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HOOFDSTUK L

g 1. DE lﬁ)l.'_-\[_)]{,\'l'lﬁ('llIC INVOLUTIE OP EEN RECHTE LIJN.

«Hebben * wij een stelsel van puntenparen P, P, zoo dat
P, en P, elkaar ondubbelzinnig bepalen, dan noemen wij
zoo'n puntenstelsel eene inwolutte van den fweeden graad of
eene lp.»

Een bundel kegelsneden bepaalt op een willekeurige rechte
[ zoo'n involutie, Immers neemt men op / een punt dat we
P, noemen dan bepaalt dit punt met de vier grondpunten
A; A Az Ay van den bundel een kegelsnede die / behalve
in Py, nog in een tweede punt snijdt.  Dit laatste punt noemen
wij nu P, Het is, wanneer P, bekend is, geheel ondub-
belzinnig  aangewezen.  De kegelsnede (A Aa Ay AP Py
is echter ook bepaald zoodra het punt P gegeven is.  Dan
vinden wij bij P, het zelfde punt Py waarvan wij vroeger
uitgingen.

Men zegt nu dat de punten Py oen I’, aan elkaar zijn
‘fﬂf’lg"f‘f'('l".’\'({ . dat wil dus zeggen dat wanneer we ¢eén van
die punten weten, het andere ook aangewezen is.

Het is duidelijk dat voor alle puntenparen door de ver-
schillende exemplaren van den kegelsnedenbundel op /inge-
sneden. hetzelfde kan gezegd worden en dat we op die
manier op de lijn /7 een stelsel van oneindig veel puntenparen
hebben verkregen, dat voldoet aan de bepaling van eene
involutic van den fweeden graad aan het begin van deze
§ westeld,

De lijn / wordt de drager der quadratische involutie I,
genoemd,

We kunnen gemakkelijk drie paren eener I verkrijgen
door ons te bedienen van de drie ontaarde kegelsneden

gaande door de vier basispunten.




<>

Door middel van de algebra laat zich het begrip van
involutie even goed verstaan. Voor de algebraische voor-
stelling der involutie kiezen wij op de drager / een wille-
keurig punt N dat nulpunt van telling wordt voor de afstanden
of abscissen van alle punten der lijn / tot aan dat nulpunt
N. De stand van een punt P; op / is dan door de abscis x
bekend, ierwijl evenzoo de plaats van een punt P, door de
bijbehoorenden abscis v kan gegeven worden.

Bestaat nu tusschen de bedoelde grootheden x en y de
betrekking

axy+bx-+4+yv)+c=0 . . . . (1)
waarin a, b en ¢ bepaalde coéfficiénten zijn, dan blijkt on-
middellijk dat wanneer het punt Py en dus de x bekend is,
de y ondubbelzinnig wordt gevonden en andersom, wat
weder hierop neerkomt dat de punten P; en P, elkaar vol-
komen bepalen, of m. a. w. dat P; en P, «toegevoegde
punten zijn. Maar het is eveneens duidelijk dat welk punt
men ook op / als P; kiest, men daarbij steeds één punt P,
zal vinden en dat dit laatste punt weder het eerste kan
opleveren.

De beschouwde toestand van de oneindig vele punten eener
rechte lijn / is slechts een bijzonder geval eener meer alge-
meene gedachte.  Het kan nl zijn dat aan het punt P is
toegevoegd het punt Q, maar dat nu het punt Q e/ het
punt PP aangeeft maar een ander punt van Z Er bestaan
dan eigenlijk twee puntenstelsel op /Z: het stelsel (P) en het
stelsel (Q).  Men noemt ze collocaal, omdat zij op denzelfden
drager zijn gelegen. Elk punt van / is op te vatten als een
punt P van het ééne stelsel en wijst dan het toegevoegde
punt O van het andere stelsel aan.  Maar noem ik dat eerste
punt ()’ (= P) dan hoort er een punt " bij dat niet het e-
noemde punt € is.  Wel zijn de punten der lijn /7 één aan
één aan elkaar toegevoegd, welk verband men een projecticy
verband noemt, of ook projectieve verwantschap. Door eene
bilineaire vergelijking van de gedaante

axXy-+bx~4cy4d=o . , . ., (2
is zij volkomen bepaald, wat na het gezegde geen verdere
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toelichting behoeft. Stelt men nu in deze laatste vergelijking
de coéfficienten van x en y aan elkaar gelijk, dus ¢ =y,
dan komt vergelijking (1) te voorschijn, waarmee is aange-
toond dat de quadratische involutie een bijzonder geval is
van eene verwantschap één aan één, gedacht tusschen de
oneindig vele punten eener rechte lijn.

§ 2. Wij keeren terug tot de vergelijking (1) der quadra-
tische involutie, en schrijven die in den vorm

b :
x“. . ‘x_}_-\“‘]_}—.‘—‘zﬂ " . . . . "1)
of

b b b? c
X y4 =)= —-
( + .’1) ( _| ;:) A3 a
1 el Hise
Na verschuiving van het nulpunt over een afstand - vinden
a
wij in de nieuwe coordinaten voor de vergelijking der I,.
£y =constante . . . . . . . (3)
ten opzichte van het nieuwe nulpunt M.  Onderstellen we
het geval & = y, dan wordt (3)
£2 = constante.
= 4 ]/vnnsl;mtu v e e S 1+ (4)
waaruit blijkt, dat er steeds fwee punten 1y en D, bestaan,

Ire

die met hun toegevoegde punt samenvallen.  Men noemt ze
de dubbelpunten der quadratische involutie,  Ook uit verge-
lijking (1) volgt het onmiddellijk; men stelle slechts X ==y
waardoor cen quadratische vergelijking in de parameter X
ontstaat waarvan de beide wortels de twee dubbelpunten
der I, vertegenwoordigen, Maar de vorm (4) heeft het voor-
deel dat daaruit eenvoudig is te zien, dat het nicuwe nul-
punt M het midden is der beide dubbelpunten Dy en Dy,
Meetkundig laat zich vergelijking (3) nu op de volgende
wijze schrijven, wanneer P,, Py econ willekeurig paar der I,
voorstellen
M P, M P = MD,;2= MD;?

hetgeen eenvoudig wil zeggen dat de punten Py en P door
de dubbelpunten der involutie harmonisch worden gescheiden,
welke stelling voor directe omkeering vatbaar is.

Uit (4) is nog af te lezen, dat de dubbelpunten Dy en D,
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bestaanbaar maar ook onbestaanbaar kunnen zijn; imagi-
naire dubbelpunten komen in het volgende geval voor.
De verwantschapsvergelijking der quadratische involutie had
den vorm

axy+bx+yv)+c=o0. . . . (1)

zij bezit klaarblijkelijk #zwee onafhankelijke coéfficiénten, d.w.z.
elke quadratische involutie is door twee paren volkomen
bepaald, of anders: wanneer twee paren gegeven zijn, kan
men alle andere paren vinden.

Stel nu de paren A;, A, en By, B, zijn op de drager /
gegeven. Richt men nu op A; A, en By B, als middellijnen
twee cirkels op en neemt aan dat zij de snijpunten S en &'
hebben. Wij zien dan dat SA; L SA; en SBy L SB,.
Kiest men C; willekeurig op / en verbindt C; met 5, dan
staat in S maar één lijn loodrecht op C; 5. Snijdt deze
loodlijn de lijn 7 in het punt C,, dan geldt SC; L 5C,. Bij
elken willekeurigen straal C; S, wordt slechts één andere
gevonden S, en omgekeerd doet C, S weder C; S terug-
vinden. Breiden we de bepaling, aan 't hoofd van deze §
genoemd, uit tot stralen van eene waaier dan blijkt dat al
de rechte hoeken in 't punt S gevormd eene straleninvolutie
uitmaken van den tweeden graad.

De snijpunten van toegevoegde stralen nl. de punten
Ay, Aq; By, By G, Gy enz. zijn nu vanzelf in een I gerang-
schikt. Door het punt S of ook door het ten opzichte van
/ symmetrisch gelegen punt S’ is de I; volkomen bepaald.
De twee paren Ay, Ay en By, By geven aan waar de punten
S en S’ zijn te vinden en hiermee is de stelling dat elke
quadratische involutie door twee paren volkomen bepaald
wordt, ook meetkundig opgehelderd.

Bij de straleninvolutie (.Y) is het bestaan van dubbelstralen
ten eenenmale onmogelijk en de bijbehoorende punteninvo-
lutie op / kan dan ook geen dublbelpunten vertoonen. Wij
hebben hier een geval van zZmaginaire dubbelpunten ver-
wezenlijkt.  Men kan ook zeggen de paren der bedoelde
involutie worden ingesneden door alle cirkels gaande door
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de punten .S en .8, en de onmogelijkheid van het onstaan
van dubbelpunten is weder in te zien.

In geval de paren Ay, Ay en By, By zoo gegeven zijn, dat
de segmenten Ay A, en By B, elkaar uitsluiten, zal de be-
sproken constructie falen; we volgen dan een anderen weg.

Ergens in het vlak beschrijven wij een willekeurigen cirkel
en nemen daarop, eveneens willekeurig, het punt M; aan.
De lijnen M; A; en M; Ay snijden op den cirkel de punten
X, X, in; de lijnen M; By en M; B, de punten Y,, Y.

Het snijpunt der verbindingslijnen X Xz en Y, Y, noemen
we M,.

Denken wij aan alle stralen door M, of van den waaier
M,, dan vormen de op elken straal gelegen snijpunten met
den cirkel de paren eener quadratische involutie. De stralen-
bundel (M;) geeft op dezelfde wijze een involutie van den
tweeden graad. De beide collocale involuties hebben de paren
(X1, Xo) en (Y, Yq) gemeen; zij zijn derhalve identiek, d. w. z.
de beide waaiers (M) en (M;) snijden dezelfde involutie op
den cirkel in. Of ook de verbindingslijnen van toegevoegde
punten eener I, op een cirkel gaan door een vast punt.
Hier het punt M,.

Is het punt M, uit de twee gegeven paren Ay Ag en By, By
gevonden, dan trekken we een willekeurigen straal door M,,
die de snijpunten Z; Z, oplevert. Projecteer deze uit M,
dan wijzen de lijnen M, Z, en My Z, op de lijn / het paar
(Cy, Cy) der involutie aan, waartoe ook Ay, Az en By, By be-
hooren, Uit M, gaan nu of twee reiele of twee imaginaire
raaklijnen aan den cirkel.

In het eerste geval zullen de beide raakpunten Ry en R
de duboelpunten voorstellen der involutie (X, Y), en zij zullen
uit M, geprojecteerd noodwendig de beide bestaanbare dubbel-
punten der op / gelegen involutie (A1) aanwijzen,

Ging de eerste constructie slechts in één geval door, de
laatst besprokene is in derde gevallen te gebruiken,

Toepassingen:
i. Een bundel kegelsneden bepaalt op een recht / een I,
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Lettende op de drie ontaardingen zien wij de bekende
stelling van DESARGUES dat de overstaande zijden van
een volledigen vierhoek op een rechte drie paren eener
zelfde involutie insnijden.

Elke I, bezit twee dubbelpunten. Door vier punten gaan
derhalven steeds twee kegelsneden die een gegeven rechte

L¥]

aanraken.

3. Ligt de gegeven rechte in het oneindige dan blijkt dat
er door vier willekeurige punten steeds twee parabolen
gaan.

‘\‘; 3. DE INVOLUTIE VAN DEN PEN GRAAD OP EEN RECHTE.

«Hebben wij een stelsel van puntengroepen Py...... P,
zoodat elke groep door één harer punten, onverschillig welk
volkomen bepaald is, dan noemen wij zoo'n puntenstelsel eene
involutie van den p* graad of eene Ip.»

Een bundel krommen van den p® graad zal op een rechte
/ zoo'n Ip bepalen.

Algebraisch kan men de involutie van den p*™ graad, op
de lijn Z als drager gelegen, voorstellen door de vergelijking

SIPH DR sl ORI TR SRR TS (1)

waarin @” en & functies van den p* graad in x zijn. De
coordinaat x is te rekenen van af zeker nulpunt op den
drager / en 2 is een parameter. Zoodra men aan j een
bepaalde waarde toekent, levert de vergelijking (1) voor de
veranderlijke x blijkbaar p waarden. Elke waarde van 3
geeft een groep van p punten aan.

Is omgekeerd een punt Py door de abscis Xy gegeven dan
wordt door de substitutie dezer abscis in de vergelijking (1)
de parameter 5 gevonden en zijn de p wortels van verge-
lijking (1) bepaald. Hieruit is te zien dat door ¢én punt P
steeds een groep van p punten bepaald wordt waartoe ook
dat punt Py zelf behoort, terwijl het weder onverschillig is
van welk punt der groep men uitgaat.
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De mogelijkheid bestaat dat de vergelijking (1) voor een
bepaalde waarde van A twee gelijke wortels bezit. In zoo'n
geval is hare afgeleide nul. Eliminatie van 2 tusschen ver-
gelijking (1) en hare afgeleide zal eene vergelijking van den
graad 2 (p—1) in x doen ontstaan d.w.z «Elke involutie
van den pe graad bezit 2 (p— 1) dubbelpuntens.

Neemt men op den drager der I, twee nulpunten aan, dan
kan men de plaats van een punt bepalen door de verhouding
der afstanden tot die twee nulpunten en met hnmogcénb
coordinaten werken. |

Dan is de I, algebraisch voor te stellen door de vergelijking

uP (xg Xa) 4 A VP (X4 Xp) = 0.

De functies # en # zijn nu van den p®™ graad in X; en X,.
Voor dubbelpunten der I, moet nu gelden:

du dv du dv

+ A a X, —t) d :\;r + A d X, = 0.

d \‘
Eliminatie van A levert

du dv dv dv

d ‘1. d x, - dx,_.‘ il‘x_’

Deze functionaal determinant is van den graad 2 (p-— 1),
waarnit het bovengenoemden resultaat weder blijkt.

Op soortgelijke wijze is te onderzoeken of de I, drie- of
meervoudige elementen bezit. . Maar in "t algemeen zijn die
er niet.

[s er een p-voudig clement en nemen wij dit tot nulpunt
van telling, dan is de I, voor te stellen door

xP <4 A0 (x)=o0.

® (x) == functiec van den p graad in X,
Voor dubbelpunten is

pxr! -+ A @' (X) = o.
Eliminatie van a geeft de vergelijking:

xP @' (X)—pXP~—! @ (X) =0
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Zij heeft (p— 1) wortels de nul zijn d.w.z. <Elk p-voudig
punt vervangt (p— 1) dubbelpuntens. Ergens anders liggen
er nog (p—1).

Uit den vorm der vergelijking
aP 4 AbP =0

is weder te zien dat de I, door twee groepen volkomen
bepaald is; want dan zijn de functies a? en b? bekend, waar-
mee de vergelijking der I, kan samengesteld worden.

§ 4. DE INVOLUTIE VAN DEN PEN GRAAD OP EENE
KEGELSNEDE.

De I, die wij tot nu toe op een rechte hebben beschouwd,
laat zich onmiddellijk op elke rationale vlakke kromme over-
brengen.

In de eerste plaats op eene kegelsnede. Nemen we op
een gegeven kegelsnede een willekeurig punt en projecteeren
wij uit dat punt de I, die op een rechte in hetzelfde vlak
is gelegen, dan snijdt de projecteerende stralenbundel op de
kegelsnede eene puntenreeks in, welke ook eene 1, is, wegens
de overeenkomst één aan één tusschen de punten der beide
reeksen.

We spreken nu over de I, op de kegelsnede ontstaan.

Worden de toegevoegde punten door rechte lijnen twee
aan twee verbonden, dan is de vraag: wat is de omhullende
van al deze verbindingslijnen?

De Alasse laat zich makkelijk bepalen. Immers door 'n
willekeurig punt Py van de kegelsnede C; Kunnen niet meer
dan (p— 1) raaklijnen der omhullende gaan; nl. alleen die
welke het bedoelde punt Py met de (p— 1) punten Py, ... P,
verbinden die door de involutie aan het punt P zijn toe-
ge\'nvg(l.

De Alasse der omhullende of der zoogenaamde snvolutic-
kromme is derhalve (p— 1).

Voor p= 2 is de involutickromme een enkel punt. Wij
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zagen dan ook vroeger dat de verbindingslijnen van toege-
voegde punten eener I op een cirkel door één punt gingen.

Bestaan op een kegelsnede twee involuties, bijv. eene
I, en eene I dan hebben zij involutickrommen waarvan de
klasse achtereenvolgens is (p— 1) en (q— 1).

De beide omhullenden zullen blijkbaar (p—1) (q-— 1)
gemeenschappelijke raaklijnen bezitten. Zoo'n raaklijn ont-
staat. wanneer de twee collocale involuties een paar gemeen
hebben, zoodat twee collocale involuties 1, en I, steeds
(p—1) (q—1) paren gemeenschappelijk hebben.

De involutiekromme der I, en de drager C; hebben 2
(p— 1) gemeenschappelijke raaklijnen. Wat beteekenen die
voor de I,? Het zijn eenvoudig de 2 (p—1) raaklijnen die
men in de dubbelpunten der I, aan de kegelsnede kan

trekken.

Onder werfakkingspunt verstaat men een punt waarvoor
twee toegevoegde punten samenvallen,  Zoo zal een groep
van p toegevoegde punten waaronder een dubbelpunt 1Py ==
P,, (p-—— 2) vertakkingspunten bezitten Py....P,. Aan elk
der punten Py....P; is immers het dubbelpunt Py == P, toe-
gevoegd,

De 2 (p— 1) dubbelpunten der [, doen dus 2 (p— 1) (p— 2)
vertakkingspunten ontstaan.

Uit een vertakkingspunt P3 gaan naar het bijbehoorende
dubbelpunt Py == 1% de twee raaklijnen Py Py en P, Py, die
samenvallen, d.w.z elk perfakkingspunt is op de involutie-
kromme gelegen. Zoo liggen er 2 (p 1) (p— 2) punten
der omhullende op de kegelsnede, m.a.w. de graad der
involutickromme is

p 1 (p 2),

Dubbelraaklijnen  kan de involutickromme niet bezitten;
daarvoor moesten in ¢én groep minstens twee dubbelpunten
voorkomen en dat is in het algemeen niet het geval.

Nu is volgens een der formules van Plicker

n=Kk(k 1) 27— 3 [

/
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Voor de involutiekromme is gevonden

(n=(p—1p—2
' k=p—1
=0 Bijgevolg ook =o.

De onmogelijkheid van buigpunten blijkt bovendien meet-
kundig.

Voor het geslacht der omhullende is makkelijk te viaden

g="1"2(p—2)(p— 3)

We zien uit het bovenstaande dat eerst een cubische
involutie een eigenlijke involutiekromme bezit en wel een
mvolutickegelsnede.

De I; op de kegelsnede C, is door de twee drietallen
Ay, Az A3 en By, By, By volkomen bepaald, en de zes ver-
bindingslijnen dezer beide drietallen raken nu aan een tweede
kegelsnede k,. Gieten we dit resultaat in een bekenden
vorm dan krijgen we:

«Zijn twee drichoeken beschreven in zekere kegelsnede
dan raken hunne zes zijden aan een nieuwe kegelsnedes.

Wij zien, dat er een heel stelsel van drichoeken bestaat
die aan dezelfde voorwaarde voldoen,

In 't algemeen is de omhullende der I, niet rationaal.
Het geslacht kan verminderen, wanneer in é¢én groep der
involutie meer dan één dubbelpunt aanwezig is. Dan wordt
het geslacht der involutickromme voor elk meerder dubbel-
punt met é¢én verlaagd.

Een groep der I, bepaalt 2 p (p+ 1) raaklijnen aan de
omhullende die door 2 (p-— 1) (p - 2) raaklijnen bepaald is,
zooals volgt uit hare klasse. En zoo zien we licht in dat
de omhullende der verbindingslijnen van toegevoegde paren,
0. a. door ¢één volledige groep der I, en (p—1) geheel
willekeurige puntenparen bepaald is, terwijl dan ook de
involutie zelf bepaald zal zijn.
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§ 5. CONSTRUCTIES.

Zoodra op een kegelsnede twee paren Ay, A; en By, By
gegeven zijn, is een I bepaald, d. w. z. dat we dan alle
paren kunnen vinden. Zoek slechts het snijpunt .17 der
lijnen Ay, Ay en B, By, ledere willekeurige lijn door 17 zal
dan een ander paar der involutie bevatten. Dit punt M is
niets anders dan het reeds besprokene klassepunt ter ont-
aarde involutieckromme.

De cubische involutie is door twee drietallen (A) en (B)
bepaald. Hoe vinden we dan de overige drietallen?

Daartoe nemen we op de kegelsnede het punt P willekeurig
aan.  De twee ontaarde Kegelsneden (P Ay, A; Aj) en (P 1y,
B, B;) bepalen de vier grondpunten D, Q, R, S van een
bundel. Omdat nu één der basispunten nl. het punt P op
de kegelsnede is gelegen, zullen de exemplaren van den
bundel eene Iy voortbrengen op de kegelsnede van nitgang.
De ontaarde kegelsnede (QS, P R) levert een 3¢ groep (C.)

Is nu op de kegelsnede eene cubische involutie gegeven
door de beide groepen (A) en (B) dan is het mogelijk het
drietal te bepalen waarvan één punt Cy vooruit aangewezen is.

De lijnen Ay Ay en By By bepalen het punt .50 ‘Trek nu
;S dan snijdt deze lijn het punt 72 in. De rechte ©Q Ay
en PB, geven nu op ByBs en Ay Ay de plaats der basis-
punten Q en R aan. Trek nog Q R en men vindt de punten
C, en C, die met het vooraf bepaalde punt Cy ééne groep
vormen. Geef Cy telkens anderen standen, dan zijn op deze
wijs alle groepen der Iy te verkrijgen,

Men kan ook uit deze constructie zien dat de Iy door oon
drietal (A) en twee paren By, By en (y, €y volkomen bepaald
is. Immers deze bepalen het punt Q. De lijn Ay Q geeft
't punt P.  Het punt .5 wordt gevonden als het snijpunt van
A, Ay en B, By, terwijl Ay Ay door G, Gy in het vierde basis-
punt R wordt gesneden, waardoor de bundel weder bekend is.

Voor de biguadratische inwolutie geldt ongeveer dezelfde
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constructie. Stel gegeven de viertallen (A) en (B) van een I,
op een kegelsnede. :

De ontaardingen (A; Ay, A3 Ay) en (B; By, By By) leveren
vier snijpunten, die een bundel kegelsneden bepalen. De
derde ontaarding levert een derde viertal (C). Door her-
haalde toepassing dezer constructie vinden wij zooveel groepen
als wij willen.

§ 6. DUALE BESCHOUWINGEN OVER INVOLUTIES Op
EEN KEGELSNEDE.

In het platte vlak zijn punt en rechte duale begrippen,

Zoo kan een stralenbundel, die uit 'n punt M een op een
rechte gelegen quadratische involutie projecteert, als de duale
omzetting dier I, worden beschouwd. De stralenbundel met
M als middelpunt is dan eene quadratische straleninvolutie.
Zij zal twee dubbelstralen bezitten.

Bestaat op een rechte een I, dan kunnen wij op dezelfde
manier, door projectie uit een willekeurig centrum 17, een
straleninvolutie van den p* graad verkrijgen, waarin nu 2
(p—1) dubbelstralen aanwezig zijn.

Hebben wij een schaar van kegelsneden d. w. z. alle kegel-
sneden die aan vier vaste rechten raken, en trekken wij uit
een willekeurig punt 37 de raaklijnen aan de exemplaren
van de schaar, dan vormen die raaklijnen cene I,

In de schaar komen drie ontaardingen voor nl. de drie
paar overstaande hoekpunten van de volledige vierzijde ge-
vormd door de vier vaste rechten.  Wij vinden hieruit de duale
stelling van DESARGUES dat nl. de drie paar overstaande
hoekpunten van een volledige vierzijde, uit een willekeurig
punt door drie paren eener zelfde straleninvolutie geprojec-
teerd worden,

Trekken wij in elk punt van een punteninvolutie I,, die
geplaatst is op een kegelsnede, de raaklijn dan worden de
raaklijnen der kegelsnede in de paren eener I, gerangschikt,
Dat de meetkundige plaats der snijpunten van toegevoegde
stralen in dit geval eene rechte lijn m is, volgt hieruit dat
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op elke raaklijn slechts één punt dier meetkundige plaats is
gelegen. Zijn van zoo'n straleninvolutie twee paren bekend,
dan wordt door hunnen beide snijpunten de stand der lijn
m gevonden. Elke twee raaklijnen uit een punt van m
vormen nu een paar der involutie. De dubbelstralen zijn de
raaklijnen in de snijpunten van sz met de Kegelsnede.

Op dezelfde wijze kunnen wij ons de raaklijnen aan een
C, gerangschikt denken in de groepen eener I3, De meet-
kundige plaats der snijpunten van toegevoegde raaklijnen of
de zoogenaamde involutickromme zal nu een kegelsnede zijn.
Immers elke raaklijn wordt door twee toegevoegde gesneden,
Wij krijgen zoo een stelsel drichoeken om de kegelsneden
van uitgang beschreven, waarvan de hoekpunten liggen op
een nieuwe kegelsnede.

Wanneer nu in 't algemeen de raaklijnen aan een kegel-
snede eene [, vormen, zal de involutickromme [’ van den
graad (p—1) zijn, Bevindt zich nog eene involutie I, op de
kegelsnede dan heeft die eene involutickromme [ van den
oraad (q—1). De beide involutickrommen hebben (p—1)
(q— 1) snijpunten m. a. w. de collocale raaklijneninvoluties I, en
I, hebben (p—1) (q—1) gemeenschappelijke paren.

De kegelsnede en 1" hebben 2 (p——1) snijpunten ontstaande
uit de raakpunten der 2 (p-—1) dubbelstralen. Elke dubbel-
straal wordt door (p—2) toegevoegde stralen gesneden, welke
raaklijnen aan [' zijn en tegelijk aan de kegelsnede. De
kegelsnede en ' hebben dus 2 (p—1) (p—2) gemeenschap-
pelijke raaklijnen.  Het blijkt hieruit dat de Aasse van [°
moet zijn (p—1) (p—2).

Dubbelpunten zal 1" niet hebben.

Bovendien volgt uit k ==n (n 1)— 23— 3% waarin J=o
dat ook yx==o.

Voor het geslacht van 1" geldt

g==1/2(n 1) (n 2) d—x of
g=1l2(p—2)(p—3)

Het geslacht der involutickromme is hetzelfde voor de
punteninvolutie als voor de raaklijneninvolutie,
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Is ook duidelijk, want het geslacht is duaal in zich zelf.

Een volledige groep raaklijnen eener I, geeft 2 p (p—1)
punten van de involutickromme. Deze laatste is van den
graad (p—1) en zal derhalve door één volledige en (p—1)
willekeurige raaklijnenparen bepaald zijn.

Twee groepen van p raaklijnen bepalen de involutiekromme
', omdat zij de I, bepalen. In elke groep zijn 12 p (p—1)
punten van [* gelegen, en in 't geheel zijn door twee groepen
p (p—1) punten bepaald. Doch I is van den graad (p—1)
en daarom door /2 (p—1) (p- 2) punten bepaald.

Eisch nu

pp—1)>12(p—1)(p-+2)
of
pt—3p>—2

dan volgt dat zoodra p > 2 twee volledige groepen van
raaklijnen meer punten der involutickrommen geven dan
voor haren bepaling noodig zijn.

Z00 is bij een raaklijnen Iy de involutie krommen [ van den
derden graad. Twee groepen raaklijnen leveren 12 punten
van [, die reeds door g punten bepaald is. En zoo zien wij
dat de 12 hoekpunten van twee volledige vierzijden gevormd
door raaklijnen aan één kegelsnede op een Ky liggen.

Bovendien blijkt dat een Iy van raaklijnen aan een kegel-
snede door drie drietallen is te bepalen. Want zij leveren
ons ¢ punten der involutickromme, die daarmee bepaald is.
De Iy is dan ook bepaald.

§ 7. DE I, OP EEN WILLEKEURIGE RATIONALE
VLAKKE KROMME.,

Behalve op eene kegelsnede kunnen wij de I, van een
rechte overbrengen op iedere rationale kromme, Immers
iedere kromme van het geslacht nul kan vertegenwoordigd
worden door een puntenreeks op een rechte, Neem bijv.
een cubische kromme met een dubbelpunt D dan zal de
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stralenbundel met D als centrum de C; punt voor punt
projecteeren op een willekeurige rechte.

Omgekeerd is nu de involutie I, van een rechte over te
brengen op de kromme C; door middel van den waaier D.

Zoo ook bij een C; met drievoudig punt.

Maar in ‘talgemeen zullen wij de C, van geslacht nul
moeten projecteeren door een bundel C, _, gaande door
de Y2 (n— 1) (n— 2) dubbelpunten der C, en nog (n— 3)
willekeurige punten.

leder exemplaar van den bundel heeft nu één veranderlijk
snijpunt met de C,. Door de raaklijnen aan de exemplaren
van den bundel te trekken in één der basispunten, wordt de
bundel vervangen door een waaier.

De snijpunten van dezen waaier met een willekeurige rechte
stemmen nu een aan een overeen met de punten der C,.

Met het bepalen van de involutieckromme [* der I, op een
rationale C, geplaatst, zal het niet zoo eenvoudig gaan, als
toen de kegelsnede draagster was.

Bij een I, die zich op een C3 met een dubbelpunt D
bevindt, is terstond op te merken, dat bij het punt D twee
toegevoegde punten behooren: dat dus uit D twee raaklijnen
aan de involutickromme gaan, die dan een kegelsnede is,

Is op diezelfde Cy eene Iy aanwezig, dan worden aan het
dubbelpunt D vier punten toegevoegd en wordt de flasse
der omhullende vier,

Maar wanneer de C, algemeenen wordt is van te voren
over [ niets te zegwgen, wat graad of Alasse aangaat.  Alleen
het geslacht zal hetzelfde zijn als we vroeger vonden, toen
de I, op een kegelsnede werd beschouwd.

Stel toch de I, gegeven op een rationale C,. Beeld de
C, met de I, er op, af op een Kegelsnede, We zien dan op
die kegelsnede eene involutie |, ontstaan. Met de lijn Py P,
die twee toegevoegde punten der I, verbindt, zal nu over-
eenkomen de lijnen P P die de overcenkomstige punten
van de involutie ], bevat

De raaklijnen der omhullende I van I, stemmen een aan
een overeen met die der omhullende van [, De involutie-
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kromme [' van de involutie I, heeft in dit geval het zelfde
geslacht als de omhullende der involutie J, op de kegelsnede.
Voor het geslacht van [' geldt dus evenals vroeger

o= 1l2i(p_—2)(p—3)
Tevens zal men licht inzien dat het aantal dubbelpunten
der I, ook geene verandering kan ondergaan en 2 (p— 1) blijft.



HOOFDSTUK 1L

S 1. DE ALGEBRAISCHE VERWANTSCHAP.

De verdere behandeling der involuties vereischt de kennis
der verwantschapstheorie.  Wij willen haar in dit hoofdstuk
ontwikkelen.

Denken wij ons twee rechten en op elk een nulpunt, dan
laten de punten van de ééne lijn zich door de abscis x en die
van de andere zich door de abscis v aanwijzen. Beschouwen
we nu de vergelijking

Ay 4+-By»—*4 ......+Ry4+T=0 . . . (1)

waarin

“m,n - 1 Xog ‘}" Ay — I, n 1 A = "1_ R YL L "}‘ Qo n =1

I

‘ A=an, X" an-ynX" "4 ...... 4 8,n
13

. . . . . . . . .

l T = b, o, X" "{— Ay — 5,0 X" _'_ 3 Lt o '+ Ao, 00

Deze vergelijking is van den graad » in y, terwijl de
codfficiénten functies van X zijn van den graad .

Nemen we een punt X op de ééne lijn en substitueeren
we de bijbehoorende abscis a in de vergelijking (1), zoo zien
we dat al de coefficienten A, B, . . . T bekend worden en
dat wij voor de onbekende y uit die vergelijking # waarden
kunnen berekenen.

Wordt dus op de ééne lijn één punt X willekeurig aan-
genomen, dan zijn daardoor # punten Y bepaald.

Maar bij het willekeurig aangenomen punt Y zijn op
dezelfde manier 2 punten X te vinden.

De genoemde vergelijking legt een verband tusschen de
punten X van een bepaalde rechte en de punten Y van een
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andere rechte en wel zoodanig dat met één punt X overeen-
komen # punten Y, en met één punt Y overeenkomen
punten X. Men zegt nu, dat tusschen de punten X en Y
een verwantschap (m, n) bestaat, of ook dat de puntenstelsels
(X) en (Y) in m—n— ledig verband staan. Ieder stelsel op
zichzelf heet, wanneer het op een rechte of in 't algemeen
op ’n rationalen drager wordt gevonden, een rafionaal elenien-
tenstelsel.

Laten we de beide rechten, waarop we de stelsels (X) en
en (Y) dachten, in één vlak vallen, dan is licht te begrijpen
dat zij tegelijkertijd op een kegelsnede kunnen voorkomen.
Daartoe kiezen we slechts een willekeurig punt M op een
in het bedoelde vlak gelegen kegelsnede C,. Projecteer uit
M de beide stelsels (X) en (Y), en de punten der C, worden
gerangschikt in dezelfde verwantschap (m, n).

De beide rechten waarop we de puntenstelsels (X) en ()
dachten, mogen we ook laten samenvallen.  Maar dan hebben
we aan ¢én nulpunt genoeg. De veranderlijken x en y uit
vergelijking (1) stellen in dit geval afstanden tot Jefzelfde
nulpunt voor, vandaar de mogelijkheid dat zij aan elkaar
gelijk worden, en een punt X met zichzelf overcenkomt.
Het is een punt X = Y dat tot beide stelsels behoort. Men
noemt zoo'n punt gemeenschappelijk aan beide puntenstelsels
een coincidentie.

Hun aantal is gemakkelijk te vinden. Schrijven we de
verwantschapsvergelijking verkort

f (X, \‘) —=Te)

dan vinden wij de bedoelde punten door X =y te stellen
in die vergelijking, waardoor ze¢ in X of in y van den graad
(m - n) wordt; m. a. w. «elke verwantschap (m, n) bezit (m - n)
coincidentiess,

Met één punt X komen # punten Y overcen. Vallen twee
van deze 2 punten Y samen dan spreekt men .van een
dubbelpunt. Het punt X waarvoor twee bijbehoorende
punten X zijn samengevallen heet een verfalkingspunt.
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Algebraisch is hun aantal te vinden door te vragen, hoeveel
gelijke wortels y, heeft de vergelijking f(x,v) =0 bij een
bepaalde waarde van x? x

Men elimineere v uit f(X,y)=0 en uit hare afgeleide
naar ¥, en zal een vorm verkrijgen in x van den graad 2 m
(n — 1), hetgeen beteekent dat het stelsel X 2m(n— 1) ver-
takkingselementen bezit of dat het stelsel Y 2m(n— 1)
dubbelpunten vertoont.

Men verkrijgt dit resultaat ook als volgt. Willen we be-
rekenen het aantal dubbelpunten van het stelsel X, dan
zoeken we het verband dat er tusschen die punten X onder-
ling bestaat. Met één punt X komen overeen z punten Y,
en met ieder dier punten Y nog (m-— 1) andere punten X,
Tusschen de punten X onderling bestaat dus eene verwant-
schap met symbool

[n (m-—1), n(m— 1)]

Zij bezit 2n(m - 1) coincidenties d.w. z het stelsel X bezit
2n(m— 1) dubbelpunten en het stelsel Y evenveel vertak-
Kingspunten.

Denken we nog steeds dat de stelsels (X) en (Y) op de
zelfde rechte als drager voorkomen met het zelfde nulpunt,
dan is het mogelijk dat biyj een zeker punt X behoort een
ander punt Y en dat hetzelfde punt X als een punt Y be-
schouwd het eerste punt Y oplevert, dat dan nu een punt X
moet heeten,  Men kan immers elk punt A als een punt
X en als een punt Y beschouwen.

Bij zoo'n punt A behooren in 't algemeen twee verschil-
lende punten; nl. bij de opvatting A ==X het punt Y’ en
bij de beschouwing A=Y het punt X". Is nu X'=Y'
dan heeft men een zoogenaamd fwvolutorisch paar (X =Y,
X'=Y'),

Het snelst vindt men het aantal involutorische paren langs
den algebraischen weg uit de verwantschapsvergelijking :

f X, V) =o0.

We moeten de wortelparen hebben die bij verwisseling
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der waarde van x en y blijven voldoen, dat zijn de waarden
die voldoen aan

f(x,y)=o0 én aan f(y, x) = o.

Beschouw deze vergelijkingen als voorstellende twee alge-
braische krommen van den graad (m -}- n); die hebben (m - n)2
snijpunten. Alle wortels der vergelijking f (x,x) hooren er
ook onder. Dat zijn er (m -+ n).

Zij geven volgens vroeger de coincidenties aan. De sub-
stitutie X =o0 geeft slechts » waardeny. Derhalve liggen
punten in 't oneindige op de Y-as, voor de eene kromme en
7 punten op de Y-as in 'toneindige voor de andere kromme,
Op de F-as vinden we daardoor mn snijpunten. Op de
X-as evenzoo. We houden nu over

m+4n2—m-4n—z2mn=m(m-—1)-4n{n—1)

voor het aantal snijpunten dat wij bedoelen, Het aantal
tnvolutorische paren is nu de helft daarvan dus

2 im (m-—1)-n (n— 1)

daar elk wortelpaar verwisselbaar is.

§ 2. Willen we het laatste resultaat langs anderen weg
afleiden dan zouden we de verwantschap (m,n) tusschen de
punten eener kegelsnede kunnen bestudeeren. We zagen
reeds hoe zoo'n verwantschap op een kegelsnede ontstaan
kan, en noemen de oneindig vele punten der kegelsnede
wanneer ze in het ééne stelsel gedacht worden X, in het
andere Y. We zullen het dus hebben over de verwantschap
(X, Y) op eene kegelsnede. Het symbool dier betrekking is
(m,n). Evenals bij de I, op een kegelsnede is ook hier te
spreken van eene direclickromme, of omhullende van ver-
bindingslijnen van toegevoegde punten; deze is uiterst be-
langrijk.

Bij een willekeurig punt A =X [d. w.z het punt A in
het stelsel (X) gedacht] behooren 2 punten Y, terwijl bij dat
zelfde punt A=Y behooren » punten X, zoodat in 't geheel
aan elk willekeurig punt der kegelsnede (m--n) punten
toegevoegd zijn, of anders door elk willekeurig punt der
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kegelsnede gaan (m-f-n) raaklynen aan de directickromme I,
De #lasse van I' is bijgevolg (m - n)

Zoodra we er in slagen het aantal snijpunten van [" met
de kegelsnede te bepalen, is de graad van de omhullende [
bekend.

Stellen we ons even zoon snijpunt PP voor, dan is het
duidelijk dat uit dat punt P twee samengevallen raaklijnen
aan de directickromme moeten gaan, want P zal immers op
die directickromme liggen.

Het punt P is een vertakkingspunt wanneer van de toe-
gevoegde punten er Zwee samenvallen bijv. P'=P". Maar
dan vallen de raaklijnen PP’ en PP", die uit P vertrekken
aan [, ook samen, wat met zich meebrengt dat zoo'n punt
P op I' ligt.  Derhalve liggen alle vertakkingspunten der
(m,n) op I. Dat zijn er uit de beide stelsels (X) en (Y)
samen 2m(n— 1)< 2n(m-—1).

Ze liggen vanzelf op de kegelsnede en wij zien dat de directie-
kromme [ en de kegelsnede bezitten 2m (n—1) < 2 n (m — 1)
snijpunten.

Dit zijn nog niet alle snijpunten. Het is denkbaar dat
cen punt X samenvalt met een der toegevoegde punten Y.
Buiten het bedoelde punt X ==Y liggen dan (m — 1) punten
X en (n—1) punten Y. Men kan daarom uit dat punt
(m - n — 2) raaklijnen aan [’ trekken. We vonden echter
voor de klasse van ' het getal (m - n), zoodat blijkt dat
de lijn die de samengevallen punten X en Y verbindt voor
fwee raaklijnen geldt.  Die lijn is tevens raaklijn aan de
kegelsnede in het punt X ==Y, Het blijkt ons hierait dat
de kegelsnede en ' elkaar in zoo'n punt N =Y aanraken.
We hadden intusschen ook evengoed over een colncidentie
X ==Y kunnen spreken. Want dan hebben we zoo’n punt
X dat met é¢én der toegevoegde punten Y samenvalt.  De
directickromme 1" en de kegelsnede hebben dan ook even-
vieel aanrakingspunten als er coincidenties der (m, n) bestaan,
dus (m - n). Zij vertegenwoordigen natuurlijk dubbel zoo-
veel snijpunten,  Het totale aantal snijpunten tusschen de
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(m— 1)+ 2(m-+n)=4mn. De orde van ['isalzoo = 2 mn.

De omhullende [" zal bovendien een aantal dubbelraaklynen
bezitten.

Hun aantal zullen we berekenen uit het aantal nzolito-
rische paren der (m,n), waar het ons eigenlijk om te doen was.

Herinneren we ons weder de oneindig vele punten der
kegelsnede, vertegenwoordigende twee puntenstelsels (X) en
(Y) in m — n-ledig verband en projecteeren wij ze uit twee
geheel willekeurige centra A en B, door de stralenbundels
(x) en (v). Dat er nu tusschen die waaiers (x) en (v) ook
eene (m,n) bestaat, spreekt vanzelf, en door dualistische om-
zetting van het voorafgaande volgt dat de meetkundige
plaats der snijpunten S van toegevoegde stralen de graad
(m-}-n) moet hebben. Trouwens, men ziet het evengoed
rechtstreeks. De beide stralenbundels (x) en (y) teekenen
op een willekeurige rechte een puntenstelsel of met symbool
(m,n), of met (m - n) coincidenties. En dat zijn alle punten
S, hetgeen beteekent dat de graed der meetkundige plaats
van S is (m - n).

(remakkelijk zien we ook in dat de meetkundige plaats
van S in het centrum A een m-voudig en in centrum B
ecen z-voudig punt zal hebben,

Projecteeren we nu op de ander mogelijke manier, d. w. z.
het stelsel (X) uit B en het stelsel (Y) uit A\, door de stralen-
bundels (x’) en (v') dan ontstaat een andere meetkundige
plaats van punten S' die weer een kromme van den graad
(m -}~ n) is, maar nu met een z-voudig punt in . en ecen
m-voudig punt in 7.

De krommen (S) en (S) hebben in 't algemeen (m - n)2
snijpunten.  Hoe zijn die te verantwoorden? Terstond zien
wij er nm in het centrum A en evenveel in centrum B.
Buiten A en B, d.w.z. ergens anders, dus nog (m?--n?
snijpunten,

Denken we ons eens zoo'n snijpunt S==5'. De eenvoudigste
voorstelling van het ontstaan van zoon punt S=1§8' is
dan dat het stralenpaar X,y met het stralenpaar x',y'
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samenvalt, d. w.z x=x' en y=y’ Dan moet vanzelf
S=S". Doch x=x' en y=y' is onmogelijk zooals een
figuur ons doet zien. Is dan x=y' en y=x' mogelijk?
Zeer goed. We hoeven slechts te letten op een coincidentie
X =Y. Projecteeren zoon punt X=Y uit A dan blijkt
x=yv'; projectie uit B geeft evenzoo x"=y. Er zijn (m -+ n)
coincidenties, waardoor (m--n) snijpunten S=S' gevonden
zijn. Nu schieten er nog m(m — 1) 4 n(n— 1 over,
Om deze te verklaren gaan wij den invloed van een
mvolulorisch paar na.
Zij X=Y en X'=Y' zoo'n puntenpaar. Wat gebeurt
er nu bij projectie uit A en B, alsook andersom? Dan wordt
AX=AY=x=Y' AY =AX'=y' =x

BY'=BX'=x'=y BX=BY=x'=y

waaruit volgt dat het snijpunt (x, yv)==(x, y’) en het snijpunt
(x,v)==(x",¥) beide één punt S leveren.

Een involutorisch paar geeft derhalve tot twee punten S
aanleiding, waaruit we dan ten slotte zien, dat het over-
schietende aantal snijpunten nl. m(m-— 1) nn-— 1) kan
verklaard worden door de aanwezigheid van Yam(m — 1)
1/2n(n 1) involutorische paren.

De twee samenvallende verbindingslijnen der punten X :
Y en X Y’ vormen blijkbaar een dubbelraaklyn van 1.

De directickrommen 1" der verwantschap (m,n) is nu van
Alasse (m —-n), van graad 2mn, en bezit 2 |m(m-— 1) -}
n(n 1) | dubbelraaklijnen.

De duale beschouwing gehouden over cene (m, n) tusschen
raaklijnen aan eene kegelsnede kan nu opleveren eene
directickromme (dat is de meetkundige plaats van snijpunten
van toegevoegde raaklijnen) waarvan de graad (m -+ n) en
de Alasse 2mn is, voorzien van

121 m(m 1) ni(n 1) | dubbelpunten,




DE INVOLUTORISCHE OF SYMMETRISCHE
VERWANTSCHAP.

De algemeene vergelijking der (m,n) was
f(x,y)=0
in X van den x* in y van den 2" graad. Zij bezit 1/2

'

ym(m—1)-+n(n—1)! involutorische paren. In het geval
dat m=n, zijn er m(m — 1) involutorische paren. Vinden
we er meer, dan beteekent dat, dat de krommen (S) en (S')
der voorgaande paragraaf die nu van den graad 2 m worden,
meer dan 4 m? snijpunten bezitten, m.a. w. dat de krommen
(S) en (S') samenvallen. Elk punt S is dus ook een punt S',
Daarvoor moeten alle paren der verwantschap (X, Y) involu-
lorische zijn, vandaar dat men spreekt van eene involutorische
verwantschap. Ze heet ook wel eene symmetrische verwant-
schap. Want zoodra de vergelijking f (X, y) = o symmetrisch
is, [waarvoor m = n moet zijn en de coéfficienten zoodanig dat
door de verwisseling van x en y de vergelijking niet ver-
andert], zijn alle paren dier verwantschap involutorisch.

Met het punt P=X komen dan m punten Y =0 over-
een, terwijl met hetzelfde punt P=Y dezelfde 2 punten
() = X overeenstemmen, wat het kenmerk van involutorische
paren is,

We beschouwen als voorbeeld een involutorische verwant-
schap (2, 2) afgebeeld op een kegelsnede C2 Zij de kegel-
snede D2 de directickromme.  We Kiezen op C2 het wille-
keurige punt X en trekken uit X twee raaklijnen aan D2,
waardoor op C2? de punten Y, en Y, worden ingesneden,
Uit het punt Y, X" gaan dan twee raaklijnen aan D2
die de punten X=Y," en Y,' insnijden op C2 Was Y,
Y,', dan hadden we een cubische involutie, waarin de punten
N, Y1, Ys, een gesloten groep vormen.

[mmers de groep .\..\'1.\‘3. hl']m:lll drie 1'.l.tk[ijll"n. ISies
nog twee raaklijnen Py, P; en Py, Py, De drietallen X, Y, Y,
en Py, P2, P3 bepalen een cubische involutie, De involutie-
kegelsnede dezer cubische involutie heefi vijf raaklijnen
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gemeen met D2 en is dus identick met D2 De involuties
zijn dan ook identiek.

(zemakkelijk is uit het bovenstaande af te leiden dat een
cubische involutie bepaald is door een drietal en twee paren.
Zij Ay, Ag Aj, het gegeven drietal; By, B, en C,, G, de beide
paren.

Elk dezer punten is toegevoegd aan twee andere; behoort
dus tot eene (2,2). Van de directickegelsnede dezer (2, 2)
zijn vijf raaklijnen gegeven, die tevens raaklijnen van de
involutickegelsnede zijn. De twee bedoelde kegelsnede vallen
samen en derhalve zijn de involuties weder identick. Wij
vonden het laatste in 't vorige hoofdstuk langs anderen weg.

De symmetrische verwantschap (m,n) zal (m--m)=2>m
coincidenties bezitten, dat zijn punten die met hun toegevoegde
samenvallen,

Zijn aan het punt X de » punten X' toegevoegd en vallen
vin deze laatste punten er twee samen, dan hebben we een
dubbelpunt X', met het punt X als verfakbingselement. Het

aantal van beide is 2m(m 1).

§ 4. COLLOCALE STELSELS.

Men kan zich op een zelfde kegelsnede voorstellen eene
verwantschap (m,n) tegelijk aanwezig met eene involutie Iy,

Zij hebben directickrommen van klasse (m <4 n) en (p— 1),
Het aantal gemeenschappelijke raaklijnen dier beide krommen
is derhalve (m--n) (p-—1). Anders gezegd:

Eene verwantschap (m,n) en eene I, die collocaal zijn
hebben  steeds (m n) (p 1) wemeenschappehijke  paren

[Ken symmetrisch elementenstelsel (m, n) heeft eene directie-
Kromme van klasse #.  Is zoo'n stelsel collocaal met eene
I, op een kegelsnede dan zullen er blijkbaar m (p - 1) ge-

llh't-n\t'h‘li;]u']iikl' paaren "ij”'

Twee stelsels (m.n) en (m’,n’) hebben (m--n) (m’-n’
Kemeenschappelijke  paren en twee symmetrische  stelsels

M, m) en (m',m’) zullen m m" gemeenschappelijke paren be-




Bepaling.

1()

zitten, wanneer zij tegelijk op een zelfde kegelsnede aan-
wezig zijn.

Twee verwantschappen beide met symbool (m,n) moeten
(m -+ n)2 paren gemeen hebben, en

Twee symmetrische stelsels beide van graad m, moeten
7% paren gemeen hebben wanneer zij collocaal zijn.

Worden de besprokene stelsels door projectie overgebracht
op andere rationale dragers dan zullen de genoemde stellingen
blijven gelden.

De verkregene resultaten zijn ook algebraisch te verkrij-
gen uit de meermalen gebruikte verwantschapsvergelijking
f(x,y)=0o0.

§ 5. INVOLUTIES VAN HOOGEREN RANG.

Volgens de gegevene bepaling van involutie moest elke
groep van p elementen, door één dier elementen onverschillig
welk, bepaald worden.

We spraken dan over eene involutie van den p*" graad;
we hadden er bij kunnen voegen <en van den eersfen rang,
want er bestaan ook involuties van JAoogeren rang.

Onder eene znvolutic van den p graad en den k" rang
verstaat men een elementenstelsel bestaande uit groepen van
£ elementen, waar elke groep door £ willekeurige elementen
bepaald is.

H('! .‘-..\'II]])HHI voor zoo'n stelsel is !]L. Voor de | 1% nu

p
k = 1, vandaar-dat we dan over eene involutic van den
eersten rang zouden Kunnen praten.

Dergelijke puntenstelsels laten zich wemakkelijk denken,
[ene vlakke cubische kromme wordt door alle rechten uit
het vlak, gesneden volgens de groepen eener involutie van
den derden graad en den fweeden rang, 12

Alle vlakken der ruimte snijden cen rationale rFuimte-
kromme R, volgens de groepen eener involutie van den
f wgraad en den derden rang, Iii'.

De studie dezer hoogere involuties wordt eenigszins inge-

wikkelder,
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Door % geheel willekeurige elementen wordt een groep
van p elementen bepaald. Natuurlijk k<Zp. Neem nu eens
(k—1) elementen e;,€3.......... ex . willekeurig aan dan
is nog slechts ¢ ander willekeurig punt noodig om een
groep van p punten te bepalen, als wij het tenminste over
eene punteninvolutie hebben. Denk verder de gekozen (k— 1)
punten als zas/, dan blijkt dat de veranderlijke punten ecne
I, x4, vormen van den eersfen rang.

Deze involutie I, _y ., bezit 2 (p — k) dubbelpunten, d. w. z.
wanneer men (k 1)ipuntenier;e; cis et ey, willekeurig
kiest zijn er 2 (p—Kk) groepen waarin die punten ey, e;....... [
voorkomen e waarin bovendien een dubbelpunt aanwezig
is, Toch hoeft zoo'n dubbelpunt niet steeds buiten de (k — 1)
punten ¢ te vallen, want elk dier punten zal in een bijzonder
geval dubbelpunt kunnen worden. Men mag immers elk
der punten ¢ als dubbelpunt beschouwen en dan is telkens
een groep van A punten bepaald.

We nvm’ nu het aantal eesfe punten één minder; we
denken bijgh" de punten e, ep......... ey, als pasfe punten,
Zoodra het punt ey ., er willekeurig bij gekozen wordt, zijn
er 2(p ﬂ\'.l groepen bepaald met een dubbelpunt D, zooals
boven bleek. Een willekeurig dubbelpunt DD zal echter met
de (k — 2) punten ¢ een heele groep van p punten vastleggen,
of één punf D bepaalt (p — k) punten ¢, .. We zien tusschen

de punten D en de punten ¢, eene verwantschap ontstaan

van den vorm

¢
p k), 2(p k) 1.

Zij bezit volgens vroeger 3 (p— k) dubbelelementen; zoo
vaak valt een punt 1D met een punt ey, samen.

De samenvalling van een punt D met een punt ey, doet
een drievondiy punt ontstaan, m.a w. (k — 2) willekeurig ge-
kozen elementen zullen in 3(p-— k) groepen met cen drie-
voudig element voorkomen., Weder zal elk dier (k — 2) vaste
elementen als drievoudig mogen aangenomen worden, waar-
door telkens een groep van g opunten ln'p.n.thl IS,

Ziin er (k — 3) PUNLEN €5, €. 000enens Cp oy Vast, dan zal ¢én
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willekeurig punt ex_. voldoende zijn om 3 (p—k) groepen
met een drievoudig punt /\ te bepalen, en wordt bij die
(k—3) punten ¢ een punt /\ gevoegd, dan is een heele
groep bepaald of wel zijn dan (p—Kk) punten e, _, aange-
wezen. Tusschen de punten /\ en e;_, bestaat daarom eene
verwantschap met symbool

(p—k), 3(p—k)|.

De 4(p—Xk) dubbelelementen dezer verwantschap zijn
4 (p—Kk) wiervoudige punten der involutie, en het blijkt hieruit
dat (k — 3) geheel willekeurig gekozen elementen in 4 (p — k)
groepen met een viervoudig element voorkomen. Elk der
(k — 3) vaste punten ¢ is ook als viervoudig element op te
vatten, waardoor telkens een groep van p elementen be-
paald is.

Het algemeene resultaat is uit het besprokene af te leiden.
Worden nl. (k —1) willekeurige elementen vastgehouden
dan komen die in (1} 1) (p —Kk) groepen tegelijk met een
(1 -+ 1)-voudig element voor. Voor het grensgeval 1 =k 1
zien we dat ieder punt ¢ der involutie I:"I in k (p — k) groepen
met een k-voudig element voorkomt.  Een k-voudig element
bepaalt echter een heele groep van p punten dus nog (p — k)
punten ¢ De verwantschap tusschen de punten ¢ en de
k-voudige punten der ]:'. moet derhalve voorgesteld worden door

[ (p—k), k(p—k)!

Zij geeft (k4-1) (p— k) punten der involutic I* aan die
(k - 1)-voudig zijn. .

In elke involutie van den p*™ graad en den A" rang is
het aantal der (k -+ 1)-voudige elementen

(k1) (p—Kk).

Men kan steeds 4 punten geheel naar willekeurig kiezen,
steeds zal een groep van p punten bepaald zijn.  Zoo kan
men ze ook laten samenvallen twee, |]t'il', enz, tot A Lo,
<1k |mnl als !f'-\‘uncliu clement opgeval zal ook een groep
van p punten bepalen. Valt nu een der toegevoegde punten
met 't A-voudige samen dan ontstaat een (k - 1)-voudig punt.

Hun aantal is nu gevonden.
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§ 6. In een Ii zal iedere groep van p elementen door
twee geheel willekeurig gekozen elementen bepaald zijn.
Doch het komt voor dat twee elementen e; en e, geen
groep bepalen. Het eenvoudigste is dat we weten de beide
elementen e; en e, komen voor in fwee groepen. Dan moeten
zij noodzakelijk in alle groepen der [* thuis behooren.

Stel toch de Il~l algebraisch voor door de vergelijking:

fo+amfi +2fh =0
waarin de functies f van den p*™ graad in de veranderlijke
X zijn. Zijn nu twee elementen e; en e; bekend dan weten
we de bijbehoorende waarden x; en x,, die gesubstitueerd
in de genoemde vergelijking, twee van die vergelijkingen
doen ontstaan, zoodat uit dat tweetal de beide parameters
A1 en Ay oplosbaar worden.

Zet -nu in de bovenstaande vergelijking de gevonden
waarden van 2; en j,, dan heeft men ééne vergelijking van
den p graad in de veranderlifke a. De p wortels dezer
vergelijking bepalen nu de p elementen eener groep, waar-
onder ook de gegevene ¢, en ¢ Zoo vinden we dan de
groep van p elementen zoodra er twee gegeven zijn,  Ook
Kan hieruit blijken dat het geheel onverschillig is, van welke
twee clementen men oorspronkelijk uitging,

Maar in geval nu de functies f5 en f; twee groepen voor-
stellen, die beide het paar ey ¢; bevatten, zullen zij een
factor @ bevatten van den fweeden graad in x.  De verge-
“jkinu Q o levert dan de elementen ¢; en e; op.

Handelt men als boven door de beide wortels van @ 0
in de vergelijking der lxr- te substituceren dan ontstaan twee

vergelijkingen
A2 f* 0O en a fre 0.

De cenige oplossing 18 23 == 0, zoodat de groep die ¢; en

€2 bevat gevonden moet worden uit de vergelijking
fo -+ 21§y U,

De parameter 5, is echter onbepaald; hij kan alle waarden
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hebben en wij zien daaruit dat wanneer twee elementen
e, e, in twee groepen voorkomen, zij in de oneindig vele
groepen voorkomen, voorgesteld door de laatste vergelijking.
Zoo'n paar noemt men een zeculraal elementenpaar.

Een makkelijk voorbeeld geeft eene cubische vlakkekromme
met een lus.

De rechten van het vlak teekenen er eene I* op af. De
raaklijnen in den knoop geven het neutrale puntenpaar zooals
blijkt bij projectie op eene rechte.

Hoe groot is nu het aantal newfrale elementenparen
eener I3?

Houden we het element e; vast dan zijn de overige ele-
menten in een I, , gerangschikt. Evenzoo wanneer we een
geheel willekeurig element e, vasthouden; dan houden we
eene J,_, over. Dit zagen we vroeger. Die beide involuties
I, en J,—, hebben (p— 2)? paren gemeen, waaronder be-
grepen zjn alle paren gevormd uit de (p— 2) elementen,
die met e; en e, een groep vormen. Deze (p — 2) elementen
vertegenwoordigen '/2(p— 2) (p— 3) gemeenschappelijke paren,
en zoo schieten er (p — 2)? P JI, {E} ) P l[“‘“ 2!
over, die met ey, in de ééne, met e, in de andere groep
voorkomen.

(p—1)(p—2)

De ]: bezit dus neulrale elementparen,

Iy 2

Bij eene Il"l komen op dezelfde manier neulrale drictallen
voor. Wordt het willekeurig gekozen element e, vastge-
houden dan blijft eene ll over, met Y2 (p— 2) (p— 3) neu-
trale paren, terwijl elk neutraal paar met het vaste punt e,
ecen neutraal drietal oplevert.  We vinden hiernit dat elk
element der I3 in Y2 (p—2)(p— 3) neutrale drietallen optreedt.

(raan \\'ij u.\‘n-]‘ tot eenc Ill“ en houden ‘-\'ij twee elementen
e; en e vast dan schiet er eene [* _, over met 12 (p— 3)
(p () neutrale paren, die met e, en e, evenveel newlrale
wieriallen vormen,

Twee willekeurige elementen eener [,‘. komen in Yz (p 3)
(p 1) neutrale viertallen voor.,
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Het algemeene resultaat zal zijn dat (k — 2) willekeurig
gekozen elementen eener l; in

p—Kkp—k41)

| al

neutrale k-voudige groepen voorkomen.

In een I;j mag men steeds £ elementen geheel willekeurig
kiezen, en men kan ze daarom aan k voorwaarden laten
voldoen. Men kan vragen naar het aantal groepen met 4
dubbelelementen.  Bij eene II-" dus naar het aantal groepen
met twee dubbelelementen, We hebben afgeleid dat elk
element e; eener [* in 2(p—2) groepen met een dubbel-
element D voorkomt. In zoo'n groep zijn dan aan het ele-
ment e, nog (p— 3) dergelijke elementen e toegevoegd.
Voeg nu twee elementen ¢ en ¢ aan elkaar toe wanneer
ze met D in ¢één groep liggen, Zij vormen dan een sym-
metrisch elementen stelsel met kenmerkend getal 2 (p— 2)
(p—3). Dit stelsel bezit 4(p— 2)(p— 3) dubbelelementen
D', die dus naast het dubbelpunt D in ecen zelfde groep
voorkomen, Van D’ uitgaande vindt men ook het dubbel-
element D, Derhalve zijn er 2(p-—2)p—3) groepen in
cene [l"_. die elk twee dubbelelementen bevatten.

Hoeveel groepen met drie dubbelelementen zijn er nu bij
cene Ij‘lk We houden weer één element ¢, vast, dan vormen
de H\'rrigq- cene [‘i , die 2(p 3) (p {) groepen met twee
dubbelelementen  bezit. In zoo'n groep zijn nog (p— 5)
clementen e¢; tusschen de elementen ¢, en e bestaat blijk-
baar eene symmetrische overeenkomst wvan den graad 2 (p 1)
\p 1P 5), welke P 3)(p 1) (p 5) dubbelelemen-
ten heeft, Z1) komen echter drie aan drie in Gen groep voor,

Derhalve bezit cene ]]‘I

s - :
; 23 (p—3)(p 1) (p—5)
a(p 3) (p ) (p 5) I :

Kroepen met drie dubbelelementen,
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Voor eene i is geheel analoog te vinden dat er
282p—3)p—35)pP—6p—7)
2. 3+ 4-
groepen met vier dubbelpunten zijn.
Voor eene ]}j vindt men dat er
2kp—k)(p—k—1).....c.. s (p—2k-=1)

groepen met k dubbelpunten zijn.

8§ =. COLLOCALE INVOLUTIES VAN HOOGEREN RANG.

g f

Op eenzelfden drager stellen wij ons voor eene II' on eene
138
I‘ . - .
elementen die twee involuties gemeen hebben.

Een element p van de involutie l]" bepaalt nog (p— 1)
andere eclementen p'; elk dezer elementen p° bepaalt met

het eerste element p eene groep der l"l. Er zijn nu (p— 2)

en wij willen onderzoeken hoeveel groepen van drie

clementen P €n (g 2) elementen (q OvVer, Valt 'n element
p met een element ¢ samen dan zijn de drie elementen p,
p’ en p=q aan de beide involuties gemeen. We zoeken

dus het verband bestaande tusschen de bedoelde elementen

p en q.

Fen element p bepaalt (p 1) elementen der |;" wellke
a (p 1)(p— 2) paren (p, p’) vertegenwoordigen, terwijl elk
paar (q 2) elementen g aanwijst,

Een element q vasthoudende, vormen de overige elementen
eene l"] . die met de [:_ gemeen heeft (p 1) {q 2) paren.
Elk paar bepaalt (p-— 2) elementen p.

De verwantschap der elementen p en q is volgens het
bovenstaande
[MV2(p Hp 2)(q 2), (p ) p 2)(q 2)]

Zij heeft 32 (p— 1)(p— 2)(q— 2) dubbelementen; zooveel
gemeenschappelijke drietallen moeten er nu zijn,  Maar zoo'n
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drietal (p,p,p’’) staat gelijk met drie paren en daarom is

het aantal gemeenschappelijke drietallen der I* en [

[]) 1 p 2)

1322

Het aantal viertallen elementen dat eene involutie l;’ en
eene involutie I3 gemeen hebben, vindt men op een soort-
gelijke  wijze. Kies drie elementen p,p’ en p' der Ii‘l uit
één groep, dan bepalen zij (p— 3) elementen p der I¥ en
(q— 3) elementen g der I.;. en wij hebben slechts het aantal
gevallen p==q te bepalen.
) , . (p—1)(p—2)(p—3)
Een punt p bepaalt (p-— 1) punien p die 5T
drietallen kunnen vormen; en elk drietal wijst (q — 3) punten
(I FEFERA

Een punt q bepaalt eene ].'E ., die met de I volgens boven

gemeen heeft

(p 1){p—2)

(q-——3) drietallen,
I

terwijl door elk zoon drietal (p— 3) punten p zijn aange-
wezen, Uit het gezegde ziet men licht in dat tusschen de

clementen p en q de overeenkomst

lip ip— 2)p ;rlll al.”' ip—2)(p ‘”l'l _"]
- o BRY ' 1. 2,

pp—1)(p—2)p—3)

bestaat, die (q 3

1 26 3
dubbelementen bezit, Zooveel :{n‘|n|-«-:1n|‘h.ll»[nt'liji\l' viertallen
moeten er dan ook zijn.
Maar één viertal staat gelijk met vier drietallen, vandaar
dat het aantal gemeenschappelijke viertallen cener 1 en eener

Ik‘. lt‘]] ‘\lllHl' i‘\

| L p P 1)
P ] BVl atia)
182, 3,
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De behandelde gevallen geven ons het recht om in het
algemeen te beweren dat het aantal groepen van (k- 1)
elementen, gemeenschappelijk aan een involutie I;, en aan
eene involutie Iﬁ voorgesteld zal worden door
(o= lio >3] o5 (p 1) : ‘
2 A e < (q—k) (¥
Op soortgelijke wijze vindt men als oplossing van de meest
algemeene vraag, dat eene involutie I';' en eene involutie l‘;

e AR e s B G k. N
wq=k)(q—kE=1):". 1 (— k' —k-41)
ESTSY i gy, & et R k'’

groepen van (k -- k') elementen gemeen hebben. Alleen de
berekening is meer omslachtig. (¥)

o
X

DE I* OP EEN CUBISCHE VLAKKE KROMME
MET EEN LUS,

Als eenvoudige toepassing van de voorgaande algemeene
beschouwingen over involuties van hoogeren rang, zullen
wij behandelen de involutie van den derden graad en tweeden
rang, welke op een cubische kromme met een dubbelpunt
wordt ingesneden door alle rechten uit het vlak.

[£en [i; bezit Y2 (p-— 1) (p — 2) neutrale paren en bijgevolgy
bezit de 1# slechts één neutraal puntenpaar, dat blijkbaar in
het iIltl)l)t'ilelL D is te vinden, want iedere rechte door het
punt [ geeft een drietal der involutie lr-r\\‘ijl steeds twee
punten in D vallen. Het paar Il' b DD behoort dusin
oneindig vele groepen thuis,

Wij nemen in het vilak een willekeurige rechte / en projec-
teeren op die rechte / de involdtic en wel uit het dubbel-
punt 1), Op ! ontstaat dan mede cene J# als atbeelding van

de involutic op de cubische kromme, Door middel van een

(*y Zie voor de rechistrecksche afleiding van dit resultaat G, K. NUGTEREN,

Proefschrift. Utrecht 1901,




35

op / gelegen nulpunt N mogen wij de verwantschapsver-

gelijking der I* schrijven in den vorm

A X1 Xo X3+ (X XoFXo X3+ X X3) a2 (X) +Xa+x3)+a3=0
waarin de veranderlijke x de abscis van een punt der lijn/
ten opzichte van N voorstelt.

Het blijkt dadelijk dat wanneer men twee punten Kkent,
daardoor een derde punt bepaald is.

Voor x5 is te vinden

a; Xy Xe 4 ag (X; 4 Xg) a3

“= y |

2 X1 Xe - a1 (X4 Xg) -+ aq

In geval nu
a9 Xp Xg - ay (X5 4= X
a; X; Xg - - X
wordt

0

X3 == — en dus onbepaald terwijl men vindt
L8}

dy 43 a g g ~t= 4 g
Xy Xg = X=X =

dp e -il A ol ||.l

De twee onbekenden x; en x; kunnen nu gevonden

worden uit de vierkantsvergelijking:
(g ag — @) X2 - (a9 ag — &y ag) X - (g ag — aj) == 0.

Hiernit vinden wij twee punten die met elk willekeurig
punt des dragers / een drietal der J* vormen. et is het
neutrale paar.  7i worden L:--[u'ni'-rln-e.-n[ door de raaklijnen
in het dubbelpunt D,

In cen I* is het aantal (k - 1)-voudige elementen (K - 1)
(p— k), zoodat de 1* drie drievoudige elementen zal bezitten,
Om ze te vinden sletllvn wij in de verwantschapsvergeljking

Xy Xg == Xq; z1) wordt dgn:

||||\" f ;..!lx" = g N ~1=- 43 L,

De drie wortels geven de drievoudige punten aan, Hieruit
blijkt dat de (3 drie buigpunten zal bezitten.
Steeds is oén der drie wortels reéel en wij mogen het

bestaanbare drievoudige punt als nulpunt N aannemen, Dan
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moet de laatste vergelijking een wortel x = o bezitten, wat
eischt dat a;=o0. Voor de twee, andere drievoudige punten

houden wij de vierkantsvergelijking
ag X2+ 3a; X+ 3a, =0 over,

Hare discriminant is D' = — 3 (4 a9 a; — 3 ai).

De voorafgaande vierkantsvergelijking der neutrale punten
heeft tot discriminant D =a? (4 apaz — 3a;) en zoo zien wij
dat D en D’ steeds van teeken verschillen.

Is D>>o dan wil dat meetkundig zeggen, er bestaan twee
reéele neutrale punten. Het gevolg is dat dan D'<Zo en
dat ‘er twee buigpunten imaginair moeten zijn. Anders ge-
zeod: heeft de cubische kromme twee reéele dubbelpunts-
raaklijnen dan bezit zij slechts ¢én bestaanbaar buigpunt.

Is echter D<Zo en bezit de (3 alzoo een geisoleerd punt
dan is D'>>o0 d. w. z alle buigpunten zijn reéel

Zijn D en D’ beide nul dan vallen de twee neutrale punten
samen; zij vormen een neutraal dubbelpunt der ]* Dan
vallen ook twee buigpunten samen en wel in het ]\'tl'l‘l‘]HlH[
dat de C; alsdan bezit. Hebben wij een cubische kromme
met een knoop dan kunnen wij de drager / der involutie ]
of de zoogenaamde beeldrechte evenwijdig aan een dubbel-
puntsraaklijn nemen en het nulpunt N daar kiezen waar de
andere dubbelpuntsraaklijn de beeldrechte snijdt, waardoor
wij de vergelijking der J: kunnen vereenvoudigen. De al-
gemeene vergeljking was

Ap Xp Xg X3 - &1 X X Xy = g 2 X - ay 0.

De neutrale punten moeten nu door X; =0 en xy = (X

gegeven worden.  Voor deze beide substituties moeten wij

O e )

dus X5 = E vinden. Wij zetten de laatste vergelijking in
den vorm

- X 0\ A2y - X1 i
\Jl”:\'|"'£l| = uall| 1 A3 -1 ‘.'11 X1 - iy = | } 3 | 0
| ' Xo Xa! | '\x; plesze] g

. .z \ X2 =00
Stellen wij nu - dan komt er
I X




o -

I/
a; X3 + ag =o.

g
X3 =—— derhalve a; = a, =
clq

0.

De vereenvoudigde gedaante van de verwantschapsver-
gelijking der J? is nu
X1 Xg X3 = constante,

Heeft in een ander geval de C; drie retele buigpunten
B en een geisoleerd punt I dan kunnen wij de beeldrechte
[ evenwijdig aan de lijn IB; nemen en het nulpunt daar
waar I B, de beeldrechte snijdt

De vergelijking der drievoudige punten der J* was

]

agX3I-3a;x243a,x 4 a3 =o,

|
Hieraan moeten nu X =o0 en x = 00O voldoen wat slechts
gaat wanneer ag = a3 = 0. De vergelijking der J? vereen-

voudigt zich in dit geval tot den vorm

Xg X3 4= X3 X = k (x; 4 x4 - x3).

N1 Ne

]& ten slotte de l'; \'wﬂ‘/ii‘ll Vvan een !\'w'r]mnl Is en |.‘|.‘”
recel buigpunt B dan Kieze men de beeldrechte / evenwijdig
aan de hjn KB en het nulpunt in het neatrale dubbelpunt
der involutic.  Voor X;=xy==0 moet nu X3 onbepaald
worden, hetgeen vereischt dat a, = a3 =0. Omdat verder
aan  de vergeljking der drievoudige punten x ) moet
voldoen, volgt ag ==o0, en wordt de vergelijking der -l. -

condensecrd tot

X1 Xg 1= Xg X3 1= X3 X4 0,

De  drievoudige punten  worden gevonden uit x? 0

w2z, dat twee buigpunten in het Keerpunt liggen,




HOOFDSTUK 1L

DE InvOLUTIE I, OP EEN WILLEKEURIGE RATIONALE
VLAKKE KROMME.

S

Aan het eind van het eerste hoofdstuk is gebleken, dat
de punten eener rationale vlakke kromme C, in de groepen
eener involutie I, kunnen gerangschikt worden, en dat van
de involutickromme I’ (of de omhullende van de verbindings-
lijnen van toegevoegde punten der 1,) het geslacht onver-
anderd bleef 12 (p—2) (p— 3) en ook het aantal dubbel-
punten der I, te weten 2 (p-— 1) We moeten nu de Adasse
en den graad van I’ gaan bepalen.

We kiezen een punt M buiten de C, tot centrum van een
waaier. De stralen van dezen waaier M bepalen op de
C
gens de kromme C, punt voor punt afgebeeld op eene ke-

een zoogenaamde centrale involutie 1. Wordt vervol-

n

gelsnede C, dan vinden wij op die kegelsnede de twee

involuties J, en J.. Zij hebben involutickrommen van de

klasse (p 1) en (n 1).  Die krommen bezitten dus (p 1)
(n 1) gemeenschappelijke raaklijnen hetgeen wil zegoen
dat de J, en -de Ja op de kegelsnede (p— 1) (n— 1) ge-

meenschappelijke paren hebben.
Maar llnlll moceten de I., ¢n 1[!‘ ]“_ (e n]; de kromme

C, voorkwamen, ook (p 1) (n 1) gemeenschappelijke
paren bezitten, d.w.z. uit het willekeurige punt M gaan
(p 1) (n 1) raaklijnen aan de involutickromme [°; hare

klasse is derhalve bepaald door
k'=(p 1) (n i),

Ht‘l [('“f]l' E'v\llh.’l.’ﬂ 18 te '\'l‘l'l{rij'_:'l'“_ door het lmn[ \] |'|])
de kromme C, te kiezen. Dan gaan uit M P (p 1)
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raaklijnen van I', nl. M Py, MP;s,...... MP,. De involutie
door den waaier (M) op de kromme C, te voorschijn ge-

roepen, is nu eene I, _,, die met de gegeven [, zal gemeen
hebben (n— 2) (p 1) paren.

Bijgevolg gaan door het punt M (p — 1) -+ (n — 2) (p—1)=
(p 1) (n— 1) raaklijnen aan [’ of evenals boven

k'=(p—1)(n—1).

De rationale vlakke kromme C, bezit het maximum aantal
dubbelpunten.  We weten dus

3= 12(n 1)(n 2lenk =n(n 1)—2d=2(n—1).

De kromme C, en de omhullende I' moeten diensvolgens

-

2 (p—1) (n 1)2 gemeenschappelijke raaklijnen bezitten,

Hoe is het ontstaan dier raaklijnen te verklaren? Uit
drie verschillende oorzaken.

In de eerste ill.l.l!\ geeft een dtl])lu']]nm! 1) der ]'. oen
raaklijn in D aan de kromme C,, die tevens raaklijn aan
I 15, omdat /‘l] de twee samengevallen tocgevooewde punten
D verbindt.  Zoo ontstaan 2 (p - 1) gemeenschappelijke
raaklijnen, want er zijn 2 (p-— 1) dubbelpunten in de I,

In de tweede plaats hebben we te letten op de punten
S, die door de verbindingslijnen van toegevoegde punten
op de kromme €, worden ingesneden. Zoo geeft de lijn
Py Py (Py en 1% zijn toegevoegde punten der 1) natuurlijk
(n 2) snijpunten S met C,. Vallen nu twee van die pun-
ten samen dan is de Iin Py Py raakhijn aan de kromme
C, in dat coine identicpunt S en ze is reeds raaklijn aan [°
omdat ze twee toegevoegde punten Pyoen Py der involutie
I, verbindt: dus hebben we zoo een gemeenschappelijke
raakliin van C, en ' gevonden, Hoe groot is nu dat
aantal dubbelpunten 57

Daarvoor beschouwen we de verwantschap, die tusschen
de punten S onderling bestaat; wij noemen twee punten S
en 8" aan elkaar toegevoegd, zoodra hunne verbindingslijn
aan ' raakt.

Daoor een  punt S gaan (p 1) (n ) t'.i.:L‘lii:h'n aan I,
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terwijl iedere raaklijn (n— 3) punten S’ draagt. Bij één
punt S behooren derhalve (p—1) (n-—2) (n— 3) punten
S’ en omgekeerd bij een punt S’ evenveel punten 5. De
symmetrische verwantschap (S,S’) heeft zoodoende tot ken-
merkend getal (p—1) (n—2) (n— 3), zoodat wij voor het
gezochte aantal dubbelpunten S=S' vinden

2 (p—1)(n—2) (n 3

Hiernit ontstaan nu evenveel gemeenschappelijke raaklijnen
van [T en C,.

In de derde plaats moet gelet worden op de verwantschap
tusschen de punten P en S, die op een zelfde verbindingslijn
P, P, liggen. Immers, doet zich dit geval voor P,=85,
dan moeten de krommen C, en [' elkaar in zoo'n punt
P,=1S aanraken en de gemeenschappelijke raaklijn in het
raakpunt der krommen is dan voor twee te tellen.  Bij een
punt P behooren (p-— 1) (n-—2) punten 5, omdat P met
(p 1) toegevoegde punten kan worden verbonden en op
ieder van die verbindingslijnen (n -— 2) punten S te vinden zijn.

Door een punt S gaan (p— 1) (n— 2) raaklijnen aan [,
die elk twee punten P bevatten. Wij zien hieruit, dat de
verwantschap tusschen de punten P en S tot symbool zal
hebben

i 2(p 1) (n 2),(p 1)(n 2).

Deze overcenkomst bezit 3 (p 1) (n 2) coincidenties,
die evenveel raakpunten van [' en C; doen ontstaan. et

hieruit voortkomende aantal gemeenschappelijke raaklijnen is
6 (p—1) (n—2).
[ellen wij de drie gevonden aantallen op dan komt er

2(p 1)+ 2(p 1)(n 2)(n 3) -+ 6 (p 1 in 2)

2(p-—1)(n 1)

en hiermee zijn alle gemeenschappelijke raaklijnen van I°
en C, verklaard.

De involutickromme [* zal ook een aantal dubbelraaklijnen
bezitten. Een dubbelraaklijn ontstaat, wanneer de ru-'-'lnl'
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PP’ nog een ander paar ),Q° der involutie I, bevat. De
liin PP’ snijdt de kromme C, nog in (n— 2) punten S.
Aan zoo'n punt S=0 is in I, b.v. toegevoegd het punt Q.
Wij voegen nu aan elkaar toe het punt Q" en de (n--3)
punten S" die op de rechte Q PP’ zijn gelegen. Aan het
punt Q" zijn door de involutie (p— 1) punten Q) toegevoegd,
terwijl uit elk punt Q....(n— 2)(p— 1) raaklijnen aan I°
gaan; op elk dier raaklijnen liggen (n— 3) punten S,

Tusschen de punten Q' en S5 bestaat derhalve een sym-
metrische verwantschap met Kenmerkend getal (n — 2) (n — 3)
(p 1)2.  Zij bezit dubbel zooveel coincidenties Q'=S§'
Is echter Q'=S" dan hebben wij een dubbelraaklijn, waarop
telkens vier coincidenties tegelijk liggen.  Wij zien hieruit,
dat het aantal dubbelraaklijnen =’ van " moet zijn

ra=la(n—2)(n—3)(p—1)2

Eenvoudiger vindt men het aantal £% door op te merken,
dat een dubbelraaklijn ontstaat, wanneer de I, en het stelsel
(5,8) een gemeenschappelijk  paar hebben.  Zij zijn op
te vatten als twee a_\'nmu-triw]w \1'1‘\\‘.11!151']1.1|llwn van de
graden (p 1) en (p 1)(n ) (n 1), Zooals bekend is,
hebben die (p 1)%(n 2) (n — 3) gemeenschappelijke paren,

waaruit bhijkt
rla=12(p— 1)} (n—2) (n— 3).

Ziijn P, P, P, toegevoegde punten der I, dan zijn de
lijnen PP en PP raaklijnen aan I

De lijn PP' bevat nog (n ) punten S, We voegen
de punten S en P aan elkaar toe en beschouwen de overs
cenkomst (P7,S). Door elk punt S gaan (p 1)(n )
l‘.t.d\‘]ijll!'ll aan Y, die elk cen paar PP leveren, waar aan
telkens (p-— 2) punten P door de involutie zijn toegevoegd.
Dus aan elk punt S zijn (p-— 1) (p ) (0 ) punten PV
egevoeyd,

Uit P gaan (p- 1) raaklijnen, die elk een punt P leve-
en on elk punt PP bepaalt (p ') raaklijnen, dus (p ')
(n ) punten S, Maar nu heb ik elke raaklijn tweemaal




B4

geteld. Derhalve zijn aan elk punt P"" toegevoegd 1/2 (p i)
(p—2)(n—2) punten S. Het blijkt uit het bovenstaande,
dat de verwantschap (P",S) 3/2(p— 1)(p— 2) (n — 2) coinci-
denties moet hebben. Wordt echter P"=S§, dan liggen op
de lijn P,P’,S, drie punten der involutie I, nl. P,P" en
P"=S5. Die lijn is dan een drievoudige raaklijn aan [.
De drie punten P,P’ en P” op zoo'n drievoudige raaklijn
gelegen zijn allen als een coincidentie der verwantschap
(P”,S) op te vatten.

Het aantal drievoudige raaklijnen 7’3 van de involutie

kromme [' is daarom

_-',,tf,u’_w]; 1) (p 2)(n 2 )

§ 2. DE INVOLUTIE I, OP EEN WILLEKEURIGE
RATIONALE VLAKKE KROMMIE.

Door een der formules van PLOGCKER vinden wij nu voor

den graad n' van I’

n=k'(k’ 1) 27'—673, (B=0.))

]

n ={n Hp Hnp n 1)
(n 2)(n 3 (p 1)2 3 (n 2)(p ) p 2)

n' =(p 1)(2n - p— 6).
Voor het geslacht ¢ van ' geldt dan
o’ 1a (1 1) (k' 2) = ki - .";' ? ‘\"1-
' fanp—n pmp—n-—p-—1)
2 (n 2)(p np n 3).

g =2(p?— 5p--6)
g Y2 (p 2)(p 1),

Wij zien hieruit dat het geslacht nul is voor p 2 of
p=3 d.w.z voor de quadratische en de cubische involutie.
De involutie I kan punt voor punt afgebeeld worden op een
\\'i”"]i"lll'i',:r' ]\“L‘"!\Hr“]" '..n, waarop \\ii dan l‘t‘!]l'v]jl L;‘ij!l:r”_

| ) r-ll!]]ll”"!‘.¢|i' |‘,-. van deze ].:.ll'-.ll' il]\ulntic- mao ]p-l_fw”cia‘
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geslacht hebben als de omhullende I van Ip. Blijkbaar is
de omhullende van de (p —1)® klasse en dan is het ge-
slacht van [
go="2(p—2)(p—3)
want in het algemeen heeft [y geen dubbelraaklijnen.

Nu geldt algemeen voor het geslacht van [’

(5

g' =12 (k' 1) (ki—2)—~

of omdat steeds g, = g’ is,

a2 (p 2)(p—3)="a2j(n—1)(p—1)?
3sn—1)(p—1)4 2| —7 3.

2(r'+B)=m—1)(p—1)2—3(n—1)(p—1)+42
P—2)(p—3)

of 2(7' 43 =(p 1)(n 2)(np—n-—3).

Doch wij vonden boven

r

27 =P L)n )(np-—-n 3).

Hiermee is het bewijs geleverd, dat 3" = ois, hetgeen wij
steeds als meetkundig duidelijk aannamen.
Wij hebben in het voorgaande den graad n” van de in-

volutickromme 1" langs indirecten weg bepaald.  Wilden wij

dien graad »' rechtstrecks bepalen dan zouden wij het aantal
snijpunten van C_en ' Kunnen zoeken.

Snijpunten van € en [' ontstaan in de vertakkingspun-
ten der 1. Immers uit het punt Py gaan de raaklijnen
RPN Ot 1 lll' aan 1. Vallen nu bijv. de punten Py en Py
samen dan vallen ook de raaklijnen Py Py en Py Py uit P
ann I getrokken samen, met het gevolg dat het vertakkings-
punt PP, op I' terecht Komt, Het aantal snijpunten van C
en I° op deze wijze ontstaan is 2(p (p 2), overeens-
stemmende met het aantal vertakkingselementen der ]‘..

Uit de vorige paragraaf is gebleken dat de kromme C
tn de omhullende I’ elkaar in 3(p-—1)(n ) punten aan-
raken, Daardoor zijn 6 (p 1)(n ,‘l\liij]ﬂlllll‘ll\t'l'.lnl\\‘w'!‘l].
Maar het geheele aantal snijpunten laat zich op deze manier

niet makkelijk bepalen,
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§ 3. DE INVOLUTIE I, DER RAAKLIJNEN AAN EEN

RATIONALE VLAKKE KROMME.

Z1] gegeven de involutie I, tusschen de raaklijnen eener
vlakke rationale kromme C,. Zoo'n I, kan bijv. ontstaan
door in de punten eener punteninvolutie van den pen graad
de raaklijnen te trekken.

Een groep van p toegevoegde raaklijnen bepaalt een aantal
snijpunten, die ik .S zal noemen, en wij gaan nu de meetkundige
plaats zoeken van de snijpunten .5 der toegevoegde raaklijnen,

De graad n' dier kromme .5 is eenvoudig te vinden. Wij
vragen slechts hoeveel snijpunten van toegevoegde raaklijnen
op een -willekeurige rechte / gelegen zijn. De raaklijnen
uit de punten van / aan de kromme C, getrokken vormen
eene Iy, wanneer £ de klasse van C, voorstelt. Wij zoeken
nu hetaantal paren dat de involutie I, gemeen heeft met de I,

Om dit aantal te vinden beelden wij de C; en daarmee
de I, en de Iy af op eene kegelsnede.

Voor de raaklijneninvolutie ], aan de kegelsnede is de
involutickromme (S') van den graad (p 1). Deinvolutie J,

aan de kegelsnede heeft eene involutickromme van den

oraad (k 1). De involutickrommen van J, en ]y hebben
zoodoende (p 1) (k 1) snijpunten, d.w. z. J. en Jy hebben
(p 1) (k 1) gemeenschappelijke paren.  De I, en Iy aan
de C, hebben bijgevolg evenveel gemeenschappelijke paren,
waarmee bewezen is dat er op elke willekeurige lijn L (p 1)
(k — 1) punten .S voorkomen. De graad n' van deinvolutie-

kromme (S) blijkt alzoo te zijn
n“=(p-—1)(k ).

We gaan verder met de bepaling van het aantal duddel-
punten 3’5 van de involutickromme (S). Beschouwen wij
de toegevoegde stralen p en p' die elkaar snijden in het
punt .5, Uit .5 gaan dan nog (k 2) raaklijnen 7 aan de
kromme Co, Noemen wij één dezer raaklijnen t q dan is
daaraan toegevoegd de raaklijn g, en q met q" bepalen het
snijpunt 5. Buiten de raaklijn 1 (q gaan door .5 nog

(k i) raaklijnen t" en deze alle voeg ik toe aan de raank-
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lijn q, en beschouw de verwantschap (t',q’). Aan de raak-
lijn q" zijn toegevoegd (p— 1) raaklijnen ¢ en op elke
raaklijn ¢ liggen (k —2) (p— 1) punten.S. Bovendien gaan
door elk punt .5 (k — 3) raaklijnen t’, zoodat ten slotte aan
elke raakliin q' zijn toegevoegd (p—1)2 (k — 2) (k — 3)
raaklijnen t'. De overeenkomst (t', q') is blijkbaar symmetrisch
en zij zal dientengevolge 2(p— 1)2(k — 2)(k — 3) coinci-
denties moeten bezitten. Het gevolg van het voorkomen
eener coincidentie q'==t" is dat het punt .8 met het punt
" samenvalt. Er ontstaat dan een dubbelpunt S=§’' der
involutickromme. Door het dubbelpunt S=S’' loopen nu
de vier lijnen q=t, q"=t/, p en p’. Maar het is duidelijk
dat p en p’ ook twee coincidenties p=t', zullen vertegen-
woordigen. Het met de coincidenties q'==t’ overcenstems-
mende aantal dubbelpunten S==S8' is daarom

da=12(p 1)2(k 2) (k — 3).

Om het aantal dricvondige punten te bepalen, dat de
involutickromme bezit, redenceren wij op de volgende manier,
Een drievoudig punt zal ontstaan wanneer drie aan elkaar toe-
gevoegde raaklijnen bijv. p, p’ en p'’ door é&én punt .S gaan.
Dan is dat punt.S natuurlijk drievoudig. We letten op de ver-
wantschap tusschen de raaklijnen t en p”. De raaklijnen p
en p’ bepalen het snijpunt S en de (k ) andere raaklijnen
uit .8 aan de kromme C, noem ik 2 Valt zoon raaklijn /
met een |-,|,l|\|ijn ]n" samen dan gaan drie toegevoegde
raaklijnen p, p’ en p” door &én punt .S dat dan drievoudig
wordt, Een raaklijn ¢/ bepaalt (p - 1) (k 1) punten S,
maar wij mocten de (p 1) punten S door de toegevoegde
raaklijnen van t op t ingesneden niet hebben., Bij één raak-
lijn t behooren derhalve (p 1) (k 2) punten S, terwijl
elk punt S (p-—2) raaklijnen p”’ aangeeft. By éen raaklijn
! behooren dus (p p ) (K ) raaklijnen p”,

Door één raaklijn p'’ zijn (p — 1) toegevoegde raaklijnen A
bepaald, die 2 (p L p 2) punten S aangeven, terwijl
¢lk punt S nog (k 2) raaklijnen / bepaalt.  Bijéén raaklijn
£vinden wij zoodoende Ya(p—1)(p— 2)(k — 2)raaklijnen p™’.
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De overeenkomst (t,p’’) bezit nu 3/2(p—1)(p—2)(k —2)
coincidenties, (Gaan echter de drie raaklijnen p, p’ en p”
door één punt S dan is .S drievoudig, maar er moet op gelet
worden dat nu elk der drie raaklijnen p, p’ en p” een
coincidentie p'/=t voorstelt. Vandaar dat het aantal drie-
voudige punten der involutickromme (5) is
3= (p—1)(p—2)(k—2)
Om de Alasse /' van de involutiekromme (S) te bepalen,
gebruiken we de formule van PLUCKER

kK'=n'"(n"—1)— 22 2 =0
In ons geval is n"=(p—1)(k—1), en 3'=3"% -4} 33’3,

want om de formule toe te passen, moeten eerst alle drievou-
dige punten tot dubbelpunten herleid worden.
Wij vinden daardoor

kK'=(p—1)(2k 4 p—06).

Het bestaan van keerpunten is in 't algemeen onmogelijk.

§ 4. DE INVOLUTIE I; OP EEN RATIONALE VLAKKE (.

Een cubische kromme C3 met een dubbelpunt in 1D nemen
wij als draagster eener involutiec I,. Om de I te krijgen
mogen wij twee paren Ay, Ay en By, By willekeurig op G4
aannemen, Hierdoor is de involutie I volkomen bepaald.

Wat is de involutickromme ['?7 De klasse van [ is
Ki=(p 1)(n 1) =ti2)

Zoodat I’ eene kegelsnede moet zijn.

De cubische kromme C3 en de omhullende ['; hebben
6 snijpunten.  De raaklijn A; A, snijdt de C; mog in cen
punt P=D,. Uit P=D, gaat nu nog de raaklijn B, B,

aan de omhullende '3, Wanneer nu de lijn Ay A, de cubische

Fe
kromme raakt in het punt Ay, zal P b= A, worden en
moet ook Ajy== B, worden, d.w.z de twee raaklijnen, die
in 't algemeen uit het punt P aan [’ gaan, zijn hier samen-

gevallen, en we kunnen zeggen dat zij elkaar toch nog in




47

P=B, = A; snijden. Zoo zien wij dat het punt P= B, = A,
op de omhullende Iy valt, en dat [ de lijn A; A, in het
punt A, zal aanraken,

Zoo'n punt P= A, is eene coincidentic van de verwant-
schap (A,P). Deze bezit het symbool (1,2) zoodat er drie
coincidenties bestaan.

[Uit een punt A; gaat n.l slechts ééne raaklijn Ay A, die
ook slechts één punt P op de G insnijdt.  En uit een wille-
keurig punt der C; dat ik als een punt P kan beschouwen
gaat maar eene raaklijn van desoort P Ay Ay Bij één punt P
behooren dus twee punten A. De andere raaklijn uit P
verkrijgt men door P als een punt der I, te beschouwen.
Uit P= B, gaat dan nog de raaklijn P 3,, doch die bedoelen
wij niet.] :

De drie coincidenties wijzen er op dat de cubische
kromme Cy en de involutickromme [ elkaar in drie punten
raken. Hierdoor zijn de 6 snijpunten van Cy en I% te verklaren.
Do omhullende l'.‘ is dus een dri maal-rakende Ln-gwl\nml--.

De Cy is van de vierde klasse en [y van de tweede,
Hunne acht gemeenschappelijke raaklijnen zijn nu gemakkelijk
te verklaren, De drie raakpunten van Cy en [ leveren er

Zes en de beide dubbelpunten der I, geven er nog twee bij.

N 5. DE INVOLUTIE I3 OP EENE RATIONALE VLAKKE C,

Fwee willekeurige  drietallen Ay, A, Ay en By, By, By op
cen kromme Cy met een knoop 1) bepalen een involutie 1y,
Volgens onze gevonden resultaten heeft de involutie 1, op
tene kromme C, eene omhullende |1 waarvan de  klasse
K’ (p—1)(n 1jende praad n (p—1)(2n-fp-—6).

Voor ons geval is P 3. N 1.oen vinden \\ii

k'’ §, N' =0, s 1

De rechtstrecksche afleiding van dit resultaat is echter
belangrijk.

Uit het dubbelpunt D gaan vier raaklijnen aan [ d. w. 2z

de .":'J"x.'\\g van [*i8 k' }- Zoodoende bezitten Ct oen ['4
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16 gemeenschappelijke raaklijnen. Hun ontstaan is als volgt
te verklaren. De involutie I3 bezit 2(p— 1)=4 dubbel-
punten, waarmee vier gemeenschappelijke raaklijnen ver-
klaard zijn. Snijdt de lijn A; Ay de cubische kromme in
een punt P dan zien wij gemakkelijk in dat de verwant-
schap (A, P) tot symbool heeft (4,2). [Want uit het punt A,
gaan de twee raaklijnen Ay Ay en Ay Aj die elk éénpunt P
aanwijzen, terwijl uit een punt der Cj, als een punt P op-
gevat, vier raaklijnen aan |’ kunnen getrokken worden, doch
slechts twee van de soort P C,; C;; de andere twee verbinden
P = B, met zijn beide toegevoegde punten B, en B;. Bjj
één punt A behooren dus twee punten P en bij éénpuntP
vier punten A.] Deze overeenkomst ( 1, 2) heeft 6 coincidenties,
waaruit blijkt, dat de krommen C* en ['* elkaar in 6 punten
R aanraken; hierdoor ontstaan 12 gemeenschappelijke raak-
lijnen. We hebben dus de 16 gemeenschappelijke  raak-
lijnen verklaard.

De involutickromme [* bezit één dricvoudige raaklijn. Zij
ontstaat uit de lineaire groep die de I3 bezit. Immers, zoo-
dra de drie toegevoegde punten Py, Py, Py collineair d. w.z
op ¢éne rechte liggen, is die rechte P, P; P; eene drie-
voudige raaklijn der omhullende [,

We moeten echter nog laten zien dat de I3 zoo'n lineaire
groep bezit.

We kunnen het zien uvit de verwantschap bestaande tus-
schen het punt Aj en het snijpunt P van de lijn Ay A,
met de cubische, Dat is eene (1, 2) met drie coincidenties
die ééne drievoudige raaklijn bevatten,

Maar eigenaardig is een andere afleiding, We hadden
de involutie Iy lu'I:;m]il door de beide drietallen Ay, g, Mg
en By, By, By, Nemen we nu het punt P geheel willekeurig
op Cy aan dan kunnen wij ons denken de Kegelsneden

t-\]-\:‘\ll)]" =g en H’H]"-}“;“I'l :

Klaarblijkelijk hebben de kegelsneden 2 en 3 nog twee
snijpunten ) en R buiten de C,,
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De bundel kegelsneden bepaald door de vier grondpunten
D, P, (), R snijdt C3 in de groepen eener cubische involutie J;
[immers ¢één punt X; op de C; aangenomen is voldoende
om een exemplaar van den bundel aan te wijzen, en die
kegelsnede snijdt dan nog de twee punten X, en X op
C; in]. Doch men ziet dat de involutie J; ook de twee
groepen (A) en (B) bevat en derhalve dezelfde involutie is
als de I3 van uitgang. We namen het punt P geheel naar
willekeur op de C; aan. Het blijkt hieruit dat elke cubische
involutie Iy op een cubische kromme door oneindig veel
bundels van kegelsneden kan worden ingesneden, In den
bundel 2 2 () R komt voor de ontaarding (D P,QR). Het
deel QR moet nu drie punten P der C; bevatten. Die drie
punten P, P; P; vormen het eenige lineaire drietal dat de
I[; bevat en de liin Py P, Py is de gezochte drievoudige
raaklijn der omhullende [

Ten slotte is er nog een derde manier om het bestaan
van een lineaire groep Py P, Py bij elke I3 op een €y aan te
toonen.  Alle rechten uit het vlak nl snijden de C; volgens
een 1?2 en deze heeft met de bestaande Iy steeds één drietal
gi-ltle'tl'11, zooals uit het vorige hoofdstuk bekend is, En dat
18 dan de lineaire groep P der cubische involutie Iy,

Langs algebraischen weg laat zich ook gemakkelijk aan-
toonen dat eene 1y en eene [* steeds ¢én drietal gemeen
hebben, We zagen dat de [* voor te stellen is door de

vergelijking

do Xy Xz X3 == a3 (X X2 = X9 X3 = X1 X3) = a5 (X <= X2 4= x4) 4

|

Zie vorig hoofdstuk. Op soortgelijke wijze laat zich nu de
Cubische involutic door twee vergelijkingen van denzelfden

vorm vertegenwoordigen

]m\,f\)\' 5 ll]{\']\_- ': N2 X ! \]X]] l
t= b2 (Xy = Xa 4= X3) 4=-by =0 ’

L] : [.'
Co Xy Xa X3 = €y (X) Xa = X2 X3 - X3 X) 4 \

i C2 (X1 -+ X2+ X3) 4 C3 =0

1 | ]
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Deze beide vergelijkingen- zijn Zincair in x; X, en (x; - x,)
zoodra het punt x; gegeven is; dan kan men uit die twee
vergelijkingen het product x; X, en de som (x; 4+ X,) op-
lossen. Daarna kan men eene vierkantvergelijking samen-
stellen waarvan X; en x,; de wortels moeten worden. Uit
die vierkantsvergelijking vindt men dan X; en x, in functie
van X;. Bij één punt x3 worden dus nog twee punten x,
en X, gevonden, d. w. z. de beide vergelijkingen (2) stellen
eene cubische involutie voor.

Willen wij nu het gemeenschappelijke drietal van de I
en de I32 hebben, dan zoeken wij slechts de waarden x;, X,
en x; die aan de drze bovengenoemde vergelijkingen tegelijk
voldoen. Het zijn drie trilineaire vergelijkingen. Maar nemen
wij nu X; Xp X3, 2 X; Xz en X x; als onbekenden aan dan worden
het lineaire vergelijkingen waaruit die onbekenden x; x; x3,
XXy en Xx; zijn op te lossen. Met deze drie waarden
kan men nu eene vergelijking van den derden graad samen-
stellen, welker wortels de waarden van x; X, en X3 bepalen.
Dit is dan het gezochte drietal dat de I3 en de I32 steeds
gemeen hebben.

Ter bepaling van den graad n' van 'Y gaan wij het
aantal snijpunten van C; met ' zoeken.

De 6 genoemde raakpunten R van Cy; en I'* geven 12
snijpunten.  Verder zal, wanneer A, Az is, de raaklijn
Ap Ay met de raaklijn Ay Ay samenvallen, waardoor het
punt A; op I' komt. De vier dubbelpunten der 1y doen
zoo vier snijpunten ontstaan. Bovendien vormen de raak-
lijnen van de soort P X, X, PY,; Y, eene quadratische invo-
lutie, met twee dubbelstralen zoodat hiermee nog twee
snijpunten worden verklaard. In ‘'t geheel zijn er nu 18,
waaruit voortvloeit dat de involutickromme [° van den 6en
graad is |4

Hetzelfde volgt uit
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§ 6. DE INVOLUTIE I, OP EEN KROMME VAN DE
VIERDE ORDE MET DRIEVOUDIG PUNT. (¥)

Een kromme van de vierde orde met een drievoudig
punt O, is van het geslacht nul en kan ons derhalve dienen
als draagster eener quadratische involutie I,.

De involutieckromme [ is van de derde klasse,

Wij nemen het punt S" van C; willekeurig, en letten op
de kegelsnedenbundels bepaald door de basispunten

(O, S, l)]. PQI en (0,8, {_‘l‘_ (“.),]_

Die bundels doen nog twee andere quadratische involuties
op de C; ontstaan, die een paar S”S"" gemeen hebben.

Wij hebben dus de conische groepen

T} stis

(1S SIS S PR ) ent ES RN RSP ) S (D7)

waaruit blijkt dat een bundel kegelsneden met de grond-
punten (O, 8, 8", 8") eene involutie I, insnijdt, die de paren
Py P, en Q,Q, bevat. Doch dan is zij noodzakelijk de
involutie van uitgang, want eene involutie I, is door twee
paren volkomen ]H‘]'.l.t]l]. Bedenkende dat het punt S’ vol-
komen willekeurig werd gekozen, mogen wij zeggen, dat
icdere illl.uh‘.llist']]a‘ involutie I.- op ecn (‘1 met drievoudig
punt door oneindig veel kegelsnedenbundels kan  worden
ingesneden, terwijl de veranderlijke basispunten S eene
cubische involutie Iy vormen.

Wij noemen de involutie (8) toegevoegd aan de quadra-
tische, Van de ontaardingen van den bundel (O, 8", 8", 8")
leveren de drie deelen OS,. OS"” en OS" geen paren der 1,.

Alleen de rechten S'S", S”"S8" en §'S8"™" geven paren
der I, Wij hebben hier drie paren der Iy die met drie
paren der 1, op ¢one rechte ligeen,

S'Il'i'i[\ 151_:1 elk paar der qn.ull'.ﬂi‘u‘lh' involutie Oop cechn
rechte met cen  paar der 'u-l'i_:v\«n"_:t]v, Immers beschouw
het paar A,, A, der llﬂ.ll]i'.!li‘\t'ill‘ involutie en laat de ver-

llimii:;ua]ij” Ay A, de Cy nog in de beide punten T |

o VAT JAN pE Viues, Vesl, K. A, v. W, Amsterdam 1 Mel 1901,
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ontmoeten. Dan moet blijken, dat T'T" een paar der toe-
cevoegde I3 vertegenwoordigt. Hiertoe kiezen we ergens
een ander paar B;, B, der I, en merken op dat de vijf
punten O, By, B,, T, T"" een kegelsnede bepalen, die nog een
achtste snijpunt T""" met de C; heeft. We kunnen nu zeg-
gen dat door de vier punten O, 77, 7", 77" twee kegelsneden
gaan nl. (O, 77, 7", 77" By, B;) en de ontaarde kegelsnede
(O T, T" T") waarvan de eerste het paar By, B,, de tweede
het paar A;, A; der I insnijdt; de bundel kegelsneden be-
paald door de vier grondpunten O, T, T", T, doet derhalve
op de gegeven C; de aanwezige quadratische involutie ont-
staan en hiermee is bewezen dat de punten T'T" toege-
voegde punten der ctoegevoegdes zijn.

De verbindingslijnen A;, A; van de paren der quadra-
tische involutie I, zijn de raaklijnen der omhullende ['3; en
tegelijkertijd zijn het de verbindingslijnen van toegevoegde
punten T',T' der cubische involutie en dus raaklijnen van
de involutickromme behoorende bij de I; zoodat de beide
toegevoegde involuties I, en Iy de zel//de involutickromme [*3
hebben. Door deze kenmerkende eigenschap zijn wij in
staat, de verdere bijzonderheden van I'? op andere wijze te
verkrijgen, dan in het algemeene geval eener I, Voor de

omhullende [’ der 1, geldt

k'=(p—1)(n—1)
n =|p I)(z2n+p ) g

-

s2=la(n—2)(n—3)(p—1)i==1,

;," ’]c’,’din 2)(p 3) 0.

Daar de I, en de I eene gemeenschappelijke involutie-
kromme hebben is elk punt der C; het snijpunt van drie
raaklijnen aan I, want elk punt der C; is dan als een punt
P der I, maar tevens als een punt S’ der 1, aan te zien.
Op zoo'n manier zijn aan het punt Py =S’ toegevoegd drie
punten nl. P, 8" en 8", dus gaan door elk punt der C;
drie raaklijnen d.w.z de klasse der omhullende " is drie.

Dat de C; en I'? elkaar in zes punten K raken, volgt uit

de verwantschap bestaande tusschen de punten A en S der
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I, en der Iy die op een zelfde raaklijn liggen. Ze vormen
eene (2, 4).

De I3 bezit 2 (p—1)=4 vertakkingselementen V' en
evenveel dubbelpunten V"=V’ die vier snijpunten van
Cy met I3 en vier gemeenschappelijke raaklijnen in de
punten V"'=V"" verklaren.

De snijpunten van C* met [ liggen in de vertakkings-
punten V'; want de beide unit V' vertrekkende raaklijnen
V'V en V'V zijn samengevallen.

Zoo hebben C; en [3 6 X 244 =12 snijpunten en de

omhullende is dan van den vierden graad [

Nu is n=k'(k'"—1)—az2¢'.
=3 X2~—27
dus 5 =1; er is één dubbelraaklijn.

Eene I, en een I3 hebben twee paren gemeenschappelijk.
De gevonden dubbelraaklijn bevat die twee paren,

e 18 gemeenschappelijke raaklijnen van {‘1 on I'; laten
zich uit het bovenstaande licht verklaren,

N 7. Als bijzonder geval der I, op de C; met een drie-
voudig punt O gaan wij na wat er gebeurt, wanneer in
het punt O een paar Q"0 der I, is gelegen, Nu zal de
Klasse der omhullende I met één verlaagd worden en O
wordt een klassepunt.  De verbindingslijn der punten Q' O"’
1S immers onbepaald.  De eigenlijke involutickromme is een
kegelsnede 12,

Snijdt de lijn Py Py de Cy in de punten 8'S” dan vormen
tle punten S in dit geval een guadralische involutie ]_.,
e raaklijn welke het punt O verbindt met het punt dat
(I‘...]- |_, aan O™ waordt Ill";:l'\"l".{ll ‘n!]iit]i doe ('1 in de beide
punten O" en O, zoodat O' 0" een paar is, ook van de
Wegevoegde [, De verwantse hap tusschen de punten Pen S
IS cene (2, 2), waaruit volgt dat de kromme Cy in vier punten
R door 1"y aangeraakt wordt, of dat '3 eene viermaal rakende
Kegelsnede is, Trekt men in zoo'n punt R de raaklijn, dan
“nijde 2 nog twee punten T op de €y in, die beide aan het

1’,|,|];],]“|[ l( /ii” EHI‘Q!'\""L\"I. ].‘ nu ql‘l'-” ].i;j)! IR Ill'}u'”l['




54
dan weten we van de involutie I, of J, twee paren n.l. aj ey
en R met één van de tangentiaalpunten T. De involutie
[, of J, is daardoor bepaald en de omhullende I’ ook. Het
blijkt dat door ¢én punt R de drie andere raakpunten ge-
vonden worden, of dat de punten R eene involutie I vor-
men: want het is op oneindig veel manieren mogelijk op de
C; quadratische involuties in te snijden die een paar in het
punt O hebben, zoodat er ook oneindig veel groepen R
ontstaan.

De algemeene I, kon ontstaan door een bundel kegel-
sneden met grondpunten O, S’,S", 8", waarin alleen O een
vast punt was en S’ S S tot eene I3 behoorden. Neem
nu bijv. S’ ook vast en zoo dat ( ) =S’ wordt, dan beteekent
dit. dat alle kegelsneden de raaklijn t” in O" aan de C; aan-
raken: neem verder aan dat de punten (S 8") een J; vormen.
We krijgen op deze manier een bundel kegelsneden die de
vaste rechte t' in O’ raken en waarvan de twee verandelijke
grondpunten een  J, vormen, terwijl op de Cy een quadra-
tische involutie J, ontstaat. Bovendien wordt elk paar der
[, met elk paar der J, door een kegelsnede verbonden,
Omdat men de involutic J, op oneindig veel manieren op Cy
kan kiezen zal bij elke raaklijn in O een oneindig aantal
bundels behoorern.

In ons geval is nu de cubische involutie ] overgegaan in
een quadratische J, en het punt O. DBij een raaklijn t' be-
hooren derhalve oneindig veel krommen [, waarvan de
raakpunten R een biquadratische involutie vormen, die blijk-
baar fundam: ntaal is. d.w.z alleen afhangende van de
kromme .

In 't veheel ontmoeten we zoo drie fundamentaal-involuties
op de Cy en drie stelsels van viermaal rakende kegelsneden.

De toegevoegde involutie J, moge een dubbelpunt hebben
in Dy; de bundel bepaald door 1y en de raaklijn in O™
snijdt op de Cy een I, in met twee dubbelpunten D, en DYy,
Er zijn derhalve twee kegelsneden die Cy in Dy en verder
resp. in Dy en D'y raken. De paren O, 0" en Dy Dy be-
palen eene involutie Iy,
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LLeggen we de kegelsnede, die raakt in D;, Dy en O,
dan blijkt dat het paar D; Dy van I, met O"' wordt ver-
bonden door een kegelsnede, die hetzelfde paar 1y Dy nog
eens insnijdt, en omdat elk paar van I, met elk paar van J,
door een kegelsnede wordt verbonden, die in O raakt,
volgt dat Dy Dy ook een paar van de toegevoegde involutie
Jo moet zijn. O’ O" is nog een gemeenschappelijk paar.
De twee involuties I, en J, zijn in dit geval identiek of
samengevallen.  De involutickromme [ was een kegelsnede
d.w.z uit elk punt Py der C; gingen twee raaklijnen die P,
verbonden met Py en met P’y [wanneer P, door I, en P,
door J, aan het punt P, is toegevoegd]. Maar I, = J,;dus

Yy der kromme C,

Py = P’; d. w.z uit een willekeurig punt I
gaan steeds twee samenvallende raaklijnen aan deomhullende [°
wat er op \\'ij\l dat I’ ontaard i1s in een dudde /",:’*;.r.r// '

ledere ]ij:] door /\ bevat twee paren der I J2 en het
is duidelijk dat de twee dubbelpunten der I == [, door twee
raaklijnen uit A aan C; moeten aangewezen worden,  De
overige vier raaklijnen zijn op deze manier natuurlijk niet
te verklaren. Echter zijn_twee dubbelraaklijnen der C; als
cen ontaardingsvorm  der viermaal-rakende Kegelsnede [" op
te vatten. Hun snijpunt is dan A. Hiermee zijn de zes
raaklijnen uwit /A aan C; verklaard.

De paren O, 0" en Dy, D'y bepalen evenzoo een 1, die
met haar toegevoegde |, samenvalt.  De beide andere dubbel-
raaklijnen der C; zijn dan als de viermaal-rakende kegel-
snede te beschouwen,

De vier dubbelraaklijnen hebben zes snijpunten die we /A
kunnen noemen.  Elk zoon punt /A i5 op te vatten als
middelpunt van een waaier die een fundamentale 1, insnijdt,
200dat op elke straal twee paren voorkomen,

Bij het paar OO behooren twee fundamentaalinvoluties,
N twee ontaarde kegelsneden gevormd door de vier dubbel-
r‘l"]““i”“ﬂ *l,. tll., <}i,l]|A Stel dat '!nl] de cone involutie behoort
het paar dy dy, met het snijpunt A\ == dy dy, dan behoort
vanzelf bij de andere involutie het paar dy, dy met /\qy dy dy.

\\.HII wis dit niet het '_"1‘\.1], zoodat l.1] de tweede involutie
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behoorde het paar dy, d; dan hadden de bedoelde involuties
behalve het paar O', 0" nog het op de dubbelraaklijn d,
gelegen paar gemeen en vielen zij samen, wat niet kan
wanneer zij door waaiers met verschillende centra moeten
ingesneden worden.

We nemen aan dat aan de fundamentaalinvoluties
die het paar O O"" gemeen hebben /\ 2 en /\34 zijn toegevoegd

OO ‘/;]3 en ./‘_“-‘2.;
ORI Azzen Ay

De punten D; en Dy vormden een paar der eene I,

De punten D; en D'y vormden een paar der andere I
welke aan O'0" was toegevoegd. DBijgevolg moeten de
punten Dy, Dy, /A2 op eene rechte liggen en evenzoo de
punten Dy, D'y, s,

Bepalen we eene involutie I door het paar 0" 0" en het
dubbelpunt Dy, dan zijn volgens boven de punten Dy en
D';; de dubbelpunten der toegevoegde J,.

Dezelfde involutie 1, laat zich bepalen door het paar O', 0"
en het tweede dubbelpunt Dy, zoodat ook dan Dy en D'y
de dubbelpunten der toegevoegde J, zijn; dus bestaan de
kegelsneden, die de C, raken, achtereenvolgensin O™, D, D'y

Op dezelfde manier als boven bepalen de paren O, 0"
en D'y, Dy eene involutie die met haar toegevoegde samen-
valt. Zoo ook de paren O',0"” en D', D'y

De punten DY, Dy vormen een paar der ééne involutie,
de punten D'y, D’y een paar der andere involutie, die aan
0’0" is toegevoegd. Bijgevolg moeten de punten DYy, D'y,
/A\3s op een rechte liggen en evenzoo de punten D' D, A
want wij hadden al de collineaire drietallen Dy, Dy, A2 en
Dy, D'y, A34. Wij hebben hiermee de stelling bewezen dat
de punten Ay, en Ay de nevenhoekpunten rzijn van den
vierhoek D, D D'y D'y die in de C; beschreven is. De punten
A2 en /g zijn natuurlijk vast, maar de punten D zijn
veranderlijk, zoodat de punten Ay en /3 de nevenhoek-
punten van oneindig vele in Cy beschreven vierhoeken zijn.
Hetzelfde geldt voor een ander paar punten /\, zoodat we

tot algémeene uitkomst verkrijgen:
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Elke twee overstaande hoekpunten der door de dubbel-

raaklijnen gevormde vierzijde zijn twee nevenhoekpunten van
oneindig vele in C; beschreven vierhoeken.

e
oz

DE INVOLUTIE I3 OP EEN KROMME VAN DE VIERDE
ORDE MET EEN DRIEVOUDIG PUNT. (¥)

Is op een C; met drievoudig punt O een cubische invo-
lutie I gegeven, dan heeft die eene involutickromme [ van
de klasse k =(p 1)(n— 1)==06. Dit blijkt ook daaruit dat
aan het punt O zes punten zijn toegevoegd.

We willen laten zien dat uit twee drietallen der Iy is af
te leiden door welken bundel zij is ingesneden.

De drietallen A, As. Ay en B, By, By bepalen met het
punt O twee kegelsnedenbundels (O Ay Ay Ay) en (O B, By, By)
diec op de C; twee quadratische involuties insnijden, Deze
hebben steeds een paar P, P" gemeenschappelijk.

De kegelsneden (O A; Ay A3 P'PY) en (OB, B, By P’ PY)
bezitten nog ecen vierde ::'IHH'H‘«]m]l]u']ijk ‘wnij]n]m () dat
buiten de kromme C; ligt. Hieruit zien wij dat de kegel-
sneden (O P QA A \3) en (O P OB, B, By) een
bundel (O P’ P Q) bepalen die op Cy de gegevene cubische
involutie afteckent.

De ontaardingen uit den bundel wijzen aan dat er twee
lineaire groepen der Iy bestaan, zoodat |'0 twee |[l‘i|‘\"lll“7¢!‘
raaklijnen bezit, en bovendien volgens vroeger V2 (p— 1)?
(n ') (n 1) dubbelraaklijnen,  Derhalve is het ge-
slacht nul on de orde fien.

De kromme Co en I'S hebben 360 gemeenschappelijke
raaklijnen en jo snijpunten die op de bekende manier te
verklaren zijn.

Als bijzonder geval kunnen wij aannemen dat de Iy een
Paar O 0" bevat. Nu wordt de omhullende ontaard,  Ze

bestaat dan uit een kromme ' en het punt O, \\'ij Zagen

) JAN e Van Vemlag K. A, v. W. te Amsterdam; 1 Mei 1901
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vroeger dat eene I3 door een drietal en twee paren kon
bepaald worden. Wij kiezen daarvoor het drietal A, Ay, A3
en de paren By, B, en O/,0", waardoor wij weder den
bundel kunnen vinden die de bedoelde I3 doet ontstaan. Leg
de kegelsnede A, Ay A3, 0,0, dus rakende in O""" en
let op het punt P dat zij op C; aangeeft. Dan de kegel-
snede B, B,, P,O"”,0"" dus eveneens rakend in O, De
beide kegelsneden leveren nog een snijpunt () op buiten
Cs. De vier punten (OO PQ) bepalen een bundel die
op de C; eene I3 insnijdt en wel de gegevene.

Immers één exemplaar geeft het drietal Ay, Aj, A5, een
tweede geeft het paar By, B, en de ontaarde kegelsnede
(O P,0"" Q) wijst op een drietal dat het paar ( ) (O)'" bevat.

De lijn PQ draagt een drietal der I3 en is dus drievoudige
raaklijn der involutiekromme.

Verder blijkt gemakkelijk dat ['> nog drie dubbelraak-
lijnen bezit en dus eene ['§ is van geslacht zul.

S 0. INSNIJDENDE BUNDELS,

Wij willen in deze paragraal eens nagaan hoe involuties
op een gegeven rationale kromme C; Kunnen ontstaan.
Daartoe brengen we de kromme C, in doorsnijding met
een bundel krommen B, van den graad 2. Wij zien dadehjk,
dat de snijpunten PP van elk exemplaar B, met de krommen
C, een puntengroep vormen, die door ¢en punt P, onver-
schillig. welk, bepaald is, want met elk punt P is een kromme
van den bundel aangewezen, De ligging der basispunten ,
is echter van invloed op de komende involutie,

De kromme C, van het geslacht nul bezit,ten hoogste

n

/2 (n 1) (n ) dubbelpunten D, Wij stellen dit geval !
aanwezig, Dan  bepalen | 12 (n 3) n 1 Y2 (n*— 3 |
n 2) dubbelpunten D een bundel krommen (B, ) van
den graad (n 3), terwiyl er dan nog fweece dubbelpunten

Dy en D, overblijven. Dit is de bundel van den hoogsten

graad, dien wij door de dubbelpunten kunnen bepalen, Men
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noemt de involuties door dergelijke bundels ingesneden wel
| fundamentale involuties, omdat zij met de kromme C, gegeven
zijn. Een exemplaar B, _, heeft met de kromme C, na-
tuurlijk n(n-— 3) snijpunten waarvan (n2— 3n 2) in de
punten D terecht komen. Buiten deze punten D wordt de
C, derhalve door elk exemplaar van den bundel B, _ . in
slechts twee punten IF gesneden,

Wij zien zoo op de gegeven C, een fundamentale involutie
van den fweceden graad Fy ontstaan, die met C, bekend is.
Deze involutie I, onderscheidt zich van de in het vooraf-
gaande besprokene, Immers nemen we D, P, aan, dan
snijdt de daardoor aangewezen kromme B, . de C, voor
de tweede maal weer in Dy =DP,. Derhalve zijn de dubbel-
punten Iy en D, paren der fundamentale involutie I, en
dit is bijzonder, want in 't algemeen zullen geen twee toogre-
voegde punten van een Ip in een dubbelpunt liggen. Elke
Quadratische involutie is door twee paren volkomen bepaald
en onze Iy dus ook, Zoo bepalen dan de punten D, en 1),
de bedoelde I, Maar elk ander paar punten D) bepaalt een
zekere fundamentale involutie I,  Hieruit volgt dat het
aantal mogelijke fundamentale involuties van den Zoeceden
Uraad op een C, overeenstemt met het aantal combinaties
der punten D twee aan twee,

[’.l\\t‘n woe op 1[--/:‘ l‘ de vroegoer gi'\l‘l]li“l] f“l’ll]lll*‘\ Loe,
door P 2 te stellen, dan vinden wij voor de grootheden,

die op de involutickromme [° betrekking hebben

kf (p 1) (n 1) n I,
re=1l2(n—2)(n—3)(p— 1)¥== 12 (n— 2)(n— 3),
' 2 (p 1 p 2)(n ) 0,

n ip 1)(2n~=p—0) 'n ! 2(n 2),
g =l/2(p—2)(p—3)=0.

In de corste plaats ondergaat de &lasse k' cene vermindering,
want in D, en in [D; ligt een paar der Iy, De punten D,
tn Dy zijn twee klassepunten van [ De eigenlijke omhul-
ji‘mll' heeft nu de klasse k' n | 2 n 3

l it toeze formule I,hil\g dat we cerst voor n R, dus ap
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een kromme van den vijffden graad, fundamentale involuties
van de tweede orde ontmoeten. De involutiekromme I is
dan een kegelsnede.

De C, en I' van de klasse k=2 (n—1) en k'=n—3

zijnde moeten 2 (n 1) (n — 3) gemeenschappelijke raaklijnen
bezitten. Zij ontstaan

10, Uit de twee dubbelpunten der Ip;

50 Uit de coincidenties der verwantschap (S, S'); de snij-
punten der lijnen Py P, met de C, zijn punten S; de (S, S
bezit het symbool [(n— 4) (n—3)] met dubbel z oveel
coincidenties.

30, Uit de coincidenties der overeenkomst (P, S) die voor
te stellen is door [(n — 2),2(n— 4)]idus(n — 2) 4 2(n—4)
—1n— 10 gevallen P=S. De kromme C, en I zullen
olkaar in P=S aanraken. We moeten derhalve (6n 20)
gemeenschappelijke raaklijnen rekenen.

Deze drie gevallen leveren nu

2(n ) (n 1)+ 2(3n 10)=2(n 1) n 1)

gemeenschappelijke raaklijnen, waarmee zij allen verantwoord
zijn.

Omdat " van het geslacht nul is, zal men voor het aantal
dubbelraaklijnen vinden

r'y =12 (k' ) (k' 2)=12(n 1) (n— 3)
waaruit voor den graad van [* is af te leiden
n' 2 (k' ) 2(n 1).

De onderstelling n s levert dan dat ' cen kegelsnede
zal wezen,

Zoekt men het aantal ,-'-', door het aantal paren te ln'];.llr-n
dat het stelsel (S,S') met de 1, gemeen heeft, dan vindt
men te veel, want dit aantal is (n— 4)(n— 3) en daaruit
zou volgen

ra='(n—3)(n—4)
dus voor n 5 wordt 7', 1. wal niet waar is.

Maar uit D, gaan naar |’ (n i) raaklijnen, Een draagt
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het paar D',, D",, de andere elk een paar P; P,. Op elk
dezer (n— 4) raaklijnen is D', D" een paar (5;S'). Van
het aantal paren dat (S;S") met I, gemeen heeft, liggen er
dus 2 (n 1) in Dy en Dy, Deze paren leveren geen dubbel-
raaklijnen, zoodat wij nu voor het aantal dubbelraaklijnen
vinden

(]

ra=12(n 1)n— 3)

-

De dubbelpunten der C, beépalen een bundel hoogstens
van den graad (n-— 3), waardoor eene [ ontstaat. Bepalen
wij bundels door minder dubbelpunten, dan ontstaan funda-
mentale involuties van hoogeren graad.

Zoo bepalen Ya(n?-— 5n -}~ 2) punten D een bundel (B, )
van graad (n— 4), waarvan de exemplaren op de kromme
C, eene involutie I, _ . doen ontstaan.

Minstens moet weder n =35 zijn; we Krijgen dan een [,
ingesneden door een bundel van den eersten graad bepaald
door één basispunt D.  Dit zijn de fundamentale cubische
involuties die door de waaiers met middelpunten 1D worden

ingesneden,  Zoo zijn er natuurlijk zes,

Het aantal ongebruikte dubbelpunten is steeds 12 (n 1)
(n 2) /3 (n? s N - 2) n.  Die » punten D zijn paren
der I, _, en weder » klassepunten der omhullende I, We

vinden daaruit voor de klasse k' der involutickromme

k'=(p i)(n 1)—n==(n 3N 1)—n

n? s N ~{= 3.

Verder zullen wij dit onderzoek echter niet voort zetten,
Alleen nog de opmerking, dat op cen C, met het maximum
aantal dubbelpunten Y2 (n 1)(n 2) centrale fundamentale
involuties F, , aanwezig zijn.  Blijkbaar liggen [V (n— 1)
(n 2) 1] Wa(n? 3n) ITHI 3) paren der I5, _, in

de ‘]lI]rlu'”Hth'n ll‘ ,r-nnll.ll e rll'llhl.lnl'“lil' |‘ .’.Il \\‘Hl'lll‘!\

n ;
Simengesteld it de — (n 3) punten D en het middelpunt

‘ . 1 3N 2)
D vian den waader, dat voor l - punten moet ge-
1.2
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teld worden, omdat in het algemeen de klasse van [ zou
zijn (n— 3)(n— 1).

Ten slotte is het geval denkbaar, dat er onder de singu-
liere punten der C, veelvoudige punten voorkomen. Ook
dan zijn fundamentale involuties mogelijk. De gegevens
worden nu echter te onbepaald om er verder iets over te
zeggen.

§ 10. Een tweede manier om involuties te verkrijgen,
leveren de bundels waarvan de basispunten zoo zijn gekozen
dat alle dubbelpunten D er toe behooren.  De dubbelpunten
bepalen op zichzelf geen bundel. Er moeten nog eenige
punten naar willekeur bl genomen worden; 't zij op, 't zij
buiten de gegeven kromme C, De bundel van den laagsten
graad, die aan genoemde voorwaarde voldoet, is een (B, _ ;)
van graad (n-— 2). IHet aantal bepalende punten is

[a(n—2)(n+4-1) —1]=12 (n2—n—4).

Er zijn '2(n—- 1)(n— 2) punten D. We moeten dus nog
12 (n?2—n ) — Y2 (n2— 3n-2)=n-—3 punten B bij de
dubbelpunten kiezen om een bundel (B, _,) te bepalen.

Het is duidelijk, dat nu geen paren der involutie in de
dubbelpunten der C, kunnen terecht komen. Dergelijke
bundels leveren ons het meest algemeene geval. Op deze
wijs moeten we de involutie I, ontstaan denken die wij in
de eerste paragraaf van dit hoofdstuk bespraken.  Alleen
voor deze involuties gelden de aldaar gevonden formules,

Worden alle (n 3) punten B buiten de C, aangenomen
dan ontstaat eene involutie I, .. Want een exemplaar B,
geeft n(n 2) snijpunt met de C,, terwijl er (n 1)(n 2)

in de dubbelpunten D liggen. Het overschietende aantal

in2—2n)—Mm2—3n-}-2)=n—2

geeft den graad der komende involutie aan.

Men ziet oogenblikkelijk dat, wegens de vrijheid, die be-
staat in het aannemen der (n— 3) punten B, mits zij slechts
buiten de C, liggen, het aantal der involuties I, ., zeer

groot is. Verder kan men, door telkens ¢én der verander-
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lijke punten B op de C, te kiezen, den graad der involutie
verlagen tot twee. Men heeft dan (n—4) punten B op
C, te nemen,

Door kundels van den graad (n-— 2) worden dus invo-
luties I, aangewezen van p=2,..... tot p=(n— 2).

Verder gaande bepalen we een bundel (B, ) van den
graad (n 1) door [z (n 1)(n<4-2)—1]="12(n2+4n— 2)
punten, waaronder de dubbelpunten D der C, begrepen zijn.
Er blijven 2 (n2-4-n i) —12(n2—3n-4 2)=2n— 3 ver-
anderlijke basispunten B over, die mede op of buiten de

C, kunnen gekozen worden. In het eerste geval heeft elk

exemplaar B, _;, met de kromme C, gemeen n(n 1)
(n2—3n--2)=2n-—2=2(n— 1)snijpunten P. Er ontstaat
dus cene l‘, .

Telkens punten B op de €, nemende, kunnen wij ook
met  deze bundels ten slotte eene quadratische involutie
illsnijtlrn_

Door bundels van den graad (n— 1) worden involuties
[, ingesneden van pa=2 tOti.eaen p=2(n—1i).

\\‘ij Kunnen op deze manier involuties van iederen graad
Op onbepaald veel wijzen verkrijgen.

Het bestaan van veelvoudige punten tegelijk met dubbel-
punten D is weder op verschillende wijzen denkbaar; maar
die gevallen zijn te onbepaald om voor eenige behandeling
Vithaar te Z1n.

1. Een derde manier om involuties te doen ontstaan
bestaat hierin, dat we a/le basispunten B3 dwdfens de kromme
{.'. |I!.‘..1I\r-|1_

et cenvoudigste geval is dan dat we slechts één basis-
punt B aannemen. De daardoor bepaalde waaier B zal
.Miil'}"""' cene centrale involutie invelutie I, doen ontstaan.
]""“i_il een 1, in 't algemeen eene involutickromme |° van
Klasse k' == (n 1)2 heeft, zal " hier ontaard zijn in het
centruth B, dat """ maal geteld moet worden en de

N 1)(n — 2)

2 dubbelpunten D van kromme C,
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Het volgend geval is dat wij een bundel kegelsneden
(B,) hebben met de vier basispunten buiten de C,. Er
ontstaat eene I, waarvan in alle punten D paren liggen.

Op deze wijs voortgaande, zien wij dat een bundel (B,)
op de gegevon kromme eene involutie I, van den graad
p=mn zal aangeven. De graad p is steeds een veelvoud
an het getal 7.

Onderstellen wij verder dat er basispunten op de C, komen,
mits buiten de dubbelpunten D, dan geeft een waaier met
centrum B op de C, eene involutie I, _,. In 't algemeen
snijden dan bundels (B,) involuties van den graad (mn— 1)
.......... tot den graad (mn-—Db) in, als b het aantal basis-
punten voorstelt. Men krijgt weder involuties van iederen
graad. Nog op andere wijzen kunnen involuties ontstaan.
Wij zullen die echter niet beschouwen.

De gegeven manieren met elkaar vergelijkende kunnen
wij de opmerking maken, dat men wel volgens die verschil-
lende methoden involuties van den zelfden graad zou kunnen
verkrijgen maar dat zij toch nooit identieck kunnen zijn.
Immers, is eene involutie I, ontstaan volgens de eerste
manier dan is het eene fundamentale involutie; er liggen
dan een depaald aantal paren in de dubbelpunten D, Ont-
staat een I, volgens de tweede wijze dan zijn er in 't geheel
geen paren in de dubbelpunten D gelegen.

Volgens de derde manier is het duidelijk dat alle dubbel-
punten 1) paren der komende I, zullen voorstellen,

Wegens het verschillend aantal in de punten D gelegen
paren der |;‘ is zoodoende het il}\:lijll"ll cener zeltde involutie
volgens de besprokene handelwijzen eene onmogelijkheid.

§ 12, FUNDAMENTALE INVOLUTIES OF RATIONALE KROMMEN
VAN DEN VIIFDEN GRAAD. (*)

We spraken reeds in 't algemeen over fundamentale

involuties op rationale krommen, maar willen nu de bijzonder-

*| JAN DE VRIES, Venl. K. A. v. W., Amsterdam, 10 Febmari 1904
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heden nagaan, die zijn op te merken, wanneer een Cs met
zes dubbelpunten Dy (k=1,2,3.4.5.6) de draagster der
involutie is.

Klaarblijkelijk snijdt een bundel kegelsneden door vier
punten D een fundamentale I'S:® in, waarvan twee paren in
Ds en in Dy liggen. Derhalve is de klasse der involutieckromme
@ met twee te verminderen en dus niet (p— 1) (n— 1) =4,

i

2; m.a. w. de omhullende wordt een kegelsnede @5:°,

maar k' =

Letten wij op de verwantschap (S,5) tusschen de punten
S, ingesneden door de verbindingslijnen Py, P;, dan blijkt,
dat de punten S in dit geval een cubische involutie B
vormen, want uit S, =P, gaan slechts twee raaklijnen n.l.
Py P, S'S”"S" en §;5;0,Q;S;. De verwantschap (P,S) is
hier eene (2,3) met vijf coincidentiecs P==S, waaruit volgat
dat de omhullende @%° eene vijfmaal rakende kegelsnede
van (s is, Blijkbaar is ©%" omhullende zoowel voor I7%
als voor de %

Deze vijf ::tlnL']nmtvu leveren 1o gemeenschappelijke raak-
lijnen. De F»¢ en F&® hebben samen zes coincidenties
wWiarmee de l;\'t'l‘i_u!' zes gemeenschappelijke raaklijnen van
€Y en $? . verklaard worden.

Een drietal der I bepaalt met de zes dubbelpunten Dy
cene cubische krumml‘; dus door twee drietallen wordt een
bundel van cubische krommen vastgelegd, welke de I
doet ontstaan, In de punten Dy en Dy liggen twee paren
der I, maar ook twee paren van Iy, want zoowel uit 1),
als uit D, gaat één raaklijn aan @7 . van de soort Q) (h S,
D' D", De 4, die het LA ‘..lm [ insnijdt, dat in Dy
IiQ:. Mot Ih'-u]/.t!;l'“i]i daar ter 111.1.1‘;‘«‘ oen t]ll]ll\l'];ltll\l be-
zitten, zoodat zij met de overige krommen van den bundel
in Dy twee punten gemeen heeft. Er liggen dus twee basis-
punten in D, wat tengevolge zal hebben, dat alle overige
krommen elkaar in Dy aanraken, Maar dan doen zij het
evVeneons in [i“_ 174t ]L‘ it een rechte Ly wWairop een
drictal der Fse ligt; t.

punten 1) coene ontaarde ‘ll- bestaande uit de rechte s €N

]"']'.l.lh met de \iil H\l'l'i_',;i' dubbel-

]

de ]\";:l‘l‘~tlr't]|' k: . Evenzoo levert 1, de ontaarde ‘.;
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gevormd door t; en de kegelsnede ki . Deze twee
ontaarde krommen bepalen natuurlijk ook "de ne gen basis-
punten van den cubischen bundel. Er liggen er vier in
D, D, D; Dy, twee in Ds en twee in D, derhalve is het
snijpunt van t; en t; het negende basispunt.

Bovendien moeten de beide ontaardingen elkaar raken
in Ds;, maar ook in Dg. Dit kan alleen als de rechte t; de
kegelsnede k2 _  raakt; en als de lijn t; dan de kegel-
snede k? o raakt, want de beide kegelsneden kunnen niet
meer dan de punten Dy, D, D3, Dy gemeen hebben.  Alle
krommen van den bundel raken derhalve in Dy aan t3 en
in Dy aan ts.

De fundamentale involuties F#® en k5
voegde involuties l"‘:" en l*“ hebben de involutiekegel-

met de toege-

sneden ©F, en Qf,. Deze hebben vier gemeenschappelijke
raaklijnen.

Hoe worden die verklaard? Daartoe letten we op de
gemeenschappelijke paren van 4% en |

Eene I, en een I, hebben steeds (p 1) (q 1) paren
gemeen waaruit blijkt dat de ]-‘f-" en de FF5° twee paren
gemeen hebben., Maar één paar wordt door het dubbelpunt
De geleverd. Tet andere noemen we P! P of 51 57 . De
verbindingslijn » dezer punten snijdt nug “in drie punten,
die wij S! 5 5! maar ook 5! P! P! mogen noemen.
Derhalve ligt op r ook een gemeenschappeljk paar van
K5% an H5S

De vier gemeenschappelijke raaklijnen van @7, en @7,
worden dus verklaard als volgt: I

De cubische involuties I'+° en IF%® hebben vier paren
gemeen, die drie gemeens ll.q.p-lijl;r- raaklijnen geven, want
¢én dier paren is het dubbelpunt Dy, en de lijn r is de
vierde gemeenschappelijke raaklijn.

De vier dubbelpunten Dy, Dy, Dy, Dy bepalen drie ontaarde
kegelsneden, die drie paren Py, Py, Q, 00, Ry, Ry der IF
insnijden.  Blijkbaar bepalen de drie lijnen Py, Py, Q, Q, en
Ry, Ry met de boven genoemde rechten ty en ty een vijfmaal
rakende kegelsnede @7 .
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Natuurlijk zijn er —22* — 15 fundamentale involuties
1 X 2

FXL %1 en zes centrale kubische involuties. Deze laatste
]

worden ingesneden door de waaiers met centra Dy, Hunne

omhullende, in 't algemeen bij een Iy van de klasse (p— 1)

(n—1)=28, ontaardt in het driemaal te tellen centrum en

de vijf overschietende punten D.

N 13. OVER STELSELS VAN KEGELSNEDEN DIE BI] INVO-
LUTIES OF RATIONALE KROMMEN BEHOOREN. (%)

Bij stelsels van kegelsneden in een vlak beteekent . het
aantal kegelsneden door een punt, » het aantal dat een
rechte aanraakt, 3 het aantal lijnenparen, y het aantal dub-
belrechten (puntenparen). Tusschen deze vier kenmerkende
Letallen bestaan twee betrekkingen, die men als volgt kan
vinden. Beschouw de willekeurige lijn 4 Door elk punt
M van / gaan u kegelsneden, die op 7 u punten M aan-
Wijzen. De punten M en M’ vormen een stelsel (u, 2) met

3

2w coincidenties, welke ontstaan uit de y kegelsneden, die

! raken, en de dubbelrechten, die / snijden; dus is

¥

1 i

Neem verder een willekeurig punt O als centrum van
een waaier, Aan elken straal & uit O raken y kegelsneden;
zij bepalen nog . raaklijnen s" uit O, De overeenkomst
(5,8') heeft tot symbool (v. ) en 2 v coincidenties, die ontstaan
uit de « Kegelsneden door 't middelpunt O en de 3 ljnen-
paren; want de straal uit O naar het snijpunt van een lijnen-
paar J is een uv\.t] S S Nu '_::'luh derhalve de formule

A )
|

Op de rationale kromme C. 7] gegeven een 1y zoodal
P=35. De p punten eener groep combineeren wij vijf aan

H.“ en  letten op de |\!'f-,'“1*-=l<‘t|<'rl door ‘ijtr dezer !'“”““

) JAN DE Veies, Verslag K. A, v. W, e Amsterdam, 10 Febr, 1904
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bepaald. Zij vormen een stelsel [C2]. Wij hebben geen
dubbelrecht dus is y=o0 en wij vinden

\ 2 =y N 2=y
| ‘ -”t' -
2y—w@m-t+o JuL=u

e

Liggen drie toegevoegde punten P P’ P’ op één rechte dan
hebben wij een drievoudige raaklijn der omhullende. Hun
aantal is

T.3=],'2\]) ]I\I) 2)(n 2).

Elke lijn PP’'P” vormt met een andere lijn die twee tot
dezelfde groep behoorende punten P verbindt een lijnenpaar
van [C?] dus is

sip==3) p=—H4)

d=13 X s = l/s(p )ip—2)ip )(p—4)(n—2)

waaruit
w=1lh2{p—1)(p—2)p—3)(p—4)(n—2)

y=Wo(p—1)(p—2)(p—3)(p—4)(n— 2)

of

, (N 2)(p 1)4.

Een kegelsnede van [C?] bevat vijf punten P en (2n — 5)
punt X. Door een punt P der C, gaan g kegelsneden,
waaronder (p 1)g die P met vier toegevoegde punten P’
verbinden. Er schieten p— (p— 1)y =(2n—35)(p— 1), ke-
gelsneden over, die vijf punten Q der I, bevatten en (2 n — 6)
punten X' de verwantschap (X, X') heeft 't symbool [(2 n — 6)
(2n—5)(p— 1))

De 2(2n—6)(2n— 5)(p— 1), coincidenties X #= X wijzen
op evenveel kegelsneden, die de C, in X N aanraken,

De 2 (p—1) dubbelpunten der I, leveren

(P—2)(p—3)(p—4)

2(p 1) 2 (p Hp ')y S (p I )y

1. 2. 3

andere kegelsneden die C, raken. Ten slotte zal wanneer
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P=X wordt de bijbehoorende kegelsnede de C, in P=X
raken en voor twee moeten geteld worden.
Het stelsel (P, X) heeft de formule

[5(2n—35)(p— 1)y, (2n—35)(p 1)]

zoodat er 6 (2n— 3)(p— 1); kegelsneden zijn die C, raken
en alle als dubbele exemplaren moeten beschouwd worden.
Het totale aantal rakende kegelsneden uit het stelsel [C?]
s nu 4 (n- -2)(2n—1)(p—1)4.
De verwantschap tusschen de punten X die met vijf
punten Py’ Py Py'"' Py!'"’ PyY, op een zelfde kegelsnede liggen
en de overige (p 5) punten Py is van den vorm

[(2n—35)(p— 1) (p—35)(p—1)s(2n—35)].

Zoodra Pp= X wordt, liggen zes punten Py op één C2

Maar ieder dier zes punten is dan als eene coincidentie op
te vatten, derhalve is het aantal kegelsneden dat 6 toege-
voegde punten bevat (2n 5 (p 1 )s.

N 13. Is p<_ 35 dan nemen wij (5 — p) willekeurige punten
Ay k=1...(s p) aan, en legeen kegelsneden door die
vaste punten Ay en de groepen der I, Om van ons stelsel
[C?] ., te bepalen leggen wij de kegelsneden door de punten
Ay en een willekeurig punt A,. Z1 doen op de C, een
[P~ ontstaan, die met de [, (2n P 1) groepen van p
punten  gemeen  heeft. Door Ay waan dus (2n p-1)
kegelsneden, die een groep der 1, bevatten en men heeft
14 2N Pt 1; 3 (2 n ].i 1): o 1l2an ‘1, 1), Is
P==2 dan zijn er drie vaste punten A,, Ay, Ay aan te nemen,
cn s 3(2n 1),

Dit blijkt ook zoo: de lijn A, A, snijdt C, bijv. in een
punt P; verbindt men nu Ay met 't aan P toegevoegde
punt P’ dan heeft men één ljnenpaar van [C2) In't geheel
vindt men 3 2 van deze paren, Uit ecen punt A, gaan
(N —1) ljnen die een paar P, P der Iy dragen. Elk dezer
rechten vormt met de lijn Ay Ay een ljnenpaar, Van deze
vindt men er 3 (n 1), Totaal is dus 1(2n 1). Hebben

Wi een 1y, dus P 3, dan moeten wij fweee punten oAy A
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er bij kiezen. Dan wordt 3 =6(n —1). Deze lijnenparen
vindt men als volgt: Vooreerst zijn er (n-— 2) collineaire
drietallen P P'P" die elk met de lijn A; A; een lijnenpaar
vormen. Snijdt verder de lijn A; A, de C; in een punt P
dan vormt de lijn P'P” met de lijn A; A, een lijnenpaar.
Zoo zijn er n. Ten slotte is elk der punten Ay, A, colli-
neair met 2 (n 1) paren der I;. Alles te zamen nemende
vindt men g=6(n —1).

Bij een I; is p=4 en heeft men maar één punt Ay noodig.
Dan is 3=3(2n—3). Want er zijn j3(n-— 2) collineaire
drietallen en 3(n 1) lijnenparen, waarvan elke der rechten
twee toegevoegde punten der Iy draagt.

De verwantschap (X, X') heeft voor p<Z35 het kenmer-
kende getal (2n—p)(2n—p — 1); de verwantschap (P, X)
het symbool [p(z2n-—p)(2n-—p)]. Nog bedenkende dat
[, 2(p 1) dubbelpunten heeft. vindt men nu voor het
aantal C2 die C, aanraken, 2 (2 n p)(2n P 1) -
-+ 2(2n }Jllp-*f—il--?—.‘lil Ij=2(2n 1)(zn p-t 1)
Voor een Is is (X,X') eene [2n 2](2n— 3) die met I,
2n—2)(2n—3) paren gemeen heeft. Dan zijn er dus

(n 1)(2n— 3) kegelsneden die twee paren der I, dragen,
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§ 1. INVOLUTIES OP RATIONALE RUIMTEKROMMIEN.,

De axiale 1. (Haar ontstaan).

Deze soort van involutie is bij de rationale ruimtekrommen
van bijzonder belang. Wij stellen ons voor dat een rationale
ruimtekromme van den nen graad R, gegeven is en dat Wij
een rechte o willekeurig in de ruimte aannemen, welke
rechte wij in 't vervolg de as @ zullen noemen. En wel
omdat wij de rechte @ als as van een vlakkenbundel zullen
opvatten.  Deze door de as # bepaalde viakkenbundel snijdt
de gegeven R, volgens de groepen  eener involutie 1,
Immers, in elk element van den viakkenbundel a verschijnen
7 snijpunten P met de R, terwijl elk zoo'n punt P’, onver-
schillig welk, met de as  een viak van den bundel bepaalt
en dus de geheele groep van » punten P bepaalt,  De vol-
Kens deze manier voortgebrachte involutie is bijzonder

19, Omdat alle punten van ¢én groep in één viak liggen;

2% Omdat al die vlakken een viakkenbundel vormen:

% Omdat de graad van zoo'n involutic overeen moet
stemmen met den graad van de ruimtekromme waarop zij
Keplaatst wordt

Een dergelijk puntenstelsel wordt nu eene caxiales invo-

lutic van den sen graad genoemd,

2. HET REGELVLAK (P, P).

[)1- 7 Itn'l“li'\lal"’"(il' pllllll'n I? eener ;]1‘”"}) doer .!\i.![l‘ ]

]llh'” /i[ h 2 aan 2 \"rllél'llll'“ '1'“.1- li-”p” |' !],.\\|']L|‘]'('l]”"“
J 113
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alle in een zeker vlak der vlakkenbundel @ zijn gelegen en
daarom noodzakelijk de as @ vandien vlakkenbundel moeten
snijden. Stelt men zich voor dat op de aangegeven manier
alle toegevoegde punten door rechte lijnen zijn verbonden,
dan vormen die rechten een regelvlak, dat ik zal noemen
het regelvlak (P; P,) of 't regelvlak ..

De graad n' van het regelvlak ; laat zich eenvoudig be-
palen. Volgens bepaling wordt de graad van eenregelvlak
aangewezen door het aantal beschrijvende lijnen, die een
willekeurige rechte lijn / snijden.

Kiezen wij dan een geheel willekeurige lijn /in de ruimte
en maken haar tot as vaneen vlakkenbundel. Deze vlakken-
bundel / doet op de gegeven kromme R, een 2¢ axialel,
ontstaan, Het aantal gemeenschappelijke paren der beide
collocale axiale involuties van den nen graad is (n 1)2
Wordt met (3, (3, zoo'n gemeenschappelijk paar bedoeld,
dan ontmoet de lijn Gy Gy de lijn Z en deze wordt derhalve
door (n-— 1)2 beschrijvende lijnen van ; gesneden; dus is

n'=(n 1)2,

Uit het bovenstaande volgt de stelling: <twee willekeurig
in de ruimte aangenomen rechten p en q worden door
(n 1)2 bisecanten eene rationeele ruimtekromme R, gresneden,

Jeschouw slechts de lijn A als as van eenen viakken-

bundel, die op de gegeven R, eene axiale I, insnijdt

o ‘

et I"'-_;vi'\'l.!k g van deze ]:; is van L'f"l.lll n 1)2en bezit
derhalve (n 1)2 rechten, die de lijn ¢ snijden, maar die
ook A snijden, want p ligt op het regelvlak .. De bedoelde

lijnen zijn alle bisecanten, want zij verbinden twee punten

van R

Een punt P, der ruimtekromme R, bepaalt een groep

Door I, gaan de lijnen

van z toegevoegde punten der |

|l A B S T Py, P, van het regelvlak 5 Elk punt
der oorspronkelijke kromme R, draagt alzoo (n 1) rechten
van ; en de geheele kromme R, is een (n 1)=voudige lijn

op het ]'l'_‘..,{!‘]\]‘llx

De viakkenschoof door het willekeurige punt A der ruimte
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(. w.z, alle vlakken door A) snijdtde R, volgens de groepen
eener [.2, want twee punten Q, en Js bepalen met 't punt A
cen exemplaar van de schoof en tegelijk een n-puntige groep
, . . (n 1) (n —2)
der involutie. De verkregen 1.2 bezit neutrale
1. 2.

elementenparen, d.w.z. paren die geen groep van z punten
bepalen wat ‘t geval is wanneer de lijn die zoo'n punten-
paar N; Ny verbindt door A loopt.

Ik zie daaruit dat door elk willekeurig punt der ruimte
(n 1)(n—2) .. :
bisecanten gaan. QOok uit elk punt der as a

19 s
gaan zooveel bisecanten en daar deze nu alle beschrijvende

rechten van 't regelvlak » zijn is de as a op dat regelvlak
(n 1)(n 2) - g
een voudige lijn,
1512 :
Blijkt ook zoo: In elk viak door # liggen 12 n (n 1) rech-
ten Py Py, Daar n' = (n — 1)2 volgt dat @ een 12 (n — 1) (h— 2)-

voudige lijn is.

¥ 3. In elk viak van den viakkenbundel (@) ligt een groep
van »n 1|||’g(-\-n-;"(lt' IHH]l"Il I? .dt‘?' axiale 1. We verbinden
van zoo'n groep de punten Py, Py en ook de punten Py, Py;
de rechten P, Py en Py Py zijn lijnen van het regelvlak
Hun snijpunt Q ligt op een dubbelkromme van . Ir gaan
iImmers twee beschrijvende lijnen van door het punt ().
Beschouw ik nu een viak » van den viakken bundel (a)
met de » punten P der involutie er in, dan kan ik op de
dangegeven manier meerdere punten Q in 't viak (x) doen
.

Mistaan,  Ter bepaling van het in viak 2 welegen aantal

punten O kan men als volgt redenceren:

De o in viak 2 wgelegen punten PP geven VOr=
1, 2
sl . ) fnin 1jymnin 1) |
vVerbindingsrechten Py, Py, die 2 |
» ' ] {. 3 A {. 3. \

Sifjpunten vertoonen.  Hiervan moeten de punten I, die

o.” n 1)n ') e .
‘ snijpunten vertegenwoordigen afgetrokken
I
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worden. De overblijvende snijpunten zijn dan alle punten Q.
Hun aantal is derhalve
nn—i1)nn—i)—=2] n(n—i1)(n—2)

2 N2 2
ni(n 1)(n2— s5n-6) n(n 1) (n 2)(n 3)
e 22N 8

Hiermee is nog niet het totale aantal punten () gevonden
dat in vlak z is te vinden, want de mogelijkheid bestaat
dat een punt Q) op de as a terecht komt; wij moeten het
aantal op de as ¢ gelegen punten Q) bepalen en die bij het
reeds gevonden aantal optellen waarna wi) den graad van
() gevonden hebben.

De lijn P; Ps snijdt de as « in een punt, dat ik R zal

r T {n(n 1) i
noemen. Nu wordt de lijn Py P, door | 1| rechten
152
gesneden die toegevoegde punten in vlak z verbinden. Door
Py gaan er (n— 2) en evenveel gaan er door Py,  Buiten P,
" nin 1) 7 1
en P; wordt de lijn P; Py dus door [ | ] ( 1 1J
192,
oI . (n 2)n 3)
rechten gesneden of [Y2n(n 1) 2n-3]
il
rechten, die ik ¢ zal noemen, want ik kan ook zeggen, op

(N 2)in 3)

de lijn Py Py zijn te vinden punten O die elk

ik 2,
nog een ljn ¢ van het regelvlak bepalen. De snijpunten

van deze lijn ¢ met de as a voeg ik toe aan het genoemde

punt R en noem ze punten R’ In het vlak z zijn aan

. (n 2)(n 3 ) .

het punt R blijkbaar toegevoegd e punten R’
(n 1)(n 2) =

Doch door R gaan bisecanten, waaronder

[. 2.
ook de lijn AP, P,. Elke bisecante voegt aan het punt
R evenveel punten R’ toe, zoodat de verwantschap (R, RY),
die I;].‘t;n'l;lijk--]ijk symmetrisch is, tot kenmerkend getal
heeft:

(n 1)(n )2 (n i)
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Ze bezit tweemaal zooveel dubbelpunten R = R, Is echter
R =R’ dan liggen twee bisecanten met # in één viak en
is dat dubbelpunt R=R’ tevens een op a gelegen punt
QQ geworden. Bovendien blijkt dat zoo'n coincidentie dubdel
geteld moet worden,

Het aantal op de as ¢ gelegen punten Q is dus

(n 1)(n-— 2)2(n 3)
!
waardoor ten slotte voor den graad van de dubbelkromme

(€)) wordt gevonden

n(n 1)(n 2 ) (NE==1 ) i1l 1) (n 2)3(n — 3)
o : !
(n 1)(n 2)(n 3)(n<-2n 1) N
O
(n 1)(n ) (n 1) (3 n 1)

§ 4. HET TRISECANTEN OPPERVLAK,

We kiezen een willekeurig punt A op de gegeven kromme
Ry, De viakken schoof door dat punt A, bepaalt op de
g ; - . In 2)(n i)
ruimtekromme  eene involutie 1@, die neus-

=l I 2
trale puntenparen bezit,

De  verbindingsliin van zoo'n neutraalpaar Ny, Ny loopt
door het punt A der ruimtekromme en is blijkbaar ecen
Irisccante,  We zien hieruit dat door olk willekeurig punt

- : (n 2)(n 9
ey rumtekromme R, aun 2 trisecanten, wiair-

' 5
door ik aan een punt A van R, kan toevoegen (n — 2) (n — 3)
punten N,

De verwantschap tusschen de punten A\ en N is symmetisch
e heeft tot kenmerkend getal [(n ) (N 3)}.  De ver-
Wantschap (A, N) zal tegelijfk met de axiale involutie I, op
de ruimtekromme R, bestaan en met 1, gemeen hebben

N=—1) (h— 2) (n 3) elementenparen, Stelt (v, Gy een paar
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voor dat tot de (A,N) en tot de I, behoort, dan gaat de

lijn G, Gy door A en zal bovendien de as ¢ der axiale in-

volutie snijden. Maar in dat geval zullen de drie punten |
A, Gy en Gy toegevoegde punten der I, voorstellen, en zij

vormen drie paren der axiale I, die in 't algemeen drie :
verbindingsrechten bezitten. Deze drie lijnen zijn hier samen-

gevallen vormende de lijn A Gy (G, waaruit blijkt dat elke
trisecante die de as « snijdt voor drie Koorden geldt. Het

aantal trisecanten dat op @ rust of de graad van het trise-
cantenregelvlak is nu klaarblijkelijk

fa(n—1)(n—2) (n— 3).

Alle trisecanten die @ snijden behooren tot de doorsnede

van p; met 't trisecantenoppervlak.

§ 5. DE VLAKKE DOORSNEDE VAN HET REGELVLAK (P Py).

Een willekeurig plat vlak @ snijdt het regelvlak ; volgens
eene viakke kromme van den graad (n 1)2, die de vol-
gende bijzonderheden aanbiedt:

(n 1)in 2)

19, Zij vertoont een -voudig punt ter plaatse

1 N £
waar de as a het snijvlak @ doorboort;
20 de kromme R, snijdt het viak @ n-maal. Al deze
doorgangen zijn (n 1)-voudige punten;
39, de  dubbelkromme (Q)) wordt door het vlak @ in
(n 1)(n 2) (n 3)(3n i
punten geneden, welke snij-

punten allen dubbelpunten der doorsnede zijn;
d (n 1)(n 2)(n 3)
1% Het oppervlak der trisecanten levert '
j
trisecanten die ook op ; gelegen zijn.  Deze geven derhalve
evenveel 3-voudige punten in de vlakke doorsnede met @.
Want elke trisecante is drievoudige rechte op
Met deze gegevens laat zich het geslacht der vlakke door-

snede berekenen dat is volgens bepaling 't geslac/i/ van het

imvolutlieregelvlak ;. Na eerst alle veelvoudige punten be-
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hoorlijk tot dubbelpunten herleid te hebben vindt men

: (n 1)2—1][(n— 1)2— 2 (n—1)(n— 2)
ol I T
55 ]

(n 1)(n :|(’n'~' 3n - _')
/s
1.2, \ 2

(n 1)(n 2)(in=—3){3n 1)

My

(n 1)(n 2)(n 3)

zoodat na eenvoudige herleiding het ‘\w'.\.-{h‘/f‘f\.ul 3 hlij](t te zijn
(n 2)(n 3)
1. 2.
¥ 0. Rechtstreeks laat ¢ zich ook bepalen, door afbeelding
Op eene kegelsnede Cy  De I, gaat dan over in een op die
kegelsnede gelegen |, waarvan de omhullende of involutic-
kromme de klasse heeft (n 1); [want in ‘talgemeen zullen
er geen dubbelraaklijnen zijn; daarvoor moesten er in één
Kroep van toegevoegde punten minstens twee dubbelpunten

Voorkomen].  Voor het geslacht der omhullende op de C,

geldt nu
Y 1fa(n —2)(n i)

en 'lil i,\ nu tevens ]1(-1 gl'\];||']|I coner ‘.[.l;».k" l]-H!l'\nl'!Ir
van het regelvlak 5 Immers de verbindingslijnen P’ P op
de Cy stemmen één aan één overeen met de rechten van
het regelviak » en daarom ook met de punten eener viakke

l!i] I'\\\\,l\‘" ViR Y ‘

)i cubische involutic moet door twee drietallen ]N'll.l.l]ll
Zn. 1k neem daarom de tripels Ay, Ay, Ay en By, By, By
\'.illvl\--m-iu op de gegeven cubische ruimtekromme aan,
Zij bepalen de viakken 2 en 3, waarvan ik de snijlijn «
Zal | 1

noemen, Beschouw ik nu de lijn @ als as van een

\].LI.?\PH]:HIHII’], dan doet deze laatste op de Ky een axiale
ly ontstaan, die de gegeven grocpen (A) en (I3) bevat en
derhalye de axiale 1y is, welke door de beide groepen be-

Paald waorde
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Door de verbindingslijnen van toegevoegde punten wordt
weder een regelvlak ; gevormd. De as @ is op p gelegen,
want zij wordt door alle lijnen P; P, gesneden en zij moet
enkelvoudige richtlijn zijn, daar door elk punt van de ruimte
slechts één bisecante kan getrokken worden en dus ook uit
elk punt van « slechts één rechte Py Py van ; kan gaan.

Wij zien verder, dat in elk vlak van den vlakkenbundel
gelegen zijn vier rechten van p, en dat het regelvlak der-
halve van den 4°° graad is, terwijl de kromme Rj een dub-
belkromme op het regelvlak Py Py is.

Ofschoon alle eigenschappen der I3 op een reciite voor
deze op een ruimtekromme gelegen I3 moeten blijven gelden,
wil ik er toch nog een paar rechtstreeks aantoonen.

Zoo werd reeds bewezen, dat een Iy bepaald is door één
volledige groep en twee paren. Neem ik de groep Ay, Ag, Aj
en de paren By, B, en C;,C, als gegeven aan, dan zijn de
snijpunten der rechten By, By en C;, Cy met 't viak (A} Ay Aj)
bekend. De lijn door die twee snijpunten is de as @ van
den vlakkenbundel, die de Iy zal insnijden. Door vier paren
is een I3 niet bepaald; want de vier verbindingslijnen Ay Ay,
B, By, enz. moeten alle de as a snijden, doch z1j bepalen de
as niel. 7i) hebben immers twee transversalen @ en a’ (%)
Slechts wanneer @ en @' samenvallen is de I3 bepaald.
Wanneer is dit zoo?

De vier rechten a b, c,d hebben twee transversalen, die
8 snijpunten” doen ontstaan. Lagen echter de vier ljnen
a, b, ¢, d toevallig op één hyperboloide, dan hadden ze unrilli_ﬁﬁ
veel transversalen en was de I3 in 't geheel niet meer be-
paald. Maar het kan ook gebeuren dat de vierde lijn &
raaklijn is aan de hyperboloide door de drie andere bepaald,
dus aan de h_\‘|n-rhn!nu[w (a,b,c.) Dan hebben de vier krui-

(*s  S1: Vier rechten hebben faoee transversalen,

Hewenss., Drie rvechten a, b, ¢ bepalen een h\ini!n-w:‘i-lll. welke door de
¢ rechte  in twee punten D, en D, gosneden wordt,.  Maar door de punten
l!l en D, loopen faee lijnen van het stelsel waartoe a, & en ¢ niet behooren.

Zij snijden de rechten a, b, ¢ en d
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sende lijnen a, 4, ¢, d slechts één  transversaal. Blijkbaar
wordt nu de hyperboloide (a, b, d) aangeraakt door de lijn
¢, evenzoo moet & raken aan de hyperboloide (a, ¢, d) en
moet @ raken aan de hyperboloide (b, ¢, d). Bestaat één
van deze gevallen, dan is de I3 ondubbelzinnig door vier
paren bepaald.

Ten slotte nog de vraag, hoeveel paren hebben twee
axiale cubische involuties gemeen? De assen der viakken-
bundels die de involuties insnijden @ en &' zijn dan bekend.
Het regelvlak door « is van den vierden graad en wordt
door ' in vier punten A gesneden, waardoor vier lijnen
van regelvlak /a) gaan, die natuurlijk dosecanten van Ky
zijn.  Omdat ze @’ ook snijden zijn het rechte van 't regel-
viak (a’). De beide regelvlakken hebben die vier lijnen

gemeen of m.a. w. de involuties hebben wer paren gemeen,

§ 8. DE I; OP EEN RATIONALE Rj.

Als bijzonder geval der axiale Iy ontstaat de quadratische
i”\'n]nlii-, zoodra de as van den viakkenbundel unisecante
Wordt,

Zijn omgekeerd de paren Ay, Ay en By, By eener Iy gegeven
N neemt men op de Ry 'n willekeurig punt O dan gaat
Uit O maar één snijlijn 7 van Ay Ay en By By, en wel de
snijlijn der viakken O Ay Ay en OB, Bs.  Nu is /Zde as van
d \].lkls"llilllill]l‘[ die de I‘. doet ontstaan., .\”l‘ koorden

P, rusten op 4 et involutieregelvlak is dus quadratisch,
Wi in elk viak van den bundel “Lil de hIH { en nog een
ljn 1 Py Wordt O verplaatst dan kan natuurlyjk 't regel-
Viak Wniet veranderen, waaruit wij zien dat de koorden de

wh.Mlh[.iJ‘"‘1ll]c' “illl'll van 't eence stelsel vormen, 3"1'\\1.“ de
nm'iznli:,g vielen ..m-rn der viakkenbundels het andere stelsel
voorstellens™ De koorden zijn alle bisecanten, de assen uni-
SCCANnten,

De .iul)}..-li,mm.” der 1, doen twee raaklijnen der Ry

””l\‘-l,l]]'




80
§ 9. TOEPASSING VOOR N =—4.

Stelt men in de algemeene uitkomsten n =4 dan komen
de resultaten voor dit geval te voorschijn. Maar als meer
bepauld voorbeeld zal i1k het gL'\':ll n=4 nog rm])z('tt[_-]ijk
behandelen.

Alle vlakken door de willekeurig in de ruimte aangenomen
as a, snijden de Ry volgens de groepen eener axiale 1. Het
regelvlak , is van den graad g; de Ry vervult op 5 de rol
van drievoudige kromme en de as @ die van drievoudige
rechte; het eerste blijkt uit het feit dat P; met drie toege-
voegde punten verbonden wordt en het laatste is duidelijk
wanneer men bedenkt dat de vlakkenschoof door een wille-
keurig punt der ruimte op de Ry eene I* bepaalt met drie
neutrale puntenparen, d.w.z. door elk punt der as a gaan
drie bisecanten.

Maar ; bezit nog een dubbelkromme nl de meetkundige
plaats der punten Q. Weet ik hoe vaak ) op « komt, dan
is de graad van (Q) bekend. De verwantschap (R, R’) heeft
tot symbool (3,3) en bezit 6 dubbelpunten R==R’ die
tegelijk punten Q) op a zijn.

[Echter is elk dubbelpunt een dubbele coincidentie, zooals
licht blijkt en er liggen zoodoende drie punten Q) op de as
a. Ten slotte blijkt nu de graad van de dubbelkromme (Q)
te zijn 0, terwijl @ natuurlijk Zrisecante van (Q) is.

De viakkenschoof door een punt " der R; doet een [
ontstaan met ¢én neutraal elementenpaar, d.w.z. door elk
punt der Ry gaat slechts één trisecante PP P™ terwijl

tusschen die punten P eene I3 bestaat, die 2 X 3 i paren

met de axiale Iy gemeen heeft.
De bijbehoorende trisecanten moeten allen de as @ snijden;
doch bedenkende dat zoo'n trisecante drie paren der Iy bevat,

komen we tot het besluit, dat de as « door (6:3)= 2 trise-
canten wordt gesneden, die ook drievoudige rechten van ; zijn.

In de vlakke doorsnede @ van het regelvlak » vinden
we nu:

19, Vier drievoudige snijpunten met de kromme Ry
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20, Zes dubbelpunten van de kromme (Q);

3% Een drievoudig snijpunt van a;

4% Nog twee drievoudige punten afkomstig van de zoo-
even genoemde op » gelegene trisecanten.

Trek ik al deze singulariteiten in den vorm van dubbel-
punten genomen af van het maximum aantal der kromme
@9, dan i1s het verschil

SN 9
Ly ¢ 4 X3—6—3 6H=1.
2
Het regelvlak , is nu van graad o en van geslacht 1,

zooals ook te vinden is door afbeelding op een kegelsnede.

§ 10. DE INVOLUTIE I,. HET REGELVLAK (P P.).

Op de ruimtekromme R, is een involutie van den p™ graad
[, gegeven, en wij verbinden alle toegevoegdg punten Py, I,
door rechten. De meetkundige plaats dezer lijnen, of het
revelolak 5 door al die rechten gevormd, beschouwen Wij in
de ecerste plaats. Dat de graad van 2 Mmoet wezen

n‘=n-—1)(p—r1)
is niet moeilijk in te zien. Zoek slechts hoeveel rechten
Py Py een willekeurige lijn /7 ontmoeten.

Daartoe beschouwen we den viakkenbundel (2), die op
R, een axiale I, aanwijst, welke involutie (n H(p 1)
paren gemeen heeft met de reeds aanwezige 1.

De verbindingslijnen dezer gemeenschappelijke paren liggen
natuurlijk in vlakken door de as /; hun aantal wijst den
graad van o aan,

De rationeele kromme R, laat zich punt voor punt af-
beelden op een Kegelsnede Ky, waarop wij dan eene in-
volutiec ], terugvinden, met ecen omhullende, waarvan de
klasse gelijk is aan (p-— 1), en waarvan het geslacht derhalve
a(p 2) (p — 3) is. Want in "talgemeen is ¢ = o en steeds

-

1S b= 0.
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De rechten van 't regelvlak P; P, stemmen projectief
overeen met de verbindingslijnen P’ P der paren van de
Jp. waaruit mag afgeleid worden dat het geslacht van het
regelvlak , ook is

g="(p—2)p—23)

Snijden we nu p met een plat vlak @, dan is van de door-
snede de graad n' en het geslacht g’ bekend. Het totale
aantal aanwezige dubbelpunten is dan

) B Ay :
=)' —2)

I.2.

Intusschen, de kromme R, van uitgang is blijkbaar (p—1)-
voudige lijn op , en geeft dientengevolge in het viak o
7 punten die alle (p— 1)-voudig =zijn, dus samen 12
n(p— 1)(p— 2) dubbelpunten vertegenwoordigen.

Trekken wij deze af van het gevonden aantal, dan blijven er

't

(A==t iini—72) 2 D) (D —2)
. ) ek I |

2] ; o

over; m. a. w. op p ligt een dubbelkromme waarvan de
graad gelijk is aan dit laatste getal.

§ 11. HET GESLACHT VAN HET REGELVLAK (P, P,),
Volgens eene stelling(*) van ZEUTHEN geldt: «Bestaat
tusschen de punten R van de kromme Cf, en de punten R’
van C¥, eene verwantschap, waarin met één punt R overeen-
komen A" punten R’ en met één punt R ipuzm'-n R,
terwijl het A maal voorkomt, dat twee der 3 punten R en 3’
.

maal dat twee der 3" punten R’ samenvallen, dan zijn de
geslachten D en D" van Cen C’ verbonden door de betrekking

A—A'=20(D—=1)—28(D —1).

Om met behulp van dit verband, het geslacht van » te
vinden, voeg ik aan het punt P; toe het snijpunt .S van de

(*) Zie o, a. «Nieuw Archiefl voor Wiskunde,s deel XVII, 1890, blz. 106.
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verbindingslijn P; P; met een willekeurig vlak @. Aan elk
punt Py kan ik op die manier 2 (p — 1) (p —- 2) punten .S
toevoegen derhalve

~F

G =12(p—1)(p— 2).
Aan een punt.§ zijn blijkbaar toegevoegd (q— 2) punten P of

3=p— 2

Aan P, zijn toegevoegd Su, Sopen Sju (k=4....... Pl
Wordt nu P,=P; =D dan is Sy = S;,. Bij P, behooren
dan (p — 3) dubbelpunten .S, Elke groep met een dubbel-
punt D levert dus (p — 2)(p— 3) dubbelpunten S. Dus is

AM=2((p—1)(p—2)(p-— 3)
Aan een dubbelpunt D zijn toegevoegd 12 p—2) (p—3)
punten S.  Er zijn 2 (p — 1) dubbelpunten in de I, derhalve is
r=((p—1)p—2)(p—3) .
De  verkregen waarden in de formule van ZEUTHEN
voegende, vindt men, omdat 5" = 2 5 is, achtereenvolgens
—_— = __3'3"--3)‘[)',1_7,;;‘ ...... (D = o).
(p—1)(p—2)(p—3)=—-(p—1)(p—2)—2(p—2) D’}
+2(qQ—2)—(p—1)(p—3)+(p—1)—2=—2D'
(p—3)p 1) —(p—3)=2D
(p—3)p 2)==2 1)
D' =12 (p 2) (p — 3).
EEn  hiermee is de uitkomst van de vorige paragraaf

teruggevonden,

2, DE RUIMTEKROMME WAARAAN DE VLAKKEN
(Py Py P3) OSCULEEREN.,

e

De p toegevoegde punten P eener groep der I, kunnen
drie aan drie door platte vlakken verbonden worden, Deze
vlakken omhullen een zeker ontwikkelbaar opperviak @ en
osculeeren  een ruimtekromme (M) die de keerkromme

van w is. De Adasse van dat oppervlak of van die ruimte-
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kromme (M) wordt aangegeven door het aantal vlakken
(P; P, P3) die in een willekeurig punt N samenkomen.

Alle vlakken door N bepalen op de gegeven R, een
involutie I2, welke met de I, gemeen heeft

2(p—1)(p— 2)(n— 2)

drietallen. Door N gaan derhalve even zoovele vlakken
Py P, P3, d.w.z. de Alasse der kromme (M) is gelijk aan het
genoemde getal 2 (p—1)(p—2)(n— 2).

Deze waarde kan ook anders bepaald worden. Twee
punten P; en P, bepalen met het punt N een vlak, dat de
punten Q;....... 0, insnijdt op de R,. Deze punten () voegen
wij toe aan P; en P, en beschouwen nu de verwantschap
{000 Ve =1 o Dkt =3 L n. Een punt P be-
hoort bij 2(p— 1)(p— 2) paren P, Py, dus bij evenveel
vlakken (P; Py N), dus bij "2 (p— 1)(p— 2)(n— 2) punten
(). Aan den anderen kant bepaalt 'n punt Q) den vlakken

3

bundel met as (Q N), waardoor op R, een I, _, ontstaat, die
(p 1) (n— 2) paren P, P; met de gegeven involutie [, ge-
meen heeft. Aan elk punt QO zijn derhalve toegevoegd
(p— 1)(p—2)(n— 2) punten P, De (Py, Qx) heeft nu tot
symbool
[ (p )(p—2)(n 2), Y2 (p 1) (p—2)(n 2) .

Ontstaat een dubbelelement in deze verwantschap, d.w. z
valt ¢één der punten Py........ P, samen met ¢én der punten
O e s ), dan ontstaat een vlak (P, Ps, Py, N), dat drie

coincidenties bevat. Hieruit blijkt dat door N
a(p—1)(p—2)(n —2)

raakvlakken gaan.

Nu de Alasse van (M) bekend is, geeft de genoemde stel-
ling van ZEUTHEN het middel om het geslackt! D' dier
ruimtekromme te bepalen.

Ik voeg het osculatiecpunt M van 't vlak (Py Py P3) toe aan
elk der punten Py........ P,; dan behooren bij het punt Py
blijbaar e (p— 1)(p—2)(p— 3)= 3" punten M. Verder is
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B=(p—3). Daar P, wordt toegevoegd aan het raakpunt
.\I;';] van het vlak P, P, P, en eveneens aan '\Izé » behooren
bij het punt Py, zoodra het geval P =P;=0D ontstaat,
2(p—3)(p—4) paren Py P, dus even zoovele duhlu-]puntt"n
M. ledere groep met een dubbelpunt D levert (p — 2)-maal
zooveel dubbelpunten M. Daar er 2 (p— 1) punten D zijn, is

.,.‘:(IJ-_— LD 2) (p 3 p 4).

‘

[s Py=P;, dan zijn er o (p- 2)(p—3)(p—4) punten

M;., waarvoor telkens, twee van de 3 punten samenvallen,
Derhalve

y=MW{p—1)(p—2)(p—3)(p—4).

Nu volgt uit

y—y' =28 (D—1)— 28D —1)
daar D =o is,
’Jjjl‘p--ll(])_.:hp. W= -3 (p 1) (p — 2) 2(D 1),

Na eenvoudige herleiding vindt men voor het geslacht
van (M)
' =16 (2 p ip—3)(p 1),

Een viakke doorsnede @ van het ontwikkelbaar opperviak
omhuld door de vlakken (P; P, 4) is dus van de klasse
k'="12(p— 1)(p— 2)(n—2) en van het geslacht D', Volgens
PLUCKER is

" ot

Di==fg(k’ == 1) (ke 2) = B'=o.

Hieruit is het aantal der aanwezige dubbelraakolablen to
vinden, In elk viak @ liggen dus

-’ 12 (k' 1) (k' 2 ) [ )

dubbelraaklijnen; w heeft geen dubbelraakviakken afkomstiy
van groepen Py, Py, Py, en PP P, die in hetzelfde viak
liggen,

Wel komen zij voort uit rechten van @ die elkaar snijden,
maar tot verschillende bladen behooren, zoodat de eene in

cen viak Py, Py, Py, de andere in een viak Oy, Oy, Oy, ligt,
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Er zijn Ys(p — 1)(p — 2) (p — 3)(n — 3) vlakken die 4
punten Py, Py, P3, Py bevatten.

Voeg daartoe aan de punten Q welke het vlak P, P, Py
op R, insnijdt, de overige punten Py toe.

Aan een punt P zijn (p — 1) punten P’ toegevoegd,
waardoor 16 (p — 1) (p — 2) (p — 3) vlakken P’,P",P"’, en
Y6 (p— 1) (p — 2) (p — 3) (n — 3) punten Q) bepaald zijn.

Uit een punt Q gaan Y2 (p — 1) (p — 2) (n — 2) raakvlak-
ken, waaronder 12 (p — 1) (p — 2) die Q met de toegevoegde
punten Q', Q" verbinden. Door Q gaan derhalve /2 (p — 1)
(p— 2) (n — 3) vlakken die een groep P’ P, P', bevat-
ten; waaruit volgt dat aan elk punt Q zijn toegevoegd
2 (p— 1) (p — 2) (p — 3) (n — 3) punten Py

De verwantschap tusschen de punten Py en () heeft tot
symbool
[Vo(p—1)(p—2)(p—3)(n—3), YV2(p—1)(p—2)(p— 3)(n—3)]
en bezit 46 (p — 1) (p — 2) (p — 3) (n — 3) coincidenties. Deze
coincidenties liggen 4 aan 4 in één vlak, zoodat het aantal
vlakken Py, Ps, P53, Py, is

o (p— 1) (p — 2) (p — 3) (n — 3).

Zulk een vlak bevat 6 rechten van ; enis g-voudig raak-
vlak van @ langs 4 verschillende rechten. Voor de kromme
(M) is het een vlak dat in 4 verschillende punten osculeert,

§ 13. DUALISTISCHE BESCHOUWINGEN.

In 't voorgaande hebben wij gezien dat de door een I,
gerangschikte punten eener R, een regelvlak » bepalen met
daarop gelegen bijzondere krommen. En ook dat zij een
ruimtekromme (M) aanwijzen.

Vervangen wij nu elk punt der R, door zijn osculatie-
vlak of m.a w. beschouwen we de R, als omhullende harer
osculatievlakken, dan gaat iedere verbindingslijin PP} P, van
het genoemde regelvlak , over in de snijlijn der osculatie-
vlakken z; en z, in de punten Py en P.. De toegevoegde
osculatievlakken doen derhalve weder een regelvlak (z) ont-
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staan.  Verwisselen wij graad met klasse dan volgt uit het
voorafgaande dat de graad van (z) moet zijn

n=12p—1)(k—1).

Maar deze is even goed rechtstreeks te bepalen. Ik zoek
het aantal rechten die een willekeurige rechte / snijden en
merk hiervoor op, dat de osculatievlakken uit de punten van
/ een Iy op de R, vormen; (wanneer k de klasse van R, is).
De aldus bepaalde I, heeft met de bestaande I, gemeen
(k —1) (p— 1) paren, d. w.z. er zijn 12 (k— 1) (p—1)
snijlijnen van toegevoegde vlakken, die de lijn / snijden.
Dus volgt

n'=12(p—1)k —1).

De verbindingslijnen P, P, stemmen projectief overeen
met de snijlijnen van de osculatievlakken x; en x.. Het
geslacht van ; is daarom ook het geslacht van (x) of

g =12(p—2)(p—3)

Het vlak a«; wordt door (p-— 1) vlakken x gesneden en
bevat (p 1) rechten van (x); x; raakt aan (p 1) bladen
van (x) en is 2 (p — 1) (p+— 2)-voudig raakvlak. Derhalve
zijn al de osculatievlakken der kromme R, 12 (p— 1) (p—2)-
voudige raakvlakken aan het regelvlak (x).

Op (2) ligt ook de kromme (S) die de meetkundige plaats
is der snijpunten van drie toegevoegde osculatievliakken a.
Voor haar graad geldt nu

n'=12(p—1)p—_2)(k—2)
en voor 't geslacht onveranderd.

g'=1e(2p 1) (p—3) (p—4).

§ 14, KUBISCHE INVOLUTIES VAN DEN EERSTEN EN

FT'WEEDEN GRAAD OF KUBISCHE RUIMTEKROMMEN. (%)

In aansluiting met de ecigenschappen der 1* op een viakke
Cy met een lus (zie Hoofdstuk II) volgt hier de behandeling

*) JAN DE VRiEss, Nienw Archief voor Wiskunde., Tweede recks,
Vierde deel, 101 100.
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der I op een cubische ruimtekromme Rj, ingesneden door
den vlakkenschoof met centrum 7.

We leggen door een willekeurige koorde der Ry een
vlakkenbundel en brengen hierdoor de I? punt voor punt
over op een willekeurige rechte g; wij zien dan op g een
J? ontstaan. Nu is deze involutie voor te stellen door de

3

trilineaire vergelijking
X X2 Xg+a; 22X Xe +as Zx 4 ag=o,
Hieruit blijkt dat door een willekeurig punt M der ruimte

drie osculatievlakken gaan.
Wanneer men heeft

) Xl X: *i* dq [N.'_' + Xsg) —{— dae = 0,

4y Xg X3+ 4 (Xo 4 x;) -} a3 =0,

wordt x; onbepaald. De verbindingslijn der neutrale punten
Py Ps moet derhalve door M gaan m.a.w. door elk punt M
der ruimte gaat ¢én bisecante,

Wij herinneren ons verder dat reéele neutrale punten op
imaginaire drievoudige punten wijzen en omgekeerd, terwijl
wanneer twee drievoudige punten samenvallen daar ter plaatse
ook een neutraal dubbelpunt ontstaat.

Zijn de neutrale punten Py en P, reéel, dan is de koorde
M P, P, ook reéel, maar gaat door 't punt M slechts één
bestaanbaar osculatievlak., Men mag echter het punt M op
do lijn M P, P, laten verschuiven, het paar Py P, zal toch
neutraal paar der komende I% blijven. In 't algemeen geldt
dus: Door elk punt van een reéele koorde gaat slechts één
bestaanbaar osculatievlak en door elk punt van een imaginaire
bisecante gaan drie recele osculatievlakken, terwijl door elk
punt van een raaklijn, behalve het tweemaal te tellen osculatie-
vlak van het raakpunt, nog een osculatievlak gaat.

Stel dat de wortels x,,x, en x; der vergelijking

2

])u x3 -{_ 3 ]’I X“ *1‘4 3 !'),_. X * bg =0

een tripel (B) der J# bepalen. Dan is




3 by
Xi Xt X =—2
by
; 3 by
XpXo - Xe X3 T X3 X =
| by
{ by
X1 Xg Xg = —

by
Zetten wij deze waarden in de vergelijking der ]2, dan

komt men tot de voorwaarde:

g bp — 3a3 by 4+ 34, bs — ay by =o0.

Wegens de symmetrie dezer betrekking mogen we beslui-
ten dat nu evenzoo de drievoudige punten A;, A, A; een
drietal zullen vormen van die I3, waarvan By, By, By de
drievoudige punten zijn.

Aan de laatste vergelijking is te voldoen als men neemt

])” = a9, ]1| = <y, ll: == da, ]); = d3

d.w.z. de drievoudige elementen der ]2 stellen ook een
drietal toegevoegde punten dierzelfde involutie VOOr,

Stereometrisch beteckent 't dat de osculatiepunten der drie
osculatievlakken door M in één viak » (nulvlak) liggen dat
door A7 (nulpunt) gaat. Maar wegens de bestaande Sym-
metrie geldt algemeen: ,

Wanneer het vlak » drie punten By, By, By en het snijpunt
M der osculatievlakken van Ay, Ay, A3 bevat, dan bevat het
vlak Ay, Ag, Ag==p het snijpunt N der osculatievlakken van
31, Be, Bs.

We voegen op deze wijs punt en vlak in de ruimte aan
elkaar toe, zoowel in 't geval in het viak werkelijk drie
bestaanbare punten liggen als wanneer door een punt drie
bestaanbare osculatievlakken gaan.

Graat uit een punt M slechts ¢én redel osculatievlak en is
Ay het osculatiepunt dan kan men door M een viak y leggen
dat de I\'; in de recele ])lH'lll‘H Hl_H._._“] hllijlil.

Is N het nulpunt van » dan is het nulpunt » van M
bepaald door de drie punten M, N en A,.

Snijdt het vlak , de kromme slechts in één reéel punt A,
dan kunnen wij in z een punt N kiezen waardoor drie
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bestaanbare osculatievlakken loopen het nulvlak » van N
bepalen. Nu is het snijpunt van 'tosculatievlak van A; met
de vlakken , en y het nulpunt van g.

Uit 't voorgaande blijkt

1e. ‘tpunt M ligt in vlak .

N30 v
2¢, 'tpunt M ligt in vlak »
N ’ ? : L

Dus de lijn M N moet de snijlijn der vlakken . eny zijn,
of anders.

«Wanneer het punt N in 't nulvlak van M ligt, is ook M
in het nulvlak van N gelegen.:

§ 15. We beschouwen M en N als middelpunten van
twee vlakkenschooven. Blijkbaar zal nu de vlakkenbundel
door de lijn M N die tripels insnijden welke gemeen zijn
aan de beide involuties ]? door M en N bepaald.

o

Zij vormen eene cubische involutie I die derhalve voor

te stellen is door de twee trilineaire vergelijkingen:
{ Xy XeXst a1 2X1Xgfa3Xx4ag=o0
bpX; XeXs 4+ b1 ExX; X +be x4 by=0

Wij maakten hiervan reeds in Hoofdstuk 111 gebruik,

Stelt men x, =x3 dan krijgt men na eliminatie van x,
ter bepaling van de dubbelpunten der Iy de volgende ver-

gelijking
agx?2-- 2 a; x -} ag, a X2+ 28, X 4 ay :
I : == (
}Jnxz’]’.fl']l.\”‘l’bz, ])1X‘)*} J[l-_a.\‘*'l);;

waaruit blijkt dat de Iy vier dubbelpunten bezit. " Hiermee
gaat samen dat door de as M N vier raakvlakken aan Ry
gaan of dat elke rechte der ruimte door vier raaklijnen ge-
sneden wordt,  Het ontwikkelbaar raaklijnenopperviak der
Ry is derhalve van den vierden graad.

Snijdt de as van den vlakkenbundel de Ry dan ontstaat
eene quadratische involutie ls. Deze heeft slechts twee

dubbelpunten zoodat nu de as buiten de Ry nog door twee

--
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raaklijnen gesneden wordt. Elke unisecante wordt door
twee raaklijnen ontmoet; de beide andere zijn samengevallen
tot de raaklijn in het snijpunt der unisecante met de R,
zoodat wij zien dat de cubische kromme keerkromme is van
haar raaklijnenopperviak.

Nemen we de doorsnede van twee osculatievlakken als as
van een vlakkenbundel dan bezit de op ¢ geprojecteerde I
twee drievoudige punten. Hebben deze de coordinaten
X=7p en x=q, dan kan de vergelijking der bedoelde I,
geschreven worden in den vorm

(x ])l]‘:}. (x :1'!3;
dus is X—p=als(x—q)

(Geven we nu één punt X; dan vinden wij, omdat de 3~ 3
maar ¢en bestaanbare waarde bezit en A zoowel als g roiel
zijn, voor X, en X3 twee toegevoegd imaginaire punten.
De bedoelde 13 heeft dus dit eigenaardige dat al hare drie-
puntige groepen slechts één bestaanbaar punt bezitten,

§ 16, We leggen door de willekeurige jin /7 een viak =,
dat de Ry in Ay, A en Ay snijdt en noemen het nulpunt P,
Draait 't vlak = om / dan loopt P, over een rechte 7,
Immers, zijn M en N twee punten van / dan moeten de
bijbehoorende nulvlakken » en » door P, gaan. De punten
M en N zijn vast en de punten g en y ook, De snijlijn
van p en y is dus de genoemde lijn 7. De bisecante P, Q, Q,
bepaalt met /7 een vlak, dat nog een punt (s op Ry aanwijst.
De Tijn Q; Qy snijdt op 7 een punt Py in, dat nu natuurlijk
het nulpunt is van 't vlak (Py /). Zoo geeft Q; Q, op /' cen
punt Py aan, dat evenzoo het nulpunt van 't vlak (P /)
voorstelt,

Wij zien hieruit dat de punten (P) een kubische involutie
op ! vormen, die uit de as [/ g‘i‘iu'lI_il'('ll't'l'll wordt door een
kubischen vlakkenbundel, waarin (P 7) (PP /) Py Z) een drietal
vormen,

Laten wij het vlak 7 in een raakvlak der R, overgaan,

rakende in 't punt A, A, Ayg, dan is de raaklijn a,q in
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dat punt te beschouwen als grensstand der doorsnede van
twee osculatievlakken in dat punt. Het nulpunt P van =
is nu 't snijpunt van a;s met 't osculatievlak in Aj. De raak-
lijn a;o stelt dan de bisecante uit P’ voor, zoodat A een
paar Py, Q. der involutie (Q) voorstelt. Het blijkt dus, dat
de 4 dubbelpunten der involutie (A) tegelijk de dubbelpunten
der involutie (Q) zijn. Maar 4 punten der Ry kunnen slechts
de dubbelpunten van twee involuties Iy vertegenwoordigen,
want de vier raaklijnen in die punten hebben altijd slechts
twee transversalen / en /. Deze / en /' zijn de assen der
beide bundels, die de involuties moeten insnijden. We noemen
de involuties op Z en op /' focgevocgd. Tusschen hen bestaat
de wederkeerige betrekking, dat elk paar der eeneinvolutie
het neutrale paar is eener kubische involutie van den tweeden
graad waarvan de drievoudige elementen een drietal der
tweede involutie vormen. Zoo ligt bijv. het paar Q, Q. op
de bisecante P, Q, Qs De vlakkenschoof uit Py snijdt op
de Ry eene J? in, waarvan 't tweetal QQ; (Q; 't neutrale paar is.
Tevens ;,f.'l.'mluit P, ook drie osculatievlakken aan Ry, die
drie drievoudige elementen A; A, Ay der _]‘j\:t.‘m\\'ijm-n. Maar
volgens 't voorgaande liggen nu de drie punten Ay Ay Ay
in 't vlak 7, dat door / en P, gaat, en vormen zij dus een
drietal der involutie (A).

Hoort / tot een stralenbundel waarvan 't middelpunt het
nulpunt van zijn vlak is, dan valt /2 met / samen. Men
krijgt dan eene involutie die aan zichzelf is toegevoegd.

Zooals reeds vroeger werd opgemerkt, kan eene Iy niet
alleen door twee drietallen maar ook door één drietal Ay Ay Ay
en twee paren By, By en C,, C; volkomen bepaald worden.

Het blijkt ook hier. Immers de as van den insnijdenden
bundel is dan de lijn, die de snijpunten van By Bs en C; C,
met 't vlak A; Ay Ay verbindt :

(Geeft men vier puntenparen, dan hebben de door hen be-
paalde koorden twee transversalen, die de assen kunnen
voorstellen van twee bundels. Door vier paren zijn derhalve
twee kubische involuties aangewezen,

Bestaat op Rj edne biquadratische involutie Iy, dan vormen
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de vlakken, die elk drie toegevoegde punten bevatten,
een stelsel zoodanig, dat door een punt P; drie van die
vlakkeng aan nl. P; P; P3, P, P, Py en P, P, Py. Zij osculeeren
derhalve een tweede kubische ruimtekromme. Bedenken we
dat de Iy door twee quadrupels bepaald is, dan vinden we
hieruit de stelling: dat de vlakken van twee in een Ry be-
schreven tetracéders osculatievlakken zijn aan een tweede Ry,

Drie op Ry willekeurig gekozen viertallen bepalen eene
biquadratische involutie van den tweeden rang 2

Vormen Py, Py, Py, Py een groep dezer I-}' liillll}l'élill} door
de koorde P, P; twee vlakken P, Py Py en P, P, Py, die elk
een tripel der involutie dragen. Die vlakken omhullen der-
halve een quadratisch involuticoppervlak.  Wij zien hierdoor
de stelling bewezen dat drie willekeurige ingeschreven
tetra¢ders eener Ry aan een zelfde quadratisch oppervlak

omgeschreven zijn.
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HOOFDSTUK V.

§ 1. RATIONALE RUIMTEKROMMEN.
Algemeene eigenschappen.

De vlakken der ruimte snijden op een rationale ruimte-
kromme van den 2" graad eene involutie I3 in.

Twee punten A en B, die op de ruimtekromme R, als
past aangenomen worden, bepalen de as van een vlakken-
bundel, die op R, eene I'  afteekent. Deze involutie
bezit 2 (n — 3) dubbelpunten, of anders.

Door elke bisecante gaan 2 (n — 3) raakvlakken aan de R,

Het gevolg is dat (wanneer A =D, d.w.z wanneer de
as A B raaklijn wordt aan de R;) «door elke raaklijn 2 (n — 3)
vlakken gaan die nog ergens anders raken». Het zijn alle
dubbelraakvlakken, met raakpunten A en R. De raaklijnen
in de punten R snijden de raaklijn in A, dus

ledere raaklijn wordt steeds door 2 (n — 3) andere gesneden.»

De vlakken door een willekeurig punt P der ruimte (vlakken-
schoof P) }_‘:l!\'l‘ll' op de R, een 12 aan, met 3 (n — 2) drievoudige
punten, d.w.z

«Door P gaan 3 (n -- 2) osculatievlakken of de flasse der
ruimtekromme is 3 (n — 2)».

De vlakkenschoof door P. bepaalt eene I?, die’ 2 (n — 2)
(n — 3) groepen met twee dubbelelementen bezit dus

Door elk punt der ruimte gaan 2 (n— 2) (n — 3) dubbel-
raakvlakken

Ligt P op de kromme dan wordt een I! ingesneden
met 3 (n — 3) drievoudige punten, dus

«Door elk punt van de kromme R, gaan 3 (n — 3) osculatie-
vlakken die ergens’ anders osculeeren.
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: : ) 3)
De 12 _ bezit *- ———— neutrale puntenparen, d. w. z.

n = l >

(n—2)(n —3

Door elk punt der ruimtekromme R, gaan /2 (n —

2)
(n — 3) trisecanten»

De Iz _ moet 2 (n— 3) (n—4) groepen met twee dubbel-
elementen bezitten, dus

Door elk punt der R, kunnen 2 (n —3) (n — 1) dubbel-
raakvlakken gebracht worden.

De vlakken der ruimte snijden op de R, een involutie
I3 in, die 4 (n -~ 3) viervoudige elementen bezit, waaruit volgt

De rationale ruimtekromme R, bezit in 't geheel N
vierpuntige osculatievlakken (stationaire vlakken)s.

. . Y2 :
Ook is bekend dat de I3 bezit T M—3)(n—3g)(n—3
. s ’u

groepen met drie dubbelpunten d. w. z.

De rationale ruimtekromme R, bezit in 't geheel 43 (n - -3)

(n —4) (n — 5) drievoudige raakvlakken.

De I? bezit Y2 (n—1) (n — 2) neutrale elementen, of
Door elk punt der ruimte gaan 2 (n— 1) (n — 2) bise-
canten

§ 2. CENTRALE PROJECTIE DER R..

De rechten die de ruimtekromme uit het willekeurig in
de ruimte genomen punt P projecteeren, vormen een kegel-
oppervlak van den #* graad.

Het willekeurige vlak @ snijdt den kegel volgens ecne
viakke kromme k,, die een zeker aantal dubbelpunten zal
bezitten.  Immers, gaat door 2 een bisecante, dan is die
te beschouwen als doorsnede van twee bladen, In @ levert
zoo'n bisecante dan een dubbelpunt, en in 't geheel komen
er 12 (n— 1) (n — 2) dubbelpunten in @. Dit aantal is
echter het maximum aantal dat een vlakke kromme van
den 2 graad kan vertoonen, lHet vestacht der kromme

k, is dus nul.

Komt het punt P op de R, dan wordt de projectickegel
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van den graad (n — 1). De vlakke kromme in © is nu van
den graad (n-- 1) en bezit hoogstens

(n—2) (n—3)

—_— dubbelpunten.

I. 2.

Toch blijft het geslacht der vlakke kromme na/, want
door P gaan 12 (n— 2) (n — 3) trisecanten die juist het

vereischte aantal dubbelpunten in © doen ontstaan.

§ 3. RAAKVLAKKEN EN RAAKLIJNEN.

Het punt P buiten de R, is de top van een kegel van
den 72" graad.
In de doorsnede @ lag de vlakke kromme k, met /2 (n — 1)

(n — 2) dubbelpunten. De klasse van k, is dus
nnh—i1)—n—1)(n—2)=2(n—1)

Uit elk willekeurig punt Q van ¢ gaan 2 (n — 1) raak-
lijnen aan de vlakke kromme k,: bijgevolg gaan door de
lijn 2~ () evenveel raakvlakken aan R.,.

Ligt P op de ruimtekromme dan gaan in @ door elk punt Q)
2 (n — 2) raaklijnen. Door elke unisecante gaan derhalve

2 (n — 2) raakvlakken aan de ruimtekromme.

Anders;

De vlakkenbundel door de willekeurige lijn / geeft op de
R, een I!, met 2 (n — 1) dubbelpunten.

Door elke lijn / in de ruimte gaan dus 2 (n 1) raak-
vlakken, waarin een even groot aantal raaklijnen die / snij-
den, Het ontwikkelbaar raaklijnenoppervlak is van den
graad 2 (n 1). Wegens de projectieve overeenstemming
tusschen de punten der R, en hunne raaklijnen is het geslachl
van het raaklijnenoppervlak .

De vlakke doorsnede @ levert nu een vlakke kromme
ke (n — 5y van het geslacht nul. Ze moet blijkbaar (2 n — 3)
(n — 2) dubbelpunten bezitten, die op het bestaan eener
dubbellromme op Het raaklijnenoppervlak wijzen. Maar de
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raaklijnen in twee opvolgende punten der R, snijden elkaar,
d. w. z. de ruimtekromme zelf is Aeerbromme van het raak-
Iijnuna»ppur\']uk. In @ ontstaan # snijpunten met die keer-
kromme, dus » keerpunten.
Voor den graad der dubbelkromme op het raaklijnenopper-
vlak wordt alzoo gevonden:

(2in==3) (ni-=—=2)— n'=2i(n — 1) (n — 3).

Nemen we voor / een secante, dan geeft de vlakkenbun-
del / op de R, een I, _, met 2 (n — 2) dubbelpunten, of
door / gaan 2 (n — 2) raakvlakken, die buiten /de R, raken.
Het raakvlak door /7 telt derhalve voor foee.

Nemen we de lijn 7 als disecante dan geeft de vlakken-

bundel door Zop de R, een I, _, met 2 (n— 3) dubbelpunten
Door een bisecante gaan 2 (n — 3) raakviakken. terwijl elk

raakvlak in de steunpunten voor twee geldt.

Beschouwen we de raaklijn als grensgeval van een bise-
cante dan blijkt dat door elke raaklijn gaan 2 (n -—— 3) dubbel-
raakvlakken, [Zie § 1.]

[s de lijn / trisecante dan snijdt de vlakkenbundel door
/ op de R, in een I,_, met 2 (n — 4) duobelpunten.  Door

celke trisecante gaan derhalve 2 (n - 3) raakvlakken.

[Tt ecen \\'i”t']\'l‘l]l'i_'._:' punt A der rnill‘lll'ki'u;mnu gaan
2 (n 2) (n 3) trisccanten [zie § 1], die de kromme elk
nog in twee punten B zullen snijden.  De verwantschap

}

tusschen de punten A en B is blijkbaar symmetrisch en

heeft tot kenmerkend geval

(N 2)(n 1):
z1) bezit derhalve 2 (n 2) (n 3) dubbelpunten.  Deze pun-
ten A == B wijzen raaklijnen aan, die de kromme snijden in

de punten B deze snijpunten moeten punten der dubbel-
kromme van het ontwikkelbaar opperviak der raaklijnen zijn.
Derhalve Zeerpunten.  Zoo zijn er dus 2 (n 2) (n — 3).
ledere raaklijn wordt door 2 (n — 3) raaklijnen gesneden,
De raakpunten van elkaar snijdende raaklijnen vormen
eene  symmetrische  verwantschap [2 (n — 3)).  Deze heeft
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met de verwantschap [(n — 2)(n — 3)] der punten (A, B)
een aantal paren gemeen dat gevonden wordt door de for-
mule 2 (n — 2)(n-- 3)2 Van deze gemeenschappelijke paren
zijn er 2 (n — 2) (n — 3) atkomstig van de raaklijnen die de
R, snijden. De overschietende 2(n — 2)(n —3)(n--4)
paren wijzen op het aantal malen dat de raaklijnen in twee
punten van een zelfde trisecante elkaar snijden. De dubbel-
punten der [2(n — 3)] zijn de raakpunten der stationaire
raakvlakken (planaire buigpunten).

Zij liggen ook op de dubbelkromme.

Dan wordt tevens een trisecante door de onmiddellijk
volgende gesneden en vormt een zg. «ribbes van het regel-

vlak der trisecanten.

§ 4. OSCULATIEVLAKKEN EN DUBBELRAAKVLAKKEN,

Het raakvlak door de raaklijn « in een punt A der ruimte-
kromme en door een willekeurig punt PP der ruimte wijst (n — 2)
punten B aan op R, Een lijn BP bepaalt een vlakken-
bundel, waarin 2 (n — 2) raakvlakken. Met één punt B komen
dus 2 (n — 2) punten A overeen.

De verwantschap tusschen de punten A en B heeft nu
tot symbool

[(m—2), 2(n —2)]

met 3 (n — 2) coincidenties A RS WaZs
Door elk willekeurig punt der ruimte gaan 3(n — 2)

osculatievlakken

De genoemde verwantschap heeft 4 (n 2)(n — 3) ver-
takkingspunten,

In die gevallen ontstaan dubbelraakvlakken nl. wanneer
twee punten B samenvallen. Maar zoo'n dubbelpunt B is
ook als een punt A te beschouwen en dan is A ook een
dubbelpunt. Elk dubbelraakvlak telt dus tweemaal. Hun
aantal is dus 2 (n — 2)(n — 3).
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De vlakkenschoof door P geeft hetzelfde resultaat. (§ 1.)
Door een punt P der ruimtekrommen gaan 3 (n— 3) osculatie-
vlakken die elk (n— 4) punten O op R, aanwijzen. De
punten P en Q zijn blijkbaar in een symmetrische verwant-
schap verbonden die voorgesteld kan worden door het symbool

[3(0h—3)(n — 4) ].

Hierin komen 6 (n — 3) (n — 4) elementen voor die aan
zich zelf zijn toegevoegd, d. w. z.:
O(n—3)(n—4) osculatievlakken raken nog ergens anders.
Het laatste stelsel bezit bovendien 6 (n — 3) (n — 1)

(3n%— 21 n+- 35) vertakkingselementen. Tot deze vertak-
kingselementen behooren ook de 6 (n - 3) (n — 4) (n — 3)
punten die met een coincidentie P == Q in een zelfde osculatie-
viak liggen,
Zoo blijven nog over
O(n-— 3)(n 1) (3 n? 22 n -}~ 40)
paren van vertakkingspunten P, Q.  Dus
3 (n 3l n 1)2(3 n 10)

paren van osculatievlakken die cen koorde vemeen hebben,

5. OPPERVLAK DER BISECANTEN, RUSTENDE OP
EEN RECHTE LIJN.

Fen willekeurig plat viak door cen lijn Z wordt door de
R, in # punten gesneden, die Y2 n(n— 1) disecanten be-
palen. Uit elk punt van /Z gaan Y2 (n 1) (n — 2) hisecanten.
De hjn 1 is dus een Y2 (n 1) (n — 2)-voudige lijn en het
opperviak O der bisecanten is blijkbaar van den oraad

1Jan(n 1) <= Y2 (n 1) (n 2) == (n )2,

lLen willekeurige rechte lijn in de ruimte wordt derhalve
door (n 1)? bisecanten gesneden, hetgeen ook direct blijkt,
wanneer we door de laatst bedoelde lijn en viakkenbundel
leggen,  Die heeft dan tot doorsnede met de kromme cen Iz
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Op de R, zijn nu twee involuties van den 2" graad aan-
wezig die (n — 1)? gemeenschappelijke paren hebben. De
verbindingslijnen dezer paren zijn, bisecanten, die de lijn /
maar ook de andere rechte snijden.

Het raakvlak aan O in één der # snijpunten S; van R,
met een vlak door / bevat de raaklijn s; in S; aan R, en

één der bisecanten S, S, ....... S

In elk punt der ruimtekromme R, bestaan nu (n — 1)
raakvlakken aan het oppervlak O der bisecanten d. w.z.
R, is een (n -— 1)-voudige lijn op O.

Beschouwen we de 2 in een vlak door / gelegen snij-
punten S met de ruimtekromme, dan geven de snijpunten
van in dat vlak gelegen bisecanten dubbelpunten () afkomstig
an de op O gelegen dubbelkromme.

De graad dezer dubbelkromme (Q) is (zie Involuties op
Rationale Krommen)

s —1)(n—2)(n—3)(3n—4)

Nemen we de lijn / als secante in het punt 5, dan valt
het oppervlak der bisecanten O uiteen in den kegel van den
graad (n—1), die de R, uit S projecteert en een regelolak
van den graad

(n 1)2 — (n ()= (n—1)(n— 2).

Elk vlak door de secante / snijdt behalve het steunpunt
S; nog (n— 1) punten S;.....5, in. Men heeft in S, klaar-
blijkelijk (n — 2) raakvlakken welke de raaklijn in S, ver-
binden met de bisecanten Sy 53..... S; S, In elk puntder
R, zjn dus (n— 2) raakvlakken aan het oppervlak der
bisecanten. De ruimtekromme R, is op dat opperviak een
(n — 2)-voudige lijn; (n — 2) bladen van het oppervlak O

gaan door de ruimtekromme.

De as / van den vlakkenbundel blijft Y2 (n — 1)(n — 2)-
voudig. In elk vlak door / bevinden zich nog (n — 1) punten '
S. Zij geven 1

Vs (n — 1) (0 — 2) (0 — 3) (0 — 4)
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punten Q) aan, en men vindt dat de dubbelkromme (Q) van
den graad 'z (n — 2)(n — 3)(n — 4) (3 n —7) is.

De lijn 7 kan ook bisecante S, S, zijn.  Dan ontstaan twee
kegels van den graad (n — 1). Het overschietende regel-
vlak is nu van den graad

M—1)2—2(h—1)=(n —1)(n— 3).
De lijn 7/ is in dit geval
['2 (n — 1) (n — 2) — 1J-voudig.
In het punt S; zijn nu (n ~— 3) raakvlakken. De ruimte-

kromme is (n — 3)-voudige lijn op O,
De dubbelkromme (Q) is nu van den Lraad

s (n — 3)(n — 4)(n — 53N =—110),

[Elke bisecante S S, bepaalt met Zeen viak en aan iedere
bisecante zijn dus (n ) punten Sy......S, toegevoewrd,
terwijl door elk punt S; en /7 één viak gaat, dat nog (n — 3)

punten S;......5, bepaalt of 12 (n — 3) (n - 4) bisecanten.]

Nemen we een Zrisecante S 8. Sy als as eener vliakken-
bundel dan wordt op de R, eecne I, . bepaald.  De trise-
cante zelf is een [Y2(n — 1)(n — 2) — 3J-voudige lijn op
het oppervlak der bisecanten, dat nu van den graad

(n —1)2 S T} (n—1)(n 1) is.
Is het punt S zijn nu (n }) raakvlakken. De R, is
op O een (n j)-voudige lijn,  De graad der dubbelkromme

(QQ) zal Z1)n

/s (n 6H) (n )in—5)(3n 13).

§ 0. OPPERVLAK DER TRISECANTEN.

Om den graad n’ van het oppervlak der trisecanten te
vinden, heschouwen wij de verwantschap tusschen twee op
een zelfde trisecante gelegen punten Py en zoeken het aantal
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paren welke zij gemeen heeft met de axiale involutie I, be-
paald door een willekeurige lijn .

Uit elk punt P, der R, gaan 'Y2(n — 2)(n — 3) trise-
canten waarop (n — 2)(n — 3) punten Banbgt

De symmetrische verwantschap tusschen de punten Py heeft
dus tot symbool

[(n— 2) (n — 3)].
Zij heeft met de axiale I,
(n—1)(n—2)(n— 3)

paren gemeen. Maar met één trisecante vallen drie koorden
samen. De lijn @ wordt derhalve door

Izn—1)(Nn—2)(n— 3)

trisecanten gesneden.
De graad van het trisecantenregelvlak blijkt dus te zijn

n'="1(n—1)Mn—2)(n—3)

Een vlakke doorsnede ¢ is van den zelfden graad n'.
De ruimtekromme zelf is een /2 (n 2) (n — 3)-voudige =
p-voudige kromme op het regelvlak. De in @ gelegen
kromme is dus van geslacht

Q=T 1) e—— ) y (D — 1

I..2. ' 2.

§ 7. NORMALEN DER Ry

Staat de lijn P Q in het punt Q loodrecht op de ruimte-
kromme dan zal de bol met centrum PP en strpal P Q de
R, in het voetpunt QQ der normaal aanraken. Is het punt
P een vasf punt, dan bepaalt elk punt () der ruimtekromme
één bol met centrum P, en deze bol geeft meteen nog
(2n —1) punten op Ra aan. Zoo worden de punten der
ruimtekromme gerangschikt in een Iy, door middel van con-
centrische bollen. Deze involutie bezit 2 (2n — 1) =4 n — 2
dubbelpunten, die evenwel niet alles op normalen door 2

wijzen. Immers het vlak in 'toneindige, dubbel geteld, is
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de ontaardingsvorm die de bol met oneindig groote straal
oplevert; de snijpunten der R, met het vlak in 't oneindige
geven dus geen normalen ofschoon die snijpunten dubbel-
punten der Ig, zijn.

S?: <Door elk willekeurig punt P der ruimte gaan der-
halve (3 n — 2) normalens

Uit elk punt van een willekeurige lijn 7 gaan (3 n — »)
normalen.

Een vlak @ door / geeft 2 snijpunten S met R... Het nor-
maalvlak in S snijdt @ volgens een lijn die in S normaal
is. De lijn / wordt nu blijkbaar door 2 in & gelegen nor-
malen gesneden,

De graad van het regelvlak O. der normalen die allen
de willekeurige lijn /7 snijden is dus

(4 n— 2),

Op het regelvlak O komt voor cen dubbelkromme Q).
Elk viak door /7 geeft # normalen gelegen in dat vlak: dus
n(n-—ri) o ; v
‘ smjpunten, die nu dubbelpunten O zijn d. w, 2.
12 il
punten () waaruit Zece normalen gaan,

Maar op de lijn 7 komen ook zulke punten Q te liggen,

Wijs ik de » snijpunten van Z met de » normalen die
in elk vlak door /zijn gelegen, door de letters T, . . . ‘T aan

dan bestaat tusschen de op /7 gelegen punten I een sym-

metrische verwantschap. Uit T, gaan 3 (n — ») normalen.
die (3 n 2) vlakken @ door / bepalen, terwijl in elk vlak
@ weer (n 1) punten Ty liggen.

Het kenmerkende getal ill']‘}_{l'il“l'nhlt'\l'l'\\‘.‘llll\i‘h;l])i.‘wl]ll.‘-&
[(3n—2) (n 1)]

met 2(n 1) (3n-— 2) coincidenties welke dan dubbelpunten
Xijll die op /7 liggen. Doch is /) zoon coincidentie, dan
liggen twee normalen door D in é&én vlak met / en bij elk
dier beide normalen behooren nu (n 2) toegevoegde punten,
in plaats van (n 1). Zoo'n punt 22 is derhalve cen dubbelds
coincidentie, Cip die lijll / liggren zoodoende

mn 1) (3 N 2 )
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punten ), waardoor ten slotte blijkt dat de graad van((Q))is
fann—1)4mh—1)(zn—2)=12(n—1)(7n—3).

Beschouwen we thans het regelvlak gevormd door de
normalen die op een bepaalde fegelsnede ky rusten, Uit elk
punt van k, gaan weder (3 n-— 2) normalen, zoodat k. een
(3 n — 2)-voudige lijn is op het gezochte regelvlak. Het
vlak der kegelsnede zelf bevat weder 7 normalen, die elk
den omtrek van k, tweemaal snijden en dus voor 2z exem-
plaren zijn te tellen. We vinden zoo voor den graad van
het oppervlak der normalen, die op een gegeven kegelsnede
rusten,

3n—2)X 242n=8n—4=4(2n—1)

Uit elk punt P der ruimtekromme gaan (3 n-— 2) nor-
malen, die in een ander punt der kromme loodrecht staan.
Het normaalvlak in P snijdt # punten in op de R, ; en de

/

(n— 1) buiten P gelegen punten () bepalen normalen, die

in P loodrecht staan. Dus uit die (n— 1) punten () Kan
men (n— 1) normalen 7 trekken. Maar zooals gezegd
gaan uit elk punt Q....... (3 n— 2) normalen op R,. DBjj
é¢én punt Q behooren derhalve (3n-— 2) punten PP en bij
één punt P...... (n — 1) punten Q.

Dit geeft een overeenkomst (P, Q) van den vorm
[(3n—2),(n— 1)].
Deze verwantschap bezit
I/2(3n—2)(3n 2 1)~ Y2 (n 1)(n | 1) =
I

l2(sn—2).3.n—1)4M2(n—1)(n—2)=
1/2 (n 1)y (81 1) =(n 1)(5n 1)

involutorische paren.

Is (R.S) zoo'n paar dan wil dat zeggen dat met het punt
R zoowel als punt van het stelsel P als als punt van het stelsel
() steeds het punt S overeenkomt. Dat komt hierop neer
dat de verbindingslijn RS in A én in S normaal is, of dat
zij dubbelnormaal is.  Er zijn alzoo (n — 1) (5n 1) dubbel-
normalen.
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STELLINGEN.

Voor mel-rationale krommen gaan de cigenschappen der

involuties, in dit proefschrift behandeld, niet meer door.

I1.

[||'1 'In‘\(‘hnl]\\'l'll Villl il]\tlllllil'h met ,’*f','/,",u,',{",';-, ]m;”p”

zal nog belangrijke uitkomsten kunnen geven,

De leer der verwantschappen is voor de synthetische

behandeling der rationale krommen van veel belang,

V.

Het is verkeerd dwale beschouwingen overbodie te achten,




In de Beschrijvende Meetkunde zijn de benamingen
chorizontaal- en vertikaal projecteerend vlak» zeer onprac-
tisch. DBeter is eerste en tweede projecteerend vlak.

VL
De uitdrukking «tegenover een grootere hoek staat een

grootere zijde» is niet op fwee willekeurige driehoeken van

toepassing.

VIL
De eigenschap dat de som van 2 termen ecner recks

niet verandert, als men de termen onderling verplaatst, gaat
niet meer door als 7 = OO0 wordt.

VIIL

Het physisch effect van ethergolven hangt slechts af van
hun snelheid.

I X.

De benamingen «magnetisch veld: en celectrisch veld
zijn minder juist.
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X,
De vergelijking van de electriciteit met een onsamen-

drukbare vloeistof is in strijd met onze tegenwoordige
voorstellingen.

X1
Door de proeven van HERTZ is de meening, dat de

werking der electriciteit eene werking op afstand was, on-

houdbaar geworden.

NIL

De grondwaarheden der natuurkunde zijn slechts gedeel-
telijk te vergelijken met de axioma's der wiskunde,
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