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??? INLEIDING. Zooals hekend is, verstaat men onder congruentie vanlcubische ruimtekrommen een tweevoudig oneindig stelselvan ruimtekrommen van den derden graad. De ordeder congruentie is liet getal dat aangeeft, hoeveel exem-plaren van het stelsel door een gegeven punt gaan, deklasse het getal dat aangeeft, hoeveel exemplaren eengegeven rechte tot koorde hebben. Wanneer de orde en de klasse beide ?Š?Šn zijn, dus eenwillekeurig punt ?Š?Šn kromme p3 draagt en een willekeurigerechte koorde van ?Š?Šn kromme p3 is, wordt de congruentiebilineair genoemd. Wij zullen een bilineaire congruentievan kubische ruimtekrommen door \\p3] voorstellen. Een punt dat meer dan ?Š?Šn exemplaar en dus oo1exemplaren der [p3] draagt, wordt singulier punt genoemd.Wanneer de co1 krommen p3, welke door een singulierpunt S gaan, een oppervlak van den graad k vormen,heet S een singulier punt van de k\'tc orde. Onder hoofdpunten verstaat men punten, die aan alleexemplaren der [/>3]

gemeen zijn. Een hoofdpunt draagtdus cc2 krommen ps. Wanneer een rechte koorde is van meer dan ?Š?Šnexemplaar der [/rl] moet zij koorde zijn van oo1 krom-men p3; zij wordt dan singuliere koorde genoemd.Wanneer de quadratische involutie, die door de steun-punten der krommen p3 op een singuliere koorde gevormdwordt, parabolisch is (d. w. z. als alle paren der involutieeen gemeenschappelijk punt hebben), zullen wij de koordeparabolisch singulier noemen. De rechten, die door alle exemplaren der [/] twee-maal gesneden worden, kunnen tot drie groepen gebrachtworden.



??? 1Â°. De rechte verbindt twee hoofdpunten; zij wordtdan door alle krommen p3 in twee vaste punten gesneden.Zulke rechten noemen wij hoofdkoorden. 2Â°. De rechte gaat door ?Š?Šn hoofdpunt; dit vastepunt draagt cc2 krommen p\'6, elk ander punt der rechte isgemeenschappelijk punt van go 1 krommen pi. Een derge-lijke rechte zullen wij parabolische hoofdkoorde noemen. 3Â°. De rechte bevat geen hoofdpunt; elk harer puntendraagt. co1 exemplaren der [,33]. In dit derde gevalzullen wij de rechte gemeenschappelijke koorde noemen. De meetkundige plaatsen van singuliere punten duidtmen aan als singuliere lijnen (singuliere krommen ensinguliere rechten). Een singuliere lijn van de fc\'le orde is de meetkundigeplaats van singuliere punten van de orde. De eerste publicatie over bilineaire congruenties vankubische ruimtekrommen verscheen in 1868 van de handvan Reye. In â€žZeitschrift f??r Mathematik und Physik"(deel 13) plaatste deze een korte mededeeling: â€žUeberCurvenbiindel

dritter Ordnungwaarin eenige eigen-schappen werden besproken van het stelsel van kubischeruimtekrommen, welke door vijf vaste punten gaan.Dit stelsel, thans bekend onder den naam van de con-gruentie van Reye, werd later eveneens langs meet-kundigen weg behandeld door R. Sturm en Zeeman, terwijlKoenigs en daarna Stuyvaert deze congruentie met demethoden der analytische meetkunde behandelden. In 1886 vestigde Sturm in zijn verhandeling: â€žUeberCollineationen und Correlationen, welche Fl?¤chen zweitenGrades oder cubische llaumcurven in sich selbst transfor-mieren" (Mathematische Annalen, 26) de aandacht opeen congruentie van kubische ruimtekrommen, welkeeen gemeenschappelijk osculatieviervlak bezitten. Deze congruentie werd verder door Heinrichs, Doeiile-mann en Stuyvaert behandeld.



??? Van groot belang waren de onderzoekingen van Veneroni.In een uitvoerige verhandeling: vSopra alcuni sistemi dicubiche gobbe" (Rend. Palermo, 16, 1902) toonde hij aandat de bilineaire congruenties van kubische ruimtekrom-men tot twee groepen kunnen gebracht worden. De eerstegroep omvat de congruenties, die voortgebracht kunnenworden door twee bundels van quadratische regelvlakken,welker bases een rechte gemeen hebben. De tweede groepbestaat uit de congruenties, welker exemplaren basis-krommen zijn van de bundels, die behooren tot een netvan kubische oppervlakken, waarvan de basis gevormdwordt door een vast punt en een ruimtekromme vanden zesden graad en het geslacht drie. In 1903 vond Ferretti (Rend. Palermo, 17) dat dekubische involuties in het vlak tot drie groepen kondenworden gebracht. Twee dezer groepen kwamen overeenmet de involuties, welke door de algemeene congruentiesvan Veneroni worden ingesneden. Daarna wees Veneroniin 1904

(Rend. Inst. Lomb. 37) nog op een derde groepvan bilineaire congruenties van kubische ruimtekrommen,welker doorsnede met een vlak overeen kwam met deinvoluties van de derde groep van Ferretti. Onder de verdere onderzoekingen over bilineaire con-gruenties moet vooreerst het werk van Stuyvaert ge-noemd worden. Deze behandelde in zijn Dissertationinaugurale (Gand, 1902) de [/], welke twee hoofdpuntenen drie gemeenschappelijke koorden bezit en de con-gruenties van Reye en Sturm tot bijzondere gevallenheeft. Verder gaf hij in 1907 een uitvoerige analytischebehandeling van de tweede algemeene congruentie vanVeneroni (Buil. de 1\'Acad?Šmie royale de Belgique, 1907). Godeaux publiceerde in 1908 een mededeeling overeen congruentie met ?Š?Šn hoofdpunt en vier gemeen-schappelijke koorden (Buil. de l\'Acad?Šmie royale deBelgique, 1908). In tegenstelling met de verhandelingenvan Stuyvaert maakte Godeaux slechts gebruik van demeetkundige methode.



??? Tenslotte noemen wij â€” als vertegenwoordiger vanNederland â€” Prof. Jan de Vries, die o. a. een kubischetransformatie aangaf, waardoor de congruentie van Reyeop een stralenschoof wordt afgebeeld (Vers). K. A. W. 17)en drie bijzondere gevallen van de eerste algemeenecongruentie van Veneroni langs meetkundigen weg onder-zocht (Versl. K. A. W. 23). Litteratuuroverzicht. K. Doehlemann: Zur Theorie des Nullsystems. (Jahres-bericht der Deutschen Mathematiker Ver-einigung, 3). G. Ferretti: Sulla generazione delle involuzioni pianedi classe zero ed uno. (Rend. Palermo, 17). L. Godeaux: Sur une congruence lin?Šo-lin?Šaire decubiques gauches. (Bull, de l\'Acad?Šmieroyale de Belgique, classe des sciences,NÂ°. 5, 1907). -: Nouveaux types de congruences lin?Šaires de cubiques gauches. (Nouvelles Annalesde Math?Šmatiques, Paris, 1909). E. Heinrichs: Ueber den B??ndel derjenigen kubischenRaumkurven welche ein gegebenes Tetrae-der zum gemeinsamen Schmiegungste-traeder

haben. Dissertatie, M??nster, 1887. G. Humbert : Sur un complexe remarquable de coniques. (Journal de l\'Ecole polytechnique, 64). G. Koenigs: Sur les cubiques gauches passant par cinq points donn?Šs. (Nouvelles Annalesde Math?Šmatiques, III, 2). Th. Reye: Ueber Curvenb??ndel dritter Ordnung. (Zeitschrift f??r Mathematik und Physik, 13). H. Schr??ter : Theorie der Oberfl?¤chen zweiter Ordnung. R. Sturm: Erzeugnisse, Elementarsysteme und Cha-rakteristiken von cubischen Raumcurven.(Journal von Grelle, 79).



??? R. Sturm: Weitere Untersuchungen ??ber cubischeRaumcurven. (Journal von Grelle, 80), _: Ueber Collineationen und Correlationen, welche Fl?¤chen zweiten Grades odercubische Raumcurven in sich selbst trans-formieren (Mathematische Annalen, 26). : Ueber h??here r?¤umliche Nullsysteme.(Mathematische Annalen, 28). M. Stuyvaert: Notes sur les cubiques gauches. (Bull. de l\'Acad?Šmie royale de Belgique, 1900). _: Etude de quelques surfaces alg?Šbriques engendr?Šes par des courbes du secondet du troisi?¨me ordre. (Dissertation in-augurale, Gand, 1902). _____________ ______Une congruence lin?Šaire de cubiques gauches. (Bull, de l\'Acad?Šmie royale deBelgiques, classe des sciences,NÂ°. 5,1907). -..........: Cinq ?Študes de g?Šom?Štrie analytique. (M?Šmoires de Li?¨ge, III, 7). ;______________: Congruences de triangles, de cubiques gauches et d\'autres vari?Št?Šs annulantdes matrices. (Journal von Crelle, 132). E. Veneroni: Sopra alcuni sistemi di cubiche gobbe.(Rend.

Palermo, 16). __________: Sui vari tipi di congruenze bilmeare di cubiche gobbe. (Rend. Inst. Lomb. 37). Jan de Vries: Congruenties van kubische ruimtekrom-men in verband met een kubische trans-formatie. (Versl, K. A. W. 17). -: Kubische involuties in het vlak. (Versl.K. A. W. 22). _: Eenige bijzondere bilineaire congruenties van kubische ruimtekrommen. (Versl.K. A. W. 23). P. Zeeman : De kromme lijnen van de derde orde inde ruimte. (Dissertatie, Leiden, 1878).



??? HOOFDSTUK I. De congruentie van ItEYE. Â§ 1. De congruentie van Reye bestaat uit alle kubischeruimtekrommen p3, die door vijf gegeven punten Hk gaan.Deze punten, hoofdpunten genoemd, moeten zoo gekozenworden, dat er geen vier in ?Š?Šn vlak liggen. De tienrechten efa = Hk Hi worden door alle p3 in twee vastepunten gesneden en zijn derhalve hoofdkoorden. Door ieder zesde punt P van de ruimte gaat in hetalgemeen ?Š?Šn kromme van de congruentie, daar een p3door zes punten bepaald is. De congruentie is dus vande eerste orde. Ligt P bijv. in het vlak (p3ia = H3 H4 H5, dan ontaardtde kromme in de rechte du en een kegelsnede in<$3i5, gaande door P, H3, Hi, H?? en den doorgang Bi2van di2 met cp315. Er zijn dus tien stelsels van ontaardekrommen, bestaande uit een rechte en een kegelsnede. Een bijzonder geval hiervan vormen weer de krommen,die in drie rechten uiteen vallen. De kegelsnede diebijv. Hi H2 tot een ontaarde p3 aanvult, kan n.1. zelfontaarden in twee rechten,

en wel op drie manieren:in c?34 en H& Bi2, in r/35 en H4 Bi2, en in di5 en H3 Bi2.Schijnbaar vindt men dertig dergelijke figuren, daar tochelke der tien rechten du met drie lijnenparen in <$mupgecombineerd kan worden. Men heeft dan echter elkeontaarding tweemaal genomen. De ontaarde krommen dn, 5, H3 B12 en d\\5, dn,Hs B45 bijv. zijn identiek, want dn snijdt $345 in eenpunt van H3 B15; Bi2 ligt dus op H3 B15, m. a. w.Hs Biz = H3 B15. De genoemde ontaarde figuren vallendus geheel samen.



??? Er zijn derhalve slechts vijftien figuren, die uit drierechten bestaan.\'- Ligt P op du, dan gaan door P co1 krommen der [/],die uit dk 1 en de kegelsneden van een in cpnmp gelegenbundel bestaan. Â§ 2. Wij onderzoeken thans het oppervlak A, gevormddoor de krommen p3, die een gegeven rechte l snijden.De doorsnede van A met het vlak <p 123 bevat de volgendedeelen van ontaarde p3: een kegelsnede door Hi, H2,H3, den doorgang B45 van ^45 en den doorgang D vanl, en de rechten dn, di3 en die elk een pa vormenmet een kegelsnede, welke door l gesneden wordt; dezekegelsneden liggen achtereenvolgens in ??345, $245 en (Â?>145. De doorsnede is dus van den vijfden graad. Daar een in <$123 gelegen rechte, die door Hi gaat,het oppervlak A5 nog in twee punten P, P\' buiten Hisnijdt (?Š?Šn dier punten ligt op de kegelsnede hetandere op de rechte (/23), en ditzelfde geldt voor derechten door Hi, gelegen in elk der vlakken <pi24, $125,ÂŠ131, <pis5, <Â?145, is Hi drievoudig punt van A5.

Het oppervlak A5 heeft dus vijf drievoudige punten Hk. Er is slechts ?Š?Šn kromme p], die l tot koorde heeft.Immers door drie punten van l en de vijf punten Ht gaateen bundel van quadratische regelvlakken, waarvan debasis bestaat uit l en een p3, en deze moet l tot koordehebben. Hieruit volgt, dat de congruentie ook van de eersteklasse en dus bilinea??r is. Verder merken wij op, dat de kromme p] l in tweepunten snijdt en dus dubbelkromme van A5 is. Het oppervlak A5 bevat de rechte de tien rechtenrfki en tien kegelsneden Â§ 3. Een vlak cp door l snijdt A5 verder nog in eenkromme van den vierden graad, <p\\ Deze gaat doorde snijpunten Lj, L2 van l met p\\ en heeft een dubbel-



??? punt in het derde snijpunt L3 van ?? met p\\ (immersp\\ is dubbelkromme van /V5). Een p3, die l in Pi snijdt,moet Cp nog in twee andere punten P2 en P3 van <Â?>4ontmoeten. Behalve Li en Ls hebben l en Cp4 nog tweepunten Ci en C2 gemeen. In elk dezer beide puntenzijn een punt Pi en een punt P2 samengevallen; in Cien in C2 wordt ?? dus door een p3 aangeraakt. Hieruit volgt, dat de meetkundige plaats van de punten,waarin 0 door krommen der [,s3] aangeraakt wordt, eenkegelsnede (p2 is. Deze kegelsnede is de co??ncidentiekrornme van de kitbischeinvolutie I3, welke de congruentie in ?“ bepaalt \')â€? Twee krommen p3, door de punten Hk gaande, liggensteeds op een quadratisch regelvlak; want een quadratischregelvlak, gelegd door de vijf punten Hk, twee puntenvan pi3 en twee punten van p23 bevat zeven punten vanelk der krommen, m. a. w. die krommen liggen geheelop dat oppervlak. In een vlakke doorsnede van hetquadratisch oppervlak liggen drie punten van pi3 endrie punten

van p23; d. w. z. elke twee tripels van dein Cp gelegen I3 kunnen door een kegelsnede verbondenworden. Zij Xi X2 X3 zulk een tripel. Aan Xi voegen wij derechte x\\ = X2 X3 toe, enz. Daar een rechte in cp inhet algemeen koorde is van ?Š?Šn p3, dus ?Š?Šn paar(Y2, Va) van een tripel bevat, is zij ook aan ?Š?Šn bepaaldpunt toegevoegd, n. 1. aan het derde punt Yi van dattripel. Zij nu Y( een punt van xi; dan bestaat dekegelsnede door Xi, X2, Xs, Yi, Y2, Y3 uit Xi en eentweede rechte, welke Xi, Y2, en Y3 moet bevatten endus yi is. Beweegt Yt zich over a?i, dan draait yi om Xi.Xk en Xk vormen dus een poolstelsel. Beweegt Xi zich \') Een geheel op zichzelf staande behandeling dezer Â?Icubischcinvolutie van den eersten rang in het platte rlakÂ? door Dr. W. vander Woude verscheen in Versl. K. A. W. 18.



??? nu over ?/i, zoodat x\\ om Yi wentelt, dan is het snij-punt X\' van xi en i/i projectief toegevoegd aan Xi.Het zal dus tweemaal gebeuren, dat Xi met X\' samen-valt en dus Xi op x\\ terechtkomt. Het poolstelsel (ark, Xk) heeft dus als incidentiekrommeeen kegelsnede, n. 1. de meetkundige plaats der puntenXi, die op hun poollijn x\\ liggen. Laat Zi een der snijpunten van iji met de incidentie-kromme zijn, dan is Z\\ = Yi Zi. De punten Z2 en Z3 liggenop z\\; de drie snijpunten van het vlak (p met een p3 kunnenniet collineair zijn, dus moet Z2 met Zi samenvallen. De raaklijn z3 in Zi aan de door dat punt bepaaldep3 kan niet langs z\\ vallen, dus valt z2 met z\\ samen. De incidentiekegehnede der punten Zi = Z2 is identiekwet de reeds gevonden co??ncidentiekromme <p2. Â§ 4. Beweegt zich nu een punt Wi over de rechtez\\ die haar pool Zi bevat, dan moet de poollijn Â?<>t omZi draaien. Tusschen Wi en het snijpunt W\' van w\\en z\\ bestaat een pr??jectiviteit; maar Wi komt steedsovereen met Zi, dus kan

VVi slechts in Zi met W\'samenvallen en is z\\ raaklijn in Zi aan 02. Nemen wij nu een tweede poollijn t1 met pool Ti aanen zij Wi het snijpunt van t\\ en z\\. De aan Wi toe-gevoegde rechte ia moet door Ti en Zi gaan, is dusde raakkoorde van Wi met betrekking tot (p\'J. Het poolstelsel (Xk, a-k) bestaat derhalve uit polen enpoollijnen ten opzichte van (p\\ Elk tripel der I3 bepaalt een pooldriehoek van (p8,maar omgekeerd bepaalt niet iedere pooldriehoek van<p- een tripel; immers er zijn 0c2 tripels en go3 pool-driehoeken. De rechte dn = Hi H2 vormt figuren pa met 001kegelsneden van het vlak cpai5 = II3 H.i H5. De doorgangDi2 van dn met is dus in de I3 verbonden mei eeninvolutie van puntenparen op den doorgang rfsis van0345 met cp. Dia is de pool van (/316 ten opzichte van <p3.



??? De tien rechten rfmnP en de tien punten Dki vormeneen configuratie (10s, J03) van Des Argues. Wij vonden reeds, dat wanneer een punt Pi de rechtel in O doorloopt, de rechte pi = P2 Ps om de pool Lvan l ten opzichte van (p2 wentelt. Komt nu Pi in eender punten Li of L2 van het op l gelegen paar der I3terecht, dus in een der steunpunten van p\\, en is L3het derde punt van het tripel, dan moeten Li L3 en L2 L3door de pool L gaan; d. w. z. L3 is identiek met L enL is dus het dubbelpunt van de kromme Elke rechte door L snijdt dus (p4, behalve in ditdubbelpunt, in een paar van de I3. LLi en LL2 zijnde raaklijnen in L aan <p4. Men kan uit L zes raaklijnen naar 04 trekken; deraaklijnen der krommen p3 vormen dus een stralencomplexvan den zesden graad. De in (p gelegen raaklijnen omhullen een kromme vande zesde klasse, re. Deze heeft tien dnbbelraaklijnen enis dus van het geslacht nul. In cpi23 liggen toch tweekegelsneden door Hi, H2, H3 en B45, die rfi23 raken enelk met d^ een pz vormen.

Men moet dus tfi23 twee-maal als raaklijn van een p3 in rekening brengen. Elkder tien rechten dkim is dus dubbelraaklijn van n. Â§ 5. Beschouwen wij nu nog eens een tripel, waarvantwee punten in Ti,2 samenvallen. De meetkundige plaats van Ti,2 is de co??ncidentie-kegelsnede (p2-, de meetkundige plaats van T3 noemenwij de complementaire kromme. Deze is een kromme vanden zesden graad, cp"; want T3 is de pool van t3 tenopzichte van <p2, dus ontstaat de meetkundige plaatsvan T3 door polarisatie uit de meetkundige plaats u van h. De complementaire kromme ?“G heeft tien dubbelpuntenen is van het geslacht nul. De dubbelpunten liggen inde punten Dki, want D45 bijv. vormt twee tripels metde raakpunten van elk der beide aan dm rakendekegelsneden, welke in <p gelegen zijn.



??? De krommen 06 en cp2 kunnen elkaar slechts raken,niet snijden. Want gesteld dat een p3, die cp in eensnijpunt S van cpG en cp2 raakt, het vlak in een anderpunt S\' van cp2 kon snijden, dan zouden door S\' tweep3 gaan, ?Š?Šn die daar cp raakt en ?Š?Šn die daar <j> snijdt,en dit is onmogelijk. De krommen <pa en cp- raken elkaar dus in zes punten.In zulk een punt heeft een p3 drie opvolgende puntenmet cp gemeen. Er zijn derhalve zes krommen p3, die het vlak Cp osculeeren. De krommen p3, welke Cp aanraken, vormen een opper-vlak van den tienden graad, 4>10. Immers de doorsnedevan dat oppervlak met cp bestaat uit cp6 en uit cp2, welkelaatste als aanrakingskromme tweemaal in rekening ge-bracht moet worden; tezamen dus een doorsnede vanden tienden graad. De graad van <P10 kan ook aldus gevonden worden:hel oppervlak A5, behoorende bij een rechte m, die nietin cp is gelegen, snijdt cp2 in tien punten; er zijn dustien p3, die cp raken en m snijden, m. a. w. de meet-

kundige plaats der aan cp rakende p3 is een oppervlakvan den tienden graad. De doorsnede van 4>l?? met cpm bestaat vooreerst uitde beide in <Â?123 gelegen kegelsneden, die 0 aanraken;vervolgens uit de reclile r/12 dubbel geteld, want dezerechte vormt met twee aan cp rakende en in cp3i5 ge-legen kegelsneden een p3; evenzoo uit de tweemaal tetellen rechten dia en tezamen een doorsnede vanden tienden graad. Het oppervlak <1>10 bevat dus tien dubbelrechten nfki entwintig kegelsneden. Een rechte van <p123 door Hi snijdt <I>10 buiten Hiviermaal; hetzelfde geldt voor een rechte door Hi ineen der vlakken 4>m enz., dus is Hi een zesvoudig puntvan en heeft dit oppervlak vijf zesvoudige punten Hk. Een ander vlak 1p snijdt (??>10 in een kromme \\plÂ°, diemet de co??ticidentiekromme tp2 twintig punten gemeen



??? heeft. In elk dier punten wordt \\p aangeraakt door eenp3, welke tevens cp aanraakt. Er zijn dus twintig krommen p3, die twee gegeven vlakkenCp en ip aanraken. Wij onderzoeken nog de meetkundige plaats der com-plementaire krommen (pe in de vlakken door l. Door een punt X van l gaat ?Š?Šn px; wanneer nu cpom l wentelt, snijden de vlakken van den bundel (cp)op px een involutie I2 in, die twee co??ncidenties heeft.Daaruit volgt, dat l door twee raaklijnen van px ge-sneden wordt, dus dat er twee vlakken van den bundelzijn, waarin X een punt van een kromme ?“e is. DaarX twee (pG draagt, is l dubbelreclite van de meetkundigeplaats (cp??). Elk vlak Cp bevat dus van de meetkundigeplaats ?Š?Šn kromme cpÂ° en de dubbelrechte l, waaruitmag worden afgeleid, dat de complementaire krommen inde vlakken door l een oppervlak van den achtsten graadvormen, dat behalve l nog tien dubbelrechten du bezit(want elk punt P van tfki is dubbelpunt van een Cp(\',gelegen in het vlak, dat dki in P

snijdt). Om uit te maken hoe vaak een osculatievlak van eenp3 het raakpunt op l heeft, voegen wij in elk vlak cp detwee op l gelegen punten C van cp2 toe aan de zes opl gelegen punten G\' van cp", en beschouwen de ver-wantschap (G, C\'). Een punt G bepaalt ?Š?Šn p3, en haar raaklijn in Cbepaalt een vlak cp, waarin G een punt van <p2 is.Hieraan worden nu zes punten C\' toegevoegd. Een punt G\' draagt twee krommen cp6, komt dusovereen met 2X2 punten G. De verwantschap (C, G\')is dus een (6, 4). In een co??ncidentie G = G\' moetenCp2 en Cp6 elkaar raken, zoodat <p daar drie samenvallendepunten met een p3 gemeen heeft, dus een osculatievlakis met G = G\' tot raakpunt. Op elke rechte l liggen dus vijf punten, ivaarvan hetosculatievlak door l gaat. Nu kunnen wij ook den graad bepalen van de meet-



??? kundige plaats der punten, die hun omdatievlak door eenpunt P zenden. Immers, zal een punt X der meetkundige plaats op /liggen, dan moet zijn osculatievlak door / gaan, en ditgeschiedt vijfmaal. Maar ook P behoort tot de meet-kundige plaats, want door P gaat een pp, en voor hetvlak dat deze in P osculeert, is P het raakpunt. Hieruitvolgt, dat de gezochte meetkundige plaats een oppervlakvan den zesden graad, i??\', is. Dit oppervlak bevat de tien rechten rfki, want elk vlakdoor zulk een rechte is te beschouwen als osculatievlakvoor elk harer punten. De punten Hk zijn drievoudig op LI6, want een wille-keurige p3 zendt drie osculatievlakken door P, heeft dusmet li6 drie veranderlijke punten gemeen. De overigevijftien doorsneden liggen in de punten Ht; deze zijndus drievoudig. Dat het oppervlak der punten, die hun osculatievlakdoor P zenden, van den zesden graad is, volgt ookhieruit: In het vlak (p 123 kunnen slechts deelen vanontaarde figuren p3 liggen en wel rechte deelen, wantals

osculatievlak van een rechte i kan ieder vlak door l,dus ook het vlak (P, l) beschouwd worden. De in 4)123gelegen rechte deelen van ontaarde figuren p3 zijn blijk-baar f/12, dn, dm, Hi B4b, H2 B45 en H8 B45, welke sameneen doorsnede van den zesden graad vormen. De tien punten Bui zijn biplanaire punten van LV\\ wantB45 bijv. draagt als rechten van ila drie rechten in ?“men ?Š?Šn rechte buiten dat vlak. Daar op elke rechte l vijf punten liggen, welker osculatie-vlak door / gaat. en een vlak door l nog in zes puntendoor krommen p3 geosculeerd wordt, liggen de raak-punten der osculatievlakken door l op een ruimtekrommevan den elfden graad, w11, met / als vijfvoudige snijlijn. Â§ 6. Door een punt P trekken wij koorden naar dekrommen der [/j8]. Een willekeurige straal door P bevat



??? twee punten S, S\' van ?Š?Šn p3. Op eiken straal, die Pverbindt met een punt der pp, waarop P ligt, valt S\'met P samen; die straal is dus raaklijn in P aan demeetkundige plaats II der punten S, S\'. Al die raak.lijnen vormen den quadratischen kegel, welke pp uit Pprojecteert. Hieruit volgt dat P een kegelpunt van IIen II een oppervlak van den vierden graad is. Ieder punt van de rechte P Hk kan als een punt Sopgevat worden; S\' valt dan in Hk. De vijf rechtenPHk liggen dus geheel op Tip; zij behooren verder totden raakkegel van P en vormen met pp de doorsnedevan dien kegel met II p. Door een willekeurig punt P gaan dus vijf parabolischsinguliere koorden, n. 1. de rechten PHk. De parabolischsinguliere koorden vormen vijf stralenschoven met devijf hoofdpunten als centra. Als singuliere koorde is elke rechte in een der tienvlakken <$>kim op te vatten. Een zoodanige rechte is tochgemeenschappelijke koorde van alle kegelsneden vanden in (pkim gelegen bundel. Hieruit volgt terstond, dat een

willekeurig vlak cptien singuliere koorden bevat, n. 1. de doorgangen vande tien vlakken (fckim. Tot de doorsnede van een willekeurige p3 met ??pbehooren, behalve de steunpunten van de koorde, diezij door P zendt, alleen de punten Hk; daaruit leidenwij af dat, naast P, de vijf punten Hk kegelpunten vanlip zijn, zoodat dit oppervlak zes kegelpunten heeft endus een oppervlak van Weddle is. Een doorsnede van lip met een vlak door P is eenkromme 04 met een dubbelpunt; de klasse dier krommemoet dus tien zijn. Hieruit blijkt opnieuw dat door Pzes raaklijnen van <$4 gaan, zoodat de raaklijnen derkrommen p3 een complex van den\' zesden graad vormen. Daar P raakpunt is van pp met haar raaklijn in datpunt, bevat een vlak door P zeven raakpunten vankrommen p3 met rechten door P. De meetkundige plaats



??? van de raakpunten der raaklijnen door P is dus eenruimtekromme van den zevenden graad, De congruentie bevat ?Š?Šn kromme, die de rechtePHk in Hk aanraakt; moet dus door de vijf hoofd-punten gaan. Op PHk kan geen ander punt van r7liggen, dus wordt tt7 in Hk door PHk aangeraakt. Projecteert men t7 uit P, dan levert elke koorde doorP een dubbelpunt in de centrale projectie; Hk wordtdus een keerpunt en PHk is een keerribbe van den kegel,die TT7 uit P projecteert. Ook de tien punten Bid liggen op tt\\ want legt meneen vlak door P en di5, welk vlak ?“123 langs b|5 snijdt,dan is er een kegelsnede door Hi, H2, H3 die b\\5 inB45 raakt en met r/45 een ps vormt; PB45 is te be-schouwen als raaklijn dezer p3. Wij zien dus dat t7met 0123 gemeen heeft de zeven punten Hi, Ha, H3,B12, B23, Bis en B45, met cpi24 de zeven punten Hi, PI2,PIi, B12, B14, B2i en B35, enz. Nu zijn Hi, B2s en B45collineair op de,snijlijn van ??i23 met (pi,5; daar B12op d 12 en Bis op di j ligt, gaan dus door IIi drie

rechten,die elk twee der zes overige snijpunten van -7 met $123dragen. Een analoog geval doet zich voor in de vlakken(p 124, enz. De kromme r7 wordt dus uit elk der puntenHk geprojecteerd door een kegel van den derden graad,uit een willekeurig punt door een kegel van den zesdengraad. Derhalve heeft 7r7, in Hk, vijf triconische punten. \') Andere triconische punten kan zij niet bezitten. Immersde ribben der kegels, die z1 uit Hk projecteeren, zijntrisecanten en het regel vlak der trisecanten van eenkromme van den zevenden graad is van den graadvijftien, kan dus slechts uiteenvallen in vijf kubischekegels, j De kegel met top Hi wordt langs Hi II2 geraakt door \') Door Dr. P. H. Schoute is aangetoond, dat een dergelijkekromme kan worden voortgebracht door drie halfperspecticf gelcg?Šnvlakkenbundels. (Nieuw Archief voor Wiskunde, 10).



??? het vlak, dat de raaklijnen in Hi en in Bi2 aan z1 bevat.Dit raakvlak is geheel bepaald door Hi H2 en de raaklijnin B12, is dus tevens het vlak dat den kegel met topHo langs Hi H2 raakt. Deze beide kegels moeten elkaardus langs Hi H2 raken en hebben lot doorsnede z ende dubbelgetelcle rechte Hi H>. Wij welen dat in een vlak (p door P de raakpuntenliggen van zes krommen p3 met rechten door P; dezeraakpunten liggen op de co??ncidentiekegelsnede ??2.Hieruit leiden wij af dat door elke zes met P in ?Š?Šn vlakgelegen punten van een kegelsnede gelegd kan worden. Een verder gevolg is, dat men z \' kan beschouwenals de basiskromme van een net van kubische opper-vlakken, die twee aan twee behalve z"\' een 4>2 gemeenhebben, welke kegelsnede z1 in zes punten snijdt. Dezekegelsnede (p2 wordt in de doorsnede van telkens tweeder kubische kegels vervangen door een dubbelrechte. Het punt P worde de pool van z1 genoemd. Daar in elk vlak (p ?Š?Šn kegelsnede <p2 ligt, vormenalle

co??ncidentiekegelsneden een lineair en complex. Â§ 7. De kegelsneden <pgelegen in de vlakken dooreen rechte l, vormen een kubisch oppervlak <I>3, wantdoor elk punt P van l gaat een pp, en de raaklijn inP aan pp bepaalt met l een vlak cp, waarin een kegel-snede (p2 ligt, die door P gaat. Een vlak door l eneen der vijf punten Hk is drievoudig raakvlak aan <I>3,waarin de kegelsnede (p2 bestaat uit twee rechten doorHk, n. 1. uit twee rechten van den kubischen kegel, diede bij een punt P behoorende kromme z~\' uit Hk pro-jecteert. Het oppervlak <P3 bevat de krommen z" welker polenP op l liggen. Anders uitgedrukt: de meetkundige plaatsder krommen z\\ die Hk tot triconische punten en hunpool op l hebben, is een kubisch oppervlak, of ook:de raakpunten van de raaklijnen van de krommen pz, dieeen rechte l snijden, vormen een kubisch oppervlak.



??? Tenslotte beschouwen wij de vlakken cp door eenrechte t, die een p\'s in P aanraakt. De kegelsneden (p2,in die vlakken gelegen, moeten dan alle door P gaanen 4>3 wordt een kubisch oppervlak met een kegel-punt P. Alle kegelsneden cp2 die door een punt P gaan, liggenderhalve in de vlakken van een bundel, omhullen a.h.w.een kegel van de eerste klasse. De complex |<p2\' is dusniet alleen van de eerste orde, maar ook van de eersteklasse, en wordt daarom een bilineaire complex genoemd.Hij heeft vijftien hoofdpunten, n. 1. de vijf punten Hk ende tien punten Bki. Door elk hoofdpunt gaan oc2 kegelsneden. Deze vijf-tien punten zijn tevens hoofdpunten van den complexjr7i, gevormd door de co3 krommen t7 die ieder eender punten van de ruimte tot pool hebben. Â§ 8. Elke p3 wordt uit Hi geprojecteerd door eenquadrikegel, die door H2, H3, II4 en H5 gaat, en uitH2 door een quadrikegel, gaande door Hi, Hs, Hi en H5.Wanneer wij dus twee bundels van <juadrikegelsbesc\\\\o\\i\\ve??\\,?Š?Šn

met basisribben dv>, dia, dn, d15 en ?Š?Šn met basis-ribben dn, c?2s, du, d25, dan zijn alle p3 van de con-gruentie van Reye te verkrijgen als partieele doorsnedendezer twee kegelbundels, die een basisribbe gemeen hebben. Wij kunnen de congruentie van Reye nog op eenandere wijze doen ontstaan. Denken wij ons een netvan quadrinodale kubische oppervlakken, die de vier kegel-punten Hi. .. Hi en nog een vijfde punt H?? gemeenhebben, dan bevatten alle exemplaren van het net dezes ribben van het viervlak Hi II2 H8 H4. Door een willekeurig punt P gaat nu een tot het netbehoorende bundel, waarvan de exemplaren naast dezes genoemde rechten nog een p3 gemeen hebben, diedoor P en de vijf punten Hk gaat. Het samenstel derbasiskrommen van alle tot het net behoorende bundelsis een stelsel 002 van kubische ruimtekrommen, die door



??? vijf vaste punten Hk gaan; maar die krommen vormenjuist de congruentie van Reye. Â§ 9. Door een bijzondere kubische transformatie kande congruentie van Reye afgebeeld worden op een stralen-schoof1). Langs dezen weg kunnen verschillende der hierafgeleide eigenschappen op eenvoudige wijze gevondenworden. Wij beschouwen twee punten X en X\' als aan elkaartoegevoegd, wanneer voldaan wordt aan: xi xi\' = x2 x2\' = x3 x3\' â€” xi x4\'f _Xl______X?_ __X3____X4 01 < / / â€” / 1 1 â€” 1 1 1 â€” / 1 /â€?x2 x3 x4 xi x3 x4 xi x2 x4 xi x2 x3 Een rechte xt = A ak p bk wordt door dezetransformatie omgezet in een kubische ruimtekromme 1 P xk â€”7-i-??T r X au fi bk Het hoekpunt O4 (O, O, O, 1) van het co??rdinatenviervlakgaat over in x2\'x3\'xi\' = 0, xj\'x8\'x4\'=0, xi\'x2\'x4\' = 0,d. w. z. in elk punt van het overstaande co??rdinaten-vlak Oi 02 03 (x/ = 0). Ligt X op Oi 02 (x3 = 0, x4 = 0) dan ligt X\' (x/ x2\' x4\'= 0, xi\'x2\'x3\' = 0 of x/ = 0, x2\' = 0) op 03 Ot.Wanneer dus een rechte een ribbe van het

co??rdinaten-viervlak snijdt, moet de beeldkromme de overstaande ribbesnijden; heeft een rechte een punt (buiten de ribben)met een co??rdinatenvlak gemeen, dan gaat de getrans-formeerde figuur door het overstaande hoekpunt. De transformatie zet een plat vlak ak xk = 0 om eik in â€” = 0 of ^4 ai x2\' x3\' x4; â€” 0, d.i. in een kubischxk oppervlak, dat de zes ribben van het co??rdinatenviervlakbevat en de hoekpunten Oi... 04 tot kegelpunten heeft. \') Dr. Jan de Vries: Congruenties van kubische ruimtekrommenin verband met een kubische transformatie. (Versl. K. A. \\V. 17, blz. 1).



??? Â§ 10. De congruentie [^3] die door vijf punten Ok gaatwordt getransformeerd in een stral?Šnschoofwelker topO5\' aan O5 is toegevoegd. Met de koorde b\' door O5\'naar een willekeurig door Oi... O4 gelegde <r\'3 komtovereen een (33 door de vijf punten Ok, die de rechte s(beeld van <r\'3) tot koorde heeft. De krommen p3, dietwee rechten l en m snijden, gaan door de transformatieover in de rechten door O5\', die op de getransformeerdekrommen a\'3 en (/3 rusten. De kuhische kegels, die a\'3 en p\'3 uit O5\' projecteeren,hebben behalve 05\'Ok (k = 1, 2, 3, 4) nog vijf ribbengemeen. Door O5\' gaan dus vijf rechten, die a\'3 en fj,\'3elk in ?Š?Šn punt snijden. Of: er zijn vijf kubische ruimte-krommen, die door vijf gegeven punten gaan en op tweegegeven rechten rusten. Hieruit volgt dat de krommen p3, die door vijf gegevenpunten gaan en op ?Š?Šn rechte l rusten, een oppervlakvan den vijfden graad, A5, vormen. Dit oppervlak heeft tot beeld den kubischen kegel,die a\'3 uit Oa\' projecteert. De

koorde b\' van a\'3, die door 05\' gaat, is dubbel-ribbe van dezen kegel. Hieruit volgt: de kromme /33, die / tot koorde heeft,is dubbelkromme van A5. (Â§ 2). Een rechte m door Oi heeft tot beeld een rechte m\',eveneens door Oi gaande. Deze beeldrechte heeft metden genoemden projecteerenden kegel buiten Oi nog tweepunten gemeen, waaruit terstond volgt dat Oi drievoudigpunt van A6 is en dat dit oppervlak vijf drievoudigepunten Ot bezit (Â§ 2). De doorsnede van A6 met het vlak Oi 02 OÂ? bestaatuit de rechten Oi 02, Oi 03, 02 08 benevens een kegel-snede, die door Oi, 02, 03 gaat en O4 0& snijdt. Deze kegelsnede vormt met Ot O5 een ontaard exem-plaar der [p3]. Wij zien dat op A5 tien kegelsneden liggen en elfrechten, n.1. de tien rechten Ok Oi en de rechte l. (Â§ 2).



??? Â§11. De vraag, hoeveel krommen der een ge-geven vlak (p aanraken, wordt omgezet in de vraag,hoeveel rechten r\' door (V een kubisch oppervlak 4>\'3met kegelpunten Ok (Â?=1,2,3,4) aanraken. Het pool-oppervlak van O5\' gaat door de vier kegelpunten enheeft tot beeld een quadratisch oppervlak, dat eveneensdoor die punten gaat. De doorsnede van dit beeld-oppervlak met het vlak <p is nu de getransformeerdefiguur van de meetkundige plaats der punten, waar<??>\'3door rechten r\' wordt aangeraakt. Deze doorsnede, een kegelsnede, bevat dus de punten,waar (p door krommen p3 wordt aangeraakt (Â§ 3). Het aantal hoofdraaklijnen van 4>\'3, die door 05\' gaan,bedraagt 1X2X3 = 0, aangezien de raakpunten derhoofdraaklijnen de doorsnede vormen van (J)\'3 met heteerste en het tweede pooloppervlak van O5\'. Door trans-formatie volgt hieruit, dat een gegeven vlak (p door zeskrommen p3 icordt geosculeerd. (Â§ 5). De krommen p3, die de vlakken door P osculeeren, gaanover in de

hoofdraaklijnen der quadrinodale kubischeoppervlakken fJ*\'3, waarin die vlakken worden omgezet,welke hoofdraaklijnen door het beeld P\' van P moeten gaan. De raakpunten dier hoofdraaklijnen liggen op het eersteen het tweede pooloppervlak van P\' ten opzichte vanelk der betrokken kubische oppervlakken <P\'3. De meet-kundige plaats dier raakpunten is een oppervlak IX\'6 metdrievoudige punten Ok {k = 1, 2, 3, 4). Dit oppervlakwordt door een p3 in 3X0 â€” 3 X ^ â€” G punten ge-sneden. Dus is de meetkundige plaats van de raakpuntender osculatievlakken door P een oppervlak van denzesden graad, 126 (Â§ 5). De raaklijnen uit 05\' aan <I>\'3 vormen een kegel vanden zesden graad, want zij vormen de doorsnijding van<I>\'3 met het eerste pooloppervlak van O5\'. Deze kegel K\'6 heeft vier dubbelribben O5\' Ok. Meteen willekeurige, door de vier punten Ok gelegde p3 heeftK\'\\ buiten Ok, nog tien punten gemeen.



??? Hieruit volgt dat de krommen pA die het vlak <p aan-raken een oppervlak van den tienden graad, (P10, vormen;want deze meetkundige plaats heeft met een rechte stien punten gemeen. Een willekeurige rechte door Oi snijdt K\'6 nog invier punten. Haar beeld is een andere rechte door Oi,waarop buiten O! vier punten van <I>10 liggen. Elk der vijf punten Ok is dus zesvoudig punt van(Â§ 5). De doorsnede van <P10 met Oi 02 03 beslaat uit dedubbelrechten Oi 02, Oi 03, 02 03 en een kromme vanden vierden graad met vier dubbelpunten, n.1. Oi, 02,03 en de doorgang van de dubbelrechte 04 O5. Dezevierdegraadskromme ontaardt dus in twee kegelsneden,welke met 04 O5 ontaarde exemplaren der [V] vormen,die O aanraken. Het blijkt dus dat <I>10 tien dubbelrechtenen twintig kegelsneden bevat. (Â§ 5). De omhullingskegels Ki\'Â° en K2\'6 uit Os\' naar tweekubische oppervlakken <J>i\'3 en f{>2\'3 met vier gemeen-schappelijke kegelpunten Ok hebben gemeen de vierdubbelribben O5\' Ok, die

voor zestien gemeenschappelijkeribben zijn te tellen, en verder nog twintig ribben. Door toepassing van de transformatie volgt hieruitdat twintig p3 der congruentie twee gegeven vlakken aan-raken. (Â§ 5).



??? HOOFDSTUK II. De eerste algemeene congruentie van Yeneroni. Â§ 1. Wij beschouwen twee bundels van quadratischeoppervlakken met een gemeenschappelijke basisrechte b.De basis van den bundel (^??2) bestaat uit een kubischeruimtekromme <ri3 met een harer koorden b, de basisvan den bundel (4>22) uit een kubische ruimtekrommef23 met een harer koorden b, die tevens koorde van a\\3 is. De doorsnede van elk oppervlak 4>i2 met elk opper-vlak fy??2 bestaat uit b en een kromme p3, zoodat debeide bundels een [/j3] voortbrengen. Deze congruentie werd het eerst aangewezen doorVeneroni. *) Blijkbaar zijn <n3, <r23, b singuliere lijnen der fy3].Elke p3 heeft vier punten met <ri3, vier met <r23 en tweemet b gemeen, zoodat b gemeenschappelijke koorde is. Door een willekeurig punt P wordt ?Š?Šn oppervlak<I>i2 en ?Š?Šn oppervlak <J>22, dus ?Š?Šn p3 bepaald. Op een willekeurige rechte l snijden de bundels (^??2)en (<!>!>2) twee quadratische involuties in. Het gemeen-schappelijk

paar dezer I2 bestaat uit punten, die zooweltot een oppervlak 4>i2 als tot een oppervlak <I>22 be-hooren, dus uit punten van een p3, welke l tot koorde heeft. De congruentie is dus bilineair. Elk punt Si van <n3 draagt ?Š?Šn oppervlak <I>22, maaralle oppervlakken (J>i2; door Si gaan derhalve krom-men p3, die op het door Si bepaalde oppervlak <I>22liggen. Elk punt van <ri3 is d??s singulier en de beide \') E. Veneroni: Sopra aleuni sistemi (li cubichc gobbe. (Rend.Palermo, 16, 209).



??? basiskrommen tri3, <r23 zijn singuliere krommen van detweede orde. Door een punt B van b gaan co1 krommen p3, dieieder met b de doorsnede vormen van een oppervlak<J>i2 met een oppervlak 4>22, welke elkaar in B aanraken,omdat B dubbelpunt hunner doorsnede is. Voegt men aan elk oppervlak <??>i2 het oppervlak <J>22toe, dat ^??2 in B aanraakt, dan ontstaat een projectiviteittusschen de bundels van quadratische oppervlakken.Deze brengt als meetkundige plaats der doorsneden(b, p3) een oppervlak van den vierden graad, Sy, voort. Hieruit volgt terstond dat de gemeenschappelijke koordeb singuliere rechte van de vierde orde is. In een willekeurig vlak door B liggen als doorsnedenvan de bundels (<I>i2) en (<J>22) twee bundels van kegel-sneden (?“r) en (<ps2), waarvan B en de drie doorgangenvan (Ti3 (tr23) de basispunten zijn. Tot de gemeenschap-pelijke punten van een willekeurige kegelsnede cpi2 methet oppervlak Sp behooren B, de twee andere snijpuntenvan <p 12 met

de toegevoegde (p22, en de drie op <ri3gelegen basispunten van (pt2. In B vallen dus driesnijpunten samen, waaruit volgt, dat het oppervlak Sbeen monoide is met drievoudig punt B. Daar elk exemplaar der [p3] vier punten met <n3 envier met <r23 gemeen heeft, bevat S3 de beide singulierekrommen. Â§ 2. Een willekeurige kromme p3 snijdt de mono??deSg in vier punten van n3, vier punten van o-23 en tweepunten van b. Deze laatste punten moeten dus dubbelgeteld worden, waaruit wij zien, dat de mono??de derechte b tot dubbelrechte heeft. Ook de kubische raakkegel in B aan Sp heeft b totdubbelrechte en snijdt Sp dus nog in acht rechten. Eendergelijke rechte kan tot een ontaarde figuur p3 behooren. De rechten tf, die bestanddeelen zijn van figuren p3en b snijden, vormen een regelvlak. In elk vlak (p door



??? b ligt ?Š?Šn rechte d; want zijn Si, S2 de doorgangenvan Â?ri3, ??"23 die niet op b liggen, dan bepaalt een puntQ der rechte Si S2 een oppervlak <fÂ?i2 en een oppervlakÂ?J>22, die ieder drie punten van Si S2 bevatten (waar-onder ?Š?Šn punt op b). De doorsnede dier oppervlakkenmoet dan bestaan uit de rechten b en d = SiS2 eneen kegelsnede Het regelvlak {d) heeft de singuliere lijnen b, <r 13, o-23 totrichtlijnen en zou dus van den graad 2 X 1 X3X3=18moeten zijn. Het ontaardt echter in vier kubische kegelsen een regelvlak van den zesden graad, S\'6. Immers uit elk der beide snijpunten van ??i3 met bwordt C23 geprojecteerd door een kubischen kegel, diebestaat uit rechten, welke op de drie singuliere lijnenrusten. Deze kegels behooren, evenals de beide kubischekegels, die <n3 uit de snijpunten van 023 met b projec-teeren, tot de meetkundige plaats der rechten d. Het vijfde bestanddeel dezer meetkundige plaats isdus een regelvlak S-fi, en daar een willekeurig vlak doorb slechts ?Š?Šn

rechte d bevat, is b vijfvoudige rechte vanb wordt dus in elk punt B door vijf rechten d gesneden. Onder de acht rechten der mono??de Sjj, die door dentop gaan, bevinden zich dus vijf bestanddeelen van ont-aarde figuren p3. *) Door B gaan derhalve drie singulierekoorden, die parabolisch zullen zijn. Â§ 3. Ter bepaling van den graad van de meetkun-dige plaats der kegelsneden die tot ontaarde figurenp3 behooren, merken wij op, dat elk oppervlak 4>i2met<r23 vier punten S2 gemeen heeft, die niet op b liggen.E?Šn der rechten van cI>i2 door zulk een punt S2 rustop b en tevens op a-23. Daar door die rechte tevenseen bepaald oppervlak <J>22 kan gelegd worden, bevat \') Dit kan ook aldus worden ingezien: de kegels, die <7,8 en <j*uit B projecteeren. hebben langs b vier rechten gemeen; de overigovijf gemeenschappelijke rechten zijn rechten d.



??? <i>i2 minstens vier rechten d. Voegen wij nu aan hetoppervlak <I>i2 de oppervlakken $22 toe, die met <l>i2een rechte d gemeen hebben, dan worden de opper-vlakken der beide bundels gerangschikt in een verwant-schap (4, 4). Hun doorsnede heeft dan tot meetkundigeplaats een oppervlak van den zestienden graad, datuiteenvalt in het regel vlak en het oppervlak A10,gevormd door de kegelsneden De verwantschap (4, 4) snijdt op b een (4, 4) in;b moet derhalve achtvoudig zijn op de geheele meet-kundige plaats, en daar zij vijfvoudige rechte van S6 is,ligt zij drievoudig op A10. Ook <n3 en <r23 zullen drievoudig op A10 liggen.Immers op een rechte, die <ri3 (<r23) snijdt, wordt doorde (4, 4) een (8, 4) ingesneden; n3 (<r23) moet dusviervoudig op de geheele meetkundige plaats en drie-voudig op A10 in rekening worden gebracht. Een rechte g, die deel uitmaakt van een ontaardefiguur p3 en b kruist, moet door twee rechten d, d\', welkeg en b snijden, aangevuld worden tot de doorsnede

vaneen oppervlak 4>i2 met een oppervlak <??>22. Nu moeteng, d, d\' samen vier punten van elke singuliere krommebevatten. Hieruit leiden wij af, dat g gemeenschappelijkekoorde van m3 en a-23 moet zijn. Daar twee kubische ruimtekrommen tien gemeenschap-pelijke koorden bezitten en b gemeenschappelijke koordevan 3 en <r23 is, zijn er negen figuren p3, die uit drierechten bestaan. Â§ 4. Trekt men uit een willekeurig punt P koordennaar de krommen der L^3] dan vormen de steunpunteneen oppervlak Tip met kegelpunt P. De raakkegel inP projecteert de kromme pl> (die door P gaat). De door-snede van het oppervlak lip met dezen kegel bestaatuit pp en vijf singuliere koorden. Immers een buiten py> gelegen gemeenschappelijk puntQ draagt een p3 met- een koorde langs PQ; echter is



??? PQ ook koorde van pp; zij is dan koorde van oc1 p3,dus singulier. Tot de vijf singuliere koorden door P behoort dekoorde kx, welke <ri3 door P zendt. Deze koorde ligttoch op het oppervlak 4>i2 dat door P gaat, en wordtdoor de exemplaren van den bundel (<??>22) in een qua-dratische involutie gesneden, draagt dus co1 paren steun-punten van krommen p3. Hetzelfde geldt voor de koordek2, welke a-23 door P zendt. De drie andere singuliere koorden s worden door debundels (<??>i2) en (<??>22) in dezelfde involutie gesneden;zij behooren tot een stralencongruentie van de derde orde. Wanneer P op b ligt wordt de involutie op b para-bolisch. De co1 krommen p3 door P hebben dan allenb tot koorde. Daar b gemeenschappelijke koorde van <ri3 en <r23 is,vervangt zij de twee singuliere koorden ki, k2. Wij bepalen nog het aantal singuliere koorden in eenwillekeurig vlak cp. De mono??de Sb, behoorende bij den doorgang B van b,snijdt cp in een kromme 0i, waarop de puntenparenliggen, die met B

tripels vormen van de involutie, welkede congruentie in Cp bepaalt. Een willekeurige rechte l in cp snijdt cp4 in vier punten.Wanneer nu een punt P de rechte l doorloopt, gaat derechte /> = P\'P", die door de involutie aan P is toe-gevoegd, viermaal door B; p omhult dus een krommevan de vierde klasse, A*. De singuliere kromme <ri3 snijde cp in de puntenAi, A2, Ag. De koorde Ai A2 is singuliere koorde der[/j3] en draagt dus oo1 paren der I3, waarvan het derdepunt op A3 B ligt. Bijgevolg is Ai A2 raaklijn van elkekromme A4 in cp, wat eveneens geldt voor Ai A3, A2 Asen de drie in cp gelegen koorden van <r23. Onderstellen wij nu dat in cp een singuliere koorde sligt, op welke de bundels (<J>i2) en (<1>22) dezelfde involutieinsnijden. In cp vinden wij twee bundels van kegelsneden,



??? tusschen welke wij een projectief verband leggen doorde kegelsneden, die op s hetzelfde puntenpaar insnijden,aan elkaar toe te voegen. De projectiviteit brengt een figuur van den vierdengraad voort; deze figuur bestaat uit de singuliere koordes en een kromme van derden graad, /33, met dubbel-punt B. De kromme /33 is blijkbaar de meetkundigeplaats van het derde punt der tripels, waarvan tweepunten op s liggen. Daar de rechte l drie punten P met (33 gemeen heeft,draagt s drie paren P\' P" en is s drievoudige raaklijnvan de kromme A4. De krommen A4 en ,u4, omhuld door de rechten, welkedoor de involutie worden toegevoegd aan de punten vantwee rechten l en m, hebben 16 gemeenschappelijkeraaklijnen. Daartoe behooren: 1Â° de gemeenschappelijkeraaklijn, die toegevoegd is aan het snijpunt van lenm;2Â° de zes in <p gelegen koorden van <ri3 en <r23; 3Â° ?Š?Šnsinguliere rechte s, die negenvoudige gemeenschappelijkeraaklijn is. Een willekeurig vlak (p bevat dus drie singuliere

koordenki, drie singuliere koorden k2, en ?Š?Šn singuliere koorde s. Hieruit volgt dat de singuliere koorden van de eerstealgemeene congruentie van Veneroni twee stralencongruenties(1, 3) en ?Š?Šn stralencongruentie (3, 1) vormen. Â§ 5. Wij onderzoeken thans het oppervlak A, ge-vormd door de krommen p\'-\\ die een willekeurige rechtel snijden. Het oppervlak <I>22, gaande door een puntSi van tri3 ontmoet l in twee punten; I snijdt dus tweep3 die door Si gaan, dus is <ri3, en analoog ??-23, dubbel-kromme op het oppervlak A. De mono??de S^ snijdt l in vier punten; derhalve ont-moet l vier pa die door B gaan en is b viervoudigerechte op A. Zij x de graad van A, dan bestaat de doorsnede vantwee dergelijke oppervlakken, behoorende^bij de rechten



??? l en m, uit de x krommen p3 die de beide rechten l en msnijden en uit de singuliere lijnen. Daar b zestienmaal en <ri3, cr23 elk viermaal in rekeninggebracht moeten worden, voldoet x aan de vergelijkingx2 = 3x 16 2X3X4of x2 â€” 3 x â€” 40 = 0.waaruit volgt x = 8. Het oppervlak A is dus van den achtsten graad. Hetheeft de kromme p\\ (die l tweemaal snijdt) tot dubbel-kromme, en bevat, behalve l, zestien rechten en zestienkegelsneden, daar l zes punten met en tien puntenmet A10 gemeen heeft. Een vlak cp door l snijdt A8 nog in een kromme cp7.Deze heeft een viervoudig punt in den doorgang B vanb en zeven dubbelpunten in de doorgangen van <n3, <r23en den doorgang van p\\, die niet op l ligt. Zij snijdtl in de steunpunten der dubbelkromme p] en in deraakpunten van vijf krommen p\'6. Hieruit volgt dat de meetkundige plaats der punten,waar een vlak Cp door krommen der [/j3] aangeraaktwordt, een kromme van den vijfden graad, cp5, is. Deze aanrakingskromme heeft drie punten Si met

cri3en drie punten S2 met <r23 gemeen, terwijl zij een drie-voudig punt B op b bezit. Is Si n. 1. een snijpunt van <ri3 met cp, dan wordthet door Si bepaalde oppervlak (I)22 door cp in eenkegelsnede gesneden. Alle oppervlakken <J>i2 snijden 4>22volgens go1 krommen p3 die door Si gaan. De door-gangen dezer oc1 krommen p3 met cp vormen op dekegelsnede een involutie van puntenparen, die met Sipuntentripels vormen. E?Šn der paren bestaat uit Sien een ander punt, dus is er ?Š?Šn p3, die cp in Siaanraakt. De mono??de Sb wordt door ^ gesneden in een krommecp4 met drievoudig punt B. Ook op deze rationale cp4wordt een involutie ingesneden. Elk der drie in Bsamenvallende punten bepaalt een paar, dus wordt cp



??? in B door drie krommen p3 aangeraakt en is B drie-voudig punt van cp5. Daar cp5 met een oppervlak As, behoorende bij eenniet in Cp gelegen rechte m, 40 punten gemeen heeft,zou de meetkundige plaats der krommen p3, die eenvlak (p aanraken, een oppervlak van den graad 40 zijn.Wij moeten echter bedenken, dat cp6 een drievoudigpunt B op b en zes punten Si, S2 op de singulierekrommen heeft, terwijl A8 viermaal door b en tweemaaldoor tri3, <r23 gaat. De punten B, Si, S2 vertegenwoor-digen daarom 3X4 6X2 = 24 punten van dedoorsnede van cp5 en A8. Hieruit volgt dat de meetkundige plaats der aan Cprakende krommen p3 een oppervlak van den zestiendengraad, <?•>1C, is. Dit oppervlak heeft b tot achtvoudige rechte. Immerscp snijdt de mono??de van een willekeurig punt B* ineen kromme /34, die een dubbelpunt B op b en zespunten Si, S2 op de singuliere krommen heeft. Deze/34 heeft met de aanrakingskromme cp5 (die B tot drie-voudig punt heeft en door de zes punten Si,

S2 gaat)slechts 20 â€” 6 â€” 6 = 8 punten gemeen, die krommenp3 bepalen, welke door B* gaan en cp raken. Zij nu Si* een willekeurig punt van <ri3; het door Si*gelegde oppervlak <P22 snijdt cp in een kegelsnede, diedoor B en drie punten S2 gaat en daar cp5 in 3 3=6punten snijdt. Er liggen dus op cp5 slechts vier punten,waar een door Si* gaande p3 aan cp raakt; m. a. w.0*13 (<r23) is viervoudige kromme op (I),\\ De meetkundige plaats der rechten d gaat vijfmaaldoor b en eenmaal door <n3, <r23. De doorsnede vanCI>16 met bestaat dus uit veertigmaal b, viermaal<7i3, <r23 en nog 32 rechten. Daar de meetkundige plaats A10 der kegelsneden <??2alle singuliere lijnen driemaal bevat, bestaat de door-snede van <I>16 met A10 uit vierentwintigmaal i, twaalf-maal <ri3, <r23 en nog 32 kegelsneden.



??? Het oppervlak 4>10 draagt dus 32 rechten en 32 kegel-sneden; dit is het dubbele aantal van de op A8 voor-komende d en Een ander vlak \\p snijdt 4>16 in een kromme \\p16 meteen achtvoudig punt op b en zes viervoudige punten opei3, ??"23. De aanrakingskromme in heeft een drie-voudig punt op b en zes enkelvoudige punten op <ri3, a-23. Van de 80 snijpunten van \\pu\' met \\prÂ° liggen er dus8 X 3 6 X 4 â€” 48 op de singuliere lijnen. In deoverige 32 snijpunten wordt aangeraakt door krommenp3, die ook (p aanraken. Twee ivillekexirige vlakken worden dus door 32 krommender [/j3] aangeraakt. Op analoge wijze als in Hoofdstuk I, Â§ 6, kan bewezenworden, dat de raaklijnen der p3 een complex van denzesden graad vormen en dat de raakpunten van deraaklijnen, uit een punt P naar de krommen der [/j3]getrokken, op een ruimtekromme van den zevenden graad,tt\\ liggen. De aanrakingskrommen <Â?5, gelegen in de vlakkendoor een rechte l, vormen een oppervlak van den zesdengraad,

<I>6, want door elk punt P van l gaat ?Š?Šn ^p, ende raaklijn in P aan /j|> bepaalt met l een vlak, waarineen kromme cp5 ligt, die door P gaat. Anders uitgedrukt: de raakpunten van de raaklijnen,die een rechte l snijden, vormen een oppervlak van denzesden graad. Dit oppervlak heeft b tot drievoudige rechte. Â§ 6. De doorsnede van het oppervlak <J>16 (Â§ 5) meteen vlak (p bestaat uit de aanrakingskromme , diedubbel in rekening gebracht moet worden, en de com-plementaire kromme (p\\ de meetkundige plaats van dedoorgangen der p3, die <p aanraken. In een gemeenschappelijk punt van cp6 en <p" wordt<p door een p3 geoscideerd (Hoofdstuk I, Â§ 5). Die puntenzijn raakpunten van cpb met cp\\



??? Nu heeft 06 zeven dubbelpunten B, Si, S2. Immersde oppervlakken Sb, ^i2, $22, die bij deze punten be-hooren, worden door 0 gesneden in krommen, waaropde ps involuties I2 bepalen. De krommen p3, die cpraken in een dubbelpunt dier I2, snijden <p6 in B, Si ofS2. Deze zeven punten moeten dus dubbelpunten van<p6 zijn. Daar (p5 een drievoudig punt B en zes dubbelpuntenSi, S2 bezit, hebben <p5 en 06 in deze zeven punten3X2 6X2=18 punten gemeen. Verder raken zij elkaar dus in (30 â€” 18): 2 = 6 punten,waaruit volgt: Er zijn zes krommen der [p3] die een willekeurig vlak0 osculeeren. Zooals wij zagen, heeft de aanrakingskromme (p5 driepunten in B en zes punten Si, S2, terwijl de comple-mentaire kromme 0" zeven dubbelpunten B, Si, S2 bezit.Nu vormen 06, tweemaal gerekend, en 0Â° de doorsnede0U van 4>18 met 0. Deze doorsnede moet dan achtpunten in B en vier punten in de zes doorgangen van<Ti3, ??"2s hebben. Dit komt overeen met wat wij in Â§ 5voor de

veelvuldigheid der singuliere lijnen op <I>"vonden. Wanneer 0 om l wentelt, beschrijft 0n een oppervlakvan den achtsten graad. Immers de vlakken van denbundel met l tot as snijden op de door een punt Pvan l gaande pp een involutie I2 in. De co??ncidentiesdezer involutie bepalen twee raaklijnen van pp, die lsnijden, dus twee vlakken, waarin P een punt van 00 is.Daaruit volgt, dat l dubbelrechte van de meetkundigeplaats (0") is, zoodat deze meetkundige plaats een opper-vlak <J>8 moet zijn. Voegt men in elk vlak door l de snijpunten C van lmet 06 toe aan de snijpunten G\' van l met 0\\ danontstaat een verwantschap (G, G\') die een (6, 10) blijktte zijn. Een co??ncidentie G = G\' bepaalt een punt,waar 0 drie samenvallende punten met een pz gemeen



??? heeft, dus een osculatievlak is met C = C\' tot raakpunt. Op elke rechte l liggen dus acht punten, welker oscu-latievlak door l gaat. Hieruit besluiten wij, dat demeetkundige plaats der punten, die hun osculatievlakdoor een punt P zenden, een opper dak van den negendengraad, IX9, is. In het raakvlak p van <I>22 in Si liggen twee be-schrijvenden, waarvan er een (a) door de eveneens opgelegen rechte b wordt gesneden; de andere (/) is,evenals b, koorde van elke op fJ>22 gelegen p3 en heeftmet zulk een p3 buiten Si nog een punt L gemeen.Alle p3 van <I>22 raken p in Si aan langs een rechte ren snijden p op l. De bundel, gevormd door deze p3,snijdt op l een puntenreeks in, dus zal slechts ?Š?Šn p3het vlak p in Si osculeeren. Daar verder elke straal r door Si, als raaklijn vaneen p3, een ander osculatievlak draagt, gaan door eikenstraal r twee osculatievlakken, n.1. p en het osculatie-vlak der p3, die r tot raaklijn heeft. De osculatievlakkenomhullen dus een quadrikegel met top Si. Twee dier

osculatievlakken gaan door een willekeurigpunt P, m. a. w. ??"i3 (a-Â?3) is dubbelkromme op het opper-.vlak ??9. Van de snijpunten eener willekeurige p3 met fl9 liggener nu drie in de raakpunten der osculatievlakken, welkep3 door P zendt en zestien in de steunpunten van p8op Â?Ti3, <r23. De overige acht punten moeten op b liggen,en daar b koorde van p3 is, zal zij viervoudige rechte opÂ?29 zijn. Op een rechte l liggen acht punten, welker osculatie-vlak door l gaat. Daar in een willekeurig vlak door lnog zes punten liggen, waar het vlak door krommen p3geosculeerd wordt, liggen de raakpunten der osculatie-vlakken die door l gaan, op een ruimtekromme au, welkel tot achtvoudige snijlijn heeft. Â§ 7. De congruentie van Reye is te beschouwen als



??? een bijzonder geval dezer algemeene congruentie. Zijwordt n.1. verkregen als partieele doorsnede van tweebundels van quadrikegels, die een ribbe Hi H2 en driepunten H3, H.t, H5 buiten deze gemeen hebben. Alle aldus verkregen krommen p3 gaan toch door vijfvaste punten Hi----H??.



??? HOOFDSTUK III. De tweede algemeene congruentie van VENERONI. Â§ 1. De congruentie van Reye kan, zooals in Hoofd-stuk I, (Â§ 8) werd aangetoond, worden beschouwd alshet samenstel van de basiskrommen der bundels vanquadrinodale kubische oppervlakken, die de vier kegel-punten en nog een vijfde punt gemeen hebben. Dedoorsnede van twee dier oppervlakken bestaat dan uitde basisfiguur van den zesden graad, gevormd door dezes ribben van het viervlak, dat de kegelpunten tothoekpunten heeft, en een kubische ruimtekromme p3. Beschouwen wij nu, meer algemeen, het net van kubischeoppervlakken 4>3t die door een vast punt H en een krommevan den zesden graad en het geslacht drie, <r??, gaan. Elke tot dit net behoorende bundel (<J>3) heeft tot basis(j-6 en een p3. Deze p3 vormen een bilineaire congruentie,want elk punt P bepaalt ?Š?Šn bundel (<I>3), wiens basis-kromme p3 door de punten P en H gaat; en de kubischeinvolutie van den tweeden rang, door het net op

eenrechte l ingesneden, heeft ?Š?Šn neutraal paar; dit bestaatuit punten, die tot co1 oppervlakken CI>3 behooren endus ?Š?Šn p3 dragen, welke l tot koorde heeft. Deze congruentie werd het eerst aangewezen doorVeneroni \') en later door Stuyvaert 2) langs analytischenweg uitvoerig behandeld. Een rechte l door P wordt door ?Š?Šn p3 in een punten- 1 \') E. Veneroni: Sopra alc.uni sistcmi di cubiche gobbe. (Rend.Palerrao, 16, 209). 2 ) M. Stuyvaert: Une congruente lineaire dc cubiques gauches.(Buil. de 1\'Acad?Šmie royale de Belgique, classe des sciencea. nÂ°. 5,470, 1907):



??? paar Q, Q\' gesneden. De meetkundige plaats dezerpunten is een oppervlak ITp met kegelpunt P (Hoofd-stuk I, Â§ 6). De kegel K2, die de door P gaande ^puit P projecteert, heeft met lip, behalve pp, vijf rechtendoor P gemeen. Daartoe behoort de rechte P H, want elk punt vanPH draagt een p3, die ook door H gaat, dus P H totkoorde heeft. De rechte P H is blijkbaar een parabolisch singulierekoorde. Op elk der overige vier rechten s moet het net [<P3]een quadratische involutie insnijden, want zooals wij reedseerder aangetoond hebben, zijn de gemeenschappelijkerechten van ??p en K2 singuliere koorden. Daartoe ishet noodzakelijk, dat de rechten s op de kromme ffc\' rusten. De kegel, die <rÂ° uit P projecteert, en de kegel K2hebben twaalf gemeenschappelijke ribben; daartoe be-hooren de vier rechten s. De overige acht moeten dusgaan door snijpunten van pp met <r??, d. w. z. elke p3 dercongruentie rust in acht punten op de kromme ff\'. De congruentie omvat derhalve alle krommen ps,

diedoor het hoofdpunt II gaan en ieder in acht punten opeen singuliere kromme van den zesden graad en hetgeslacht drie rusten. Â§ 2. Zal een p3 door een punt S van ff6 gaan, danmoet zij met ff6 een basisliguur vormen, die in S eendubbelpunt heeft. De oppervlakken van den bundel(<P3), die een dergelijke p3 bepaalt, ^ moeten elkaar danin S raken. Kiezen wij nu twee willekeurige bundels (<I>i3) en (<P23)uit het net [(P3] en voegen wij aan elk oppervlak <Pi3het oppervlak <P28 toe, dat <IV in S raakt, dan brengende daardooi\' projectief geworden bundels een meetkun-dige plaats van den graad zes voort. Deze meetkundigeplaats bestaat uit het oppervlak <P3, dat de bundels gemeenhebben en een oppervlak S3, dat een monoide moet zijn.



??? Immers een willekeurige rechte door S mag dat opper-vlak nog slechts in ?Š?Šn ander punt snijden, daar zijanders koorde van twee, dus van go1 krommen p3 zouzijn, wat ons tot het besluit zou voeren, dat door S cc1singuliere koorden zouden gaan, hetgeen ongerijmd is. Daar de door S gaande congruentiekrommen eenkubische mono??de vormen, is <rt; singuliere kromme vande derde orde. Het oppervlak Tip moet de singuliere kromme <r6 be-vatten, daar pp acht punten met <x6 gemeen heeft. Van detwaalf gemeenschappelijke punten van ??p met een wille-keurige p3 liggen er dus acht op <rr\', twee op de koorde,die de p3 door P zendt, en twee in H. Hieruit blijkt, dat lip in H een tiveede kegelpunt hee??t. Uit de beschouwing van de vlakke doorsnede vanTip, welke doorsnede een kromme 04 met dubbelpunt Pis, kan weder afgeleid worden, dat de raaklijnen vande krommen der [p3] een complex van den zesden graadvormen, en dat de meetkundige plaats van de raakpunten. der raaklijnen door

een willekeurig punt P een ruimte-kromme van den zevenden graad, ;r7, is. De kegel Kfi, welke t7 uit een harer punten P pro-jecteert, heeft een keerribbe P H en vier dubbelribben,n. 1. de vier singuliere koorden s door P. Immers de beide co??ncidenties der quadratische invo-lutie I2, die door het net [(J)3] op een rechte s wordtingesneden, bepalen de raakpunten van twee raaklijnenuit P, dus twee punten, welke s met x1 gemeen heeft. Â§ 3. Door een punt S van <r" gaan zes, op de mono??deS3 gelegen, rechten. Daartoe behooren de drie trise-canten t van <r", die in S samenkomen. Deze makendeel uit van ontaarde figuren p3, want door een wille-keurig punt van een trisecante t gaan nog co1 oppervlakken4>3, die allen vier punten met t gemeen hebben. De ps,die door den bundel (<I>3) wordt aangewezen, moet danuiteenvallen in de trisecante t en een kegelsnede



??? De overige drie, in S samenkomende rechten dermono??de S3 zijn parabolisch singuliere koorden. Door centrale projectie uit S op een vlak 0 door Hgaan de go1 op S3 gelegen p3 over in een bundel vankegelsneden (cp2); de basispunten van dien bundel zijn Hen de doorgangen Bi, B2, B3 der op S3 gelegen para-bolisch singuliere koorden. Het lijnenpaar Bi B2, B3 H is het beeld van een trise-cante t in het vlak Bi S B2 en een kegelsnede in hetvlak B3 S H. Hieruit volgt, dat door S drie kegelsneden gaan, die op de mono??de S3 liggen, en dat de mono??denog drie kegelsneden Â?52 bevat, die niet door S gedragenworden; en verder dat, behalve de drie trisecanten tdoor S, nog drie trisecanten van <rfi op de mono??deworden gevonden. Daar elk punt S van <rc\' drie trisecanten t en driekegelsneden ?¨>2 draagt, is <rÂ° drievoudige kromme zoowelop de meetkundige plaats (t) als op de meetkundigeplaats (22). Wij kunnen nu den graad dezer meetkundigeplaatsen bepalen. De meetkundige

plaats (32) snijdt de mono??de S3 inzes kegelsneden 32 en in de singuliere kromme <f\\ dieenkelvoudig op S3 en drievoudig op (22) ligt. Zij x de graad van het oppervlak (22), dan moet x dusvoldoen aan de vergelijking 3X=:6XH3X6waaruit volgt x = 10. Zij verder y de graad van het oppervlak (f), dan heefty te voldoen aan 3y = 6 3X6waaruit volgt y = 8. De kegelsneden die behooren tot ontaarde figurenp3, vormen dus een oppervlak van den tienden graad,A10, terwijl de rechten t, welke deze kegelsneden totfiguren p3 aanvullen, een regelvlak van den achtsten graad,S8, vormen. Van de 30 snijpunten eener willekeurige ps met A10



??? liggen er 8 X 3 in de acht punten, waar p3 op s-6 rust.De zes andere punten vallen in H samen, dus is hethoofdpunt H zesvoudig punt van A10. Het hoofdpunt H is echter niet op gelegen, wantde 24 snijpunten eener willekeurige p3 met dit regelvlakvallen drie aan drie in de acht punten, waar de p3 opde singuliere kromme r* steunt. Een koorde uit H naar ??"6 getrokken snijdt B8 in achtpunten, waarvan er zes in de beide steunpunten derkoorde samenvallen (want <t6 is drievoudige kromme vanS*). De koorde snijdt dus twee trisecanten t en vormtmet hen een ontaarde figuur p3. Daar <r6 van het geslacht drie is en dus zeven schijn-bare dubbelpunten bezit, kan men uit H zeven koordennaar <rB trekken. Er zijn derhalve zeven figuren p3, die uit drie rechten bestaan. Â§ 4. In een vlak 0 snijdt de congruentie een kubischeinvolutie in, die de zes doorgangen Sk van <r6 tot singulierepunten van de derde orde heeft; want de monolde met topSk snijdt 0 in een nodale kubische kromme 03, die Sk

totdubbelpunt heeft en door de overige vijf punten S gaat. Zij Qi Q2 Q3 een tripel dezer involutie. Wanneer Qieen rechte l doorloopt beschrijven de beide toegevoegdepunten Q2, Q3 een kromme 0, die driemaal door elksingulier punt Sk gaat. De krommen (p, <p\' behoorendebij de rechten l, l\' hebben in de punten Sk 6 X 9 = 54punten gemeen; verder de beide punten, behoorende bijeen co??ncidentie Qi = Q/ en tenslotte zooveel puntenals de graad van cp bedraagt. Want door een snijpuntQi van l met cp\' wordt een tripel der involutie aange-wezen, waarvan een punt Q2 op l\' ligt; het derde puntQ3 moet dan gemeenschappelijk punt van 0 en cp\' zijn. De graad x van -0 wordt nu gevonden uit de vergelijkingx2 â€” x 56of (x - 8) (x 7) = 0. Dus is 0 een kromme van den achtsten graad.



??? Hieruit volgt verder, dat de meetkundige plaats dei-krommen p3, die de rechte l snijden, een oppervlak vanden negenden graad, A9, is; immers met een vlak doorl heeft zij nog een kromme (p8 gemeen. De graad van het oppervlak A kan ook op de vol-gende wijze bepaald worden. Daar l drie punten gemeen heeft met elke mono??deS3, dus elk punt S van <rG drie krommen p3 draagt, diel snijden, moet <r6 drievoudige kromme op het oppervlakA zijn. De doorsnede van twee oppervlakken A en A\', be-hoorende bij de rechten l en l\', zal bestaan uit de xkrommen p3, die l en l\' snijden en uit negenmaal desinguliere kromme <r\\ Uit de vergelijking x2 = 3 x 54volgt dan x =9. Beschouwen wij twee bundels (<IV) en (<1>23) uit hetnet [<P3]. Aan elk oppervlak ^??3 voegen wij de drieexemplaren 4>23 toe, welke <V op de rechte l ontmoet.De bundels worden daardoor in een verwantschap (3,3)gerangschikt. Op een andere rechte m bepaalt deze een verwant-schap (9,9), zoodat de in een (3,3)

gerangschikte bundelseen meetkundige plaats van den achttienden graad voort-brengen. Daar de bundels tot een net behooren, hebben zij ?Š?Šnexemplaar <I>3 gemeen. Zij Pk een zijner snijpunten met de rechte m. Dedrie in de (3,3) aan dit oppervlak <P3 toegevoegde exem-plaren vallen met <I>3 samen, zoodat het oppervlak driemaalvoor de meetkundige plaats in rekening gebracht moetworden. Als meetkundige plaats van de krommen p3, welke lsnijden, blijft dus over een oppervlak van den negendengraad, A9. Het oppervlak A9 bevat de rechte J, heeft de krommep\\ (welke l tweemaal snijdt) tot dubbelkromme en bezit



??? voorts achttien trisecanten t van trB en achttien kegelsnedendaar l acht punten met 58 en tien punten met A10gemeen heeft. Van de 27 snijpunten eener willekeurige p3 met A9liggen er 8X3 in de punten, waar de p3 op </\' rust;de drie overige punten vallen in H samen. Het hoofd-punt H is dus drievoudig punt van A9. De kromme <$8, welke een vlak door l op A9 bepaalt,snijdt l in de steunpunten der dubbelkromme p\\ en in\' zes andere punten, waar (p door krommen p3 wordtaangeraakt. De meetkundige plaats dezer raakpunten is dus eenkromme van den zesden graad, <pG, die zes dubbelpuntenSk op <t6 heeft. Met een ander oppervlak A9 heeft de aanrakings-kromme 54 punten gemeen, waarvan er G X 6 = 36op <r(i liggen, want de zes doorgangen Sk van <rB zijndrievoudige punten van A9 en dubbelpunten van cp6. Wij besluiten hieruit dat de meetkundige plaats derkrommen p3, die een vlak (p aanraken, een oppervlakvan den achttienden graad, tP\'K, is. Dit oppervlak snijdt een ander vlak tp

in een krommei//18, die met de in \\p gelegen aanrakingskromme \\p" 108punten gemeen heeft. Nu is <tc\' zesvoudige kromme op<I>18, want cp snijdt de mono??de S3, behoorende bij eenwillekeurig punt S* van er" in een kromme y3, die doorde zes punten Sk gaat; in die punten hebben cp6 en y36X2 punten gemeen, dus liggen op (p\'1 zes punten,waar (p door op S3 gelegen krommen p3 geraakt wordt;m. a. w. a is zesvoudige kromme op (l>18. Daar de zes punten Sk dubbelpunten van \\pc\' en zes-voudige punten van ip18 zijn, vertegenwoordigen zij 72snijpunten dezer krommen. Er blijven dus 36 puntenover, waar ip geraakt wordt door. krommen p3, die tevenscp aanraken. Er zijn derhalve 36 krommen der [/j3], die twee gegevenvlakken cp en \\p aanraken,



??? Een willekeurige p3 snijdt <??>18 in 54 punten, waarvan8 X 6 = 48 in de punten, die p3 met <rG gemeen heeft,en de overige in H liggen. Het hoofdpunt H is dus zesvoudig punt van <I>18. Behalve de singuliere kromme <rÂ°, welke zesmaal op<I>18 en driemaal op A10 ligt, hebben deze oppervlakkennog 36 kegelsneden gemeen. Op dezelfde wijze blijkt, dat (I>18 met 58 36 trisecantent van <rG gemeen heeft. Â§ 5. De doorsnede van het oppervlak <1>\'8 met hetvlak 0 bestaat uit de aanrakingskromme 0Â°, welke twee-maal in rekening gebracht moet worden, en uit decomplementaire kromme (po", die zes dubbelpunten Sk bezit. Op de bekende wijze wordt hieruit afgeleid, dat hetvlak 0 osculatievlak is voor zes krommen p3. Verder wordt voor de meetkundige plaats der com-plementaire krommen in de vlakken door een rechte Ieen oppervlak van den achtsten graad met dubbelrechtel gevonden. De verwantschap tusschen de snijpunten G van l metde aanrakingskrommen en de snijpunten G\'

van l metde complementaire krommen in de vlakken door lis een (6, 12). De negen co??ncidenties G = C\' bepa-len negen osculatievlakken door l, welker raakpunt opl ligt. Hieruit volgt weer dat de raakpunten van de osculatie-vlakken door l op een ruimtekromme van den vijftiendengraad, w1B, liggen, en dat de meetkundige plaats derpunten, die hun osculatievlak door een punt P zenden,een oppervlak van den tienden graad, is. De kromme w1B heeft l tot negenvoudige snijlijn. Het oppervlak moet door de singuliere kromme<r6 en het hoofdpunt H gaan. Zij <rr> Â?-voudig en II/3-voudig op il10, dan moet, daar een willekeurige p3drie osculatievlakken door P zendt, tusschen cc en (3 debetrekking bestaan



??? 3 X 10 = 3 8Â? /3of 8Â? /3 = 27waaruit als eenig bruikbare oplossing volgt <% = 3, {3=3. Dus is cr6 drievoudige kromme en H drievoudig puntvan ft10. Â§ 6. Door een bijzondere kubische transformatie wordtde hier besproken congruentie afgebeeld op een stralen-schoof. *) Aj A2 A3 A4 ax bx Cx dx ax\' bx\' Cx\' dx\' ax bx Cx dx De determinant = 0 bepaalt een complex van kubische oppervlakken <J>3,die allen door een ruimtekromme cr6 van het geslachtdrie gaan; twee oppervlakken <I>3 hebben verder nog eenkubische ruimtekromme p3 gemeen, die <r6 in acht puntensnijdt; drie oppervlakken <J>3 ontmoeten elkaar in ?Š?Šn punt.Zij nu [m yi y2 ps y3 ;m y* = 0de vergelijking van een willekeurig vlak (p. Wij beschouwen twee punten X, Y als aan elkaartoegevoegd, wanneer voldaan is aan. _yi___ y2 _ ys __yt__ (bx Cx\' dx") (cxdx\'ax") (dx ax\'bx") (ax bx\'cx") Elk oppervlak <??>3 wordt dan afgebeeld op een vlak (p,en omgekeerd komt met elk vlak (p een oppervlak (I)3overeen. Met de punten van

een rechte (snijlijn van twee vlakken)komen overeen de punten van een kubische ruimte-kromme p3 (doorsnede van twee oppervlakken <I>3). Omgekeerd wordt een p3 door een rechte afgebeeld. De rechten van een stralencongruentie zijn afbeeldingenvan de krommen p3 eener congruentie van kubischeruimtekrommen. Is m de orde en k de klasse der \') L. Godeaux: Nouveaux types de congrucnecs lin?Šaires decubiques gauches. (Nouvelles annales de math?Šmatiques, 1909).



??? stralencongruentie, dan is blijkbaar ook de orde van decongruentie van p3 m. De klasse der afgebeelde con-gruentie, d. w. z. het aantal krommen p3, die een rechte ltweemaal snijden, is gelijk aan het aantal stralen dercongruentie (w, k), die een kromme a3 (beeldkrommevan l) tweemaal snijden, dus gelijk aan het aantal ge-meenschappelijke stralen van een (Â?i, k) en een (1, 3),dus (m 3 k). Een bilineaire congruentie [/j3] zal dus afgebeeld wordendoor een (1, 0), d. i. door een stralenschoof. Omgekeerd wordt deze omgezet in een [/j3], bestaandeuit de kubische ruimtekrommen, die door een vast punt(beeldpunt van den top der stralenschoof) gaan en inacht punten op een kromme van den zesden graad en hetgeslacht drie rusten. Â§ 7. Van deze bijzondere kubische transformatie kanmen gebruik maken om eenige eigenschappen der [p3]op andere wijze af te leiden. Het aantal p3, die twee rechten l, l\' snijden, is gelijkaan het aantal stralen van een schoof, welke twee ku-bische ruimtekrommen

a3, a\'3 snijden, dus gelijk aanhet aantal gemeenschappelijke ribben van twee kubischekegels, die a3, a\'3 uit den top der stralenschoof projec-teeren. Hieruit volgt terstond, dat twee willekeurigerechten l, l\' door negen krommen p3 gesneden worden,m. a. w. dat het oppervlak A van den negenden graadis. (Â§ 4). De meetkundige plaats der punten, waar een vlak cp doorkrommen p3 aangeraakt wordt, heeft tot beeld de meetkun-dige plaats van de raakpunten van de stralen der schoof,die een kubisch oppervlak <P3 (beeld van cp) aanraken. Daar de laatstgenoemde meetkundige plaats de door-snede van het oppervlak (P3 met zijn eerste pooloppervlak,dus een kromme van den zesden graad is, moet degezochte aanrakingskromme eveneens een kromme vanden zesden graad zijn. (Â§ 4).



??? Het aantal hoofdraaklijnen van <??>3 door den top derstralenschoof bedraagt zes, daar immers de raakpuntender hoofdraaklijnen de doorsnede vormen van <f>3 methet eerste en het tweede pooloppervlak van den top. De gevolgtrekking is, dat het vlak CD door zes krommenp3 geoscilleerd wordt. (Â§ 5). De stralen der schoof, die <P3 aanraken, vormen eenkegel van den zesden graad, Avelke met een willekeurigekubische ruimtekromme A3 18 punten gemeen heeft.De rechte l, die door de transformatie in de kubischeruimtekromme A3 wordt omgezet, snijdt dus het opper-vlak. gevormd door de krommen p3, welke het vlak (paanraken, in 18 punten. Derhalve is dit oppervlak van den achttienden graad. (Â§4). Â§ 8. Bijzondere gevallen van de tweede algemeenecongruentie van Veneroni kunnen ontstaan, doordat desinguliere kromme a-0 ontaardt. Het aantal mogelijke ontaardingen van een ruimte-kromme van den zesden graad is zeer groot; echterkomen niet alle ontaardingen in aanmerking, daar

deontaarde figuur zeven schijnbare dubbelpunten moet bezitten. Wij zullen volstaan met de opsomming van eenigeâ–  gevallen. 1Â°. Een ruimtekromme van den vijfden graad en hetgeslacht twee, <r25, met een harer koorden k. Door een 1 willekeurig punt P gaan ~X4X3-2 = 4 koorden van ??25 en drie transversalen over <r25 en k. 2Â°. Een biquadratische ruimtekromme van het geslacht?Š?Šn, (Ti4, met twee harer koorden, fa en fa. Een wille-1 keurig punt P draagt -X3X2â€”1=2 koorden van <ri4, twee transversalen over <ri4 en h, twee over <n4en fa en ?Š?Šn transversaal over fa en fa, tezamen zevenkoorden van de ontaarde figuur (<ri4, fa, fa). 3Â°. Twee kubische ruimtekrommen ar, <rÂ°3 die vier



??? punten gemeen hebben. Door P gaan ?Š?Šn koorde vantri3, ?Š?Šn koorde van a-a3 en vijf gemeenschappelijke ribbenvan de kegels, die <ri3 en erÂ?3 uit P projecteeren, en dezekrommen in verschillende punten snijden. 4Â°. Een kubische kromme <r3 met drie harer koordenfa, fa, fa. De zeven koorden door P zijn: de koorde van <r3,drie transversalen over <r3 en een der koorden k, en drietransversalen over fa fa, ki fa, fa fa. 5Â°. Zes rechten, die de ribben zijn van een tetra??der(Â§ 1). De zeven koorden door P zijn de rechten, dieP met de hoekpunten van het tetra??der verbinden ende transversalen naar de drie paren overstaande ribben. 6Â°. Vier rechten Ai, h2, A3, Ju met hunne transver-salen ti, h. (Zie Hoofdstuk IX). 7Â°. Drie rechten Ai, A2, A3 met de drie transversalen,uit ?Š?Šn punt naar de paren Ak, Ai getrokken. (ZieHoofdstuk VII).



??? HOOFDSTUK IV. De derde algemeene congruentie Tan YENERONI. Â§ 1. Gegeven zij een bundel van quadratische opper-vlakken (<I>2), die tot basis heeft een kubische ruimte-kromme <r3 en een harer koorden b, en voorts eenbiquadratisch oppervlak Â?4 met <r3 als enkelvoudigekromme en b als dubbelrechte. Uit twee oppervlakken^??2, 4>22 van den bundel (<J>2) stellen wij een tweedeoppervlak samen. De beide oppervlakken Â?4 bepaleneen bundel, waarvan alle exemplaren tweemaal door bgaan, elkaar langs <r3 raken *), en de kubische ruimte-krommen Ci3, C23 bevatten, die met b en <rs de door-snede vormen van het. gegeven oppervlak met desamengestelde figuur (<J>i2, (P22). Brengen wij nu alle oppervlakken CI>2 tot doorsnijdingmet alle oppervlakken VP4, dan ontstaat naast de vastebestanddeelen er3, die enkelvoudig, en b, die dubbel inâ€?rekening gebracht moet worden, een congruentie [ps]. Daar een willekeurig punt P ?Š?Šn oppervlak (??>2 en ?Š?Šnoppervlak bepaalt,

draagt P ?Š?Šn kromme p3, en isde congruentie van de eerste orde. Op een willekeurige rechte l snijdt de bundel (<J>2) eenquadratische, de bundel Of") een biquadratische involutiein. Tot de drie gemeenschappelijke paren dezer beide \') De figuur (<<p27) wordt door een vlak <p gesneden in tweekegelsneden, welke elkaar op b en in drie punten Sk van <r3 snijden.Daar elk der punten Sk dus een dubbelpunt is van een der krom-men <p4, welke (p met den bundel (\'F*) gemeen heeft, zullen alleniet-samengestelde krommen <pf elkaar in Sk moeten raken, dus inSk een vaste raaklijn moeten hebben. Alle oppervlakken \'Iri hebben dus in Sk hetzelfde raakvlak.



??? involuties behooren de paren, die, op <I>i2 en <??>22 ge-legen zijn. Op l ligt dus ?Š?Šn paar, dat zoowel tot een oppervlak4>2 als tot een oppervlak Â?4 behoort; l is dus koordevan ?Š?Šn kromme p3, m. a. w. de congruentie is ook vande eerste klasse, dus bilineair. Zij werd door Veneroni aangewezen l), die haar echterniet verder behandeld heeft. Alle krommen dezer [/>3] hebben b tot gemeenschappe-lijke koorde en raken de singuliere kromme <r3 in vierpunten. In een vlak cp vormen de doorgangen van den bundel(f4) een bundel (cp1), waarvan alle exemplaren een dub-belpunt in B (doorgang van b) en een vaste raaklijn inelk der drie punten Si, S2, Sa (doorgangen van <r3) hebben. De bundel (<I>2) geeft als doorsnijding een bundel vankegelsneden (cÂ?2) met basispunten B, Si, S2, S3. Elke cp2 heeft, buiten de basispunten, nog drie ver-anderlijke punten Xi, X2, X8 met elke cp4 gemeen. Dezepunten X vormen een kubische involutie I3. Gaat een p3 door Si, dan moet bijv. Xi met Si samen-

vallen; de kegelsnede cp2 moet dan in Si aan een derkrommen cp* raken. Deze kegelsnede cp2 is de doorgangvan het oppervlak <P02> dat in Si het gemeenschappelijkraakvlak van alle oppervlakken VP4 aanraakt. Denkt menzich nu het vlak cp veranderlijk om Si, dan blijkt datalle p3 door Si gelegen zijn op het oppervlak (I>02; ditis dan de meetkundige plaats der krommen p3, die inhet punt Si der singuliere kromme <r3 samenkomen. Wij zien hieruit, dat <r3 singuliere kromme van detweede orde is. Gaat een p3 door B, dan moet een kegelsnede (p2 eenkromme <p4 in B raken. Voegen wij nu aan elke (p4 debeide krommen cp2 toe, die in B aan de beide takken \') E. Veneroni: Sui vari tipi di congruenxc bilincarc di cubichcgobbe. (Rend. Inst. Lomb. 37.)



??? der ?“4 raken, dan .ontstaat een verwantschap (1, 2)tusschen de bundels (?“4) en (<Â?2). De snijpunten dertoegevoegde krommen brengen een meetkundige plaatsvan den achtsten graad voort, waartoe de kegelsneden(pi2, <p22 behooren, die de doorgangen zijn van de opper-vlakken <J>i2, 4>22 welke tot een oppervlak vereenigdwerden. De eigenlijke meetkundige plaats is dus een krommevan den vierden graad, y4. Met een willekeurige cp2heeft y4 twee punten X2, X3 van een tripel der I3 ende basispunten Si, Sj, S3 gemeen. De drie overigepunten zijn in B samengevallen, m. a. w. B is drievoudigpunt van y4, en de meetkundige plaats der krommen p3,die door een punt B van b gaan, is een mono??de Sfjmet drievoudig punt B. De gemeenschappelijke koorde b is dus singuliere rechte van de vierde orde.Â? Â§ 2. Voegt men aan elk oppervlak de vier opper-vlakken 4>2 toe, die op een rechte l snijden, danontstaat een verwantschap (4, 2) tusschen de bundelsOP1) en (<I>2). Deze verwantschap

bepaalt een verwant-schap (8, 8) op een andere rechte m, dus zullen de ineen (4, 2) gerangschikte bundels een meetkundige plaatsvan den zestienden graad voortbrengen. Terwijl nu een willekeurig oppervlak (I>2 door zijnsnijpunten met l aan twee oppervlakken 4/l wordt toe-gevoegd, ontmoet het oppervlak {f>i2 (<l>22) in elk zijnersnijpunten met l slechts het bijzondere oppervlak (fI>i2, <I>22). Zoowel <I>i2 als <P22 mo?Št dus tweemaal tot de meet-kundige plaats gerekend worden. Hieruit volgt dat demeetkundige plaats der krommen p3, welke de rechte lsnijden, een oppervlak van den achtsten graad, A8, is. Wij kunnen dit resultaat ook op andere wijze ver-krijgen. De rechte l snijdt de mono??de Sg in vier punten. DoorB gaan dus vier krommen p3, welke l snijden, m. a. w.de rechte b is viervoudige rechte op het oppervlak A.



??? Daar / het oppervlak 4V2, dat de singuliere kromme 9??-3 in een punt S aanraakt en de meetkundige plaatsder krommen p3 door S is, in twee punten snijdt, draagtS twee krommen ps, die l snijden, m. a. w. de singulierekromme <r3 is dubbelkromme op het oppervlak A. Twee oppervlakken A, A\' zullen nu een doorsnedeopleveren, waartoe de rechte b zestienmaal gerekendmoet worden en de kromme tr3 achtmaal, omdat A enA\' elkaar langs <r3 zullen raken. Zij nu x de graad van A, dan bestaat de doorsnedeverder nog uit x krommen p3. Wij vinden dus voor xde vergelijking x2=3x 16-f- 8X3waaruit volgt x =8.



??? HOOFDSTUK V. Bepaling van het aantal mogelijke soorten vanbilineaire congruenties. Â§ 1. In zijn verhandeling: â€žSopra alcuni sistemi dicubiche gobbe" leidt Veneroni *) uit een beschouwingeener bilineaire congruentie van krommen pl van dengraad n en het geslacht p de volgende algemeene eigen-schappen af: 1Â°. De meetkundige plaats van de steunpunten derpl op hare koorden door een willekeurig punt P is eenoppervlak ????p van den graad n 1 met een (w â€” 1)voudig punt P. 2Â°. De raaklijnen in P aan lip zijn de rechten, diede door P gaande pl uit P projecteeren. 3Â°. De singuliere koorden vormen een stralencon-gruentie van de orde {n2 â€” n â€” 1). 4Â°. Alle oppervlakken lip bevatten alle singuliere lijnen. 5Â°. Het oppervlak A, gevormd door de krommen pl,welke een rechte l snijden, heeft de pl, die l tweemaalsnijdt, tot dubbelkromme. 6Â°. Het oppervlak Sp, gevormd door de krommenpl, die door een singulier punt P gaan, is een mono??de,welker graad hoogstens n 1 is. 7Â°.

Wanneer m de graad is van het oppervlak A en dit de graad der singuliere lijnen, die /s-voudig op A liggen, geldt de betrekking: n l m(m - n) = Â?k2dk.........(1). ??. - \') Rend. Palermo, 16, 209. De notatie is gewijzigd, om deovereenstemming met de andere Hoofdstukken zooveel mogelijkte behouden.



??? 8Â°. Een willekeurige kromme pl steunt, wanneer ergeen hoofdpunten zijn, in 2 (2 n p â€” 1) punten ophet samenstel der singuliere lijnen. Hieruit volgen terstond de volgende algemeene eigen-schappen van de bilineaire congruenties van kubischeruimtekrommen p3: 1Â°. Elk oppervlak lip is van den vierden graad enheeft een kegelpunt P. 2Â°. De raaklijnen in P aan lip zijn de rechten, diede door P gaande p3 uit P projecteeren. 3Â°. De singuliere koorden vormen een stralencon-gruentie van de vijfde orde. 4Â°. Alle oppervlakken 17p bevatten alle singulierelijnen. 5Â°. Elk oppervlak A heeft tot dubbelkromme de p??,die l tweemaal snijdt. GÂ°. De mono??de Sp, behoorende bij een singulierpunt P, is hoogstens van den vierden graad. 7Â°. De formule (1) wordt: rn (m â€” 3) = di 4 d2 9 dÂ? 16 d4......(2). 8Â°. Elke kromme p3 rust, wanneer er geen hoofd-punten zijn, in tien punten op het samenstel der singu-liere lijnen. Daar een p3 der congruentie juist door tien voorwaardenbepaald is, volgt

hieruit: Een bilineaire congruentie [p3] omvat die krommenp3, welke tienmaal rusten op een groep singuliere lijnen,wanneer de congruentie geen hoofdpunten bezit. Eenhoofdpunt is dubbelpunt op elk oppervlak flp, daar hetgaan door een vast punt twee voorwaarden vertegen-woordigt. Heeft de congruentie ?Š?Šn hoofdpunt, dan steunt iederekromme p3 nog slechts in acht punten op de singulierelijnen. In het algemeen zijn er li ^ 5 hoofdpunten; iederekromme p3 ontmoet dus de singuliere lijnen in (10 â€” 2 h)punten.



??? Â§ 2. Wij onderstellen nu, dat de congruentie eensinguliere lijn bezit, die viervoudig is op elk oppervlak A.Zij P een willekeurig punt dezer lijn, dan valt het opper-vlak Sp samen met het oppervlak lip. Immers is Peen singulier punt, dan bestaat lip uit de p3, die minstens?Š?Šn koorde door P zenden, maar aan die voorwaardevoldoen ook de p3, die door P gaan. In het algemeen zal dus voor een singulier punt Spdeeluitmaken van lip. Is nu P een punt van een viervoudige singuliere lijn,dan gaan door P vier krommen p3, die een rechte lsnijden. Dan is Sp een oppervlak van den vierdengraad, en moet Sp met lip samenvallen. Dit oppervlak is nu een mono??de met drievoudig punt P. Een koorde door P naar een p3, welke niet door P gaat,moet op lip liggen, dus ??f singuliere koorde, ??f gemeen-schappelijke koorde zijn. Er zijn dus twee gevallen denkbaar: 1Â°. Alle p3 der congruentie hebben een gemeenschap-pelijke koorde door P. 2Â°. De door P gaande koorden der p3 zijn ribben vaneen kegel. In het

tweede geval ontaardt lip in twee quadrikegels,n. 1. in den kegel, die een p3 door P projecteert en dengenoemden kegel. De laatste moet nu de steunpuntenvan oc2 krommen p3 bevatten, elk zijner ribben dus desteunpunten van co1 krommen p3] de kegel moet dangeheel uit singuliere koorden bestaan, maar dan kan Pgeen willekeurig punt van de viervoudige singuliere lijnzijn, wat tegen de veronderstelling is. Een singuliere lijn, die viervoudig op alle oppervlakkenA ligt, is dus een gemeenschappelijke koorde. Van de tien punten, waarin een p3 de singuliere lijnenontmoet, liggen er nu twee op de gemeenschappelijkekoorde h en de acht andere buiten h. Kiest men P op h, dan heeft lip met een willekeurigep3 acht punten buiten h, dus vier op h gemeen, en daar



??? deze in de punten moeten liggen, waarin de p3 op hsteunt, is h dubbelrechte van ??p (wanneer P op h ligt). Door elke twee punten van de gemeenschappelijkekoorde gaan dus twee krommen der [p3]. Zijn P en Q punten van de gemeenschappelijke koorde,dan bestaat de doorsnede van lip en ITq uit de koorde,die voor beide oppervlakken dubbel telt, twee krommenp3 en een kromme van den zesden graad, <rc, welke demeetkundige plaats der singuliere punten is. Immers Tip en ?œq bestaan in dit geval uit de p3,die door P, resp. door Q gaan; ieder punt van o-" draagtdus twee p3 en is singulier. Behalve de dubbelreclite h gaan door P nog achtenkelvoudige rechten van ??p; J) projecteert men nu demono??de uit P op een vlak, dan wordt elke vlakke door-snede afgebeeld door een kromme met een dubbelpuntA en acht vaste punten B. De krommen cp1 vormen een complex, daar zij co3in aantal zijn. Elke p3 van lip gaat door P en wordt dus afgebeelddoor een kegelsnede cp2. De drie

snijpunten van een p3met een vlakke doorsnede van ??p worden afgebeelddoor gemeenschappelijke punten van een cp\'1 en een cp2. Devijf andere gemeenschappelijke punten van 01 en cp2 zijnbasispunten van den complex |cÂ?l|; twee hiervan liggenin A, de andere in drie punten Bi, B2, Bs. Deze driepunten zijn dan de beelden van gemeenschappelijkekoorden van alle p3 door P. Door ieder punt van de gemeenschappelijke koorde hgaan dus drie singuliere koorden bi, bÂ?, bs. Deze zijnparabolisch singulier, daar telkens ?Š?Šn steunpunt in P ligt. Daar de singuliere koorden een stralencongruentie van \') Heeft een mono??do lip een dubbelrechte h, die door den topgaat, dan is deze ook dubbelrechte van den raakkegel in P. Indo doorsnede van mono??do en raakkegel moet h viermaal geteldworden, zoodat de verdere doorsnede uit acht, door den top gaanderechten bestaat.



??? de vijfde orde vormen, is de gemeenschappelijke koordeh dubbelstraal dezer congruentie. De overige vijf punten Bk (k = 4... 8) zijn beeldenvan rechten, die tot ontaarde figuren p\'s behooren. Het beeld der singuliere kromme <r6 heeft met elke<Â?>4 24 punten gemeen. Daaronder bevinden zich zesveranderlijke punten, n.1. de beelden van de snijpuntenvan (T6 met een willekeurig vlak; 18 snijpunten van debeeldkromme met Gb4 zijn dus vaste punten. Het beeld van ??-6 kan de singuliere koorden bi, b2, b3niet snijden; het gaat dus a-maal door A en /3-maaldoor Bk (k = 4 ... 8). Uit 2Â? 5/3= 18 volgt Â? = 4, /3 = 2. De gemeenschappelijke koorde h en </\' hebben dusvier punten gemeen. Het beeld van a-6 moet in A een viervoudig punt envijf dubbelpunten B hebben, wat met elf dubbelpuntengelijk staat; daar een kromme van den zesden graadniet meer dan tien dubbelpunten kan bezitten, moet debeeldkromme dus ontaarden. Wanneer een van de bestanddeelen een viervoudigpunt A bezat, zou dat

deel een C5 moeten zijn, die dangeen verder singulier punt kan hebben. De vijf punten B zouden dan de snijpunten van eenC5 met een C1 moeten zijn. Maar dan zou het vlakP C1 de mono??de lip in vijf rechten snijden, hetgeenniet mogelijk is-. Is A drievoudig punt van een C5, dan moet C1 doorA gaan en C5 nog in twee punten B snijden. De overigepunten B* zouden dan op C5 liggen, maar dan zou de kegel(P, C5) met lip zesmaal h en tweemaal elk der drierechten P B* gemeen hebben, dus verder nog een p\\Deze zou dus uit P in een C6 geprojecteerd worden. Bestond de beeldkromme G6 uit een C4 met drievoudigpunt A en een C2 door A, dan moesten C4 en C2 nogvijf punten gemeen hebben, die dubbelpunten van C4zouden zijn. Dan had echter de kegel, die C2 uit P



??? projecteert, met lip tweemaal h en vijf rechten b gemeen;zij zouden dan nog een rechte b gemeen hebben, watuitgesloten is, omdat de overige drie rechten b singulierekoorden zijn, dus niet door de singuliere lijn gesnedenkunnen worden. Bestond eindelijk CG uit een C4 met dubbelpunt A entwee rechten door A, dan zouden op deze rechten nogvier dubbelpunten B liggen. Het vijfde dubbelpunt Bs moest dan het tweede dub-belpunt van C4 zijn. Dan had de kegel (P, C4) met ??pgemeen achtmaal h, tweemaal bs en vier andere rechtenb, dus nog een p\\ die uit P in een G4 geprojecteerdzou worden. Wij moeten dus besluiten dat de ontaarding alleenkan geschieden in twee kubische krommen Ci3, C23, gaandedoor Bk (k â€” 4... 8), elk met een dubbelpunt in A. De singuliere punten liggen dan op twee kubischeruimtekrommen Â?ri3, <r23, die ieder de gemeenschappelijkekoorde li tot koorde hebben. De kegelsnede, die een op np gelegen pz afbeeldt,heeft in A twee punten met C13 (C23) gemeen

en snijdtG13 (C23) nog in vier punten. Hieruit volgt dat elke p3 in vier punten op elk dersinguliere krommen <n3, aÂ?3 en in twee punten op degemeenschappelijke koorde h rust. Door (<ti3, h) als basis leggen wij een bundel vanquadratische oppervlakken, door (<r23, h) een analogenbundel. Brengen wij elk exemplaar van den eerstenbundel tot doorsnijding met elk exemplaar van dentweeden, dan ontstaat een [/j3], welker exemplaren dekrommen 0-13, <j-23 elk viermaal en de rechte h tweemaalsnijden. Wij vinden dus hier de eerste algemeene congruentie(Hoofdstuk II) terug. Â§ 3. Wanneer de singuliere krommen <ri3, fl-23 samen-vallen ontstaat een [,s3], welker exemplaren twee punten



??? met de gemeenschappelijke koorde gemeen hebben enen de singuliere kromme cr3 in vier punten aam-aken. Deze [,33] is de derde algemeene congruentie, die inHoofdstuk IV behandeld werd. Â§ 4. In de tweede plaats onderstellen wij dat decongruentie een singuliere lijn bezit, die drievoudig is opelk oppervlak A. Daar het oppervlak Sp nu van denderden graad is en een bestanddeel moet zijn van hetoppervlak lip, behoorend bij een willekeurig punt P vande singuliere lijn, valt lip uiteen in de mono??de Sp eneen vlak Cp door P. De mono??de Sp moet een dubbelpunt P hebben, anderszou iedere rechte door P singuliere koorde zijn. Dat het vlak (p door P moet gaan volgt hieruit, datzoo dit niet het geval was, een rechte door P een puntPi met cp en een punt P2 met Sp gemeen zou hebben.Dan zou Pi P2 koorde zijn van een p3, die niet door Pging en moest P2 een singulier punt wezen; dit zou danvoor alle punten van Sp gelden, wat ongerijmd is. Een willekeurige p3 snijdt (p in drie punten,

waarvaner twee collineair met P zijn. Elke straal van denwaaier (P, cp) bevat dus cc1 paren steunpunten en issingulier, waaruit volgt dat ieder punt van de drievou-dige singuliere lijn top is van een waaier van singulierekoorden. *). Beelden wij de kubische mono??de door projectie uilP op een vlak af, dan worden de p3, die zij bevat, af-gebeeld door kegelsneden cp2 en de vlakke doorsnedenvan Sp door krommen cp3, welke gaan door de door-gangen van de zes rechten, welke Sp en haar raakkegelin P gemeen hebben. Nu snijdt een p3 een vlakke doorsnede van Sp in drie In Hoofdstuk III, Â§ 1 is aangetoond, dat do singuliere koordenvan deze congruentie een stralencongruentie van do vierde ordevormen. Thans blijkt dat deze congruentie van de zesde klasse is.



??? punten, dus gaan de kegelsneden (p2 door drie van dezes hoofdpunten der afbeelding. Deze drie hoofdpunten zijn de doorgangen van driesinguliere koorden door P, die niet tot den waaier(P, <p) behooren. De kegelsneden cp2 vormen, evenals de op Sp gelegenp3, een bundel en hebben dus nog een vierde puntgemeen, dat het beeld is van een punt H der mono??de,waardoor alle ps van Sp gaan. Daar elke rechte door II de mono??de nog in tweepunten snijdt, is zij koorde van twee /j3, dus singulierekoorde. De ps snijden op haar een quadratische involutiein, en daar II tot twee, dus tot alle paren behoort, isde involutie parabolisch. Wij zien hieruit dat II een hoofdpunt is; immers elkerechte door H is singulier. Een willekeurige p3 snijdt Sp in negen punten, waarvan?Š?Šn in H ligt; de acht andere punten zijn singulier,want wanneer de congruentie een hoofdpunt bezit, rustende p3 in acht punten op de singuliere lijnen. Hieruit volgt dat alle singuliere lijnen, ook de drie-voudige, op Sp liggen. Zij nu Q

een tweede punt van de drievoudige singu-liere lijn, dan gaat door Q en P ?Š?Šn /?3, die op Sp ligt,want de p3 op Sp vormen een bundel. De doorsnedevan Sp en Sq bestaat uit deze p3 en een kromme vanden zesden graad, <rB, die de drievoudige singuliere lijn moetzijn, waarop alle exemplaren der [p3] in acht punten rusten. De congruentie bestaat dus uit de krommen p3, diedoor het hoofdpunt II gaan en in acht punten op desinguliere kromme c steunen. De krommen ps zijn de partieele doorsnijdingen vande exemplaren van een net van kubische oppervlakken,dat H en </\' tot basis heeft. De onderstelling, dat de congruentie een drievoudigesinguliere lijn bezit, voert ons dus terug tot de tweedealgemeene congruentie (Hoofdstuk III).



??? Â§ 5. Een derde mogelijkheid is, dat de congruentieeen singuliere lijn bezit, die dubbellijn op elk oppervlakA is. Zij P weer een willekeurig punt dezer dubbellijn,dan vormen de door P gaande p3 een quadratisch opper-vlak Sp, waarop zij gerangschikt liggen in een bundelmet P en drie andere punten der dubbellijn tot basis-punten. Immers door centrale projectie uit P gaan de p3 overin kegelsneden 02 en de vlakke doorsneden van Spin kegelsneden \\p2 door twee vaste punten, n. 1. de â€?doorgangen van de beide beschrijvenden van Sp, welkedoor den top P gaan. Nu heeft een willekeurige p3 van Sp met een vlakkedoorsnede drie punten gemeen; de kegelsneden 02 en \\fj2snijden elkaar dus ook in drie punten. De kegelsneden <p2 gaan derhalve door ?Š?Šn der hoofd-punten van de afbeelding en moeten nog drie anderepunten gemeen hebben, die beelden zijn van puntenQ van Sp. De op Sp gelegen p3 gaan dus door vier vaste punten,n. 1. P en drie punten Q, en snijden de dubbellijn invier

punten, want de co1 krommen p3 door Q vormeneen oppervlak Sq, dat met Sp samenvalt. Laten wij nu P de singuliere dubbellijn doorloopen,dan beschrijft Sp een stelsel ccl. Twee exemplaren vandit stelsel hebben een kromme <r4 of een kromme <r3 eneen rechte gemeen. In het eerste geval draagt elk punt van <r4 twee p3en is <r4 dus singulier. Dan vormen de oppervlakken Sj>een bundel, en elk oppervlak draagt een bundel (/j3) metvier basispunten. Singuliere punten der congruentie zijndan de punten van <r4 en de basispunten der bundels (p3). Deze basispunten vormen in het algemeen een tweedesinguliere lijn, die elk oppervlak Sp in vier punten snijdt. Is Q een punt van deze tweede singuliere lijn, danvalt het oppervlak IIq uiteen in Sq en een quadrikegelmet top Q; immers elke rechte door Q kan slechts



??? ?Š?Šn punt van Sq bevatten, tenzij alle punten van Sqsingulier waren. De tweede singuliere kromme ligt op den quadrikegelen is, daar zij uit elk harer punten door een quadrikegelgeprojecteerd wordt, een kubische ruimtekromme <ri3. De kromme a-4 kan slechts dubbelkromme of enkel-voudige kromme op A zijn. Het laatste is onmogelijk,daar dan formule (2) herleid wordt tot m(m â€” 3) = 4 4X3 = 16waaraan niet door geheele waarden van m kan voldaanworden. Onderstellen wij nu, dat a-4 dubbelkromme en R eenharer punten is, dan wordt I1r gesplitst in (demeetkundige plaats der p3 door R) en een quadrikegelmet top R. Daar a-i3 niet door R gaat, kan zij niet opden quadrikegel liggen, maar behoort zij tot ^fj. Is S een tweede punt van <rl, dan bestaat de door-snede van en fg uit a-i3 en een singuliere rechte s.Daar s een deel van a-4 moet zijn, ontaardt <r4 in eenkubische ruimtekromme <r</ en s. Daarmede komen wij weer terug tot de eerste alge-meene congruentie. Wanneer a-4 ontaardt in

een aa3 en een rechte, bestaatde doorsnede van Sp en Sq uit een p3 der congruentieen een singuliere rechte. Daar deze niet kan veranderen, wanneer P en Q desinguliere dubbellijn doorloopen, moet deze rechte ge-meenschappelijke koorde zijn. Laat men nu Q de dubbellijn doorloopen terwijl Ponveranderd blijft, dan snijdt Sq op Sp een bundel t^3)in. Hieruit volgt dat de oppervlakken Sq een bundelvormen, waarvan de gemeenschappelijke koorde en eenkromme a-3 de basis vormen. Ook deze onderstelling brengt ons tot de eerste al-gemeene congruentie terug. \') In formule (2) moet n. 1. door <r,J en dj door ** vervangenworden,



??? Â§ 6. Er blijft nu nog over bet geval te beschouwen,dat de congruentie alleen singuliere lijnen bezit, dieenkelvoudig op elk oppervlak A liggen. Het oppervlak Sp, gevormd door de p3, die door eenpunt P van zulk een singuliere lijn gaan, wordt nu eenplat vlak, zoodat de p3 door P moeten ontaarden in eenvast en een veranderlijk bestanddeel; het laatste door-loopt een vlakken bundel, het eerste is de meetkundigeplaats der singuliere punten. De enkelvoudige singuliere lijnen zullen dus bestaanuit kegelsneden en uit rechten. Haar gezamenlijke graadkan niet hooger zijn dan 16 en uit de formule m (m â€” 3) = divolgen als mogelijke gevallen ni = 4, di = 4 en m = 5, c?i = 10. Stellen wij di = 4, dan kunnen de singuliere lijnenbestaan uit: 1Â°. Twee rechten en een kegelsnede. 2Â°. Twee kegelsneden. 3Â°. Vier rechten. Bij een singuliere rechte s behoort een bundel vankegelsneden (22); het vlak van dien bundel snijdt A4 ineen kegelsnede die door den doorgang van s gaat,en in een singuliere kegelsnede

of een paar singuliererechten. Bij een singuliere kegelsnede tr2 behoort een waaier(d); zijn vlak snijdt A4 in een straal van den waaieren in een singuliere figuur, die uit een kegelsnede eneen rechte of uit drie rechten bestaat. Wanneer nu de singuliere lijnen uit een kegelsnedeen twee rechten bestonden, zouden deze over drie vlakkenverdeeld moeten zijn, wat onmogelijk is. Om dezelfde reden moet het tweede geval uitgeslotenworden. Zijn er vier singuliere rechten si, s2, s3, die duseen scheeve vierzijde vormen, dan moet A4 een regel-vlak zijn, daar het de p\\ (die l lot koorde heeft) als



??? dubbelkromme en voorts de vierzijde moet bevatten. De rechte l en de vierzijde zijn dus richtlijnen van A4. Daar elke rechte, die de dubbelkromme p\\, de rechte len twee kruisende lijnen s snijdt, tot A4 behoort, bestaatdit regelvlak uit twee quadratische regel vlakken (l, si, s3),en (/, s2, Si), die een p3 gemeen hebben. Laat men nu l veranderen, dan bepalen de beide qua-dratische regelvlakken telkens een p3, die l tot koorde heeft. Plet aldus verkregen stelsel \\p3\\ is evenwel geen con-gruentie, maar een complex. Stellen wij daarentegen m = 5, di = 10, dan snijdteen vlak <p door l het oppervlak A5 in een kromme <Â?4met dubbelpunt buiten l. De puntenparen, die met een punt van l de door-gangen der p3 met <p vormen, zijn collineair met hetdubbelpunt van <p4; want een 04 van geslacht tweebevat slechts ?Š?Šn pareninvolutie. De puntenparen worden op (pl ingesneden door destralen van een waaier met top in het dubbelpunt van<p4, d. w. z. in het punt, dat de doorgang is van de p3,die l tot

koorde heeft. Dooi" toevoeging van elk punt van l aan de rechte,die de beide andere doorgangen der p3 verbinden, ont-staat een poolstelsel. De drietallen snijpunten van (p met de krommen p3vormen pooldriehoeken van een kegelsnede, welke be-staat uit de raakpunten der krommen p3, die cp aanraken. Dan zijn wij echter tot de congruentie van Reye (Hoofd-stuk I) teruggekomen, die een bijzonder geval is van deeerste en tevens van de tweede algemeene congruentie. Uit dit onderzoek blijkt dus dat de in de HoofdstukkenII, III en IV behandelde algemeene congruenties deeenig mogelijke zijn.



??? HOOFDSTUK VI. Bijzondere gevallen van de eerste algemeenecongruentie. Â§ 1. Denken wij ons gegeven vier punten Hi, H2,H3, H4 en twee rechten, si door Hi en s2 door H2.Door Hi H2, Hi H3, Hi H4 en si leggen wij een bundelvan quadrikegels (Ki2), door H2 Hi, H2 H3, II2 H4 en s2een tweeden bundel van quadrikegels (K22). Deze bundels hebben de basisribbe Hi H2 gemeen enbrengen dus een bilineaire congruentie [^3] voort. *) De congruentie heeft vier hoofdpunten Hi, PI2, H3, Il4,zes hoofdkoorden Hk Hi en tivee singuliere rechten Si, s2,welke ook als parabolische hoofdkoorden kunnen opgevatworden. De kegel K22, gaande door een punt Si van Si, snijdtalle kegels Ki2, dus draagt Si oo1 krommen p3; elk puntvan Si is singulier en het oppervlak, gevormd door dep3, die door Si gaan, is de kegel K22, welke door Sibepaald wordt. Wij besluiten hieruit dat si (en analoog s2) singuliererechte van de tweede orde is. De ontaarde figuren, die uit een rechte d en eenkegelsnede 22 bestaan, kunnen

tot vier groepen gebrachtworden. 1Â°. De rechte dn = Hi H2 vormt een p3 met elkekegelsnede, die door H3 en II4 gaat en op rfi2, si en s2rust. Dergelijke kegelsneden vormen een oppervlak vanden vierden graad, waarvan de vlakken Hi H3 H4 enH2 H3 H4 deel uitmaken. Het vlak Hi H3 PI4 toch bevat \') Dr. Jan de Viues: Eenige bijzondere hilincairc congruentiesvan lcubische ruimtekrommen. (Versl. K. A. W. 23, blz. 1232).



??? een bundel van kegelsneden met Hi, H3, HU en dendoorgang van s2 tot basispunten; in het vlak H2 H3 H4ligt een analoge bundel. Deze beide vlakken mogen echter niet in rekeninggebracht worden voor de meetkundige plaats (52), wantwanneer d\\2 met P een p3 vormt, moeten de kegels,welke die ontaarde figuren voortbrengen, di2 tweemaalbevatten, dus elkaar langs aanraken. Ontaardt nude kegel Ki2 in de vlakken Hi H3 H4 en si Hi H2, danlevert hij een ontaarde tiguur met den kegel K22, diehet vlak si Hi H2 langs di2 aanraakt. Er is slechts ?Š?Šnkegel K22, die daaraan voldoet. Van de oo2 kegelsnedenin Hi H3 H4 behoort dus slechts ?Š?Šne tot de meetkundigeplaats (<52), dus kan het vlak Hi H3 H4, en analoog hetvlak H2 H?? Hi niet meegeteld worden. Als meetkundige plaats der kegelsneden blijft dande hyperbolo??de A2 over, die door di2, si, s2, H3 enH4 gaat. Dit resultaat kan ook op de volgende wijze verkregenworden. Kiest men een punt op tfi2, twee punten op si entwee punten op

s2, dan wordt door deze vijf punten ende vier hoofdpunten een hyperbolo??de A2 bepaald. Elk vlak door de rechte d34 = H3 H4 snijdt de hyper-bolo??de in een kegelsnede die door H3, H4 gaat enop di2, Si, s2 rust; dus is A2 de meetkundige plaats derkegelsneden, die met di2 figuren p3 vormen. 2Â°. De rechte d2i = II2 H4 vormt figuren p3 met dekegelsneden van een bundel, gelegen in liet vlak (H3, i\'i),welke bundel IIi, H3 en de doorgangen van d2i en s2tot basispunten heeft. Evenzoo moeten dia, d23 en dagecombineerd worden met kegelsneden in de vlakken(H4, s2), (H4, si) en (FIS, s2). 3Â°. De transversaal ga uit H3 over si en s2 levertontaarde figuren met de kegelsneden van een bundel inhet vlak Hi H2 Hj, welke bundel Hi, H2, FI4 en dendoorgang van <73 tot basispunten heeft.



??? Hetzelfde geldt voor de transversaal g4 uit H4 overÂ?1 en s2; deze wordt aangevuld door een bundel vankegelsneden in het vlak Hi H2 H3. 4Â°. In het vlak Hx H3 Hi ligt een bundel van kegel-sneden met basis Hi, H3, H4 en den doorgang van s2;elke dezer kegelsneden moet gecombineerd worden meteen straal van den waaier, welke H2 tot top heeft enin het vlak (H2, si) gelegen is. Analoog worden de kegelsneden van den bundel inHo H3 H4 tot figuren p3 aangevuld door de stralen vanden waaier (Hi, s2). In dit vierde geval zijn de beide bestanddeelen dei-ontaarde figuren veranderlijk. De kegelsneden vormen een meetkundige plaats vanden tienden graad, die uiteenvalt in de hyperbolo??de A2en acht vlakken. Daar een willekeurige rechte l de hyperbolo??de A2 intwee punten en elk der acht vlakken, waarin de bundels(^2) liggen, in ?Š?Šn punt snijdt, ontmoet l tien ontaardefiguren (d, 22). Een ontaarding in drie rechten ontstaat, doordat eenkegelsnede in twee rechten uiteenvalt. Vooreerst

kand\\2 aangevuld worden door een lijnenpaar van de hyper-bolo??de A2, dus door een rechte van het stelsel (si, s2)met een rechte van het stelsel d\\2. Van deze beideaanvullende rechten moet de eene door Ha, de anderedoor H4 gaan. Wij moeten dus dn samenstellen met de transversaalg3 uit H3 over st en s2 en de transversaal Ju uit II4over g3 en di2 of met de transversalen g4 en h3. Verder vormt elk der rechten d2i, di3, d23, du, g3, gxontaarde figuren met de drie lijnenparen van den toe-gevoegden bundel van kegelsneden. Hieronder vinden wij de eerstgenoemde ontaardingen#3, In en di2, gi} h3 terug. Eindelijk vormen de drie lijnenparen van elk derbundels (52) in Hi H3 FI4 en II2 H3 H4 ontaardingen met



??? telkens een straal van den waaier (Ho, si) of den waaier (Hi, *). De congruentie bevat dus in hel geheel 24 figuren,die uit drie rechten bestaan. Â§ 2. De krommen ps welke een willekeurige rechtel snijden, vormen een oppervlak A, waarvan de graadgemakkelijk te bepalen is door de beschouwing van eenvlakke doorsnede, bijv. met Hj H2 Hs. In dat vlak liggende volgende bestanddeelen van ontaarde krommen : dekegelsnede door Hi, H2, H3 en de doorgangen van (jien l; de rechte dJ2, welke tweemaal in rekening gebrachtmoet worden, daar l op A* twee ??1 snijdt, die met dvtontaarde figuren p3 vormen; tenslotte de rechten g?i3 enc?23, die elk behooren tot een figuur, waarvan de doorl gesneden wordt. Deze bestanddeelen vormen samen een doorsnede vanden zesden graad. Het gezochte oppervlak is dus een AB met twee vier-voudige punten Hi, Hj, twee drievoudige punten H3, H4,drie dubbelrechten dvi, s 1, .s2 en negen enkelvoudige rechten,waaronder dn, d<>a\', du, d^i, ga, <74. die op

alle opper-vlakken Ar\' liggen en drie veranderlijke rechten, n. 1. I eneen straal van elk der beide waaiers (11Â?, si) en (Hi, s2). Dat si en s2 dubbelrechten moeten wezen volgt hieruit,dat zij singuliere rechten van de tweede orde zijn. Eindelijk vindt men op A6 tien kegelsneden, waarvanacht elk met een der enkelvoudige rechten en twee metde dubbelrechte (/i2 ontaarde figuren p3 vormen, en dedubbel kromme p\\, die l tot koorde heeft. De veelvoudigheid der hoofdpunten kan als volgt be-vestigd worden. Een willekeurige pa snijdt AG in 18 punten; op dedubbelrechten si, s2 heeft p3 twee punten, die tweemaalgerekend moeten worden. De veertien overige puntenliggen in de hoofdpunten, en wel vertegenwoordigenHi, HÂ? ieder vier, II3, Hi ieder drie punten.



??? Twee oppervlakken A6, behoorende bij de rechten Len l\' hebben gemeen de zes krommen p3, die op beiderechten rusten, de drie dubbelrechten en zes enkelvoudigerechten. Hun doorsnede is dus naar behooren van dengraad 6X3 3X2X2 6 = 36. Â§ 3. De kromme 05, die met l de doorsnede vormtvan Au met een vlak 0 door l, gaat door de steunpuntenvan l op de dubbelkromme p] en heeft dubbelpunten inde doorgangen Di2, Si, S2 van di2, si, s2 en in denderden doorgang van p\\. Zij snijdt l verder nog in driepunten, waar 0 door krommen p3 aangeraakt wordt. De aanrakingskromme is dus een kubische kromme 03,welke door Di2, Si, S2 gaat. Met een oppervlak AG, behoorende bij een niet in 0gelegen rechte m, heeft 03 18 punten gemeen. Nu bevatA6 de rechten di2, si, s2 tweemaal en heeft 03 op elkdezer rechten een enkelvoudig punt. Behalve deze bijzondere punten zijn er dus twaalfpunten, waar 0 geraakt wordt door krommen p3, welkem snijden. De meetkundige plaats der aan 0 rakende

p3 is duseen oppervlak van den twaalfden graad, cI>ia.. De vlakke doorsnede van (I>12 bestaat uit tweemaalde aanrakingskromme cp3 en de complementaire kromme 0B. Het vlak 0 snijdt de hyperbolo??de A2 in een kegel-snede, waarop de P van A2 een quadratische involutiebepalen. Daar deze I2 twee dubbelpunten heeft, (deraakpunten der raakvlakken door H3, H4) is Di2 dubbel-punt der complementaire kromme. Hetzelfde geldt voorSi en S2. De vlakke doorsnede van <l>12 moet nu viermaal doorDi2, Si, S2 gaan; m. a. w. dn, si, s2 zijn viervoudigerechten van <??>12. Elk der acht bundels (32) snijdt het vlak 0 volgenseen quadratische involutie; elke bundel bevat dus tweeexemplaren, die 0 aanraken.



??? Hieruit volgt dat de rechten c/i3, du, d23, d2i, g3, g^dubbelrechten van <1>12 zijn, terwijl dit oppervlak nog vierenkelvoudige rechten bezit, n. 1. twee stralen van elk derwaaiers (H2, si) en (Hx, s2). De ontaarde figuur, bestaande uit de rechte d\\2 eneen kegelsnede P van A2, snijdt 12 in 12 24 punten.De kegelsnede bevat een punt van elk der viervoudigerechten di2, s\\, s2, heeft dus 12 punten in H3, H4, zoodatH3, FI4 zesvoudige punten van 4>12 zijn. Dit kan als volgt bevestigd worden. De rechte h.\\,die deel uitmaakt van een ontaarde /j3, snijdt <1>12 in 12punten, waarvan zes samenvallen in H4, vier in hetsnijpunt met di2 en twee in het snijpunt met g3. Onderzoeken wij nu de snijpunten van (I>12 met deontaarde figuur, die bestaat uit d2Â? en een kegelsnededoor Hi, Hs, D2i en S2. Zij Si* het snijpunt der kegelsnede met si. Van de24 snijpunten der kegelsnede met <l>12 liggen er zes inH3, twee in D_>4, vier in Si*, vier in S2, dus acht in Hi. Dan zijn Hi, II2 achtvoudige punten van 4>12. Dit

blijkt ook hieruit, dat een kegelsnede, welke g3tot een figuur p3 aanvult, <J>12 snijdt in 24 punten, waar-van twee in den doorgang van g3, zes in H4 en zestienin Hi, H2 samenvallen. Daar bij een m-voudige rechte op <t>12, die deel uit-maakt van een ontaarde p[\\ m kegelsneden behooren,die <X> raken, en (I>12 ?Š?Šn viervoudige rechte, zes dubbel-rechten en vier enkelvoudige rechten draagt, welke aan dieneisch voldoen, bezit dit oppervlak 4 6 X 2 4 = 20kegelsneden. Alle multipliciteiten van (I)I2 zijn het dubbele van demultipliciteiten van Au. De aanrakingskromnie 1//3 in een vlak snijdt <I>12 in36 punten; daar \\p:i enkelvoudige punten op ^12, Si, s2heeft en ^ deze rechten viervoudig draagt, vertegen-woordigen deze punten 3X4=12 snijpunten, zoodatwij vinden:



??? Er zijn 24 krommen der [?’33], die twee gegeven vlakkenCp en ip aanraken. De meetkundige plaats van de raakpunten der raak-lijnen, die een rechte l snijden, is een oppervlak vanden vierden graad. Een vlak <p is osculatievlak voor zes krommen der [/j3]. De raakpunten der osculatievlakken door een rechte lliggen op een ruimtekromme van den twaalfden graad,w12, met zesvoudige snijlijn l. De punten, die lmn osculatievlak door een punt Pzenden, vormen een oppervlak van den zevenden graad, fl7. Dit blijkt ook hieruit dat de doorsnede van dit opper-vlak met het vlak Hi H2 PI3 van den zevenden graad is.Is G4 de doorgang van g4, dan bestaat deze doorsnedeuit de dubbelrechte di2 en de rechten <Zi3, d23, Hi G4,H2 G4 en H3 G4. Verder zien wij hieruit dat Hi, H2viervoudige punten en H3, H4 drievoudige punten van 127zijn; en daar een willekeurige p3, behalve drie verander-lijke punten, slechts de hoofdpunten en een punt op Â?1,s2 met il\' gemeen kan hebben, zijn si, s2 dubbelrechtenvan II7.

Het oppervlak lip heeft vijf kegelpunten P, Hi, H2, H3, H4. Een willekeurig punt P draagt vijf singuliere koorden;hiertoe behooren de vier rechten P Hk, die parabolischsingulier zijn. De raaklijnen der krommen p3 vormen een complexvan den zesden graad. De complexkegel met top P bezit vier keerribben P Hken ?Š?Šn dubbelribbe. Al deze eigenschappen kunnen gemakkelijk gevondenworden met de in Hoofdstuk II, Â§ 4â€”6 aangegevenmethoden. In een willekeurig vlak cp bepaalt de hier besproken[pz] een kubische involutie met drie singuliere puntenvan de tweede orde (de doorgangen van di2, si, s2) en



??? zes singuliere punten van de eerste orde (de doorgangenvan f??i3, du, d23, d2i, g3, gi). Â§ 4. In de tweede plaats denken wij ons gegevendrie punten Hi, H2, H3 en vier rechten, waarvan twee(.<?!, si\') door Hi en twee (s2, s2\') door H2 gaan. De bundels van quadrikegels (K12) met basisribben.Hi H2, Hi H3, si, si\' en (K22) met basisribben H2 Hi,H2 H3, s2, s2\' hebben de basisribbe Hi H2 gemeen enbrengen dus weer een bilineaire congruentie [V] voort. Deze heeft drie hoofdpunten Hi, H2, H3, drie hoofd-koorden Hk Hi en vier singuliere rechten van de tweede ordeSi, Si\', s2, s2\'. De exemplaren der [p*], die in een rechte en eenkegelsnede ontaarden, kunnen ook hier tot vier groepengebracht worden. 1Â°. Beschouwen wij het kubisch regelvlak A3, dat dutot dubbelrechte en de tweede transversaal t der vierrechten s tot enkelvoudige richtlijn heeft. Het is geheel bepaald door de vier rechten s en detransversaal g uit H3 over d\\2 en t, want de beschrij-venden bepalen op dX2 en t een

verwantschap (1, 2)die door vijf puntenparen vastgelegd wordt. Een willekeurig vlak d????r H3 en een beschrijvendesnijdt A3 nog in een kegelsnede, welke door II3 gaaten si, si\', s2, Si\' ontmoet. Het oppervlak A3 is dus de meetkundige plaats derkegelsneden die dl2 tot ontaarde figuren p3 aanvullen. 2Â°. De rechte di3 = Hi Hg wordt samengesteld metde S2 van een bundel, gelegen in het vlak (s2, s2\'),welke bundel H2 en de doorgangen van d13, s 1 en s/tot basispunten heeft. Analoog behoort bij d23 eenbundel (32) in het vlak (si, s/). 3Â°. De transversaal t moet vereenigd worden met deexemplaren van een bundel (52) in het vlak Hi H2 H3,van welken bundel Hi, H2, H3 en de doorgang van tde basispunten zijn.



??? 4Â°. Tenslotte worden de kegelsneden in het vlak(H3, si), welke een bundel vormen met Hi, H3 en dedoorgangen van s2 en s2\' tot basispunten, gecombineerdmet de stralen van den waaier (H2, s/). Evenzoo vindt men in de vlakken (H3, si\'), (H3, s2)en (H3, s2\') bundels van kegelsneden; de aanvullenderechten zijn de stralen der waaiers (H2, si), (Hi, s2\').en (Hi, s2). Deze vierde groep bestaat uit ontaardingen,welker beide bestanddeelen veranderlijk zijn. De meetkundige plaats (Â?2) is ook bij deze congruentievan den tienden graad; zij bestaat uit het knbisch regel-vlak A3 en zeven vlakken. Een willekeurige rechte l snijdt het kubisch regelvlakin drie punten en de vlakken, waarin de bundels (^2)gelegen zijn, ieder in ?Š?Šn punt. Zij ontmoet derhalvetien ontaarde figuren (d, Â?2). De zeven bundels van kegelsneden, die deel uitmakenvan de meetkundige plaats (<$2), bevatten ieder drielijnenparen. Deze kunnen met di3, d23, t of een straalvan de waaiers (H2, si), (H2, si), (Hi, s2) en (Hi, s2\')tot

ontaarde figuren p3 gecombineerd worden. Elke op het oppervlak A3 gelegen kegelsnede vormtmet een beschrijvende b een volledige doorsnede. Hetvlak der rechten g en t bevat nog een beschrijvende bo,die met de ontaarde <52 (t, g) een volledige doorsnede vormt. Nu rust t op de vier rechten s, terwijl g door H3 endu door Hi en H2 gaat, dus vormen t, g en dn eenontaarde figuur p3. De congruentie bezit bijgevolg 22 figuren, welke uitdrie rechten bestaan. Â§ 5. Ter bepaling van den graad van het oppervlakA beschouwen wij weer de doorsnede met het vlakHi H2 H3. Deze bestaat uit de kegelsnede door Hi, H2, H3en de doorgangen van t en l; uit \'de rechte dn, driemaalgerekend, omdat l in hare drie snijpunten met A3 driekegelsneden <52 ontmoet, die met dn ontaarde figuren



??? p3 geven; en uit de rechten </is, welke tot figuren p3worden aangevuld door kegelsneden die l snijden. De doorsnede is van den zevenden graad. Het opper-vlak is dus een A7 met twee vijfvoudige punten Hi, H2,een drievoudig punt H3, een drievoudige rechte dn, vierdubbelrechten s en acht enkelvoudige rechten, waaronderdn, d23, t, die op alle oppervlakken A7 liggen en vijfveranderlijke rechten, n. 1. I en ?Š?Šn straal van elk dervier waaiers. Eindelijk draagt A7 de dubbelkromme p] en tien kegel-sneden. De meetkundige plaats der punten, waar een vlak cpdoor krommen der [p\'A] wordt aangeraakt, is een krommevan den vierden graad, cp1, met een dubbelpunt in dendoorgang van di2 en vier enkelvoudige punten in dedoorgangen der vier rechten s. De complementaire kromme, cpG, is weder een krommevan den zesden graad met vijf dubbelpunten in de door-gangen der rechten dn, si, s 1\', s2, De krommen p3, welke cp aanraken, vormen een opper-vlak van den veertienden graad, (I>14,

met een zesvoudigerechte dn, vier viervoudige rechten s, drie dubbelrechtendn, dzs, t en acht enkelvoudige rechten, n. 1. twee stralenvan eiken der vier waaiers. Daar de zesvoudige rechte dn, de drie dubbelrechtenen de acht enkelvoudige rechten tot ontaarde figuren p3behooren, draagt <I>14 0 3X2 8 = 20 kegelsneden. Om de veelvoudigheid der hoofdpunten te bepalenbeschouwen wij de snijpunten van <I>14 met een kegel-snede 32 van A3. Van de 28 snijpunten vallen er zes samen in een puntvan dn en 4 X ^ in de steunpunten van <??2 op de sin-guliere rechten. De overige zes punten liggen in Hs,dus is Ha zesvoudig punt van <??>14. Een willekeurige ps snijdt 4>14 in 42 punten; daarvanliggen er zes in h3, zestien op de singuliere rechten,dus twintig in Hi, Hg.



??? De hoofdpunten Hi en H2 zijn dus tienvoudige puntenvan 4>u. De vlakke doorsnede i/>u van <??>u met een vlak \\pheeft een zesvoudig punt Di2 en vier viervoudige puntenS; de aanrakingskromme t^4 bezit een dubbelpunt D12en vier enkelvoudige punten S. Hieruit leiden wij af,dat 1p in 56 â€” 6 X 2 -- 4 X 4 = 28 punten wordt aan-geraakt door krommen p3, die ook cp aanraken. Er zijn dus 28 krommen p3, die twee gegeven vlakken(p en aanraken. Ieder vlak <p is oscidatievlak voor zes krommen p3. De complementaire krommen in de vlakken cp door lvormen een oppervlak van den achtsten graad metdubbelrechte l. Door l gaan zeven osculatievlakken, welker raakpuntop l ligt. De meetkundige plaats van de raakpunten der osculatie-vlakken door l is een kromme van den dertienden graad,oj13, met zevenvoudige snijlijn l. De raakpunten van de osculatievlakken door een puntP vormen een oppervlak van den achtsten graad, Â?ls. Zij T de doorgang van t met het vlak Hi H2 H3, danbestaat de

doorsnede van met dit vlak uit de drie-voudige rechte d12 en de rechten rfi3, d23, Hi T, H2 Ten H3 T, welke tezamen naar behooren een doorsnedevan den achtsten graad vormen. Hieruit volgt verder dat Hi, H2 vijfvoudige punten vaniV zijn, H3 drievoudig punt is en de vier rechten s alsdubbelrechten op te vatten zijn. De meetkundige plaats van de raakpunten der raak-lijnen, die een rechte l snijden, is een oppervlak vanden vijfden graad. Het oppervlak lip heeft vier kegelpunten P, Hi,H2, H?. Door een punt P gaan vijf singuliere koorden, onderwelke de drie rechten P Hk, die parabolisch singulier zijn.



??? De raaklijnen der p3 vormen een complex van denzesden graad. De complexkegel met top P heeft drie keerribben P Hken twee dubbelribben. In een willekeurig vlak <p bepaalt deze congruentieeen kubische involutie met ?Š?Šn singulier punt van dederde orde (de doorgang van di2), vier singuliere puntenvan de tweede orde (de doorgangen der vier rechten s)en drie singuliere punten van de eerste orde (de door-gangen van dis, dis en t). Â§ 6. In de derde plaats nemen wij twee vaste puntenHi, H2 aan en zes rechten, van welke si, si\', si" doorHi en s2, s2\', s2" door H2 gaan. De partieele doorsneden van twee bundels van quadri-kegels, welke achtereenvolgens tot basisribben hebbenHi H2, si, Si\', si" en II2 Hi, s2, s2\', s2" vormen eenbilineaire congruentie. [^J, die Hi, H2 tot hoofdpunten,Hi H2 tot lioofdkoorde en de zes rechten s tot singuliererechten van de tweede orde heeft. Ter bepaling van de ontaardingen (d, beschouwenwij het biquadratisch regelvlak A1, dat de rechte Â?fi2 = Hi II2tot

drievoudige richtlijn en de zes rechten s tot beschrij vendenheeft. Leggen wij vlakken door telkens twee beschrijven-den, die elkaar op du ontmoeten, dan snijden deze vlakkenhet oppervlak nog in een kegelsnede die op di2 en de zesrechten s rust, en dus met di2 een ontaarde figuur p3 vormt. In het vlak (si, s/) ligt een bundel van kegelsneden,waarvan Hi en de doorgangen van s2, s2\', s2" de basis-punten zijn. Door combinatie met stralen van den waaier(II2, si") leveren deze kegelsneden ontaarde figuren p3,waarvan beide bestanddeelen veranderlijk zijn. Er zijn vijf analoge stelsels, die ieder uit een bundelvan kegelsneden en een waaier bestaan. De meetkundige plaats der kegelsneden is wederomvan den tienden graad; zij bestaat uit het biquadratischregelvlak A1 en zes vlakken.



??? Een willekeurige rechte l snijdt A4 in vier punten ende vlakken der zes bundels (^2) elk in ?Š?Šn punt, dusontmoet l tien ontaarde figuren {d, c>2). Elk der zes bundels (^2) bevat drie lijnenparen, diemet stralen van den toegevoegden waaier ontaardingenin drie rechten leveren. Het biquadratisch regelvlak A4 kan in het algemeengeen ontaarde figuren, die uit drie rechten bestaan, be-vatten; want iedere, op A4 gelegen kegelsnede vormtmet twee beschrijvenden bi, b2 een volledige doorsnede. Indien 52 ontaardt, moet haar vlak drie beschrijvendenbevatten, benevens een rechte r, die dan richtlijn vanA4 is, en dit is in het algemeen niet het geval. De congruentie bezit dus achttien figuren, die uit drierechten bestaan. Wat het oppervlak A betreft merken wij op, dat hetde rechte dn tot viervoudige rechte moet hebben (daar lhet oppervlak A\' in vier punten snijdt en dus op vierkegelsneden rust, die met dn ontaarde figuren p3vormen), en dat de zes rechten s dubbelrechten zijn. Noemen wij x den graad van A,

dan bestaat de door-snede van twee oppervlakken A, behoorende bij derechten l en l\', uit x krommen p3, die l en l\' snijden,en uit de veelvoudige rechten dn en-s. Uit de vergelijking x4 = 3x 16 6X4volgt dan x =8. Het oppervlak is dus van den achtsten graad. Hetheeft twee zesvoudige punten Hi, H2; immers een wille-keurige pa snijdt A8 in 24 punten, waarvan twaalf opde dubbelrechten s liggen, dus twaalf in de hoofdpunten. Behalve de reeds genoemde veelvoudige rechten draagtA8 nog zeven enkelvoudige rechten, n. 1. I en een straalvan eiken der zes waaiers; tenslotte heeft het oppervlaktien kegelsneden en de dubbelkromme p\\. Â§ 7. De meetkundige plaats der punten, waar een



??? vlak (p door krommen p3 wordt aangeraakt, is een krommevan den vijfden graad, (p5, met een drievoudig punt D]2en zes enkelvoudige punten S in de doorgangen dersinguliere rechten. De complementaire kromme CpG heeft zeven dubbelpuntenin D12 en de zes punten S. De meetkundige plaats der krommen p3, die een vlakcp aanraken, is een oppervlak van den zestienden graad,<J>1G, met een achtvoudige rechte dn, zes viervoudige rechtens en tivaalf enkelvoudige rechten (twee stralen van eikender zes waaiers). Daar de achtvoudige rechte dn en de twaalf waaier-stralen deel uitmaken van ontaarde figuren p3, draagt(piÂ? 8 12 = 20 kegelsneden. Van de 48 snijpunten van een willekeurige p3 met CI>\'6vallen er 6 X 4- = 24 samen in de punten, waar de p3op de singuliere rechten rust; de overige 24 puntenliggen in de hoofdpunten. Het oppervlak <I)"i heeft dus twee twaalfvoudige puntenHi, H2. De doorsnede <//\'" van fI>,B met een vlak (// heeft eenachtvoudig punt Di2 en zes viervoudige

punten S; deaanrakingskromme \\p5 bezit een drievoudig punt Di2 enzes enkelvoudige punten S. Van de 80 snijpunten van i/>16 en 5 liggen er dus 24in Dia en G X 4 in de punten S. Hieruit volgt dat er 32 krommen p3 zijn, ivelke tweegegeven vlakken (p en \\p aanraken. Elk willekeurig vlak (p is osculatievlak voor zes krommen p3. De complementaire krommen in de vlakken door lvormen een oppervlak van den achtsten graad met dub-belrechte l. Door l gaan acht osculatievlakken, welker raakpuntop / ligt. De raakpunten van de osculatievlakken door l liggenop een kromme van den veertienden graad, coli, metachtvoudige snijlijn l.



??? De meetkundige plaats van de raakpunten der oscu-latievlakken door een punt P is een oppervlak van dennegenden graad, IX9. Zij a. de veelvoudigheid der rechten s en {3 de veel-voudigheid der hoofdpunten, dan volgt uit een beschou-wing van de snijpunten eener willekeurige p3 met IX9,dat oi en (3 moeten voldoen aan de vergelijking3 X9 = 3-f 6Â? 2 (3of 3Â? 0=12. De oplossing x = 3, (3 = 3 is onbruikbaar, daar derechte di2 = TIi H2 in haar geheel op IX9 moet liggen. Wij moeten dus nemen x = 2, [3 = 6; m. a. w. dezes rechten s zijn dubbelrechten en de beide hoofdpuntenzesvoudige punten van fl9. De meetkundige plaats van de raakpunten der raak-lijnen, die een rechte l snijden, is een oppervlak vanden zesden graad. Het oppervlak lip heeft drie kegelpunten P, Hi, H2. Door een punt P gaan vijf singuliere koorden; dekoorden P Hi en P H2 zijn echter parabolisch singulier. De raaklijnen der krommen p3 vormen een complexvan den zesden graad. De complexkegel met top P heeft twee

keerribbenP Hk en drie dubbelribben. In een willekeurig vlak cp bepaalt deze congruentieeen kubische involutie met ?Š?Šn singulier punt van devierde orde (de doorgang van dn) en zes singulierepunten van de tweede orde (de doorgangen der zesrechten .<?).



??? HOOFDSTUK VIL De congruentie van STUYVAERT. Â§ 1. De congruentie, bestaande uit de kubische ruimte-krommen, welke door twee vaste â– pinden gaan en driegegeven rechten tot koorden hebben, is door Stuyvaertlangs analytischen weg onderzocht \')â€? Later heeft Dr. Jande Vries aangetoond 3) dat zij kan voortgebracht wordendoor een net van nodale kubische oppervlakken. Noemt men de hoofdpunten der [ps~\\ Hi, H2, de ge-meenschappelijke koorden /ti, /i2, //3, en stelt men detransversalen uit Hi over 7/k, h\\ door /ki\', de transver-salen uit Ha over lik, li\\ door voor, dan bestaat ereen net van kubische oppervlakken |<??>3], die door hi, /t2,h3 en H2 gaan en in Hi een kegel punt hebben. Immers een kubisch oppervlak, dat drie gegeven rechtenen een gegeven punt moet bevatten en in een andergegeven punt een kegelpunt moet hebben, heeft aan3X4 1 4=17 voorwaarden te voldoen, dus zijner cc- zulke oppervlakken, die een net vormen. Alle exemplaren van het net bevatten de

transversalen/ki\', die met elk oppervlak (P3 vier punten gemeen hebben.De basis van het. net bestaat derhalve uit het punt H2en de zes rechten Ai, /<2, A3, <12\', <13\', fo\', die een ont-aarde kromme van den zesden graad met zeven schijn-bare dubbelpunten vormen. (Door een willekeurig puntP gaan n.1. de koorden P Ui, de drie transversalen naarde paren /tk, li\\ en de drie transversalen naar de paren \') M. Stuyvaert: Etude de quelques surfaces alg?Šbrtques. Dis-sertation inaugurale, Gand, 1902. *) Dr. Jak de Vriks: Kubische invotutics in het rlak. (Versl.K. A. W. 23, blz. 878).



??? Elke tot het net behoorende bundel (4>3) heeft behalvede zes genoemde rechten nog een p3 tot basiskromme.Deze krommen vormen een bilineaire congruentie, zooalsop de bekende wijze kan aangetoond worden (zie Hoofd-stuk III, Â§ 1). Â§ 2. Wij zullen thans een andere meetkundige af-leiding van de [V] van Stuyvaert geven. De vierzijdet\\2, h2, tii" vormt de basis van een bundel vanquadratische regelvlakken (^J2), de vierzijde in, t\\3\', ha, 113"de basis van een soortgelijken bundel O?2). Deze beidebundels brengen, daar zij de basisrechte h\\ gemeen hebben,een [/r] voort, waarvan alle exemplaren door Hi, H2gaan, hi, h2, h3 tot koorden hebben en op de rechtent rusten. Een punt S van h2 draagt ?Š?Šn oppervlak maaralle oppervlakken (P2. De 001 krommen p3 door het singuliere punt S vormendus het oppervlak dat door S bepaald is. Hieruitvolgt, dat h2 en analoog ha singuliere rechte van de ticeedeorde is. Daar nog een punt S\' met h2 gemeen heeft,moeten de cc1 krommen p3, die door S

gaan, ook doorS\' gedragen worden. De punten S, S\' zijn in een in-volutie\' gerangschikt. Wordt S op hi gekozen, dan wordt een p3 door Sbepaald door de oppervlakken <I>2 en die elkaar inS aanraken. [Een analoog geval hehben wij in Hoofd-stuk II, Â§ 1 beschouwd. De oppervlakken <JV (metbasis ai3, b) en <I>22 (met basis <r23, b), welke een p3bepalen, die door een punt B van b gaat, moeten elkaarin B raken. De aldus voortgebrachte co1 krommen p3snijden tri3, <r23 elk in vier punten]. Alle p3 door S zullen nu twee vaste punten op h2,?Š?Šn op tX2\', ?Š?Šn op ti2" en analoog twee vaste puntenop h3, ?Š?Šn op /13\' en ?Š?Šn op h3" insnijden. Een willekeurig vlak door hi bepaalt nu met li2 en



??? niet h3 twee rechten b2, b3. De door b2 (b3) gelegdeoppervlakken <I>2 (Â?2) hebben in S hetzelfde raakvlak.Hierdoor wordt een projectiviteit van elkaar in S rakendeoppervlakken tot stand gebracht, welke een monotde S4voortbrengt, die gevormd wordt door de oo1 door Sgaande p3. Schijnbaar neemt nu hi een bijzondere positie integenover h2 en h3. Men kan echter op de volgende wijze aantoonen, datook bi singuliere rechte van de tweede orde is. In deprojectiviteit komt het vlak Ju IIi, behoorend tot hetvlakkenpaar h\\t\\2\', Ihtn" met zichzelf overeen, daarhet ook tot het vlakkenpaar hi ti3\', h2 tl3" behoort. Ditvlak moet dus evenals het vlak /<i H2 terzijde gelegdworden, zoodat als meetkundige plaats der door S gaandep3 geen mono??de S4, maar een hyperbolo??de gevondenwordt. Â§ 3. De ontaardingen\'in een rechte en een kegelsnedekunnen tot twee groepen gebracht worden. 1Â°. De rechte tn\' vormt ontaarde figuren p3 met denbundel van kegelsneden, die in het vlak Ha h3 liggenen

H2 en de doorgangen van hi, h2, h2\' tot basispuntenhebben. De vijf andere rechten t\', t" vormen analoge stelsels. 2Â°. Elke kegelsnede door Hi, Ha, die op hi, /i2, h3rust, vormt een figuur p3 met een rechte d, welke hi,//2, h3 snijdt. De meetkundige plaats (<52) is een biquadratisch opper-vlalc A\', want de doorsnede met een willekeurig vlakdoor Hi Ha = dn bestaat een kegelsnede door Hi, H2en de doorgangen van hi, /<2, Ji3 en uit de rechte dn,die dubbelrechtc is, daar zij met elk der transversalengi, g<i over Ju, /i2, h3, dn een ontaarde kegelsnede vormt. Het oppervlak A\' heeft blijkbaar twee drievoudige puntenHi, H2. Plet bevat de rechten h\\, h3, hÂ? en de zesrechten t\', t"; de laatsten toch hebben ieder met A\'



??? vijf punten gemeen (drie in Hi of H2, ?Š?Šn op /ik, ?Š?Šn op h\\). De meetkundige plaats (d) is een hyperbolo??de 52 metrichtlijnen hi, h2, h3. De ontaarde figuren dezer tweede groep bestaan uittelkens een kegelsnede van A4 met telkens een beschrij-vende van Wij merken nog op dat alle kegelsneden, die totontaarde figuren p3 behooren, een meetkundige plaatsvan den tienden graad vormen, welke bestaat uit hetbiquadratisch oppervlak A4 en zes vlakken. Om het aantal figuren p3, die uit drie rechten bestaan,te vinden bedenken wij, dat de drie samenstellende rechtende punten Hi, H2 en twee punten van elk der gemeen-schappelijke koorden moeten bevatten. Deze ontaardingen kunnen als volgt ingedeeld worden: 1Â°. Twee der rechten gaan ieder door ?Š?Šn hoofdpunten snijden twee rechten //, de derde rust op de drierechten li (zes gevallen). 2Â°. De eerste rechte gaat door het ?Š?Šne hoofdpunten snijdt ?Š?Šn der rechten li, de tweede gaat door hetandere hoofdpunt en snijdt de twee andere

rechten h,de derde rust op de drie rechten h (zes gevallen). 3Â°. Een der rechten is d12 = Hi H2, de beide anderenzijn de transversalen gi, g2. Men vindt op deze wijze dertien ontaardingen in drierechten. Â§ 4. Wij onderzoeken thans het oppervlak A, gevormddoor de krommen p3, die een willekeurige rechte l snijden. Het oppervlak (de meetkundige plaats der p3 dooreen punt S van h2) wordt door / in twee punten ge-sneden. Door S gaan dus twee p3, welke l snijden,m. a. w. h2 is dubbelrechte van A. De doorsnede van A met het vlak Hi h2 bestaat nuuit de dubbelrechte h2, de r?Šchten h2\', t23\' en de kegel-snede door Hi en de doorgangen van hi, h3, h3" en l.De vlakke doorsnede is blijkbaar van den zesden graad.



??? Het gezochte oppervlak is dus een oppervlak van denzesden graad, A6; het bezit twee drievoudige punten Hi,H2tdrie dubbelrechten hi, /i2, h3 en de dubbelkromme p\\ (welkel tot koorde heeft). Behalve de rechte l liggen op A.6 nog twaalf rechten(waaronder de zes transversalen t\', t") en twaalf kegel-sneden, want l heeft inet eiken der zes bundels (22) ?Š?Šnpunt, met A4 vier en met S-2 twee punten gemeen,ontmoet dus twaalf ontaardingen {d, ?¨2). De drievoudige punten, de dubbelrechten en de zestransversalen t\', t" liggen op alle oppervlakken A6. Een vlak (p door l snijdt AG verder nog in een kromme(p5, die door de steunpunten Li, L2 van l op de dubbel-kromme gaat en dubbelpunten heeft in de doorgangenvan hi, 1)2, h3 en den derden doorgang Ls van pl Behalve Li, L2 hebben cp5 en l nog drie puntengemeen, in welke cp door krommen p3 aangeraakt wordt.De aanraking skromme is dus een vlakke kubische krommecp3, welke door de doorgangen van li\\, h2, h3 gaat. Wentelt liet vlak cp

om l, dan beschrijven de aan-rakingskrommen een oppervlak van den vierden graad,dat de meetkundige plaats is van de raakpunten derraaklijnen, die de rechte l snijden. Een oppervlak A6 wordt door de aanrakingskrommeCp3 in 18 punten gesneden; maar daar AÂ° de rechten/ik tot dubbelrechten heeft en cp3 op elke /<k een enkel-voudig punt bezit, moeten de doorgangen (hk, Cp) alsdubbelpunten en dus samen als zes punten van dedoorsnede geteld worden. Hieruit volgt dat de krommen p3, die een vlak cpaanraken, een oppervlak van den twaalfden graad, (I>12,vormen. Het oppervlak behoorende bij een punt S van /<2,wordt door (p gesneden in een kegelsnede, die door dedoorgangen van h\\ en h3 gaat en in die doorgangentwee punten met cp3 gemeen heeft. Op cp3 liggen dus3X2 â€” 2 = 4 punten, waar een door S gaande p3 het



??? viak cp raakt; ra. a. w. fa en analoog h 1, fa is viervoudigerechte van <??>12. Daar cp door twee kegelsneden van eiken bundel (Â?2)aangeraakt wordt, zijn de zes transversalen t\', t" dubbel-rechten van 4>12. Een willekeurige p3 heeft met 4>12 zes viervoudigepunten op fa, fa, fa gemeen; de overige twaalf snijpuntenvallen in de hoofdpunten samen; Hi en Ho zijn dus zes-voudige punten van Â?fr12. De doorsnede van <f>12 met Sr2 bestaat uit viermaalfa, fa, fa en verder dus uit twaalf rechten d. Met A4 heeft <3>12 viermaal hi, h2, fa en tweemaal de zesrechten t\', t" gemeen, dus verder nog twaalf kegelsneden. Daar cp door twee kegelsneden van eiken der zesbundels (ci2) geraakt wordt, draagt <I>12 in het geheel12 6 X 2 = 24 kegelsneden. De doorsnede \\p12 van CI>12 met een ander vlak heeftdrie viervoudige punten in de doorgangen der gemeen-schappelijke koorden, terwijl de aanrakingskromme ip3die punten enkelvoudig bevat. De krommen \\p12 en 1p3hebben dus nog 24 snijpunten, waar

1p geraakt wordtdoor krommen cs, welke ook (p aanraken. De congruentie bezit dus 24 krommen, die twee gegevenvlakken Cp en \\p aanraken. Dit resultaat kan ook op de volgende wijze gevondenworden. Twee oppervlakken fJ>12 en hebben gemeenzestienmaal de drie gemeenschappelijke koorden en vier-maal de zes rechten t\', t"; hun doorsnede bestaat dusverder nog uit (144 - 3 X 16 â€” 6 X 4): 3 = 24 krom-men j??3, die zoowel cp als 1p aanraken. Â§ 5. Een vlakke doorsnede van het oppervlak <J>12bestaat uit tweemaal de aanrakingskromme (p3 en uitde complementaire kromme cpG, welke dubbelpunten in dedoorgangen van hk heeft. IA de 18 gemeenschappelijkepunten van cp3 en cp6 moeten deze elkaar raken; naafzondering van de doorgangen van fa, die elk twee



??? gemeenschappelijke punten vertegenwoordigen, blijvener (18 â€” 6): 2 = 6 punten over, waar 0 door krommenp3 geosculeerd wordt. Het vlak <Â?> is dus osculatievlak voor zes krommen der [,<?3]. Wanneer nu 0 wentelt om l, beschrijft de comple-mentaire kromme een oppervlak van den achtsten graadmet dubbelrechte l. De verwantschap (G, C\') tusschen de in de vlakken 0gelegen snijpunten G van l met cp3 en de snijpunten C\'van l met cpG blijkt een (6, 6) te zijn. Een co??ncidentie G = C\' wijst een punt aan, waar 0osculatievlak eener p3 is met raakpunt C = G\'; derhalvedraagt l zes punten, welker osculatievlak door l gaat. Hieruit volgt weer dat de punten, die hun osculatie-vlak door l zenden, op een kromme van den twaalfdengraad, co12, met zesvoudige snijlijn l liggen; en verderdat de meetkundige plaats van de raakpunten der oscu-latievlakken door een punt P een oppervlak van denzevenden graad, IX7, is. Daar een willekeurige p3 drie osculatievlakken doorP zendt, liggen 18 van de 21

snijpunten van een p3 metIX7 in Hk of op /tk. Zij x de veelvoudigheid der hoofdpunten en /3 deveelvoudigheid der gemeenschappelijke koorden op IX7,dan heeft men 2 x 6 [3= 18. De doorsnede van IX7 met het vlak Hi In bestaat uith\\ en zes rechten, die bestanddeelen zijn van ontaardefiguren ?’53; daaruit volgt dal /3=1, dus x = G is. Het oppervlak IX7 heeft dus twee zesvoudige puntenHi, II2 en drie enkelvoudige rechten li 1, /*â€?_>, I13. Â§ 6. Het oppervlak lip, de meetkundige plaats vande steunpunten der p3 op hun koorden door P, heefteen kegelpunt P en bevat de rechten hk. Dit laatste volgt hieruit dat de rechte, die een puntS van hi met P verbindt, het oppervlak nog in eentweede punt snijdt, zoodat SP koorde van een p3 door S is.



??? Van de twaalf snijpunten van lip met een willekeurigep3 liggen er zes op hk, twee op de koorde door P envier in de hoofdpunten; Hi, H2 zijn dus kegelpuntenvan Hp. De kegel Kp, die pp uit P projecteert, heeft behalve ^pvijf rechten met lip gemeen, die singuliere koordenmoeten zijn. Tot deze behooren de rechten P Hi en PH2, welkeparabolisch singulier zijn. De transversaal uit P over hi en h2 ligt op het opper-vlak <I>p, dat door P bepaald is, wordt door de exemplarenvan den bundel OP2) in een quadratische involutie ge-sneden, en is dus singuliere koorde. Hetzelfde geldtvoor de transversaal uit P over hi en h3, die op hetoppervlak Yp ligt. Om redenen van symmetrie zal dus de derde eigenlijkesinguliere koorde door P op de hyperbolo??de liggen,welke door P, Hi, H2, Jh, h3 bepaald wordt. De singuliere koorden blijken dus te liggen op dehyperbolo??den van drie bundels, die door Hi, H2 entwee der rechten hk bepaald worden; zij behooren der-halve tot drie slralencongruenties (1, 3). Evenals bij de

vroeger behandelde congruenties vormenook bij de [/33] van Stuyvaert de raaklijnen der p3 eencomplex van den zesden graad. De complexkegel met top P heeft twee keerribbenP PIi, P H2 en drie dubbelribben, n. 1. de drie singulierekoorden door P. Â§ 7. De congruentie van Stuyvaert kan op driemanieren door twee bundels van quadratische regelvlakkenvoortgebracht worden. Men kan toch de vierzijden, uitwelke de bases der bundels bestaan, zoo kiezen, dat zijelke der drie gemeenschappelijke koorden gemeen hebben. De congruentie bepaalt in" een willekeurig vlak <p eenkubische involutie met drie singuliere punten van detweede orde (de doorgangen der koorden hk) en zes



??? singuliere punten van de eerste orde (de doorgangen dertransversalen t\', t"). Wanneer de drie gemeenschappelijke koorden in ?Š?Šnvlak liggen en dus een driehoek H3 H* H5 vormen,moeten alle p3 door de hoekpunten van dien driehoekgaan, daar het vlak drie punten van elke p3 moet be-vatten en iedere zijde van den driehoek koorde van elkep3 moet zijn. Dan zijn de punten H3, H4, H5 hoofdpunten en is decongruentie van Stuyvaert overgegaan in de congruentievan Reye. Wanneer de rechte hi door Hi, de rechte h? door H2gaat en /j3 = Hi II2 is, moet elke p3 de rechte Jn in Hien de rechte Ju in II2 raken, en in Hj, H2 drie samen-vallende punten hebben. Het osculatievlak, dat Hi tot raakpunt heeft, kan nietdoor /(a gaan, evenmin als het osculatievlak, dat II2tot raakpunt heeft. Alle p3, hebben dan een gemeenschappelijk osculatie-viervlak; m. a. w. de congruentie van Sturm (zie Hoofd-stuk VIII) is een bijzonder geval van de congruentievan Stuyvaert. Â?



??? HOOFDSTUK VIII. De congruentie van St??iim. Â§ 1. De congruentie van Sturm bestaat uit de kubischeruimtekrommen, die een gemeenschappelijk osculatieviervlakhebben, dat door twee hoofdpunten Ai, A2 bepaald is. Zij Ai Bi A2 B2 dit viervlak. Ai B2 = Â?i is de gemeen-schappelijke raaklijn in Ai, A2Bi=a2 de gemeenschap-pelijke raaklijn in A2, Ai A2 = aX2 de hoofdkoorde,BiB2 = &i2 de as, toegevoegd aan de koorde au, hetvlak Ai Bi B2 = ai het gemeenschappelijk osculatievlakin Ai, het vlak A2BiB2 = a2 het gemeenschappelijkosculatievlak in A2. Verder zullen wij het vlak Ai AÂ? Bi (Ai, a2) door /3t,het vlak Ai A2 B2 (A2, Â?i) door (32, de rechte Ai Bi doorbi en de rechte A2 B2 door b2 voorstellen. Beschouwen wij nu alle krommen p\'A, die in Ai totraaklijn ai en tot osculatievlak Â?1, in A2 tot raaklijn a2en tot osculatievlak ac2 hebben. De quadrikegel K12, welke een willekeurige pa uit Aiprojecteert, heeft tot ribben ai (met raakvlak m) en ai2(met raakvlak (3i); de quadrikegel K22, die haar uit

A2projecteert, heeft tot ribben a2 (met raakvlak Â?2) en au(met raakvlak (32). De bundels van quadrikegels (K12), die xx langs ai enj3i langs au raken, en (K22), die a2 langs a2 en /32 langsau raken, hebben de basisribbe ai2 (maar niet de raak-vlakken langs au) gemeen en brengen dus een congruentievan kubische ruimtekrommen voort. Dat deze bilineair is volgt alweer hieruit, dat eenwillekeurig punt P ?Š?Šn kegel K12 en ?Š?Šn kegel K22, dus?Š?Šn kromme p3 draagt, en dat de twee bundels op een



??? willekeurige rechte l twee quadratische involuties insnijden,welker gemeenschappelijk paar de steunpunten vormtder eenige p3, die l tot koorde heeft. De bundel (Kj2) bezit twee ontaarde kegels, n. 1. hetvlakkenpaar xi, (Si en het dubbelvlak (S22. Eveneenskomen in den bundel (k22) twee ontaardingen voor,n. 1. het vlakkenpaar x2, /32 en het dubbelvlak (Si2. Zondert men de gemeenschappelijke basisribbe Â?i2 af,dan blijkt de doorsnede van de vlakkenparen alf (Si enx2, (S2 te bestaan uit de rechten bi2) ai en a2, terwijlde doorsnede der dubbelvlakken (Sr en (S22 uit driemaalde rechte ai2 bestaat. De krommen p3, die de doorsneden zijn van de bundel-schaar (K22) met het vlakkenpaar xu (Si, ontaarden inde rechte a2 en een bundelschaar van kegelsneden ?¨rin het vlak Â?1, welke kegelsneden de rechte ai in Aien de rechte bi2 in Bi aanraken. De krommen p3, die worden voortgebracht door debundelschaar (K12) en het vlakkenpaar Â?2, /32, vallenuiteen in de rechte ai en een bundelschaar

van kegel-sneden <522 in het vlak x2, welke kegelsneden de rechtea2 in A2 en de rechte bi2 in B2 raken. Eindelijk vindt men als doorsnede van den bundel(Kr\') met het dubbelvlak (Sr en als doorsnede van denbundel (K22) met het dubbelvlak (S22 telkens driemaalde rechte ai2. De kegelsneden, die tot ontaarde figuren p3 behooren,zijn dus in twee bundelscharen gerangschikt, terwijl menals ontaardingen in drie rechten kan opvatten de figuurbiÂ?, ai, a2 en de figuur (ai2)3. Â§ 2. Het oppervlak A, gevormd door de krommenp\'\\ welke de rechte / snijden, beval ?Š?Šn kegelsnede 2i2en ?Š?Šn kegelsnede ^22, dus ook de rechten ai en a2. Daaralle krommen p3 de rechten ai en a2 aanraken, zullenook twee oppervlakken A elkaar langs ai en a2 aanraken. Zij x de graad van A, dan bestaat de doorsnede van



??? twee dergelijke oppervlakken uit tweemaal Â?i, tweemaala2 en x krommen p3. Uit de vergelijking x2 = 3 x 4volgt x = 4. Het oppervlak A is dus van den vierden graad. De kromme p\\, welke l tot koorde heeft, is dubbel-kromme op A4. Uit elk punt P van A4 kan men een koorde k naarps, trekken; deze koorde heeft vijf punten met A4 gemeenen ligt dus geheel op het oppervlak; m. a. w. het opper-vlak A4 is een regelvlak. De congruentie van Sturm wordt analytisch voorgestelddoor de vergelijkingen Oi x1_(3 x2_Y x3 /.s x2 x3 x4..... \' wanneer Ai B2 Bi A2 als co??rdinatenviervlak wordt aan-genomen, zoodat x\\ = 0 het vlak x2, x2 = 0 het vlak(3lf x3 = 0 het vlak j32 en Xi = 0 het vlak xi voorstelt. Hier zijn x, (3, y parameters, zoodat (1) inderdaad oc2krommen p3 bepaalt. Zij P (pi, 0, p3, pi) een punt van /3i, Q (qx, q2, 0, qt)een punt van (32, dan voldoen de co??rdinaten van hetsnijpunt X eener pz met de rechte P Q aan x (pi A qi) _ (3 X q2 _ Ap3 ^ A q2 A p3 p4 A q4 \' Door eliminatie van x, (3, y tusschen (1)

en (2) vindenwij als vergelijkingen voor de kromme p\\- pi x2 A qi x2_A q2 xÂ?_ p3 X4 A q2 xi p3 X2 p4 X3 A q4 xs of q22 xi x3 A2 â€” p3 qi x22 A â€” pi p3 x22 = 0 ) , , q2 q4 x32 A2 4- P4 q2 Xs^A â€” p32 x2x< = 0 I \' Elimineeren wij A tusschen de vergelijkingen (3) danwordt als vergelijking van het oppervlak A gevonden:q22 xi x3 â€” pÂ? qi x22 â€” pi p3 x22 0 0 q22 Xi x3 â€” \'p3qix22 â€” pi p3 x22 _0 q2 q4 x32 p4 q2 x32 â€” p32 x2 x4 00 q2 qi x32 pi q2 x32 â€” p32 x2 x4



??? Deelt men de eerste kolom door q2 x3 en de vierdekolom door p3 x2, en ontwikkelt men den determinantvolgens de elementen der eerste kolom, dan wordt ge-vonden: q2" xi x3 â€” p3 qi xvpi q2 x32 â€” p32 x2 x4q2 q4 x32 p4 q2 x32 p3 x4p3 qi x22 pi p3 x22 0q22 xi x3 â€” p3 qi x22 pi x2p3 x4 pi x20 q4 x3 q2 Xi p4 q2 x32 q2 q4 x32 De eerste kolom van den eersten determinant kan nudoor q2 x3, de eerste rij van den tweeden door p3 x22gedeeld worden. Na weglating van den factor x3 wordtde vergelijking: 2 0 qi q22 xi x3 â€” p3 qi x22 pi x2 q22Xi â€” p3 q4 x2* q2 q4 x32 p4 q2 x3- p3 X4 q2 xi â€” p3 qi x2\' pi x2p4 x3 â€” p32 x2 x4 0q4 x3 p4 q2 x3- p3 x4 Pi Na ontwikkeling der determinanten blijkt de verge-lijking door X2 deelbaar te zijn; zij verkrijgt na rang-schikking de gedaante: p32 qs2 (2 pi q4 p4 qi) xi x2 x3 x4 â€” p33 q23 xr x42 pi p3 q2 q4 (p4 qi â€” pi q4) x22 x32 pi p42 q23 Xi x33 -f (4), p33qi2q4X23x.4 = 0 is dus van den vorm: A xi x2 x3 x4 B xi2 xi2 G x22 x32 -f* D xi x33 f Ex23x4 =

0.....(5), waaruit opnieuw blijkt, dat A een oppervlak van denvierden graad is. Rangschikken wij (5) naar Xi, dan volgt uitB x42 x,2 (A x2 x3 x4 D x33) xi (G x22 x32 Ex23x4) = 0dat Ai een dubbelpunt van A4 is, waarvan de raak-kegel wordt voorgesteld door x42 = 0. Men vindt dus dat Ai en A2 uniplanaire punten zijnen alle oppervlakken A4 in Ai (A2) hetzelfde dubbel tetellen raakvlak oei (<x2) hebben. Uit xi=0 volgt x22 = 0 met Cx32 4- Ex2x4=0; duswordt A4 door Â?2 langs de ribbe Â?2 en analoog doorcci langs de ribbe rti aangeraakt.



??? Het oppervlak A4 bevat slechts de ribben a\\ en a<ivan het osculatieviervlak. Een willekeurige kromme p3 heeft met A4 zes puntenin Ai en zes punten in A2 gemeen. Â§ 3. Een vlak cp door l heeft met A4 naast l nogeen kromme van den derden graad, (p3, gemeen, welkel in de steunpunten der dubbelkromme p\\ en in eenderde punt snijdt. In dit laatste punt wordt cp dooreen kromme p3 aangeraakt. De meetkundige plaats der punten, waar een vlak doorkrommen der [p3] wordt aangeraakt, is dus een rechte f. Een oppervlak A4, behoorende bij een niet cp gelegenrechte m, wordt door f in vier punten gesneden; hieruitvolgt dat de krommen p3, welke een vlak cp aanraken,een oppervlak van den vierden graad, (I>4, vormen. De kromme i/>4, volgens welke dit oppervlak door eenvlak 1p gesneden wordt, heeft vier punten gemeen metde in 1p gelegen aanrakingsrechte. In die vier puntenwordt \\p aangeraakt door krommen p3, die tevens aancp raken. Er zijn dus vier krommen p3, die twee gegeven

vlakkenCp en \\p aanraken. De meetkundige plaats der rechten f in de vlakken cpdoor l is een quadratisch oppervlak, dat bestaat uit deraakpunten der raaklijnen, die l snijden. Het oppervlak 4>4 wordt door een vlak Cp gesnedenin de rechte f, die als aanrakingsrechte tweemaal inrekening moet gebracht worden, en in de complementairekromme cp2. In het raakpunt van cp2 met f wordt cp door eenkromme p3 geosculeerd. Een willekeurig vlak cp is dus slechts osculatievlak voor?Š?Šn kromme der [p3]. De complementaire krommen in de vlakken door lvormen een oppervlak van den vierden graad met dubbel-rechte l.



??? De verwantschap (C, G\') tusschen de snijpunten C van lmet fen de snijpunten G\' van l met <fi2 blijkt een (2,2) te zijn. Door l gaan derhalve twee osculatievlakken, welkerraakpunt op l ligt. De meetkundige plaats van de raakpunten der oscu-latievlakken door een rechte l wordt nu een kubischeruimtekromme co:) met l t.ot koorde. = 0. Â§ 4. De congruentie van Sturm kan ook wordenvoorgesteld door de vergelijkingen: Xi = t3, X2 = x t2, X3 = x (3 t, x.i = x (3 y. Het osculatievlak eener kromme Xk = fk (t) wordt aan-gewezen door: |yk fk(t) fk\'(t) fk" (t) | = 0. Een willekeurige p3 van de hier beschouwde congru-entie heeft dus tot osculatievlak: yi t3 3 t2 6 t y* xt2 2<xt 2Â? yÂ? x?Ÿt x ?Ÿ 0 y* x?Ÿy 0 0 Zal dit vlak door P gaan, dan moet voldaan worden aan: of aan: Pi t3 3 t3 6 t3 p2 xl2 2x t2 2x p3 x?Ÿt x ?Ÿ t 0 Pi x?Ÿr 0 0 Pi Xl 3 Xi G xi X2 2x2 2 x2 PÂ? x3 Xs 0 pi X4 0 0 = 0 can geschreven worden: Pl! Xl Xs X4 â€” P4 Xl X2 X3 = 0. Hiervoor 310321 2 21 00 03 62 20 0 Pl X2 X3 X4 p3 Xi X2 X4



??? of â€” 2 Pi X2 X3 x4 6 p2 X1 X3 x4 â€” 6 p3 Xi X2 X<t 2 pi xi x2 x3 = 0 of pi 3 p2 3 p3 __ 2 p4 _ Q Xi X2 X3 X4 Uit de laatste vergelijking blijkt, dat de raakpuntender osculatievlakken, die door een punt P gaan, op eenquadrinodaal kubisch oppervlak fl3 liggen. De hoekpunten van het osculatieviervlak Ai B2 Bi A2zijn kegelpunten van dit oppervlak. Â? Â§ 5. De kromme p3, die door het punt Y gaat, moetvoldoen aan de vergelijkingen: xxi_(3 x2_y x3 X2 X3 X4 Â?yi _ fij* _ rjz t/Il ----â€? V2 ys y4 , y2 xi y3 x2 y4 x3 dus aan --= --= *--. yi x2 y2 x3 y3 x4 Om den projecteerenden kegel met top Y te vinden,moet men xk door yk a pk vervangen en daarna aelimineeren. Men heeft dan het stelsely2 (yi a pi) _ y3 (y2 a p2) _ jt (y?¨ a p8) _ _yi (y2 a p2) y2 (ys a p3) ys (y4 a p4)te beschouwen.Hieruit volgt a y2 pi (1 cc) yi y2 u a yi p2 = 0a y3 p2 (1 cc) y2 y8 a a y2 p3 = 0a y4 ps (1 w) ys yi -f Â? a y3 p4 = 0y2 pi yi y2 yi p2dus ys p2 y2 y3 y2 ps = 0. y4 ps y3 y-i y3 piBeschouwt men nu pk als vaste en yk als

loopendeco??rdinaten, dan is Pi p4 y22 ys2 ps2 yi y22 y4 p22yi y32 yiâ€”p2 p3 yi y2 ys y4â€”â€” pi pÂŽ y22 ys y4 â€” P2 P4 yi y2 y82 = o de vergelijking van het oppervlak Tip met pool P.



??? Schrijft men hiervoor(p22 yi v32 â€” p2 p3 yi y2 y3 pa2 yÂ? y22 â€” Pi Pa y22 y3) yt (pi P4 ya2 ys2 â€” p2 p4 yi y2 y32) = 0dan bijkt dat A2 en dus ook Ai drievoudig punt van lip is.Uit (pi P4 y22 â€” p2 p4 yi ya p2 yi yi) ys2 (p32 yi y22 y* â€” â€” P2 pa yi y2 ya y4 â€” pi ps y22 ys y4) = Ovolgt dat Bi, dus ook BÂ?, dubbelpunt van lip is. Het oppervlak Hp bevat dus de ribben cti, ct2, f/12, bi, b2van het osculatieviervlak, maar niet de ribbe bi2. De raaklijn aan een kromme p3 is bepaald door:xi = l3 3 A t2, x2 = X t2 2 A X t, x8 = Â? (31 A a (3,Xi=zx (3 y. Berekent men de lijnco??rdinaten der raaklijn, danvindt men: Pi2 â€”â€” x t4, pis = â€” 2 X (313, Pu = - 3 x g r t8.V2s = -x2(3l2, p24 = â€” 2 Â?2 /3 y t, P34 = â€” x2(32 yDus is P12 p34 = <*3 (32 7 t4 psi p24 = â€” 4 x3 (32 y t4.Hieruit blijkt dat 4 P12 p34 pia p24 = 0 is.De raaklijnen der krommen p3 vormen dus een tetraii-dralen complex.



??? HOOFDSTUK IX. De congruentie van GODEAUX. Â§ 1. De congruentie van Godeaux omvat alle ku-bische ruimtekrommen, welke door een hoofdpunt Hgaan en vier \'gemeenschappelijke koorden hi, h2, h3, h4bezitten. De transversalen bi2 uit H over h 1, h2 en b3i uit IIover h3, hi bepalen een vlak (3. Zij Bk het snijpuntvan 7ik met (3. Wij kiezen een willekeurige rechte b in het vlak f3â€? en beschouwen twee hyperboloi\'den, <P2 met richtlijnenhi, h2, b en \'F2 met richtlijnen h3, In, b. De doorsnede van <I>2 met ^F2 bestaat uit de rechte ben een kromme p3, die hi, h2, h3, h4 en b tot koorden heeft. Aan elke rechte b in het vlak (3 wordt op deze wijzeeen kromme der [V] toegevoegd, welke b tot koorde heeft. Een willekeurige p3 snijdt (3 in H en twee puntenB\', B". Wanneer nu in (3 een rechte b ligt, die bijdeze p3 behoort, moeten twee der punten H, B\', B"op b liggen. Ging b door II en B\', dan zouden <I>2 en het vlak/3 in H aanraken, dus zou ook de kromme p3 in H aan(3 raken en B" met H

samenvallen. Dit is in strijd met de onderstelling, dat p3 een wille-keurig exemplaar der congruentie is. De rechte b gaat dus door B\' en B", tenzij de toe-gevoegde p3 in H aan (3 raakt. \') L. Godeaux: Sur une congruence lineo-lin?Šaire de cubiquesgauches. (Bull, de l\'Acad. roy. de Belgique, classe des sciences,nÂ°. 4, p. 531, 1908).



??? Laten wij b een waaier (O, (3) doorloopen, dan ver-krijgen wij oo1 krommen o3, die een Jcubisch oppervlak4>3 vormen. Immers de hyperbolo??den <??>2 en ^P2 brengendan een meetkundige plaais van den vierden graad voort,waartoe het vlak /3 behoort (meetkundige plaats derrechten b) en verder dus een kubisch oppervlak alsmeetkundige plaats der krommen p3. De verschillende in (3 gelegen waaiers (O, (3), (O\', (3)---- bepalen ieder een oppervlak <I>3, dat door H gaat en devier rechten hk, dus ook de beide transversalen h, hder vier rechten hk bevat. Deze oppervlakken <I>3 behooren tot een net; wantaan een kubisch oppervlak, dat door een vast punt moetgaan en vier gegeven rechten moet bevatten, worden17 voorwaarden opgelegd. De basis van dit net [<I>3] bestaat uit de zes rechten/(, t, die een ontaarde ruimtekromme van den zesdengraad met zeven schijnbare dubbelpunten vormen. Immersde zeven koorden, uit een punt P naar deze ontaardekromme getrokken, zijn de

transversaal over h, h ende transversalen over de paren hk, hu Op dezelfde wijze als bij de eerste algemeene con-gruentie van Veneroni wordt bewezen, dat de congruentievan Godeaux bilineair is. Â§ 2. Zij S een willekeurig punt van de gemeenschap-pelijke koorde In. De transversaal uit S over /<3, hisnijdt [3 in een punt Q. Met elke rechte b van denwaaier (Q, /3) komt een p3 overeen, die door S gaat. Alle p3, die de stralen van dezen waaier tot koordenhebben, vormen een kubisch oppervlak met dubbelpuntS, daar er anders krommen p5 zouden zijn, die met eenrechte door S drie punten gemeen hadden. De co1 krommen p3 door S vormen dus een kubischemon????de S3; m. a. w. de vier rechten hk zijn singuliererechten van de derde orde. Het oppervlak Tip heeft een kegelpunt P en wordt



??? door den kegel Kj>, welke pp uit P projecteert, gesnedenin pp en vijf singuliere koorden. E?Šn dezer is de koorde P H, welke parabolisch singuliermoet zijn. Uit de beschouwing van de punten, waarin het opper-vlak lip door een willekeurige p3 gesneden wordt, volgtwederom, dat H kegelpunt van dit oppervlak is. Verder kan men op de bekende wijze afleiden, datde raaklijnen der krommen p3 een complex van den zesdengraad vormen en dat de complexkegel met top P eenkeerribbe P H en vier dubbelribben bezit. Â§ 3. Wordt de rechte b door Bi gelegd, dan valtde hyperbolo??de <??>2 uiteen in de vlakken (h2, H) en(hi, b). De hyperbolo??de snijdt het vlak (hi, b)volgens b en een beschrijvende d der hyperbolo??de (Ai, h3, hi). Met het vlak (h2, H) heeft Â?2 een kegelsnedegemeen, welke door H, Bi en de doorgangen van h3,hi, d gaat. De kegelsneden van den bundel, die in (h2, II) ge-legen is en H, Bi en de doorgangen van h3 en lu totbasispunten heeft, vormen dus ontaarde figuren p3 metde

beschrijvenden d van de hyperbolo??de (hi, h3, In). Er zijn drie analoge stelsels van ontaarde figuren (d, 22). De transversaal h vormt een ontaarde figuur met elkekegelsnede, die door H gaat en op de vier rechten /ikrust. Alle zoodanige kegelsneden vormen een kubischoppervlak Ai3 met dubbelrechte tx. Immers zij Ti de doorgang van h met (3, b een rechtein (3 door Ti en r een vlak door h, dat (3 volgens derechte b0 snijdt. De hyperbolo??den <I>2 en door bsnijden r volgens rechten p, q, welke door de doorgangenBi2, B34 van bi2, b3i met r gaan. Bi2 en B34 liggen op b0. Wentelt nu b om Ti, dan beschrijven p en q projec-tieve waaiers; valt b langs b0, dan vallen ook p en qmet b0 samen.



??? De projectieve waaiers brengen dus een lijnenpaarb0, r voort en r vormt met U de volledige doorsnedevan Ai3 met r; dus is ti dubbelrechte van A^. Analoog vormt de transversaal t2 ontaarde figurenmet de kegelsneden van een kubisch oppervlak A23met dubbelrechte t2. De meetkundige plaats der kegelsneden c52 is ook bij dezecongruentie een figuur van den tienden graad; zij valt uiteenin twee kubische oppervlakken Ai3, A23 en vier vlakken. De rechten d vormen, evenals bij de tweede algemeenecongruentie van Veneroni een meetkundige plaats vanden achtsten graad, welke hier echter uiteenvalt in vierhyperbolo??den. Een willekeurige rechte l snijdt achttien ontaarde figuren(d, waarvan zij tien op de kegelsnede en acht opde rechte ontmoet. De figuren p3, welke uit drie rechten bestaan, kunnenop de volgende wijze gevonden worden: 1Â°. De eerste rechte gaat door H en snijdt tweekoorden hk, In; de tweede rechte verbindt de doorgangenvan hm, hn met het vlak (H, In); de derde is een be-

schrijvende der hyperbolo??de (hk, hm, ha). Deze groepomvat zes ontaarde figuren. 2Â°. De transversalen t\\, t2 vormen een figuur p3 metde transversaal uit H over ti en t2. De congruentie bezit dus slechts zeven figuren, welkeuit drie rechten bestaan. Â§ 4. Wij bepalen verder den graad van het oppervlak A. Daar de rechte l de mono??de S3, gevormd door dekrommen p9, welke door een punt S van lik gaan, indrie punten snijdt, draagt S drie krommen ps, die l ont-moeten; m. a. w. de vier rechten hk zijn drievoudige rechtenvan het oppervlak A. De doorsnede van dit oppervlak met het vlak (In, H)bestaat nu uit de drievoudige rechte In, de kegelsnededoor H en de doorgangen van li2, ha, h\\ en l, en de



??? twee kegelsneden door H, de doorgangen van A2, As, A4en den doorgang van telkens een der transversalen overA2, A3, A4 en De doorsnede is dus van den negenden graad enheeft een drievoudig punt H. De krommen p3, welke l snijden, vormen dus eenoppervlak van den negenden graad, A9, met een drie-voudig punt H en vier drievoudige rechten At. Daar de doorsnede van twee oppervlakken A9 naastnegen krommen p3 en de rechten Ak slechts uit de trans-versalen ti, 12 kan bestaan, zullen ook ti, U drievoudigerechten van A9 zijn. Verder draagt dit oppervlak de dubbel krom me p], derechte l, achttien kegelsneden en twaalf rechten d. Door toepassing van de bekende methoden vinden wijnog de volgende eigenschappen van de congruentie vanGodeaux. De punten, waar een vlak <p door krommen p3 wordtaangeraakt, liggen op een kromme van den zesden graad,(p6, met zes dubbelpunten in de doorgangen der rechten h, t. De krommen p3, welke een vlak <p aanraken, vormeneen

oppervlak van den achttienden graad, (J)18, met zeszesvoudige rechten A, t en een zesvoudig punt H. Dit oppervlak heeft blijkbaar met elke hyperbolo??de(Ak, Ai, Am) behalve de singuliere rechten en de trans-versalen t nog zes beschrijvenden gemeen; het bevat dusook de 24 kegelsneden, welke deze rechten tot figurenp3 aanvullen; eindelijk heeft het zes kegelsneden metAi3(A23) gemeen. <I>18 draagt dus 24 enkelvoudige rechten en 36 kegel-sneden. De raakpunten der raaklijnen, die een rechte l snijden,liggen op een oppervlak van den zevenden graad. Er zijn 36 krommen p3, welke twee gegeven vlakken (pen ->p aanraken. De complementaire kromme cpoÂ° heeft zes dubbelpuntenin de doorgangen der rechten h, t.



??? Een vlak (p wordt door zes krommen p3 geoscilleerd. Door een rechte l gaan negen osculatievlakken, welkerraakpunten op l liggen. De meetkundige plaats van de raakpunten der oscu-latievlakken door een rechte I is een kromme van denvijftienden graad, a>15, met negenvoudige snijlijn l. De punten, die hun osculatievlak door een punt Pzenden, liggen op een oppervlak van den tienden graad,fi.10, met zes drievoudige rechten h, t en een drievoudigpunt H. Â§ 5. Wij vonden in Â§ 1 dat met een rechte b doorH een p3 overeenkomt, die het vlak (3 in H aanraakt.Hieruit volgt terstond dat de krommen p3, welke (3 inH aanraken, een kubisch oppervlak vormen, dat /3 in Haanraakt. Met /3 heeft dit oppervlak een vlakke kubische krommemet dubbelpunt FI gemeen. Door FI gaan twee raak-lijnen aan deze kromme; d. w. z. er zijn twee krommenp3, welke het vlak (3 in H osculeeren. In een willekeurig vlak cp bepaalt de congruentie vanGodeaux een kubische involutie met zes singuliere puntenvan de

derde orde in de doorgangen der rechten h, t. De congruentie van Reye kan ook als een bijzondergeval van de congruentie van Godeaux beschouwd worden. Wanneer de gemeenschappelijke koorden een scheevevierzijde vormen, moeten alle krommen p3 door de toppendezer vierzijde gaan en heeft de congruentie dus vijfhoofdpunten.



??? â–  . V ; V



??? Stellingen.



???



??? Stellingen. ??. De figuur, waardoor F. Klein (Anwendung der Diffe-rential- und Integralrechnung auf Geometrie, Leipzig,Teubner, 1902, blz. 52,78) de eigenaardigheden der functie y â€”gjj~x graphisch wil doen uitkomen, is onjuist ont-worpen. 2. Boole (A treatise on differential equations, 4thed., p. 60)geeft als theorema: â€žAls een der functies Mx Ny enM x â€” N y nul is, zal het omgekeerde der andere functieintegreerende factor zijn van de vergelijking Mdx Ndy".Dit theorema heeft voor het oplossen van differentiaal-vergelijkingen geen waarde. 3. R. Sturm komt in zijn werk: â€žDie Lehre von den Ge-ometrischen Verwandtschaften" (IV. 286) tot de bekendeafbeelding van een kubisch oppervlak op een vlak doorde afbeelding met behulp van een bilineaire congruentiete combineeren met een quadratische transformatie. Menkan het beeldvlak zoo kiezen, dat men tot de bedoeldeafbeelding komt zonder gebruik te maken van een qua-dratische transformatie. 4. liet oppervlak A5 (congruentie van

Reye, zie blz. 7)bevat, behalve ool congruentiekrommen, nog 10 stelselsvan kubische ruimtekrommen. 5. Terwijl de tweede algemeene congruentie van Veneronidoor de transformatie van Godeaux (zie blz. 42) op eenstralenschoof wordt afgebeeld, kunnen bijzondere gevallendezer congruentie door eenvoudiger kubische transforma-ties in een stralenschoof worden omgezet.



??? 6. De hoofdkoorden en de gemeenschappelijke koordenvan de bilineaire congruenties van kubische ruimtekrom-men kunnen ook als singuliere rechten beschouwd worden. 7. De derde algemeene congruentie van Veneroni kangeen ontaarde figuren bezitten. 8. De congruentie van Stuyvaert bezit slechts 13 figuren,die uit drie rechten bestaan. De bewering van Stuyvaert(Dissertation inaugurale, Gand, 1902, blz. 41), dat hetaantal dezer ontaardingen 25 bedraagt, is onjuist. 9. Ten onrechte beweert Godeaux (Bull, de 1\'Acad. roy.de Belgique, 1908, blz. 536) dat de door hem onder-zochte congruentie 15 ontaardingen in drie rechten bezit. 10. In den exponentieelen vorm voor de kansfunctie TT 2 O volgens het theorema van Bayes Ge" 1 moet men G = (m n 1) 1/ Â? " en U = G V \' = * 2 Ti m n= (m n 1) stellen. 11. De proeven van Millikan (Ann. d. Physik [4], 50,blz. 729â€”769) hebben de bewering van Ehrenhaft, dater een subelectron zou bestaan, zeer onwaarschijnlijkgemaakt. 12. De conclusies, die

Thieme (Ber. der Deutschen Psysikal.Gesellschaft, 1916, blz. 187. en 221) uit zijn proeventrekt over de geldigheid van de wet van Faraday voorvlamelectrolyten, zijn te zwak gefundamenteerd.
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