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INLEIDING.

Een algemeen bekend probleem is dat, hetwelk ons de
noodige en voldoende voorwaarden vraagt voor de conti-
nuiteit van de limiet van een reeks van continue functies.
We kunnen ons bij de oplossing beperken tot de beschou-
wing der reeks in een enkel punt, of we kunnen een seg-
ment (a, b) 1) der onafhankelijk veranderlijke in 't cog vatten.
In het eerste geval geeft de quasi-uniforme convergentie ,,in
een punt’ ons het middel tot de oplossing, — in het tweede
geval de quasi-uniforme convergentie ,op een segment’’;
het laatstgenoemde begrip is afkomstig van ARZELA. Zooals
later zal blijken, is de definitie van de hier in te voeren,
quasi-uniforme convergentie ,in een punt” geheel analoog
aan de definitie van enkelvoudig-uniforme convergentie ,0p
een segment’’, gelijk deze door DINI is ingevoerd. We
hadden daarom ook van enkelvoudig-uniforme convergentie
in een punt kunnen spreken.

Gemakkelijk is in te zien, dat het genoemde vraagstuk
neerkomt op het vinden der noodige en voldoende voor-
waarden voor het verwisselen van twee limietovergangen.
Stellen we n.l.

Sn (X) = U](X) =1 112(x) SR ‘l‘ Un(x).
waarbij u(x) continu is in x' voor =130 sersan aeen
wenschen we te weten of lim S, (x) voor x = x' continu is,

n=—an
dan moeten we trachten te bewijzen, dat
lim lim S, (x)= lim S, (x),

x_—_—x"n:u:) T ——CL]

") Onder segment (a, b) verstaan we de verzameling der punten tusschen
a en b, vermeerderd met a en b; spreken we van interval (a, b), dan

worden a en b niet meegerekend.



of wel, dat
lim lim g, (x)=Ilim lim S, (x).
TS = n—="cORNY ==’

Het ligt dus voor de hand na te gaan of de quasi-uniforme
convergentie in een punt en de quasi-uniforme convergentie
op een segment ons ook helpen kunnen om noodige en
voldoende voorwaarden te vinden wvoor de gelijkheid van
twee herhaalde limieten, waarin twee limietovergangen in
omgekeerde volgorde voorkomen. Het eerste begrip zal
daarbij moeten helpen, zoo we voor ieder der onafh. ver-
anderlijken slechts één limietwaarde beschouwen; het laatste
moet gebruikt worden, als de verschillende limietwaarden
van een dier veranderlijken een segment vormen. Dit is
door ons in het volgende nagegaan.

Een uitbreiding der genoemde begrippen geeft ook de
mogelijkheid tot het vinden van noodige en voldoende voor-
waarden, waaronder meermalen herhaalde limieten, doch
waarbij de volgorde der limietovergangen een andere is, aan
elkaar gelijk zijn.

In hoofdstuk II volgen toepassingen van genoemde stellingen
op bijzondere gevallen uit diff. en integr. rekening, zooals:
continuiteit-, differentiatie- en integratie van reeksen; gelijk-.
heid van herhaalde integralen, enz. Het zal daarbij blijken,
dat vele bekende stellingen, die tot nu toe ieder voor zich
bewezen werden, zich uit enkele algemeene stellingen uit
hoofdstuk I laten afleiden. Tevens komen we tot enkele
nieuwe.

In hoofdstuk ITI is het limietbegrip uitgebreid op het geval,
dat de onafh. veranderlifke bij den limictovergang een ge-
ordende verzameling van elementen doorloopt; de afhankelijk
veranderlijke heeft als overeenkomstige waarden bepaalde
getallen. De verschillende limieten uit hoofdstuk II vallen
onder dit algemeener limietbegrip. — Daarna volgt een verdere
uitbreiding op geordende verzamelingen. Daarbij doorloopt
de onafhankelijk veranderlijke weer een geordende verzameling
van elementen; de afhankelijk veranderlijke heeft alg bijbe-
hoorende waarden elementen van een andere geordende
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verzameling van bepaalde soort. O. a. moet het begrip
inhoud zich op die verzameling laten toepassen op nader
aan te geven wijze. Hieronder valt de limiet van een com-
plexe functie bij complexe onafh. veranderlijke.

Telkens laat ook de quasi-uniforme convergentie een over-
eenkomstige uitbreiding toe, z66 dat ze ons weer noodige
en voldoende voorwaarden geeft voor limietverwisselingen.

In hoofdstuk IV wordt een definitie van oneigenlijke in-
tegraal behandeld, welke een uitbreiding is van die van
DE LA VALLGE POUSSIN. Onder de oorspronkelijke definitie
van De la Vallée Poussin vallen alleen absoluut convergente,
oneigenlijke integralen. Door de uitbreiding omvat ze nu ook
niet-absoluut convergente, oneig. integralen.

Een door HARNACK gegeven definitie van oneig. integraal
verschilt van de boven aangeduide definitie in de volgorde,
waarin bepaalde limietovergangen worden uitgevoerd. Beide
definities behoeven niet steeds dezelfde integraalwaarde te
geven. Zooals bekend, is dit o. a. wel het geval bij
absolute convergentie der oneig. integralen, zoo we integralen
van RIEMANN gebruiken. We behandelen ook een voor-
beeld van niet-abs. conv., waarbij de twee definities toch
dezelfde uitkomst geven.

Ten slotte bevat hoofdstuk V stellingen over oneigenlijke
integralen, waarbij weer voorwaarden voor het verwisselen
van limieten moeten worden afgeleid.



HOOFDSTUK L

Algemeene Limietstellingen.

Zooals wij reeds in de inleiding zeiden, behooren de stel-
lingen van dit hoofdstuk tot twee groepen, n.l.:

le die, waarbij we in een enkel punt der twee- of meer-
dimensionale ruimte (aantal dimensies — aantal onafth. ver-
anderlijken) nagaan de verandering in volgorde der limiet-
overgangen;

2¢ die, waarbij we die verandering nagaan in alle punten
van een segment (in 't algemeen van een gesloten, lineaire
verzameling), evenwijdig aan een der codrdinaatassen.

Wij zullen de eerste groep eerst geheel afhandelen, om
daarna tot de tweede over te gaan.

EERSTE GROEP.

§ 1. Laat f(x y) gedefinieerd zijn voor de punten (x, y)
eener tweedimensionale verzameling van de volgende soort.
De waarden x vormen een lineaire verz. P met & als ver-
dichtingspunt, de waarden y een lineaire verz. Q met 4 als
verdichtingspunt (& en y behooren niet tot die verzamelingen).
De punten der tweedim. verzameling worden verkregen door
te nemen alle mogelijke combinaties van x- en y-waarden uit
de verzamelingen Pen Q.

Stel: limhf(x, y)=L: (y): lim lim f (x,y)=L &;

o yfa;,-x:f 1

lim f(x,y) =L, (x); lim lim f(x,y)=L:

Yy—9 =S y=7 £
/ ’ ]



Opdat nu

is noodig en voldoende:
a) Lz (y) bestaat voor alle waarden y;

b) L,: bestaat;
c) L, (x) bestaat voor alle waarden x en ,convergeert

quasi-uniform in het punt & — Hierdoor verstaan we, dat
bij twee willekeurige, pos. getallen ¢ en« zijn te vinden een
interval (£ — 3, & -+ J) en een waarde Y, behoorende tot de
lineaire verzameling Q en gelegen binnen (y — «, y - @), 260
dat voor iedere x uit de verzameling P en in (§ —4, & -+ d)
gelegen: (7

L, () —Ex ) | <)

Bewijs: We onderstellen hierbij stilzwijgend, dat we voor
x en y slechts waarden beschouwen, die behooren tot de
gegeven, lineaire verzamelingen P en Q.

Zij aan de voorwaarden voldaan. We kiezen een wille-
keurig pos. getal &. Volgens (b) is dan, voor y binnen een
zeker interval (4 — «, y -+ «) gelegen:

(1) S |L.,?5V~L5 (y)\<—'3'. -

; en z is te vinden een waarde Y,
uit de lineaire verz. Q en binnen (4 — «, y + ) gelegen, en
een interval (£ — 8, &+ 3), z66 dat voor x in dit interval:

@5 S E R )<
Voor die waarde Y van y is ook aan (1) voldaan.
Volgens (a) is bij die Y te vinden een interval (§ — i,
£+ 31), zoo dat voor x in dat interval gelegen:

Uit (c) volgt, dat bij

o) e Sl e
nog dat van den onder (c) genoemden limiet. f(x, y) =x sin o x—:; is een
cenvoudig voorbeeld van een functie, waarvoor in een zeker punt (hier het
punt 0,0) de beide eerste limieten bestaan en de derde niet (x en y zullen

pos. waarden doorloopen, die naar nul convergeeren).
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@ . .. . |LD—fk V<
Stel h de kleinste der waarden 4 en 4;. Dan volgt uit
(1), (2) en (3), dat voor x in (§ —h, &+ h):
|L,:—L, (@) |=|Lys—Ls(¥)[+ | Le(¥) — £(x Y) [+
+1E(x, Y) — L, (x) | <
Dus zijn beide limietovergangen verwisselbaar.

Omgekeerd, zijn de herhaalde limieten gelijk, dan is aan
(a) en (b) voldaan. Bewijzen we nog, dat ook aan (c) is

voldaan.
Kies daartoe 2 willek., pos. getallen ¢ en«. Bij :; is een

interval (£— 5, £--2) te vinden, zoo dat voor x in dit

interval :

(1§) P \L_f.-ﬁ._Lv(x)\<.‘”3__

Bij “3 en x is te bepalen een waarde Y, uit de verz. Q
en in (y — a, % -+ ) gelegen, zoodat :

@) .o L= LM<

Verder is voor x in zeker interval (& — 41, &+ d1):

B) . . .- IL:M—EEY)<5

Is h de kleinste der waarden 4 en o1, dan volgt uit (1),
(2') en (3), dat voor x in (§ —h, &+ h):
L, () — £(6, V) | =L, (9 — Ley | +4 Lz — Le (V) |+
+ | Le(Y) = £(x. Y) | <=

Dus er is quasi-uniforme conv.in &.1)

1) Vrijwel op dezelfde wijze als in den tekst laat zich aantoonen, dat

ook de volgende voorwaarden noodig en voldoende zijn: a) L. (y) bestaat
voor alle waarden y; b) L'r, = bestaat; c) L_’f (x) bestaat voor alle waarden x

en deze convergentie is als volgt. Bij willek., pos. ¢ en# zijn te vinden een

interval (5— 7,5 + J)en een eindig aantal waarden voor y uit de verz. Q
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Leest men het tweede gedeelte van het bewijs nauwkeurig
na, dan ziet men, dat we in plaats van de gekozen Y ook
iedere andere Y', uit Q en dichter bij # gelegen, hadden
kunnen nemen, zoo Y aldus gekozen was, dat

| Lye—Le (V)] <5

voor Y' gelegen in het segment met y als midden en
2(4 —Y) als lengte. Ook bij de nieuw gekozen Y' zou
een interval voor x gevonden zijn, waarin
| L, (1) —£(x, Y') | <e
De lengten dier intervallen zijn echter afhankelijk van
Y (Y').!) De onderste grens van die lengten zal in 't al-
gemeen niet altiid van nul verschillend zijn; was dit toch
voor iedere ¢ (en «) het geval, dat was de convergentie
uniform in den zin van § 4, en bestond ook de dubbele
limiet. Dit hoeft echter niet steeds het geval te zijn, al
bestaan ook de herhaalde limieten en al zijn deze gelijk.

Zooals men zal bemerkt hebben, is het verschil tusschen
de hier gedefinieerde, quasi-uniforme convergentie in een
punt en de enkelvoudig-uniforme conv. van DINI daarin ge-
legen, dat wij het interval (§—2d, & + 9) doen afhangen
van ¢ en «, terwijl het bij DINI een constante lengte heeft. ?)

§ 2. Het is onmiddellijk duidelijk, dat voorwaarde (c) uit
de vorige § zich laat vervangen door:

en gelegen in ( — @, 7 + @), 260 dat bij iedere x in (£ —d, £ + 4) en be-
hoorend tot P, is aan te geven een waarde yy uit dat eindig aantal waar-
den van y, waarvoor:
:L-,f(x}——f(x,yx}i < ¢ is.

1) De stelling, welke Hobson in zijn boek: Theory of functions of a
real variable, efc., First Ed., p. 309 geeft, doet onder de noodige en vol-
doende voorwaarden ook vallen de voorwaarde, dat we voor ,iedere” Y’
van het segment om 7 een interval voor x kunnen vinden, waarin de on-
gelijkheid geldt. Daarentegen behoeven we dan ,niet'” aan te nemen het
bestaan van Ly . — De hier gegeven stelling vindt men bij Hobson op
p. 310 (Sec. Ed., Vol. I, p. 389).

) Zie Dini, Grundlagen fiir eine Theorie d. Funktionen einer ver-~
dnderl. reellen Grésze. Deutsch von Lirroth und Schepp, § 91.
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c'! L, (x) bestaat voor iedere x. Kiezen we uit de
lineaire verz. Q een rij y,, (m geheel en pos.), zoo dat
lim y,, = v dan zal ,lim f(x y,) quasi-uniform conver-

m— o m— @&
geeren in &

D. w. z.: bij twee willek pos. getallen ¢ en M zijn te
vinden een interval (£ — J, & - 3) en een geheel getal ¢ > M,
266 dat voor iedere x uit de verzameling P en in (§ — o,
& -1 9) gelegen:

[lim £ (x y) — F(x yu)  <e is.
m= <&@
=
Voorbeeld: Beschouwen we eens den vorm e De

verzamelingen P en Q zullen ieder bestaan uit alle pos.
getallen. Dus is 0 een verdichtingspunt van beide. In het

punt (0,0) is [Lz(y)]e—o= — L. [Lyslz—=0 = — 1. Doch

=)

L, (x) ]7}:0-—:— + 1; dus ook [Lz,] ;::(() = -+ 1. De her-

7=\
haalde limieten zijn hier niet gelijk. — Er is echter ook geen
quasi-uniforme convergentie in &= Nemen we n.l. ¢ en «
willekeurig positief, dan moest bl] vaste Y, in het interval
(— &, - ) gelegen en behoorend tot Q. en voor x in een
interval (— 3, - 9) en behoorende tot P:

XY
[L?} (X)]T{,_;O_x_l:‘? ;<t
| X—aY:
0[1 X+Y -\‘

zijn. Welke keuze we echter voor Y doen, steeds zal, als
o . x—Y
x maar dicht genoeg bij nul ligt, c LY minder van — |

verschillen dan we wenschen. Is ¢<(2, dan is het dus bij
geen enkele waarde van Y mogelijk een interval voor x te
vinden, zoo dat voor iedere x in dat interval de ongelijkheid
geldt.
1 \
Nemen we y,= = (m geheel), dan blijkt, dat bij deze rij

ook aan (c!) niet is voldaan,
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§ 3. De lineaire verzamelingen van § 1 kunnen we, om
een verdere uitbreiding te verkrijgen, vervangen door een
verzameling P in een p-dimensionale ruimte. die het punt
(&1, &, ..., &p) als verdichtingspunt heeft, en door een ver-
zameling Q in een g-dimensionale ruimte, die (1, 42, + + - % q)
als verdichtingspunt heeft (deze beide verdichtingspunten be-
hooren niet tot P, resp. Q).

In een (p + g)-dimensionale ruimte wordt nu weer een
verzameling gevonden door de codrdinaten van ieder punt
van P te combineeren met de codrdinaten van ieder punt

van Q.
Stel f(Xi\,..,Xp, Yi,«--. yq) gedefinieerd op die laatste

verzameling.
Noem _ lim : f(Xi,....Xp, Yi,...¥q) =
X,—"fl, XZ-::Q.---.Xp::p -
$L_ 2 :(Yirygy-*'qu);
(G v )
lim L L(y,...yq)ZL ) Ly
‘.1"1:771."’3‘751;‘{‘(1 ':-:1"":1-') ('f‘nl....,?j'q]‘,(_fl, .:p)
lim £ (X1, .. Xp, Y12 -0 ¥g) = L (X1, . ..%p);
Vi=7 ¥Ya==7%q (v ¢ 7q)
en
lim IL, (x1 sk g
xlz;_-“l,...,xp::,'p URERRRR :1....:p]:(‘&] ' 7q)
Opdat nu
L =L, . _,
(5], o .fp];(v)l, ety ’;’q] ("r,-l, ...,;;,q];ffl, 41 .,Epj
is noodig en voldoende :
) et (yi, . ... yq) bestaat in ieder punt van Q;
(‘;CIO “oe ey Ep)
b) L bestaat;
(W1r -« s 4q)i (Erive e s Ep)
C)ReLs (x1,...,xp) bestaat in ieder puntvan P en
(M1s + « 0 %9)

.convergeert quasi-uniform in hetpunt(Sy, .. .. tp).”” — Hier-
onder verstaan we, dat bij willek. pos. ¢ en een willekeurige
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omgeving O, !) van (1, ...,q) zijn te vinden een omgeving
Og van (§1,,..,&p) en een punt (Y1,....Yq) behoorende
tot Q en gelegen in O,, z66 dat voor ieder punt van P,
in OE gelegen:

L (X],...,Xp)-——f()(l....Xp,Y],...,Yq)‘,<.:‘.

(e e oo %q)

We krijgen een voorbeeld, waarin de herhaalde limieten
niet gelijk zijn en dan ook geen quasi-uniforme conver-
gentie bestaat, door in f (x.y)= _|_ Sty eny te vervan-
gen resp. door V %24 % +. ..+ xp2 en
I/'y] E{ER2 ) ,—l—ylﬁ en te kiezen £ =0, & =0,...,
gp—o, Y1 = (), Y2 ”—0: SRR 4(]_0

§ 4. Wordt behalve de gelijkheid der beide herhaalde
limieten uit § 1 bovendien nog geeischt, dat zij gelijk zijn
aan de waarde. die bij den twee-dimensionalen limietover- .
gang: lim f(x,y) of L wordt verkregen, dan moet

x=§ y=1 (& 7)
aan de noodige en voldoende voorwaarden nog als vierde
worden toegevoegd:

d) de onderste grens van de fengten der op p. 7, Ie al.
aangeduide intervallen zal van nul verschillend zijn.

Aan de voorwaarden (c) en (d) samen geven we den naam
van uniforme convergentie in het punt £.2)

Qok op de volgende wijze laat zich dit begrip definieeren:

Onder ,uniforme convergentie van L, (x) in het punt &"

verstaan we, dat het bij willek. pos. ¢ mogelijk is te bepalen
een interval (6 — 3, & -+ o) en een interval (y — h, 4 | h), z66
dat voor x in (6§ — 0, & + d) en behoorend tot de verz. P en
voor Y in (4 — h,y -+ h) en behoorend tot de verz. Q (P
en Q zijn gedefinieerd in § 1):

1) Voor de definitie van omgeving zie b.v. Osgood, Lehrbuch d. Funk-
tionenth., ler Band, Kap. I, § 8.

) Hobson spreekt over een ,punt van uniforme convergentie.” Zie
Theory of functions etc., First Ed., p. 309 (Sec. Ed., p. 388).
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Het verschil, dat er is tusschen uniforme convergentie in
een punt en uniforme convergentie op een segment is van
dezelfde soort als dat tusschen guasi-uniforme convergentie
in een punt en enkelvoudig-uniforme convergentie op een
segment. Bij de beschouwing van de convergentie op een
segment blijft dit segment vanzelf constant; bij de conver-
gentie in een punt & hangt de lengte van het interval (§ — 4,
£ 3) om. af van de waarde van .

Bewijs: We onderstellen hierbij weer stilzwijgend, dat de
te beschouwen waarden van x en Y behooren resp. tot B
en tot Q. |

Zij aan de vier voorwaarden voldaan. Volgens § 1 be-
staan dan beide herhaalde limieten en zijn gelijk. Bepaal
bij willekeurig pos. ¢ een getal 4, zoo dat voor x in het
interval (& — 8, &+ d):

L, () —Le, | <e

Bepaal bij ¢ verder di en h, zoo dat voor x in het interval

(¢ — 31, £+ 91) en voor Y in (y — h, 4 -+ h):

[f(x, Y) — Ly (x) | <
Dan is voor alle punten x, Y, waarvoor x ligt in het
kleinste der beide intervallen om £ en waarvoor Y ligt in
(y — h,» +h):
| £(x, YY) — LE}?‘.'—I-:‘{f(X,Y) = LK(X)}—I—'LZ(X)——LSW\<25.

Dus L(E ,) bestaat en is gelijk aan elk der herhaalde limieten. .

Dat de drie eerste voorwaarden ook noodig zijn, werd
bewezen in § 1. De noodzakelijkheid der uniforme conver-
gentie van L, (x) in het punt £ volgt op eenvoudige wijze
uit de definitie van twee-dimensionalen limietovergang.

We kunnen uit de noodige en voldoende voorwaarden
de in § 1 onder (b) genoemde weglaten. Dan krijgen we dus:
Opdat op de in § 1 gedefinieerde verzameling (x.y)

L., =L :Llc )
S Y 5 ¥

is noodig en voldoende, dat:
a) Lg(y) bestaat voor alle waarden y:

Ire
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b) L, (x) bestaat voor alle waarden x en ,uniform con-
vergeert in het punt £.”

Bewijs: We beschouwen slechts waarden der onafh. ver-
anderlijken behoorend tot P en Q.

Laat aan (a) en (b) zijn voldaan. Dan is in de eerste
plaats te bewijzen, dat L, (x) tot een limiet nadert, als x nadert
tot &.

Steeds is:

| L,(x) — L, (x) | =|L, (x1) — f(x1, Y) [+ | £(x1, Y) —
— F(x2, Y) |+ [ E(x2, Y) — Ly (x2) | .
Bij willekeurig pos. ¢ zijn volgens (b). ¢ en h zoo te be-
palen, dat voor allle waarden x in (£ — 5, &-9) en alle
waarden Y in (y — h, 4 + h):

|Ly(x) ~E(x V)1 <5

is. Kies een bepaalde Y, gelegen in (v — h, v 4 h). Volgens
(a) is te vinden een interval (§ —d1,& + d1), binnen het
interval (£ — 2, &£ + J), zoodat bij de gekozen Y:

if(xl,Y)—f(xz.Y)J<;—;

is voor x; en x» in dit kleinste interval. Hierin is dus:

Lr,(xl)— L-,f(xz)\<§’- —I—; +3 —
L £y bestaat.

Merken we op, dat het voor dit gedeelte van het bewijs
reeds voldoende was geweest onder (b) de quasi-uniforme
convergentie te onderstellen.

Beschouwen we nu het verschil Lg(Y) — L, y
| Le(Y) —Lg, =S ILe(Y) — £(x, Y) | 4

+ 1666 V) — L, &)+ | Ly () — Ly |.

Volgens (b) zijn bij willek. pos. ¢ te bepalen & en h, zoo
dat voor alle waarden x in (§ —J,& 4 J) en alle waarden

Y in (y — h, -+ h):

1f(xvY)—La(X)i<§
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is. Verder is te bepalen een interval (& — &y, & -} 3;) voor
x, zoo dat:

L, () — Le, | < 5

is. Voor x in het kleinste der twee intervallen om & en
voor Y in (4 — h, y - h) is dus aan beide ongelijkheden
voldaan.

Neem nu voor Y een bepaalde waarde uit (v — h, » -+ h).
Dan kunnen we binnen het kleinste interval om & een nieuw
interval (£ — 2, & + 52) bepalen, zoo dat bij de gekozen Y
en voor ieder in dit interval gelegen getal x:

L (Y)— Ex ¥) <5

“is, Dus wordt:

Le(Y) — Le, | <5 +5 +5=

Ll

Deze redeneering geldt voor iedere Y in (v — h, % - h) ge-
legen. Dus L . bestaat enis gelijk aan L. .

Y
Verder is:
[£(x,Y) —Lg, [=[£(Y) — L, (0] +IL, (x) —Lg, .

Volgens (b) zijn bij willek. pos. ¢ te vinden twee getallen

™

Jen h, zoo dat voor x in (£ —4,&-4d) en voor Y in
(1— b 1+ h): |
| (oY) —L, (9] <5

is. Een tweede interval (& — &1, & -+ 21) voor x is te vinden,
waarin :

IL, () —Lg, | <5

1

is. Voor x in het kleinste der beide intervallen om & en

voor Y in (y — h,y -+ h) is dus:

e % | —6-4—-5::
| £(x, Y) L‘??J!<2 -y =

Dus geeft de twee-dimensionale limietovergang dezelfde
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waarde als de herhaalde limieten. De voorwaarden zijn

voldoende. )
Dat ze, tenslotte, ook noodig zijn, is evident.

§ 5. We zagen, dat we in het eerste gedeelte van ons
laatste bewijs reeds klaar zouden zijn gekomen met quasi-
uniforme conv. van L, (x) in & aan te nemen. Dat brengt
ons tot de volgende stelling:

f(x,y) zij gedefinieerd op de in § 1 genoemde, twee-
dimensionale verzameling. INoodige en voldoende voor-
waarden, opdat nu:

‘ =
is, zijn:
a) LE(;}) bestaat voor alle y van Q en convergeert

quasi-uniform in ;

b) L% (x) bestaat wvoor alle x van P en convergeert
quasi-uniform in &.

Bewijs: Zij aan (a) en (b) voldaan. Volgens de gemaakte
opmerking bestaat Lg .. ?) Dus, volgens de stelling van
§ 1, volgt hieruit en uit voorwaarde (a), dat ook Lmsbestaat

en gelijk is aan de andere herhaalde limiet.
De voorwaarden zijn dus voldoende.
Dat ze noodig zijn. wordt bewezen als in § 1.
L ! el o RS T
§ 6. Voorbeeld:? X i‘}x ’;(I_ILUX L T Yo
2 =1l x| 114+ (n+ 1)2x*|

n
1) Uit dit laatste deel van het bewijs blijkt, daf, als we slechts ver-

langen, dat
Ley =gy
is, daartoe noodig en voldoende is:

a) L-4 (x) bestaat voor iedere x van P en ,convergeert uniform in het
punt £7;

b) Lg}'-ﬁ bestaat.

2) De quasi-uniforme convergentie onder (bl is te vervangen door de
volgende, minder eischende voorwaarde: bij ieder willekeurig pos. getal =
bestaat minstens één getal Y en daarbij een interval (£ — j, £ + j), zoodat

ILy, x)—f(x,Y)l <=z
is voor x liggend in(&—5, & + o)
3) Zie Whittaker and Watson, Modern Analysis, Sec. Ed., p. 46.
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verzameling P voor x zal bestaan uit alle pos. getallen, de
verzameling Q voor n uit alle pos. geheele getallen. Verder
zullen we de onafh. veranderlijken doen convergeeren resp.
naar £ =0 en y = + .

In de definitie van quasi-uniforme convergentie in een
punt beschouwden we verdichtingspunten & en # in het eindige.
De uitbreiding, die we hier noodig hebben, op het geval,
dat een of beide in het oneindige liggen, ligt voor de hand
(vgl. ook § 2).

Daar
< x,n(n—{ ] x| TR 11 Y. S
(1-4+n2x2| |1~ m—%lﬁng_-l4~n2x2
n -+ 1) x
Tl + (n - 1) x*
, X (n—+1)x
is de som van n termen S, — (x) The TF @4 Do
Dus:
X
[L);f (X) ]J;: + o 1__;{_.2 en [L;C /J]E:“ :0;
TJ-: + o0
[Le(m)] = =0 en [L-jé']fz() =0

De beide herhaalde limieten zijn gelijk. Dus moet [L, (x)] , — o
quasi-uniform convergeeren in & = 0.

Kies twee pos. getallen: ¢ < ' en N. Dan moet bij vaste
n = N en voor x in een zeker interval om & = 0 de ongelijkheid:

(n+ 1) x :
))<= & geden,dus‘l_l_(n 1)z x2. < & Dat is zoo,
als of
= T
21t A
| 1 g 1 JETETT \
C - e et | P =
& A sy b g
is. De laatste ongelijkheid toont ons de mogelijkheid bij
pos. ¢ <), en bij iedere n= N te vinden een interval voor x.

Het is echter niet mogelijk een interval voor x te vinden,
waarvan de lengte onafhankelijk van n is. Dus er is quasi-
uniforme conv. in &=0, daarentegen geen uniforme conv.
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De andere ongelijkheid geeft de quasi-uniforme conv. van
[Lz (n)]z —o in het punt y= % er is weer geen uniforme
conv. in dat punt.

Volgens § 4 kan nu niet bestaan [Liz ;)] 5— . En dat

y=+ P
dit zoo is, blijkt daaruit, dat we n naar - ©° en X naar nul
kunnen doen convergeeren, zoodanig dat lim (n+41).x
x=0,n=+ D
niet bestaat.

§ 7. Bij meervoudig herhaalde limieten, wordt alles veel
gecompliceerder. Formuleeren we eerst een deel onzer stel-
lingen voor drievoudig herhaalde limieten. De uitbreiding
op meervoudig herhaalde limieten volgt daarna vanzelf.

Herhaalde limieten zullen we aanduiden door de letter L,
waarbij de indices, onder aan de letter geplaatst, de limiet-
waarden der onafh. veranderlijken aangeven; tevens geeft
hun volgorde van rechts naar links de volgorde der limiet-
overgangen aan. Doen we een limietovergang plaats vinden
in een ruimte van twee- of meer dimensies, dan duiden we
dit aan door de indices, die daarbij de limietwaarden der
correspondeerende veranderlijken voorstellen, tusschen haakjes
te plaatsen.

Stelling: Laat f (x, y, z) gedefinieerd zijn voor de punten
(x, y, z) eener drie-dimensionale verzameling van de volgende
soorf. De waarden x wvormen een lineaire verz. P met &
als verdichtingspunt, de waarden y een lineaire verz. Q
met y- en de waarden z een lineaire verz. R met { als
verdichtingspunt. De punten der drie-dim. verz. worden
verkregen door te nemen alle mogelijke combinaties van
waarden x, y en z uit P, Q en R.

Veronderstel, dat bestaan Ly (x.y) voor alle combinaties
x en y uit Pen Q; Lg(y z) voor alle combinaties y en z
uit Q en Rien Ly¢ (z) voor alle waarden z uit R.

Opdat nu ook Ly, & bestaat, is voldoende dat ,Ly & (z)
quasi-uniform convergeert t.o.uv. f(x. y.2z) in het punt {”

Onder ,,quasi-uniforme convergentie van L, ¢ (z) ten opz.
van f(x y.z) in het punt {" verstaan we dat bij willekeurig
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pos. ¢ en bij willekeurige intervallen (£ — ¢, & + 8), (v — o1,
4 -}~ 31) zijn te vinden vaste waarden X en Y, uit P en Q
en in die intervallen gelegen, en een interval ({ — 82, { - d2),
200 dat voor iedere waarde z in dit interval en behoorende
tot R:

P (z) — (XY z hi<e
is.

Een soortgelifke stelling bestaat bij tweevoudig herhaalde
limieten (vgl. het bewijs op p. 14).

Bewijs: Bij dit en alle volgende bewijzen bij drievoudig
herhaalde limieten beschouwen we stilzwijgend steeds waarden
der onafh. veranderlijken, die behooren tot de lineaire verz.
P, Q en R.

We hebben:

L, e (a) — L, = () | <[ Ly (o) — £, Y. 21) | +

L EX Y, z1) — £ (K Y, z2) | 4= [ EEXY, Z3) — I, £ () | .
X,Y,z en z worden genomen als volgt. Bij willekeurig
pos. ¢ zijn te bepalen vaste waarden X en Y en een interval
(( — 3, &+ ), zoo dat voor waarden z; enz, in dat interval
gelegen:

Lys(z) — £(X, Y. 2) | <5

en

| Ly & (zs) -f{X,Y.Zz)|<;

is. Tevens zorgen we, dat z; en z, liggen in een interval
({ — 31, ¢+ &1), zoo dat:

EX,Ym) — E(X Y. 2) [<5
is. In het kleinste der beide intervallen voor z is dus:
\Lr,&‘('zl)— L,‘;;(zg)i-(é-—’,—-;--}— 3’—‘
Dus L, = bestaat.
Zooals uit het bewijs blijkt, hadden we de quasi-uniforme

conv. t.0.v f(x,y,z) ook kunnen vervangen door de minder
eischende voorwaarde: bij ieder willek. pos. getal ¢ zijn te



18

vinden ,vaste” waarden X en Y voor x en y. en een in-
terval (¢ — 5, {+3). zoo dat voor iedere waarde z in dit
interval en tot R behoorend:
|Lyz(z2) —E(X. Y, 2} | <e

is.

§ 8. De volgende stelling is tot op zekere hoogte alseen
omkeering van de vorige te beschouwen.

Stelling: f(x. y. z) zij gedefinieerd op de in § 7 genoemde,
drie-dim. verzameling.

Bestaan L:,r en Lz, : (en dus ook de voorafgaande

limieten) en zijn ze gelijk, dan convergeert Ly (x) quasi-
uniform t.o.v. f(x. y.z) in L

Bewijs: Kies ¢ (pos.) en de intervallen (4 — 9, -} d), ({-— o1,
¢+ 5) willekeurig. Het is nu mogelijk een interval (£ —

£ - 3,) te bepalen, zoo dat voor x in dat interval:
| Leye—Lycl 1<*
is.
Kies in ({ — 3, ¢+ 91) het punt Z zoodanig dat:

is. Kies vervolgens in (y — J, # + 9) het punt Y zoodanig
dat:

| L, ¢ £(Z) — Lg(Y,Z)|<EE

is.
In zeker interval (& — d3, & - d3) voor x, dat binnen (£ — &,
£+ do) ligt, is:
Le (Y. Z) —E(x YV, Z) <

Dus volgt voor x in (£ — d3, & + 43), door optelling uit
bovenstaande ongelijkheden:

& £ & e
|L§§(X)—f(xvyiz)‘<4'1*4‘[—4——}—‘?:;

L,¢ (x) convergeert quasi-uniform t.o.v. f(x,vy,z) in &

Op dezelfde wijze gaat het bewijs voor L, £ (z).
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Uit het bewijs blijkt, dat we in plaats van de gekozen
Z ook ieder getal uit de verz. R en gelegen binnen zeker
interval (¢ — «, { -+ «) hadden kunnen kiezen. Is Z een-
maal gekozen, dan zijn ook voor Y nog alle waarden van
Q mogelijk, die in een interval (y — 3,y + ) liggen. De
lengte van dat interval zal een functie zijn van 74 IV}
Stel haar onderste grens is van nul verschillend: l,. Bij
alle combinaties Y en Z uit (y — Yaly, »- Yaly) en
(¢ — 2, £+ ) behoort een interval om &, wiens lengte een
functie is van Y en Z: 2 (Y,Z). Is de onderste grens van
»(Y,Z) nu ook nog van nul verschillend, dan is de con-
vergentie van L, ¢(x) uniform t.o.v. f(x,y,z) in & in den
zin van § 19, en bestaat ook de drievoudige limiet. Dit is
natuurlijk in 't algemeen niet het geval. — Vgl. § 1, voor-
laatste alinea.

§ 9. Volgens § 7 is uit het bestaan der enkele limieten
en uit de quasi-uniforme convergentie t.o.v. f(x,y,z) der
tweevoudig herhaalde limieten te bewijzen het bestaan van
de drievoudig herhaalde limieten. Men zou nu verwachten,
dat in analogie met § 5 ook hare gelijkheid zou zijn aan te
toonen. De aldus gevonden stelling ware dan volkomen
het omgekeerde van de voorafgaande. Dit bleek echter
niet mogelijk. Nog een laatste voorwaarde moet worden
toegevoegd. En de aldus gevonden voorwaarden zijn niet
alleen voldoende, doch ook noodzakelijk.

We laten hier echter eerst het bewijs volgen van de
stelling, die het analogon is van die van § 1.

§ 10. f(x, y z) zij gedef. op de in § 7 genoemde, drie-
dim. verzameling.

Opdat:
L¢ = Lzyé,

is noodig en voldoende:
a) Lg, ¢ bestaat;
b) L,z (x) bestaat voor alle gefallen x van P;
¢) bij willek. pos. & & en A zijn fe bepalen vaste Y en
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7 uit de verz. Q en R, waarbij Z in het interval (T - o,
¢ 3) met de beide eig.:

le. er bestaat een zeker interval (€ — o1, & d1). zoodat
voor iedere x van de verzameling P in dat interval:

(L, e(x) —f(x Y. Z)| <e

2. onder de in (£ — 1. & - 61) gelegen punten x van P

is te vinden een punt X', waarvoor
F(, Y, Z) — Ly (2) | <

en Paclf— &<\ is.

Bewijs: Zij aan de voorwaarden voldaan. Volgens § 7
bestaan ,beide’’, drievoudig herhaalde limieten. Het is mo-
gelijk bij willek. pos. ¢ te bepalen intervallen (§ — A&, ¢ -~ A)
voor x en ({— 4, {-d) voor z, z0O dat voor waarden in

die intervallen:

D T e ) en
B S A [Tzqe— L@ <7
is

Volgens (c) zijn bij & den A te bepalen vaste waarden Y
en Z. waarbij Z in het interval ({—d, { 4-d). en een inter-
val (€ — Aq, & + A1), 200 dat voor x in dit interval gelegen:

B 0 s s .|L-,J§(X)-—f(x,Y,ZH<.:”;_(

is. Volgens voorwaarde (c,2) is het tevens mogelijk het
punt x  te bepalen, zoo dat:

@ . . .. B Y.Z) =Ly (D)<

& , £+ A) en in (§ — Ay, &4 Ay).
is dus voor het punt (x',Y, Z):
iLg.ﬁ,‘;— L.,;,-‘/(X’) [ar

b

is, terwijl x' ligt in (
Volgens (1), (2), (3) en (
| Lg, »—L

&y C {9 -
-+ ‘;L”:(x'];f(xr»YvZ)|+|“X'= sz)““L.,}g(ZH—l’
_J[—‘L‘AE(Z)_L&’/;“EI<€'

< is willek. klein. Bijgevolg zijn de drievoudig herhaalde
limieten gelijk.

_kh‘
In=>r
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Nemen we omgekeerd haar gelijkheid aan. Aan (a) en
(b) is dan reeds vanzelf voldaan. Toonen we dus nog voor-
waarde (c) aan.

Kies ¢, o en A willekeurig pos. Bij ¢ is te bepalen een in-
terval (£ — Ay, & -+ /1) voor x en een interval ({-— a1, { + 1)
voor z, zoo dat voor waarden in die intervallen:

5) . o o o - |Lgr—Lr@I<3
en

is.
Volgens § 8 zijn te bepalen getallen Y en Z, waarbij Z
in het interval ({— &1, &+ &) en in (§ — 3, {4 9), zoo dat:

(7) {an(x]-—f(x,Y.ZH(%
is voor x in een zeker interval (£ — As. &+ Aa).

Kies x' binnen het kleinste der intervallen (£ — A, & 4 A),
(& — A&+ en (£ — Az &+ As). Dan gelden voor
het punt (x’, Y, Z) de 3 ongelijkheden (5), (6) en (7). Dus:

6. Y. Z)— L, D)< 5+5+5==

Aan (c) is voldaan.?)

§ 11. We geven de voorwaarden den volgenden, sym-
metrischen vorm:
Opdat :
L

is noodig en voldoende :

L2y

— i,
S

Ire

Eyl 9!

J

a) L_4 £ (z) en L_’]y(x) bestaan, respectievelijk voor alle

getallen z uit R en voor alle getallen x uit P;
b) bij willekeurige, positieve ¢ zijn te vinden vaste waar-
den X en Y uit de verzameling P en Q. en een interval

1] Uit het laatste gedeelte van het bewijs blijkt, dat we inplaats van x/
ook ,ieder” ander getal x van de verzameling P hadden kunnen kiezen,
dat dichter bij £ ligt.
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(¢ —3, ¢+ d). zoo dat voor iedere waarde van R in dit in-
terval:
L () — (X Y.2) | <

¢) als in § 10 onder (c).

Het bewijs volgt onmiddellijk uit §7 en §10.

Tenslotte geven we de volgende stelling, analoog met die
van § 5:

Noodige en voldoende voorwaarden, opdat:

Lt. o —= L

< =]
(SRS Cy e
zijn :
a) Lw‘: (z) bestaat voor alle z uit R en convergeert quasi-
(-3
uniform to.v. f(x. y. z) in
by L ¢ (x) bestaat voor alle x uit P en convergeert quasi-

(]
aniform tow. f(x.y,2) in &

¢\ onder de volgens (b) bij willekeurige, positieve ¢ en bij
willekeurige intervallen (1 -— 20, 7 4 3), (& — 31, &+ o) be-
hoorende puntverzamelingen (X Y. Z) is te vinden een ver-
zameling met een punt (x', Y, Z), zoo dat bij vooraf wille-
keurig gekozen, positieve NS

{6t Y,Z);Lﬂé.(Z}Kc-

X —&|<A is.

De noodzakelijkheid dezer voorwaarden laat zich gemak-
kelijk bewijzen met behulp van § 8 en de noot bij § 10.

en

§ 12. Geheel als in § 10 hebben we voor de gelijkheid
van Ly, en - de volgende stelling:

f(x y. 2) 2§ gedef. op de in § 7 genoemde, drie-dim.
verzameling.

Opdal‘:
L'E — L«

&

Ty

&
is noodig en voldoende:

a) L‘:’df bestaat;

b) Li’n (x) bestaat voor alle getallen x van P;
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) bij willek. pos. & & en /A zijn te bepalen vaste Y en
Z uit de verz. Q en R, waarbij Z (de veranderlijke van den
laatsten limietovergang uit het rechter lid) in het interval
(¢ — 3, & 5), met de beide eig.:

le. er bestaat een zeker interval (£ — 5, & + 5,), zoodat
voor iedere x van de verz. P in dat interval:

| Ly, (x) — £(x Y. Z) | <« is;

2¢ onder de in (§ — &1, &+ 9;) gelegen punten x van P
is steeds te vinden een punt X', waarvoor:
BEfxs Y,Z)—LHE(Z)1<5
en e AN is.
In plaats van te letten op de veranderlijke x, behoorende
bij den laatsten limietovergang in het linkerlid kunnen we
bij het formuleeren der voorwaarden ook letten op de
veranderlijke z, behoorende bij den laatsten limietovergang
rechts. Stelling en bewijs worden dan eenigszins anders.
Voor het bewijs is het nuttig de hulpstellingen van de §§ 7
en 8 uit te breiden. We zullen die nieuwe hulpstellingen
en het bedoelde bewijs zoo dadelijk geven voor het alge-
meene geval.
In het hier beschouwde geval luidt de stelling:
Opdat:
LE BE—— L

e ,
¢H {né

is noodig en voldoende :
a) LE y bestaat;
b) LWE (z) bestaat voor alle getallen z van R;

) bij willekeurige, positieve & [en Al is te bepalen een
vaste X, in het interval (£ —3o, &- 5) gelegen, met de’
eigenschap : :

le. er bestaat een zeker interval ({— a1, {+ d1), zoodat
voor iedere z van R in dit interval:

\L#&.(z)—ﬁL (X 2) | <c¢ is.

¥
[2¢ onder de in ({ — a1, ¢ -+ 51) gelegen punten z van R

is steeds te vinden een punt z, waarvoor:
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}LM(X,Z’) == L:/'(Xw<-
v 2= <A 5

Aan (c,2) is hier natuurlijk vanzelf voldaan.
Uit de beide laatste stellingen laten zich ook weer sym-
metrische vormen der voorwaarden afleiden.

§ 13. Gaan we nu over tot het algemeene geval.

We beschouwen n lineaire verzamelingen E, E,... E,
(n geheel en positief). die respectievelijk &, &2, ..., &n tot

verdichtingspunt hebben; xi, Xz, ..., Xn zullen willekeurige ele-
menten voorstellen, resp. van E,, Es, .., En. De n verza-
melingen vormen een uit n elementen bestaand stelsel. We
kunnen die n elementen op vooraf willekeurig aan te geven
wijze ordenen. De k eerste clementen vormen dan een ge-
ordend stelsel, dat we voorstellen door Sk, de overige ele-
menten een geordend stelsel, voor te stellen door Sk, (dus
met behulp van een accent). Sk!, heet het complementaire
stelsel van Sk. Het stelsel Sk bestaat uit minstens nul en
hoogstens n elementen.

Verder beschouwen we nog een lineaire verzameling E (y),

met y tot verdichtingspunt.
Laat f(y, Xt Xz, . -« Xn) gedefinieerd zijn voor alle combi-

naties (¥, X1, X2, « « xn) van getallen uit de verzamelingen
E (}’), E;, Eg, obvied En.

S, moge bestaan uit de verzamelingen Ea,, Eu,, ..., By
(en wel in deze volgorde). Een combinatie van getallen
Xeisy Xagy + oo Xa, - Uit de verzamelingen van Sk duiden we ver-
Kkort aan door k; een dergelijke combinatie van getallen uit
de verzamelingen van het stelsel Sy/» duiden aan door k'.
We spreken af onder f (y, k, k') te verstaan f (y, x1, X, . . ., xn).
Evenzoo schrijven we een functie F van de veranderlijken
uit het stelsel S verkort F(k); op gelijke wijze laten zich
ook verklaren de notaties: F(k'), E(y.k), F(y,k). — Aan
k (k') een bepaalde waarde geven wil zeggen: uit iedere ver-
zameling van het stelsel Sy (Sy') een bepaald getal nemen.

Bestaat het stelsel Sy uit nul elementen, dan verstaan we
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onder L, (y, k') eenvoudig f(y, k); als Sk uit de verzamelingen

Eus Ea,, -« o Eax (en wel in deze volgorde) bestaat, verstaan
we onder L, (y, k') de limiet qu ook B (Y k'), In 't al-
ak =da 23]

gemeen zullen indices x, «', #, onder aan de letter L geplaatst,
limietovergangen aangeven. Daarbij zullen de limietover-
gangen, door z () aangegeven, in dezelfde volgorde worden
uitgevoerd als waarin de bijbehoorende verzamelingen ge-
plaatst zijn in het stelsel Sy (Sp7). De limietovergang(en), bij
een index behoorend, die rechts van een anderen index is
geplaatst, gaat(n) aan de(n) bij den laatsten index behoo-
rende(n) limietovergang(en) vooral.

Behalve van y en het stelsel veranderlijken (xi, %z, .. xn)
hadden we de functie [ ook nog van een of meer andere
veranderlijken (z, enz.) kunnen doen afhangen. De daarbij
te gebruiken notaties liggen, na het voorafgaande, voor de

hand.

§ 14. Stel L: & ¢ ¢ (Y=Fly. We zeggen,
Sa %y

5 hie fi— L

dat F(y) in het punt v quasi-uniform t.o.v. Ly (y, k') con-
vergeert, als bij een willekeurig positief getal ¢ en bij wille-
keurige intervallen om de verdichtingspunten (&) der verza-
melingen van het stelsel Sk, zijn te vinden:

le een interval (y — d, # - 9),

2¢ een bepaalde waarde K’ van k', waarbij de verschil-
lende getalwaarden uit K' liggen in de intervallen om de
bijbehoorende verdichtingspunten, met de eigenschap, dat
voor iedere y van E(y) in (3 — o, n -+ 9) de ongelijkheid:

|E(y) — Le(y. K) [ <e
geldt.

In de definitie onderstellen we stilzwijgend, dat E(y) bestaat
voor alle waarden v uit de verzameling E(y) en dat Ly, (y, k')
bestaat voor alle combinaties van waarden uit de verzameling
E(y) en die van het stelsel Sc.

Bij de definitie zijn twee grensgevallen te onderscheiden,
n.l. S, bevat geen- of S; bevat alle elementen van het stelsel
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HME e E,. In het eerste geval is de ongelijkheid ook
te schrijven in den vorm:
| Bly) — £(y, K)) | < e
in het tweede geval wordt ze: 0 <l
Hangt de functie f ook nog van een veranderlijke z af,
dan moet deze in de definitie van quasi-uniforme convergentie
gerekend worden tot de veranderlijken van het stelsel Sk

§ 15. Hulpstelling I: f(y, xi, x2, ..., x,) zij gedefinieerd

als in § 13 aangegeven.

Veronderstel:
a) Fy=Ly + . . && (y) bestaat voor alle getallen
y uit E(y);

b) L'd ; (k') bestaat voor alle combinaties van getallen uit de

verzamelingen van Sy. Convergeert nu bovendien F (y) in het
punt y quasi-uniform t.o.v. L, (y, k'), dan bestaat ook lim Fly).
=
Het bewijs laat zich geven als in § 7. i
De voorwaarde, dat de getallen van K' in willekeurig
kleine intervallen om de overeenkomstige verdichtingspunten
moeten liggen, hadden we ook hier weg kunnen laten; deze
voorwaarde is in het begrip van quasi-uniforme convergentie
besloten.

§ 16. Hulpstelling II: £(y, x1, X2, 00 o x,) zij gedefinieerd
als in § 13 aangegeven. Laat o aangeven de limiefovergangen,
bij de verzamelingen Ei, E,, ..+ E, behoorend, en wel in vooraf
willekeurig gekozen volgorde. Bestaan L:‘;rr en Lzr% en zijn

ze gelijk, dan convergeert Lg(y] in y quasi-uniform t.o. v.

L,(y k)

Bewijs: Kies een willekeurig positief getal ¢ en willekeurige
intervallen om de verdichtingspunten, behoorend bij het
stelsel Sk'.

Het is nu mogelijk een interval (4 — d, 4 -~ ) te bepalen,
200 dat voor iedere y van E(y) in dit interval:

: L T == Lg(y) <5 is.

T
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Stel, dat de verdichtingspunten, behoorende bij de verza-
melingen van het stelsel Sk, gerangschikt op dezelfde wijze
als die verzamelingen, zijn &y, &p, -« - - ’Ebk"

Kies in het om &, , aangenomen interval het punt ka,
zoodanig dat:
iLz"ﬁngi‘x’——l)@x(ka.)‘.<¢' is;

hierbij duidt de index (x' — 1) dezelfde limietovergangen, in
dezelfde volgorde, aan als «', behalve den laatsten limietover-
gang van z (dien naar &, ).

Kies vervolgens in het om &, =~ aangenomen interval

het punt ka, b zoodanig dat:
| L{zl__ )7 % (ka_) — L\Z,_g_‘,.w(Xb e ka,) < g 1S ;

hierbij duidt de index (" — 2) dezelfde limietovergangen, in
dezelfde volgorde, aan als (z' — 1), behalve den laatsten
limietovergang van (x' - 1) (dien naar &, ).

Zoo gaan we voort en krijgen aldus de vaste getallen:

Xh,,.' ka,_i, vorr i Xy, Xp,- In de laatste ongelijkheid is de
achterste limiet (die met het kleinste aantal limietovergangen)
L, K) als K aangeeft de getallen: Xp . Xy .. .. D,

Voor alle waarden y van E (y) in een zeker interval (4 — a1,

4 - 3;), dat ligt binnen (7 — ¢, % -+ 9) is:
i Lqu(K’) = Lz (Y* Kf) | <L

Uit de in het voorafgaande verkregen ongelijkheden volgt

door optelling, dat voor iedere y van E (y) in het interval
(4 — 31, 1 4 a1) het verschil:

L (y) — L, (v, K)

in absolute waarde kleiner blijft dan een wvast, positief getal.
Dit getal kan willekeurig klein gemaakt worden door ¢ maar
klein genoeg te nemen. Dus L, (y) convergeert in » quasi-
uniform t. 0. v. L, (y. k).

Ook hier laten zich soortgelijke opmerkingen maken als
in § 8, laatste alinea.
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§ 17. Hoofdstelling A: We beschouwen het stelsel van
verzamelingen Ei, B, ... En dat reeds in § 13 werd ge-
definicerd. Bovendien zijn gegeven twee verzamelingen E (1)
en E(z), die respecticvelijk v en { tot verdichtingspunt hebben
f (g, 2. X1, Xa, .., Xn) zij gedefinieerd voor alle combinaties:
Y, 2, X1, Xo, . . ., xn uit de verzamelingen E(y). E (2). E; .. En.

Laten Sk en Sk en eveneens Si en Sr complementaire
deelverzamelingen zijn van het stelsel Ei, I8y b ol
stelsels van bijbehoorende limietovergangen worden aange-
geven door de indices u,» en A A, Dan zijn noodige en
voldoende voorwaarden voor de betrekking:

de volgende:
a) L. . bestaat;

Cx Yz

by L,r¢, bestaat voor alle getallen y van E (y);
- \: v

¢) bij willekeurig positieve & o en /\ zijn te bepalen een
waarde K en een getal Z, gelegen in (& — 3 ¢+ d), met
de beide eigenschappen:

le. er bestaat een interval (y — di. ¥ - 31), zoo dat voor
iedere y van Ely) in dit interval:

. |LA,:}L<‘9)~LZ(y.Z. K')| <e is;

9¢. onder de in (4 — 31, # 1 d1) gelegen punten y van
E (y) is te vinden een punt y', waarvoor:

L,y ZK) =Ly, (D) <s

en ly — 91 <A is.
Het bewijs laat zich geven als in § 10. 1Y)

§ 18. Gewijzigde vormen der hoofdstelling zijn:
A': Opdat:

L.ar'fr' :*L
NN s).

is noodig en voldoende:

AL, () en L, Ea (y) bestaan resp. voor alle getallen

(4 !
Cu 9w

o

2 van E(2) en alle getallen y van E(y);

') De noot op P- 20 laat zich ook op het algemeene geval overdragen,
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b) bij willekeurige positieve ¢ zijn te vinden vaste waarden
A’ en Y en een interval (£ -5, -+ 7). zoo dat voor ieder
getal z van E (2) in dit interval:

|Lx:_/iz(z) — Lo (¥ 2 A< e is;

¢) als in § 17 onder (c).

Het bewijs volgt uit de §§ 15 en 17.

A?: Noodige en voldoende voorwaarden voor de onder
A! genoemde betrekking zijn ook de volgende :

a) als in A' onder (a);

D Rl (z) convergeert quasi-uniform t.o.v. L, (y, 2z, I)

1
in het punt I;
c) L,r#,(y convergeert quasi-uniform t.o.v. L, (y. z, k')

in het punt u;

d) volgens (c) zijn bij willekeurig positieve ¢ en bij wille-
keurige intervallen om de verdichtingspunten van het stelsel
Sy en om het verdichtingspunt ¢ te vinden verzamelingen
(y. Z, K') wier punten aan een bepaalde ongelijkheid voldoen
(zie § 14). Onder deze verzamelingen laat zich bij vooraf
willekeurig gekozen, positieve A\ een verzameling aanwijzen,
welke een punt: y', Z, K' bevat, waarvoor bovendien de on-
gelijkheden :

II“V.(U”Z'K';'_Lz'KZ(Z).<E en |y —y|<A

gelden.
De noodzakelijkheid dezer voorwaarden volgt met behulp

van § 16 en de noot bij § 17.

§ 19. De laatste stelling van § 4, welke noodige en vol-
doende voorwaarden geeft voor het bestaan en de gelijkheid
der beide, tweevoudig herhaalde limieten en van de waarde,
die bij den twee-dimensionalen limietovergang wordt ver-
kregen, laat zich hier uitbreiden.

\We moeten daartoe eerst een uitbreiding van het begrip
,uniforme convergentie in een punt”’ doen voorafgaan.

De notaties van § 13 en § 14 worden ook hier gebruikt.

Stel dus Le . . ¢ 1y)=F(y). We zeggen, dat
SnSn—1 **° %2 91
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F () in het punt uniform convergeert t. 0. V. L,(y k', als
bij ieder willekeurig positief getal ¢ zijn te vinden intervallen
om » en om de verdichtingspunten van het stelsel Sy’, zoo
dat voor alle combinaties van waarden uit die intervallen
en behoorend tot de gegeven verzamelingen:
|F(y) — L. (v. k) [ <¢ is.
Onder uniforme convergentie van L, (y. k') in het punt #
¢.o.v. f(y k k) verstaan we, dat het bij willekeurig posi-
tieve ¢ mogelijk is intervallen te vinden om alle verdichtings-
punten, zoo dat voor iedere combinatie van waarden uit
die intervallen en behoorende tot de gegeven verzamelingen:
| L, (y, kY — E(y, k. k) | <e is.
Bij die gevallen, waarop beide definities van toepassing
zijn, dekken ze elkaar volkomen.
Hangt de functie f ook nog van een veranderlijke z af,
dan moet deze in de definitie van uniforme convergentie
gerekend worden tot de veranderlijken van het stelsel S/,

§ 20. Hoofdstelling B: f(y, z, X1, X2, .- ,xn) zij gedefi-
nieerd als in § 17 aangegeven.
Opdat:
o L(

L‘/,A"i_’.“«_Lifz'-/,;c—

T
Trp
Iee
-]
Jep
=)

—_—

s
is noodig en voldoende:

e [ e (z) en L, “ (y) bestaan respectievelijk voor
alle getallen z van E (z) en alle getallen y van E(y);

by L, &) () convergeert uniform t.o.v. L (y,z, K in het
punt #; _

¢ L,z k') convergeert aniform t.o.v. f(y, z. k k') in
het punt ¥.

Bewijs: Volgens hulpstelling I volgt uit de voorwaarden
het bestaan van L, ,r ¢

| T

Bij willekeurig positieve ¢ is het mogelijk aan te geven
een interval (¥ — 9,4 L 3), zoo dat voor iedere y van E (y)
in dat interval:

(LIS N ELz}.'f}.ﬁ'L}_'CA(Y)|<% is.
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Wegens de uniforme convergentie, onder (b) genoemd,
zijn aan te geven intervallen om de verdichtingspunten van
S, om ¢ en om y, waarbij het laatste interval te kiezen is
binnen (4 — 3,y + 4), zoo dat voor alle getallen van de ver-
zamelingen van S,., van E(z) en van E(y)in die intervallen:

(2) s .gLAré,}.(y)-—Lx(y.z,k").'\<; is.

Volgens (c) zijn weer te kiezen intervallen voor alle veran-
derlijken, welke bij de veranderliken y, z en die van S,.
zullen liggen binnen de voorafgaande intervallen, zoo dat
voor alle waarden in die nieuwe intervallen en behoorend
tot de gegeven verzamelingen:

(3R A ‘Lz(y.z,k’)—f'y,z.k,k'ﬂ<;' is.

Voor de laatst genoemde waarden der veranderlijken is
aan (1), (2) en (3) gelijktijdig voldaan, of wel, daarvoor is:

| L eI (v ok k) e

gA CA

In woorden: de meerdimensionale limietovergang in het
punt (y, & %, %) is mogelijk en levert een waarde gelijk aan
de herhaalde limiet uit het le lid.

Hieruit en uit voorwaarde (a) volgt nu vanzelf het bestaan
van de herhaalde limiet uit het 2e lid en haar gelijkheid aan
de beide vorige.

De voorwaarden zijn dus voldoende.

Dat ze ook noodig zijn, is evident.

De voorwaarden (b) en (c) zijn te vervangen door één
voorwaarde:

be)REL s (y) convergeert uniform t.o.v. f(y, z, k k') in
S

het punt y. 1)

Y Opdat Ly 50 g5 =Eiy, ¢,

: En) is noodig en voldoende :
e e 5T

Ire

a) LVT 5/ 57& bestaat ;
b) L} Pigria (y) convergeert uniform t.o0.v. f(y. z, k, k') in het punt . — In
- kJ 3

deze stelling speelt : geen bijzondere rol en kan daarom onder de &'s worden

opgenomen. — Vgl. p. 13, noot.
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§ 21. Voorbeeld: f(x,y,2) = Sy e in het punt (0,0,0).
SR Aar
De verzamelingen voor x, y en z zullen jeder bestaan uit
alle positieve getallen. Van de zes herhaalde limieten zijn
er vier gelijk aan 1, de beide andere aan — 1. De 3-dimen-
sionale limietovergang levert dus geen waarde. O. a. is
in ¢0,0,0):
Leéye=Leyz= 1

L‘4 ;f('x") moet dus quasi-uniform t. o, v. f(x,y,z) conver-
geeren in & = 0, terwijl deze convergentie ,,niet”’ uniform t. 0. v.
f(x,v,z) is.

Het is dus noodig, dat bij willekeurig positieve ¢ en
willekeurige intervallen om 7 =0 en ¢ =0 waarden Y enZ
in deze intervallen en verder een interval ‘om & = 0 mogelijk
zijn, zoodat voor iedere positieve X in laatstgenoemd interval :

i ) x—Y+Z|

'{ L”:(X\J_X-FY—I—_Z|<E of

x—--Y—{—Z‘ :
1—-3{*_{:'"&,;?_2|<t Of
D) e i 2Y<ex+ Y +Z) is.

Kies voor Z een willekeurig positief getal, in het interval
om { =0 gelegen. Kies daarna Y in het gegeven interval
om y =0 zoo dat:

2Y<e-><Zon<-;><Z o

Dan blijkt, dat voor alle positieve getallen x de ongelijkheid
(1) geldt. Voor x kunnen we dus een geheel willekeurig
interval om & = 0 nemen.

Er is echter geen uniforme convergentie t.o.v. f(x,y,z"
Nooit zal het mogelijk zijn, voor ¢ <(2, bij een zeker interval
voor x om £=0 de getallen Y en Z z66 te bepalen, dat
ook voor alle kleinere waarden van y en z aan (1) is vol-
daan bij die zelfde waarden voor x. Immers, voor x en Z
klein genoeg zal ¢ (x + Y + Z) 200 weinig van ¢ X Y afwijken,
als we wenschen, en dus okleiner” zijn dan 2 X Y.
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TWEEDE GROEP.

Onder deze groep vallen de stellingen, waarbij we voor
sommige veranderlijken niet een enkele limietwaarde, doch
een verzameling van limietwaarden beschouwen.

§ 22. Laatf(x, y) gedefinieerd zijn voor de punten (x, y)
eener twee- dimensionale verzameling van de volgende soort.
De waarden x vormen een begrensde, lineaire verzameling P
met een of meer verdichtingspunten £, die de verzameling P,
vormen. De waarden y vormen een (al- of niet begrensde)
lineaire verzameling Q met v als verdichtingspunt {y behoort
niet tot Q). De punten der twee-dimensionale verzameling
worden verkregen door te nemen alle mogelijke combinaties
van x- en y-waarden uit Pen Q.

Opdat nu in ieder punt & van Pi:

is noodig en voldoende:
a) L £ (y) bestaat voor alle combinaties (y, &) uit Qen Py;

b) L:qé' bestaat voor alle waarden & uit Pi;
o L (x) . . ,. » x , P en .conver-
1

geert quasi-uniform op de verzameling P.”
Onder ,,quasi-uniforme convergentie van L,’1 (x) op de ver-

zameling P’ verstaan we, dat bij willekeurige, positieve ¢ en
J zijn te vinden een eindig aantal intervallen Iy, I, . . . I}, met
de beide volgende eigenschappen:

le ieder punt van Pj is inwendig punt van minstens een
der intervallen;

2¢ bij ieder irterval [z is te vinden een Y in(y — 8, v+ 9)
gelegen en behoorend tot Q, zoo dat voor iedere x van I,
die tevens tot P behoort:

|L_4{x) — fl(x, ) | <<= is.

Bewijs: Dat de voorwaarden noodig zijn, volgf uit § 1, met
behulp van het bekende lemma van Borel. Dat ze vol-
doende zijn, is direct duidelijk uit § 1. — Het blijkt, dat de
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quasi-uniforme convergentie op een verzameling een uitbrei-
ding is van de quasi-uniforme convergentie ineen punt.')
Voorwaarde (c) is te vervangen door:
c) L? (x) bestaat voor iedere x van P. Kiezen we uit

Q een rij y,, (m geheel en positief), zoodat lim y, =
m:=— 0

dan zal .lim f(x, ym) quasi-uniform convergeeren Op de
In =

verzameling P.”

D. w. z.: bij 2 willekeurige, positieve getallen ¢ en M zijn
te vinden een eindig aantal intervallen I, .. T, met de beide
eigenschappen:

le jeder punt van P; is inwendig punt van minstens een
der intervallen;

2e  bij ieder interval I is te vinden eeny,, . waarbij ¢, > M

en zoo dat voor iedere x van P, in I, gelegen:
| lim f(x, ym) — £ Y,) | e is.
m=Gao
Door aan het begrip van ,quasi-uniforme convergentie op
een verzameling’ een kleine uitbreiding te geven, waardoor
het ook op niet-begrensde verzamelingen kan worden toe-
gepast (vgl. § 6), is het niet meer noodig in de voorafgaande
stelling de verzameling P begrensd te onderstellen.
Qok zijn de voorwaarden symmetrisch te maken, zoo we
in plaats van alleen 7 alle verdichtingspunten van Q be-
schouwen. Die stelling wordt dan een uitbreiding van die

van § 5.

§ 23. Voor het geval van meer-dimensionale verzame-
lingen P en Q geven we hier nog de symmetrische *voor-

waarden:

1) Zoowel uit de stelling van § 1 als uit die van de noot op p. 6 volgen
voor het hier behandelde geval de volgende, minder eischende, noodige en
voldoende voorwaarden: al en b) als in den tekst: ¢) Ly (X) bestaat voor
alle waarden x uit P en deze convergentie is als volgt. Bij willekeurige,
positieve € en zijn te bepalen een eindig aantal waarden voor y uit de
verzameling Q en gelegen in (7 — % & ¢), zoo dat bij iedere x van P be-
hoort een waarde yx uit dat eindige aantal, waarvoor iLﬁ (x) —E(x,yy) | < eis.
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Laat f(x1, ..., xXp; 1., yq) gedefinieerd zijn voor alle
combinaties: Xi, -, -»Xps Yts oo y, uit de p-dimensionale
verzameling P en de g-dimensionale verzameling Q. Stel Py
is de afgeleide verzameling van P en Qi de afgeleide ver-
zameling van Q.

Opdat nu:

L(fh ceonEpls Ofteeweaq) P SRR e )
waarbij (£1,...,&p) zal zijn een willekeurig punt van Pj en
(41, .+ -, 9y een willekeurig punt van Q.. is noodig en. vol-
doende:

) L(El’w--"f

(17 <+ » Ygqs Etn oo o $p) BIL Q en Py en convergeert quasi-

L(‘/jlr .

(41, ... yq) bestaat voor alle combinaties
D) .

uniform op Q;
b) L(‘V‘jlr $ e iy /,"q‘]

(X X Y s #q) Uit P en Q; en convergeert quasi-

(x1,...,Xp) bestaat voor alle combinaties

uniform op P.

De definitie van ,quasi-uniforme convergentie op een
meer-dimensionale verzameling”” ligt voor de hand.

Het bewijs laat zich geven met behulp der stelling van § 3.

§ 24. Voorbeeld: f(x, y) = i:l De verzameling P zal

bestaan uit de punten van het segment (o, a), waarbij a wille-
keurig positief; de verzameling Q zal bestaan uit alle posi-
tieve getallen.

Op het segment (0,a) is limietverwisseling niet in alle
punten geoorloofd. Er is dan ook niet aan alle 3 voorwaarden
uit § 22 voldaan.

§ 25. f(x y) zij gedefinieerd als in § 22.
Opdat in ieder punt & van P:
Ley=Lye="Lewy

is noodig en voldoende:
a) LE () bestaat voor alle combinaties (y, &) uit Qen Py;

by L 3 (o I . . waarden x uit P en deze con-~
]

vergentie is bovendien als volgt. Bij willekeurige, positieve
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¢ zijn te bepalen een eindig aantal intervallen Ii, L, ..., Iy
met de beide eigenschappen:

le ieder punt van P; is inwendig punt van minstens een
der intervallen;

2e bij ieder interval Iy is te vinden een interval (y — h,
y--h), z66 dat voor ,iedere” Y van Q in dit interval en
voor tedere x van P in Ix:

L) —f(x )| <¢ is.

Het bewijs volgt uit § 4, met behulp van het lemma van
Borel.

Daar het aantal intervallen (y — h, y 4= h) eindig is en het
aantal x-waarden buiten I, ..., I, eveneens, is voorwaarde
(b) te vervangen door de volgende:

b’) L?I (x) bestaat voor alle waarden x uit P en ,con-

vergeert uniform op de verzameling P.”

D. w. z.: het is bij willekeurige, positieve ¢ mogelijk te be-
palen een interval (y — H, # -+ H), z66 dat voor iedere Y
van Q in dit interval:

|L, (0 — £(x Y) [ <e
is, onafhankelijk van de keuze der x.

Evenals dus de quasi-uniforme convergentie op een ver-
zameling P een uitbreiding is van de guasi-uniforme conver-
gentie in een punt X, vormt de uniforme convergentie op een
verzameling P een uitbreiding van de uniforme convergentie
in een punt X.

De voorwaarden kunnen een symmetrischen vorm krijgen
door zoowel van Q als van P de afgeleide verzameling te
beschouwen.

§ 26. Voorbeeld: Vervangen we in het voorbeeld wvan
1
§ 6 de letter n door Y Beschouwen we dan een verzameling

Q van y-waarden met y =0 tot verdichtingspunt (dit punt
zal niet tot Q behooren) en een segment om x = 0 voor de
x-waarden (verzameling P). Dan is in ieder punt van dat
segment limietverwisseling geoorloofd, doch in & =0 geeft
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de twee-dimensionale limietovergang geen uitkomst. Er be-
staat dus op dat segment wel quasi-uniforme-, doch geen
uniforme convergentie.

Dit volgt ook uit de continuiteit ten opzichte van x en y
in ieder punt (& 0), verschillend van (0,0), en uit de be-
schouwingen van § 6 over het punt (0, Q).

§ 27. Uitbreiding van het begrip der ,uniforme conver-
gentie op een verzameling” geeft de mogelijkheid hoofdstelling
B uit te breiden op het geval, dat we voor een der ver-
anderlijken niet een enkel verdichtingspunt, doch alle punten
der afgeleide verzameling beschouwen.

Voor hoofdstelling A is het in het algemeen niet mogelijk
eenvoudige uitbreidingen te vinden.

De volgende tabel geeft een kort overzicht van de begrippen,
gebruikt bij het afleiden der noodige en voldoende voorwaarden

voor:

a) gelijkheid van twee herhaalde limieten;

b) o ,. " o 7 én de daarbij
behoorende, enkele limiet op een meer-dimensionale verza-
meling.

Gelijkheid
S e o
onder (a) genoemd onder (b) genoemd
in cen punt: quasi-unif. conv. ,in een punt” unif. conv. ,in een punt”
0 : !

in de verd. p. e. verz. - quasi-unif. conv. ,,op een verz,” uniforme conv. ,0p een verz.”



HOOFDSTUK II.

Toepassingen der Algemeene Limietstellingen.
EERSTE GROEP.

Tot deze groep behooren de theorema’s, die zijn af te
leiden uit hoofdstuk I, le groep.

§ 28. De volgende stelling is slechts een bijzonder geval
van de stelling van § 1:

I. Opdat een in een omgeving van & convergente reeks
van in & continue functies in dat punt continu is, is noodig
en voldoende, dat ze in dat punt quasi-uniform convergeert.

Natuurlijk gaat de stelling ook door, als de functies slechts
gedefinieerd zijn op een bepaalde verzameling P(x), met &
als een harer verdichtingspunten.

Bij de dubbelsommen [lim lim S_ . (x)] van continue
n=—ow m-—auw

functies is noodig en voldoende de quasi-uniforme conver-
gentie der dubbelsom t.o.v. S,m (x) in het punt £ en nog
een 2¢ voorwaarde (zie § 12).

§ 29. Uit § 4 volgt:

[I. Een functie f(x,y) zij gedefinieerd in een omgeving
van het punt (£, ) en zij in die omgeving continu t.o.v. x
en t.o.v. y. Opdat ze nu in het punt (, y) continu zal zijn
f, 0.v. x en y, is noodig en voldoende, dat lim f(x, y)iné&
uniform convergeert (,, hebbare Unstetigkeit” ‘3; bujtengesloten).

1) Hieronder is volgens Riemann te verstaan een discontinuiteit, die
verdwijnt door de functie in het beschouwde punt op geschikte wijze te
definiceren. — Zie b.v. Osgood, L. d. Funktionenth., Ier Band, Kap. 1, § 3.
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De omgeving van (&, %) is te vervangen door een verza-
meling uit die omgeving van de volgende soort. De
x-waarden vormen een verzameling P met & tot verdichtings-
punt, de y-waarden een verzameling Q met y tot verdichtings-
punt. De twee-dimensionale verzameling ontstaat door te
nemen alle mogelijke combinaties van x- en y-waarden uit

P en Q.

Voorbeeld: Dit volgt uit dat van § 6 door n te vervangen
1
door v en aan y alle waarden toe te kennen uit een wille-

keurige omgeving van y =0, dit punt zelf uitgezonderd, -
aan x alle waarden uit een willekeurige omgeving van & =0,
dit punt zelf weer uitgezonderd.

§ 30. a. De bekende stelling van BAIRE betreffende de
mogelijkheid. een eindige functie op een perfecte verzameling
P(x) op te vatten als limiet van naar x continue functies,
eischt als noodige en voldoende voorwaarde, dat de functie
puntsgewijze discontinu is.

In de punten, waar de functie continu is, is limietverwis-
seling mogelijk. In die punten is er dus quasi-uniforme con-
vergentie (§ 1). De stelling van BAIRE laat zich bijgevolg
ook aldus uitspreken:

al. Noodig en voldoende is, dat op iedere willekeurige,
perfecte onderverzameling de punten van quasi-uniforme
convergentie overal dicht liggen,

D.w.z. in ieder interval, dat punten der onderverzameling
bevat, moet een punt van die onderverzameling zijn aan te
wijzen, in welks omgeving de functie zich zoodanig als limiet
"van naar x continue functies laat voorstellen, dat de con-
vergentie in dat punt quasi-uniform is.

Gaan we echter het bewijs na, dat door LEBESGUE ge-
geven wordt in Note II van de Legons sur les fonctions
de var. réelles van BOREL, dan blijkt, dat hij bij de afleiding
der noodige voorwaarde aantoont, dat op iedere willekeurige,
perfecte onderverzameling de punten, waar de reeks uniform
convergeert, overal dicht liggen. Deze voorwaarde is ook
voldoende. Dus:
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b. Noodig en voldoende, opdat een eindige functie op
cen perfecte verzameling als limiet van continue functies is
te schrijven, is dat op iedere willekeurige, perfecte onder-
verzameling de punten van uniforme convergentie overal
dicht liggen. ‘

De bedoeling van de uitdrukking ,punten van uniforme
convergentie is na het onder a! meegedeelde duidelijk.

In die punten is volgens §4 twee-dimensionale limietover-
gang mogelijk, welke dan als uitkomst de functiewaarde
oplevert.

De punten van uniforme convergentie (b) vormen natuur-
lik een onderverzameling van de punten van quasi-uniforme
convergentie (a').

Zoowel de punten van quasi-uniforme convergentie als die
van uniforme convergentie vormen bij functies van de klasse 1
een verzameling van de tweede categorie.!)

Tenslotte volgt uit het bewijs van Lebesgue ook nog
een 3¢ vorm van de stelling van Baire:

c. Noodig en voldoende is, dat op iedere perfecte onder-
verzameling de punten, waarin de [unctie van de klasse I
is, overal dicht liggen.”

De functie is in een punt van de klasse 1, als bij iedere
positieve ¢ is aan te geven een omgeving van dat punt en
een functie van de klasse 1, zoo dat in ieder punt van die
omgeving, waarin de functie gedefinieerd is, deze van die
functie van klasse 13) minder dan & afwijkt.

De onder a! en b bedoelde punten van quasi-uniforme
convergentie en uniforme convergentie behooren onder de
punten, waarin de functie is van de klasse 1.

11 Dit volgt gemakkelijk met behulp van de eigenschap, dat de discon-
tinuiteitspunten van een functie van een of meer veranderlijken, waarin de
oscillatie ‘% s (willekeurig positief) is, een gesloten verzameling vormen;
vgl. Hobson, T.o.F. First Ed., p. 485.

3 Vgl de la Vallée Poussin, Intrégrales de Lebesgue, Fonctions
d'ensemble, Classes de Baire, p. 144.

3) Onder de functies van klasse 1 rekenen wij, evenals Lebesque in de
genoemde ,Note", ook de continue functies. :
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Lebesgue heeft de stelling van Baire uitgebreid op functies
van klasse « («z geheel). Als uitbreiding van stelling (c)
hebben we:

Opdat een eindige functie op een perfecte verzameling
P (y) is van een klasse = «, is noodig en voldoende, dat de
punten, waarin de funtie is van klasse = x, op iedere per-
fecte onderverzameling overal dicht liggen.?)

De definitie van een punt, waarin de functie is van klasse
=z, ligt na het voorafgaande voor de hand.

Gaan we de punten na, in wier omgeving het ons gelukt
de functie voor te stellen door middel van herhaalde limieten
van naar y continue functies, waarbij het aantal limietover-
gangen is =« - 1. Onder de punten, waarin de functie is
van klasse = «, vallen dan die punten, waarin er is quasi-
uniforme convergentie volgens de definitie van § 14 en die,
waarin er is uniforme convergentie volgens de definitie van
§ 19 (het grensgeval, dat Sk bevat alle elementen van het
stelsel (E;, Es,.... En) wordt buitengesloten, zoowel bij de
quasi-uniforme- als bij de uniforme convergentie).

Gaan we de punten na, in wier omgeving een dergelijke
voorstelling mogelijk is, waarbij nu echter het aantal limietover-
gangen willekeurig groot (eindig) magq zijn. De punten, waarin
er is quasi-uniforme convergentie t.o.v. f(y, k, k') en die,
waarin er is uniforme convergentie t.o.v. f(y, k. k') wvallen
onder de punten van klasse = . Voor de continuiteit naar
y is noodig de gelijkheid van bepaalde, herhaalde limieten;
bij continuiteit naar y en de parameters uit het stelsel (E; ,.., Ep)
moeten die herhaalde limieten bovendien nog gelijk zijn aan
een bepaalde, meer-dimensionale limiet. De beide, gencemde
manieren van convergentie behooren respectievelijk tot de
noodige voorwaarden voor het eerste en tweede geval van
continuiteit. De punten, waar de functie continu is naar y
en die, waarin ze continu is naar y en de parameters, vallen
dus ook onder de punten van klasse = «.

Aldus beschouwd zijn de uitgebreide. voorwaarden van

) Vgl de la Vallée P, Int. de L., efc. p. 144.
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Baire van grooter belang dan de voorwaarden van een
andere soort, welke ook door Lebesgue werden gegeven.')

§ 31. Stel uy () +ux)+..... i) F=sa(x D e
mogelijkheid van termsgewijze differentiatie der reeks in een
punt & laat zich aldus schrijven:

TN T et Gl S EV )
h=0n—= » h
“su (6 +h) —sn(€)

h

= lim lim
n=w h=0

Dus volgens § 1 en § 5:
IIl. Opdat een in de omgeving van een punt & conver-
gente reeks van in & differentieerbare functies in dat punt
termsgewijs mag gedifferentieerd worden, is noodig en vol-
doende. dat de reeks der differentiaalquotienten convergeert en

. sn(E4h)—sa () TP
dat lim n (€ F }):_ G h = o quasi-uniform conver-

n—aw
geert; ?)

Of wel:

dat de reeks zelve in & een afgeleide bezit en

. sy (E- h)— sn (&) . i
lim gl_lLfl‘ : iSOl e ) quasmmzform convergeert;
h—0 1

Of wel:
£+ h) —sn(8) .
dat lim snleEraly =cl in h=0 en
fi=—x0 h
. & —i5 : ; e
lim ﬂ&z%L = quasi-uniform convergeert.
h=20 1

In het laatste geval is het dus mogelijk:

le bij willekeurige, positieve ¢ en N te bepalen een geheel
getal » >N en een interval (— 3, -+ 3), zoo dat voor iedere
waarde van h in dit interval:

) Zie de la Vallée Poussin, Int. de L., efc., p. 141.
2) Zie Hobson, T.o. F, First Ed., p. 563 en 564.
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G R —s () T ) I
n=w h i h ‘

2¢ bij willekeurige, positieve ¢ en 4 te bepalen een getal
H, in (— 3, -+ ) gelegen, en een positief getal N, zoo dat
voor ieder geheel getal n > N:

‘ hli_mo Su_ "I" hlz — sn (&) __Sn (5 -+ I'II—)I —'sn{&} i e s

is;

xn xn + 1

Voorbeeld: 1) Is u, (x) =— —

, dan wordt s, (x) =

n n | 1
xn + 1
ey e Op het segment (0,1) isnlzimm sn (x) = x;
‘ d
S 9 =1—xmi ¢ lim “su(x)=1. Het blijkt dus, dat

voor 0 =x <1 geldt: c‘{j lim sy (x) = lim ddx sn (x); echter

niet voor x = 1.
Ril (0 + h) (e Rn (0) fin |
b =

Kiezen we geheel willekeurig voor n een zeker ge-

Gemakkelijk is aan te toonen, dat

h"
n -
heel getal N, dan is het mogelijk bij willekeurige, positieve &

N

een interval (0, }- 3) voor h te bepalen, zoodat NE-T—-_I < ¢is;

daartoe moet o<]/ N -+ 1) ¢ zijn. Lim SV )= nllY)

o h

convergeert (quasi-juniform in h =0.
( h\)n + 1 1

Verder is Ra! { _E)h Ry (1) n+ 1_ A n 1:

1
2111 undu>(1—h*“, voor h tusschen 0 en 1. Bijj
1—nh

iedere waarde van n is een zoodanige, positieve waarde van
h te bepalen, dat (1 — h)® zoo weinig van 1 verschilt, als

1) Zie Stolz, Grundzige d. Diff. u. Inf. Rechnung, 1°" Teil, p. 71 e. 72.
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we wenschen. Er is dus geen quasi-uniforme conver-
sn (1 — h) —sn (1),
= in h=0.

gentie van lim i
=ty _h
sp (£ h) — sp (&)
Evenzoo laat zich aantoonen, datoilim) == A i i)
h=0

in n= o (quasi-uniform convergeert VOOL &=0, niet
quasi-uniform voor &= 1.
In &= 0 is dus aan alle voorwaarden voldaan, in & = 1 niet.
pay 02 f a2 f : "
§ 32. De gelijkheid: =——~—= 335 laat zich schrij-
dxp 0yo Yo 9Xo
ven in den vorm:

f(Xi—k h, Yo + k) —-ﬂiﬁ) "l_ h, Yﬂ) — f(xo0 Yo -11— k)'JF E(XO'YO):

lim i 0T
h :mo kgo h k
i i £ (xo+ h, yo + k) — EGxo b yo) = f (xo. yo 4= k) + £ (%0, yo)
=0 h=0 hk

Hieruit volgt (§ 1):
V. Bestaan in een punt (%o o) en diens omgeving
2 f(ro y) 2 o)

eindige differentiaalquotientent —y=. i en in dat
e Y ; : 02 f . :
punt een eindig differentiaalquotient e dan is noodig
a2z f a2 f
en voldoende, opdat ook ) bestaat en i
dat
o Bt oo ) f (oo h}f;) — £ (o, yo + K 4 E (%o, 10)
k=0

in h=0 quasi-uniform convergeert.

D. w.z. bij twee willekeurige, positieve getallen ¢en o zijn
te bepalen cen K, in (—3 - 9) gelegen, en een interval
(—381, -+ 1), zoo dat voor alle h in (— 31, 4 31):

£ (xo 4 h, yo + k) — £(xo 4~ b, yo) — E(x0. yo - k) + £ (x. Yo)

lim

e h k .
f(xo—ljh,yo—%—K)—f(XO'}—ll»Yo)——f(xo.yO—|—K)+E(xo.yo)
== hK | <SE

is.
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Voorbeeld (van Peano!)): f(x,y)=xy X;-_l_»—;i voor alle
combinaties (x,y) behalve voor x=0, y=0; £(0,0)=0.

. ] 02 f fo02f
Hier 15(‘;{03/) —len(tm)o’():-—]. Gemakke-
liik laat zich aantoonen, dat bovengenoemde limiet in h =0
niet quasi-uniform convergeert.

Uit de § § 17 en 18 volgen soortgelijke stellingen voor
differentiaalquotienten.

Hoofdstelling B (§ 19) geeft nog de volgende:

Een functie f(x,v,z) zij gedefinieerd in de omgeving van
het punt (x, Yo, zo). Laat in de omgeving van dit punt een
tweede differentiaalquotient bestaan, waarin de beide diffe-
rentiaties geschied zijn naar verschillende veranderlijken,

02
b.v. R f(x,y,z). Is verder
o f 1 05 ke
t‘-YU NI =3 (Xo. Yor Z0 "'|— ) | _—W (ko. Yo Zu?
1

uniform convergent to.v. F(h k1) in het punt (0, 0, 0),

waarbij h,k,1 de onafhankelijk veranderlijken voorstellen

03

dan bestaat ook ——— f(x0yo,2z0). Tevens bestaat
0 Zn d Yo d Xo

ieder ander 3e differentiaalquotient, waarin dezelfde diffe-
rentiaties in andere volgorde voorkomen, in dit punt en is

. )3
bovendien =— —— ‘ — f (X0, Vou Zo), zoo de bij dat 3e dif-
O Zop (1 }h\ d Xo

ferentiaalquotient behoorende, voorafgaande differentiaal-
quotienten in de omgeving van (X0, Yo. Zo) bestaan.
Hierbij is F (h, k, 1) =
f(x{.—I—h vo + k. zo + 1) — 2 f -t Ef_ﬂxn,yu,zu)

@@

~ hkl

De waarden fuit 3 f (p = 1 of 2) behooren bij de verschillende
(0)

') Zie Hobson, T.o. F., First Ed., p. 321 (Sec. Ed., p. 403 en 404).
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punten (x,y,z), die p coordinaten gemeen hebben met het punt
(X0, Yo, Zo) en (3 — p) codrdinaten met het punt (xo = h, yo + k,
Z0 -‘\-— ])

De differentiaalquotienten worden eindig ondersteld.

Een eenvoudig voorbeeld, waarbij gemakkelijk is aan te
toonen, dat aan deze voldoende voorwaarden is voldaan, is
fx, v, 2)=x Xy X 2 beschouwd in het punt (0,0, 0).

§ 33. In deze en de volgende §§ van dit hoofdstuk be-

schouwen we uitsluitend integralen van RIEMANN.
~h

b
lim } f(x,y) dx:; lim f(x,y)dx

Y=7Yo"a o A
laat zich schrijven in den vorm:
lim lim X f(xiy) A sei=— I lim 3 f(xi, y) A %i.
V== (":’ xi)BZO - (f'}. Xi)B:O Y=Y !

Hierbij stelt A xi voor de lengte van het ie interval, dat
bij een zekere verdeeling van (a, b) behoort, terwijl (A xi)y
is de grootste intervalslengte bij die verdeeling. xiligt in- of
op den rand van het interval A xi.

Volgens § 1:

Va, Laat f(«x,y) integrabel zijn in (a, b) voor alle waarden
van den parameter y, uit een verzameling Q met y, tot

verdichtingspunt. Laat verder lim f (x,y) bestaan wvoor
Yi=Y0
alle waarden x in (a, by [behalve voor een verzameling met

inhoud nul] en integrabel zijn in (a. b) [welke waarden we de
functie in de punten van genoemde verzameling') ook toekennen,
200 die waarden slechts een begrensde verzameling vormen].
Opdat nu de limietovergang, voor y naderend tot' yo.
mogelijk is en onder het integraalteeken mag worden uitge-
voerd, is noodig en voldoende, dat lim ¥ f(xi, y) A %i
(A xi)p =01
bij één enkele rij van sommen van Riemann quasi-uniform
convergeert in yo. [We nemen voor Xi geen punten, waarin
lim f(x, y) niet bestaat].

}':‘1'"

1) Uit den eisch van integrabiliteit volgt, dat, als we die verzameling
gesloten maken door toevoeging der verdichtingspunten, haar inhoud toch
nul blijft.
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Bij twee willekeurige, positieve getallen ¢ en J moet het
dus mogelijk zijn uit de rij te vinden een som van Riemann,
> (X, y) A X, waarbij (A Xi), < 4, en een interval (yo — di,
yo -+ 81), zoo dat voor iedere y van Q in dit interval:

lim gf(xi,y)mi—z_‘,f(xi,ymxi|<s.

(C:J xi)H:O i
b
of wel: | [ E(xy)dx — SE(Xiy) A X [ <e is.
Kiezen we alle intervalslengten A xj = g —Na (N geheel)

HEE
en xj=a _2Na X (i — 1), dan wordt de noodige en vol-

doende voorwaarde:

i—aN

dat NIE_E];O -21 i‘f‘l fla- b_2ﬁ_a_. X (i—1), y{ quasi-uniform
convergeert in Vo.

Natuurlijk zijn ook tal van andere verdeelingen van (a, b)
mogelijk en daarmee ook tal van andere vormen der noodige
en voldoende voorwaarde.

Uit § 1 volgt ook:

Vb, Laat f(x, y) integrabel zijn in (a, b) voor alle waarden
van den parameter y uit een verzameling Q met y, als ver-
dichtingspunt. Laten deze integralen tot een limietwaarde
naderen, voor y convergeerend naar ), en laat verder bestaan

lim f(x, ) voor alle waarden x van (a, b) [behalve mis-

Y=Y

schien voor die van een verzameling met inhoud nul].
Opdat nu lim f(x,) integrabel is in (a, b) [met welke

Y=o

waarden we deze functie ook aanvullen in de punten van

genoemde verzameling, zoo die functiewaarden slechts een

begrensde verzameling vormen| en die integraal = limiet van

de eerstgenoemde integralen, is noodig en voldoende, dat
lim X f(xiy) A xi quasi-uniform convergeert in (£\ xi), =0,

y=1

bij beschouwing van slechts één enkele rij van sommen van
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Riemann. [We nemen weer voor i geeh punten, waar
lim f(x,y) niet bestaat].
Y=Y

e
Kiezen we alle intervalslengten A Xi= _ENE (N geheel)
b= ane
eh Xi—a-+ N (i -— 1), dan wordt de voorwaarde:
i=2" e
dat lim 1N D tiact DEea2 Y ({i— 1)y quasi-uniform
i Yo 2 i=1 s

convergeert in N = .
Aan deze voorwaarde wordt o.a. voldaan in het geval,

dat lim f (x,y) in (a, b) uniform convergeert of enkelvoudig

Y:Yu
uniform convergeert (volgens Dini). Dit zijn dus ,,voldoende”

voorwaarden. 1)
Ook is de mogelijkheid van limietovergang onder het
integraalteeken te schrijven in den vorm:

im  lim lim > E(x ) xi=lim lim lim 3 f(xi,y) Axi

Yy =%o x=b (axi),=0 i x=b (Ax) =0 y=yp '

We denken ons de sommen genomen over (a,x); echter

geeft (A x), toch aan de grootste intervalslengte in (a, b),
bij een bepaalde intervalsverdeeling behoorend.

Hoofdstelling A § 12 en §17) geeft:
Ve, Laat f () integrabel zijn in (a, b) enz. (als in eerste
alinea van Vb).
Opdat nu lim f (z y) integrabel is in (a, D) [met welke
y..__—
waarden we dez’ig functie ook aanvullen in de punten, waar
de limiet niet bestaat, 200 die waarden slechts een begrensde
verzamelingvormen/en die integraal=limief van eerstgenoemde

integralen, is noodig en voldoende, dat f'v lim f (x, y)d=x
‘a Y=o

quasi-uniform convergeert f. 0. V. f f (x,y) dx in b (de bovenste

fed

grens x ligt tusschen a en b).

1) Zie Hobson, T. 0. F., First Ed., p. 540 e.541,595. —In geval van
uniforme conv. is natuurlijk vanzelf voldaan aan de conv. der integralen
naar een limietwaarde.
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Hierbij kan de inregraél van lim f (x,%) over (a,b) ook
=g
oneigenlijk zijn.

Het moet dus, bij twee willekeurige, positieve getallen
¢ en 5, mogelijk zijn te vinden een waarde Y uit de ver-
zameling Q, in (y, — 3, ¥, + 9 gelegen, en een interval
(& — o1, &+ &1), 266 dat voor iedere waarde x van de bo-
venste grens in (§ —o1, &+ d1):

¢ 2

f”‘ lim f (x,y) dx — ! f(x,Y)dx < is.
Y=Y =

@

|
Is de verzameling van functiewaarden fix, y), behoorende
bij alle mogelijke combinaties (x,y) begrensd, dan is het
mogelijk bij willekeurig positieve ¢ een getal H uit de ver-
zameling Q aan te geven, z0O dat voor iedere y van Q,

a

waarvoor |y — Y“Ié\H—Ynl, tevens:
j Ilim f(X»y)~f(x.y]] dx| <
a Y:Yl'l
<[ 1 tim £ oy~ Ey) dx<e
a Y=o

is (x willekeurig tusschen a en b). Dit volgt met behulp

van de stelling van Arzela: bestaat lim f (x, y)in de punten
Y= Yo
van een verzameling E (x) en noemt men E_(x) de verzame-
' H

ling, waar tegelijk | lim f(x y)— fix,y)|>¢ en |y —vyo|
Y=
=|H— yo| is, zoo ¢ is een vooraf gegeven, positief getal,

dan nadert de inhoud der verzameling E" (x) tot nul, voor H

convergeerend naar yo.')

De convergentie is hier niet alleen quasi-uniform in b,
doch zelfs uniform in (a, b). Het begrensd zijn van f(x,y)
is dus een ,voldoende” voorwaarde voor de limietverwis-
seling. — Woe zien tevens, dat deze voorwaarde ook in ieder
ander punt x van (a, b) de limietverwisseling mogelijk maakt.?)

1) Zie bv. Borel, Fonctions de Var. Reélles, p. 37.
*) Zie Hobson, T.o. F., First Ed., p. 539 e. 540, 595 e. 596.
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§ 34. De punten xvan (a,b), welke de eigenschap hebben
dat -in de twee-dimensionale omgeving van (x, yo) f(x,y)
niet begrensd is, vormen een gesloten, lineaire verzameling.
Is haar inhoud nul, dan vormt ze een integreerbare groep. 1)
We kunnen dus al haar punten insluiten in een eindig aan-
tal gescheiden intervallen, die ieder minstens één punt van
de groep bevatten, zoo dat hun gezamenlijke lengte < een
vooraf aangegeven, positief getal ¢ is. Voor elk der over-
schietende intervallen is f (x, y) begrensd op een bijbehoorende
verzameling (x, y), die ontstaat door te nemen alle mogelijke
combinaties van waarden x uit het interval met waarden vy,
uit een omgeving van yy en behoorend* tot Q. Limietovergang
onder het intergraalteeken is inzoo'n interval dus geoorloofd.

Hieruit volgt:

lim X fkl"H f(x,y)dx =X _PM lim f (x, y) dx,
¥Y=Yo ! xj Hoxg Yy=Yo
200 (xi, xi + 1) het ie der niet-uitgesloten intervallen is. Wanneer

nu lim f(x,y) integrabel is in (a, b) en verder voor ¢ naderend
S
o ey [ : e
tot nul, lim X / f (x, y) dx continu nadert tot lim / f(x,y)
}':}"“ i .Xi }":y@'a
dx, dan is ook in (a, b) de limietovergang onder het integraal-
teeken toelaatbaar. Dus:

Laat f(x, ) integrabel zijn in (a, b) voor alle waarden van
den parameter Y, uit een verzameling Q met ¥, tot verdich-
tingspunt. Laat verder lim f(x, ) bestaan voor alle waarden

J=Yo
x van (a, b) en integrabel zijn in (a, b). De verzameling der
punten x van (a, b), welke de eigenschap hebben, dat in de
twee-dim. omgeving van (x,,) £(x,y) niet begrensd is, moge
een inhoud nul hebben.
b «h
Opdat nu lim [ f(x,3)dx = ; lim f(x,3)dx, is de
y;—-yu‘u « Y=o

volgende voorwaarde ~voldoende’:

1) Zie voor definitie en eigenschappen van integreerbare groep Lebesgue,
Legons sur I intégration, efc., p. 26 e. vlg.
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Sluit genoemde verzameling in een eindig aantal gescheiden
intervallen met gezamenlijke lengte ¢, zoo dat ieder interval
minstens één punt der verzameling bevat. Bij nadering van

) : (54 4 ;

¢ tot nul zal nu lim X | f(x,9) dx (x;. x;,.,is het
Y=Wo t g;

i¢, niet-uitgesloten interval) continu ‘naderen tot

b
lim | f(x,9)dx))
Yy=1Yo'a

§ 35. Laatf(x,y) integrabel zijn in (a, b) voor alle waarden
van den parameter ¥, behoorend tot een verzameling Q met
verdichtingspunt v, Stel, dat in alle punten bestaat
lim f{x, ) [behalve misschien in de punten van een ver-
Y=o
zameling met inhoud nul].

Opdat nu lim f(x,)) in (a b) integrabel is [met welke

Y=o
waarden we deze functie ook aanvullen in de punten van
genoemde verzameling, zoo die waarden slechts een begrensde
verzameling vormen], is noodig en voldoende:

a) lim f(x, %) is in (a, D) begrensd;

y==,
b) zoo we uit de y-waarden een rij J,, kiezen met lim y,=y
. m-—aw 0
(m geheel), vormen de punten x van (a, b), waarin lim f{x, 3,
m—w

niet quasi-uniform convergeert, een verzameling E met in-
houd nul.

Bewijs: Zij aan de voorwaarden voldaan. De punten van
E énde punten, waarin minstens één der functies f(x, yi),
f (x, y2), - . . . discontinu is, vormen een verzameling met inhoud
nul. In alle andere punten van (a, b) zijn dus f(x, yi),
f(x, y2), . . . . continu en convergeert lim f(x, yn) quasi-uni-

m=—

form. Volgens § 2 is in die punten lim f(x, y) een continue
V i Y(I

1) Wgl. deze stelling met die van Osgood-Arzela in Hobson, T.o. 7.,

First Ed., p. 543 en evencens met de laatste stelling van § 412, p. 596

1e alinea in dat boek.
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functie van X; Ze vormen een verzameling met inhoud (b — a).
In verband met conditie (a) volgt hieruit, dat lim f(x,v)
=D
integrabel is in (a, b). :
Omgekeerd, zij lim f(x, y) integrabel. Aan (a) is voldaan.

="
De discontinuiteitspunten van lim f (x. y) vormen een verza-
=l
meling met inhoud nul. Zij lim yu = yo (m geheel), waarbij
m=—=2aa

de waarden vy, een overigens willekeurige rij uit de verza-
meling Q vormen. De punten, waarin een of meer der
functies f(x, vi), £(x, ya), .- _discontinu zijn, vormen eveneens
een verzameling met inhoud nul. De beide verzamelingen
vormen dus ook samen een verzameling met inhoud nul; volgens
§ 2 is alleen in de punten der laatste verzameling niet-
quasi-uniforme convergentie mogelijk. Aan (b) is voldaan. ')

Natuurlijk laat zich deze stelling onmiddellijk overdragen
op het geval van dubbele- en meervoudige integralen.

Het voorgaande vormt een nieuw bewijs en een nieuwe
vorm van een bekende stelling van ARZELa. ?)

§ 36. Door toepassing van de stellingen der voorgaande
§§ vinden we onmiddellijk soortgelijke stellingen voor de
termsgewijze integratie van reeksen. We brengen ze daarom
hier niet in woorden, doch laten even een voorbeeld volgen
van stelling Ve, voor het geval van reeksen.

Zijs (x)=2n2xe " ¥ Delimiets ()= lim s,(x)=0

n—ao

voor alle punten van (X, 0), waarbij xo < 0.
-0 -0
lim | sy(x)dx=—1; | s(x)dx=0. Dus is het volgens V¢
n— 00';{“ g
niet mogelijk, dat f s (x) dx quasi-uniform convergeert t. 0. v.
*o

1) Door het eerste gedeelte van het bewijs eenigszins te wijzigen, blijkt,
dat voorwaarde (b) te vervangen is door de volgende: de punten x van

(a, b), waarin lim f(x,y) niet-quasi-uniform convergeert, vormen een ver-
y—7Y
zameling met inhoud nul.
?) Zie Borel, Fonctions de Var. Réelles, p. 45—48.
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/xsn(x) dx in x=0. Dan toch moesten bij willekeurige,

*g

positieve ¢ en N zijn te bepalen een interval (— &, 0) en een -

geheel getal N’ >N, zoo dat:
f s (x) dx / i s (K dx | < e

*o *o
r | v 112 o 2 - (A% e
of e gt e o al(Nihix

<

was voor x in (— 4,0). Dat is echter niet mogelijk. ')

§ 37. Ook voor differentiatie onder het integraalteeken
bestaan soortgelijke stellingen, Ve b.v. wordt:
VI. Stel, f(x, ) is integrabel in (a. b) voor alle waarden
van den parameter ¥ uit een verzameling QQ met ¥, tot ver-
A () Py
dichtingspunt; v, behoort tot Q. Laat lim | ~* “/3 == ¥, o)
y;.‘if()‘ﬂ S0

dx bestaan, waarbij ¥ behoort tot Q; laat ook het differen-

of )
tiaalquotient S 2) bestaan voor alle waarden x wvan (a, b)
d Yo

[behalve misschien voor die van een verzameling met in-

houd nul].
' )
Opdat nu :{— integrabel is in (a, b) [met welke waarden
d Yo

we deze functie ook aanvullen in de punten, waar de afge-
leide niet bestaat, zoo die waarden slechts een begrensde verza-

rh(f CL YY) — X, VY
/ (E(x0) = £lx 50) 40

meling vormen] en die integraal = lim

Yy=1Uya SETE
b f . .
is noodig en voldoende, dat / Y dx quasi-uniform con-
: d Y

=f(x, ) — f(%,
vergeert t. 0. v. f (%.) ( )

dx in b (x ligt tusschen
;, Y—D>X

a en b).

) Verdere voorbeelden in Hobson, T.o. F., p. 547—550; p. 597 —599.

) Hier is het begrip van differentiaalquotient een weinig algemeener

genomen dan gewoonlijk.
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ST : of :
Hierbij kan de integraal van W over (a, b) ook onetgen-
Jd Yo

lijk zijn.
i 4
Voorbeeld: f (x, y) = sin (4 g :;) b )(Tj.—y_yé i

X

K cos (4 tg _11). Neem als interval voor x (0, X), waarbij

X positief, en als punt voor de differentiatie y =0. De
verzameling Q zal bestaan uit alle punten van een omgeving
vany = 0. Differentiatie onder het integraalteeken blijkt niet
geoorloofd; het laat sich dan ook aantoonen, dat aan boven-
genoemde voorwaarde niet is voldaan. ')

§ 38. Uit § 35, eerste noot volgt:
Stel, f(x,y) is integrabel in (a, b) voor alle y van een
verzameling Q, met y, tot verdichtingspunt en yo bevattend.

Laat

( Yq]
schien in de punten van een verzameling met inhoud nul,

waar we deze functie aanvullen met waarden uit een be-
grensde, overigens willekeurige verzameling].
Noodige en voldoende voorwaarden voor de integrabiliteit

bestaan in alle punten x van (a, b) [behalve mis-

Aty -
van —— in (a, b) zijn:
0 Yo
R :
a) - — is begrensd in (a, b);
3 d Yo

b) de verzameling E der punten van (a, b), waar

of flx,y) — f (x, o)
0 fjm Y22l — 7 njet quasi-unif
v = v — Yo q uniform convergeert,
heeft een inhoud nul.
Daar:

e Fry)— )
dx y=0 y 2
volgt uit het bovenstaande:
Stel. f(x) is continu (in 't algemeen integrabel) in (a, D).

1y Zie Hobson, T. o. F., First Ed., p. 606.
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f ()

df
Laat T bestaan voor alle punten x van (a, b) [behalve
misschien voor een verzameling met inhoud nul, waar we
deze functie aanvullen met waarden uit een begrensde, ove-

rigens willekeurige verzameling].

f(x)

df(x) . A
Opdat nu—, ' integrabel is in (a, b). is noodig en vol-

dx
doende :
df(x), . .
a) e 5 (a, b) begrensd;

b) de puntenvan (a, b), waar lim R :f)_ L)
=y A

niet

quasi-uniform convergeert, vormen een verzameling met
inhoud nul.
Is D © f(x) in (a,b) begrensd, dan is dat ook het geval met
o iaad o
fx 1+ y) —Fx) voor x -+ vy en y gelegen in (a, b).  Dus vol-
y ¢

gens § 33, beide laatste alinea’s, is bij continuiteit van f(x)
in a en b:
/Ilb df® gx = lim {h f(x+y) —f(x) =
X pe—
S (ks i y

8 v LAY -
e [ e RS )
y=0 [b Y a Y }

De functie van Volterral) is een continue functie, wier
afgeleide eindig, doch niet integrabel is. Ze voldoet dus
niet aan conditie (b). ‘

We wenschen hier nog even op te merken, dat, zoo we
in hoofdstuk I ook bovenste en onderste limieten hadden
toegelaten, de daarbij behoorende stellingen ons in staat zouden
hebben gesteld, de voorafgaande stelling en ook andere, in
dit hoofdstuk voorkomende eenigszins te wijzigen; door n.lL

df(x ,
in de punten, waar —dgﬂ [in 't algemeen, waar lim f(x, y)
Y=Y ()

1y Zie Hobson, T.o. 7%, First Ed., p. 357 (Sec. Ed., p. 461).
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niet bestaat, willekeurige waarden te nemen tusschen bovenste
en onderste limiet in zoon punt. '

§ 39. VII. f(x2) 2 gedefinieerd voor alle combinaties
(x,9) uit de intervallen (a, b) voor x en (c d) voor y. Laat
f(x, 9) integrabel zijn naar x in (a, b) [behalve op een ver-
zameling van y-waarden in (c, d) met inhoud nul]. In (c. d)

b
zif / f(x,7) dx integrabel [met welke waarden we deze

"

functie ook aanvullen, enz.].
il

Laat verder_f f(x, %) dy bestaan voor alle waarden x van

(a, b) [behalve wellicht voor die van een verzameling met
inhoud nul, waar we weer willekeurige, begrensde waarden
aannemen].
b ~d i ~h
Opdat nu_{ dx ’ f(x,y) dy besfaaten:_{ d_‘}'_’ f(x,y)dx,
w -d
is noodig en voldoende, dafj dx / f (x,y) d ¥ quasi-uniform

~ convergeert in b t.o.v._f

44

sommen = A 7. f(x,2i), genomen over (c, d).
i

dx S Ay £(x, %), voor één rijvan
i

~ b ~d

f d;{,f f (v, %) dy kan ook zijn een oneigenlijke integraal
over (a, b).

De beteekenis der voorwaarde is duidelijk, als men be-
denkt, dat hier i in de plaats treedt van vy in stelling Ve.

Het voorgaande is weer een gevolg van Ve.

Is f(x,y) in den rechthoek (a, b;c,d) begrensd, dan is de
genoemde convergentie zelfs uniform in (a, b). Dit volgt uit

het feit, dat de punten x, waarvoor bij willekeurig positieve ¢:
-d |

\{ fx,y) dy — X Ay £lx yi) | >

| €
is een verzameling vormen, wier inhoud tot nul nadert, zoo we
yer genoeg gaan in de rij der sommen. In 't kort kunnen
we dus zeggen:
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Bestaan de beide herhaalde integralen voor een in een
rechthoek (a, b; ¢, d) begrensde functie, dan zijn die herhaalde
integralen gelijk.

De voorbeelden, die men geconstrueerd heeft (o.a. Gauss
en Cauchy), waarbij de herhaalde integralen niet gelijk zijn,
hebben dan ook alle betrekking op oneigenlijke integralen.

De dubbele integraal behoeft bij gelijkheid der herhaalde
integralen nog niet te bestaan. Een voorbeeld van Prings-
heim wvindt men in HOBSON, T.o.F. First Ed., p. 429,
n? 4, (Sec. Ed., p. 487, n% 4).

TWEEDE GROEP.

§ 40. Uit § 22 volgt de stelling van ARZELa:

[. Stel, de functies s,(x) (n geheel) zijn gedefinieerd op
een begrensde, gesloten verzameling P (x). Zij verder s, (x)
continu in alle verdichtingspunten & van P (x).

Opdat nu ook de op P convergente reeks lim s, () in de
n— oo

punten (&) continu is, is noodig en voldoende, dat lim s, (%)
Il —00

quasi-uniform convergeert op P.Y)

In plaats van te onderstellen de quasi-uniforme conver-
gentie op P is het volgens prof. Wolff reeds voldoende
aan te nemen de quasi-uniforme convergentie op een (al of
niet gesloten) onderverzameling, welke dezelfde verdichtings-
punten heeft als P. Het bewijs, dat zich heel eenvoudig
laat geven, %) berust op het continuiteitsbegrip. Deze kleine
uitbreiding van de stelling van Arzela laat zich dus niet
overdragen op het algemeen geval van limietverwisseling.

II. De stelling, analoog aan § 29, II, zou als noodige en
voldoende voorwaarde eischen de uniforme convergentie op
de verzameling P.

Ook zou een noodige en voldoende voorwaarde zijn de

1) Zie Schoenflies, Entw. d. Lehre v. d. Punktmannigfaltigk., 1le*
Teil, Erste Aufl,, p. 325 e. vlg. — Uit § 22, eerste noot volgt als noodige
en voldoende voorwaarde het daar onder (c) genoemde. In dezen vorm
vindt men de stelling in Borel, Fonctions de Var. Réelles, p. 41 e. vlg.

}) Zie Verslagen Kon. Akad. Amsterdam, D1, XXVII, 2, p. 1098 e. 1099.
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uniforme convergentie op een onderverzameling van P, die
dezelfde verdichtingspunten heeft als P.

§ 41. UL s, (x)=u (») + w (%) + ...+ u, (%) zij gede-
finicerd op een begrensde, gesloten verzameling P (x). In
ieder punt x zal bestaan lim s, (%) en in ieder verdichtings-

5, (& 4 h) — 5, (&) ds,, (£)

n Y R 7 e ;

punt & een eindige afgeleide limls e ity
h=0 h dé
waarbij &1 h slechts waarden aanneemt, behoorend tot P.
: o ds, () M
Bovendien zal lim — ;. aanwezig zyrm.
n—®w 5

Opdat nu in de verdichtingspunten £pan P( x)de reeks terms-
mag worden gedifferentieerd, is noodig en voldoende, dat
Sn t‘;l: + h) — Sp (E)

voor ieder verdichtingspunt & lim - =T “—~ (voor
n—

h = o aangevuld met lim . ds”,,f"
n—aw (
op de verzameling (h) welker punten volgen uit die van
P (x) met behulp der betrekking: h=x —&.
Bewijs: Zij aan de voorwaarden voldaan. Vatten we
een willekeurig verdichtingspunt £ in het oog, dan is volgens
§ 22 voor alle verdichtingspunten p der bijbehoorende ver-

) quasi-uniform convergeert

zameling (h):
I e B =l _ pn i 2T =8
h=p n=® h n=cw h=p h
Dus is in 't bijzonder voor het verdichtingspunt O:
—=_ lim sp ()= lim ——='sn (&).
d& i n (5) et Qe (&)

Is termsgewijze differentiatic mogelijk, dan is voor alle ver-
dichtingspunten der boven beschouwde verzamelingen (h) de
limietverwisseling mogelijk. Volgens § 22 zijn dus de voor-
waarden ook noodig.

Deze stelling werd door Prof. Wolff uit de boven onder |
genoemde stelling van Arzela afgeleid. 2)

-rl_JVHierr is het begrip van afgeleide een weinig algemeener genomen dan

gewoonlijk.
5)  Zie Nieuw Archief, 2e reeks, deel XIII, 2e stuk, p. 185 en 186.
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Op dezelfde wijze als III laat zich een stelling (I'V) afleiden
02f 02 f

Lo L=l :
@ Xo “YO (\’yt)l 0xp

voor het bestaan en de gelijkheid wvan

voor het geval, dat we een twee-dim. verzameling (x,y)
beschouwen van de volgende soort. Ze ontstaat door com-
binatie van alle waarden y uit een verzameling, met y, tot
verdichtingspunt, met alle waarden x van een begrensde,
gesloten verzameling P ().

§ 42. Ook de in de eerste groep genoemde stelling V*
over het nemen van de limiet onder het integraalteeken laat
'n voor de hand liggende uitbreiding toe, zoo we in plaats
van het enkele verdichtingspunt y, alle verdichtingspunten
der verzameling Q (y) beschouwen.

Het is duidelijk, dat dein § 33 genoemde, voldoende voor-
waarden, n.l. uniforme convergentie of enkelvoudig uniforme
convergentie (Dini) van lim f(x,y) in (a, b) ook voldoende

y = y0
zijn, zoo we als integratievak (a’, b’) nemen een willekeurig
interval, binnen (a, b) gelegen.

Toepassing van het lemma van Borel geeft wit § 33,
Ve volgende, noodige en voldoende voorwaarde, opdat in
het daar beschouwde geval het nemen van de lipiiet onder
het integraalteeken geoorloofd is voor ieder onderinterval

~X
(a'b'). f lim f(x, y) d x zal quasi-uniform convergeeren t.o.v.
W Y=Yo

{I f(x,y) dx op het segment (a, b).

Men ziet direct, dat aan deze voorwaarde is voldaan bij
uniforme convergentie of enkelvoudig uniforme convergentie
van lim f(x,y) in (a, b).

Yy=Yo

Voorbeelden volgen uit die van de vorige groep door de
punten, waarin we daar de functies beschouwden, in inter-
vallen in te sluiten.



HOOFDSTUK 1L

Uitbreiding der limiet-definitie.

§ 43. Bij de definitie van integraal volgens Riemann ')
beschouwen we een rij van intervalsverdeelingen, waarbij het
aantal deelpunten voortdurend toeneemt en de grootste in-
tervalslengte van iedere verdeeling tot nul nadert, zoo we
ver genoeg in die rij voortgaan; in ieder interval wordt op
vooraf aan te geven wijze een functiewaarde uit een zijner
punten gekozen. Komt er dan een limietwaarde voor de
hierbij behoorende som N f(xi). Axi en geeft ook iedere

1
andere rij van verdeelingen met daarbij behoorende functie-
waarden dezelfde limietwaarde, zoo weer het aantal deelpunten
toeneemt en de grootste intervalslengte tot nul nadert, als
we ver ¢enoeq in die rij voortgaan, dan noemen we die
limietwaarden de integraal volgens R.

Het is nu mogelijk alle denkbare verdeelingen dezer soort
tot een geordende verzameling bijeen te voegen, zoodanig
dat van twee verdeelingen eener rij die van laagste rangorde
in die rij ook is van laagste rangorde in de geordende ver-
zameling. We laten daartoe verdeelingen, waarvoor de
grootste intervalslengte G is, voorafgaan aan verdeelingen,
wier grootste intervalslengte is G' < G. Onder de verdee-
lingen met gelijke, grootste intervalslengte G laten we die
met n intervallen voorafgaan aan die met n' intervallen,
200 n<n' is. Onder de verdeelingen met gelijke n en gelijke
G laten we de verdeelingen, waarvoor G het 1e interval is,

1y Zie Lebesgue, Legons sur I intégration, etc., p. 23 e. vlg.
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voorafgaan aan die, waarvoor G is het 2e, 3¢, .. ne interval;
de verdeelingen, waarvoor G het 2¢ interval is, gaan vooraf aan
die, waarvoor G is het 3e,, .., ne interval; enz. Dat G het pe
interval is, duiden we aldus aan: G;. Onder de intervalsver-
deelingen met dezelfde n en G, komen intervalsverdeelingen
voor, waarbij k van de (n— 1) overblijvende intervallen
dezelfde zijn (k kan nul zijn). Die verdeelingen nu, waar-
voor het (k -+ 1)e interval [ | lang is, gaan vooraf aan die
waarbij het (k - 1)e interval 'y ¢ langismet 'y | | <l + 1
De verdeelingen met gelijke n en Gy, en k—=n — 1 hebben
dus dezelfde deelpunten. Alleen de keuze van het punt x;
in het ie interval, waar we de functiewaarde nemen, is nog
verschillend. Onder deze gelijke verdeelingen laten we die,"
waarbij x; kleiner is, voorafgaan aan die met grootere waarde
x;': onder die met gelike x laten we de verdeelingen,
waarbij x; kleiner is, voorafgaan aan die met grooter
x5 ; enz.

Op deze wijze hebben we alle mogelijke combinaties gehad,
terwijl we van 2 verdeelingen met bijbehoorende functie-
waarden direct kunnen zien, welke de andere voorafgaat.
Nemen we nu een willekeurige rij van verdeelingen met
daarbij behoorende functiewaarden, dan is boven ieder ele-
ment der geordende verzameling steeds nog- een element aan
te wijzen, dat behoort tot die rij van verdeelingen.

Deze methode van ordening laat zich ook gemakkelijk op
meervoudige integralen toepassen.

Bij limieten van functies van 2 of meer veranderlijken
laten zich de functiewaarden ook eenvoudig ordenen en wel
op een wijze, waarbij aan de volgende conditie is voldaan.
In iedere rij van functiewaarden, waarvoor de bijbehoorende
waarden der onafhankelijk veranderlijken naar haar respec-
tievelijke limietwaarden convergeeren, zal bij een willekeurig
element der geordende verzameling steeds een functiewaarde
ziijn aan te geven, welke in de geordende verzameling
een element van hooger rangorde vormt dan het vooraf

gekozene.
Bij de overige limietovergangen, die men in ieder leerboek
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der differentiaal- en integraalrekening aantreft, zijn de ge-
tallenwaarden reeds vanzelf op dergelijke wijze geordend.

§ 44. Wenschen we al deze bijzondere gevallen van limiet-
overgang onder één begrip te brengen, dan ligt het voor de
hand de limietdefinitie den volgenden vorm te geven:

Al. FEen oneindige. geordende verzameling 1 van ge-
tallenwaarden heeft een limiet L in het volgende geval. Bij
iedere aftelbaar oneindige onderrij van p, waarin steeds is
te vinden een element van hooger rangorde dan een vooraf
willekeurig aangewezen element van . zal het voor wille-
keurig pos. ¢ mogelijk zijn een element aan te wijzen, 200
dat voor dit element en alle volgende elementen a van die
onderrij : la—L|=¢ is.

Deze definitie is identiek met de volgende :

A2  FEen oneindige. geordende verzameling . van getallen-
waarden heeft een limiet L, als het mogelijk is bij willekeurig
pos. ¢ in de verzameling  een element aan te wijzen, z0O

<

dat voor dit element en alle volgende elementen a van p:
la— L] =c¢ is.
Het bewijs van die gelijkwaardigheid blijft vrijwel gelijk
aan het bewijs van de gelijkwaardigheid der overeenkomstige,
gewone limietdefinities. 1)
Hét algemeene convergentie-principe blijft doorgaan:
Noodig en voldoende voor het bestaan van de limiet L is,
dat zich bij willekeurig positieve & in de geordende verzame-
w (of in iedere onderrij) een element a laat aanwijzen, 200
dat voor 2 willekeurige elementen a'ena'’ van hooger rang
dan- of identiek met a:
la’" —a’{=¢ is.
Het bewijs blijft weer gelijk aan dat bijde gewone limiet-
definitie.?) Gaat men dit na, dan blijkt het o.a. te berusten

1) Vgl. Burkhardt, Funktionenth., 1: 1 (Algebraische Analysis). Zweite
Aufl,, p. 133 e. 134
3y Zie b.wv. Osgood, Funktionenth., 1 Band, Kap. I, § 7.
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op de eigenschap van het continuum een gesloten, geordende
verzameling te vormen.

§ 45. Onder een gesloten, geordende verzameling verstaan
we een geordende verzameling met de volgende eigenschap.
Verdeelen we alle elementen in 2 onderverzamelingen, z060
dat ieder element der eene verzameling van lager rangorde
is dan ieder element der andere. dan heeft of de eerste ver-
zameling een element van hoogsten rang of de tweede ver-
zameling een element van laagsten rang.

De in de vorige § gegeven limiet-definitie A'! laat zich nu
als volgt op gesloten, geordende verzamelingen overdragen.

B.! Een oneindige, geordende verzameling . van elementen,
die behooren tot een gesloten, geordende verzameling M)
heeft het element L van die gesloten verzameling tot limiet,
als aan de volgende voorwaarde is voldaan. Bij iedere aftel-
baar oneindige onderrij van ., waarin steeds is te wvinden
cen element van hooger rangorde dan een vooraf willekeurig
aangewezen element van ., is het mogelijk :

le dat ieder element a van lager rangorde dan L in de
gesloten verzameling M ,.niet” overtroffen wordt door geen-
of slechts een eindig aantal elementen, behoorende tot die
onderrij van ;

J¢ dat ieder elementb van hooger rangorde dan L in de
gesloten verzameling M overtroffen wordt door geen- of slechts
een eindig aantal elementen der onderij.

De rij der geheele getallen en het continuum vallen onder
de definitie van gesloten, geordende verzameling. Op beiden
laat zich dus de limiet-definitie B! toepassen.

De stelling van Weierstrass, dat een monotone rij (in 't
algemeen een geordende onderverzameling z, waarbij de
elementen dezelfde plaats innemen t.o.v. elkaar als in de ge-
sloten verzameling), die begrensd is, een limiet heeft, gaat

) De manieren van ordening in s en in de gesloten verzameling M
kunnen geheel verschillend zijn. Een element der gesloten verzameling M
kan in 1 eindig- of oneindig veel maal voorkomen,
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nu ook door. — Dat de rij (de verzameling ) begrensd is,
wil zeggen, dat zich in M een element laat aanwijzen van
hooger rangorde dan alle clementen der rij (van de verza-
meling 12).

§ 46. Ofschoon de geordende verzameling M, waarin de
limiet gezocht wordt, nu gesloten is, is het nog niet mogelijk
hier een algemeen convergentie-principe te geven. Dit komt,
omdat dat principe tevens berust op het begrip van inhoud.
Die geordende, gesloten verzamelingen, waarop dit begrip
sich op de volgende wijze laat uitbreiden, hebben het alge-
meene convergentie-principe:

le Bij 2 willekeurige elementen a en a’ van M laat zich
minstens één onderverzameling aangeven, welke a en a’ en
alle in M daartusschen gelegen elementen bevat, en waarop
zich het begrip inhoud laat uitbreiden. D.w.z. waarbij een
of meer grootheden zijn aan te geven, welke door die onder-
verzameling bepaald worden en die we bij elkaar haar
ninhoud” noemen.

Definitie: De inhoud zal tot nul naderen, als elk der groot-
heden, die den inhoud bepalen, tot nul naderen.

Definitie: Een inhoud zal kleiner zijn dan een tweede inhoud,
als alle grootheden van den eersten inhoud dichter bij nul
liggen dan de overeenkomstige grootheden bij den tweeden.

2¢ Naderen a en a’ (zie 1°) tot één limietelement, dan
moet het mogelijk zijn de onder 1° genoemde verzamelingen
.66 te kiezen, dat haar inhoud tot nul nadert. '

3¢ Omgekeerd, naderen de inhouden van in elkaar sluitende
onderverzamelingen tot nul, dan zullen twee elementen aena’,
willekeurig in zoo'n onderverzameling gekozen tot dezelfde
limiet naderen.

4¢ Hebben twee onderverzamelingen O; en O; een inhoud,
dan zal ook de verzameling O, hunner gemeenschappelijke
elementen een inhoud hebben en deze zal kleiner zijn dan
of hoogstens gelijk aan die van O; en die van O,.
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We noemen een geordende verzameling meetbaar, als aan
bovenstaande voorwaarden is voldaan.

Voor ,meetbare’’, gesloten, geordende verzamelingen is
een tweede vorm der limiet-def. te geven, overeenkomend
met AZ

B2, Een oneindige, geordende verzameling 1. van elementen,
die behooren tot een meetbare, gesloten, geordende verza-
meling M heeft het element L van die gesloten verzameling
tof limiet. als het mogelijk is bij een willekeurig gekozen
inhoud in de geordende verzameling (. een element a aan
fe wijzen, zoodat er een onderverzameling van M bestaat
met de eigenschappen:

1¢ ze bevat het element a en alle volgende elementen van
(£, en IEH

2¢ ze bevat bovendien alle elementen, die in M liggen
tusschen 2 willekeurige elementen, onder 1° genoemd:

3¢ haar inhoud ligt dichter bij nul dan de vooraf willekeurig
gekozen inhoud.

De gelijkwaardigheid van B! en B? laat zich op dezelfde
manier bewijzen als die van A! en AZ

§ 47. Algemeen convergentie-principe: Een oneindige,
geordende verzameling @ van elementen eener meetbare,
gesloten, geordende verzameling M heeft een limiet in het
volgende geval. We nemen willekeurige waarden voor de
grootheden, die den inhoud bepalen. In iedere willekeurige
onderrij van ., waarin steeds is te vinden een element van
hooger rangorde dan een vooraf willekeurig gekozen element
van u, moet zich een element a laten aangeven en in M een
onderverzameling O met kleiner inhoud dan de gekozene,
200 dat 2 willekeurige elementen a' en a', die in de onderrij
van 1. van gelijke of hooger rangorde dan a zijn, en alle
in M daartusschen gelegen elementen in O liggen.

Deze voorwaarde is ook noodig.

Bewijs: Dat de voorwaarde noodig is, is evident.

Zij omgekeerd aan haar voldaan. We nemen een wille-
keurige onderrij van ., waarin steeds is te vinden een element
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van hooger rangorde dan een vooraf willekeurig gekozen
element van u, en een willekeurige rij naar nul convergee-
rende inhouden. Duiden we deze aan door (1), (2),....
(n),.... Bij (1) behooren een onderverzameling O van M
en een element By van de onderrij van p, met de in de
stelling aangeduide eigenschap. In 't algemeen krijgen we
onderverzamelingen O en elementen E 1), die steeds zoo zijn
te kiezen, dat in de onderrij Ex 41 van hooger rangorde
is dan Ego. Oy en Ogy hebben gemeenschappelijke elementen;
noemen we hun verzameling O(,2. Oq.2)en O3 hebben een
verzameling O, 2,3 gemeen; enz. Uit de definitie van , meet-
baar”” volgt, dat ook de inhoud van Oq,a,....n tot nul nadert
met (n). Equ ligt in O, ... Dus naderen de elementen

Ei.. . daarbij tot een limiet-element L. Gemakkelijk volgt
nu, met BY, dat de onderrij ook naar L convergeert.

Dat 2 willekeurige onderrijen der beschouwde soort dezelfde
limiet opleveren, volgt door combinatie harer elementen tot
een derde onderrii. Volgens definitie B! heeft dan ook de
verzameling p een limiet.

Het algemeene' convergentie-principe is in aansluiting aan
de definitie B2 ook in een vorm te brengen, die meer over-

cenkomt met die bij de gewone limiet-definitie bij getallen.

§ 48. Een complexe functie van een complexe verander-
lijke is een combinatie van 2 reéele functies bij 2 reéele
onafhankelijk veranderlijken. De hierbij behoorende limiet-
definities vallen dus onder de limiet-definities B! en B2, zoo
we in plaats van één verzameling M twee verzamelingen M
en M, beschouwen, eveneens twee geordende verzamelingen
p1 en pp van hetzelfde ordetype, wier elementen behooren resp.
tot M, en M, en daardoor ook twee limiet-elementen L; en Lo.

§ 49. Voorbeeld van een meetbare, gesloten geordende
verzameling: Beschouwen we het vierkant in het x y-vlak,
dat tot zijden heeft x=+ 1, y= 1. We verdeelen het
in 4 andere vierkanten I, ..., IV, dezeieder weer in 4 andere
vierkanten, enz., op de wijze als in fig. 1 aangegeven. De
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randpunten van | denken we ons gerangschikt van links
naar rechts, in een volgorde behoorend bij een rondgang
om I tegen de wijzers van het uurwerk. Het meest linksche
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element zal (0,0) zijn. Rechts van deze groep, doch daarvan
gescheiden, komen de randpunten van II, beginnend met (0, 1)
en van links naar rechts in een volgorde, weer behoorend
bij een rondgang tegen de wijzers van het uurwerk. Rechts
hiervan komen de randpunten van III, beginnend met (0, 0),
en tenslotte krijgen we nog verder rechts die van IV, be-
ginnend met (0, — 1). Steeds wordt een vierkant rondgegaan
tegen de wijzers van het uurwerk.

Tusschen de randpunten van I en die van II denken we
ons geplaatst alle elementen, die we op de volgende wijze
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krijgen uit de punten van het vierkant I. Daar (0, 0) het meest
linksche randpunt van I is en (0, 1) het meest linksche van
II, zullen we beginnen met de randpunten van I, 1 en eindigen
met die van I, 4 (de verzameling moet immers gesloten zijn).
Die van I, 1 komen, te beginnen met (0, 0), onmiddellijk rechts
van die van I. Rechts van-, doch gescheiden van die van
I,1 komen de randpunten van I, 2; rechts van-, en gescheiden
van die van [,2 komen de randpunten van I, 3; daarna die
van I, 4. De meest linksche elementen zijn daarbij respec-
tievelijk Ay, As, Ay en A, Tusschen de randpunten van
I,1en I,2 komen die van de vierkanten 1, 2, 3" en 4', in
I,1 gelegen, en wel in deze volgorde van links naar rechts.

Hoe dit verder doorgaat, toont de liguur.

Hetzelfde gebeurt met II, III en IV.

leder inwendig punt of randpunt van het groote vierkant
is gelegen in- of op den omtrek van oneindig veel in elkaar
sluitende vierkanten, die we in een rij kunnen rangschikken
zoodanig dat de lengte der zijden afneemt. Zoo'n punt
denken we ons in de geordende verzameling onmiddellijk
rechts geplaatst van alle randpunten der vierkanten uit die rij.

Aldus ontstaat een gesloten, geordende verzameling.

7Ze wordt meetbaar bij gebruik van de volgende inhouds-
definitie. De inhoud van de verzameling van elementen, die
staan links van de randpunten van II zal zijn (1,1,0,0);
die van de verzameling der elementen, die staan links van
de randpunten van I,2 en rechts van die van I zal zijn
(12, 12,0, 0); de inhoud van de punten, die staan links van
de randpunten van I,1,2" en rechts van die van I, 1 zal
zijn (14, 14,0, 0); enz.

Hebben we een deelverzameling, die enkel uit randpunten
bestaat en wel in dezelfde volgorde als in de geordende
verzameling en zonder dat daarbij een element uit de ge-
ordende verzameling wordt overgeslagen, dan zal het derde
cijffer, dat haar inhoud bepaalt, aangeven den totalen afstand,
waarover men in de x-richting heen en weer is moeten gaan
om van het meest linksche grenselement te komen tot het
meest rechtsche. Het vierde cijfer geeft dan aan den totalen
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afstand heen en weer, afgelegd in de y-richting. De beide
eerste cijfers zullen nu nul zijn.

Een onderverzameling met inhoud, waarvoor de 4 cijfers
alle van nul verschillend zijn, wordt b.v. gevormd door alle
elementen links van de randpunten van II én de randpunten

van lI, in dezelfde volgorde als in de geordende verzameling.
Deze inhoud is (1, 1, 2, 2).

§ 50. Om de stellingen over limietverwisselingen hier te
kunnen overdragen, is het gewenscht aan den inhoud bij
gesloten, geordende verzamelingen nog den volgenden eisch
te stellen.

We beschouwen uit een meetbare, gesloten, geordende
verzameling een rij van onderverzamelingen P, (n geheel)
met naar nul convergeerenden inhoud. Bij alle elementen x
van P, worden verzamelingen Q (x) gekozen, die een inhoud
hebben, kleiner dan dien van P : zoo'n verzameling Q, (x)
kan ook bestaan uit het punt x alleen. Nu zal steeds een
verzameling met inhoud zijn aan te wijzen, die alle elementen
van P en van de verzamelingen Q, (x) bevat en wier inhoud
tot nul zal naderen, voor n naderend tot het oneindige.

Is hieraan voldaan, dan geldt de volgende stelling.

Zij M een meetbare, gesloten, geordende verzameling van
elementen E, wier inhouds-definitic aan bovenstaanden eisch
voldoet. Laten verder gegeven zijn twee ordetypen u en u'
Bij iedere combinatie van een element x van het ordetype .
met een element y van het van het ordetype p' zal een
element E (x, y) van M behooren.

Laten de elementen E(x,y), behoorend bij een zelfde
element y van w', geordend volgens het ordetype ., een
limiet opleveren (we schrijven dit: L‘,,, (y) ). Laat op gelijke
wijze bestaan L‘_,,(’ (x).

De limieten Ly (y). behoorende bij de verschillende ele-
menten wvan ', zijn elementen van M. We ordenen ze
volgens 1’ en denken ons nu ook te bestaan de herhaalde
limiet L!u,’fw

Opdat nu Ly, bestaat en =L, is noodig en vol-
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doende, dat L, (x) bestaat voor iedere x en »quasi-uniform
convergeert t. o.v. .

Hieronder verstaan we, dat bij iederen willekeurigen inhoud
(genomen volgens de definitie, behoorend bij de verzameling
M) en bij een willekeurig element Y van het ordetype u'
is te vinden een element X van het ordetype © en een
element Y’, van hooger rangorde dan Y en behoorend tot
', zoo dat voldaan is aan het volgende. Bij iedere x, van
hooger rangorde dan X in . zullen L, (x) en E(x, Y') en
alle in M daartusschen geplaatste elementen gelegen zijn in
een onderverzameling van M, wier inhoud kleiner is dan
de willekeurig gekozene.

Het bewijs der stelling laat zich geheel afleiden uit dat
van § 1 en geven we hier daarom niet.

§ 51. Daar het lemma van Borel ook geldt voor gesloten,
geordende onderverzamelingen van een gesloten, geordende
verzameling !), volgt uit bovenstaande stelling, na definitie
van quasi-uniforme convergentie Op cen gesloten, geordende
verzameling, een stelling, welke het analogon is van die
van § 22. .

Een der ordetypen p wordt vervangen door een gesloten,
geordende, al of niet meetbare verzameling m. Elementen E
van M zullen toegevoegd zijn aan alle mogelijke combinaties
(x, y) van elementen van m en «'. De elementen links van
een willekeurig element x van m vormen een ordetype w, .;
ook die rechts van x vormen een ordetype . ., Zoo we de
volgorde van 2 willekeurige elementen omgekelerd nemen aan
die in m. We denken ons nu te bestaan bij ieder element
y van u zoowel L.“; - (y) als L.UJ. x(y) en onderstellen deze
limieten identiek [LP’«; ) (v) = L‘,,«r 2 (y) = Lfl- (y)]

De bedoelde stelling laat zich na het bovenstaande ge-
makkelijk in woorden brengen.

Natuurlijk laten ook alle andere limietstellingen uit hoofd-
stuk I zich op passende wijze overdragen.

1y Zie Schoenflies-Hahn. Enfw. d. Mengenlehre u. ihrer Anwend.,
[e Halfte, Zweite Aufl., p. 251,
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Ook de eigenschappen over de limieten van sommen en
producten zouden zich op gesloten, geordende verzamelingen
laten uitbreiden; daarbij moesten dan o.a. aan het inhouds-
begrip nog verdere eigenschappen worden toegekend. We
gaan hierop niet nader in.

§ 52. Toepassingen: 1. Tengevolge van de gelijkwaardig-
heid der definities A'en A2 van §44 is het bij een integraal
van Riemann mogelik om bij willekeurige, positieve ¢ een
getal & aan te wijzen, zoo dat iedere X (xit+1— xi)f(x;)

1
minder dan ¢ van de integraal afwijkt, als ieder interval

(xi, i +-1) een lengte heeft =J ('n bekende eigenschap).

2. De noodige en voldoende voorwaarden, gegeven in
de stellingen V* en V" (§ 33) volgen uit § 50 in eenigszins
algemeener vorm.
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Oneigenlijke integraal.

§ 53. Stel, dat de meetbare functie f niet begrensd is op
de begrensde verzameling E. We kunnen dan bij tfwee
willekeurig positieve getallen n en n' een functie £, , definieeren
van den volgenden aard. In de punten, waar f ligt tusschen
n en n', stellen we £, ,»=£ In die punten, waarf= —n'
is, nemen we £, .= —n'; en in de punten, waar [ = nis,
zal £, =n zijn. £, is een Op E begrensde, meetbare
functie en heeft dus een integraal van Lebesgue:

|5 fnw (P)dP.

We beschouwen twee naar het oneindige convergeerende
. ' . » ’
rijen n, en 1, (p geheel); de verschillen n,—n, zullen

een begrensde rij vormen. Levert nu )/__ fnf’ ", (P) dP een

limiet, voor p naderend tot %, en is deze limiet steeds
dezelfde, welke rijen n, en n’ﬁ we ook combineeren, zo0O
slechts de verschillen n, en n', een begrensde rij vormen,
dan noemen we die limietwaarde de oneigenlijke integraal
van f op E. '

Uit deze definitie volgt direct, dat de punten, waar de
aldus integreerbare functie f = + %0, een verzameling vormen
met inhoud nul. Had toch b.v. de inhoud der verzameling
van punten, waarin f—= - o, een van nul verschillende

waarde ¢ dan zouden lim {E fon (P)dP en

N=—+

lim [} £, 4 p,n (P)dP (ppos) p<X¢ van elkaar verschillen

N=—=—=ad~
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en zou dus de oneigenlijke integraal niet bestaan. Derhalve
is de inhoud dier verzameling nul; evenzoo de inhoud van

de verzameling van punten, waar f= — .
Omgekeerd, is de inhoud der punten, waar f= + o=, ul,
dan zal, als lim jr' f, o (P) dP bestaat, ook hm f[ P)d

n’ - 0
bestaan, zoo |n — n'| kleiner bh]ft dan een vooraf willekeurig

aangenomen, positieve waarde.

We kunnen dus van nu af nemen: n—n', in de onder-
stelling dat de verzameling der punten, waar [—= + ™, een
inhoud nul heeft.

§ 54. Onder de gegeven integraal-definitie vallen alle
(absoluut convergente) oneigenlijke integralen, volgens de
definitie van DE LA VALLéE POUSSIN, )

De gegeven definitie omvat echter ook niet-absoluut con-
vergente, oneigenlijke integralen. Een wvoorbeeld is het
volgende. Een vierkant met zijde 1 verdeelen we als in
fig. 2 aangegeven. Het oppervlak van I zal zijn /2, - van
II Y4, - van III '8, enz. De functiewaarde zal in alle

punten van [ (de randpunten

1
1 inbegrepen) zijn 1. ~inalle
] punten van II (de randpunten,
die niet tevens randpunten

]1 =t

1 van I zijn, inbegrepen) i
4

~-in alle punten van III- |~! £
8

O 1 enz.; in 't algemeen in de
FIG.Z, punten van het ne vakje

11
(—p»— ' 2

= = =
__-___1 e (_ 1) n =

'y Zie b.v. Hobson, T. o. £, First Ed., p. 368 en 369 (Sec. Ed., p. 523).
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De bijdrage van alle vakjes, op het ne volgend, tot de

MRS ; 20 Lamil] 1
oneigenlijke integraal ligt dus tusschen == B
Dus is de oneigenlijke integraal gelijk aan
— 111
(-D" =
: [t/ — .o+ 131 n
lim Yy Al Y/ ] S Lo, o ot e
n:g)"'z' f2 | 7 / /g 8—| . ﬂl 1/ fz
= {ime (e e e (— 1 —1 4 =lsfej %
n= < 1

De definitie van de la Vallée Poussin had geen uitkomst
gegeven; die van Harnack ) geeft dezelfde uitkomst.

§ 55. Toch zijn de definitie van Harnack en de hier
gegevene niet identiek. Ze verschillen in de volgorde, waarin
sekere limietovergangen plaats hebben, zoo beide oneigenlijke
integralen bestaan.

Bij gebruik der definitie van Harnack wordt ondersteld,
dat de punten, waarin f onbegrensd is, een (gesloten) ver-
zameling met inhoud nul vormen. Bij willekeurige, positieve ¢
is het dus mogelijk een eindig aantal continua te bepalen,
die ieder minstens één - en samen alle punten bevatten,
waarin f onbegrensd is, en wier gezamenlijke inhoud kleiner
is dan «. Volgens Harnack wordt nu genomen de integraal
van f over de overschietende verzameling E'; de limiet dezer
integraal, voor ¢ tot nul naderend, is de oneigenlijke integraal.
In formule:

jf(p)dp — /f(P)dp.
o :=0%
Definiceren we bij positieve n fo o (P) op E, als boven aan-

gegeven, dan is ook te schrijven:

[£@)dP= lim lim [ £, (P)dP.

B e=0n= w g

Onze definitie, die we voortaan ,uitgebreide definitie van

1) Zie b.wv. Hobson, T. o. F., First Ed. p. 367 e. 368 (Sed. Ed.,
p. 599 e. 600).
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de la Vallée Poussin” zullen noemen, geeft voor de oneigen-
lijke integraal dezer functie f:

[(P)dP= lm im [f,

E n= o e=0

(P)d P,

,

als ¢ dezelfde beteekenis heeft als in de voorgaande alinea.

Zij f op E niet negatief en laten de punten, waarin f niet
begrensd is, een verzameling vormen met inhoud nul. Laat
de oneigenlijke integraal van f op E bestaan, volgens de
(uitgebreide) definitie van de la Vallée Poussin. Het is dan
mogelijk bij willekeurige, positieve { een waarde » voor n aan
te geven, zo6 dat;

0= lim lim [f,,(P)dP— lim [£,,(P)dP<E
n— o ef(}h ;fO"E- ' ’
Nu is ook:
0= m]ijI)dpm/uﬂmdp<;
1 =0 B ‘E'

onafhankelijk van den gezamenlijken inhoud ¢ der uitgesloten
continua. Er is dus quasi-uniforme convergentie. De inte-
graal van Harnack bestaat en is gelijk aan de hier gegevene.

Heeft f positieve en negatieve waarden, dan kunnen we op
E twee functies definieeren als volgt. De eerste, f | (P), zal
gelijk zijn aan f(P)in alle punten, waar f positief is,en =0
n alle punten, waar fnul of negatief is; de tweede, f (P),
zal zijn = — [(P) in alle punten, waar f negatief is, en =0
in alle punten, waar fpositief of nul is. Op Eisdan f(P)=
f . (P)— f_(P). Daar het voorafgaande bewijs zoowel
voor f . (P) als f_ (P) geldt, indien deze functies een on-
eigenlijke integraal volgens de la Vallée Poussin bezitten,
hebben we:

Heeft een functie f(P) op een verzameling E een absoluut
convergente integraal, volgens de (uitgebreide) definitie van
de la Vallée Poussin, en vormen de punten, waarin ze niet
.begrensd is, een verzameling met inhoud nul, ') dan bestaat

’) Bij gebruik van integralen van Riemann is hieraan vanzelf voldaan.

Vgl. p. 3.
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ook de oneigenlijke integraal van Harnack en is gelijk aan
die van de la Vallée Poussin.

Op soortgelijke wijze laat zich bewijzen:

Bestaat de absoluut convergente integraal van Harnack,
dan bestaat ook die van de la Vallée Poussin en heeft
dezelfde waarde.

Bij de definitie van Harnack wordt ondersteld, dat de
punten, waarin de functie niet begrensd is, een verzameling
met inhoud nul vormen. Dit is, nu we over de niet-uitge-
sloten verzameling E' de integraal van Lebesgue ') nemen,
niet meer noodig. Aan de definitie van Harnack is n.l. deze
uitbreiding te geven:

Een functie zij gedefinieerd op een begrensde verzameling
E. De punten, in wier omgeving f niet sommeerbaar is,
zullen een (gesloten) verzameling I vormen met inhoud nul.
We sluiten de punten dezer verzameling in een eindig aantal
continua met gezamenlijken inhoud, kleiner dan een wille-
keurig positief getal ¢, zoodat jeder continuum minstens één-
en de continua samen alle punten der verzameling H bevatten;
de integraal van Lebesgue overde overblijvende verzameling
E' zal tot een limietwaarde naderen, als ¢ tot nul nadert
en deze limietwaarde zal onafhankelijk zijn van de wijze,
waarop de uitgesloten continua worden gekozen. Deze limiet
noemen we dan de oneigenlijke integraal van f op E (uit-
gebreide definitie van Harnack). %)

Bij gebruik dezer definitie worden de beide, voorgaande
stellingen elkaars omgekeerde. We hebben dan:

Bestaat de absoluut convergente integraal volgens de
(uitgebreide) definitie van de la Vallée Poussin, dan bestaat
ook die wolgens de uitgebreide definitie van Harnack en
heeft dezelfde waarde; en omgekeerd.

De verzameling H bevat n.l. geen enkel punt; de definities
zijn hier identiek.

Laat de *verzameling der punten van een interval (a, b),

1) H. nam integralen van Riemann.
%) Men vindt deze definitie in Hobson, T. o. F., Sec, Ed., p. 616.
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waarin een functie t niet begrensd is, reductibel zijn. Levert
nu de uitgebreide definitie van de la Valleé Poussin een
integraal over het interval (a, b) en ieder onderinterval 1)
en is deze infegraal een continue functie van bovensfe en
onderste grens, bestaat bovendien de integraal van Harnack
over (a, b), dan zijn de integralen volgens de beide definities.
over (a, b) en over ieder onderinterval gelik.

Is a<{c<_b en bestaan, overeenkomstig de uitgebreide
definitie van de la Vallée Poussin, integralen over (a, c),

(c, b) en (a, b), dan is:

s b ~ b

[ £ dx -t | f(x)dxzj f (¥) do.

Deze beide eigenschappen gelden natuurlijk ook in een
meerdimensionale ruimte.

§ 56. Fig. 3 geeft een voorstelling van de wijze, waarop

Y
v
Z

=

0eced, 35

een integraal; niet over (— 1, 0) of over (0, -+ 1).
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een oneigenlijke integraal ontstaat bij de uitgebreide definitie
van de la Vallée Poussin.

Doen we haar om O 90° ronddraaien, zoodat de x-as
komt op de plaats der y-as en omgekeerd, dan verkrijgen
we een figuur, die ons er toe brengt om voOOr de integraal
van een functie over een oneindig interval de volgende
definitie te geven.

We beschouwen een interval (— n', - n), waarbij n en n'niet

R
negatief zijn, en nemen daarover de integraal: f f(x) dx.l)
We laten n en n' rijen n, en n,(p geheel) doorloopen, die

naar - o gaan, echter zoo dat de verschillen n, —n’, een

Rl
. »
begrensde verzameling vormen. Nadert nu / f(x) dx

—n '
P
tof een limiet, voor p naderend tot %0, en is deze limiet

dezelfde voor alle mogelijke combinaties van rijen n_ en np',die
aan de genoemde voorwaarde voldoen, dan noemen we deze
limiet de oneigenlijke integraal over (— o, + ).

Evenals bij het geval van een niet-begrensde integrand is
hier een wijziging der definitie mogelijk:

TR T
lim / f(x) d x zal bestaan. Bovendien moeten bij ieder
YD G

n

p + a
willekeurig positief getal a de integralen { f (x) dx (ppos.)
p

en] : f(x) dx (g positief) naar nul convergeeren, voor
——q—a’

penq naderend tot 4 oo. Deze convergentie moet zijn

uniform op het segment (0,a), d. w.z. bij willekeurige, posi-

tieve ¢ zullen zich waarden p en g laten vinden, onafhankelijk

van a', zoo dat de absolute waarde der beide, daarbij be-

1) Is f(x) in (— n', + n) niet begrensd, dan wordt de oneigenlijke inte-
graal bedoeld.
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hoorende integralen kleiner is dan ¢ voor iedere positieve

a’'=a. De waarde der oneigenlijke integraal wordt dan
e
gegeven door lim f (x) dx.
n=—aa "'7 o

Voorbeeld: Een functie is -i-,-l , ]

DGl ., respectieve-
liik in de intervallen (0, 1), (1,2), (2,3),...,(n —1,n),...en
= —11, — ; o ey— r]l .. - . ., respectievelijk in de intervallen
0,— 1, (—1,—2),...(~~n-F+1,—n)..... In(— o, -} ®)

bestaat de oneigenlijke integraal en haar waarde is nul.

Bij een functie van twee of meer veranderlijken, te inte-
greeren over de geheele, meerdimensionale ruimte, nemen we
rijen van meetbare continua, zoo dat de afstanden der rand-
punten tot O naar het oneindige convergeeren, terwijl boven-
dien aan de volgende voorwaarde wordt voldaan. Voor
ieder continuum hebben genoemde afstanden een bovenste
en onderste grens. Hun verschil zal voor ieder continuum
der rij beneden een vooraf willekeurig gekozen, positief getal
blijven. De rij van integralen, over die continua genomen,
zal een limiet opleveren en deze zal steeds dezelfde zijn bij
iedere rij van continua der aangegeven soort. Die limiet noemen
we dan de oneigenlijke integraal over de geheele, meer-
dimensionale ruimte.

§ 57. Ook tot de volgende definitie van integraal over
een oneindig gebied komt men door beschouwing van fig. 3.

We denken ons in die figuur de richting der pijlen om-
gekeerd. Dat geeft:

Bij twee willekeurige, positieve getallen N en N' definieeren
we twee functies fn(x) en fny (x). Voor alle punten x,
waar f(x) = N is, stellen we [y(x)=[(x) — N; voor alle
punten, waar f(x) <N is, stellen we fx(x)=0. Voor alle
punten, waar f(x)= — N' is, stellen we fpy (x) = £ (x) + N';
voor alle punten, waar f(x) > — N'is, stellen we fpp (x) = 0.

We bepalen tusschen 2 willekeurige punten n en — n'
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ek on
de integraal f [Ery () + e ()] dx 1) en laten n en n'

naderen tot -+ o, op de in § 56 aangegeven wijze. We
a0
krijgen dan / [En (%) + Enr (x)] dx volgens de definitie
— 0
der vorige §.
Laten nu N en N' willekeurige rijen doorloopen, die tot

) o A T
nul naderen, doch z66 dat de rij NN (p geheel) be-
r r
grensd is. Dan verstaan we onder de integraal van f (%)
LD

Oter (oo oo i f [fpr () 4+ Enr (x)] dx, alles in

de onderstelling, dat de aangegeven limieten bestaan en dat
de laatste limiet steeds dezelfde waarde heeft, onafhankelijk
van de gekozen rijen.

Ook deze definitie laat een wijziging toe, geheel op dezelfde
wijze als in § 56.

Voorbeeld: Neem dezelfde funtie als in de vorige §. De
waarde der integraal is dan 0.

§ 58. We laten hier een transformatie van de integraal
van Lebesgue?) volgen, die ons zal doen zien, waarin bij ons
voorbeeld het gebruik der beide voorgaande definities verschilt.

Is f een meetbare, begrensde functie ), gedefinieerd op
cen begrensde verzameling E met inhoud e, dan heeft ze
een integraal (L). Om deze te vinden verdeelen we het
interval tusschen bovenste en onderste grens der functie-
waarden op een aftelbaar oneindig aantal manieren in n deelen
en onderstellen, dat n oneindig wordt en de grootste inter~
valslengte tot nul nadert, als we maar ver genoeg in de rij
der verdeelingen voortgaan. Stellen we de deelpunten voor

1) Dit kan ook een oneigenlijke integraal zijn.

2 Dergelijke transformaties werden gegeven door Prof. Denjoy; zie
Bulletin de la Soc. math. de France, (2¢ et 3¢ fasc., 1915).

% Het aantal veranderlijken wordt eindig ondersteld.
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lim ¥ liei=
n=coh=1

81
door i i=0,1,...,n). We bepalen dan den inhoud der

verzameling van punten, waarvoor
L<f=ly (bh=f=l)

en noemen dezen e (eg). Onder integraal (L) verstaan we

n n
lim ¥ li—ie = lim X li e
n—cn i=1 n=mi=—1

Deze limiet is als volgt te transformeeren :

hm :1] (el+22+ .+ _'IV' en) + “2 '_11)32+ (]3'_11}33‘T . +(1n'_'11) eﬂ‘)if
n=2a0

—lim l; e+ (lz— L) (e2 + s .. 1 en) +(ls—lL)es+ ...+ (1, — b)ea=

n—«qao
= lim lp]; ar (l? —lj)es..nt (I3 “12)(33 S C RN En) -t (14* I3)es + ., + []"ﬁlj)eu[

=, .. =lim!lje+(l —h)ez..n+ (s —L)es.. . n+(L—b)ew..of. .+ (li—ln_1)ent,

n=<au

als e . n=¢ei +eit1+ ...+ en duse=er .
liml;y e=he.

n—0o

Zii f niet negatief op E. We definieeren op het interval
tusschen bovenste grens (B) en onderste grens (lj) van f een
positieve, niet-toenemende functie F (x), welke in het deel-
punt l; van een der gebruikte verdeelingen gelijk is aan
den inhoud der punten van E, waar £>>;. Dan wordt:

. B
[EP)dP([L)y=1]e+ [ FGdx®R)
.'E ‘ID
Zie fig. 4. Stellen we F (x) tusschen O en lu gelijk aan e, dan
is te schrijven:

J

&

B

P
o

Fi6. 4
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[£@)dPL)= [ E()dx(R)
5 0

Ziin er ook negatieve waarden van f op E, dan is de
integraal (L) gelijk aan het verschil van twee integralen (R)
van positieve, niet-toenemende functies. De eerste in-
tegraal behoort dan bij
de positieve waarden en

de waarde nul-, de tweede
bij de negatieve waarden
van f.

3 § 59. Passen we bij
gebruik der eerste defi-
nitie (§ 56) deze transfor-
[ matie toe, dan is de on-
eigenlijke integraal de
limiet van het verschil

- I

o

LOES

i 1
5 1

o5 van 2 oppervlakken, als

2 he in fig. 5 voorgesteld. Het
gebruik van de tweede definitie (§ 57) geeft als integraal-
waarde de limiet van het verschil van 2 oppervlakken als
in de figuur, bij weglating van het gestreepte gedeelte.

Een voorstelling der limietovergangen bij de tweede defi-
nitie geeft fig. 6.

De uitbreiding op functies van meer veranderlijken is
evident.

§ 60. De tweede definitie laat zich schrijven in den vorm:

lim lim f i [£, (%) Fy.(x)] dx, de eerste definitie in den vorm

= [lni=o0
=0Fn‘=—o0
—n'

N
N

-4-n
lim lim [ [fy (x) + fy. (x)] dx. Ze verschillen dus in
nel il &) N =

= N=0.

de volgorde, waarin 2 limietovergangen plaats hebben, evenals
dat het geval was bij de definitie van Harnack en de uit-
gebreide definitie van de la Vallée Poussin.
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De cerste definitie is het analogon van die van Harnack,
de tweede van de uitgebreide definitie van de la Vallée

F16. 6.

Poussin.
i ) e
i DG
Ao X
e ks
S I

De inhoud van dit hoofdstuk blijft in hoofdzaak doorgaan
bij gebruik van integralen van Riemann.



HOOFDSTUK V.

Toepassingen der limietstellingen op oneigenlijke
integralen.

§ 61. We wenschen ons eerst te beperken tot integralen
van Riemann.

Laat de veranderlijke y een verzameling doorloopen met y
als verdichtingspunt. Stel, dat hierbij lim f (x,y) bestaat

y=17

voor alle punten x van het segment (a, b) [blehalue misschien
voor de punten eener verzameling met inhoud nulj.

Uit de y-waarden kiezen we een rij yj (k geheel), conver-
geerend naar y. De punten x, in wier omgeving een of
meer der functies: lim f{x. y), f(x y) Ex yo) s . o ().

y=71
niet begrensd is, zullen een verzameling E vormen, wier af-
geleide verzameling E' een inhoud nul heeft. We sluiten
de punten van E' in een eindig aantal intervallen van ge-
zamenlijke lengte ¢; we doen dit voor iedere ¢ uif een rij
van positieve, naar nul convergeerende waarden. Over (a, b)

b
zullen bestaan de integralen / f(x,y) dx als eigenlijke

a

iutegralen of oneigenlijke integralen volgens de definitie van

rb
Harnack en verder zal l f(x, y,) dx=Iim [f(.«;',yk)dxzﬁn
J )
(de verzameling V bevat alle punten van (a, b) behalve die uit
de intervallen met gezamenlijke lengte ). Eveneens zal be-

‘b
staan [im / f(x y) dx.

Y=7a
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)
/ lim f(x, y)dx zal bestaan als eigenlijke integraal of

5 V=17
oneigenlijke integraal van Harnack [welke waarden we de
integrand ook toekennen in de punten, waar de limiet niet
bestaaft, zoo die waarden slechts een begrensde verzameling

vormen] en die integraal zal = lim | lim f(x, y) dx zijn.
¢-—-0 i/] =
Opdat nu
b b
[ lim f(x, y)dx = lim | f (x, y) dx,
alt=7 r=7g

is noodig en voldoende, dat_[ lim f(x, y;)dx quasi-uni-

Ve =17
form convergeert t.o.v. [ f(x, y)dv in ¢ = 0.
1%
Bewijs: De bedoelde gelijkheid is te schrijven in den vorm:
lim lim lim X f(x,y,)Ax =

e=0 (in_JP:O 7l

= lim lim lim Db ) RN
yp =7 e=0 (dx), =0 1!
waaruit de stelling volgt.

Stelling Ve van § 83 is hiervan een bijzonder geval.

§ 62. Als uitbreiding van de stelling van § 34 is te be-
schouwen het volgende:
Stel. dat lim f(x, y) bestaat voor alle punten x van (a, b).

y=n
[lit de y-waarden kiezen we een rij yi (k geheel), conver-
geerend naar y. Beschouw de verzameling (%, y;). waarbij
x in (a, b) en k willekeurig geheel; de punten (x, yw) waarin
f op de verzameling (x, y;) niet begrensd is, zullen een
lineaire verzameling E vormen, wier afgeleide E' een inhoud
nul heeft. We sluiten de punten van E' in een eindig
aantal intervallen van gezamenlijke lengte ¢. Voor ¢ nemen
we een rij van naar nul convergeerende, posztieve getallen.

Over (a, b) zullen bestaan de integralen f f(x, y)dx als

a
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eigenlijke~ of oneigenlijke integraal volgens Harnack. Eveneens

zal bestaan lim f f(x, y) dx (V bevat niet de punten van
1=V
(a, b), gelegen in de intervallen met gezamenlijke lengte ¢)

: b
en haar waarde zal convergeeren naar lim / f(x, y) dx,
J=7 a

voor ¢ naderend tot nul.

b
/ lim f(x,y) dx zal bestaan als eigenlijke- of oneigenlijke
i =)

integraal van Harnack en zal = lim { lim f(x, y) dx zin.
s= M

Het voorafgaande is voldoende, opdat

b b
/ lim f (%, y) dx = lim f qEa Al ks, 4

a =y y=7

Het bewijs gaat als in § 34.

§ 63. De stelling van § 61 krijgt een veel eenvoudiger
gedaante bij gebruik van de uitgebreide definitie van de la
Vallée Poussin. Dan laat zich

b b
/ lim f(x, y)dx== lim f f(x,y)dx
a y=71 Yy =7%a
schrijven in den vorm:

lim lim lim X fNy(x,y) Ax, =
N=» dx)p=0y=7% !

= lim lim lim X fy(x,y)Ax,.
y=7N=om @x)g=0 '

In deze gelijkheid heeft fy (x,y) dezelide waarden als
f(x,y) tusschen + N en — N (N positief); is f(x,y) = N,
dan zal fy (x,y) =N zijn; is fix,y) = — N, dan wordt
f (%, y) = — N genomen.

Hieruit volgt:

Stel, dat lim f(x,y) bestaat voor alle punten x van het

r=y

1) Vgl. Hobson, T. o. F., First Ed., p. 541 e. 545; p. 596.
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interval (a, b) [behalve misschien voor de punten eener ver-
zameling met inhoud null.

Verder zullen bestaan als eigenlijke- of oneigenlijke in-
tegraal volgens de uifgebrez'de definitie van de la Vallée

nb o
Potissin f f(x,y) dx en f hm f(x, y) dx [welke waarden
a B
we de integrand ook toekennen in de punten, waar de limief
niet bestaat, zoo die waarden slechts een begrensde ver-

. o il
zameling vormen]. Bovendien zal bestaan lim / f(x, y) dx.
Y=g

Opdat nu
/ lrm f(% y) dx = lim f : f(x y) dx,

a- y=7g

is noodig en voldoende, dat [ lim fy (%, y)dx quasi-uni-

apdie==

-~

‘ ~ b
form convergeert t. 0. v. f @, y)dx in N= .
’ a

Aan deze voorwaarde wordt o.a. voldaan als f(x,y) be-
grensd is op de verzameling (x, y), die ontstaat door com-
binatie van alle beschouwde x- en y-waarden.

§ 64. Stel, dat lim f(x, y) bestaat voor iedere x [behalve
=1
misschien voor X-waarden met de eigenschap, dat de in een
willekeurig, begrensd interval gelegene een verzameling vormen
met inhoud nul].
Verder zullen bestaan als oneigenlijke integralen, in den

ft o, Pasieeh
zin van § 56 | f(x, y)dx en / lim f(x, y)dx [welke
ey S Y —27)
waarden we de integrand ook toekennen in de punten, waar
de limiet niet bestaat, zoo die waarden slechts een begrensde
verzameling vormen]. Bovendien moge bestaan

lim JHF f (%, y) dx
y=7—w»



88

Opdat nu
- tco
im [ @ gy de=[ lim £(xy)dx,

=% —m — g S

"+ w

"+ n
is noodig en voldoende, dat f lim f(x, y) dx quasi-uni-

= Y=

f+n
form convergeert t. 0. v. f f(x, y)dx in n= 0.

—n
Schrijven we de gelijkheid in den vorm:
lim lim lim > E(x,y) Ax =
y=1m n= UCI'J xi)]-}:O i
= lim lim lim ¥ f(x,y) A x,
n—o (.dxi')R=0 R

dan volgt het bewijs direct.

Stilzwijgend is ondersteld, dat de integralen over de seg-
menten (— n. - n) eigenlijke integralen zijn. Zijn dit on-
eigenlijke integralen volgens de uitgebreide definitie van de
la Vallée Poussin, dan gaat de stelling toch onveranderd door.

Toepassingen: 1. De eerste stelling, door prof. F. SCHUH
gepubliceerd in Nieuw Archief, 2¢ reeks, deel XIII : 3, p. 309
laat zich ook bewijzen door te onderzoeken, of aan de voor-
gaande, quasi-uniforme convergentie is voldaan.

2. Hetzelfde geldt voor de 2¢ stelling op p. 546 van
HossoN's T. o. F., First Ed.

§ 65. Stel, dat lim f (, y) bestaat voor iedere ¥ [behalve

y=r
misschien voor x-waarden met de eigenschap, dat de in een
willekeurig, begrensd interval gelegene een verzameling vormen
met inhoud nul].

Verder zullen bestaan als oneigenlijke integralen, in den

cin van § 57, | “H@gdx en | lim £, y) dx [welke
— — ool
waarden we de integrand ook toekennen in de punten, waar
de limiet fiet bestaat, zoo die waarden slechts een begrensde
verzameling vormen], Bovendien moge bestaan
lim f i (. y) dx.

Y= — a0
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Opdat nu
[+ -+
lim ( f(x, y) dx =~/ i f(x, y) dx,

Y=N—c —w V=7
is noodig en voldoende, dat voor N =N’
r -0

: f lim [fN (%, y) + f (2. yl dx

S ]
quasi-uniform convergeert t.o. v.
nz;mw./_ :" [, @ 5+ fy (5, )] dx in N=0,
Hierbij zijn de notaties van § 57 gebruikt.
Het bewijs volgt door de gelijkheid te schrijven in den
vorm

r+n
lim lim  lim [ [f Gy 4 £ (o y)]dx=

y=75 N=0n=w"_g,

[ +n
lim lim lim [f, (x,y) -} £, (x y)] dx.
N=0 n:m'/_n y =7 N( y) (v
Zijn de integralen over (— n, -+ n) oneigenlijke integralen,
volgens de uitgebreide definitie van de la Vallée Poussin,
dan gaat de stelling onveranderd door.

Bijzondere gevallen van de voorafgaande stellingen van
dit hoofdstuk heeft men bij integratie van reeksen en diffe-
rentiatie onder het integraalteeken.

§ 66, Hoofdstelling A geeft ons ook noodige en voldoende
voorwaarden in de volgende gevallen:

1. Voor de gelijkheid van 2 herhaalde integralen over
een rechthoek, zoo de enkelvoudige integralen eigenlijk zijn
of oneigenlijk volgens de uitgebreide definitie van de la Vallée
Poussin. De herhaalde integralen zelf zullen eigenlijk zijn.

2. Voor de gelijkheid van 2 herhaalde integralen als
soowel voor x als voor y het interval loopt van — o
naar -~ o, bij gebruik van de definitie van § 56.

Beschouwen we voor een der veranderlijken niet een enkele



90

limietwaarde, doch een verzameling van limietwaarden, dan
treedt de quasi-uniforme convergentie ,,0p een verzameling”
in de plaats der quasi-uniforme convergentie .in een punt’s

§ 67. De stellingen over herhaalde limieten laten zich
niet zoo eenvoudig toepassen op integralen van Lebesgue.
Ziin de functies begrensd, dan is het nog mogelijk; voor
niet begrensde functies niet meer. Dit komt, doordat bij
integralen van Lebesgue niet het interval der onafhankelijk
veranderlijke(n), doch dat der functiewaarden wordt verdeeld.

§ 68. We hebben voor eigenlijke- en oneigenlijke inte-
gralen van Riemann aangegeven noodige en voldoende voor-
waarden voor de gelijkheid van herhaalde integralen.

Ook voor integralen van Lebesgue willen we nog even
die gelijkheid onderzoeken.

We kunnen daartoe uitgaan van de stelling:

Zij in den gesloten rechthoek met hoekpunten (a, ¢); (a, d);
(b,c) en (b.d) de functie £(x, y) begrensd, continu naar X
en continu naar y. Dan is:

b d “d e
/ dx f f(x, y) dy = / dy / f(x, y) dx.
i 2 (& é
De integralen bestaan zoowel in den zin van Riemann
als van Lebesgue.
Bewijs: Daar f(x,y) continu is naar x en naar y, bestaan

-.d ,.b
[“fx,y)dy en [ E(xy) dx.
C a

De bekende stelling van Lebesgue, ') over het nemen van
de limiet onder het integraalteeken bij integralen (L), is uit
te breiden op het geval, dat de onafhankelijk veranderlijke
bij dien limietovergang niet een rij, doch een willekeurige
verzameling doorloopt; ze blijft daarbij onveranderd. Passen
we haar in dien uitgebreiden vorm toe op bovengenoemde,
enkelvoudige integralen, waarbij x en y zullen convergeeren
naar een punt resp. van het segment (a, b) en van het seg-

1} Zie bv. de la Vallée Poussin, Integrales de Lebesgue, etc. p. 44.



91

ment (c, d), dan blijkt, dat die integralen zijn continue functies
van x en van y en dus integrabel, volgens Lebesgue en
Riemann. De herhaalde integralen bestaan dus ook.

Als integralen (R) opgevat, hebben we:

b “d d
/ dx‘/ fx,yldy= lim X Ax,. / f(x, y)dy =
‘ﬂ c {J xi)” =0 ‘C

=i d
{gxi)Bzof dy . X A x,. f(x,, y) = (volgens § 33, laatste al.)
c 1

d "d b
[ dy. lim E Ax . f(x, y)= / dy / f(x,y)dx.
T (dx),=0" . :

C a

Hiermee is de stelling bewezen.

§ 69. Toepassing van de genoemde limietstelling van
Lebesgue of van de limietstelling van Beppo Levi?) doet
op eenvoudige wijze uit de voorgaande stelling volgen:

1. Is f(x, y) in den gesloten rechthoek met hoekpunten
(a, c): (a.d); (bc)en (b, d) begrensd en meetbaar (B) als
functie van x en als functie van y, dan bestaan de enkel-
voudige en herhaalde integralen (L) en de laatste zijn gelijk.

2. Is f(x, y) niet begrensd in den gesloten rechthoek,
meetbaar (B) t.o.v. x en t.o.v. y en niet negatief, dan
bestaan de herhaalde integralen en zijn gelijk.

Hierbij wordt de mogelijkheid toegelaten, dat haar waarde
is |+ oo,

3. Zij t(x,y) niet begrensd in den gesloten rechthoek,

d
doch meetbaar (B) t.o.v. x en t.o,v. yf f(x, y) dy zal be-
C
staan wvoor alle x van (a, b), behalve voor een verzameling
met inhoud nul; daar nemen we willekeurige waarden aan.
Verder zal nog bestaan

b d
[ dxj f(x, y) dy.

a c

) Zie de la Vallee Poussin, Integrales de Lebesgue, etc., p. 49.
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~

b
Nu bestaat ook / f (x, y) dx behalve wellicht in een ver-
&

zameling met inhoud nul op (c,d), waar we willekeurige

d :
waarden aannemen. Tevens best‘aat; dy l f(x, y)dx en

c a
b d
is :_—] dxf f(x, v dy.
a (&

Hierbij zijn alle integralen integralen (L).
De bewijzen gaan op dezelfde wijze als die van de over-
ecenkomstige stellingen, die te vinden zijn bij DE LA VALLEE

POUSSIN, Intégrales de Lebesgue, etc., p. 50 e. 5L
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STELLINGEN.

i)

Door gebruik te maken van de begrippen van bovenste
en onderste limiet laten zich de in dit proefschrift gegeven
limietstellingen uitbreiden.

I1. %)

Opdat de bovenste limiet, lim f(x,y), van een functie f (x, y),
Y =7/
die bij vaste y in het punt & half-continu naar boven is, ook
in & half-continu naar boven zal zijn, is voldoende, dat ,die
bovenste limiet in & half-quasi-uniform naar boven conver-
geert' .

D. w.z bij 2 willekeurige positieve getallen ¢ en ¢ zal het
mogelijk zijn te bepalen een waarde Y, in (44, v -+ 9) gelegen,
en cen interval (8 —di, &+ d1), 266 dat voor iedere x in
dit interval:

lim f(x,y) < f(x,Y)+¢
Y=7

I11. )

Ook met behulp van stelling II laat zich bewijzen, dat
de in § 1 genoemde voorwaarden voldoende zijn voor de
daar beschouwde limietverwisseling.

%) Elders zullen hierover uitvoeriger mededeclingen verschijnen.
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V. %)

Bestaan de herhaalde limieten Lg, en Ly & van een functie
fx,y), dan is noodig en voldoende voor haar gelijkheid,
dat bij willekeurige positieve ¢ en J is te vinden een waarde
Y, in (y — 3, v - ) gelegen, en een verzameling waarden X,
met & als verdichtingspunt, z06 dat voor iedere X:

|L, (X)— X, Y) | <

is.
Vi

Zal een functie f(P) op een begrensde verzameling E een
absoluut convergente integraal hebben, volgens de definitie
van de la Vallée Poussin, dan is een daartoe noodige voor-

waarde, dat lim ne, =0 en lim n'e,=0. Hierbij is e, =
n—oo n'—oo
— de inhoud der onderverzameling, waarop f = n en e, = de

inhoud der onderverzameling, waarop f= — T

VL

HOBSON zeqt in Theory of Functions of a Real Variable,
etc., Sec. Ed., Vol. I op p. 605:

An absolutely convergent integral which exists according
to either Lebesgue’s definition, or that of Harnack, exists
also according to the other definition, and has the same
value for the two definitions.

Dit is onjuist.

VIL

Ook op complexe functies van complexe onafhankelijk
veranderlijken laten zich de limietinstellingen van dit proef-
schrift uitbreiden.

*) Elders zullen hierover uitvoeriger mededeelingen verschijnen.
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VIIL

Met het oog op het maatbegrip ligt het voor de hand
om de definitie A, welke Prof. A. DENJOY geeft in de
Comptes Rendus, t. CLXIX, 1919, p. 219221 (Sur l'inté-
gration riemannienne) te wijzigen, door de daar voorkomende
grootheden « en [ gelijk aan !/2 te nemen.

IX.

De beschouwingen van BURKHARDT in Algebraische
Analysis, Zweite Aufl, § 43 zijn niet volledig.

X.

We beschouwen op een rechte lijn het segment (0, 1) en
in een plat vlak de verzameling, gevormd door de rand-
punten en de inwendige punten van het vierkant, dat tot
hoekpunten heeft (0,0, (0, 1), (I,0) en (1, 1),

Het is onmogelijk een eeneenduidig verband te leggen
tusschen de punten van die beide verzamelingen, zoodanig
dat een op het segment (0,1) gelegen som-element van
2 elementen a en b van dat segment overeenkomt met het
in het gesloten vierkant gelegen som-element der homologe
elementen a’ en b’ van dat gesloten vierkant, en omgekeerd.

[Het segment (0, 1) is ook te vervangen door het interval
(0, 1), terwijl de rand van het vierkant geheel of gedeel-
telijk buiten beschouwing kan blijven].

XI.

De beschouwingen van Prof. HX. DE VRIES op p. 81 en 82
van zijn boek .De vierde dimensie” lijken mij ten deele
niet juist toe. ‘

XII.

Evenals de mechanica laat zich de mathematische physica
als onderdeel der wiskunde beschouwen.
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XIII.

Toepassing der waarschijnlijkheidsregels op de toekomst
geeft goede-, op het verleden verkeerde uitkomsten. Dit
.bewijst”’ nog niets tegen de mechanische natuurwetten, doch
toont alleen, dat de waarschijnlijkheidsrekening een hulp-
middel is, dat niet altijd is te vertrouwen.

XIV.

Het resultaat en het daarbij behoorend bewijs van BOLTZ-
MANN op p. 27 van het eerste deel zijner Vorlesungen iiber
Gastheorie zijn verkeerd.
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