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SUR LES RAPPORTS ENTRE LES METHODES I’INTEGRATION
DE RIEMANN ET DE LEBESGUE.

Par M. T. J. Boks (Hilversum).

Estratto dal tomo XLV (1921) dei Rendiconti dol Qireolo Matematico di Palermo.

Adunanza dell'ts aprile 1910,

Etant donnée une fonction f(x) définie entre a et b, intégrable au sens de LEnes-
GUE (ou sommable) mais non pas au sens de Riemany, estil possible de tirer parti

des sommes > f(£)(x; — x,_,) considérées par Rieaany pour obtenir la valeur nu-
b
mérique de lintégrale besgienne ff(x)u’ X?
v a

La réponse est affirmative et le probleme admet une grande varict¢ de solutions
ainsi que M. Lesescue I'a signalé le premier ).

Les travaux de M. Zoarp b Grocze ?) et de M. Hanx ¥) ont apport¢ d'inté-
ressantes contributions 4 cette question.

Dans une note sur lintégrale Riemannienne parue aux Comptes Rendus de I'A-
cadémic des Sciences de Paris #), M. Dexjoy a indiqué des procédés trés généraux
pour obtenir lintégrale de Lepescui de toute fonction sommable en tirant parti des
sommes utilisées dans I'intégration riemannienne. La note fournit sans démonstrations
trois méthodes pour atteindre ce but.

Nous nous proposons dans le présent travail, effectu¢ sous la direction de M. Dexjoy,
de justifier la seconde méthode et d’en ¢érudier la portée.

Aprés avoir rappelé (1), dapres la note des Comptes Rendus citée plus haut,
Pénonce de ce procédé pseudo-riemannien gqne M. Denjoy appelle intégration (B), nous

1y H. LEBESGUE, Sur les intégrales singuliéres [Annales de la Faculté de Toulouse, série 3, t. 1

(1-4), pp. 25-117]. ;

3) Z. pE GEOCZE, Sur la fonction semi-continue [Bulletin de la Socitté Mathématique de France,
t. 39 (1911), pp. 256:295].

3) H. Haux, Uber Anniberung an LipesGueschen Integrale durch RIEMANNsche Summe [Sitzungs-
berichte der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Klasse der Kaiserlichen Akademie der Wissen-
schaften. Wien. Abteilung 11*, Bd, CXXIIL (1914), pp. 713-743].

4) A. Dexjov, Sur Uintégration riemanienne [ Comptes Rendus hebdomadaires des séances de 1'Aca-
démie des Sciences, t. CLXIN (2™ semestre 1919), pp. 216-221].

Rend. Cire, Maiem. Palerme, t. XLV (1921). — Stampato il 12 maggio 19ar. 1



2 T. J. BOKS.

montrons qu’une fonction égale & 1 sur un ensemble parfait et & o ailleurs est inte-
grable (B), (2-7).

Nous substituons alors & U'opération (B) une méthode (B,) comportant un peu
plus d’arbitraire et sc prétant mieux aux raisonncments.

Nous étudions les propriétés générales de Iintégrale (B,), (8-16), et nous ctablis-
sons ensuite de deux maniéres différentes la proposition fondamentale que toute fonc-
tion sommable est intégrable (B)). Les deux démonstrations reposent l'une et lautre
sur Pemploi d’une certaine formule auxiliaire (17-22). Mais la premiére utilise la - dé-
composition, avec une certaine approximation, d’une fonction quelconque en une somme
de plusieurs fonctions dont chacune est constante sur un ensemble parfait et nulle
ailleurs, (23-28).

la seconde démonstration est fondée sur la propri¢té de lintégrale indéfinie de
Lesescue d’admettre son coeflicient différentiel pour dérivée sauf éventuellement en un
ensemble de mesure nulle, (29-37).

Nous déduisons de cette propriété de l'intégration (B,) lexistence pour toute
fonction sommable de suites de subdivisions dépendant d’un paramétre ¢ et dont les
sommes riemannicnnes correspondantes tendent vers lintégrale besgienne sauf pour
un ensemble de mesure nulle de valeurs de f, (38-39). Nous donnons ensuite une
application de lintégration (B,) aux stries trigonométriques convergeant en tout point
vers une fonction sommable, (40-43). '

Lintégrabilit¢ (B,) est plus générale que la sommabilite.

Une fonction non-sommable peut éure intégrable (B,) (44-57). Mais une fonction
totalisable, inféricure en, valeur absolue 4 une fonction intégrable (B,), peut ne pas
tre elleméme intégrable (B)). (58-65).

Les subdivisions utilisées dans lintégration (B)) dépendent lintairement d’un  pa-
ramétre ¢ et de la situation initiale de la subdivision (pour t == o). Il est naturel de
rechercher si, en conservant 4 la méthode cette propriété essenticlle de s’appliquer &
toute fonction sommable, on ne peut pas considérer des subdivisions variant d’'une ma-
niere plus arbitraire que les premicres.

Il en est effectivement ainsi (66-75).

Une bibliographic de travaux relatifs 4 la notion moderne d'int¢grale, et qui sont
venus A notre connaissance, termine c¢ mémoire.

Intégration (B).

1. Soit f une fonction définie sur un segment ab ), et F la fonction possédant
la période b — a et coincidant avec f dans le champ a = x < b.

5) Nous conviendrons, dans le présent mémoire, d’entendre par infervalle ab ou (a, b) (avec
a << b) Vensemble a < x < b, et par segment ab ou (a, b), 'ensemble a ZxZLhb
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une subdivision de ab. w est supposé¢ indépendant de i. Nous appelons pas de la sub-
division x, le plus grand des nombres positifs x;, — x,

:Tl.—I—!, =& —}—!

Posons:

et formons la somme:

HOEDACIETIRYACHY

; g -
s(t) est une fonction des variables x;, §,, 1.

Nous dirons que f est intégrable au sens (B) et que Pintéorale de fdx au sens (B)

pour valeur I, si la mesure de Uensemble E(2) des nombres t vérifiant les relations

—s(>a oLt<b—a,

tend wvers zéro avec o, quelque soit le nombre positif «, indépendant de .

Telle est la définition ¢noncée dans la note rappelée plus haut. Postérieurement
4 cette note et pour des raisons indiquées plus loin, cette définition a 6té légérement
modifite par M. Denjoy, comme on le verra ci-aprés.

2. Avant d’exposer et d’adopter cette nouvelle définition, nous allons néanmoins
montrer qu’une fonction f égale 4 1 sur un ensemble parfait P situé sur ab, ct 4 o hors
de cet ensemble, est intégrable au sens (B) et que lintégrale (B) de fdx sur ab est
¢gale 4 la mesure de P.

Soit P Tensemble parfait réunissant P et U'ensemble obtenu en ajoutant b — g A
tous les nombres constituant P, Si § est un point de P, situé sur le segment a, b
les intervalles contigus 3 P contenus dans lintervalle 5, £ 86 — a ont des
longueurs qui, rangées par ordre de valeurs non croissantes forment une suite
. indépendante de g. Si £ est intérieur & DPintervalle a, b et est

n "

oy 1

1l ) SRR ) e i

¢ranger 4 P, il en est de méme de ¢ -} b — a. Les deux intervalles semi-contigus
A P et dont I'un a pour extrémité gauche £, Pantre pour extrémité droite § - b — a
ont pour longueurs deux nombres dont la somme est un certain terme #, dans la
suite u#_. Les intervalles contigus 4 P, compris entre tet &b —a sont respective-
ment ¢gaux chacun aux autres nombres de la suite #,

[Si b appartient & P, mais non pas @, F est ¢gale & 1 en tout point de P, sauf
en b, dapres F(x - b — a) = f(x) si a Zx <D

Nous supprimons les valeurs de  (en nombre limité) telles que =, soit en 5. Nous
ne modifions par li évidemment pas la mesure de I'ensemble |s(f, 1) — 1] > «].



3. Evaluons la somme:
5() = PG, + 0, — 3) + FG, + D — ) + -+
s _I— F(Ci + t)(xs —— x;'_xx) + s —l_ I:(;n + f)(xn et xu—l)'
Supposons que le dernier intervalle supérieur & 2w et rencontré dans la suite

o Z 20.

Alors d’apres o <y, —y, , =X, — x,_, < o, il cst sir que dans chacun des

3 21 1 . Pt
thy «oey By ... ait Pindice p; on'a #, > 20 et 4

intervalles contigus & P , intéricurs 4 y y, et dont les longueurs respectives sont

1

(s 1,5 --.y 1, €Ntrent au moins deux points consteutifs y, de la subdivision choisie.

(L’un de ces intervalles #, peut étre représent¢ dans cette suite par deux intervalles
semi-contigus #!, #" dont la somme est #, ct dont I'un a son extrémité gauche en y,_,
Pautre son extrémité droite en y, ).

Nous distinguons les segments y, ,, y, en deux catégories:

1° les segments o, situés (entitrement) dans un intervalle contign & P, .

2° les segments &, qui contiennent au moins un point de P, .

On a:

2.9, +Z."'=:J'n‘—3'o:l’f“-

Si y, .y, est un segment 5, on a F(n)=o0. Si y, ,y, est un segment 6., on
AR (s (== OR Ol ie=—=11
Ainsi
5(1)é Za, — ) —aq— ZGI.

Evaluons une limite inféricure de > o, .
Il est évident que, si g < p, l'intervalle ", (ou les deux intervalles semi-contigus
! et w; qui le représentent et dont les extrémités étrangeres 4 P, sont respectivement
et y ) contient des segments s pour une longueur totale au moins égale & # — 2w,
yn )n o 1 } o & q
Car, si a  cst Uextrémité gauche de » (ou de #7) et si b est Pextrémité droite de u
) et L S 3 oy o) NG L e R wrarvA ]l Ac
(ou de u), tous lLs‘pUlllth de u, (ou de u, w,) étrangers aux intervalles (a, , a, -+ w),
(b, — w, b)), apparticnnent & un segment o, .
La longueur totale des segments 4 est donc supérieure ou ¢gale &
o o 1 o

w00 8, —2p0.

Posons
| = L—n- .
S,
On a:
X 7, é I — >.H — 2puw.
~_ @ p+1
Soit



SUR LES RAPPORTS ENTRE LES METHODES D'INTEGRATION DE RIEMANN ET DE LEBESGUE. 5

Il vient:

> o, N1 — n(w)

Je dis que n(w) tend vers o avec o.
En effet si © ten\d vers 0, p croit indéfiniment d’apres i < 2m. Donc le pre-
7’—
mier terme de # () savoir » #, tend vers o.

Fi-l
D’autre part, comme la séric 4 termes positifs et non-croissants u, , i, ..., Wy oo
est convergente, nous savons que pu, tend vers o, quand p croit. Donc 2pw tend

vers 0, puisque #, > 2. Donc lim 1 (0) = o.
W=0
Or, on a:
sV Lb—a— 2..“1 < b—a— 14 q(w).

Or, I est la somme des longueurs de tous les intervalles contigus et semi-contigus
a4 P compris entre a et b. Si donc [ est la mesure de P, on a: [ =b — a — I,

Mais I est lintégrale au sens de Lesescue de la fonction donnée f, égale 4 1 sur
P et & o ailleurs. Donc:

(1) s(1) < I - n(w).

Dong, quelque soit le nombre positif «, donné¢ d’avance, il est possible de trouver
unc valeur Q(z), telle que si @ < Q(«), on a, pour toute valeur de ¢ entre o et
b— a, s(t) < I = quelle que soit la subdivision x; de pas inférieur & w.

4- Calculons maintenant I'intégrale au sens de LEBESGUE:

b—a ’
f NOLIE :
Nous avons: )

() = FG, + 00, — a) = -+ - FG, + 00 — x,.,).

Dong, en prenant les intégrales au sens de Lenescue:

b—a (] b=a
f ORI = DA e St A e L )f FE, + Dt

Or, la fonction F étant périodique et de période & — a, chaque intégrale dans le

‘ h—a
second membre est ¢gale i j E(x)dx =1,

(4]

Donc:

) Tiydl = (b — o)l
5. Posons: f
s() = I+ h(),

nous avons déji obtenu k() < n(w).

t>

(
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j.b‘rb(t).dr o

o

Dapres (2), on a donc:

Nous voulons démontrer que la fonction f(x) donnée est intégrable au sens (B),
et que son intégrale (B) est I Nous voulons donc montrer que la mesure de len-
semble des points #, (0 2t < b — a) ot 'on a: [h(t)] < %, tend vers zéro avec o.

Nous avons trouvé que pour w < (), ensemble h(#) > « cesse d’exister. Il
nous suffit donc de montrer que la mesure . de Uensemble E des valeurs de t ot
h(t) << — o, tend vers zéro avec . Soient E' le complémentaire de E par rapport
au segment (o, b — a) et p’ la mesure de E’. Llintégrale

fo Ty

est la somme des intégrales [ et J' de h(f)dt prises respectivement sur FE et sur E'.
Sur E on a toujours h(t) << — a, donc J << —ap. Sur E' nous utilisons lincgalité
h(t) < n(w).

Donc J' < p!n(0) < (b — a)n(w).

Donc:
i :
f h()dt =]+ J' < — zp - (b — a)n (o).
Dapres (3):
0 < — ap -+ (b — a)n(w), ou n < b—&-- EI-n(m).

Puisque 2 est un nombre fixe, et que n(w) tend vers zéro avec o, aussi tend
vers z{ro avec o. QI PHID;

6. Ainsi la fonction f est intégrable (B), la valeur de lintégrale (B) ctint alors
égale & 7, donc A lintégrale de M. LepesGue:

La proposition subsiste ¢videmment pour une fonction [ constante sur un ensemble
parfait et égale & zéro hors de cet ensemble.

On Pétend sans difficulté & une fonction constante sur # ensembles parfaits deux
A deux distinets, la fonction ayant une valeur propre sur chacun de ces ensembles.

7. Si f est quelconque, mais sommable, on a toujours, en intégrant au sens de

LEBESGUE : ’ :
f s(ydt = (b — a) f F(x)dx.

: £
Comme au paragraphe 26, on décompose f en une somme >_f9 - 9, f, étant

¢gale & ge sur un ensemble parfait P, ot g £ f < (g + 1)z, et }: ¢tant nulle hors
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b
de P : p et P, sont ainsi définis que f lo|d x soit inférieur 4 2(b—a)e. On montre
W

dés lors sans difficulté que la fonction f est intégrable au sens (B).

Définition (B,).

8. Dans la définition (B), lintroduction d’une fonction F, de pétiode b— a, égale
entre @ et b 4 la fonction a intégrer f, rend problématique, surtout si b—a et ¢ —b
ne sont pas commensurables entre eux, qu'une fonction f intégrable (B) entre a et b
et entre b et ¢ (a < b < c), soit nécessairement intégrable (B) entre a et ¢

Pour éviter cet inconvénient, M. Dexjoy a légérement modifié la définition (B).

Nous définissons comme il suit 'intégration (B)).

Considérons une subdivision indéfiniment étendue dans les deux sens, x,, &,
(pour toutes les valeurs entiéres, positives, négatives, ou nulle de 1), satisfaisant aux

conditions:
o x; —x_, <o Xy £ 6; L X

w étant indépéndant de 1.

Appelant pas de la subdivision x; la borne supérieure des nombres x; —x,  , nous
dirons que le pas de la subdivision x; est au plus égal & o.

¥ =% ct “e:E-.-‘["f

Posons

f ¢ttant une fonction mesurable définic sur le segment ab, (on pourrait supposer f
définie simplement sur Iintervalle ab), formons pour chaque valeur de ¢ la somme

sCh )= 2. fO) (¥ — Yizs)
ttendue 4 toutes les valeurs de i telles que #, appartient au segment « b.
Nous dirons que f ¢! intégrable (B,) et a pour intégrale I, si la mesure de Ien-
semble des valeurs de ty lelles que

Is(f, ) — 1| > &, avec <t < B

tend vers zéro avec w, quelques soient g o, et § fixes (¢ Crant petit).

Autrement dit:

Pour que f soit intégrable (B,) sur ab et ait pour intégrale (B)) le nombre I, il
doit étre possible, & tout couple de ngmhrcs positifs (¢, &,) de faire correspondre un
nombre positif 2(c,, ¢,) tel que pour toute subdivision x, de pas inférieur & Q(z,, ¢,),
Pensemble des valeurs de t satisfaisant & [s (f, ) — 1| > ¢, avec « < t < f, a une
mesure < €, .

9. La définition (B,) est plus restrictive que la définition (B), car pour étre nte-
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grable (B,) une fonction doit remplir une certaine condition relative a l'ensemble de
toutes les subdivisions (x,, &;) de pas fini w, tandis que, pour étre intégrable (B),
lui suffit de remplir la méme condition pour 'ensemble des subdivisions de pas fini
soumises aux restrictions suivantes:

1° la subdivision ¥, a un point ¢n @ et un point en b,

2° les deux subdivisions x, et &, sont péribdiques et de période b — a,

3° & = o0, p = b — a (cette derniére restriction est simplement apparente).

Donc toute fonction intégrable (B,) est intégrable (B). La réciproque est incertaine.

10. Si f est modifié en un point 2, cette altération n’intervient pas dans Pintégra-
tion (B). Car, si « < ¢ < B, il y a un nombre limit¢ de valeurs de #, telles que 2
1) —1|>> = n’est modifi¢ qu'en un nombre

est égal 4 un des u,. Donc I'ensemble
limit¢ de points. Sa mesure ne change pas.

D'ailleurs le terme changé f(A)(y, — y,_,) tend vers zéro avec .

En conséquence il est indifférent de supposer f nul ou non nul en a et b. :

11. Soit f,(x) la fonction ainsi définie: f (x)==0 si x<a oux>b, f (x)=/(x)
si @ £ x £ b. Alors,

s(h )= D fo(a) 0 — ¥}

Les deux sommes s(f, t) et s(f,, t) relatives au segment.ab sont identiques. Il
serait indifferent pour Pintégrabilitt (B de f et de f, sur ab, et la valeur de leur
intégrale (B,) correspondante, de supposer f, (x) = o ¢galement en a ou en b.

12. Si [ est la somme d’un nombre limité de fonctions intégrables (B) sur ab,
Sis fuy <oy fuy dont les intégrales (B)) sont I, I, ..., L, f est intégrable (B) sur
ab et a pour intégrale (B)): '

I[=1 41 + -

En effet, f étant intégrable (B)) sur ab, et admettant le nombre 7 pour inté-

al

grale (B)), il est possible quels que soient les deux nombres positifs ¢ et ', de trouver

un nombre w_ tel que Pensemble K~ defini par [s(f,, 1) — 1| > ,—:(7 <t <P,

-~

. . . ' o e A r . g8
ait une mesure inférieure @ — pour toute subdivision (x,, 5,) de pas inférieur &

®, . Or
st D= 2 [0y — yi) = 21f.0) F L)+ -+ LGN G: — yi),

les sommations étant étendues aux termes tels que #, soit situé sur le segment ab.

Donc

5(./‘7 !):S(fn f')+5(j‘u ’)+ +5(f,,7 t)'
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Dom., si ]_.. [ —|— I —[— T et st s D=1 >5 (2 < 8 < B), l'une

au moins des différences s(f,,, 1) — I, surpasse —;— en valeur absolue.

Donc lensemble H défini par |s(f, ) — I] > ¢, (z <t < P) est inclus dans la
réunion des ensembles H , H , ..., H .

n

La mesure de H est donc inférieure d & si, w Ctant le plus petit des # nombres
, @,y «..y o,y le pas de la subdivision (x;, 2,) est inféricur & w.

13. Si f ut umamir (B,), d'une part entre a et b, dautre part entre b et ¢, les
intégrales (B)) correspondantes étant I, et I,, f est aussi intégrable (B)) entre a ¢t ¢, el
Vintégrale (B)) correspondante est [ = 1T, - 1,.

Soit

f(x)=f(x) pour a

de méme

f,(x)=f(x) pour a
fi(x)=f(x) pour bLx<¢q fi(x)=o0 pour ¥ byt v g

Alors, quel que soit x, f,(x) = f,(x) =+, (x).

Or, dire que f est intégrable (B,) entre @ et ¢, entre @ ct by entre b et ¢, et pos-
stde sur ces intervalles pour intégrales (B)) respectives I,'1 , I, cest i dire que les
mémes propriéés respectives appartiennent ifis fietifsne@nsafdpres le n° 10, f, est
intégrable (B,) entre a et ¢, et lon a I =1 +1,. Il en est donc de méme de f.

En résumé, si @ < b < ¢, on a:

_/.:(f(-")d-" = If(\)d x -+ ‘/ﬁhf(.\')d.\‘.

Cette relation signific que, si les deux termes du second membre existent au sens

(0]
1

I[\
%

X6y f () =0 ) biponriiil X .

N\

xis s (X)) =00 N PO R N Dy

II\ /\

(B,), il en est de méme du premier membre, et que les trois intégrales (B,) corres-
pondantes sont lices par la relation numérique précédente.
14. Par définition, si @ < b, nous posons

‘ A/fwj(\) dx = — [‘?‘f(.\")d.\'.

“a

‘ b ' a
On en déduit la relation f - f - f = o qui exprime d’abord que si deux
" b i
des trois termes ont un sens, le troisitme aussi 4 un sens.
Il est & remarquer qu'a priori [ peut &tre intégrable (B,) sur ac sans I'étre sur

b, b ¢tant compris entre a et C.

a5

Rend. Cire. Matem. Palermo, t. XLV (1921). — Stampato il 12 maggio 1921,
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15. Si [ est intégrable (B)) sur ab et a pour intégrale I, alors k élant une con-
stante quelconque, kf est intégrable (B)) sur ab et a pour intégrale kI.

En effet, £, (nul hors du segment ab), étant intégrable (B,), soient ¢, <, deux
membres positifs quelconques. Il existe un nombre positif ' (z,, ¢,) tel que, pour toute
subdivision (x,, %) de pas inférieur 4 ©'(z,, ¢,) Uensemble H des nombres ¢ vérifiant

: £ Mo
Is(fy, ) — I} > T[| et o < t < B a une mesure inférieure 4 €.

Posons f, = kf. Soit s(f,, ) la somme if;("";)(}'a — y,_,) formée avec une

subdivision (x,, £,) de pas inférieur 4 o'(z,, &)
On a quel que soit #, s(f,, £)=ks(f, t). Donc Pensemble [s(f,, ) —kI| >z,

(2 <1< P) coincide avec Pensemble H. La mesure de cet ensemble est donc inférieure

i ¢,. Dong, f, est intégrable (B,) et a pour intégrale k1.

x

16. Si f(x)dx est intégrable-(B)) sur le segment ab, f( i

sur le segment (ka, kb), et Uon a:

= j:'f(x)dx = fff(; )dx.

Nous démontrerons Pexactitude de cette formule pour toute valeur positive de k

)d:c est intégrable (B))

et pour k= — 1. Elle sera dés lors (tablie pour toute valeur positive ou ncgative
de k.

1° k> o. Par hypothése, & tout couple de nombres positifs (z,, &,) correspond
un nombre positif "' (z,, ¢,) tel que si la subdivision (x;, £) a un pas inféricur i
o' (z,, £,), ensemble H définie par:

€ a )

Is(fi r)—1l>‘}:_) —k—<£<k ’

“

a une mesure inférieure 4 =% .

On a:

=

S(j’ t) v A/_."(nl)(yl e .)IAI)’
la sommation étant étendue aux termes pour lesquels =, est situé sur le segment ab.
|

Considérons la subdivision (x} = kx,, &/ = k&;) qui est une subdivision quelcon-

Ak . » 3c x
que de pas inférieur & ko' (s, ¢€,). Posons y}==x}--1, a;=2¢; 4t Soit f, ::f(-}_—).
La somme s'(f,, t) correspondant a cette subdivision (x, £)) et au segment
(ka, kb) est: A 5
$'(foy )= 2£,& + D0 — i)
avec

= !
ka Z% 4t Lkb ou rté;,—l—'{éb.
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Dapres cette derniere condition et 'expression de
I 1?

{ by, o ! J;
S'(fis D)= }_f(:-.' S 'k)‘k(.\'i —¥)= }"S(;/: k ) .
Donc l'ensemble H' defini par:
Is'(fir ) — k1| > ¢, o <t <f
est identique 4 I'ensemble

(o Stz s <

3 . t 3
Cet ensemble est form¢ des points ¢ telsque —— appartienne & H. Cet cnsemble

k
a donc une mesure ¢gale A k fois celle de [, La mesure de H' est donc inférieure 4
e,. Et cela, pour toute subdivision de pas inférieur & ko'’ (s, ¢,). La proposition est

donc ¢tablie pour k > o.

2° k= — 1. Soit '’ (s,, &,) un nombre positif tel que, pour toute subdivision
x,, £ de pas inflricur & "' (e,, ¢,), Uensemble H dcfini par
sth—11>¢, —B<tJ—a

ait une mesure inférieure & ¢, avec

S(f! ) = Zf('”;)(}'; = }'.-..,); aZLn Z b.

Posons
Q1 skl ) o ____" | By el ] . 4 ety A
'\4}- e ‘\"f’ g-O-J' oy C'—l" ==y + I!’ Ny = &; —i- L.
Alors,

0L X} — %, =X_;, —x_; <u'(e, &)

Soit f, (x) = f(— x). Ivaluons la somme

$'(fiy ) = 2L, 0 — ¥iz)

ttendue aux termes pour lesquels #! est situé sur le segment (— b, — a). On a:
Aoy b - o |l ] ey .
ﬂl.:;"l_—*-t:—(;__'-——l), fléﬁ_;—!éb: Y it = s

Done

s'(fs D=5 — 1)
Donc 'ensemble 1’ défini par
Is'(fir D— 1| > &, a <t B

coincide avec le symétrique de H par rapport 4 l'origine. Donc sa mesure est inféricure
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=, quelle que soit la subdivision (x!, £}) de pas inférieur a w"'(. ,-) Dom,j(— \)
est mugmble (B)) sur le segment (— b, —a)eta poux intégrale (B,) sur ce seg-
ment, le nombre I. Donc, en utilisant la convention du n® 14,

j::'f(— x)dx = — _l:f(—— Ndx =— = — fﬂdlf(x)dx_

La formule ‘est donc ¢établie pour £ = — 1. Elle est donc vraie quelle que soit
la constante k.

Formule fondamentale.

17. Nous allons maintenant démontrer que foute fonction sommable [c’est-d-dire
intégrable au sens de LeBescue ou intégrable (L)] est intégrable (B).
Nous démontrerons d’abord la formule suivante :
G (x) est unc fonction sommable sur ab, et nulle hors de ab, si la subdivision
(x., &) satisfait aux conditions

r - - »
X L5 L X 0 X — X, < o,

et si l'on pose

5(G, =Y G(r)( —..)

avec y, = x, + 1, n, = ¢, - 1, on a la relation :

f"s(c, £ydt = (f — z)f'(;(u.)du ’n gsf.,fy(;(u)uu,

avec 8 < 1, les intégrales étant prises an sens de LEBESGUE.

Quand  varie de'z 4 £, il n'y a qu'un nombre limit¢ de valeurs de i pour les-
qucl]c'; a, pénétre sur le segment ab. Ces valeurs de i vérifient les inégalitds
F e WAk s > S . =, ]
w5 Z b, B4 5 > a Pour les autres valewrs de i, on a G(n) = o, quelque

soit 1. |
: Y / 8 ! "1 ] ‘ ~ti - ] 1 Al '
Pour une valeur donnée de i, la fonction G(n,)(y, — y,_,) est sommable d’aprés
=&+ h Y=Yy =% — %
Donc s(G, t) étant pour = <t <, la somme d’un nombre limité de fonctions
sommables, est sommable. On a:

Ma@zjﬂahmuﬂj">cux>—xum
Y et f GE 4 dt= 3 (x, — .\-,._,)fz:"c(n)du.
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Dans cette somme Pintégrale de la fonction G () sur l'intervalle (7—f—5., B4-£).

ﬁg[]!‘ﬂ avec le coéfficient (‘T.' — ) "\PPL‘[OHS 5. I'intervalle (7 + en r‘ _}__ ) Polit
que Pintervalle s, empitte sur s, , il faut que B4 >2-42,  , donc Bt ik IR

Cette condition sera réalisée quclquu soit 4 des que 20 < 8 — 2. Dés lors, les inter-
valles 5, recouvrent tout le champ des valeurs devu et en particulier le segment aé.
L’intégrale de la fonction G(u) sur une partie de (ab) figurera donc dans J(=, #

avec un coéfficient égal & la somme des longueurs x;, — x,  ¢tendue aux indices i des

5
intervalles o, qui ont en commun la partie considérée.

Considérons sur I'axe des # une subdivision quelconque contenant tous les points
@&, B & et en outre a et b.

Les points de cette subdivision séparent une suite d'intervalles s,

Alors, quelque soit 7, Uextrémité d’un intervalle 5, n’ est jamais intérieur 4 un
intervalle g, et chaque segment 6, est la réunion d’un certain nombre de segments o
deux 4 deux adjacents.

Calculons le coéfficient de l'intégrale de G (u)du ¢tendue & un certain inter-
valle a.

Posons que le premier intervalle &, contenant cet intervalle ¢ soit 5, et que le
dernjer qui contient encore 4 Soit G .

Le coifficient de lintégrale de G(u)du prise sur ¢ sera donc
q
»(x, —x,_)*x —x

-‘:— 1 =1 q p—1

P - ¢
Appelons A Pextrémit¢ gauche de Pintervalle o considéré, B son extrémité droite.

ous avons par hypothtse

[‘)—]—Er W I/B/L—fc:{,, 1-—[—5,l"£f/1<13._f_"_'_0:+5“1

Done ) ; y ’
e <P+  Bg <ad S,
on
N [ - e - .y 3=
E— 8y < P IS IS4
’ 1 /|
Dapris ) ) ) 5
e :’u:f: v;i—.:ﬂ,-:’ :’[--:‘*-'\pn'z";’
vient
- . S ! in
CRe w " ) w .. gt A - » e Y - Wy .
(wy -\‘1) —_ (:I' —- ‘\,r‘— 1) .__’: ;‘; — (.\.‘_ ;\!\__') <_ (3_‘”_| ‘}) (,fﬂI \pﬁ:)
Mais, quel que soit i
Xy b gl Xy o< X, —Xx_, <o

Donc,

—np—a— (.\‘g — '\"r-l) < 20.
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On peut donc écrire

“
X, — X, , = L —a-f 20 0,

avec 82 < I.

G T~
Le coéfficient de lintégrale de G(u)dn prise sur o est donc p — « - 29, .
Donc en ajoutant les valeurs des intégrales de G () sur tous les segments ¢ dont

la réunion forme ab, on a:

‘[: D> G()(; —yi)dt = >@—a 235t-;)£6(1¢)cf1m

f’js(G, Ndt = (@—a)f”c(-u)dn S /‘II|G(H)|a’u,

ou

ol & < I.
La formule est donc démontrée.
18. Remarque: Quand G (#) ne prend pas les deux signes, la formule précédente

se réduit 4

2 b
fs(G, f)f“=(f5—1+28fﬂ)f G (1) d u.

Seconde démonstration.

19. Le raisonnement suivant a lavantage de se transformer commodément pour
sappliquer & des subdivisions (y,, =,) dont la variation par rapport 4 t n’est plus li-

néaire.
Supposant g (x) sommable entre @ et b et nul hors de ce segment, nous voulons

¢valuer ) )
[ st nir= 73 g0 = ri-dd
On a: i 7

“

fl’ ig("’.)()'; —y)dt = ﬁﬁ ZQ(E. + 0 — x)d

o

=2 (% — xi_s)fvwg(rr)d .

»
+5;
i

La fonction g est sommable. Posons

G(x):fg(u)du.
Alors : )
1° la fonction G(u) est continue
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22 Gf'\) =10 puur X 4 a.
A= f g(u)du = I pour x X\ b.

OI‘, d TR

f g(W)du =GB +E) — G(e +E)

>
+5;

La somme 3 évaluer devient donc:

>_. G((ﬂ - C’f)(xi = x.‘*:) = .>_ G('x -+ E-‘)('ti e x:._])~
20. La fonction continue G (x) ¢tant intégrable au sens de Riemany, on a, sui-
vant le théoréme de la moyenne:

Btx;
ﬁ G(u)du =GB &)(x, — x,_ )

F.'( =1

avec

X, L8 L.
G(E’ + E.)(.\'; r x.:-l)

f G (W) d

Donc

differe de

d’une quantit¢ au plus égale i

|G (f E;) —.G (P - E:)i(‘. — Xi):

Or,
Gw+¢a—cw+wn:jf”wwu—8*"MMMc
avec §; < 1. i i
Donc :
G +E)(x, — %) = jﬂ G (u)du -+ 5w / TR

im1 i1

21. Soit p le plus grand des indices 7 tels que § - x, ; Za, et ¢ le plus petit
des indices ¢ tels que « - x, > b,

Alors si i £ p— 1,0onapourta <t < B &t <x,_ @ donck 4t <a
et g(5, 4+ 1) =o. De méme si i\ qg--1, ct si « «\! 7 + t > a4 x, . Donc
&, -t > b, et encore g(§, 1) = o.

Donc

stﬂ\%dﬁ—\Jziﬂ)0~MJ

Ct

56, D= 316G +8)— 66+ DG — 5.
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22, Or, on a:

L B+x, Btx
Z G —x_ )= f ! G(u)du -4 6" o f { lg ()| d u
7 .

;‘J+.1‘[,_i v

Px ab
= f 7G(u)du -3, m] lg(w)|du (053905 < 1),

daprés f -+ x,  <Ta. De méme:

L g Ak —4-x

> G+ E)(x, _x,.,l):/ "Glu)du 4 uj lg ()| d
P a

aAYECHO <

En retranchant ces deux relations, on trouve a:

1A idx, v b
j. s(g, H)dt ::/ !G(u.)dn - 231,1/ lg ()| d u

“q
avec 8 < 1.
Mais d'aprés b <o+ x <+ x,, dans lintervalle (2 +x , § 4 x), G(u).

est constante et ¢gale 4 [. Donc:
b 2 b
“) [ g(u)du - 230)'/ lo ()| du
Yva i

f (g, Dt = (p

avec o< 1. G QP D:

Toute fonction sommable est intégrable (B)).
v

23. Nous allons maintenant démontrer que la fonction f égale & « sur un en-
semble parfait P situé sur le segment ab et 4 o hors de cet ensemble est intégrable
(B,) et a pour intégrale la mesure de P.

La démonstration est enti¢rement, analogue 4 celle du n® 3 pour la définition (B).

Soient ¢ et d les extrémités de P, (¢ peut {tre en a et d en b, indépendamment
Pun de l'autre); u,, u,, ..., les intervalles contigus de P [tous intérieurs & cd], la
longueur # ne croissant jamais avec 7.
Soient, pour une valeur quelconque de f, g et r les deux entiers définis par
LYy Yooy L4 <y, Onad—c<y,—y,_,<8—c¢- 20,

(j'—]
$ (f: = ‘/\_f('ﬁ;)(.}'a T )'.:-1)'
0
Si nous distinguons, comme dans la dC-mont:Lmtion analogue relative 4 la  défini-

tion (B), (n 3), les segments (y, ,, y,) pour g =Zi 2 r en deux catégories 5, et o,
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les segments 4, ¢tant enticrement situés dans un intervalle contigu & P, et les scg-

ments o, contenant au moins un point de P, on a s(h, 1) £ D o 5

d—c< Do, +D5,=3—y,_,<d—c+20.
Soit u, le dernier des intervalles u,, u , ... supéricur 4 20.
On a:
ZO" > U, + u, + e + HP == zp('l.
; p
Yo, <d—c— ) u,42(p+ 1o
1
et, si [ est la mesure de P,

s(fy = 2.0, <I+4n, (o),

Donc

en posant:

S, 4 2(p + 1o = n,(v),

=1

.

1, (w) tend vers zéro avec o,
Soit s(f, £) =1 h(1), on a donc h(t) < =, (@), et dailleurs, daprés la for-
mule fondamentale (n° 17) (G = f est ici non négatif):

B
[ p)dt=(f—a -t 280)[ = (B —a)[> — 26

De cette inégalité et de la précédente h(t) <Z a, (w), on déduit comme au n® ;3
que l'ensemble H des points 4, vérifiant: [h(1)] > &, 2 <t < [ a une mesure tendant
vers zéro avec . Dlapres h(t) = s(f, £) — I, f est intégrable (B,) et son intégrale
(B,) est ¢gale & son intégrale besgienne.

24. La méme proposition est ¢videmment encore vraie pour une fonction f con-
stante et égale & k& sur une ensemble parfait et égale & zéro hors de cet ensemble.

Son intégrale (B,) est alors km, m ¢tant la mesure de 'ensemble parfait.

24 bis. P, P, ..., P, tant sur le segment @b des ensembles parfaits deux &
deux distincts, si f est constante sur chacun d’eux et nulle en dehors de leur réunion,
alors, d’aprés le principe du n® 12, f est intégrable (B,) et son intégrale (B)) entre
a et b est tgale & son intégrale (L).

25. [ ¢étant une fonction sommable, soit ¢ un nombre suptrieur i [ If(x)] d x.

Y a

Evaluons une limite supéricure de la mesure p. de Pensemble H formé des nom-

bres ¢ vérifiant les inégalités :
s(f, DI > Mp, & <t <f,

M est un nombre positif quelconque.

Rend., Cive. Mafem, Pﬂff""". 1. XLV (19“)'_ Smmpnn il 12 m"s-qi'] 1921, 3
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On a, f étant nulle hors de ab:

5Ch DL S0 — 1) = s(Uf 1)

Donc : . :
f,lf(f, f)lﬂ”éf s(lf], Hde

Suivant la formule fondamentale (17) la derniére intégrale est inférieure A

(Bt 3w)f F)dx < (B — a4 20)e.

‘! 3 . . 3 — 21t
Donc l'ensemble H ol [s(f, t)] > Mp, a une mesure inférieure 2 {;i;]——: -
A

26. Ayant érabli ces lemmes, passons maintenant & la démonstration que toute
fonction f(x) sommable sur un segment ab est intégrable (B,), avec égalité des inté-
grales (L) et (B,) sur ce segment.

Nous faisons donc f(x) = o, quand x est extérieur au segment ab.

Formons une progression arithmétique indéfinie dans les deux sens de raison po-
sitive A :

ooy —fd — (M —DA ..y —A 0 Mooy, (B—1)X # ....

L'ensemble E  des valeurs de x situées sur le segment ab et telles que
nd £ f<(n-1)2 ol n est positif, négatif ou nul, est mesurable, puisque la fonc-
tion [ est sommable.

Soit ¢, la mesure de E,.

Sur E, nous posons f— nx - A0 (x). On a:

0 Z0 (x) < 1.

Soit ¢, un nombre positif, dépendant de » et tel que la série (|| - 1)%re, ait

une somme inféricure 4 un nombre positif donné — .

-

On peut, dans E,, déterminer un ensemble parfait P, ,- dont la mesure differe de
celle de E, de moins de ¢, .

Les points de E étrangers & P, forment un ensemble O, .

Mais puisque sur E_, dong sur Q,, on a [f| < (|#| - 1), lintégrale sur Q, de
la fonction [f] est inféricure & (|n] < 1)2e, .

Donc lintégrale (L) de |f] sur la réunion des Q, de tout indice positif, négadf,

~

4
ou nul est inférieure 3 —
|

s

Puisque la fonction f est intégrable (L), il est possible, suivant LEBESGUE, en dé-
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signant par R, la réunion des ensembles Ey .+ E, ,+ -, et par Ry la réu-
nion des ensembles £y, -+ Ey,, + --- de choisir N, positif et si grand que

£
<

s+ [ fEldx < <
‘/R')\' 'fR N =

]

N peut se calculer connaissant % et .
Soit Q l'ensemble réunissant Ey, R, et les ensembles Q, d’indice compris en-
tre — N et ++ N inclusivement, (tous les autres Q, sont compris dans Ry et R ).

Alors
f[ﬂd.\' < e
Q

Le complémentaire de Q relativement au segment ab est ensemble parfait P
constitu¢ par la réunion des ensembles deux 4 deux distincts

) ) D )
Pu.\':‘ P—‘\'-H?"')]_l’ Pﬂ’ 1:!"‘111\'.,1? I;\"

27. Considérons deux fonctions auxiliaires,

1° la fonction g, égale & i) sur Pensemble parfait P,(—NZLiZLN) et ¢gale
A o sur Q.

2° la fonction b, définie par:

J(x) = 9x (%) + by (5).
On a:

(@) =/f sur Q, et §y(x)=n0(x) avec 0o LO(x) <1, sur P.

Si nous dppelons /, Iy et ]y respectivement les intégrales (L) sur le segment a b

des fonctions f, 9y, et ¥y, on a:

I=1y+Jy.

Mais:
£ [ @l = [ oy Gl
W (X ) AX = Oxd;\‘ dx =) c.
+ f sl Af}'l() + [ 1dx <2 — )+
Donc:
(1) I — Iy| <& ~+2(b— a).

D’autre part, l'inégalité

T (ldx <&+ 20— a)
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I

Ve Fi0—0)

et 4 p la valeur ¢ - A(b — @), cette conséquence que, si K, est 'ensemble des va-

entraine, suivant la formule du § 25, ot 'on donne 4 M la valeur

leurs des ¢ vérifiant 4 la fois

@) sy, D> VTG —a) e 2 <i<B

la mesure de K, est inférieure 3 (B — « 4 20) e - 2(b — a).
Or, @, étant constante sur U'ensemble parfait P, (— N L1 £ N) et nulle hors
de P, p, est intégrable (B,) sur ab et son intégrale (B,) est [y .

Done, quelques soient les deux nombres ¢ et ¢! positifs, donnés d’avance, il est

r

possible de trouver un nombre Q dépendant de ¢, ¢/ et N, ou (puisque N dépend

0

de % et de ), dépendant de ¢, ¢!, % et ¢, tel que Pensemble K, défini par 2 <t <,

Q

(3) . Is(oyns 1) — Iy > ¢,

a une mesure inférieure 4 £, quel que soit o inférieur 4 Q(e,, ¢, A, €).
Soit K la réunion des ensembles K, et K,. Alors, en tout point ¢tranger d K,
on a

1° sy, O L Ve 20 —a)

2% [s(pyy £) — 1| <&, -} & ++ k(b — a), cette derniére relation ¢tant obtenue en
combinant les relations (1) et (3).

Donc, puisque s(f, t) = s(py, 1) 4 s(¥y, 1), on a en tout point étranger & K

sCh ) — 11 L IsGns D 4 sCs ) — | < &g+ 2+ 20 — a) +-1e +-2(b — a).

28. Supposons o < Q(e,, €', X &). Alors la mesure de K est inférieure 3

& — a4 20) e 00 — @) e < 2(8 — D FAC— D)+,

sl en outre:
f —a

o < !

2

Si donc nous nous donnons deux nombres positifs €, et ¢,, et si nous choisissons

les nombres positifs ¢_, &, ¢ A tels que
1° z“—}—s-{-).(b—a)—{-]/é-{—l(b—a)<al
T 2(f — e F A0 — D) + 5 <,

L2

L 1 E‘ o '
nous pouvons calculer un nombre Q(s,, ¢,) an plus ¢gal a = [etd Q(e,, e, ) )]
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tel que, si o < Q(s,, ¢,), Pensemble |s(f, ) — 1| >c¢, a <t < ¥, a une mesure
inférieure 4 ¢_.

Donc la fonction sommable quelconque f est intégrable (B,) et son intégrale (B))
est ¢gale 4 son intégrale besgienne.

Seconde démonstration.

29. Nous allons donner une seconde démonstration de Iidentit¢ des intégrations
(L) et (B,) pour une fonction sommable, la nouvelle démonstration s’appliquant im-
médiatement & la fonction sommable la plus générale, sans que I'on ait besoin d’effec-
tuer sur celle-ci une décomposition préalable en fonctions plus simples.

Nous nous appuierons sur le théoréme fondamental da a2 M. LEBESGUE, que I'in-
tégrale (L) de f(x)dx entre a et x posstde f(x) pour dérivée en tout point de ab
saufl ¢éventuellement en un ensemble de mesure nulle.

Nous utilisons en outre cette propriété que si g(p) désigne le maximum' des inté-
grales (L) de

zéro avec p. °).

fld x sur tous les ensembles de mesure p situés sur ab, e (i) tend vers

X
Soit f(x) une fonction sommable, nulle hors de ab et soit F(x) = f(x)dx
i

Pintégrale (L) entre w et x. Si x Za, on a donc F(x)=o; si X\ b, on a:

- E(a) = / eyt

3o. Considérons l'ensemble (e, ®) des points x, tels que, si x vérifie les rela-

tions o < |x — x| < w, on a:

b

(1) -F(’? 2 f("“) =f(x)+¥s (7<)

0
Cette condition imposée 4 x, ¢quivaut & la suivante. Les rclations:
g o P A avec 0 x'—x<w entrainent:

GBI

x' —

) En eflet, si m, est la mesure de I'ensemble »n - 1 X|f] > n, et si =, +m, . 4.,
l’imégrnle de |f, d x sur tout ensemble de mesure inférieure ., estinférieure A (=D |-(n4-2)m, , ...
qui tend vers zéro quand » croit puisque la condition de sommabilité est précisément la convergence

de la série n m, .
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Appelons A Tensemble des points ol [’ (x) = f(x).

Entre a et b, H a pour mesure b — a; hors du segment ab, F &tant constant,
on s —fs=—=i0] |

Donc H_ comprend tous les points x << a4, x > b; de méme, H(c, w) comprend
tous les points x £ a — o, x X\ b+ .

Si, ¢ restant fixe, Q < Q_, tout point de H(s, Q) est dans H{(e, Q)), car si la
condition (1) est satisfaite pour @ = Q_, la condition (1) est 4 fortiori satisfaite pour
w = Q, . Donc, quand Q décroit, ¢ restant fixe, H (s, ) ne perd jamais de points.

Je dis que l'ensemble H(e) réunissant tous les H(s, Q) contient H,.

En effet, si en un point x,, la dérivée de F(x) existe et vaut f(x)), il existe un
nombre @ , dépendant de x, et de ¢ tel que, les conditions (1") sont vérifites
quand on y remplace » par & , x  par x,.

Dong, le complémentaire R(c) de H(c), form¢é par tous les points de I'axe des x
étrangers & H (2), est contenu dans le complémentaire R de A .

0

R, est situé sur le segment ab et est de mesure nulle. Il en est donc de méme
de R(e). - .

De méme que H(e) est la réunion de tous les H(z, Q), son complémentaire R (z)
est 'ensemble commun 3 tous les R(g, ), R(c, ) ¢étant Uensemble de tous les points
de P'axe des x Cttrangers 4 H(e, Q).

Comme R(z, Q) décroit en méme temps que Q, la mesure.de R(c) est la limite
de la mesure de R(e, Q). Donc si p.(s, Q) désigne la mesure® de R(e, Q), n(e, Q)
tend vers o avec €.

Soit ¢ la fonction égale & 1 sur Pensemble H(s, w) et 4 o sur R(s, w); de
méme soit & =1 — 7.

On a d =1 sur R(s, ) et ¥ = o hors de R(z, ).

31. Désignons, pour chaque valeur de 2, par A(f) la longueur totale des inter-
valles y;, — y,_, pour lesquels le point =n, appartient & 'ensemble R(s, o).

On a:
NOEDRTCHICIEEN)

' A/j),(t)df — ff}: ) — yis)-

La fonction & ¢tant sommable, on a, d’aprés la formule fondamentale (17) et
la remarque (18):

Formons

p b
f Z"!‘('ﬂ;)()’; —y, )dt = (fp — =z 23(-))f Y (u)du.

@

Mais § étant égal A 1 sur R(e, ) et 4 o ailleurs, son intégrale (L) est (e, ).
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Donc,

: _
f AHdt=(f — a4 200)p(s 0) < 2(f — @) (e, w)

—a
m<‘3——.

cn supposant tOUjOUI‘S
2

¢ nous est donné. Soit n, un second nombre
positif donné. ,

Choisissons le nombre @, tel que pour o < Q@ , v-(e, ©) <, . Q est une fonc-
tion de ¢ et de u,. Nous lerivons Q, = Q (5, 2,).

Nous supposons' désormais o < 2 . », étant un nombre positif- quelconque, cher-
chons la mesure p' = 1’ (e, n,, n,) de 'ensemble des valeurs de t, ol pour une sub-
“. e @ » ’
division (x;, &) donnée l'on a « <t < B, A() > n, +n,.

Puisque
f‘ AB)dt < 2B — 2)p(e, 0) < 2(B — a)n,,

si o < Q (g ), et que A(#) n'est jamais négatf, on a les inégalités suivantes :

e n) < [ A0 < 2@ —agn,.
Donc ’

r 2‘nl Al
p < m:(P — a),

Faisons 0, = ¥'n, — n_, m_ est positif en supposant n < 1.
2 1 1) 2 t ~
Alors l'ensemble K des valeurs de t, telles que o <t < B et M(1) > l’f‘ﬁ,', T,
mesure inférienre @ 2(p—a)yn, , pour o <2 (g, 1), valeur qui entraine (e, 0)<n,.
Nous supposons désormais ¢ étranger & K.
32. Nous avons, d’aprés o -4 = 1,

s(h =290 ()0 — yie) + 2 4G () 0y — ).

Considérons d’abord le premier terme du second membre.

Par définition de H(e, o), si x, est dans ce dernier ensemble, on a les rela-
tions (1),

Donc pour tous les points =, situés dans f (e, w) on a:

F(y)— E(y..) =)0 — yim) 82O — 3:2,)- (87 < 1),

Observons de plus, que si le segment (y, ,, y,) est sans points communs avec

“b, on a:

F(y)—FQi_,)=0  [(n) =0,

donc dans ce cas J, = o.
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Done, quelque soit =, situ¢ dans H(z, ©) ou non: ‘

2()[F () — FOi)l = 9 (0)f () (s — 3 D+ 92 e () (v — yis)-

Car, si =, est dans H(z, 0), ta(n) est ¢gal 4 1, et I'équation est identique i la i
relation ci- dcssus si n, est étranger & H(z, w), w(n,) est par définition égal & zéro.
On a donc toujours:

S o) ) — i) = 2 omIF() — FG)l — 28290 (i — 3.
D’autre part:

> o@)F(y) — FO)) = 2 [F) — FO.)) — 2 ¥ ()IF () — F(y,.)

Les termes F(y,) — F(y;_,) sont nuls, pour y, £ a et pour y, , b.
La premitre somme du second membre est donc

F()) — E(d) = [ ey i

Donc:
> e@)FO) = FO) =1 — 2 4)EG) — FGLL
Donc :
SU’ t) = I = ZS‘E?('!]_')()'l =T }'l-—l) — EJ?'(”-)[F(}'-) S I:()'I'—l)]
+ ‘>_1JfJ (T'u‘)f(ﬂa')(y —{ .}Il--l)'
33. Désignons par >, ML }__.} respectivement le second, le troisitme et le qua-
trieme terme du second membre de cette dernicre formule.
Quand le segment (y, ., y,) cst extérieur au segment ab, 8, = o, donc, d’aprés
p(r) L1, 2 Ble(n) (i — ¥in)

est inférieur a la somme des longueurs des segments (y,_,, ¥;) ayant au moins un

point commun avec le segment ab, donc:

[ e (om0 e (i

b — a
en supposant o < —— .
")

34. Evaluons ;
Zz == >__.'b () [FQ) — EGi))

F(y,) — F()"._I) e f” f(w)du.

On a:
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F(y) — F(y, )| £ f fw)|dn

1=

e Y
2L 24 [ I w)de

Yiy
Puisque ¥ (x) est nul sur H(e, ) et égal & 1 sur R(e, ®), les termes de la
derniere somme ne peuvent avoir une valeur différente de zéro, que si 7, est situd sur
R(s, »); la longueur totale des segments (y; ., y,) ol n, appartient A R(e, ©) est

par définition A (). '

Le second membre est 'intégrale flf(u)]du ¢tendue & un champ formé de seg-

ments (y,_,, y,), dont la longuecur totale est A(¢).

Or, ¢ ttant suppost tranger & K, on a A(f) £ {/a,. Dong, ]l[ est, pour ces

N 2] 1 '. .-u e ‘v ¥ - T, reH : 5 e e -
valeurs de ¢ inféricure ou ¢gale au maximum des intégrales f[/(n-)]d u ¢tendues aux
E

ensembles £ de longueur §/4,, maximum que nous avons désigné par e('n,), (29).
Ce nombre tend vers o avec 7, .
35. Considérons enfin Z;.
On a . a £\
12,1 £ 25 = 24 I0s — yi,):

La fonction f ¢tant sommable il en est de méme de ¢f, daprés ¥ = o ou 1.
Dong, suivant la formule fondamentale (17) et hypothése 20 < — 2,

2|

fp DAt L 2(f — oc)f Y () [f ()] d .

Y (u) est nul en dehors de R(z, w); si o < Q (5, 4,) la mesure de R(e, w) est in-
ferieure A 4, .

L’intégrale du second membre est donce inféricure ou égale & o(n)).

Donc :

Soit 1" la mesure de I'ensemble [ des valeurs de t comprises entre « et ¢
et oux
=4 Lt
.>_; > V?(“l)'
TRTN S : i
e Vo) < 2(6 — ) (),
p < 2(8 — o) Ve (n).

Rend. Cire. Mafem, Palermo, t. XLV (1921), — '."sl.un]».un il 13 maggio 1921, 4

On a:

done



26 Tord] - B0 KS,

36. Les ensembles K et J réumis ont une mesure totale au plus ¢gale a

2(¢ — «)[¥'n, + Vo(n)]):

En résumé si o < Q,(¢, 1), 20 < b —a, 20 < f — o et si }, compris entre
o et {, est étranger 4 J et 4 K, on a:

s(h =1 £ 120 +12 2e(b—a)+p(Va)+ Ve(n,) -

Supposons donnés deux nombres positifs quelconques ¢, et €, .

¢

Nous pouvons choisir & et =, tels que

7 2e(h — &) + o (V) + Vo) <,

et en méme temps :
2 2(8 — )1/, + 15 (a)) < ¢

e | . b — a {4 —
Désignons par 2(z,, ¢,) le plus petit des trois nombres —_ -

> (5"‘)1

alors linégalitt o< Q(z,, ¢,) entraine [s(f, 1) — I| < ¢, sauf t':\‘CIltllC“Cl]]Cﬂt pour des
valeurs de ¢ formant entre = et & un ensemble de mesure inféricure 4 ¢,.

La fonction f est donc intégrable (B,) et son intégrale est 1.

37. Nous avons vu (n° 14) que si ¢ est intégrable (B)), f et f 4o sont & la
fois intégrables (B,) ou non intégrables (B,), et dans le premier cas, la différence des
intégrales (B,) de f et de f - o est ¢gale a celle de . Cette méme proposition sera
en particulier exacte quand o sera sommable, puisqu’alors 5 cst intégr able (B)).

Plus spécialement, on ne modific ni Pexistence ou la non-cxistence i la valeur,

elle existe, de Vintégrale (B,) de f sur un segment ab, quand on modific indiffé-

remment f aux points d’un ensemble de mesure nulle.

Suites de subdivisions (y,, 7,)-

38. Soit f(x) une fonction sommable quelconque. Nous avons ¢tabli que la me-
sure de lensemble z <t < B, |s(f, £) — 1] > ¢ tend vers ztro, avee le pas » de la
subdivision quelque soit , positif, donné d’avance.

Donnons nous deux suites de nombres positifs ¢, et &) telles que 1° ¢ tend vers

1
zéro, quand n croit et 2° la serie ¢ est convergente, (p;n‘ exemple ¢ = ~-2). Alors
L " ’1

il est possible de trouver un nombre w, tel que, st o <o, Pensemble des valeurs
de t ot Pon a —n <t < m, |s(f, 1) — I| > ¢, a une mesure inféricure & &.
Pour chaque valeur de #, choisissons indifféremment une subdivision particulicre
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quelconque D, indéfinie dans les deux sens et de pas inférieur 4 w,. Appelons s, (f, 1)
la somme s(f, f) correspondant 4 la subdivision D, . Alors la mesure de I'ensemble
E ol I'on a:
—n < 1 < n, ls,(fy ) =1 > ¢,

est inférieure 4 € .

Je dis que s5,(f, 1) tend vers I quand # croit, quelque soit t, sauf peut-étre pour
des valeurs de # formant un ensemble de mesure nulle.

En effet, si t appartient & un nombre limité d’ensembles E,, soit p le plus grand
des indices de ces ensembles. Alors quelque soit # supérieur i petd | on a:

|S-|U! i) o ” é E".

Donc s, (f, #) tend vers , quand # croit. C'est donc” dans le seul cas ou ! appar-
tient 4 une infinit¢ d’ensembles £, que s, (f, £) peut ne pas tendre vers /.
Mais dans ce cas, ¢ appartient quelque soit py & lensemble HP formé par |
nion de £, E
3 { S et JE L r T ’ l . 1 y y
Or, la série &/ ¢tant convergente, a mesure de H est au plus égale 4 Er+5;w- -
et tend vers z¢ro, quand p croit indéfiniment.
2 " e . { -4 \ a .
Donc I'ensemble £ des ‘points ¢ ol s,(f, t) ne tend pas vers I quand # croit est
contenu dans un ensemble Hr’ dont la mesure est aussi petite que l'on veut, Done /&

a réu-

pard tree

est de mesure nulle. Nous aboutissons donc au théoréme suivant qui contient plusicurs
des résultats de M. Hann [Sitz. Ber. der Wicner Ak. der Wiss.,, Math. N
Bd. 123, IIY, 1, 1914):

:‘ ' i . » C . ’ » L# » oyt 0

Etant donnde une fonction sommable f(x) nulle hors de Uintervalle a, b, et dont
e ’ . . ’ .
Vintégrale besgienne entre a et b est 1, il est possible de déterminer une suite de nombres
Positifs: o 5 0,y .oy o .. tendant vers 3éro, lels que, si D, ou (x5, ") est une
subdivision quelconque de Uaxe réel, indéfinie dans les deux sens ot de pas inférienr 4
W,y si de plus

at. Klasse,

"

X
s(h D= SIe00:— ),

avec yi = x|~} t, 0 = &} - 1, la fonction s,(f, t) de la variable t, tend vers | quand

n croit, sauf dventuellement pour certaines valeurs de t Jormant un ensemble de mesure

nulle.

Ce dernier ensemble E dépend du choix de la suite des subdivisions D, mais
quelque soit le choix fait, pourvu que le pas de D soit inféricur 4 o, la mesure de
E est zéro.

Il est peu probable que la suite D, puisse itre fixée indépendante de f (par exem-

~ i

ple en posant Al =5 = ————, les p, ttant des entiers suptrieurs & 1), de ma-

S N
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niére que, pour toute fonction f sommable, s, (f, t) tende vers I, sauf pour des va-
leurs de ¢t formant un ensemble de mesure nulle.
39. Si on a une infinité dénombrable de fonctions sommables f, ..., f, -y [,

dlant nulle bhors d’un intervalle (a,, b,) (on pourrait méme s'offranchir de cette re-
=+ o0

striction, pourva que f |frldx fac fini) et ayant pour intégrale I enire a, el b,, on
—_—r

détermine pour f, une suite décroissante et positive of, of, ..., of, ..., analogue
s

i la suitc » relative 4 f. Soit @, le plus petit des nombres ©,, o}, ..., o, et D,

une subdivision quelconque de pas inférieur a Q. Alors, quelque soit t, étranger a

certain ensemble de mesure nulle, la fonction de t,

0 D= D £, (s — yi,)

tend, quand n croit, vers I ,y pour chaque valenr de Uentier p, indépendant de n et de t.

Application aux séries trigonométriques.

40. Soit une série trigonométrique partout convergente
JO) = a A, A A, A A

avec A = a, cosnl - b, sinnl.
Supposons que la fonction f(0) soit sommable.
M. pe 1a Varute Poussiy a montré que dans ce cas on a:
I

a = -

0 3

T

f()do,

Pintégrale étant prise au sens de M. LepesGue 7).
Nous allons appliquer 4 la fonction f(0) la méthode d’intégration (B)).
Appelons f,(0) la fonction &gale & f si 0 £0 <27, ct nulle pour 0 <o et
b 27

Nous avons

g, = f f(0)do.

Quelle que soit la subdivision x; de pas inferieur & o, il résulte du théorétme de

7) M. Dexjoy, vient de déterminer une nouvelle méthode d’intégration permettant de calculer:

les coéfficients de la strie trigonométrique convergente la plus générale dont la somme est connue,
(Comptes rendus hebdomadaires des séances de I'Académie des Sciences, Mars, Avril, Mai 1921).
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M. pe ta Vaurte Poussiv et de la propriéee fondamentale de Pintégrale (B,) que,
sous les conditions et notations :

o <lx —x,_ <0, lim x;, = oo, lim x, = — oo,

j=00 I

™ WX ¥ =X —+ ¢ N, = E,— -}~ ¢, 0 é.‘ni <D TS
s(fy D=2 f,() (s — 3,

=
L

et quels que soient les nombres 2, B, ¢ fixes, le dernier aussi petit qu’on le veut, I'en-
semble des valeurs de ¢ vérifiant & <t <8 et |s(f,, 1)

— 2®a,| > &, a pour mesure
un nombre tendant vers zéro avec .
27 T
. [
; = —1, de pas égal § =—.
n n

41. Appliquons ce résultat 4 la subdivision x;

JYe

On a alors

455

2Ttz 247
s(fiy = n o= ‘(_ 51'_'_{—!) :

-

2%
s(f,, 1) est ¢videmment périodique en ¢ et de période =

Mais comme la fonction f a la période 2=, on a quelque soit ¢:

(s t)=','f">.—.lf( R ')
=22[10 + /(1 + 2

) 1 ---+f(:-|-”:‘-:r.)].

42. Donc, la mesure de ensemble E défini par o <t <8,

L R B

tend vers zéro, quand n croit, quelques soient «, B, ¢ indépendants de n.

Nous remarquons que, si la fonction f est intégrable au sens de Rirmany, ou
intégrable (R) il est possible de trouver un nombre N dépendant de e, mais non de
4, et tel que l'on a pour # > N, quelque soit f,

—e<a— 2 [fO+(1457) + o (T ) ] <

ta

T : 2T
En effet, le membre intermédiaire étant périodique en ¢ et de période ==, on
n

—
21!-

peut supposer o £ ! <

Or, d’aprés la mndmon d'intégrabilit¢ (R), quelques soient ¢, ¢, ..., t satis-

L]
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: e 27
faisant aux conditions o 2 ¢, <7 ==, la somme
= n

E:uj[f(il) —|—f(i2 —f—%;) A 5 —l—f(t,, - ”___12:)]

tend vers

f' F(9)d0 = 274, .

Dong, si f est intégrable (R), I'ensemble E cesse dexister & partir d’une valeur

N de n.

Si f est seulement intégrable (L), la mesure de E tend vers zéro, quand # croit.
43. On peut encore présenter autrement ce résultat, en utilisant le développement

de f(0).
En effet,

JO+(+5) + - (1 2x)
=na,~nd fnd, + ... nd, A -

O () (4 ) ] -
— AR AN g e

Donc, quelques soient ¢ et ¢, positifs donnés d'avance, (nous faisons z = o,
f = 2%), il est possible de trouver un nombre N(z,, ¢,) tel que pour n > N, I'en-
semble des valeurs de ¢, pour lesquelles 0 £t < 27 et

Flymp b R e b S s

a une mesure infcricure 4 e, .

D’oll

L’intégrabilité (0)) plus générale que la sommabilité.

44. Nous avons montré que la définition (B)) de l'intégrale est an moins aussi
générale que celle e M. Lesescue; nous allons prouver qu'elle permet d’intégrer cer-
taines fonctions non-sommables, (et non-totalisables).

Si [ est une fonction impaire, intégrable (B,), on aura

I:“j'(x)dx =
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dapres la formule du changement de la variable d’intégration x ‘en — x (n’ 16) et

la convention du n° 14.
En effet

./_‘:af(XDdx = — _+_:d,f‘(‘— X)ax— k[:"f(-— x)dx = — f:df(x)d )
(n” 16) (0° 14)

Dong, si une fonction impaire est intégrable (B)), son intégrale (B,) entre deux
limites oppostes ne peut étre que zéro.

Nous allons montrer, qu’il existe des fonctions impaires, intégrables (B,) et non
sommables.

45. Soit f(x) une fonction dtfinie dans un intervalle (—a, @) (a > o), et

1° impaire [en particulier f(0) = o]

2° décroissante dans chacun des intervalles (— a, o) et (o, a),

3¢ telle que xf(x) = @(x), fonction positive et paire, soit bornde dans Uintervalle
(— a, a), nulle et continue pour x = o.

La fonction f(x) est intégrable au sens de Riemann dans tout segment ne con- .

v—={ i
tenant pas Porigine. Supposons-la non-sommable (alors ni | f(x)dx, ni [lf(x)dx
—i WV E
ne tendent vers des limites, quand ¢ positif tend vers o).
Nous allons montrer que f est intégrable (B)) dans Uintervalle (— a, a). Son in-
tégrale (B,) est alors nécessairement zéro, comme nous venons de le montrer,
46. Il n’est pas moins général de supposer que la fonction f est égale 4 o pour
X =g ¢t pour x — — /.
En effet, si une fonction ¢ est sommable, f et f-~4 sont ou non en méme

temps intégrables (B,), (n° 37).

Si Y(x)dx = o les int¢grales (B) des deux fonctions f et f- ¢ entre
Joa
— a et -}~ a sont ¢gales.

Posons & = — f(— a) pour x <o, et Y = — f(a) pour x> o0, ¥(0) = o.
[+ & devient une nouvelle fonction f, remplissant toutes les conditions imposées A f.
De plus f.(a)=o, f,(— a) =o.

Enfin f et f, sont en méme temps intégrable (B,) ou non, et dans le premier
Cas leurs intégrales (B,) sont {gales.

Supposons donc désormais f(x) = 0 pour x £ —a et x X\ a.

47 Soit (x,, 2,) une subdivision ind¢finic dans les deux sens et w un nombre
A0 moins égal au pas supposé fini des x,.

A {&ant un nombre positify, trés grand, nous formons les intervalles suivants :
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1° autour de chaque pomt x; un intervalle (x}, x}), ayant pour milieu x, ct dont
X, — X, X, — X,

la demi-longueur est le plus grand des deux nombres = S TC '*‘A ,
2° autour de chaque point £; un intervalle (£, £!) ayant pour milien %, et dont
A X, — x,
la demi-longueur vaut bt

: L 30 o . G " [ Hhre 7 i)
Il est 4 remarquer quil peut se faire que x' <7 x!' et, de méme, que x| << x|
(bien entendu ces deux inégalités ne peavent pas étre vérifices en méme temps). Si
nL o 7 L= = o o A - " ; . -1 "
x; < x;_, on a nCcessairement X, —x, , > (x;, —x,_)(1 4 4). Si x} <x/_, on
Lon Irerme - 4 o o
a nécessairement (x, — x,_ )(1 -+ 4) < X, — X

Mais on a toujours

Posons

)'i:x.‘_}‘t: “;:E._}"
=
W= =

g

t doit rester compris entre « et {.
Nous excluons de Uintervalle .3 les valeurs de t, pour lesquelles le point o est dans

Pun aw moins des intervalles (y}, J',-) o (n}y n;), cest & dire les valeurs de ¢ pour

lesquelles existe au moins une valeur de i vérifiant, soit
y; << o <y, donc v <t < — xi,
n, < o</, donc — 5 <t << —

48. Quelle est la longuenr totale des intervalles formés par les valeurs exclues de

Il

t

[I

soit

t, et que nous appellerons intervalles ¢ exclus 2 Ces intervalles sont :

1° les parties communes 4 Pintervalle «f et aux intervalles (— x!', — x7),

2° les parties communes 4 Uintervalle £ ct aux intervalles (— 5/, — Z').
Considérons d’abord les premicres.

b ? 1 ....]I. Tt o E L oY ‘ Irtie ¢ AV J 10
Pourqu’un intervalle (— x, X}) ait une partic commune avec af, ou bien

qu’un intervalle (x!, x)") ait une partic commune avec lintervalle (— f, — 2) il faut
3 . s ih) ey

que l'on ait d°la fois %) > — f et x; < — «.
Soient r et s respectivement le plus petit et le plus grand indices des intervalles

(x;, x') empiétant sur (— f, — 2).

On a: — B <« et x £ — [ quelque soit 'entier p positif, et de méme
X <Si— ahetix L N .

Il n'est pas nécessaire que tous les intervalles (x!, ') d’indice 1 tel que r< i <5
] i} i ~

empietent sur (— £, — a).
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Mais il est sir que la contribution des intervalles (x!, x!') dans la longueur totale
des intervalles-t exclus de «, { est inférieure ou au plus ¢gale a la longueur totale
des intervalles d’indice ¢ tel que r <1 <[s, augmentée de partic de (— &, xLet
(x!, — «), ces dernitres longucurs ¢tant d’ailleurs chacune inférieure & -2—(3.

L]
Pour calculer la contribution des intervalles pour lesquels r << i <, nous écrivons:

’ o= X —
A a i =1 i1
X, — X 222 : + 2 e

Donc:

" 2
IsJ' 3 ") 4 't-‘—l o xr + s x; o '\.r‘—#—l — .\... — “\', [“ T —‘4
m(-\i '_'}',- <-' 44 - /‘1 \‘}__A_<4-7ﬁ'_d'**m-

Donc les intervalles (x;, x') donnent dans la longueur totale des intervalles-t exclus
de «, { une contribution inférieure i

Considérons les intervalles-# exclus provenant des &
Puisqu'on a x!' £ —@, et que &' L x" ,onat’ ~ —8

1 - § L= .

D’autre part, puisque x] > —a et que g/ N x! ) on a & N —a Les
] e i) 1] e rr 1 5 e S rerat |
intervalles (5,_,, &7 ) et (5,,, &,,) sont donc extérieurs & (— P, — ).

-
’il

Donc les intervalles (3], ;) donnent dans la longueur totale des intervalles-t exclus
de «, § une contribution inféricure &

2E—E <2 BT e = p R S
” r
2
. f—a
i e s )
A 1’1 41 JI I n‘-l i

La longueur totale des intervalles-t exclus est donc inférieure &

20
B—a = ,
A w [—a 2o 8o
R e N

3 [ — a
Si nous supposons donc @ <Z g ¢ A>>2, la longueur totale des intervalles-

p—« :
exclus est inféricure 4 8™ i Nous désignerons par K Pensemble de ces valeurs

A

de t exclues.

Rend. Cireo Matem. Palermo, t. XLV (1921). — Stampato il 13 maggio 1921,
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49. Supposant que ¢ a une valeur non-exclue, donc étrangére 4 K nous allons
considérer diverses especes de termes de

S(f: t)— f(n )(}’x—_-yl l)

® Le point zéro nc coincide avec aucun point y,; donc il y a un entier p défini
par Ies conditions e SO
Considérons le terme d’indice p:

: f(-ﬁp)(yp . .)'p—1)'

f)W, —9,) = ?(}’)()P —y);

Le point zéro ne tombe pas dans lintervalle (a;, w}), sinon la présente valeur
de ¢ aurait ¢été exclue, donc:

On a:

" r

N ) =
; P Fpes P p=ak
e

-

Or, par hypothese ¢ (x) tend vers zéro quand x tend vers zéro.

Soit 0(w) le maximun de (x), quand x satisfait 4 la condition |x| < w; [0(w)
tend vers zéro, avec o).

On a: ' .
(1) f('nr) (y!. 5 ) =13' A0(w) avec 5:)2 <314

Par constéquent, 4 ¢étant indépendant de w, le terme d’indice p tend vers o
avec .

2° Quelque soit i différent de p, puisque la fonction f est décroissante autour de
tout point distinct de l'origine et que zéro cst extéricur au segment (y;_,, y,) on a:

O — 2i2) <00 — i) <SG O — iz

De méme: |
f(,)'i)(yl M yl—-t) < f f(.\')d.\' <f(.)'|~|)()'i T .)'i—l)'
Donc: o

Fr)0i=3) — [ 1 =800 —S0M0 —x) e ¥ <o

i peut avoir toutes les valeurs entitres exceptée p.
On a donc:

g Ef(n.)()-',- — ) = f‘P_'j(.\‘)n'x
) s
( ;U()-)_f() )G — i) avec e e,
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3 @)= ) — [ Gy
= ¥p

(7 =z
”;: [fGi) —fO210: — 3:),  avee 3" < 1.

)

td

I

En ajoutant les relations (1), (2), et (3), nous obtenons:

s ng(n ) — 92 f f(,x)dx—ff(:.)d.x
=890 F AT O 0016, -

avec 8 < 1, et en désignant par Z' une somme ol manque uniquement le terme
cmrcspondmt e ==
50. Considérons d’abord les deux intégrales figurant dans la relation (4).
Changeons dans la premiére la variable x en-x; 3 f(x) ttant une fonction impaire,

o I ’ () dx— j:‘j‘(.\-)ff_v _—../ ’ f()dx.

=Yp -1

il vient:

Les deux limites positives — Ypr CLY, de Pintégrale étant une et Pautre infé-
rieures 4 @, on a g(x) < 0 (o) dlns tout Pintervalle (— Vi \p), on peut donc

éerire

—¥p—1

f(x)dx

' :’( )n'x < (J((,,)‘f thl U(M)“g. Y,
" —-1!. 1 S——— },r_'
Posons:

___y'"__ —

Y ey

EJ. '

Nous avons:

Mol i), =K
I p .’.—5,-.>

sinon le point zéro dont la distance A Y, est Evidemment y, serait dans lintervalle
4
'I' i
(Jfl )I')'

De méme,

o—y =
IJ.—’-— 1 =')’___J’|-'r -~ < 4,
p1

. . ' ' v < ' "
sinon le point zéro serait dans l'intervalle ()'P_,, yP_,).
Dot :
I
plAd—1 et G < Ad—1.
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Donc,

g

4 \<lg(A — )
—yp—:w
et

o+ f(x)dx = 8"0(w)lg (4 — 1) avec WY i

= p—1

51. En résumé:
0 D= S0 = 30) = 0@ (A — 1)+ B, A0 ()
| + 3 3 (i) — 10 = 91
ou cnfin, en remarquant que log (4 — 1) <C 4 ct en posant:

u(t) = Z’ [f)’.‘-.) _—f()'i)](yi = }',—,,), (i - p)a Is (f, t)] <2 AO(“’) aF U(I)

f —a

On suppose ¢ situé hors de I'ensemble K exclu, de mesure inféricure & 8

52. Ltudions maintenant la somme U(D).

u, () = (i) — SO0 — 3

Posons

on a:
U= z'”.-(’)-

Formons :

J= [Uad,

E lant le complémentaire de K par rapport 4 {4, donc lintervalle a, { diminué¢ des
. . " N 14 [N p 2 : g =
intervalles — x7 <t<{— %}, —5; <t <—-Ej. Cherchons la contribution du terme u, (1)
dans cette intégrale J.

Cette contribution est Uintégrale [, = [ u,()dt, le long d’un champ E; consti-
o E;
tué par E, d'ott Pon retranche les valeurs de # pour lesquelles (1) ne figure pas

dans U(t), c’est & dire pour lesquelles

Yo KO Yyy . ou L — X E — X
On a
= Il

53. Comme n, (1) est positif, quand ztro n’est pas compris entre y, , et y,, et a
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fortmrt, quand # est extérieur 3 lmtcrmlle ( X'y —al ), on a:

i </:x£ u (Ndt 4 ./_ci u, (Hdt.
Or, i
u () = (x; — x;_,)[f()'.-_l) =61k
¥ =X 4, Y + 2

Un caleul trés simple, fondé sur des changements de variables évidents et sur

Pidentit¢ f(— u) = — f(u), nous donne :

avec

Ji < (x, —> -—u)f (u)du + (x =) [ j(,,),f,,

Ces deux dernitres iutégmlcs sont positives, d’aprés o < :\':.' =X e
olx ,—x_, <x —x_.

54. Pour limiter supricurement ces deux intégrales, nous utilisons la remarque
suivante :

U (x) dtant une fonction définie pour o << x < a, nulle et amnnm a lorigine, som-

mable dans tout intervalle (2, a), si « esl positif,l’ m!.gruhh:/ e )___ tend vers zéro

v

avec o, si Fon suppose v <8 < y(1 4 A) et 0 < S — v <0, 4 dtant un nombre
indépendant de o et de ¥.

En effet, d’aprés hm Y(x) = o (x > 0), quelque soit = positit donné  d’avance,

hous pouvons trouver un nombre positif 4 dépendant de ¢ et de A [n =n( 4)]
tel que, si 0 << x < (e, ), on a

I"’(x)l ]l“(I I— 1)
Alors,

®Sid < (e 4), ona:

B
ff Ok <gaEHET <"

1
2° Si 8 > (e, A), ot > - ‘}_ 7 la fonction f b (x )( g g (1) étant con-

tinye par rapport & u sur le segment de 0 (s, A4) A a, il est pmslblc, puisque la con-
tinuité sur un segment est umlmmc, de définir un nombre Q; dépendant uniquement

de ¢ ¢t de _n____ (donc de ¢ et de A) et tel que, sous les conditions -
I

—]—A
€ 0o <3 — y <0 on ait:

g (@) — gyl <
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Or, A
HORFIOR RTOLS

Ceci montre que les conditions y <8 < y(1 4 4), 0 << & — y << Q (¢, 4) en-

trainent ; ;
Nyt
JRICk

55. Je dis que, en vertu de cette propriété, il existe un nombre Q (z, A) tel que
si o < Q, toute intégrale

x:’—.‘tz-_l xl--—:\':_:l
f f(u)du et f S(u)du
4] I
xi—x; X

1 -1 —

<748,

est inférieure 4 =,

™ "

En effet, si nous posons dans le premier cas y ==x) — x,, d = —x
et dans le second cas y = x,_

i—11)

, — X_,, 8 =x,—x!_,, nous avons dans les deux

N 5
cas 0 <y <8 8 —y<<weten outreiT<I-]—/1.

Nous sommes dans les conditions du n°® 54, en posant ¢ (#) = uf(u) = o («).

Soit Q (5, 4) le nombre désigné ci-dessus par Q (g, 4) et correspondant & l'ac-
ception ¢ (#) de la fonction 4 («). On a donc, quel que soit i, J! < 2¢e(x, —x, ),
pour o < Q.

Dlailleurs, si le segment (y;_,, y,) est, quelque soit ¢ compris entre z et §, exté-
rieur au segment (— a, a), on a u,(#) = o, donc en ce cas

If-= [ u.()dt = o.
[ LI

o
Donc » J, se réduit 4 la somme des J; correspondant aux indices i telsque, pour
—0

au moins une valeur de ¢ comprise entre « et P, on ait & la fois —a <y et
¥, < 4.

Il faut donc, dapres y, < P x; et y, , > o+ x_, que —a<f 4 x, et
a>a-4x,_,oudlafoisx  <a—aetx,>— ()
La plus grande valeur p des indices i est telle que x,  <Za —a 2 X,

Leur plus petite valeur ¢ remplit les conditions x, > — (a - £) > XLy
En somme, /;=o0 pour i>p et pouri<lq, et [,<l2¢e(x,—x, ), si pLi Ly,

w < Q. Donc:
J = }_:]. <3 .’.’.E:(.‘l‘r 5 xq-—l)'
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Ol‘ d JPTLS X, —X, <c), x,—X <m ona xp-—-\ e _;z+l4_x_[_q(.,< ((;_1_ 7),
£ —a
T .

dapres o <

En résumé, si o << Q (¢, 4) on a:

Ji= [U(I)rl! < 4s(a 4§ — a).

56. Soit I' Pensemble des points de E on Ui > ve.
Alors si p est la mesure de Iy U(f) n’btant jamais négatif, on a

L < 4V e(a 4 B — ).

On a dong, sur Pintervalle 2 , U() Z 1= en dehors d’un ensemble 77 de va-
leurs de t, réunissant les mu.rvallcq K et lulsunbh. &

57. La mesure de [ est inférieure 4 8 5J;a +4Ve(a+4p—a)si 0 <Q (s, A).
D'autre part on a toujours (51) sur £ (complémentaire de K par rapport 4 af):
sy DI <240(0) + U(),

50y D] < 2 40(0) + V.

Cela ¢tant, donnons-nous deux nombres  positifs quelconques & et ¢ . Nous

donc, sur H :

choisirons w,, ¢ et 4, fonctions de ¢, et ¢, tels que
0 2 40(w,) 1 <,
P —a —
29 8";1‘ + 4Vs(a+p —a) <e,.

A iy = e
Par exemple, nous prenons & inféricur au plus petit des deux nombres — et
|

166 =) 3

\(r‘r—]—- “ = ..Q.{.)., A supérieur '1 y Puis @, assez petit pour que O0(w,) < —=, A
— 9
Alors Q (g, A) se calcule & laide dl. g, et de g, (54), de méme que » . Nous dosi.
1 2 ] (4]
3 — &
8nons par w(z,, £,) le plus petit des nombres Lﬂg_a 2

L

Q.

o) 1

Cela post, I'ensemble des valeurs de ¢ vérifiant [s(f, )] > €, avec & <t < B a
Une mesure inféricure 4 ¢, quand ® est inférieur 4 (55 ¢).
1 - ” "y . -
Donc la function f est intégrable (B,) sur Pintervalle (—a, a) et son intégrale

(B ) est o.



40 T. J. BOKS.

Fonctions totalisables, mais non intégrables (B)).

58. Les conditions que f(x) soit impaire et que xf(x) soit continu et nul & Pori-

gine suffisent-elles pour que f(x) soit intégrable (B,)?
Nous allons voir qu’il n’en est rien en donnant un exemple d’une fonction satis-

faisant aux deux premitres conditions, intégrable méme au sens habituel entre — @
ct @, mais non intégrable (B,). 4 fortiori cette fonction est non sommable sur le

méme champ.

; o(x e . o ; :
59. Soit f (x) = () une fonction remplissant les conditions de I'¢tude préce-
X

dente, o(x) définie de — @ & +-a, est paire, continue et nulle & Torigine, f,(x) est
décroissante dans tout intervalle ne contenant pas Porigine, mais w’est pas sommable
sur le segment (—a, @). Enfin nous supposons f,(x) nul hors de l'intervalle (—a, ).

Nous pouvons déterminer de proche en proche une suite de nombres décroissants,

positifs, @ = a,, a,, ..., 4,, ... tels que, si Pon posc:

(1) u, = [ f.)dx,

U |

un \’) n (”n—l _I- ”'Iu--x -}— hi + ”»‘).

on ait

En effet, soit @, quelconque, inféricur a a , et

L
j Ifu(.'c)dx = (M
g3
D'apres f,(x) > f,(a) pour 0 > x > a, on a u, > o. Puisque

[ UF () dx

croit indéfiniment quand ¢ tend vers zéro par valeurs positives, (f, est non sommable

par hypothése il est possible de choisir a; tel que

fﬂ:fo(x)dx = u, > 2u,.

De méme, ayant défini a,, @, ..., a,, DOUS pouvons trouver un nombre positif
e ]

a tel que

"1

T @ dx =, > n(, At e ),

ia "t
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it

puisque le premier membre croit indéfiniment quand @, tend vers z¢ro, n étant in-

variable. Il est ais¢ de voir que - croit indéfiniment avec .

ne-1

a!ll
”-J :f fo(x)dx
L st . L
Croit mdt‘hnlmcnt, d,ﬂprCS

Wy > L (Hu—l: + L + s + ”l) > " u'l €t ", > 0.

Or, d'aprés lim xf, (x) = o, u, est égal &
X=0

En effet,

nodx
sn T )
LS 3
| 4 Leip R Ay +Y - F—— - o -
¢, ¢tant inférieur au maximum de 9(x) = xf, (x) entre R ete s
a a "
Donc #, = ¢ lg —, donc — = 4 avec 4 = —n ,
" (1 (z n "
=1 LIS | "
a, ST N
Donc -~ croit indéfiniment avec .
net-1
6o. Soit f(x) une fonction impaire, telle que, pour Bl T

fx)=f,(x)sin(b,x - );

alors, pour —a, < x £ —a,,  , on a

f(x) =f,(x)sin(— b x ).

Nous prendrons b, entier et tel que, quand # croit
o

1° a, b tend vers zéro, 2° a b croit indétiniment.

LU |

Plus précisment, nous choisissons & égal & la valeur entiére 4 une unité pres

/w(a,, ) i
par excés de Vel ""). b, croit indéfiniment, d’aprés
r a
LEER |

L/f:" (‘_’nw) — = f(a,..),

R T ~
A ,I;/?_(.‘fﬂ,uw)j

a

41

¢t le rapport de b, tend donc vers 1.

Alors la premiére condition :

lima,, b, = o

=] L}
. . . . AT L . ) 1 i ;
est évidemment remplie, puisque ¢(x) tend vers zéro, quand x tend vers zéro.
Je dis que la seconde condition peut aussi ¢tre remplie, en imposant & la suite
a,  une nouvelle condition.

Rend. Cire. Matem. Palermo, t. XLV (1921). — Stamparo il 14 maggio 1921 6
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En effet, a, a,, ..., a, ttant supposés choisis, la relation (1) ne limite a,  que
dans le sens de la croissance. Nous pouvons donc prendre a_
< a:. Alors on a:

, assez petit pour que

au-&- 1

aﬂ» b!l é ‘Irl V? (a"+l) = a” K ]J/? Sza’ll‘ ’) > I{f‘m,

a1:+1 Vaﬂ+1 n-+1
qui croit indéfiniment avec .
61. Considérons la subdivision

: r
e e e ’

et formons la somme

s D=3 )0 — v Y =& by, =%+ 1)

~. Len-
[’H

semble [s(f, )] = 1 que nous allons ¢tudier possédera la méme période. La mesure

2-—

Il est évident que s(f, #) est une fonction périodique de ¢ de période

- -
"

t, de cet ensemble E sur une partic quelconque « — -~ £t < o -} T de P'axe

b

"

"
réel sera indépendante de a. p. sera le quotient par b de la mesure v de E dans le
champ o 2t < 2.
< ;

. ¥ )
Inversement, si l'on pose t = a - 5o e — % Z 0 < =, les valeurs de 0 for-

"

ment un ensemble dont la mesure est indépendante de « et vaut b, donc p.
Ainsi la mesure de Pensemble |s(f, 8)] > 1, 0 £t < 2% est égale A la mesure

de P'ensemble des nombres 0, tels que [s(f, )] > 1, t = ,.10_, ~rL0<m
) LN <

Cherchons la mesure de cet ensemble de valeurs de 6,

62. Les n, se divisent en trois groupes caractérisés par les conditions respectives
i > 0 it < a ‘ o L
sumvantes I ”"*,1 . 'r‘; < ”nll’ 2 1 “:/:‘ |n|I e~ ”u! 3 d‘n ‘;/_: Ini|' .
Ftudions successivement ces trois cas.

1° Cherchons la mesure des valeurs de 0 pour lesquelles

== an+l < .'ni <‘aud'|'

D’apres
- 217%
vy PaE— —bt;__
ct
t g
LT
on a:

217 U/
i ﬂ“ +1 < gib“A + _b? < avnl'l




SUR LES RAPPORTS ENTRE LES METHODES D'INTEGRATION DE RIEMANN ET DE LEBESGUE. 43

ou

— al?-i-l[’l? < Zt-': + O < a!ﬁ+ b
Or, quand # croit indéfiniment, a,, b, tend vers o, donc & partic de la valeur
N de n telle que ay., by <=, 1 ne peut avoir que la valeur z¢ro, puisque 0 est

compris entre — % et 7.
Le premier cas est donc réalisé uniquement par 7, et sous la condition

n+: < 0 < [Z “ 3
Donc la mesure de I'ensemble des valeurs de 0 pour lesquelles un des n; tombe
dans Pintervalle (—a,,,, a,,) est inférieure & 24, b & partir de la valeur N de ».

2° Considérons les #, tels que a,,, £ |n| <a,.

D’abord nous formons la somme X f(n,)(y; — y,_,) relative aux indices i tels
T = - a Iy \—
que g, < a,. Nous désignons cette somme par > .

Nous trouvons

>SN —yi) =% -2 (n) = ",".\_J(.(n)sm(f’.;n +a,)
= -};’3 sin (0 4 2,) 2,/,(n)

d'ﬂpn’;s

Or, si I'entier s est tel que
27(s + 1)
b,

25T
ou: + ‘,}__ < H" é ”"” +

% EoR S o > - 4
Nous avons d’une part, la fonction f,(x) ¢tant décroissante pour x > 0:

3, [J..(ﬂ,,‘.)—Ho( R R A ""+2’:")]q '
> [ 1o = 0,5 3 [+ 30) oo (4 5]

b

|

(e 22) s A ) ]S T

> 27T (4 350) o (ot )

X ‘ ey 4 | $eglSey § - ls
Puisque dans chacun des intervalles (acerus de leur extrémité gauche) séparés par les
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points
27

! 275 I
Byt 1 9 (L + _5_’ caey A4 + b 3 a, .., + —(—bi—)

n "

Bl
]
[
A

existe un point #, et un seul
Donc

27

T2 Sy =148, (a,) avee B <y,
= u, |- 8| o (1), en posant o(n) = %Efo(anﬂ).

§ = I/'-o [
Or, b, étant la valeur enticre par excés de ¢ (a, ,!)’ nous avons
[1)l+l
PH ?(a"+_1.) 1/
St ML L o(a !
2 bﬂaﬂ-!-l < i)( r:+!)

Donc p(#) tend vers zéro, quand n croit.
D’aprés f(n,) = sin (0 4 «,)f,(n,), nous avons:
(I) Z:f(n:)(ys e yl'—-l) = [”n + 3| F(H)] Sil] (0 —[— Cl'.“).

Les termes pour lesquels — a, <Zn, <C — a,,  donnent pareillement la somme:

(2) sz(‘f"_)()l'_ — 9y, ) =—[u, +8,0(n)]sin(— 0 4 2) avec 0; < I

Donc :

Z, - Z2 = 2u, sin0cosa, -} 28p(n) avec Jii=i1s

Nous ferons désormais «, = o.
3° Considérons les valeurs de i telles que o] > a,.

Les termes pour lesquels =, > @, donnent une contribution > S )y —y,_,) qui

a1 valeur : tthricure 3 > fF (- fret! et | ST
est en valeur absolue intéricure & 2 f () (y,—y,_,); mais la somme l;f.,(ﬂ.-)(}'.—)’,-,.)
diminuée de son premier terme est inférieure A

./,,: :] [ (x)dx.

Donc
25/ G — 3l < f f.(x)dx + f"("")zt:':'
=, +u_, - Fu)f(a) 21,: .
Or, i

(2) _ %(a)

a,b,

‘“_[}ﬂ
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tend vers zéro, quand z croit, donc:
' ", )
IZSI(“-‘)(}’f T J’;_,)I <g———e (limie s ==1D).

Les termes pour lesquels #, <7 — 4, ont une somme S___ vérifiant aussi inégalité
précédente.
bsumbirsi =
63. On a en résumé, si a, b < | <

Hr\r:
s(fy )= 2u,sin0 - —= |- ¢’
avec lime! = o0 et §* < 1.
Soit « un nombre positif trés petit et fixe. A partir d’une certaine valeur N, de
n, on a d’une part «, b, < @, dautre part

n

) o)
1" TS, A e'l'< 1.
">sm:x’ — sine? e <1

Soit O un nombre quelconque vérifiant les conditions :

2 L) L=
217 =~ 6
2.1 LOH d.
N

s(f, O > 2u, (sinm - :z ) — 1> 1.

Alors si t —

-

L ‘ Y o
Donc la mesure de P'ensemble o 2t < 25, |s(f, 0] > 1, relatf & la subdivision
X, =&, ==—, tend vers 2= quand » croit.

Donc f n’est pas intéerable (B ).
D 1

64. Nous allons montrer que, moyennant une condition supplémentaire imposée
aux a,, ff(x)dx a un sens, sclon les conventions habituelles (f est dans ce cas

totatisable).
La fonction f étant impaire, il nous suffit de montrer que 7 = / f(x)dx a un

sens.
Posons

Ay

f(x)dx.

LB |

Pour que 7 existe, il faut et il suffit

1° que la séric 7, soit convergente,

/ f()f

o

2° que le maximum o, de pour a,., £ x <a, tende vers zéro,

quand # croit.
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On a:

7
f ekt e= f —’)—_E'—\)sinbﬂxdx:f -?b— sin # d .
. } ¢

-

LTe | Ayyy 1 Pn

qL)

n’est ]nm:us CI'OISS'CII’]TI on sait que cette mtcor.lle est en valeur ab-

a

Puisque

solue inférieure, quelque soit ¥ > a

n+1 3

:’(a-m) f sinndu < “1[? (”,,+1)

N+I Jr

Donc o, tend vers zéro.

Pour que la série I, soit convergente, il suffit de choisir les @, asscz rapidement

décroissants pour que la séric ¥4 (a, ) soit convergente.
Cela est possible puisque ¢(x) tend vers zéro avec x.
Aux conditions imposées 4 @, , supposant connus @, 4, ..., @,, Savoir

u"> "(N""‘r +.-'. + "l)? aua] <ﬂi,
nous ajoutons celle-ci :

?(ﬂn!‘i) < ?‘ ?

alors [I | < 4-

La série est donc convergente, f(x) est totalisable.

" -t r L 1 I o & 1 -4

Et la fonction f(x) n'est pas intégrable (B,) sur lintervalle (— g, -+ a) bien-
qu’elle soit d’une part intégrable au sens habituel (et par suite) totalisable dans ce
champ, d’autre part impaire avec une valeur absolue constamment inféricure 3 celle
d’une fonction impaire integrable (B)).

CCCi montre qUC lCS mesures f],(o'_), !L'(y_) dcs cnscn]blcs f> 1?’ f < i Ct: ne
sont pas scules & intervenir dans la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fone-
tion f soit intégrable (B,).

La répartition de ces ensembles joue un rdle essentiel dans cette condition in-

connue,
n

65. On prouve aistment que | f(x)sind, xdx croit indéfiniment avee 2. Donc

—
f(x) n’est pas développable en série trigonométrique dans le champ — =z < x < =

Il serait int¢ressant de chercher si la somme de toute série trigonométrigne con-

vergente est ou non intégrable (B,), tout au moins quand on emploie  exclusivement
des subdivisions périodiques (x,, §;) admettant pour periode une partie aliquote de 27
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Généralisation de Pintégration (B)).

66. Jusqu'ici nous avons suppos¢ que la subdivision mobile (y;y n,) varie linéai-
rement avec le paramétre f.
Posons maintenant :

Yo = Mx, b, 7, =2, 8), o E))

est une fonction continue par rapport 4 I'ensemble des deux variables x et 4, croissante
en x et ¢ séparément, et dont les deux dérivées par rapport & x; et f sont

Q

1° continues,

oA oA

2° toui itiv ~— =— 0, — — 0 exclus]) .
2" toujours positives (ax Y ) 7
Nous allons montrer que, si f est sommable entre a et by nulle hors de ab et si

Son intégrale besgienne entre a et b est dgale & I, alors quand on pose:

S, = D)0 — Yies)

Pensemble o <t By IS 1) — 1| <& a une mesure tendant vers 3éro avec o, sous
, 3] S : ; Fx, limx, = oo, limx,=— oo
les seules conditions o L — X L0y X LG, LXKy lim x, T i

L Ve 00 Vo= — 0
© indépcndum de 4, x,, &, indépendants de ).

67. Nous nous bornerons & démontrer la formule:

-

[ S, — it = (6 — =) F@yds (), (<),

. Lam ’ ~ - 1%p
P(®) étant une certaine fonction tendant vers zlro avec o, 1ndn|’('ﬂd.]l)]tL or
' : : 'ment les fonctions f(x) et A(x, )
Yet £ caleulable connaissant sculement les fonctions f(x) (x, ]
Ayant établi ce lemme on achéverait la démonstration comme auX  paragraphcs
26.'18 ) 1173
20 par exemple. : vl
1 ' < - ] G
68. f(x) étant définic sur lintervalle @ b et ¢gale & o hors de a b il est m‘ut;l'c
v ; s e enAMBUT toujours 1nfe-
de Soccuper des termes pour lesquels =, est toujours supcricur 4 4, ou tou]
Teur 1 a.
Les inégalités AE,, ) > b et A&,

B> a déterminent les valeurs exclues de 4.
AL T
déterminées par les relations A(a,, ) = 4,

; Soient a, et f:l les valeurs de x
(bn @) = b,
e ]y

Nous Supposons Tl (i = S T ) e
e R e oo 'p et ¢ la plus petite ct la plus grande va-

ous désignerons respectivement par
“UC de i satisfaisant 4 ces conditions. On a:

. S A e
- 2 X ct -\,"._l e [l ~ "

'r}'--l ‘\__ {Il s r
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Observons que a, <C X, Tl b >k —
Sils S — N (G1550) S (%7 )<)~(a , B) <a, et de méme si i>gq, n, > 0.

Dong,
JADED VIO IR INED WCHICAE AN
69. Or:
ox(&, 1)
FC) 0, — 303 = FE) MG =2y O] =F() 255

(%, — %)

en appliquant la formule des accroissements finis 4 la fonction 2, E: ¢tant un nombre
compris entre x, | et x;.
Dans le champ

@, —o L x Lb + o a Lt LB, (i)%:i’—t)’ alg:ﬁ)

(]

sont par hypothése continus et positifs. Ils restent donc compris entre deux nombres
positifs 4 et B (4 < B) indépendants de x et de .

Désignons par Ax, At deux accroissements donnés & x et 4 ¢ et par Aun l'accrois-
sement correspondant subi par une fonction # de x et de £ Alors, & tout nombre
positif ¢ donné 1wlmc on peut faire g01|cspomlu, un nombre positif § tel que si
|A x| <G, A <otolontal

492
et k] |Aa!

Il existe donc une fonction positive ¢(m) tendant vers zéro avec o et telle que

les inégalitds :

¥r r
a— g < o, a, — o

!

‘E‘fu, 7\[ \tJ

J¥T AT
- .-

entrainent
af o t a ! ) 3
:‘s ) 1 (_-,’ ) _}_ r)',c'.("’)) (0: H I).

i

La fonction ¢(w) est indépendante de 2, de £, et de 4. Elle se calcule connais
sant A(x, 1), a, b, @, @ ct la variable o.
Donc :

an, N p
f('fl'-) (Y, T }‘l‘——l) :;f(fl')a;* (.‘C‘. - xl--l) _*_ ha! ('f.‘)E(('J)(_\" _ '\.lfl)'
70. Je dis que f(n,)dt et f('f,l.)g-;'.' dt sont sommables.

< 4 ] N 1 » 'y - ~ "y S
D’apres A < 8: < B, il suffit de montrer la premicre proposition.
]
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Or,
fGr)dt=f(n)dn, 5
=
(§; reste invariable, tandis que f et #, croissent I'un et Pautre).

5‘—1—" ¢tant suptrieur & 4 (> o) et f(4,)dn, étant sommable, f(n.)dt et

Dong,

f(n) dt le sont aussi. Il en est donc de méme de S(f, £)dt qui est la somme d’un

nombrc hmltu de termes f(a)(y, — y,_,)dt
71- Nous pouvons donc éerire I'égalité ci-apres ol tous les coefficients différentiels
sont sommables :

[ 1600, ~y.yi1= [ 1603E i x it [57034@). (o=
Donc :

(1) (750, nar= [ 3130 — e
= [ 350 2, — w23 @) [ I — 5 G <),

Soit | — [Il[f(u)ldu, on a: :
f,.‘iu.("‘-)l"’zfl:b ')If(n )l'“i ““’1f If ()| du = _f.
g E ot

(p“isqllt‘ S (1) est nul hors du champ ab).
Donc :

IS 3 ] = 2w
[ ,?; If (n )| (x, — x, |)df < 411 }r(_\‘. — X, )L 'X(b‘ a, - 2 pl

]
Capreg

AP O b —a 2 w.
hl—ul<1‘f :\[‘—I < 1 !+

L
. nd vers zéro avec w.
Donc le dernier terme de la relation (1) tend vers ztro

Soit maintenant g on;
G(E,-):ff(n")“é”il.-‘“
On ;. |

D ['s6, i £ 30— 2.)6C )+ 3,62 (=0, + 20)

R"’icf,

~3

Cire, Matem, Paltrme, t. XLV (1921). — Stampato il 14 maggio 1921
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72. 'Je dis que G(%;) est continu en £,.

En effet: >
'J.(t,,',m Gn,-
s B au : a—;
GE) = [ fea)Sds = S @) Setin,.
- ; 2(E,x) ot

Nous effectuons comme il suit le changement de variable : Ayant posé A (., )=n.,
nous laissons fixe £, (i fixe). f et »; varient alors simultanément et croissent continu-

-

ment ensemble par hypothése. # est donc pour chaque valeur de %, une fonction dé-

terminée de =,; t = p.(g;, 0;), €t (- est une fonction continue de £, et v, 4 la fois,
puisqu’il en est ainsi de A(x, f) en x et . La fonction

on;

A1

E)

:?(E.‘J t)

on
ot
est continue en &, et #. Nous y remplagons ¢ par p.(%., v,). Par ce changement la
fonction ¢(%,, t) devient donc une fonction $(5,, ), continue en =, et £..

On a donc: \
&0

L >
G(5,) = f(r,‘.)'{a(c,'., “f)f"n"'
AEs2)
Wi !, TARE : ; L .
Or, ¥ (x, y) tant continu dans le champ borné a, Zx2b, , A (a,, 2) Ly (b, , )
il correspond, d’apres le caractére uniforme de la continuité, & chaque nombre positif
e donné d’avance, un nombre positif ¢, tel que, si [Ax| et |Ay| sont inférieurs A £,

W(x4ax y 4 4y) —d(x y) <

En outre { peut étre si petit que I'on a encore

(x4 Ax, 2) —A(x, a)| < ¢ et (x4 Ax, B) — A(x, B)| <.

Done, pour [a%| < §:
X 1(5;—0 Ai“p) - L
GE+a8)= [ " i+ aE, n)dn
AE+AE )
;.(‘_:,l,i‘,)-q.ﬁ' '
- f)[V(E;, w) - 08"e]du  ‘(avec 8, 8", §"* < 1)
E; a)+5e
Donc
5 ME;, B +8" .
G(&; 4 Ag) — G(E) = f S Gy 1) - 5" e]du
LE; B
;_li;,’;laﬁ‘[ ;-{E,',iﬂ
- fO)[YE,, u) - 8"e]du + 8" ef (w)d u.

1(85,3) A5
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Les trois intégrales du second membre sont infiniment petites  avec g, les deux
premicres parce que lintervalle d’i Integration est inférieur 3 g, la troisieme parce qu’elle
contient ¢ en facteur.

Quelque soit donc le nombre positif =* donné d’avance, il est possible de trouver

G <Fioivonial e

un nombre £’ tel que si [AZ
GG +45) — 6G) <<

La fonction G (%)) est donc continue.
73. Donc:

[ 6ar = 6@ — 5L, e kL <Elcs

Y““l

€t par suite :

GENs — %)= / G(x)dx + (x, — x_)[GE) = GE)].
Or, ik

GE)— GEN =8z, () avee N <1,

e

e, (w) tendant vers zéro avec w, qui surpasse 2 — &
Donc :
L
G(E)(x, — %, ) = f G(x)dx + ¥(x, — x,_Ye, (w),
]

l|4

q

UG () (e )*f G()dx +¥(x, — x, )z (0); O <1,

T

i 3 g - TN { (A e A o
Dans le dernier terme X, — X, estinférieur 4 b, — a, - 2.
La relation (3) devient donc :

: it 0 ™3
[ S(f, Hdit = f - G(x)dx r‘r[s(m) '{1 - E;("’)] (b, —a, -} 20); (< 1).
ooy ‘I-—l ' i
74. Or, puisque

T
GE)= [ Sy d

[ (}.(.r)d.r'*—"fw G(Z)dZ, :f X ff(’)a“ <l
el

. Spei

on a:

d’aprés Ia formule de 'échange de 'ordre des inu";;r;uions dans les intégrales doubles

de fonctions sommables, la derniére expression vaut:

/‘ﬁdt /‘\I j(:’.)gn' dg; f dt/ f(‘ﬂ‘-)lf'n'.
o Vixp oy = ?{- W)

-]}
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Or,
).(xp_l, 1) < l(xp_x, )< A(a, B)=2a
7‘(-"’(;: £ > 7‘(%3 x) > Wb, @) = b,

donc la dernitre intégrale vaut, d’aprés f(x) = o pour ¥ < a et pour x > b,

f:d:f:f(n.-)d-n, —{{= a)[!‘f(x)dx — (8 —a)L

75. En résumé, nous avons :

/:;*SU, fdt = (6 — a)[ + 5(b, — a, + 20) [//1 () (m)] ‘

€L

Donc lintégrale 3
| 156, n—1ds

tend vers zéro avec w.

Les sommes riemanniennes formées avec les subdivisions y,=x(x,, 1), 1,=»(5;, 1)
possédent donc dans le cas des fonctions sommables la méme propri¢té fondamentale
(17) que les sommes s(f, ) relatives aux subdivisions y, = x, ~ 4, 0, = g, -+t

Ce lemme étant établi, on en déduit sans difficult¢ Pintégrabilitt (B)), de toute
fonction sommable, au moyen des sommes riemanniennes fournies par la subdivision
générale y, = A(x,, 1), 2, = A (§;, 1)

On modifie la subdivision (x,, £,) dont on fait tendre le pas vers ztro, mais la
fonction % ne change pas d’unc subdivision 4 la suivante (i moins que ses dérivées
partielles cependant ne restent comprises entre des nombres positifs fixes).

anr(x, t)

Il v aurait lieu de se demander s’il n’est pas possible de laisser ~— < s’an-

nuler sur un ensemble (x, t) d’aire nulle.

Hilversum, Mars 1920,

T. ]J. Boks.
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(1911), pp. 35-381, On integrals and derivales wilh respect to a function [Proceedings of the London
mathematical Society, vol. 15 (1916), pp. 3;-631, Sur les fondements de la théorie de lintégrale [Comptes
Rendus hebdomadaires des séances de I'Académic des Sciences (Paris), t. CLXII (1" semestre 1916),
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STELLINGEN..

L.

ledere sommeerbare functie is integreerbaar (B,).

1.

Er bestaan niet-sommeerbare functies die integreerbaar (B,) zijn.

1

De integraal (B,) voldoet aan de 6 voorwaarden opgelegd aan de integraal

Van Lebesgue. ‘
[H. LEBESGUE, Legons sur [lintégration et la recherche des fonctions

primitives. (p. 98)].

V.

Het is niet noodig voor het bepalen van de integraal (B,) de onderverdeeling
van een segment lineair van een parameter ¢ te laten afhangen.

V.

Het is noodzakelijk dat x f (x) = 0 voor x = o (blz 31).

VI.
Uit de formuleering door LEBESGUE van de stelling: ,,Une fonction continue

°N tout Jes points d’un intervalle est continue dans cet intervalle™ blijkt, dat het

Z 1 H 1 ’ f Ll L~ i i

e gewenscht is de begrippen segment en interval nauwkeurig te onderscheiden.
[H. LEBESGUE, Legons sur lintégration el la recherche des fonctions

primitives. (p. 22)].

VIL.

De drie eigenschappen waardoor VREESWIJK in zijn dissertatie de axiale |

0p ge : . it ,
P een rationale ruimtekromme karakteriseert, zijn niet onafhankelijk.
[Jou. A. VrReeswiK, Involuties op rationale ruimtekrommen. 1905. (biz. 71)].

VIIL
Het theorema van PONCELET is te bewijzen met behulp van het principe

Van he
het behoud van het aantal.



IX.

De theorie der verzamelingen kan ook op de waarschijnlijkheidsrekening
toegepast worden.

X.

Het verdient aanbeveling het begrip warmiehoeveelheid te definieeren na
de eerste hoofdwet. '

XL

In verschillende leerboeken der Mathematische Physica wordt ten onrechte
het variatieteeken gebruikt waar het differentiaalteeken op zijn plaats was.

XIL

Het wiskundig onderwijs in de lagere klassen der H. B.S. dient veel ver-
eenvoudigd te worden.
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