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??? SUR LES RAPPORTS ENTRE LES M?‰THODES D\'INT?‰GRATIONDE RIEMANN ET DE LEBESGUE. Par M. T. J. Boks (Hilversum). Estratto dÂ?l tomo XLV {19J1) Jei Ilendicontl del Ciicola .Uateinutlco lU J\'nlermo.Adurunza dell\'ii aprilc ijijo. ?‰tant donn?Še une foncuon /(.v) d?Šfinie entre a et b, int?Šgrable au sens de Lebes-GUE (ou sommablc) mais non pas au sens de Rie.mann, cst-il possible de tirer partides sommes XAC^.OC\'^\'.- ~ ^\'.-i) consid?Šr?Šes par Riemann pour obtenir k valeur nu-m?Šrique de l\'int?Šgrale besgienne / f{x)dx} â€? \'0 La r?Šponse est affirmative et le probl?¨me admet une grande vari?Št?Š de solutionsainsi que M. Lebesgue l\'a signal?Š le premier \'). Les travaux de M. Zoard de Ge?´cze et de M. Haun ont apport?Š d\'int?Š-ressantes contributions ?  cette question. Dans une note sur l\'int?Šgrale Riemannienne parue aux Comptes Rendus de l\'A-cad?Šmie des Sciences de Paris M. Denjoy a indiqu?Š des proc?Šd?Šs tr?¨s g?Šn?Šraux pour obtenir l\'int?Šgrale de Lebesgue de toute fonction sommable en tirant j-.irti dessommes utilis?Šes dans l\'int?Šgration riemannienne. La note fournit sans d?Šmonstrationstrois m?Šthodes pour atteindre ce

but. Nous nous proposons dans le pr?Šsent travail, effectu?Š sous la direction de M. Denjoy,de justifier la seconde m?Šthode et d\'en ?Študier la port?Še. Apr?¨s avoir rappel?Š (i), d\'apr?¨s la noie des Comptes Rendus cit?Še plus haut,l\'?Šnonc?Š de ce jiroc?Šd?Š pseudo-riemannien qne M. Denjoy appelle int?Šgration {B), nous \') H. Lebesgue, Sur les inl?Šgrales singuli?¨res l.\\nii.ilcs de la F.Â?cult(i de Toulouse, s?Šrie 3, t. I(1-4), pp. 25-117]. \'L de Ge??cze, Sur la fonction semi continue [nullctin de l.i Socititii AJatli??nuuique de France, , 39 (Â?9\'0. PP- 256-295]. 3) H. Mahn, ?œber Ann?¤herung <in L^msiamschfn Integrale durch RiEMANNic;Â? Summe [Sitzungs-berichte der Matiicmatiscii-Naturwisscnscliaftlichcii Klasse der Kaiserliclieii Akademie der Wissen-sck-iften. Wien. Abteilung IP, Bd. CXXIII (1914), PP- 7\'3-74}J- â€?Â?) A. Denjov, Sur l\'int?Šgration riemauienne (Comptes Rendus hebdomadaires des stances de l\'Aca-d?Šmie des Sciences, t. CLXIX (2"\'\' semestre 1919), pp. 219-221]. Rind. Circ. MaUm. Paltrmo, Â?, X1.V (igji). â€” StÂ?mrÂ?io il IJ m.ggio ij?Ži. 1



??? montrons qu\'une fonction ?Šgale ?  i sur un ensemble parfait et c?  o ailleurs est int?Š-grable (5), (2-7). Nous substituons alors ?  l\'op?Šration (B) une m?Šthode (BJ comportant un peuplus d\'arbitraire et se pr??tant mieux aux raisonnements. Nous ?Študions les propri?Št?Šs g?Šn?Šrales de l\'int?Šgrale (BJ, (8-16), et nous ?Štablis-sons ensuite de deux mani?¨res diff?Šrentes la proposition fondamentale que toute fonc-tion sommable est int?Šgrable (BJ. Les deux d?Šmonstrations reposent l\'une et l\'autresur l\'emploi d\'une certaine formule auxiliaire (17-22). Mais la premi?¨re uulise h d?Š-composition, avec une certaine approximation, d\'une fonction quelconque cn une sommede plusieurs fonctions dont chacune est constante sur un ensemble parfait et nulleailleurs, (25-28), La seconde d?Šmonstration est fond?Še sur la propri?Št?Š de l\'int?Šgrale ind?Šfinie deLebesgue d\'admettre son coefficient diff?Šrentiel pour d?Šriv?Še sauf ?Šventuellement en unensemble de mesure nulle, (29-37). Nous d?Šduisons de cette propri?Št?Š dc l\'int?Šgration {B,) l\'existence pour toutefoncuon sommable dc suites dc subdivisions d?Špendant d\'un p.iram?¨tre t et dont lessommes riemanniennes

correspondantes tendent vers l\'int?Šgrale besgienne sauf pourun ensemble de mesure nulle dc valeurs de t, (38-59). Nous donnons ensuite uneapplication de l\'int?Šgration (B^) aux s?Šries trigonom?Štriques convergeant cn tout pointvers une fonction sommable, (40-43). L\'int?Šgrabilit?Š (/?,) est plus g?Šn?Šrale que la sommabilit?Š. Une fonction non-somm.ible peut ??tre int?Šgrable (7i,) (44-57)- Mais une fonctiontotalisable, inf?Šrieure cn, valeur absolue A une foncnon int?Šgrable (7i,), peut ne pas??tre elle-m??me int?Šgrable (7i,). (58-65). Les subdivisions utilis?Šes d.ins l\'int?Šgration (/i,) d?Špendent lin?Šairement d\'un p.vram?¨tre t et dc la situation initiale de la subdivision (pour / = o). Il est naturel derechercher si, en conservant la m?Šthode cette propri?Št?Š essentielle de s\'appliquer ? toute fonction sommable, on ne peut pas consid?Šrer des subdivisions variaiu d\'une ma-ni?¨re plus arbitraire que les premi?¨res. Il en est effectivement ainsi (66-75). Une bibliographie dc travaux relaufs A la notion moderne d\'int?Šgrale, et qui sontvenus ?  notre connaissance, termine ce m?Šmoire. Int?Šgration (B). â€? I. Soit ?’ une foncuon d?Šfinie sur un segment ab et F la fonction

poss?Šdantla p?Šriode b â€” a et co??ncidant avec ?’ dans le champ rt ^ .v < b. S) Nous conviendrons, dans le pr?Šsent m?Šmoire, d\'entendre par intervalU ab ou (a, b) (aveca<,b) l\'ensemble a < x < ^ et par segment ab on (a, b), l\'ensemble a ^x ^b.



??? Soit â€?â€?â€? J A-., ... , h, avec ^ ^ J o < A-. - , ^ = a, .V, = b) une subdivision de a b. w est suppos?Š ind?Špendant de i. Nous appelons pas de la sub-division x. le plus grand des nombres posidfs x^ â€” .Posons : = t, -n, = ^ et formons la somme: 1 est une fonction des variables x-,, t. Nous dirons que j est int?Šgrable au sens {B) et que l\'iiit?ŠgraJe de fdx nu sens (B)a pour valeur si la mesure de retisemble E?‡x) des nombres t v?Šrifiaul les relations tend vers ^?Šro avec m, quelque soit le nombre positif a, iudiipendatit de m. Telle est la d?Šfinition ?Šnonc?Še dans la note rappel?Še plus haut. Post?ŠrieurementA cette note et pour des raisons indiqu?Šes plus loin, cette d?Šfinition a ?Št?Š l?Šg?¨rementmodifi?Še par M. Dhnjov, comme on le verra ci-apr?¨s. 2. Avant d\'exposer et d\'adopter cette nouvelle d?Šfinition, nous allons n?Šanmoinsmontrer qu\'une fonction ?’ ?Šgale i sur ui\\ ensemble parfait P situ?Š sur ab, et o horsde cet ensemble, est int?Šgrable au sens (/i) et que l\'int?Šgrale {B) de fdx sur ab est?Šgale la mesure de P. Soit P, l\'ensemble parfait r?Šunissant P et l\'ensemble obtenu en ajoutant b â€” a htous les nombres constituant P. Si ; est un point de P, situ?Š sur le

segment a, bles intervalles contigns A P, contenus dans l\'intervalle ^ b ~ a ont deslongueurs qui, rang?Šes par ordre de valeurs non croissantes forment une suiteÂ?J, ..., ... ind?Špendante de Si ; est int?Šrieur l\'intervalle a, b et est?Štranger A P,, il cn est de m??me de l b â€” a. Les deux intervalles semi-contigusA P, et dont l\'un a pour extr?Šmit?Š gauche l, l\'autre pour extr?Šmit?Š droite l b â€” aont pour longueurs deux nombres dont la somme est un certain terme ii^ dans lasuite n^. Les intervalles contigus A P, compris entre ; et i b â€” a sont respective-ment ?Šgaux chacun aux autres nombres de la suite Â?â€ž. [Si b appartient A P, mais non pas F est ?Šgale A i en tout point de P, saufen b, d\'apr?¨s F(x b â€” a) = f(x) si n^x Cb. Nous supprimons les valeurs de t (en nombre limit?Š) telles que n, soit en b. Nousne modifions par lA ?Švidemment pas la mesure de l\'ensemble \\s(J, t) â€” I]"^ a].



??? 4 T. J. B o K s. 3. Evaluons la somme: ^(0 = Fa. - ^-o) Fa. - â€? â€? â€?â€? â€? â€? - ^v.) â€? â€? â€? Faâ€ž - Supposons que le dernier intervalle sup?Šrieur ?  2 oi et rencontr?Š dans la suiteu^, ... , U-, ... ait l\'indice p; on a u^\'^ 2a et ^ 2w, Alors d\'apr?¨s o y. â€” = x. â€” c^ o), il est s??r que dans chacun desintervalles contigus ?  P^, int?Šrieurs ?  y^y^ et dont les longueurs respectives sontM,, Â?J, ... J u^, entrent au moins deux points cons?Šcutifs y- de la subdivision choisie.(L\'un de ces intervalles u^ peut ??tre repr?Šsent?Š dans cette suite par deux intervallessemi-contigus , dont la somme est u^ et dont l\'un a son extr?Šmit?Š gauche en y^,l\'autre son extr?Šmit?Š droite en y^y Nous distinguons les segments y,, en deux cat?Šgories: 1Â° les segments c, situ?Šs (enti?¨rement) dans un intervalle contigu P^. 2Â° les segments <7^ qui contiennent au moins un point de P,. On a: Z Z = - >-0 = ^ â€” Si est un segment <7,, on a (â€?/),) = o. Si est un segment on a F(r\\.) = o ou = I. Ainsi Evaluons une limite inf?Šrieure de Z â€? Il est ?Švident que, si q <ip, l\'intervalle n^ (ou les deux intervalles semi-contigusu\'^ et m" qui le repr?Šsentent et dont les extr?Šmit?Šs ?Štrang?¨res ?  P,

sont respectivementyo ^^ yÂ?) contient des segments (t, pour une longueur totale au moins ?Šgale n^ â€” 2w.Car, si a^ est l\'extr?Šmit?Š gauche de u^ (on de n\'^) et si b^^ est l\'extr?Šmit?Š droite de u^(ou de u\'^), tous les points de n^ (ou de m\'J) ?Štrangers aux intervalles (/??^ , -j-w),â€” w, b^), appartiennent ?  un segment cr,. La longueur totale des segments ^^ est donc sup?Šrieure ou ?Šgale PosonsOn a:Soit â€” "f - OP100^ z ^ ^ z "" â€” ^P^\' â€?/)(fa)) = -{- ipl?š.



??? Il vient: Je dis que oCw) tend vers o avec w. En effet si m tend vers o, p cro?Žt ind?Šfiniment d\'apr?¨s C^ 2c.j. Donc le pre- mier terme de -Â?(oj) savoir tend vers o. D\'autre part, comme la s?Šrie A termes positifs et non-croissants ?<,, h^, ..., ...est convergente, nous savons que p ii^ tend vers o, quand p cro?Žt. Donc 2pi?š tendvers o, puisque u > 2 co. Donc lim r, (a) = o. Â° uâ€”o Or, on a: Or, l est la somme des longueurs de tous les intervalles contigus et semi-contigus?  P compris entre a et b. Si donc I est la mesure dc P, on = b â€” a â€” /. Mais I est l\'int?Šgrale au sens de Lhhksgue de la fonction donn?Še ?’, ?Šgale ?  i surP et ?  o ailleurs. Donc: (1)  Donc, quelque soit le nombre positif Â?, donn?Š d\'avance, il est possible de trouverune vrileur i2(3c), telle que si w < il(Â?), on a, pour toute valeur de t entre o etb â€” rt, <;?’-{- a, quelle que soit la subdivision .V; dc pas inf?Šrieur ?  w. 4. Calculons maintenant l\'int?Šgrale au sens dc Lebesgue: , nbâ€”a . I Nous avons: 5(/) = Fa, oGv. -Â?) â€?â€?â€? FiL o(/\' - Donc, cn prenant les int?Šgrales au sens dc Lehesgue: r\\(t)di=(x, - a) r^Fa. -h /).// ... (/; - r\'Fii, odt. Jo Jo \'\'o Or, la fonction F ?Štant p?Šriodique et de p?Šriode b â€” a,

chaque int?Šgrale dans le ?’/>â€”Â? F(^x)dx = 7. Donc : (2) J\'"" sQ)dl=^{b-a)L 5. Posons: ,(/) = ?’ /;(/),nous avons d?Šji obtenu h(t) <yi(w).



??? D\'apr?¨s (2), on a donc : ^ (5) f^hiOdt^o. J o Nous voulons d?Šmontrer que la fonction f{x) donn?Še est int?Šgrable au sens (5),et que son int?Šgrale (5) est L Nous voulons donc montrer que la mesure de l\'en-semble des points t, (o ^ t b â€” d) o?š l\'on a: \\h{t)\\ < a, tend vers z?Šro avec w. Nous avons trouv?Š que pour w < ??(a), l\'ensemble /j(0 > ÂŽ cesse d\'exister. Ilnous suffit donc de montrer que la mesure {jl de l\'ensemble E des valeurs de t o?š<; â€” a, tend vers z?Šro avec o>. Soient E\' le compl?Šmentaire de E par rapportau segment (o, b â€” d) et [a\' la mesure de E\'. L\'int?Šgrale Â? b-tt hQ)dt f est la somme des int?Šgrales J et /\' de h{t)dt prises respectivement sur E et sur E\'.Sur on a toujours < â€” /< â€”Â?P- Sur E\' nous utilisons l\'in?Šgalit?Š Donc }\' < {;/ â€?/)(Â?) < â€” a) â€?/)(Â?).Donc : / = ?’ -I- /\' < - a (/. (/; - Â?)â€?/) (Â?). D\'apr?¨s (3): o <\'â€” a[jL â€” rt^YiCoj), ou [x < Puisque a est un nombre fixe, et que â€?/)((â€?)) tend vers z?Šro avec w, p. aussi tendvers z?Šro avec w. . c. q. f. d. 6. Ainsi la fonction ?’ est int?Šgrable (/?), la valeur de l\'int?Šgrale (/?) ?Št:lnt alors?Šgale ?’, donc l\'int?Šgrale de M. Lebesguf/ La proposition subsiste ?Švidemment pour une

fonction ?’ constante sur un ensembleparfait et ?Šgale A z?Šro hors de cet ensemble. On l\'?Štend sans difficult?Š A une fonction constante sur n ensembles parfaits deuxA deux distincts, la fonction ayant une valeur propre sur chacun de ces ensembles. 7. Si ?’ est quelconque, mais sommable, on a toujours, en int?Šgrant au sens deLebesgue : j r ^ Comme au paragraphe 26, on d?Šcompose ?’ en une somme -f- f^ ?Štant -f ?Šgale A qt sur un ensemble parfait P , o?š < (?Ž Oe, et ?Štant nulle hors



??? ? e P^: p et P^ sont ainsi d?Šfinis que ?’ soit inf?Šrieur ?  â€” On montre d?¨s lors sans difficult?Š que la fonction ?’ est int?Šgrable au sens {B). D?Šfinition (5,). 8. Dans la d?Šfinition (B), l\'introduction d\'une fonction F, de p?Šriode h â€”a, ?Šgaleentre a et ?  la fonction ?  int?Šgrer ?’, rend probl?Šmatique, surtout s\\ b â€” a ci o â€” bne sont pas comtnensurables entre eux, qu\'une fonction ?’ int?Šgrable (/i) entre a cl bet entre b ci c {a C^b <C c\\ soit n?Šcessairement int?Šgrable (B) entre a et c. Pour ?Šviter cet inconv?Šnient, M. Denjoy a l?Šg?¨rement modifi?Š la d?Šfinition {B).Nous d?Šfinissons comme il suit l\'int?Šgration Consid?Šrons une subdivision ind?Šfiniment ?Štendue dans les deux sens, x.,(pour toutes les valeurs enti?¨res, positives, n?Šgatives, ou nulle de i)) satisfaisant aux conditions : . r ^ o < - < 0), ^ ^ x,, â€? w ?Štant ind?Šp?Šndant de L Appelant pas de la subdivision .v,. la borne sup?Šrieure des nombres x. â€” .v._,, nousdirons que le pas de la subdivision X; est au plus ?Šgal A w. Posons â€ž , ;y. = .V. -\\-t et ??i; = ^ ?’ ?Štant une fonction mesurable d?Šfinie sur le segment a b, (on pourrait supposer ?’d?Šfinie simplement sur l\'intervalle ab), formons pour chaque valeur de

t la somme ?Štendue A toutes les valeurs de i telles que â– /); appartient au segment ab. Nous dirons que ?’ est int?Šgrable (/j,) et a pour int?Šgrale I, si la mesure de l\'en-semble des valeurs de t, telles que tend ven avec w, quelques soient t, oc, et ^ fixes (e ?Štant petit).Autrement dit: Pour que ?’ soit int?Šgrable (/i,) sur ab et ait pour int?Šgrale (/i.) le nombre I, ildoit ??tre possible, A tout couple de nombres positifs (s,, e,) de faire correspondre unnombre posiuf q"^ subdivision .v, de pas inf?Šrieur A i2(Â?., sj, l\'ensemble des valeurs de / satisfaisant A K/, 0 - > ^ \' Â? < ^ < ^mesure < e^. 9. La d?Šfinition (/i.) est plus restrictive que la d?Šfinition (Â?), car pour ??tre int?Š-



??? grable une fonction doit remplir une certaine condition relative ?  l\'ensemble detoutes les subdivisions (x., i.) de pas fini oj, tandis que, pour ??tre int?Šgrable (5), illui suffit de remplir la m??me condition pour l\'ensemble des subdivisions de pas finisoumises aux restrictions suivantes: 1Â° la subdivision x. a un point en a et un point en b, 2Â° les deux subdivisions X; et sont p?Šribdiques et de p?Šriode b â€” a, 5Â°a = o, ^ = b â€” a (cette derni?¨re restriction est simplement apparente). , Donc toute foncdon int?Šgrable est int?Šgrable (5). La r?Šciproque est incertaine. 10. Si ?’ est modifi?Š en un point cette alt?Šration n\'intervient pas dans l\'int?Šgra-tion (5,). Car, si a < f < il >> a un nombre limit?Š de valeurs de t, telles que Xest ?Šgal .?Ž un des â€?/).. Donc l\'ensemble \\s(f, t) â€” n\'est modifi?Š qu\'en un nombrelimit?Š de points. Sa mesure ne change pas. D\'ailleurs le terme chang?Š /(>^)(}\',.â€”>\',_,) tend vers z?Šro avec w. En cons?Šquence il est indiff?Šrent de supposer f nul ou non nul en a et b. 11. Soit /â€ž(x) la fonction ainsi d?Šfinie: f^(x) = o si x C^a ou x^ b,f^(x)=f(x)si a ^x ^b. Alors, -l-M 0 = - Les deux sommes s(f, t) et t) relatives au segment.a^ sont identiques. Il serait

indiff?Šrent pour l\'int?Šgrabilit?Š de ?’ et de ?’â€ž sur ab, et la valeur de leurint?Šgrale (7?,) correspondante, de supposer /â€ž(x) = o ?Šgalement en a ou en b. 12. Si f est In somme d\'un nombre limit?Š de fonctions inl?Šgrablts (/i,) sur ab,1,1 fz^ â€?â€?â€?>?’Â?> int?Šgrales (/j,) sont /,, ... , /â€ž, ?’ est int?Šgrable surab et a pour int?Šgrale {B^): N En effet,?Štant int?Šgrable (B,) sur ab, et admettant le nombre pour int?Š-grale (B^), il est possible quels que soient les deux nombres positifs e et e\', de trouver un nombre oi^ tel que l\'ensemble /?’,â€ž d?Šfini par \\s(fâ€ž,, /) â€” /| > < if < P), ait une mesure inf?Šrieure ?  pour toute subdivision (.v., de pas inf?Šrieur i.Oi. Or â™? 0 = - y^-,) = Ir/,Ci.) fM â€? â€? â€? )]()-, ->\'._.), les sommanons ?Štant ?Štendues aux termes tels que /), soit situ?Š sur le segment ab.Donc



??? Donc, si / = /, /, â€?â€?â€? /â€ž, et si K/, 0 - /| > s, (7. < / < fi), l\'uneau moins des diff?Šrences t) â€” surpasse â€” en valeur absolue. Donc l\'ensemble H d?Šfini par \\s(f, t) â€” I\\>t, (Â? < f < P) est inclus dans lar?Šunion des ensembles i??,, H^, .. . , . La mesure de H est donc inf?Šrieure ?  e\' si, w ?Štant le plus petit des n nombres(0,, w^, ... , coâ€ž, le pas de la subdivision (x,., Q est inf?Šrieur X w. 13. Si f est int?Šgrable (/i,), d\'une part entre a et b, d\'antre part entre, b et c, lesint?Šgrales (5,) correspondantes ?Štant /, et f est aussi int?Šgrable (/i,) entre a et c, etVint?ŠgraU (5,) correspondante est lSoit /^(x)=/(x) pour a<x<^c, â€? = o pour x x ^ c, de m??me f^ (x) = /(.v) pour a< X <:b, ?’, (.v) = o pour x ^ a, x ^ b,f^?‡x)=fix) pour hAx<^c, f^{x) â€” o pour x <Cb, x^c. Alors, quel que soit x, /â€ž(.v) =/,Gv) Or, dire que ?’ est int?Šgrable entre a et c, entre a et b, entre b et c, et pos-s?¨de sur ces intervalles pour int?Šgr.ales respectives c\'est A dire que lesm??mes propri?Št?Šs respectives appartiennent ?’, et Or, d\'apr?¨s le nÂ° lo, ?’â€ž estint?Šgrable (/i.) entre a et\' c, et l\'on a / = -f . Il en est donc de m??me de ?’. En r?Šsum?Š, si a <ih C^c, on a : jj{x)dx = fji^yx Cette relation signifie que, si

les deux termes du second membre existent au sens(/i,), il en est de m??me du premier membre, et que les trois int?Šgrales (B^) corres-pondantes sont li?Šes par la relation num?Šrique i)r?Šc?Šdente.14. Par d?Šfinition, si a < b, nous posons â€? r^dx^- ffix)dx.Jh On en d?Šduit la relation ?’ ?’ ?’ = o qui exprime d\'abord que si deux des trois termes ont un sens, le troisi?¨me aussi a un sens. Il est A remarquer qu\'a priori f peut ??tre int?Šgrable sur ac sans l\'??tre surab, b ?Štant compris entre a et c. R,nJ. Cire. iUlim. Mcrm,. t. XLV (i^?Žl). - Sfmpato il l?Ž Â?Â?Â?ggio .9II. a



??? 15. Si f est int?Šgrable {B^) sur ab et a pour int?Šgrale I, alors k ?Štant une con-stante quelconque, kf est int?Šgrable sur ab et a pour int?Šgrale kl. En effet,/, (nul hors du segment ab), ?Štant int?Šgrable (5.), soient e,, s, deuxmembres positifs quelconques. II existe un nombre positif" w\'(e,, sj tel que, pour toutesubdivision (x., de pas inf?Šrieur ?  to\'(s,, cj l\'ensemble H des nombres t v?Šrifiant \\s{f, i) _ /| > A et a < ^ < p a une mesure inf?Šrieure ?  e,.rl ^ Posons ?’ = il;/. Soit 0 la somme form?Še avec une 4 subdivision (x., de pas inf?Šrieur ?  o/(Â?,, ej On a quel que soit t, s(f,, t) = ks(f, t). Donc l\'ensemble K/,, t) â€” kl\\>t,,(a<f<p) co??ncide avec l\'ensemble H. La mesure de cet ensemble est donc inf?Šrieure?  e^. Donc,/, est int?Šgrable (5,) et a pour int?Šgrale kl. 16. Si f{x)dx est int?Šgrable^{B^ sur le segment est int?Šgrable {B;)sur le segment (ka, kb), et l\'on a: Nous d?Šmontrerons l\'exactitude de ceÂ?e formule pour toute valeur positive de ket pour k = â€” I. Elle sera d?¨s lors ?Štablie pour toute valeur positive ou n?Šgative ? c k. â€? 1Â° k> o. Par hypoth?¨se, ?  tout couple de nombres posidfs (e,, ej correspondun nombre positif Â?"(e,, e,) tel que si la subdivision (x,., a un pas

inf?Šrieur ? , ej, l\'ensemble H d?Šfinie par: f<\'<f\' . a une mesure inf?Šrieure ^ â€?On a: sa o = la sommauon ?Štant ?Štendue aux termes pour lesquels /ij est situ?Š sur le segment ab. Consid?Šrons la subdivision (x! == kx., ;; = /c;.) qui est une subdivision quelcon-que de pas inf?Šrieur A ik(o"(Â?,, e,). Posons y\'. = x[-\\-t, Soit ?’, =/j . La somme j\'(/,, t) correspondant ?  cette subdivision (x!, ?‡;.) et au segment(ka, kb) est: \' _ s\'il, o = ->:â€?-.) avec ka^l[-{-t ^kb ou a



??? D\'apr?¨s cette derni?¨re condition et l\'expression de , >\'(?’,. 0=  = I) â€? Donc l\'ensemble H\' d?Šfini par:est identique ?  l\'ensemble Â? 14 i)- Cet ensemble est form?Š des points t telsque appartienne i H. Cet ensemble a donc une mesure ?Šgale ?  k fois celle de H. La mesure de H\' est donc inf?Šrieuree^. Et cela, pour toute subdivision de pas inf?Šrieur ?  /;(->"(Â?,, ej. La proposition estdonc ?Štablie pour A\' > o. 2Â° k â€” â€” I. Soit un nombre posiuf tel que, pour toute subdivision x., de pas inf?Šrieur (Â?\'"(s,, ej, l\'ensemble H d?Šfini par K/, -p</<-Â? ait une mesure inf?Šrieure ?  avec sU, 0 = - ^ ^ PosonsAlors, o < x; - xL. = - x_, < , zj. Soit ?’,(*) = ?’(â€” ^O- Evaluons la somme ?Štendue aux termes pour lesquels est situ?Š sur le segment (â€” b, â€” a). On a :â€?/,; = .-}-/ = _ (;_,. - 0, Â? ^ L.- -t^b, y; - = - x_,.Donc s\'Un 0 =Donc rensemble H\' d?Šfini par co??ncide avec le sym?Štrique de H par rapport ?  l\'origine. Donc sa mesure est inf?Šrieure ^ k \' k ^ k ^ k \'



??? ?  s^ quelle que soit la subdivision (x\'., c.) de pas inf?Šrieur ?  t^). Donc ?’ (â€”.v) est int?Šgrable (5,) sur le segment (â€” b, â€” a) et a pour int?Šgrale (BJ sur ce seg-ment, le notnbre /. Donc, en utilisant la convention du nÂ° 14, r ?’(- x)dx=- rV(- =-/=- f\'fixyx. J-a J-l\' ^ a. Li formule est donc ?Štablie pour k â€” â€” i. Elle est donc vraie quelle que soitla constante k. Formule fondamentale. 17. Nous allons maintenant d?Šmontrer que toute fonction somtnable [c\'cst-A-direint?Šgrable au sens de Lebesgue ou int?Šgrable (Z,)] est int?Šgrable (/i,).Nous d?Šmontrerons d\'abord la formule suivante : Si G(x) est une fonction sommable sur ab, et nulle hors de ab, si la subdivision(x,., ii) satisfait aux conditions et si l\'on pose -t-OO â€” avec = x,. /, â€?/),. = a la relation : J a J a J a avec ?Ž?Ž\' < I, int?Šgrales ?Štant prises au sens de Lebesgue. Quand t varie de" a il n\'y a qu\'un nombre-limit?Š de valeurs dc i pour les-quelles O; p?Šn?¨tre sur le segment ab. Ces valeurs de i v?Šrifient les in?Šgalit?Šsa-j-^ ^ [i-j-^ Pour les autres valeurs dc i, on a = o, quelque soit /. Pour une valeur donn?Še dc i, la fonction G(â€?/).)()\'. â€”est somm.iblc d\'apr?¨sâ€?/i; = t, y, - y,., = X, - Donc 5(G, t) ?Št.int pour a

< / < {4, la somme d\'un nombre limit?Š dc fonctionssomm.ibles, est sommable. On a : /(a, f siG,t)dt= f y G(0(y,rf/ Ja = K^. - TgC;, t)dt = y (x, - x,_,) G{u)dn.Â?\'a Â?/Â? Â?..



??? Dans cette somme l\'int?Šgrale de la fonction G(Â?) sur l\'intervalle (a-j-E.,figure avec le coefficient ?‡x. â€” Appelons cr. l\'intervalle q,., P Pour que l\'intervalle <7. empi?¨te sur , il faut que ? â€”f.. Cette condition sera r?Šalis?Še quelque soit i d?¨s que 2 (o jl â€” x. D?¨s lors, les inter-valles recouvrent tout le champ des valeurs deÂ?/; et en particulier le segment ab. L\'int?Šgrale de la fonction G(u) sur une partie de (ab) figurera donc dans ?’ (a,avec un coefficient ?Šgal ?  la .somme des longueurs x^ â€” ?Štendue aux indices i desintervalles d. qui ont en commun la partie consid?Šr?Še. Consid?Šrons sur l\'axe des ii une subdivision quelconque contenant tous les pointsa -}- [i -j- et en outre a et b. Les points de cette subdivision s?Šparent une suite d\'intervalles <t. Alors, quelque soit i, l\'extr?Šmit?Š d\'un intervalle o. n est Jamais int?Šrieur A unintervalle <7, et chaque segment <7. est la r?Šunion d\'un certain nombre de segments cr^cux .A deux adjacents. Calculons le coefficient de l\'int?Šgrale de G(u)du ?Štendue A un certain inter-valle (7. Posons que le premier intervalle cr. contenant cet intervalle g soit et que le\'lernier qui contient encore a soit . Le coefficient de l\'int?Šgrale de G^u^dn

prise sur a sera donc: f â™? Â? Appelons A l\'extr?Šmit?Š gauche de l\'intervalle 7 consid?Šr?Š, B son extr?Šmit?Š droite,^ous avons par hypoth?¨se P ^ < ^ P > Â? S, ^ ^ < ^ Â? â€? Donc D\'apr?¨svient - - - V.) < (i - a - (.V, - V.) ^ - - -^ais, quel que soit i . o < - a:,.. < CO. Donc, ^ ^ - 2(0 < P - Â? - C^-, - -V>) <



??? 14 t. j. boks. On peut donc ?Šcrire - V. = P â€” " avec < I. Le coefficient de l\'int?Šgrale de G{u)dn prise sur a est donc p â€” aDonc en ajoutant les valeurs des int?Šgrales de G(/t) sur tous les segments c dontla r?Šunion forme a on a : -= - Â? 2K0,)Â?G{u)du ?’^(G, t)dt = {i^ â€” oi)Â? G{u)du Â? \\Giu)\\dn, o?š S\' < I. La formule est donc d?Šmontr?Še. 18. Remarque: Quand G(u) ne prend pas les deux signes, la formule pr?Šc?Šdentese r?Šduit ?  : J s{G, t)dtz={^ â€” 0L 2^(?š)J G(^u)du. Seconde d?Šmonstration. ig. Le raisonnement suivant a l\'avantage de se transformer commod?Šment pours\'appliquer ?  des subdivisions {y., yi.) dont la variadon par rapport ?  t n\'est plus li-n?Šaire. Supposant sommable entre a et b et nul hors de ce segment, nous voulons?Švaluer . ^ p [ sis, Odt = Â? On a: " rysi-r^diyi-yi-?´dt = Tik^.- - * Ja i; La fonction g est sommable. Posons G{x) = Â?g(iu)du. Alors : 1Â° la fonction G(w) est continue ou



??? 2Â° G(x) = O pour X ^ a. 3Â° G(x) = f g(^u)du = I pour x\'^b.J a Or, La somme ?  ?Švaluer devient donc : I - - I G(. e,)(x, - 20. La foncdon continue G(x) ?Štant int?Šgrable au sens de Riemann, on a, sui-vant le th?Šor?¨me de la moyenne : avec Doncdiff?¨re de / G(u)du d\'une quantit?Š au plus ?Šgale ? Or, g - G(li = = S. avec < I.Donc : 21. Soit p le plus grand des indices i tels que P -j" ^\'i-i ^ ^^ ^^ Q le plus peutdes indices i tels que a x. ^ /;. Alors si i ^p â€” i, on a pour a < / < fi, ^^ \' < Pj Jonc \' <et 0 = o- tuemc si i\'^q i, et si a < ?‡. / > a -f- x^. Donc^f ^ > ^ " encore -f- /) = o.Donc \\ 0 = - -V.) = iK^OGv. - -v.) et r^ig, l)dl = i [G({i Q - G(Â? $..)](x, ~ x,_.).Ja f



??? 22. Or, on a : 1 - = f Giu)da S\'o. f la(u-)\\du= f^GOOdu ^\\o>j\\(n)\\dt^ cV < I), d\'apr?¨s ^ < a. De m??me : X - = / GOO^Â? / ^OOI^n p 1/a J a avec ^^ C^ I. En retranchant ces deux relations, on trouve a : f^s(g,t)dt= r \'\' G{u)du ?’" va , "a avec S\' <; I. Mais d\'apr?¨s i -< a -j- < P -j- .v^, dans l\'intervalle (a -f- {i -{- x^), G(n)est constante et ?Šgale ?  ?’. Donc : t)dt = ([i - a) fg{n)dn  f\\{n)\\du va va J a avec I. c. Q. F. D. Toute fonction sommable est int?Šgrable (jB,). Â? 23. Nous allons maintenant d?Šmontrer que la fonction ?’ ?Šgale i sur un en-semble parfait P situ?Š sur le segment ah ci h. o hors de cet ensemble est int?Šgrableet a pour int?Šgrale la mesure de P. La d?Šmonstration est enti?¨rement, analogue ?  celle du nÂ° 3 pour la d?Šfinition (/i). Soient c et d les extr?Šmit?Šs de P, (c peut ??tre en a et d en b, ind?Špendammentl\'un de l\'autre); Â?,, u^, ... , les intervalles contigus de P [tous int?Šrieurs CiiJ, lalongueur n^ ne croissant jamais avec n. Soient, pour une valeur quelconque dc t, q et r les deux entiers d?Šfinis par \'< yr-, On d - c < d - c -{- 210, et 1 Si nous distinguons, comme dans la d?Šmonstration analogue relative A la d?Šfini-tion (5), (nÂ° 3), les segments , j.) pour q ^ i ^

r en deux cat?Šgories et



??? les segments ?Štant enti?¨rement situ?Šs dans un intervalle contigu ?  P, et les seg-ments Â?T^ contenant au moins un point de P, on a s (/;, 0 ^ X > d â€” cC y <7, =}V â€” <d â€” c Soit u^ le dernier des intervalles ii^, u^, ... sup?Šrieur ?  2oj. On a: , ZÂ?^. ---- Donc ; f y <7, < - c â€” Z 1)0,1 et, si I est la mesure de P,en posant : yi y)j(u) tend vers z?Šro avec ?“. Soit s(J, t) = I-\\-h(t), on a donc et d\'ailleurs, d\'apr?¨s la for- mule fondamentale (nÂ° 17) (G = ?’ est ici non n?Šgatif): = (P â€” a -{- 2Sco)/ _ (P _ Â?)/> __ 2o>r. De cette in?Šgalit?Š et de la pr?Šc?Šdente h(t) on d?Šduit comme au nÂ° 3 que l\'ensemble H des points /, v?Šrifiant: \\h(t)\\ > e, a < f < fi a une mesure tendantvers z?Šro avec o). D\'apr?¨s h(t) = s(f, t) â€” I, f est int?Šgrable (J5,) et son int?Šgrale(/i,) est ?Šgale A son int?Šgrale besgienne. 24. La m??me proposition est ?Švidemment encore vraie pour une fonction ?’ con-stante et ?Šgale A k sur une ensemble parfait et ?Šgale A z?Šro hors de cet ensemble. Son int?Šgr.ile (Z?Ž,) est alors km, m ?Štant la mesure de l\'ensemble parfait. 34 bis. P,, P,, .. . , Pâ€ž ?Štant sur le segment ab des ensembles parfaits deux Adeux distincts, si ?’ est constante sur chacun d\'eux et nulle

en dehors de leur r?Šunion,.ilors, d\'apr?¨s le principe du nÂ° 12, ?’ est int?Šgrable (ZJJ et son int?Šgrale (/j,) entrea et b est ?Šgale A son int?Šgr.ile (L). 25. ?’ ?Štant une fonction sommable, soit p un nombre sup?Šrieur A f [/â– (.v)|(i.v. â€? \' a Evaluons une limite sup?Šrieure de la mesure y. de l\'ensemble H form?Š des nom-bres t v?Šrifiant les in?Šgalit?Šs : Hf, 0\\>M?§, Â?</<p,011 M est un nombre positif quelconque. Rtni. Cirt. Mittm. PiUfmf, t. XLV (191O. - Sumptto il 11 mÂ?ggio 19U. ,



??? t j. boks. On a, ?’ ?Štant nulle hors de a^: Donc : r.K/, Odt. V d J a. Suivant la formule fondamentale (17) la derni?¨re int?Šgrale est inf?Šrieure ?  (P - Â? 2(0) ?’< (P - a 2(o)p. Donc i\'ensemble H o?š \\s(J, /)! > Ma, a une mesure inf?Šrieure ?  . M 26. Ayant ?Štabli ces lemmes, passons maintenant ?  la d?Šmonstration que toutefonction f{x) sommable sur un segment ab est int?Šgrable (5,), avec ?Šgalit?Š des int?Š-grales (Z,) et (BJ sur ce segment. Nous faisons donc f{x) = o, quand x est ext?Šrieur au segment ab. Formons une progression arithm?Štique ind?Šfinie dans les deux sens de raison po-sitive X : ... , â€” nl, â€” (Â? â€” ... , â€” \\ o, (Â? â€” ni,____ L\'ensemble E^ des valeurs de x situ?Šes sur le segment ab et telles quei)>>, o?š n est positif, n?Šgatif ou nul, est mesurable, puisque la fonc-tion ?’ est sommable. Soit {J.\' la mesure de E . t n ft Sur nous posons ?’ = Â? >. ^ On a : Soit e^ un nombre positif, d?Špendant de n et tel que la s?Šrie (|Â?| -f- i)XÂ?^ aitune somme inf?Šrieure ?  un nombre positif donn?Š . On peut, dans d?Šterminer un ensemble parfait dont la mesure diff?¨re decelle de Â? de moins de t . n tt Les points de E^ ?Štrangers ?  forment un ensemble (2,, â€?

Mais puisque sur E^, don<; sur Q^, on a [?’] < (|Â?| 1)^5 l\'int?Šgrale sur dela fonction [/] est inf?Šrieure ?  (|n| -{- Donc l\'int?Šgrale (L) de [/] sur la r?Šunion des Q^ de \'tout indice positif, n?Šgatif, ou nul est inf?Šrieure ?  ^ 2 Puisque la fonction ?’ est int?Šgrable (L), il est possible, suivant Lebesgue, en d?Š-



??? signant par la r?Šunion des ensembles   ... ^ et par R^ la r?Šu- nion des ensembles E^^^ ... de choisir N, positif et si grand que f f nx)\\dx<\' N peut se calculer connaissant a et e. Soit Q l\'ensemble r?Šunissant E^,, et les ensembles d\'indice compris en-tre â€” A^ et -f- A^ inclusivement, (tous les autres <2Â? sont compris dans R^, etAlors ?’ Le compl?Šmentaire de Q relativement au segment ab est l\'ensemble parfait Pconstitu?Š par la r?Šunion des ensembles deux A deux distincts P-N, P-N.,, P.,, Po, PN- 27. Consid?Šrons deux fonctions auxiliaires, 1Â° la fonction (f^ ?Šgale ?  il sur l\'ensemble parfait P. (â€” N^i ^N) et ?Šgale?  o sur Q. 2Â° la fonction d?Šfinie par: /W = On a: sur Q, et = XO(a-) avec o^O(x)<i, sur P. Si nous .ippelons /,/jv- et respectivement les int?Šgrales (L) sur le segment rt/Â?des fonctions ?’, et "j/j^/, on a: Mais: f f \\Adx<l{b-a)-\\.z. Jq JI> Jq Donc : (i) D\'autre part, l\'in?Šgalit?Š



??? entra?Žne, suivant la formule du ^ 25, o?š l\'on donne ?  M la valeur . , . \' ^ â€” a) et ?  p la valeur e -}- â€” cette cons?Šquence que, si K^ est l\'ensemble des va-leurs des t v?Šrifiant ?  la fois (2) IK\'I\'n,   et la mesure de K^ est inf?Šrieure ?  (P â€” a -}- 2 w) j/s > â€” a). Or, ?‡j^ ?Štant constante sur l\'ensemble parfait P. N ^N) et nulle horsde P, fj^ est int?Šgrable (5,) sur ab et son int?Šgrale (5,) est Ijj. Donc, quelques soient les deux nombres z^ et s^ positifs, donn?Šs d\'avance, il estpossible de trouver un nombre Â?2 d?Špendant de e^, e^ et N, ou (puisque N d?Špendde ). et de e), d?Špendant de s^, e^, X et t, tel que l\'ensemble K^ d?Šfini par a < / <; (3). a une mesure inf?Šrieure ?  e^, quel que soit w inf?Šrieur ?  e^, "k, e). Soit K la r?Šunion des ensembles K^ et K^. Alors, en tout point ?Štranger d K, on a 2Â° t) â€” J\\ <C h ^ ~ derni?¨re relation ?Štant obtenue en combinant les relations (i) et (3). Donc, puisque 5(/, t) = /) -{- t), on a en tout point ?Štranger ?  K: HL 0 - ^ K?^, 01 0 - ^o ^ - Â?) - Â?)â€? 28. Supposons w < e^, "K, e). Alors la mesure de K est inf?Šrieure A (P _ Â? -I- 2(-0l/e lib _ -I- e^ < 2(p - cL)yz -a) e^,si en outre: .p-a Si donc nous nous donnons deux nombres

positifs e, et e^, et si nous choisissons les nombres positifs e^, e^, e, "k tels que* ^o = - Hb - Â?X ^ nous pouvons calculer un nombre , ej au plus ?Šgal ?  ^-- [et A \\



??? tel que, si to < Â?l(s,, ej, l\'ensemble â€” ?’] > ^ a < f < (i, a une mesure inf?Šrieure ?  e^. Donc la fonction sommable quelconque ?’ est int?Šgrable (5,) et son int?Šgraleest ?Šgale ?  son int?Šgrale besgienne. Seconde d?Šmonstration. 29. Nous allons donner une seconde d?Šmonstration de l\'identit?Š des int?Šgrations(Z,) et (5,) pour une fonction sommable, la nouvelle d?Šmonstration s\'appliquant im-m?Šdiatement la fonction sommable la plus g?Šn?Šrale, sans que l\'on ait besoin d\'effec-tuer sur celle-ci une d?Šcomposition pr?Šalable en fonctions plus simples. Nous nous appuierons sur le th?Šor?¨me fondamental d?? ?  M. Lebesgue, que l\'in-t?Šgrale (I) de f(x)dx entre a et x poss?¨de /(x) pour d?Šriv?Še en tout point de a bsauf ?Šventuellement en un ensemble de mesure" nulle. Nous utilisons en outre cette propri?Št?Š que si p ((x) d?Šsigne le maximum\' des int?Š-grales (Z,) de 1/1 dX sur tous les ensembles de mesure [a situ?Šs sur ab, ^((x) tend versz?Šro avec {x Soit f(x) une fonction sommable, nulle hors de ab et soit F{x) = J* f(x)dxl\'int?Šgrale (Z) entre -a et x. Si x ^a, on a donc F(a:) = o; si x^b, on a: F(x)=Â?f(ix)dx = L 30. Consid?Šrons l\'ensemble //(e, w) des points a:^ tels

que, si x v?Šrifie les rela-tions o < |x â€” < w, on a : â€? (0 ^^\'x-x}^   < Cette condition impos?Še A x^ ?Šquivaut i la suivante. Les relations: l X ^ x^ ^ x\' avec o x\' â€” x w entra?Žnent: (i"\') . \\ F(x\') â€” Fix) ,, . , . ^ I --J-----  avec S\'<i. En crtet, si >Â?â€ž est la mesure de l\'ensemble Â? i ^1/1 > Â?, et si [i^ = .â€ž, l\'int?Šgrale de [/, Jx sur tout ensemble de mesure inf?Šrieure.^ est inf?Šrieure -{-... qui tend vers z?Šro quand n cro?Žt puisque la condition de sommabilit?Š est pr?Šcis?Šment la convergence la s?Šrie nm Â? â€?



??? Appelons H^ l\'ensemble des points o?š F\' (x) = ?’ (x). Entre a et b, H^ a pour mesure b â€” a; hors du segment ab, F ?Štant constant,on z F\' â€” f â€” o. Donc H^ comprend tous les points x a, x"^ b; de m??me, H?‡z, w) comprendtous les points x ^a â€” w, xX^ m. Si, s restant fixe, < , tout point de H(t, QJ est dans H(t, ??j, car si lacondition (i) est satisfaite pour w = Q^, la condition (i) est ?  fortiori satisfaite pourw = . Donc, quand Q d?Šcroit, e restant fixe, H?‡s, ?š) ne perd jamais de points. â€? Je dis que l\'ensemble r?Šunissant tous les H(z, Q) contient H^. En effet, si en un point x,, k d?Šriv?Še de F(x) existe et vaut /(x,), il existe unnombre ii,, d?Špendaiit de x, et de e, tel que, les condinons (i""\') sont v?Šrifi?Šesquand on y reinplace w par 12,, x^ par x,. Donc, le compl?Šmentaire R{t) de H{z), form?Š par tous les points de l\'axe des x?Štrangers ?  H (s), est contenu dans le compl?Šmentaire R^ de H^. R^ est situ?Š sur le ?§egment ab et est de mesure nulle. Il en est donc de m??mede i?(e). \' . * De m??me que H(t) est la r?Šunion de tous les H(z, Ll), son compl?Šmentaire R?‡t)est l\'ensemble commun d tous les i?(s, ii), ??) ?Štant l\'ensemble de tous les pointsde l\'axe des x

?Štrangers ?  H{z, ii). Comme R(s, Si) d?Šcroit en m??me temps que i?Ž, la mcsure.de R(z) est la limitede la mesure de 12). Donc si [A(e, 12) d?Šsigne la mesure* de R(s, 12), |ji.(e, 12)tend vers o avec 12. . Soit ip la fonction ?Šgale ?  i sur l\'ensemble w) et .A o sur R(e, w); dem??me soit tj; = i \'â€” <p. On a t}/ = I sur R(s, w) et = o hors de R(s, oj). 31. D?Šsignons, pour chaque valeur de /, par >.(/) la longueur totale des inter-valles y. â€” y,_, pour lesquels le point n. appartient .A l\'ensemble R(Â?, w). On a: Formons Ja , La fonction ?Štant sommable, on a, d\'apr?¨s la formule fondamentale (17) etla remarque (18): ?’^iH-i-OCy.- - = (P - Â? ^SÂ?) ?’VÂ?)^Â?- Mais ?Štant ?Šgal ?  i sur i?(e, w) et ?  o ailleurs, son int?Šgrale (Z,) est H.(e, ")-



??? Donc, J l(t)dt = (P â€” Â? -f 2Sa))fx(e, co) < 2(P - a)|x(e, w)S â€” a en supposant toujours (o < ?Žl^â€”. e nous est donn?Š. Soit v), un second nombrepositif donn?Š. Choisissons le nombre tel que pour oi < Q,, w) <â€?/)_. Li^ est une fonc-tion de e et de yj^. Nous ?Šcrivons Q, = 12, (e, y),). Nous supposons- d?Šsormais w < ?›,. y)^ ?Štant un nombre^posiuf quelconque, cher-chons la mesure [x\' = {/.\'(e, y),, nj de l\'ensemble des valeurs de t, o?š pour une sub-division ?‡x., donn?Še l\'on a a < ? < > y), -j- .Puisque si (0 <i2,(Â?, y),), et que IQ) n\'est jamais n?Šganf, on a les in?Šgalit?Šs suivantes: Donc Faisons yj^ = j/^ â€” yi,, y)^ est positif en supposant y), < i. Alors rcHsemble K des valeurs de t, telles que a < / < [i et ^(t)^ f/yf, a une mesure infMeure ?  2({i â€” a)pour (,)<i>,(Â?, y,,), valeur qui entra?Žne (z(e, (.))</),.Nous supposons d?Šsormais t ?Štranger K,3a. Nous avons, d\'apr?¨s <p -f- = i, sU, 0 = l9Ci.)/(o,)Cv.- - y,_.)  - Consid?Šrons d\'abord le premier terme du second membre.Par d?Šfinition de //(e, w), si est dans ce dernier ensemble, on a les rela-tions (i Donc pour tous les points n. situ?Šs dans //(e, w) on a: - PXy^.,) =- -y.-J-C^! < 0- Observons de plus, que si le segment (v,_,, y,)

est sans points communs avecon a: - Hy;-,) = o, /(y,,) = o, ^onc dans ce cas = o.



??? 24 T. J. B o K s. , Donc, quelque soit ??i,. situ?Š dans w) ou non: - = - y^-J  ~ yi-J- i Â? Car, si t)^ est dans H (s, w), (p(Y)i) est ?Šgal ?  i, et l\'?Šquation est identique ?  larelation ci-dessus; si r). est ?Štranger ?  H(t, a>), (p(â€?/).) est par d?Šfinition ?Šgal ?  z?Šro. \'On a donc toujours: - = I?(nJ[F(y,) - F(y,_J] - - ]D\'autre part: â€? - m-.)] = - - iH^.myj ~ ^a.,)]- Les termes F(yJ â€” f(y;_J sont nuls, pour yi^a et pour y._, X b.La premi?¨re somme du second membre est donc F{b)-F{a) = jy{x)dx = L Donc :Donc : 33. D?Šsignons par ZaÂ? Z5 respectivement le second, le troisi?¨me et le qua-tri?¨me terme du second membre de cette derni?¨re formule. Quand le segment y.) est ext?Šrieur au segment ab, (5,. = o, donc, d\'apr?¨s est inf?Šrieur ?  la somme des longueurs des segments (_>>,_,, y^) ayant au moins unpoint commun avec le segment ab, donc: en supposant w â€” . 34. Evaluons â€? Z, = Z KO â– -.)]. On a: - i^O\'.-,) = rmdn.



??? - ^ r \\m\\du.IJ^IK^.) \\m\\du. Puisque -K-v) est nul sur //(e, w) et ?Šgal ?  i sur i?(e, w), les termes de\'laderni?¨re somme ne peuvent avoir une valeur diff?Šrente de z?Šro, que si y). est situ?Š surOi); la longueur totale des segments y.) o?š appartient ?  A\'(s, oi) est par d?Šfinition >.(/). ^ Le second membre est l\'int?Šgrale J\\f(u)\\dH ?Štendue ?  un champ form?Š de seg-ments Q,.,, y\'i), dont la longueur totale est IQ). Or, t ?Štant suppos?Š ?Štranger ?  K, on a "k?‡t)^]/^^. Donc, |y,| est, pour ces valeurs dc t inf?Šrieure ou ?Šgale au maximum des int?Šgrales J\\f{u)\\dti ?Štendues aux ensembles E de longueur maximum que nous avons d?Šsign?Š par pd^/T,), (29).Ce nombre tend vers o avec n,.35. Consid?Šrons enfin Z..On a La foncnon ?’ ?Štant sommable il cn est de m??me dc d\'apr?¨s (j^ = o ou 1.Donc, suivant la formule fondamentale (17) et l\'hypoth?¨se 2w < p â€” a, VOL J a \'I\'(m) est nul^en dehors dc A\'(s, to); si w \'1,) l-i mesure de w) est in- f?Šrieure A??),. L\'int?Šgrale du second membre est donc inf?Šrieure ou ?Šgale A p(yi,).Donc : Soit (x" la mesure de l\'ensemble / des valeurs de t comprises entre a et {iet o?š*: 1; > On a: _ , donc Kend. Ciri. Malim. PalirmÂ?, t. XLV (1911). â€”

SumpÂ?to il 13 mÂ?ggio 1921, . Donc : ^.r - â–  Donc :



??? 26 . ^ T. J. 1) o KS. 36. Les ensembles K et / r?Šumis ont une mesure totale au plus ?Šgale ?  En r?Šsum?Š si co < Â?i,(e, â– /),), 2 0i<b â€” a, 2co < p - a et si t, compris entrea et est ?Štranger ?  ?’ et ?  i?ŽT, on a ; KA 0 - ^ II.I IXJ II3I  f?‡y^,) ViM \' Supposons donn?Šs deux nombres positifs quelconques e, et e^.Nous pouvons choisir e et vi, tels que et en m??me temps : D?Šsignons par , eJ le plus petit des trois nombres ^ ^ ^ , â€”, "\'"\'i)\' alors l\'in?Šgalit?Š o)<?Ž2(s., eJ entra?Žne \\s{f, t) â€” I\\<t, sauf ?Šventuellement pour desvaleurs de t formant entre a et ^ un ensemble de mesure inf?Šrieure ?  e^.La fonction ?’ est donc int?Šgrable (5,) et son int?Šgrale est 7. 37. Nous avons vu (nÂ° 14) que si <p est int?Šgrable (ZJ,), ?’ et ?’?§ sont ?  lafois int?Šgrables ou non int?Šgrables (/?,), et dans le premier cas, la diff?Šrence desint?Šgrales (5,) de ?’ et de ?’ ? est ?Šgale celle de 9. Cette m??me proposition seraen particulier exacte quand Â?p sera sommable, puisqu\'alors 9 est int?Šgrable {li,). Plus sp?Šcialement, on ne modifie ni l\'existence ou la non-existence ni la valeur,si elle existe, de l\'int?Šgrale (/?,) de ?’ sur un segment ab, quand on modifie indiff?Š-remment ?’ aux points d\'un

ensemble de mesure nulle. Suites de subdivisions (y,-, v),)- 38. Soit /(x) une fonction sommable quelconque. Nous avons ?Štabli que la me-sure de l\'ensemble a < t < p, \\s(f, /) - /| > e tend vers z?Šro, avec le pas tÂ? de lasubdivision quelque soit s, positif, donn?Š d\'avance. Donnons nous deux suites de nombres positifs et t\'^ telles que 1" c^ tend vers z?Šro, quand n cro?Žt et 2Â° la serie e;, est convergente, ^par exemple = â–  Mors il est possible de trouver un nombre (oâ€ž tel que, si w l\'ensemble des valeurs de / o?š l\'on a â€” Â? < / < K^, /) â€” /| > Â?â€ž a une mesure inf?Šrieure i e,\',. Pour chaque valeur de Â?, choisissons indiff?Šremment une subdivision particuli?¨re



??? quelconque D, ind?Šfinie dans les deux sens et de pas inf?Šrieur ?  Appelons s^f, 0la somme s(f, t) correspondant A la subdivision D,. Alors la mesure de l\'ensemble o?š l\'on a : est inf?Šrieure A e\'. il Je dis que s^U 0 te"\'! vers / quand n cro?Žt, quelque soit t, sauf peut-??tre pour\'des valeurs de t formant un ensemble de mesure nulle. En effet, si t appartient A un nombre limit?Š d\'ensembles Â? , soit p le plus Â?randdes indices de ces ensembles. Alors quelque soit n sup?Šrieur A p et A on a â€? K(f, Donc t) tend vers /, quand u croit. C\'est donc\'dans le seul cis o?š l appar-tient A une infinit?Š d\'ensembles Â? , que s,Xf, 0 peut ne pas tendre vers ?’. Mais dans ce cas, t appartient quelque soit p, A l\'ensemble li^ form?Š par la r?Šu-nion de ,.... Or, la s?Šrie e;, ?Štant convergente, la mesure de H^ est au plus ?Šgale A e\' -|-e\' -i. ...et tend vers z?Šro, quand p croit ind?Šfiniment. ^ Donc l\'ensemble E des\'points t o?š s^f, t) ne tend pas vers / quand Â? cro?Žt estcontenu dans un ensemble H^, dont la mesure est aussi petite que l\'on veut Donc Fest de mesure nulle. Nous aboutissons donc au th?Šor?¨me suivant qui contient plusieursdes r?Šsultats de M. Haun [Sitz. 13er. der Wiener

Ak. der Wiss., Math. Nat KlisseBd. 125, I, 15)14): â€? â€? â€? Â? ?‰tant donn?Še une fonction sommable f(x) nulle hors de l\'intervalle a, b, et dontl\'int?Šgrale besgienne entre a et b est I, il est possible de d?Šterminer une suite de nombrespositifs: (.),, ... , w,, ... tendant vers z?Šro, tels que, si ou (.v^, est unesubdivision quelconque de l\'axe r?Šel, indienne dans les deux sens et de pas inf?Šrieur ? wâ€ž, si de plus -t-OO 0 = imxy: - ylj, avec y; = x\'; -f- /, -fi". = i". t, la fonction sâ€ž(f, t) de la variable t, tend vers I quandÂ? cro?Žt, sauf ?Šventuellement pour certaines valeurs de t formant un ensemble de mesuremile. Ce dernier ensemble E d?Špend du choix de la suite des subdivisions D m.iisquelque soit le choix fait, pourvu que le pas de D^ soit inf?Šrieur A la mesure deE est z?Šro. Il est peu probable que la suite puisse ??tre fix?Še ind?Špendante de f (par exem-ple en posant x] = = * , les pâ€ž ?Štant des entiers sup?Šrieurs A i), de ma- ri \' \' \' Fn



??? ni?¨re que, pour toute fonction ?’ sommable, 5â€ž(/, t) tende vers I, sauf pour des va-leurs de t formant un ensemble de mesure nulle. 39. Si l\'on a une infinit?Š d?Šnombrable de fonctions sommables ?’,, . â€? â€? , â€? â–  â€? â€?> fp?Štant nulle hors d\'un intervalle h^ (on pourrait m??me s\'offrancbir de cette re- \\fp\\dx f??t fini) et ayant pour int?Šgrale entre a^, et b^, on .00 d?Štermine pour f^ une suite d?Šcroissante et positive , wf, ... , , ... , analogue ?  la suite relative if. Soit Qâ€ž le plus petit des nombres ... , o,", et Dâ€ž une subdivision quelconque de pas inf?Šrieur ?  Alors, quelque soit t, ?Štranger ? certain ensemble de mesure nulle, la fonction de t, \' si(f, t) = XMr^^Ky" - y:..) â€”oo tend, quand n cro?Žt, vers pour chaque valeur de l\'entier p, ind?Špendant de n et de t. Application aux s?Šries trigonom?Štriques. 40. Soit une s?Šrie trigonom?Štrique partout convergente avec A = a cos 0 -f- sin n 0. ft w I Tl Supposons que la fonction ?’ (0) soit sommable. M. de la Vall?Še Poussin a montr?Š que dans ce cas on a : l\'int?Šgrale ?Štant prise au sens de M. Lebesgue Nous allons appliquer ?  la fonction /(O) la m?Šthode d\'int?Šgration (/?,).Appelons ?’, (fJ) k fonction ?Šgale A ?’ si o^O

<2-, et nulle pour 0 < o et0^27:. Nous .ivons Â? Quelle que soit la subdivision x. de pas inf?Šrieur ?  w, il r?Šsulte du th?Šor?Šme de 7) M. Denjoy, vient de d?Šterminer une nouvelle m?Šthode d\'int?Šgration permettant de calculer\'les coefficients de la s?Šrie trigonom?Štrique convergente la plus g?Šn?Šrale dont la somme est connue.(Comptes rendus hebdomadaires des s?Šances de l\'Acad?Šmie des Sciences, Mars, Avril, Mai 1921).



??? M. de la Vall?Še Poussin et de la propri?Št?Š fondamentale de l\'int?Šgrale que, sous les conditions et notations : o X. â€” <[ w, lim X. = 00, lim x. â€” â€” oo, i=o<j 00 et quels que soient les nombres a, p, s fixes, le dernier aussi petit qu\'on le veut, l\'en-semble des valeurs de t v?Šrifiant a ^ < P et , /) â€” 2 > e, a pour mesureun nombre tendant vers z?Šro avec tÂ?. 41. Appliquons ce r?Šsultat A la subdivision x. = = de pas ?Šgal ?  â€” . On a alors 27; J 0 ?Švidemment p?Šriodique en t et de p?Šriode Mais comme la fonction ?’ a la p?Šriode 2-, on a quelque soit t:42. Donc, la mesure de l\'cnsembJe H d?Šfini par Â? / <C P? - ^[/(o ?’ (/ T) â€? â€? â€? > e tend vers ^?Šro, quand n cro?Žt, quelques soient a, p, c ind?Špendants de u. Nous remarquons que, si la fonction ?’, est int?Šgrable an sens de Riemann, ou int?Šgrable (/?) il est possible de trouver un nombre N d?Špendant de e, mais non de/, et tel que l\'on a pour n > N, quelque soit t, Â?M ^^ En effet, le membre interm?Šdiaire ?Štant p?Šriodique en t et de p?Šriode on 2TC peut supposer o ^ f < Or, d\'apr?¨s la condition d\'int?Šgrabilit?Š (i?), quelques soient , t^, ... , t^ satis-



??? 30 T. J. B O K s. o TT faisant aux conditions o ^t^ , la somme tend vers XJTt Donc, si ?’ est int?Šgrable (i?), l\'ensemble cesse d\'exister A partir d\'une valeurAT de n. Si ?’ est seulement int?Šgrable (I), la mesure de E tend vers z?Šro, quand n cro?Žt.43. On peut encore pr?Šsenter autrement ce r?Šsultat, en utilisant le d?Šveloppementde /(O).En effet, m -1-... ?’ ----H----- D\'o?š â€” ci^ Donc, quelques soient Â?, et e^ posinfs donn?Šs d\'avance, (nous faisons a = o,P = 2 T?Ž), il est possible de trouver un notnbre , sj tel que pour n > AT, l\'en-semble des valeurs dc /, pour lesquelles o ^ / 2 et a une mesure inf?Šrieure A e^. L\'int?Šgrabilit?Š (5,) plus g?Šn?Šrale que la sommabilit?Š. 44. Nous avons montr?Š que la d?Šfinition (/?,) de l\'int?Šgrale est au moins aussig?Šn?Šrale que celle (je M. Lebesgue ; nous .liions prouver qu\'elle permet d\'int?Šgrer cer-taines foncdons non-somm.ibles, (et non-totalisables). Si ?’ est une fonction impaire, int?Šgrable (5,), on aura = o,



??? d\'apr?¨s la formule du changement de la variable d\'int?Šgration x "en â€” x (n\' i6) etla convention du nÂ° 14. \' . En effet /(x)^ix = - / f{~x)dx= / fi~x)dx = - / /(x)rix. a V a Jâ€”a Jâ€”a (nÂ° 16) \'(Â?"14) Donc, si une fonction impaire est int?Šgrable (Z?,), son int?Šgrale {B^) entre deuxlimites oppos?Šes ne peut ??tre que z?Šro. Nous allons montrer, qu\'il existe des fonctions impaires, int?Šgrables et nonsonnnablcs. 45. Soit ?’ (x) une fonction d?Šfinie ??ans un intervalle (â€”a, d) {a > o), et1Â° impaire [en particulier /(o) = o] 2Â° d?Šcroissante dans chacun des intervalles (â€” a, o) et (o, a),f telle que xf{x) â€” (f(x), fonction positive et paire, soit born?Še dans l\'intervalle(â€” a, a), nulle et continue pour x = o. La fonction /(x) est int?Šgrable au sens de Riemann dans tout segment ne con-tenant pas l\'origine. Supposons-la non-soiinnable (alors ni J* f(^x)dx, ni J f(x)dx ne tendent vers des limites, quand e positif tend vers o). Nous allons montrer que f est int?Šgrable (B,) dans l\'intervalle (â€” a, a). Son in-t?Šgrale (yj,) est alors n?Šcessairement z?Šro, connne nous venons de le montrer. 46. Il n\'est pas moins g?Šn?Šral de supposer que la fonction ?’ est ?Šgale -X o pourX = a et pour x =

â€” a. En effet, si une fonction est sommable, ?’ et ?’ -f- sont ou non en m??metemps int?Šgrables (BJ, (nÂ° 57). (|/(x)iix = o les int?Šgrales (Z?,) des deux fonctions ?’ et ?’-{-entre â€” rt et -}- rt sont ?Šgales. Posons <|/ = â€” ?’(â€” rt) pour x < 0, et = â€” f(^a) pour x > o, i{;(o) = o.A devient une nouvelle fonction remplissant toutes les conditions impos?Šes ?’.De plus/-,(rt) = o,/.(-rt) = o. Enfin ?’ et ?’, sont cn m??me temps int?Šgrable (/i,) ou non, et dans le premiercas leurs int?Šgrales (/ij sont ?Šgales. Supposons donc d?Šsormais /(x) = o pour x ^ â€” a et x a. 47. Soit (.v,, c,) une subdivision ind?Šfinie dans les deux sens et w un nombre\'"lu moins ?Šgal au pas suppos?Š fini des x. . A ?Štant nn nombre positif, tr?¨s grand, nous formons les intervalles suivants :



??? 1Â° autour de chaque point X; un intervalle (x!, x"), ayant pour milieu x. et dont x.- â€” x.- , x..^. â€” x, la demi-longueur est le plus grand des deux nombres -iâ€”et ^ > A A 2Â° autour de chaque point ?§^ un intervalle l\'!) ayant pour milieu et dont la demi-longueur vaut - Il est ?  remarquer qu\'il peut se foire que x]\' < x," , et, de m??me, que x\'. < X;_,(bien entendu ces deux in?Šgalit?Šs ne peuvent pas ??tre v?Šrifi?Šes en m??me temps). Si< < on a n?Šcessairement x,_, â€” > (x,. â€” x._J(i A). Si x! < x;,_, ona n?Šcessairement (x. â€” 4" <C â€” â€? Mais on a toujours : et . Posons \' = x,. 7,,. = t, y\'; = x\';-i-t, < = r t doit rester compris entre ?  et p. Nous excluons de V intervalle a p les valeurs de l, pour lesquelles le point o est dansl\'un au moins des intervalles (y[., j") ou (â€?/)!, -/il\'), c\'est dire les valeurs de t pourlesquelles existe au moins une valeur de i v?Šrifiant, soit y\\<o<y% donc _x:.\'</<-x;, soit â€?o;<o<-o:/, donc 48. Quelle est la longueur totale des intervalles form?Šs par les valeurs exclues det, et que nous appellerons intervalles t exclus ? Ces intervalles sont : 1Â° les parties communes ?  l\'intervalle Â?fi et aux intervalles (â€” x", â€” x!),2Â° les parties communes ? 

l\'intervalle a[i et aux intervalles (â€”q", â€”Consid?Šrons d\'abord les premi?¨res. Pourqu\'un intervalle (â€” x\'.\', â€”x|.) ait une partie commune avec a{i, ou bienqu\'un intervalle (x|, x)\') ait une parue connnune avec l\'intervalle (â€” (4, â€” a) il fiiutque l\'on ait A la fois x" > â€” fi et x,\' < â€” a. Soient r et s respectivement le plus petit et le plus grand indices des intervalles(x|, x)\') empi?Štant sur (â€” {4, â€” a). \' On a: â€” P < x^\' et ^ â€” ^ quelque soit l\'entier p posiuf, et de m??mex; < â€” a. et x;^^ X â€” a. Il n\'est pas n?Šcessaire que tous les intervalles (xj, x") d\'indice i tel que r<i<iempi?¨tent sur (â€” fi, â€” a). â€? 32 T. J. BOKS. .



??? Mais il est s??r que la contribution des intervalles (x), .v|.\') dans la longueur totaledes intervalles-^ exclus de a, ^ est inf?Šrieure ou au plus ?Šgale ?  la longueur totaledes intervalles d\'indice i tel que r <Ci <C. s, augment?Še de partie de (â€” % x\'jYct , â€” a), ces derni?¨res longueurs ?Štant d\'ailleurs chacune inf?Šrieure ?  ~ . A Pour calculer la contribution des intervalles pour lesquels nous ?Šcrivons: Donc: y Gv;.\' - x;.) <   < < 4 Donc les intervalles , .v") donnent dans la longueur totale des intervalles-^ exclusde a, p une contribution inf?Šrieure ?  a I ^^ 4-2- -?‚\' Consid?Šrons les intervalles / exclus provenant des Puisqu;on a ^ â€” P, et que ^ on a ^ - p. D\'autre part, puisque ^ â€” a et que ^ , on a ^ â€” a. Lesintervalles et sont donc ext?Šrieurs i (â€” [4, â€” a). Donc les intervalles (cj, ?‡") donnent dans la longueur totale des intervalles-/ exclusde a, p une contribution inf?Šrieure ?  A " A B _ a -I- A A A ^ A ^^ 2-: La longueur totale des intervalles-/ exclus est donc inf?Šrieure ? 2 w \' I 12(0 8co \' 6---1- S-^ â€” â€” Si nous supposons donc w<â€”et -<^>2, la longueur totale des intervalles-/ exclus est inf?Šrieure A 8 ^ ~ . Nous d?Šsignerons par K l\'ensemble de ces valeursde /

exclues. Rtnd. Cire. Molem. PaUtmc, t. XLV (19J1). - Sump.to U i) m.ggio I9Â?i. ,



??? 49. Supposant que t a une valeur non-exclue, donc ?Štrang?¨re ?  K nous allonsconsid?Šrer diverses esp?¨ces de termes de â€”00 1Â° Le point z?Šro ne co??ncide avec aucun point y., donc il y a un entier p d?Šfinipar les conditions <^0 <^yp-Consid?Šrons le terme d\'indice p : On a: Le point z?Šro ne tombe pas dans l\'intervalle sinon la pr?Šsente valeur de t aurait ?Št?Š exclue, donc: LI ~ - yp-yp-^ Or, par hypoth?¨se (p(x) tend vers z?Šro quand x tend vers z?Šro.Soit 0(Â?) le maximun de <p(a:), quand jc satisfait ?  la condition < w; [0({i))tend vers z?Šro, avec oj]. On a: â€? (0 ?’C^)(yp - = (-) ^vec < I. Par cons?Šquent, A ?Štant ind?Špendant de w, le terme d\'indice p tend vers oavec (0. 2Â° Quelque soit i diff?Šrent dc p, puisque la fonction ?’ est d?Šcroissante autour detout point distinct de l\'origine et que z?Šro est ext?Šrieur au segment O.-,Â? yd on a:Ky^hi - <miyi - <- y.-.> De m??me: Ky.)(yi - y.-.) < r <- y.-.)- Jyi-i Donc : m{yi - >\'.-.) - r = ^.[/O^-.)-KyMy< - y^.) ^vec \' c^; < i. i peut avoir toutes les valeurs en?š?¨res except?Še p.On a donc: - y-) - r\'^K^yx (2) \\ , "" = -/(J.)j(>\'.- \'-^vec s- < I..



??? Z/c^.oa -j\'.-)- f f{x)dx (3) \\ â€ž = -/O.OJa- - ^.-J, avec S- < I. p-t-i (4) En ajoutant les relations (i), (2), et (3)Â? nous obtenons: ( ?Ž/Ci.)(y. - - fyf(.x)dx - J^fix^dx avec S\' < I, et en d?Šsignant par une somme o?š manque uniquement le termecorrespondant ?  i = p. 50. Consid?Šrons d\'abord les deux int?Šgrales figurant dans la relation (4).Changeons dans la premi?¨re la variable x en-x; /(x) ?Štant une fonction impaire, = ?›(.o) --3V-. il vient: - r"f(x)dx- rKx)dx= r f(x)dx. Les deux limites positives â€” et y^ de l\'int?Šgrale ?Štant l\'une et l\'autre inf?Š-rieures A (0, on a ?(x)<0((o) dans tout l\'intervalle on peut donc?Šcrire : ig-A â– yp Posons : yp - Nous avons : \\>- _ yp sinon le point z?Šro dont la distance A y est ?Švidemment y serait dans l\'intervalleDe m??me, IX , = < yf-x sinon le point z?Šro serait dans l\'intervalle ,D\'o?š : I et



??? Donc, .g et n f(^x)dx = S\'0(o>)lg(J - i) avec < i. -yp-i 51. En r?Šsum?Š: ^(A 0 = TfMiyi - y.-,) = - 0 K^K^) ou enfin, en remarquant que log(.<4 â€” i) < ^ et en posant: On suppose t situ?Š hors de l\'ensemble K exclu, de mesure inf?Šrieure A 8 ^ ^ ". 52. ?‰tudions maintenant la somme t7(/). Â?Posons on a : â€” CO Formons : J=ju{t)dt, E ?Štant le compl?Šmentaire de K par rapport A a {4, donc l\'intervalle Â?, ^ diminu?Š desintervalles-x\'!<t< â€” x\'., <t Cherchons la contribution du terme Â?,(/) dans cette int?Šgrale J. Cette contribution est l\'int?Šgrale Ji = le long d\'un champ consti- tu?Š par E, d\'o?š l\'on retranche les valeurs de / pour lesquelles /(,.(/) ne figure pasdans U(t), c\'est A dire pour lesquelles * On a ?šb J=lJr â€” JO 53. Comme u^Q) est positif, quand z?Šro n\'est pas compris entreet y^, tt a



??? fortiori, quand t est ext?Šrieur ?  l\'intervalle x\\\', â€” xi ;), on a:Or, Â?.-(0 = - -/(y,)] ; tl V CO Un calcul tr?¨s simple, fond?Š sur des changements de variables ?Švidents et surl\'identit?Š ?’(â€” u) = â€” ?’(Â?), nous donne : /; < - r^\' - Ces deux derni?¨res int?Šgrales sont positives, d\'apr?¨s o < x\'.\' â€” x < x" â€” x 54. Pour limiter sup?Šrieurement ces deux int?Šgrales, nous utilisons la remarquesuivante : K^) ? ant une fonction d?Šfinie pour o < x < nulle et continue ?  l\'origine, som-mable dans tout intervalle (x, a), si a est positif,1\' int?Šgrable j\\?§x)~ tend vers ^dro avec si l\'on suppose y A) et o - y < A ?Štant un nombre ind?Špendant de m et de y. En effet, d\'apr?¨s lim \'^(x) == o (x > o), quelque soit Â? positif donn?Š d\'avance, nous pouvons trouver un nombre positif o d?Špendant de e et â–  de A [vi = (ctel que, si o < X < r,(e, A), on a ^^ 1Â° Si S <??)(e, A), on a: 2Â? Si A), d\'o?š la fonction ?’ > (x) ~ = K\'O ^\'tam con- tinue par rapport A Â? sur le segment de â€?/,(Â?, A) A ifest possible, puisque la con-linuit?Š sur un segment est uniforme, de d?Šfinir un nombre 12, d?Špendant uniquement ^^ ^ " T^ ^^ ^ ^^ ^^ ^^^ ^^^ conditions < Y < ^ et G S __ i)^ on ait :



??? Or, ^ . Ceci montre que les conditions y < ^ < y(i -{-A), o < S â€” y <; Â?2(s, A) en-tra?Žnent dx L H^y 55. Je dis que, en vertu de cette propri?Št?Š, il existe un nombre 12, (e, A) tel quesi w <; Q,, toute int?Šgrale f(u)du et / f(u)dn est inf?Šrieure ?  e. En effet, si nous posons dans le premier cas y = x!\' â€”x,., S = x" â€” ,et dans le second cas y = x._, â€” ^ = x.â€”nous avons dans les deux cas o < Y < S, S â€” Y < 0) et en outre â€” < i Nous sommes dans les conditions du nÂ° 54, en posant ({/(/t) = Â??’(Â?) = (p(Â?).Soit 12, (e, A) le nombre d?Šsign?Š ci-dessus par 12 (s. A) et correspondant A l\'ac-ception (p(Â?) de la fonction \'!\'(")â€? On a donc, quel que soit i, J\'. <^2e(Xf â€”pour w <; 12,. D\'ailleurs, si je segment (v,._,, _y.) est, quelque soit i compris entre a et ext?Š-rieur au segment (â€” a, a), on a = o, donc cn ce cas /,= f u,0)dt = o.JEi 00 Donc ^ /. se r?Šduit ?  la somme des ]. correspondant aux indices i telsquc, pourâ€”Â? au moins une valeur de / comprise entre a et p, on ait A la fois â€” <C et< a. Il faut donc, d\'apr?¨s y,- < P x^ et > a -f- , que â€” a < P -f x,. etfl > a x,._,, ou A la fois x,._, < fl â€” a et x. > â€” (rt -}- p). La plus grande valeur p des indices i est telle que < Â? â€”

a ^ x^.Leur plus petite valeur q remplit les conditions x^ > â€” (rt -}" P) ^ â€?En somme, /,. = o pour i>;) et pour et /i<2e(x,. â€”x._,), si p^i^q, Â?0 12,. Donc : i



??? Or d\'apr?¨s xon a A Q apr?¨s w < â€” . o En r?Šsum?Š, si w < (e, A) on a : 56. Soit r l\'ensemble des points de Â? o?š U (t) > /??. Alors si II est la mesure de F, U(i) n\'?Štant jamais n?Šgatif, on a (X < 4-p - Â?). On a donc, sur l\'intervalle ap, en dehors d\'un ensemble ?’/ de va- leurs de t, r?Šunissant les intervalles K et l\'ensemble r. 57. La mesure de H est inf?Šrieure A 4f/I(a-f p_a) si co<ii,(E, A).D\'autre part on a toujours (51) sur E (compl?Šmentaire de K par rapport ?  ap): \\s(J, /)|<2^0(a>) C7(/), donc, sur i/: \\si/, OK 2^0(0)) Cela ?Štant, donnons-nous deux nombres positifs quelconques e et e Nouschoisirons e\'et A, fonctions de e^ et e^, tels que I Par exemple, nous prenons VT inf?Šrieur au plus petit des deux nombres ^ et 2 __, , . , i6(P â€” a) . . p â€” a)\' ^ superleur A â€”-puis assez petit pour que 0(wj < Alors A) se calcule A l\'aide de e, et de e, (54), de m??me que Nous d?¨si- Snons par a)(e,, cj le plus petit des nombres ^ ~ , Cela pos?Š, l\'ensemble des valeurs de t v?Šrifiant ^ c^ avec a c^ / p a ^"c mesure inf?Šrieure A e^, quand w est inf?Šrieur A w (e^, e J. \' Donc la function ?’ est int?Šgrable (i?,) sur l\'intervalle {â€”a, a) et son int?Šgraleest o.



??? Fonctions totalisables, mais non int?Šgrables (5,). 58. Les conditions que /(x) soit impaire et que x/(x) soit continu et nui ?  l\'ori-gine suffisent-elles pour que /(x) soit int?Šgrable (5 J ? Nous allons voir qu\'il n\'en est rien en donnant un exemple d\'une fonction satis-faisant aux deux premi?¨res conditions, int?Šgrable m??me au sens habituel entre â€” aet a, mais non int?Šgrable (5,). A fortiori cette fonction est non sommable sur lem??me champ. ^ 59. Soit/â€ž(x) = ^^ une fonction remplissant les conditions de l\'?Štude pr?Šc?Š- dente, (p(x) d?Šfinie de â€” fl ?  f??, est paire, continue et nulle ?  l\'origine, /â€ž(x) estd?Šcroissante dans tout intervalle ne contenant pas l\'origine, mais n\'est pas sommablesur le segment {â€”a, a). Enfin nous supposons /â€ž(x) nul hors de l\'intervalle (â€”fl, b). Nous pouvons d?Šterminer de proche en proche une suite de nombres d?Šcroissants,positifs, a = a^, ... , a^, ... tels que, si l\'on pose : (i) rfoC^)dx, â€?\'Â?n I on ait > Â?(Â?Â?-â–  ----H Â?.)â€? Â? En effet, soit a^ quelconque, inf?Šrieur ?  rt,, et Ja, D\'apr?¨s /â€ž(x) > /"â€ž(Â?) pour o > x > a, on a > o. Puisque) cro?Žt ind?Šfiniment quand s tend vers z?Šro par valeurs positives, (?’â€ž est non

sommablepar hypoth?¨se il est possible de choisir a^ tel que Ja, De m??me, ayant d?Šfini a^, a., ... , nous pouvons trouver un nombre positiftel que r = > â€? â€? â€? -f Â?,), â€?\'Â?n I



??? puisque Je premier membre croit ind?Šfiniment quand tend vers z?Šro, n ?Štant in-variable. Il est ais?Š de voir que ^ cro?Žt ind?Šfiniment avec n. En effet, cro?Žt ind?Šfiniment, d\'apr?¨s > Â?(Â?,.-. H------\'0 > n et u^ > o. Or, d\'apr?¨s IJm xf^?‡x) = o, uâ€ž est ?Šgal ?  r- dx Â?â€ž ?Štant inf?Šrieur au maximum de <p(x) = entre et Donc = ejg donc z=: Aâ€ž avec A = ^ . . Donc â€”^ cro?Žt ind?Šfiniment avec n. 60. Soit /(.v) une foncuon impaire, telle que, pour ^ .v < alors, pour â€” a^<x ^ â€” , on a Nous prendrons b^ entier et, tel que, quand n cro?Žt1Â° tend vers z?Šro, 2Â° a^b^ cro?Žt ind?Šfiniment. Plus pr?Šcis?Šment, nous choisissons b^ ?Šgal A la valeur enti?¨re i une unit?Š pr?¨spar exc?¨s de b^ cro?Žt ind?Šfiniment, d\'apr?¨s et le rapport dc b^ ?  tend donc vers i. ^H l Alors la premi?¨re condition : est ?Švidemment remplie, puisque ^(a\') tend vers z?Šro, quand .v tend vers z?Šro. Je dis que la seconde condition peut aussi ??tre remplie, cn imposant i la suiteune nouvelle condition. Rend. Cire. .Wa/tm, Ptltrme, t. XLV (ijai). â€” StÂ?mpÂ?to U 14 "Â?ggio l^JJ ,



??? En effet, , a^, .. . , ?Štant suppos?Šs choisis, la relation (i) ne limite a^^^ quedans le sens de la croissance. Nous pouvons donc prendre assez petit pour que^â€ž 1 < K â€? Alors on a : "A ^ = ^. > ^fj^^, qui cro?Žt ind?Šfiniment avec n. 61. Consid?Šrons la subdivision et formons la somme s(J,0 = ?Ž.fM(yi - = 1, y^ = 0- â€”00 Il est ?Švident que s{f, t) est une\'fonction p?Šriodique de / de p?Šriode L\'en- tt semble \\s(f, > i que nous allons ?Študier poss?Šdera la m??me p?Šriode. La mesure(JL^ de cet ensemble E sur une partie quelconque a â€” de l\'axe Â? m r?Šel sera ind?Špendante de a. [i^ sera le quotient par b^ de la mesure u. de E dans lechamp o ^ ^ 2 7??. Inversement, si l\'on pose ?’ = a -f- -y- avec â€” r ^ 0 t:, les valeurs de 0 for- n ment un ensemble dont la mesure est ind?Špendante de a et vaut donc [i. Ainsi la mesure de l\'ensemble \\s (?’, /)| > r, o ^t dir. est ?Šgale la mesure de l\'ensemble des nombres 0, tels que |5(/", /)| > i, t =1 ~, â€” t: 0 < 7;. Cherchons la mesure de cet ensemble de valeurs de 0. 62. Les â€?/!,. se divisent en trois groupes caract?Šris?Šs par\' les condiuons respectivessuivantes 1Â° - a,,, < r, < , 2Â° ^ |y).| f a^^ |r,J. . ?‰tudions successivement ces trois

cas.1Â° Cherchons la mesure des valeurs de 0 pour lesquelles D\'apr?¨s b. et on a: 2tr, 0-\'^H.. <-y-



??? OU Or, quand n cro?Žt ind?Šfiniment, tend vers o, donc A partir de la valeur A^ de telle que b^ < t:, i ne peut avoir que la valeur z?Šro, puisque 0 estcompris entre â€” 7; et t:. Le premier cas est\'donc r?Šalis?Š uniquement par v)^ et sous la condition â€” a b <0 a b . "n I H ^ ^ n I n Donc la mesure de l\'ensemble des valeurs de 0 pour lesquelles un des yj. tombedans l\'intervalle rt,,^.,) est inf?Šrieure A A partir de la valeur A/" de u. 2Â° Consid?Šrons les â€?/),. tels que ^ |r).| < D\'abord nous formons la somme ^(fti^?‡yi â€” }*,â€?_,) relative aux indices i telssue a^^^ ^ â€?/). <; . Nous d?Šsignons cette somme par T,. Nous trouvons I, ?’(Â?,)(%â– ->,-,) = ^I. ?’("<) =  M Â? n 0 cl\'; apr?¨s Or, si l\'entier s est tel queavons d\'une part, la fonction (x) ?Štam d?Šcroissante pour x>o: A y -r I Â? â€?\'oy â–  t,^ /j "h i If u \\ " ^^ r / " . 27:\\ . , r I (i 2::T ^"â€?^ue dans chacun des intervalles (accrus de le?šr extr?Šmit?Š gauche) s?Špar?Šs par les autre part:



??? points , 2\'?Žr , 2S7t , 2 -f- l) J \'??Â?-! y \' â€? â€? â€? \' \' H--^-^ n rt tt existe un point m,, et un seul.Donc -y ZJoM = K s. y/oK..) avec Sj < i, b nous avons = P (Â?), en posant p (n) = Or, b^ ?Štant la valeur enti?¨re par exc?¨s de Donc p(Â?) tend vers z?Šro, quand n cro?Žt.D\'apr?¨s /(-/?Ž,.) = sin (G -j- aJ/^(Yi,.), nous avons: (0 I./C^,.â– )(>.â€? - = \'I p (Â?)] sin (0 a J. Les termes pour lesquels â€”Â?â€ž<*), < â€” donnent pareillement la somme: (2) Ij(vi,)O,-3\'._J = -K ^.P(")Jsin(-0 Â?â€ž) avec < i. Donc : -f" X?? = 2 sin 0 cos -]- 2 (?Ž p(>;) avec ^^ < i. Nous ferons d?Šsormais a^ = o, 3ÂŽ Consid?Šrons les valeurs de i telles que |??);| > a^. Les termes pour lesquels â– /),.> rt, donnent une contribution â€”^^.-i) qui est en valeur absolue int?Šrieure ?  la somme j^C^.X)*.â€”}\'(-,) diminu?Še de son premier terme est inf?Šrieure h rfoi^)dx. t/a, "n 2r, Or, LM _ IL^J Donc ab\' n\'n



??? tend vers z?Šro, quand n cro?Žt, donc : II3 ?’ C^.) Q.- - ^.-Jl \\ ^ = o)- Les termes pour lesquels â€?/).< â€” ont une somme X4 v?Šrifiant aussi l\'in?Šgalit?Špr?Šc?Šdente. 63. On a en r?Šsum?Š, si < |0| < avec lim z\'â€ž = o et fV <; i. Soit a un nombre positif tr?¨s petit et fixe. A pardr d\'une certaine valeur N den, on a d\'une part Â? b^ < a, d\'autre part Soit 0 un nombre quelconque v?Šrifiant les conditions : a ^ |0| ^ - . , . , 2?Ž - -f- 0 Alors SI / =-!â€” on a : n K/, I. Donc la mesure dc l\'ensemble o ^ i < 2 tt, K/, /)! > i, reladf la subdivision= = 1 tend vers 2:: quand n cro?Žt. M Donc ?’ n\'est pas int?Šgrable (BJ. 64. Nous allons montrer que, moyennant une condition sujipl?Šmentaire impos?Šeaux a^, ?’ f{x)(?Žx a un sens, selon les conventions habituelles (?’ est dans ce c.istotalisable). La fonction ?’ ?Štant impaire, il nous suffit de montrer que ^ = f f(,x)dx a un Â?\' o sens. Posons Pour que 1 existe, il faut et il suffit1Â° que la s?Šrie soit convergente, 2Â° que le maximum de f f(x)dx pour ^ x < tende vers z?Šro, quand n cro?Žt.



??? On a: U d n. Puisque ^^^ n\'est jamais croissant, on sait que cette int?Šgrale est en valeur ab- X solue inf?Šrieure, quelque soit a; > , ?  "Â?H-I J o i Donc lii^ tend vers z?Šro. Pour que la s?Šrie soit convergente, il suffit de choisir les a^ assez rapidementd?Šcroissants pour que la s?Šrie soit convergente. Cela est possible puisque Â?p(x) tend vers z?Šro avec x.Aux conditions impos?Šes ?  supposant connus , ... , a^, s.ivoir ----h".), <<, nous ajoutons celle-ci : Tk-.,) < 75- ,4 alors |/j<4~. La s?Šrie est donc convergente, ?’ (x) est totalisable. Et la fonction /(x) n\'est pas int?Šgrable (/ij sur, l\'intervalle (â€” a, -f- d) bien-qu\'elle soit d\'une part int?Šgrable au sens habituel (et par suite) totalisable dans cechamp, d\'autre part impaire avec une valeur absolue constamment inf?Šrieure celled\'une fonction impaire int?Šgrable (^J. Ceci montre que les mesures p.(a), (jL\'(a) des ensembles ?’>*\',?’<;_Â?\' nesont pas seules ?  intervenir dans la condition n?Šcessaire et suffisante pour qu\'une fonc-tion ?’ soit int?Šgrable (/i,). La r?Špartition de ces ensembles joue un r?´le essentiel dans cette condition in-connue. 65. On prouve ais?Šment que ?’ f(x)s\\nb^xdx cro?Žt ind?Šfiniment avec n. Donc f (x) n\'est

pas d?Šveloppable en s?Šrie trigonom?Štrique dans le champ â€” 7: < x < tt. Il serait int?Šressant de chercher si la somme de toute s?Šrie trigonom?Štriqne con-vergente est ou non int?Šgrable (B,), tout au moins quand on emploie exclusivementdes subdivisions p?Šriodiques (x., ;,.) admettant pour p?Šriode une partie aliquote



??? G?Šn?Šralisation de l\'int?Šgration {B^). 66. Jusqu\'ici nous avons suppos?Š que la subdivision mobile (jy., â€?/).) varie lin?Šai-rement avec le param?¨tre t.Posons maintenant : y. = I?‡x,, /), Y). = 0, â–  o?š X(.v, 0 est une fonction continue par rapport i l\'ensemble des deux variables .v et t, croissanteen a: et / s?Špar?Šment, et dont les deux d?Šriv?Šes par rapport ?  x. et / sont1Â° continues, o . .. /dl ax , \\ 2" toujours posiuves f ^ = o, = o exclus 1 . Nous allons montrer que, si f est sommable entre a et b, nulle hors de a b et sison int?Šgrale besgienne entre a et b est ?Šgale ?  I, alors quand on pose: ^\'i^nsemble Â? < / < fi, \\S(J, t) â€” a une mesure tendant vers ^?Šro avec cj, sous seules conditions o<.v.-x, ,<o>, limx. = oo, limx; = â€”oo . ^ \' â€” I â€”-t-OO Iâ€”oo ind?Špendant de i, .t;, ind?Špendants de t). 67. Nous nous bornerons ?  d?Šmontrer la formule: f\' imiy. - = - Â?) ?’ VW\'^\'V -VC-), < 0, PO\'O ?Štant une certaine fonction tendant vers z?Šro avec (o, ind?Špendante du choix deset calculable connaissant seulement les fonctions ?’ (.v) et t).Ayant ?Štabli ce lemme on ach?¨verait la d?Šmonstration comme aux paragraphes-^â– 28 par exemple. 68. /(.v) ?Štant d?Šfinie sur

l\'intervalle Â? b et ?Šgale A o hors de rt il est inuules\'occuper des termes pour lesquels n. est toujours sup?Šrieur A b, ou toujours mf?Š- ^\'cur A a. Les in?Šgalit?Šs X?’., b a P) > Â? d?Šterminent les v.ileurs exclues de t. Soient rt et b les valeurs de x d?Štermin?Šes par les relations X(rt,, P) = rt, Nous supposons a ^ x. et ^ â€?J Nous d?Šsignerons rc"??>ectivement par p et q la plus petite et la plus grande va- Â?le i satisfaisant A ces conditions. On a :



??? Observons que a^ K ^ â€” Si iCp, = et de m??me si r,,:>b. Donc, 69. Or: en appliquant la formule des accroissements finis ?  la fonction X, ?Štant un nombrecompris entre x._^ et x^.Dans le champ sont par hypoth?¨se continus et positifs. Ils restent donc compris entre deux nombrespositifs A et B {A <C B) ind?Špendants de x et dc t. D?Šsignons par Ax, deux accroissements donn?Šs ?  x et ? . t et par Au l\'accrois- jsement correspondant subi, par une fonction u de x et de /. Alors, A tout nombrepositif e donn?Š d\'avance, on peut faire correspondre un nombre positif C tel que si|Ax|<^, lA/KC, on a: Il existe donc une fonction positive e((.)) tendant vers z?Šro avec m et telle qi\'Cles in?Šgalit?Šs : y I?; - < - Oi < < ^ (0, a < / < (i, entra?Žnent â€” â€” --h < 0- La fonction e(oj) est ind?Špendante de de et de l. Elle se calcule connais-sant X(x, /), a;, b^y a, (i, et la variable w. Donc : . -}\'.-.) =/(^)lr(^. -  - 70. Je clis que f{:ni)dt et f(:f,.)^(it sont sommables. D\'apr?¨s A <<. B, W suffit de montrer la premi?¨re proposidon.



??? dt {il reste invariable, tandis que \'t et n,. croissent l\'un et l\'autre)-d ??) Donc, ?Štant sup?Šrieur ?  ^ (> o) et ?Štant sommable, f(ri,)dt et d ??j ^^\'^i^-^dt le sont aussi. II en est donc de m??me de S(/, t)dt qui est la somme d\'un nombre limit?Š de termes f(;fiiXyiâ€”y,_,)dt. 71. Nous pouvons donc ?Šcrire l\'?Šgalit?Š ci-apr?¨s o?š tous les coefficients diff?Šrentielssont sommables: Donc : . Ja Ja r = fJpM^?‡", - \'IK") ?’\'i l/C^JIfe - (K < >)â–  Soit J = f l/(\'OI\'\'"i â€? dt (puisque ?’(Â?) est nul hors du champ ab).Donc : va r ^^ r d\'apr?¨s le dernier terme de la relation (i) tend vers z?Šro avec w.^o\'t maintenant ^ G(?Ž,) = ffM^\'"-On a: J, Ci\'c. su,,m. p,lâ€žm*, t. XLV (1911). - Sumpilo 11 M "Â?Kg\'" ^



??? 72. Je dis que est continu en ?§.. En effet : d-n,. Nous effectuons comme il suit le changement de variable : Ayant pos?Šnous laissons fixe (i fixe). ^ et 7)^ varient alors simultan?Šment et croissent contin??-ment ensemble par hypoth?¨se, t est donc pour chaque valeur de E. une fonction d?Š-termin?Še de t = â€?/),.), et p. est une fonction continue de et â€?/). ?  la fois,puisqu\'il en est ainsi de l(x, t) en x et t. La fonction dt est continue en et t. Nous y rempla?§ons t par v].). Par ce changement la fonction 0 devient donc une fonction r,;), continue en yi,. et ?‡,.. On a donc : MS,-.a) Or, ^(x, y) ?Štant continu dans le champ born?Š a^^x^h^, > , P) il correspond, d\'apr?¨s le caract?¨re uniforme de la continuit?Š, \\ chaque nombre positife donn?Š d\'avance, un nombre positif tel que, si |Ax| et sont inf?Šrieurs X . En outre ^ peut ??tre si petit que l\'on a encore IKx Ax, Â?) - X(x, a)| < c et IKx-f Ax, P) - X(x, P)| < e.Donc, pour |a ?‡ .| < ^ : fOOi-m, Â?)  \'("ivec S", S- < I). Donc



??? Les trois int?Šgrales du. second membre sont infiniment petites avec c les deuxpremi?¨res parce que l\'intervalle d\'int?Šgration est inf?Šrieur ?  s, la troisi?¨me plrce qu\'ellecontient s en facteur. Quelque soit donc le nombre positif s\' donn?Š d\'avance, il est possible de trouverun nombre C tel que si < C, on a: ^ La fonction est donc continue. 73. Donc : r ^ = - -v,..), avec â€? < e:\' < .V. â–  et par suite : Cv^ - av,) = / \'\' G{x)dx (.v. - ~ G(^;\')J. . Or, = avec .V < i, tendant vers z?Šro avec w, qui surpasse â€” ^"j. Donc : - .v,_,) = r G(x)dx - x. .)e.(a>), et i oa^dx, ~ .v,_.) = G?‡x)dx _ Je. (co) ; S- < i. Dans le dernier terme .v^ â€” est inf?Šrieur â€” rt, 2w.La relation (5) devient donc : f^S(f, t)dt= r     < i). " "t-\' L J ^ 74. Or, puisque on a : d\'apr?¨s la fornuile de l\'?Šchange de l\'ordre des int?Šgrations dans les int?Šgrales doublesde fonctions sommables, la derni?¨re expression vaut : r-" r/(Â?jI^;,=f\'di



??? j 2 T. J. BOKS. Or, donc la derni?¨re int?Šgrale vaut, d\'apr?¨s ?’ (x) = o pour < a et pour x > b, r^t ffin.y-n, = (P - r^dx := - a)/.Â?/(X J a. "a 75. En r?Šsum?Š, nous avons : J f"S(f, = (P - / - 2o>)  ^C\'-O Ja . Donc l\'int?Šgrale Ja tend vers z?Šro avec w. Les sommes riemanniennes form?Šes avec les subdivisions ,/), , t) poss?¨dent donc dans le cas des fonctions sommables la m??me propri?Št?Š fondamentale(17) que les sommes s(f, t) reladves aux subdivisions y. = x. -f- /, v). = -f- Ce lemme ?Štant ?Štabli, on en d?Šduit sans difficult?Š l\'int?Šgrabilit?Š (ii,), de toutefonction sommable, au moyen des sommes riemanniennes fournies par la subdivisiong?Šn?Šrale y, = a(x., t), -/i. = t). On modifie la subdivision (x,., dont on fait tendre le pas vers z?Šro, mais lafonction 1 ne change pas d\'une subdivision A la suivante (A moins que ses d?Šriv?Šespardelles cependant ne restent comprises entre des nombres positifs fixes). d\'f (x Il y aurait lieu de se demander s\'il n\'est pas possible de laisser â€” s\'an-nuler sur un ensemble (x, /) d\'aire nulle. Hilvcrsum, Mars 1920. T. J. Boks.
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??? STELLINGEN. I. Iedere sommeerbare functie is integreerbaar (B,). II. % Er bestaan niet-sommeerbare functies die integreerbaar (B,) zijn. III De integraal (B,) voldoet aan de 6 voorwaarden opgelegd aan de integraal^an Lebesgue. \' [H. Lebesque, Le?§ons sur Vint?Šgration et la recherche des fonctionsprimitives, (p. 98)]. IV. Het Is niet noodig voor het bepalen van de integraal (B,) de onderverdeeling^^n een segment lineair van een parameter t te laten afhangen. V. . , Het is noodzakelijk dat .v / (a-) = o voor .v = o (blz. 31). VI. Uit de forinulecring door Lebesgue van de stelling: â€žUne fonction continue^out les points d\'un intervalle est continue dans cet intervalle" blijkt, dat het2eer gewenscht is de begrippen segment en interval nauwkeurig te onderscheiden. [M. Leuesque, Le?§ons sur l\'int?Šgration et la recherchc des fonctionsprimitives, (p. 22)]. VII. ^ De drie eigenschappen waardoor Vreeswijk in zijn dissertatie de axiale 1â€žP rationale ruimtekromme karakteriseert, zijn niet onafhankelijk. [jon. A. Vreeswijk, Invotuttes op rationale ruimtekrommen. lOOf). (blz. 71)]. VIII. \'Jet theorema van Poncelet is te bewijzen met behulp van het principe" behoud

van het aantal.



??? De theorie der verzamelingen kan ook op de waarschijnlijkheidsrekeningtoegepast worden. X. Het verdient aanbeveling het begrip warmtehoeveelheid te definieeren nade eerste hoofdwet. ^ XI. In verschillende leerboeken der Mathematische Physica wordt ten onrechtehet variatieteeken gebruikt waar het differentiaalteeken op zijn plaats was. XII. Het wiskundig onderwijs in de lagere klassen der H. B. S. dient veel ver-eenvoudigd te worden.
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