
Kristall-Symmetrie und Reststrahlen

https://hdl.handle.net/1874/280181

https://hdl.handle.net/1874/280181


??? KRISTALL-SYMMETRIE UND



???



??? m * *â–  I â€?\'sikMt^\' m n



??? y 4..^ -ikt



??? KRISTALLSYMMETRIE UND RESTSTRAHLEN



??? \' . .â€?s-;" 1.â– "â– ^f ?„I3 - . iL.fS: m Â? - - : â–  â– 



??? y ^ // ^KRISTALLSYMMETRIE UND RESTSTRAHLEN ACADEMISCH PROEFSCHRIFT TER VER-KRIJGING VAN DEN GRAAD VAN DOCTORIN DE WIS- EN NATUURKUNDE AAN DERIJKS-UNIVERSITEIT TE UTRECHT. S OPGEZAG VAN DEN RECTOR-M AGNIFICUSDr.A.J.P. VAN DEN BROEK. HOOGLEERAARIN DE FACULTEIT DER GENEESKUNDE.VOLGENS BESLUIT VAN DEN SENAAT DERUNIVERSITEIT. TEGEN DE BEDENKINGENVAN DE FACULTEIT DER WIS- EN NATUUR-KUNDE TE VERDEDIGEN. OP MAANDAG17 DECEMBER 1923. DES NAM. TE 4 UUR. door CAREL JAN BRESTER, GEBOREN TE ARNHEM. ELECTR. DRUKKERIJ ..DE INDUSTRIE". J. VAN DRUTEN - UTRECHT BIBLIOTHEEK DERRIJKSUNIVERSITEITUTRECHT.



??? ^^jAsmAmmam. om 3mT3MMYejjAT?´]5i>i. Â?CTO-pt3 MAV GAAHiJ HHa MAV. DSifCH.f\'RTi; HO ?Ž T?ŽaTieRBv?ŽHlf-eX?Ž.?ŽKi : IH \' H.AY \' - JDOO\'-i, Av".^ â–  t - A .#0 Â? 30 TA m YAV 11 \'J -Jrf^ 5 H d - . f h -^.-.??n - i4Â?rtj M kj . ; ^. V - â€? -H? - --T . â€? .. ~ \'TD ?Ž???ŽiivtHii^?Ž??f.Â?^ . . \\ ^ \' \'i-Vt-.n^tA-J^ W?Ž-^^iiiVV-ffaOT^lTJUr?ŽA-^ 3Â? t^ AV/\'^C^^^tA^M Â?o 3T 3av\'i0>i .Vv Kir-



??? \'AAN MIJNE OUDERSAAN MIJN AANSTAANDE VROUW



??? eviBQUO 3 Ml IM HAA\'WUOFl V JtiM A ATaM A A K U A A -O- -, \'^fr ^iv ??^K^\' .ir- 4 1\' â– â–  *



??? Bij hel voltooien van tlit proefschrifi is hel mij een aan-gename taak, mijn oprechten dank te hrongfn aan allen, dietot mijn wetenschappelijke vorming hebben bijgedragen. In de alleroerslo plaats geldt mijn dank U, HooggeleerdeOnNSTEiN, nooggeachte Promotor. Dat ik reeds in het beginvan n)ijn sindielijil een bijzondere voorliefde begon te gevoelenvoor de theoretisdie natnmknnde, is grootendeel.s te dankenaan ilen krachtigen invloed, die steeds van Uw persoon envan Uwe lessen uitging. Dnor Uw nnverflauw<l wetenseliap-pelijk enlhonsinsme, en de warnie belangstelling, die Rij allijdvoor mij getoond hebt, in hel bijzonder ook bij do bewerkingvan dit proefsrhrift, is het werken onder Uwe leiding steedseven leerzaam als opwekkend en aangenaam geweest. Ikbeschouw het dan ook nis een groot voorrecht, Uw leerlingte zijn. Hooggeleerde Horn, de bijzondere harlelijkheid, waarmeefiij mij in Gillingen hebl ontvangen, cn de gulheid, waarmeeGij Uwen zoo kostbaren lijd voor mij beschikbaar hebl
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??? EINLEITUNG. Vorliegende Arbeit ist entstanden ans dem Versuch, einen?Ÿcilrag zu liefern zur theorelischen Deutung der Heobachtnngen??ber das Renexionsvennogen ultraroter Strahlung an Kristnll-oberfl?¤chen. Die wichtigsten experimentellen Untersuchungen??ber diesen Gegenstand sind f??r das Jangwellige" Spektral-gehiet \') von II. Hiiitm und seinen Milarheitern angestelltworden. He.snnders interessant sind auch die Messungen vonCi-. Scu?„KKit und M. SciiuiiEnr im ,kurzwelligen" Speklral-gebiel. Das Ergebnis (lie.Â?;er Messungen l?¤sst sich im allgemeinen.so au.ssprei;hen: das Hellexionsvernidgen hat an den meistenStellen des Spektrums einen verhiiltnism?¤ssig geringen Werl,steigt aber bei gewissen Werten der WelleiilAnge ?¤n.sser.stschnell, und gib! ein .Â?stark ausgepr?¤gtes Renexionsmaximnm. *)Die.se Retlexionsmaxima liegen bei den ver.schiedenen Kristallenan vorschiedenen Slellen des Spektrums; auch die Anzahldie.ser Maxima ist in IioIkmu

Mas.se von der Art des behelTejidenKrislalles abliAngig. Nach der heutigen Vorstellung ??ber die Struktur Â?ler Kristallekann man diese Erscheinungen sehr einfach deuten. Ein Kristallist n?¤mlich ein Hanmgilter, dessen Hausteine aus â€” im all-genujinen elektrisch geladenen - Atomen gebildet sind. Diese \') I>nmit pflogt ,â€žftâ€ž ,1â€žÂ? ypok(rnIg.-l)io(. iiiii Wollfinlangon gr??sser nlÂ?etwa 20 /< nnziuloutcii. 1)Â?Â? nitrnroto .S|H-ktrnlgobiot m,it kloincron Wellen-liiiigcn hoitist ilnÂ? Â?kurzwi-liigfi. OcImcI. \') II. lUiniCNS, HnrI. Ihr. IDl.r, S. 4; Tu. Likiuhch n. H. UmKNs,Ik\'tl. Her. 1010 S. 108 u. 87(5. N?¤horo Literntnrftngabo Hiohe Kncykl. d!MÂ?ih. WiNscuHchaftciÂ? V. 2, 5, Art. von M. Iloiix. S. (322. â€?j Ci.. Sdi?¤rKii n. imautha Scuuhkut, Ann. d. Ph. (1) W (lUi??)S. 283; Zl^chr. f. l\'hyÂ?. 7 (1021) S. 2i)7. ?–. 300 n. S. 313. *) Siehe dio Figuren in Knp. IV, wo das lloflo.xionftvp.nnr.gen alsFunktion der Wpllenl?¤ngo graphisch darge-xtdll wird.



??? k??nnen, wie aus der allgemeinen, von M. Born ausgebildeten,Kristalllheorie hervorgeht, im Gitterverbande gewisse Eigen-schwingungen ausf??hren, und zwar in endlicher Anzahl.F?¤llt nun auf den Kristall eine elektromagnetische Welle voneiner Schwingungszahl die der Schwingungszahl einer solchenEigenschwingung gleich, oder doch wenigstens ann?¤hernd gleichist, so kann diese Eigenschwingung unter Umst?¤nden diuchResonanz besonders stark angeregt werden, wobei die Energiedieser Schwingung der Energie der Strahlung entnonuiienwird. Es tritt also eine starke Absorption der belroflendcnStrahlenart ein. Andererseits findet man aber auch eine be-sonders starke Reflexion, da bekanntlich nach der MaxwellschcnTheorie das Reflexionsverni??gen nahezu in gleicher Weise mitdem Extinktionskoenizienten ab und zunimmt. â– \') Ist dagegendie Frequenz der autTallenden Slrahlnng von den Kigun-frequenzen des Gitters merklich verschieden, so konunt keineResonanz, und also auch keine besonders

starke Absorptionund Reflexion zustande. .Icdes Reflexionsmaxininni bezieht sichdaher auf eine im Krlstallgitler vorhandene Eigonsrhwinginig.Damit ist das Problem dieser â€žRestslrahlcn" auf das Problemder Eigenschwingungen der Kristallgitter znr??ckgofrihrl. Um-gekehrt \'gilt aber nif.ht, dass jede im (?œlter m??gliche Eigen-schwingung eine aus.serge\\v??hnlich starke Rofloxion gleich-frequentor Strahlung vftranla.ssl. Um dies oinziisehen niussman bedenken, dass der Einfluss der Strahlung, (li(* wir innnorals polarisiert voraus.setzen wollen, auf die lonon im (liilor alsdie Wirkung eines homogenen elektromagnelischon Wechsol-feldes zu betrachten ist, weil die hier in Rotracht kommenden M. IJoIiX: Dynamik- Â?Icr KriHtallgilter. M. Bouk: Ztschr. f. Pliyn.7 (1021) 8. \'217; 8 (MÂ?22) H. .m Kncykl. il. Mnih. W. V. 2. An.von M. Bokn ??ber Atomlhi\'orio (1(Â? fosJon Ztintandm. \') Wir wonlen in ICap. III noch iifihor darauf zur??ckkommen. \') Die hier angeÂ?U>Ule Ilotrachlung IwzwM\'kt nur, ein ziemlich rohwHild von don

Vnrg?¤ngflu zu rntworfdu. In Wirklichkoil Â?inÂ?! dio Kigon-fre<iuenz und die Frequenz maximaler Uefloxion nicht gonati gliMch. Davorliegende Arbeit jmloch keine nuincriflohcn It<H>hnuugcn i\'Uth?¤lt, inldie-^cr kleine Untcrnohiwl hier b?ŸlangloÂ?. Vgl. K. F??liSTKni.iNd, Ann. il,PhyÂ?. (4) 61 (1920) S. 577.



??? Wellenl??ngen des ultraroten Spektrums sehr gross sind imVergleich zu den Abst?¤nden der Ionen im Gitter. Dabei kannman, wie fast immer in solchen F?¤llen, den Einfluss desmagnetischen Wechselfeldes gegen??ber den des elektrischenFeldes vernachl?¤ssigen, und also die Strahlung als einelektrisches Wechselfeld auffassen. Nun ist aber klar, dassâ€? irgendeine Eigenschwingung nur dann von dem Wechselfeldeangeregt werden kann, wenn bei dieser Schwingung einelektrisches Moment\') auftritt mit einer von Null verschiedenenKomponente in der Dichtung des Feldes: sonst kann ja dieStrahlung keine Arbeil an dem schwingenden System leisten,und also auch nicht dessen kinetische Energie vergrussern.Es gibt demnach zwei F?¤lle, wo keine st?¤rkere Heflexionanftrilt, obwohl die Frequenz der Strahlung genau einer Eigen-freqnenz des Gilters gleich ist. Erstens ist dies der Fall, wennder elektrische Vektor der einfallenden, polari.sierlen Strahlungsenkrecht zum

Vektor des bei der Eigenschwingung auflretendonelektrischen Moments steht, und zweitens wenn das elektrischeMoment der Eigenschwingung Null ist. Eigenschwingungender letzten Art werden wir innklir nennen, im Gegensatz zuden Schwingungen mit einem von Null verschiedenen elek-trisclien Moment, di(> akUv lieissen. Um zu entscheiden, obeine hestimmte Eigenfrequenz des Gitters aktiv oder inaktivist, ist es n??tig die Schmmjinmsjonn zu kennen, .d.h. mannmss wissen in welcher Weise die Ionen gegen einanderschwingen. Die vollst?¤ndige Deutung des experimenlellen Materialswurde mm nach obigen Melrachlungen zu der folgenden, sehrmnfanpreichon theoretischen Aufgabe fuhren: Man m??sste f??rjedes beliebige naumgitIcM- die Schwingungszahlen der Eigen-schwingungen und die ilax.u geh??rigen Schwingungsformen,sowie die Anzahl der optisch aktiven und inakiiven Schwin-gungen und die Dichtung des elektrischen Moments be- M nioflor Ilogriff wird nn

diwor Stelle als nna der Kxi>crimontnlphyÂ?ikl)oknnnl vorniisgoflelzt. Sp??lcr (S. 10) wird dio geimiio, f??r HUsercn ZweckgpfignolÂ?? D??finitioii nngogehcn.



??? Konstaiile nicht mehr aus, und zwar w?¤chst die Anzahl dieserunbekannten Konslanlen sehr schnell mit der Anzahl derIonen. In dipsen F?¤llen fehlt inmier das n??tige experimentelleMaterial zur Hereclinung dieSer Konstanten, und damit istvorl?¤ufig die M??glichkeit zur theoretischen Berechnung derElgenfroquenzen abgeschnitten. \') Was den zweiten Teil der auf Seile 3 fornuilierten, allgemeinenAufgabe belritVt, n?¤mlich: die Bestimmung der Schwingungs-formen, der Anzahl optisch aktiver und nicht-aktiver Schwin-gungen, und der Richtung des elektrischen Moments beiaktiven Schwingungen, daf??r l?¤sst sich eine L??sung linden,die der Sache betr?¤chtlich weiter auf den ??rund geht alsdies bis jetzt geschehen ist. Ebenso wie die Berechnung der Schwingungszahlen, sogeh??rt auch die i\'olUUindhje Hestinnnung der Schwingungsl\'ormzu den numerischen Rechnungen. Jedoch stellt sich heraus,dass es nu)glich ist, durch Ber??cksi.chtigung der Si/ininrlric-eii/nisrliaf/vn

des Raumgitters sehr viel ??ber die Sohwingungs-fornien zu erfahren, und die Frage nach tier Anzahl aktiverund inaktiver Schwingungen und nach der Richtung ileseleklrischen Moments gewi.ssermassen vollsl?¤ndig zu l??sen.Die Untersuchung nach dem Einlluss der Kristallsymmeli-Teauf die Eigenschwingungen bildet den llauptgegensland die.serArbeit. Wa.s sich hierbei ??ber die Schwingungsformen ergibt,hat an .sich nur ein theoretisches Inleresse, da eine direktePr??fung wohl nicht m??glich ist. Dagegen sind die darausabgeleiteten Schl??sse hinsichtlich iler Fragen, die sich aufdas elektrischo Moment beziehen, de.shall) wichtig, weil sieilirekt mit der Eifaluung verglichen werden k??nnen. Man kannmit Recht holTen, dass sich daraus, wenn vollst?¤ndigereMessungen des Rellexionsverm??gens ultraroter Strahlung vor-liegen, eine .Methode ergeben wird, um die durch R??ntgen- \') I\'^ wiiro viullcichl m??glich, iiwh oinigo oinfncho (Jiltor zu fiiulen,tlio zu iiumenVchrn

Itijchnuiigcn gocigncl Bind; doch w?¤ro kaum r.ucrwnrlcii, dnsn hulclio llochnuiigcn den Kinblick in dio Natur der Sachewe??cnUich verliofcn w??rden.



??? stimmen. Diese Aufgabe ist nur in wenigen, sehr einfaclienF?¤llen gel??st worden. Hier sind an erster Stelle die vonAf. Born ansgeffdirten Rechnungen bei den Alkali-HaloTden,Zinkblende, Flnssspat, usw. zu erw?¤hnen Das Ergebnisdieser Rechnungen stimmte zum Teil sehr gut mit der Er-fahrung ??berein, bei den Silber- und Thalliumsalzen dagegenist diese ?œbereinstimmung weniger befriedigend. Wir wollen uns nun klar machen, inwiefern eine Weiter-bildung der Theorie f??r verwickeitere Gitter Erfolg verspricht.In s?¤mtlichen oben aufgez?¤hlten F?¤llen gibt es nm- eineaktive Eigenschwingung, die dadurch entslelit, dass das Gitterder Metallionen als starres Gebilde gegen das ebenfalls starreGitter der ??brigen Ionen schwingt Die Frequenz der Eigen-schwingung h?¤ngt demnach nur ab von den bekannten Massender Ionen und den Bindungskr?¤ften zwischen den Ionen dieserbeiden Gitter. Diese lassen sich nach der Hornschen Theorie \')in einer Konstante

znsannnenfassen. Da man ??ber die Gr??ssender Bindungskr?¤fte zwischen den Ionen bei der grossen Un-bestimmtheit der Rohrschen Vorstellungen ??ber den Rau derElektronenh??llen noch ??ehr wenig Quantitatives sagen kann,muss man diese Konslanle ans anderen Kristalleigensclialtenzu bestimmen versuchen. Das ist nun in oben erw?¤hnten F?¤llenmit Hilfe Â?ler Konq)ressil)ilil?¤l und Dielektrizit?¤tskonstanleauch wirklich gelungen. (ieht man nun aber ??ber zu Kristallen, die ans mehrerenlonenarten zusannnengesetzt sind, so kommt man mit einer \') wiiro auch fiohr wiiiiHchcnswert, rtwan n?¤her nnf (lieKrngo hetrcffÂ?den Ab^oliilwcrt den UcfIcxionRvorm??gonÂ? alÂ? Fnniction dor Frociucnz <lornnrrnltendcn Strahlung und dor Tonipornliir cingphon zu k??nnoii. HolungoCS abor noch kciiio ThooriÂ? diT lMiergic<li!Â?hipalion in ICriAlnlioii gibt iÂ?ldaran nicht zu denken. \') M. IloKN. IJcrl. Ber. 1018 H. (M)l; Phy-. Ztsrhr. 1!Â? (1!Â?18) .S.Ann. tl. rh}H. Gl (101!)) H. 87;

Vcrh. d. Dcnlnoh PliyÂ?. des. 21 S. 100,M. Ih)iiN n. K. BoitMANN, Ann. d. PhyfÂ?. Â?IJ (l!t2n) S. \'Jlfi. .\'^irhnauch: W. l)i:in.iNfii:R. I\'hyiÂ?. ZtHchr. 15 (lOl t) S. 27(1.\') Vgl. Kap. III.*) l.c.



??? analyse gefundenen ICristallgitter auf ihre Richtigkeit zupr??fen. \') * Was nun die Methode betrilll, sei Folgendes bemerkt: Esgibt nach Scii??nflies i230 nach ihren Syinmetrieeigenschaftenverschiedene f^aumgitter; jede Symmetrieart ist durch eineder 230 r?¤umlichen Gruppen von Deckoperationen definiert.Die oben formulierte Aufgabe f??hrt also dahin, dass man f??rjedes Punktsystem, welches eine dieser r?¤umlichen Gruppenzul?¤sst,die verschiedenen Schwingungsformen und das Verhaltbndes elektrischen iMoments untersuchen nmss. Das Problem indieser Form anzugreifen, w?¤re sehr nu\'ilisam. Gl??cklicherweisekann man die Sache erheblich vereinfachen, wenn man bedenkt,dass nach dem Gesetz des Isomorphjsmus der 230 r?¤umlichenGruppen mit den 32 Punktgruppen, die bekanntlich die 32Krislallklassen be.stiuunen, eine enge lieziehung besteht zwischenden Symmetrieeigenschaften <ler miendlichen Gllter und denSynunetrieeigenschaften der endlichen

Punkt-systumc. Es liegtalso der Gedanke nahe, zuerst die Theorie tler endlichenPunktsysteme zu entwickeln, und dann eine allgemeine Methodezu suchen um die dort erhaltenen Resullate auf die unond-lichen Raumgitter auszudehnen. In der Weise erreicht man zwei wesentliche Vorteile: Erstensist die Theorie der Eigenschwingungen endlicher Punktsystemean sich physikalisch wichtig. Es gibt n?¤mlich in vielen Kristallengewisse lonengebilde, wie C\'Oj , i\\ (h , <S(h , usw., die diu chbesonders starke Kr?¤fte zu.sannnengehalteu wenlen, in derWeise, dass man in erster N?¤herung die imieren Schwingungenals unabh?¤ngig vom Gitlerverbande an.sehon darf. Die Deutung \') Mohr nlrt die M??glichkeit zur nachtr?¤glichen l\'r??fuwj knnn dnln-\'inicht horauMkommcn, An eino (h\'llcrbcslwnnuny wl nicht zu denken, <1anat??rlich die durch UcfloxionHmertNungon gefundenen UuÂ?uItalo keineeiudeuUgcn Schl?œHHo auf die Ciiltcrutruktur gestatten. â€?) A. Scii??.vFi.iFW.

KriHtallrtyÂ?tcme und KriMtallHtruktur. \') Siehe A. SoH??NKi,iK8 I.e. S. 3(1Â?. Eine kurze ZuNamnionfaÂ?hUng derf??r unseren Zweck wichtigsten Ilcnultato der Theorie Â?1er Kaun]grui)|>cnwerden wir in Kap. III, Â§ 1 geben.



??? der Reflexionsmaxiina, die mit diesen inneren Schwingungenzusammenh?¤ngen, f??hrt also sofort auf das Problem der Eigen-schwingungen endlicher Punktsysteme. Auch in der Theorieder Zerstreuung des Lichtes wird man zum selben Problemgef??hrt: in einer Arbeit ??ber diesen Gegenstand hat M. Born \')die Frage nach den Eigenschwingungen von Punktsystemen,die eine Gruppe von ?œeckoperationen zulassen, zum erstenMal gestellt, und dieselbe f??r einen speziellen Fall gel??st. Ein zweiter Vorteil ist, dass eine Untersuchung s?¤mtlicher230 theoretisch m??glichen Gitter nun ??berlh\'issig wird, wennman nur in jedem speziellen Fall nach einem allgemeinenPrinzip festslellen kann, wie man die bei den endlichen Punkt-sy.stemen erhaltenen Resultate auf die Raumgitter ausdehnenmuss. (Siehe Kap. III). Dies leuchtet um.s?? mehr ein da nianweiss, dass in der Natur nur eine verh?¤ltnism?¤ssig geringeAnzahl dieser Gitter vorherrscht. \') M. Hokn. Verh. <1. I). Thyn.

{Iw. 1!)17 K. \'J43. \') N?¤mlich f??r oiullicho fciyBtcmo, Â?lio ilio O|iornlinticii ilor ViororgnipimztilaKfoii, uhiHÂ? hjK\'zIcllo ncr??ckHichtigiing dor I\'iinklo nnf Â?icn Syniniulrio-nehHcii. Ik\'i Â?lom Vcrnuch, dieÂ?o Theorie weilerznhiidiMi, und r.wur in Ilczugnnf die Synlemo mit clor Tolrttodergru|i|Â?o, hat hich ein Vergehen oinge-â– Â?chlichou.



??? KAPITEL I. Eiiilliche ruiiktsysteine nichl-iegiiliirer Symiiielrie. Â§ 1. Allcemeines. Wir belraclilen ein beliebiges, endliches System, zusam-mengesetzt aus s Partikeln Fi .. . Pk . . . PÂ? mit denMassen mi . . . ink . . â€? und den elektrischen Ladungenei ... et .. . e,. Es wird vorausgesetzt, dass zwischen denPartikeln nur Zentralkr?¤fte wirken, unter deren Einlluss dasSystem in stabilem Gleichgewicht ist. Wir suchen nun Schwingungen dieses Systems mit derFrequenz w, wobei die Partikel iV mit den Amplituden Uischwingen. Die Komponenten dieser Amplituden nach dendrei Achsen eines rechtwinkligen Achsensyslems seien:t/ky, und Uk,. Man weiss nun aus der analytischen .Mcchanik,\')dass diese Schwingungen bestinnnt werden durch 3.s lineare,homogene Gleichungen zwischen den Ampliludenkonqmnenlen,deren KocITizlenten lineare Funktionen von w^ sind. Man kanndiese Gleichungen so schreiben, dass nur die Ilaupidiagonaleder ?œeterminanle dieser Gleichungen dio

Tenne mit enth?¤lt.Als allgemeine Form kann man also angeben u^m  Uk-.^o...... (d k- y \\XljJ Dabei bedeutet eine Summation ilber die Werte 1 bis s. (ic h\'\\ V} bedeutet eine Summation ??ber x, y und z. Die Symbole I Msind Abk??rzungen f??r gewisse, reelle Konstanten, die f??r jedes \') Hieho z. U. WuirrAKKii, Anntylical DynamlM. S. 177. *) Die Bezeichnungen Â?ind den Arl)citon von M. HoR.v (I.e.) entnommen,um sp?¤ter einen bequemen ?œbergang zu den unendlichen Gittern zu haben.



??? Werlepaar (A-, k\') und f??r jede Kombinalion (.r, y) definiertsind; ilwe Gr??sse wird besliniml durcli die Kn\'dle zwischenden Ionen, und die Slrulvtur und Dimensionen des Punkt-systems. Dieselijen Konstanten treten audi auf als Koetlizientenim Ausdruck f??r die potentielle Energie, geschrieben alshomogene quadratische Funktion der Verr??ckungen der I^irlikelaus ihren Gleichgewichtslagen. Die 3 s Gleichungen (1) ergeben nur dann eine von Nullverschiedene L??sung f??r die Amplitudenkomponenten, wenndie Determinante A der Koetlizienten verschwinilet. Das gibteine Gleichung des 3 ^ ic" Grades in oj\'^ deren Wurzelns?¤mtlich reell und positiv oder Null sind \')â€? 2u jeder Wurzelkann man mit den Gleichungen (1) die Verh?¤ltnisse derAmplitudenkomponenten berechnen. Es gibt also Frequenzen,uml zu jeder Frequenz geh??rt eine charakteristische .Schwin-gungsform. Anders wird es jedoch, wenn die Gleichung A = 0eine oder mehrere mehrfache Wurzeln hat. Nach

einem all-gemeinen \'riieorom *) sind n?¤mli(;h von den 3 .s Gleichungen(1) nur (3.Sâ€” /.) von einander unabh?¤ngig, wenn man in ilieKoellizienten f??r o; eine /.--fache Wurzel der Gleichung A = 0einsetzt. Zu mehrfachen Wurzeln geh??rt also nicht eine be-stinunte Schwingungsform, sondern unendlich viele, und zwargeh??rt zu einer /.--faclien Wurzel eine (/.:â€” O-fach-uiiendlicheMannigfaltigkeit von Schwingungsformen. Schon bei ilen all-gemeinsten runktsystemcn spielen diese mehrfachen Wurzelneine Holle, n?¤mlich bei den sogenannten Nullfrequenzen. Mansieht leicht, dass w = 0 eine (Â?-fache Wurzel der GleichungA = 0 sein muss. Denn erteilt man tien Punkten des Systemssolche Verr??ckungen, dass diese einer Translation des ganzenSystems in der A\'-, )\'- oder Z-Hichtimg, oder einer Kotationum eine der Koordinatenachsen entsprechen, so kehrt dasSystem ??berhaupt nicht (mit tier Frei|uenz U) zu seinemÂ?irspr??nglichen Zustand zur??ck. Jeder dieser

Bewegungen ent- \') VÂ?!. WnrnAKKU l.c, Sicho (1. Kowaukwhkv. Kinfiihriing in dio Dclcrminantcn-Thcorio115, 11?œ, S. \'112.



??? spricht also eine Freqiienz Null: w == 0 ist denmach eineG-fache Wurzel \'). Nach dem oben erw??lmten Theorem musssicii infolgedessen eine o-fach-unendMclie Manniglaitigkeil von,Sch\\vingungslbrmen\' ergeben. Und das ist olTenbar der Fall,weil man doch durch eine beliebige Translation, verbundenmit einer beliebigen Rotation co^ Ruwegungslornien erzielenkann. Ausser diesen trivialen Nullfre(iueiizen werden wir inmanchen F?¤llen noch andere mehrfache Wurzeln linden, dief??r das Verst?¤ndnis der m??glichen Schwinguiigsformcn vonwesentlicher Bedeutung sind. Um in jedem Falle entscheiden zu k??nnen, ob eine Schwiii-guMg aktiv oder inaktiv ist, muss man das elektri.scho Momentberechnen, definiert als Vektor M, dessen Komponenlcti ge-geben sind durch: M. = i c, U,..\', M, = i a (A,; M, = k c, V,.. . (2) t =I k-i fc Â?1 In dem allgemeinen Falle, wo das l\'imktsystem keine Sym-metrieeigen-schaften hat, und keine ganz speziellen Ruziu-hungen zwischen den

verschiedenen, das System be.slinunendciuGr??ssen vorliegen, sind s?¤mtliche Schwingungen aktiv. Aufeinen speziellen Fall sei noch hingewiesen: Wenn alle Partikeldes Systems gleiche Massen und gleiche l.adimgen haben,kann auf (Jrund des Schwerpunklsalzes kein elektrischesMoment in irgend einer Richtung entstehen. Im Folgenden wird nun der Hinlluss der verschiedenenm??glichen Synnnetrieelemenle und Kombinationen von Sym-metrieelementen auf die Schwingungen untersucht. iJie Tat-sache, dass ein Punktsystem die I)ocko])eralionen einerSynunetriegruppe zul?¤sst, nmss sich in gewissen Beziehungen zwischen den Koellizienten ______Ul/J \') Nur wenn ^?¤nUlicho l\'unktc <i(w SyulcmH nuf einer (icrnd?? liegen,gibt eÂ? nur zwei Kolnlionen, und i,j = 0 ist eine ?? fnche Wurzel. Imtrivialen Falle a=\\ ist .â€ž eine iMache Wurzel. \') Die einzige 1 )cck??iÂ?cration f??r diese ??yÂ?lcmo ift die Mcntit?¤t. Sai??.v-Ki.ii-:Â? (I.e.) bezeichnet die bez??gliche Grupinimel

Câ€ž indem er die IdcnlitiilaU Drehung um eine Â?einziihlige fSymmctricachse. auffm^nt. ?¤ussern. Der direkteste Weg



??? w?¤re also, diese Beziehungen zu suchen und deren Einflussauf die Schwingungen zu erniilleln, Ersleres k??nnte dadurchgeschehen, dass man auf die genaue, hier nicht angegebene, \') zuriickgreifl, und daraus, mit k fc xij Delinition der Konstanten Hilfe geometrischer Erw?¤gungen, die gesuchten Beziehungenableitet. Wir haben jedoch diese Methode nicht gew?¤hlt, weil ihreDurchf??hrung in vielen F?¤llen sehr m??hsam ist. Die gegebeneMethode hat dagegen den Vorzug, von einer Betrachtungdieser Koellizienten ganz unabh?¤ngig zu sein; auch konuncndie Schwingungsformen, worauf es doch schliesslich ankommt,in ganz nat??rlicher Weise zum Vorschein, was von iler anderenMethode nicht gesagt werden kann. Fig.l 8 2. Punktsysteme mit eineÂ? Svmmetiuekhene Wir nehmen dio )\'^-Eheno eines



??? Wir wollen aber im Folgenden die Indices x und innnerweglassen, um in den sp?¤teren verwickeiteren F?¤llen keinest??rende Anh?¤ufung der Indices zu erhallen. Es sollen daherdie Punkte mil P\'-\' und P bezeichnet werden, und diezugeh??rigen Amplitudenkomponenten mit ^r usw. Diese letzten Gr??ssen treten jetzt in dem allgemeinen Gleichungs-system (I) als Variabelen auf. Eine einfache ?œberlegung zeigtnun, welchen Bedingungen die 3 .â€?< = 3 (L\' m kr) Schwin-gungen infolge des Auftretens der Synunetrieebene gen??genm??ssen. Wenn n?¤mlich f??r irgendeine m??gliche Schwingungdes Systems die Amplituilenkomponenlen die bestinnnten Werte Uf, Ux, .....usw. haben, so ist auch eine Schwingung m??glich, die durch die Werte â€” â€” â€” Uj,U\\j\\ usw. charakterisiert ist, und zwar m??ssen diese beidenSchwingungen dieselbe.Fretjuenz aufweisen. Wenn man alsoin dem allgemeinen Gleichungssystem (1) die erstgenanntenVariabelen f/j."... usw. durch die

Variahelen â€” V^,^. . . usw.ersetzt, soll jede fi??sung ties thulurch enlslehendeti Systemseiner L??sung ties urspr??nglichen Systems gleich sein. Dasheisst: Es soll das System (1) invariuiil sein gegen??ber denSubstitutionen: 11,-^11,; iU. " \' Die daraus sich ergebemlen Verh?¤ltnisse k??nnen wir ambesten ??bersehen, indem wir jetzt neue Variabelen einf??hren,deliniert durch: v.r - Ifj\' 4- u:!\' yâ€ž - (/,!\' - r, = u\'J\' - vT11\', =-. _ t/f ir, = c;\'" t/;/\' IF, = t/i" -j- . (1) Dadurch wird das System (1) transformiert in ein anticres, //1 oder h, angedcutcl, jo nachdcm dio ApIiho horizontal txlcr vertikal hUsIiI.Kl)cniÂ?<] iHt dio Anzahl der in einer .SynimctrioolHjno liegenden I\'unklokk wler k, je naohdctn dio Kbcno horizontal oder vertikal Â?tcht. I.iogtcinTunkt Â?owohl auf einer Syniinetricacb-ic, wie in einer ??ymmotricebcno,BO bleibt die liezcichnung //* oder /i,.



??? ebenfalls lineares, System S mit den 3 (2 m Av) Variabelenl\'^r, H\'r, (Jx usw. Aucli dieses System soll gegen??ber denSubstitutionen (3) invariant sein. OlTenbar bleiben dabei dieVariabelen 11%, M\'-, U,, und U: unver?¤ndert, w?¤hrenddie Variabelen Tr, Vr und l\'x flas Vorzeichen wechseln.Es sei nun irgendeine Gleichung \') des Systems ^ar Vr b Ux O Hx -H \'I vâ€ž r r.- = 0 . . Durch die Subslitulionen (3) transformier! sich (5) in: - Vx - h l\'x Cx HV <l U,, -}- r /r, = 0 .. (.r,r,) .1- .r Diese Gleichung soll also ebenfalls zum System S geh??renDurch Addition nnd Substraktion folgt aus (5) und (fir/): \'^(ix y, -]-h ir, =0.......(Iu() Ur \'\\-<i II,, -j-/Â? r.. = () , . . . (r.^) .r Es tritt daher eine Spaltung auf zwischen den Variabelen I\'r,1\',,, V,, I\'r imd ir., II\',, H\'r, Dasselbe kann Juan mit den anderen Gleichungen desSy.sloms .S vorneinnen,und man erh?¤lt nur Gleichungen von den Ty|U\'n (0(/) oder(OA). Die Gesamtzahl Â?liesor tlleichungen betr?¤gt 3 (2 m I /.v).da wir von ei)ensoviol (Jleichungon

ausgegangen .sind, nnddaran durch Anwendung der Suhslitulicmrn (3) nichts ge?¤ndertwird. nnt(!r diesen giht es (3 Â?Â?/.v) Gleichungen vom Typus(Cff) imd (3 tn 2 h,) vom Typus ((16), denn nur so lindetman in jeder Gruppe soviel Gleichungen wie die Anzahl dorbetrellonden Variabelen betr?¤gt, niul das ist n??tig, demi sonsl \') Dlrxn (Ijpirhiuig iÂ?l h?? zu vcn-lclion, dn-w Â?lio (Ir??rtftcn IJ, 1\', IIuiiii Â?uÂ?h h, (/, r, aâ€ž r, niil Imlicw *\' (Mlor * vi\'rHchÂ?Â?u Â?inÂ?!, uuÂ?l Â?Iwwimt h *\' unÂ?l * Â?uiuniiort winl (*\' = 1 . . . A.; * ; : I ... vi). Weil Â?liÂ?Â?HoliiiliÂ?;oH oinfoohhcilHhnll)cr wrggcInMspn wurden, nii:>Â?cn jolzl nuÂ?\'h Â?lieSnuiiiÂ?Â?\'nzeiÂ?\'hÂ?>n i\' uuÂ?l 1\' unterhioihen. \'j I\'^ int nuch niilglich, dann (5<i) nichl zu ?„\'gohÂ?")rt, sondern eine lineareKomhinalion der Gleichungen .S\' darHlelU. In dem letzten FallÂ?Â? kannman et aber immer ho einrichten, Â?lasÂ? (fwi) Â?ihlirtwlit^h do<\'h zu geh??rt,indem man S Â?lurrh gt>eigneie lineare I\\(mil)iiialii)neii umrorml.



??? w??rde man in einer der Gruppen zu wenig Gleichungen finden,und das w??rde hedeuLen, dass das urspr??ngliche System nichtaus unabh?¤ngigen Gleichungen besteht. Man sieht aber leicht,dass dies unm??glich ist. Das Ergebnis aus obigen Betrachtungen l?¤sst sich folgender-massen aussprechen: Das urspr??ngliche System S spaltet inzwei Teilsysteme Si und S2; Si besieht aus (3 m Av)Gleichungen mit den Variabelen Vxi Vy, Vz, Ux (und selhsl-verst?¤ndlich u^), S2 aus (3 m 2 Z\'r) Gleichungen mit denVariabelen IFx, H\',. Uz (und co^j. Wir bezeichnen nun die Delerminanten der Koeffizientender Systeme Si nnd SÂ? mit A| und A2. Beide sind Funk-tionen von Man kann nun oflenhar auf zwei Weisen erreichen, dassden Gleiclnmgon der Sysicmo 81 nnd Si gen??gt wird n?¤mlich: ontweder A, = 0; II ^ = II\',, = II\'.- = Uâ€ž = U-. = 0 [In)oder A2 = 0; 1\'., = = 1\', = = 0 . . . [Ib) Also (turh tUe L??sunfien spalten in zivri Gruppen. F??r dieeine Gruppe {In) gilt Ai=(). Das ist cino

Gleichung dos(J///-}-Zv) Grades in mid diese ergibt (Ii w/-j-/.v)Worte f??r d.h. (:i h/ /.>) Frequenzen. Ilior gill, nach (7fl)mil H??cksiclit auf dio Definition dor Variabelen II\': iif, rf; - uf-, uâ€ž = o; u. -o. (sÂ?) Ks schwingen also boi diesen (3 m Av) Schwingnngnn zweizur l\'Z-Fbone spiogflhildlich g??legenn Pnnkle in der Weise,dass die Komponenten senkrecht zur Synnnelrioebeno gleichsind, w?¤hrend die Kom|)onenlen pnralh\'l zu diesor Kbeno dasentgegonge.set/.te Vor/eichen haben. Die I\'unkto P .schwingenfionkreclit zm- Synnnetrieohono. F??r die zweite Gruppe (7/>) gilt A,. = 0. Da.Â?? ist oino Gleichungdes (.7 m -1-JL^/.-,) tÂ?n Grados in w\', und dioselbo ergibt also(3 m rf 2 kr) Frecjuenzen. Diese Schwingungen sind nach (7/>), \') Die Frftge inwiefern dnmit tiinillirhr IioHrrgnngflm(>f{lichkciii>nSyntoms gefunden werden, wird auf Seite IG n?¤her erurtcrl.



??? mit R??cksicht auf die Definition der Variabelen V, charak-terisiert durch: ifi\'^uT; .. iSb) Das heisst aber, dass diese (3 m 2 /.v) Schwingungen sym-metrisch zur Synunetrieebene erfolgen. Damit ist gezeigt, dass die 3s = 3 (2 jh ?„v) Schwin-gungen, welche nach der allgemeinen Theorie (.S, 9) vorhandensein m??ssen, in zwei Gruppen gespalten .sind: (3 jÂ?-f/.â€?,.)Schwingungen vom Typus (Sa) und (3 m 2 /.v) Schwingungenvom Tyjtns (8/>). \') Wie aber .schon in Â§ I dieses Kapitels betont wurde, sind beijedem emllichen Pmiktsystem (Â? nneigentiiche Schwingungenzu erwarten, f??r welche w- = 0, und die den 3 TranslationenÂ?nid Rotationen des ganzen Systems entsprechen. Nim geh??renersieht lieh die Translatioi\\ parallel zur A\'-Achse, uikP dieRotationen um die )\'- und /-Achse zum Typus (MÂ?), und die \') Wir hnhcn hoi Ahlnitmig immer din SchwingiingHgloirhiiiiguiihoiiiilzf. m??go hier l)omcrkl worden, Â?Insu ninn dn-sscUio ilpsnilnt nuchl>cknmmen knnn, wenn man

von dem c|uailraliHrhon Ausdruck f??r die|>olcnliolle ICnorgio anngchl. Sind Â?Â?\',", "t". Â?l", nâ€ž Â?â€ž di.Â?Vcrr??ckungen itor Partikel nU\'< ihren (JleichgowiditHlagen, ho ist. die])otcnticllc Kncrgin einÂ? honiogone ((uadraUHche Funktion diowr (iriitfeu.niese muKK nun auch gogcn??lier den SulHlilulioncn liJ) invariant, wein.Auch hier fiilirl. man nrne Variahclen ein, die den Varial>olon (I)genau nachgcbildel Hind, z.H.: r. = Â?V I- usw. Man Ivrkomnil einewirderum h<imogcne, (luadraliKclic Finiktion in den neuen Vnriai)plen. Die.-Â?Â?niUHs nun ho lifÂ?tchnffen Hein, dann nio ungciindert lileii>t, wenn dioVarialM\'len tv, r,, r, und Â?, dan Vorzeichen wcf-hneln. Darann folgt,du-Â?in ilieseni Aufdruck nur Kombinntioneu Â?nfireteu k??nnen <ler Variabelenr,, Â?â€?â€ž r, unil u,, (ulcr w,, tr,, trâ€ž ti, uml w?¤hrend jeiim\'h ICombina-lionen von Variahelnn der einen (]ru|>|>n mil Variabelen d(>r underen(Â?rnpiKÂ? aUHgetÂ?chI(thhcii hIikI. Dio pnlenliello l-\'nergie liiint nich alno npallcnin

zwei Teile, deren jeiler nur die Variabelen einer l>eHtimmleii Art enth?¤lt.SchlicRH?œch muHH man noch beweinen, ilaÂ?Â? dieÂ? auch eine Spaltnug derSchwingungen verursacht. In diiwm Falle das nun auch Hchr einfach:Wenn man n?¤mlich die Schwingungsgleichnngen herleitet nun dem Aux-druek f??r dio iwlenliellc Knergie, ho findet man zwei Systeme milverNchiedenen Variabelen, und dan verursacht lickannilich eine Spaltung<ler Sehwingungsfurmen. \') Mil. einer, schon dnmaN genannlen Ausnahme.



??? Translationen parallel zur Y- und Z-Aclise mit der Rotationnm die A"-Aclise zum Typus (8/^). Zu beiden Gruppen geh??ren3 uneigentliche Schwingungen, und es bleiben (3 >ii -j- /.v â€” 3)bezw, (3 ni 2 kr â€” 3) Schwingungen ??brig. Besonders wichtig f??r unseren Zweck ist die Berechnungdes bei einer Schwingung entstehenden elektrischen Moments.\')Man sieht ohne weiteres, dass f??r die Schwingungen (8a) gilt:J/,/= 0, M: â€” 0 d.h.: das Moment steht senkrecht zurSymmetrieebene.\' F??r die Schwingungen {Sh) dagegen findetman: Mx==0- hier ist der Vektor M also parallel zm- Sym-metrieebene. Im allgemeinen ist >0; nur in be.\'^onderenF?¤llen kann es sich ereignen, dass |,l/|=-0 wird f??r einegew??hnliche Schwingung. Erstens k??nnte dies durch dasHinzutreten neuer Synnnetrieelemente veranlass! werden, wie.sp?¤ter gezeigt wird. Da wir jdier ausdr??cklich Pmiktsystememit nur einer Synnnetrieebene befl-achten, k??nnen wir diesenFall hier ausschliessen. Im

??brigen k??nnen nur ganz zuf?¤lligeReziehungen zwi.schen Ladungen und Massen der Pimkte dasNidl-werden der Gr??.sse \\.M\\ bewirken; das f?¤llt daher ganzaus deni Rahmen einer allgemeinen Theorie. Das betrachtetePmiktsystem kaim denmach 3 (2 ;/)^-v -2) aktive Schwin-gungen auff??hren, von denen (3 in /.v -- ein elektrisches-Moment senkrecht zur Synnnetrieebene, und (;\'. m 2 /.v â€” 3)ein Moment parallel zu dieser Ebene aufweisen. Es soll jetzt die Frage er??rtert wenleu, inwiefern die zweiL??sung.ssysteme (7^0 und {IIj) wirklich die vollst?¤ndige L??sungder Sy.stenie Si und .S\'j bilden. Ollenbar i.st das nur der Fall,wenn = 0 und i^ln = 0 keine gemeinschaniiche Wurzelhaben. Denn nur daim folgt aus :li=() wegen ?¤i | 0,da.ss die Variabelen des Systems Sn Nidl sein m??ssen. Istaber u^ eine Wurzel der beiden Gleichungen Ai = 0 undAo = 0, so ist es garnicht n??tig, die Variabelen in .Si oderSi Null zu setzen. Man kann jetzt vielmehr die beidenSysteme S, und S> in

der gew??hnlichen Weise l??.sen. Es istin jedem System auf fJrund der Reziehungen = 0 und I)Lfiiiiiion !} 1.



??? Aa = 0 eine Gleichung ??berfl??ssig, und man bekommt daher(3 m k, - 1) (3 m 2 ?„v - 1) = 3 (2 m -f h) - 2Gleiclumgen zur Bestimmung der 3 (2 m Zv) â€” 1 unbekannten Verh?¤ltnisse yI" usw., also eine Gleichung zu wenig. Darausn v folgt, dass zu der Frequenz wi unendlich viele Schwingungs-moglichkeiten geh??ren wie es nach dem allgemeinen Satze(S. 9) auch sein soll, da ja nach den obigen Voraussetzungen o)\'eine Doppelwurzel des Systems S ist. Ks fragt sich nun, obdieser Fall bei den Pimktsystemen,dieser Symmetrieart wirk-lich zutrofl\'en kann. Zim?¤chst ist klar, dass dies im allgemeinenFall f??r eine gew??hnliche Schwingung unm??glich ist, weildie Schwingungen, die sich ans Si und S-i ergeben, v??lligverschieden sind. Ks kommen also nur die Nullfrequenzeu inBetracht. Tats?¤chlich ist co\'= 0 eine gemeinschaftliche Wurzelf??r = 0 und Aj = 0 und zwar f??r beide (Gleichungendreifach. In ?¤hnlicher Weise wie oben leitet man hieraus ab,dass v,u der Wurzel =

0 cc\'^ Bcwegungsm??glichkeilen ge-h??ren, wie es auch sein soll. Dasselbe Ergebnis nmss nat??rlich bei jeilem beliebigenendlichen Punklsyslem heranskommon, wio in S I schon botoniwurde. Ks wird daher unn??tig sein, das singni?¤re Verhaltender Nnlirrotjuenzen in jedem einzelnen Fall n?¤her zu botrachton,und deujentsprechend werden wir im folgenden die zu denTranslationen parallel zu den Achsen nnd don Holalionenum die Achsen geh??renden Nullfrequenzen als sechs einfacheWurzeln ansehen, stall, wie es oigentlich sein sollte, als einesechsfache Win-zel. Es sind in den obigen ifherlogungen die Punkte /\' in <lorSymmetrieobene inuner .speziell ber??cksichtigt worden. Mank??nnte dies vermeiden, indem man die Punkte in der Sym-nietrieebeno durch einen Grenzproze.ss aus don anderen Punktenentstehen l?¤ssl \')â€? Wir haben jedoch diese Methode nicht \') Mnn k??niito z.H. foIgcn(lcrninH.Hcn vorgehen: Mnn iKJtrnchtel ein?¤j-Mtcm ohne I\'unklo in der

Symmclrioel)cne. Im IlnlbrAiim r > 0 Iw-finden Bich (Â?;/ W Punkte, von denen Punkte whr nnlio nn der



??? gew?¤hlt, erstens weil sehr oft gerade diese singul?¤ren Punkteden Einblick in die Natur einer Schwingung erheblich er-leichtern, und zweitens weil es in fast allen praktischenAnwendungen gerade auf diese Punkte ankommt. Deshalberschien es w??nschenswert, sie von vornherein in den Formelngesondert zu ber??cksichtigen. Â§ 3. Punktsysteme mit einer /)-z?¤hligen Symmetiueaghse \'). Es soll jetzt die Z-Achse eine p-z?¤lilige Symmetrieachsedes Punktsystems sein. Wir wollen immer 1 voraussetzen.Mittels p Halbebenen durch die Z-Achse, die gleiche Winkelmiteinander bilden, k??nnen wir den ganzen Raum in/)gleiche Ebene x = 0 liegen. DioseH System liat 3 {m Av) Schwingungen (8a)und ebenfalls 3 (ni -f Av) Schwingungen (8?¤). Man l?–RHtnundic Av Punkteimmer n?¤her an die Ebene x = 0 hernnr??ckcn, w?¤hrend man zugleichdie Kr?¤fte zwischen diesen Punkten und den zugeh??rigen Punkten jenseitsder Symmctrioebeno ??ber jede Qrenzo hinaUH wachsen

Ifuist. Schliesslichwird aus je zwei Punkten ein Punkt, und man bekommt in dieser Weisewirklich k, Punkte in der Symmetricebene. Bei dem Grenz??bergang sindaber die inneren Schwingungen einer jeden auÂ? zwei dieser Punkte be-stehenden Gruppe verloren gegangen, und m??ssen somit abgezogen werden.Als solche hat man offenbar zu bezeichnen die Schwingung der beidenPunktÂ? gegen einander in der A\'-Richtung und die Rotationen um diel-Achrto und .^-Achse. Die letzteren d??rfen aber nicht wie sonst alsNullfrequenzcn behandelt werden; denn etÂ? handelt sieh hier um einenGrenzprozeas wobei diese Kotaiionen aus anderen Schwingungen entjitchcn,die nicht zu den NullfrcqUenzen geh??ren. Die Schwingung der beidenPartikel gegeneinander geh??rt zum Typus i?Ÿb), die zwei Rotationen zumTypus (8a). Eh bleiben also nur 3 (wi Av) â€”2Av =3 m Av Schwin-gungen (8a), und 3 (Â?i k,) â€” = 3 m 2 Av Schwingungen (SA) ??brig, in?œbereinstimmung mit dem

fr??heren Ergebnis. Eine ?¤hnlicho Betrachtungk??nnte man in allen anderen F?¤llen anstellen. In den verwickeltcrcnF?¤llen macht sich jc<loch ein gewinser Mangel an Strenge sehr st??rendf??hlbar, und es winl sehr schwer, Fehler zu vermeiden. Zwar k??nnloman den Grenz??bergang einwandfrei gestalten, indem man die linearenBeziehungen zwischen den Variabelen sucht, die durch die Verschmelzungder Punkte enUtehen. Jedoch w?¤re diese Metho<le sicherlich nicht k??rzerals die hier angef??hrte. \') Sch??nklum: C,. Die Gruppe von Deckoperationen Jst cino cy-clische Gruppe.



??? Teile zerlegen, die wir mit i?/, R ,.,. i?^,... Up bezeichnen. In jedem Gebiete Rj befinden sichm Punkte Pj-, auf der Z-Achseliegen h Punkte P Wir k??nnendie Halbebenen immer so w??hlen,dass sie ausser den Pqnkten Pkeine Punkte enthalten. Die Am-plitudenkomponenten der PunktePj und P werden mit Uj^^,Ujt und Ux, U, und U, bezeichnet.^ Diese Gr??ssen sind jetzt mitdie Variabelen in dem allgemeinenGleichungssystem (1). Y Rj- \'""/oR // \' ; / /\' I / 01?‹ Fig. 2. Wir f??hren zun?¤chst in dieses System neue Variabelen ein,definiert durch: r = V,i IL (?•)) (10) ir_,= Uj. ir= V, Es sei. nun irgendeine Schwingung mit speziellen Werten10", usw. m??glich. Dann ist auch eine Schwingung m??g-lich â€” und zwar mit derselben Frequenz â€”, die aus dervorigen entsteht, indem man sAmtliche Amplitudenvektorenum dio Z-Achso dreht um einen Winkel â€”. DadurchP bekommt der Punkt Pj ilie2T "fu ~ godrehto Amplitude lies Punktes Pj-t usw. Essind nun durch dio DoHni-

tionsgleichungen (9) und(10) jeder Amplitudezwei komplexe Zahlen Vjund Vf {V und F*) zu-geordnet. Diese kann man Wie in Â§ 2 l&Mcn wir dio Indicofl x und x\', dio hier hinzugef??gtwerden m??/wten, fort.



??? in einer komplexen Ebene, die in Figur 3 zusammenfallendmit der reellen X F-Ebene gezeichnet worden ist, durch zweivom Nullpunkt ausgehende Vektoren darstellen (die A\'-Achseist die reelle-, die F-Achse die imagin?¤re Achse der komplexenEbene). Es wird Vj II Vj w?¤hrend 17 durch Spiegelung desVektors Vj an der .Y-Achse entsteht. Wenn nun bei deroben erw?¤hnten Drehung, welche wir mit J),, andeuten, derPunkt Pj die um 2 s-//) gedrehte Amplitude des Punktes Pj-.ibekommt, so hat das auf die Gr??ssen TO, und Ii;, oflenbarden Einnuss, dass F;->f,. Vj-h Vf-^ej\' yf-u^Vj-^ ir,_i,wo s< t: weil bekanntlich in der komplexen Ebene eine Drehung um2 ttIp eine Multiplikation mit e,, bedeutet. Aus der Figur siehtman deutlich, dass eine Drehung in po.sitivem Sinne f??r Vjeine Drehung in negativem Sinne f??r !\'?’ bedeutet, deshalbmu.sste f??r F/^^\'ue Multiplikation mil e], \' vorgenonunen werden. Es soll daher das in den Variabelen (9) und (10) ge.schriebeneallgemeine

Gleichmigs.systen) (1) durch die Eigenschaft derInvarianz gegen??ber den Subslilulionen: V-^e,]\'; r*; l^-^ 11\'. i â€? â€? charakterisiert sein. Die hieraus hervorgehenden Verh?¤ltnisse kann man ambesten ??berblicken, wenn man jel\'/l wiederum neiu> Variabeleneinf??hrt, detiniert durch: wo der Index / die Werte 1 ... /Â? durchlaufen soll \'). Diese \') I\'lÂ? Â?oi hier noch einmal hervorgeho!><>n, daxs dio (Jri\'MHcn Vj, FUHW. noch mit einem Index * oder i>ehaftct zu denken Hinii. Folglichgilt Â?lasHelbo f??r dio CJr??Â?ien ij, C nnÂ?l c\' r/ C. mnd also im ganzen3;Â?Â?Â? 3/v=3Â? Varial)elen eingef??hrt, wie es auch sein mufw. Rh ist



??? 3 s V^ariabeleii sind, wie man ieichl nachpr??fen kann, so ge-w?¤hlt, dass jede mit dem Index l behaftete Variabele bei derDrehung Up mit fj, multipliziert wird, also bei der allgemeinenDrehung (wo n eine ganze Zahl ist) mit fj;Wir werdendas in den V^ariabelen (12) geschriebene Gleichungssystem (1)mit S andeuten. Es sei nun irgendeine Gleichung des Sy-stems S\\ . . . (i3) \' c \' Dabei bedeutet dass zu jedem Term mil ? zwei analoge Tenne mit ij und ^ geh??ren; eine ?¤hnliche Bedeutung hatdas Zeichen il. Die Gleichung (13) transformiert sich durch eÂ? die Operation in: \'\'s \'\' Oder, Wenn wir abk??rzend setzen: ^ "tr = (15). so folgt aus (Ii): ::: C\' J, =0......(IG) I \' F??r jeden ganzen Wert dos Esponenlen n soll ilio Gloiclnmg(IG) mit dem System iS verlr?¤glich sein. Somit stehen hier/>Gleichungen, die .s?¤nitlich aus dem Sy.stem iS durch geeignetelineare Kombinationen de.^sen Gleichungen hervorgehen nu\'issen.Multiplizieren wir diu Â?i" (Jleichmig aus (IG) mit fj;wo

Â?nl??rlich nicht M??lin, f??r / nur Â?lio Werlo, I bi-Â?/Â? zuzulnsHcn: nuf Itruuilâ€?Icr KongruenzlKv-ioliunj;: / t pn (ukuI. p) knnn I gicich einer lÂ?o-liebigen ganzen Zahl nein. Dabei niniuit iÂ?nlo VnrinlH;Io c;, MchlioÂ?Â?-lifh Â?loch nur p wirklich vcnw;hie<leuo Formen an, Â?Ho Â?lurch Â?lio Werlo\'==1 \' ... p rlmrakloriitiert wenleu. !â€?!)Â? gen??gt Â?lahor, nur Â?lioÂ?o Werlo\'â€?u betruchlcn. InÂ?lcihmen IhI oÂ? oft zwcckm?¤HÂ?ig, auch andere Werlo f??r\' zuzulassen. luobcwnderc gilt: f, = uhw.



??? l\' gleich einer der ganzen Zahlen (1----p) ist und addieren alle Gleichungen (16), so finden wir: Â? V fÂ?\' f-d-"\'\') yl, =0 n = 1 Z= 1 ^ oder ?Š A\' ?Š = 0 .... (17) /=1 n = l ^ Die letzte Summe nach n ist aber nur von Null verschieden,wenn l = I\'. Im letzten Fall ist sie gleich p. Folglich ergibtdie Gleichung (17) das einfache Resultat: AÂ?-. p = 0. Weil I\'beliebig ist, und dieselben Werte durchl?¤uft wie l k??nnenwir sagen Ai=0 oder mit R??cksicht auf (15): S ai^ Z Â?/f f =0 . . . . (18) c f??r jeden zul?¤ssigen Wert von l (/ = 1,... ;>). Das bedeutet aber, dass sich die Gleichung (13) von derwir ausgegangen sind, in p Gleichungen spalten l?¤sst\')Â?derenjede nur noch die Variabelen mit einem bestimmten Indexl enth?¤lt. Was hier mit der speziellen Gleichung (13) vorgenommenwurde, kann man mit s?¤mtlichen Gleichungen des Systems Smachen. Jede Gleichung l?¤sst sich spalten und man bekommtschliesslich nur noch Gleichungen vom Typus (18). Eine ?¤hn-liche Betrachtung wie schon

auf Seite 13 angestellt wurde,lehrt nun, dass auch hier die Zahl der unabh?¤ngigen Glei-chungen zwischen den Variabelen f,, fj usw. genau gleichder Anzahl dieser Variabelen ist. Damit sind wir zu demwichtigen Ergebnis gelangt, (hsn das Syatcm S sich sixiltenl?¤ssl in p Teihysieme Si, St,... St... S, von der Art, dassdas System Si nur die Variabelen mil den Index l enth?¤ltund aus genau so viel Gleichungen besieht wie die Anzahldieser Variabelen betr?¤gt. Selzen wir diese Systeme mil den zugeh??rigen Variabelenin einem Schema zusammen, so bekommen wir, f??r /)> 2: \') Wenn in (H) zuf?¤llig Â??¤rollicho Variabelen mit dem Index / fehlen,80 kommen nat??rlich enlnprechend weniger 8pallungÂ?gleichungen heraus.



??? System : Si S2 S, iS?§) Sp-i Sp-?Ž Sp-\\ Variabelen: h viif. Iz yi2 h KÂ? C/ S2>J3 ^p-l Vlp-lKp-I fp-2 Vjp-?Ž Ip-l VIp-1 fp i^p Anzahl derVariabelen: Sm Ih 3)Â? 3 m 3 m 3 m Zm 3m /j, Sm h, Dabei bedeutet, f??r den Fall p = gerade, q = \'/s p. F??r p =ungerade tritt das System S, nicht auf, was durch dieKlammern angedeutet worden ist. F??r p = 2 hat man in Si die 3m 2/jr Variabelen f,,Ci, und in St die 3 m Variabelen fj,und Den Fall p = 1 haben wir von vornherein ausge-schlossen, weil eine Â?einziihligo Symmetrieachso" nicht alsSymmetrieelement zu betrachten ist. Wir bezeichnen die Determinanten der Koefllzientcn derSysteme Â?Vi ...St...Sp mit Ai... A/... A^. Man k??nnte nun, rein formell, p L??sungssysteme hinschreiben,n?¤mlich: A/= 0 zusammen mit: sAmtliche Variabelen derSysteme Si ... Si-u 1... Sp gleich Null. Dabei stellt sichaber heraus, dass die meisten dieser L??sungen komplexe Wertef??r die Amplitudenkomponenten ergehen. Der Grund dieserscheinbaren

Unstinnnigkeit liegt in dem Vorhandensein ver-schiedener Doppelfrequenzen. Ks ist also unbedingt n??tig diol??ior auftretenden mehrfachen Wurzeln n?¤her zu untersuchen. Dazu bemerken wir, dass, wie man sofort aus den D?Šfinitions-gleichungen (12) ableiten kann, dio in den Systemen .S\'i ....SVauftretenden Variabelen je zwei zu einander konjugiert sind,n?¤mlich (t,, >,,), (fâ€ž (Cm Cr-\'), (f\'i. >j;-i) ^v?¤hrend Kp und reell, also zu sich selbst konjugiert sind. Daslieisst, es sind jedesmal sihntliclie Variahelen eines Systems Sikonjugiert zu den Variabelen des Systems den Sy- stemen Sj, und, wenn vorhanden, S,, ist jede Variabele zueiner Variabele desselben Systems konjugiert. Daraus k??nnenwir nun weiter schliessen, dass auch die Koeffizienten zweier



??? konjugieiien Variabelen in Si nnd zu einander konjugiert sein m??ssen. Mann kann sich n?¤mlich nach den Betrachtungenauf Seite 22 das Entstehen zweier einander zugeordnetenGleichungen aus Si und Sp-i folgendermassen denken: Esist irgendeine Gleichung (a) des urspr??nglichen Systems (1),also geschrieben in den Variabelen Uj^, Vj,j, ?œjz usw., mitHilfe der Belationen (0), (10) und (12) auf die neuen Variabelenf/, -Ah Kl "sw. tiansformiert worden. Da in (Â?) nur reelleGr??ssen eine Rolle spielen, und fi und -^1.-1 konjugierte Funk-tionen sind, so m??ssen in der transformierten Gleichung (/3)die Koeffizienten der Gr??ssen und -/ip-i konjugiert sein.Aus i?Ÿ) entstehen aber die Gleichungen der Systeme Si undSp-/ durch einfache Spaltung, ohne jede ?„nderung derKoeffizienten. Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Essind also die Determinanten A/ und aus lauter kon- jugierten Gr??ssen gebildet. Da diese Gr??ssen Funktionen vonu^ sind, kann man die

Gleichungen A/^o und A;,_/=?? inder folgenden Form schreiben: (p (w*) i\\p(u\']==0 und(p (??}\') â€” i (u*) â€” 0, wo cp und \\p reelle Funktionen sind.Man weiss aber aus der physikalischen Natur des Troblems,dass diesen beiden Gleichungen nur rcdle Wurzeln gen??genk??nnen. (Weil wir stabiles Gleichgewicht vorausgesetzt haben).Es sei nun Â?f eine Wurzel der ersten Gleichung. Weil wf, (pund reell sind folgt cp (wj) = 0 und (w^) â€” 0. Dasheisstaber: u\\ ist auch eine Wurzel der zweiten Gleichung. J)iciileichuwjen A/ = 0 und A,,_ / = 0 haben also (iienvlben W\'urnln. Wir k??nnen jetzt mit der f^??sung iler in den SystemeniSi .. . S,, enthaltenen Gleichungen anfangen: Eine solchc L??sungl?¤-sst sich auf 1 verschieilene Weisen erzielen \'): .1, A;, =?? und s?¤mtliche Variabelen aus Si ... St... i>,,-igleich Null. Das gibt (3 m -f" I\'r) fhifochf. Fvaiucnini. Ii. (nur f??r den Fall /> = gerade) A = 0 und .s?¤mtlicheVariabelen aus Si ... i .. . S,, gleich Null. Das gibt 3Â?Â? tinfachc Frequenzen

wenn /) > 2, und(3 m -f- 2 /Â?r) einfache Frecjuenzen wenn p = 2. \') Wir wollen (Ir?¤ unintcrwsnnlc Hinguliirc Vcrhnllen der Nullfrwjucnzenhier nicht n?¤her ausf??hren, ??ieho hier??ber Â§Â§ 1 u. Ii diowÂ? Ka|iitolÂ?.



??? C. (nur f??r />> 2) i^i = i = 0 und s?¤mlliche Variabelenaus Si.. . Sp-t Si, gleich Null. Das sind {\'S mItr)Doppel frcquemeii. D. (nur f??r p > 4) A/ = = ?? (/ =|- 1, /> â€” I,/) oder q) und s?¤mtliche Variabelen aus Si . . .S/ 1... Sp-/-i, S,,-/ i, S,, gleich Null. Das gibt f??rjedes Wertsyslem (/, p â€” l) 3 in Doppelfrcqnenzcn. Wir wollen diese verschiedenen L??sungen der Reihe nachbetrachten: J. Die Variabelen m??ssen den l\'ulgenden 3 Â?i (/? â€” 1) 2//rRedingungen gen??gen: f/ â€” -^z = â€” 0 (l />); =_, = 0. Diese kann man ersetzen durch eben-soviel andere Redingungen von der Form: K = 0; r*=o Dass die Redingungen (l\'.l) den vorigen gleichwertig sind,erkennt luan sofort, indem man ans (1\'.)) mit Hilfe derGleichungen (12) z.R. berechnet. Daf??r fmdet man n?¤nilich: Das ist tats?¤chlich Null f??r jeden Wert von l aubgenonnnenf??r l = Daim ist n?¤ndich f/ = p V/. Kbenso tindet manâ– \'}/ = U und â€” (I f??r l | />, genau den erstgenannten Re-â™?lingungen entsprechend. Man

kann nun dic Gleichungen (I!)) .sehr einfach geometrischbeuten. Weil n?¤ndich ly-i entsteht der Vektor lydurch o - t-\'ino Drehung um " " aus denÂ? Vektor Ty-i. Da die Vektoren Jydcn Amplituden U, parallel sind\'), gilt dasselbe t??r dieAmplituden (/,. Da nach (lU) f??r die jeweiligen/< zusannnen-geh??rigen Dunkle die /-Komponenten der Amplituden gleichsind, l?¤sst sich die Rewegung p solcher Punkte als eine \') Bicho ScIUj 19. (I\'.O.



??? Schrauhenbewegung mit der Z-Achse als Schraubenachse auf-fassen. Dabei schwingen die singul?¤ren Punkte P in derRichtung der Z-Achse. Die Zm h, Schwingungen dieserArt haben die Eigenschaft, dass der Symmetriecharakter desPunktsystems w?¤hrend der ganzen Bewegung erhalten bleibt.Wir wollen sie daher als â€žsymmetrische^ Schwingungen be-zeichnen. D. Die Schwingungen mit A, =0 m??ssen den folgenden3m (/) â€” 1) -f 3 Bedingungen gen??gen: = = = 0f??r l =}= q; = = 0. [f??r /) = 2 nur(3 m -f h,) Bedingungen n?¤mlich = = â€”0]-Diese kann man wieder ersetzen durch die Folgenden: (20). (V=0; V* = 0) jy = 0 Es sollen dabei die eingeklammerten Bedingungen nur f??rP>2 gellen. Der Beweis ist leicht, denn berechnet manz.B. so findet man: = (-1 4) Der letzte Faktor ist nur von Null verschieden, wenn 2 l = /,â– /?,wo /c eine ganze Zahl ist; das gibt f??r / zwei M??glichkeiten:l = Q und / = />. F??r / = /; wird aber der erste Faktor Null,also nur f??r / = 7 ist (/ von

Null verschieden, wio es seinsollte. In ?¤hnlicher Weise beweist man auch, dass (20) zuden Bedingungen >};= 0 (/ | - 9) f??hrt. Auch die Schwingungen Ii sind leicht geometrisch zu deuten.Betrachtet man n?¤mlich von p zusammejigeh??rigen PunktenPj nur diejenigen mil geradem (oder ungeradem) Index j, sosieht man, dass diese .symmetrisch" schwingen. In der-^-Richtung schwingen die .geraden" Punkte genau entgegen-gesetzt wie die. ungeraden" Punkte. Wenn /)>2, so sind diePunkte auf der Z-Achse in Ruhe; in dem Fall /; = 2 schwingensie aber senkrecht zur Z-Achse.



??? C und D. Die allgemeinen Bedingungen, denen die Schwin-gungen in diesen F?¤llen gen??gen m??ssen, sind hier, nebstA/ = 0 und Ap_/=0: f;.=^r = C/\' = 0. (/\' r -1-7; -1) =0 und (nur f??r l-^l und â€”1): i\'i=>l\'i=0 Wir werden zeigen, dass man diese Gleichungen durch dieFolgenden ersetzen kann: ZÂ?______ry______ Vf____V* = " V ^ ^_____ Vi Â?-\' yiej/ vj f"-\'\' y\\ vj (F=:0, F* = 0); ir=0 Die Gr??ssen Ai, AÂ?, fti, f4s, vi und vÂ? sind beliebige Parameter;sie sind wie die Vektoren ly usw. mit einem Index x: behaftetzu denken, der aber konsequent fortgelassen ist. Weil es jedesmal nur auf die Verh?¤ltnisse und - ankommt, gibt As fXi yt (21) es im Ganzen 3 in Parameter. Die eingeklanunerten Bedin-gungen r=0 und r* = 0 gelten nur wenn l nicht gleich 1oder (?’)â€” 1) ist. Wir ??ber/.pugen uns zuerst, dass die Anzahlder Gleichungen (22) stimmt. Man tlndet zun?¤chst 3m(/)â€”1) 3 hr Gleichungen. Die.se enthalten aber 3m Parameter.Werden diese letzteren eliminiert, so beh?¤lt

man nur nochâ€” 2) in 3 /Â?r Gleichungen, in ?œbereinstinunnng mit derAnzahl der Gleichungen (21)\'). Es hat das System (22) dieKigenschaft, dass es unge?¤ndert bleibt, wenii man / durch(p â€”l) ersetzt, denn dies hnt nur den Einfluss, dass die Para-meter Ai und Ai, fti und fxt, vi und vt vertauscht werden.Nach der Elimination dieser Parameter nmss also dasselbeErgebnis wie vorher herauskommen. Es haben daher die \') F??r / = ! (xlcr l=p â€” l findet nun in l)ciden F?¤llen 2 //p Glei-chungen weniger, Â?ItÂ?o Â?limmt c* da auch.



??? Gleichungen (22) jedesmal f??r ein bestimmtes Wertanstem(/, p â€” l) G??ltigkeit, wie es auch nach (21) sein soll. Berechnenwir nun z.B. fr aus (22) und (12): A, i A2 i Das ist tats?¤chlich immer Null, ausgenommen f??r T = ^und l\' =>p â€” l. Im ersten Fall gilt n?¤mlich: Im zweiten Fall: -\' = aTT^ = â€? Kbenso kann man zeigen: -^ir = == 0 f??r l\' \\ l und /\' |-/) â€” lDamit ist aber die Gleichwertigkeit der Systeme (22) und (21)bewiesen. Aus (2:i) unil (2i), und den analogen Formeln f??rund leitet tnan schliesslich die folgenden Formeln ab,dic sp?¤ter Anwendung linden werden: |/ . . . (25,,)\' -\'\' 4- eiy - " VJ, _, - /) r/ . . (25/,)= . . . (25r) Die Formeln (2:1), (21-) und (25f/, b,c) gellen nur f??r ilieDoppelfrequenzen; man muss also immer / ~/) oder / = 7ausschliessen. Man k??nnle versuchen, den Doppelschwingnngen auch einegeometrische Deutung beizulegen; indessen lehrt ein Dlickauf die Gleichungen (22), dass die Verh?¤ltnisse hier wesenllichverwickelter siml als bei den

Einzelschwinguugen A mulund demnach eine allgemeine einfache Beschreibung der Schwin-gungsform nicht wie dort m??glich ist. Das h?¤ngt nat??rlichunmittelbar zusammen mit der Tatsache, dass wir hier jedesmal ___V ?„1



??? unendlich viele Schwingungsm??glichkeilen ber??cksichtigenm??ssen \'). Auch gibt es in diesem Fall unter diesen ver-schiedenen Schwingungsm??glichkeiten keine, die durch beson-dere Einfachheit ausgezeichnet sind. Wir wollen uns dahermil den folgenden Bemerkungen begn??gen: F??r die Schwin-gungen I) sind die singul?¤ren Pimkte P auf der Z-Achse inBuhe, bei den Schwingungen C schwingen sie senkrecht zurZ-Achse. Isl p gerade, so gilt: __Vf______12 7 ____ Das ergibt f??r / = gerade: 17= â€” ly.j-â€žund f??r I =nngnrado:(;, = ly^.^^ und ebenso fmdel man in diesem Fall f??r I â€”gerade: =â€” 1? ,; 11\'/= f\'""\' \'= ungenulo: rA,; 1IV=- ir/ ,.Hi\'i siimilichen Doppol.schwingnngon .schwingen also, wennP g<\'rad(i isl, zwei zur Symmetrieachse spiegelbildlich gelegenePunkle innner so, Â?lass entweder die Komponenlon senkrechtzu die.ser Achs(Â? gleirh .Â?^ind und die Komponenlon parallelzur /-Achse enlgogenge.\'^etzl, oder gerade mngokehrt, je narli-dem I

ungerade oder gerade isl. In dein Fall (\\ wo ja / == Iisl, gilt al.so das orslgenannte. Wir wollen jetzt das fhilrisrliv Moiiinit boslinnnen f??rdie Schwingungen .1, (â–  und IK Die elektrische Ladungdor Punkte /\', wonlts mit f bezoirlmel, die dor Punkte /\'â€?nil Die Indire.s x und k sind Aieder forlgolassen, undÂ?\'S sollen im Folgenden auch die Sunnnonzeichon, Â?lie sichauf Â?lie.so Indiros be/.iohen, untorhloibon. .1. (Synunetrisohc Schwingungen). Ks gilt nach (2), (D).(10) nnd (P.l): \'Â? Hnn folgt bckiinmlk-h nun Â?Icr nllKcmoinoii Thcorio (Seito 51). Auchin tioin Hpozicllen Knil, Â?Icn wir hier iM-lrHohlcn, ??borzeujrt mmÂ? hU-IÂ? <lnvon"chr leicht, denn j, = 0 und J^.., = Â?Â? gÂ?-!Â?"Â? K\'ingen />, am â€” 1 (Jloirhnngcn!" Â?Im wird, /.UKitmmcn mit (21) Â?Â?Icr(22):?œm â€” \'J  2) m â– {â€? = (p "Â? \'Â?.) â€”2 CllcirhungÂ?Â?n, f??r diÂ? (;> m /, ) _ 1 VcrbiillniH^o Â?lor AnipliiudcnkomiÂ?onenl.<n. D?¤s^pUmjfindÂ?a niRU f??r die Schwingungen C.



??? {e\'{V V*) = i HFp i r* i sj^) = 0. Ebenso findet man: My = 0; = ?Ÿ i Uj. e\' U.=pe Wy e\' W.j=i Dies ist im allgemeinen von Null verschieden. Deshalb giltf??r die symmetrischen Schwingungen: Mx = M, = 0; =|=0. F??r sind beide Teile Null, f??r p = 2 aber von Null verschieden. Dasselbe gilt f??r My.F??r AL findet man: M, = e i Wy=:e IFi(l ~ 1 1 .... _ 1) = 0. Deshalb gilt f??r die Schwingungen B: Mx = MÂ? â€” M* â€” 0,wenn p > 2. Ist p = 2 so ist nur M, = 0 und }fx uiul Mp vonNull verschieden.C und 1). Mx = \\ eiyj Vf) [e\'{V V*) = 4- ie V* V --- \\ V*) J=i fXi f^t Nun sind ersichtlich s?¤mtliche Gr??ssen auf der rechten Seitedieser Gleichung gleich Null, wenn / nicht gleich 1 oder(;)â€” 1)ist. Ist aber l gleich 1 oder (/)â€” 1), so sind sie von Nullverschieden. F??r Z=1 findet man nfimlich: = Fp  iep F? -f â€” i (F V*). AI i- As ^ /Ii, 4- iz, und das ist im allgemeinen nicht Null. Ahnliches findet manf??r M^. Schliesslich ist:



??? M. = . ir, W = .  und das ist f??r die hier zul?¤ssigen Werte von I (l^-p, I =\\=:q)immer Null. Â? Zusammenfassend k??nnen wir sagen: Die 3 {p vi /Â?,)Schwingungen des hier betrachteten Systems lassen sich nachihrer Art in 4 Gruppen zerlegen: A. (3 m lir) aktive Eimelscfiwingungen mit einem elek-trischen Moment parallel zur Synunetrieachse. Ii. (nur f??r p gerade) 3 m imklive Eimelachwingnngen. [Nurf??r = 2 sind diese Schwingungen aktiv, mit einemMoment senkrecht zur Symmetrieachse; die Anzahl be-tr?¤gt in diesem Fall 3 m -f- 2 //â€ž | C. (nur f??r /)>2) 3 m/Â?r aktive Doppelschwingungen mitMoment senkrecht zur Achse, ??brigens beliebig. (nur f??r /)> 2) \'\' ^ ^ 3 m oder - ^ ^ 3 m Qe uachdem P gerade oder ungerade ist) inaktive Doppclschwingungen. 7m den hier aufgez?¤hlten Schwingungen geh??ren aherauch<lio G singnl?¤ren Nullfrequenzen. Will man die Anzahl ge-\'ci\'hnlirhn- Schwingmigen bekommen, so nulssen diese Null-l\'requenzen in Rechnung gesetzt

werden. Dazu braucht man"ur zu bedenken, dass: 1) Die Translation parallel zur/-Achseund die Rotation um die ;^-Achso zum Â?symmetrischen"\'\'ypus A geh??ren. 2) Die Translationen in die A\'- und^^â€?Bichtungen und die Rotationen um die X- und um dieJ\'-Achse f??r /?> 2 als eine , Doppolschwingung" vom Typus Cbetrachtet werden nulssen. Ist /) = 2 so geh??ren sie alio 4zur Gruppe Ii. ^"^\'an braucht also, wenn ;)>2, in don Gruppen A und Cnur (3 m -f h, â€” 2) zu setzen statt (3 m -f- /Â?,) um dasBesuchte Resultat zu erhalten. Ist p â€” 2, so findet man(p "Â? /i. - 2) Schwingungen A und (3 Â?i 2 ?„. â€” 4)SÂ?;hwingungen Ii. \'



??? Â§ 4\'. Systeme mit einer ^-z?¤hligen Symmetrieachse undp Symmetrieebenen durch diese Achse. \') Wie .in Â§ 3 teilt man den ganzen Raum durchHalbebenenY in p gleiche Gebiete Jh.. . Ry. .. R,,. Das , I / Achsensyslem wird so gew?¤hlt, dass Rp-i die .^-Achse mit der Synnnetrieachse r /Ai-sammennillt, und die l\'Z-Ebene das Gebiet halbiert. Es sei diese Ebene\\l/\' ^ eine der /) Symmetrieebenen des Punkt- Of^ systems. Man fiberzeugl sich leicht, dass .sowohl f??r ;>= gerade wie f??r p =ungerade die p Ilalhebenen, wenn zuganzen Ebenen erg?¤nzt, zu den Sym-Fig. 4 metrieehenen geh??ren. Wir wollen nunannehmen, dass es in der fl?¤lfle;i;>0des Gebietes m Punkte gibt, die nicht in einer Sym-metrieebene liegen. Ans jedem dieser Punkte gehen durchRotationen um die Z-Achse die Punkte /^"hervor. Zu jedemPunkte geh??rt ein zweiter Punkt /fÂ?, den man ans /yÂ?ableiten kann durch Spiegelung an <ler das Gebiet Ii, hal-bierenden Symmetrieebene. In der llalbchene .r

= (), ,/><)m??gen sich /.> Punkte P,. bennden, in der U,, und "/.V-ttrennenden llalhehene /.f\' Pmikte Z\';"\', auf der Z-Achse h^Punkte /\'Â?). Da s?¤mtliche Deckoperalionon der f??r diesesSystem charakteristischen (iruppe sich aus einer elementarenDrehung I),, und einer Spiegelung an einer bestimmten Sym-metrieebene, z.H. .r = (), ableiten la.ssen, gen??gt es, nur die.seeine Spiegelung in Retrachl zu ziehen. Ist also das allgemeineGleichungssystem invariant gegen??ber den Substitutionen, diomil der Drehung 1),, und dieser speziellen Spiegelung zusammen-h?¤ngen, so isl es ohne Weiteres auch invariant gegen??berden Substitutionen, die den anderen Spiegelungen entsprechen.Wir f??hren wieder, wie in Â§ 3 die.ses Kapitels, die Variabelen(12) ein, nur mil einem Index versehen, um die Variabelen, \') BcH??.vKi.ifcs: c. *) Vgl, die IJonit-rkung Seile 11,



??? / die sich auf die Punkte Pf\\ P. und If beziehen, unter-scheiden zu k??nnen. Das f??lirl ganz ungezwungen zu denBezeichnungen: f,, ^f), und ?¤hnlich f??r ^ und C, deren Bedeutung wohl ohne Weiteres klar ist. Die Invarlanz-bedingungen f??r Drehungen f??hren, wie im allgemeinenFall, (Â§ 3), eine Spaltung des Systems S in p TeilsystemeSy----Sp herbei. Die Bedingungen daf??r, dass diese Teil-systeme auch gegen??ber der Spiegelung an der rZ-Ebeneinvariant sein m??ssen, f??hrt nun zu neuen Spaltungen. Beidieser Spiegelung wird n?¤mlich: wo j-\\.}\' = p. Dabei ist es m??glich, dass die Zahlen j und7 sich < 1 oder > p ergeben. Man bedenke aber, dass^ ~ j Vy } = /\' V (mod. p.) \'). Untersuchen wir jetzt denEinfluss der obigen Substitutionen auf dio Variabelen r, V*und ]V. OlTenbar findet man: ffm^^. r^^ r*; ir^ ir. Schliesslich soll das Verhalten der Variabelen f, Â?j, ^ diesenSubstitutionen gegen??ber ermittelt werden. Es ist definitions-geniflss: j^n-1 jr^u n ., ^ jy) - u ^.. pn

nDas verwandelt sich nun in: Nach einer kloinen Umformung stellt .sich aber heraus, dnss^â€?es gleich â€” ist. F??r die anderen Variabelen bekonunt\'"an in ?¤hnlicher Weise ein analoges Besultat. Etwas ver-schieden verhalten sich die Variabelen mit dem Index tÂŽ\'. \') Vgl. dio Bemerkung *uf 6\'. 21.



??? Betrachten wir z.B.: = Y Diese Form verwan- j=i delt sich in: J\'=p --c\'-1 v f*(0) -/\'(-! 1) = _ c\'-1 .,(0) Â?p ?Ÿ^y r ^P P (26). Zusammenfassend icann man sagen, dass die Gleichungen derSysteme Si ... Sp gegen??ber folgenden Substitutionen invariant sein m??ssen: : - 1,(2) t - Kt t -i-i Daraus geht hervor, dass die Variabelen eines Systems S/,multipliziert mit einem Faktor, ??bergehen in die Variabelendes konjugierten Systems S,,-/. F??r l = p und l â€” q findeteine Vertanschung der Variabelen innerhalb eines Systems statt. Wir m??ssen jetzt untersuchen, welchen Einfluss die in (20)enthaltenen Bedingungen auf die Schwingungen /I, Ii, CundI) (Â§ 3 dieses Kapitels) aus??ben. A. F??r diese symmetrischen Schwingungen gilt: A;, = 0.Die Variabelen des Teilsystems S^ sind hier: fj)Â?,dasselbe f??r v) und ^ und schliesslich Betrachtet man nundiejenigen der Bedingungen (20), die sich auf diese Variabelenbeziehen, so erweist es sich als zweckm?¤ssig, neue

Variabeleneinzuf??hren, n?¤mlich die 3 m 2 (i",-f-A*\'ÂŽ\') /j^ Gr??ssen: - ^^ - -- \' c, die das Vorzeichen behalten, und die 3 m k^ Gr??ssen: >1?Â?, H- - ff die das Vorzeichen wechseln bei den Substitutionen (20).Das f??hrt, wie wir es schon mehrfach gesehen haben, zueiner Spaltung des Systems 6> in zwei Teilsysteme, und damit



??? hangt auch eine Spaltung der diesen. Systemen gen??gendenL??sungen zusammen. Demnach findet man: All 3 wi 2 h^ Schwingungen, die charak-terisiert sind durch die Beziehungen: Daraus leitet man ab, nach (12) und (19): Dazu kommen nat??rlich noch die allgemeinen Bedingungen(19). Man sieht hieraus, dass diese Schwingungen symmetrischzur FZ-Ebene erfolgen, und demnach auch symmetrisch zuden (/) â€” 1) anderen Symmetrieebenen. Die Anjplituden-komponenten senkrecht zur .J^-Achse der Punkte Pj undsind radial gerichtet. Die hier gefundenen Schwingungen (.Ii)sind im allgemeinen aktiv. (.l/g=}=o). Ai-.  Schwingungen, welche durch die fol- genden Bedingungen charakterisiert sind: Has ergibt aber: l^nâ€” ]\'Â?(Â?) j|r(l( __ I\'* iK _Q j-joi:^ ir;0\' = o, ir=(). Es schwingen also die Punkte /y und l\'f^ tangentiell; diel\'<ujkte P sind in Huhe, die/-Komponenten zweier zusammen-?Ÿeh??riger Punkte sind entgegengesetzt gerichtet. Daraus folgtaber J/, =o. Es sind

diese Schwingungen (.Ij) also inakliv. Ii. Es war hier (S. 2i) A, =0. In dem System S,treten die folgenden Variabelen auf; und das- selbe f??r si und Ist p == 2, so konunen noch die Variabelen Â?nd hinzu. Die Bedingungen (20), soweit sie sich aufbliesen Fall beziehen, veranlassen wie bei den Schwingungen(-"O die Einf??hrung neuer Variabelen, und das f??hrt zu einerSpaltung der Schwingungen Ii in zwei Gruppen Ut und Iii. Iii: 3 WI -f 2 Schwingungen f??r welche gilt: â€”- Mi".â€”V



??? [F??r p = 2 kommen noch die Bedingungen f,\' = â€” hinzu;die Anzahl betr?¤gt in diesem Fall 3 Â?i 2 k^ kf^ /Â?J.Geometrisch bedeutet das: Symmetrie zur FZ-Ebene und zu den I â€” 1 Symmetrieebenen, die durch Drehung um â€”^ daraus entstehen. Die Punkte Ff\' schwingen in einer Ebenesenkrecht zur Symmetrieachse, und zwar tangentiell; diePunkte F, schwingen radial, aber mit einer im allgemeinenvon Null verschiedenen Z-Komponente der Amplitude. DiePunkte auf der Z-Achse sind in Ruhe, nur wenn p = 2schwingen sie parallel zur y-Achse. Im letzten Falle ist auchdie F-Komponente des elektrischen Moments von Null ver-schieden, w?¤hrend sonst immer |iV| = 0. ?Ÿg: 3 2 Schwingungen, f??r welche gilt: ===- ===- [f??r p = 2 kommen die Bedingungen f, =>}J hinzu; in diesemFall gibt es 3 m -f -f 2 > /i, Schwingungen]. Geometrisch bedeutet das Symmetrie zu den p/2 Trennungs-ebenen der Raumwinkel Uj \') Die Punkte Fj schwingen tan-gentiell, die Punkte schwingen

mit einer Amplitude derenKomponente senkrecht zur Z-Achse radial gerichtet ist. DiePunkte auf der Z-Achse ruhen, ausgenommen wenn p = 2: dannschwingen sie parellel zur A-Achse. Dementsprechend ist indiesem Fall im allgemeinen Mx =|- C und I). Es gilt f??r diese Doppelschwingungen: A, = 0 mit= wo l =1= p und l =4= q. Es soll nun auch hier \') Man sieht das sehr leicht wenn man dio Amplitudonvektoren ineiner Figur zeichnet. Auch algebraiHch l?¤sMt eÂ? sich sofort versleben. AuafI\'Â? = ijiÂ?) folgt n?¤mlich FJ\'\' = V* und nach (20) kann man daf??r setzen â€? Ko = â€” c-> r* 1Â?! oder Â?FÂ?Â? = â€” F* Â?) = â€” FÂ?"Wenn man alito die Vektoren F<\'Â? und umdreht, werden sie syra- P p metrisch zur YZ-Ebene, d.h. in Wirklichkeit aind sie symmetrisch zu der Ebene, die durch Drehung um â€” \' aus dieser Ebeno entsteht. P



??? Invarianz dieser Gleichungen gegen??ber den Substitutionen(26), soweit diese sich auf diesen Fall beziehen, gefordertwerden. Man sieht nun sofort, dass die Verhrdtnisse hier andersliegen wie bei den Schwingungen A und Z?, denn hier ver-tauschen sich die Variabelen des einen Systems S/ mit denVariabelen des anderen Systems S^-/, wfdirend bisher nurvon Vertauschung innerhalb eines Systems die Rede war.Damit h?¤ngt nun, wie wir sogleich sehen werden, die Tatsachezusammen, dass bei diesen Doppelschwingungen keine Spaltunggefunden wird. Wir k??nnen n?¤mlich ganz allgemein die SystemeS/ und Sp-i darstellen durch: "kl Xk = 0 und bkt Â?A- = 0* k \' wo k und l soviel Werte durchlaufen, wie die betrachtetenSysteme Gleichungen haben. Die charakteristischen Substitu-tionen lassen sich bei geeigneter Wahl der V^iriabelen Xk und ytimmer durch Xk\'^gk darstellen. Es m??ssen also die Systeme ^ bkt Xk =0 nebst "^Oki j/k â€” O mit den vorigen vertr?¤glich^ k

sein. L??st man daher das System "Z bkiXk â€” 0, so mflsssen k f??r die Verhrdtnisse der Variabelen xt dieselben Werte heraus-kommen, die man auch durch Betrachtung des Systemsy(\'kiXk = 0 erh?¤lt. Daraus folgt aber auch, dass die Ver- liAltnisso der Variabelen y* aus dem System ij bki tjk = 0, den Verh?¤ltnissen der Variabelen Xk aus = 0 gleich sein m??ssen, dass also: = = = = . . . (27) .\'/Â? !/* \'Jk Wo A ein Parameter ist, der, rein algebraisch gesprochen, jeden beliebigen Wert annehmen kann. Wenn wir nun f??r und gk wieder die Variabelen usw. einf??hren, so lilsst sich (27) schreiben in der Form: = __ im V-/ V ^r-f VV-



??? Damit ist gezeigt worden, dass die Invarianzbedingungenzwangsl?¤ufig zu den Gleichungen (27fl) f??hren. Umgekehrtgilt auch: wenn die Koeffizienten der Systeme Si und S^-iso beschaffen sind, dass die Beziehungen (27fl) gelten, so wirdden Invarianzbedingungen gen??gt. Die Gleichungen (27f/) sinddeshalb notwendig und gen??gend zur Erf??llung der Invarianz-bedingungen: von einer Spaltung der Systeme S/ und Sr-iisl gar nicht die Rede. Aus den folgenden Betrachtungen wirdder physikalische Grund f??r dieses Verhallen der Doppel-schwingungen deutlich werden. Zun?¤chst bemerken wir, dass mit Hilfe der Gleichungen(27fl) die L??sungen des Systems S^-i direkt aus denjenigendes Systems Si bestimmt werden k??nnen. Man kann also dasSystem <S>-/ durch (27rt) ersetzen. F??r jeden bestimmten Wertdes Parameters A liefern dan S/, (27a) und die allgemeinenBedingungen (21) eine bestimmte Schwingungsform. Da A aberbeliebig ist, bekommt man unendlich viele

Schwingungsformen,wie inmier wenn es sich um mehrfache Schwingungen handelt. \')Wichtig ist aber dass man in diesen) Fall diese unendlichvielen Schwingungen direkt von dem Parameter A abh?¤ngiggemacht hat und dadurch imstande ist, indem man diesemParameter verschiedene Werte beilegt, einige spezielle Schwin-gungsformen n?¤her zu studieren. Zun?¤chst wollen wir den Fall A = Â? 1 betrachten. Dasgibt, nach (27Â?) : (Die letzte Gleichung gilt nur f??r die Schwingungen (J). Um nunz.B. die geometrische Bedeutung der beiden ersten Gleichungenzu finden, ziehen wir die Beziehungen (25Â?) und (2?´b) heran.Danach gilt f??r die hier betrachteten Schwingungen: \') Vgl. das Theorem auf S. ??.



??? Indem wir nun diese Gleichungen addieren bezw. subtrahierenje nachdem wir in (28) die oberen oder die unteren Vor-zeichen ins Auge fassen, so finden wir: Tr= K\'-j In ?¤hnlicher Weise leitet man mit Hilfe der Gleichung (25c) ab:Tr<\')= Â? wf_j Auch ??berzeugt man sich leicht von der Richtigkeit derBeziehungen: ir =Â? pnO)=qF ir(0)=Â? Es geh??ren otTenbar jedesmal zwei symmetrisch zur l\'Z-Ebeneliegende Punkte zusammen. Wenn wir in den obigen Gleichungendie oberen Vorzeichen wfdilen, so bedeutet das, dass die 1 - und/-Komponenten von zwei solchen Punkten gleich, die A-Kom-ponenten entgegengesetzt sind; f??r die unteren Vorzeichenfindet man das Unigekehrte. Das sind also genau die zweiTypen, die wir in Â§ 2 bei der allgemeinen Betrachtung derSysteme mit einer Synnnelrieebone gefunden haben. Ein allgemeinerer Fall ergibt sich, wenn wir A = Â? fj\' setzen,wo k eine ganze Zahl ist. (Der vorige Ansatz A = Â? 1 istdarin als Spezialfall f??r ^- = 0

mitenthalten).Die Gleichungen (27) schreiben sich jetzt: Auch hier gelingt es mit Ililfo der Gleichungen (25ff, c) leicht,ilen hilialt dieser Beziehungen geometrisch zu veranschaulichen.Nach (25a) gilt z.B.: kann mnn aber in diesem Fall folgendermassen umformen: 1) ^ (I j) ^ = q: ^ (-\' n H-H ^ q: n - w ^(t)



??? Damit haben wir gezeigt dass: = oder FjÂ? = Die Zahlen ej^ Fj\'\'und F^fLy fc sind demnach konjugiert. Multiplizieren wir die erste mit s^, die zweite mit s^ somuss man wiederum konjugierte Zahlen bekommen. Es ist also: = .... (30) In ?¤hnlicher Weise beweist man die G??ltigkeit der Beziehungen: nf=Â? Wfl,^,; T F,= J; lFf=Â? F= C; ^V)* Die geometrische Deutung dieser Gleichungen ist nunmehrsehr leicht. Zu dem Zweck betrachten wir die Symmetrieebene,die durch eine Drehung urn Trkjp aus der FZ-Ebene entsteht.Die Punkte Pj\'\' und F^Lj k \'\'egen spiegelbildlich zu dieserEbene. Die Gleichungen (30) und (31) besagen nun, dass diesePunkte relativ zu dieser Ebene genau so schwingen wie imvorher betrachteten Falle (A = Â? 1) die Punkte Pj undrelativ zur FZ-Ebene.S?¤mtliche Formen, die nach der Theorie f??r Punktsystememit einer Symmetrieebene (Â§ 2 dieses Kapitels) m??glich seinm??ssen, kommen also bei diesen Doppelschwingungen alsSpezialf?¤lle zum

Vorschein, indem man dem Parameter Ageeignete Werte beilegt. Dadurch wird nun auch physikalischverst?¤ndlich, warum hier keine Spaltung der Gleichungs-systeme auftrat. Interessant ist das Verhalten des elektrischen Moments beiden Schwingungen C. Hier is / = 1 und demnach sind dieWerte des Parameters A durch A = Â? darzustellen, wo kvorl?¤ufig noch eine ganze Zahl ist. Betrachten wir zuerst dasobere Vorzeichen, also A = Â?j-. Die Schwingung wird dann.



??? wie wir gesehen haben, symmetrisch zu der Symmetrieebene,die durch eine Drehung um k7c\\p aus der TZ-Ebene entsteht.Das elektrische Moment liegt also in dieser Ebene, und zwar,wie immer bei den Doppelschwingungen, senkrecht zur Z-Achse.Das elektrische Moment dreht sich also gleichm?¤ssig mit derGr??sse k: immer, ist der Winkel zwischen ili und der F-?„chsegleich kTrlp. Allerdings gilt das vorl?¤ufig nur f??r ganzzahligeWerte von k. Indessen kann man sich leicht ??berzeugen, dasses auch f??r beliebige reelle Werte von k g??ltig bleibt.Die Werte A = â€”liefern nun nichts Neues, denn man kann diese offenbar ersetzen durch A = 4- 2 und sie damitauf den vorigen Fall zur??ckf??hren. Zusammenfassend kannman sagen, dass die unendlich vielen Schwingungsformen vomTypus G durch die unendlich vielen reellen Werte des Para-meters k in A = fJ bestimmt sind. Der Vektor M bildet mitder F-Achse einen Winkel ^ der gegeben ist durch die Be-it ?r H Ziehung: ^

= so bekommt man spezielle Schwingungsformen, die den inÂ§ 2 dieses Kapitels gefundenen Formen entsprechen. Wenn wir nun zum Schluss die verschiedenen Schwin-gungsm??glichkeiten noch einmal zusammenfassen, so bekom-men wir: Ai: 3 m 2 kf) /fâ€ž aktive Schwingungen, mil Moment parallel zur Z-Achse.Ai\'. 3Â?Â? ^-, inaktive Schwingungen. Br. (nur wenn p gerade isl) 3 Â?n 2 k^ inaktiveSchwingungen, wenn p>2. F??rp = 2 findet man aber3 Â?i 2 /(â€ž aktive Schwingungen mit Momentparallel zur F-Achse.Bi: (nur f??r p gerade) 3 m 2 kf^ inaktive Schwingungen,wenn p > 2. F??r p = 2 gibt es aber 3 m A;^ 4- 2 kf^ 4" Kaktive Schwingungen mit Moment parallel zur X-Achse.C: (nur f??r p > 2) 6 Â?Â? 4" 3 A:, 4" 3 A;^ 4"aktive Doppel-schwingungen. Das Moment kann eine beliebige Richtungsenkrecht zur Z-Achse haben.



??? D: (nur f??r /> > 2) ^^ (6 m 3 3 kf^) oder p_3 ^â€” (6 m 3 3 /rf^) inaktive Doppelschwingnngen. (je nachdem p gerade oder ungerade ist).Will man nun die 6 Nullfrequenzen ber??cksichtigen, somuss man bedenken, dass die entsprechenden Translationenund Rotationen zu den folgenden Schwingungsformen geh??ren: Die Translation parallel zur Z-Achse zu Ai Die Translation parallel zur F-Achse zu C (f??r = 2 zu Ih) Die Translation parallel zur Z-Achse zu G (f??r p = 2 zu B2) Die Rotation um die Z-Achse zu A2 Die Rotation um die 7-Achse zu C (f??r p = 2 zu Bi) Die Rotation um die X-Achse zu C (f??r p=2 zu Bi) Man muss also, wenn p>2, die unter Ai und A2 ange-gebenen Zahlen um 1, die unter C stehende Zahl um 2verringern, um das gesuchte Resultat zu erhalten. Ist p = 2so nimmt man die sich auf diesen Fall beziehenden Zahlenunter Bi und B2 um zwei Einheiten kleiner. Â§ 5. Systeme mit einer p-z?¤iiligen Symmetrieachse und pzwEiz?„HLiGE Symmetrieachsen

senkrecht dazu. \') Dieser Fall ist dem vorigen sehr idmlich, und die Rech-nungen unterscheiden sich nur wenig; wir k??nnen uns des-halb k??rzer fassen wie dort. Wir nehmen wiederum diep-z?¤hlige Achse als Z-Achse; die Y-Achse w?¤hlen wir zusam-menfallend mit einer der p zweiz?¤hligen Achsen. Die Einteilungdes Raumes in p Gebiete Ej erfolgt auch hier so, dass dieEbene YZ das Gebiet Rp in zwei gleiche Teile zerlegt. Wir nehmen an, dass es in der H?¤lfte a; > 0 dieses Gebietesm Punkte gibt, die nicht zu einer Symmetrieachse geh??ren.Durch Rotationen um die Z-Achse gehen daraus die Punkte Pj\'\'hervor. Aus jedem Punkte entsteht durch Umklappung um Scu??XFLiEs: Pp. Die Gruppe von Deckoperationen ist eine Diedcr-gruppe.



??? die in dem Gebiet R. verlaufende zweiz?¤hlige Achse einPunkt Pf\\ Auf der positiven T-Achse m??gen h^ Funkle P^liegen, auf der Halbachse die daraus durch Drehung um â€” - entsteht Af Punkte Pf, auf der Z-Achse h^ Punkte und auf der â€” Z-Achse die daraus durch Umklappung um eineder p zweiz?¤hligen Achsen entstehenden Punkte Schliess-lich kann im Koordinatenursprung 0 ein Punkt P liegen. Esist bequem, die â€žAnzahl der Punkte P\' in den Formeln durcheinen Buchstaben ^ anzudeuten. Dabei ist aber zu beachten,dass ^ nur gleich 0 oder 1 sein kann. Die Variabelen, die hier eine Rolle spielen, werden ange-deutet mit ff, f; und ?¤hnlich f??rund C,eine konsequente Weiterbildung der Bezeichnungen, die wohlohne Weiteres klar ist. Es sei nur noch darauf hingewiesen,dass die Variabele (die ??brigens nur f??r l = 1 einen Sinnhat) sich hier auf den Punkt P bezieht, im Gegensatz zumvorigen Fall, wo sie auf einen beliebigen Punkt der Z-AchseBeziehung hatte.

Eine Verwechslung kann dadurch nicht ent-stehen, weil die Punkte auf der /-Achse hier mit den Indicesund versehen werden mussten, und dementsprechendauch die sich hierauf beziehenden Variabelen und Bei einer Umklappung um die F-Achse linden nun diefolgenden Verwechslungen zwischen den Amplitudenkompo-nenten statt: _ [7(4). (/(i)-^ Es ist dabei ?’ ;" â€” p \')â–  Ahnlich wie in Â§ 4 kann manhieraus die charakteristischen Substitutionen ableiten, gegen??berwelchen die Gleichungssysteme Si .... Sp invariant seinm??ssen. Man findet: Siehe ??brigens Seite 33.



??? r/^ - - ^f.t - ^f- n t - n Daraus leitet man wieder eine Spaltung der SchwingungenA und B ab, und findet: Ai: 3 m h^ Af h^ Schwingungen, die charakterisiertsind durch: = - ^f; = - \' = " ; =- ; =0; Demnach schwingen zwei Punkte, die durch Umklappungum die Z-Achse in einander ??bergehen, so, dass dier-Komponenten gleich, die X- und /-Komponenten ent-gegengesetzt sind. Die Punkte P^ und Pf schwingensenkrecht zur /-Achse, und radial. Weil im allgemeinen f??r Schwingungen vom Typus Agilt M^ = My = 0, und hier ausserdem noch = 0 (dadoch von den /-Komponenten je zwei entgegengesetztsind) sind diese Schwingungen inaktiv.Aii 3 m 2 h^ Z Af ^ Schwingungen, f??r welche gilt: Hier sind f??r zwei zusammengeh??rende Punkte die X- und/-Komponenten gleich, die F-Komponenten entgegen-gesetzt. Im allgemeinen sind diese Schwingungen alsoaktiv: Bi: (wenn p > 2) 3 wj /Â?,, 2 /if Schwingungen mit: = - ; ff = - = - -C, = 0; â€?p "" Das bedeutet Symmetrie zur F-Achse,

und zu den - â€” 1 \' , T. , 2 a-Â? , Achsen, die daraus durch Drehungen um -y- (n = ganzeZahl) entstehen. Es gilt 1 = 0. Wenn p = 2, so bekommt



??? man 3 m /i, 2 hj^^ 2 J Schwingungen, die den-selben Bedingungen gen??gen wie oben, und ausserdem:= = In diesem Fall sind die Schwingungen aktiv: My 0.Bz: (wenn p>2): 3 >Â? 2/j,. Af Schwingungen, cha-rakterisiert durch: y = o. Das bedeutet Symmetrie zu den | Symmetrieachsen, die aus der Y-Achse durch Drehungen um stehen (Â? = ganze Zahl). Auch hier ist |iV| = 0. F??rp = 2 aber findet man 3m 2 h^ hf 2 3aktive Schwingungen, mit einem elektrischen Momentparallel zur A\'-Achse. In diesem Falle gelten neben denvorigen Bedingungen auch die folgenden: Bei den Doppelschwingungen C und D tritt keine Spaltungauf, genau wie im vorigen Falle. Die dort angestellten Unter-suchungen ??ber das Verhalten des Vektors M in Abh?¤ngigkeitvon dem Parameter A haben auch hier, mit sehr geringen?„nderungen, volle G??ltigkeit; es w?¤re also ??berfl??ssig, das hier zu wiederholen. Es gibt, wenn p > 2, 6 ;Â? 3 3 hf 2 ^ aktive Schwingungen C, und (0 m 3 3 hf) oder ^ (G m

-{- 3 /t;^ 4- 3 Af) inaktive Schwingungen D (je nachdem pgerade oder ungerade isl). Die Nullfrequenzen werden in gleicher Weise ber??cksichtigt,wie in Â§ 4 geschehen ist, jedoch mit dem Unterschied, dasshier die Translation parallel zur Z-Achse zu At geh??rt. Wir wollen, speziell f??r den Fall p = 2, das Ergebnisetwas n?¤her betrachten. Wir haben in diesem Fall n?¤mlichdrei zu einander senkrecht stehende Symmetrieachsen. Unterdiesen spielt die if-Achse keine besondere Rolle: sie ist den



??? beiden anderen gleichwertig. Die Transformationsgruppe, diedas Punktsystem hier zul?¤sst, ist die bekannte Vierergruppe.Diese Gleichwertigkeit der drei Symmetrieachsen muss auchin den L??sungen zum Ausdruck kommen. Am besten siehtman das, wenn man f??r die Anzahl Punkte auf derpositiven Z-Achse hz statt ho setzt, und entsprechend Ax und statt /ijf\' und Man bekommt dann:Ai: 3 m hx h,j Jis inaktive Schwingungen. Alle Punkteauf einer der drei Symmetrieachsen schwingen in derRichtung der betreffenden Achse. Der Punkt P, wennvorhanden, ist in Ruhe. Zwei symmetrisch zu 0 liegendePunkte schwingen entgegengesetzt.A2: 3 m 2 ?„x 2 hy /is ^ aktive Schwingungen mileinem elektrischen Moment in der Richtung der Z-Achse.Bi: 3 m 4- 2 Az 2 hx ^ aktive Schwingungen mit Moment parallel zur F-Achse.B2: 3 jw -[- 2 hy -j- 2 //a hx ^ aktive Schwingungen milMoment parallel zur X-Achse.Die Nullfrequenzen werden in der Weise ber??cksichtigt, dassman die Zahlen

unter A2, Bt und B2 um 2 verkleinert. Mansieht, dass das Ergebnis wirklich mit der Gleichwertigkeit derdrei Achsen in tJbereinstimmung ist. Diese Punktsysteme, diedie Operationen der Vierergruppe als Deckoperationen zulassen,sind, wie wir sp?¤ter (Kap, II) sehen werden, besonders wichtigf??r die Behandlung der Punktsysteme regul?¤rer Symmetrie. Â§ 6. Systeme mit einer p-z?¤hligen Symmetrieachse und einerSymmetrieebene senkrecht zu dieser Achse. \') Wir nehmen die Z-Achse als p-z?¤hlige Symmetrieachse, dieXOy-Ebene als Symmetrieebene. Ein beliebiger Punkl inder H?¤lfte Â?>0 des Gebietes Bj wird mit angedeutet.Es gibt 7n solche Punkte. Zu jedem Punkt geh??rt einPunkt Ff\\ der daraus durch Spiegelung an der XO Y-Ebeneentsteht. In dieser Ebene z=:0 liegen im zu geh??renden Ge-biet kh Punkte P^, auf der positiven Z-Achse /iâ€ž Punkte auf M Sch??nflies: C>.



??? der negativen Z-?„clise die zugeli??renden Punkte in 05 Punkte P (a = 0 oder 1). Die hier auftretenden Variabelen sind: ff, f und ?¤hnlich f??r yj und Es handelt sich wieder um die Invarianz der Gleichungssysteme iS\'i.....Sf, gegen??ber den Substitutionen, die einer Spiegelung an der A^OF-Ebeneentsprechen. Diese sind hier sehr einfach. Die ?œberg?¤ngezwischen den Amplitudenkomponenten sind n?¤mlich: 77(1) Ifd). JJW ini). [/â– (!)_ c7(2) Ujx-^Uj^\', Ujy-^Ujy-, Uftuf-, m^t-uf Und hieraus leitet man sofort die gesuchten charakteristischenSubstitutionen ab: ; \'Ai ; Cj â€”C Demnach findet in jedem System S; eine Spaltung der Va-riabelen statt, und also auch eine Spaltung der betrelTendenL??sungen. Man bekommt nun folgende Schwingungen:/l, : 3 Â?j 2 inaktive Schwingungen, gegeben durch: = ,(\') = = - C, = 0; Diese erfolgen offenbar symmetrisch zur XOF-Ebene.Ai: 3 Hl S aktive Schwingungen, f??r welche gilt: fO) = _ ; = - ; = r;" = Zwei zusammengeh??rende Punkte

schwingen in der Z-Richtung gleich, in den A\'- und r-Richtungen entgegen-gesetzt. Bl: 3 m 2 k^ inaktive Schwingungen (f??r p> 2), gegeben durch:Das bedeutet wiederum Symmetrie zur ZOF-Ebene. Ist



??? p = % so bekommt man 3 m 2 2 2 5 aktiveSchwingungen. F??r jede dieser Schwingungen hat das elek-trische Moment eine bestimmte Richtung senkrecht zur Z-Achse. Es ist = ; ^ = ^.Bi\'.Zm -{- k^ inaktive Schwingungen (wenn p > 2), f??r welchegilt: Ist p = 2, so kommen 3 2 h^ Schwingungenheraus, die ebenfalls inaktiv sind.Es ist: = = Ci: 3 m 2 h^ ^ aktive Doppelschwingungen, charak-terisiert durch: - ; = = 0; =, = , Auch hier bedeutet das, wie man mit Hilfe der Gleichungen(25 a.b.c) leicht nachweist, Symmetrie zur Ebene JCOZ.Ci: 3 m y^A K inaktive Doppelschwingungen, mit: Dl: (3 m 2 oder ^^ (3 Â?Â? 2 X-J inaktive Dop- pelschwingungen (je nachdem p gerade oder ungeradeist), symmetrisch zur Symmetrieebene. Z>2: ^^ (3 m -f ?„;^) oder (3 m /cj inaktive Doppel- schwingungen. Was die Nullfrequenzen betrifft, diese geh??ren zu den fol-genden Typen\'): Die Translation parallel zur Z-Achse zu AzDie Translation parallel zur T-Achse zu Ci {Bi) \') Die eingeklammerten

Buchatabon beziehen sich auf den Fallp = 2.



??? Die Translation parallel zur X-Achse zu Gi (Bi)Die Rotation urn die Z-Achae zu AiDie Rotation urn die Y-Achse zu C2 (Ih)Die Rotation um die X-Achse zu C2 {B2) Â§ 7. Systeme mit einer /i-z?¤hligen Symmetrieachse, p Symmetrie-ebenen durch diese Achse, und senkrecht zu diesen,eine Symmetrieebene, welche p zweiz?¤hligeSymmetrieachsen enth?¤lt. \') In diesen Systemen treten neben der p-z??hligen Symmetrie-achse die charakteristischen Symmetrieelemente aus den dreivorigen Paragraphen zusammen auf. Diese sind aber nichtvon einander unabh?¤ngig, denn durch die p-z??hlige Symmetrie-achse, zusammen mil zwei anderen, von einander unabh?¤ngigenSymmetrieelemenlen, isl die ganze hier auftretende Gruppevon Deckoperalionen bestimmt. Wir k??nnen deshalb eine dieserdrei neben der p-z?¤hligen Achse auftretenden Symmelriearlenausser Betracht lassen, und nur mit den beiden anderenrechnen. Am einfachsten ist es wohl, als solche die p Sym-

metrieebenen durch die ;)-z?¤hlige Achse, und die Symmetrie-ebene senkrecht zu dieser Achse zu w?¤hlen. Die Frage gestaltetsich nun so, dass untersucht werden muss, welchen Eintlusseine Symmetrieebene senkrecht zur p-z?¤hligen Achse auf denin Â§ 4 dieses Kapitels behandelten Punktsystemen aus??bt. Es soll also in Figur 4 die A^OF-Ebene eine Symmetrie-ebene des Punktsystems sein. Die Punkte Pf \\ Pj, Pf undP in dem Gebiet ^^O bezeichnen wir jetzt mit dem unterenIndex also J^j,. zur Unterscheidung von den symmetrisch liegenden Punkten jF^^y,, P^^l^ und in dem Gebiet Â?<0, w?¤hrend die urspr??nglichenBezeichnungen Pf\\ P^, If> und P f??r die Punkte in derEbene z â€” O benutzt werden. Es gibt m Punkte /-^\'j\',), k^ Punktekf^ Punkte K Punkte Punkte P/\', h, Punkte P^, hf Punkte Pf und ^ Punkte P. (3 = 0 oder 1). Die L??sung der oben erw?¤hnten Frage wird nun auch hier \') SCH?–NFLIKS Z^.



??? in sehr eiiifacher Weise erhalten, indem man Invarianz derGleichungssysteme i) fordert gegen??ber denjenigen Substi-tutionen, die der Spiegelung an der XOF-Ebene entsprechen.Wegen der grossen Analogie mit dem im vorigen Paragraphenbehandelten Falle wird es gen??gen diese charakteristischenSubstitutionen ohne Weiteres hinzuschreiben: t % t - OV.); f^Ti): usw. ^/(i) t1/(1)tni??)-, Cd)t â€” ^Ai) t ^fliv usw. fw ^^(1). usw. C.usw. Dadurch werden die in Â§ 4 gefundenen SchwingungsformenAi, A2, Bi, Bi, (7 und Z) wiederum gespalten in zwei Gruppen,deren eine nur Schwingungen enthrdt, die symmetrisch zurXOF-Ebene erfolgen, w?¤hrend die Schwingungen der anderenGruppe so beschaffen sind, dass zwei synjmetrisch zu dieserEbene liegende Punkte mit gleichen Z-Komponenten, aberentgegengesetzten X- und F-Komponenten schwingen. Wirwerden das kurz als â€žnicht-symmetrisch" bezeichnen Man findet nun folgende Schwingungsm??glichkeiten:A\\: 3 m -f 2

kf^ K ^ K K K^ inaktive, sym- metrische Schwingungen.?¤; : 3 hj 2 -f 2 /.f 4- /i, ?„:;, h^ Af 5 aktive, nicht-symmetrische Schwingungen. {Mt =4= 0).A^: 3 m kf^ -}- 2 /c^ h^ /if inaktive symmetrischeSchwingungen. ?„^: 3 m -{- k^ kf^ k^ inaktive, nicht-symmetrischeSchwingungen. B[: (wenn p > 2) 3 w 2 4- 2 ?„;, h, 4- hf inaktive,symmetrische Schwingungen. Hier sind gemeint die Systeme, die in Â§ 4 dieses Kapitels durchSpaltung der Systeme Si . . . . Sp erhalten wurden. \') Wir benutzen also hier die Worte Â?symmetrischÂ? und Â?nicht-symmetrischÂ? nicht in der allgemeinen Bedeutung (Seite 26), aber nurum das Verhalten gegen??ber der Symmetrieebene x = 0 anzudeuten.



??? (wenn p = 2): 3 2 2 ?„r, h, ?„f ^aktive, symmetrische Schwingungen. (My^^O).B\'l: (p > 2): 3 Â?i 2 k^, /Â?., inaktive, nicht-sym-rnetrische Schwingungen. (p = 2): 3 2 k^ -f inaktive, nicht-symmetrische Schwingungen.: (p > 2) : 3 m 2 ?„:ÂŽ -f- 2 A;, /iÂŽ\' inaktive,symmetrische Schwingungen. (p = 2): 3 m 2 kf} ?„, 2 ^t* hf ^aktive, symmetrische Schwingungen. (iVx=4=0).B\';-. (p > 2): 3 m A;^ 2 A;ÂŽ ?„f inaktive, nicht-sym-metrische Schwingungen. (p = 2): 3 m A^ 2 A:^ k^ /tf inaktive, nicht-symmetrische Schwingungen.C : 6 )/Â? 3 kâ€ž 3 U^} hâ€ž 4 A-, -f 2 -f 2 Af ^ aktive, symmetrische Doppelschwingungen.C" : 6 m -f 3 A:â€ž -f 3 2 A;, /t, -}- inaktive, nicht-symmetrische Doppelschwingungen. D\': ^-(6m-}-3A.v 3Af 4A:,-f2A,-}-2/if) oder (6 Â?I 3 A:â€ž 3 A:W 4 A;, 2 /t, 2 ?„f) inaktive symmetrische Doppelschwingungen O\'e nachdem pungerade oder gerade ist). D": (6 m 3 k,, 3 ^^ 2 A-, h, -f <>) oder ^ (6 m 3 4- 2 /.f) inaktive nicht-symmetrische Doppelschwingungen.(je nach-dem p

ungerade oder gerade ist).Auch hier sind die Schwingungen B nur vorhanden, wenn pgerade ist, und die unter C, G", D\' und f)" angegebenenZahlen gelten nur wenn p mindestens gleich 3 ist. Die G Nullfrequenzen geh??ren zu den folgenden Typen:Die Translation parallel zur /-Achse zu ?„^Die Translation parallel zur F-Achse zu C (?Ÿj)Die Translation parallel zur A\'\'-Achse zu C\' (Zij)



??? Die Rotation um die Z-Achse zu ?„^Die Rotation um die Z-Aclise zu C" [B\'^)Die Rotation um die X-Aclise zu C" {B\'^) Die eingeklammerten Buchstaben beziehen sich wieder aufden Fall jo = 2. Â§ 8. Systeme mit einer p-z?¤hligen Drehspiegelungsachse. Die grundlegende Deckoperation wird bei den Systemendieser Art gebildet von einer Drehung Dp um die Drehspiege-lungsachse, zusammen mit einer Spiegelung an einer Ebenesenkrecht zu dieser Achse. Die allgemeine Operation der f??rdiese Systeme charakteristischen Gruppe wird von einer n-maligen Wiederholung dieser elementaren Operation gebildet.Wir k??nnen uns beschr?¤nken auf den Fall wo p gerade ist,denn man sieht leicht, dass der Fall p = ungerade zu einerBetrachtung der Gruppe C* f??hrt, die schon in Â§ ?? diesesKapitels erledigt wurde. Man k??nnte nun diesen Fall der p-z?¤hligen Achse zusammen-gesetzter Symmetrie (wo p = 2(/) als Spezialfall eines Systemsmit einer ^-z?¤hligen Achse einfacher

Symmetrie auffassen,und die Untersuchung nach den verschiedenen Schwingungs-m??glichkeiten entsprechend gestalten. Das ist auch sehr gutm??glich, jedoch nicht empfehlenswert. Es hat sich n?¤mlichherausgestellt, dass man mit einer Betrachtung von Symmetrie-ebenen, Achsen einfacher Symmetrie und Symmetriezentrennicht auskommt und dass es durchaus n??tig ist, die Achsezusammengesetzter Symmetrie als neues Symmetrieelementhinzuzuf??gen. Es ist deshalb besser, die Drehspiegelungsachsenicht aufzufassen als ein der Achse einfacher Symmetrie unter-geordnetes Symmetrieelement, sondern diese beiden Achseneinfacher und zusammengesetzter Symmetrie als unabh?¤ngigund gleichberechtigt anzusehen. Das kommt auch sehr sch??nin den Rechnungen zum Ausdruck, die sich dadurch viel??bersichtlicher gestalten, und die diese Auffassung durch ihre \') Sch??nflies: sp.



??? grosse ?„hnlichkeil mit den in Â§ 3 dieses Kapitels angestellten?œberlegungen durchaus best?¤tigen. Es sei also die Z-Achse eine p-z??hlige Drehspiegelungsachse{p = 2g); die Spiegelungen werden an der X 0 Z-Ebene vor-genommen. Durch p Halbebenen durch die Z-Achse, welcheman wieder so w?¤hlen kann, dass sie ausser den Punktenauf der Z-Achse keine Punkte des Systems enthalten, teiltman den Raum in Gebiete Ih â– .. Rj.... lif. Die m Punkteim Gebiet Rj bezeichnen wir mit P^; die Punkte Pj i inRjjf i entstehen daraus durch die elementare Drehspiegelung,usw. Auf der positiven Z-Achse liegen h,, Punkte undauf der negativen Z-Achse hv entsprechende Punkte diedurch eine einfache Drehspiegelung, das heisst in diesem I^alleeine Spiegelung an der XOF-Ebene, aus den Piinktenentstehen. Schliesslich kann man in 0 3 Punkte P annehmen(3=0 oder I). Man f??hrt nun auch hier zuerst die Variabelen F^, F/ undWj ein, detiniert durch (D), und ausserdem, den

Punkteni^*), und P entsprechend, die Variabelen F<\'\\ F*<\'\\Ij\'d). ivif). Y* und Oann werden die folgenden linearen Kombinationen dieser Gr??ssen als neueVariabelen eingef??hrt: Das sind 3/jm 0/Â?â€ž = 3s Variabelen, wie es nachder allgemeinen Theorie sein muss. Die Rezeichnungen sindwiederum so gew?¤hlt, dass jede Variabele mit dem Index /bei der reduzierten Drehspiegelung mit ej, nuiltipliziert wird.Das f??hrt nun, genau wie in Â§ 3, zu einer Spaltung des allge-meinen Gleichungssystems in p Teilsysteme Si ... 5/ ,.. S,.,deren jedes nur die Variabelen mit dem bestimmten Index lenth?¤lt. Wir schreiben diese mit den zugeh??rigen Variabelenin einem Schema zusammen und bekommen, f??r /;>4:



??? System: Si s. Si i Sp-i Sp-x Variabelen: y?Ÿ ^q-lVjq-l ffl viqf, Sq V/jq l ^p-rAp-iKr-i ^p-lVjp-l Vi ^p Vip Kp<p Anzahl derVariabelen: 3 m 3wi /t \'?¨m-\\-h 3m /i 3 m 3m-\\-h Zm h Ist aber /) = 4 oder jo = 2, so sind diese Systeme nichtalle verschieden und man bekommt: p = 2 1 System: Si S, S3 Si II Si S2 Variabelen": it m Ca h yi3 CÂ? t ( 1 II ^ 3 II Ti Â?)i >ii f2 Â?12 CÂ? Ca \'I2 Anzahl derVariabelen: 3 wÂ? 2 /i 3 m -1- h 3wi 2/j 3 3m 43jw 3/i1 3 5 3m 3/i Um diese F?¤lle ;j==4 und 75 = 2 nicht immer gesondertber??cksichtigen zu m??ssen, geben wir vorl?¤ufig nur dieResultate f??r p>4 an, und erst nachher das Ergebnis f??r /) = 4 und p = 2. Die L??sungen der Gleichungssysteme Si... Sp spalten nun,genau wie in Â§ 3, in verschiedene Gruppen, deren einige auseinfachen, andere aus Doppelschwingungen bestehen, und manfindet folgende M??glichkeiten: p = 4 A. 3 m hâ€ž symmetrische Schwingungen \'). Diese gen??gen,wie man leicht nachrechnet, den Bedingungen: \') Symmetrisch in der allgemeinen, auf Seite 26 definierten Bedeutung.



??? = Tri=â€”TF2 = 7(1) = f^ÂŽ = = f*^^^ = f = f* = tf = 0 Diese Schwingungen sind, wie man sofort sieht, inaktiv. B. 3 m /tâ€ž ^ Schwingungen, die charakterisiert sind durchfolgende Beziehungen: = Â?-P V p p = V* > p â€” â€” w_ = â€” e-P V V * F = â€” Â?PV* V p = 1 fÂŽ V* = Ff = TF2 = (34) tfi = F(1) rr F^Â?) = f*^^^ = f*^ÂŽ^ = f= f* = 0 Diese sind optisch aktiv; das Moment hat die Richtungder Z-Achse. 3 m hv 3 aktive Doppelschwingungen. Hier gilt: C. ^-= konst.; \') F/ konst.; f^i e] (35) Ai i*/ As = konst. JA2). F*^\'\'; IF = 0. Das elektrische Moment steht senkrecht zur Z-Achse.D. 3m /Â?,. inaktive Doppelschwingungen, fvir welche gilt: yj = konst.; v w.. j p Ai AsfV F? ei" --= konst.; -7 = konst.; wh) = = if = f = f* = 0;|/(i) = _ F(ÂŽ; = â€” F*\'ÂŽ). \') Mit ckonstantÂ? wird hier gemeint: unabh?¤ngig von >.



??? E. â€” 3 m inaktive Doppelscliwingungen: Vy _ Vf = konst. W, W.si" -----^^--= konst. iyw = W\'^\' = W = = = = = F = V* = 0. Zur geometrisclien Deutung der Doppelschwingungen istnoch zu bemerken, dass f??r i = gerade gilt: V â€” â€” V â€? V* â€”_ V* f??r l = ungerade ist V = V . v*= V* \' und schliesslich gilt = Â? TF^^^^, je nachdem {Iq) ge-rade oder ungerade ist. Die Deutung der Schwingungen ?„und B d??rfte nach dem in Â§ 3 Ausgef??hrten ohne Weiteresklar sein. Die Gleichungen (25Â?) und (256) gelten hier auch; statt(25c) bekommt man aber jetzt: = ^Vj.....(25c\') Wie gesagt, sind die M??glichkeiten p = 4 und p = 2 bisjetzt nicht in Betracht gezogen. Wir werden nun dazu ??ber-gehen diese beiden F??lle zu behandeln, und fangen an mitp = 4. Aus dem f??r diesen Fall g??ltigen Schema (Seite 54)liest man sofort ab, dass man hier finden muss: A. 3 m hv inaktive, symmetrische Schwingungen, die denBedingungen (33), f??r p = 4 genommen, gen??gen. B. 3 m hv 5 aktive Schwingungen, charakterisiert durchdie Gleichungen (34), f??r p = 4. Das

elektrische Momenthat, wie im allgemeinen Fall, die Richtung der Z-Achse. C. 3 m -f- 2 ?„r 5 aktive Doppelschwingungen, welche denGleichungen (35) gen??gen, und ausserdem noch den



??? Gleichungen: H\'Â?\') = TF^-^ = TF = 0 (aber nicht, wie imallgemeinen Fall F^D = oder Das elektrische Moment steht senkrecht zur Z-Achse.W?¤hrend also, wie man hieraus sieht, der Fall p = 4 nurwenig abweicht von dem allgemeinen Fall finden wir bei p = 2 erhebliche Unterschiede. Das Hesse sich aucherwarten, denn eine zweiz?¤hlige Drehspiegelungsachse ist janichts anderes als ein gew??hnliches Symmetriezentrum. Daman aber jede Gerade durch ein Symmetriezentrum als zwei-z?¤hlige Drehspiegelungsachse auffassen kann, muss sich hierdie Sonderstellung der Z-Achse als eine scheinbare erweisen.Das gibt nun nat??rlich Verh?¤ltnisse, die von den vorigenwesentlich verschieden sind. Aus dem f??r /; == 2 g??ltigen Schema (Seite 54) liest mannun sofort ab, dass man hier zwei L??sungssysteme be-kommt: A. 3 ni 3 h symmetrische L??sungen, f??r welche gilt: F, = - Fo; V*=- F*; ir,=- ir^; = - F(\'->; ir=o. Es ist also der Punkt P in Huhe, und je zwei symme-trisch zu 0 liegende Punkte schwingen

entgegengesetzt.Es ist klar, dass diese Schwingungen inaktiv sind. B. 3 3 ?„r 3 3 aktive Schwingungen, gegeben durch:F, = v^; V* = F*; IF, = IFa; FC) = ; = F >Â?>;|F<" = IF"^\'. Das bedeutet, dass jo zwei zu 0 symme-trisch liegende Punkte mit gleicher Amplitude schwingen. Man sieht, dass der Unterschied zwischen den Punkten Pjund oder v??llig verschwunden ist, was wir auch er-warteten. Setzt man vi h,, = m\\ so findet man also f??rSysteme mit Symmetriezentrum, die gebildet sind aus2 Â?Â?\' 3 Punkte (3 = 0 oder 1): A) 3 in inaktive-, und B) 3 m\' 33 aktive Schwingungen.?œber die Richtung des elektrischen Moments bei diesen ak-tiven Schwingungen l?¤sst sich nichts Allgemeines sagen.Die Nullfrequenz^n geh??ren zu den folgenden Gruppen:



??? pâ€”i p=2 Die Translation parallel zur Z-Achse zu B B B Die Translation parallel zur F-Achse zu C C B Die Translation parallel zur X-Achse zu C c B Die Rotation um die Z-Achse zu . . . A A A Die Rotation um die F-Achse zu. . . D C A Die Rotation um die X-Achse zu. . . D C A Â§ 9. Systeme mit einer ^-z?¤hligen Drehspiegelungsachse, â€?q Symmetrieebenen durch diese Achse, und q zweiz?¤hligenAchsen einfacher Symmetrie senkrecht zu derersten Achse. Diese Symmetrieelemente k??nnen nur dann vorhanden sein,wenn p gerade ist, und wir wollen uns denn auch wie imvorigen Paragraphen auf diesen Fall beschr?¤nken. Zweitenswerden wir den Fall p = 2 ausschliessen, weil der in Â§ Gdieses Kapitels erledigt wurde. Es sei nun die Z-Achse die p-z?¤hlige Drehspiegelungsachse;an der XOF-Ebene werden die Spiegelungen vorgenommen.Durch den Koordinatenursprung 0 gehen q zweiz?¤hlige Sym-metrieachsen, senkrecht zur Z-Achse; eine dieser Achsennehmen wir als T-Achse des Koordinatensystems. Weitergibt es q Symmetrieebenen durch

die Z-Achse. Diese teilenden Raum in p Gebiete lij, die wir so numerieren, dass dasGebiet /?,, die F-Achse enth?¤lt. Das System sei nun ausfolgenden Punkten gebildet: m Punkte in der H?¤lfte vonR , wo a;> 0, nicht in einer Symmetrieebene; daraus entstehendurch Drehspiegelungen die Punkte I^^K In jedem GebietR â–  geh??rt zu Pf^ ein Punkt Pj?der aus dem vorigen hervor-geht durch Umklappung um die zweiz?¤hlige Symmetrieachse,die in dem betreffenden Gebiet verl?¤uft. Auf der F-Achsebefinden sich h^ Punkte P^; in der Halbebene, die die Gebieteund Rp trennt, k^ Punkte P^\'; auf der -f Z-Achse h^ 1) SCH?–NFLIES:



??? Punkte mit den zugeh??rigen Punkten auf der â€” Z-Achse,und 3 Punkte in 0. (3 = 0 oder 1). Jede Deckoperation der f??r diese Punktsysteme charakte-ristischen Gruppe l?¤sst sich als Produkt einer Umklappungum die F-Achse mit einer gewissen Potenz der elementarenDrehspiegelung auffassen. Wir brauchen also nur Invarianzder Gleichungssysleme aus Â§ 8 gegen??ber den Substitutionenzu fordern, die einer Umklappung um die T-Achse entsprechen.Dabei vertauschen sich die Amplitudenkomponenten wie folgt: â€” t^f â€” X U. â€” C/x - -(Es ist / werden nun: t-%-1 â€” fp \' t\' t â€” %-1 t-%-1 n(0) im \'-\'uj ^ V I);/\'; Die charakteristischen Substitutionen c cc - - c Dadurch werden nun wieder einige Spaltungen hervorge-rufen in den in Â§ 8 gefundenen Schwingungsformen und wirfinden: Ai: 3 Â?/Â? 2inaktive Schwingungen, gegebendurch: =-1?; f?=- Â?ly^ =- =- Â?^/J Diese sind vom Â?symmetrischen" Typus.A^: 3 m -I- 2 h^ inaktive Schwingungen, gekennzeichnetdurch: C? =0; = 0



??? Bi\'.  inaktive Schwingungen, f??r welclie gilt: fa)= _^m == _ ,(1); = _ = _ = 0; B2:  aktive Schwingungen, cha- rakterisiert durch: â€? = = ^^ = = = - \' <â€? Es ist C: 6 w 3 /?/. 3 /rr Ap ^ aktive Doppelschwingungen,(aber f??r p = 4 wird die Anzahl: 6 jÂ? 3 A/. 3 -f 2 //r 5). Das elektrische Moment steht senkrecht zurZ-Achse, und kann ??brigens jede beliebige Richtung haben.Man kann auch hier eine einfache Beziehung findenzwischen der Richtung dieses Moments und einem Para-meter A, der das Verh?¤ltnis der Variabelen aus Si und Sp-idarstellt, alles genau wie in Â§Â§ 4 und 5; wir brauchendas hier also nicht weiter auszuf??hren. D\'. (nur f??r ;; ^ 6) 0 m 3 Aa 3 k\\ h, inaktive Doppel-schwingungen aus den Systemen Sq-\\ und S^ i. E: (nur f??r ^ 6) ^^ (0 m 3 Aa 3 /.%) inaktive Dop-pelschwingungen. Man sieht, dass auch hier bei den Doppelschwingungen C, D und E keine Spaltungen herauskommen. Die Nullfrequenzen geh??ren zu den folgenden Gruppen: Die Translation parallel zur Z-Achse zu B2Die Translation parallel zur F-Achse zu GDie Translation

parallel zur X-Achse zu CDie Rotation um die Z-Achse zu jUDie Rotation um die F-Achse zw D {C)Die Rotation um die X-Achse zu I) (G) Die eingeklammerten Buchstaben gelten f??r den Fall p = 4.



??? KAPITEL IL Endliche Punktsysteme regul?¤rer Symmetrie. Â§ 1. Systeme mit den der Tetraedergruppe entsprechendenSymmetrieelementen. \') Es gibt bekanntlich f??nf Symmetrieklassen, die dem regul?¤renSystem angeh??ren. Diese sind alle gekennzeichnet durch vierdreiz?¤hlige und drei zweiz?¤hlige Achsen einfacher Symmetrie.Wir werden diese im folgenden als â€ždie regul?¤ren Symmetrie-elemente" bezeichnen. Die entsprechende Gruppe von Deckope-rationen ist die Tetraedergruppe. Sie ist f??r die in diesemParagraphen zu besprechenden Punktsysteme die Hauptgruppe,in den vier anderen F?¤llen ist sie eine Untergruppe eineranderen, mehr Operationen umfassenden Gruppe. Jedenfallsist aber die Tetraedergruppe f??r das ganze regul?¤re Systemmassgebend. Man sieht nun sehr leicht, dass die Methodedes vorigen Kapitels hier wenig Erfolg verspricht. Denn dortwar nur von Systemen die Rede, die eine Hauptachse auf-wiesen, oder wenigstens ohne jeden Zwang als solche

aufgefasstwerden konnten Bei den Systemen regul?¤rer Symmetriegibt es aber drei zu einander senkrecht stehende zweiz?¤hligeSymmetrieachsen, und vier dreiz?¤hlige Symmetrieachsen, diemit den vorigen gleiche Winkel bilden. Dadurch wird schonnahe gelegt, die drei zweiz?¤hligen Achsen als Achsen desrechtwinkligen Koordinatensystems zu w?¤hlen, und die Rech-nungen so zu gestalten, dass die Gleichwertigkeit dieser Achsendadurch auch zum Ausdruck gebracht wird.



??? In der nebenstehenden Figur, die eine stereographische Projektion des Punkt-systems darstellt, sindalso die X-, Y- und/-Achse die zweiz?¤hli-gen Symmetrieachsen\').Die Geraden xâ€”y=z,x=-y=-z, -x=y^-zund â€”x= â€” y=z sinddiedreiz?¤hligen Achsen,die wir der Reihe nachmit rti, 02, cTs und aibezeichnen. Es ist nun f??r dasFolgende bequem, denganzen Raum, mit Aus-nahme der Punkte aufden drei Koordinatenachsen, in vier Gebiete Rk (/â– ;== 1,2, 3oder 4) einzuteilen. Diese Einteilung kann noch in hohemMasse willk??rlich erfolgen, nur soll den folgenden Bedingungengen??gt werden: 1. Jeder nicht auf einer der Koordinatenachsen liegender Punkt, geh??rt zu einem der Gebiete Rk.a. Aus einem Punkt in Ri entstehen durch Umklappungenum die X-, Y- und Z-Achse Punkte in Rz, Rs bezw. Ri. 3. Durch die Operationen d.h. durch Drehungen um ganzzahlige Vielfache von 120Â° um die Achse Â?ientstehen aus jedem Punkt in Ri Punkte, die ebenfallszu Ri geh??ren.Man leitet aus diesen Bedingungen zun?¤chst ab, dass jederPunkt der Achse Ok,

ausgenommen der Koordinatenursprung, Â?) Die Schnittpunkte der i^Achse mit der Kugeloberfiiiche, die beidieser Projektion eine Rolle spielt, sind als Projektionszentra gew??hlt,dio XOy-Ebeno als Projektionsebene. Deshalb ist die Z-Achse in derFigur nicht sichtbar, und nur durch den Punkt 0 vertreten.



??? zum Gebiet Rk geh??rt. Eine f??r die jetzt zu betrachtendenPunktsysteme vern??nftige Definition w?¤re z.B.: Man reclmetdie Gesamtheit der Punkte: (x>0, v>0, z>Oh te<0, y<0, ^<0); te=0, //>0, z>0),{jf = 0, a;> 0, 3> 0), und = 0, o; > 0, > 0) zu 7?i, unddie daraus durch Spiegelung an der X-, Y- und Z-Achseentstehenden Punkte zu R-i, Rs bezw. Ri. Damit wird denoben aufgestellten Bedingungen gen??gt. In manchen anderenF?¤llen erweist sich jedoch eine etwas allgemeinere Definition als zweckm?¤ssiger. Es sei nun Pn ein beliebiger Punkt des Systems im Gebiet Ri. Durch die Drehungen Ai und ^If l-y I entstehen hieraus die Punkte P12 und P15, ebenfalls in Ri. (Der erste Index inPn, Pi2 und Pia bedeutet, dass die betreffenden Punkte zu/^igeh??ren). In Bezug aut das Vorzeichen der Drehungen Ak be-stimmen wir Folgendes: Wir nennen die H?¤lftea; =?’/ = 0der Achse fli positiv, und ebenso die daraus durch die Um-kl?¤ppungen um die Achsen X, Y und Z entstehenden H?¤lftender Achsen az, oa und

04. Eine Drehung Ak um die Achse ak sollnun positiv sein, wenn man, von 0 aus nach der positivenRichtung der Achse Ok blickend, eine Rechtsdrehung wahr-nimmt. â€” Wenn wir nun jeden Punkl Piy (/ = 1, 2, 3) denOperationen der Vierergruppe unterwerfen, so entstehen darausbei Umklappungen um die X-, T-, und Z-Achse die PunktePi;, iV und Pi/. Die 12 Punkte Pkj bilden ein gegen??berden Operationen der Telraedergruppe invariantes System, dabekanntlich jede dieser Operationen als Produkt einer Drehungyl^ und einer Uinklappung um eine der zweiz?¤hligen Achsen zu betrachten isl. Nach den obigen Festsetzungen ??ber das Vorzeichen derDrehungen Ak ist noch zu bemerken, dass f??r jedes kbei der Drehung de Punkte P,y in der Reihenfolge Pi iineinander ??bergehen. Wenn wirschliesslich mil k\' die Werte 2, 3 und 4 andeuten, mit derBestimmung, dass k\' 3 n (n = ganze Zahl) dasselbe bedeutetwie k\', so kann man leicht einsehen, dass bei der Drehung



??? Al ein Punkt ??bergetit in den Punkt Dabei muss man auch f??r die Indices / den cyclischen Charakterdadurch zum Ausdruck bringen, dass man bestimmt: /=?’ 3(mod. 3). Wir wollen annehmen, dass es m Punkte Pn gibt, also12 JH â€žallgemeine" Punkte. Ausserdem k??nnen aber auf denSymmetrieachsen Punkte liegen, n?¤mlich: /13 PunktePiauf der Achse Â?i (nicht im Koordinatenursprung 0), undentsprechend auf jeder Achse nr^. die Punkte ; auf der posi-tiven X-Achse /i^ Punkte P^, entsprechend auf der negativenX-Achse /i^ Punkte auf der -f F-Achse /j^ Punkte P,^, usw.; schliesslich im Koordinatenursprung ?? Punkte P(5 = 0oder 1). Die Amplitadenkomponenten, die als Variabelen in den3(12 m -}- 4 /j3 6 I/x Gleichungen (1) auftreten, werdenmit U^^, f/^, usw. bezeichnet 2), Die Untersuchung der verschiedenen Schwingungsm??glichkeiten wird nun daraufhinauslaufen, dass man von diesem Gleichungssystem (1) In-varianz fordert gegen??ber den Substitutionen, die den Ope-rationen der Tetraedergruppe entsprechen. Man -macht dasam besten

in der Weise, dass man zuerst nur die Operationender Vierergruppe in Betracht zieht, und nachher auch dieOperationen yPj"\' ber??cksichtigt. Bei der Umklappung um die X-Achse finden folgende Ver-wechslungen statt



??? -*â–  _ tu,. ->â€?<- -> tu,. -> _ -<- ->â–  -- -> - t ^(-!/)x 4r- -> - - Wenn man die Summen und Differenzen dieser Variabelenals neue Variabelen einf??hrt, wird dadurch in bekannterWeise das allgemeine Gleichungssystem in zwei andere ge-spalten. Nun m??ssen aber diese Gleichungssysteme wiederujninvariant sein gegen??ber den einer Umklappung um dier-Achse entsprechenden Substitutionen, welche gegeben sinddurch: i/iyx^ - ^ayx? U,^ usw. Dadurch wird jedes System noch einmal gespalten, und manbekommt vier Gleichungssysteme, die wir mit Su Si, S& und Sibezeichnen. Das System Si enthrdt die folgenden Variabelen: -Si - - ^uy - ^^Jy -- - f. = - U,^ - U,^ = -  ^^y - Ci = - U,^ _ t/3, U,.^Ebenso findet man f??r die Systeme Si, Si und S^:



??? Si Uiyy U^y-U^-U^^%= - ^(-x)!/ s. -S2 Wir werden die Variabelen der drei ersten Zeilen mit^kj ^kj andeuten, die der drei folgenden Zeilen mit und Der Index k bedeutet, dass die Variabele zu Sk geh??rt; ??brigens enthiilt jede Variabele, die nur ausX-Komponenten der Amplituden gebildet ist, ein und ebensobedeutet v\\ und dass die betreffende Variabele sich nuraus Y- oder Z-Komponenten zusammensetzt. Es ist nun nicht n??tig, Bedingungen zu suchen f??r die In-varianz der Systeme Si gegen??ber den Substitutionen, die derdritten, von der Indentit?¤t verschiedenen Operation der Vierer-gruppe entsprechen, denn weil diese Operation (die Umklap-pung um die Z-Achse) von den vorigen abhangig ist, sinddiese Bedingungen sowieso erf??llt. Wenn wir die Umklap-pungen um die X-, Y- und Z-Achse mit X, Y und Zandeuten, so ist es ja auch klar, dass z.B. eine Variabeleaus 5i, die bei X und V das Vorzeichen behfdt, auch- beider Operation Z das Vorzeichen behalten muss, auf Grundder Beziehung: X FZ = 1 Das vollst?¤ndige Schema der

Vorzeichenwechslungen, wodurch



??? sich die Variabelen der Systeme St von einander unterscheiden,ist, wie man leicht sieht: Sx Sz S3 S4 X â€” â€” V â€” â€” z â€” â€” Sowohl aus diesem Schema, wie aus Anzahl und Art derVariabelen sieht man deutlich, dass das System Si sich ganzanders verh?¤lt wie die drei anderen; das ist, wie wir gleichsehen werden, der Grund f??r die Spaltung der Schwingungenin inaktive- und dreifache Sctiwingungen. Dazu m??ssenjetzt die Drehungen yt\'i"* ber??cksichtigt werden was be-kanntlich auch gen??gt, da die anderen Drehungen ausden vorigen und den Operationen der Vierergruppe abgeleitetwerden k??nnen. Bei der Drehung /Ii wird nun: ^v. ^\'(-y.- J- und dadurch finden die folgenden Verwechslungen zwischenden Amplitudenkomponenten statt: uv U, u.... ; u^-* Uy usw. Dazu kommen noch diejenigen llbergiinge, die daraus durch \') Wir wollen nebenbei darauf hinweisen, dass, ohne diese Drehungen,hier ein Sonderfall des auf Seite 4(5 besproehencn Systems, mit der Oruppo/)i, vorliegt, n??mlich

der Fall hy = h.r â€” ht. Wenn man die ver^ehiedenoBedeutung der Gr??sse m in geeigneter Weise beriicksichtigt, kommt mantat(>richlich zu demselben Ergebnis.



??? G8 zyklische Vertauschung von a;, ?’/ und ^ hervorgehen. Wirm??ssen jetzt untersuchen, welchen Einfluss diese Substitutionenauf die Variabelen der Systeme S, haben. Man findet folgende?œberg?¤nge: -Auj iy \'V ixz D\' ^y\'* f 1 >11 ; \'Ak\' -f 1 ; Ir C und alle durch zyklische Vertauschung der Symbole Koder der Indices a;, ^ daraus hervorgehenden Substitutionen Man sieht hieraus erstens, dass die Variabelen von Si sichuntereinander vertauschen, zweitens, dass die Variabelen von82 ??bergehen in die Variabelen von S3 und diese wieder mdie Variabelen von S4, w?¤hrend die letzteren sich wieder mdie Variabelen des Systems S2 umwandeln. Wir k??nnen nun ubk??rzenderweise die Gleichungen derSysteme S2, Sa und Si darstellen durch: â€? r wo k und I soviel Werte annehmen k??nnen wie dieAnzahl der Gleichungen in jedem System betr?¤gt (also9 jÂ? 3 hz 5 -f 3). Das Ganze soll nun vertr?¤glich seinmit den Gleichungen, die man bekommt, indem man dieVariabelen und .. zyklisch vertauscht. Daraus leitet man aber sofort ab, dass die

Systeme: gleichwertig sein m??ssen, d. h., dass sie dieselben L??sungenf??r die Verh?¤ltnisse der Unbekannten x, ergeben. Wenn mannun aber in dem zweiten dieser Systeme die rc, durch mdem letzten durch .. ersetzt, so ?¤ndert sich dadurch nichtsWesentliches: die L??sungen bleiben dieselben. Damit ist alsogezeigt, dass die Systeme dieselben L??sungen haben. Auchist es klar, dass dies nur m??glich ist, wenn die Deter-minanten der Koemzienten Â?u, und al e Funktionenvon dieselben Wurzeln f??r besitzen. Jede dieser Wur-zeln ist demnach f??r das ganze System als dreifach zu be-



??? trachten, und entsprechend sind die zugeh??rigen Schwingungenvon zwei Parametern abh?¤ngig. Als solche kann man ambesten die Verh?¤ltnisse der Variabelen xt, //t und Zk w?¤hlen. Setzt man z.B. â€” =X; â€” = |Ci, so ist klar, dass f??r jedenl/k -^k beliebigen reellen Wert der Parameter A und (j. den SystemenSa und Si gen??gt wird, wenn u" und die Verh?¤ltnisse derXk so gew?¤hlt sind, dass sie eine L??sung von bilden.?œbergehend zu den wirklichen Variabelen, kann man hierf??rauch schreiben: hj _ _ â€”??lâ€” = (36) ^ ^ = ^ = = ??i = Jedes Wertepaar (a, bestimmt eine einfache Schwingungs-form, die gegeben ist durch die Gleichungen (36) und dieForderung, dass die Variabelen in Si alle Null sind. Imallgemeinen sind diese Schwingungen aktiv. Setzt man - = 0 und - = 0, so werden in diesem SpezialfallA II s?¤mtliche Variabelen der Systeme S3 und S4 Null. Ausserdemwaren die Variabelen in Si gleich Null zu setzen. F??r dieseSchwingungen gilt: t/,,,; U\\J,J = â€” â€” Usjy = Uiy y\', u,^ = u,, =

Ih, = U^, , usw.; Uxx â€” = â€” U,, Uâ€ž = i/, = 0, usw. Man sieht leicht, dass My = Ms = 0, aber im allgemeinenZwei ?¤hnliche Schwingungen llndet man, wemi man A = 0, - = 0, oder A = 0, ^ = 0 setzt. Das elektrische Moment der ersten Schwingung ist parallel zur F-Achse, f??r



??? die zweite parallel zur /-Achse. Setzt manso bekommt man eine Schwingung mit elektrischem Momentparallel zur Achse aj, und ??berhaupt kann man durch geeigneteWahl der Parameter A und [j, jede beliebige Richtung desMoments im R?¤ume erreichen. Es m??ssen jetzt diejenigen Schwingungen noch n?¤her be-trachtet werden, die durch\'Nullsetzen der Determinante derKoeffizienten von Si und der Variabelen aus 6V gefundenwerden. Wir sahen schon, dass Si invariant sein mussgegen??ber den Substitutionen -Â?â–  i^j 1,; fj-Â?- Â?ipusw.,die der Drehung ?„i entsprechen. Man kann also die Variabelenvon Si in Gruppen zu je 3 Variabelen einteilen, die sich beider erw?¤hnten Drehung zyklisch miteinander vertauschen,z.B.  USW. Die Variabelen einer solchen Gruppe werden wir abk??rzend mit X/, Yi und Zi bezeichnen, wo ^ = 1, 2----Â?. Dann ist also 3 n = 9 jw 3 /is 3 h^ die Anzahl der Variabelen im System Si. Es sei nun irgend-eine Gleichung \') aus Si: = Q . . . (37) Wenn rhan nun die Variabelen Xi, Vi und Z: zyklischvertauscht, so bekommt man

neben (37) zwei andere Gleichungen,die â€” das ist nun die Forderung â€” mit Si vertr?¤glich sein m??ssen.Man kann also je drei Gleichungen aus Si darstellen durch: i (ai, Xi bu c/.-//) = 0 ^{auYi-{-bi,Zi-\\-ci,Xi)=Q) . . (38) i [au Zi -f hiiXi -I- cii Yi) = 0/=i Wir f??hren nun ein System neuer Variabelen ein, definiertdurch: AT^-f Zf â€” ^Xi ] = yi Zi \'  [ oder Xj 4h Xi  f3 /;= 3^; ] = ^32// \') Der Index i deutet auf eine bestimmte der 3n Gleichungen hin.



??? wo fs = â€” I K â€” 3. Die Gleichungen (38) lassen sichnun nach einer kleinen Umformung wie folgt schreiben: n . 1 4- yX 4b,, e^c,,)  slcâ€ž) I = 0 Hfl Setzt man abk??rzend: H nÂ? so findet man: A li-i- C=0 A-l-esB-i-elC=0und weil die Detel-minante 1 1 1 von Null verschieden ist, wird: A = B = C=0, also:fl -hc,.) a;,= 0 H . . . (39) n Das System Si ist daher gespalten in drei Teilsysteme, diewir der Reihe nach mit ^j, S\'I und bezeichnen werden.Wir bemerken zun?¤chst, dass die Koetllzienlen und die Varia-



??? belen aus S\'/ und S\'^\' konjugiert sind. Genau wie auf Seite 24kann man hieraus auf das Vorhandensein von Doppehimrzelnschliessen. F??r diese sind die Variabelen aus ^^ gleich Null,also = 0 und demzufolge Das System S[ gibt einfache Wurzeln, die durch das Ver-schwinden der Variabelen jf/, und gekennzeichnet sind. Aus= 0 und = 0 folgt aber: In den urspr??nglichen Variabelen geschrieben, lautet nundas Ergebnis, dass die (3 m h^ /jJ einfachen Schwingungencharakterisiert sind durch: und die (3 m A3 -f hj Doppelschwingungen durch: Ausserdem verschwinden f??r beide Arten s?¤mtliche Variabelender Systeme Letzteres gibt die f??r beide g??ltigen Be-ziehungen : ^xx ^(-x)x"Â? ^wy !/)Â?/\' f/,, U^y =0. die man leicht geometrisch deuten kann. Beide Arten sindinaktiv, wie aus difesen Bedingungen sofort deutlich ist. F??rdie einfachen Schwingungen gilt nun ausserdem: das heisst, dass diese Schwingungen einen â€žsymmetrischen



??? Charakler" haben. Die Doppelscliwingungen dagegen sind ge-geben durch: Die zweite Bedingung bedeutet, dass die Punkte Pa- senkrechtzur Achse ai schwingen. Die Punkte Pij und Pa mit einembestimmten Wert f??r k, schwingen immer so, dass der Vektorihres elektrischen Moments senkrecht zur Achse at steht. DieSchwingung als Ganzes betrachtet, wird dadurch inaktiv, dassdie vier Vektoren, die den vier Gebieten Ih- entsprechen, eineResultierende vom Betrag Null ergeben. Die hier gefundeneneinfachen Schwingungen und Doppelschwingungen erinnernstark an die fr??her bei der Betrachtung der Systeme miteiner 3-zrdiligen Symmetrieachse gefundenen â€žsymmetrischen"Schwingungen und Doppelschwingungen. Es ist ja auch klar,dass sich die allgemeinen Gesetzm?¤ssigkeiten der Systememit einer 3-z?¤hligen Symmetrieachse im regul?¤ren Systembemerkbar machen m??ssen. Wenn wir nun schliesslich die verschiedenen Schwingungs-m??glichkeiten noch einmal zusammenfassen so

bekommen wir:A. .3 m hs hx. einfache, inaktive, symmetrische Schwin-gungen. Ii. 3m-{-li& hx inaktive Doppelschwingungen.C. 0 m 4- 3 ha 5 /jx ^ aktive, dreifache Schwingungen.Das elektrische Moment kann jede beliebige Richtungim R?¤ume haben. Die den Nullfrequenzen entsprechenden Bewegungen desPunktsystems geh??ren alle zu C und k??nnen also leicht be-r??cksichtigt werden. Â§ 2. Systeme mit ??en der oictaedenunupre entsrnecuendenSvmmetiueklementen \')â€? Man erh?¤lt bekanntlich die Operationen der Oktaedergruppeindem man zu den Operationen der Tetraedergruppe die \') Sch??n ku hs: 0.



??? ??niklappungen um sechs zweiz?¤hlige Achsen, die die Winkelzwischen den Achsen X, V und Z halbieren, hinzuf??gt. Wie aus der nebenstehen-den Figur ersichtlich,werden dadurch dieurspr??nglich vorhan-denen drei zweiz?¤hli-gen Achsen in vier-z?¤h lige Achsen ver-wandelt, und somitgeh??ren die Drehun-gen um t/2 um dieseAchsen auch zu denOperationen der be-trachteten Oktaeder-gruppe, die also mitder Identit?¤t 24 Ope-rationen enth?¤lt. F??r unseren Zweck gen??gt es, neben denOperationen der Tetraedergruppe nur eitie bestimmte derneuen Operationen zu betrachten, weil durch die Invarianzder Gleichungen gegen??ber den dieser Operation entsprechendenSubstitutionen, die Invarianz gegen??ber den anderen Substi-tutionen notwendig bedingt ist. Diese eine neue Operationkann man beliebig w?¤hlen: wir werden im Folgenden als solchedie ??mklappung um die Achse // = 0; == 0 betrachten.Durch diese Operation wird jedem der Punkte F*/, die wirjetzt mit Fl\'J bezeichnen werden, ein Punkt P}?,^ zugeordnet.Dabei gilt, dass /c" = l

oder 4 wenn k=l oder 4, und?„;" = 2 oder 3 je nachdem k gleich 3 oder gleich 2 istEbenso fmdet man zu den Punkten F^, die jetzt mit PJ^"angedeutet werden, die Punkte P^?^ Aus den Punkten F,F, usw.entstehen keine neuen Punkte. Die/j2 Punkte auf der Halbachsea; = //>0, 2! = 0 bezeichnen wir mit Pn, die daraus durch \') Nach dem auf Seite 62 Gesagten gilt das auch f??r dio in denKoordinatenebenen liegenden Punkte, wenn man die Gebiete ent-sprechend definiert.



??? die Operationen der Tetraedergruppe liervorgelienden ^Punktemit Pkj. Durcli Anwendung der Operationen der Olitaeder-gruppe bekommt man auch hier keine neuen Punkte. Esgibt also im ganzen (24 in 8 //s 6 Ax 12 //a Punkte.Die Amplitudenkomponenten dieser Punkte werden angedeutetmit UfU. C7L\'), [7ÂŽ, f/,, usw. Zwischen diesen Amplitudenkomponenten finden nun beider TJmklappung um die Achse r r/ = 2: = 0 die folgendenVerwechslungen statt: U^^-U^,^ u^lt-U^,,,Uf. t - y Uf^ % - Uflx m t - Ufl , i^xx â– h- Uxyt- u.z t- _ Un, TT â€” Un. _ U. t- Uy Es soll jetzt untersucht werden, welchen Einfluss das aufdie im vorigen Paragraphen definierten Variabelen $ usw. hat. Zuerst betrachten wir die Variabelen desSystems Si. Man findet zun?¤chst die folgenden ?œberg?¤nge: (40) t(t) -Â?â€? _ ^,(1) od) -> _ Â?(1) ni) _ m Cll â€” Cll Cl3 Im System Si hatten wir jedoch schon eine Spaltung ineinfache- und Doppelschwingungen gefunden, die durch dieEinf??hrung der Variabelen a;/, tj/ und 2/ (Seite 70)

erreichtwurde. Daher m??ssen wir jetzt den Einfluss der Substitutionen(40) auf diese Variabelen untersuchen. In den Definitionsgleichungen (Seite 70) wurden diese Gr??ssenX/, ?’//, ZI als lineare Kombinationen der Variabelen A7, Yi undZi eingef??hrt. Es empfiehlt sich daher, diese verschiedenenGruppen von drei zusammengeh??renden Variabelen des Systems



??? Si noch einmal zusammenzuschreiben. Dazu muss aber nochFolgendes bemerkt werden: im vorigen Paragraphen geh??rtendie Variabelen ^-Â?sammen; da wir diese mit dem Index versehen haben, so m??ssen hier die GrossenAd) . und zusammengeh??ren. Dasselbe gilt aber fir die entsprechenden Gr??ssen ff] usw. Denn wieaus Figur 6 ersichtlich ist, gehen die Punkteund tfi durch eine negative Drehung um die Achse a, meinander ??ber. Bei einer positiven Drehung ist die Reihen-folge also: /fjUPilUPlIU/fi\', und dementsprechend findetman hier z.B. If^ und als zusammengeh??rende Variabelen. Die verschiedenen Gruppen der fr??her mit A/, 1 / und Z/bezeichneten Variabelen sind also: fiv^iy?!^^ ^^^^^ ^^^^^ fiy Ciy, â– \'\'i\' â€? Die Variabelen die die einfachen Schwingungen bestim-men, werden, bis auf den Faktor 1/3, der hier belanglos ist,von den Summen der drei Variabelen aus einer solchen Gruppegebildet. Wenden wir nun darauf die Substitutionen (40) an,so verwechseln sich, mit oder ohne Zeichenwechsel, dieseVariabelen untereinander oder

sie gehen in sich selbst ??ber. DieGruppen, die sich dabei untereinander vertauschen, sind in (41)nebeneinander geschrieben und nur durch ein Komma getrennt..Man findet also eine Spaltung der einfachen Schwingungen: Ar. 3 m /J3 /\'X /\'2 Schwingungen, charakterisiert durch: = also, mit R??cksicht auf die im vorigen Paragraphen(S. 72) gefundenen Beziehungen: V==usw.; UV=Â?^ly==- =- t =



??? Ebenso: = -41 = ^iV = - ^il\' = - - ill\' = - Offenbar sind diese Schwingungen â€žsymmetrisch" imallgemeinen Sinne (Seite 26). S?¤mtliche Punkte auf denSymmetrieachsen schwingen in der Richtung der be-treffenden Achse.As: -3 Â?j As 2/(2 Schwingungen, charakterisiert durch: f 11\'=--iiy==^fÂ?\' = -if/=^ ;= = = = Diese sind nicht symmetrisch zu den G zweiz?¤hligenAchsen. Die Punkte auf den vierz?¤hligen Achsen sind inRuhe; die Punkte auf den zweiz?¤hligen Achsen schwingensenkrecht zu diesen, die Punkte auf den dreiz?¤hligenAchsen schwingen in der Richtung dieser Achsen, undzwar haben zwei auf einer solchen Achse symmetrischzu 0 liegende Punkte gleiche Amplituden.Wir wollen jetzt zu der Betrachtung der l)oi)pelschwin-gungen ??bergehen. Diese werden bestimmt durch die mit denVariabelen yi und zi gebildeten Gleichungen (39). Dabei istdefinilionsgem?¤ss: = Wenn wir nun beispielsweise in den beiden ersten Gruppen (41)die Gr??ssen ^la Cis Variahelen A\'^, identifizieren, was man ia

nach Willk??r festsetzen darf, so ist f??r dieerste Gruppe: Das geht nun nach (40) ??ber- in: und das ist bis auf das Vorzeichen gleich 3 zi f??r die zweiteGruppe. Ahnliches findet man f??r die anderen Gruppen. Jedes-mal geht eine Variabele ??ber in eine der Variabelen Zg. Da



??? die Variabelen schon in y^ und Zi gespalten sind (39), gibtdas bekanntlich keine neuen Spaltungen, und man tindet(6 jÂ? 2 ?„g 3 h^ Doppelschwingungen F??r diese gilt: (42) ^^â€”^â€”-^â€”^ â€” A Schliesslich wenden wir uns zu den dreifachen Schwingungenund untersuchen, wie sich die Variabelen der Systeme Sk-verhalten gegen??ber den oben angegebenen Substitutionen.Wir werden die verschiedenen ?œberg?¤nge in einem Schemazusammenschreiben. Zum Verst?¤ndnis sei das Folgende be-merkt: das Schema ist gebildet aus drei Reihen, deren ein-zelne Terme die Variabelen der Systeme ?¤, Â?S\'s und Si sind.Es stehen jedesmal drei zusammengeh??rende Variabelen untereinander. Wenn zwei Variabelen ineinander ??bergehen, *) sindsie durch einen Slrich verbunden. Ist eine Variabele unter-strichen, so bedeutet das, dass sie bis auf Zeichenwechselunge?¤ndert bleibt. ... ^^J v(t) -Si Â?3?„ ^HJ i) X X >< >< (1) .^(2) â€ž(1) ^(i)av.) ^ijj i) f. f. X â€?\'Ix L L s. S, XCs\'^ ff Â?(I) I j I_I X c fx1 % 1 ^23 ^21 X C22 X C33 ^33 C2I X C3I ^32 I2I C??3

X C32 ^31 ^\'y Â?Ix1 I( ) Ci?? Ct31 1 1 1 1 1 1 ,.J *( ) ( ) Â?) Man sieht, mit R??cksicht auf eine Bemerkung auf Seite 73, darineine Analogie zu dem in Â§ 5 des vorigen Kapitels erhaltenen Resultat. Â?) Diese Vertauschungen k??nnen mit- oder ohne Zeichen Wechsel statt-finden. Letzteres wird durch ein ( ) angedeutet, das sich hier immer aufalle Vertauschungen in derselben Kolonne bezieht.



??? Man sieht, dass die Variabelen der Systeme S2 und S3 sichmiteinander vertauschen; in S^ finden Vertauschungen inner-halb dieses Systems statt. Es sieht so aus, als ob dasSystem Sx hier den beiden anderen gegen??ber eine besondereRolle spielt. Indessen ist diese Ungleichwertigkeit nur scheinbarund kommt nur dadurch zustande, dass wir die Substitutionenbetrachtet haben, die einer Umklappung um die Achse-x-]-!/ â€” 2 = 0 entsprechen, welche Achse relativ zum GebietIii eine andere Stellung einnimmt als zu den Gebieten Ih und Ih.Es stellt sich denn auch sofort heraus, dass die sich erge-benden Spaltungen in den Systemen S2, Sa und gleichwertigsind. Zuerst betrachten wir St; hier finden wir:Ci: 9 wÂ? 3 //3 -f 2 hx -f 4 In L??sungen f??r \'welche gilt: = - = - fi^ C = C = = 0; = - Ct: 9 Â?i 3 /13 3 /Â?^ 5 //j 3 L??sungen, f??r welche gilt:f??^\'-iff; ; C " Ctf\' CÂ? ~ \'\'^41; sÂ? = vji^; Nun haben wir gefunden, dass die Systeme Si und Ssgenau dieselben L??sungen haben wie Si und also

vollkommengleichwertig sind. Man kann sich etwa diese Systeme S2und Si mit denselben Koeffizienten versehen denken wie Si.Daraus sieht man sofort, dass dieselbe Spaltung, welchebei Si gefunden wird, auch bei S2 und S3 auftreten nuiss.Umgekehrt gemigt das aber auch, utn die Invarianz derGleichungen gegen??ber s?¤mtlichen in dem obigen Schemaenthaltenen Substitutionen zu gew?¤hrleisten. Denn Ss ist ge-spalten in zwei Systeme, deren eines (Sj) die Variabelen(fy â€” . â€?. 1 C/) "sw. und das andere (S^\') dieVariabelen (fyj fff^^ â€ž), â€? , - Q, â€?. â€?, f,... usw. enth?¤lt.Ebenso ist ?„ zerlegt in ein Teilsystem S\'^ mit den Variabelen â€” â€? â€? â€? > (C f.-)\'---Â? "sw., und ein Teilsystem5-3 mit den Variabelen (\'4\'/; 1) ..., (C^ â€” O,. ..,>},...,



??? usw., und zwar liaben S\'^ und S\'^ dieselben Koeffizienten,und gleichfalls S\'^ und Durch die in dem Schema angegebenen Substitutionen geht nun (4/ ~ u) ??bei\'in und ebenso ^ in C O, das heisst: die Variabelen aus S\'^ gehen ohne weiteres ??ber indie Variabelen von S!^. Ebenso findet man, dass die Variabelenaus Sj mit Zeichenwechsel in die Variabelen des Systems S"^??bergehen. Auf Grund der soeben erw?¤hnten Gleichheit derKoeffizienten in S\'^ und S\'^, und in S\'^ und S\'^ sieht man abersofort, dass hier den Invarianzbedingungen gen??gt wird. (DerVorzeichenwechsel bei den Variabelen aus S\'^ ist nat??rlichbelanglos da die Gleichungen homogen sind). Damit ist ge-zeigt, dass die Spaltungen, die wir bei der Betrachtung desSystems Si als notwendig erkannten, auch gen??gen um dieGleichungen gegen??ber s?¤mtlichen Substitutionen des Schemasinvariant zu machen. Damit ist also eine Spaltung der dreifachen Schwingungengefunden, n?¤mlich: Ci: 9Â?2 3/j3 2//x \'1\'/<2 Schwingungen, die neben denoben schon angegebenen

Bedingungen: = â€”CiyUSW.auch den Bedingungen: 4y= â€”l3(y i) = ~~Cusw. gen??gen. Man sieht sofort, dass diese Schwingungeninaktiv sind. Ci-. 9 m 3 ha 3 /<x 5 /(2 3 Schwingungen, die gegebensind durch: = = C = Diese sind alle aktiv.Zusammenfassend kann man sagen, dass es bei den Punkt-systemen dieser Art folgende Schwingungsm??glichkeiten gibt:Ai: 3 MJ /i3 /<x ^2 inaktive, einfache Schwingungen.A2: 3m-f A3 2//2 inaktive, einfache Schwingungen.B: G m 2 ha 3 h^ inaktive Doppelschwingungen.Gl: 9 wi 3 hs 2 /Â?x 4/i2 inaktive dreifache Schwingungen.62: 9m 3/j| 3//x 5/<2 5 aktive dreifache Schwin-gungen. Die den sechs Nullfrequenzen entsprechenden Bewegungengeh??ren alle zum Typus C2, und k??nnen also leicht ber??ck-sichtigt werden.



??? Â§ 3. Systeme mit den â€žregul?¤ren Symmethieelementen" undsechs Symmetrieebenen \'). Wenn wir den regul?¤ren Symmetrieelementen die sechs Ebenen durch je zweidreiz?¤hlige Achsen alsSymmetrieebenen hin-zuf??gen, so bilden dieentsprechenden Ope-rationen eine neue, aus24 Elementen zusam-X mengesetzte Gruppe.Jede der neu hin-zugef??gten Operatio-nen ist das Produkteiner Operation derTetraedergruppe miteiner der neuen Ope-rationen, z.B. mit derSpiegelung an derEbene cc -f- // = 0. Es gen??gt daher, nur diese bestimmteSpiegelung zu betrachten. Aus den Punkten Pf.j des Â§ 1,jetzt mit angedeutet, entstehen dadurch die in Punktewo /.\'" die Werte 4, 2, 3, 1 annimmt wenn k gleich 1, 2, 3 * J oder 4 ist Wie im vorigen Paragraphen liegen diese Punkte so,dass sie durch eine positive Drehung um die Ache ai inder Reihenfolge in einander ??bergef??hrt werden. Aus den Punkten Pk-, Px P,usw. entstehen keine neuen Punkte. In der Halbebene M ?Ÿcii??Nflies: *) Das sind also dio

0 Spiegelungen, und ausserdem ?? Drehspiegelungenum die Koordinatenachsen, dio hier vierziihligo Drehspiegelungsachsengeworden sind.



??? a; = //>0 wollen wir schliesslich noch kv Punkte Pu an-nehmen, die nicht auf einer dreiz?¤hligen Achse liegen. \') Dieser Fall ist dem vorigen ?¤usserst ?¤hnlich. Wir k??nnenuns daher kurz fassen. Man findet zun?¤chst eine Spaltungder einfachen Schwingungen in (3 m hz /(x 2 k,) Schwin-gungen einerseits, und (3 m kp) Schwingungen anderer-seits. Beide Typen sind inaktiv. Die Doppelschwingungenwerden dagegen nicht gespalten 2); ihre Anzahl betr?¤gt daher:6 m I13 Ax 3 kr. F??r die dreifachen Schwingungen empfiehlt es sich wieder,die verschiedenen charakteristischen Substitutionen in einemSchema zusammenzusetzen. Dieses ist dem Schema auf Seite 78genau nachgebildet mit dem Unterschied, dass die ?œbergangein Si, die alle ohne Zeichenwechsel stattfinden, hier nichtmit ein ( ) vermerkt sind. Man findet nun: \'4\'j ÂŽ l)>< Â?0 Â?(2)SS?? l) .,(1) Â?(2) ^2 X 1 1 \'â€?13 VI ^4 \'\'J41_1 i f.X ^z Â?Ix m Â??œ D ><Â?(1) .j?Ÿ) ><c; f: K J Daraus leitet man, genau wie im vorigen Paragraphen, eineSpaltung der Systeme Si\' ab. Es gibt also im

ganzen folgendeSchwingungen: \') Nach Seite 62 kann man die Gebiete lit immer ho definieren, dashdiese Punkte alle zu R^ geh??ren, und also die Bezeichnung /\'â€ž be-rechtigt ist. Â?) Man vergleiche das mit Â§ 4 des vorigen Kapitels, mit R??cksichtauf die Bemerkung auf Seite 73. t(U .Ai)^iU i) "^iO i)I_I fx ^22 ^23 Iii ^23 ^22 ^22 1 1 >< >< >< % >133 ^32 ^31 C33 ^3:5 C3I ^31 ^42 ^43 ^43 ^42 ^42 I43 1 1 1 1 1 1 1 1



??? 3 m H- //3 Ax 2 Jco inaktive, einfaclie Schwingungen.3 in 4- kv inaktive, einfache Schwingungen.6 m As I- /\'x 3 h-v- inaktive Doppelschwingungen.9 ni 2 //3 3 /(x 5 kr 5 aktive, dreifache Schwin-gungen. 9 m -f /i3 2 hjc 4 k, inaktive, dreifache Schwingungen.Von den Nullfrequenzen geh??ren die drei, welche denTranslationen entsprechen, zu Ci, die ??brigen zu Ct. Â§ 4. Systeme mit den regul?¤ren Symmetrieelementen und dreiSymmetrieebenen \')â€? Wir f??gen den regul?¤ren Syminetrieelementen die dreiKoordinatenebenen als neue Syminetrieebenen hinzu. Dadurch entsteht ausserdemnoch ein Synnnetrie-zentrum, wie aus derFigur leicht ersicht-lich ist. Die Achsenak sind jetzt als sechs-z?¤hlige Drehspiege-lungsachsen aufzu-fassen. Alle neuenOperationen werdendurch Multiplikationder Spiegelung ander A\'Or-Ebene miteiner Operation derTelraedergruppe er-halten. Durch diese Spiegelung entstehen aus den 12 m Punkten des Â§ 1, diejetzt mit Ii!] bezeichnet werden, die Punkte I^Vy. Dabei isljt\' =

4, 3, 2, 1 wenn k= 1, 2, 3, 4. Bei der positiven Drehungum ffi gehen die Punkte in derselben Reihenfolge in ein-ander ??ber wie die Punkte i^\'], also: IfJ Iflj â€ž, P/Jj ,) (j ^ ,). \') Sch??nflies T*. Anyto:B:Ct:



??? Aus den 4 ?„3 Punkten P^, die jetzt mit P^^ bezeichnetwerden, entstehen ebensoviel Punkte aus den Punkten P^,P, usw. entstehen keine neuen Punkte. Schliesslich wollenwir kh Punkte Pn im Gebiet z â€” O, x\'^0, annehmen. Die charakteristischen Substitutionen sind hier f??r dieVariabelen des Systems Si: ^dt-m^ -\'â– \'Iii; \'AlS\' Cll-> â€” Cip Ci2-Â?-Ci2; Man bildet nun wieder die verschiedenen Gruppen von drei,bei der Drehung At in einander ??bergehenden Variabelen, z.B.: und bildet aus je drei dieser Variabelen die auf Seite 70defi-nierten Ver?¤nderlichen x/, yi und zi. Bei den obigen Sub-stitutionen vertauschen sich die Variabelen xi untereinander,und dasselbe gilt f??r die Variabelen yi und zi. Man findetdemnach sowohl f??r die einfachen wie f??r die Doppelschwin-gungen eine Spaltung, und zwar in (3 m -f -h /Â?x 2 kh)Schwingungen einerseits und (3 m kh) Schwingungenandererseits. Selbstversl?¤ndlich sind diese alle inaktiv. Dioersteren schwingen .symmetrisch zu den Symmetrieebenen. Die Substitutionen im System S2 sind: ^\'t^t^â€”

fji-^^iii^23-^^23- â€”^33-* ~ Cjl"Â?"â€” C?¤i; Dadurch wird S2 in zwei Teilsysteme gespalten. Genaudie-selben Spaltungen ergeben sich bei SÂ? und Si. Daher werdenauch die dreifachen Schwingungen gespalten und zwar in(9w-f-3/i3 3/Â?x 5A"* aktive- und (9 m 3/j3 2/jx 4?„;A)inaktive Schwingungen. Es gibt im ganzen die folgenden Schwingungsm??glichkeiten:



??? und J2: (3 m /13 /u 2 h) und (3 in //a h) in-aktive, einfache Schwingungen.Bl und B2: (3 m /13 /ix 2 h) und (3 tn /13 h) in-aktive Doppelschwingungen.Cit 9 m 3/j3 3/ix 5/cA ^ aktive, dreifaclie Schwin-gungen. C2: 9 HJ 3 /13 2 /ix inaktive, dreifache Schwingungen. Die Translationen geh??ren zum Typus Ci, die Rotationenzu C2. Â§ 5. Systeme mit den regul?¤ren Symmetrieelementenund neun Symmetrieebenen. Die Punktsysteme dieser Klasse besitzen die h??chste Sym-metrie, die in dem regul?¤ren System m??glich ist: s?¤mtlicheSymmetrieelemente, die in den vier anderen Klassen eineRolle spielten, treten hier zugleich auf. Die f??r diese Systemecharakteristische Gruppe umfasst demnach die Gruppen 0, T\' und alsUntergruppen. Ums?¤mtliche Operatio-nen der Hauptgruppezu erhalten, kannman ausgehen vonirgend einer der letz-ten drei Untergrup-pen 0, 7" oder T"und deren Opera-tionen multiplizierenmit einer beliebigen,darin nicht enthal-tenen Operation derHauptgruppe. Wirw?¤hlen die Oktae-

dergruppe, und dazu die Spiegelung an der Ebene XOY. > Sch??nflies: 0".



??? Man ??berzeugt sich leicht, dass dadurch eine neue Gruppe,die den oben erw?¤hnten Symmetrieelementen entspricht, voll-st?¤ndig definiert ist. Wir wollen nun von der Figur 6 ausgehen, und diePunkte des dort dargestellten Systems spiegeln an derXOF-Ebene. Aus den Punkten P^} und Pf}, die wir jetztmit -Pi!](i) und bezeichnen werden, entstehen dadurch die Punkte und P^llj^^y Dabei ist k" = 4, 3, 2, 1 wenn A;=l,2,3,4. Bez??glich der Reihenfolge dieser Punkte beiDrehungen um die Achse fii ist zu bemerken, dass die Punktesich genau so verhalten wie die Punkte Pjilj j,) undebenfalls gilt das f??r die Punkte P^kjw P/^-j), jedochverhalten sich, wie schon in Â§ 2 dieses Kapitels betontwurde, die Punkte P^^jH) P^y^) verschieden.Aus P^, P, usw. entstehen keine neuen Punkte. Schliesslich m??ssen wir aber noch k^ Punkte im Gebietz = 0, //>a;>0, und k^ nicht auf a^ liegende Punkteim Gebiet a; = //>0,annehmen, mit den daraus durchdie Operationen der Oktaedergruppe hervorgehenden Punkten nf\\ \' und Es m??ssen nun die verschiedenen, in Â§ 2

dieses Kapitelsgefundenen Gleichungssysteme invariant sein gegen??ber denSubstitutionen, die der Spiegelung an der A\'\'OF-Ebene ent-sprechen. Um diese verschiedenen Substitutionen bequem zufinden, empfiehlt es sich, zuerst in einer Tabelle die ver-schiedenen Verwechslungen der Punkte zusammenzustellen,so wie diese sich aus einfachen geometrischen tJberlegungensofort ergeben: Zun?¤chst gilt defmitionsgem?¤ss: ^ und Pflj^^y Weiter fmdet man, neben den selbstverst?¤nd- p2) liehen ?œberg?¤ngen i^,\') Z ^\'xdie folgenden Vertauschungen: P P, usw. P \'^n .(-â– \'41 ;y\'(l)->- r>"(2 â– \'12 â€?\' 43 ^ 13 â– \'42 P jym \'21 ^ 31 \' n â– Â?-â– ^33 \'23 â€?\' 32 ^31 P â€ž"(!)-â–? t>"(2)i 31 ^21 ?’>\'(!)- â€? Â?"(2)â€?\'32 \' 2 3 ^33 \'21 P 43 â– \'^il -<- -^11 â– ^^42 .Â?-â– \'13 /y\'d)-Â?- ry\'(2) â– \'43 ^ \' 12



??? p\'IP 7X1)-)â–  p\'d) ^ 12 p\'(l)-> P\'d) nn p\'(l) ->â–  p (l)^13 ^ 23 ^ 13 -t- ml)33 p\'(l)-> p\'(l)1 -^33 p\'(2) ->â–  Wir untersuclien nun zuerst die einfachen Schwingungen.Diese waren schon in zwei Systeme Ai und A2 gespalten,deren das eine, nach den dort benutzten Bezeichnungen(3 7/1 A3 Ax /h), das andere (3 t/i /\'s 2 A2) Schwingungenenthielt. Da wir jetzt aber durch Spiegelung an der XOY-Ebene, und durch Hinzuf??gung der Punkte .P;^, F\'^j\'^und F\'^\'J^^ eine gr??ssere Anzahl erhalten haben, findet manentsprechend im Teilsystem Ar.6 1)1 /\'3 hx /Â?2 3 h 3 kr, und in A2:6 in //3 2 //2 3 A\'a 3 ?„-r Schwingungen.Die Variabelen von Ai sind: Â?1 = (^lV(l) \'li??U) "1" Cl3(l) ~ ^12(1) Â?In (1) ~ ^13(1))\'~ 1l2(2) ?\'l3(2) ^12(2) \'^U (2) Cl3\'(2))\' ~ (^12(1) \'^ISID ClUD ^13(1) "\'^12(1) Cn(I))\' â€” = (fl\'2\\2) - - 4\\2) - Â?5 ~ (^i3(n \'^n(1) CiVd) ^n(I) ~ \'li3\\i) Cil\'d))Â? Â?0 ~ (\'^13(2) \'IM (2) Cl2(2) â€” MM2) ~~ \'\'^13\\2) Cli2(2)^\' -tf -^f) ), \'\'Â?S  ^12 ^13 ^13 -Till Cu ). -Cif), Â?n = Â?In"\' - - llf - Cii^O. Â?16 = (^\'x %

0- Wendet man nun auf diese Variabelen die Substitutionenan, die aus einer Spiegelung an der A\'^OF-Ebene hervorgehenâ€” man fmdel diese leicht aus den oben angegebenen ?œber-



??? g?¤ngen zwischen den Punkten, wenn man dazu bedenkt, dassdie X- und F-Komponenten der Amplituden das Vorzeichenbehalten, w?¤hrend die Z-Komponenten das Vorzeichen wech-seln â€” so findet man, dass dabei: Â?1 â€” Â?2 ; <X3 â€” xi ; xt â€” Â???; Xu; xio-*- â€” Â?10; ?„7 Â?7 ; as Â?8 ; Â?9 xo ; Â?11 Â?11; Â?13-Â?- Â?13; Â?15Â?16. Das Ganze ergibt also eine Spaltung in (3 m bs hx //2 2 Z-A 4- 2 kv) Schwingungen einerseits, und (3 m -f kk -f kv)Schwingungen andererseits. Die ersteren erfolgen symmetrischzu den verschiedenen Symmetrieebenen. In ?¤hnlicher Weise findet man f??r die Schwingungen ausAi eine Spaltung in (3 in ?„a 2 kv) Schwingungeneinerseits und (3 m />& -f /t2 2 kp) Schwingungenandererseits. Auch f??r die Doppelschwingungen, deren es jetzt (12 m 2 //3 hx f- 3 /j2 6 kn 6 kj gibt, kommt eine Spaltungzustande, n?¤mlich (6 in /<3 hx i 2 hi i- ki. 3 k^) Schwin-gungen, die symmetrisch zu den Symmetrieebenen erfolgenund (6 m /\'s ?„2 2 kn 3 kâ€ž) andere. Schiesslich m??ssen wir die dreifachen Schwingungen unter-

suchen. In Â§ 2 haben wir schon eine Spaltung der Systemegefunden, die, wie sich dort herausstellte, f??r die SystemeSi, Sa und Si genau gleich war. Diese Gleichwertigkeit bleibtauch den hier zu besprechenden Substitutionen gegen??bererhalten. Daher werden wir uns damit begn??gen, nur dasSystem Si in Betracht zu ziehen. F??r dieses hatten wir alsoschon eine Spaltung gefunden, die sich aus dem Schema aufSeite 78 sofort ergab. Mit R??cksicht auf die gr??ssere AnzahlPunkte des jetzt betrachteten Systems lautet das dort erhalteneResultat hier, dass eine Spaltung in (18 wi 3 /t3 2 hx 4 /j2 9 /ca 9 kv) Variabelen einerseits, und (18 ?h 3 //3 3 hx 5 hi j- 9 kh 9 kv 3) Variabelen andererseitsauftritt. Bei den ersteren findet man nun folgende Vertauschungen:



??? (â‚?(.)--ff); (fÂ?^\'Â? - - ^ia^ÂŽ\'); - - \'Von den ??brigen Variabelen bleiben invariant: (ci\'^ - Cf), (f; ihi -Aul (fÂ? - Â?Jif), w?¤hrend die folgenden das Vorzeichen wechseln: (c. - y, (Cz - - >1 (cy - c?\'), - und (Â?il^\'^-fif). Die Forderung der Invarianz gegen??ber diesen Substitutionenf??hrt zu einer Spaltung, n?¤mlich in dni-{-2h3-\\-hxA-2li2-\\-i-kh bfcc Gleichungen einerseits und9 m /i3 /Â?x 2 /<2 5 i\'A 4 Ar, Gleichungen andererseits,die ebensoviel dreifache Schwingungen ergeben. Diese sindalle inaktiv. In ?¤hnlictier Weise kann man beim zweiten Teilsystem vonSi vorgehen, und findet: 9 m /Â?8 ?„x 2 Ii2 4 A-a -f 4 inaktive dreifache Schwin-gungen, nebst: 9 Â?J -I- 2 Iii -I- 2 /Â?x 3 //2 -f 5 kn -1- 5 A\'r 5 aktive, dreifacheSchwingungen. Zum Schluss geben wir ein Verzeichnis der hier m??glichenSchwingungen: A[: 3 Â?J -F ?„s /Â?X //2 2 -}- 2 kâ€ž A]: 3 jh A-a kv A\'^: 3 m/li 2 kh kâ€ž Al:3tn /i3 ?„2-fA-A 2?„v B\': G Â?Â? As //X 4 2 ?„2 4 A-* 3 A-,. 1 ^ ,... ^ ... , I ?ŸÂ? I r o Â? doppelt, maktiv. B : 6m h H- /<2 2 kn 3

A.v I \' ^ \' einfach, inaktiv.



??? C;: 9 m 2 A 3 Ax -f 2 A 2 4 /t/, 5 C/: 9 m ?„3 Ax 2 As 5 ytA 4 Ar. C;: 9 w Aa Ax 2 As 4 fo. 4 C?¤: 9 m -h 2 As 2 A, 3 A2 5 Ar. 3 dreifach, aktiv. Die Schwingungen C^ sind somit die einzigen, die ein vonNull verschiedenes elektrisches Moment ergeben. Die Translationen geh??ren zum Typus C^, die Rotationenzu Co,. dreifach, inaktiv.



??? KAPITEL III. Unendliche Raumgitter. Â§ 1. Allgemeines. Die M??glichkeit, die bei den endlichen Punktsystemen er-haltenen Resultate in einfacher Weise auf die unendlichenRaumgitter auszudehnen, h?¤ngt mit der Tatsache zusammen,dass nach der Bornschen Theorie die Schwingungendieser Raumgitter durch Gleichungen bestimmt werden, dieformell vollst?¤ndig mit den Gleichungen (I) ??bereinstimmen.Nur haben die Koeffizienten selbstverst?¤ndlich eine andereBedeutung. Zum besseren Verst?¤ndnis des Folgenden empfiehltes sich, einen Teil der Ableitung dieses Satzes etwas ausf??hr-licher zu besprechen als in den zitierten Arbeiten geschehenist. Nach M. Born \') l?¤sst sich ein beliebiges Kristallgitterauf folgende Weise aufbauen: Von einem Punkte 0 aus denkt man sich drei, nicht ineiner Ebene liegende Vektoren Â?i Â?s ccn. Das durch dieseVektoren aufgespannte Parallelepipedon heisst, Elementarzelle",oder kurz .Zelle". In dieser Elementarzelle befinden sich sPartikel, deren Lagen durch

die vom Nullpunkte 0 ausgehendenVektoren ri ,.. r* ... r, bestimmt sind. Die Konfiguration dieserPunkte wird Basis genannt. Das ganze Gitter entsteht dadurch,dass man die Basis allen Translationen unterwirft, die durchganzzahlige Vielfache der Vektoren Â?i Â?s Â?s charakterisiertwerden. Jeder Gilterpunkt ist der Endpunkt eines von 0 aus-gehenden Vektors: \'fc = \' fc ^ h Â?2 k Â?8-wo /i, h und h ganze Zahlen sind, und l eine Abk??rzung Â?) l.c.



??? f??r U, h, h. Der Vektor von einem Punkte zu einemPunkte wird met r^^,bezeichnet; entsprechend ist?-^";^/\' gesetztf??r den Vektor von dem Punkte r^\', zu dem Punkte r^.. Summationen ??ber den Basisindex k werden mit S ange- k deutet, Summationen ??ber den Zellenindex l mit S; diese hat / man sich ??ber das ganze unendliche Gitter erstreckt zu denken.S (oder X usw.) bedeutet, dass die betreffenden Indices unter X y dem Summenzeichen zyklisch vertauscht werden m??ssen. Wenn zwischen den Partikeln konservative Zentralkr?¤ftewirken, kann man eine potentielle Energie zwischen zweiPartikeln (kl) und [k\' I\') einf??hren, und diese bezeichnen mit<Pkk\' (r), wo r die Entfernung ist. Sind nun schliesslich Â?Â?i . .. mk ... mÂ? die Massen der Basis-partikel, und ii[ die Verr??ckungen der Gitterpunkte aus ihrenGleichgewichtslagen, so kann man, wie M. Born gezeigt hat,die Schwingungsgleichungen des Gitters in folgende Formbringen: =0 X.. y \\ }r=r[-r Dabei sind die Gr??ssen: j r â€” r\'uc- nur definiert, wenn nicht zu gleicher Zeit k = k\' und l =

0.Die f??r diese Wertsysteme geltenden Koeffizienten werdennun aber formell durch die Bedingungen: =0 A- i \\ ^ X^ !/ Jr eingef??hrt. Es gibt drei Schwingungsgleichungen zu jedem Wertsystem[k l). Wenn man sich also den Kristall nach allen Richtungenunendlich ausgedehnt denkt, stehen hier unendlich viele Schwin-gungsgleichungen, und man k??nnte daraus unendlich vieleSchwingungsm??glichkeiten ableiten. Jedoch h?¤tte ein solchesVerfahren, wenigstens gegen??ber den Erscheinungen, die wir



??? hier ins Auge gefasst haben, kein pliysikalisches Interesse.Denn es ist klar, dass s?¤mtliche Partikel mit dem gleichenIndex k im Kristall vollkommen gleichwertig sind. F?¤llt nunauf den Kristall eine langwellige, polarisierte Strahlung, diewir, wie auf Seite 3, als homogenes, elektrisches Wechselfeldauffassen k??nnen, so werden gleichwertige Punkte auch invollkommen gleicher Weise beeintlusst, und diese m??ssen dem-nach genau dieselben Bewegungen ausf??hren. Es haben also nurdiejenigen Eigenschwingungen des unendlichen Kristallgittersphysikalische Bedeutung, bei welchen die Amplituden gleich-wertiger Punkte gleich sind. Das bringen wir zum Ausdruck,indem wir mit dem Ans?¤tze: .....(43) b\\ die â€” Hot u == ^k ^ in die Schwingungsgleichungen eingehen; dabei ist Amplitude der durch die Vektoren r\'^. bestimmten Partikel.F??r die 3s nunmehr ??brigbleibenden Amplitudenkomponenten findet man jetzt die 3 s Gleichungen:\\k k\'] (44) xy k\' u wo: kk\'X ij = S I Die Gleichungen (44) sind dor

?¤u-sseren Form nach mil denGleichungen (1) identisch, nur sind jetzt die KoetHzientendurch Symbole in eckigen Klammern angedeutet, um auf denUnterschied der Bedeutung hinzuweisen. Man kann nun (k k\'\\ ??brigens den Wert der Konstanten sofort angeben, in- dem man von dem Gilter nur die Basisgruppe betrachtet,und es so einrichtet, dass diese f??r sich in Gleichgewichlist,w?¤hrend man die Kr?¤fte zwischen dieser Basisgruppe undden Partikeln der anderen Zellen Null setzt. Man findet dann: /A-n _ \\xyl \\ i^x^y Jrtk\'Da bei allen betrachteten Schwingungen die im Giller gleich-



??? wertigen Punkte mit gleichen Amplituden schwingen, kannman sich, ohne etwas Wesentliches zu ?¤ndern, solche Punktestarr verbunden denken zu einem ,einfachen Gitter". Einsolches â€žeinfaches Gitter" kann nur Translationen unterworfenwerden, kann aber nicht drehen, und auch keine innerenBewegungen ausf??hren. Es verh?¤lt sich also ganz wie ein Punkt:seine Lage im Baume ist durch drei ICoordinaten vollst?¤ndigbestimmt. Ein beliebiges Raumgitter besteht aus s â€žeinfachenGittern". Wir werden diese mit Pf..!. bezeichnen. In den folgenden Betrachtungen werden die Svmmetrie-eigenschaften dieser, aus s einfachen Gittern bestehendenRaumgitter eine grosse Rolle spielen. Bekanntlich geh??rt, wie bei den endlichen Punktsystemen,zu jedem Symmetrieelement eine gewisse Deckoperation. Derganze Symmetriecharakter eines Raumgitters wird durch eineGruppe von Deckoperationen bestimmt, die man als â€žRaum-gruppe" bezeichnet, im Gegensatz zu den â€žPunktgruppen",die f??r den Symmetriecharakter der endlichen

Punktsystememassgebend sind. Jede Translation: h Â?t Â?2 la Â?3, wo /i, Iz und Is ganze Zahlen sind, ist eine Deckoperationf??r das Raumgitter. Die Gesamtheit dieser Translationenbildet eine Translationsgruppe, die immer als Untergruppein der f??r das Raumgitter charakteristischen Raumgruppeenthalten ist. In verschiedener Hinsicht kann die Symmetrieeines Raumgitters verwickelter sein als die eines endlichenPunktsystems. Denn erstens gibt es gewisse Deckoperationen,die nur bei den Raumgittern auftreten k??nnen, n??mlich: a) die Translation. b) die Gleitspiegelung. c) die Schraubung. und zweitens k??nnen bei einem Raumgitter einige einfache \') Eingebende Betrachtungen ??ber diesen Gegenstand findet man inA. Sch??nflies, Kristallsysteme und Kristallstruktur.



??? Punktoppraiionen in einer solchen Welse zusammen auftreten,wie das bei endlichen Systemen umn??g-Iich ist, z. B. zweisich kreuzende Synmietrieachsen, die auch durch keine Trans-lation des Gitters so verschoben werden k??nnen, dass siesich schneiden. Ausserdem fmdet man zu jedem Symmelrie-element unendlich viele gleichwertigen Symmetrieelemenle,deren Lagen durch die Translationen des Gitters in einander??bergehen. Wenn nun auch die Symmetrie eines Gitters wesentlichverwickelter ist als die eines endlichen Systems, so gibt esdoch zwischen den r?¤umlichen Gruppen und den Punktgruppengewisse Beziehungen, die f??r unseren Zweck sehr wichtigsind. Zun?¤chst f??hrt man den Begriff isomorpher Operationenein, und meint damit Folgendes: zwei Operationen sind iso-morph, wenn sie in der^Bichtung der Axe und SpiegelndenEbene, sowie in der Gr??sse des Drehungswinkels ??berein-stimmen, z.B. eine Schraubung um eine Axe Â? ist isomorph miteiner Drehung um eine zu a

parallele Axe, wenn die Drehungs-winkel gleich sind. \') Jede mit einer Inversion isomorpheOperation ist wiederum eine Inversion. Eine Translation istmit der Identit?¤t isomorph. Ist 1 eine beliebige Operation, so gibt es immer unter denmit I isoniorplien Operationen solche, die mindestens einenPunkt unver?¤ndert lassen (also Punktoperationen). Es giltnun ein wichtiger Satz, den man als das Geaetz des Isomor-phismus f??r die Zmammensetzinuj beliebiger Operationen be-zeichnet, und den man in folgender Weise aussprechen kann:sind I und 31! zwei beliebige Operationen, und sind L imd Mzwei mit diesen isomorphe Operationen, ist weiter I = Jiund L M â€” iV, so sind 31 und N auch isomorph. Man f??hrt nun weiter den Begriff Isomorphismus zwischenRaumgruppen und Punklgruppen ein, und definiert: eineRaumgruppo F und eine Punktgruppe G heissen isomorph,wenn jede Operation von F einer Operation von G isomorph ist. Nun gilt folgender Satz: Jede der 230 Raumgruppen F von \') Auch der

Drohungssinn muss nat??rlich gleich genommen worden.



??? kristallographischer Bedeutung ist einer der 32 PunklgruppenG isomorph, welche den 32 Kristallklassen entsprechen. Das nennt man das Gesetz des Isomorphismus zwischenRaumyriippen xind Punktgruppen. Â§ 2. Methode. Wenn man nun das Problem der Eigenschwingungen end-licher Punktsysteme vergleicht mit demselben Problem f??r dieunendlichen Raumgitter, so frdit sofort eine grosse ?„hnlichkeitauf: mechanisch beruht diese auf der Analogie der Formeln(1) und (44), geometrisch findet sie in dem Gesetz des Iso-morphismus zwischen Raumgruppen und Punktgruppen ihrenAusdruck. Statt s Punkte hat man jetzt s â€žeinfache Gitter"; die Be-wegungsgleichungen sind der a??sseren Form nach identisch,wenn auch die Koeffizienten ganz andere Bedeutungen haben;die Symmetrieeigenschaften sind durch das soeben erw?¤hnteallgemeine Gesetz des Isomorphismus zwischen Raumgruppenund Punktgruppen zu einander in Beziehung gesetzt. Es ist daher naheliegend, zu versuchen, diese ?„hnlichkeitwirklich zur L??sung unseres Problems

zu benutzen, und zwarin der Weise, dass man zu jedem, aus s einfachen Gitternbestehenden, Raumgitter ein aus s Punkten zusammengesetztesaequivalentes Punktsystem sucht, das dieselben-Schwingungs-formen zeigt wie das Gitter. Damit wird gemeint, dass zujeder Schwingung des Gitters eine Schwingung des aequiva-lenten Systems geh??rt wobei die durch die Symmetrie be-dingten Beziehungen zwischen den Amplitudenkomponentender s Punkte einerseits dieselben sind wie die der s einfachenGitter andererseits. Man kann schon vermuten, dass die Symmetriegruppe diesesaequivalenten Punktsystems, wenn es ein solches gibt, diemit der Raumgruppe des Gitters isomorphe Punktgruppesein muss. < Mit der Auffindung dieses aequivalenten Punktsystems w?¤redie Aufgabe gel??st, weil man sie dadurch auf die in denvorigen Kapiteln behandelten F?¤llen zur??ckgef??hrt hat.



??? Man kommt nun schliesslich zu den folgenden zwei S?¤tzen,die f??r unser Problem von prinzipieller Bedeutung sind:Satz 1: Es sei ein beliebiges liaumgitter aufgebaut aus s â€žeinfachen Gittern" Pk (k = 1----s); die Basispartikel seien Pi. Es ist m??glich, mit den Partikeln Pk ein endliches Punkt-system S herzustellen, das die Operationen der zu der r?¤umlichenGruppe F des Gitters isomorphen Punktgruppe G zul?¤sst. Satz II. Es ist m??glich, die Bezeichnungen so zu w?¤hlendass die Schwingungen von S mit denen des Gitters identischsind, d.h. dass die Bfziehungen zwischen den Amplitudenkom-ponenten Ukx, Uky, Ukz in S dieselben sind wie zwischen denAmptitudenkomponenten Ukx, Uty, Utz des Gitters, Beweis des ersten Satzes: Es sei F/. diejenige Untergruppevon F, die das einfache Gitter P]t in sich selbst transformiert\').Die mit Vk isomorphe Punktgruppe sei Gk. Die I^age desPartikels Pi wird nun so bestimmt, dass es gegen??ber Gtinvariant ist aber ??brigens beliebig. Es seien nun:311,2,

311 Jj .... usw. die Operationen von F, die A* in Pi ??berf??hren; deren gibtes unendlich viele. Die isomorphen Punktoperationen seien:J/jj, il/jj, .... usw. Wendet man diese auf Pi an, so k??nnte man erwarten, dassdadurch verschiedene Punkte P^, P^, P^ usw. entstehen. Wirwerden nun aber zeigen, dass diese alle zusammenfallen.Um das einzusehen, bemerken wir, dass offenbar gilt: 311.2 = l, ......(45) wo I, und Operationen der Gruppen F, und l\\ sind.Daraus leitet man leicht ab: Ii ......(40) \') Es ist klar, dass dio Operationen dieser Art wirklich den Gruppen-charakter haben. \') Das ist bekanntlich Immer m??glich, da jede Punktgruppe mindestenseinen Punkt invariant l??sst.



??? Nach dem Gesetz des Isomorphismus f??r die Zusammen-setzung beliebiger Operationen \') m??ssen dieselben Beziehungenauch f??r die isomorphen Opemtionen gelten. Man fmdet alsoneben (45) und (46) = ...... (47) = Li L^......(48) Da = besagt die Gleichung (47), dass der Punkt P,durch die Operation L, in ??bergehl. Aus der Gleichung(48) leitet man jedoch ab, da durch Li nicht ge?¤ndertwird, dass P^ bei der Operation L2 invariant ist. Das istnur gleichzeitig m??glich, wenn =Damit ist gezeigt, dass s?¤mtliche Operationen .... usw. den Punkt Pi in einen ganz bestimmten Punkt A ??berf??hren.Es seien nun P*, die einfachen Gitter, die durchirgendwelche der anderen Operationen von P aus Pf ent-stehen (es ist n ^ s). Zu diesen Punkten geh??ren im endlichen System die v??llig bestimmten Punkte Ps, P*,----PÂ?, die in genau derselben Weise aus Pi abgeleitet werden, wie wir esf??r den Punkt A dargetan haben. Im allgemeinen ist nunaber n < s, d. h. es gibt noch mehrere Systeme von einfachenGittern P*, deren Elemente sich bei den Operationen von

Pmiteinander vertauschen. Da die Elemente eines jeden Systems sich defmitionsgem?¤ssnie mit denjenigen eines andern Systems vertauschen, sinddiese Systeme von einander unabh?¤ngig, d. h. man kann beijedem genau so vorgehen, wie wir es bei den einfachenGittern P^____P* gemacht haben. Man sieht nun leicht, dass das in dieser Weise aufgebauteSystem den Voraussetzungen gen??gt. Denn wenn eine der Operationen von P ist, die das einfache Gitter P^, in daseinfache Gitter P*, ??berf??hren, so gilt: = 30,1311,1.\'......(49) also gilt auch: = MikMii\'......(50) Siehe Â§ 1 dieses Kapitels.



??? d.h. die mit T&kk\' isomorphe Operation ??/fei-f??hrt den PunktPk in /fc\' ??ber. Damit ist der erste Satz bewiesen. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Schwingungen des obendefinierten endlichen Systems die Gitterschwingungen be-stimmen. Die letzteren werden bestimmt durch die 3 sGleichungen (44) zwischen den Amplitudenkomponenten U*^,U*y, U*^ der einfachen Gitter -P*, die ersteren durch die3 s Gleichungen (1) zwischen den AmplitudenkomponentenUkx, Uky, Ukz der Punkte Pk. Es soll nun im Gitter der Einfluss irgendeiner Deckoperation311^>t\' untersucht werden. Man findet erstens gewisse Ver-tausclmngen der einfachen Gitter, n?¤mlich P^,-* P^, usw.Gleichzeitig findet man gewisse ?œberg?¤nge zwischen denAmplitudenkomponenten, die man ganz allgemein schreibenkann in der Form: wo f und g lineare Funktionen sind. Wir suchen nun im endlichen System den Einfluss dermil Hh/\'isomorphen Operation Nach (49) und (50) findetman, dass dabei Pk Pk>. Die ?œberg?¤nge zwischen

denAmplitudenkomponenten Ui-x nsw. werden nun aber durchgenau dieselben Ausdr??cke bestinnnt, wie beim Gitter, also:f (Uk X, Uk Uk z) g (Uk\' X, Uk\' â€ž Uk\',). Das folgt sofort aus der Haupleigenschafl isomorpher Ope-rationen, da durch eine Translation die Gr??sse jeder Ampli-ludenkomponenle unge?¤nderl bleibt. Die neuen Variabelen,die man also in den beiden F?¤llen einf??hren muss, um diegesuchten Spaltungen zu finden, sind genau dieselben Funk-tionen der Amplitudenkomponenten. Geht man damit ein indie Schwingungsgleichungen (1) und (44), die auch gleicheForm haben, so muss das Resultat dasselbe sein. Damitist auch der zweite Salz bewiesen. Wir sind nun in der I^age, f??r jedes beliebige Raumgitterdie Schwingungen auf die eines endlichen Punktsystems zu-r??ckzuf??hren. Dabei kann man nun aber noch auf folgendeSchwierigkeilen slossen: Das System S isl so definiert, dass es



??? jede Operation der mit F isomorphen Gruppe G zul?¤sst.Daraus folgt aber noch nicht, dass S keine andere Deck-operationen zulassen kann, die nicht mit einer Operation von Tisomorph sind. Es kann also S eine h??here Symmetrie auf-weisen als es der Gruppe G entspricht. W??rde man nun ohneWeiteres die Schwingungen von S berechnen, und diese alsmassgebend f??r die Gitterschwingungen ansehen, so w??rdeman zu ganz falschen Resultaten gelangen, weil die neuenSymmetrieelemente von S f??r das Gitter keine Bedeutunghaben. Man muss diese also unber??cksichtigt lassen, und nurdiejenigen Deckoperationen von S in Betracht ziehen, die derGruppe G angeh??ren. Eine zweite Schwierigkeit ist die fol-gende: Es kann beim Aufbau des Systems S sich als notwendigerweisen, mehrere Punkte an derselben Stelle anzunehmen.Dass dies physikalisch unwirklich ist, schadet nat??rlich nichts,denn das ganze System S ist ja nur ein llilfsbegrifT, von demman keine physikalische Existenz vorauszusetzen braucht. Undgedanklich ist dem nichts

entgegen, sich an derselben Stellemehrere Punkte zu denken. Immerhin wird man damjt eineVerallgemeinerung der endlichen Punktsysteme zulassen, diein Kap. 1 und II immer. stillschweigend als unm??glich be-trachtet wurde. (Z.B. haben wir dort immer 3 = 0 oder 3 = 1angenommen f??r die Punkte im Koordinatenursprung. Jetzterweist es sich oft als n??tig, 5>1 an7,unehmen). Das f??hrtnun zu der wichtigen Frage, inwiefern die Resultate dervorigen Kapitel f??r solche Punkte g??ltig bleiben. Nun ist klar,dass man nur bei Punkten, die irgendeine symmetrische Lageeinnehmen, gen??tigt sein kann, mehrere Punkte zusammen-fallen zu lassen: bei beliebigen Punkten l?¤sst sich das immervermeiden. Nun konnten wir fr??her als selbstverst?¤ndlichvoraussetzen, dass irgendeine Operation, die einen Punktgeometrisch invariant l?¤sst, auch das physikalische Partikel,dass sich da Jjefindet, in sich selbst ??berf??hrt. Gibt es abermehrere Partikel in demselben Punkte, so braucht dies nichtmehr richtig zu sein. Hier liegt also das Mittel zur Entschei-dung der

Frage, ob die fr??her abgeleiteten Formeln richtigbleiben oder nicht. Wo dies nicht der Fall ist, muss eine



??? kleine Revision der Formeln vorgenommen werden. Das wirdaber in jedem Fall sehr einfach, auch sind die erforderlichen?„nderungen sehr geringf??gig; es ist daher unn??tig, s?¤mtlicheM??glichkeiten zu behandeln. In folgendem Paragraphen werdenwir nun mehrere der Natur entnommene Beispiele anf??hren,die die Anwendbarkeit der Methode noch deutlicher hervor-heben werden. Â§ 3. Beispiele. 1). C?¤siximdichlorojodid Ca J Ch kristallisiert rhomboedrisch.J>, Die Elementarzelle hat die Gestalt eines Rhomboeders; sie enth?¤lt vier Ionen:Cs in [0, 0, 0], J in y\' t] ^^in [0.31, 0.31, 0.31] und [0.G9, 0.G9,0.G9], in der Figur der Reihe nach mitPi, Pi, Ps und Pi angedeutet. DasGitter hat die folgenden Symmetrie-elemente: eine \') G-z?¤hlige Drehspiege-lungsachse, drei Ebenen gew??hnlicherFig. 10. Symmetrie, die diese Achsen enthalten, und drei zweiz?¤hlige Symmetrieachsen senkrecht dazu. Dieisomorphe Pimktgruppe ist S^. Wir konstruieren zun?¤chst dasim vorigen Paragraphen definierte System

S. Da die einfachenGitter F1 und F* gegen??ber allen Operationen von F invariantsind, sind die Gruppe Fi und Fa hier mit F identisch, alsosind Gl und Ga mit G (d.h. mit .S;;) identisch. Daraus folgt,das Pi und Pb in 0 liegen. Das einfache Gitter Pi ist nurinvariant gegen??ber den Spiegelungen und den gew??hnlichenDrehungen, die in F enthalten sind. Die isomorphe Gruppeist 63: ein jeder Punkt der dreiz?¤hligen Achse ist gegen??berden Operationen dieser Gruppe invariant. Man w?¤hlt also denPunkt Ps irgendwo auf der Drehspiegelungsachse, ??brigensbeliebig. Da schliesslich P* durch Inversion aus PT entsteht, 1  Wir werden dio unendlich vielen gleichwertigen Synjuietrieclcuicntenicht immer erw?¤hnen.



??? und die zu einer Inversion isomorphe Operation wiederumeine Inversion ist, tindet man den Punkt A durch Inversiondes Punktes A gegen den Koordinatenursprung. Man hat nunein ?¤usserst einfaches System S erhalten, das die Gruppe S^zul?¤sst. (Wir haben hier schon einen Fall, wo S eine vielh??here Symmetrie hat als der Gruppe G entspricht. Dieanderen Symmetrieelemente werden aber ausser Betracht ge-lassen). Wir setzen also in die Ausdr??cke des Â§ 9 der erstenKapitels: ^ = 2, /?â€ž â€” l und alle ??brigen Gr??ssen Null.Da die Punkte Pi und Ps verschiedener physikalischerNatur sind, ist das, obwohl 5>1, ohne Weiteres gestaltet.Man findet: Ai: eine, einfache, inaktive Schwingung: die Ca-und J-Atomeruhen, w?¤hrend die beiden (7/-Gitter in der Richtung derZ-Achse gegeneinander schwingen.Bs: drei einfache, aktive Schwingungen: die Cs-, J- und Gl-Gitter schwingen in der Richtung der Z-Achse, wobeidie beiden CT-Gitter gleiche Amplituden haben. DieTranslation parallel zur Z-Achse geh??rt hierher, sodassnur zwei wirkliche

Schwingungen gefunden werden.C: aktive Doppelschwingungen: s?¤mtliche lonenschwingen senkrecht zur Z-Achse; die Amplituden f??r die beidenC/-Gitter sind gleich. Das elektrische Moment stehtsenkrecht zur Z-Achse, und kann ??brigens eine beliebigeRichtung haben. Die Translationen senkrecht zur Z-Achse sind von diesem Typus. Es gibt also nur zweiwirkliche aktive Doppelschwingungen.7): eine inaktive Doppelschwingung: die Ionen schwingenwiederum senkrecht zur Z-Achse, die beiden C/-Gittermit entgegengesetzter Amplitude. 2). Der Dolomit (003)2 Mg Ca kristallisiert ebenfalls rhom-boedrisch. In dem Elementarrhomboeder befinden sich 10Ionen: Erstens \'Ca, Mg, und 2 G ?¤hnlich wie Cs, J und 2 Clbeim C?¤siumdichlorojodid. Weiter ist jedes C-Atom von drei0-Atomen umgeben, die ein gleichseitiges Dreieck bilden,dessen Ebene senkrecht zu der ausgezeichneten Achse des



??? Rhomboeders steht, und zwar ist dieSachlage so, dass diese beiden Dreieckesymmetrisch zum Mittelpunkte des Rhom-boeders liegen. Das Elementarrhorn-boeder liegt in Bezug auf diese Basis-partikel so, dass die dreizfdiligen Achsenzusammenfallen, jedoch liegen die Sym-metrieebenen und -Achsen des Rhom-boeders gerade zwischen denen derBasis, und sind also im ganzen Gitternicht vorhanden. Die Gruppe G wirddaher Ss. In System S liegen die Punkte und P3 wiederin 0, P2 und P4 auf der Symmetrieachse in gleichem Ab-stand von 0, Pf, v??llig beliebig, und Ao, Ps, Pi und i\'3so, dass, sie durch die reduzierte Drehspiegelung ineinander??bergehen. Setzt man in Â§8 des ersten Kapitels: ;Â? = 1, /<,. = !,3 = 2, so bekommt man die folgenden Schwingungsm??glich-keiten: /l: vier inaktive, â€žsymmetrische" Schwingungen. Das Schwin-gungsbild wird durch die Formeln (33) wiedergegeben.sechs aktive, einfache Schwingungen. (Schwingungsbildsiehe (34)). flierzu geh??rt die Translation parallel

zurZ-Achse, also bleiben f??nf wirkliche Schwingungen ??brig.sechs aktive Doppelschwingungen (35). Da die Trans-lationen senkrecht zur Z-Achse als eine Doppelschwingungvon diesem Typus gelten, bleiben wiederum/"j/Â?/"Schwin-gungen ??brig. vier inaktive Doppelschwingungen. 3). Die Kristalle vom Steinsalz-Ti/pns, wie Steinsalz (AV( Cl\\NaPr, KCl, KJ, Mg 0, Pb S, usw. sind in der Natur be-sonders h?¤ufig vertreten. Sie kristallisieren bekanntlich ku-bisch, und zwar so, dass die beiden lonenarten jede f??r sichein fi?¤chenzentriertes, kubisches Gitter bilden. Diese beidenGitter sind so ineinander gestellt, dass die Ionen des einenGitters die Mitten der W??rfel und der W??rfelkanten des anderenGitters besetzen. Bekanntlich f??hrt die tl?¤chenzentrierte Anord- Fig.ll. B: C: J):



??? nung zu einer rhomboedrischen Elementarzelle, wie durch ne- __ benstehende Figur veranschaulicht wird. In dieser Elementarzellefindet man nun z.B, in [0,0,0]ein AVlon, in i] ein Cl-lon.(in der Figur durch A und Pzangedeutet). Die Konstruktion desSystems S ist hier ?¤usserst ein-fach. Denn die Punkte P* und P*sind beide invariant gegen??ber allenOperationen von F, deshalb m??s-sen in S die Punkte Pi und P2 invariant sein gegen??ber G,d.h. gegen??ber O\'"; beide liegen also in 0. Es ist 5 = 2, undalle ??brigen Gr??ssen der in Â§ 5 des zweiten Kapitels abge-leiteten Ausdr??cke sind Null. Da Pi und P2 von verschiedenerphysikalischer Natur sind, darf man 5 = 2 ohne Weitereseinsetzen, und findet: Cj\': zwei aktive, dreifache Schwingungen, Dazu geh??ren aberdie Translationen, die als eine dreifache Schwingung zubetrachten sind. Es bleibt also nur eine aktive, dreifacheSchwingung ??brig. Diese entsteht dadurch, dass die Na-Ionenals starres Gebilde gegen das ebenfalls starre Gebilde der67-lonen schwingen. Das elektrische Moment kann jede be-

liebige Richtung haben. 4). Fast genau dasselbe gilt f??r das C?¤siimohlorid. DieCs- und die CMonen bilden zwei einfache, einander zentrie-rende, kubische Raumgitter, Die Elementarzelle isl also einW??rfel. Der Aufbau des Systems S erfolgt mm aber ingleicher Weise wie beim Na Gl, und f??hrt daher auch zudemselben Ergebnis. 5). Zinkblende Zn S kristallisiert auch regul?¤r, jedoch inder Hemiedrie die der Gruppe T\' entspricht. Die ZÂ?-Atomeund die iS-Atome bilden beide fl?¤chenzentrierte, kubischeGitter, die um \\ der Raumdiagonale des W??rfels gegeneinanderverschoben sind. Die Elementarzelle ist wiederum ein Rhom-boeder, entsprechend der fl?¤chenzentrierten Anordnung; sieenth?¤lt, in [0, 0 0] ein Z/i-Ion, in i, {] ein 5-lon, Die Gruppe



??? T\' ist, wie man leicht sieht, mit (?i und GÂ? identisch. Darausfolgt, dass auch hier beide Punkte P\\ und P2 in 0 liegen.Es ist und alle andere in Â§ 3 des vorigen Kapitels einge-f??hrten Gr??ssen sind Null. Man findet:Ol\', ztoei aktive, dreifache Schwin-gungen ; dazu geh??ren dieTranslationen, also bleibt nureine wirkliche Schwingung??brig. 6), Flusssjmt CaFi kristallisiertin der Holoedrie des regul?¤ren Systems. Die (7a-Atome bildenein n?¤chenzentriertes kubisches Raumgitter, die i^-Atome zweisolche, die in der Diagonale des W??rfels um | bezw. J derenL?¤nge verschoben sind. Das Elementarrhomboeder enth?¤lt Cain [0,0,0] und F in [t, |] und ij, Die i.somorphe Punktgruppe ist 0\'\'. Bei der Kon-struktion des Systems ..V stellt sichnun heraus, dass die Punkte Pi, P-iund P3 alle in 0 liegen. Es w?¤realso in Â§ 5 des vorigen Kapitelseinzusetzen 5 = 3, und alle ??brigenGr??ssen Null. Aber hier liegt nunein Fall vor, wo es nicht erlaubtist, diesen Wert ohne Weitereseinzusetzen, denn die Punkte PÂ?und P3

sintI nicht gegen??ber allen Operationen der Gruppeinvariant, sondern gehen bei gewissen Operationen inein-ander ??ber. Es fragt sich nun, wie man die Formeln jetzt?¤ndern nmss. Wir bedenken nun Folgendes: Es wurden inKap. II die Systeme mit der Gruppe O"* aufgebaut aus Systemenmit der Gruppe 0, und diese wiederum aus Systemen mit derGruppe T, indem man zu den schon vorhandenen Symmetrie-elementen neue hinzuf??gte. Nun sind die Resultate bei denSystemen mit der Gruppe T noch richtig f??r diesen Fall, wo3 = 3, denn die Punkte A, P2 und P3 sind alle invariant



??? gegen??ber den Operationen der Gruppe T. Daraus ersiehtman schon, dass es keine einfache- und Doppelfrequenzengibt, und dass also nur die dreifachen Frequenzen in Betrachtkommen. Die f??r Systeme mit der Oktaedergruppe erhaltenenResultate gelten aber hier nicht mehr, weil die Punkteund -P3 gegen??ber den Operationen dieser Gruppe nicht in-variant sind. Wenn man n?¤mlich das Schema auf Seile 78betrachtet, so findet man im System Sa statt â€” ^ jetzt:â€” ^2^ â€” CaÂ? Es wechseln also nur zwei Variabelen,n?¤mlich und (^2 Cs) das Vorzeichen, w?¤hrend die dritte(C2 â€” Ca) das Vorzeichen beh?¤lt. Man findet daher im System Cijetzt eine Variabele, und in C2 zwei. Durch das Hinzutretender 9 Symmetrieebenen werden keine neuen Spaltungen her-vorgerufen, und man findet: CJ: eine inaktive, dreifache Schwingung. Die 6\'a-Atome ruhen,w?¤hrend die beiden F-Gitter gegeneinander schwingen inbeliebiger Richtung.(Tj\': zwei aktive, dreifache Schwingungen: die beiden i\'-Gitterschwingen als ein starres Gebilde gegen das Ca-

Gilter.Da zu diesem Typus die Translationen geh??ren, bleibtnur eine aktive, wirkliche Schwingung ??brig. 7) Kalkspat, Ca COs, und viele anderen Kristalle, wieMn CO3, Fe CO3, Mg COa, Na NO3 usw. kristallisieren rhom-boedrisch; die Struktur l?¤sst sich einfach aus derjenigen desDolomits (Seite 102) ableiten, wenn man dort das Mg-Aiomdurch ein zweites C?Ÿ-Atom ersetzt, und entsprechend dieEntfernungen der Punkte I\\, P2, F3, Fi gleich macht. Dadurchwird die Symmetrie des Gitters erh??ht, denn es kommen dreizweiz?¤hlige Schraubenachsen und drei Ebenen gleitenderSymmetrie hinzu. \') Die isomorphe Punktgruppe ist -Sg. Esfragt sich nun, welches endliche Punktsystem mit dem Gitteraequivalent ist. Man geht aus von einem beliebigen einfachenGitter, z. D. P* Dieses ist nur invariant gegen??ber denSchraubungen um die Schraubenachsen parallel zur X-Richtung, Und zwar von jeder Art nat??rlich unendlich viele.\') Siehe Fig. 11.



??? und nat??rlich gegen??ber den Gittertranslationen. Die isomorpheGruppe ist also C2, mit einer ebenfalls zu dieser Richtungparallelen Ache. Man nimmt also den Punkt -P5 auf derA\'\'-Achse. Die Lagen der ??brigen 0-Atome ergeben sichdaraus indem man den Punkl P^ den verschiedenen Dreh-spiegelungen unterwirft, die mit den Drehspiegelungen imGitter isomorph sind. Die 6 0-Atome im System S bildenalso ein regul?¤res Sechseck. Die einfachen Gilter P^ und -P*sind bei der Drehspiegelung invariant, also liegen die PunktePi und P3 in 0; P* und P^ sind bei den Schraubungen in-variant, also m??ssen Pi und P^ in S auf den zweiz?¤hligenAchsen liegen, d.h. ebenfalls in 0. Man bekommt nun ein sehr einfaches System: ein Sechseckmit den 4 Punkten P^ A, und P^im Zentrum. Dieses System gen??gtden Bedingungen des Satzes: dieG-z?¤hlige Drehspiegelungsachse, die3 mit den Ebenen gleitender Sym-metrie isomorphen gew??hnlichen Sym-metrieebenen si, Xi und .s-3, und diePjg 3 mit den

Schraubenachsen isomor- phen Symmetrieachsen (P5 Ps), {P?? Pa)und (P7 Pio) sind alle vorhanden. Ausserdem sind noch andereSymmetrieelemente hinzugekommen, z.B. die 6-z?¤hlige Symme-trieachse, usw., aber diese werden ausser Betracht gelassen. Esisl die Raumgruppe des Gitters also wirklich isomorph mit einerUntergruppe dieses endlichen Punktsystems. In den B\'ormelndes Â§ 9 des ersten Kapitels hat man nun /u = 1 und 5 = 4 ein-zusetzen. Nur isl bez??glich dieser Punkte in 0 eine kleineRevision der Formeln vorzunehmen. Es wurde die GruppeSq aus Sq abgeleitet. In Bezug auf diese Gruppe sind diePunkte J\\ nnd Pa invariant, die Punkte Po und P4 nicht.In (32) f??hrt man also f??r diese letzteren nicht die Variabelenvom Typus fj\', sondern Variabelen vom Typus ein, z. B.fj â€” y(i) ^ yx*)^ u.sw. Die Anzahl Schwingungen wird dadurchbei A und B um 1 gr??sser, bei Ii und C um 1 kleiner \')â€? F??r die\') Dieee Angaben beziehen sich auf die auf Seite 55 mitgeteilten Formeln.



??? Systeme mit der Giuppe S;^ wurden die Spaltungen nun da-durch gefunden, dass man Invarianz der Gleichungen fordertegegen??ber den Substitutionen, die einer Umklappung um dier-Achse entsprechen. Bei dieser Umklappung bleiben diePunkte und P4 invariant, w?¤hrend A und P3 sich mit-einander vertauschen. Daraus folgt, dass die eine neue Variabele^ = _ tF^*^ in A das Vorzeichen wechselt, also zu A2(S. 59) geh??rt; in B wechseln IF^\') TFÂ?^) das Vor- zeichen, w?¤hrend IF^\'^ â€” IF^^) das Vorzeichen beh?¤lt, also 1zu Bl und 2 zu i^g; in C und D bleibt alles dasselbe. Zu-sammenfassend findet man: All eine inaktive, einfache Schwingung: die Ca- und die C-Atome ruhen, w?¤hrend die 0-Atome radial und senkrechtzur Drehspiegelungsachse schwingen, und zwar â€žsym-metrisch". A2: drei inaktive, einfache Schwingungen: die Cfl-Atomeruhen; die beiden C-Gitter schwingen in der Z-Richtunggegeneinander. Die beiden Oa-Gruppen in jeder Zellef??hren eine Schraubenbewegung aus, mit der .^-Achseals Schraubenachse, und zwar so, dass

der Rotationssinngleich ist, die Translation aber entgegengesetzt.Bi: zwei inaktive, einfache Schwingungen: Die CVGitterschwingen in der Z-Richtung gegeneinander; die C\'-Gitterruhen. Die 0-Atome schwingen radial und senkrechtzur if-Achse, und zwar schwingen zwei zum Zentrumsymmetrisch liegende Punkte der Elementarzelle mitgleicher Amplitude, d. h. w?¤hrend die eine Os-Gruppesich dehnt, schrumpft die andere gerade zusammen undumgekehrt. B2: vier aktive, einfache Schwingungen. Die beiden 6\'a-Gitterschwingen mit gleicher Amplitude in der ;if-Richtung;ebenso die (7-Gitter. Die Oa-Gruppen f??hren Schrauben-bewegungen aus mit entgegengesetztem Drehungssinn undgleicher Translationskomponente. Zu diesem Typus ge-h??rt die Translation in der 2J-Richtung: es bleiben alsonur drei eigentliche Schwingungen dieser Art ??brig.



??? C: sechs aktive Doppelschwingungen, wozu die Translationensenkrecht zur Z-Achse geh??ren, also in Wirklichkeit nurf??nf. Hier gibt es unendlich viele Schwingungsm??glich-keilen; unter diesen gibt es einige, die durch besondereEinfachheit ausgezeichnet sind. Wir erw?¤hnen nur diefolgende, die ein elektrisches Moment in der F-Richtunggibt: (Siehe Fig. 15). Die Atome P2, P4, i\'?? und Psschwingen in der F-Richtung, und zwar P2 und P.i, undebenso P5 und Ps mit gleicher Amplitude. Die Ca-AiomePi und P3 schwingen senkrecht zur Z-Achse: die Am-plituden haben gleiche F-Komponenten und entgegen-gesetzte A"-Komponenlen. Die Atome Po und Po, undebenso P- und Pio schwingen mit gleicher Amplitude:Die Amplituden der Atome Pa und P7 haben gleiche F-und entgegengesetzte A\'- und Z-Komponenten. I): vier inaktive Doppelschwingungen. z.B.: Alle C/a-Atomeruhen; die 6\'-Gitter schwingen in der F-Richtung gegeneinander. Die Atome Pi und Ps ebenso. Die Atome P,-.und Po, wie die

Atome P-i und Pio, schwingen mit ent-gegengesetzter Amplitude. ?œbrigens verhalten sich dieAmplituden von Pa und P? wie bei der unter ?? beschrie-benen Schwingung. 8) Rutil, n. Ol, kristallisiert tetragonal. Die Elementarzelleist eine quadratische S?¤ule, mit den Kantenl?¤ngen a, a und c,deren Ecken und Zentren mit ??\'t-Atomenbesetzt sind. Die 0 Atome liegen in,10.31, 0.09, 0], [0.19, 0.19, 0.5],[0.69, 0.31, 0] und [0.81, 0.81, 0.5]Dieses Gitter hat die folgenden Sym-metrieelemente : Die Ebenen z = 0,x = y, x= ~ ?’/, sindSymmetrieebenen, die Achsen ic = ^ = 0;x = y,z = 0-,x = â€” y,z = 0 sind zwei-z?¤hlige Symmetrieachsen. Die Ebenen x = p // = j, sind Ebenen



??? a ^ j gleitender Symmelrle; die Achsen ^ = """ z = - sind zweiz?¤hlige Schraubenachsen, der Punkt [0,0, 0]4 ist ein Symnietriezentrum. Die isomorphe Punktgruppe istsomit B\\. Im System S liegt der Punkt Pe auf der Achse x=y, ^ = 0. Da durch die Schraubung um die Achse y = p 2 = ^ das einfache Gitter Pc in P3 ??bergeht, findet man in S4 den Punkt P3 durch Umklappung von Pc um die X-Achse;in ?¤hnlicher Weise findet man P4 und Pf>. Die Punkte Piund Pz liegen, wie man leicht sieht, in 0. Man bekommtalso ein Quadrat mit zwei Punkten imZentrum; dieses System hat genau dierichtige Symmetrie. Die Schwingungenwerden erhalten, indem man in| Â§ 7 d?Šsersten Kapitels 5 = 2, hf = 1 einsetzt,w?¤hrend die ??brigen Gr??ssen Null sind.Die Punkte in 0 erfordern wiederumspezielle Ber??cksichtigung. Die GruppeFig. 17 jyH ^vurde aus Q, diese wiederum aus aus 64 abgeleitet. Schon in C\'i m??ssen die Formeln ge?¤ndertwerden, da bei der Drehung um die Z-Achse die Punkte Piund Pi sich mit einander vertauschen. Man muss jetzt f??rdiese

Punkte die folgenden Variabelen einf??hren: f = Fd) -f F(ÂŽ); â€” F(??); Ci = â€” Das gibt also eine Schwingung A, eine vom Typus 7i, undzwei vom Typus G. Geht man jetzt ??ber zu 6\'|, so fmdetman, da die Punkte Pi und P2 bei der Spiegelung an derEbene x = 0 auch in einander ??bergehen: in Ai eine, in A%keine, in Bx keine, in Bi eine, in G zwei Schwingungen. Und,schliesslich \'??bergehend zu DJ, bemerkend, dass die PunktePi und Pi bei der Spiegelung an der Ebene z = 0 in sichselbst ??bergehen, finden wir: In A[ keine, in A\'^ eine, inB[, B\'l und keine, in B\'^ eine, in G\' zwei, in C" Y \\ /^R X / \\



??? keine Variabelen. Selzt man nun in die Formeln auf S.bO:/j(0)=l, so fmdel man endg??ltig: A\\i eine inaktive Schwingung: Die Tt-Gitler sind in Ruhe;A und Pg und ebenso Pa und A schwingen gegen ein-ander, und zwar so, dass in der Elemenlarzelle die Ent-fernung der Atome A und Po gr??sser wird, wenn sichdie der Atome P3 und A verkleinert. A\'l: zwei aktive Schwingungen, mit einem elektrischen Moment in der Richtung der Z-Achse. Da aber hierzu die Trans-lation parallel zur Z-Achse geh??rt, bleibt nur eine wirk-liche Schwingung ??brig: alle 2V-Alome schwingen alsstarres Gebilde in der Z-Richlung gegen das ebenfallsstarre Gebilde der 0-Atome./Ij: eine inaktive Schwingung: die 2V-Giller ruhen; die 0-Alomeschwingen horizontal: A und A, und ebenfalls A undA schwingen senkrecht zu ihrer Verbindungslinie; A undA schwingen mil gleicher X-Komponente.A\'i: von diesem Typus gibt es hier keine Schwingungen.li[-. eine inaktive Schwingung: die 2V-Gitler ruhen: die 0-^ Atome schwingen wie bei A^,

nur schwingen A und Ajetzt in der X-Richtung entgegengesetzt.n\'l : von diesem Typus gibt es hier keine Schwingungen.li\'^: eine, inaktive Schwingung: Die Tt-Giller ruhen: die AtomeA und /\'o. und ebenfalls A und A schwingen gegeneinander, und zwar so, dass die Atome A und A in derA\'-Richtung gleich schwingen.W;-. zwei, inaktive Schwingungen: Die T/-Giller schwingen inder Z-Richtung gegen einander: die von den Atomen P5und Pi gebildeten Gilter schwingen mil gleicher Ampli-tude gegen die Gilter der Atome Pa und A, ebenfalls in der Z-Richtung.C\' vier aktive Doppelschwingungen, mit einem elektrischenMoment senkrecht zur Z-Achse. Die Translationen senk-recht zu dieser Achse geh??ren zu diesem Typus: esbleiben also nur drei wirkliche Schwingungen ??brig. Vonden unendlich vielen Schwingungsformen erwfdmen wirdie folgende: Die Atome schwingen alle senkrecht zur



??? Z-Achse; die beiden Ti-Gitter schwingen in der F-Richlungmit gleicher, in der X-Richtung mit entgegengesetzterAmplitude. Die Atome F?? und Pe und ebenso P3 und Pi,schwingen mit gleicher Amplitude; von den Amplitudender Punkte P3 und P5 sind die F-Komponenlen gleich,die X-Komponenten entgegengesetzt. C": eitle inaktive Doppelschwingung. Die 7V-Gitter ruhen; die0-Atome schwingen parallel zur Z-Achse, und zwar Paund Pg, und ebenso P3 und Pi, mit entgegengesetzterAmplitude. 9) liotzinlcerz Zn 0 kristallisiert hexagonal. Die Elementar-zelle ist eine gerade rhombische S?¤ule, in Bezug auf welchedie Zn-kiovae in [0,0,0] und j], die 0-Atome in liegen. Die Figur 18 gibt zwei aufeinander folgende ^f>i-Schichten senk-recht zur Z-Achse. Zu jedem Zii-Atom geh??rt ein 0-Atom, das relativzum vorigen um einen gewissen Be-trag in der j^-Richtung verschobenist. Wir bezeichnen die Zn-Atome inzwei aufeinander folgenden Schichtenmit Pi und A, die zugeh??rigen 0-Atome mit P3 und P4. Das Gitterhat eine 3-z?¤hlige Symmetrieachse, und 3

Symmetrieebenendurch diese Achse; ausserdem eine G-z?¤hlige Schraubenachse,(durch den Punkt P), und 3 Ebenen gleitender Symmetriedurch diese Achse. Die isomorphe Punktgruppe ist alsoIm System S muss man alle Punkte auf der G-z?¤hligen Achseannehmen, und zwar Pt und A, und gleichfalls Ps und A,an gleicher Stelle, da die zugeh??rigen einfachen Gitter beider Schraubung und bei den Gleitspiegelungen in einander??bergehen. Â? S besteht also aus zwei Doppelpunkten auf derZ-Achse. Daher muss man in Â§ 4 des ersten Kapitels /Â?,- = 4,und alle ??brigen Gr??ssen gleich Null setzen. Da je zweiPunkte bei der Drehung um die Z-Achse in\' einander ??ber-



??? gehen, darf man die fr??her abgeleiteten Formeln nicht ohneWeiteres benutzen. Die Variabelen werden hier: ^ jAi) 4- V(i) ; = F(i) _ yd) . ^^ = yj,\'{i) _ jyd) und rdmlich f??r die Punkte Pa und A. Das gibt zwei Schwingungen zwei vom Typus 7i, zweivom Typus G und zwei vom Typus D. Da die Symmetrie-ebenen, die der Gruppe entsprechen, nat??rlich keine neuenSpaltungen hervorrufen, k??nnen wir das Resultat nunmehrsofort angeben: All zwei aktive Schwingungen: alle Punkte schwingen in derZ-Richtung, und es ist IF^) = TFÂ? und fP^) = IF^Â?.Es gibt jedoch nur eine wirkliche Schwingung, da dieTranslation in der Z-Richtung in Rechnung gesetztwerden muss. Dz: zwei inaktive SchwingungiMi, ebenfalls in der Z-Richtung; es ist 1F<\') = - H\'^s) = _ IF^. C: zwei aljlive Doppelschwingungen mit einem elektrischenMoment senkrecht zur Z-Achse, deren nur eme eine wirk-liche Schwingung ist. Alle Atome schwingen senkrechtzur Z-Achse. Es ist = F*Â?" - F* W; = Auf Grund der L\'ormel (27(r) kann man

weiter schliessen,dass die Zn- und 0-Atome parallel schwingen.D: zwei inaktive Doppelschwingungen: alle Atome schwingensenkrecht zur Z-Achse, und es gilt: = â€” _ = _ JA*). 71Â?(3) = _ ]/-*(*). Auch hier schwingen die Zn- und 0-Atome parallel.



??? KAPITEL IV. Vergleich mit der Erfahrung. Â§ 1. Allgemeines. Es soll jetzt gepr??ft werden, inwiefern jetzt schon voneiner ?œbereinstimmung der im Vorigen gegebenen Theoriemit der Erfahrung gesprochen werden kann. Zun?¤chst seieneinige Bemerkungen ??ber den zu erwartenden Grad von?œbereinstimmung vorausgeschickt. Man kann die Experimente??ber das Reflexionsverm??gen ultraroter Strahlung an Kristall-oberfl?¤chen in zwei Gruppen teilen, n?¤mlich erstens solche,bei welchen die Spektrometermethode angewandt wird, undzweitens solche, die mit Reststrahlen arbeiten. Die Spektro-metermethode hat den Nachteil, nur in einem beschr?¤nktenSpektralgebiet brauchbar zu sein: man kann damit nur wenig??ber das .kurzwellige" Gebiet hinauskommen. In diesemGebiet aber ??bertrifTt sie die Reststrahlmethode bei weiteman Genauigkeit. Die Versuchsergebnisse machen durchwegeinen sehr zuverl?¤ssigen Eindruck, wenn auch zwecks n?¤hererFeststellung verschiedener Einzelheiten Experimente mit gr??s-serem Aufl??sungsverm??gen

durchaus w??nschenswert bleiben.Ganz anders ist es jedoch bei der Reststrahlmethode, die manf??r die Strahlenarten gr??sserer Wellenl?¤ngen anwenden muss.Die Schwierigkeit dieser Experimente liegt darin, dass esnicht m??glich ist, gen??gend homogene Strahlung in gen??genderIntensit?¤t von einer beliebigen Wellenl?¤nge herzustellen. Esgibt ja nur eine beschr?¤nkte Anzahl von Kristallen, derenReststrahlen benutzt werden k??nnen. Mann muss also denganzen Verlauf des Reflexionsverm??gens als Funktion der Wel- Â?) MiUels einer Kombination der Spektrometermethode mit der Rest-strahlmethode sind von Liebisch und Rubens Versuche in dem Gebiet18mâ€”31/i angestellt worden.



??? lenl?¤nge im Gebiet von 20 (jl bis zu etwa 200 /x aus wenigenBeobachtungen bestimmen, und ausserdem sind diese einzelnenBestimmungen auf Grund der Inhomogenit?¤t der Strahlungnicht v??llig zuverl?¤ssig. Es ist klar, in welcher Weise diesdie Ergebnisse beeintlusst. Im allgemeinen werden Retlexions-maxima mit niedrigen Werten des Reflexionsverm??gens derBeobachtung ganz entgehen, wenn sie sich ??ber einem nichtzu breiten Wellenl?¤ngengebiet erstrecken, und zwei einandernahe liegende Maxima werden sehr oft nicht getrennt erscheinen.(Man k??nnte das einer Spektralaufnahme mit breitem Spallvergleichen). Das alles hat den Einfluss, dass man immer zuwenig Refiexionsmaxiina erwarten kann. Es ist klar, dassdadurch ein Vergleich der Theorie mit der Erfahrung zurzeitnoch sehr erschwert wird: die Unvollst?¤ndigkeit der Experimenten??tigt zu grosser Vorsicht. HotTentlich wird es gelingen, dieReslstrahlmethode weiter auszubilden, vor allem dadurch, dassman die Beobachtungen

bei tieferen Temperaturen anstellt,weil sonst die W?¤rmebewegung der Kristallpartikel eine sehrst??rende Inhomogenit?¤t der Reststrahlen verursacht. Â§ 2. Innere Schwingungen von Ionengruppen. Es gibt nun aber doch eine gewisse Kategorie von Erschei-nungen, die eine zuverl?¤ssigere Pr??fung der Theorie gestatten,n?¤mlich das Auftreten der Reflexionsmaxima, die durch innereSchwingungen von Ionengruppen entstehen. Wie schon inder Einleitung erw?¤hnt wurde, gibt es in vielen Kristallengewisse lonengebilde, COs, SOi, N Os u.s.w., die durch be-sonders starke, innere Kr?¤fte zusammengehalten werden. Inerster N?¤herung darf man diese Schwingungen als unabh?¤ngigvom Gitterverbande ansehen; man hat also mit den Schwin-gungen eines endlichen Systems zu tun. Diese Erscheinungensind nun aus zwei Gr??nden viel mehr zum Vergleich mit derTheorie geeignet, denn erstens hat die W?¤rmebewegung der >) Die obere Grenze ist nat??rlich Â?ehr willk??rlich. Eine ?œberschlags-

rechnung zeigt, (lass man bei gew??hnlichen Kristallen ausser (liesem Uebietan der langwelligen Seite kaum noch Rcflexionsma.xiina erwarten kann.



??? Kristallpartikel sehr wenig Einfluss auf diese inneren Schwin-gungen, was eine gr??ssere Sch?¤rfe der Maxima verursacht,und zweitens liegen die zu den Eigenfrequenzen geh??rigenWellenl?¤ngen weil die ?Ÿindungskr?¤fte gross sind, sehr oftim â€žkurzwelligen" Gebiet, v^ro man mit der Spektrometer-methode operieren kann. Von Gl. Scn?„Fea und M. Schubertsind nun f??r verschiedene Karbonate, Sulfate, Nitrate, Chlorate,Bromate, Jodate, Chromate, Selenate u.s.w. die Reflexions-maxima ultraroter Strahlung im â€žkurzwelligen" Gebiet unter-sucht worden. Aus diesen Versuchen geht mit besondererDeutlichkeit hervor, dass diese Maxima wirklich den innerenSchwingungen der Gruppen CO3, SOi, NO3 u.s.w. zuzuschreibensind. Wir wollen nun zuerst mit Hilfe der in Kap. I und IIabgeleiteten Resultate berechnen, wieviel Maxima man hiererwarten kann. Dazu muss man nat??rlich die geometrischeGestalt dieser lonengruppen kennen. Zun?¤chst betrachten wir die Gruppen mit drei ?œ-Atomen,wie CO3, NO3, CIO3 u.s.w. Es ist wohl sehr

wahrscheinlich,dass man sich diese, wenigstens angen?¤hert, denken darf alsein von den 0-Atomen gebildetes gleichseitiges Dreieck, mitdem vierten Atom (6\\ lY, Cl...) im Schwerpunkte. (In einigenF?¤llen wurde das auch durch R??ntgenanalysen best?¤tigt, jedochmit einer ungen??genden Genauigkeit). Wir werden das dieâ€žNormalform" nennen. Nun ist aber klar, dass in vielenF?¤llen die Formalform sich nicht genau ausbilden kann, z. B.bei allen Kristallen, die keine dreiz?¤hlige Achse senkrechtzur Ebene des Dreiecks aufweisen. Dann muss also dieForm ein wenig von der Normalform abweichen; jedenfallsist aber diese Verzerrung sehr gering, da, wie wir schonbemerkten, diese lonengebilde besonders fest zusammengehaltenwerden. Immerhin m??ssen wir den Einfluss einer solchenVerzerrung untersuchen. Wir werden nun der Reihe nacheinige typische Formen betrachten. Gemeint worden nat??rlich die auf das Vakuum bezogene Wellen-l?¤ngen, nicht etwa die Wellenl?¤ngen im Kristall.\') In der Einleitung zitiert.



??? a. Normalform. Die Symmelriegruppe ist mit = 1,3 = 1 (sielie Seite 50). Betracliten wir nur die alilivenSchwingungen, so finden wir; A\'l: zwei einfaclie Schwingungen, mit Moment senkreclitzur Ebene des Dreiecks. C\': drei Doppelschwingungen mit Moment in der Ebenedes Dreiecks. DieTranslationen und Rotationen m??ssen aber abgezogenwerden, und es bleiben ??brig: eine Schwingung mit Momentsenkrecht zur Ebene des Dreiecks, und zwei Doppel-schwingungen, mit Moment in dieser Ebene. h. Gleichschenkliges Breieck. (in der Figur stark ??bertrieben gezeichnet). Die Symmetriegruppe istC| mit h^ = 2, Af = 1 (siehe Seiteil);weil wir die Richtung senkrecht zurEbene des Dreiecks, wie bei derNormalform, als /-Richtung bezeich-nen wollen, steht hier das Koordi-natensystem anders als dort ange-nommen wurde).Man findet: vier Schwingungen mit Moment in der r-Richlung.Ih : drei Schwingungen mit Moment in der Z-IVichtung.Iii\', vier Schwingungen mit Moment in der X-Richtung. Nach Abzug der

N/illfrequenzen bleiben ??brig:drei Schwingungen mit Moment in der T-Richtung.eine Schwingung mit Moment in der Z-Richtung undzwei Schwingungen mit Moment in der X-Richtung. c. Beliebiges Dreieck. Die Synnnetriegruppe ist C} mit k^ = i(siehe Seite IG). Man findet, nach Abzug der Nullfrequeir/.en:eine Schwingung mit Moment in der Z-Richtmig undfilnf Schwingungen mit Moment in der Ebene des Dreiecks. d. Gleichseitiges Dreieck, aber mit einem zentralen Atom, dasin der Z-Uichlnng aus dem Schwerpunkte verschoben ist.Die Symmetriegruppe ist mil /<,= !, kf = 1. (sieheSeite 41) Man findet: Fig.19. Ai-.



??? zicei einfache Schwingungen mit Moment in der Z-Rich-tung und^ zwei Doppelschwingungen mit Moment senkrecht dazu. e. dasselbe f??r ein gleichschenkliges Dreieck. Die Symmetrie-gruppe ist C;, mit m= l, = 2 (siehe Seite 16). Manfindet zwei Schwingungen mit Moment senkrecht zurSymmetrieebene, und vier mit Moment in dieser Ebene. f. beliebige Verzerrung. Die Symmetriegruppe ist (7i; manfindet im ganzen sechs aktive Schwingungen. Rechnet man eine Doppelschwingung als zwei Schwingungen,so sieht man, dass die Gesamtzahl der aktiven Schwingungenim Falle a f??nf betr?¤gt, in allen ??brigen F?¤llen sechs. Daskann man auch sehr einfach erkl?¤ren, denn bei den Systemenin der Normalform gibt es eine inaktive Schwingung, diedadurch entsteht, dass die 0-Atome radial in der Ebene desDreiecks gegen das ruhende zentrale Atom schwingen. Jedebeliebige Verzerrung, die den Symmetriecharakter ?¤ndert, machtdiese Schwingung aber aktiv. Da wir jedoch nur sehrgeringe Verzerrungen zulassen, ist zu erwarten, dass das beidieser

Schwingung auftretende elektrische Moment ?¤usserst kleinist, und der Wahrnehmung sehr schwer zug?¤nglich. Wenn es??berhaupt nachweisbar w?¤re, m??sste mann also als ersteFolge der Verzerrung ein ?¤usserst schwaches Reflexions-maximum erwarten, das im allgemeinen an anderer Stelledes Spektrums liegt als die ??brigen. Wichtiger sind aberdie Erscheinungen bei den ??brigen Schwingungen. Wenn wirnun diese sechste Schwingung ausser Betracht lassen, so bleiben,wie man leicht sieht, noch ??brig: b. eine Schwingung mit Moment in der /-Richtung.zwei Schwingungen mit Moment in der A\'-Richtung.zwei Schwingungen mit Moment in der y-Richtung. c. eine Schwingung mit Moment in der /-I\\ichtung, undvier Schwingungen mit Moment in der Ebene des Dreiecks. (L eine Schwingung mit Moment in der Z-Richtung. zwei Doppelscliwingungen mit Moment parallel zur Ebenedes Dreiecks. \' e. eine Schwingung, mit .Moment angen?¤hert in der Z-Richtung.



??? zwei Schwingungen mit Moment in der X-Riclitung.zwei Schwingungen mit Moment angenrdiert in der Y-Richtimg. f. eine Schwingung, mit Moment angen?¤hert in der Z-Richtung.vier Schwingungen mit Moment angen?¤liert in der Ebenedes Dreiecics. Es gibt also in jedem Fall eine Schwingung mit Momentgenau oder angen?¤liert senkrecht zur Ebene des Dreiecks, undvier Schwingungen (die bei a und d in\' zwei Doppelschwin-gungen entarten) mit Moment genau oder angen?¤hert in derEbene des Dreiecks. Betrachten wir nun z.B. den Fall b.Es gibt zwei Schwingungen in der -Y- und zwei in der Y-Richtung. Wenn man nun bedenkt, dass b nur sehr wenigvon der Normalform abweicht, so sieht man, dass die Fre-quenzen dieser Schwingungen mit den beiden Doppelfrequenzenfast ??bereinstimmen m??ssen. Andererseits sind aber die Schwin-gungen in der A"- und F-Richtung nicht genau von gleicherFrequenz, weil diese Richtungen nicht gleichwertig sind. Manfindet also, wenn das anregende Feld

parallel zur F-Richtungsteht, zwei Maxima; wenn es parallel zur A\'-Richtung orientiertist, ebenfalls zwei Maxima, deren Stellen im Spektrum nur sehrwenig von den vorigen abweichen; wenn schliesslich dasFeld eine beliebige andere Richtung senkrecht zur Z-Achsehat, findet man zwei Doppclinaxivia; beide bestehen aus zweieinander sehr benachbarten Maxima. Dasselbe findet manim Falle e, etwas ganz ?¤hnliches konnnt bei c und f zumVorschein. Hier gibt es aber keine zwei ausgezeichnete, zueinander senkrechte Richtungen in der Ebene des Dreiecks.Folglich isl es hier nicht m??glich, die Polarisationsrichtungdes Feldes so zu w?¤hlen, dass zwei der Maxima ausfallen,aber jedenfalls findet man auch hier zwei Doppel maxima.Zusammenfassend k??nnen wir sagen: wenn das lonengebildedie Normalform hat, findet man ein Refiexionsmaximum f??rsenkrecht zur Ebene des Dreiecks polarisierte Strahlung, nndzwei Maxima f??r Strahlung, die in dieser Ebene polarisiertist. Jede kleine Verzerrung,

ausgenommen vom Typusverursacht eine Spaltung der beiden letzten ^Maxima in je zwei



??? Komponenten, die einander sehr benachbart sind, w?¤hrenddas erstgenannte Maximum einfach bleibt. Bei den Verzer-rungen b und e. ist es m??glich, durch geeignete Wahl derPolarisationsrichtung der erregenden Strahlung die beidenKomponenten eines solchen Doppelmaximums gesondert zubetrachten. Schliesslich ist bei jeder Verzerrung ein neues,?¤usserst schwaches Maximum zu erwarten, mit einer Frequenz,die zu den ??brigen nicht in einfacher Beziehung steht. Wirwollen nun pr??fen, inwiefern diese Resultate durch die Erfah-rung best?¤tigt werden. Die Fig. 20, den mehrfach zitiertenArbeiten von Gl. Sch?¤fer und M. Schubert entnommen, gibt f??r den rhomboedrischkristallisierenden Ei-senspat [FeCOi) dasReflexionsverm??gen Rals Funktion der Wel-lenl?¤nge A. Die Kurvea bezieht sich auf na-t??rliche Strahlung, bund c auf polarisierteStrahlung; f??r b warder elektrische Vektorsenkrecht zur opti-schen Achse, bei cparallel zu dieser. Fastalle anderen Karbo-^ nate ergeben eine sehr?¤hnliche Figur: eskann demnach mit Sicherheit

geschlossen werden, dass dieseMaxima wirklich den Schwingimgen des C\'Os-Ions zuzuschreibensind. Man findet nun, da nach r??ntgenometrischen Bestim-mungen das Os-Dreieck .senkrecht zur optischen Achse sieht,in vollst?¤ndiger ?œbereinstimmung mit der Theorie: ein Re-flexionsmaximum, verursacht durch eine Schwingung mitMoment senkrecht zur El)ene des Dreiecks, und zwei Maximadie sich l)eziehen auf Schwingungen mit Moment in der Ebenedieses Dreiecks. Eine ebenso gute lllbereinstimmung findet



??? man bei den Nitraten, Chloralen, Bromaten und Jodaten. Nursind die Messungen bei den letzteren noch unvollst?¤ndig, dadie Maxima sich nach der langwelligen Seite des Spektrumsverschieben, wenn die Masse der zentralen Atome gr??ssergenommen wird, sodass diese teilweise im â€žlangwelligen"Gebiet liegen, und zurzeit nicht mit der Spektrometermethodegefunden werden k??nnen. An dem wirklich-Vorhandenseindieser Maxima kann man jedoch kaum zweifeln. Die Figur 21bezieht sich auf den rhombisch kristallisierenden Cerussit {Pb COa). Hier\' kann man eineDeformation vom Typus b erwar-ten, wie auch von M. L. H??gginsangenonnnen wird Die Beobach-tungen sind nur f??r die beidenkurzwelligen Maxima bei etwa Ifjt,0 io a Xir,^ und 12 durchgef??hrt worden. DieKurven or, b und c beziehen sichauf polarisierte Strahlung mit einem elektrischen Vektor inder Richtung der n, h und Â?r-Achse. Man sieht nun sehrdeutlich, dass das kurzwellige Maximum gespalten ist, dasandere Maximum aber

nicht *), genau in ?œbereinstimmungmit der Theorie. Die ganze Er.scheimmg best?¤tigt alsodurchaus die Annahme einerDeformation vom Typus b. =\')?„hnliche Resultate hat manbei anderen zweiachsigenKarbonaten erhallen. Beson-ders bemerkenswert ist nunschliesslich die beim Kalkspatgefundene Kurve (Fig. 22),welche f??r nat??rliche Strah-lung gilt. Man fmdet wiederum m m. ii. Huooins. PhyÂ?. Rov. 1922. XIX. â€?) Die Kurve c hat m\'lmlich bei 12 ii kein .Maxinium. \') Die Verzerrung c wiiro auch m??glich, jo<l()ch ist diese mit R??ckHichtauf <lio Krisiallsymmctrio weniger wahrscheinlich. â™?) Auch andere ?¤hnlicho Kristalle zeigen dasselbe, dio Kurve f??r Kalknpntgibt aber ein besonders deutliches Reispiel. 40 A f M â€”1- zo



??? dieselben Maxima bei etwa 12und 14 fi, aber die bei 7 [j, und 14/x sind doppelt. Das ist aber genau dasjenige,das von der Theorie f??r deformierte COa-Gruppen vorher-gesagt wurde. Es ist daher sehr naheliegend, auch hierverzerrte COs-Grnppen anzunehmen. Nur kann man nichtgut verstehen, wie das bei diesen, rhomboedrisch kristallisie-renden Substanzen m??glich ist, wo das gleichseitige Dreieckin so sch??ner Weise sich der Symmetrie des Gitters anpasst.Immerhin bietet die Annahme einer Deformation die einfachsteErkl?¤rung f??r diese Tatsachen. Die Schwierigkeit bez??glichder Kristallsymmetrie ist nat??rlich in verschiedener Weise zubeseitigen, etwa dadurch, dass man annimmt, dass eine ge-wisse, durch die innere Struktur der C\'Oa-Gruppe bedingte,Deformation sich im Gitter nach dem Zufall in verschiedenenRichtungen ausbildet. Man kann auch an ganz systematischeAnordnungen denken, wobei die dreiz?¤hlige Achse des Gitterswiederhergestellt wird, jedoch fragt es sich, ob auch in diesenKleinigkeiten der Aufbau eines Kristalles

noch ganz regel-m?¤ssig isl: da muss doch schon die W?¤rmebewegung st??rendeingreifen. Bemerken wir schliesslich, dass vielleicht dieseFragen in Zusammenhang stehen mit der Tatsache, dass dienach verschiedenen Methoden angestellten Versuche, dio Abso-lutdimensionen dieser C\'Oa-Gruppe zu finden, zu sehr ver-schiedenen Ergebnissen gef??hrt haben. Wir wollen nun die lonengruppen mil vier Sauerslotfalomenbetrachten, wie S0i,Cr0.i u.s.w. Als Normalform muss mansich ein von den 0-Atomen gebilileles regul?¤res Tetraederdenken, mil dem f??nften Atom (S, (\'r u.s.w.) im Schwer-punkte. In dieser Form l?¤sst das System die Operationender Gruppe T^ zu. Es isl //3= I, 3=1. Setzt man dasin die in Â§ 3 des zweiten Kapitels gefundenen Ausdr??ckeein, so bekommt man: Ai: Eine einfache, inaktive Schwingung. Ii : Eine inaktive Doppelschwingung. 6\'i: Drei dreifache, aktive Schwingungen. 62: Eine dreifache, inaktive Schwingung. Nach Abzug der Nullfrequenzen bleiben ??brig: Die einfache.^



??? die Doppelscliwingung, und zwei aktive dreifache Schwingungen.Man muss also zwei Reflexionsmaxima erwarten, f??r jedePolarisationsrichtung der erregenden Strahlung an gleicherStelle im Spektrum. Auch hier kann man nun verschiedeneDeformationen zulassen. Wichtig sind z.B. die folgenden: a. Ein 0-Atom ist ein wenig nach aussen verschoben, sodassdas Tetraeder die Gestalt einer regul?¤ren dreiseitigenPyramide annimmt. Diese Form ist bei einachsigenKristallen mit einer dreiz?¤liligen Symmetrieachse zu er-warten. Die Symmetriegruppe ist Cgmit = kf\'>= 1.Man findet, nach Abzug der Nullfrequenzen, drei aktiveSchwingungen mit Moment in der Richtung der drei-\'z?¤hligen Achse, und drei aktive Doppelschwingungen, mitMoment senkrecht dazu. b. Das Tetraeder wird in der Z-Richtung (also in der Richtungeiner seiner zweiz?¤hligen Symmetrieachsen) zusammenge-dr??ckt. Die Synnnetriegrnppe ist -Sj mit I, 5= I.Man findet zwei einfache Schwingungen mit Moment inder Z-Richtung, und

Doppelschwingungen mit Momentsenkrecht dazu. Diese Form ist bei tetragonalen Kristallenzu erwarten. c. Das Tetraeder wird in der Weise verzerrt, dass es nurnoch die Opeiationen der Vierergruppc zul?¤sst. .Manfindet, neben drei inaktiven Schwingungen, in jeder Koor-dinatenrichtung zwei aktive Schwingungen. Diese Formist bei rhombischen Kristallen zu erwarten. Bei anderen Verzerrungen, wo die Symmetrie noch st?¤rkerherahgesetst wird, findet man \\) aktive Schwingungen. Auchhier gilt mm, dass die Gesamtzahl der aktiven Schwingungen(wenn man dreifache Schwingungen als drei, und Doppcl-schwingungen als zwei rechnet) bei einigen Verzerrungen da-durch gr??sser wird, dass die in der Normalform inaktivenSchwingungen der Systeme aktiv gemacht werden. Weil aberdie Deformationen sehr gering sind, muss auch das elektrischeMoment dieser Schwingungen sehr klein sein, und nur ?¤usserstschwache Refiexionsmaxima verursachen. Lassen wir diesebeiseite, so bleiben noch bei den

Typen:



??? a. und h. zwei Schwingungen mit Moment in der Z-Rich-tung, und zwei Doppelschwingungen mit einem Momentsenkrecht dazu.c. ztcei Schwingungen mit Moment in der X-Richtung, unddasselbe f??r die Y- und Z-Richtung. Bei Beobachtung mit nat??rliciier Strahlung muss man alsofinden: f??r Systeme in der Normalform zwei Maxima; f??rdeformierte Systeme vom Typus a oder b sind diese beidendoppelt, f??r Systeme vom Typus c, und bei anderen Verzer-rungen, dreifach. Bei den Typen a, b und c ist es m??glich,die verschiedenen Komponenten eines jeden Maximums durchBeobachtungen mit polarisierter Strahlung zu trennen. Zum Vergleich mit der Erfahrung m??chte man nun zun?¤chstein regul?¤res Sulfat w?¤hlen, weil man nur hier die Normal-form erwarten kann. Leider gibt es fast keine einfache regul?¤rkristallisierende Sulfate, und es liegen, soweit mir bekannt,auch keine Messungen vor, die sich auf einen solchen Fallbeziehen. Da m??sste man also die Alaune nehmen, aberdiese sind zum Vergleich mit der Theorie nicht geeignet, dader

Wassergehalt verschiedene andere Rellexionsmaxima indemselben Gebiet verursacht, die den Einblick in die ganzeErscheinung tr??ben m??ssen. Wir m??ssen uns also damitbegn??gen, nur Kristalle zu betrachten, deren ^)Oi-Gruppenetwas von der Normalform abweichen. Die Fig. 28 gibt nun{j das Resultat der Mes- sungen beim hexago-nal - kristallisierendenLithiumkaliumsulfat,mit nat??rlicher Strah-lung erhalten. Man fin-det also wirklich diezwei f??r die Normal-form g??ltigen Refiexi-onsmaxima. Nun mu.ss man aber bei hexagonalen Kristalleneine Deformation vom Typus a erwarten, und dementsprechendm??ssen nach der Theorie diese beiden Maxima doppelt sein.Das ist nun in der Tat der Fall, wie die Fig. 24 zeigt, wo 60 20 .â€” V 10 IZ ft Fig. 23. Xln^ 40



??? das Ergebnis der Messungen bei polarisierter Strahlung dar-gestellt isl: die Kurven a beziehen sich auf senkrecht zur 40 20 A / n 1 \\ / \\ / s. AO 20 > / Xinyti e 9 lOXinyU IS 16 Fig. 24. optischen Achse-, die Kurven b auf parallel zur optischenAchse polarisierten Strahlung. Beide Maxima sind gespalten:das kurzwellige Maximum aber viel weniger als das langwellige.Die Figur 25 gibt schliesslich die Analyse f??r das kurzwellige Maximum beim Coelestin(rhombisch). Die Kurven rr,fc und c beziehen sich aufStrahlung, polarisiert paral-lel zur a, b und c-Achse.Es stellt sich dieses Maxi-mum wirklich als dreifachheraus; die M??glichkeit,durch Versuche mit pola-risierter Stahlung die Kom-ponenten einzeln zu erhal-ten, isl in ?œbereinstinunungmil der Annahme einerDeformation vom Typus c. co 20 K a W J _ kV / A 7 B 9 10 Xin^ Fig.25. 40 In allen bisher behandeltenF?¤llen isl die ?œbereinslim- nnmg mit der Erfahrung sehr gut. Dasselbe kann nicht gesagtwerden von den Versuchen mit der S/Os-Gruppe, die

immerzu viel Retlexionsmaxima ergeben haben. Man kann hier



??? nur schliessen, dass in Wirklichkeit die Strukturverhrdlnissedes Quarzes viel komplizierter sind als meistens angenommenwird. Â§ 3. Gitterschwingungen. Wir gehen nun ??ber zu den unendlichen Gittern, und be-trachten s?¤mtliche Reststrahlen eines Krislalles, sowohl imkurzwelligen wie im langwelligen Gebiet. Als erstes, einfachstes Beispiel kann man die Alkali-Halo\'idenund Zinkblende heranziehen. Nach der Theorie muss hier(siehe Kap. III) eine Schwingung erwartet werden, und dassich darauf beziehende Reflexionsmaximum hat man auchwirklich im langwelligen Gebiet gefunden. Dies ist ??brigensschon l?¤ngst bekannt. Etwas komplizierter ist es beim Fluss-spat-. es gibt (siehe Kap. III) hier eine aktive-und eine inaktivedreifache Schwingung. Man kann also nur ein Reflexions-maximum erwarten. In der Literatur findet man oft zweiMaxima erw?¤hnt, doch scheint mir die Existenz dieses zweitenMaximums noch nicht mit der n??tigen Sicherheit festgestelltzu sein. Insbesondere bedeutet die Tatsache, dass II. Rubensimmer mit zwei vom Flussspat

herr??hrenden Reststrahlenarbeitet, nichts, da diese aus einem breiten Gebiet starkerReflexion durch geeignete Absorptionen in anderen Kristallenabgesondert wurden. Eine n?¤here Untersuchung hei tieferenTemperaturen w?¤re hier sehr am Platze. Einen sehr sch??nen Pr??fstein f??r die Theorie bieten dieKarbonate der Calcitgruppe, weil hier sowohl die Gitterstrukturwie die Reststrahlen ziemlich genau untersucht worden sind.Nach der Theorie muss man drei Reflexionsmaxima f??r parallelzur optischen Achse polarisierte Strahlung, und/\'Â?Â?/\'f??r senk-recht zu dieser Achse polarisierte Strahlung erwarten (sieheKap. III). Dazu geh??ren jedenfalls die drei schon vorhererw?¤hnten Maxima im â€žkurzwelligen" Gebiet, die den Schwin-gungen des COa-Ions zuzuschreiben sind \'). Es bleiben alsoim â€žlangwelligen" Gebiet noch zwei Maxima f??r ausser- \') Die Verdoppelung, dio bei zwei dieser Mnxima gefunden wnrdo,muss hier nat??rlich ausser Betracht gelassen werden.



??? Fig. 2G gibt nun die von LiEDiscnund Ruuens\') beobachteten Maxi-ma beim Kalkspat, Fig. 27 gibt dasselbe f??r Natronsalpeter; beide geben das Re-flexionsver-m??gen alsFunktion desLogaritlnnusder Wellen-l?¤nge. Man er-kennt sofort,Â?0 xin^ sowohl f??rden ordent-lichen wie f??r den an.sserordentlichen Strahl, zwei Maxima. *)F??r den au.sserordcnlliclien Strahl stinnnt das genau, f??r Â?lenordentlichen Strahl ist das Kins zu wenig. Bemerkenswertist jedoch, dass sich sowohl beim Kalkspat wie beim Natron-salpeter gerade f??r den ordentlichen Strahl eine Andeutungeines dritten Maximums findet, das beim ausserordentlichen\') I. c. \') Dass dieeo beim Na NOt viel mehr nach der langwolligen Seite desSpektrumH vcr>-chobcn sind, wird leicht erkl??rt durch die verschiedeneValenz der Ionen in diesen beiden Kristallen. Fig. 27.



??? Strahl fehlt, n?¤mlich f??r Ca CO3 bei etwa 55 [x, und f??rNa NO3 bei etwa 83 ij,, wie aus den Figuren 26 und 27 deutlichersichtlich ist\'). Wenn man diese Maxima als reell ansehendarf â€” und es sieht wirklich so aus â€” so ist damit einevollst?¤ndige ?œbereinstimmung von Theorie und Erfahrung ge-funden. Mit R??cksicht auf die fr??heren Bemerkungen ??ber die Ver-doppelung der kurzwelligen Maxima f??r den ordentlichen Strahl beim Kalkspatist es nun schliess-lich interessant, zuuntersuchen ob einederartige Verdoppe-lung vielleicht auchbei den langwelligenMaxima auftritt. DieReststrahl methodeist nat??rlich nichtimstande, ein solchesMaximum aufzul??-sen. Gl??cklicherweise 100 r 5E 60 60 n 40 n ZO Xln^ 3z 30 zo Z2 Z4 26 ze Fig. 28. haben Liebiscu und Rubens das erste langwellige Maximumdes Kalkspats bei etwa 30 (m nach einer teilweise spektro-metrischen Methode genau untersuchen k??nnen. Fig. 28 gibtdas Resultat: tats?¤chlich ist das Maximum doppelt f??r denordentlichen Strahl, aber nicht f??r den ausserordentlichen Strahl.Wenn

wirklich die auf S. 122 ausgesprochene Vernmtungdass die COa-Gruppen nicht genau in der Normalform aus-gebildet sind, richtig ist, so muss man tats?¤chlich eine solche \') In der Rubensschen Abhandlung int dio sich auf den Kalkspatbeziehende Kurve auch f??r den ausserordentlichen Strahl so gezeichnet,dass daraus eine Andeutung eines solchen Ma-ximums (bei etwa 45/i)ersichtlich ist. Wenn man jedoch ganz objektiv versucht, eine Kurvedurch die aus den Messungen hervorgehenden Punkte zu zeichnen, sofindet man davon keine Spur. Man hat wohl unbewusst geglaubt, dassdie Kurven f??r den ordentlichen- und f??r den ausserordentlichen Strahleinander ?¤hnlich sein m??ssten, und die sich auf den ausserordentlichenStrahl beziehende Kurve dementsprechend gezeichnet.



??? Spaltung der langwelligen Maxima erwarten. Umgekehrt be-st?¤tigt die beobachtete Spaltung die Richtigkeit der erw?¤hntenHypothese. Bei einigen anderen Kristallen vom selben Typus, wie Zinkspatund Eisenspat, ist das Ergebnis der Messungen im wesent-lichen dasselbe. Nur sind diese Kurven durch die wenigenMessungen so unvollst?¤ndig bestimmt, dass man da unm??glichauf die Existenz des dritten Maximums f??r den ordentlichenStrahl schliessen kann. Das Umgekehrte l?¤sst sich aber nat??rlichnoch mit viel weniger Grund behaupten! Im Ganzen darf man sagen, dass die Theorie durch dieErfahrung best?¤tigt wird. Zwar findet man in anderen F?¤llen(z.B. Dolomit, Zirkon usw.) zu wenig Maxima, aber, wie schonim Anfang dieses Kapitels betont wurde, l?¤sst sich das kaumanders erwarten, wenn es viele Maxima und nur wenigeBeobachtungen gibt. Man darf daraus also keineswegs aufeine Unstimmigkeit schliessen. Â§ 4. Kiutik alt die Annahmen, die deh Theohie zuGhunde liegen. Wir haben

in den vorigen Paragraphen gezeigt, dass manim allgemeinen die Beobachtungen mit Hilfe der in dieserArbeit entwickelten Theorie erkl?¤ren kann. Doch sind wirschon einem Fall begegnet, wo die urspr??nglichen Annahmenetwas verallgemeinert werden mussten, und es ist durchausnicht ausgeschlossen, dass man mit der Verfeinerung derBeobachtungsmelhoden noch mehrere Beispiele finden wird,dio man nur unter allgemeineren Voraussetzungen wird er-kl?¤ren k??nnen. Wir wollen daher dio verschiedenen Annahmen,die der Theorie zu Grunde liegen, hier noch einmal zusam-menstellen, und pr??fen, inwiefern eine Verallgemeinerung Erlolgverspricht. 1. Es wurde angenommen, dass die Krislallpartikel punkt-f??rmig sind, und dass zwischen diesen nur Zentralkr?¤fte wirken.Wenn man erstens die Partikel als slarre Kugeln von endlichemRadius voraussetzt, so wird dadurch nichts Wesentliches ge-?¤ndert. Die Annahme starrer Kugeln spielt in der Physik



??? eine grosse Rolle, und hat sich in vielen F?¤llen gut bew?¤hrt.Angen?¤hert ist das ohne Zweifel richtig, aber doch l?¤sst sicherwarten, dass diese Voraussetzung nicht genau zutrifft, vorallen Dingen in den F?¤llen, wo die Partikel einander sehrstark beeinflussen wie z.B. die Atome einer COa-Gruppe. Alszweite Ann?¤herung kann man annehmen, dass die Partikelnicht kugelsymmetrisch sind, aber doch andere Symmetrie-eigenschaften aufweisen, und damit h?¤ngt zusammen, dass dieKr?¤fte zwischen den Partikeln nicht mehr genau zentral sind.Das ganze Gitter bekommt dadurch die doppelte Anzahl vonFreiheitsgraden, und dementsprechend wird auch die Anzahlder Eigenfrequenzen erh??ht. Nur sind die neuen Eigenfre-quenzen von einer ganz anderen Gr??ssenordnung, da sie mitDrehungen eines einzelnen Partikels um eine Achse durchdessen Schwerpunkt zusammenh?¤ngen, die auf Grund deskleinen Tr?¤gheitsmomentes sehr schnell erfolgen. Diese fallendaher ganz aus dem betrachteten Gebiet, und dadurch wirdalso die Anzahl der Maxima

nicht vergr??ssert. Indirekt k??nntedies aber doch der Fall sein, wenn durch die nicht zentralwirkende Kr?¤fte eine ?„nderung der Symmetrie entsteht. Sok??nnte man z.B. die Verdoppelung der Maxima bei der COn-Gruppe des Kalkspats \') formell dadurch erkl?¤ren, dass mandie konstituierenden Atome nicht mehr als kugelsymmetrischvoraussetzt, und diesen eine geringere Symmetrie erteilt. Esl?¤sst sich dabei leicht so einrichten, dass die C\'Oa-Gruppenicht die Normalform annehmen kaim, und die Abweichungvon dieser Form verursacht schliesslich die Verdoppelung derMaxima, wie fr??her gezeigt wurde. In dieser Richtung scheintalso wirklich eine M??glichkeit zur Weiterbildung der Theoriezu liegen, die zur Erkl?¤rung der feineren Erscheinungen ge-eignet sein d??rfte. Nur ist f??r die genauere Verfolgung dieserGedanken eine weitgehende Kenntnis des Atombaus erforder-lich, von dem sich jetzt noch sehr wenig mit Bestimmtheitbehaupten l?¤sst. 2, Es wurde der Kristall immer als ein unendliches Gitter Siehe SeitÂ? 121.



??? betrachtet, Wc?¤hrend es in Wirklichkeit endlich ist, wenn auchdie Dimensionen gegen die der Basis immer sehr gross sind.Theoretisch hat dies den Einfluss, dass gewisse Schwingungenm??glich werden, die mit der Beschaffenheit der Kristallober-fl?¤che zusammenh?¤ngen. Da die Randschicht aber ?¤usserstd??nn ist, ist kaum zu erwarten, dass hieraus Reflexionsmaximaentstehen, die der Wahrnehmung zug?¤nglich sind. 3. Es wurde die W?¤rmebewegung vernachl?¤ssigt. Diesef??hrt zu einer Verbreiterung der Maxima, und zu einer Ver-schleierung der ganzen Erscheinung. Von wesentlicher Bedeu-tung ist die Annahme ruhender Atome nicht, und an sichhat die Ber??cksichtigung der W?¤rmebewegung keinen Sinn,weil sich dabei doch keine wesentlichen neuen Erscheinungenergeben. Um eine bessere ?œbereinstimmung zu erhalten scheintes umgekehrt zweckm?¤ssiger, das Experiment den Vorausset-zungen der Theorie anzupassen, d.h. bei tieferen Temperaturenzu beobachten. Nat??rlich

bleibt die Frage nach dem Einfliissder W?¤rmebewegung in Beziehung zu ganz anderen Fragen,wie die nach der bei einer Schwingung auftretenden D?¤mpfungund nach der Gr??sse des maximalen Reflexionsverm??gens,?¤usserst wichtig. 4. Es wurde der Kristall als Raumgitter, d. h. als vollkommenregelm?¤ssiges Punktgebilde vorausgesetzt, hi der letzten Zeithat es sich immer mehr herausgestellt, dass St??rungen imKristallbau h?¤ufig sind. Damit entwickelt sich, wie e?¨ P. Nigglinennt, eine â€žPathologie" der Kristalle. ?œber die Art dieserSt??rungen isl allerdings sehr wenig bekannt. Im allgemeinendarf man sich diese wohl als sehr gering vorstellen, sodassauch der Einfluss auf die Reslslrahlen zu vernachl?¤ssigen ist.Theoretisch ist als Folge einer solcher St??rung eine Zunahmeder Anzahl Maxima zu erwarten; ob diese praktisch wahr-nehmbar sind, h?¤ngt schliesslich von der Art der St??rung ab.Im allgemeinen d??rfte das jetzt nicht der Fall sein. 5. Bei der Ableitung der Schwingungsformeln wurde

immernur bis zur ersten Ordnung in den Verr??ckungen der Partikelaus ihren Gleichgewichtslagen entwickelt: nur dadurch wares m??glich, ??berhaupt nur eine endliche Anzahl von B\'requenzen



??? zu erhallen. Man kann nun fragen, was sich ergibt, wennman auch h??here Glieder der Entwicklung ber??cksichtigt. Dasf??hrt bekanntlich dahin, dass man neben den gew??hnlichenEigenschwingungen auch die h??heren harmonischen Schwin-gungen fmdet. Da die Schwingungszahlen in einem einfachenVerh?¤ltnis stehen, kann man meistens leicht entscheiden, obein solcher Fall vorliegt oder nicht. Vor kurzem sind vonGl. Sch?¤fer tats?¤chlich Andeutungen dieser Oberschwingungengefunden worden, zwar nicht mit Reflexionsmessungen, sondernmit Absorptionsmessungen. Diese EiTekte sind nat??rlich auchsehr schwach. 6. Dem Ansalze 43 liegt die Annahme zu Grunde, dassdas anregende Feld ein homogenes, elektrisches Feld ist. InWirklichkeit kommt erstens das magnetische Wechselfeld hinzu,aber dies hat, wie schon fr??her bemerkt wurde, praktischkeinen Einfluss. Zweitens ist aber das Feld nicht homogen,da die "Wellenl?¤nge nicht unendlich gross ist. Damit h?¤ngtzusammen, dass man theoretisch erwarten k??nnte, dass einigeinaktive

Schwingungen am Ende doch angeregt werden. Wennman jedoch bedenkt, dass die Wellenl?¤nge im Kristall etwa10\' bis 10ÂŽ mal so gross ist als die Entfernungen benach-barter Atome, so erkennt man, dass diese Bemerkung kaumpraktische Bedeutung hat. ZUSAMMENFASSUNG. Es wird eine Methode beschrieben, um f??r jeden der Gitter-typen, die durch die 230 r?¤umlichen Gruppen von Deck-operationen definiert sind, die Schwingungsformen der Eigen-schwingungen zu finden, und die Richtung des dabei auftretendenelektrischen Moments zu bestimmen. Zu diesem Zweck wird dieselbe Aufgabe zun?¤chst gel??stf??r endliche Punktsysteme, die als Deckoperationen die Opera-tionen einer Punktgruppe zulassen, die mit einer der Raum-gruppen isomorph ist. (Kap. I und II).



??? Nachher wird gezeigt, wie man das Problem der Gitter-schwingimgen auf das Problem der Schwingungen endlicherPunktsysteme zur??ckf??hren kann. F??r einige, in der Naturh?¤ufig vorkommende Gilter wird das Resultat ausf??hrlichangegeben (Kap. III). ??ie Tatsache, dass die experimentell gefundenen Reslslrahlenbei Reflexionsmessungen ultraroter Strahlung an Kristullober-fl?¤chen mit den â€žaktiven" Eigenschwingungen eines Kristalleszusammenh?¤ngen, erm??glicht eine Pr??fung der Theorie durchVergleich mil der Erfahrung. In den F?¤llen, wo die Reflexions-maxima alle im kurzwelligen Gebiet liegen, isl die ?œberein-stimmung sehr gut. Im langwelligen Gebiet sind die Messungenmeistens sehr unvollst?¤ndig, wodurch sichere Schl??sse oftunm??glich sind. Auch hier scheint die Theorie die Erschei-nungen jedoch richtig wiederzugeben.
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??? Stellingen. I. Elk puntsysteeni kan ,symmetrische" trillingen uitvoeren. II. Indien mocht blijken, dat fluoriet in het ultrarood tweereflexiemaxima levert, is het geenszins zeker, dat de in de theoriegevonden inactieve eigentrilling bij de verklaring van ditverschijnsel een rol speelt. M. Born. Encykl. d. Math. Wiss. V, 2, 5 biz. ?œ27. III. Het feit, dat de verschillende Heliumatoommodellen eenonjuiste waarde voor de ionisatiespanning hebben gegeven,bewijst nog niet, dat het noodig is, de wetten der mechanica te wijzigen. H. A. Kramkkh. Ztfichr. f. Phyeik 13, 5, 1923. IV. Bij het oplossen van sommige vraagstukken uit de waar-schijnlijkheidsrekening wordt met voordeel van de foutenwetvan van Loon gebruik gemaakt. J. U. van Loon. Mittcilungon ??l)or Gegcnsliindo doa Artillorie-und Geniewosons 1914, 3, 4 cn 7. V. Een verschijnsel heeft zich bij fjt, proeven m maal voorgedaan,en n = (j.â€” m maal niet. Gevraagd de kans, dat het zichbij de volgende proef voordoet. Er wordt meestal te weinig aandacht gevestigd op

het feit,dal dit een geheel onbepaald vraagstuk is.



??? VI. In Sghwarzsghild\'s onderzoek betreffende de lichtverdeelingover de zonneschijf, trekt hij het besluit, dat deze in hoofd-zaak door verstrooiing beheerscht wordt; dit volgt niet nood-zakelijk uit zijn verhandeling. Berl. Der. 1914. VII. Het is niet wenschelijk, bij het opbouwen van structuur-formules van organische stoffen te veel aan de vierwaardigheidvan koolstof vast te houden. VIII. De oplossing van het door Baudet behandelde sluitings-probleem op de hyperbolo??de kan door een eenvoudige meet-kundige redeneering gevonden worden. Handelingen van het XVIdÂ? Ned. Nat. en Gen. congres, 1917. IX. Het verdient aanbeveling, bij het onderwijs in de wiskundeaan de Nederlandsche Universiteiten, aan de getallentheoriemeer aandacht te schenken dan tol dusver gebruikelijk was. X. â–  Het is wenschelijk, het gebruik van de rekenliniaal in hetleerplan voor H. B. S. en Gymnasium op te nemen.
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