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EINLEITUNG.

Vorliegende Arbeil ist entstanden ans dem Versuch, einen
Beitrag zn liefern zur theoretischen Deutung der Beobachtungen
iiber das Reflexionsvermagen ullraroter Strahlung an Kristall-
oberflichen. Die wichtigsten experimentellen Untersuchungen
uber diesen Gegenstand sind fiir das JJangwellige™ Spektral-
gebiet ) von 1. Rupexs und seinen Milarbeitern ?) angeslellt
worden. Besonders inferessant sind auch die Messungen von
Cr. Scoieen und M. Scuveenr ?) im  kurzwelligen” Spektral-
gebiet. Das Ergebnis dieser Messungen lisst sich im allgemeinen
s0 aussprechen: das Reflexionsvermogen hal an den meisten
Slellen des Spektrums einen verhitltnismissig geringen Werl,
steigt aber bei gewissen Werten der Wellenlinge fusserst
schnell; und gibl ein stark ausgepriigles Reflexionsmaximum. 4)
Diese Reflexionsmaxima liegen bei den verschiedenen Kristallen
an - verschiedenen Stellen des Spektroms; anch die Anzahl
dieser Maxima isL in hohem Masse von der Art des belrelfenden
Kristalles abhiingig,

Nach der heutigen Vorstellung iiber die Struktur der Krislalle
kann man diese Erscheinungen gehr einfach deuten. Ein Kristall
ist nimlich ein Raumgilter, dessen Bausteine aus — im all-
gemeinen elektriseh geladenen — Atomen gebildet sind, Diese

) Damit pflegt man das Spektralgebiet mit Wellenlingen grisser als
etwa 20z anzudenten, Das ultrarote Spektralgebiet mit kleineren Wellen-
lingen heisst das <kurzwelliges Gebiet,

‘) H. Runess, Berl. Ber. 1015 8. 4; Tw. Ligniscn u, H. Runpexg,
Berl. Ber, 1919 8. 108 u. 876. Niihere Literaturangabe siche Encyvkl. d.
Math, Wissenschaften V. 2, 5, Art. von M. Bony. S. 622, :

9 Cr. Scuiiver u, Martoa Scuuvserr, Ann. d. Ph. (1) 60 (1916)
8. 283; Ztschr. f, Phys, 7 (1021) 8, 207, 8. 300 u. S. 313.

') Siehe die Figuren in Kap. 1V, wo das Reflexionsvermigen als
Funktion der Wellenlinge graphisch dargestellt wind
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konnen, wie aus der allgemeinen, von M. Borx ') ausgebildeten,
Kristalltheorie hervorgeht, im Gitterverbande gewisse Eigen-
schwingungen ausfithren, und zwar in endlicher Anzahl. )
Fallt nun auf den Kristall eine elektromagnetische Welle von
einer Schwingungszahl die der Schwingungszahl einer solchen
Eigenschwingung gleich, oder doch wenigstens annithernd gleich
ist, so kann diese Eigenschwingung unter Umstiinden durch
Resonanz besonders stark angeregl werden, wobei die Energie
dieser Schwingung der Energie der Slrahlung entnommen
wird, Es tritt also eine starke Absorplion der belreffenden
Strahlenart ein. Andererseits findet man aber auch eine be-
sonders slarke Reflexion, da bekanntlich nach der Maxwellschen
Theorie das Reflexionsvermogen nahezu in gleicher Weise mil
dem Extinktionskoeflizienten ab und zunimmt. ) Ist dagegen
die Frequenz der auffallenden Strahlung von den Eigen-
[requenzen des Gitters merklich verschieden, so kommt keine
Resonanz, und also auch keine besonders starke Absorplion
und Reflexion zustande, Jedes Reflexionsmaximum beziehl sich
daher auf eine im Kristallgitler vorhandene Eigenschwingung.
Damit ist das Problem dieser ,Reststrahlen™ aul das Problem
der Eigenschwingungen der Kristallgitter zartickgefiihrl. Um-
gekehrt gilt aber nicht, dass jede im Gilter mogliche Eigen-
schwingung eine aussergewohnlich starke Reflexion  gleich-
frequenter Strahlung veranlassl, Um dies einzusehen muss
man bedenken, dass der Enfluss der Strahlung, die wir immer
als polarisierl vorausselzen wollen, aufl die lonen im Giller als
die Wirkung eines homogenen elektromagnetischen Wechsel-
feldes zn betrachten ist, weil die hier in Betrachl kommenden

) M. Borx: Dynamik der Kristallgitter, M. Borx: Zitschr. {. Phys,
7 (1921) B. 217; 8 (1922) 8. 390. Encykl. d. Math, W. V. 2, h: Art
von M. Borx iiber Atomtheorie des festen Zustandes.

) Wir werden in Kap. 11T noch niher darauf zoriickkommen.

) Die hier angestellte Betrachtung bezweckt nur, ein ziemlich rohes
Bild ven den Vorgingen zu entwerfen, In Wirklichkeit sind dic Eigen-
frequenz und die Frequenz maximaler Reflexion nicht genan gleich, Da
vorliegende Arbeit jedoch keine numerischen Rechnungen enthilt, ist
dieser kleine Unterschied hier belanglos. Vgl K. FirsteRLinG, Ann, d.
Phys. (4) 61 (1920) 8, 577.
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Wellenlingen des ultraroten Spektrums sehr gross sind im
Vergleich zu den Abstinden der lonen im Gitter. Dabei kann
man, wie fast immer in solchen Fiillen, den Einfluss des
magneltischen Wechselleldes gegeniiber den des elektrischen
Feldes vernachlissigen, und also die Strahlung als ein
elektrisches  Wechselfeld auffassen. Nun ist aber klar, dass
~irgendeine Eigenschwingung nur dann von dem Wechselfelde
angeregt  werden kann, wenn bei dieser Schwingung ein
elektrisches Moment ') auftritt mit einer von Null verschiedenen
Komponente in der Richtung des Feldes: sonst kann ja die
Strahlung keine Arbeil an dem schwingenden System leisten,
und also auch nicht dessen kinetische Energie vergrossern.
Es gibt demnach zwei Fille, wo keine stirkere Reflexion
anftritt, obwohl die Frequenz der Strahlung genan einer Eigen-
frequenz des Gilters gleich ist. Erstens ist dies der Fall, wenn
der elekirische Vektor der einfallenden, polarisierten Strahlung
senkrechl zum Vektor des bei der Eigenschwingung aufltretenden
elektrischen Momenls steht, und zweilens wenn das elektrische
Moment der Eigenschwingung Null ist.  Eigenschwingnngen
der letzten Arl werden wir inaltiv nennen, im Gegensalz zu
den Schwingungen mit einem von Null verschiedenen elek-
trischen Momenl, die altiv heissen. Um zu entscheiden, oh
eine bestimmle Eigenfrequenz des Gitlers akliv oder inakliv
ist, ist es notig die Selwingungsform zu kennen, d.h, man
muss  wissen in weleher Weise die lonen  gegen einander
schwingen,

Die vollstimdige Deutang  des  experimentellen  Malerials
witrde nun nach obigen Betrachtungen zn der folgenden, sehr
nmfangreichen theoretischen Aufgabe fithren: Man misste fiir
jedes beliebige Raumgitler die Schwingungszalilen der Eigen-
schwingungen und  die  dazn gehorigen Sehwingungsformen,
sowie die Anzahl der oplisch aktiven und inaktiven Schwin-
gungen und die Richlung des elektrischen Moments be-

1) Dieser Begrilf wird an dieser Stelle als aus der I-Ixporiuwntnlph\-gik
bekannt voraunsgesetzt. Spiter (S, 10) wird die genaue, fiir nnseren Zweck
gecignete Definition angegeben.,
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Konstante nicht mehr aus, und zwar wiichst die Anzahl dieser
unbekannten  Konslanlen sehr schinell mit der Anzahl der
lonen. In digsen Fiillen fehlt immer das notige experimentelle
Malerial zur Berechnung dieSer Konstanten, und damit ist
vorliufig die Moglichkeit zur theorelischen Berechnung der
Eigenfrequenzen abgeschnitien. !)

Was den zweiten Teil der auf Seile 3 formulierten, allgemeinen
Aufgabe betriffl, nimlich: die Bestimmung der Schwingungs-
formen, der Auzahl oplisch akliver und nicht-akliver Schwin-
gungen, und der Richtung des elekirischen Moments bei
aktiven Schwingungen, daliie lisst sich eine Losung finden,
die der Sache belrichtlich weiter auf den Grund geht als
dies bis jelzl geschehen isl.

[ibenso  wie die Berechnung der Schwingungszahilen, so
gehort auch die eollstindige Bestimmung der Schwingungsform
s den numerischen Rechnungen. Jedoch stellt sich heraus,
dass es moglich ist, durch Beriicksichtigung der Syminetrie-
eigenschuften des Raumgitlers sehr viel iber die Schwingungs-
formen zu erfahren, und die Frage nach der Anzahl akliver
und inakliver Schwingungen und nach der Richlung des
eleklrischen Momenls  gewissermassen  vollslindig  zu losen.
Die Unlersuchung nach dem  Einfluss der Kristallsymmebife
aul die Eigenschwingungen bildet den Hanplgegenstand dieser
Arbeil. Was sich hierbei iiber die Schwingungsformen ergibt,
hat an sich nur ein theoretisches Interesse, da eine direkte
Prifung  wohl nicht moglich ist. Dagegen sind die daraus
abgeleiteten Schltisse  hinsichUlich  der Fragen, die sich auf
das elektrische Moment bezichen, deshalb wichlig, weil sie
direkt mil der Exfahrung verglichen werden konnen. Man kann
mil  Recht hoffen, dass sich daraus, wenn vollstindigere
Messungen des Reflexionsvermogens ultraroler Strahlung vor-
liegen, eine Methode ergeben wird, um die durch Rontgen-

' Es wiire vielleicht mbglich, noch einigo einfache Gitter zu finden,
die zu numerischen Rechnungen geeignet sind; doch wiire kaum zu
erwarten, dass solche Rechnungen den Einblick in die Natur der Sache
wesentlich vertiefen wiirden.
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stimmen. ) Diese Aufgabe ist nur in wenigen, sehr einfachen
Fillen gelost worden. Hier sind an erster Stelle die von
M. Borx ausgefiihrien Rechnungen bei den Alkali-Haloiden,
Zinkblende, Flussspal, usw. zu erwiihnen ?). Das Ergebnis
dieser Rechnungen stimmte zum Teil sehr gut mit der Er-
fahrung tberein, bei den Silber- und Thallinmsalzen dagegen
ist diese Ubereinstimmung weniger befriedigend.

Wir wollen uns nun klar machen, inwiefern eine Weiler-
bildung der Theorie fiir verwickeltere Gilter Erfolg verspricht.
In simtlichen oben aufgezihlten Fillen gibt es nur eine
aklive Eigenschwingung, die dadurch enlsteht, dass das Gilter
der Melallionen als starres Gebilde gegen das ebenfalls starre
Gitter der fnibrigen lonen schwingt?). Die Frequenz der Eigen-
schwingung hiingt demnach nur ab von den bekannten Massen
der Tonen und den Bindungskriiften zwischen den lonen dieser
beiden Gilter. Diese lassen sich nach der Bornschen Theorie ')
in einer Konstante zusammenfassen. Da man tiber die Grossen
der Bindungskriifte zwischen den lonen bei der grossen Un-
bestimmtheit der Bohrschen Vorstellungen fiber den Baun der
Elekironenhitllen noch sehr wenig Quantitalives sagen kann,
muss man diese Konslanle aus anderen Kristalleigensehallen
zn bestimmen versuchen. Das isl nun in oben erwilinten Fiillen
mit Hilfe der Kompressibilitit und  Dielektrizitiitskonstanle
auch wirklich gelungen.

Geht man nun aber iber zo Kristallen, die ans mehreren
Tonenarten zusammengesetzt sind, so kommt man mil einer

) Es wiire auch sehr wiinschenswert, etwas niher anf die Frage betrelfs
den Absolutwert des Rellexionsvermigens als Founktion der Frequenz der
auffallenden Strahlung und der Temperatur eingehen zo kiinnen. Solange
es aber noch keine Theorie der Energiedissipation in Kristallen gibt st
daran nicht zn denken.

) M. Borx. Berl. Ber. 1018 8, 604; Phys. Ztschr. 19 (1915) 8, hif;
Ann. . Phys, 61 (1019) 8. 87; Verh. d. Deutsch Phys, Ges, 21 8, 100,
H33. M. Borx u. E. Bormaxy, Ann, d, Phys, 62 (1920) 8, 218, Siche
auch: W, DenraNaer, Phys, Ztschr, 15 (1014) 8, 2706,

') Vgl Kap. 111

4 le.
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analyse gefundenen Kristallgitter auf ihre Richtigkeit zu
pritfen. ')

Was nun die Methode belrilit, sei Folgendes bemerkt: Es
gibl nach Scuonrvies ?) 230 nach ihren Symmetriceigenschaften
verschiedene Raumgitter; jede Symmelrieart ist durch eine
der 230 riumlichen Gruppen von Deckoperationen definierl.
Die oben formulierte Aufgabe f(tihrl also dahin, dass man fir
jedes Punklsystem, welches eine dieser riumlichen Gruppen
zulisst, die verschiedenen Schwingungsformen und das Verhalten
des elektrischen Moments untersuchen muss. Das Problem in
dieser Form anzugreifen, wiire sehr miihsam. Gliicklicherweise
kann man die Sache erheblich vereinfachen, wenn man bedenkl,
dass nach dem Geselz des lsomorphismus ) der 230 riumlichen
Gruppen mit den 32 Punktgruppen, die bekanntlich die 32
Kristallklassen bestimmen, eine enge Beziehung besteht zwischen
den Symmetrieeigenschallen der unendlichen Gitter und den
sSyminetrieeigenschaften der endlichen Punktsysteme, Es liegl
also der Gedanke nahe, zuerst die Theorie der endlichen
Punktsysteme zu entwickeln, und dann eine allgemeine Methode
zu suchen um die dort erhaltenen Resullate aufl die unend-
lichen Raumgilter aunszudehnen.

In der Weise erreichl man zwei wesentliche Vorteile: Erstens
ist die Theorie der Eigenschwingungen endlicher Punklsysteme
an sich physikalisch wichtig. Es gibt nimlich in vielen Kristallen
gewisse lonengebilde, wie COy , NOs, SO¢ , usw., die durch
besonders starke Krilte zusammengehalten werden, in der
Weise, dass man in erster Nitherung die inneren Schwingungen
als unabhiingig vom Gitterverbande anselien darf. Die Deulung

') Mehr als die Mdiglichkeit zur nachtriiglichen Priifung kann dabei
nicht herauskommen. An eine Gillerbestimmung ist nicht zu denken, da
natiitlich die darch  Reflexionsmessungen  gefundenen Resultate keine
cindeutigen Schlitsse auf die Gitterstruktur gestatten,

") A. Benixriies, Kristallsysteme und Kristallstruktur,

‘) Biche A. SeniNrLIEs Le. 8. 361, Eine kurze Zusammenfassung der
fiir unseren Zweck wichtigsten Resultate der Theorie der Raumgruppen
werden wir in Kap. II1, § 1 geben,



.

i

der Reflexionsmaxima, die mit diesen inneren Schwingungen
zusammenhingen, fihrt also sofort auf das Problem der Eigen-
schwingungen endlicher Punktsysteme. Auch in der Theorie
der Zerstreuung des  Lichles wird man zum selben Problem
gelilirt: in einer Arbeit iiber diesen Gegenstand hat M. Borx 1)
die Frage nach den Eigenschwingungen von Punklsystemen,
die eine Grappe von Deckoperalionen zulassen, zum ersten
Mal gestellt, und dieselbe fiir einen speziellen Fall gelost. ?)

Ein zweiler Vorteil isly dass eine Untersuchung simtlicher
230 theoretisch moglichen Gitler nun @iberfliissig wird, wenn
man nar in jedem speziellen Fall nach einem allgemeinen
Prinzip feststellen kann, wie man die bei den endlichen Punkt-
systemen erhaltenen Resultate anf die Raumgitter ausdehnen
muss, (Siche Kap. ). Dies leuchtel wmso mehr ein da man
weiss, dass in o der Natur nur eine verhiltnismissig geringe
Aunzahl dieser Gitter vorherrseht,

) M. Borx. Verh. d. 1. Phys. Ges, 1917 8. 243,

) Nimlich fitr endliche Systeme, die die Operationen der Vierergruppe
zulassen, ohne spezicllo Berticksichtigung der PPunkte auf den Symmetrie-
achsen, Bei dem Versuch, diese Theorie weiterzabilden, und zwar in Bezug
auf die Systeme mit der Tetraesdergruppe, hat sich ein Verschen einge-
schlichen,



KAPITEL I.

Endliche Punktsysteme nicht-regulirer Symmetrie.
§ 1. ALLGEMEINES.

Wir beltrachten ein beliebiges, endliches System, zusam-
mengesetzt aus s Partikeln Py . .. Pe. .. Pomit den
Massen #ty . . . mg . . . me und den eleklrischen Ladungen
€1« .. € . .. e Es wird vorausgeselzl, dass zwischen den
dartikeln nur Zentralkriifte wirken, unter deren Einfluss das
System in stabilem Gleichgewicht ist.

Wir suchen nun Schwingungen dieses Systems mil der
Frequenz «, wobei die Partikel 2 mit den Amplituden U,
schwingen. Die Komponenten dieser Amplituden nach den
drei Achsen eines rechiwinkligen Achsensystems seien: Uy,
Uiy und Uspe. Man weiss nun aus der analylischen Mechanik, ')
dass diese Schwingungen bestimmt werden durch 335 lineare,
homogene Gleichungen zwischen den Amplitndenkomponenten,
deren Koefizienten lineare Funktionen von «* sind. Man kann
diese Gleichungen so schreiben, dass nur die Haupldiagonale
der Determinante dieser Gleichungen die Terme mil @? enthall,
Als allgemeine Form kann man also angeben #):

w2mi Uyt \_‘}_:("']‘.) Doy ==01% setdsnainall)

Koy \LY,
Dabei bedeulet N eine Summalion uber die Werle 1 bis s
-

3 bedeulel eine Summaltion aber x, y und 2. Die Symbole ("" ]")
] : \Z Y
sind Abkirzungen [iir gewisse, reelle Konstanten, die [iir jedes

') Siehe z. B, Wurrraken, Analytical Dynamics. 8, 177,

*) Die Bezeichnungen sind den Arbeiten von M. Borx (Le.) entnommen,
um spiter einen bequemen Ubergang zu den unendlichen Gittern zu haben,
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Werlepaar (& &) und fiic jede Kombination (=, y) definiert
sind; ihre Grosse wird bestimml durch die Krifle zwischen
den lonen, und die Struklur und Dimensionen des Punkt-
systems. Dieselben Konstanten treten auch auf als Koeflizienlen
im Auvsdruck fiir die potentielle Energie, geschrieben als
homogene quadratische Funklion der Verrtickungen der Parlikel
aus ihren Gleichgewichlslagen.

Die 3 s Gleichungen (1) ergeben nur dann eine von Null
verschiedene Losung [iir die Amplitudenkomponenten, wenn
die Delerminanle A der Koeflizienten verschwindel. Das gibt
eine Gleichung des 3sten Grades in w? deren Wurzeln
siuntlich reell und positiv oder Null sind '). Zu jeder Wurzel
kann  man mil den Gleichungen (1) die Verhilltnisse der
Amplitudenkomponenten berechnen, s gibt also 3 s Frequenzen,
und zu jeder Frequenz gehort eine charakteristische Schwin-
gungsform. Anders wird es jedoch, wenn die Gleichung & == 0
eine oder mehrere mehrfache Wuarzeln hal. Nach einem all-
gemeinen Theorem ) sind ndmlich von den 3 s Gleichungen
(1) nur (35 — &) von einander unabhdngig, wenn man in die
Koeflizienten fir @ eine A-fache Wurzel der Gleichung & == 0
ecinsetzl, Zu mehrfachen Wuarzeln gehort also nicht eine be-
stimmle Schwingungsform, sondern unendlich viele, und zwar
gehorl zu einer A-fachen Wuarzel eine (& — 1)-fach-unendliche
Mannigfaltigkeit von Schwingungsformen, Schon bei den all-
gemeinsten Punklsystemen spielen diese mehrfachen Wurzeln
eine Rolle, niamlich bei den sogenannten Nullfrequenzen. Man
sicht leicht, dass w == 0 eine G-lache Wurzel der Gleichung
A == 0 sein muss. Denn erteill man den Punklen des Syslems
solche Verrtckungen, dass dicse einer Translation des ganzen
Systems in der X-; Y- oder Z-Richlung, oder emner Rolalion
um eine der Koordinatenachsen enlsprechen, so kehrl das
System aberhaupt nicht (mit der Frequenz 0) zu seinem
ursprimglichen Zustand zurtick. Jeder dieser Bewegungen enl-

) Vgl Wirrrakenr Le.
1) Siche G. Kowarewsky., Einfithrung in die Determinanten-Theorie

8% 115, 116, S. 272,
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spricht also eine Frequenz Null: @ =0 ist demnach eine
6-fache Wurzel '). Nach dem oben erwihnten Theorem muss
sich infolgedessen eine H-fach-unendliche Mannigfaltigkeit von
,Schwingungsformen” ergeben. Und das ist offenbar der Fall,
weil man doch durch eine beliebige Translation, verbunden
mit einer beliebigen Rotalion o0® Bewegungsformen erzielen
kann. Ausser diesen trivialen Nullfrequenzen werden wir in
manchen Fillen noch andere mehrlache Wurzeln finden, die
fiir das Verstindnis der moglichen Sehwingungsformen von
wesentlicher Bedeulung sind.

Um in jedem Falle enlscheiden zu kénnen, ob eine Schwin-
gung akliv oder inakliv ist, muss man das elektrische Momenl
berechnen, definierl als Vektor M, dessen Komponenten ge-
geben sind durch:

4”.; — : Cl: (",(-_,; .”_., = :, (48 {-‘;,,; ”_ —_ : ey Uf. . ‘2)
k=1 k=] ki = |

In dem allgemeinen Falle, wo das Punklsystem keine Sym-
melrieeigenschaften #) hal, und keine ganz speziellen Bezie-
hungen zwischen den verschiedenen, das Syslem bestimmenden
Grossen vorliegen, sind  simtliche Schwingungen akliv., Auf
einen spezicllen Fall sei noch hingewiesen: Wenn alle Partikel
des Systems gleiche Massen und  gleiche Ladungen haben,
kann aul Grand des Schwerpunktsalzes kein eleklrisches
Moment in irgend einer Richtung entstehen.

Im Folgenden wird nun der Einfluss der verschiedenen
moglichen Symmetricelemente und Kombinationen von Sym-
melrieelementen aul die Schwingungen untersucht, Die Tal-
sache, dass ein  Punktsyslem die  Deckoperalionen einer
Symunelriegruppe zulisst, muss sich in gewissen Bezichungen

zwischen den Koellizienlen (I" ,'/) aussern. Der direkleste Weg
e

') Nur wenn simtliche Punkte des Systems anf einer Gerade liegen,
gibt es nur zwei Rotationen, und w =0 ist cine 5-fache Wurzel, Im
trivinlen ‘Falle s == 1 ist w eine 3-fache Wurzel.

‘) Die einzige Deckoperation fiir diese Systeme ist die Identitit. Scuox-
¥LIES (Le.) bezeichnet die beziigliche Gruppe met O, indem er die Identitit
als Drehung um eine «einzihlige Symmetricachses auffasst,
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wiire also, diese Beziehungen zu suchen und deren Einfluss
aufl die Schwingungen zu ermilleln. Ersleres konnte dadurch
geschehen, dass man auf die genaue, hier nicht angegebene, ')
kk
»y )

Definition der Konstanlen zuriickereift, und daraus, mil
D b | ]

Hilfe geomelrischer Erwigungen, die gesuchien Beziehungen
ableitet.

Wir haben jedoch diese Methode nicht gewihllt, weil ihire
Durchfiithrung in vielen Fillen sehr mihsam isl. Die gegebene
Methode hat dagegen den Vorzug, von einer Belrachlung
dieser Koeflizienten ganz unabhiingig zu sein; auch kommen
die Schwingungsformen, woraul es doch schliesslich ankomml,
in ganz natirlicher Weise zum Vorschein, was von der anderen
Methode nicht gesagl werden kann,

-
§ 2. PPUNKTSYSTEME MIT EINER SYMMETRIEEBENE ?).

Wir nehmen die Y Z-Ebene cines
Pl el daed SR rechlwinkligen Achsensystems als
Symmelricebene des betrachteten
0 X Punktsystems an. Im Halbrawm
2 >0 sollen m Pankle P liegen
(== 1,....m); die daraus durch
Spiegelung an der Y Z-Ebene her-
Fig.l. \'Ul‘gﬂllf‘lllh‘.'ll "unkle  bezeichnen
wir mil 277", Schliesslich sollen in
der  Symmetrieebene &y Punkle Py liegen®) (2" ==1....k)\

) Vgl aber Kap, IIL

‘) Die Schinfliessche Bezeichnung der zugehorigen Symmetriegruppe
ist O,

') Die spezielle Beriicksichtigung dieser Punkte i der Symmetriechene
geschicht zuniichst zwecks grisserer Allgemeinheit. Zwar liesse sich dies
vermeiden, jedoch wiire das nicht empfchlenswert. Wir werden am Ende
dieses Paragraphen auf diese Frage zuriickkommen. Was die Dezeich-
nungen betrifft, sei fiir dieses Kapitel Folgendes festgestellt: Die Anzahl
der beliebigen, nicht anf irgendeiner Symmetricebene oder -achse liegenden
Puankte sei m: die Anzabl der Punkle auf einer Symmetricachse wird mit
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-

Wir wollen aber im Folgenden die Indices x und « immer
weglassen, um in den spiteren verwickelteren Fillen keine
storende Anhiufung der Indices zu erhalten. Es sollen daher
die Punkte mil P, P und P bezeichnet werden, und die
zugehorigen  Amplitudenkomponenten mit U1, U U, usw.
Diese letzlen Grassen treten jetzl in dem allgemeinen Gleichungs-
system (1) als Variabelen auf. Eine einfache Uberlegung zeigl
nun, welchen Bedingungen die 3 s =3 (2m -+ k) Schwin-
gungen infolge des Auftrelens der Symmelrieebene geniigen
miissen. Wenn namlich fiir irgendeine mogliche Schwingung
des Syslems die Amplitudenkomponenten die beslimmlen
Werte U, U, U, U, .. .. usw. haben, so ist auch eine
brh\'.mgung moglich, die durch die Werte =0, 0", —U,,
l,', ', usw. charaklerisiert ist, und zwar miissen diese beiden
Schwingungen dieselbesFrequenz aufweisen. Wenn man also
in dem allgemeinen Gleichungssystem (1) die erstgenannten
Variabelen U ... usw. durch die Variabelen — U™, .. usw.
erselzt, soll jede Losung des dadurch enlstehenden Syslems
einer Losung  des urspriinglichen  Syslems  gleich sein, Das
hetsst: Es soll das Syslem (1) invariant sein gegentiber den
Substitutionen:

i't}],, __”(2); U® ., _\(:(1). Ue>— U, {'(Il l "l

('UI ,Hll (ryh’ !.lr!’_ U'_ll" {rl.:‘l. l;i!l_' l'-'.l“' U.- “

) < s 2 2 s &

o (3)

Die daraus sich ergebenden  Verhitllnisse konnen wir amn
besten tbersehen, indem wir jetzt neue Variabelen einfithren,

definiert durch:
Vo= U + Uz’ V,=Uy — U, Ve=U—U:
Wem U — UP Wy= U+ U Wy= U4 U8 .4

Ur= U, Uy==iUy U. = .

Dadureh wird das System (1) transformiert in ein anderes,

fin oder h, angedentet, jo nachdem die Achse horizontal oder vertikal steht.
Ebenso st die Anzahl der in ciner Symmetricebene liegenden Punkte
kx oder k. je nachdem die Ebene horizontal oder vertikal steht. Liegt cin
Punkt sowohl auf einer Symmetrieachse, wie in ciner Symmetrieebene,
#0 bleibt die Bezeichnung h, oder A,.
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ebenfalls lineares, System S mil den 3 (2 m - k) Variabelen
V., W., U. usw. Auch dieses System soll gegeniiber den
Substitutionen (3) invariant sein. Offenbar bleiben dabei die
Variabelen W, W, W., U, und 7. unverindert, wiihrend
die Variabelen 17, V7, V= und 0/, das Vorzeichen wechseln.
[2s sei nun irgendeine Gleichung ') des Syslems S:

Sar Ve F o U+ Wt dUy+eUs=0.. (5)

Dureh die Substitutionen (3) transformierl sich (5) in:

—Ya Ve —bUc+ e We+dU,+elU:=0..(ba)

—
v A

Diese Gleichung soll also ebenfalls zum System S gehioren °).
Dureh Addition nnd Substraktion folgt aus (5) und (Ha):
' Sae Ve b Ur=0,. .~. . . .. ()

.

Nee WotdUy FelUs=0 , . .., (6))
s tritt daher eine Spaltung aul zwischen den Variabelen 17,
Ve Ve, Ue und W, W, W. U, U. Dasselbe kann
man mit den anderen Gleichungen des Syslems S vornelimen,
und man erhiilt nar Gleichungen von den Typen (Ga) oder
(GB). Die Gesamtzall dieser Gleichungen belrigl 3(2m 1 &),
da wir von ebensoviel Gleichungen ansgegangen sind, und
daran durch Anwendung der Subslitutionen (3) nichts gedindert
wird, Unter diesen gibt es (3w - &) Gleichungen vom Typus
(Ga) und (3w -+ 24) vom Typus (G&4), denn nur so findet
man in jeder Gruppe soviel Gleichungen wie die Anzahl der
hetreffenden Variabelen belrdigt, nnd das ist nolig, denn sonsl

1) Diese Gleichong ist so zn verstehen, dass die Grossen U, 1 I
und auch b, d, e, a,, ¢, mit Indices »* oder x verschen sind, und dass
nach « und x summiert wird (2 ==1 ... b x =1 ... m) Weil dieso
Indices einfachheitshalber weggelassen warden, mitssen jetzt anch die
Summenzeichen X und .‘: unterbleiben,

) s st ntu'hjr mi‘ng]i:h, dass (Da) nicht zu 8 gehict, sondern cine lineare
Kombination der Gleichungen S darstellt, In dem letzten Falle kann
man e aber immer so einrichten, dass (ba) schliesslich doch zu S gehiirt,
indem man S darch geeignete lineare Kombinationen umformt,
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wiirde man in einer der Gruppen zu wenig Gleichungen finden,
und das wiirde bedeulen, dass das urspringliche System nicht
aus unabhiingigen Gleichungen besteht. Man sieht aber leicht,
dass dies unmaoglich ist.

Das Ergebnis aus obigen Beltrachtungen lisst sich folgender-
massen aussprechen: Das urspriingliche Syslem S spaltet in
zwei Teilsysteme S; und Ss; Si besteht ans (3 m -+ L)
Gleichungen mit den Variabelen V., V,, 1., U, (und selbsl-
verstindlich «?%), S: aus (3m -+ 2%,) Gleichungen mit den
Variabelen W., W, W., U, U. (und «%).

Wir bezeichnen nun die Determinanten der Koeffizienten
der Systeme S; und S: mit Ay und A Beide sind Funk-
lionen von w®

Man kaun nun offenbar aul zwei Weisen erreichen, dass
den Gleichungen der Systeme S, und Se geniigt wird '), niimlich:

entweder Ay =0; Wo=Wy,=W.=U,=U:=0 (7a)
oder Ai=0:0 Vo= Vo= Ve=iUs=0« “vu (7b)

ke

Also auch div Lisungen spalten in zwei Gruppen. Fiir die
eine Gruppe (7a) gilt Ay = 0. Das ist eine Gleichung des
(3w -+ k)ten Grades in w? und diese ergibt (3 m -+ L))
Werle fiw «% d.h. (3m -+ k) Frequenzen. Hier gilt, nach (7a)
mit Ricksicht anf die Definition der Variabelen 117;

Ud=0%; U =— 0P t"=—pv®; U,=0; U.=0. (84)

s schwingen also bei diesen (3 m -} k) Schwingungen zwei
zur Y Z-Ebene  spiegelbildlich gelegene Pankle in der Weise,
dass die Komponenten senkrecht zar Symmelricebene gleich
sind, withrend die Komponenten parallel zu dieser Ebene das
entgegengeselzte Vorzeichen haben. Die Punkle P schwingen
senkrecht zur Symmelriechene,

Fiir die zweite Gruppe (75) gilt Ay == 0. Das ist eine Gleichung
des (Fm -+ 21, )ten Grades in «® und dieselbe ergibt also
(3 21) Frequenzen. Diese Schwingnngen sind nach (78),

') Die Frage inwiefern damit simtliche Bewegungsmiglichkeiten des
Systems gefunden werden, wird anf Seite 16 niher erbrtert.
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mit Riicksicht auf die Definition der Variabelen 17, charak-
terisiert dureh:
1) (2

(= SR =N T T T 05 (85)
Das heisst aber, dass diese (3 m -2 /) Schwingungen sym-
melrisch zur Symmetrieebene erfolgen.

Damit ist gezeigt, dass die 3s=23 (2m - k) Schwin-
gungen, welche nach der allgemeinen Theorie (S. 9) vorhanden
sein miissen, in zwei Gruppen gespalten sind: (3 m - )
Schwingungen vom Typus (Sa) und (3 m -+ 2 £,) Schwingungen
vom Typus (84). )

Wie aber schon in § 1 dieses Kapitels betont wurde, sind bei
jedem ?) endlichen Punktsystem 6 uneigentliche Schwingungen
zn erwarten, fiir welehe @* =0, und die den 3 Translalionen
und Rolationen des ganzen Systems entsprechen. Nun gehoren
ersichtlich die Translation parallel zor X-Achse, und” die
tolationen um die Y- und Z-Achse zum Typus (Sa), und die

)} Wir haben hei der Ableitung immer die Schwingungsgleichungen
benntzt, K« mige hier bemerkt werden, dass man desselbe Resultat anch
bekommen kann, wenn man von dem quadratischen Ausdrock fiie die
potentielle Energie ansgeht. Sind TR PR AL T\ T o R T) L T Y I T | 1
Verriickangen der Partikel ans ihren Gleichgewichtslagen, so ist die
potentielle Energie eine homogene quadratische Funktion dieser Grissen,
Diese muss nun anch gegeniiber den Substitntionen (3) invariant sein.
Auch  hier fiihret man nene Variabelen ein, die den Variabelen (1)
genan nachgebildet sind, 2B vl ¢ 6l usw. Man bekommt eine
wicderum homogene, quadratische Funktion in den neaen Variabelen, Diese

muss nun so beschaffen sein, dass  sie ungeindert bleibt, wenn die
Variabelen v, #,, . unil u, das Vorzeichen wechseln, Daraus folgt, duss
in diesom Ausdruck nur Kombinationen anfteeten kdnnen der Variabelen
e, vy, v und e, oder e, w,, w,, v, und ., withrend jedoch Kombina-
tionen von Variabelen der einen Groppe mit Variabelen der anderen
Gruppe ausgeschlossen sind, Die potentielle Energie Fisst sich also spalten
in zwei Teile, deren jeder nur die Variabelen einer bestimmiten Art enthilt,
Schlicsslich muss man noch beweisen, dass dies auch eine Spaltung der
Schwingungen verursacht, In diesem Falle ist das pun auch sehr einfach:
wenn man niimlich die Schwingangsgleichungen herleitet ans dem Aus-
druck fiir die potentielle Energie, so findet man zwei Systeme mit
verschiedenen Variabelen, und das verursacht bekanntlich eine Spaltung
der Schwingungsformen,
) Mit einer, schon damals genannten Ausnahme.
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Translationen parallel zur Y- und Z-Achse mit der Rotation
nm die X-Achse zum Typus (85). Zu beiden Gruppen gehdren
3 uneigentliche Schwingungen, und es bleiben (3 m + k. — 3)
bezw. (3 m 4 2 b, — 3) Schwingungen iibrig.

Besonders wichlig fiir unseren Zweck ist die Berechnung
des bei einer Schwingung entstehenden elektrischen Moments. ')
Man sicht ohne weileres, dass fiir die Sechwingnngen (8a) gilt:
M,= 0, M-=0 dh.: daz Moment steht senkrecht zur
Symmetrieehene. Fir die Schwingungen (84) dagegen findet
man: M. = 0: hier ist der Vektor M also parallel zur Sym-
melrieebene. Im  allgemeinen ist [M > 0; nur in besonderen
Fallen kann es sich ereignen, dass |[M =0 wird fiir eine
gewohnliche  Sehwingung.  Erslens konnte dies durch das
Hinzutreten neuer Symmelrieelemente veranlasst werden, wie
spiter gezeigh wird. Da wir aber ausdriicklich Panklsysteme
mil nur einer Symmelrieebene befrachten, konnen wir diesen
Fall hier ansschliessen. Im iibrigen konnen nur ganz zufillige
Beziehungen zwischen Ladungen und Massen der Pankle das
Null-werden  der Grosse | M| bewirken; das falll daher ganz
aus dem Bahmen einer allgemeinen Theorie, Das belrachlele
Punklsystem kann demnach 3 (2 m - kb, — 2) aklive Schwin-
gungen auslithren, von denen (3w <4 I, — 3) ein eleklrisches
Moment senkrecht zor Symmelricebene, und (3 m - 2k, —3)
ein Moment parallel zu dieser Ebene aufweisen.

s soll jelzt die Frage erorlerl werden, inwielern die zwei
Losungssysteme (7a) und (76) wirklich die vollstiindige Losung
der Systeme S; und Sy bilden. Offenbar ist das nur der Fall,
wenn A =0 und As =0 keine gemeinschaltliche Wurzel
haben. Denn nor dann folgt ans Ay =0 wegen A, | 0,
dass die Variabelen des Syslems S Null sein missen. sl
aber w; eine Wurzel der beiden Gleichungen Ai == 0 und
Az =0, so ist es garnichl nolig, die Variabelen. in S; oder
Sz Null zun selzen. Man kann jelzt vielmehr die beiden
Systeme Sy und Ss in der gewohnlichen Weise 10sen, Esist
in_jedem System aul Grund der Beziehungen Ay = 0 und

Yy Definition S, & 1,
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Ay = 0 eine Gleichung iiberfliissig, und man bekommt daher
Bm+tbe—1)4+Bm+2k—-1)=30CQm-+4%k) —2
Gleichungen zur Bestimmung der 3 (2 m -+ k) — 1 unbekannten

y

Verhiiltnisse T * usw., also eine Gleichung zu wenig. Daraus
i

folgt, dass zu der Frequenz «; unendlich viele Schwingungs-
moglichkeiten gehdren wie es nach dem allgemeinen Salze
(S. 9) auch sein soll, da ja nach den obigen Voraussetzungen o}
eine Doppelwurzel des Systems S ist. Es fragt sich nun, ob
dieser Fall bei den Punklsystemen dieser Symmetrieart wirk-
lich zutreffen kann. Zunichst ist klar, dass dies im allgemeinen
Fall fiir eine gewohnliche Schwingung unmoglich ist, weil
die  Schwingungen, die sich ans Sy und S ergeben, vollig
verschieden sind. Es Kommen also nur die Nullfrequenzen in
Betracht. Tatsichlich ist @* == 0 eine gemeinschaftliche Wurzel
fir Ay =0 und As=0 und zwar fiir beide Gleichungen
dreifach. In dhnlicher Weise wie oben leitet man hieraus ab,
dass zu der Wurzel @ = 0 = ® Bewegungsmoglichkeilen ge-
horen, wie es anch sein soll.

Dasselbe  Ergebnis muss naliwelich bei jedem  beliebigen
endlichen Punktsystem heranskommen, wie in § 1 schon betonl
wurde, Es wird daher unnolig sein, das singuliire Verhalten
der Nullfrequenzen in jedem einzelnen Fall niher zu betrachten,
und dementsprechend  werden wir im folgenden die zu den
Translalionen parallel zn den Achsen und den Rolationen
um die Achsen gehorenden Nullfrequenzen als sechs einfache
Wurzeln ansehen, statl, wie es eigentlich sein sollte, als eine
sechsfache Wurzel,

Es sind in den obigen Uberlegungen die Punkte I in der
Symmetricebene immer speziell beriicksichtigl worden. Man
Konnle dies vermeiden, indem man die Ponkte in der Sym-
melricebene durch einen Grenzprozess aus den anderen Punklen
entstehen lasst '), Wir haben jedoch diese Methode nicht

) Man kionnte zB. folgendermassen vorgehen: Man betrachtet oin

System ohne Punkte in der Symmetricebene. Im Halbraum = > 0 be-
finden sich (m + &) Punkte, von denen %, Pankte sehr nahe an der
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gewithlt, erstens weil sehr oft gerade diese singuliren Punkte
den Einblick in die Natur einer Schwingung erheblich er-
leichtern, und zweitens weil es in fast allen praktischen
Anwendungen gerade auf diese Punkte ankommt. Deshalb
erschien es wiinschenswert, sie von vornherein in den Formeln
gesondert zu beriicksichtigen.

§ 3. PUNKTSYSTEME MIT EINER P-ZAHLIGEN SYMMETRIEACHSE !).

Es soll jetzt die Z-Achse eine p-zihlige Symmelrieachse
des Punktsystems sein. Wir wollen immer p > 1 voraussetzen.
Mittels p Halbebenen durch die Z-Achse, die gleiche Winkel
miteinander bilden, kénnen wir den ganzen Raum in p gleiche

Ebene =0 liegen. Dieses System hat 3 (m + k) Schwingungen (Sa)
und ebenfalls 3 (m + k) Schwingungen (8h). Man lisst nun die k, Punkte
immer niher an die Ebene x =0 heranriicken, wiihrend man zugleich
die Krifte zwischen diesen Punkten und den zugehorigen Punkten jenseits
der Symmetricebene iiber jede Grenze hinaus wachsen lisst. Schliesslich
wird aus je zwei Pankten ein Punkt, und man bekommt in dieser Weise
wirklich %, Punkte in der Symmetricebene. Bei dem Grenziibergang sind
aber die inneren SBchwingungen einer jeden aus zwei dieser Punkte be-
stehenden Gruppe verloren gegangen, und miissen somit abgezogen werden,
Als solche hat man offenbar zu bezeichnen die Schwingung der beiden
Punkte gegen einander in der X-Richtung und die Rotationen um die
Y-Achse und Z-Achse. Die letzteren diirfen aber nicht wie sonst als
Nullfrequenzen behandelt werden; denn es handelt sich hier um einen
Grenzprozess wobei diese Rlotationen aus anderen Schwingnngen entstehen,
die nicht zu den Nullfrequenzen gehren. Die Schwingung der beiden
Partikel gegenecinander gehirt zom Typus (85), die zwei Rotationen zum
Typus (8a). Es bleiben also nur 3 (m + k) — 2k =3 m + k Schwin-
gungen (Ba), und 3 (m + k) —k =3 m + 2k Schwingungen (85) iibrig, in
Ubereinstimmung mit dem fritheren Ergebnis. Eine ihnliche Betrachtung
kinnte man in allen anderen Fiillen anstellen, In den verwickelteren
Fiillen macht sich jedoch ein gewisser Mangel an Strenge sehr stirend
fiithlbar, und es wird sehr schwer, Fehler zn vermeiden. Zwar kinnte
man den Grenziibergang einwandfrei gestalten, indem man die linearen
Bezichungen zwischen den Variabelen sucht, die durch die Verschmelzung
der Punkte entstehen. Jedoch wiire diese Methode sicherlich nicht kiirzer
als die hier angefiihrte.

') Scudsriies: C,. Die Gruppe von Deckoperationen ist eine cy-
clische Gruppe.
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Teile zerlegen, die wir mit By, R,... R; ... R, bezeichnen.

Y In jedem Gebiele &; befinden sich
.‘ o ) m Punkte P;; auf der Z-Achse
i IR L T liegen h, Punkte P'). Wir konnen
i L) ’ J ’ A .
R p it R die Halbebenen immer so wiihlen,
AR X lass si sser den Punkten P
Uit 2 prssnec? dass sie aunsser den Punkten
L ’ * .
il ,r' L. keine Punkte enthalten. Die Am-
1 ] ’ i : .
o S A plitudenkomponenten der Punkte
\ R e 4 <
' :' 40 Lot P; und P werden mit Uj,, Uy,
"1 ’ ¥ 4
1u‘.',",',f’ Us: und U,, U, und U, bezeichnet.
] bis * N e . . .
OU,',’»' x Diese Grossen sind jetzt mit o
; die Variabelen in dem allgemeinen
Fig. 2. )

Gleichungssystem (1).
Wir fithren zuniichst in dieses System neune Variabelen ein,
definiert durch:

Vi= U +iUy | V=il ”H
V= U—ily ... (9) V*=U.—il,| ... (10)
W,= T, We=="{,

Es sei nun irgendeine Schwingung mit speziellen Werten
5 V3", usw. moglich. Dann ist auch eine Schwingung mog-
lich — und zwar mit derselben Frequenz —, die aus der
vorigen entsteht, indem man simtliche Amplitudenvektoren

um die Z-Achse dreht um Y

- . 2 :
einen Winkel e Dadureh U”f‘" Uj
bekommt der Punkt P die L /!

9 /o

um "}; gedrehte Amplitude I
des Punkles P usw. Es LoV 'j““UJ‘
sind nun durch die Defini- Voo -
lionsgleichungen (9) und ; ://

T : y 1 -
(10) jeder Amplitude U; (U) LN X
zwei komplexe Zahlen V' LA
und V¥ (V und V*) zu- i/ v\
{{f’:{ji(l—l}l!t-.- {)iosc kann man V,‘:T‘~---.;-:Vi- Fig.3.

) Wie in & 2 lassen wir die Indices x und x’, die hier hinzugefiigt
werden milssten, fort.
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in einer komplexen Ebene, die in Figur 3 znsammenfallend
mit der reellen X Y-Ebene gezeichnet worden ist, durch zwei
vom Nullpunkt ausgehende Vektoren darstellen (die X-Achse
ist die reelle-, die Y-Achse die imaginiire Achse der komplexen
Ebene). Es wird V; [/ U; wiihrend 177 durch Spiegelung des
Vektors 77 an der X-Achse enlsteht. Wenn nun Dei der
oben erwiithnten Drehung, welche wir mit 7), andeuten, der
Punkt P; die um 2z/p gedrehte Amplitade des Punkles ;-1
bekommt, so hal das aul die Grossen I ,, Vi und 1, offenbar

= - r ri -
den Binfluss, dass Vi=»ep Vi—1, V=& ' VP, Wi 14, wo
HE
TS oip
cp T

weil bekanntlich in der knmple\‘vll Ehene eine Drehung nm
9 z/p eine Multiplikation mit ¢, bedeutet, Aus der Figursichl
man deuatlich, dass eine I)rnlnul;: in positivem Sinne fir 1
eine Drehung in negalivem Sinne finw 1* bedentel, deshalb
musste fiir V5 eine Multiplikation mit ¢, ' vorgenommen werden.

s soll daher dasin den Variabelen (9) und (10) geschriebene
allgemeine Gleichungssystem (1) duorch die Eigenschaft der
Invarianz gegentiber den Subslitutionen:

AT r 5 r¥ p r¥ L4 . 3
l,;’"-,v';'--‘- [J—"-Jll ' 1) I’i-’ 'lﬁ 15 ’

J
Yeorgn Vs G il L T G 5 (th
charaklerisierl sein.
Die hieraus hervorgehenden Verhilltnisse kann man am
besten diberblicken, wenn man jetzl wiedernm nene Variabelen
einfthrt, definierl dureh:

p » r
E=\ ’ Jlil=1)s o, s § r¥ 14 W . v
s pa I.-‘;- v i :...- l.l ‘l,‘ I ”; ';"'7‘\ I ! ")I'
J 1 ' l ! | 1
o=} - % o -
Ei=F Hyer = V% ¢ =MW

wo der Index ! die Werle 1...p durchlanfen soll '), Diese

) S Fa “sal L his : ; = e
) Es sei hier noch einmal hervorgehoben, dass die Grissen V7, |
usw. noch mit einem Index » oder »* behaftet zu denken sind. Folglich
gilt dasselbe fiie die Grossen £, 7, £ und £ 7' £'. Essind also im ganzen
fi;am -3k %8s Varial ' - .
a ke =38 Variabelen eingefithrt, wie es muh sein muss, s st
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-

5 s Variabelen sind, wie man leicht nachprifen kann, so ge-
withlt, dass jede mil dem Index [ behaftete Variabele bei der
Drehung D, mit & multipliziert wird, also bei der allgemeinen
Drehung l);:“ (wo n eine ganze Zahl ist) mil & ' Wir werden
das in den Variabelen (12) geschriebene Gleichungssystem (1)
mit S andeuten. Ls sei nun irgendeine Gleichung des Sy-
slems S:

D

!

i

(g E) F S (e &) =0 . . . (13)
{

=

— Y

Dabei bedeutel X, dass zu jedem Term mil & zwei analoge

Terme mit » und £ gehoren; eine dhnliche Bedeutung hat
das Zeichen N. Die Gleichung (13) transformiert sich durch

—
=y

die Operation ]i:,”, in:

vyl LB R SR SO I e s S DTSR :
ch" :__:,fl;: & ‘:'7""‘7' 5 "—0 . . (14).

}::u;:- Ef 'l* : "’IE' 5.. = .|.' * . . : (l-r)).

Sl =0 . . . . . . (18

Fiur jeden ganzen Werl des Exponenlen n soll die Gleichung
(16) mil dem System S verlriglich sein. Somil stehen hier p
Gleichungen, die samtlich aus dem System S durch geeignete
lineare Kombinationen dessen Gleichungen hervorgehen miissen.
Mulliplizieren wir die nte Gleichung aus (16) mil .-;I'““"", wo

natiirlich nicht nitig, fir / nur die Werte, 1 bis p zuzulassen: auf Grund
der Kongraenzbezichung: £ L+ pn (mod. p) kaon | gleich einer be-
lichigen ganzen Zahl sein. Dabel nimmt jede Variabele 2, 7, &, schlioss-
lich doch nur p wirklich verschiedene Formen an, die dorch die Werle
I==1....p charakterisiert werden. Es geniigt daher, nur diese Werte
“i betrachten, Indessen ist es oft zweckmiissig, auch andere Werte fiir
I zuzulassen, Insbesondere gilt: §, = &, usw,
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" gleich einer der ganzen Zahlen (1....p) ist und addieren
alle Gleichungen (16), so finden wir:

» P .

> XY el aerle=) 4, =0

.'_.'A-'E P

n=11=17

oder $ o4 S eet-n=0 , . . . (17
=1 n=17"

Die letzte Summe nach = ist aber nur von Null verschieden,

wenn [ =1". Im letzten Fall ist sie gleich p. Folglich ergibt

die Gleichung (17) das einfache Resullat: Ay. p=0. Weil I’

beliebig ist, und dieselben Werte durchliuft wie [ konnen

wir sagen A; =0 oder mit Ricksicht auf (15):

gn[5§f+$ﬂ¢5'5=0 5 e & e (18)
C'."

fiir jeden zulissigen Wert von ! (I=1,...p).

Das bedeutet aber, dass sich die Gleichung (13) von der
wir ausgegangen sind, in p Gleichungen spalten lisst '), deren
jede nur noch die Variabelen mit einem bestimmten Index
[ enthilt.

Was hier mit der speziellen Gleichung (13) vorgenommen
wurde, kann man mit simtlichen Gleichungen des Systems S
machen. Jede Gleichung lisst sich spalten und man bekommt
schliesslich nur noch Gleichungen vom Typus (18). Eine ihn-
liche Betrachtung wie schon auf Seite 13 angeslellt wurde,
lehrt nun, dass auch hier die Zahl der unabhiingigen Glei-
chungen zwischen den Variabelen &, & wusw. genau gleich
der Anzahl dieser Variabelen ist. Damit sind wir zu dem
wichtigen Ergebnis gelangl, dass das System S sich spalten
lisst in p Teilsysteme Sy, Say... S ...S, von der Arl, dass
das System S nur die Variabelen mit den Index [ enthilt
und ans genan so viel Gleichungen besteht wie die Anzahl
dieser Variabelen betrigt.

Setzen wir diese Systeme mit den zugehorigen Variabelen
in einem Schema zusammen, so bekommen wir, fir p>2:

) Wenn in (14) zofillig simtliche Variabelen mit dem Index { fehlen,
#0 kommen natiirlich entsprechend weniger Spaltungsgleichungen heraus,
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S)’S[E[ﬂ: \ 15‘1 Se | S I (Sq) Dp—1 1919 —a ISP 1 Sp
| |
| | | |
Riiia ey . Ee £ lwy ot
Vﬂl'iﬂb(:',‘lerl' Sl 1 Sz ¥2 | E: i ﬁg ,q 4511_! Ap—i ‘:p -2 ¥p-25p—1 /,lp li &.'-'p “p
S IR S ! ‘ |ora b
51 El ’ Sty o | Se—1 Cp—2 '1 p—1 4,,._1: Sp Sy

Anzahl der ? | ' |
Variabelen: [3mi-+h, 3 m | 3m } 3m 3Im 3m

e FSY Jatriiots. b | o _ Lot vy mg v

—| he 3m+h.~

Dabei bedeutet, fir den Fall p = gerade, q=1'p. Fir p=
ungerade tritt das System 8, nicht auf, was durch die
Klammern angedeutet worden ist.

Fiir p=2 hat man in Sy die 3m -+ 2 h, Variabelen &1y M1,
Gy, & und Ay in Sy die 3m -k, Variabelen &, u,, e
und . Den Fall p=1 haben wir von vornherein ausge-
schlossen, weil eine ,einziihlige Symmetrieachse” nichl als
Symmetrieelement zu betrachten ist.

Wir bezeichnen die Delerminanten der Koeflizienten der
Systeme Sj...S8 ... 8, mit A;...A... A,

Man konnte nun, rein formell, p Losungssysteme hinschreiben,
nimlich: A, = 0 zusammen mit: simtliche Variabelen der
Systeme Sy ... 8 -1, Si41...8,gleich Null. Dabei stellt sich
aber herans, dass die meisten dieser Losungen komplexe Werte
fir die Amplitudenkomponenten ergeben. Der Grund dieser
scheinbaren Unstimmigkeit liegt in dem Vorhandensein ver-
schiedener Doppelfrequenzen. Es ist also unbedingl notig die
hier auftretenden mehrfachen Wurzeln nither zu untersuchen,

Dazu bemerken wir, dass, wie man sofort aus den Definitions-
gleichungen (12) ableiten kann, die in den Systemen S; ... S,
auftretenden Variabelen je zwei zu einander konjugiert sind,
namlich (£, w,), (&g n0)y (€n %o =2y (& S =D €y, ) ’u.-;ﬂlrpnd
& C“, und ¢ reell, also zu sich selbst kun.]tl{.:tclt sind. I)n?
heisst, es sind jedesmal simtliche Variabelen eines Systems S
AO".Ji"!ﬂ’f‘i“f 2u den Variabelen des .\'u-eh*mw Sp—1; in den Sy-
stemen S, und, wenn vorhanden, S ' ist jede Variabele zu
einer Variabele desselben Systems konjugiert. Daraus konnen
Wir nun weiler schliessen, dass auch die Koeffizienlen zweier
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konjugierten Variabelen in S; und S, zu einander konjugiert
sein miissen. Mann kann sich nimlich nach den Betrachlungen
auf Seite 22 das Entstehen zweier einander zugeordneten
Gleichungen aus S; und S, folgendermassen denken: Es
ist irgendeine Gleichung (x) des urspriinglichen Systems (1),
also geschrieben in den Variabelen U, Uj,, Uj: usw., mit
Hilfe der Relationen (%), (10) und (12) auf die neuen Variabelen
£,y & usw, transformiert worden. Da in (z) nur reelle
Girossen eine Rolle spielen, und & und #, —; konjugierte Funk-
tionen sind, o missen in der transformierfen Gleichung (3)
die Koeffizienten der Grossen & und #,—: konjagiert sein.
Aus (B) entstehen aber die Gleichungen der Systeme Sy und
S,—: durch einfache Spaltung, ohne jede Anderung der
Koeffizienten, Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Es
sind also die Determinanten A; und A, -, aus lauler kon-
jugierten Grossen gebildet. Da diese Grossen Funklionen von
@* sind, kann man die Gleichungen A; o und A, ;=0 in
der folgenden Form schreiben: @ («*) - i ¢ («®) = 0 und
O (w!) —iv(w?)=0, wo @ und ¢ reelle Funktionen sind.
Man weiss aber aus der physikalischen Natur des Problems,
dass diesen beiden Gleichungen nur reelle Wurzeln gentigen
konnen. (Weil wir stabiles Gleichgewichl vorausgeselzl haben).
05 sei nun o) eine Wurzel der ersten Gleichung, Weil of, @
und ¢ reell sind folgt @ (w}) = 0 und ¢ («]) = 0. Das heissl
aber: wj ist auch eine Wurzel der zweiten Gleichung. Die
Gleichungen Ay == 0 und A, — ;== 0 haben also dieselben Wurzeln,
Wir konnen jelzt mit der Losung der in den Systemen
Si ... 8, enthaltenen Gleichungen anfangen: Eine solche Losung
litsst sich aul 4 verschiedene Weisen erzielen '):
A. A, =0 und siimtliche Variabelen aus 8y ... 8... 81
gleich Null, Das gibt (3 m - h,) einfuche Frequenzen.
B. (nur fir den Fall p= gerade) & =0 und simltliche
Variabelen aus Sy...8,—1, S;41...5, gleich Null.
Das .gihl dm einfache Frequenzen wenn p > 2 und
(3 m -+ 2 k) einfache Frequenzen wenn p = 2.
'} Wir wollen das uninteressante singuliire Verhalten der Nullfrequenzen
hier nicht nither ausfiilhren. Siche hieriiber §§ 1 u, 2 dieses Kapitels,
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C. (nur fir p > 2) A1 =34, -1=0 und siimtliche Variabelen
aus S:... Sy—2 S, gleich Null. Das sind (3 m + h)
Doppelfrequenzen.

D.(nur fixv p > 4 Ar=8,—2=0(l==1, p — 1,
p oder ¢) und simtliche Variabelen aus Sy ... S/ -y,
Stgt...8p—71-1, Sp—241, Sp gleich Null. Das gibt fir
jedes Werlsystem (I, p — 1) 3 m Doppelfrequenzen.

Wir wollen diese verschiedenen Losungen der Reihe nach

betrachlen:

A. Die Variabelen missen den folgenden 3w (p — 1) -+ 24,
Bedingungen geniigen: & = 3, = & = 0 (I =~ ph
& = ‘f.;._, =0, Diese kann man erselzen duarch eben-
soviel andere Bedingungen von der Form:

. o v ! - A r
-:',slllzc‘,s"l;:;—....—“.:'f'l_, s o0 —Ep lﬁ
o V=g Vi=... =g V== T}

S | A S | /T ()

"'" (19).
I' ﬁ—-O; V‘t = ()

Dass die Bedingungen (19) den vorigen gleichwerliy sind,
erkennt  man  soforl, indem man aus (19) mit Hilfe der
Gleichungen (12) z.B. & berechnel. Dafir findet man niunlich:

¥ F

B S =BV, JU=N=V, S

=X ¢ X P &y
i 4 l/\ ! I f l{

Das st tatsichlich Null far jeden Werl von [ ausgenommen
flir = p. Dann ist ndmlich & = p Ve Ihenso lindel man
=0 und { = 0 fir ! | p, genan den erslgenannten Be-
dingungen entsprechend,

Man kann nun die Gleichungen (19) sehr einfach geomeltrisch
deuten, Weil niimlich 1, =, 1, —1 enlsteht der Veklor ¥, durch
eine Drehung um Q: aus dem Veklor 1, -1 Da die Vektoren
V, den Amplituden ¢, parallel sind '), gilt dasselbe tor die
Amplituden C,. Da nach (19) for die jeweiligen p zusammen-
gehorigen Punkle die Z-Komponenten der Amplituden gleich
sind, lissl sich die Bewegung p solcher Punkte als eine

') Siche Seite 10,
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Schraubenbewegung mit der Z-Achse als Schraubenachse anf-
fassen. Dabei schwingen die singuliren Punkte P in der
Richtung der Z-Achse. Die 3m 4 k. Schwingungen dieser
Art haben die Eigenschaft, dass der Symmetriecharakter des
Punktsystems wiithrend der ganzen Bewegung erhalten bleibt.
Wir wollen sie daher als ,symmetrische” Schwingungen be-
zeichnen,

B. Die Schwingungen mit A, =0 miissen den folgenden
3m(p— 1) 43 h, Bedingungen geniigen: &, =y, = =0
fir 1 =}= ¢; & =¥,y = ¢=0. [fir p = 2 nur
(3 m 4= &) Bedingungen niimlich &, =y =86 =,=0].

Diese kann man wieder ersetzen durch die Folgenden:

— Y = Vo=, =P T

S s

e, V¥F=_ 2 J*x—= ——les Vg

I P ait s A LM §(90)
Mi=—  W=...=— W,

(F=10; 72=0) W=0

Es sollen dabei die eingeklammerten Bedingungen nur far
p>2 gelten. Der Beweis ist leicht, denn berechnet man
z.B. & so findet man:

E; = I‘.'!, ( ! E:, -'f— c'ii’ — . _|_ t.::/)
=V, (—14 &) (;' + 8.+ r=7)

Der letzte Faktor ist nur von Null verschieden, wenn 2 [ = i p,
wo k eine ganze Zahl ist; das gibt fiir I zwei Moglichkeiten:
l=q und [=p. For [ = p wird aber der erste Faktor Null,
also nur fiir {=y¢ ist & von Null verschieden, wie es sein
sollte. In dhnlicher Weise beweist man auch, dass (20) zu
den Bedingungen y,=,=0 (I |- ¢) fahrt.

Auch die Schwingungen B sind leicht geomelrisch zu deuten.
Betrachtet man namlich von P zusammengehorigen Punklen
7 nur diejenigen mit geradem (oder ungeradem) Index j, so
sicht man, dass diese »Symmetrisch” schwingen. In der
Z=Richtung schwingen die »geraden” Punkle genau enlgegen-
geselzt wie die ,ungeraden” Punkte. Wenn p > 2, sosind die
Punkte auf der Z-Achse in Ruhe; in dem Fall p =2 schwingen
sie aber senkrecht zur Z-Achse.
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(" und D. Die allgemeinen Bedingungen, denen die Schwin-

gungen in diesen Fillen gentigen missen, sind hier, nebst
Ar=0'und " ar=—r—.0:

Ep == 1{p =0, (L 5=1 Idp—ul)

<)
und (nur fir [ =}=1 und (|- p— 1). Ei=w,_ —0 (20

Wir werden zeigen, dass man diese Gleichungen durch die
Folgenden erselzen kann:

e }G it (L AL L I'r;' e, il ]'rp o
M SL-H"“ Az EP_LH _-_A] Ve:,”'i'” -+ As c\:;(ﬁ/-H) il At E,:‘H'” TEGY c'::‘ ~{41)
. If* i ]—;g LA I-*

(Jtle +/Az t—l~ =il ‘u“,;f.f Ja_l_ 'xw’( fJaal) Fmre st #an 1) } oy \pl—f—ll
= _7_"_’1, L W o W,

1 5:, r v;Ae;f’ T oy e‘;,’ 4 v e‘;-” Ty & 4w s;""

(V=0, v*=0); W=0

Die Grossen Ay, Az, 21, @2, »1 und v sind beliebige Parameler;
sie sind wie die Vektoren 1, usw. mit einem Index x behaftet
zu denken, der aber konsequent fortgelussen isl. Weil es
jedesmal nur auf die Verhillnisse A[, ’j: und ':: ankommt, gibl
2 [~ 2
es im Ganzen 3 m Parameler. Die eingeklammerten Bedin-
gungen V== 0 und V*=0 gelten nur wenn [ nicht gleich 1
oder (p— 1) ist. Wir {iberzeugen uns zuerst, dass die Anzahl
der Gleichungen (22) stimmt. Man findet zunichst 3m(p — 1)
“+ 3 h, Gleichungen. Diese enthalten aber 3m  Parameter.
Werden diese letzteren eliminiert, so behidlt man nur noch
3p — 2)m -+ 3 h, Gleichungen, in Ubereinstimmung mit der
Anzahl der Gleichungen (21)Y). Es hat das System (22) die
Eigenschafl, dass es ungeiindert bleibt, wenn man [ durch
(p - 1) ersetzt, denn dies hat nur den Einfluss, dass die Para-
meter A, und A, z1 und we, ¥ und v vertauscht werden.
Nach der Elimination dieser Parameter muss also dasselbe
Ergebnis wie vorher herauskommen. Es haben daher die

") Fiir =1 oder { ==p— 1 findet man in beiden Filllen 2 A, Glei-
chungen weniger, also stimmt es da auch.
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Gleichungen (22) jedesmal fir ein bestimmtes Wertsystem

(I, p— 1) Gultigkeit, wie es auch nach (21) sein soll. Berechnen
wir nun zB. & aus (22) und (12):

b MDD
£

i e AN = | JE—1)  —
s et f' {4 (—I4-1) p
r =2 Ve ST, ey
]’rP ,:\ ﬂ -
i, 5 S _[, ,rh' )
}\l +‘ )\.2 J—' I‘

Das ist latsiichlich immer Null, ;lusgénmnmcn i l—1
und "= p — 1. Im ersten Fall gill nimlich:

l' l"r‘
= - o v, L
S1== P2y T =Pl MU 5y /(=4 (23)
!l ’l
Im zweiten Fall:
V, V
t - " l’ J E J
Ep—1=ph - — = PAg - - : . (24)
’ Al ‘{" Az ! Al .:'l’:",'* h ‘** A c':,(_.! 1
Ebenso kann man zeigen: yr = = 0 firl" | Lund ' |=p

Damil ist aber die (-It,-n:hwetllgkvll der Systeme (22) und (21)
bewiesen,

Aus (23) und (24), und den analogen [‘Ul‘lll! In fir ys, 40 —1,
Zound & leitet man schliesslich die folgenden Formeln ab,
die spiler Anwendung finden werden:

J=1-1) r.- L* JU4 1 £
it *pr 2t

por=p V.. . . (25a)

!
A=7=1) ., 1 Jii=1 ] ra by
p ey _=pVr . . (26))
-y [ 51 o Y ; -
‘o L7} 1 ‘,: P Ly U " A T (25¢)

Die Formeln (23), (248) und (25a, b,¢) gellen nur Tae die
Doppellrequenzen; man muss also immer [ == p oder [ = ¢
ausschliessen.

Man konnte versuchen, den Doppelschwingungen auch eine
geomelrische Deutung  beizulegen; indessen lehirt ein Blick
aul die Gleichungen (22), dass die Verhiltnisse hier wesentlich
verwickeller sind als bei den Einzelschwingungen A und B,
und demnach eine allgemeine einfache Beschreibung der Schwin-
gungsform nicht wie dorl moglich ist. Das hingt natirlich
unmittelbar zusammen mit der Tatsache, dass wir hier jedesmal
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unendlich viele Schwingungsmaoglichkeiten berticksichtigen
miissen !). Auch gibt es in diesem Fall unter diesen ver-
schiedenen Schwingungsmaoglichkeiten keine, die durch beson-
dere Einfachheit ausgezeichnet sind. Wir wollen uns daher
mit den folgenden Bemerkungen begniigen: Fiwr die Schwin-
gungen ) sind die singuliren Punkie P anf der Z-Achse in
Ruhe, bei den Schwingungen € schwingen sie senkrechl zur
Z-Achse. Ist p gerade, so gilt:

I - I itq )
3. w241 v Jl=I41) " 3. JUSE41) L s r4 ) (—141)
M CED g o 7FD — X g UFOUED 5, ({7 0 i
Das ergibl fiiy [ = gerade: V= — 1", ¢, und fiir = ungerade:

== 1,4, und ebenso findet man in diesem Fall fiir 1 =
gerade: 1% = — Pl W= Wy, und [ir I = ungerade:
VFE = VX Wi=— Wigq

Bei siimtlichen Doppelschwingungen schwingen also, wenn
p ogerade ist, zwei zur Symmelrieachse spiegelbildlich gelegene
Punkle immer so, dass entweder die Komponenten senkrecht
a dieser Achse gleich sind und die Komponenten parallel
aar Z-Achse enlgegengeselzt, oder gerade umgekehrl, je nach-
dem 1 ungerade oder gerade ist. In dem Fall €, wo jal =1
ist, gill also das erslgenannte.

Wir wollen jelzl das elektriszhe  Moment bestimmen  fie
die Scehwingungen A, B, € und D, Die elektrische Ladung
der Punkte £ werde mit e bezeichnel, die der Punkte I
mil ¢, Die Indices » und x  sind &ieder fortgelassen, und
es sollen im Folgenden auch die Summenzeichen, die sich
auf diese Indices bezichen, unterbleiben.

Ao (Symmetrische Schwingungen). Es gill nach (2), (D),
(10) und (19):

) Das folgt bekanntlich ans der allgemeinen Theorie (Seito 9). Auch
in dem speziellen Fall, den wir hier betrachten, iiberzengt man sich davon
schr leicht, denn 4,=0 und I 0 geben  beide, fitr die Schwin
gungen 1), 3 1 Gleichungen, das wird, zusammen mit (21) oder (22):
Gm—2 4 3(p—2) m +3h =3 (pm +h)—=2 Gleichungen, fiir die
S(pom 4 k) — 1 Verhilltnisse der Amplitudenkomponenten,  Dasselbe
findet man fiir die Schwingungen (.
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8 r »
- - T ¥ E 3
M= e Uw—=¢> Ut U= te X (V;+ V)t
= | =1 =1
» _
+ 1 (V+T¥)=13e( p,\_j,l;; ]f};ls;’-’)'-"—“o.

Ebenso findet man:

M,=0; M—(’ lf,z—{—r’ Us=peW,+e W.
_;fl
Dies ist im allgemeinen von Null verschieden. Deshalb gilt
fiir die symmetrischen Schwingungen: M, = M, = 0; M. =} 0.
B. M.=%e(Vp X 3 AR Sl S

_l ;’ 1

7/ (a+1) 4 1 rALV
7 @) - L' (V4 P,
Fiir p > 2 sind beide Teile Null, fiir p =2 aber von Null
verschieden. Dasselbe gilt fir M,.
Fiir M. findet man:

M. mr ll =eWi(1—141,...—1)=0,

Deshalb gnlt fir die Schwingungen B: M, = M, = M, =0,
wenn p > 2. Ist p=2 so ist nur M, = O und M. und M, von
Null verschieden.

C und D,

P

Me=LteS (V4 VR + e (V4 V9=

g=1
r EJ'U{U Aa r(--l+l)
_— el"\‘ ! + .},
2 —
;I A1 ‘ Az
(f—=1) J( i=1)
) ‘flf" + pg & L ook el
+iem 3 +ie (V17
= (21 = pa

Nun sind ersichtlich simtliche Grossen aufl der rechten Seite
dieser Gleichung gleich Null, wenn { nicht gleich 1 oder (p — 1)
ist. Ist aber ! gleich 1 oder (p — 1), so sind sie von Null
verschieden. Fiir /=1 findet man nimlich:

M.=%fepV A2 o) -« O
2€p PM—‘}—?.:_% 1”)'”#14‘;43—}—]’?“‘! 7*),

und das ist im allgemeinen nicht Null. Ahnliches findet man
fiir M,. Schliesslich ist:
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A P Wanand, ‘ .
M.=e X W;4+e¢e W=e—F——3 (e + 2 ),
=1 Y1 T Ve i 2 =

und das ist fir die hier zulissigen Werte vonl (I—|=p, -] ¢)
immer Null.

Zusammenfassend konnen wir sagen: Die 3 (pm -+ h,)
Schwingungen des hier betrachtelen Systems lassen sich nach
ihrer Art in 4 Gruppen zerlegen:

(3 m = k) aktive  Einzelschwingungen mit einem elek-

trischen Moment parallel zur Symmetrieachse.

B. (nur fir p gerade) 3 m inaktive Binzelschwingungen. [ Nur
fiir p==2 sind diese Schwingungen aktiv, mit einem
Moment senkrecht zur Symmetrieachse; die Anzahl be-
riigt in diesem Fall 3 m - 2 A,.]

C. (nur fir p>2) 3 m -t he aktive Doppelschwingungen mit
Moment senkrecht zur Achse, iibrigens beliebig.

d

: -4 =8 o
D. (nur far p>2) P - 1 3 m oder ” 5 9m (je nachdem

p gerade oder ungerade ist) inaktive Doppelschwingungen.

Zn den lhier anfgeziihlten Schwingungen gehoren aberauch
die ¢ singuliren Nullfrequenzen. Will man die Anzahl ge-
wihnlicher Schwingungen bekommen, so miissen diese Null-
frequenzen in Rechnung gesetzt werden. Dazu braucht man
nur zu hedenken, dass: 1) Die Translation parallel zur Z-Achse
und die Rotation um die Z-Achse zum ysymmelrischen”
Typus A geharen. 2) Die Translationen in die X- und
}'-Hichlungvn und die Rotationen um die X- und um die
Y-Achse fir p > 2 als eine ,Doppelschwingung” vom Typus €
betrak te] werden missen, Ist p==2 so gehoren sie alle 4
Zur Gruppe B,

Man braucht also, wenn p>2, in den Gruppen 4 und €
nar (3 m 4 p, — 9) zun setzen statt (3 m -+ Ao um das
#esuchte Resultat zu erhalten. Ist p = 2, so findet man
(Sl g Schwingungen A und (3 m -+ 2 ke — 4
Ht'hwiugungen B.



32

§ 4. SYSTEME MIT EINER p-ZAHLIGEN SYMMETRIEAGHSE UND
P SYMMETRIEEBENEN DURCH DIESE AGHSE. ')

Wie in § 3 teill man den ganzen Raum durch p Halbebenen
il /

Y in p gleiche Gebiete B;... R;...R,. Das

\ | / Achsensystem wird so gewiihll, dass
‘l aRip‘i" Rpt die Z-Achse mit der Symmetrieachse
‘f{° T oR susammenfiilll, und die 1 Z-Ebene das
» ,’;ror/’l Gebiet R, halbiert. .Es sei diese Ebene
(;\ rr/"—’ X eine der p Symmelrieebenen des Punkt-

systems. Man iiberzeugl sich leicht, dass
sowohl fiir p = gerade wie fir p=
ungerade die p Halbebenen, wenn zn
ganzen Ebenen ergiinzt, zu den Sym-
Fig. 4 metrieebenen gehioren. Wir wollen nun

annehmen, dass es in der Hilfte 2 >0
des Gebietes B Punkte PV gibt, die nichl in einer Sym-
melrieebene liegen. Aus jedem dieser Punkle gehen durch
Rolationen um die Z-Achse die Punkte 1‘}" hervor. Zu jedem
Punkle 2V gehorl ein zweiler Punkt PP, den man ans PV
ableiten kann durch  Spiegelung an der das Gebiel R, hal-
bierenden  Symmetricebene. In der Halbehene » = 0, y >0
mogen sich &, Punkte P, befinden, in der Ry und R,
trenmenden Halbebene 4% Punkte PP aul der Z-Achse h,
Punkte P2, Da simlliche Deckoperationen  der fir dieses
System charakteristischen Gruppe sich aus einer elemenlaren

Drehung D, und einer Spiegelung an einer bestimmten Sym-
metrieebene, z.B. » == 0, ableiten lassen, geniigl es, nur diese
eine Spiegelung in Betrachl zu ziehen. Ist also das allgemeine
Gleichungssystem invariant gegeniiber den Substitutionen, die
mil der Drehung Dy und dieser speziellen Spiegelung zusammen-
hiingen, so ist es’ ohne Weileres auch invariant gegeniiber
den Substitulionen, die den anderen Spiegelungen entsprechen,
Wir fihren wieder, wie in § 3 dieses Kapitels, die Variabelen
(12) ein, ‘nur mit einem Index versehen, um die Variabelen,

) SBeuosvLies: O,
N v . ¥
) Vel die Bemerkung Seite 11,
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die sich auf die Punkte B If}*’, P, und PP beziehen, unter-
scheiden zu konnen. Das fiithrt ganz ungezwungen zu den
Bezeichnungen: &, &3 & &0 & und sholich far y und &
deren Bedeulung wohl ohne Weiteres klar ist. Die Invarianz-
bedingungen fiir Drehungen ]J;," fahren, wie im allgemeinen
Fall, (§ 3), eine Spaltung des Systems S in p Teilsysteme
Si....S, herbei. Die Bedingungen dafiir, dass diese Teil-
systeme auch gegeniiber der Spiegelung an der Y Z-Ebene
invariant sein miissen, fithrt nun zu neuen Spaltungen. Bei
dieser Spiegelung wird nimlich:

W= 1@, () = 1@ . 1) - T IT = __ 17 .. D =77
('i.r ‘- I"j'.r' [1” “ UJ'!:’ I‘J: +- I'J': ’ [.:'-r " h)'-f“ {Jy = (J"y‘
], U, « 70 =+ __ 17(0) o O = 7ri0) o JTI0) =+ rr(0)
[}j: ‘- (j':‘ "j.l ‘- !J[:" +1)x? (,f'y.r ‘“ {(.r'+lh;‘ (_1': - ”’(r'ﬁ-l):"

U i U.; (;'y—» UH; U: SIS

Wo jj = p. Dabei ist es moglich, dass die Zahlen ) und
i" sich < 1 oder > p ergeben. Man bedenke aber, dass
I=j+p, =} 4+ p (mod. p.)"). Untersuchen wir jetzt den
Sinfluss der obigen Substitutionen auf die Variabelen vV, V*
und W, Offenbar findet man:

T - @), PR > . ) R, 1 o R,

I’ 4‘_’," : l;. s I’., Ilf hll,., JH_ l,.,
r -h r y "[l_ll-p =y '*l“] . ””_’ 9(0) 3 F ) TR . ,._’ 3

He.2 Wi PRy VAl W II,..“,; T — V% W+ W,

Schliesslich soll das Verhalten der Variabelen & u, ¢ diesen
Substitutionen gegeniiber ermitlelt werden. Es ist definitions-
Femiiss:

(1) — 17 - 7 2(/— o P Q=1 L P pii=1)
S=V =14 b At SRR AL to -V

Das verwandelt sich nun in:

— — 4 f = y (] — ol L - 4 2
(P30, =1 3, 300 A0 =D ),

Nach einer kleinen Umformung stellt sich aber heraus, dass
dies gleich — H:.ﬂ_“; ist, Far die anderen Variabelen bekommt
man in dhnlicher Weise ein analoges Resultat, Etwas ver-
Schieden verhalten sich die Variabelen mit dem Index @,

e —————

) Vgl die Bemerkung anf 8, 21.
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P y .
Betrachten wir z.B.: &0 =% VI eﬁ"“”. Diese Form verwan-

j=1

delt sich in:
p

ps= V V(0 /=1 RS (0) f—i (!'—J-“T)(—'-i-ﬂ =
: B

J P = Jj+1%p j"_"l r—Jj+
ot E.f—l 'g‘ ]'*tol s’ (—14-1) . £’ 41:113_1
LA 4 r £

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Gleichungen der
Systeme S; ... S, gegeniiber folgenden Substitutionen invariant
sein miissen:

1 2) (1) = 2) 1 #(2)
S Ve A WAk (e hg
o - ¥
E’ 4= o ’1[1 - é’! 4= ‘:j:_f o ‘¥
£0) =+ __ /—1,(0) A0) - {un (-b.-
‘ll = t,n J,:——f S/ e ';v._[
. - o
T 5}

Daraus geht hervor, dass die Variabelen eines Systems S,
multiplizierl mit einem Faktor, ibergehen in die Variabelen
des konjugierten Systems S,z Fir {= p und [ = g findel
eine Vertauschung der Variabelen innerhalb eines Systems statt,

Wir missen jetzt untersuchen, welchen Einfluss die in (26)
enthaltenen Bedingungen aufl die Schwingungen A, B, Cund
D (§ 3 dieses Kapilels) austiben.

A. Fir diese symmetrischen Schwingungen gilt' A,:()
Die Variabelen des Teilsystems S, sind hier: &V, &%, & &0
dasselbe fir » und { und schliesslich . Butr.lclnh.t man nun
diejenigen der Bedingungen (26), die sich auf diese Variabelen
beziehen, so erweist es sich als zweckmiissig, neue Variabelen
einzufithren, namlich die 8 m 2 (k -+ &) -+ & Grossen:

) JESOT ST ) ISR ¢ | '-.1} ! 4; {0 0) #0) #
E;J /;I ] E ;1 ll + ‘ E ‘p| '5’;1 E ) r 4:-’ ;}" )1 ;'

die das Vorzeichen behalten, und die 3 m - k, -+ £ Grossen:

1 w2 2 1 (0
6}:) _}" 45» 'v E‘ )'i 4(” z-:s.” = ";}.’)s S, 'I 4,.1 E:?} + £ '1},.’;

die das Vorzeichen wechseln bei den Substitutionen (26).

Das fiihrt, wie wir es schon mehrfach gesehen haben, zu
einer Spaltung des Systems S, in zwei Teilsysteme, und damit
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hingt auch eine Spaltung der diesen Systemen geniigenden
Losungen zusammen. Demnach findet man:

Az 3 om A 2 (k, 4 EY) 4+ h, Schwingungen, die charak-
terisiert sind durch die Beziehungen:

)" 7 — D - 2M0) — =1 4(0)

= —y

u(?’
J.‘J’ "'.p

) = (D) .
'E‘p 4,: 1 .p T /I; ] "p _5!: ) "'n

i

Daraus leitet man ab, nach (12) und (19):

]'(H:_l'#d] M W3R v —* PO __—1 X0 __ ]7%0)
g 2O, W= WA, V, = — V¥, VO = — ! PAOL _ %0,

Dazu kommen natiirlich noch die allgemeinen Bedingungen
(19). Man sieht hieraus, dass diese Schwingungen symmelrisch
zur Y Z-Ebene erfolgen, und demmnach auch symmelrisch zu
den (p — 1) anderen Symmetrieebenen. Die Amplituden-
komponenten senkrecht zur Z-Achse der Punkle P, und P
sind radial gerichlet. Die hier gefundenen bc‘h\\'mf'umren (. l )
sind im allgemeinen aktiv. (M. |- 0). p

Az: 3m -k, 4 Y Schwingungen, welche durch die fol-
genden Bedingungen charakterisierl sind:

p Al ) ) e o MDE ¥ =)
1

£(1) (2
Sp ==Vp & Iy Sp Spr Sp T g Sp

p
E‘:(,}'-":ETI 4;0)‘ \d)lﬁ() “‘“-U.
Das ergibt aber:
) — ]min W= _ WO J = J* W = ()
r ! r gl A
Vi = l'““', WP =0 W=
Es schwingen also die Punkle 2, und P\ tangentiell; die
Punkte P sind in Ruhe, die /-l\mnpulu nten zweier zusammen-
gehoriger Punkle sind entgegengeselzt gerichtet. Daraus folgt
aber M, =0. Es sind diese Schwingungen (Ag) also inaktiv.
B. Es war hier (S. 24) A,=0. In dem System S,
treten die folgenden Variabelen auf: g, &M, & &0, und das-
selbe fir y und {0 Ist p=2, so kommen noch die Variabelen
& und 4 hinzu. Die Bedingungen (26), soweil sie sich auf
diesen Fall beziehen, veranlassen wie bei den Schwingungen
(4) die Einfithrung neuer Variabelen, und das fihrt zu einer
Spaltung der Schwingungen B in zwei Gruppen By und By,
Bi:8m + 2 k, 4 K Schwingungen fiir welche gilt:

UES @ B (1) A=A £ E0) = .—1,,0) #0) —
q Ll 15 — 'V}q 5-; S¢ |".¢ “',, e Cp 'quﬁq 0.
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[Fiir p =2 kommen noch die Bedingungen &, = — #; hinzu;
die Anzahl betrigt in diesem Fall 3m - 2k, + k) 4 & ].
Geometrisch bedeutet das: Symmetrie zur Y Z-Ebene und zu

den g—l Symmetrieebenen, die durch Drehung um 7
daraus entslehen. Die Punkte P‘f" schwingen in einer Ebene
senkrecht zar Symmetrieachse, und zwar tangentiell; die
Punkte P, schwingen radial, aber mit einer im allgemeinen
von Null verschiedenen Z-Komponente der Amplitude. Die
Punkte auf der Z-Achse sind in Ruhe, nur wenn p =2
schwingen sie parallel zur Y-Achse. Im letzlen Falle ist auch
die Y-Komponente des elektrischen Moments von Null ver-
schieden, wiithrend sonst immer | M| =0.

Be: 3 m+k, 4 2 k" Schwingungen, fir welche gilt:

Qr

EO) — ___ R |

e (0
159 — 01 Sq Y

C,, "' .

£
= 5. =¥

Eih=.r,i'i; 2 — (1) Al ___ @)
"9 ‘g ' >y ‘g * g 9.1 °¢ 7

[fiir p=2 kommen die Bedingungen &| = »; hinzu; in diesem
Fall gibt es 3m -+ k, -+ 2k 4 &, Schwingungen].

Geometrisch bedentet das Symmetrie zu den p/2 Trennungs-
ebenen der Raumwinkel R; ') Die Punkte P; schwingen tan-
gentiell, die Punkte P schwingen mit einer Amplitude deren
Komponente senkrecht zur Z-Achse radial gerichtet ist. Die
Punkte auf der Z-Achse ruhen, ausgenommen wenn p == 2: dann
schwingen sie parellel zur X-Achse. Dementsprechend ist in
diesem Fall im allgemeinen M, —|- 0.

C und D. Es gilt fiir diese Doppelschwingungen: 4; = 0 mit
Ap-:=0, wo | =}~ p und I =|= ¢. Es soll nun auch hier

') Man sieht das sehr leicht wenn man die Amplitudenvektoren in
einer Figar zeichnet, Auch algebraisch liisst es sich sofort versteben, Aus
£ == 7 folgt niimlich VIV = V%, und nach (20) kann man dafiir setzen -

Vil — —e=1* 0 gder ¢ X ) — — Pt B U
r 7 r—1 r r r 7

M — (2 V"
pe—1 " ('c,. l,.——t)*.
Wenn man also die Vektoren Vit und l';f'l um — dreht, werden sie sym-
i )

metrisch zur Y Z-Ebene, d.h. in Wirklichkeit sind sie symmetrisch zu

der Ebene, die durch Drehung um — " aus dieser Ebene entsteht.
}}
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Invarianz dieser Gleichungen gegeniiber den Substitutionen
(26), soweit diese sich auf diesen Fall beziehen, gefordert
werden. Man sieht nun sofort, dass die Verhiltnisse hier anders
liegen wie bei den Schwingungen A und B, denn hier ver-
tauschen sich die Variabelen des einen Systems S, mit den
Variabelen des anderen Systems S, _; wihrend bisher nur
von Vertauschung innerhalb eines Syslems die Rede war.
Damit hiingt nun, wie wir sogleich sehen werden, die Talsache
zusammen, dass bei diesen Doppelschwingungen keine Spaltung
gefunden wird. Wir konnen nimlich ganz allgemein die Systeme
S; und S, -, darstellen durch:

Sap e =0 und X bxy =0

k k
wo A& und ! soviel Werte durchlaufen, wie die betrachteten
Systeme Gleichungen haben. Die charakteristischen Subslitu-
tionen lassen sich bei geeigneter Wahl der Variabelen 24 und Y
immer darch ax 7y darstellen. Es miissen also die Systeme

2 bay =0 nebst X axr ye = 0 mit den vorigen vertriiglich

2 2 i | 8

sein, Lost man daher das System X bera == 0, so miisssen
‘.

fiir die Verhiltnisse der Variabelen a¢ dieselben Werte heraus-
kommen, die man auch durch Betrachtung des Systems
2 @ ae =0 erhilt. Daraus folgt aber auch, dass die Ver-
&

hitltnisse der Variabelen yi aus dem System X ey yi = 0,
-

den Verhaltnissen der Variabelen ax aus X axr xe == 0 gleich
: C k
Sein missen, dass also:

B s B2 B s T At i

mnoonp s
Wo A ein Parameler ist, der, rein algebraisch gesprochen,
Jjeden beliebigen Wert annehmen kann, Wenn wir nun fiir
e und ye wieder die Variabelen & usw. einfihren, so lisst
sich (27) schreiben in der Form:

Ty Ty __ Tk (27)

£ H',” ;11“ &
I — ¢ —
— oD £(2) i Vs L] e )
H}:—." — ",....,’ ‘QJ-_} 4‘;;_{
!
g, 5:,“' ;‘E'th El =t
—— - e TeT1 0 = 7o) — o '4. . (..lﬂ')
5,--—.’ T 3}‘ Jr_;' t‘,n ‘)’r—f }-_l/
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Damit ist gezeigt worden, dass die Invarianzbedingungen
zwangsliufig zu den Gleichungen (27a) fithren. Umgekehrt
gilt auch: wenn die Koeffizienten der Systeme S und S, —;
<0 beschaffen sind, dass die Beziehungen (27«) gelten, so wird
den Invarianzbedingungen geniigt. Die Gleichungen (27q) sind
deshalb notwendig und geniigend zur Erfillung der Invarianz-
bedingungen: von einer Spaltung der Sysleme S; und S,
ist gar nicht die Rede. Aus den folgenden Betrachtungen wird
der physikalische Grund fir dieses Verhalten der Doppel-
schwingungen deutlich werden.

Zuniichst bemerken wir, dass mit Hilfe der Gleichungen
(27a) die Losungen des Systems S, —; direkt ans denjenigen
des Systems S; bestimml werden konnen. Man kann also das
System S, - durch (27a) ersetzen, Fiir jeden bestimmten Wert
des Parameters 4 liefern dan S, (27a¢) und die allgemeinen
Bedingungen (21) eine bestimmte Schwingungsform. Da A aber
beliebig ist, bekommt man unendlich viele Schwingungsformen,
wie immer wenn es sich um mehrfache Schwingungen handelt. )
Wichtig ist aber dass man in diesem Fall diese unendlich
vielen Schwingungen direkl von dem Parameter A abhingig
gemacht hat und dadurch imstande ist, indem man diesem
Parameter verschiedene Werle beilegl, einige spezielle Schwin-
gungsformen niher zu studieren.

Zunichst wollen wir den Fall 2= + 1 betrachten. Das
gibt, nach (27a):

(1) rlJ_ £(@) nl)__ ne 4 .
/ =+ 4,,_,n 1= ¥‘;r—"' Q) = 5},’_,. JE q: 4‘"__,,’

. {0y __ /_1 0 “o) __ 1 -30) B L 1 8

G =k, p =T 0 =k &0, (E=TFr_)
(Die letzte Gleichung gilt nur fir die Schwingungen ). Um nun
z.B. die geometrische Bedeutung der beiden ersten Gleichungen
zu finden, ziehen wir die Beziehungen (25a) und (254) heran.
Danach gilt fiir die hier betrachtelen Schwingungen:

_,(—!J,-llr;‘h__i_ ;n’gl;uh "

(74 =p |
J(= -’—” (i—l) pa— ¥(?)
& }‘ , P l; =

') Vgl. das Theorem auf S, .
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Indem wir nun diese Gleichungen addieren bezw. subtrahieren
je nachdem wir in (28) die oberen oder die unteren Vor-
zeichen ins Auge fassen, so finden wir:

i) — 7%(2)

Vil=11}

P =
In dhnlicher Weise leitet man mit Hilfe der Gleichung (25¢) ab:
0 — @
W=+ WD ,
Auch iiberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der
Beziehungen:

Vi=F7*_ W=1W
(V=F 7).

Es gehoren offenbar jedesmal zwei symmeltrisch zur Y Z-Ebene
liegende Punkte zusammen. Wenn wir in den obigen Gleichungen
die oberen Vorzeichen withlen, so bedeuntet das, dass die Y- und
Z-Komponenten von zwei solchen Punklen gleich, die X-Kom-
ponenten entgegengesetzt sind; far die unteren Vorzeichen
findet man das Umgekehrte. Das sind also genau die zwei
Typen, die wir in § 2 bei der allgemeinen Belrachtung der
Systeme mit einer Symmelrieebene gefunden haben.

Ein allgemeinerer Fall ergibl sich, wenn wir A = 4 ¢ setzen,
Wo & eine ganze Zahl ist. (Der vorige Ansalz A= +£ 1 ist
darin als Spezialfall fiic % == 0 mitenthalten).

Die Gleichungen (27) schreiben sich jetzt:

== % (0 7(0) — (0)
Vi Vgl sy W= W

»=j (p=Jj410 (p=i+1)

ED == gt @ .+ )= M ;) . V= ki 8)

) hid y p—r' i :y € Tp—1i S + p Sp—t
c:____ K, P Al ¥ i ..|ﬂ)_-—_- -U+f—l.ﬂ" O
-y :r é',. ‘}"‘“ S j: p Sp=1" q: fp ‘1,,—{*(-“’)
A0) — : 110 . (&= ot
S} = :t C::: + Sl,g I (':' —F “p 4}1-- l"'

Auch hier gelingt es mit Hilfe der Gleichungen (25a, b, ¢) leicht,
den Inhalt dieser Beziehungen géometrisch zu veranschaulichen,
Nach (25a) gilt z.B.:

T RE I 14 1) 2i1)
P ;-m._. ;‘( 1 EH -J( + &

Das kann man aber in diesem Fall folgendermassen umformen:

o A - 1) 4 k1 (2 A1) =1, (D) —
e:,‘ rin:m,*h‘.i(wngm_ =_.—:[:,.J‘ ik 4,.L:qz‘p i
= " - e 1 2 e
SRR (W= (=00 v il UM OF ) =Fp5V, i
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Damit haben wir gezeigt dass:

» V'“ —= :F pe LV* [2;_,_‘ oder + E—k Vm V* (2)

p—J p—i+k

1 ST e X (1 7(2) <1 n i o
Die Zahlen T &% ViV und Vi, ., sind demnach l\on,]uggleit.
, die zweite mit ¢ 2, so
b

mlﬁ“

Multiplizieren wir die erste mit &
muss man wiederum konjugierte Zah!en bekommen. Es ist also:

ke —Ld T
Fe, * Pﬁ."=(ep I"Q'_J_H) e e 30)
In dhnlicher Weise beweist man die Giiltigkeit der Beziehungen:
sl ( e )*
”’11)—:’: HI'D’—J*I‘A?:FE 2 V': Sy : Vzl—i+k ;
Wy=x Wy _jia $Ep 2 ”0)_( 3 IV.'vm—j+1'»+1) P (1)

ks -
=t II"f”_;ﬂH,ZFs 2 V= (ep 2 V) J

Die geometrische Deutung dieser Gleichungen ist nunmehr
sehr leicht. Zu dem Zweck betrachten wir die Symmetrieebene,
die durch eine Drehung um #k/p aus der Y Z-Ebene entsteht.
Die Punkte F{" und P'¥_ . liegen spiegelbildlich zu dieser
Ebene. Die Gleichungen (30) und (31) besagen nun, dass diese
Punkte relativ zu dieser Ebene genau so schwingen wie im
vorher betrachteten Falle (» = + 1) die Punkte P, und
P,_, relativ zur Y Z-Ebene.

Siimtliche Formen, die nach der Theorie fiir Punklsysteme
mit einer Symmetrieebene (§ 2 dieses Kapitels) moglich sein
miissen, kommen also bei diesen Doppelschwingungen als
Spezialfille zum Vorschein, indem man dem Parameter 2
geeignete Werle beilegt. Dadurch wird nun auch physikalisch
verstindlich, warum hier keine Spaltung der Gleichungs-
systeme auftrat.

Interessant ist das Verhalten des elektrischen Moments bei
den Schwingungen €. Hier is (=1 und demnach sind die
Werte des Parameters 4 durch A= +£ ; darzustellen, wo [k
vorliufig noch eine ganze Zahl ist. Betrachten wir zuerst das
obere Vorzeichen, also 2=¢;. Die Schwingung wird dann,
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wie wir gesehen haben, symmetrisch zu der Symmetrieebene,
die durch eine Drehung um /z[p aus der Y Z-Ebene entsteht.
Das elektrische Moment liegt also in dieser Ebene, und zwar,
wie immer bei den Doppelschwingungen, senkrecht zur Z-Achse.
Das elektrische Moment dreht sich also gleichmissig mit der
Grisse k: immer ist der Winkel zwischen M und der Y-Achse
gleich kz/p. Allerdings gilt das vorliufig nur fiir ganzzahlige
Werle von /. Indessen kann man sich leicht iberzeugen, dass
es auch fiir beliebige reelle Werte von /k giiltig bleibl.

Die Werte A= —¢, liefern nun nichts Neues, denn man

kann diese offenbar ersetzen durch A = - : 4 und sie damit
auf den vorigen Fall zuriickfithren. Zusammenfassend kann
man sagen, dass die unendlich vielen Schwingungsformen vom
Typus € durch die unendlich vielen reellen Werte des Para-
melers % in 2=¢) bestimmt sind. Der Vektor M bildet mit
der Y-Achse einen Winkel & der gegeben ist durch die Be-

: kx : n . - !
ziehung: == B Ist % gleich , wo n eine ganze Zahl ist,
) 2

so bekommt man spezielle Schwingungsformen, die den in

§ 2 dieses Kapitels gefundenen Formen entsprechen.

Wenn wir nun zum Schluss die verschiedenen Schwin-
gungsmoglichkeiten noch einmal zusammenfassen, so bekom-
men wir:

Ar: 3m 4 2(k, + K - h, aktive Schwingungen, mit Moment
parallel zur Z-Achse.

Ay 8m= &k, -k inaktive Schwingungen.

Bi: (nur wenn p gerade ist) 3 m 4 2 &, - £ inaklive
Schwingungen, wenn p > 2. Firp =2 findel man aber
3m- 2k, - kY - h, aklive Schwingungen mit Moment
parallel zur Y-Achse.

Bq: (nur fiir p gerade) 3 m - k&, - 2 £ inaktive Schwingungen,
wenn p > 2. Fiir p= 2 gibtes aber 3 m -+ &, - 2 KO 4 h,
aklive Schwingungen mit Moment parallel zur X-Achse.

C¢: (nur far p>>2)6m -+ 3k, + 3L+ h, aktive Doppel-
schwingungen. Das Moment kann eine beliebige Richtung
senkrecht zur Z-Achse haben,
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D: (nur fir p > 2) "2—;4' (6 m + 3k + 3 k) oder
—3 = .
£ 5 (6m 43k + 3 ) inaktive Doppelschwingungen.

]

(je nachdem p gerade oder ungerade ist).
Will man nun die 6 Nullfrequenzen beriicksichtigen, so
muss man bedenken, dass die entsprechenden Translalionen
und Rolationen zu den folgenden Schwingungsformen gehoren:

Die Translation parallel zur Z-Achse zu A,

Die Translation parallel zur Y-Achse zu C (fiiv p =2 zu B,)
Die Translation parallel zur X-Achse zu C (fivr p =2 zu B;)
Die Rotation um die Z-Achse zu A,

Die Rotation um die Y-Achse zu € (fir p=2 zu Be)
Die Rotation um die X-Achse zu € (fir p=2 zu By

Man muss also, wenn p > 2, die unter 4; und A: ange-
gebenen Zahlen um 1, die unter € stehende Zahl um 2
verringern, um das gesuchte Resultat zu erhalten. Ist p=2
so nimmt man die sich auf diesen Fall beziehenden Zahlen

unter By und B: um zwei Einheiten kleiner.

§ 5. SYSTEME MIT EINER p-ZAHLIGEN SYMMETRIEACHSE UND P
ZWEIZAHLIGE SYMMETRIEACHSEN SENKRECHT DAZU. ')

Dieser Fall ist dem vorigen sehr idhnlich, und die Rech-
nungen unterscheiden sich nur wenig; wir konnen uns des-
halb kiirzer fassen wie dort. Wir nehmen wiederum die
p-zihlige Achse als Z-Achse; die Y-Achse wihlen wir zusam-
menfallend mit einer der p zweizihligen Achsen. Die Einteilung
des Raumes in p Gebiete R, erfolgl auch hier so, dass die
Ebene Y Z das Gebiet I, in zwei gleiche Teile zerlegt.

Wir nehmen an, dass es in der Hiilfte « > 0 dieses Gebietes

* m Punkte P gibt, die nicht zu einer Symmetricachse gehoren.
Durch Rotationen um die Z-Achse gehen daraus die Punkte I’J"."
hervor. Aus jedem Punkte PV entsteht durch Umklappung um

') ScuosrFLies: D, Die Gruppe von Deckoperationen ist eine Dieder-
gruppe.
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die in dem Gebiet R verlaufende zweizihlige Achse ein
Punkt P®. Auf der positiven Y-Achse mdgen %, Punkle P,
liefren auf der Halbachse die daraus durch Drehung um

_1- entsteht 2" Punkte I, aufder + Z-Achse 2, Punkte PV,

und auf der — Z-Achse die daraus durch Umklappung umn eine
der p zweizihligen Achsen entstehenden Punkte P®. Schliess-
lich kann im Koordinatenursprung O ein Punkt P liegen. Es
ist bequem, die ,Anzahl der Punkte P” in den Formeln durch
einen Buchstaben 4 anzudeuten. Dabei ist aber zu beachlen,
dass ¢ nur gleich 0 oder 1 sein kann.

Die Variabelen, die hier eine Rolle spielen, werden ange-
deutet mit &Y, &% &, &0 &£ E und dhnlich far » und &
eine konsequenle Weiterbildung der Bezeichinungen, die wohl
ohne Weiteres klar ist. s sei nur noch daranf hingewiesen,
dass die Variabele &, (die tbrigens nur fiir /=1 einen Sinn
hat) sich hier auf den Punkt P bezieht, im Gegensalz zum
vorigen Fall, wo sie auf einen beliebigen Puankt der Z-Achse
Beziehung hatte. Eine Verwechslung kann dadurch nicht ent-
stehen, weil die Punkte aufl der Z-Achse hier mit den Indices
M und @ versehen werden mussten, und dementsprechend
auch die sich hierauf bezichenden Variabelen &% und &%,

Bei einer Umklappung um die Y-Achse finden nun die
folgenden Verwechslungen zwischen den Amplitudenkompo-
nenten slatt:

Uy — Ul UN T UR; UL — Up,
U i=als U, 2 U, i U
UOF— U, yai UB2UD g, U= U,
U lll:_- - [’!_‘rh; L,wa‘- 4: (l':fl: [ |ll—+ s Um
U+ — Uy U, »U,; U, »—U,

Es ist dabei j--j =p". Ahnlich wie in § 4 kann man
hieraus die charakleristischen Substitutionen ableiten, gegeniiber
welchen die Gleichungssysteme S; . . . . S invariant sein
missen. Man findet:

1) Siehe iibrigens Seite 33.
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5{!1 - __ (Er . n - __ @ . ) - aq:h
1 = Mp M« p—id Si & Sp—u
= - X o gt of .
=7 -P_/l'p—f’ Sa’ < ‘p—/?
El‘()r > __ J—1,0 . 0) = o £~'|U|
— Sp lp—11 5! 4+ €p Sp—1

(L) —> (T e Ry = LY A~
E '4;’—- 1 | R = o117 Sp « p

S > i . i -
'fj i '1;;_1 1 g‘y & :;

Daraus leitet man wieder eine Spaltung der Schwingungen
A und B ab, und findet:

Bﬁ

3 m~+ h, -+ AP + h, Schwingungen, die charakterisiert
sind durch:

El) — @, )= — p@. a1 = __ #3). I S ="}

Sp ‘4‘;; 1 4 5!’ 1 Sp Sp ? "'p_ 4}:9 QJ,—U,
(0) — —1 0. 20 — V’m — __ 2. ==

Eﬁ: s et F Ip -] § 0 4 ! z‘a .

Demnach schwingen zwei Punkte, die durch Umklappung
um die Y-Achse in einander f{ibergehen, so, dass die
Y-Komponenten gleich, die X- und Z-Komponenten ent-
gegengeselzt sind. Die Punkte P, und P schwingen
senkrecht zur Z-Achse, und radial.

Weil im allgemeinen fiir Schwingungen vom Typus A
gilt M = M,= 0, und hier ausserdem noch M, =0 (da
doch von don Z-Komponenten je zwei Lntgorrengcselzt
sind) sind diese Schwingungen inakliv.
3m—+ 2h, 424+ h, -+ & Schwingungen, l"t"u' welche gilt:

rl;—.(en..m—— (2). ﬂlJ—"HJ o EO) = =1 ,0). () = 2)
E‘p p ' Fa Ep ' | } (}‘fl !E h—ﬂfu b ; 4}; !{; 2

Hier sind fiir zwei zusammengehorende Punkte die X- und
Z-Komponenten gleich, die Y-Komponenten entgegen-
p 2} ) i =] {3

gesetzt. Im allgemeinen sind diese Schwingungen also
akliv: JU= -’-—li 0
(wenn p>2)3m -+ h, + 24 Schwingungen mit:

1) = @. £@) — n.m-— ) s B s P 1)
EE?] 4(1”5[' e E’j ‘5«‘; LJL)’ Eq_hgﬁql gq_o!
(0) — —1 (0)
3 Mo

Das bedeutet Symmetrie zur Y-Achse, und zu den g —1

2xn
Achsen, die daraus durch Drehungen um i (n = ganze

Zahl) entstehen. Es gilt | M| = 0. Wenn p = 2, so bekommt
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man 8m + &, + 2 A - 2k, + 3 Schwingungen, die den-
selben Bedingungen geniigen wie oben, und ausserdem:
£'(1) ST L (2] u'm . £

|

—— ' .
— Ll iR e F =y In diesemn
Fall sind die Schwingungen aktiv: M, == 0.
B:: (wenn p>2): 3m + 24, + A Schwingungen, cha-
rakterisiert durch:

) — @) . 52— (I, o | JRIAE v T = e (0 s e =S L) S
>q 17 &4 T 1 S AT T e He's
V‘DJZ

Co 0.

Das bedeutet Symmetrie zu den - Sy rmmetrieachsen, die

2o 3

- TN
aus der Y-Achse durch Drehungen um (_ — - ) ent-

stehen (n = ganze Zahl). Auch hier ist | M| mO. Far
p=2 aber findet man 3 m +2h, + )+ 24 + 9
aktive Schwingungen, mit einem elektrischen Moment
parallel zur X-Achse. In diesem Falle gelten neben den
vorigen Bedingungen 'uu,h die folgenden:

;(1;_.<2| . s (1) 085 ‘-' ¥
'—" 11 ;'—l’ s _4},-...|’

Bei den Doppelschwingungen € und ) tritt keine Spaltung
auf, genau wie im vorigen Falle. Die dort angestellten Unter-
suchungen iiber das Verhalten des Vektors M in Abhingigkeit
von dem Parameter A haben auch hier, mit sehr geringen
Anderungen, volle Giiltigkeit; es wiire also tberfliissig, das
hier zu wiederholen.

Es gibt, wenn p>2, 6m + 3k, 43 WO 42 h, - 3 aktive
Schwingungen €, und P= ' (6 m -3k, + 3 AY) oder P;ﬂ
(6 m + 3 h, -+ 3 AY) inaktive Schwingungen D (je nachdem p
gerade oder ungerade ist).

Die Nullfrequenzen werden in gleicher Weise berticksichtigt,
wie in § 4 geschehen ist, jedoch mit dem Unterschied, dass
hier die Translation parul]el zur Z-Achse zu Az gehort.

Wir wollen, speziell fiir den Fall p=2, das Ergebnis
elwas niher betrachten. Wir haben in diesem [Fall nimlich
drei zu einander senkrecht stehende Symmelrieachsen. Unter
diesen spielt die Z-Achse keine besondere Rolle: sie ist den
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beiden anderen gleichwertig. Die Transformationsgrappe, die

das Punktsystem hier zuliisst, ist die bekannte Vierergruppe.

Diese Gleichwertigkeit der drei Symmetrieachsen muss auch

in den Losungen zum Ausdruck kommen. Am besten sieht

man das, wenn man fiir die Anzahl Punkte PY auf der
positiven Z-Achse /. statt %, setzt, und entsprechend 4. und
h,statt &) und &,. Man bekommt dann:

Az 3m -} by -+ Ry, - h: inaktive Schwingungen. Alle Punkte
auf einer der drei Symmetrieachsen schwingen in der
Richtung der belreffenden Achse. Der Punkt P, wenn
vorhanden, ist in Ruhe. Zwei symmetrisch zu O liegende
Punkte schwingen enlgegengesetzt.

As: 3m—+-2h, -+ 2h, -+ h. + 5 aktive Schwingungen mil
einem elekirischen Moment in der Richtung der Z-Achse.

Bi: 3m -+ 2h. 4+ 2 h. -+ h, -5 aktive Schwingungen mit
Moment parallel zur Y-Achse.

Bs: 3m + 2h,+ 2 h. -+ he-+ 3 aklive Schwingungen mit
Moment parallel zur X-Achse.

Die Nullfrequenzen werden in der Weise beriicksichtigt, dass
man die Zahlen unter A., B; und B: um 2 verkleinert. Man
sieht, dass das Ergebnis wirklich mit der Gleichwerltigkeit der
drei Achsen in Ubereinstimmung ist. Diese Punkltsysteme, die
die Operationen der Vierergruppe als Deckoperationen zulassen,
sind, wie wir spiiler (Kap. II) sehen werden, besonders wichtig
fiir die Behandlung der Punklsysteme regulirer Symmelrie.

§ 6. SYSTEME MIT EINER p-ZAHLIGEN SYMMETRIEACHSE UND EINER
SYMMETRIEEBENE SENKRECHT ZU DIESER ACHSE. ')

Wir nehmen die Z-Achse als p-zithlige Symmetrieachse, die
XOY-Ebene als Symmetricebene. Ein  beliebiger Punkl in
der Hilfte 2>>0 des Gebietes E, wird mit PV angedeutet.
Es gibt m solche Punkte. Zu jedem Punkt PV gehort ein
Punkt P, der daraus durch Spiegelung an der XOY-Ebene
entsteht. In dieser Ebene 2= 0 liegen im zu R, gehorenden Ge-
biet % Punkle P, auf der posiliven Z-Achse &, Punkte PV, auf

s ot A
1) SCHONFLIES: (),
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der negativen Z-Achse die zugehirenden Punkte P*®, in O
> Punkte P (3 =0 oder 1). '

Die hier auftretenden Variabelen sind: &, &2 &, g g0 &
und dihnlich fiir ¥ und ¢ Es handelt sich wieder um die
Invarianz der Gleichungssysteme Sp..... S, gegeniiber den
Substitutionen, die einer Spiegelung an der XOY-Ebene
entsprechen. Diese sind hier sehr einfach. Die Ubergiinge
zwischen den Amplitudenkomponenten sind niimlich:

l‘(h == 10 (2). ["llj - U&l U(H+ = U!;-zi
Iz

Jre iz Ty 4+ ST
(fj-_r"? l_‘j'_‘., L,‘j,', -> l—'jq; lfj: ey o "tf':
gLy UD; UOZUD; UL — UP
UoehUnsin U era UL S UL oo =S UL

Und hieraus leitet man sofort die gesuchten charakteristischen
Substitutionen ab:

Hh o= 22 . L0 -+, . I - __ %2
Q‘/ VLD St | ) « "M ' a’ - S
= E o 1%
ST %7 o Y i SN R RSEREERCy
=D, SN =@ . D> @)
RATSIEAT] FRD D =2 154 '111—1’ S« p
[ ol i o o
“’-1 _’tl 3 ”;’—l }‘4‘;:_” ":;r e S‘p

Demnach findet in jedem System S, eine Spaltung der Va-
riabelen statt, und also auch eine Spaltung der betreffenden
Losungen. Man bekommt nun folgende Schwingungen:

Ay :3m -2k -k, inaktive Schwingungen, gegeben durch:

E(l) — E@), (1) — (2. A)——_ 2. ¥ — -
";;n "I'-Jn L] /jf’ /l' Sp - “.\}: ' SJ,.'_"OB
) —__ @A, ' —()

p pot dp

Diese erfolgen offenbar symmetrisch zur X0 Y-Ebene.
L] J
As:3m -+ k, -+ h, -0 aktive Schwingungen, fir welche gilt:

) — gD, L) — y@. A — #d, O =¢@

L'j’ p ! "J‘p . Ip 0 \,u Sp ! 5;- P
Zwei zusammengehirende Punkte schwingen in der Z-
Richtung gleich, in den X- und Y-Richtungen entgegen-

geselzl.
By : 3 m-+ 2k, inaklive Schwingungen (fiir p > 2), gegeben durch
— E(2)s 1) — ,,(2 1) — A, ¥ —
Esi“_—"f" i dlj G =—8 §=0.

Das bedeutet wwdcmm Symmetrie zur XOY-Ebene. Ist
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p=2, so bekommt man 3m - 2%, + 24, -+ 27 aktive
Schwingungen. Fir jede dieser Schmngungen hat das elek-
trische Moment eine bestimmte Richtung senkrecht zur Z-

st l‘l___!').‘ —'.:2.
Achse. Es ist §V=§®; 1 =y @ .
By : 3 m + k, inaktive Schwingungen (wenn p > 2), fiir welche
gilt:
é‘f’l] T Efl; "ff{” r— i b 4!?9) é’\l]—- ::f) E — 0’ /J = ().

Ist p=2, so kommen 3m —+ k, + 2h_ Schwingungen
heraus, die ebenfalls inaktiv sind.
oy 1 = 1
Es ist: FU S E e
Ci:3m—+ 2k, + h, ¢ aklive Doppelschwingungen, charak-
terisiert durch:

;_—n)_ (2). (1: — &) . )=, m..m e (R e 1) gy
5 ",,__1,/'1 Vo1 Mp—13 64 S

1T =2 2) =7 —{)- 1) —= £'(2). = 2)
é’\)—-l 5;;‘]?": “:p_l O?El( _'5 L] l‘; 4;:{._.1

Auch hier bedeutet das, wie man mit Hilfe der Gleichungen
(25 a. b. ¢) leicht nachweist, Symmetrie zur llbene X OY.
Ca: 3 m+ [, + h, inaktive Doppelschwingungen, mit:

(LY (21. (0 VI—— = IR § | -l..m _—_ ) .
51} 'E E.:'—I _ga'—i"?l):’ Hiss Np 55 ';’-1'

1) — 2. #1) . .
S A e (},_1, Dt e 1,_1—74| Up —1 = = 0;

) —= — AL (D) (1) —
E.l El ] j‘F__i —O.

AN oy Fheey
o R
D p D—:3 . ‘ ‘

{ i (J m = 21,) oder == (3 m -+ 2 k) inaktive Dop-

pelschwmgungen (je nmachdem p gerade oder ungerade
ist) svmmetrisch zur Symmelrieebene.
— 3 ; i
" (J m —+ k,) oder P—o (3 m —+ k) inaktive Doppel-

-

schwm gungen,

Was die Nullfrequenzen betrifft, diese gehoren zu den fol-
genden Typen?):
Die Translation parallel zur Z-Achse zu A,
Die Translation parallel zar Y-Achse zu € (B,)

') Die eingeklammerten Buchstaben beziehen sich auf den Fall p =2,
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Die Translation parallel zur X-Achse zu € (B1)
Die Rotation um die Z-Achse zu A,

Die Rotation um die Y-Achse zu . (B.)

Die Rotation um die X-Achse zu C: (B:)

§ 7. SYSTEME MIT EINER p-ZAHLIGEN SYMMETRIEACHSE, P SYMMETRIE-
EBENEN DURCH DIESE ACHSE, UND SENKRECHT ZU DIESEN,
EINE SYMMETRIEEBENE, WELCHE J) ZWEIZAHLIGE
SYMMETRIEACHSEN ENTHALT. !)

In diesen Systemen treten neben der p-ziihligen Symmetrie-
achse die charakteristischen Symmelrieelemente aus den drei
vorigen Paragraphen zusammen auf. Diese sind aber nicht
von einander unabhiingig, denn durch die p-ziihlige Symmelrie-
achse, zusammen mil zwei anderen, von einander unabhingigen
Symmetrieelementen, ist die ganze hier anftretende Gruppe
von Deckoperationen bestimmt. Wir kénnen deshalb eine dieser
drei neben der p-zihligen Achse auftretenden Symmetriearten
ausser Betracht lassen, und nur mit den beiden anderen
rechnen. Am einfachsten ist es wohl, als solche die p Sym-
melrieebenen durch die p-zihlige Achse, und die Symmelrie-
ebene senkrecht zu dieser Achse zu withlen. Die Frage gestaltet
sich nun so, dass untersuchl werden muss, welchen Einfluss
eine Symmetrieebene senkrecht zur p-zihligen Achse auf den
in § 4 dieses Kapitels behandelten Punktsyslemen ausiibt.

Iis soll also in Figur 4 die X OY-Ebene eine Symmetrie-
ebene des Punktsystems sein. Die Punkte PV, P, P, P and
P in dem Gebiel 2 >0 bezeichnen wir jetzt mit dem unteren
Index , also 28 PA. P, P, P,, zur Unterscheidung
von den symmetrisch liegenden Punkten Pf) I’jfz'l, o P
und P, in dem Gebiet 2z <0, withrend die urspriinglichen
Bezeichnungen PV, P® P P” und P fir die Punkte in der
Ebene z==0 benutzt werden. Es gibt m Punkle l’;,‘(’l), ke, Punkte
P, kY Punkte M h, Punkte Pk, Punkte puleh
Punkte P k) Punkte PY und & Punkte P. (3 =0 oder 1).

Die Losung der oben erwithnten Frage wird nun auch hier

" A
') ScHONFLIES 1.
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in sehr einfacher Weise erhalten, indem man Invarianz der
Gleichungssysteme 1) fordert gegeniiber denjenigen Substi-
tutionen, die der Spiegelung an der X OY-Ebene entsprechen.
Wegen der grossen Analogie mit dem im vorigen Paragraphen
behandelten Falle wird es geniigen diese charakteristischen
Substitulionen ohne Weiteres hinzuschreiben:

‘EIJI{)II : frl‘)zs; :'T([ll)l) : Wi'lq)g); ?,ll() ; z T (frl()g,v Efr%]“ : Eﬁél; usw,
énn <195 Ay A r(2) z!(l) e ‘Zna,?' E'fﬂ. 7 E:}Pg,; usw.
Eim P Ellreﬁ "a;p-l‘u'l):"i;»—n(aﬁ :ﬂr'lj T 5;.(3,: £ Z& ; usw.
ED S8 Dy DG D usw.

& mons L= EOSED; usw,

Dadurch werden die in § 4 gefundenen Schwingungsformen
Ay, Ae, By, Bs, Cund D wiederum gespalten in zwei Gruppen,
deren eine nur Schwingungen enthilt, die symmetrisch zur
XOY-Ebene erfolgen, wiithrend die Schwingungen der anderen
Gruppe so beschaffen sind, dass zwei symmelrisch zu dieser
Ebene liegende Punkte mil gleichen Z-Komponenten, aber
entgegengesetzten X- und Y-Komponenten schwingen. Wir
werden das kurz als ,nicht-symmetrisch” bezeichnen #).

Man findet nun folgende Schwingungsmoglichkeiten:

Ay: 3m 2k, 4250 +h, 42k, -+ h, 4 B inaktive, sym-
melrische Schwingungen. :

A :3m -+ 2k, 4 2k0 - b 4k, 4+ k, 4 B -} d aktive, nicht-
symmetrische Schwingungen. (M. =] 0).

Ag: Bmik N -2 & -k, - A inaktive symmetrische
Schwingungen.

Ay :3m 4k, + K + k, inaktive, nicht-symmetrische
Schwingungen.

By :(wenn p>2)3m-+ 2k, + kY4 2k, + h, + A inaktive,
symmetrische Schwingungen.

) Hier sind gemeint die Systeme, die in § 4 dieses Kapitels durch
Spaltung der Systeme S; . . .. S, erhalten wurden,

) Wir benutzen also hier die Worte ¢symmetrisch» und «nicht-
symmetrisch> nicht in der allgemeinen Bedentung (Seite 26), aber nur
um das Verhalten gegeniiber der Symmetrieebene x — 0 anzudeuten.
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(wenn p=2):3m+ 2%k KV +h + 2k +h, + KO+

aktive, c;wnmehi-.chc Schwingungen. (M, =|=0).

i (p>2): 3m+- 2k, + EY + k, + &, inaktive, nicht-sym-

metrlsche S(.hmngun"en

(p=2):3m4 2k, + KO+ h, 4+ k, + h, inaktive, nicht-
symmetrische Schwingungen.

(p>2):3m+4k, + 219+ 2k, + &, + 2D inaktive,
t:ymtnetrif:che Schwingungen.

p=2:3m~+k, +2k0+h, + 9;;-,,—}—]4,. + AQ 43
aktive, qvmmelusche bchmnnun;,en M. == 0).
(p>2):3m—+k,+ 2,2+ &, + 4D in.lktive, nicht-sym-
metrische Schwingungen. :
(p=2):3m~+k, + 2D 4 b, -+ k, + 2?inaktive, nicht-
symmelrische Sch\\’m“unf?en.

:6m-43k, + 350+ h, 44k, 424, 4 240+ 5 aktive,

symmelrische Doppelschwingungen.

Y':6m—+438k, +3k0 4k, + 2k, + h, - h§Y inaktive, nicht-

symmelrische Doppelschwingungen.

£ 1}3 6 m 4 3k, + 34EO 4k, +2h, +240) oder

=7
b= @m+8k, 48K+ 4k, + 24, + 240)

inaktive symmelrische Doppelschwingungen (je nachdem p
ungerade oder gerade ist).

s 3(() m4 3k, 3K+ 2k 4k, + &) oder

(6 m=- 3k, 4+ 3k 4+ 2k <4 h, 4+ "D

inaktive nicht-symmetrische Doppelschwingungen. (je nach-
dem p ungerade oder gerade ist).

Auch hier sind die Schwingungen B nur vorhanden, wenn p
gerade ist, und die unter ', ¢, D' und D'" angegebenen
Zahlen gellen nur wenn p mindestens gleich 3 ist,

Die 6 Nullfrequenzen gehdren zu den folgenden Typen:

Die Translation parallel zur Z-Achse zu A

r

Die Translation parallel zur Y-Achse zu C'(B))
Die Translation parallel zur X-Achse zu €' (By)
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Die Rotation um die Z-Achse zu A,
Die Rotation um die Y-Achse zu C" (By)
Die Rotation um die X-Achse zu C” (BY)
Die eingeklammerten Buchstaben bezichen sich wieder auf
den Fall p=2.

§ 8. SyYSTEME MIT EINER p-ZAHLIGEN DREHSPIEGELUNGSACHSE. ')

Die grundlegende Deckoperation wird bei den Systemen
dieser Art gebildet von einer Drehung 0D, um die Drehspiege-
lungsachse, zusammen mit einer Spiegelung an einer Ebene
senkrécht zu dieser Achse. Die allgemeine Operation der fir
diese Systeme charakteristischen Gruppe wird von einer n-
maligen Wiederholung dieser elementaren Operation gebildet.
Wir konnen uns beschriinken auf den Fall wo p gerade ist,
denn man sieht leicht, dass der Fall p = ungerade zu einer
Betrachtung der Gruppe C} fiihrt, die schon in § 6 dieses
Kapitels erledigt wurde.

Man konnte nun diesen Fall der p-zihligen Achse zusammen-
geselzter Symmetrie (wo p = 2¢) als Spezialfall eines Systems
mit einer g¢-zihligen Achse einfacher Symmetrie auffassen,
und die Untersuchung nach den verschiedenen Schwingungs-
moglichkeiten entsprechend gestalten. Das ist auch sehr gut
moglich, jedoch nicht empfehlenswert. Es hat sich namlich
herausgestellt, dass man mit einer Betrachtung von Symmetrie-
ebenen, Achsen einfacher Symmetrie und Symmetriezentren
nicht auskommt und dass es durchaus notig ist, die Achse
zusammengesetzter Symmetrie als neues Symmelrieelement
hinzuzufiigen. Es ist deshalb besser, die Drehspiegelungsachse
nicht aufzufassen als ein der Achse einfacher Symmelrie unter-
geordnetes Symmetrieelement, sondern diese beiden Achsen
einfacher und zusammengeselzler Symmetrie als unabhiingig
und gleichberechtigt anzusehen. Das kommt auch sehr schon
in den Rechnungen zum Ausdruck, die sich dadurch viel
itbersichtlicher gestalten, und die diese Auffassung durch ihre

!) ScHONFLIES: S,.
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grosse Ahnlichkeit mit den in § 3 dieses Kapilels angestellten
Uberlegungen durchaus bestitigen.

Es sei also die Z-Achse eine p-ziihlige Drehspiegelungsachse
(p==2¢); die Spiegelungen werden an der X O Y-Ebene vor-
genommen. Durch p Halbebenen durch die Z-Achse, welche
man wieder so wihlen kann, dass sie ausser den Punkten
auf der Z-Achse keine Punkte des Systems enthalten, teilt
man den Raum in p Gebiete Iy ... R,.... I,. Die m Punkte
im Gebiet £; bezeichnen wir mit P;; die Punkte 241 in
R; 41 entstehen daraus durch die elementare Drehspiegelung,
usw. Auf der positiven Z-Achse liegen &, Punkte Y, und
auf der negaliven Z-Achse k. entsprechende Punkte P®, die
durch eine einfache Drehspiegelung, das heissl in diesem Falle
eine Spiegelung an der X O Y-Ebene, aus den Punkten AV
entstehen. Schliesslich kann man in 02 Punkte P annehmen
(6=0 oder 1).

Man fihrt nun auch hier zuerst die Variabelen V,, V' und
W, ein, definiert durch (9), und ausserdem, den Punkten
PY PP und P entsprechend, die Variabelen P&, 4,
Wi, p@s @ @ e ¥ ound - WL Dann werden die
folgenden linearen Kombinationen dieser Grossen als neue
Variabelen eingefiihrt:

E, zjﬁl V:‘ 3]-"'”-..11; 1, :r.‘(_“l [r;t c‘;,(H.“; :.:f :"é' ”.i cj:,”‘*'“

5,'; = pu) { Y@, ,4;."': V'”“k}f- l"*‘l*); g,},“: e Lo
E:,r-lrl__— 740 = '-&1; ,’:;_‘__: P _ |rmi|; L‘q: ”-'IU.}, e

E;' =S5 V; .(?;.'_lﬁ ],'*; ‘:': 1

Das sind 3pm -+ 6h, - 33 =35 Variabelen, wie es nach
der allgemeinen Theorie sein muss. Die Bezeichnungen sind
wiederum so gewiihll, dass jede Variabele mit dem Index [/
hei der reduzierten Drehspiegelung mit j multipliziert wird.
Das fithrt nun, genan wie in § 3, zu einer Spaltung des allge-
meinen Gleichungssystems in p Teilsysteme S; ... 5 ... S,
deren jedes nur die Variabelen mit dem bestimmlen Index {
enthilt. Wir schreiben diese mit den zugehodrigen Variabelen
in einem Schema zusammen und bekommen, fir p > 4:
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1

S}'ste in: Sy | St | Sq—l Sq ‘ Sq-{-l S‘!‘—f ‘ Sy-—l \ Sp
i i ‘ : - e
Ev oy | Er e |Eamavta—1| Eq Mg [Sattfett Ep—ivp—1|Ep—1p—1| Sp Wp
5 : : ke o T & £ ¢ 7 o o
Variabelen:| & &, e e Tl MEHE Li“i+1"‘f+1 G-t | Somttoa| & &
Er- 5:, ‘/I —_l
1 1 | l Z I
‘ ‘~ (e [ Ak | It
Anzahl der 3m-+h| 3m |3m+h Bm—+h|3m+ by 3m |3m 4+ h|3m-+h
Variabelen:| -+ 4 ‘ 43 i

[st aber p=4 oder p=2, so sind diese Systeme nicht
alle verschieden und man bekommt:

p=4 p=2
| —
‘. l | \
System: S SyIe b S; \ S Si S
T s e I e Ey o & Wlrite
1 G Eg 2 Ze Es va ¢s | Eava Ga Y 5 S2 Y2 Qe
o A poprt ot el | en il g gt
Variabelen: | & & GG Ians¥s |G §1 51 51 | Sacg¥a
orr L |
S My |

Anzahl der |3 m-+ 2 I:ll Im-+h !3 m-2h l3 m -} !:l Sm-+3h 13 m-+3h

Variabelen: | +3 | +o |43 | I+35 |

Um diese Fille p=4 und p=2 nichl immer gesondert
beriicksichtigen zu miissen, geben wir vorlinfiz nur die
Resultate fir p>>4 an, und erst nachher das Irgebnis fir
p=4 und p=2.

Die Losungen der Gleichungssysteme Si....Sp spalten nun,
genau wie in § 3, in verschiedene Gruppen, deren einige aus
einfachen, andere aus Doppelschwingungen bestehen, und man
findet folgende Moglichkeiten:

A. 3m -+ h, symmetrische Schwingungen ). Diese geniigen,
wie man leicht nachrechnet, den Bedingungen:

') Symmetrisch in der allgemeinen, auf Seite 26 definierten Bedeutung,



AT = T (e e
3 T/; I - é‘pj VJ* _ f— E":: V;

' -
N AR =—1, }.. @)
O = PO = Pl = P = = P*x= W =0

W= wWe i

Diese Schwingungen sind, wie man sofort sieht, inaktiv.

B. 3w -+ h, - o Schwingungen, die charakterisiert sind durch
folgende Beziechungen:

AT e Ve th =—rV,
Ep V;\’ — s‘?, V;‘ et el y Tils L; ].;

W= i gl - Wl e
= = P = Jxd = = V*=0

Wi = e,
Diese sind optisch aktiv; das Moment hat die Richtung
der Z-Achse.

. 3m -+ he -}~ 3 aklive Doppelschwingungen. Hier gilt:

3 If*
Vy -wm L konst.; 1)

H
— - == konst.;
Al ti"' —l— Ag !

21 1= #::'_f"’-.iz
iR ek T (35)
7 W,

——rr— = = Kkonst
J4 1 g—J (1) ity
& (g + vo &

1

) = ]"ti?]; ) — V*(!’; W = W& = ¥ =0,
Das elektrische Moment steht senkrecht zur Z-Achse.

D. 3m -+ h. inaktive Doppelschwingungen, fiir welche gilt:

V. V. e/t
i
i . ._"’..__:..; l-q-—“) _— =i Da ;!7;' — kO“SL;
Ml A . A Ag &
Vel W,
L = konst.;

£

- = konst.; —— e

W = O = = V = V*=0;
?). 1) — T

) = — 7@, P*¥l)= — ] *(2)

1) Mit <konstant> wird hier gemeint: unabhiingig von J.



o6

k. P=i> 3 m inaktive Doppelschwingungen:

2
Ve
2!
: = konst.;
AfEE, Catt I g Gl e ’
V*
. — konst.
1 AJ(I 1]_%_#') ..JP(—?—II
P T jq
ﬁ,?[.f' sl e U o i
1 E{V(TH) s E';J i+ 1 a-’f _11_ o E;,zl

W= WO = = V= PO = P+ = )&=} = Jx=0.

Zur geometrischen Deutung der Doppelschwingungen ist
noch zu bemerken, dass fiir { = gerade gilt:

7 R — ___ I7¥
V.:' If+vl’ I.f IU+'r)'

fir [ = ungerade ist

4 . PR =%
Vi=Vita s Vi=Vise

und schliesslich gilt W, = & W, . je nachdem (I + 7) ge-
rade oder ungerade ist. Die Deutung der Schwingungen A
und B diirfte nach dem in § 3 Ausgefithrten ohne Weiteres
klar sein.
Die Gleichungen (25¢) und (25b) gellen hier auch; statt
(25¢) bekommt man aber jetzt:
;“H-qlg i J(f+11?’— =7 ”.rj. s (950’)

Wie gesagt, sind die Moglichkeiten p =4 und p =2 bis
jetzt nicht in Betracht gezogen. Wir werden nun dazu tiber-
gehen diese beiden Fille zu behandeln, und fangen an mit
p==4. Aus dem fir diesen Fall gilligen Schema (Seite 54)
liest man sofort ab, dass man hier finden muss:

A. 3 m -+ ke inaktive, symmetrische Schwingungen, die den
Bedingungen (33), fir p =4 genommen, genigen.

B. 3m - h, -} o aktive Schwingungen, charakterisiert durch
die Gleichungen (34), fir p = 4. Das elektrische Moment
hat, wie im allgemeinen Fall, die Richtung der Z-Achse.

C. 3m-+ 2h, + o aklive Doppelschwingungen, welche den
Gleichungen (35) geniigen, und ausserdem noch den
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Gleichungen: W0 = W& = W =0 (aber nicht, wie im
allgemeinen Fall 77V = I"® oder *1 = [7*3)  Das
elektrische Moment steht senkrecht zur Z-Achse.
Wiihrend also, wie man hieraus sieht, der Fall p = 4 nur
wenig abweicht von dem allgemeinen Fall (p = 6), finden
wir bei p =2 erhebliche Unterschiede. Das liesse sich auch
erwarten, denn eine zweizithlige Drehspiegelungsachse ist ja
nichts anderes als ein gewohnliches Symmelriezentrum. Da
man aber jede Gerade durch ein Symmelriezentrum als zwei-
zithlige Drehspiegelungsachse auffassen kann, muss sich hier
die Sonderstellung der Z-Achse als eine scheinbare erweisen.
Das gibt nun natirlich Verhiltnisse, die von den vorigen
wesentlich verschieden sind.
Aus dem fiir p =2 giltigen Schema (Seite 54) liest man
nun sofort ab, dass man hier zwei Losungssysteme be-
kommt:

A. 3m -+ 3 h, symmetrische Losungen, fiir welche gilt:

Vi — Vay V= _ U8 Wi=—W,; V=_ PO,

= — A0, = _ O, V= P*= ' =0.

.
¥

Es ist also der Punkt P in Ruhe, und je zwei symme-
trisch zu O liegende Punkte schwingen enlgegengesetzl.
Es ist klar, dass diese Schwingungen inaktiv sind.

B. 3m-+3h. 30 aktive Schwingungen, gegeben durch:

Vi=Vyy VE=V} W= Wy VO=V®; Px =1,

WM = W2  Das bedeutet, dass je zwei zu O symme-
trisch liegende Punkte mit gleicher Amplitude schwingen.

Man sieht, dass der Unterschied zwischen den Punkten I;.
und P2V oder P? vollig verschwunden ist, was wir auch er-
warleten. Setzt man m -} b, = m’, so findet man also fir
Systeme mit Symmetriezentrum, die gebildet sind aus
2m’ -+ & Punkte (3 =0 oder 1):

A) 3 m inaktive-, und B) 3m' - 39 aklive Schwingungen.
Uber die Richtung des elektrischen Moments bei diesen ak-
tiven Schwingungen liisst sich nichts Allgemeines sagen.

Die Nullfrequenzen gehoren zu den folgenden Gruppen:



5‘,;;,-.6!p=4- p—2

—
Die Translation parallel zur Z-Achse zu J B ! 15 b
Die Translation parallel zur Y-Achse zu | ¢ | C B
Die Translation parallel zur X-Achse zu i C | C b
Die Rotation um die Z-Achse zu . 4 A A
Die Rotation um die Y-Achse zu. . . | D A
Die Rotation um die X-Achse zu. . . | D | ¢ | 4

& 9. SYSTEME MIT EINER p-ZAHLIGEN DREHSPIEGELUNGSACHSE, °
q SYMMETRIEEBENEN DURCH DIESE ACHSE, UND ¢ ZWEIZAHLIGEN
ACHSEN EINFACHER SYMMETRIE SENKRECHT ZU DER
ERSTEN AcHSE, ')

Diese Symmetrieelemente konnen nur dann vorhanden sein,
wenn p gerade ist, und wir wollen uns denn auch wie im
vorigen Paragraphen auf diesen Fall beschriinken. Zweilens
werden wir den Fall p=2 ausschliessen, weil der in § 6
dieses Kapitels erledigt wurde.

Es sei nun die Z-Achse die p-zithlige Drehspiegelungsachse;
an der XOY-Ebene werden die Spiegelungen vorgenommen.
Durch den Koordinatenursprung O gehen ¢ zweizithlige Sym-
metrieachsen, senkrecht zur Z-Achse; eine dieser Achsen
nehmen wir als Y-Achse des Koordinatensystems. Weiter
gibt es ¢ Symmetrieebenen durch die Z-Achse. Diese leilen
den Raum in p Gebiete RJ., die wir so numerieren, dass das
Gebiet R, die + Y-Achse enthill. Das Syslem sei nun aus
folgenden Punkten gebildet: m Punkte P‘;]’ in der Hillte von
RP, wo z > 0, nicht in einer Symmetrieebene; daraus entstehen
durch Drehspiegelungen die Punkte PV. In jedem Gebiet
R, gehort zu P ein Punkl PP, der aus dem vorigen hervor-
geht durch Umklappung um die zweizihlige Symmetrieachse,
die in dem betreffenden Gebiet verliuft. Auf der -+ Y-Achse
befinden sich %, Punkte P ; in der Halbebene, die die Gebiete
R, _, und R, trennt, k, Punkte PY; auf der -~ Z-Achse A,

1) SCHONFLIES: S,
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Punkte P, mit den zugehorigen Punkten P* auf der — Z-Achse,
und & Punkte in 0. (3 =0 oder 1).

Jede Deckoperation der fiir diese Punktsysteme charakte-
ristischen Gruppe liisst sich als Produkt einer Umklappung
um die Y-Achse mit einer gewissen Potenz der elementaren
Drehspiegelung auffassen.  Wir brauchen also nur Invarianz
der Gleichungssysteme aus § 8 gegeniiber den Substitutionen
zu fordern, die einer Umklappung um die Y-Achse entsprechen.
Dabei vertauschen sich die Amplitudenkomponenten wie folgt:

UnT— 0%, UB2UR, i UNT-—UR,
Uipsrhiisl s entmeauUnt -t Uit bl ol

I’[Ul -:- = U(‘.?'I + 1) U:l?;' _4*— U :?')-i— 1)y "TT : =T (*10p+ 1)z
Lg) :r_ i 0" U.lr?.' : L';,“_f— U;‘l : U(:l'l -t o LA:I
e S SR U s e LI

(Es ist j+j =p. Die charakterislischen Substitutionen
werden nun:

_5‘,“ -..t — HJE}_{ /.m f_ — e',-'“’" i’[l!—r o \::121
r » p—1 M 4= =1

§§ o1 S :t_:p—f
a0, P rtal
Ell :’.— = ”;J - l ‘::J -) —]- ':;r
‘5;-“':-'1[""7:,4 f,, _’"““:f

' ’ ' ’
Elf P ”Jl'—l éﬂq i B r;";

Dadurch werden nun wieder einige Spaltungen hervorge-
rufen in den in § 8 gefundenen Schwingungsformen und wir
finden: '

Az 3m+h, -+ 2k, + h, inaktive Schwingungen, gegeben

durch:

.ttl]___ . M) — . (1) Al ), £ — G *

p ~Hats e —m el B SniS it st A
0) — — =1,

$,=0; & & Ny

Diese sind vom ,symmetrischen” Typus.
Ag: 3m—+2 h, -+ &, inaklive Schwingungen, gekennzeichnet

durch:
|_m —— A '41)_%21.:_-..:101._ -1 ,,(0).
t( ! Gl E( ) "p ] Sp p ":‘,H v Sp '1;,'!

r Sp 1 S

Uee='()s gp-—()
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Bi: 3m—+ h, +k, inaktive Schwingungen, fitr welehe gilt:

U — 2. ) —— ). Al) — 3. £ x| ¢
Chi =g v 41”? _8“’_ g3 Sq =
) — —1 0. #0) — . s" s

§0=¢8 " S RS O £

Bs: 31)1—1-21;;[—#2/;,—!—/1” 0 :1]-:[1\'9 Schwingungen,
rakterisiert durch:

HIy—=— f”l. (=i ) === 32) e )
54 gq "jq Y g L.-q ' 'Eq "irp Sq e

F"'i ibt JI- —I_ 0.

&

6m—+ 3 hy -+ 3k -+ ho + 0 aktive Doppeicchwingnngen.

(ﬂher fir p=4 wird die Anzahl: 6m 43 hy+ 3k -+
49 1, 4 3). Das elektrische Moment steht senkrecht zur
Z-Achse, und kann fibrigens jede beliebige Richtung haben.
Man kann auch hier eine einfache Beziehung finden
zwischen der Richtung dieses Momenlts und einem Para-
meter 2, der das Verhiltnis der Variabelen aus S; und S, —1
darstellt, alles genau wie in §§ 4 und 5; wir brauchen

das hier also nicht weiter auszufithren.

D: (nur fir p_=6) 6m -+ 3 by + 3 ko -+ he inaktive Doppel-

schwingungen aus dvn Sy‘;lemen Sg—1 und S; 1.

E: (nur fiir p _—6) P — (b m -+ 3 hy -+ 3 k) inaktive Dop-

pelschwingungen,

Man sieht, dass aunch hier bei den Doppelschwingungen €,

D und £ keine Spaltungen herauskommen.
Die Nullfrequenzen gehoren zn den folgenden Gruppen:

Die Translation parallel zur Z-Achse zu Be
Die Translation parallel zur Y-Achse zu C
Die Translation parallel zur X-Achse zn €
Die Rotation um die Z-Achse zu A,

Die Rotation um die Y-Achse zu D (C)
Die Rotation um die X-Achse zu D (C)

Die eingeklammerten Buchstaben gelten fiir den Fall p=4.



KAPITEL II.

Endliche Punktsysteme regulirver Symmetrie.

§ 1. Svysteme miT DEN DER TETRAEDERGRUPPE ENTSPRECHENDEN
SYMMETRIEELEMENTEN. ')

Es gibt bekanntlich fanf Symmetrieklassen, die dem reguliiren
System angehoren. Diese sind alle gekennzeichnet durch vier
dreizihlige und drei zweiziihlige Achsen einfacher Symmetrie.
Wir werden diese im folgenden als ,die reguliiren Symmetrie-
elemente” bezeichnen. Die entsprechende Gruppe von Deckope-
rationen ist die Tetraedergruppe. Sie ist far die in diesem
Paragraphen zu besprechenden Punktsysteme die Hauptgruppe,
in den vier anderen Fillen ist sie eine Untergruppe einer
anderen, mehr Operationen umfassenden Gruppe. Jedenfalls
ist aber die Tetraedergruppe fiir das ganze regulire System
massgebend. Man sieht nun sehr leicht, dass die Methode
des vorigen Kapitels hier wenig Erfolg verspricht. Denn dort
war nur von Systemen die Rede, die eine Hauptachse auf-
wiesen, oder wenigstens ohne jeden Zwang als solche aufgefasst
werden konnten ®). Bei den Systemen regulirer Symmetrie
gibt es aber drei zu einander senkrecht stehende zweizihlige
Symmelrieachsen, und vier dreizihlige Symmeltrieachsen, die
mit den vorigen gleiche Winkel bilden. Dadurch wird schon
nahe gelegt, die drei zweizihligen Achsen als Achsen des
rechtwinkligen Koordinatensystems zu withlen, und die Rech-
nungen so zu gestalten, dass die Gleichwertigkeit dieser Achsen
dadurch auch zum Ausdruck gebracht wird.

) Semdnruies: 1.

") Die Gruppen D, D} und S, sind nimlich nicht durch eine aus-
gezeichnete Achse charakterisiert.
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In der nebenstehenden Figur, die eine stereographische
Projektion des Punkt-
systems darstellt, sind
also die X-, Y- und
Z-Achse die zweizihli-
gen Symmetrieachsen’).
Die Geraden z=y=2,

T=—1=—2, —T=lY——2
und —x=—y=2 sind
diedreizihligen Achsen,
die wir der Reihe nach
mit a;, as, a; und a,
bezeichnen.

Es ist nun fiir das
Folgende bequem, den
ganzen Raum, mit Aus-
nahme der Punkte anf
den drei Koordinatenachsen, in vier Gebiete Rp (k=1,2,3
oder 4) einzuteilen. Diese Einteilung kann noch in hohem
Masse willkiirlich erfolgen, nur soll den folgenden Bedingungen
geniigt werden:

1. Jeder nicht auf einer der Koordinatenachsen liegender

Punkt, gehort zu einem der Gebiete Ry

9, Aus einem Punkt in £y entstehen durch Umklappungen

um die X-, Y- und Z-Achse Punkte in Ry, B3 bezw. Ei.

Fig. <1

D -\

3. Durch die Operationen A} (‘d)’ d.h. durch Drehungen

um ganzzahlige Vielfache von 120° um die Achse a
entstehen aus jedem Punkt in K; Punkte, die ebenfalls

zu Iy gehoren.
Man leitet aus diesen Bedingungen zunichsl ab, dass jeder
Punkt der Achse ai, ausgenommen der Koordinalenursprung,

1) Die Schnittpunkte der Z-Achse mit der Kugeloberfliche, die bei
dieser Projektion eine Rolle spielt, sind als Projektionszentra gewiihlt,
die XOY-Ebene als Projektionsebene. Deshalb ist die Z-Achse in der
Figur nicht sichtbar, und nur durch den Punkt O vertreten.
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qum Gebiet Rp gehort. Eine fiir die jetzt zu betrachtenden
Punktsysteme verniinftige Definition wiire z.B.: Man rechnet
die Gesamtheit der Punkte:
(>0, y>0,2>0); (<0, y<0, 2<0); (=0, y>0, 2>0),
(y=0, x>0, 2>0), und (=0, @ >0, y >0) zu By, und
die daraus durch Spiegelung an der X-, Y- und Z-Achse
entstehenden Punkte zu Rs, Ry bezw. Ry Damit wird den
oben aufgestellten Bedingungen geniigt. In manchen anderen
Fallen erweist sich jedoch eine etwas allgemeinere Definition
als zweckmiissiger.

Es sei nun Py ein beliebiger Punkt des Systems im Gebiet .
©)

¥

.3) entstehen hieraus

P

Durch die Drehungen A (y)‘:) und ,{llea(
die Punkte Py und Pys, ebenfalls in &y, (Der erste Index in
Piy, Py2 und Pys bedeutet, dass die betreffenden Punkle zu £y
gehoren). In Bezug aul das Vorzeichen der Drehungen Ax be-
stimmen wir Folgendes: Wir nennen die Hillfte z =y =2 >0
der Achse a; positiv, und ebenso die daraus durch die Um-
klippungen um die Achsen X, ) und Z entstehenden Hiilften
der Achsen as, a3 und ay. Eine Drehung A um die Achse ax soll
nun positivsein, wenn man, von 0 aus nach der positiven
Richtung der Achse ax blickend, eine Rechlsdrehung wahr-
nimmt. — Wenn wir nun jeden Punkt Py (j=1, 2, 3) den
Operationen der Vierergruppe unterwerfen, so entstehen daraus
hei Umklappungen um die X-, Y-, und Z-Achse die Punkte
Pay, P3; und Py, Die 12 Punkte P, bilden ein gegeniiber
den Operationen der Tetraedergruppe invariantes System, da
bekanntlich jede dieser Operationen als Produkt einer Drehung
AP und einer Umklappung um eine der zweizithligen Achsen
zu betrachten ist.

Nach den obigen Festsetzungen iiber das Vorzeichen der
Drehungen Ax ist noch zu bemerken, dass fiir jedes k
bei der Drehung - A4, de Punkte P, in der Reihenfolge
Py~ Pra™ Pz~ Py ineinander iibergehen. Wenn  wir
schliesslich mit 4" die Werte 2, 3 und 4 andeuten, mit der
Bestimmung, dass &' - 3 n (n = ganze Zahl) dasselbe bedeutet
wie %/, o kann man leicht einsehen, dass bei der Drehung
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Ay ein Pankt P,,; Gbergeht in den Punkt 7., ;.. Dabei

muss man auch fiir die Indices j den cyclischen Charakter
dadurch zum Ausdruck bringen, dass man bestimmt: j=j -} 3
(mod. 3). _

Wir wollen annehmen, dass es m Punkte P gibt, also
12 m ,allgemeine” Punkte. Ausserdem konnen aber auf den
Symmetrieachsen Punkte liegen, nimlich: % Punkte!) P
auf der Achse a; (nicht im Koordinatenursprung 0), und
entsprechend auf jeder Achse @, die Punkte P_;aufder posi-
tiven X-Achse . Punkte P, entsprechend aunf der negativen
X-Achse h_Punkte P auf der - Y-Achse &, Punkte P,
nsw.; schliesslich im Koordinatenursprung 4 Punkte P (3 =0
oder 1).

Die Amplitudenkomponenten, die als Variabelen in den
3(12m -+ 4 hy - 6 h, -+ 3) Gleichungen (1) auftreten, werden
mit U, U, U, U, usw. bezeichnet ?). Die Untersuchung
der verschiedenen Schwingungsmaoglichkeiten wird nun darauf
hinauslaufen, dass man von diesem Gleichungssystem (1) In-
varianz fordert gegeniiber den Subslitutionen, die den Ope-
rationen der Tetraedergruppe enlsprechen. Man machl das
am besten in der Weise, dass man zuerst nur die Operationen
der Vierergruppe in Belracht zieht, und nachher auch die
Operalionen A" berficksichtigt.

Bei der Umklappung um die X-Achse finden folgende Ver-
wechslungen statt *):

') Wie im vorigen Kapitel bezieht sich % immer auf Punkte auf
einer Symmetrieachse; Ay gilt fiir Punkte auf einer dreizithligen Achse.
Die Anzahl Punkte auf den Koordinatenachsen wird mit A, angedentet,
und nicht mit %, weil dieselben Achsen auch vierziihlig sein kiinnen,
und es nicht zweckmiissig ist, dieselbe Anzahlin den verschiedenen Fiillen
verschieden zu bezeichnen,

! In den Symbolen U,., U . U, Uiy, usw. deatet der erste
Index immer den Punkt an, der zweite deutet an, welche Komponente
der Amplitude gemeint ist.

) Die fiir die Punkte P, nsw. geltenden Verwechslungen sind nicht
alle hingeschrieben; fiir beide Indices gilt, dass  das Vorzeichen behiilt,
withrend y und x das Vorzeichen wechseln.
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lej.r 4—: ['TE Jx Ul Ju : il ("rg T Lrl iz : = [ng 2
{""3;,.- 2 Uu.r Us;,.f: — Uwy U:U: : e U:j.—
U, 2 U, Uy y = UZ.U Ui e— U,.
U, 3z : U.Lr U, 3y 7_ = U.s u U: = : T U;_-
U“, o LI” U.r v hTd Irr u ‘r.l g 51 U.r:
U:‘N‘- < Ul*aﬂ-r Uy y L — U(—?ﬂ y U.u= T U(—yl:
u, - U : UH AgE= U” U: - — U:

Wenn man die Summen und Differenzen dieser Variahelen
als neue Variabelen einfiithrt, wird dadurch in bekannter
Weise das allgemeine Gleichungssystem in zwei andere ge-
spalten. Nun miissen aber diese Gleichungssysteme wiederum
invariant sein gegeniiber den einer Umklappung um die
Y-Achse entsprechenden Substitutionen, welche gegeben sind
durch:

U, 2—U

54"~ “8sx?

Uiot U Ue ==l U,

T Fis i, abimass [ USW
17y4= “8jy? “ 17z« ‘Bre? 2% 4= ‘45 -

Dadurch wird jedes System noch einmal gespalten, und man
bekommt vier Gleichungssysteme, die wir mit Sy, Ss, S und S,
bezeichnen, Das System Sy enthilt die folgenden Variabelen:

S

EU: Ul_.',r krE l—'re,;.r =T U:;j_.- e UUJ-
My = Uy — Uy + Uy — Uy,
‘:Uz Uu; D" Uzj; e U:u: s Uy
&= Upsii=t- Upse =uUse =20y
i Uly ) ‘:!y + ”-".'r =3 U‘y
S et Ueam—1Ussnl= Uy

E: = Un e Jrl'——.r:.r'

'4_:! — UW o l'(—_my

=" =T

Sz ‘23 (—2)z2

Ebenso findet man far die Sysleme S;, S; und S;:
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l:r+[’v‘)r 3_;1'—}_(4” I‘rlj.'r.'“:_l’rﬂ_;: {jr%— ‘&jx ; brlj.r :’JI‘—I_LLH‘ 4;‘.1‘
u 17y~ =t iy~ US;:;+ U 47y L"'l_z'y —{7 LT.?_;'y + U 3_1}/+ U, A7y U'I }'af+ L?;’q —U 35y LL;'!,
U, ..~ Uyt Uy, —U,..| Uy tUs,, _U.{,, ~Uy;, | UyyatUsse Uyt Us,
6 e —{—U3r—|—(,.",”_ U, —U, —U, +U,, | U,—U,, +U;,—U,,
Urly_(' ia,r_]_b&i,r 1_,'+[ Jf+('%n/+b4-q ("Tl_ﬂf _‘l— ir‘Zr,r Lh,f U&y
LTI.:_L'r _[_L"_bfz "I;+b°"‘bu Lr-iv-' U:+U +Lr'i'+U:

‘{‘:.r: Urr T L(— )T .4.:'2 + Ll— Xy i.r= Tz + Ll—r]“

"ty = Uy-r + L(-.u)-f 1y = *r Y IF bt—eﬂu Z.w s L‘!f-’ i U(—y):

E: — U.:.r —}_ Lf__ zx V’: = :!.' + Lr[“Z) Y "’:: I LT.’:: + (J —2)z

'7r- B Uzy o U(— =)y . : 2y UJ' i U(— x)e 5;; = L'.rr g i [Ti—u!r

t-;: Lr!f: g Uﬁ-y]: | E.".' = L-.' i D(— 2)x ‘4‘:’ — Ij: i U(—-.x)u

i=U, | 1=, (=1,

Wir werden die Variabelen der drei erslen Zeilen mit
& e, und § . andeuten, die der drei folgenden Zeilen
mit &, », und {. Der Index % bedeutet, dass die Variabele
zu Sp gehort; ibrigens enthilt jede Variabele, die nur aus
X-Komponenten der Amplituden gebildet ist, ein & und ebenso
bedeutet » und ¢ dass die beltreffende Variabele sich nur
aus Y- oder Z-Komponenten zusammensetzt.

s ist nun nicht nolig, Bedingungen zu suchen fir die In-
varianz der Systeme S; gegeniiber den Substitutionen, die der
dritten, von der Indentitit verschiedenen Operation der Vierer-
gruppe entsprechen, denn weil diese Operation (die Umklap-
pung um die Z-Achse) von den vorigen abhiingig ist, sind
diese Bedingungen sowieso erfiillt. Wenn wir die Umklap-
pungen um die X-, Y- und Z-Achse mit X, Y und Z
andeuten, so ist es ja auch klar, dass zB. eine Variabele
aus Si, die bei X und 1 das Vorzeichen behilt, auch bei
der Operation Z das Vorzeichen behalten muss, auf Grund
der Beziehung:

XYZ=1

Das vollstindige Schema der Vorzeichenwechslungen, wodurch
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sich die Variabelen der Systeme S; von einander unterscheiden,
ist, wie man leicht sieht:

Ss | S

b

Sowohl aus diesem Schema, wie aus Anzahl und Art der
Variabelen sieht man deutlich, dass das Syslem S; sich ganz
anders verhiill wie die drei anderen; das isl, wie wir gleich
sehen werden, der Grund far die Spaltung der Schwingungen
in inaklive- und dreifache Schwingungen. Dazu miissen
jetzt die Drehungen A’ beriicksichtigt werden !), was be-
kanntlich anch geniigt, da die anderen Drehungen A aus
den vorigen und den Operationen der Vierergruppe abgeleilet
werden konnen.  Bei der Drehung Ay wird nun:

Py Py Pos™ Pugngrnys o> Py P> Py

B M A o (R B S RN M A e L i Pk

(= x) ( 2) (-—r):

und dadurch finden die folgenden Verwechslungen zwischen
den Amplitudenkomponenten statt:

Lrlj.r T hldr' + li_q; hl',f'.r = ”"L" +Dir4Dy
{,71 - et {'[1 i ; I’;A" x 2E (f”f' + 1) "

4 J . SONT ] T g
Uza U S U UL s U~ ULl usw.,

Dazu kommen noch diejenigen Ubergiinge, die daraus durch

) Wir wollen nebenbei darauf hinweisen, dass, ohne diese Drehungen,
hier ein Sonderfall des auf Seite 46 besprochenen Systems, mit der Gruppe
D,, vorliegt, niimlich der Fall &, = hy=h.. Wenn man die verschiedene
Bedeutung der Grisse m in geeigneter Weise beriicksichtigt, kommt man
tatsiichlich zu demselben Ergebnis,



68

zyklische Vertauschung von .z, J und z hervorgehen.  Wir
miissen jelzt untersuchen, welchen Einfluss diese Substitutionen
auf die Variabelen der Systeme S haben. Man findet folgende
Ubergiinge:

Irp

s S
e _) " - D) . - “
21y M1y oud = A 3 1) G+ D "_u—’ 1z

[ : A
& yoSe 7T e 41 » M. Sy
3. ' = -
- . . . . - .
Gy Ny Ty WAL P SRt

und alle durch zyklische Vertauschung der Symbole & 2,
oder der Indices z,y, z daraus hervorgehenden Substitutionen.
Man sieht hieraus erstens, dass die Variabelen von S; sich
untereinander vertauschen, zweitens, dass die Variabelen von
S, fibergehen in die Variabelen von S; und diese wieder in
die Variabelen von Si, withrend die lelzteren sich wieder in
die Variabelen des Systems S: umwandeln.

Wir konnen nun abkiirzenderweise die Gleichungen der
Systeme Sy, S; und S darstellen durch:

N e (JeRELN — ()~ N oy =
T"L-z"’::_o’ __,b“yk——(}. l‘('kl':.&'_o
s k k

wo & und [ soviel Werte annehmen konnen wie die
Anzahl der Gleichungen in jedem System Se betriigl (also
9m -+ 3 hs + 5 he -+ 9). Das Ganze soll nan vertriglich sein
mit den Gleichungen, die man bekommd, indem man die
Variabelen 2y, #: und 2 zyklisch vertanscht. Daraus leitet
man aber sofort ab, dass die Systeme:

E el Lp — 0; :‘: !);_.1 T — 0; :_‘, Chd Xk — 0

i % 2
gleichwertig sein milssen, d. h.. dass sie dieselben Losungen
fiir die Verhillnisse der Unbekannten x, ergeben. Wenn man
nun aber in dem zweiten dieser Systeme die 2, durch y, in
dem letzten durch zp ersetzt, so andert sich dadurch nichts
Woesentliches: die Losungen bleiben dieselben. Damit ist also
gezeigt, dass die Systeme dieselben Losungen haben. Auch
ist es klar, dass dies nur mdglich ist, wenn die Deter-
minanten der Koeffizienten air, be und cer, alle Funktionen
von w? dieselben Wurzeln [ir w! besitzen. Jede dieser Wur-
zeln ist demnach fir das ganze System als dreifach zu be-
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trachten, und entsprechend sind die zugehdrigen Sehwingungen
von zwei Parametern abhiingig. Als solche kann man am
besten die Verhilltnisse der Variabelen ay, gy und zp wiithlen.
Setzt man z.B. ;: e "%=,u, so ist klar, dass fir jeden
ke <k

beliebigen reellen Wert der Parameter 2 und 2 den Systemen
Sy und S¢ geniigt wird, wenn »® und die Verhiiltnisse der
ar so gewithlt sind, dass sie eine Losung von S: bilden.
Ubergehend zu den wirklichen Variabelen, kann man hierfiir
auch schreiben:

‘= : £ |
59 12 ‘Eg 5y
# =?——J' '=,,__=—/——=_ A :,—'_;l--=_ S E=TA
13741 41 13 =+
3 s (36)
S, Aas Sy 1z
T e S = G ey e s
A7 41) & 41 M4 (42

Jedes Wertepaar (A, ) bestimmt eine einfache Schwingungs-
form, die gegeben ist durch die Gleichungen (36) und die
Forderung, dass die Variabelen in Sp alle Null sind. Im

allgemeinen sind diese Schwingungen aktiv.
g 1 1 re S
Selzt man i Ound — == 0, so werden in diesem Spezialfall
[

I
simtliche Variabelen der Systeme S; und S; Null. Ausserdem
waren die Variabelen in S; gleich Null zu setzen. Fir diese
Schwingungen gilt:

U, Yoo B Ug_;’,r B Ugjr = U biw)

UU'!J =iy ['r‘ij Vi sty U:U’y — ’Talu' y
Uij::— Usss = Usis Ugjei

Uig = Ugsr = Ug, = Uh. , Usw.;
Uv,, = ey l.f'_,.y =3 -—~U[__,.,y;

”_,-,-; e ”1—,1-}:; U,, — U: — 0, UsSWwW.

Man sieht leicht, dass M, = M. = 0, aber im allgemeinen
M, =}=0. Zwei ihnliche Schwingungen findet man, wenn

man A == 0, 1 =), oder A=0, x=0selzl. Das elektrische

Moment der ersten Schwingung ist parallel zur Y-Achse, fir
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die zweite parallel zur Z-Achse. Setzt man A =1, o =1,
so bekommt man eine Schwingung mit elektrischem Moment
parallel zur Achse a,, und tiberhaupt kann man durch geeignete
Wahl der Parameter 2 und g jede beliebige Richtung des
Moments im Raume erreichen.

Es missen jetzt diejenigen Schwingungen noch niher be-
trachtet werden, die durch Nullsetzen der Determinante der
Koeffizienten von S; und der Variabelen aus S gefunden
werden. Wir sahen schon, dass Sy invarianl sein muss
gegeniiber den Substilutionen & . > #, 4 11§~ 13§, 4/, usw.,
die der Drehung A; enlsprechen. Man kann also die Variabelen
von S; in Gruppen zu je 3 Variabelen einteilen, die sich bei
der erwihnlen Drehung zyklisch miteinander vertanschen,
2B. (& ; #1418 42 usw. Die Variabelen einer solchen
Gruppe werden wir abkiirzend mit Xy, }7 und Z; bezeichnen,
wo l=1,2....n. Dann ist also 3n = 9m -+ 3 hs + 3 hz
die Anzahl der Variabelen im System S,. Es sei nun irgend-
eine Gleichung ') aus S;:

"
;El(ﬂ“X{ Y bieXo +cie Z) =0« won + 1(87)

Wenn man nun die Variabelen X, 17 und Z; zyklisch
vertauscht, so bekommt manneben (37) zwei andere Gleichungen,
die — das ist nun die Forderung — mit S; vertriiglich sein miissen.
Man kann also je drei Gleichungen aus S; darstellen durch:

E (!11;‘ X7 '+— by 1"; + Cls Z;) =)

I=
2 (e Yid-bii Zi i Xi) =0 . . (38)
i= ]
\f"

P (ff!f VA —J[_ bie X; + Cls }I'J’) =0
I=1

Wir fithren nun ein System neuer Variabelen ein, definiert
durch:

N+ Y+ Z,=3g X,=z,+ y,+2 )
X, tet,+eZ,=3y, oder ¥/=az,+ gy, + g2 5
Xid-aa X, 1 e Z,— 3 2, Zi=z,+ &y, e 2, ’

) Der Index ¢ deutet auf eine bestimmte der 3n Gleichungen hin,

-
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— 1 L) . ) - w .
wo g=— 141 I —3. Die Gleichungen (38) lassen sich
nun nach einer kleinen Umformung wie folgt schreiben:

n

1%1 Lz (a, 40,4 ¢, )4 y,( a,+ b, + &3¢,,)+2,( a,, b, Aede, )| =0

n
f§1 (e, 4b, 4, )ty lGa,+egb, A+ ¢,) 4 230,30, ¢,)I=0
"

:’:1 tx(a, b, ¢ :')+5:(53”H + bt Eg"/fH_zf(Eg”n"l‘ by it e3¢, ) =0

Setzt man abkiirzend:

‘r;l ((T/ ‘ + b;’ ) + ¢ 1') L= A

JEI (“Ir' —I— 5.:-; ba’:' + S:! r.l'.r‘) yf' — B

].“\;[ ("/,‘ + & b;,- + gl r.'“) 2,=0C
so findel man:
A+ B4+ C=o0
A+g B4 C=0
A+ e B+ 5‘1; =0

und weil die Determinante

okl
1 res
1% e

von Null verschieden ist, wird: 4 = B = 0= 0, also:
D @ +b, ko) m=0

El (@, 1 &3 b == dt) y=0). . . (39
:§1 (@; + &3 b, +e5¢,) 2=0

Das System S ist daher gespalten in drei Teilsysteme, die

wir der Reihe nach mit §j, S7 und S/ bezeichnen werden.
Wir bemerken zunichst, dass die KoefMizienten und die Varia-
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belen aus S und 8" konjugiert sind. Genau wie auf Seite 24
kann man hieraus auf das Vorhandensein von Doppelwurzeln
schliessen. Fiir diese sind die Variabelen aus S gleich Null,
also z, =0 und demzufolge

X,+Y.+zZ2=0

Das System S, gibt einfache Wurzeln, die durch das Ver-
cchwinden der Variabelen y, und 2, gekennzeichnel sind. Aus
y,= 0 und z,= 0 folgt aber:

X,=Y,=2Z,

in den urspriinglichen Variabelen geschrieben, lautet nun
das Ergebnis, dass die (3 m - hy + ) einfachen Schwingungen
charakterisiert sind durch:

- 4 Gt
LieE—n =G

©

S1(j4+2°? i i

L

E =M+
und die (3 m - hy + h,) Doppelsehwingungen durch:
E Mg Susrn=0 &+ mT§=0; Faph =l

Ausserdem verschwinden fir beide Arten simtliche Variabelen
der Systeme S,. Letzteres gibt die fir beide giltigen Be-
ziehungen:

(‘fl Jx — Lf".’. jx = ("}'3 jx —T ("!4 i.r:
UIJ'H: U‘-.’Jg.r— ('f.'iiy:— Uu‘.,:
Ul.f::_l"rii::_—(-’r:h:: U-I.J:;
[pap= =iy - U,, =—U,,, usw.
U-r-" .o U(—‘ra.r; “T.'f.rr =T U‘__ )y
u,6 =—U_,.; U, =0, usw

die man leicht geometrisch deuten kann, Beide Arten sind
inaktiv, wie ans diesen Bedingungen sofort deutlich ist. Fir
die einfachen Schwingungen gilt nun ausserdem:

] ==0F, Al ST T 2 T e T 2 = Ik
Ul}'.n— I‘Jlfi-}-U_w_ Llij-l—?.;:' Ll.r'“‘ l"ly_‘ Ul:' {‘.r.r_ U.’f.ff'_ L~‘3

das heisst, dass diese Schwingungen einen ,symmetrischen
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Charakier” haben. Die Doppelschwingungen dagegen sind ge-
geben duorch:

Uyje T Usitny + Uyp9: =0 Uy, + Uy, + Uy, =0;
l‘”: —l‘ (';!f Y + “’::Z 0

Die zweite Bedingung bedentet, dass die Punkte P senkrecht
sur Achse @z schwingen. Die Punkte Pz; und P% mit einem
bestimmten Wert fiir %, schwingen immer so, dass der Vektor
ihres elektrischen Moments senkrecht zar Achse ax steht. Die
Schwingung als Ganzes betrachtet, wird dadurch inaktiv, dass
die vier Vekloren, die den vier Gebieten I2; entsprechen, eine
Resultierende vom Betrag Null ergeben. Die hier gefundenen
einfachen Schwingungen und Doppelschwingungen erinnern
slark an die frither bei der Betrachtung der Systeme mit
einer 3-zihligen Symmetrieachse gefundenen ,symmetrischen”
Schwingungen und Doppelschwingungen. Es isl ja auch klar,
dass sich die allgemeinen Gesetzindssigkeiten der Systeme
mit einer 3-zihligen Symmeltrieachse im reguliiren System
bemerkbar machen missen.
Wenn wir nun schliesslich die verschiedenen Schwingungs-
moglichkeiten noch einmal zusammenfassen so bekommen wir:
A. 3m -+ hs 4+ b, einfache, inaktive, symmelrische Schwin-
gungen.

B. 3 m - hs -+ b, inaklive Doppelschwingungen.

C. 9m-+3hs -+ 5he -+ & aklive, dreifache Schwingungen.
Das elektrische Moment kann jede beliebige Richtung
im Raume haben.

Die den Nullfrequenzen entsprechenden Bewegungen des
Punktsystems gehoren alle zn ¢/ und konnen also leicht be-
ritcksichtigt werden.

§ 2. SysTeME MIT DEN DER OKTAEDERGRUPPE ENTSPRECGHENDEN
SYMMETRIEELEMENTEN ).

Man erhilt bekanntlich die Operationen der Oktaedergruppe
indem man zu den Operationen der Tetraedergruppe die

1y Scnonruies: O.
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Umklappungen um sechs zweiziihlige Achsen, die die Winkel
zwischen den Achsen X, Y und Z halbieren, hinzufiigt. Wie
aY aus der nebenstehen-
den Figur ersichtlich,

werden dadurch die
urspriinglich vorhan-
denen drei zweizihli-
gen Achsen in vier-
zithlige Achsen ver-
wandelt, und somit
gehoren die Drehun-
gen um 7/2 um diese
Achsen auch zu den
Operationen der be-
trachtelen Oklaeder-
gruppe, die also mit
der Identitit 24 Ope-
rationen enthdlt. I'tir unseren Zweck geniigt es, neben den
Operationen der Tetraedergruppe nur eine bestimmte der
neuen Operationen zu  betrachten, weil durch die Invarianz
der Gleichungen gegeniiber den dieser Operation entsprechenden
Substitutionen, die Invarianz gegeniiber den anderen Substi-
tutionen notwendig bedingt ist. Diese eine neue Operation
kann man beliebig withlen: wir werden im Folgenden als solche
die Umklappung um die Achse @ - y = 0; 2 = 0 betrachten.
Durch diese Operation wird jedem der Punkte P%,, die wir
jetzt mit P) bezeichnen werden, ein Punkt P zugeordnet.
Dabei gilt, dass £ =1 oder 4 wenn k=1 oder 4, und
k" =2 oder 3 je nachdem k& gleich 3 oder gleich 2 ist?).
Ebenso findet man zu den Punkten P, die jetzt mit P
angedeutel werden, die Punkte P{?). Ausden Punkten P, P, usw.
entslehen keine neuen Punkte. Die &: Punkte auf der Halbachse
x=y >0, 2=0 bezeichnen wir mit Py, die daraus durch

') Nach dem auf Seite 62 Gesagten gilt das auch fiir die in den
Koordinatenebenen liegenden Punkte, wenn man dic Gebiete 12, ent-
sprechend definiert.
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die Operationen der Tetraedergruppe hervorgehenden Punkle
mit Pi;. Durch Anwendung der Operationen der Oktaeder-
gruppe bekommt man auch hier keine neuen Punkte. Is
gibt also im ganzen (24 m + 8 hs =+ 6 ke -+ 12 e -+ 3) Pankle.
Die Amplitudenkomponenten dieser Punkte werden angedeutet

mit ) i 9
r(1) 7(2) T ) IT@ 1T
U Uy Ui U lkl’ U kx? U

kjz? izt YEja U 4 {_’J., USW.

xx! "_i x

Zwischen diesen Amplitudenkomponenten finden nun bei
der Umklappung um die Achse r - y=2=0 die folgenden
Verwechslungen statt:

U',.‘;r:— U'f:’,jy l”“:,{::— (J}j!)r (1‘” T U ‘:,’.
U 2—vg, UbS—UB, Up 7 0P,
Uz i U‘.—m y U.t " P UP NE: {'z T U(— £z
Uy = — Uqg u Upoe— Uy y Ul Lrllﬂy
Ull: _4: = ("r-ll: ”,r : =7 Uu U: e U:

Es soll jelzl untersucht werden, welchen Einfluss das aunf
die im vorigen Paragraphen definierten Variabelen &, ., &, &,
5_',., & usw. hat. Zuerst betrachten wir die Variabélen des
Systems Si. Man findet zuniichst die folgenden Ubergiinge:

EL = . & ()= =22 M) - ¥(2)

D1 4 My Mje"" %1 S1ie ™ 517

;:(ll; : 2 ”tl-z; ‘4‘1” 2 A Ellil L‘ll) :) - :ll.’.l

SRR ooy L (40)
§id M Sl —Ms Sfme
Cipihie= Ci Sl Sw

Im System S; hatten wir jedoch schon eine Spaltung in
einfache- und Doppelschwingungen gefunden, die durch die
Binfihrung der Variabelen s y, und 2; (Seite 70) erreicht
wurde. Daher miissen wir jetzl den Einfluss der Substitutionen
(40) auf diese Variabelen untersuchen.

In den Definitionsgleichungen (Seite 70) wuarden diese Grossen
xs, Yz, 2 als lineare Kombinationen der Variabelen Xy, Y, und
Z; eingefiihrl.  Es empfiehlt sich daher, diese verschiedenen
Gruppen von drei zusammengehorenden Variabelen des Systems
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S; noch einmal susammenzuschreiben.  Dazu muss aber noch
Folgendes bemerkt werden: im vorigen Paragraphen gehdrten
die Variabelen &, # y1p 1o ZUSAmMmen; da wir diese
mit dem Index ™ versehen haben, so miiszen hier die Grossen
gyl 1y, und Qhiy zusammengehoren.  Dasselbe gilt aber

nicht fir die entsprechenden Grossen &3 usw. Denn, wie
aus Figur 6 ersichtlich ist, gehen die Punkte P, PJ

und P durch eine negative Drehung um die Achse a1 in
einander iiber. Bei einer positiven Drehung ist die Reiben-
folge also: P3 - P~ P3P, und dementsprechend findet
man hier zB. &2, 3 und (@ als zusammengehorende
Variabelen.

Die verschiedenen Gruppen der friher mit Xy, Y und Z;
bezeichneten Variabelen sind also:

(1) L) O L@ 22, gD L) #b 2y (@ #AD.
&Il Ma Sizv  S12 i1 S13) S1e Y13 Si1r Si13 iz snv,

(1) (1) #1) 2
13 Yi Size Su iz 5120

T

L2 72, =(1) ., (1) 3(1) £2) L@ #(2).
ED o Y & Y 61 . (41)

- il To! RN U TR e
Eiy Ma Sz Si3 Y G123 S12 i3 Sud Sy My Ss

Die Variabelen x,, die die einfachen Schwingungen bestim-
men, werden, bis auf den Faklor 13, der hier belanglos ist,
von den Summen der drei Variabelen aus einer solchen Gruppe
gebildet. Wenden wir nun darauf die Substitutionen (40) an,
so verwechseln sich, mit oder ohne Zeichenwechsel, diese
Variabelen untereinander oder sie gehen in sich selbst {iber. Die
Gruppen, die sich dabei untereinander vertauschen, sind in (41)
nebeneinander geschrieben und nur durch ein Komma getrennt.
Man findet also eine Spaltung der einfachen Schwingungen:
Ayt 3met hs + e -+ he Schwingungen, charakterisiert durch:

0L o) L A = 2 @) L #2
E‘u’" '112,_% Cia _'_(Eiml + w1 Cigs

also, mit Riicksicht auf die im vorigen Paragraphen
(S. 72) gefundenen Beziehungen:

(L ] ) e 7L ) e MY [y 1) b 4 ul) —
Eu = Mg = Sigs USW.3 511) =Yg =618 = —°%ia — — 4'1|| -

)
Egha 218



Ebenso:

(1 —.(“ ety — "-'(ii— uli — “i2) SW
5,4)_413—‘.-“) El3 = -~ My = — Gjj USW.
Bl Yt | ] | e ) Sy PRI R W R =5
eV =) & <y 11 St v S1aT g k11 =0.

Offenbar sind diese Schwingungen ,symmetrisch” im
allgemeinen Sinne (Seite 26). Simtliche Punkte aufl den
Symmelrieachsen schwingen in der Richtung der be-
treffenden Achse.

Ao: 3 m -+ hs - 2 hy Schwingungen, charaklerisiert durch:

Eil) — () — AL — @) — @) — 12
Sl — Mg = S1a— &1 — Mg —= Sia USW:
=) — (1 e A= “A2),
S 41) &y 5] Miiaseiis s
E —1ll) :‘V :Hﬂ: — s H-u_v-:lfz-‘..ﬂ'v,_
ST M2 T S S'ig — 1 = — S1at Sz~ My ‘-»:“‘O

Diese sind nicht symmelrisch zu den 6 zweizihligen
Achsen. Die Punkte auf den vierzihligen Achsen sind in
Ruhe: die Punkle auf den zweiziihligen Achsen schwingen
senkreeht zu diesen, die Punkte auf den dreiziihligen
Achsen schwingen in der Richtung dieser Achsen, und
zwar haben zwei aul einer solchen Achse symmelrisch
zu O liegende Punkle gleiche Amplituden.

Wir wollen jetzt zu der Belrachtung der Doppelschwin-
gungen ibergehen. Diese werden bestimmt durch die mit den
Variabelen y und 2; gebildeten Gleichungen (39). Dabei ist
definitionsgemiiss:

3y, =X,+¢ Y, + &2
32, =X+ Y, + 44

Wenn wir nun beispielsweise in den beiden ersten Gruppen (41)
die Grossen &Y und &F mit den Variabelen X, identifizieren,
was man ia nach Willkiir festsetzen darf, so ist fiwr die
erste Gruppe:

3y, = {8+ & &Y 4§ #ig
Das geht nun nach (40) fber in:
— (§F + e &8 ey Ay
and das ist bis aufl das Vorzeichen gleich 3 & [ir die zweite
Gruppe. Ahnliches findet man fiir die anderen Gruppen. Jedes-
mal geht eine Variabele y, fiber in eine der Variabelen 2, Da
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die Variabelen schon in y, und 2z, gespalten sind (39), gibt
das bekanntlich keine neuen Spaltungen, und man findet
(6 m -+ 2 hy -+ h, -+ 3 hy) Doppelschwingungen 1), Fiir diese gilt:

1) | g (1 “n L . ) ()

<l “3ﬁnj+fs Mg e Y G T

T S22 ED) ;'(:H mi; :
{3 + &5 6% +5;411 +*%1 +~341

(42)
Gs 3+ ~.3511 £ 5-1 e

z:a+ fsbn + & €3 111

Schliesslich wenden wir uns zu den dreifachen Schwingungen
und untersuchen, wie sich die Variabelen der Systeme Sk
verhalten gegeniiber den oben angegebenen Substitutionen.
Wir werden die verschiedenen Uberginge in einem Schema
zusammenschreiben. Zum  Verstindnis sei das Folgende be-
merkt: das Schema ist gebildet aus drei Reihen, deren ein-
zelne Terme die Variabelen der Systeme S Sy und S; sind.
Es stehen jedesmal drei zusammengehorende Variabelen unter
einander. Wenn zwei Variabelen ineinander iibergehen, *) sind
sie durch einen Strich verbunden. Ist eine Variabele unter-

strichen, so bedeutet das, dass sie bis auf Zeichenwechsel
ungedindert bleibt.
.n £(2) S0 “2) S(2) () @) | L) 22 A L@
) Sy u+ni "2 52 +1)| \1 12 (j4+1) | €0 &) | ny’ & 162 "2
>< | 1 2 :?< @ i) g2 (1>< 2
4(1) u(2) [ 2D E(2) £(1) #2) (1) ,,(2)| A1) g2 (1) #2)
3G+ 187 | S8U+n S8) S3ij41) S8 ya' Y3 |S3 Sz |°8 S8
| |
“(1) | E(1) : () £(2) [ 1 #@) | B @ | L) £
S4(j4+2) J.uqa; 54%2; "u;M 14 (j42) ‘m;w;ls-. 4 [S¢ 4 "’ 4
{— | | e Je R L | |
' ' ‘ e v It y | E
‘Ey &, | # {g, | &, | Ean | fay S| a Caa | Y23 Sat [ Y1 GSas| &
SRl i T R il noken R S| |
- = ' 3 , 3 ro | Ei s
Ae We | Sz Sz | Yy | Mss | Ya1 Y32 | 533 ©s3 | Gt Sma|Sm Can | ¥
v r LA T v e N T 2
Sx Sy 5,, 1z | ol Gl S S| fu Ma Si2 M3 |53 M2 | S
1 | 1 L Ll (o | | | 1 | | |
| | T | @

'} Man Hieht mit Riicksicht auf eine Bemerkung auf Seite 73, darin
gine Analogie zu dem in § b des vorigen Kapitels erhaltenen Resultat.

") Diese Vertauschungen kinnen mit- oder ohne Zeichenwechsel statt-
finden. Letzteres wird durch ein ( +)angedeutet, das sich hier immer auf
alle Vertauschungen in derselben Kolonne bezieht.
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Man sieht, dass die Variabelen der Systeme S; und S sich
mileinander vertauschen; in S; finden Vertauschungen inner-
halb dieses Systems slatt. Es sieht so aus, als ob das
Svystem Sy hier den beiden anderen gegeniiber eine besondere
Rolle spielt. Indessen ist diese Ungleichwerligkeil nur scheinbar
und kommt nur dadurch zustande, dass wir die Substitutionen
betrachtet haben, die einer Umklappung um die Achse-
@ -+ y = 2= 10 entsprechen, welche Achse relaliv zam Gebiel
I’y eine andere Stellung eiunimmt als zu den Gebieten Iy und 3.
Ks stellt sich denn auch sofort heraus, dass die sich erge-
benden Spaltungen in den Syslemen S:, S; und Sy gleichwertig
sind.  Zuerst betrachten wir S;; hier finden wir:

Cy: 9m~+3hs +2h, -+ 4 he Losungen fiir welche aill;

) == AR TSR s e M) o (1) s ) AT o "1!).
Giy = T Sy S4j My M= Sap St 543
‘E-[i“ = 4(!) 4(1) —_—l s‘:"f’; a' - :’= g:'“ =(: :.: ‘}“’v
§ = So= — Cai Su =i =1y b=~ %

Ce: 9m-+3hg 43 b 4 D hy -+ 9 Losungen, fir welche gilt:
;'lili). .izis. t(l) “-45‘“’:; 41‘l’1=.":t2’|! :‘1‘“:,:.‘!1, 5(&117,1 )' 4¢'.II-— ..m,
< :,7 fl,;. =— e Sa— Sisi Eu=—My; §ia="— "y’
g =

Nun haben wir gefunden, dass die Systeme S und S;
genau dieselben Losungen haben wie S; und also vollkommen
gleichwertig sind. Man kann sich etwa diese Systeme S,
und Sy mit denselben Koeffizienten versehen denken wie S,
Daraus siehl man sofort, dass dieselbe %nllung welche
bei S; gefunden wird, auch bei S: und S; auftreten muss.
Umgekehrt geniigt das aber auch, um die Invarianz der
Gleichungen gegentiber simtlichen in dem obigen Schema
enthaltenen Substitutionen zu gewiihrleisten. Denn S ist ge-
spalten in zwei Systeme, deren eines (S5,) die Variabelen
8 — &8 pph- -y (4 L) usw. und das andere (S;) die
Variabelen (&§) + &, oh -« -2 (4, — &)y« . ., &,... usw. enthiilt.
Ebenso ist Sy zerlegt in ein Teilsystem S, mit den Variabelen
('?!u 1) — — ), . (;’,' + £),..., usw., und ein Teilsystem

Sy mit den \’.nl.\bvlon U1 TP 7 y) R ( GRS ) IO
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usw., und zwar haben S, und S; dieselben Koeffizienten,
und gleichfalls S; und S;. Durch die in dem Schema
angegebenen  Substitutionen geht nun (&) — &7 . ) uber
in (4§} 44— x‘fj), und ebenso (al—%i_’}}) in (£ -+ &), das
heisst: die Variabelen aus S, gehen ohne weiteres iiber in
die Variabelen von S;. Ebenso findet man, dass die Variabelen
aus S, mit Zeichenwechsel in die Variabelen des Systems Sy
fibergehen. Auf Grund der soeben orwﬁhntm Gleichheit der
Koeffizienten in S, und S; und in Sy und Sy sieht man aber
sofort, dass hier den Invarianzbedingungen genugt wird. (Der
Vorzeichenwechsel bei den Variabelen aus S; ist natirlich
belanglos da die Gleichungen homogen sind). Damit ist ge-
zeigt, dass die Spaltungen, die wir bei der Betrachtung des
Systems S; als nolwendig erkannten, auch geniigen um die
Gleichungen gegeniiber siimtlichen Substitutionen des Schemas
invariant zu machen.

Damit ist also eine Spaltung der dreifachen Schwingungen
gefunden, niamlich:
Cr: 9m 3 hs + 2 e -+ 4 he Schwingungen, die neben den

oben schon angegebenen Bedingungen: (= &M usw.
= -] B L% 47

| el £(2) 1 s R )

auch den Bedingungen: &)= — &7 ;; 41,’, 1) by

usw. genfigen. Man sieht sofort, dass diese Schwingungen
inaktiv sind. '

Co: 9m--3hy+ 3 h. + 5 he: + & Schwingungen, die gegeben
sind durch: &= &) = & 3 A4y = %5 USW.
Diese sind alle aktiv.,

Zusammenfassend kann man sagen, dass es bei den Punkt-
systemen dieser Art folgende Schwingungsmoglichkeiten gibl:
Ay: 3m -+ hy -+ he 4 he inaklive, einfache Schwingungen.
Az 3 m 4+ hy -+ 2 he inaklive, einfache Schwingungen.

B: 6m -+ 2hs + he -+ 3 he inaktive Doppelschwingungen.

Or: 9m =3 hs + 2h, + 4 he inaktive dreifache Schwingungen.

Ce: 9m 3 hy+3he + 5 he -+ 3 aktive dreifache Schwin-
gungen.

Die den sechs Nullfrequenzen entsprechenden Bewegungen
gehoren alle zum Typus Cs, und konnen also leichl bertick-
sichtigt werden.
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§ 3. SysTeME MIT DEN ,REGULAREN SYMMETRIEELEMENTEN" UND
SECHS SYMMETRIEEBENEN ').

Wenn wir den reguliren Symmetrieelementen die sechs
[Ebenen durch je zwei

oY b

dreiziithlige Achsen als

Symmetrieebenen hin-

zuftigen, so hilden die

entsprechenden Ope-

rationen eine neue, aus
24 Elementen zusam-
x mengesetzte Gruppe.
Jede der neu hin-
zugeliigten Operatio-
nen *) ist das Produkt
einer Operation der
Tetraedergruppe mit
einer der neuen Ope-

rationen, z.B. mil der
Spiegelung  an  der
Ebene -+ y=0. Es genigt daher, nur diese beslimmlie

Fig. 7.

Spiegelung zu belrachten. Aus den Punkten I’_,'_J. des § 1,
jetzt  mit ]’;}} angedeutet, entstehen dadurch die m Punkle
]’;f',,, wo A" die Werle 4, 2, 3, 1 annimmt wenn % gleich 1, 2, 3
oder 4 ist

Wie im vorigen Paragraphen liegen diese Punkle I"‘lf’} 50,
dass sie duorch eine positive Drehung um die Ache a; in
der Reihenfolge

n1) X2 »2) x2) 2 n2) gt IH2)
I 1, ! :g.‘-|-h“"1 1 u‘+n"1 i, und ]’(&';‘* ! (k' 41)U+2) ’[n-'_}-e:u-i--n’*IA-'j

in einander {ibergefithrl werden. Aus den Punkten 2%, P. P,
usw. enlstehen keine neuen Puonkte. In der Halbebene

1) ScHONFLIES: TH,

) Das sind also die 6 Spiegelungen, und ausserdem 6 Drehspiegelungen
um die Koordinatenachsen, die hier vierziihlige Drehspiegelungsachsen
geworden sind.
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x=y >0 wollen wir schliesslich noch k. Punkte Py an-
nehmen, die nicht auf einer dreizithligen Achse liegen. ')

Dieser Fall ist dem vorigen dusserst dihnlich. Wir kénnen
uns daher kurz fassen. Man findet zuniichst eine Spaltung
der cinfachen Schwingungen in (3 m -+ hs + he + 2 ko) Schwin-
gungen einerseits, und (3 m -}~ k) Schwingungen anderer-
seits, Beide Typen sind inaktiv. Die Doppelschwingungen
werden dagegen nicht gespalten 2); ihre Anzahl belriigt daher:
6m—+ hs + he + 3 ke

Fir die dreifachen Schwingungen empfiehlt es sich wieder,
die verschiedenen charakteristischen Substitutionen in einem
Schema zusammenzusetzen. Dieses ist dem Schema auf Seite 78
genan nachgebildet mit dem Unterschied, dass die Ubergange
in Sy, die alle ohne Zeichenwechsel stattfinden, hier nicht
mit ein () vermerkt sind. Man findet nun:

\ (1) (2) L (2) Al uld) 3 4 £ [
‘Sz E:’.j Eeu+n Yay @usrn \.z,' 120541 | 2 S2| 52 5 ‘ ‘S., E:
(1) 2 <4n>< ;) 1 2 [, | || X
¥l (1) ) ( £(2) E(l) A32) {43 ! 8% |
Sy 13(i+1) 3; S3(j+1) °3j | S8 +1) 53) 3| M3 | 41 | M2 Yg
| |
| |
| =1) (2) E(1) ,(2) (1) (2) i ¥ STy S 5
Sy | 4 (j+2) Qu;-:,-h Sii-+2 M(i+2 | MG+ 54[;4-&. N Se | S [ S &
2T ] e In1==) 4 LI
I r ISE 1 Siead i | ¢
Sy | #, q_., 1 £, | Sn l N Y | M Sz | Ye2 G | e Sa
et i o 4| o Sl < i B
- g i 1 2 ¥ ~ 7
‘33E ‘.‘ff Sz | My | Yss | Ml Ma2 | Ss2  S31 | Ss3  Sam | %31 S8
| | I
y | g 14 ¥ ¥ £ 3 : | £ ;
Sy | ‘E,f Ae G| Gul Ce Sa | Sus e S M | S g
1 ] — p— L | | | 1 | £ |

Daraus leitet man, genau wie im vorigen Paragraphen, eine
Spallung der Systeme Si ab. Es gibt also im gaunzen folgende
Schwingungen:

') Nach Seite 62 kann man die Gebiete I, immer so definieren, dass
diese Punkte alle zu R, gehdren, und also die Bezeichnung P, be-
rechtigt ist.

% Man vergleiche das mit § 4 des vorigen Kapitels, mit Riicksicht
auf die Bemerkung auf Seite 73,
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Az 3m - hs -+ he 4+ 2k, inaklive, einfache Schwingungen.

As: 3 m - ke inaktive, einfache Schwingungen.

B: G6m -+ hs | he -+ 3 ko inaktive Doppeischwingungen.

Cy: 9m -+ 2hs -+ 3h, -+ 5k -9 aktive, dreifache Schwin-

gungen.

Co: 9m - hs + 2 h, + 4k, inaktive, dreifache Schwingungen.
Von den Nullfrequenzen gehdren die drei, welche den

Translationen entsprechen, zu Cy, die {brigen zu s.

§ 4. SYSTEME MIT DEN REGULAREN SYMMETRIEELEMENTEN UND DREI
SYMMETRIEEBENEN ).

Wir fiigen den reguliren Symmetrieelementen die drei
Koordinatenebenen als neue Symmetrieebenen hinzu.  Dadurch
entstehl ausserdem
noch ein Symmetrie-
zentrum, wie aus der
Figur leicht ersicht-
lich ist. Die Achsen
axsind jetztalssechs-
zihlige Drehspiege-
lungsachsen aufzu-
fassen.  Alle neuen
Operationen werden
durch Multiplikation
der Spiegelung an
der XOY-Ebene mil
einer Operation der
Telraedergruppe er-
halten. Durch diese
Spiegelung entstehen aus den 12m Punkten Pi; des § 1, die
jetzt mit P{!) bezeichnet werden, die Punkle P, Dabei ist
F=4,3,2,1 wenn k=1,2 3,4. Bei der posiliven Drehung
um a; gehen die Punkte % in derselben Reihenfolge in ein-

Fig. 8

ander iber wie die Punkte P, also:
x2) x2) 2) X2)
[U 41”}"“" 1"'j-+1(*"-1-|'l.i-% 1)

') SoubsrFLEs T
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Aus den 47s Punkten P, die jetzt mit P bezeichnet
werden, entstehen ebensoviel Punkte P”; aus den Punkten P,
P, usw. enlstehen keine neuen Punkle. Schliesslich wollen
wir & Punkte Py im Gebiel 2 =0, >0, y > 0 annehmen.

Die charakteristischen Substitutionen sind hier [iir die
Variabelen des Systems S;:

(1) - £(2). (1) = @) #Hl) > A, El)-» 5. L= _ @,
':!,1'4— gi}’ 41}(— "Flj’ S Tl el aa 8 W as V| 6y
“(1) —» A2 £ AT 72 bl e k) A= £
&.‘i)-{—-_.S‘} g,.-_":_rﬁ 4”_)/1”1 ‘::_"'_-;_-! 51195111 ;.12_*_5]2'

£ PRI R SRS e s RS e 5
1375137 it M e > ey i 113y Sit S11v 512 7 et
&3"{13-

Man bildet nun wieder die verschiedenen Gruppen von drei,
bei der Drehung A, in einander iibergehenden Variabelen, z.B.:

(1] (J] [5)) ‘12) e
(E 1\34'“ Cl( 0)) Siir Ai(i41) 51(_;4_93))1 usw,

und bildet aus je drei dieser Variabelen die auf Seite 70defi-
nierten Verinderlichen z,, y und 2, Bei den obigen Sub-
stitutionen vertauschen sich die Variabelen a; untereinander,
und dasselbe gilt fir die Variabelen y und 2., Man findet
demnach sowohl fiir die einfachen wie fir die Doppelschwin-
gungen eine Spaltung, und zwar in (3 m = hs -+ he -+ 2 &)
Schwingungen einerseits und (3 m + gy + 1;.) Schwingungen
andererseits. Selbstverstindlich sind diese alle inaktiv. Die
ersteren schwingen symmetrisch zu den Symmetrieebenen.
Die Substitutionen im System S: sind:

E(:’.» m-» g2, 1

. = 7 “2). i . " 2) «
2}35;’}. 451;:‘4;, ;1;): ‘:(2;)‘ 5-3“:: o'} Mo dMei Sy «Ga
E ; e 5 i, :.' E. £ 3

E-ﬁ-*&'-i'; ¢ —*"'l,f’ :4‘5:; :1.‘:_’ —~== 4:‘ 5r,r‘+ S Yyt o =l % L-‘il-*"'?,l?
. ' i . v .

a2 Euoi ‘-'zm"‘?:m' 21> Va1 s Moz = — Yaai Yag=> — "ags Sa1* — Sopd

(o> — a3 {33 > (2.3

Dadurch wird S; in zwei Teilsysteme gespalten. Genau die-
selben Spaltungen ergeben sich bei S; und Si. Daher werden
auch die dreifachen Schwingungen gespalten und zwar in
(Ym—+3hs+3he +5ki -+ 0) aklive- und (9 w3 hs -+ 2 b+ 4 Jea)
inaktive Schwingungen.

Es gibt im ganzen die folgenden Schwingungsmoglichkeilen:
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Ay und As: B3m 4+ hs + he -+ 2 k) und (3 m + hs -+ ki) in-
aktive, einfache Schwingungen.

By und Be: 3m 4 hs - he 42 k) und (3 m -+ hs -+ ki) in-
aktive Doppelschwingungen.

Ci: Om -+ 3 hyg -+ 3 he 45k -+ 0 aktive, dreifache Schwin-

gungen,
Ca: 9m -+ 3 hy -+ 24, -+ 4k inaktive, dreifache Schwingungen.
Die Translationen gehdren zum Typus (', die Rotalionen
zn O,

§ 5. SYSTEME MIT DEN REGULAREN SYMMETRIEELEMENTEN
UND NEUN SYMMETRIEEBENEN. ')

Die Punktsysteme dieser Klasse besitzen die hochste Sym-
metrie, die in dem reguliren System moglich ist: simtliche
Symmelrieelemente, die in den vier anderen Klassen eine
Rolle spielten, treten hier zugleich auf. Die [ir diese Sysleme
charakteristische Gruppe " umfasst demnach die Gruppen

T, O, T und 7" als

Untergruppen.  Um

simtliche Operaltio-

nenderHauptgruppe
zu erhalten, kann
man ausgehen von
irgend einer der letz-
x ten drei Untergrup-

pen O, 1" oder T*

und deren Opera-

Lionen mulliplizieren

mit einer beliebigen,

darin nicht enthal-
tenen Operation der

Hauptgruppe.  Wir

withlen die Oktae-
dergruppe, und dazu die Spiegelung an der Ebene XOY.

1) it
P:n” 412

]
HIEY

)
U}

| Py Pasan

M
lellpl.)'"
®

R",'\..P.':u

KL T

JRrym
®

(1] {1
Paio P

Fig. 9.

1 SCHONFLIES: 04,



86

Man tberzeugt sich leicht, dass dadurch eine neue Gruppe,
die den oben erwiihnten Symmetrieelementen entspricht, voll-
stiindig definiert ist.

Wir wollen nun von der Figur 6 ausgehen, und die
Punkte des dort dargestellten Systems spiegeln an der
XOY-Ebene. Aus den Punkten P{') und P}%, die wir jetzt
mit P und P bezeichnen werden, entstehen dadurch
die Punkle P o und Pl . Dabei ist &7 =4, 3,2, 1 wenn
k=1,23,4. BG/U"]ICh der Reihenfolge dieser Punkte bei
Drehungen um die Achse «y ist zu bemerken, dass die Punkte
Pl o sich genau so verhalten wie die Punkte P, und
ebenfalls gilt das fir die Punkle 1’”"“ und PP, jedoch
verhalten sich, wie schon in § 2 dieses Kapitéls betont
wurde, die Punkte 7., und P verschieden.

Aus P, PP, P, P, usw. entstehen keine neuen Punkte,
Schliesslich miissen wir aber noch %, Punkte P;{" im Gebiet
z=0, y >z >0, und k, nicht auf a, liegende Punkte PV
im Gebiet =y >0, 2>0 annehmen, mit den daraus durch
die Operationen der Oktaedergruppe hervorgehenden Punkten
),:i”’ P,;Ji._-.’i" P,;j,m und P};r}_@-!_

s miissen nun die verschiedenen, in § 2 dieses Kapilels
gefundenen Gleichungssysteme invariant sein gegentiber den
Substitutionen, die der Spiegelung an der XOY-Ebene ent-
sprechen. Um diese verschiedenen Substitutionen bequem zu
finden, empfichlt es sich, zuerst in einer Tabelle die ver-
schiedenen Verwechslungen der Punkte zousammenzustellen,
so wie diese sich aus einfachen geometrischen Uberlegungen
sofort ergeben:

Zuniichst gilt definitionsgemdass: MY 2> Pl und
)A’}m: ";’,’,. Weiter findet man, neben den selbstverstind-
lichen Uhergangcn P P P PE B SN P LA USW.
die folgenden \mlausthungf,n -

])“_,,,J)“ ’ Pm - ].)3. | [:”(llrr [J"[I) P;‘?fl):: P;:! P"m—y 1} (@)

|
g1 i ¢ i —a Jy ' — fIQ
r, o P‘l ‘ d? —f )“ | P m:r 1: l 2) ]J' (l_r r P”f-p ‘ l’ﬁ{” :—P:L’H

i Mo o -
Py~ Py ’ Py 2 Py Psy m_" i ]’ ”"" P i"i | Py 1l)-+ P |£]

) ] ) = D J”lll—) (2 )"m—r H.‘l' )"m-a- wm
-+ : ‘
Py 141] Poy 2 4:5|14| 4—111 \Iu 4-11:; | 443 < Fig
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p;{ll)_, p'l(ln 1)'(1)—> p_’(l) E P"“‘ pm | lf\-» P'r")
' | 2

Pgell)_y p‘g(ll) | p(l)—)- p{l) J )E(f"" :211:’.: 1}1’|—~> )4:)21

P"i(ln'* P'}{ln , pu]—» pm [)'“I P.'i"f’ plcjp-—r P'[?)
£ : | b +— 3
(1) 1) “1)-;' )lli )I’i )'(2) ()= P2

P> Py | Py r, | Py P Ped T Py

Wir untersuchen nun zuerst die einfachen Schwmgungen.
Diese waren schon in zwel Systeme A; und A: gespalten,
deren das eine, nach den dort benutzten Bezeichnungen
(3 m - kg1 h -+ hs), das andere (3 m - hs -2 ha) Schwingungen
enthielt. Da wir jetzt aber durch Spiegelung an der XOY-
Ebene, und durch Hinzufiigung der Punkle -, D "‘ Py’
und P;)¥ eine grossere Anzahl erhalten lml)en, flnde man
enlsprechend Jm Teilsystem Ay:

6 m - hs -+ by 4+ he+ 3 kn -+ 3 ke, und in As:
6m - hy -+ 2 he -+ 3 ka -+ 3 ke Schwingungen,

Die Variabelen von A| sind:

i = (El'l)(l) + 4 im(n A ‘:'1!.:]{!) T E[I%.'.} W'l?m I :‘l?i‘(l))‘
Xg = (E‘I’I){il + "7r11*|q41 + Ei!i’m — Sl ) "411 @) a"l‘l!\(m)!
e (514(11 'l(llt(h s :iillm - éﬁlm ‘411;"(11 IBY :‘lml'm)'
el ( 37, 2(2) i Hfl‘;cil ir :'liil)l‘l'l = Ell-?;l‘-'} el ’1‘111&1 '#Il |)'
&y = :lila!m et "-um -+ q”m = Elnit’n‘n = "'mm &mn)
Kg = (hlll)lip '1 ll (2) _*'_ :‘1212) i Ell.il’lzn T Jtlzdlp') 5:1:%)141):
a:., :(‘,ah _%_ ’4{1“ ‘l‘ ;:.1!) ) S:(l?.l ul¥?y 41101 L 2N éﬂlﬂ )‘
&y = (“3“ - Y2 + (i + &g T 11 e 44 S12 ),
&y = (E St J;;i) r; C;:tlh e 5;?@ B 411zl ‘al"}m ’
iy = (A G0 — G 2= )
oy = r:'(l) + "\ (h 'i“ :l-('” g E'I{‘!) o (’) o (‘lu) ]'
= (5"“ - H;'ﬂ“’-{* {mm phs 5;;(2: G .J'l"m A g’l'am),
— (ER i GO — E® — ™ — ),
;x“ — (E;‘;;m "*‘ '4'1'|( | Q:zm = ‘f;’l(gj mnd V;};;(J) h—_ Smﬂ')s
s = (B ey

Wendet man nun aul diese Variabelen die Subslitutionen
an, die aus einer Spiegelung an der XOY-Ebene hervorgehen
— man findet diese leicht aus den oben angegebenen Uber-
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giingen zwischen den Punkten, wenn man dazu bedenkt, dass
die X- und Y-Komponenten der Amplituden das Vorzeichen
behalten, wihrend die Z-Komponenten das Vorzeichen wech-

seln — so findet man, dass dabei:
Y vy aay Ly yias L —ag';

a12 L x4 X107 — &0; X1 > Az ;
&g 7 &g y Xg &y § 21— e11 s

a1g -* x133 15~ &15.

Das Ganze ergibt also eine Spaltung in (3 m -+ hs -+ by -} hs
= 2y + 2 k) Schwingungen einerseits, und (3 m - kx -+ k2)
Schwingungen andererseits. Die ersteren erfolgen symmetrisch
zu den verschiedenen Symmelrieebenen.

In dhnlicher Weise findet man fiir die Schwingungen aus
Ae eine Spaltung in (3 m - hs -+ 2 ki -+ ko) Schwingungen
einerseits und (3 m - hs 4 hs -+ by -+ 2 k) Schwingungen
andererseits,

Auch firr die Doppelschwingungen, deren es jetzt (12 m -
+ 2hs 4+l + 3 he -+ 6k, + 6 k) gibt, komml eine Spaltung
zustande, nimlich (6 m - hs + e + 2he + 4 ke 4 3 k,) Schwin-
gungen, die symmelrisch zu den Symmetrieebenen erfolgen
und (6 m - hs + he + 2 by + 3 £,) andere.

Schiesslich miissen wir die dreifachen Schwingungen unter-
suchen. In § 2 haben wir schon eine Spaltung der Systeme Si
gefunden, die, wie sich dort herausstellte, fiir die Systeme
Sz, S und Sy genau gleich war. Diese Gleichwertigkeit bleibt
auch den hier zu besprechenden Substitutionen gegeniiber
erhalten. Daher werden wir uns damit begniigen, nur das
System S; in Betracht zu ziehen. Fiir dieses hatten wir also
schon eine Spaltung gefunden, die sich aus dem Schema auf
Seite 78 soforl ergab. Mit Riicksicht auf die grossere Anzahl
Punkte des jetzt betrachleten Systems lautet das dort erhaltene
Resultat hier, dass eine Spaltung in (18 m 3 hs + 2 h, -
4 he 49 ky -+ 9 k) Variabelen einerseits, und (18 m -+ 3 hy -+
+ B3 he +5he + 9 ky -+ 9k +9) Variabelen andererseits
auftritt.

Bei den ersleren findet man nun folgende Vertauschungen:
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(VI'I) ) "->t_{"|ﬂ kAl {E(l)

—yl2) Y= (‘.ll‘l f-’r ]
Sey S« WS ‘*4113) 4i(n) 44;m+-

S4,2) '4—;12)
Ll 2 e (1) e S (R) (1P —(2) . — 1)
(44}){“ fl))il)) (hl-fl'i?) E&J’P)) {E 1y —{_(/ “L )'
" wlt (O
P AU S

rr(I) — trr(_)l)

teil Py = ChA e L el Sl
(7()__}"(]+ (Sq L‘HJ) _,“ 1»

) e " l sl 3 gl I @)
(b S — 'E'ﬁ +(-‘H e Sig )5 (543‘ "_’?m( 3 <t

Von den iibrigen Variabelen bleiben invariant:

(G0 — 22, €+ )ty Gt G0 — 7D,
(E;Lh_ 44}(2‘2}) (44:“ ‘:;13) (44‘?] ;:(i!))‘ lllld (Sdl) u;lli'l)

withrend die folgenden das Vorzeichen wechseln:

(};.r F=- a:.,)a (Eu = gu;)s (543 = "7441)| (HJ” = ‘:l;b ) (54'!“ "‘rm)

und (1) — &5).

Die Forderung der Invarianz gegeniiber diesen Substitutionen
fahrt zu einer Spaltung, niamlich in
Om - 2hs + he + 2he + A kea -5k, Gleichungen einerseits und
9m -+ hg -+ hy + 2he -+ 5 ky -+ 4 ke Gleichungen andererseits,
die ebensoviel dreifache Schwingungen ergeben. Diese sind
alle inaktiv.

In dahnlicher Weise kann man beim zweiten Teilsystem von
Sy vorgehen, und findet:
Om -+ hyg + he + 2 he 4+ & b - 4k, inaktive dreifache Schwin-
gungen, nebst:
Om -+ 2hy 4+ 2he + 3 ha 4+ 5ks 4+ 5ko 4 0 aktive, dreifache
Schwingungen.

Zum Schluss geben wir ein Verzeichnis der hier moglichen
Schwingungen:
A 3m+ hs + e 4 ha -+ 2 K -+ 2k,
Aj: 3m ka4 ko
Ag: Sm—~+he + 2kn + ko
Ay 3mAhs A+ he+ hn 2k
B:6m-+hs+ het 2ha+4ka+3k |

B:6m—+hs~+ ha+ 2k 43k | doppelt, inaktiv.

einfach, inakliv,
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Ci: 9m—4-2hs + by +2he + 40k, 51,
N 9m—+ hst+he+2he 5k -4k | dreifach, inaktiv.
Go: 9m—~+  hs+he+2hos -+ 4 ks + 4k, |
Co: 9m+2hs+2h, +3he+5ky +5k +3 dreifach, aktiv.
Die Schwingungen (, sind somit die einzigen, die ein von
Null verschiedenes elektrisches Moment ergeben.
Die Translationen gehoren zum Typus (), die Rolationen
zu C,.



KAPITEL III.

Unendliche Raumgitter.
§ 1. ALLGEMEINES.

Die Moglichkeit, die bei den endlichen Punkisystemen er-
haltenen Resultate in einfacher Weise auf die unendlichen
Raumgitter auszudehnen, hiingt mit der Tatsache zusammen,
dass nach der Bornschen Theorie ') die Schwingungen
dieser Raumgitter durch Gleichungen bestimmt werden, die
formell vollstiindig mit den Gleichungen (1) tibereinstimmen.
Nur haben die Koeffizienten selbstverstiindlich eine andere
Bedeutung. Zum besseren Verstindnis des Folgenden empfiehlt
es sich, einen Teil der Ableilung dieses Satzes etwas ausfithr-
licher zu besprechen als in den zitierten Arbeiten geschehen
ist. Nach M. Bonx') lisst sich ein beliebiges Kristallgitter
anf folgende Weise aufbauen:

Von einem Punkte O aus denkt man sich drei, nichl in
einer Ebene liegende Vekloren «; xs as. Das durch diese
Vektoren aufgespannte Parallelepipedon heisst , Elementarzelle”,
oder kwrz ,Zelle”. In dieser Elementarzelle befinden sich s
Partikel, deren Lagen durch die vom Nullpunkte O ausgehenden
Vektoren ry, .. 7% ... 7 bestimmt sind. Die Konfiguration dieser
Punkte wird Basis genannt. Das ganze Gitter enlstehl dadureh,
dass man die Basis allen Translationen unterwirft, die durch
ganzzahlige Vielfache der Vektoren ap as ay charakterisiert
werden, Jeder Gilterpunkt ist der Endpunkt eines von O aus-
gehenden Vektors:

re ="+ Lo+ L+ iy,

wo U, [z und /3 ganze Zahlen sind, und [/ eine Abkirzung

Hislie.
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far 1, /2, ;. Der Vektor von einem Punkle »,. zu einem

Punkte » wird met #% ,. bezeichnet; entsprechend ist /=" zeselzt
.. &k &k B

far den Vektor von dem Punkte »%, zu dem Punkte

foe
¢ w

Summationen iiber den Basisindex % werden mit X ange-
.f"

deutet, Summationen {iber den Zellenindex [ mit S; diese hat
/

man sich tber das ganze unendliche Gitter erstreckt zu denken.

> (oder X usw.) bedeutet, dass die betreffenden Indices unter

= :
drem Smnfiwnzeichen zyklisch vertauscht werden miissen.

Wenn zwischen den Partikeln konservalive Zentralkrifte
wirken, kann man eine potentielle Energie zwischen zwei
Partikeln (%{) und (%" !") einfithren, und diese bezeichnen mit
Swe (r), wo r die Entfernung ist.

Sind nun schliesslich my . ..mz ... m, die Massen der Basis-
partikel, und u; die Verriickungen der Gitterpunkte aus ihren
Gleichgewichtslagen, so kann man, wie M. Borx gezeigt hat,
die Schwingungsgleichungen des Gitters in folgende Form

bringen: :
NEot 2 A
me Wix s g5 (& Ppee () s
Mg — L% — S = ol B =)
PYY A TR — pi-v Uiy
di £y 0z dy JT=

Dabei sind die Grossen:

nur definiert, wenn nicht zu gleicher Zeit k= %" und = 0.
Die fir diese Werlsysteme gellenden Koeflizienten werden
nun aber formell durch die Bedingungen:

\

> S (‘” % (r'))‘ =0
4 Fope

% dxdy

eingefithrt.

Es gibt drei Schwingungsgleichungen zu jedem Wertsystem
(k7). Wenn man sich also den Kristall nach allen Richtungen
unendlich ausgedehnt denkt, stehen hier unendlich viele Schwin-
gungsgleichungen, und man konnte daraus unendlich viele
Schwingungsmaoglichkeiten ableiten. Jedoch hiitte ein solches
Verfahren, wenigstens gegeniiber den Erscheinungen, die wir
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hier ins Auge gefasst haben, kein physikalisches Interesse.
Denn es ist klar, dass simtliche Partikel mit dem gleichen
Index / im Kristall vollkommen gleichwertig sind. Fiilt nun
auf den Kristall eine langwellige, polarisierte Strahlung, die
wir, wie auf Seite 3, als homogenes, elektrisches Wechselfeld
auffassen konnen, so werden gleichwertige Punkte auch in
vollkommen gleicher Weise beeinflusst, und diese miissen dem-
nach genau dieselben Bewegungen ausfihren. Es haben also nur
diejenigen  Bigenschwingungen des unendlichen Kristallgilters
physikalische Bedeutung, bei welchen die Amplituden gleich-
wertiger Punkte gleich sind. Das bringen wir zum Ausdruck,
indem wir mit dem Ansatze:

. — [
feo= Ui eir s e iy s B4 3)
in die Schwingungsgleichungen eingehen; dabei ist U/, die
Amplitude der durch die Vekloren 7 bestimmten Partikel.
Fir die 3s nunmehr iibrighleibenden Amplitudenkomponenten
Uper Uy Use findet man jelzt die 3 s Gleichungen:

k k'

xy

I f."\ R (a‘_' Ow i (‘,]
@y F 0204\ [fypmpt
Ak

Die Gleichungen (44) sind der iusseren Form nach mit den
Gleichungen (1) idenlisch, nur sind jetzt die Koeflizienten
durch Symbole in eckigen Klammern angedeulet, um auf den
Unterschied der Bedeutung hinzuweisen. Man kann nun

W e Uz + 2 2
k' oy

‘UV =0 s Lowrion (14)

WO .

T\ ; k' X
itbrigens den Wert der Konstauten ( ,) sofort angeben, in-
£

dem man von dem Gitter nur die Basisgruppe betrachtet,
und es so einrichtet, dass diese fir sich in Gleichgewicht ist,
wihrend man die Krifte zwischen dieser Basisgruppe und
den Partikeln der anderen Zellen Null setzt. Man findet dann:

b k! I (a:a D (}))
xy dxdy [rw

Da bei allen belrachteten Schwingungen die im Gitler gleich-
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werligen Punkte mit gleichen Amplituden schwingen, kann
man sich, ohne etwas Wesentliches zu dndern, soleche Punkte
slarr verbunden denken zu einem ,einfachen Gitler”. Ein
solches ,einfaches Gitter” kann nur Translationen unterworfen
werden, kann aber nicht drehen, und auch keine inneren
Bewegungen ausfiithren. Es verhilt sich also ganz wie ein Punkl :
seine Lage im Raume ist durch drei Koordinaten vollstiindig
bestimmt. Ein beliebiges Raumgilter besteht aus s _einfachen
Gittern”. Wir werden diese mit 2§ .... ¥ bezeichnen.

In den folgenden Betrachtungen werden die Symmetrie-
eigenschaften dieser, aus s einfachen Gittern bestehenden
Raumgitter eine grosse Rolle spielen. !)

Bekanntlich gehort, wie bei den endlichen Punktsystemen,
zu jedem Symmetrieelement eine gewisse Deckoperation. Der
ganze Symmetriecharakter eines Raumgitlers wird durch eine
Gruppe von Deckoperationen bestimmt, die man als ,Raum-
gruppe” bezeichnel, im Gegensalz zu den ,Punktgruppen”,
die [ir den Symmeltriecharakter der endlichen Punktsysteme
massgebend sind.

Jede Translation:

Iy o ‘i' ly g —}— Iy Xy,

wo L, Iz und [y ganze Zahlen sind, ist eine Deckoperation
far das Raumgitter. Die Gesamtheit dieser Translationen
bildet eine Translationsgruppe, die immer als Untergruppe
in der fiir das Raumgitter charakleristischen Raumgruppe
enthalten ist. In verschiedener Hinsicht kann die Symmelrie
eines Raumgitters verwickelter sein als die eines endlichen
Punktsystems. Denn erstens gibt es gewisse Deckoperationen,
die nur bei den Raumgittern auftreten konnen, niumlich:

a) die Translation.

b) die Gleitspiegelung.

¢) die Schraubung.
und zweitens konnen bei einem Raumgitter einige einfache

') Eingehende Betrachtungen iiber diesen Gegenstand findet man in
A. SBcadyrries, Kristallsysteme und Kristallstruktur.
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Punktoperationen in einer solchen Weise zusammen auftreten,
wie das bei endlichen Systemen unmdglich ist, z. B. zwei
sich kreuzende Symmetrieachsen, die auch durch keine Trans-
lation des Gitters so verschoben werden kinnen, dass sie
sich schneiden.  Ausserdem findet man zu jedem Symmelrie-
element unendlich viele gleichwertigen Symmelrieelemenle,
deren Lagen durch die Translalionen des Gitters in einander
iibergehen.

Wenn nun auch die Symmelrie eines Gilters wesentlich
verwickelter ist als die eines endlichen Systems, so gibt es
doch zwischen den riiumiichen Gruppen und den Punktgruppen
gewisse Beziehungen, die fiir unseren Zweck sehr wichtig
sind.  Zuniichst filirt man den Begriff isomorpher Operalionen
ein, und meint damit Folgendes: zwei Operationen sind iso-
morph, wenn sie in der Richtung der Axe und Spiegelnden
[bene, sowie in der Grosse des Drehungswinkels fiberein-
slimmen, zB. eine Schranbung um eine Axe a ist isomorph mit
einer Drehung um eine zu a parallele Axe, wenn die Drehungs-
winkel gleich sind.') Jede mil einer Inversion isomorphe
Operation ist wiederum eine Inversion. Eine Translation ist
mit der Identitit isomorph.

Ist L eine beliebige Operation, so gibt es immer unter den
mit £ isomorphen Operationen solche, die mindestens einen
Punkt unverindert lassen (also Punktoperationen). Es gilt
nun ein wichtiger Salz, den man als das Geselz des Isomor-
phismus  fiir die Zusammensetzuny beliebiger Operationen  be-
zeichnet, und den man in folgender Weise aussprechen kann:
sind L und 3 zwei beliebige Operationen, und sind L und M
zwei mit diesen isomorphe Operationen, ist weiter L T = 3l
und L M = N, so sind 3 und N auch isomorph.

Man fithrt nun weiter den Begriff Isomorphismus zwischen
Raumgruppen und Punktgruppen ein, und definiert: eine
Raumgruppe ' und eine Punkigruppe G heissen isomorph,
wenn jede Operation von I' einer Operation von G isomorph ist.

Nun gilt folgender Satz: Jede der 230 Ranmgruppen I’ von

1y Auch der Drehungssinn muss natiirlich gleich genommen werden.
i g

-
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kristallographischer Bedeutung ist einer der 32 Punkigruppen
G isomorph, welche den 32 Kristallklassen entsprechen.

Das nennt man das Gesetz des Isomorphismus zwischen
Raumgruppen und Punkigruppen.

§ 2. MEeTHODE.

Wenn man nun das Problem der Eigensechwingungen end-
licher Punklsysteme vergleicht mit demselben Problem fiir die
unendlichen Raumgitter, so fillt sofort eine grosse Ahnlichkeit
auf: mechanisch beruht diese auf der Analogie der Formeln
(1) und (44), geometrisch findet sie in dem Gesetz des Iso-
morphismus zwischen Raumgruppen und Punktgruppen ihiren
Ausdruck.

Statt s Punkte hat man jetzt s ,einfache Gitter”; die Be-
wegungsgleichungen sind der afisseren Form nach identisch,
wenn auch die Koeffizienten ganz andere Bedeutungen haben;
die Symmelrieeigenschaften sind durch das soeben erwiihnte
allgemeine Geselz des Isomorphismus zwischen Raumgruppen
und Punklgruppen zu einander in Beziehung geselzt.

Iis ist daher naheliegend, zu versuchen, diese Ahnlichkeit
wirklich zur Losung unseres Problems zu benutzen, und zwar
in der Weise, dass man zn jedem, aus s einfachen Gittern
bestehenden, Raumgitter ein aus s Punkten zusammengeselztes
aequivalentes Punktsystem sucht, das dieselben -Schwingungs-
formen zeigt wie das Gitter. Damit wird gemeint, dass zu
jeder Schwingung des Gitters eine Schwingung des aequiva-
lenten Systems gehorl wobei die durch die Symmetrie be-
dingten Beziehungen zwischen den Amplitudenkomponenten
der s Punkte einerseits dieselben sind wie die der s einfachen
Gitter andererseils.

Man kann schon vermuten, dass die Symmetriegruppe dieses
aequivalenten Punktsystems, wenn es ein solches gibt, die
mit der Raumgruppe des Gitters isomorphe Punklgruppe
sein muss.

Mit der Auffindung dieses aequivalenten Punktsystems wiire
die Aufgabe gelost, weil man sie dadurch auf die in den
vorigen Kapiteln behandelten Fillen zuriickgefiihrt hat.
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Man kommt nun schliesslich zu den folgenden zwei Siitzen,
die fiir unser Problem von prinzipieller Bedeutung sind:

Satz 1: LEs sei ein beliebiges Ruumgitter aufgebaut aus s
Jeinfachen Gittern” PF (k=1....3); die Basispartikel seien
Pr. s ist miglich, mit den Partikeln Pi ein endliches Punlkt-
system S herzustellen, das die Operationen der zu der riwinlichen
Gruppe I des Gitters isomorphen Punklgruppe G zulisst.

Satz I Es ist maglich, die Bezeichnungen so zu wihlen
dass die  Schwingungen von S mit denen des Gitters identisch
sind, d.h. duss die Bezichungen zwischen den Amplitudenkom-
ponenten Uzey, Ury, Usz in S dieselben sind wie zwischen den
Amplitudenkomponenten Ui, Ur,, Uk. des Gilters,

Beweis des erslen Salzes: Es sei I': diejenige Unlergrappe
vou I’y die das einfache Gitter PZ in sich selbst transformiert !).
Die mit Iz isomorphe Punktgruppe sei .. Die Lage des
Partikels P1 wird nun so bestimmt, dass es gegeniber 7,
invariant ist *), aber fbrigens beliebig. Es seien nun:

B, R, WL, ... s usw.

die Operationen von I, die 7 in 2% uberfithren: deren gibl
es unendlich viele. Die isomorphen Punktoperationen seien:
Mg M, .‘l!;g, N by R

Wendet man diese auf 7 an, so konnle man erwarlen, dass
dadarch verschiedene Punkte 2, 2, 7, usw. entstehen. Wir
werden nun aber zeigen, dass diese alle zusammenfallen.
Um das einzuschen, bemerken wir, dass offenbar gill:

=1
Ry AR =1,
R O R WL 1
wo I, und I, Operationen der Gruppen I’y und [', sind.
Daraus leitet man leicht ab:

Be=T, W, L. . . ... (46)

') Es ist klar, dass die Operationen dieser Art wirklich den Gruppen-
charakter haben.

) Das ist bekanntlich immer miglich, da jede Punktgrappe mindestens
einen Punkt invariant liisst,
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Nach dem Gesetz des Isomorphismus fiir die Zusammen-
setzung beliebiger Operationen ') miissen dieselben Beziehungen
auch fiir die isomorphen Opertionen gelten. Man findet also
neben (45) und (46)

MM =tl5, fie dasame bt o (47)
M= Mol omeo st ol s o (48)

Da M;!'= M, besagt die Gleichung (47), dass der Punkt 7,
durch die Operation L, in 2% ubergehl. Aus der Gleichung
(A8) leitet man jedoch ab, da Z durch L; nicht geindert
wird, dass % bei der Operation L: invariant ist. Das ist
nur gleichzeitig moglich, wenn 2, = 7.
Damit ist gezeigt, dass simtliche Operationen

Mg Mg Ml o S USW,
den Punkt 2y in einen ganz bestimmten Punkt 7% iiberfiihren.
Es seien nun 2§, P¥ P* die einfachen Gitter, die durch
irgendwelche der anderen Operationen von [ aus Z°f ent-
stehen (es ist n =_ s). Zu diesen Punkten gehoren im endlichen
System die vollig bestimmten Punkte 23, Z%4,.... 7%, die in
genau derselben Weise aus 7 abgeleitet werden, wie wir es
fiir den Punkt #% dargetan haben. Im allgemeinen ist nun
aber n< s, d.h. es gibt noch mehrere Systeme von einfachen
Gittern 2%, deren Elemente sich bei den Operationen von I
miteinander vertauschen.

Da die Elemente eines jeden Systems sich definitionsgemiiss
nie mit denjenigen eines andern Systems vertauschen, sind
diese Systeme von einander unabhiingig, d.h. man kann bei
jedem genau so vorgehen, wie wir es bei den einfachen
Giltern 2% .... 7% gemacht haben.

Man sieht nun leicht, dass das in dieser Weise aufgebaute
System den Voraussetzungen genifigt. Denn wenn 3l eine
der Operationen von [ ist, die das einfache Gitter 77 in das
einfache Gitter 2% {berfihren, so gilt:

L.l
Mg = Ty Ry o« o« (49)

Miwo=Mip Mine o o i 2955 (60)

also gilt auch:

1) Siehe § 1 dieses Kapitels.
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d. h. die mit 3 isomorphe Operation M fithrt den Punkt
P in £y iiber. Damit ist der erste Salz bewiesen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Schwingungen des oben
definierten endlichen Systems die Gitterschwingungen be-
stimmen. Die lelzteren werden bestimmt durch die 33
Gleichungen (44) zwischen den Amplitudenkomponenten UF |
Ui, Ui, der einfachen Gilter 22, die ersteren durch die
3 s Gleichungen (1) zwischen den Amplitudenkomponenten
Ukze, Uiy, Ui der Punkte .

Gs soll nun im Gitter der Einfluss irgendeiner Deckoperation
M+ untersucht werden. Man findet erstens gewisse Ver-
lanschungen der einfachen Gitter, niimlich 27§ 5 Z2F usw.
Gleichzeitiz  findet man gewisse Ubergiinge zwischen den
Amplitudenkomponenten, die man ganz allgemein schreiben
kann in der Form:

12, Uty U2)+g (U, U, U

&y
wo / und ¢ lineare Funktionen sind.

Wir suchen nun im endlichen System den Einfluss der
mit 3 2 isomorphen Operation M; . Nach (49) und (50) findet
man, dass dabei 7 - Zp. Die Uberginge zwischen den
Amplitudenkomponenten Uz, usw. werden nun aber durch
genau dieselben Auvsdriicke bestimmt, wie beim Gitler, also:

[(Urzy Uy, Unz) =+ g (Ust zy Upry, Upe s).

Das folgt sofort aus der Haupleigenschaft isomorpher Ope-
rationen, da durch eine Translation die Grosse jeder Ampli-
tudenkomponenle ungeiindert bleibt,  Die neuen Variabelen,
die man also in den beiden Fillen einfithren muss, um die
gesuchten Spaltungen zu finden, sind genau dieselben Funk-
lionen der Amplitudenkomponenten. Geht man damit ein in
die Schwingungsgleichungen (1) und (44), die auch gleiche
Form haben, so muss das Resultat dasselbe sein.  Damil
ist auch der zweite Salz bewiesen.

Wir sind nun in der Lage, fiir jedes beliebige Raumgitter
die Schwingungen auf die eines endlichen Punktsystems zu-
riickzuftihren. Dabei kann man nun aber noch auf folgende
Schwierigkeiten stossen: Das System S ist so definiert, dass es
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jede Operation der mit [' isomorphen Gruppe G zulisst.
Daraus folgt aber mnoch nicht, dass S keine andere Deck-
operationen zulassen kann, die nicht mit einer Operation von I’
isomorph sind. Es kann also S eine hohere Symmelrie auf-
weisen als es der Gruppe @ entspricht. Wiirde man pun ohne
Weileres die Schwingungen von S berechnen, und diese als
massgebend fiilr die Gitterschwingungen ansehen, so wiirde
man zn ganz falschen Resultaten gelangen. weil die neuen
Symmetrieelemente von S fir das Gitler keine Bedeutung
haben. Man muss diese also unberiicksichtigt lassen, und nur
diejenigen Deckoperationen von S in Belracht ziehen, die der
Gruppe @ angehoren. Eine zweile Schwierigkeit ist die fol-
gende: Es kann beim Aufbau des Systems S sich als notwendig
erweisen, mehrere Punkte an derselben Stelle anzunehmen.
Dass dies physikalisch unwirklich ist, schadet natiirlich nichts,
denn das ganze System S ist ja nur ein Hilfsbegriff, von dem
man keine physikalische Exizlenz vorauszuselzen braucht. Und
gedanklich ist dem nichts entgegen, sich an derselben Stelle
mehrere Punkte zu denken. Immerhin wird man damit eine
Verallgemeinerung der endlichen Punklsysteme zulassen, die
in Kap. 1 und Il immer stillschweigend als unmoglich be-
trachtet wurde. (Z.B. haben wir dorl immer d = 0 oder d = 1
angenommen fiir die Punkte im Koordinatenursprung. Jetzt
erweist es sich oft als ndlig, 3 > 1 anzunehmen). Das fiihrt
nun zu der wichtigen Frage, inwiefern die Resultate der
vorigen Kapitel fiir solche Punkte giiltig bleiben. Nun ist klar,
dass man nur bei Punkten, die irgendeine symmelrische Lage
einnehmen, genoligt sein kann, mehrere Pankte zusammen-
fallen zu lassen: bei beliebigen Punkten lisst sich das immer
vermeiden. Nun konnten wir frither als selbstverstindlich
voraussetzen, dass irgendeine Operation, die einen Punkt
geomelrisch invariant lisst, auch das physikalische Partikel,
dass sich da befindet, in sich selbst iiberfiihrt. Gibt es aber
mehrere Partikel in demselben Punkte, so braucht dies nicht
mehr richtig zu sein. Hier liegt also das Mittel zur Entschei-
dung der Frage, ob die frither abgeleiteten Formeln richtig
bleiben oder nicht. Wo dies nicht der Fall ist, muss eine
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kleine Revision der Formeln vorgenommen werden. Das wird
aber in jedem Fall sehr einfach, auch sind die erforderlichen
Anderungen sehr geringfiigig; es ist daher unnotig, simtliche
Moglichkeiten zu behandeln. In folgendem Paragraphen werden
wir nun mehrere der Natur entnommene Beispiele anfithren,
die die Anwendbarkeit der Methode noch deutlicher hervor-
heben werden.

§ 3. DBErIsPIELE.

1). Cisiumdichlorojodid Cs.J Cly kristallisiert rhomboedrisch.

P Die Elementarzelle hat die Gestalt eines
Rhomboeders; sie enthidlt vier lonen:
Cs in [0,0,0], J in [§ 4 3Jund O
in [0.31, 0.31, 0.31] und [0.69, 0.69,
0.69], in der Figur der Reihe nach mit
Py, Py, s und Py angedeutet. Das
sitter hat die folgenden Symmetrie-
elemente: eine ') 6G-zihlige Drehspiege-

lungsachse, drei Ebenen gewohnlicher

Fig.10. Symmetrie, die diese Achsen enthalten,
und drei zweizihlige Symmetrieachsen senkrecht dazu. Die
isomorphe Punklgruppe ist Sg. Wir konstroieren zuniichst das
im vorigen Paragraphen definierte System S. Da die einfachen
Gitter P und Pi° gegeniiber allen Operationen von 1™ invariant
sind, sind die Gruppe 'y und 'y hier mit I' identisch, also
sind ; und Gy mit ¢ (d.h. mit S§) identisch. Daraus folgt,
das 2 und 2% in O liegen. Das einfache Gilter £ st nur
invariant gegeniiber den Spiegelungen und den gewdhnlichen
Drehungen, die in ' enthalten sind. Die isomorphe Gruppe
ist (5: ein jeder Punkt der dreizihligen Achse ist gegeniiber
den Operalionen dieser Gruppe invariant. Man withlt also den
Punkt 7% irgendwo auf der Drehspiegelungsachse, tibrigens
beliebig. Da schliesslich 2% durch Inversion aus 7% entsteht,

1) Wir werden die unendlich vielen gleichwertigen Symmetrieelemento
nicht immer erwiihnen.
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und die zu einer Inversion isomorphe Operation wiederum

eine Inversion ist, findet man den Punkt 7 durch Inversion

des Punktes 7 gegen den Koordinatenursprung. Man hat nun

ein finsserst einfaches System S erhalten, das die Gruppe S§

zuliisst. (Wir haben hier schon einen Fall, wo S eine viel

hohere Symmetrie hat als der Gruppe G enlspricht. Die
anderen Symmelrieelemente werden aber ausser Betracht ge-
lassen). Wir setzen also in die Ausdriicke des § 9 der ersten

Kapitels: 3 = 2, h, = 1 und alle ibrigen Grossen Null.

Da die Punkte 2 und 2% verschiedener physikalischer

Natur sind, ist das, obwohl o > 1, ohne Weiteres gestattet.

Man findet:

Ay eine, einfache, inaktive Schwingung: die C's- und J-Alome
ruhen, wiithrend die beiden C/-Gitter in der Richtung der
Z-Achse gegeneinander schwingen.

Be: drei einfache, aktive Schwingungen: die Cs-, J- und Cl-
Gitter schwingen in der Richtung der Z-Achse, wobei
die beiden Cl-Gilter gleiche Ampliluden haben. Die
Translation parallel zur Z-Achse gehort hierher, sodass
nur zwei wirkliche Schwingungen gefunden werden,

C: dreiaktive Doppelschwingungen: siimtliche lonenschwingen
senkrecht zur Z-Achse; die Amplituden fir die beiden
Cl-Gitter sind gleich. Das elektrische Moment steht
cenkrecht zur Z-Achse, und kann iibrigens eine beliebige
Richtung haben. Die Translationen senkrecht zur /-
Achse sind von diesem Typus. Es gibt also nur zwei
wirkliche aktive Doppelschwingungen.

D: eine inaktive Doppelschwingung: die lonen schwingen
wiedernm senkrecht zur Z-Achse, die beiden Cl-Gitter
mit entgegengesetzter Amplitude.

9). Der Dolomit (COg)s Mg Ca kristallisiert ebenfalls rhom-
boedrisch. In dem Elementarrhomboeder befinden sich 10
lonen: Erstens Ca, Mg, und 2 C dhnlich wie Cs, J und 2 CI
beim Cisiumdichlorojodid.  Weiler ist jedes C-Atom von drei
O-Atomen umgeben, die ein gleichseitiges Dreieck bilden,
dessen Ebene senkrecht zu der ausgezeichneten Achse des
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Rhomboeders steht, und zwar ist die
Sachlage so, dass diese beiden Dreiecke
symmetrisch zum Mittelpunkte des Rhom-
boeders liegen. Das Elemenlarrhom-
boeder liegt in Bezug aul diese Basis-
partikel so, dass die dreizihligen Achsen
zusammenfallen, jedoch liegen die Sym-
metrieebenen und -Achsen des Iihom-
boeders gerade zwischen denen der
Basis, und sind also im ganzen Gitter
nicht vorhanden. Die Gruppe G wird
daher Ss;. In System S liegen die Punkte Py und Py wieder
in O, P, und P; auf der Symmelrieachse in gleichem Ab-
stand von O, P vollig beliebig, und Py, Py, Ps, P; und Py
so, dass, sie durch die reduzierte Drehspiegelung ineinander
tibergehen.

Setzt man in § 8 des ersten Kapitels: m=1, h. =1,
5 =2 so bekomml man die folgenden Schwingungsmaoglich-
keiten:

A: vier inaktive, ,symmetrische” Schwingungen. Das Schwin-
gungsbild wird durch die Formeln (33) wiedergegeben.

B: sechs aktive, einfache Schwingungen. (Schwingungsbild
siche (34)). Hierzu gehort die Translation parallel zar
Z-Achse, also bleiben fiinf wirkliche Schwingungen fibrig.

C: sechs aktive Doppelschwingungen (35). Da die Trans-
lationen senkrecht zur Z-Achse als eine Doppelschwingung
von diesem Typus gelten, bleiben wiederum fiin/ Schwin-
gungen abrig.

D: wier inaklive Doppelschwingungen.

3). Die Kristalle vom Steinsalz-Typus, wie Steinsalz (Na C1),
Na Br, K Cl, KJ, Mg O, Pb S, usw. sind in der Natur be-
sonders hilufig vertreten. Sie kristallisieren bekanntlich ku-
bisch, und zwar so, dass die beiden lonenarlen jede fiir sich
ein fliichenzentriertes, kubisches Gitter bilden. Diese beiden
Gitter sind so ineinander gestellt, dass die lonen des einen
Gitters die Mitten der Wiirfel und der Wiirfelkanten des anderen
Gitters beselzen, Bekanntlich fiihrt die flichenzentrierte Anord-

Fig.Il.
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nung zu einer rhomboedrischen Elementarzelle, wie durch ne-
henstehende Figur veranschaulicht

t 7~ 7 wird. In dieser Elementarzelle
I//;’ -~ /| findet man nun z.B, in [0,0,0]
J / . / : Y oS -3
L G8lhy ; / | ein Na-Ion, in [, 3, 3] ein Ci-lon.
4 T DR O S r s 3
e T P (in der Figur durch P; und P,
X | g s . - . h
it bt angedeutet). Die Konstruktion des
! A ‘ 7 = = pu ¥
18045 LR Systems S ist hier fusserst ein-
PR L..r_/x_
e fach. Denn die Punkte Pif und P&
feae =i : sind beide invariant gegeniiberallen
ls. .

Operationen von ', deshalb miis-
sen in S die Punkte Py und P» invariant sein gegeniiber G,
d.h. gegeniiber O"; beide liegen also in 0. Es ist d = 2, und
alle iibrigen Grossen der in § 5 des zweiten Kapitels abge-
leiteten Ausdriicke sind Null. Da Py und P2 von verschiedener
physikalischer Natur .sind, darf man ¢ =2 ohne Weiteres
einsetzen, und findet:

)+ zwei aklive, dreifache Schwingungen. Dazu gehdren aber
die Translationen, die als eine dreifache Schwingung zu
belrachten sind. Es bleibt also nur eine aklive, dreifache
Schwingung iibrig. Diese entsteht dadurch, dass die Na-lonen
als slarres Gebilde gegen das ebenfalls starre Gebilde der
(-lonen schwingen. Das elekirische Moment kann jede be-
liebige Richtung haben.

4). TFast genau dasselbe gilt fir das Cisiumehlorid. Die
(s- und die Cl-lonen bilden zwei einfache, einander zentrie-
rende, kubische Raumgitter, Die Elemenlarzelle isl also ein
Wiirfel. Der Aufbau des Systems S erfolgt nun aber in
gleicher Weise wie beim Na Cl, und fihrt daher auch zu
demselben Ergebnis. .

5). Zinkblende Zn S kristallisiert auch regulir, jedoch in
der Hemiedrie die der Gruppe T' entspricht. Die Zn-Atome
und die S-Atome bilden beide flichenzentrierte, kubische
Gitter, die um § der Raumdiagonale des Wiirfels gegeneinander
verschoben sind. Die Elementarzelle ist wiederum ein Rhom-
boeder, entsprechend der flichenzentrierlen Anordnung; sie
enthilt, in [0, 0 0] ein Zn-lon,in [}, 1, 1] ein S-Ion. Die Gruppe
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T ist, wie man leicht siehl, mit Gy und G identisch. Daraus
folgt, dass auch hier beide Punkte Py und P in O liegen.
Es ist 9 =2, und alle andere in

§ 3 des vorigen Kapitels einge- i\ qe1 0 -7
= N N I oA
fithrten Grossen sind Null. Tl I 1%
. \_\ i X '
Man findet: $5 i
. . . 5 ! I~ 0\ 4%
(y: zwei aktive, dreifache Schwin- I o
- . TARN I
gungen; dazu gehoren die LS 54
‘ Sl
T'ranslationer ' Pt/ AP e
ranslationen, also bleibt nur 24 / '\ ~.
: RL ‘ . Py A - s
eine  wirkliche Schwingung | .~ 2 .\‘/
tibrig. R %59

6), Flussspat CaFy kristallisiet ~ ~ Fia. .
in der Holoedrie des reguliren Syslems. Die C'a-Atome bilden
ein flichenzentriertes kubisches Raumgitter, die F-Atome zwei
solche, die in der Diagonale des Wiirfels um | bezw. § deren
Liinge verschoben sind. Das Elementarrhomboeder enthilt Ca
in [0,0,0] und K in [}, 1, 4] und [§, {, i]. Die isomorphe
Punktgruppe ist 0. Bei der Kon-

N ° <7 | slruktion des Systems S'slellt sich

DY : "1_ /‘;; nun heraus, dass die Punkte Py, P
\*}"-\_\'\ /}/;;. : und 5 alle in O liegen. Es wiire

ol 4 H:j\'\\ o also in § 5 des vorigen Kapitels

p :/,’_/ N qinzn:-:ulzun 3 == 3, und alle Gibrigen
e | Grossen Null, Aber hier liegt nun
YT S R / ein Fall vor, wo es nicht erlaubt
|:;»” Fig. 1. - is‘l, diesen Wert l)l}lh) Weileres
einzusetzen, denn die Punkte Py

und Py sind nicht gegeniiber allen Operalionen der Gruppe
0" invariant, sondern gehen bei gewissen Operationen inein-
ander iiber. BEs fragt sich nun, wie man die Formeln jetzt
andern muss. Wir bedenken nun Folgendes: Es wurden in
Kap. 1l die Systeme mit der Grappe 0" anfgebaut aus Systemen
mit der Gruppe O, und diese wiederum aus Systemen mit der
Gruppe 7', indem man zu den schon vorhandenen Symmetrie-
elementen neue hinzufiigte. Nun sind die Resultate bei den
Systemen mit der Gruppe 7' noch richtig fiir diesen Fall, wo
5=13, denn die Punkte P;, P, und Py sind alle invariant
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gegenitber den Operationen der Gruppe 7. Daraus ersieht

man schon, dass es keine einfache- und Doppelfrequenzen

gibt, und dass also nur die dreifachen Frequenzen in Betracht
kommen. Die fir Systeme mit der Oktaedergruppe erhaltenen

Resultate gelten aber hier nicht mehr, weil die Punkte P

und I3 gegeniiber den Operationen dieser Gruoppe nicht in-

variant sind. Wenn man niimlich das Schema auf Seite 78

betrachtet, so findet man im System S; statt {- —  jetzt:

G+ — G &2 — & Es wechseln also nur zwei Variabelen,

nimlich &, und (& -+ &) das Vorzeichen, withrend die dritte

((&e — &) das Vorzeichen behilt. Man findet daher im System

jetzt eine Variabele, und in (s zwei. Durch das Hinzutreten

der 9 Symmetrieebenen werden keine neuen Spallungen her-
vorgerufen, und man findet:

(j: eine inaktive, dreifache Schwingung. Die Cu-Atome ruhen,
withrend die beiden F-Gitter gegeneinander schwingen in
beliebiger Richtung. x

Cy: zwei aktive, dreifache Schwingungen: die beiden F-Gitler
schwingen als ein starres Gebilde gegen das Ca-Giltler.
Da zu diesem Typus die Translationen gehoren, bleibt
nur eine aktive, wirkliche Schwingung iibrig.

7) Kalkspat, Ca COz;, und viele anderen Kristalle, wie
Mn (O3, Fe CO3, My COs, Na NO; usw, kristallisieren rhom-
boedrisch; die Struktur lisst sich einfach aus derjenigen des
Dolomits (Seite 102) ableiten, wenn man dort das Mg-Alom
durch ein zweiles Ca-Atom ersetzt, und entsprechend die
Entfernungen der Punkte Py, P2, Py, Py gleich macht. Dadurch
wird die Symmelrie des Gitters erhoht, denn es kommen drei
zweizithlige Schraubenachsen und drei Ebenen gleitender
Symmetrie hinzu. ') Die isomorphe Punklgrappe ist Sg. Es
fragt sich nun, welches endliche Punklsystem mit dem Gitter
aequivalent ist. Man geht aus von einem beliebigen einfachen
Gitter, z. B. IF*). Dieses ist nur invariant gegeniber den
Schraubungen um die Schraubenachsen parallel zur X-Richtung,

1) Und zwar von jeder Art natiirlich unendlich viele.
) Siche Fig. 11.
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und natiirlich gegeniiber den Gitterlranslationen. Die isomorphe
Gruppe ist also (2, milt einer ebenfalls zu dieser Richtung
parallelen Ache. Man nimmt also den Punkt P; auf der
X-Achse. Die Lagen der iibrigen O-Alome ergeben sich
daraus indem man den Punkt P den verschiedenen Dreh-
spiegelungen unterwirft, die mit den Drehspiegelungen im
Gitter isomorph sind. Die 6 O-Atome im Syslem S bilden
also ein regulires Sechseck. Die einfachen Gitter If und I3
sind bei der Drehspiegelung invariant, also liegen die Punkte
Py und Py in O; P§ und Pf sind bei den Schraubungen in-
variant, also missen £ und Py in S auf den zweizihligen
Achsen liegen, d.h. ebenfalls in 0. Man bekomml nun ein
sehr einfaches System: ein Sechseck

R MUY mit den 4 Punkten Py, Py, Pyund Py

im Zentrum. Dieses Syslem gentigt
den Bedingungen des Salzes: die
G-zihlige Drehspiegelungsachse, die
3 mit den Ebenen gleitender Sym-

~sy  melrie isomorphengewohnlichen Sym-
metricebenen s, s und s, und die
3 mit den Schraubenachsen isomor-
phen Symmetrieachsen (Ps Ps), (Ps Ps)
und (P; Pio) sind alle vorhanden. Ausserdem sind noch andere
Symmelrieelemente hinzugekommen, z.B. die 6-zihlige Symme-
tricachse, usw., aber diese werden ausser Betracht gelassen. Es
ist die Raumgruppe des Gitters also wirklich isomorph mit einer
Untergruppe dieses endlichen Punktsystems. In den Formeln
des § 9 des ersten Kapilels hat man nun A, = | und 4 = 4 ein-
zusetzen.  Nur ist beziiglich dieser Punkte in O eine kleine
Revision der Formeln vorzunehmen. Es wurde die Gruppe
St aus S, abgeleitet. In Bezug aul diese Gruppe sind die
Punkte P, und Py invariant, die Punkte P. und P nicht.
In (32) fithrt man also far diese letzteren nicht die Variabelen
vom Typus &, sondern Variabelen vom Typus &, ein, z. B,
£ = V® 4 VW usw. Die Anzahl Schwingungen wird dadurch
bei A und D um 1 grosser, bei Bund Cum 1 kleiner '). Fiir die

R R

0 '
Fig.15.

') Diese Angaben bezichen sich auf die anf Seite b3 mitgeteilten Formeln.
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Systeme mit der Gruppe Sg wurden die Spaltungen nun da-
durch gefunden, dass man Invarianz der Gleichungen forderte
gegeniiber den Substitutionen, die einer Umklappung um die
Y-Achse entsprechen. Bei dieser Umklappung bleiben die
Punkte P> und P, invariant, withrend Py und P; sich mit-
einander vertauschen. Daraus folgt, dass die eine neue Variabele
’?’;= W@ __ W% in 4 das Vorzeichen wechselt, also zu 4.
(S. 59) gehort; in B wechseln C; und WO 4 W® das Vor-
zeichen, withrend W® — W® das Vorzeichen behiilt, also 1
zu By und 2 zu Bs: in C und D bleibt alles dasselbe. Zu-
sammenfassend findet man:

Ay: eine inaktive, einfache Schwingung: die Ca- und die C-
Atome ruhen, withrend die O-Atome radial und senkrecht
zur Drehspiegelungsachse schwingen, und zwar ,sym-
metrisch”.

As: drei inaktive, einfache Schwingungen: die Ca-Atome
ruhen; die beiden (-Gitter schwingen in der Z-Richtung
gegeneinander. Die beiden Og-Gruppen in jeder Zelle
fithren eine Schraubenbewegung aus, mit der Z-Achse
als Schraubenachse, und zwar so, dass der Rotationssinn
gleich ist, die Translation aber entgegengeselzt.

By: zwei inaktive, einfache Schwingungen: Die (la-Gitler
schwingen in der Z-Richtung gegeneinander; die C-Gitter
ruhen. Die O-Atome schwingen radial und senkrecht
zur Z-Achse, und zwar schwingen zwei zum Zentrum
symmetrisch liegende Punkte der Elementarzelle it
gleicher Amplitude, d. h. wihrend die eine Oy-truppe
sich dehnt, schrumpft die andere gerade zusammen und
umgekehrt.

Be: vier aktive, einfache Schwingungen. Die beiden Ca-Gitter
schwingen mit gleicher Amplitude in der Z-Richtung;
ehbenso die (-Gilter. Die Oz-Gruppen fithren Schrauben-
bewegungen aus mit entgegengeselztem Drehungssinn und
gleicher Translationskomponente. Zu diesem Typus ge-
hort die Translation in der Z-Richtung: es bleiben also
nur drei eigentliche Schwingungen dieser Arl ibrig.
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sechs aktive Doppelschwingungen, wozu die Translationen
senkrecht zur Z-Achse gehoren, also in Wirklichkeit nar
fiinf. Hier gibt es unendlich viele Schwingungsmaoglich-
keiten: unter diesen gibt es einige, die durch besondere
Einfachheit ausgezeichnet sind.  Wir erwihnen nur die
folgende, die ein elektrisches Momenlt in der Y-Richtung
gibt: (Siehe Fig. 15). Die Atome Py, Py, P und Ps
schwingen in der Y-Richtung, und zwar Py und Py, und
ebenso 5 und Ps mit gleicher Amplitude. Die Ca-Atome
P, und Ps schwingen senkrecht zur Z-Achse: die Am-
plituden haben gleiche Y-Komponenten und entgegen-
geselzte X-Komponenten. Die Atome Fq und Py, und
ebenso P: und 71 schwingen mit gleicher Amplitude:
Die Amplituden der Atome 72 und 7% haben eleiche Y-
und entgegengesetzte X- und Z-Komponenten.

pier inaklive Doppelschwingungen. z.B.: Alle C'a-Atome
ruhen: die C-Gitter schwingen in der Y-Richtung gegen
Die Atome P; und Ps ebenso. Die Atome Pg
und Pg, wie die Atome P’; und Py, schwingen mit enl-

einander.

gegengesetzter Amplitude. Ubrigens verhalten sich die
Amplituden von Fs und P; wie bei der unter (! heschrie-
benen Schwingung.

)  Rutil, Tis Oy, kristallisierl tetragonal. Die Elementarzelle
ist eine quadralische Siule, mil den Kantenlingen a, a und ¢,

Z

~deren Ecken und Zentren mit 7'-Atomen

' beselzt sind. Die O Atome liegen in,
i [0.31, 0.69, 0], [0.19, 0.19, 0.5],
b ! R [0.69, 0.31, 0] und [0.81, 0.81, 0.5]
Al Sl Dieses Gitter hat die folgenden Sym-

: melrieelemente :
L ymeies | il Die Ebenen 2==0, & =y, &= —y, sind
Lot RAteit Symmeltrieebenen, die Achsen = y=0;
Fig.16 z=y, 2=0; 2= —y, 2= 0sind zwei-

k1 ATR . Nt T rr a . .
zithlige Symmetrieachsen. Die Ebenen x== 1,;/%_'1_, sind Ebenen
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. . . i C i
gleitender Symmelrie; die Achsen Vi a Co ik und z =7

C— ; sind zweizithlige Schraubenachsen, der Punkt [0,0, 0]

ist ein Symmetriezentrum. Die isomorphe Punktgruppe ist
somit D}!. Im System S liegt der Punkt Ps aufl der Achse
x=1y, z=0. Da durch die Schraubung um die Achse yzz—,
z=g' das einfache Gilter P§ in P3 tibergeht, findet manin S

den Punkt 7 durch Umklappung von P; um die X-Achse;
in ihnlicher Weise findet man Py und P;. Die Punkle 1
und P. liegen, wie man leicht sieht, in O. Man bekommt
Y also ein Quadrat mit zwei Punkten im
P, P Zentrum; dieses System hat genau die

richtige Symmelrie. Die Schwingungen
P, x werden erhalten, indem man in} § 7 des
ersten Kapitels d =2, A" =1 einsetzt,
wiithrend die tibrigen Grossen Null sind.
P, P, Die Punkte in O erfordern wiederum
spezielle Beriicksichtigung. Die Gruppe
D! wurde aus Cf, diese wiederum aus
aus (4 abgeleitet. Schon in )y miissen die Formeln geindert
werden, da bei der Drehung um die Z-Achse die Punkte P
und s sich mit einander vertauschen. Man muss jelzt fir
diese Punkte die folgenden Variabelen einfithren:

E'l: |48 + Vﬁ); f".—: i [’lll; {:é___ W — e
yo = V¥ 4 V¥ y = prl) — @, & —= W We

Fig.I7.

Das gibl also eine Schwingung A, eine vom Typus B, und
zwei vom Typus €. Geht man jelzt tber zu Cj, so findet
man, da die Punkte P; und P: bei der Spiegelung an der
Ebene x = 0 auch in einander tibergehen: in Ax eine, in As
keine, in By keine, in Bs eine, in ¢ zwei Schwingungen. Und,
schliesslich fibergehend zu D}, bemerkend, dass die Punkie
P, und P» bei der Spiegelung an der Ebene z =0 in sich
selbst iibergehen, finden wir: In A keine, in A} eine, in 4,
Ay, By, B/ und Bj keine, in By eine, in ¢ zwei, in C"
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keine Variabelen. Selzt man nun in die Formeln anf S.50:
A9 =1, so findet man endgullig:

r
Al

Bt
Byt

B,

('

eine inaktive Schwingung: Die Ti-Gitler sind in Ruhe;
25 und P und ebenso P3 und 2y schwingen gegen ein-
ander, und zwar so, dass in der Blementarzelle die Ent-
fernung der Atome 75 und /% grosser wird, wenn sich
die der Atome 7 und 7 verkleinert.

. zwei aklive Schwingungen, mit einem elektrischen Moment

in der Richtung der Z-Achse. Da aber hierzu die Trans-
lation parallel zur Z-Achse gehort, bleibl nur eine wirk-
liche Schwingung tbrig: alle 7%-Atome schwingen als
slarres Gebilde in der Z-Richtung gegen das ebenfalls
starre Gebilde der O-Atome.

cine inaklive Schwingung: die 7i-Gitter ruhen; die O-Atome
schwingen horizontal: 2% und 7%, und ebenfalls 2 und
7, schwingen senkrecht zu ihrer Verbindungslinie ; 7 und
% schwingen mit gleicher X-Komponente.

von diesem Typus gibt es hier keine Schwingungen.
eine inaklive Schwingung: die 7i-Gitter ruhen: die 0O-
Alome schwingen wie bei A}, nur schwingen 7% und 7%
jetzt in der X-Richtung entgegengeseltzl.

von diesem Typus gibt es hier keine Schwingungen.
eine, inaklive Schwingung: Die Ti-Gitler ruhien: die Atome
2 und 2%, und ebenfalls 75 und 7% schwingen gegen
einander, und zwar so, dass die Atome /% und 2 in der
X-Richtung gleich schwingen.

zwei, inaktive Schwingungen: Die Ti-Gitter schwingen in
der Z-Richtung gegen einander: die von den Atomen Ps
und P; gebildeten Gitter schwingen mit gleicher Ampli-
tude gegen die Gilter der Atome Ps and Py, ebenfalls
in der Z-Richtung.

vier aktive Doppelschwingungen, mit einem elektrischen
Moment senkrecht zur Z-Achse. Die Translationen senk-
recht zu dieser Achse gehoren zu diesem Typus: es
bleiben also nur drei wirkliche Schwingungen itbrig. Von
den unendlich vielen Schwingungsformen erwithnen wir
die folgende: Die Atome schwingen alle senkrecht zur
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Z-Achse; die beiden Ti-Giiter schwingen in der Y-Richtung
mit gleicher, in der X-Richtung mil enlgegengeselzler
Amplitude. Die Atome 75 und 7% und ebenso 75 und 7,
schwingen mit gleicher Amplitude; von den Amplituden
der Punkte 25 und 25 sind die Y-Komponenten gleich,
die X-Komponenten entgegengesetzt.

C"": eine inaktive Doppelschwingung., Die Ti-Gitter ruhen; die
O-Atome schwingen parallel zur Z-Achse, und zwar /%
und 7. und ebenso 75 und 74, mit entgegengesetzter
Amplitude.

9) Rotzinkerz Zn O kristallisiert hexagonal. Die Elementar-
zelle ist eine gerade rhombische Siule, in Bezug auf welche
die Zn-Atome in [0,0,0] und [i L, 1] die O-Atome in
[0, 0. ;] und [: :131 ;] liegen. Die Figur 18 gibt zwei auf
einander folgende Zn-Schichten senk-
recht zur Z-Achse. Zu jedem Zn-
Atom gehort ein O-Atom, das relativ
zum vorigen um einen gewissen Be-
trag in der -+ Z-Richtung verschoben
ist. Wir bezeichnen die Zn-Atome in
, zwei auf einander folgenden Schichlen

Fiqprl8 mit 72 und Z%, die zugehorigen O-

2 Atome mil Z; und 7. Das Gitter

hat eine 3-ziihlige Symmetrieachse, und 3 Symmelrieebenen
durch diese Achse; ausserdem eine 6G-zihlige Schraubenachse,
(durch den Punkt 22), und 3 Ebenen gleitender Symmetrie
durch diese Achse. Die isomorphe Punklgruppe ist also (.
Im System S muss man alle Punkle aof der 6-ziithligen Achse
annehmen, und zwar 2 und 7%, und gleichfalls 7 und 74,
an gleicher Stelle, da die zugehorigen einfachen Gitter bei
der Schraubung und bei den Gleilspiegelungen in einander
itbergehen. - S besteht also ans zwei Doppelpunkten aunf der
Z-Achse. Daher muss man in § 4 des erslen Kapitels k. = 4,
und alle tbrigen Grossen gleich Null setzen. Da je zwei
Punkte bei der Drehung um die Z-Achse ineinander fber-
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gehen, darf man die friiher abgeleiteten Formeln nicht ohne
Weileres benutzen. Die Variabelen werden hier:

&-; i ],v(n _+_ ].'(21 : .:_'L = IWH i Ifiﬂl : :‘ — ”'l‘ll - ”"".3’
r T (2) 3 s Tk (G ot » 7|
e = I*‘”—-}— J7( n; 0y = I.g(_h_ ] .‘-12]; &= ”.m_!_ §EL

und dhnlich fiir die Punkte 7 und 7.

Das gibt zwei Schwingungen A, zwei vom Typus B, zwei
vom Typus € und zwei vom Typus D. Da die Symmelrie-
ebenen, die der Gruppe ('j entsprechen, natiirlich keine neuen
Spaltungen hervorrufen, konnen wir das Resultal nunmehr
soforl angeben:

Ay: zwei aklive Schwingungen: alle Punkte schwingen in der
Z-Richtung, und es ist W= W® und WS = W,
Es gibt jedoch nur eine wirkliche Schwingung, da die
Translation in  der Z-Richtung in Rechnung gesetzt
werden muss.

Bs: zwei inaktive Schwingungen, ebenfalls in der Z-Richtung;
g ist W= — W&; WO =_ ",

(: zwei aklive Doppelschwingungen mit einem elektrischen
Moment senkrecht zur Z-Achse, deren nur eine eine wirk-
liche Schwingung ist. Alle Atome schwingen senkrecht
zur Z-Achse. Esist V) = p@; k() = P*@; PO = JH;
|'*¢:i] — I"'*“'.

Anf Grund der Formel (27q4) kann man weiter schliessen,
dass die Zn- und O-Alome parallel schwingen.

D: zwei inaktive Doppelschwingungen: alle Atome schwingen

senkrecht zur Z-Achse, und es gilt: V= — P*&;
T ) 7 (D), T(8) e k) . T (3) — % (4
lqclll"“_la«(‘l, PO = ] : Pri@) — . J*),

Auch hier schwingen die Zn- und O-Atome parallel.



KAPITEL IV.

Vergleich mit der Erfahrung.

§ 1. ALLGEMEINES.

Es soll jetzt geprift werden, inwiefern jetzt schon von
einer Ubereinstimmung der im Vorigen gegebenen Theorie
mit der Brfahrung gesprochen werden kann. Zuniichst seien
einige Bemerkungen iiber den zu erwarlenden Grad von
Ubereinstimmung vorausgeschickt. Man kann die Experimenle
iiber das Reflexionsvermdgen ultraroter Strahlung an Kristall-
oberflichen in zwei Gruppen teilen, niimlich erstens solche,
bei welchen die Spektrometermethode angewandt wird, und
sweitens solche, die mit Reststrahlen arbeiten. Die Spektro-
metermethode hat den Nachteil, nur in einem beschrinkten
Spektralgebiet brauchbar zu sein: man kann damit nur wenig
iiber das ,kurzwellige” Gebiet hinauskommen. ') In diesem
Gebiet aber ibertrifft sie die Reststrahlmethode bei weitem
an Genauigkeit. Die Versuchsergebnisse machen durchweg
einen sehr zuverlissigen Eindruck, wenn auch zwecks niherer
Feststellung verschiedener Einzelheiten Kxperimente mil gros-
serem Auflosungsvermogen durchaus wiinschenswert bleiben.
Ganz anders ist es jedoch bei der Reststrahlmethode, die man
fiir die Strahlenarten grosserer Wellenliingen anwenden muss.
Die Schwierigkeit dieser Experimente liegt darin, dass es
nicht moglich ist, geniigend homogene Strahlung in geniigender
Intensitit von einer beliebigen Wellenlinge herzustellen. Es
gibl ja nur eine beschriinkte Anzahl von Kristallen, deren
Reststrahlen benulzt werden konnen. Mann muss also den
ganzen Verlauf des Reflexionsvermogens als Funktion der Wel-

1) Mittels einer Kombination der Spektmmetcrmcthode mit der Rest-
strahlmethode sind von Liebisch und Rubens Versuche in dem (Gebiet
18 2—31 1 angestellt worden.
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lenliinge im Gebiet von 20 x bis zu etwa 200 » ') aus wenigen
Beobachtungen bestimmen, und ausserdem sind diese einzelnen
Bestimmungen auf Grund der Inhomogenitit der Strahlung
nicht vollig zuverlissig. Es ist klar, in welcher Weise dies
die Ergebnisse beeinflusst. Im allgemeinen werden Reflexions-
maxima mit niedrigen Werten des Reflexionsvermogens der
Beobachtung ganz entgehen, wenn sie sich iiber einem nicht
zu breiten Wellenlingengebiet erstrecken, und zwei einander
nahe liegende Maxima werden sehr oft nicht getrennt erscheinen.
(Man konnte das einer Spektralaufnahme mit breitem Spalt
vergleichen). Das alles hat den Einfluss, dass man immer 2u
wentg  Reflexionsmarima erwarten kann.,  Es ist klar, dass
dadurch ein Vergleich der Theorie mit der Erfahrung zurzeit
noch sehr erschwerl wird: die Unvollstindigkeit der Experimente
notigt zu grosser Vorsicht.  Hoffentlich wird es gelingen, die
Reststrahlmethode weiler auszubilden, vor allem dadurceh, dass
man die Beobachtungen bei lieferen Temperaturen anstellt,
weil sonst die Wiirmebewegung der Kristallpartikel eine sehr
storende Inhomogenitit der Reststrahlen verursacht.

§ 2. INNERE SCHWINGUNGEN VON [ONENGRUPPEN.

Es gibt nun aber doch eine gewisse Kategorie von Erschei-
nungen, die eine zuverlissigere Prifung der Theorie gestatten,
nimlich das Aultreten der Reflexionsmaxima, die durch innere
Schwingungen von lonengruppen entstehen.  Wie schon in
der Einleitung erwillint wurde, gibt es in vielen Kristallen
gewisse lonengebilde, €0y, SOy, N Oy us.w., die durch be-
sonders slarke, innere Krifte zusammengehalten werden. In
erster Nitherung darf man diese Schwingungen als unabhiingig
vom Gitterverbande ansehen; man hat also mit den Schwin-
gungen eines endlichen Systems zu tun. Diese Erscheinungen
sind nun aus zwei Grimden viel mehr zum Vergleich mit der
Theorie geeignet, denn erstens hal die Wirmebewegung der

1) Die obere Grenze ist natiiclich sehr willkiitlich. Eine Uberschlags-
rechnung zeigt, dass man bei gewihnlichen Kristallen ausser diesem Gebiet
an der langwelligen Seite kaum noch Reflexionsmaxima erwarten kann.
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Kristallpartikel selr wenig Einfluss auf diese inneren Schwin-
gungen, was eine grossere Schiirfe der Maxima verursacht,
und zweitens liegen die zu den Eigenfrequenzen gehdorigen
Wellenliingen !), weil die Bindungskriifte gross sind, sehr oft
im kurzwelligen” Gebiet, wo man mit der Speklrometer-
methode operieren kann. Von Cr. Scuirer und M. SCHUBERT %)
sind nun fir verschiedene Karbonate, Sulfate, Nitrate, Chlorate,
Bromate, Jodate, Chromate, Selenate u.s.w. die Reflexions-
maxima ultraroter Strahlung im  kurzwelligen” Gebiet unter-
sucht worden. Aus diesen Versuchen geht mit besonderer
Deutlichkeit hervor, dass diese Maxima wirklich den inneren
Schwingungen der Gruppen COs, SO;, NOj n.s.w. zuzuschreiben
sind. Wir wollen nun zuerst mit Hilfe der in Kap. I und Il
abgeleileten Resultate berechnen, wieviel Maxima man hier
erwarten kann. Dazu muss man natiielich die geometrische
Gestalt dieser Tonengruppen kennen.

Zuniichst betrachten wir die Gruppen mit drei O-Atomen,
wie C0Os, NOs, ClO; us.w. Es ist wohl sehr wahrscheinlich,
dass man sich diese, wenigstens angenihert, denken darf als
ein von den O-Atomen gebildetes gleichseitiges Dreieck, mit
dem vierten Atom (€, N, C1...) im Schwerpunkte. (In einigen
Fillen wurde das auch durch Rontgenanalysen bestitigt, jedoch
mit einer ungeniigenden Genauigkeit). Wir werden das die
,Normalform” nennen. Nun ist aber klar, dass in vielen
[illen die Formalform sich nicht genau ausbilden kann, z. B.
bei allen Kristallen, die keine dreiziihlige Achse senkrecht
zur Bbene des Dreiecks aufweisen. Dann muss also die
Form ein wenig von der Normalform abweichen; jedenfalls
ist aber diese Verzerrung sehr gering, da, wie wir schon
bemerkten, diese lonengebilde besonders fest zusammengehalten
werden. Immerhin miissen wir den Einfluss einer solchen
Verzerrung untersuchen. Wir werden nun der Reihe nach
einige lypische Formen betrachten.

) Gemeint werden natiirlich die auf das Vakuum bezogene Wellen-
lingen, nicht etwa die Wellenlingen im Kristall.
*) In der Einleitung zitiert.
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Normalform. Die Symmetriegruppe ist D} mit &, =1,
J =1 (siehe Seite 50). Betrachten wir nur die akliven
Schwingungen, so finden wir:

Ay s zwei einfache Schwingungen, mit Moment senkrecht
zur Ebene des Dreiecks.

(" : drei Doppelschwingungen mit Moment in der Ebene
des Dreiecks.

Die Translationen und Rotationen miissen aber abgezogen
werden, und es bleiben fibrig: eine Schwingung mit Moment
senkrecht zur Ebene des Dreiecks, und zwei Doppel-
schwingungen, mit Moment in dieser Ebene.
Gleichschenkliges Dreieck. (in der Figur stark tibertrieben
y gezeichnet). Die Symmetriegruppe ist

Cymit h, = 2, I = | (siehe Seited1);
weil wir die Richtung senkrecht zur
Ebene des Dreiecks, wie bei der
Normalform, als Z-Richtung bezeich-
nen wollen, sleht hier das Koordi-

i
i natensystem anders als dorl ange-
1
. A nommen wurde).
Fig.19. Man findet:

Ay: wvier Schwingungen mit Moment in der Y-Richtung.

By: drei Schwingungen mil Moment in der Z-Richtung.

By : vier Schwingungen mit Moment in der X-Richtung.
Nach Abzug der Nallfrequenzen bleiben iibrig:

drei Schwingungen mit Moment in der Y-Richtung.

eine Schwingung mit Moment in der Z-Richtung und

2wei Schwingungen mit Moment in der X-Richlung.

Beliebiges Dreieck. Die Symmetriegruppe ist Cf mit &, = 4
(siehe Seile 16). Man findet, nach Abzug der Nullfrequenzen:
eine Schwingung mit Moment in der Z-Richtung und
fiinf Schwingungen mit Moment in der Ebene des Dreiecks,
Gleichseitiges  Dreieck, aber mit einem zentralen Atom, das
in der Z-Richtung aus dem Sclhwerpunkte verschoben ist,

el ' . e = 0 :
Die Symmeltriegruppe ist C§ mit & =1, K" = 1. (siche
Seite 41) Man findel :
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2wei einfache Schwingungen mit Moment in der Z-Rich-
tung und
2wei Dopfyelschwingungen mit Moment senkrecht dazu.
e. dasselbe fiir ein gleichschenkliges Dreieck. Die Symmelrie-
gruppe ist C* mit m =1, k, =2 (siche Seile 16). Man
findet zwei Schwingungen mit Moment senkrecht zur
Symmetrieebene, und wier mit Moment in dieser Ebene.
f. beliebige Verzerrung. Die Symmetriegruppe ist Ci; man
findet im ganzen sechs aktive Schwingungen.

Rechnet man eine Doppelschwingung als zwei Schwingungen,
so sieht man, dass die Gesamtzahl der aktiven Schwingungen
im Falle a fiinf betriigt, in allen tbrigen Fillen sechs,  Das
kann man auch sehr einfach erkliren, denn bei den Systemen
in der Normalform gibl es eine inaktive Schwingung, die
dadurch entsteht, dass die O-Atome radial in der Ebene des
Dreiecks gegen das ruhende zentrale Alom schwingen. Jede
beliebige Verzerrung, die den Symmetriecharakter indert, macht
diese Schwingung aber aktiv. Da wir jedoch nur sehr
geringe Verzerrungen zulassen, ist zu erwarlten, dass das bei
dieser Schwingung auftretende elektrische Moment dusserst klein
ist, und der Wahrnehmung sehr schwer zuginglich. Wenn es
iiberhaupt nachweisbar wiire, missle mann also als ersle
Folge der Verzerrung ein iusserst schwaches Reflexions-
maximum erwarten, das im allgemeinen an anderer Stelle
des Spektrums liegt als die ubrigen. Wichtiger sind aber
die Lrscheinungen bei den iibrigen Schwingungen. Wenn wir
nun diese sechste Schwingung ausser Betracht lassen, so bleiben,
wie man leicht sieht, noch tbrig:

b. eine Schwingung mit Moment in der Z-Richtung.

zwei Schwingungen mit Moment in der X-Richtung.

2wei Scehwingungen mit Moment in der Y-Richtung.

.. eine Schwingung mit Moment in der Z-Richtung, und
pier Schwingungen mit Moment in der Ebene des Dreiecks.

d. eine Schwingung mit Moment in der Z-Richlung.
2wei Doppelschwingungen mit Moment parallel zar Ibhene
des Dreiecks.

e. eine Schwingung, mit Moment angeniiherl inder Z-Richlung.
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zwei Schwingungen mit Moment in der X-Richtung.
2wei Schwingungen mit Moment angeniithert in der Y-
Richtung.

f. eine Schwingung, mit Moment angeniihert in der Z-Richlung.
pier Schwingungen mit Moment angeniihert in der Ebene
des Dreiecks. '

Ils gibt also in jedem Fall eine Schwingung mit Moment
genau oder angeniihert senkrecht zur Ebene des Dreiecks, und
vier Schwingungen (die bei a und d in® zwei Doppelschwin-
gungen entarten) mit Moment genau oder angenitherl in der
Ebene des Dreiecks. Betrachten wir nun z.B. den Fall b.
Es gibt zwei Schwingungen in der X- und zwei in der }-
Richtung. Wenn man nun bedenkt, dass & nur sehr wenig
von der Normalform abweicht, so sieht man, dass die Fre-
quenzen dieser Schwingungen mit den beiden Doppelfrequenzen
fast fibereinstimmen miissen. Andererseils sind aber die Schwin-
gungen in der X- und Y-Richlung nicht genau von gleicher
Frequenz, weil diese Richtungen nicht gleichwerlig sind. Man
findet also, wenn das anregende Feld parallel zur Y-Richlung
steht, zwei Maxima; wenn es parallel zur X-Richtung orientiert
ist, ebenfalls zwei Maxima, deren Stellen im Spektrum nur sehr
wenig von den vorigen abweichen; wenn schliesslich das
Feld eine beliebige andere Richtung senkrecht zur Z-Achse
hat, findet man zwei Doppelmazima; beide bestehen aus zwei
einander sehr benachbarten Maxima. Dasselbe findet man
im Falle e, elwas ganz dhnliches kommt bei ¢ und 7 zum
Vorschein, Hier gibt es aber keine zwei ausgezeichnete, zu
einander senkrechte Richtungen in der Ebene des Dreiecks.
Folglich ist es hier nicht moglich, die Polarisationsrichtung
des Feldes so zu wihlen, dass zwei der Maxima ausfallen,
aber jedenfalls findet man auch hier zwei Doppelmaxima.
Zusammenfassend konnen wir sagen: wenn das lonengebilde
die Normalform hat, findet man ein Reflexionsmaximum fiir
senkrecht zur Ebene des Dreiecks polarisierte Strahlung, und
swei Maxima fiir Strahlung, die in dieser Ebene polarisiert
ist. Jede kleine Verzerrung, ausgenommen vom Typus d,
verursacht eine Spaltung der beiden letzlen Maxima in je zwei
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Komponenten, die einander sehr henachbart sind, wiihrend
das erstgenannle Maximum einfach bleibt. Bei den Verzer-
rungen b und e ist es moglich, durch geeignete Wahl der
Polarisationsrichtung der erregenden Strahlung die beiden
Komponenten eines solchen Doppelmaximums gesondert zu
betrachten. Schliesslich ist bei jeder Verzerrung ein neues,
snsserst schwaches Maximum zu erwarten, mit einer Frequenz,
die zu den fbrigen nicht in einfacher Beziehung sleht. Wir
wollen nun prifen, inwiefern diese Resultate durch die Erfah-
rung bestiligt werden. Die Fig. 20, den mehrfach zitierten
Arbeilen von Cr. Scuirer und M. Scuusert entnommen, gibt

R fiir den rhomboedrisch
40 kristallisierenden  Ei-
. s senspal (Fe('0s) das
// \--__J\\__,\ K Rcﬂf\mnfxummg(n 2
0 als Funktion der Wel-
lenlinge ». Die Kurve

€0 f - :
f\ a bezieht sich auf na-
40 tirliche Strahlung, &
X £ und ¢ auf polarisierte
2 \ R Strahlung; fiir b war
o |=24 der elektrische Veklor
40 l‘\ sepkrecht zur opli-

c F

% \ schen Achse, bei ¢
J parallel zu dieser. Fast

% alle anderen Karbo-
n .

* nate ergeben eine sehr
dhnliche  Figur: es

& 6 8 10 12 14 16 18
Fig. 20.

kann demnach mit Sicherheit geschlossen werden, dass diese
Maxima wirklich den Schwingungen des ('Oy-lons zuzuschreiben
sind, Man findet nun, da nach rontgenometrischen Bestim-
mungen das Og-Dreieck senkrecht zur oplischen Achse sleht,
in vollstindiger Ubereinstimmung mit der Theorie: ein Re-
flexionsmaximum, verursacht durch eine  Schwingung mit
Moment senkrecht zur Ebene des Dreiecks, und zwei Maxima
die sich beziehen auf Schwingungen mit Momenl in der Ebene
dieses Dreiecks. Eine ebenso gute Ubercinstimmung findet
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man bei den Nitraten, Chloralen, Bromaten und Jodaten. Nur
sind die Messungen bei den letzleren noch unvollstindig, da
die Maxima sich nach der langwelligen Seile des Speklirums
verschieben, wenn die Masse der zentralen Atome grosser
genommen wird, sodass diese teilweise im ,langwelligen”
Gebiet licgen, und zarzeit nicht mit der Speklrometermethode
gefunden werden konnen. An dem wirklich-Vorhandensein
dieser Maxima kann man jedoch kaum zweifeln. Die Figar 21
bezieht sich anf den rhombisch kristallisierenden Cerussit
(Pb C0s). Hier” kann man eine

R | =
¢ Deformation vom Typus & erwar-
" ten, wie auch von M. L. Hucains
M\ e angenommen wird !). Die Beobach-
20 . » .
[jon) lungen sind nur fr die beiden
Y — gen _ _ ;
c kurzwelligen Maxima bei etwa 7z

G 8 10 12 Xm{u.

und 12 2 durchgefiihrt worden. Die
Fig.2l.

Kurven a,b und ¢ beziehen sich
auf polarisierte Strahlang mit einem elektrischen Vektor in
der Richtung der a, b und e-Achse. Man sieht nun sehr
deutlich, dass das kurzwellige Maximum gespalten ist, das
andere Maximum aber nicht #), genau in Ubereinstimmung
mit der Theorie. Die ganze Erscheinung bestiitigt also
durchaus die Annahme einer
Deformation vom Typus 6. %)
Ahnliche Resultate hat man
bei anderen zweiachsigen m——-\\

R

80 |~

Karbonaten erhalten. Beson-

40

ders bemerkenswerl ist nun k 0
schliesslich die beim Kalkspal =0
. v | 54 } \\J\ &
gefundene Kurve ) (Fig. 22),
welche fiir natiirliche Strah- 6 6 10 12 1 Xinu

lung gilt, Man findet wiederum Fig.22.

1) M. L. HuGains., Phys. Rev. 1922, XIX.

) Die Kurve ¢ hat niimlich bei 12 kein Maximum,

) Die Verzerrung e wiire auch miglich, jedoch ist diese mit Riicksicht
auf die Kristallsymmetrie weniger wahrscheinlich.

#)  Auch andere iihnliche Kristalle zeigen dasselbe, die Kurve fiir Kalkspat
gibt aber ein besonders deutliches Beispiel.
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dieselben Maxima bei etwa 7, 12z und 14z, aber die
bei 7 2 und 14 2 sind doppelt. Das ist aber genau dasjenige,
das von der Theorie fir deformierte ('O3-Gruppen vorher-
gesagt wurde. [Es ist daher sehr naheliegend, auch hier
verzerrte (C0s-Gruppen anzunehmen. Nur kann man nicht
gut verstehen, wie das bei diesen, rhomboedrisch kristallisie-
renden Substanzen maoglich ist, wo das gleichseitige Dreieck
in so schoner Weise sich der Symmetrie des Gilters anpasst.
Immerhin bietet die Annahme einer Deformation die einfachste
Erklirung fiir diese Tatsachen. Die Schwierigkeit beziiglich
der Kristallsymmetrie ist natirlich in verschiedener Weise zu
beseitigen, etwa dadurch, dass man annimmt, dass eine ge-
wisse, durch die innere Struktur der ('Os-Gruppe bedingte,
Deformation sich im Gitter nach dem Zufall in verschiedenen
Richtungen ausbildet. Man kann auch an ganz systematische
Anordnungen denken, wobei die dreizihlige Achse des Gitters
wiederhergestellt wird, jedoch fragt es sich, ob auch in diesen
Kleinigkeiten der Aufbau eines Kristalles noch ganz regel-
miissig isl: da muss doch schon die Wirmebewegung storend
eingreifen. Bemerken wir schliesslich, dass vielleicht diese
Fragen in Zusammenhang stehen mit der Talsache, dass die
nach verschiedenen Methoden angestellten Versuche, die Abso-
lutdimensionen dieser C'0O3-Gruppe zu finden, zu sehr ver-
schiedenen Ergebnissen gefiihirt haben.

Wir wollen nun die lonengruppen mit eier Sauerstoffatomen
belrachten, wie SOy, Cr Oy nsiw.  Als Normalform muss man
sich ein von den O-Atomen gebildetes regulires Telraeder
denken, mit dem finften Atom (S, Cr us.w.) im Schwer-
punkte. In dieser Form lisst das Syslem die Operationen
der Gruppe 7Y zu. Es ist hy=1, d=1. Selzl man das
in die in § 3 des zweiten Kapiltels gefundenen Ausdriicke
ein, so bekommt man:

Ay Eine einfache, inaktive Schwingung.

B : Eine inaktive Doppelschwingung.

'y : Drei dreifache, aktive Schwingungen.

(’;: Eine dreifache, inaktive Schwingung.

Nach Abzug der Nullfrequenzen bleiben tbrig: Die einfache.
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die Doppelschwingung, und ziwei aktive dreifache Schwingungen.
Man muss also zwel Reflexionsmaxima erwarten, fiir jede
Polarisationsrichtung der erregenden Strahlung an gleicher

Stelle im Spektrum. Auch hier kann man nun verschiedene

Deformationen zulassen. Wichtig sind z.B. die folgenden:

@. Ein O-Atom ist ein wenig nach aussen verschoben, sodass
das Telraeder die Gestalt einer reguliren dreiseitigen
Pyramide annimmt. Diese Form ist bei einachsigen
Kristallen mit einer dreiziihligen Symmelrieachse zu er-
warten. Die Symmetriegruppe ist Cjmit b, =2, & = 1.
Man findet, nach Abzug der Nullfrequenzen, drei aktive
Schwingungen mit Moment in der Richtung der drei--
zihligen Achse, und drei aklive Doppelschwingungen, mil
Moment senkrechl dazu.

b, Das Tetraeder wird in der Z-Richtung (also in der Richtung
einer seiner zweizithligen Symmelrieachsen) zusammenge-
driickt. Die Symmelriegruppe ist S mit & =1, d =1,
Man findet ziced einfache Schwingungen mit Moment in
der Z-Richtung, und 2wei Doppelschwingungen mit Moment
senkrecht dazn. Diese Form ist bei tetragonalen Kristallen
zu erwarten,

e, Das Tetraeder wird in der Weise verzerrl, dass es nur
noch die Operationen der Vierergruppe zulisst.  Man
findet, neben drei inaktiven Schwingungen, in jeder Koor-
dinatenrichtung zwei aktive Schwingungen. Diese Form
ist bei rhombischen Kristallen zu erwarten.

Bei anderen Verzerrungen, wo die Symmetrie noch stirker
herabgesetst wird, findet man 9 aktive Schwingungen. Auch
hier gilt nun, dass die Gesamtzahl der aktiven Schwingungen
(wenn man dreifache Schwingungen als drei; und Doppel-
schwingungen als zwei rechnet) bei einigen Verzerrungen da-
durch grosser wird, dass die in der Normalform inaktiven
Schwingungen der Systeme aktiv gemacht werden. Weil aber
die Deformationen sehr gering sind, muss auch das elektrische
Moment dieser Schwingungen sehr klein sein, und nur dusserst
schwache Reflexionsmaxima verursachen. Lassen wir diese
beiseite, so bleiben noch bei den Typen:
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a. und b. zwei Schwingungen mit Moment in der Z-Rich-
tung, und zwei Doppelschwingungen mit cinem Moment
senkrecht dazu. .

e. zwei Schwingungen mit Moment in der X-Richtung, und
dasselbe fiir die Y- und Z-Richtung.

Bei Beobachlung mit natirlicher Strahlung muss man also
finden: fir Systeme in der Normalform zwei Maxima; fir
deformierte Systeme vom Typus a oder b sind diese beiden
doppelt, fir Systeme vom Typus ¢, und bei anderen Verzer-
rungen, dreifach. Bei den Typen a, b und ¢ ist es maglich,
die verschiedenen Komponenten eines jeden Maximums durch
Beobachtungen mit polarisierter Strahlung zu lrennen.

Zum Vergleich mit der Erfahrung mochte man nun zunichst
ein regulires Sulfat wiihlen, weil man nur hier die Normal-
form erwarten kann. Leider gibl es fast keine cinfache regulir
kristallisierende Sulfate, und es liegen, soweil mir bekannt,
auch keine Messungen vor, die sich auf einen solchen Fall
beziehen. Da miisste man also die Alaune nehmen, aber
diese sind zum Vergleich mit der Theorie nicht geeignet, da
der Wassergehalt verschiedene andere Reflexionsmaxima in
demselben Gebiet verursachl, die den Einblick in die ganze
Erscheinung trithen miissen.  Wir missen uns also damit
hegniigen, nur Kristalle zu betrachten, deren SO-Gruppen
elwas von der Normalform abweichen. Die Fig. 23 gibt nun

R das Resullat der Mes-
& sungen beim hexago-
r\ nal - kristallisierenden

40 \ Lithiumkalinmsulfat,
5 mit natirlicher Strah-
\ Ve lung erhalten. Man fin-

s o 10 1z W 18 10 Ay det also wirklich die

Fig. 23. zwel fir die Normal-

form giiltigen Reflexi-
onsmaxima, - Nun muss man aber bei hexagonalen Kristallen
eine Deformation vom Typus @ erwarten, und dementsprechend
miissen nach der Theorie diese beiden Maxima doppell sein.
Das ist nun in der Tat der Fall, wie die Fig. 24 zeigt, wo
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das Ergebnis der Messungen bei polarisierter Strahlung dar-
gestelll ist: die Kurven @ beziehen sich aul senkrecht zur
R R

/A
I\

40 40

y.
20 b 2 af\.
/ JAN
// A \\\
8 9 C10NIna 516 17 i\ln,u.
Fig.24.
oplischen Achse-, die Kurven b auf parallel zur oplischen
Achse polarisierlen Strahlung. Beide Maxima sind gespalten:
das kurzwellige Maximum aber viel weniger als das langwellige.
Die Figur 25 gibt schliesslich die Analyse fiir das kurzwellige
R Maximum beim Coelestin
(rhombisch). Die Kurven a,
b und ¢ beziehen sich auf
Strahlung, polarisiert paral-
lel zur a, b und e-Achse.
Es stellt sich dieses Maxi-
mum wirklich als dreifach
heraus ;  die  Moglichkeit,
durch Versuche mit pola-
risierter Stahlung die Kom-
ponenten einzeln zu erhal-
ten, ist in Ubereinstimmung
mit der Annahme einer
Deformation vom Typus e
Z o ® 10 Mg Inallen bisher behandelten
Fig.25. Fiillen ist die Ubereinstim-
mung mit der Erfahrung sehr gut. Dasselbe kann nicht gesagt
werden von den Versuchen mit der SiOg-Gruppe, die immer
su viel Reflexionsmaxima ergeben haben. Man kann hier

80 |-

&0

20
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nur schliessen, dass in Wirklichkeit die Strukturverhillnisse
des Quarzes viel komplizierter sind als meistens angenommen
wird.

§ 3. GITTERSCHWINGUNGEX.

Wir gehen nun iiber zu den unendlichen Gittern, und be-
trachten simtliche Reststrahlen eines Kristalles, sowohl im
kurzwelligen wie im langwelligen Gebiet.

Als erstes, einfachstes Beispiel kann man die Alkali- Haloiden
und Zinkblende heranziehen. Nach der Theorie muss hier
(siche Kap. IlI) eine Schwingung erwartel werden, und das
sich darauf beziehende Reflexionsmaximum hat man aunch
wirklich im langwelligen Gebiet gefunden. Dies ist ibrigens
schon lingst bekannt, Etwas komplizierter ist es beim Fluss-
spat: es gibt (siehe Kap. 1lI) hier eine aktive- und eine inaktive
dreifache Schwingung. Man kann also nur ein Reflexions-
maximum erwarten. In der Literatur findet man oft zwei
Maxima erwiihnt, doch scheint mir die Existenz dieses zweilen
Maximums noch nicht mit der noligen Sicherheit festgestelll
zu sein. Insbesondere bedeulet die Tatsache, dass H. Rupexs
immer mit zwei vom Flussspal herrithrenden Reststrahlen
arbeitet, nichts, da diese aus einem breiten Gebiel starker
Reflexion durch geeignete Absorptionen in anderen Kristallen
abgesondert wurden. Eine nihere Untersuchung bei tieferen
Temperaturen wire hier sehr am Platze. :

Einen sehr schonen Priifstein fiir die Theorie bieten die
Karbonale der Caleitgruppe, weil hier sowohl die Gitterstruktur
wie die Reststrahlen ziemlich genau untersucht worden sind,
Nach der Theorie muss man drei Reflexionsmaxima fiir parallel
zur optischen Achse polarisierte Strahlung, und fiinf fir senk-
recht zu dieser Achse polarisierte Strahlung erwarten (siche
Kap. III). Dazu gehoren jedenfalls die drei schon vorher
erwithnten Maxima im , kurzwelligen” Gebiet, die den Schwin-
gungen des COy-lons zuzuschreiben sind '). Es bleiben also
im ,langwelligen” Gebiet noch 2wei Maxima fiir ausser-
1) Die Verdoppelung, die bei zwei dieser Maxima gefunden wurde,
muss hier natiirlich ausser Betracht gelassen werden,
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ordentliche Strahlung, und drei fir ordentliche Strahlung.
R
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Fig. 26.

IMig. 26 gibt nun die von Liepiscn und Rusess ') beobachteten Maxi-
ma beim Kalkspat, Fig. 27 gibl dasselbe fiir Natronsalpeter; beide
R geben das Re-
flexionsver-
P mogen als
RS Funktion des
AT s I Logarithmus
7N {a s o
o M N Pt der  Wellen-
a \ !
//s e \m‘? linge. Man er-
g\_—_-gy kennt sofort,
2n 30 40 50 60 80 100 150 200 00 Anu zowohl  [ar

60

/
|

Fig. 27 den ordent-
lichen wie fiir den ausserordentlichen Strahl, zwei Maxima. *)
Fiir den ausserordentlichen Strahl stimml das genau, fir den
ordentlichen Strahl ist das Eins zu wenig. Bemerkenswert
ist jedoch, dass sich sowohl beim Kalkspat wie beim Natron-
salpeter gerade fiir den ordentlichen Strahl eine Andeutung
eines dritten Maximums findet, das beim ausserordentlichen

'-) 180
%) Dass diese beim Na NO; viel mehr nach der langwelligen Seite des

Spektrums verschoben sind, wird leicht erklirt durch die verschiedene
Valenz der lonen in diesen beiden Kristallen.
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Strahl fehlt, pamlich fir Ca C'O; bei etwa 55z, und fir
Na NO; bei etwa 83 4, wie aus den Figuren 26 und 27 deutlich
ersichtlich ist !).  Wenn man diese Maxima als reell ansehen
darf — und es sieht wirklich so aus — so ist damit eine
vollstiindige Ubereinstimmung von Theorie und Erfahrung ge-

funden.
Mit Riicksicht auf die fritheren Bemerkungen iiber die Ver-
doppelung  der kurzwelligen Maxima fir den ordentlichen
Strahl beim Kalkspat

R ist es nun schliess-
= T lich interessant, zu
~ AN untersuchen ob eine
i /\'\ derartige Verdoppe-

50 / ‘{,: AN lung vielleicht auch
17 bei den langwelligen

40 i %1 ;
TAF/ Maxima auftritt. Die

o £ Reststrahlmethode
Sy /'/f i | Est nﬂlﬁrlI(‘rh nicht
W 20 22 2 26 8 30 3 N K;?iﬁ.ﬂnde' ultsojc}l(js
Fig.28. aximum  aufzulo-

sen. Glicklicherweise

haben Liemsen und Rusexs das erste langwellige Maximum
des Kalkspats bei etwa 30« nach einer teilweise spektro-
metrischen Melhode genau untersuchen konnen. Fig. 28 gibt
das Resultal: tatsiichlich ist das Maximum doppelt fiir den
ordentlichen Strahl, aber nicht fiir den ausserordentlichen Strahl.
Wenn wirklich die auf S. 122 ausgesprochene Vermutung
dass die COs-Gruppen nicht genau in der Normalform aus-
gebildet sind, richtig ist, so muss man tatsichlich eine solche
y In der Rubensschen Abhandlung ist die sich auf den Kalkspat
beziehende Kurve auch fiir den ausserordentlichen Strahl =0 gezeichnet,
dass daraus eine Andentung eines solchen Maximums (bei etwa 45 n)
ersichtlich ist. Wenn man jedoch ganz objektiv versucht, eine Kurve
durch die aus den Messungen hervorgehenden Punkte zu zeichnen, =o
findet man davon keine Spur. Man hat wohl unbewusst geglaubt, dass
die Kurven fiir den ordentlichen- und fiir den ausserordentlichen Strahl

einander iihnlich sein miissten, und die sich auf den ausserordentlichen
Strahl beziehende Kurve dementsprechend gezeichnet.
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Spaltung der langwelligen Maxima erwarten. Umgekehrl be-
stitigt die beobachlete Spaltung die Richtigkeit der erwithnten
Hypothese.

Bei einigen anderen Kristallen vom selben Typus, wie Zinkspat
und Eisenspat, ist das Ergebnis der Messungen im wesent-
lichen dasselbe. Nur sind diese Kurven durch die wenigen
Messungen so unvollstindig bestimmt, dass man da unmoglich
anf die Existenz des dritten Maximums fiir den ordentlichen
Strahl schliessen kann. Das Umgekehrle lisst sich aber natirlich
noch mit viel weniger Grund behaupten!

Im Ganzen darf man sagen, dass die Theorie durch die
Erfahrung bestitigt wird. Zwar findet man in anderen Fiillen
(z.B. Dolomit, Zirkon usw.) zu wenig Maxima, aber, wie schon
im Anfang dieses Kapitels betont wurde, lisst sich das kaum
anders erwarten, wenn es viele Maxima und nur wenige
Beobachtungen gibt.  Man darf daraus also keineswegs auf
eine Unstimmigkeit schliessen.

§ 4. Kwimik Aur pIE ANNAHMEN, DIE DER THEORIE ZU
(AiRUNDE LIEGEN.

Wir haben in den vorigen Paragraphen gezeigl, dass man
im allgemeinen die Beobachtungen mit Hilfe der in dieser
Arbeit entwickelten Theorie erkliren kann. Doch sind wir
schon einem Fall begegnet, wo die ursprimglichen Annahmen
etwas verallgemeinert werden mussten, und es ist durchaus
nicht ausgeschlossen, dass man mit der Verfeinerung der
Beobachtungsmethoden noch mehrere Beispiele finden wird,
die man nur unter allgemeineren Vorausselzungen wird er-
kliren konnen. Wir wollen daher die verschiedenen Annahmen,
die der Theorie zu Grunde liegen, hier noch einmal zusam-
menstellen, und pritfen, inwiefern eine Verallgemeinerung Erfolg
verspricht.

. Rs wurde angenommen, dass die Kristallpartikel punkt-
formig sind, und dass zwischen diesen nur Zentralkrifte wirken.
Wenn man erstens die Parlikel als starre Kugeln von endlichem
Radius voraussetzt, so wird dadurch nichts Wesentliches ge-
andert. Die Annahme starrer Kugeln spielt in der Physik
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eine grosse Rolle, und hat sich in vielen Fiillen gut bewiihrt.
Angeniihert ist das ohne Zweifel richtig, aber doch lisst sich
erwarten, dass diese Voraussetzung nicht genau zutrifft, vor
allen Dingen in den Fillen, wo die Partikel cinander sehr
stark beeinflussen wie z.B. die Atome einer C'O;-Gruppe. Als
zweile Anniiherung kann man annehmen, dass die Partikel
nicht kugelsymmetrisch sind, aber doch andere Symmetrie-
eigenschaften aufweisen, und damit hingt zusammen, dass die
Krifte zwischen den Parlikeln nicht mehr genau zentral sind.
Das ganze Gitter bekommt dadurch die doppelte Anzahl von
Freiheitsgraden, und dementsprechend wird auch die Anzahl
der Eigenfrequenzen erhoht. Nur sind die neuen Eigenfre-
quenzen von einer ganz anderen Grossenordnung, da sie mit
Drehungen eines einzelnen Partikels um eine Achse durch
dessen Schwerpunkt zusammenhiingen, die auf Grund des
kleinen Trigheitsmomentes sehr schnell erfolgen. Diese fallen
daher ganz aus dem betrachteten Gebiet, und dadurch wird
also die Anzahl der Maxima nicht vergrossert. Indirekt konnte
dies aber doch der Fall sein, wenn duorch die nicht zentral
wirkende Kriille eine Anderung der Symmetrie entsteht. So
konnte man z.B. die Verdoppelung der Maxima bei der ('0,-
Gruppe des Kalkspats ') formell dadurch erkliiren, dass man
die konslituierenden Atome nicht mehr als kugelsymmetrisch
voraussetzt, und diesen eine geringere Symmelrie erleilt. Es
lisst sich dabei leicht so einrichten, dass die (C0Oy-Gruppe
nicht die Normalform annehmen kann, und die Abweichung
von dieser Form verursacht schliesslich die Verdoppelung der
Maxima, wie frither gezeigl wurde. In dieser Richtung scheint
also wirklich eine Moglichkeit zur Weiterbildung der Theorie
zu liegen, die zur Erklirung der feineren Erscheinungen ge-
eignet sein diarfte.  Nur ist fiir die genauere Verfolgung dieser
Gedanken eine weilgehende Kenninis des Atombaus erforder-
lich, von dem sich jetzt noch sehr wenig mit Bestimmtheit
behaupten lisst.

2. Es wurde der Kristall immer als ein unendliches Gitter

1) Siehe Seite 121,
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betrachtet, wihrend es in Wirklichkeit endlich ist, wenn auch
die Dimensionen gegen die der Basis immer sehr gross sind.
Theorelisch hat dies den Einfluss, dass gewisse Schwingungen
moglich werden, die mit der Beschaffenheit der Kristallober-
fliche zusammenhingen. Da die Randschicht aber dusserst
diinn ist, ist kaum zu erwarten, dass hieraus Reflexionsmaxima
entstehen, die der Wahrnehmung zuginglich sind.

3. Es wurde die Wirmebewegung vernachliissigt. Diese
fiilhirt zu einer Verbreiterung der Maxima, und zu einer Ver-
schleierung der ganzen Erscheinung. Von wesentlicher Bedeu-
tung ist die Annahme ruhender Atome nicht, und an sich
hat die Beriicksichligung der Wiirmebewegung keinen Sinn,
weil sich dabei doch keine wesentlichen neuen Erscheinungen
ergeben. Um eine bessere Ubereinstimmung zu erhalten scheint
es umgekehrt zweckmiissiger, das Experiment den Vorausset-
zungen der Theorie anzupassen, d.h. bei tieferen Temperaturen
zu beobachten. Natiirlich bleibl die Frage nach dem Einfluss
der Wirmebewegung in Beziehung zu ganz anderen Fragen,
wie die nach der bei einer Schwingung auftretenden Diamplung
und nach der Grosse des maximalen Reflexionsvermogens,
iusserst wichlig.

4. Eswurde der Kristall als Raumgitter, d.h. als vollkommen
regelmiissiges Punklgebilde vorausgesetzt. In der letzten Zeit
hat es sich immer mehr herausgestellt, dass Storungen im
Kristallbau hiufig sind. Damit entwickelt sich, wie es P. Nigewt
nennt, eine ,Pathologie” der Kristalle. Uber die Art dieser
Storungen ist allerdings sehr wenig bekannt. Im allgemeinen
darf man sich diese wohl als sehr gering vorstellen, sodass
auch der BEinfluss auf die Reststrahlen zu vernachlissigen ist.
Theoretisch ist als Folge einer solcher Storung eine Zunahme
der Anzahl Maxima zu erwarten; ob diese praktisch wahr-
nehmbar sind, hiingt schliesslich von der Art der Storung ab.
Im allgemeinen dirfte das jetzt nicht der Fall sein.

5. Bei der Ableitung der Schwingungsformeln wurde immer
nur bis zur ersten Ordnung in den Verriickungen der Partikel
aus ihren Gleichgewichtslagen entwickelt: nur dadurch war
es moglich, iiberhaupt nur eine endliche Anzahl von Frequenzen
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zu erhallen. Man kann nun fragen, was sich ergibt, wenn
man auch hohere Glieder der Entwicklung beriicksichtigt. Das
fiihrt bekanntlich dahin, dass man neben den gewohnlichen
Eigensehwingungen auch die hoheren harmonischen Schwin-
gungen findet. Da die Schwingungszahlen in einem einfachen
Verhiiltnis stehen, kann man meistens leicht entscheiden, ob
ein solcher Fall vorliegt oder nicht. Vor kurzem sind von
Cr. Scuirer tatsiichlich Andeutungen dieser Oberschwingungen
gefunden worden, zwar nicht mit Reflexionsmessungen, sondern
mit Absorptionsmessungen. Diese Effekte sind natirlich auch
sehr schwach.

6. Dem Ansalze 43 liegt die Annahme zu Grunde, dass
das anregende Feld ein homogenes, elektrisches Feld ist. In
Wirklichkeit kommt erstens das magnetische Wechselfeld hinzu,
aber dies hat, wie schon friiher bemerkl wurde, praklisch
keinen Einfluss. Zweitens ist aber das Feld nicht homogen,
da die Wellenlinge nicht unendlich gross ist. Damit hiingt
zusammen, dass man theoretisch erwarlen konnte, dass einige
inaktive Schwingungen am Ende doch angeregl werden. Wenn
man jedoch bedenkt, dass die Wellenlinge im Kristall etwa
10* bis 10® mal so gross ist als die Entfernungen benach-
barter Atome, so erkennt man, dass diese Bemerkung kaum
praktische Bedeulung hal.

ZUSAMMENFASSUNG,

s wird eine Methode beschrieben, um fir jeden der Gitter-
typen, die durch die 230 riumlichen Gruppen von Deck-
operationen definiert sind, die Schwingungsformen der Eigen-
schwingungen zu finden, und die Richtung des dabei auftretenden
elektrischen Moments zu bestimmen.

Zu diesem Zweck wird dieselbe Aufgabe zunichst gelost
fiir endliche Punktsysteme, die als Deckoperationen die Opera-
tionen einer Punktgruppe zulassen, die mit einer der Raum-
gruppen isomorph ist. (Kap. I und II).
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Nachher wird gezeigt, wie man das Problem der Gitter-
schwingungen auf das Problem der Schwingungen endlicher
Punktsysteme zuriickfithren kann. Fir einige, in der Nalar
hiufiz vorkommende Gitter wird das Resultat ausfiihrlich
angegeben (Kap. IlI).

Die Tatsache, dass die experimentell gefundenen Reststrahlen
bei Reflexionsmessungen ultraroler Strahlung an Kristallober-
flichen mit den ,aktiven” Eigenschwingungen eines Kristalles
zusammenhingen, ermdglicht eine Priffung der Theorie durch
Vergleich mit der Erfahrung. In den Fillen, wo die Reflexions-
maxima alle im kurzwelligen Gebiet liegen, ist die Uberein-
stimmung sehr gul. Im langwelligen Gebiet sind die Messungen
meistens sehr unvollstiindig, wodurch sichere Schliisse oft
unmoglich sind.  Auch hier scheint die Theorie die Erschei-
nungen jedoch richtig wiederzugeben.



ﬁ-Euh 5 ] ﬁh. el ‘I'L”ff T"" ;

be FiA e i i
ql'ﬁ-.'"i"'l"".' WA \-.-d 3 !gna ':lw- ﬁ' "f’“i

b : i tatsiitnty o Flﬁ‘t-??ﬁ-rmw._m?m
r!. ' ! i “f TH‘|H jlrrl ‘H i, _T*'l“r I"-nﬁ'l‘l'""’"_ q;"l!i'“"ﬁﬂ'* |
1 r,.._ Ly

'|J |I.Ul |Tl Rl l. l’ i ' .'f-J‘ h;lih ‘* ;I'?,’l_n'lﬂmﬂ!m‘ _T—I!ﬁall

,r"r.i.

H.fu u} T8 S T W "'ﬂmﬂ-‘”ﬂ"
—._' |]l ] j: L7 = = |rr.|'_,q'l|| JIJ I\I ”"!ﬂﬂqu“r’—m l-!“pm EH—F" s 1|\ -
FI . i ‘dﬂ i“T'ﬂ'q-‘l IIJ _Ir I i\ g ‘q{fﬂu'tﬂ P }l_rnhwlr“‘-‘fmﬁﬂﬂ !‘iﬂ "
7 hﬁlﬁ-‘ .! = 'J‘I

T::ug "_ﬁﬁimh. .'lLLd'rm—-'\ J'{r‘ql+1‘m\, ld‘ .l'ﬂrth ﬁh\mﬂ’ -'\’”[.‘ rn h

H!In-hﬂPQWF TII||| 4 3 'M@%mié_
D ke 1 Rk T E ' .'ﬂ' 'i

I ,IF “_ i‘- ! tTu.“ [l-u' ! L "l "1 ”' 1ot ,_I.l ":. ‘”r u”{ o
-r._l 'll-’fr F:'I '“Ln. " 1A J- .l' d (1 IL (e ,_" h'h ﬂr hl] Il-l‘ﬂﬂ m!#[hm -:

,..'
sihinzd aly

L iy ?iﬁuﬂ 4 .;1']1 ;nl-lﬂ,p .w!ﬁgﬁqﬁm wrm '.:I
lfier - = iie e i 'tﬂ s ‘l‘fiwwawrhm

l]J.'l..”:_-_ - ‘I"‘ :_- - ]'" !I L1l | 1 H| _.I lI_Il lf ”r "_”__— |_|._
Uf"!ﬂ' " "ﬁt.-.ﬁi'ﬁ_.‘ T 3, s __’.I'\'I RN -ri
n - - N ! - L - |
-.I: _:t-h' 1”1 e l (. I” i #_ F_j'lr I .1.J1.fr, ..I:l__ I.-IFH_L -lﬂ
.| i} 'Fi.uJ“N..]'ﬂ'{u f'\-'._-'li_'&-b ]__,. h r--'-| n b ﬂ: T i

II‘.‘lillﬂl"" ﬁ.l.”w-'lﬂ‘“_" LT ..ll“_,‘.i._,i.#-h {

¥

ol

1
e
I |

B S T 2 <ot
M ¥ e .i'.* 3 iy ﬁ:m[..mm-f"'d :|:."" |
L \_I-I I'-"I'H- A= 1 H-“ u"h_l"f':hﬁa‘li i [ ‘
= ﬂ Tidﬂ I\ll“ uﬂ‘:ﬁ .-“ d

‘rl_—_ 7,. |.-|‘.._‘I'Jz'l 4. ,q:u




STELLINGEN.

L.

lk puntsysteem kan ,symmelrische” frillingen uitvoeren.

I1.

Indien mocht blijken, dat fluoriet in het ultrarood twee
reflexiemaxima levert, is het geenszins zeker, dat de in de theorie
gevonden inactieve eigentrilling bij de verklaring van dit
verschijnsel een rol speelt.

M. Bor~. Encykl. d. Math. Wiss. V, 2, 5 blz. 627,

I11.

Het feit, dat de verschillende Heliumatoommodellen een
onjuiste waarde voor de ionisatiespanning hebben gegeven,
bewijst nog niet, dal het noodig is, de welten der mechanica

le wijzigen.
H. A. Kramers. Ztschr, f. Physik 13, b, 1923,

V.

Bij het oplossen van sommige vraagstukken uit de waar-
schijnlijkheidsrekening wordt met voordeel van de foulenwel
an van Loox gebruik gemaakt.

J. U. vax Loox. Mitteilungen iiber Gegenstiinde des Artillerie-

-~

und Geniewesens 1914, 3, 4 en 7.

\'{

Een verschijnsel heelt zich bij # proeven m maal voorgedaan,
en n= — m maal niet. Gevraagd de kans, dat het zich
bij de volgende proef voordoel.

or wordt meestal te weinig aandacht gevestigd op het feit,
dat dit een geheel onbepaald vraagstuk is.
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VL.

In SenwarzscuiLp’s onderzoek betreffende de lichtverdeeling
over de zonneschijf, trekt hij het besluit, dat deze in hoofd-
zaak door verstrooiing beheerseht wordt; dit volgt niet nood-
zakelijk uit zijn verhandeling.

Berl. Ber. 1914.

VII.

Het is niet wenschelijk, bij het opbouwen van structuur-
formules van organische stoffen te veel aan de vierwaardigheid
van koolstof vast te houden.

VIIIL.

De oplossing van het door Bavpber behandelde sluitings-
probleem op de hyperboleide kan door een eenvoudige meet-

kundige redeneering gevonden worden.
Handelingen van het XVIj, Ned. Nat. en Gen. congres, 1917,

IX.

Het verdient aanbeveling, bij hel onderwijs in de wiskunde
aan de Nederlandsche Universiteiten, aan de getallentheorie
meer aandacht te schenken dan tot dusver gebruikelijk was.

X

Het is wenschelijk, het gebruik van de rekenliniaal in het
leerplan voor H.B.S. en Gymnasium op te nemen.
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