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1. INLEIDING.

De experimenteele onderzoekingen van Rurnerrorp en e.a.
hebben den grondslag gelegd voor de hypothese, dat het
atoom bestaat uit een cenlralen kern met positieve lading,
waaromheen zich een aantal electronen hewegen. In den
neutralen toestand van het atoom is het aantal dezer elec-
tronen gelijk aan het atoomnummer van het element.

Zoo bestaal b.v. het neutrale waterstofatoom uit een cen-
tralen kern met lading - ¢, waaromheen zich een eleclron
met lading — ¢ in een gesloten baan beweegl. Volgens de
klassieke electrodynamica zal door dit electron straling ge-
emitteerd worden, waardoor de energie van het atoom voort-
durend zal afnemen. Deze straling zal tot een continu spec-
trum aanleiding geven, daar banen van alle mogelijke grootten
kunnen voorkomen, Ilet waargenomen spectrnm bestaat
echter uit scherpe lijnen, waaruit in verband met het voor-
caande volgt, dat de gewone electrodynamische wetten hier
niet meer geldig zijn.

Ten einde deze moeilijkheid te overkomen, heeft Bonr de
volgende hypothesen ingevoerd:

1) De toestanden van een mechanisch systeem, welke kunnen
voorkomen, vormen een discrele verzameling. Ken energie-
verandering grijpt alleen plaats bij den overgang van den
eenen naar den anderen dezer stationnaire toestanden.
De straling, hierbij geémilteerd of geabsorbeerd, is mono-

. e

chromatisch en heeft de frequentie v=" e waarin
o, en o) de energietn in de beide toestanden zijn enh de
Pranck’sche constanle.

De problemen, welke mathematisch volkomen te behandelen
zijn, hebben alle betrekking op een zeer speciaal geval: n.m.
de beweging van één electron om een kern met lading |- Z.

e
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Bonr, SommerreLp, Epstein en e.a. hebben dit probleem be-
handeld; hunne resultaten zijn echter voor het grootsle ge-
deelte slechts van toepassing op waterstof, positief geladen
helinm en het dubbel positief geladen lithium. Bij andere
elemenlen zijn de uitkomsten slechts bij benadering in enkele
gevallen toe te passen b.v. bij een atoom, dat bestaat uit
een kern, waaromheen zich op kleineren afstand een aantal
electronen bewegen, welke met den kern den aloomromp 1)
vormen, terwijl op grooteren afstand zich een enkel electron
beweegt.

len probleem, dat mathematisch volkomen is te behandelen,
is de beweging van een electron t.o.v. twee positieve kernen
(model van het waterstofmolecuulion), hetwelk door Nigssen
en Paurt is opgelost.?)

Bij systemen met meerdere electronen is een berekening
der bewegingen, zooals voor het neutrale waterstofatoom ge-
schied is, tot nog toe malhemathisch onmogelijk. Wij krijgen
dan te doen met drie en meer lichamenproblemen, waarvan
de oplossing nog niet is gevonden.

Bij deze = lichamenproblemen kan men dan zoeken naar
de z.gn. ,periodieke oplossingen”, zooals zulks ook in de
astronomie geschiedt.

In de volgende hoofdstukken wordt de beweging van een
electron onderzocht t.o.v.:

a) een neutraal waterstofatoom.

b) een geioniscerd heliumatoom.

In beide gevallen wordt in rekening gebracht, dat het
atoom zich in het veld van het electron bevindl.

[let Heliumprobleem is op andere wijze behandeld door
SommerreLd en Laspi zonder echter tot juiste resultaten te

voeren.®)

1) Zie: BorN, Vorlesungen iiber Atommechanik blz, 148,

% NigsseN, Diss. Utreeht 1922, W. PAULL Ann. d. Phys. 68, 177 (1922).

%) A. Laxpi. Storungstheorie des Heliumatoms Phys. Zschr. 21,
114 (1920).



9. DE BEWEGING VAN EEN ELECTRON T. O. V. HET
NEUTRALE WATERSTOFATOOM.

9.1 Bespreking eener hypothese, ter vereenvoudiging van
het probleem.

Het neulrale waterslotatoom bestaat uit een kern, waarom-
heen zich een electron in een cirkelvormige baan beweegt.
Het onderzoek naar de beweging van een tweede electron
t. 0. v. dit systeem geefl aanleiding tot een drielichamen-
probleem, dat zonder bijzondere veronderstellingen niet op te
lossen is.

Om tot een benaderde oplossing van het probleem te komen,
zullen wij een hypothese invoeren, die het terngbrengt tot
een probleem, dat mathematisch te behandelen is.

Deze hypothese formuleeren wij als volgt:

Het veld van het electron, welks beweging L. o. v. het
neutrale atoom onderzocht moet worden (wij zullen dit hel
electron 2 noemen), zal in het atoom een polarisatie veroor-
zaken. De cirkelbaan, waarin het electron van het atoom
zich beweegt, zal een weinig weggedrukt worden in de richting
electron 2 naar kern. Wij nemen nu verder aan, dal evenals
bij hel Stark effect het vlak van deze baan voortdurend lood-
recht blijft staan op de richting kern-vrij electron d. w.z. we
onderstellen, dat het atoom zich dus oogenblikkelijk instelt.
Wij kunnen ons nu verder de uitwerking van hel atoom-
electron bij zijne snelle beweging in de cirkelbaan vervangen
denken door de uitwerking van eene gelijke negatieve lading
in het electrische zwaartepunt van de baan d.i. hier het
middelpunt.

Daar de massa van den positieven kern zeer groolis t. 0. v.
de massa’s der beide electronen zoo kunnen we den kern in
rust denken.
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9.2 Berekening van de potentieele energie van het elec-
tron 2 t. 0. v. het neutrale atoom met inachtname
van de hypothese in 2.1.

Fic. 2.

Hiertoe bepalen wij eerst den afstand ¢ van het vlak van
de cirkelbaan tot den kern. De ontwikkeling, die wij hierbij
voor & vinden, breken wij bij den eersten term af. Vervolgens
denken wij ons een lading — e in het middelpunt van dezen
cirkelbaan en berekenen de resulteerende kracht op het
elestron 2 uitgeoefend.

2.91 Berekening van J.

De ontbondenen van de krachten, werkende op het atoom-
electron, evenwijdig aan de richting kern electron 2, moeten
elkaar opheffen.

Dit geeft:

2 82
— 0S¢y — —; €O0S
pE ‘ a* ¢
waarin :
- By !j
cosyy =——encosP = —
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Substitutie hiervan in voorafgaande vergelijking geefl :

r- 2 P
p? a’
waaruit volgt:
3
< ra’
)= S
p*— a® (1)

Uit de figuur Il zien we verder:

o

pi=a?r* 4 2rs

2 9y
9 ”- Zd
}.n 1' -| s - b A—%i i
e r

Nemen wij nu » voldoend groot t.o.v. @, dan zal r ook
groot t.o.v. J zijn en kunnen wij hiervoor schrijven:

a® o
= "(1 toat f)

Substitutie van (2) in (1) geeft:

2

P

ra
0= — v
a* J\"
P A
A
b e Bl P
9.3 9% 3
(1 L 3a’ i 30 a
9yl 7 7
ad '1 Sa*  3) | a ‘)
= o T e T T
r? Ora iy r
In eerste benadering stellen wij nu:
]
e
I="3 (3)
7
2.22

Berekening van de kracht door het atoom op het
electron uitgeoefend.

Noemen wij deze kracht X, dan volgt uit fig. 2:

el e’
K= O R Ve S o

r (r + 9)*

e* ES
K= —-——

- T
re ‘ 5\ 2
2 (1 du ;)
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_Kzgl———ﬂz
(l _i_ r}_)
7).
K=511— = ‘
e 2
Lok =
2 U"
i
5= 7

Hierin de waarde van o uit (3) gesubstitueerd, geeft:
A
K=~———
?nJ
In eerste benadering is dus de kracht door het systeem
atoom-electron op het electron 2 uitgeoefend, omgekeerd
evenredig met de vijffde macht van den afstand.
De polentiéele energie van het electron 2 t. o. v. het systeem
atoom-electron is dus:

N (s ¢ a®
e el e et
w A%

Stellen wij nu 2¢° a® = u, dan is dus:

. L
K= fs :
7 ((’1.)

9.3 De bewegingsvergelijkingen van het electron 2.
Stellen wij de massa van het electron = m, dan wordt de

totale energie gegeven door:

ik .vn + 5 f geiy.
of in poolcoOrdinuten:
P

“'(?' S QQ) — 71*;;_ = a4

waarin «; de energieconstante voorstelt, die zoowel positief
als negatief kan zijn.
Om nu de Hamwrox'scue functie 77 te vormen, voeren wij
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in plaats van de snelheden de bijbehoorende impulsen in,
gegeven door:

waarin:
WL ; m, " ;
T'= kinetische energie = _(r* 4 +* ©%).

Hieruit volgt:

pr == r Po =10 r’ CD
zoodal:
Py (L
H=T+ V= 2—1;; (pf -1 rg' ) o )l;!—ﬁ — .

Vervolgens voeren wij een werkingsfunctie S(r, @) in z60, dat:

B A - o
Pr= 0.3 en Py = ﬂ_b (:))

or Q@

Daar de tijd niet expliciet in de uitdrukking voor de Ha-
minroN'scue funetie voorkomt, zoo wordt dus de Jacosr'scue
vergelijking:

1 ‘ St ] ’[)S)" m
2mil\pr) = r*\ad 2inst

Zooals onmiddellijk is in te zien, worden de variabelen
gesepareerd door aan te zellen:
S — %2 . CP —!— S] (9) (7)
Differentiatie geefl:

— a1 =10 (6)

0 ‘ L= e R %
l N T .P';ﬁ &2 (()
(L 2
waarin e de perkenconstante voorstelt.
S [ S
90 : @2:__ ) = @ 51 (9)
ar i

Substitutie van (8) en (9) in (6) levert:

1 { d Si\* + xa®  mp
2m i\ dr o A

d Si\% , @ mp ,
( — | .- *T,—M—{ —2mar =20

dr I Dr

d Si l/ 0 xe® | Mm@
e Qmay —— 1+ =
dr ! b e
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Door integratie verkrijgt men:
Si = [l/ﬁmx; —_ af,—’ gz;jirh (10)
Substilutie van (10) in (7) voert tot:
S=as. 0+ / I/ 9 m oy aj 4 BB =8 (r, @, a1y ).

9yt

Differentieeren wij hierin naar de constanten, dan verkrij-
gen wij hieruit de baanvergelijkingen van hel electron; deze
worden dus:

08 S

_.:t‘_fn

@
d oy O op

waarin fo, ®p weer nieuwe constanten zijn.
De berekening leverl voor de beide vergelijkingen:

e dr _
b= il):”f — ¥ ——— (II)
&g Nt (4
DQmay — —— + —
o/ I/ 3 2 r
T'u
a )
i
Cp - Cpﬂ = (Xo —— e e — . (I 2)
‘ﬁl/o)_. ctg* }wm
] Qmay — — o
"o

De 2¢ dezer vergelijkingen geelt ons den geometrischen
vorm der baan, terwijl de eerste vergelijking ons den tijd
veefl, die verloopen is, sedert het electron zich in het punt
met coordinaten (ro, o) bevond.

9,31 Discussie der mogelijke banen.

Wij willen nu gaan onderzoeken, welke typen van banen
door vergelijking (12) worden voorgesteld en eenige algemeene
eigenschappen dezer banen opsporen.

Differentiatie van (12) naar r geeft:

en bijgevolg:

dr\2 o WL
) =—\2ma; — — + — 13
(d@) ®a® ( o 9 pd (13)
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(dr)“_ Qmoy .1t — a1+ Yemp

dq} (sz

Stellen wij nu: 2 m oy . r* — a2?r? 4+ Y2 m . = R* danisdus:
dr R*

(d ¢) T’ )

: dr\* o . .
Daar ({@) steeds positief moet zijn, zoo kunnen in de
(L g

reéele banen slechts die waarden van » voorkomen, waar-
voor R*= 0.

Nu is RI?® een continue funclie van », zij kan dus alleen
van positieve naar negatieve waarden en omgekeerd over-
gaan voor die waarden van », waarvoor [*==0 wordt. Len
onderzoek naar de wortels dezer biquadraltische vergelijking
zal ons dus een en ander omirent deze baanvormen leeren.
2,321 Onderzoek der biquadratische vergelijking R* = 0,

Uit B* =0 volgt, dal Tcp = 0 wordt, zoodat dus de posi-

tieve wortels van £? = 0 de maximum en minimum-afstanden
geven, waarop de banen van hel centrum komen te liggen.

Daar R* = 2 m ay 1r* — az® r¥ -+ /2 m p is, zoo zijn de wortels
van R%=0:

o | b,

TR

s l/ [//a:o ——4 m* X3
r= =+ —seae

Ao oy

Noemen wij deze worlels «, 3,9, ¢ en slellen wij @ > 3>
vy >4, dan is:

l/ 9 *I e d-_m",.;c'xrlr I
i - == m— i)

4 m ey
= (15)
o /&2 —I/:d ——4 m* u,oxl
B = ; St TS Pk
4 m ay

/

In de formules (15) moeten wij alleen, indien wij de wijze,
waarop zij verkregen zijn in aanmerking nemen, de positieve
waarden der wortels heschouwen.
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Wij kunnen nu de volgende gevallen onderscheiden:
a) azt>Adm?pant). ... 1. alle worlels zijn reeél, als x>0
twee worlels zijn reeél

2. ¢ lwee worlels zijn loege- HE
...... 2 voegd complex Zesl
b) st <Am2pay......alle wortels zijn complex.
9392 Onderzoek naar de baantypen, welke in geval (a) 1.
door het electron beschreven kunnen worden.
Om het onderzoek te vereenvoudigen, stellen wij:
-x;;’*

T4 m? [
waarin dus z moet voldoen aan: 0=y = L.

De waarde van 2; uit (16) gesubstilueerd in de verge-
lijkingen (15) geeft:

|/ el =)

o= —0 = e
xa® . Y

l/m pil — 1 1 —9

L= —y = — 7y T
(44, T

1

Dit kunnen we nog eenvoudiger schrijven in den vorm:

=l//r;i/1', | [RELE [ ; )

o — —_— —— = —
2 ) (17)

; n 1 — |/ 1—y S

3 == l{;z_lu‘ ) l/—l/?,_if‘ﬂ = —

Onderzoeken wij nu eerst in ons geval de waarden van
de functie R*=2ma .r* — 22®.r* -+ /2 m p voor zeer kleine
en voor zeer groole r.
r=0- R? =1y m p, zoodat er een baan door den oor-

sprong gaat.
r= 4+ oo R?= -+ o, daar @; >0 is. Er zal dus ook een
baan in het oneindige komen.

In verband met (17) blijkt hieruit, dat de [unctie RE* als
volgt verloopt:

22 positief in het interval (y, ()

I? negatief in de intervallen (3, x) en (3, )

R? positief in het interval (x, o, J)

Y a, = 0 wordt uitgesloten.
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Daar, zooals wij gezien hebben, in de reeéle banen alleen
die waarden van » voorkomen, welke R* positief maken, zoo
volgt hieruit, dat de volgende baantypen voorkomen:
1°. Baan door het centrum, die tot apocentrum heeft een
punt op een afstand 3 van het centrum gelegen.

2°. Baan met twee lakken naar het oneindige en waarvan
het pericentrum op een afstand « van het aantrekkings-
centrum gelegen is.

22

In fig. 3 is het verloop der functie t geconstrueerd
m 4

Z':IT‘L/J-

\ T@

o

Q

Fia. 3.

: g " L
voor positieve waarden der onafhankelijke veranderlijke »: e
4

. Xa
en wel voor het bijzondere geval: —-Uai TR zoodat

=10, is.
Hieruit volgt:

4 |/m 4]/ l/l = o Ve
2y

it R 2 = 1,85

s a(.cl/if—l/lH— L&) l/:_i'_.!ﬁ
P==rn 7
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-

Is dus »==0,50, dan zijn er dus de twee baanvormen:
19 Baan van centrum naar apocentrum, gelegen op een

L m

9
&

afstand » = 0,76 en terug naar het centrum.

99, Baan van het oneindige naar pericentrum, gelegen op

een afstand » = 1,85 lim(
X9

Bij elke waarde van # behooren dus o' banen van het
eersle type en oo! banen van het tweede Lype.

393 Beschouwing der banen van het eerste type.

Met behulp der vergl. (11) vinden wij nu den tijd ¢, die
verloopt tusschen het passeeren van het apocentrum (r=10)
en hel bereiken van hel centrum en wel:

1 »
i e dr
f‘l =21 - =

: e g, Mp
l/ D migy .t —a? a1 o
i
0

Uitwerking dezer integraal (zie 3.211) geeft:

en terug naar het oneindige.

o =m—— (K — F) (18
; l/.., n oy )

waarin:

= l/ ag® 4+ l/"",f T m © o [/n?é l/lim“ﬁ

& m oy o %

K = complele integraal van de 1¢ soort = =coim-
I

plete integraal van de 2° soort = Apdo
0

waarin :

Hierin is:

S 1=
—;_|/1+|/1—:
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Yoor 0 <y <1 is:
m>a>ﬁl’w
o

o<k <1
dus 1.57080 < K< w
1.57080 > K> 1
Voor # in het interval (0,1) mel uitsluiting der grenzen is
dus volgens (18) de tijd f;, noodig om van het apocentrum
naar het centrum te gaan en omgekeerd, steeds eindig.
Den hoek, waarover de voerstraal in dien tijd #; draait,
vinden wij met behulp van vergelijking (12):

i3 dr
O1 = 22 =
]
2 x2 m
J"l/‘lmz = Ty A
. T & 2t
0
3
dr
C.DI = a9 - P ———— =
‘ in |
l/ 2may. s —as? L0t —-
0

Uitwerking dezer integraal {(zie 3.211) geeft:

P =

[
xl/“’ m oy (19)
waarin de voorkomende grootheden b.g.n. beteekenis hebben.
Voor » in het interval (0,1) met uitsluiting der grenzen is
dus volgens (19) de hoek, waarover de voersiraal draait,
wanneer het electron van het apocentrum naar hel aantrek-
kingscentrum loopt, steeds eindig.
Substitueeren wij n.m. bovenstaande waarden van « en o
in (19), dan krijgen wij:

22 A 1 e l/ﬂwr,r.; £
Pri— da. —=— T 0K
Vme? 141 1=y al 'y
V2
A
Hieruit blijkt, dat voor 0 <y <1 steeds:
90° = 1,5708 radialen < ®; < @

K (20)
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Dus geschiedt de nadering van het aantrekkingscentrum
niet volgens een spiraal, daar de hoek, waarover de voerstraal
zich draait, eindig is.

9,324 Beschouwing der banen van het tweede type.

Ten einde den tijd #: te vinden, welke verloopt tusschen
het passeeren van het pericentrum op afstand « en het be-
reiken van het oneindige, maken wij weer gebruik van vergl. (11):

rﬂ dr

to = mj
= ML
: l/%u ayrt — g2 - ©

2

~a0
Daar / f(r) dr convergeert voor A< o, wanneer f(r)=
3

O(r*—1), zoo zal dus in ons geval de integraal niet con-
vergeeren, daar in deze integraal f (r) = O (»°) en dus
a=1 is.

Er verloopt dus een oneindige tijd tusschen het passeeren
van het pericentrum en het bereiken van het oneindige.

Den hoek s, waarover in dien tijd 7z de voerstraal draait,
vinden wij weer met behulp van vergelijking (12).

[~ dr
Qo = a9 S——r

" 1 I ot — :Xz; +

@ r 2pd

di
Py = &tz —
]/ ey rd — as®. T —i_ M 4
e

2

m o

Uilwerking dezer integraal (zie 3.22), welke convergent is,
daar 7 ()= 0(r—? en dus 2= —1<To geeft:
241 e
G =——K
x V7 may
4
1 . oy g
Subslilueeren we nu hierin: «; =y, —en
dm*

l/mu,l/ l—{ [/1m-



dan is dus:
|2
Vit

Hieruit volgt, dal voor 0 <y <Z 1 steeds:
9 LG << @

De hoek, waarover de voerstraal draait, wanneer het electron
van het pericentrum naar het oneindige loopt, is dus voor
% in hel interval (0,1) met uitsluiting der grenzen, steeds eindig.
2.325 Onderzoek der grensgevallen y =0 en y =1

10, y=0.

De vergelijkingen (17) geven in dit n'evalz

. - ‘};lil: . 1 - | —- /
lim 2 = lim l/*/ e /

Da

K (21)

7 -+ () 5+ 0 e
. |/ " (L ' 9 |
= lim oy
x>0 Xz 1 2

LV m 4 _1 =] __*;;

lim B8 = lim ~———— i

7> 7 () X2 Y
L
/1 =) =
el RV e ( 9)
nr(0 &2 Y

l/ m u

i

e | AT
Y

Hiernit blijkt, dat voor ¥ = 0 alleen nog de baan aanwezig
is, die van het a:mtl'e]{killfr:;celltt'u111 naar het apocentrum op

oV m ,
een afstand »= 0,707 ~— £ en terug naar hel aantrekkings-
Xo

centrum gaat.

De tijd #;, dien hel electron noodig heeft om den afstand
langs zijn baan van het apocentrum naar het aantrekkings-
centrum af le leggen, vinden wij unit (18) door daarin b.g.n.
waarden van « en a; le substitueeren en vervolgens van deze
uitdrukking de limiet voor y = 0 te bepalen; dus:
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— (K — F)

f1 = lim m

70 l/.. m oy

i Y [/1+l/1 —y Veme
t —v, 111:)713 - "‘22|// K==

s MV (TR K
= ril) Y

We stellen nu L7 -I—[/l — y = (zie 3.211) dan is:
n=m?@2—m?

oK 2E 12—w?, 3 ((2—w??
st ) = 5] Ao Ay — _|_ = -l —I— .
, T T Al 16 1
Als »—0, dan > 1792, dus:
r mp b2 Tiriie oo 2K 2R 1
P 3 O S i ]
2 LZA N V' T 7] m?(2—n?)
) 1| Q—KIE_)E_ 3 (2—u?? |
T m*u 9 2 712 16 T
HESE GES e lim - e e
2 a2? L1 (2 — 711?
T m?p [/°? : {5 39— ;2
B =y e T | e e e LS
2 s’ g e\ m 16w
2 m? w721 I
1= 9 2" ’ 9 r de
o Tamiy
H = 3 . _O’;T

De tijd # is dus ook in het bijzondere geval y = 0 eindig.

Den hoek @1, waarover de voerstraal draail, wanneer het
electron van het apocentrum naar het aantrekkingscentrum
loopt, vinden wij met behulp van vergl. (20):

Daar k= ———— voor y =0 de waarde nul krijgt,

|/1+l/1—/

zoo Is dus K =
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Bijgevolg:

@1 = = radialen = 90° en dus eindig.

(S=H |

Dit baantype is dus precies hetzelfde als dat we hierboven
in 2.322 vonden voor 0 <y <|I.
20, y=1.

De vergelijkingen (17) geven in dit geval:

De tijd #, noodig om van het centrum naar een afstand
r=a =3 te komen, is volgens (I1) weer:

1~d}
ty = — : =
Nl L
l/ D m ey .t — -i—ff
Nu is / /() dr convergent, in het geval, dat /() oneindig
0
wordt voor r== 33, voor 4 >0, wanneer () = O (8 — )2 — !
In ons geval is f(r)= 0 (8 —r) %, dus A=—1<0 d.w.z

hovenstaande integraal heeft een oneindige waarde.

De tijd, noodig om van een afstand » =3 —¢ op een af-
sland » = 3 te komen, is dus oneindig lang.

De hoek, waarover de voerstraal draait, wanneer » ver-
andert van 2 — ¢ tot 3 wordt door vergl. (12) gegeven:

: ! d 7

Sl ey
9 Yo )
)2 0 T T R 2 IS
I SpliE s § 9,4

e/ sy

p—¢
f3 R
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Uitwerking dezer integraal geeft:
;'3 =

1 "
Qi [Tf— F' | bgsin ——
o 2 oy 2

| /

A

In ons geval is de modulus & = 'j—z 1, dus K= oo, ler-
wijl /' eindig is. Dus is de hoek @}, waarover de voersiraal
draait, oneindig groot.

Uit bovenstaande volgt nu:

In het geval y=1 naderl het electron, komende van het
_|/r'm.u.
gt
een spiraal met oneindig vele windingen. Deze cirkel is dus
een asymplotische cirkel voor de baan van het electron.

Behalve deze baan van hel eerste type, is in dit geval
ook nog een baan van het tweede type mogelijk. Beschouwen
we nu deze laatste baan. .

De tijd #;, noodig om van een afstand « ¢ den afstand
» =« te bereiken, wordt weer met vergelijking (11) gevonden:

aantrekkingscentrum, den cirkel met straal » volgens

e R 1 dr
g — M e o

p
o/

. ¢ m L
I/ Qo 7t — an?. et 9
L

Eenzelfde beschouwing als hierboven leert ons, dat ook
deze integraal oneindig groot wordt.

Evenzoo vinden we met vergelijking (12) voor den hoek,
waarover de voerstraal draait, wanneer hel eleclron langs
zijn baan van r =« - ¢ naar » = « gaal:

al 4 & ié’-)‘

) P~ 2 _? - e e i ——

S G
l/ Dmeay . 1t — o, r* 4 bf
/ 9

Uitwerking dezer integraal (of beschouwing van de orde
van oneindig worden van den integrand aan de onderste
grens) geelt ook hier weer voor @; een oneindig groote waarde.

Daaruit volgt: '

Een electron, dat uit het oneindige het systeem atoom-
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electron nadert, zal in het geval =1 een baan beschrijven,

: ! L . .
die den cirkel mel straal » =~ tot asymptotischen ecir-
oo

kel heeft.

Loopt het electron in dezen cirkel, dan
He b : _agt
is zijne energie: a1 =7 o7

(24)

m b m 7
Uit de beschouwingen in 2.322 volgt nog, dat in eenzelfde
baan niet tegelijk een pericentrum en apocentram aanwezig

en zijn snelheid: veirkel

kunnen zijn.
Loopt ‘dus het electron door een of andere oorzaak in boven-

genoemde cirkelbaan, dan zal de beweging mechanisch niet
stabiel zijn, daar volgens bovenstaande het electron zich na
een kleine verstoring of naar het oneindige of naar het centrum
zal moeten bewegen; immers zijn apo- en pericentrum niet
tegelijk mogelijk.
9.23 Eenige algemeene eigenschappen van de banen, die
door het electron beschreven kunnen worden.
19, Alle banen zijn concaaf t.o. v. het centrum.
Dit is als volgt een-

/‘ voudig in te zien.
v Valt de snelheid van

_ het electron op een be-
———————— ¥ paald oogenblik langs
een lijn ¢, dan is de
kracht KK, door hel

R S T—— centrum O op het elec-
© XS\ tron I7 uitgeoefend, te
Fra. 4. ontbinden langs ¢ en

loodrecht erop. De kracht K K: zal nu tot gevolg hebben,
dat de baan tusschen O en ¢ koml te liggen en dus concaaf
t.o0.v. O zal zin.
99 De yaaklijn aan de baan van het electron kan nooit
door het centrum gaan.
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Dit is als volgt aan te toonen: Uit m#»” (.D""‘x» volgt, dal
(,D — 0 wordt voor » = 0 ; anders is @ steeds ongelijk nul ).
Is nu 4 de hoek,
dien de radius vector
maakt met de raaklijn
aan de baan, dan is:

dd

tg=r s
Verder is:

_dd

P= g

Uit beide vergelijkin- 0
volgt:
q.') £ tqﬁ ?‘_ FiG, b

7

Hieruit volgt nu onmiddellijk, dat voor 0<lr<lw Ig {
steeds ongelijk nul is en dus == 0, d.w.z. de raaklijn gaat
niet door het centrum.

Een gevolg van deze eigenschap is, dat het electron zich
steeds in een zelfde richling om O zal moelen bewegen.

39 De banen bezitten geen buigpunten in het eindige.

(Zie Fig. 4.)

Valt de snelheid van hét electron op een bepaald oogenblik
langs #, dan zal zij een oneindig kleinen tijd laler nog langs
t vallen, wanneer gedurende dien oneindig kleinen tijd de
onthondene KK:;=0 is. Dit is alleen mogelijk, wanneer
EK nul is of langs ¢ valt.

[ 3 -
EK = :5 wordt alleen nul voor r = @0, terwijl het 2e geval

niet mogelijk is, daar volgens de hierboven bewezen eigen-
schap ¢ nimmer door O kan gaan. In hel eindige bezitten
de banen dus geen buigpunten.

Het bewijs dezer drie eigenschappen was noodzakelijk om
nog een beter idee te krijgen van de baanvormen, die hel
electron in staat is te beschrijven.

) Daar we het geval o, = 0 uitgesloten hebben.
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2.35 Onderzoek naar de baantypen, welke in het geval
(@) 2. |zie 2.321 | door het electron beschreven kunnen

worden.
Daar in dit geval «; <0 is, stellen wij:
a1 = — &, (25)
zoodat dan o, positief is.
Dan wordt:
Jped = — N .,c'l ot — ot Yomou (25a)

De worlels van f* =0 worden dan:

P e——— e e e

/

e +|/ R

== Aiani T
Stk 16 m* 2, 4a
; — (26)
[
S e i A T
1 m l() o, { 4|
i/
Ter vel'wnmucllrrmlr slel](,n wij nu:
H
) X2
X ; (27)

Uiy m?

waarin y positief moet zijn.
Subslitueeren wij nu de waarde van z; uit (27) in de for-

mules (26) en noemen wij de beide recele wortels 3 en o

(3>v), dan is:

o L~ m / I// l/;l S 4 =1

| e £8
e, ; : (28)
De beide imaginaire wortels 7ijn'
Vi . l/ 2o
et | Al dle e | (29)
X2 '/]

Vervolgens gaan wij weer het verloop van de functie £
na. Uit (25a) volgt, dat
voor #r=0....... R2=12mp
voor # = £ ¢0....R{= — 00 wordt.
In verband met (28) blijkt hieruil, dat de funclie * het
volgende verloop heeft:
R?* positief in het interval (y, £)
I* negatief in het interval (3, o, )
Nu komen alleen die waarden van » in reéele banen voor,
welke R? posilief maken [zie: 2.31] en dus volgl uit het
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bovenstaande, dat er in dit geval slechts één baantype moge-
lijk is, n.m.: een baan van het centrum naar een apocentruom
op een afstand » =7 van hel aantrekkingscentrum gelegen
en terug naar het cenlrum.

Als in 2.323 kunnen wij nu weer den tijd berekenen, die
verloopt tusschen het passeeren van het apocentrum en het
bereiken van het aantrekkingscentrum, benevens den hoek,
waarover in dien tijd de voerstraal gedraaid is. Beide blijken
weer eindig te zijn, zoodat geen spiraalvormige banen hierbij
voorkomen.

Daar in dit geval samenvallende positieve wortels buiten-
gesloten zijn, zoo zijn er geen banen mogelijk, die volgens
een spiraal met oneindig vele windingen lol een asymptoti-
schen cirkel naderen.

9.25 Onderzoek naar de baantypen, welke in het geval
(b) |zie 2.321] door het electron beschreven kunnen
worden.

4
‘ : X9
In dit geval is oy > TEEih zoodal alle worlels van k2= 0
. m2

complex zijn.
Stellen wij ter vereenvoudiging
4
xa

X1 — M. il = a0
LA w2 7 (30)
waarin nu » > 1 moel zijn.
De wortels van R?=0 zijn:
4= I/ 3 % i e l/ 16 ‘3.':0_._,2 I 2'1#
4 i & y - x e
1 | 1 (31)

-~ 2 T oy — "T —
7 e 7
o Ve L e
A m oz 16m?* 4 oy |

Substitueeren wij in de formules (31) de waarde van o
nit (30), dan krijgen wij:

g .”;I/ A ]
L5 2

N ) e
&0 Y




23

Daar R2=2may . r* — 2?2, 24 Yomp is en @1 >0 zoo

volgl hieruit:
voor » =10 wordt R2=1/m p
voor » = + o wordt %= -4 oo.

Hieruit blijkt, dal de functie &2 steeds positief is, zoodat
in elke reeéle baan alle posilieve waarden van » kunnen
voorkomen d.w.z. hel type baan, 't welk in dit geval door
het electron beschreven kan worden, is een baan van het
centrum naar hel oneindige gaande of omgekeerd.

Berekening toont weer aan, dat er geen spiraalvormige
banen met een groot aantal windingen om het centrum
mogelijk zijn.

2.36 Overzicht van de mogelijke banen.

Uit het voorgaande is gebleken, dat de volgende banen

door het electron doorloopen kunnen worden.

19 oy o

) < 4 m?®
zy positief. 1% Banen tusschen cenlrum en een apocentrum.
2% Banen tusschen het oneindige en een peri-

centrum.
2y negatief. 1°. Banen tusschen centrum en apocentrum.

oot

dem= (L
a2y positief. 1°. Banen tusschen centrum en een asymptolischen
cirkel.
2° Banen tusschen het oneindige en een asymp-
tolischen vcirkel.

1% Banen tusschen centrum en het oneindige.
Wij kunnen dus deze banen tot 3 lypen samenvalten:
I. Banen tusschen cenltrum en een maximum afstand.
[I. Banen tusschen het oneindige en een minimum afstand.
1II. Banen tusschen het centrum en het oneindige.



3. TOEPASSING DER QUANTENTHEORIE OP HET PRO-
BLEEM UIT HOOFDSTUK 2.

3.1 Quantencondities.
Somumerrenp heeflt aan de quantencondities den volgenden
VOrm gegeven:

dpy d® = nh dpe dr = n'h 33
ISR Bt 15 13547
Voeren wij hierin de integralie naar dpg resp. dpe uit, dan
caan de vergelijkingen (33) over in:
[(pe — pe)de =nh [ (pr— ) dr =n'h (34)
Wij moeten nu onderzoeken:
19, Tusschen welke grenzen moelen de inlegraties in (34)
uitgevoerd worden. 0
2° Hoe bepalen wij de aanvangswaarden pe en pr?

3.11 Bepaling der integratiegrenzen.

Jeschouwen wij eerst, om onze gedachten te bepalen de
bunen van hel type 1l (zie 2.36). Denken wij ons de waarden
van den coordinaat r langs een rechte uitgezet, dan wordt
deze rechte van » =« naar r=2¢ (via o) en weer terug van
=20 naar » =« afwisselend doorloopen (zie 2.324). Hel
ligt dus voor de hand, om de integratie in dit geval uit te
strekken van « naar ¢ (via 9 ) en terug. EesteN is bij de
hehandeling der hyperboolbanen op overeenkomstige wijze

te werk gegaan. ')

Voor den coordinaat @ zijn als inlegratiegrenzen te nemen
0 en 27.

Bovenstaande keuze der integratiegrenzen is in overeen-
stemming met den eisch, dien Prasck gesteld heeft n.m. dat
deze grenzen samen mocten vallen met de eindpunten van

) P. 8. EpstiIN, Ann. d. Phys. 50, 815 (1916).
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het interval, dat door den beschouwden codrdinaat doorloopen
kan worden. )

Bij banen van het I¢ type zullen wij in analogie met het
voorgaande de integratie in » uitstrekken van » =49 naar
r= {3 en tervg; wij kunnen integreeren van » = 0 naar » =3,
mits wij deze integraal viervoudig in rekening brengen.

Bij de banen van het III® type kan # het interval — o
tot -+ o en lerug doorloopen; hierbij kunnen wij dus tot
integratiegrenzen kiezen 0 en - o, mits wij ook hier weer
deze integraal dan viervoudig telleu.

3.12 Keuze der aanvangswaarden p¢ en p..

1% pe.

In overeenstemming mel de toepassingen door SoMMERFELD,
EpsteN e.a. willen wij ook hier de aanvangswaarde p, gelijk
nul slellen.

In verband met 3.11 gaal dus de eersle vergelijking van
(34) over in: i

/ Po e =nh (35)
) :

20, pr.

De aanvangswaarde };, kunnen wij echter in ons probleem
niel gelijk aan nul stellen, daar dan de lweede integraal van
(34) bij elk der door ons beschouwde baantypen oneindig
zou worden.

De alhankelijkheid van hel impuls pr van de coordinaat
wordt volgens [2.3] gegeven door:

/ a i
i X~ m rx -
e l/ Dm oty — 2 4 2;1 (36)

In de Fig. 6, 7 en 8 is de funclie graphisch voorgesteld.

: ; L m "
Langs de as der abscissen is afgezel r: L e terwijl als
xg

2

(e 4} . v
— gebruikt is.
L 2mp

In fig. 6 is dil graphisch verloop weergegeven voor banen

ordinaat pr:

') M. Pranck. Ann. d. Phys. 50, 385 (1916). Verh. d. Deutsch,
Phys. Ges. 17, 408, 438 (1915).



Fia. 6. :
i
r 2m{.L
1=Pr
1 W :
2.‘:}_ : 3 L Vmg
Utg)= o
3;11=0,25 % 2.
Fia. 7.
P
1:Y=1 " Vm‘u =
Pr / /M
L 1 )
. K 1 2
// ~Pp
— ¥
Fia. 8.
piE
P Yamp
p
1:” =4' %w‘;,ﬁ‘?ﬂ
i p VMg
xz
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van het type I en wel voor eenige waarden van y [zie 2.36].
Ten einde nu de integraal (34) convergent le maken, hebben

2 : 1/ mp . :
wij de onderstelling pr== l/ = ingevoerd. Hel graphisch

Dirs
verloop dezer functie wordt in fig. 6 door de kromme 1.
weergegeven. De integraal wordt dan b.v. voor y =1 gra-
phisch voorgesteld door hel gearceerde oppervlak. Deze
onderstelling vindt hare rechtvaardiging in het feit, dat pr, als

mn L

z1 en s tot nul naderen de waarde I/O ’;lot litiet heeft.
9 4

In fig. 7 is voor banen van het type Il dezelfde con-
structie uitgevoerd en wel voor hel bijzondere geval = 1.
De kromme bestaat hier uit twee symmelrische takken, die
asymptolisch naderen tot lwee rechlen, evenwijdig aan de as
der abscissen, hiervan op een afstand + 1 gelegen. Deze
ordinaten komen dus overeen met de waarden van het impuls
pr in hel oneindige. Dit rechtvaardigt voor dil geval de
volgende onderstelling: pr= "2 m .

De integraal (34) wordt dan convergent. Zij is in de fig.
graphisch door hel gearceerde oppervlak voorgesteld.

Ten slotte is in fig. 8 hel verloop van pr voorgesteld voor
banen van het type III en wel voor de bhijzondere waarde
y = 4.

Ten einde de integraal (34) nu convergent te maken,

stellen wij:
——— m
pr = V' 2may + I/ 9 A"

Het verloop dezer functie is in de figuur graphisch voor-
gesteld; de integraal (34) wordl weder voorgesteld door het
gearceerde oppervlak.

In alle gevallen is de bij eenzelfde waarde van » behoorende
;3;‘ grooter dan pr, zoodat dus volgens (34) alleen negalieve
waarden der quantengetallen »' mogelijk zullen zijn.

Uit de gegeven beschouwingen volgen nu de quanten voor-
waarden:



max - LI e /”Tj

2“ £ [~ ’ [« \

1) 4 dr I/-Q moy — — - s l/ —= = i (3T u1)
2 g4} 9

0
voor banen van het type L

9 . “/7 i o #’-’-’-’-‘ - [/'s:mm}: W'l (37b)

L)r

rllllll
voor banen van het Iype 1.

o
LN / (4 e
5) q./ i l/ Qmmey —— + — L 2m oy I, ;,," l} = u'h (37 ¢)
i A F e

G)'.

voor banen van het type IIL

Integratie dezer vergelijkingen geeft in verband met (35)
de mogelijkheid de energieén der banen in de quanlengetallen
n en n' uit te drukken.
3.2 Berekening der energie uit de quantencondities.

3.20. De quantenconditie (35).

AT
De integraal / pe d© wordt, daar pe gelijk is aan de con-
C;
stante 22, 27 s en bijgevolg levert de quantenconditie (35)

voor alle haanlypen de betrekking:
Qras=munh
nh .
ool — 9. (38)
Daar z; en d@ noodzakelijk hetzelfde teeken moelen hebben,
is n een posilief geheel getal,
3.21 Berekening der quanienconditie (37a).  Banen van het
type 1.

Deze banen komen vulgens [2.36] voorin de volgende gevallen:

W) e e T a1 >0 rmax — 3

b) X1 < A J}}‘ i &1 < 0 rmax = 1’3

In het cerste geval hee[t R*=10 vier reeéle wortels [zie
2.322]; a=—3, B=—9y en a >B >y >..
In het tweede geval zijn van de wortels van R*=0 twee
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reeél en twee imaginair. Voor de reeéle geldt g= — o
enf3>q.
3.211 Geval Ia.

Ten einde in dit geval de elliplische integraal (37«) lerug
te brengen tot elliptische integralen van de 1¢ en 2¢e sport,

> dr

/e
beschouwen we eerst de integraal: [ —5» Wwaarin: (39)
J i

Vit Yemp=2may (r —2) (r — 8) (r— o) (r —3)

Stellen wij nu:
Imay=A; (r—a)(r —pL)r—9)(r —3)=R"?
dan wordt bovenstaande integraal:
"9 f /i
i ay v
[ i
o1
Om (40) tot den normaalvorm lerug te brengen, gebruiken
wij de transformatieformules ')

r—ﬁ:_b/u—@w—@1_
’r— (— o) (8 —9) " 1
71—,1» FI/ f_x(y__)
14k B—2) (y —a)
dr 2k dz

g
R=2moyr

L AR +1/A Bz ) (=2 =)

waarin aan de waarden van #: «, 3, v, ¢ moelen worden

; | 1
toegevoegd, die van z: 7 + 1, =
3 i

Hierin is: £ = modulus van de elliptische integraal van

de 1¢ soorl.
Stellen wij verder 2= sin © en nemen wij in aanmerking,

dat in ons geval o = — 4, 3= — o is, dan gaan deze trans-
formatielormules over in:
r=fsinQ® (41)
Ia)
(2
=" 49
g (12)
dr 1 do
e e E— o e (‘1‘3)

LV AR: al” 9ma l/l — k%sin? @

1) Zie bijv.: Duri:gr, Theorie der elliptischen Funktionen.



30

Volgens (41) correspondeert met » = [, ®=7/2 en met
r=20, =0.

De integraal (37a) schrijven wij nu als volgt:

i i ‘I/- 293 m l/ m pa] n'h
! Qmoar — o T — —
. " 4

v)’

Na eenige herleiding krijgen wij:

f‘w Y Dyt == as® v thmp E/_‘i” “ {;.,.T_—_"Q (44)

oo I s ) 4

0

/1“ ! Wi l 2 ffr 1/) m l/'f‘-’ ni 4 _'”’]"
D o .}N_f_' =i ey SF TP — . Tm T ’]"'—‘ZT

0 Sl 01 ' ’

Passen wij nu de transformatieformules (41) t/m (43) toe,
dan vinden we voor de drie integralen in het eerste lid van
(44) achtereenvolgens:

...,u,

?' 1 ! Ao
Ll =99 . f 32 ~,n|9d>t

I Jfl/”’ mylp, AD

,./‘2 O A ST 9

32 d D] e

= l/" Mmoo - sino ‘SQ |/ D may. % ; ;—'Q(h -- K)y=
‘ Q o 'y

= 2 m o (K — k)

Hierin is:

i
«) / 2 Moy

-V'v)
d
K = complete integraal van de 1¢ soort = / el = com-
v A¢

=
plete integraal van de 2° soort :j Aodo
- 0

waarin:
=1 — k2sin? @

rh 1
bl 02 et 2’—**.:: I‘
/ o l/@ m

J‘O‘]'

l/“’ M

: [‘ Ve m u-—l//‘/ " . L 2m. my, V (r2— 2 (2 — BYdr _
‘) 0 2 R

(€




al

-_] o 1/2;,;;, oA L____ ,JO[/'_/_)_}“ u_l/;’_:;,e{j JL/(I;_«:II_HOMI = sm‘@
=] b a2 m 2 A0 £2sin? @ -
bl/l’/z”;(‘;' 1 /“tl/‘/'g mv—l/@*m:cl. 2 3 cos Q. Ap do

X [/'7 M _xl p ‘\IHZLD A“D

0

De integrand dezer integraal wordt oneindig aan de onderste
grens, echter tol zoodanige, orde, dat de integraal toch con-
vergent is. Om haar waarde te bepalen, trachten wij de
limiet te vinden, waartoe

el

Yem p — l/“’ mog . 23cos®.AD do@

3%sinto ._\O

nadert voor ¢— 0.
Deze laalste integraal is als volgl te schrijven:

rTf2 i) :
— %1 do —— / d sin @
L/ /-_g mn L. T,é‘ | ‘—_?_" ~ 2m 21 . T

oas sin @ACI) 73 sin? o

=71, m; . /f;z [clge.Ac+ K — E— F() + Ei (¢)

+
19 may . f—of (1 — cosec ¢)
3

[.]' in is: I F(s k) /15 die
11or [~ 1lel= H S, ] = T e
ierm 1s: ( ) ‘(,) l/l _}:‘zsmgcp

Er (s, &) :] V'L —k2sin?20.d o
0
zoodat dus in onze notatie geldt:

K=F (5) =T, (J)

Uit bovenstaande volgt nu:

Iy (t) =

/3’ 3 bt
lim / f (sin CD) L) lim [V‘/-z m 4. /,L, ]
30" AD (59 [2°

delge.De+K—E—F@E)+ E (@) -+ 1V 2ma

| 8

(I — cosec .s)J —
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T 10 e [Ty e o | (o A= e
:l/,, 1!2}”_#_:‘_3_‘_;“\_15)7% l/ mel. 'i—l_:l'll)(l/ 1/‘3'”."}“%3

i o
ctge. A — l/ 9 2y, COSEC )
2

Deze laatste limiet is nul, zoodat:
w2 /
lim [ (sin QD) Lt & l/ ‘/uurz.. --(I\ — K)+- I/ Qi 21 . TD:

In verband met het voorgaande volgt hieruit:
/;‘: [ s m “ L Ve ) m K—-FI ° l/ mu |
= = = = . = —~ . —
o ( I r 2 el 9may 2
De uitkomsten, onder @), b), ¢) gevonden, in (44) gesub-

stitueerd, voeren tot de betrekking:

2 T s
l/a_’ 7”(1_ ) ML e I me ]‘ ]fri _i_l/l/zmpa n h

al” ma; (K—E) — —— K-

: a2 p* 2 ey 3 A

o>

(45)

nh .
Deze formule levert, daar volgens (38) x = o= IS, dus een
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verband tusschen i, n en n'. Zijn n» en n' gegeven, dan
kunnen wij met behulp van (45) de daarbij behoorende energie
a; berekenen.

De moeilijkheid, waarop wij echler bij de praktische uil-
voering stuiten, is gelegen in hel feil, dat de worlels z en 3
van R* =0, welke in (45) voorkomen, niet alleen afhankelijk
zijn van as, maar ook van o [zie vergl (17) in 9.322].
Drukken wij deze wortels in s en ¢ uit en subslitueeren
wij deze waarden in (45), dan bekomen wij een zeer inge-
wikkelde vergelijking, wam'mede nicts is aan te vangen.

Wij moeten dus trachlen door een kunstgreep tot het ver-
langde resultaat te komen.

Te dien einde slellen wij als in 2.322:

o (46)

=
T e 4

A

waarin: 0=y
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De vergelijkingen (17) geven ons dan:

azﬁwyﬂ+V“ﬂﬁJQWVﬂ%ﬂfwm
Y g 7

(847}
Deze waarden, in (42) gesubslitueerd, leveren de volgende

waarde van £k: _
-—‘/fLLKW_’ (48)

Wij voeren vervolgens een nieuwe grootheid %, in door
te stellen:

Vi T —=u (49)

Na eenige herleidingen verkrijgen wij dan:
() 4 ===
— A A = e :
H—"1 (3‘?11];»—'*;,: (50)
11

Substitutie van (46) en (47) in (45) brengt deze laatste
betrekking in den vorm:

l/l‘|—l/1 / (K — K) l/ |+|/777”h+

/ IS |/| — e T n o -
L .[/.4
Y °)|//2‘aa

Deeling door l/-.»; geelt ons dan veldel'

TR T (e T |/ V e

: o
+‘/>|/I]—|/1 C)I/_)T!

Door hierin (49) te substitueeren, krijgt men ten slotte:

. 1 r n
K—E)——K- Yy = == 51
1 ( ) i ‘|“/ ! QL/Q 7 (51)
2 K 2 E
Men kan nu verder als volgt te werk gaan: enfie==

— —_—
i

worden in een recks naar machten van £* ontwikkeld. Dit geefl:

2 189 Bk
2K +(4%h+@lgﬂ«rv“

2F _ 2 7.2 L3\*£ 1.3.5\2k¢ (52)
r_“4W%_Gﬂ§”G%JE+m-
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Nu ligt % in het interval (0,1), volgens (48) ligt dus ook
I in dit interval. Nemen wij de grensgevallen =20, y =1
in onze beschouwing op. dan zal voor k=1 de eerste reeks
van (52) divergeeren. Breken wij bijgevolg deze reeks b.v.
bij den 4** lerm af, dan zal voor waarden van %, welke dicht
bij 1 gelegen zijn, de gemaakle foul te groot worden, zoodat
we deze methode alleen kunnen toepassen voor waarden
van &, die voldoend ver van I verwijderd zijn.

Wij substitueeren nu de waarde van %* uit (50) in (52) en
vinden dan ten !slolte voor (51):

~98.5 4,5 — 131—% 7+ 41 715 —302 914 4396 12— 200 =0 (53)

Volgens (49) ligt »; in hel interval (172, 1); nemen wij dus
voor ¢ verschillende waarden in dit interval, dan geeft ver-
gelijking (53) de bijbehoorende waarden van de verhouding

!
n :
— en (50) de overeenkomstige waarden van y.
1n
Wij kunnen nu een tabel construeeren, waarin voor het
4

: n -
argument y de verhouding — gevonden kan worden. Onder
! - n
n x,
deze waarden van zoeken wij naar de echte breuken en
n

interpoleeren in de tabel om de bij deze breuken behoorende
waarden van » en dus van z; te vinden. Daarna kunnen
wij in een tabel de waarden van de energie x; vastleggen,
die bij bepaalde quantengetallen (n, n') behooren.

Daar wij ten slotte toch tot interpolatie in een tabel moelen
overgaan, kunnen wij de Dberekening eenvoudiger als volgt
verrichten:

Met k=sind als argument kunnen wij in de tafels?) de
waarden van K en [N opzoeken, terwijl de waarden van y,
die bij deze waarden van % behooren, gegeven worden door
vergelijking (50).

e
Herleiding geeft: y; = l/ 1 g (54)

De waarden van », die met de verschillende waarden van u;

1) b.v. Tafels van JAHNKE-EMDE.



overeenko men,

worden

= m?(2 — n?).
De volgende tabel geeft het resultaat dezer berekening aan:
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gevonden mel

behulp

van (50):

gqo=1 1,000 1,0001 10003 1,0007; 1.00@ m
%': 0451 |—0,451 |— 0,450 |— 0,450 _0,4.5—(; — 0449
g = 1,0300 1,0000 1,0000 1,0000| 1,0000| 1,0000
n=| 10027| 10037 10048| 10062| 10076

:’:= - 0,449 —.0,4419 — 0,448 |— 0,448 |— 0,447

"= 0,9999% 0,999 0,5999 0,9998  0,9&)98%‘“ ¥
m=| 1,012 | 1,017 | 1,024 | 1,031 | 1,048 | 1,069
':_:= _ 0447 |— 0,445 |—0443 |— 0438 |—0432 |— 0,426
y= 0,999 0,9958 0,9978 0_0_%9 o,gami 0,9796

| ‘

o= 1,004 | 1,922 1,155 | 1,190 | 1,226 | 1,265
%= — 0421 |—0415 !—6,405 :-40,39(3 _0,390A — 0,383
:,,= Aoin-sn_ 09321 08889 —0,8278 0,7560|  0,6400
m=| 1303 | 1,338 | 1,369 | 1,394 | 1,409 | 1,414
%: — 0,376 |— 0,372 %—0,368 — 0366 —0365 |—0,363
y= | 05142| 0,3648| 02361 | 01108 0,0298| 0
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r
4

Hiernit blijkt, dat de waarde van — moet liggen tusschen
n
— 0,451 en — 0,363, d. w. z. de waarden van de echte breuken,
!
. oy L "
die de verhouding — weergeven, moeten liggen lusschen deze
1

beide grenzen.
Onderstaande tabel gzwft die wmrden weer:

e o) 3 4 4 6 6 7
T e ] i e T /
=5 7 m g U g g U 514 M 76 t/'"m
8 9 9 10 10 11 11 12 2
IS [’/II] L:, :2—0 f/ll] 24, 53 t,nlll é’?, % ”ll 3 t/]l an SlZe

Alvorens nu over le gaan tol de numerieke hepn]ing van de
energie, willen wij eerst onderzoeken tot welke vergelijkingen
het tweede geval van 3.21 voert en lot welke uitkomst de
integratie van (376) voor banen van het type II leidt.

3.212 Geval Ib [zie 3.21].

Stellen wij in dit geval «y = — |, zoodat dus 2, steeds
grooter dan nu! is, zoo is:
REP=—2ma .1t — a1’ + fompu=—2 m oy B)(r — o
5 0”
: |(: — ;,L)' - :z‘_l

Noemen wij vervolgens —2ma; =4 en (r — 3} (r —y).
(= pw)? - »*] == R'%, dan geldt:
i Rl o
e (55)
R | AR?
Ten einde de integraal (37«) in dit geval tot den normaal-
vorm lerug te brengen, zijn de volgende transformalieformules

op te stellen:

)y — (p‘_ — (/.)2 -+ v 21—z
r—ao l/ (v — )2+ v 2 1+ 2
2 A 1

(A EBEE ) B s

e _-d £ — b =1 l/_‘ 4 9—:}‘ do
oA (r—3) (r—o) [(» S A (14 |/ = f‘"sm'



waarin:

terwijl # en » bepaald worden uit:
(B—wly —pu)+2=u
4 (18 ™ ?') = )
Aan de waarden van »: 3, ¢ moeten hierbij worden toe-
gevoegd die van z: -- 1, — [.
De wortels van R*=0 zijn in het nu beschouwde geval
[zie 2.34 vergl. 28 en 29]

VR |V

: l/mw I/Vl-—*-l" :
T — ———— U

[/mu I/l/l—{—x—f—l

Hieruit volgt: =0, »="=

Nemen we deze waarden in aanmerking, dun gaan bgn.
transformatieformules over in:

r =3 cos @ (57
2 7 .
ke -—yg—"——gé (E)fﬁ)

dr Y 1 B d o
s TERAE RV ibAEr e e AGEY
L AR? 42+ B%) LT —k2sin? o
Volgens (57) correspondeert met » = 3 de waarde @ = 0 en
met » =0 de waarde @ = —

Eenzelfde herleiding als in 3.211 voerl de integraal (37«)
over in:

A " g, G :
ﬂl,, dr 9 j ’/_’___ s I Yemp d 2 m g dr =2 i (60)
= Ry PR e

ol

0 0
Toepassing van de transformatieformules (57) tot en met
(59) geeft ons achlereenvolgens voor de drie integralen in
hel eerste lid van (60):
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— 72

Ve
0

o iy
S 2 Q___L—,x — 1 (Cb——
b) =L 4 4 l/ moay [//2 + 82 52 aQ

0 2
W;U? 2
aa? do _ e K
Imar Vw24 B2 Ap l/ amea’ V2 3
0
3 ——
‘ Y2 m L Yom dr =
¢) Rr? e
0
i e — V amp . " 9may I/(,_z__ £2) (r2 + 4?) dr__
R R R
0
L :
SO T Ve e T T
> rf@ Al 2 ! e A
A B2 cos? @
; ,-:/Q el
Y| l/ m 1 )4
G| o ]/2‘|‘ﬁ2
17{]{)_

(2
X] V= ama. 81— =;1112CP(W—|—1 — B2sin2 Q) — l/

do
f2cos? @ A
0

2 ~0
a) 2men !;'2 ot 2m ey 1 32 cos? @ fdg‘—“
. I LV 2ma |/,~ SF e AQ

il 32 _—A’?I{ E
l//i—-}—g_/ ms"’&b--f\%u_t L 2ma : 2
- B2
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Daar de integrand aan de bovenste grens oneindig wordt,
heschouwen wij eerst de waarde der integraal, wanneer de
X w
hovenste grens ¢ is. Door daarna ¢ tot = le laten naderen,

-

vinden wij de waarde der gevraagde integraal.

Cel o S I/ A2 25 I/ m
7 Qmoay . P sin — 5 8in?0 — ‘
P22 4= y2 ' 2 do

£2 cos? @ i Ap
0
S e sin @ 1752 4 2 1o T’ hme[ 1 do -
= 2may’ . — Sl R - A
2 7 cos? @ E cos?d A
o g)
0 0
' 1 1132 —{— 2 hfﬂ cos @ [P 2 [ 1 dq_,
= Ul e ————— L —
P cos= @ 2 cos?0 Ap
.’ o/
0 U
S | 22 1~ 1y m ( 1 1
p ' [4 v |
=t D I e (sece — 1) — et i toe. At-+1r'(s)__",2].‘1($)
7 i ‘\u- v

; i _ T
:(I/(-‘-)?”txl 'I/IL)_ | & : b 1 _l/ /j_.:)in(’éh_].;—h]f&s) if
i COS ¢ 22 A

] ok Ly mp ‘ 1ins
= I/ m oy I—/P‘ ; 31 == :.;jzm_,r_ (F(c') — ﬁ 19y (»))

Hieruit volgt:

j Pe iy B ) Q) j ] ;_,. y V’”uﬁ A A A
lim (@ )“"p lim (7% L 2m x4 |/i 9 sine A )

) AP :-)»;r- - [kcose /
B e O N YT G
. i- 4 ‘ Y
m oy 8 g2 fid

Een korle berckening leerl ons, dal de limiet in den eersten
term van hel tweede lid nul is, zoodai dus:

) nci: s 2 V emp, 1
lim / f (o )tl@ =— 1" 9ma, l//ll = e AW e )]
e—r':"u o {J‘ g f



[ﬁ (l/z M l/l/’”’f’) dr= l/”w’ e ( l
=

s 1;)
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Ten slotte vinden wij:

Rr2 2 +L)”l/°)mac1 I// ——f"
Substituecren wij de uitkomsten, in a), b), ¢) gevonden, in
(60), dan bereiken wij als resultaat de volgende betrekking,
die het verband aangeeft tusschen ai, n en n':

(n

— e e i
i _l A1._2—_——.— :“_)'7-! 'l 9 ™ I /‘::2 {r I’J P x9 K
TR VT (— k2K ) 44.:1 e
L e m m i ) n'h
Vipme 2 5s e iy
+ (} + 2'[/‘. yg ;‘3) i]-"tijmuxl (l ! 2 4‘ 8 )

Ten einde deze l)u[lchl\mg in eenvoudiger gedaante (e
brengen, voeren wij in:
a2y =Y (62)

waarin: y >0
Deze waarde in (b6) gesubstitueerd, levert ons:

g m.p,l/] 1—{~4___1;y:l m,;.'/] 144 {1
&2 bl oo Y

Bijgevolg: y2 - 22="" P‘(l ’:“_"""f?’“ﬁ/“__ﬂ-_—_l) o ML, 14y

4 g ot 1

Substitueeren wij deze waarden in (58) dan vinden wij:

1~ |+ . st 1+4—H
— —— en hiernil: k2= Ho
2 17 1'+“4 9]" 1y

2=

(63)

Ligt dus # in het interval ([) ), dan ligt % in het interval
(0,121-72) en £ in (1, Yz 172).

Door substitutie dezer waarden in (61) vindt men:

oW Ty K—AY To E+ 13 V1V Try+1=x. " (64)

i
Wij kunnen nu weer evenals in 3.211 voor verschillende
v n'
waarden van % de bijbehoorende waarden van — endaarmede
n

voor verschillende quantentoestanden (n', n) de energie be-
rekenen,

f
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De berekening geefl:

| | | °
Y — | 0 | 0013 o,ofusi 0,107 0201| 0333 0528 0813
f’:; — ’4),363 —0,363|— 0,363 |—0.362|—0,361 |—0,359/— 0,357|— 0,354

Y= 1,235 1,911 3,000| 5,091 9473 22,115

90,398 204,27

P — ‘—0,351 — 0,349 |—-0.345 |— 0,344 |— 0,339 |—0,350
"

—0,357—0,431

| | |
n' ‘ 5 ' ‘
= '-—-0,546 i
" |

|

3.22 Berekening der quantenconditie (37)). Banen van

het type IL

Uit [2.36] volgt, dat deze banen doorloopen worden in het

geval:

LXg'I

X1 > 0 min—«a

K

a1 < ——
dm?

.e X3
Stellen wij weder «; =y ,——,—, dan treedt het grensgeval

dm* u
op voor vy — l.

De vergelijking R*=—=0 heeft in dit geval [zie 2.322] vier

reeéle wortels: a = — 9, 3= — ¢, waarbij a >3
Stellen we weder:

>y >0

A1 ey =y (r— ) (r—B)(r— »)(n—8)=R?

dan geldt: =

I 1% _1]{"‘2

Om nu de integraal (37b) op den normaalvorm te

A rfj‘
A

brengen,

kunnen we gebruik maken van de volgende transformatie-

formules:

adeey gl | ZAOS R T
T l/(x—'f)(x _8) 1+=




A2

e o 'l/(a--_v)( —4)
- R G— 8 («—2)
_ar 2 91k dz
e e AT = T e T
Ak VAG -2 —8) V(1 —2) (1 — k2%
waarbij aan de waarden van » : ¥,0, %, 3 zijn toegevoegd
. 1 1
dieSvans = ue =i = Tiea it
k ke
Door z=sin @ te stellen en in aanmerking le nemen, dat
in dit geval a = — 3, F= —y geldt, gaan bovenstaande

transformatieformules over in:

&
) SR b5
) sin @ 62)
5 )
e="5 (66)
d ] dQ ,

ST e S (67)

AR 2V 2mar V1 — E2sin?0
Uit (65) volgt, dat met de waarden van r= x, % respec-

tievelijk correspondeeren de waarden van @ = — , 0.

De integraal (37h) laat zich nu als volgt schrijven:

J.IJ Sy o Y omop 2 n'h

L I/°’--mm—~*2 ‘ *"{:—I/ Qmar| = —
Z Y : > d2mear| =

- 12 9 4 1

L
Na ecnige herleiding krijgen wij:
o0 o) )
f D m oy . 12— 19 m e . I 2 [ 3 dy | m !‘ 1 d»r nlh
e ] e — . e K
R A i Al i A
44 o [

Passen wij nu de transformatieformules (65) t/m (67) Loe,
dan wordt achtereenvolgens voor de drie integralen in het
eerste lid van (68) gevonden:

0 o -

) Amay .12 —2mas V. (12— 2?) (0 2 __ 32 )
7 . > s A T—

24 1!-
o8
],/ T Sy 2 ff’
= 2mai 2 V(2 — g2 (2 — & =
B [ 2 (r2 — 2?) ( M =

(44
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R Ty B I/(—,cz _:)(?_ e —
G Bl T s lsin? @ sin? @ J \sin¢ @ AQ

cz] - M 1

—5
e, ) ]
I/W [yl l/ | — xmh (=3 :’%m2 ol d o
= 2mice e - §
: sin? @ $in2o sin? @ AL’D
—
— : "1 —cos® V1 —A2sin2@ d o
S A 2m e - vrs et
sin? Q@ .Lz,
0

Daar de integrand aan de onderste grens oneindig wordt,
maar mel zoodanige orde, dat de integraal convergeert, zoo

o 16
is oy fs (14
bepalen wij de waarde ervan door van / F(sing) , 7. de

s 4 Ao
limiet te bepalen voor ¢ - 0. i

,Zl —CsQAQ do : | d o [ COS G) -
J sin2 o "Ap j sin?® " AQ / sin @ n

—clge. As+ K—E — I'(s) + F1 () + 1 — cosec ¢

Bijgevolg:
: E [ —cos®.AQ dO__ py, cose AT ';-‘_i_'l;'_!f.— 1
_!Tu./ sin? @ AP -0 sin ¢ 0

E
e — Ip4L
Dam' de hmu,l in het tweede lid nul is, zoo vinden wij:

/ Ineey . 12— Qmay V(12 = 22)(2—(1?)

dr=a " 9 (K-E- 1)

-'a fl)

vo S a2 "0 of ¢ — (g” T do
b) 11 (x,:zf} T sl M Loy S S @ —

:’ I (04 I (’)}};ui C A(D a]/ Q?FZ (241 A@

x o 0

i
(x-:
e — K

u]/ Qm aq



A4

¢) Mt /'J’ Ldr  mu | /"(" sin? @ do
AN i 92wl ay ) at AD
o . J
M 4 1 (= . . D n [ ] p—— 4
— . — — | =ain2 g = L () —
2 atl o e Ap 2 w3lay o1l o2

1
o | n ,
= ———— (K — E)
“ « {12 | 2m oy
Substitueeren wij de waarden in «), b), ¢) gevonden in (68),
dan krijgen wij de betrekking:
—— o’ M1 1 w'h
al ey (K— E-+1)—- K+ —%.— (K—E)=— (69)

al” 9m a 2 a2l 9 ay 4

Zijn nu n en n' gegeven, dan kunnen wij mel belrekking
(69) de bij deze getallen behoorende energie «; berekenen.

: A2, 20t wh . o
Subslitutie van oy =y, 5 ena—_- in (69) levert ons
dm?u 27

: vride 3 1n aa
dan een vergelijking in » en . Bij elke waarde van y kunnen
L S
!

T . n
wij de overeenkomstige waarde van = bepalen.

Het resultaat dezer substituties wordt:
y (K — B) — g K ¢+ a2y L Lo i) (70)

1 2172 n

waarin :

n=|/ 1= (1)

Vergelijken wij deze formules met (51), resp. (49) van
3.211, dan zien wij, dat zij volkomen identiek zijn.

Nu gelden de formules (49) en (51) voor banen tusschen
den kern en een maximum afstand, terwijl (70) en (71) gelden
voor banen tusschen het onecindige en een minimumafstand.
In beide gevallen is de functie RB? volkomen dezelfde, zoodat
ook de wortels «, ;7, v, ¢ van R, = 0 identiek zijn. In het
eerste geval geeft de wortel ;7 den maximumafstand, terwijl
de minimumafstand in het tweede geval door den wortel «



45

gegeven wordt. De betrekkingen, welke het verband aangeven

/

n L . ¥ . ve b
tusschen y en S, Zin identiek; dit pleit er voor, dat wij de juiste

keuze der aanvangswaarden van py in beide gevallen gedaan
hehben.

e g . 7 :
De tabel in 3.211, die de waarden van — voor verschil-
1

lende waarden van y geeft, kan dus ook voor dit geval ge-
bruikt worden.
3.23 Numerieke beschouwingen.

[n hel voorgaande is de energie gegeven als functie van
# en het azimuthale quantengetal ». Daar echter bij een be-
paalde waarde van » een volkomen bepaalde waarde van
% behoort, zoo is dus ook hier de energie bepaald als functie
an n en n'. et was ons niet mogelijk de energie onmid-
dellijk als functic van »n en o’ uit te drukken, daar de ellip-
tische functies tol een vergelijking aanleiding gaven, waarvan
de oplossing niet in eenvoudigen vorm te geven is.

Ten einde nu na te gaan, tot welke numerieke resultaten
voorgaande beschouwingen aanleiding geven, zullen wij be-
ginnen met de energie als functie van N/ te berckenen,
waarin N de Ruppere’sche conslante voorstelt.

In de formules (46) en (52) is «; als volgt gegeven:

4
oo :
x| — ¥ (79)
"4 m?
waarin :
nh Y :
=~ en p=2ea (73)

Wij nemen nu voor ¢ den straal van de baan, welke het
electron van het atoom in zijn eersten quanlentoestand he-
schrijft en noemen dezen a.

Invoering van (73) in (72) levert ons dan:

ek 19 1

TG S m2 ey
waarin: L sy hASE
M= h x2me?
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Na eenige herleiding vinden wij dan:

_ nmt.ximet h 2xime’
= e T
v
ar=-—n*. Nh (74)

4
In het geval, dat «; posilief is, worden de maximum- en
minimumafstanden bij de banen van het eerste en [weede
type [zie 2 3"3] 1(\sp

=12 Ve AT T=T
m_t,l/ | 1< .x:*' a_;_l_z:l/l -1 T (75)

o2 s

Wij voeren nu t'h" volgende gelallenwaarden in:
m=—28,8.10—%¢gr
h = 6,54 .10~ % ecm? gr. sec™
VE——=H 20 2 1 10"‘ sec™ !
e—4,77 . 10— Y em®. gr'/z sec™
a; = 0,64 . 10~ % em

Uit (73) volgt, als wij van deze waarden ”ehllll]\ maken:

6,54 1074

-.1.-

|

e 1,041 . 10— * n cm? gr sec™
it 7’:
n=92e2a3=2.22,75. 10—20, 0,157 . 10~ % em® gr sec—*
u=7,14.10~*cm®gr sec’g; en dus:
L mp % 88. 08,10~ 2. 7,14.10-# cm® grsec”
x 1,041 . 10*""' Cem? grsec !
1V mp 1,615 :
— e 10~ %cm (76)
v} T

Lalen wij ¥ nu varieeren van 0 naar 1, dan zal de waarde

e _'_ : : : ;
van de breuk ]/I - #—1—- — ]iggen mhetmltzl'vnl(’/21/”3, 1)

/ e
en die van de breuk m het interval (0, 1).

Y
"In verband met (75) volgl hieruit, dat de waarde van
- Vo g 1 d le v
ligt tusschen T en o, terwijl de waarde van 3 zich
“m Vm w 4

bevindt. Maken wij nu ge-

tusschen L en 0,707
&Xa X9
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; P e ]/931 17 L
bruik van de waarde in (76) voor gevonden, dan ligt
oo
615 7,615
dus « tusschen " — . 109 ¢m en @, 3 tusschen — 210~% ¢m
1 n
5,384
en —— . 10— % cm.
i)

Zooals wij uit de tabel in 3.211 kunnen aflezen, worden
de asymplotische cirkels (y=1), die volgens de quanten-
voorwaarden mogelijk zijn, verkregen, wanneer de verhouding

1

" 9 %
— — de waarde 20 bezil. Laten wij alleen geheele quanten-
T

gelallen toe, dan is de kleinste waarde, welke n bezitten kan,
twintig, waaruit voor den slraal van den asymptotischen cirkel
volgens (75) zou volgen de waarde 0,38.10~° em.  Daar
echter de straal van het neutrale waterstofaloom gelijk
0,54 . 108 cm gesteld is, zoo zou dus deze asymptotische
cirkel veel dichter bij den kern gelegen zijn. ITier geldt onze
benadering echter niet meer, zoodal deze asymptotische cirkels
volgens de quantentheorie niet bestaanbaar zijn.

Beschouwen wij vervolgens de energie van het electron,
dat een baan van het type II doorloopt [zie 3.22]. Voeren
wij de onderstelling in, dat ook bij deze niet periodieke be-
wegingen hel azimuthale quantengetal n slechts met 4+ 1
kan veranderen, zoo kunnen wij met behulp der tabellen in
3.211 hel energieverschil bepalen, dat bestaat tusschen twee
quantentoestanden, waarvan de bgn. voorwaarde voor de n
vervuld is.  Met behulp der Bour'sche frequentievoorwaarde:
hy= Ao kunnen wij dan de bijbehoorende frequentie
berekenen.

Bogmbam ’ udbnun | Begin- Eind- I
S Do . energie energie A a S g
] in Nk in NJ 1n om:=
= . l _ |
3 7y ' 3 8 | 291 497 94 Nh| 10,3.10°
4 93 8 1637 497 1140 Ni | 125,1.10°¢
4110 ‘ 4 9 2252 | 1637 615 Nh| 67 .") 10"
41 10 41 11 2952 40 | 2212 Nh 71“’,‘».1()"
oI N1 ‘ 4 | 11 ‘ 4883 40 | 4843 Nh | 531,3.10°
| |
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Uit deze tabel blijkt, dat de energiesprongen van dezelfde
orde van grootle zijn als de energieén der verschillende
quantentoestanden. De groolte der energie in een bepaalden
quantentoestand hangt af van n en van »n' (#' als funclie van

!

. 3t Ay 5
w en n beschouwd). Ligt de verhouding — dicht bij de
n

hovensle grens der toegelaten verhoudingen, d.i. — 0,363,
dan wordt de energie in dien quantentoestand gering; zie
b.v. in den tabel de toestand (4,11).

Zooals uit de tabel blijkt, liggen de waarden der frequentie »
in het gebied van de zachte Ronlgenstraling.

3.31 Invloed van volgende termen in de ontwikkeling
van de kracht, door het neutrale atoom op het
vrije electron uitgeoefend.

In 2.92 vonden wij voor de grootte der kracht in eerste

9 p2ab
benadering de waarde K == e Zooals een korte berekening
ons leert, is de volgende term evenredig met »—7 en heefl
Qezal . :
de groolte —=—=—, zoodat de potentieéle energie wordt:
. =
2 3 2 4h
eca e
 re—— = PTG S (ry
K 9 p4 Q b (\71‘)
De functie R? uit 2.31 wordt dan:
. M 4 my
RP=92moa .1r®— 2321 "E){" T 3 (78)
. 255 41 i B2 (
waarin: p=2¢?a; y=pn. @ (79)

Uit de discussie van de betrekking (78) zal nu moeten
blijken, of in dit geval periodieke bewegingen mogelijk zijn.
Wij stellen »2=p, dan geeft (78):

1 4 my
g~ £ g

Van deze functie behoeven wij alleen maar het verloop na
te gaan voor positieve waarden van p.

Uit (80) volgt:
f (;):(}mm . _g_2a229+q?;‘0} B

(o) =2m s p>— aa? p? + (80)
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De wortels van /' (;) =0 geven ons de waarden van 2, die
/(o) tot een extreem maken. Deze worlels zijn:

[ 1 4
22 (24} A -
fm=——— =+ l i pe —! (82)
6 m oy 26 m2ay 12 4
il s oot e
Wij stellen ler vereenvoudiging: oy = y Y (83)
DN (L

Substitulie dezer waarde in (82) leverl ons na eenige her-
leiding:
mu 1 £ |

— [}
Mf— Y —— 84
Am 9 le y ( )

Wij kunnen nu verder twee gevallen onderscheiden:
1%« positief; d.w.z. v >0
20, x; negatief; y <0

10, oy positief.

Wij krijgen nu volgens (80) voor p =0  ..... f(p) = — ”};
YOOI pi= -} ®0..... flo)=-}F
VoOorp = — ®.....[ () = —

Is nu y <1, dan zijn beide waarden van eom reedl en posi-
tief, terwijl voor » > 1 deze waarden complex zijn.

a) n<1.

Noemen wij de kleinste der recéle positieve waarden van
de abscissen, waarvoor
{(s) een exlreem wordt, If(P)
¢pmi en de grootste pmz,
dan is /(pm1) een maxi- :
mum en [ (pm2) een mini- | \ Pmix i
mum. Graphisch zou de { ipmi v P
functie dan weergegeven '
kunnen worden op de wijze,
zooals in fig. 9 is voor-
gesteld. De graphische Fig. 9.
voorstelling van R? wordt dan in Fig. 10 weergegeven. Wij
zien hieruit, dan er in dit geval twee baantypen mogelijk zijn:
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1°. banen van hel oneindige naar een pericenlrum en terug
naar het oneindige.
90  panen tusschen een maximum en minimum afstand.
R2 Het electron blijft dan
steeds op eindigen afstand
ran hel centrum en heeft

\ / een periodieke beweging.

N | S Het laatste geval inte-
et resseert ons het meeste
en wij willen nu onder-
zoeken, of hel in ons
probleem kan voorkomen.

Het eenvoudigste ge-
schiedt dit door na te
caan, welke waarden de extremen f{om) en [ (pmz2) be-
zitten. Hiertoe maken wij gebruik van de getalwaarden,
die in 3.23 zijn ingevoerd. Substitutie dezer waarden in (84)
levert ons: '

Fig. 10.

1, [ES ik,]/-':f
pm1 — Eq 8.10~ 18 = Cll ﬂ, pfm2— ...51,53 106~ *}"—— 12 4
Y Rl
Stellen wij nu ter vereenvoudiging:
e = =
e e 1 oy o (85)
g 7

dan vinden wij door substitutie in (80) na eenige herleiding:

[ (pmi) = :24 10~ % ( 5 v1+1)—5),165.10—5*‘
(86)
94 J:'fJ2
[ (om2) = 87‘2_“ LR (4“3 e 1)-—3100 1055

Hel resultaal der berekening voor verschillende waarden
van » is weergegeven in de volgende label.

Nemen wij aan, dat n alleen geheele waarden kan ver-
krijgen, dan is de kleinsle waarde 1. Uit de label blijkt nu
onmiddellijk, dat voor n=1 f(pm1) zoowel als f(pms) voor



; < N ](.(:;J ml) A f(,‘&‘ 1112)

1 2! # | +9,165.10"% | +9,165.10~"
1 1 1 2.98.7~210-%| 2,98.n=2 1058
0,9 0,76 A 6T IR TR0, 315
0,8 0,69 TR TIRLIT 9 S SRR (108 S
0,7 0,65 0t {RREOT5 ) S | neq.
05 | 059 | 341 |248. , \
0,01 | 050 | 19950 |2,24. , :

alle waarden van y negatief zijn, zoodat de vergelijking /' (p) =0
slechts één reéele wortel p bezit: in verband met het voor-
gaande volgt hiernit, dat er alleen banen van het oneindige
naar een pericentrum en lerug naar het oneindige mogelijk zijn.

Geven wij daarentegen aan n ook waarden kleiner dan 1,
dan blijkt uit de tabel, dat er altjd waardecombinalies van
n en y te vinden zijn, waarvoor f(pmi) positief en f(pma)
negalief wordt, zoodat ook de periodieke bewegingen mo-
celijfk zijn. Onder de mechanisch mogelijke banen bevinden
zich dus, wanneer wij den term met +—7 in de ontwikkeling
van de kracht in aanmerking nemen, ook banen, welke tusschen
een maximum en minimum waarde van » liggen. Onder deze
hanen komen er echter géén voor, die aan de quantenvoor-
waarden voldoen.

D) yw > 1.

De waarden pm zijn volgens (84) beide complex, zoodat
[(p) =0 slechls ¢én positieve wortel heeft.  Onmiddellijk is
nu in te zien, dal in dit geval alleen banen met Lwee on-
eindige takken en een pericentrum mogelijk zijn.

20, oy megatief. .
Stellen wij y = —#', dan is dus in dit geval »" steeds
grooter dan nul. Invoering dezer waarde in (84) geefl ons dan:

mp 1+]/1-|-4

om —
? Q;xu ./!

Uit (87) blijkt, dat een der waarden pm steeds posilief, de



J(‘rp) andere sleeds negatief is.
Nu behooren bij de waar-
den van p=0,+ %, — @,

1
I
\ P’Pﬂ /"\ resp. de waarden van

] i 1 P
, 75/ 1
Pm1 Fl)=—"5,—%+ =,
zoodat het verloop van
/() graphisch als in fig. 11
Fra. 11. voorgesteld kan worden.

Rz Fig. 12 geeft dan het ver-
loop der funclie R*(r).
Hieruit blijkt, dat er pe-

/\ /\ riodicke bewegingen vol-

/ L7 \ r gens de klassieke mecha-

nica voor bepaalde waarde-
combinaties van #' en n
mogelijk zijn. Stellen wij
echter den eisch, dat =
alleen de waarden 1, 2, enz. kan aannemen, dan blijkt uit
eenzelfde numerieke beschouwing als onder 1° a (3.31) ge-
houden is, dat er uit deze mechanisch mogelijke banen
géén banen gekozen kunnen worden, die aan de quanten-
voorwaarden voldoen.

Daar de experimentecle onderzoekingen van Toomson en
Aston het bestaan van een negatief waterstofaloomion hebben
aangetoond, zoo zal het dus mogelijk kunnen zijn, dat dit
ion in niet gequantelden toestand voorkomt. I)

1y Zie hiervoor ovk: BorN und FRANK, Zeitschr. fur Phys. 31, 411
(1925).

Fig. 12.




4. DE BEWEGING VAN EEN ELECTRON T.0.V. HET
GEIONISEERDE HELIUMATOOM.

4.1 Bespreking der hypothese uit 2,1 voor dit geval; be-
rekening van de potentieele energie van het buitenste
electron t.0.v. het geioniseerde Heliumatoom,

Het geioniseerde Heliumatoom Dbestaat uit een kern met
positieve lading 2 e, waaromheen zich cen eleclron beweegt.
Wij onderstellen, dat dit electron zich in de eenquantige baan
bevindt en slellen den straal dezer baan gelijk a. Wij zullen
t.o.v. dit systeem de beweging van een electron onderzoeken.
[Tet probleem is feitelifk weder een drielichamenvraagstuk
waarvan wij de oplossing zullen trachten e benaderen door
van de hypothese gebruik te maken, die in 2.1 opgesteld is.

Wij kunnen nu als volgt de potentieele energie van het
electron berekenen.

Noemen wij » den afstand van het builenste electron tot
den kern en o den afstand, waarover het baanvlak van het
binnenste electron verschoven wordt in de richting van het
buitenste electron naar den kern, dan geeft een eenvoudige
berekening, dal in eerste benadering geldt:

w‘i
’=g- (1)

b |

terwijl wij voor de kracht, die door het systeem op hel bui-
lenste electron wordl uitgeoefend, in eerste benadering vinden:
]2 U) ™
C i) ;
== ] s (2)

i ’
Door substitutie van de waarde van 4 uil (1) in (2) ver-

krijgt men: _
4.

A= (f"z H’j

K=gatts oy
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Met behulp hiervan vinden wij nu voor de potenlieéle
energie:

a2 s
|if—= ?2 dr -+ Ll
o o
< e?  e2al
He—c Y ®)
4.11 Opstellen der bewegingsvergelijkingen van het

electron.
Stellen wij de massa van het electron m, dan wordt de
totale energie gegeven door:

g M (g - e2  e?
E= 9 x2 + y?) — (T—}‘ '4‘“1'4) = a1
of in poolcodrdinaten:
m - o eANN ¢ 5T VRS
) (24 1202) — (]——i‘ W) — % (4)

waarin o; weder de energie voorstelt, die zoowel positief als
negatief zijn kan.

Om de Hammwron’sche functie te verkrijgen, voeren wij in
plaals van de snelheden de bijbehoorende impulsen in, welke
gegeven worden door:

m i
‘ pe= vt (5)

Py — "
Pr 20

dr

waarin 7' de kinelische energie voorstelt. Hieruit volgt:

. iy pot Y
H= (e S =

Voeren wij nu weer een werkingsfunclie S (#, @) in z6o, dal:

0 S oS {{,)
Iy =— = Vep = T
2 2,0 De 0 .

dan wordt de vergelijking van Jacos, daar de tijd niel expli-
ciet in de uvitdrukking voor de HamiLron’scue funetie voorkomt:

| 'h S\ 2 1 /0 S")Q ; e? e? HS\
_|__ el | 2 9 4 A__I_ - = ==
9 m ((\ }') 3'2 (?‘c) < (1' 4y }J 5 v (7)

/
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Om de variabelen le separeeren, stellen wij:

S=a:d 4+ S (») (8)
waaruit door differentiatie volgt:
oS - oS dS
E:Po—«xz e LU o (9)

waarin «2 de perkenconstante voorstelt.
Na eene korte herleiding vinden wij:

d 8 l/mﬂ oo ? Qme? 9 me? n3
= p, = maf —— - ——— - — - 10
dr ! 72 r Ayt (10)

Integratie levert:

1 ] 2 gLy
Si :jl/%nx]— —l—-—ili-FQLle 22 di (11)

Substitutic van deze waarde in (8) geeft ons:

»

' 2 0 2
A wo? | Ame?  metad ;.
S= a2 ¢+ I/Qmm—'"z'—F i —dr=501,@,21, %)
( " 2 p4
Door differentiatie naar de constanten krijgen wij hieruit
de baanvergelijkingen van het electron. De berekening voert
ons tot de beide vergelijkingen:
-
r

tE— e s~ e (1)
yx or®  2me? | me?ad
2may — 5 o
23
:l‘ﬂ
@l
rh'
(= Dy = X9 s e — e 13
' e . . ‘xgg ”’ me?  mead )
) 2m oy — "—‘—|—$ -+ - TTIES
o/ ~
’

De cerste vergelijking levert ons de afhankelijkheid van de
beweging van den tijd, terwijl de laatste vergelijking ons den
vorm van de baan geeft.

4.12 Discussie der mogelijke banen.
Evenals wij in 2.31 gezien hebben, kunnen slechts die

0

(v

. . 1
waarden van » in reeéle banen voorkomen, waarvoor Io
l
is. Differentieeren wij (13) naar r, dan is:
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dp o2

dr i ‘ w2 Qme® . me?ad
72 2 m ey — 4 ——F - e
r2 ' 9t

7

waaruit volgt:
(f.i F\Z Doy ot S R 2t =y a?
24 P o
waarin wij 2 e?= g, gesteld hebben.
Ter vereenvoudiging stellen wij:

x2

S moay .1t mopr 1 — a2 Yampy a® = R?% (14)
; draZSR?

dan is: (_d cp) = Ex] (15)
: 2

en hijgevolg kunnen alleen die waarden van »in reeéle banen
voorkomen, waarvoor de functie R*=0 wordl; de wortels
van de vierdemachlsvergelijking £2=0 leveren ons de apo-
en pericentra der banen.
4.121 Onderzoek naar het verloop van de functie R2
Het bepalen der wortels van de vergelijking [t = 0 is zeer
omslachtig; wij zullen dus beginnen met de ligging der maxima
en minima van de functie R? te bepalen, en met behulp
hiervan te trachlen ons een voorstelling dezer funclie le

maken. Stellen we daartoe R2={(r), dan is:
f (r)= B8mar.r*+ 3mpur2— 2a’r (16)
' =28ma .12+ 6mpur—2a? (17)

De wortels der vergelijking /() = 0 geven ons de waarden
van », die /() lol een maximum of minimum maken.
Na eenige herleiding vinden wij voor deze waarden:

e BRI l e | R (18)
1 = 28— T e .
: i 1{) &1 QU[} OC1‘! j m oy :
: .. L s .
Stellen wij nu: «; =1y - (19)
4{&2
dan gaan de laatste twee wortels over in:
2 1.0 L 18 .
w? + V9 169—3
e (20)

Tom 4y

waarin y zoowel positief als negatief kan zijn.
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4,122 1e Geval: 4 > 0.

Wij beschouwen nu eerst het geval, dat y posilief iz; de
energie o 1s dan positiel. Voor » = 4+ & krijgl de functie
R? de waarde -+ @, voor » =0 de waarde /im 1 a®; deze
laalsle waarde is maximum, daar /7 (r) < 0 is voor »=0.

T T L T
Voor ry3 — wa? L E b9+ 16 NS wordt /' (,_3):1 m.z
i m pay 4y ' 5
[18 4324 F 6 179 4 16 4], zoodat voory >0/ (rs) steeds
grooter dan nul is en dus maken de waarden 7. en i3 de
functie /(r) = R? tol een minimum.

Substitueeren wij de waarden van e enryin de uitdrukking

voor functie /(), dan krijgen wij na eenige herleiding:

n ( e 4 .
1 . —_ vl o] 1 3
[lr2s) =——=e?*\e?—+¢e— 1]+ Yem 1 o
(r2:) m3uq? ( 2 ) e
: + 1794164y —3
waarin: e = et )] e
4y
Voor verschillende waarden van y kunnen wij nu » en ry
henevens de daarbij behoorende waarden van f () — /4 m 1y @®
bepalen. Onderstaande tabel geeft het resultaal van deze
berekening:

.?';'22 :ng
Y Yelurien I Zsliiante 11
N 14y 1 14y
& &l [ & &1
0 0,667 — 0,148 — ® _w
0,01 0,662 — 0,147 | — 150,662 | — 865969
0,10 0,639 — 0,149 - 15,639 | — 1079
0,50 0,561 —0,113 | — 3562 | — 41,78
1,00 0,600 — 0,094 | — 2,000 — 4,000
10,00 0,250 — 0,027 | — 0400 | — 0,096

l{"cﬁom | geeft:

(f (re) — "Vam g a®)

Kolom Il geeft:

(f (rs) — Yampa @) :
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Ten einde na te gaan of de waarden f(r2) en f () in ons
probleem positief of negatief uitvallen, moeten we de numerieke
grootte der coefficiénten in de functie beschouwen. Daar in
ons geval aangenomen is, dat het electron van het atoom
de eenquantige baan doorloopt, zoo kunnen wij a gelijk stellen
aan den halven straal van de eerste quantenbaan van het
electron in het neutrale waterstofatoom. Verder willen wij
bij deze numerieke beschouwing in zooverre op hel volgende

- b nh .
vooruitloopen, dat wij stellen: a: = waarin dus n weer

3

het azimuthale quantengetal voorstelt.
Wij voeren dus de volgende waarden in:

a = 027.1078 em.

t— 2et—456M1 S e Siproeseciss

s =mn.1,061.10=% em. 2 gr. sec.™!

m =288 .10"B gr.

gt

waaruit volgt: —— = n® 0,0842.10=cm.® gr.? sec.™%;
m2y
:
g v - ! T -7
—— =y52,0,2761.107% cm; ¢ mp1a*=0,0197 .107 cm ©
m g
2 (o —2
gr.” sec.™*

In verband hiermede blijkt nu uit bovenstaande tabel, dat
voor n=1 [ (r2) voor alle waarden van x positief blijft,
f(rs) daarentegen zal voor kleine waarden van y negatief zijn.
Een korte berekening leert ons, dat f(r:) zoowel als f(rs)

0,234 + :
nul wordt voor ¢ = = = opa Y OUL n=—1 grijpt dit voor
[ (rs) plaats bij een waarde van y gelijk aan 5,2; voor kleinere
waarden van u is f(rs) dan negalief.

Voor n = 2 worden zoowel f (i) als f(r3) voor kleinere
waarden van y negalief; zij worden nul, wanneer de bij hen
9

,-‘811‘ - s L
64 wordt terwijl de

waarde van #, die hiermede overeenkomt, weer volgl uit de

L1 G 6y — (o
betrekkingen: ¢ = = Lt S HEEEs en ¢ = & (t‘“ = te— 1)
Ay \ 2

behoorende waarde van ¢ gelik —
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Hoe grooter echter » is, des te kleiner wordt de waarde
van ¢ waarvoor f(re) resp. [(rs) nul worden en uil voor-
gaande betrekking blijkt dan onmiddellijk, dat daarbij een
steeds grootere waarde van y behoort, welke waarde wij resp.
ve en ys zullen noemen.

Volgende figuren geven het verloop van £? in het geval
y > (0 graphisch weer.

R%1p79

R21p7°

R21070

/|
7

I‘tha

Frg

dy rio riod
n=1i n=1{ ni
0<y<s5,2 =352 Y752
R210”° R2407° R2p7° R21o”°
& ume ofu \)
\/r:m& a@ o oY riof rio8
nyi np»1 nzi n7z1
OsHH <y, | o<y Ypeny | ocyeneyy  locyaney
Fia, 13,

Noemen wij de wortels van R* =0 resp. &, j3, v, 9, waarbij
@ > /7>y >34 dan volgt uit bovenstaande beschouwingen,
dat voor het geval van positieve energie a; voor verschillende

waarden van n de volgende baanlypen mogelijk zijn.

19, 0 <<y <wnes <ws; in dit geval krijgen wij:

a) banen met twee takken naar het onecindige, waarvan
de pericentra op een afstand «, resp. ¢ van hel aan-

b)

trekkingscentrum

gelegen zijn.

banen van het centrum naar apocentra, die op een
o ervan verwijderd liggen en weer
terug naar het centrum.
20 0 < y=yz<ys; de volgende baantypen komen voor;

a) banen mel Lwee takken naar het oneindige en waarvan

afsland /7, resp.



b)

d)
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de pericentra op een afstand J van het aantrekkings-
centrum gelegen zijn.

hanen van centrum naar apocentrum en ferug, waarvan
de apocentra gelegen zijn op een afstand 5 van het
aantrekkingscenfrum.

banen, die van het centrum komen, en een cirkel met
straal = = 3 asymptotisch naderen.

Ten einde dil laatste aan te toonen heschouwen wij
den tijd £, dien het electron noodig heeft om van een
alstand 2 — =« op een afstand £ te komen; hierbij is
« een klein, maar vast getal. Volgens (12) is deze tijd:

A r=dr
ty = m l?z):—— __.L - T 3 ”T' = #
Qmoy rr——az?ri -+ muprr® 4 Yomp @
ﬁ e B

De integrand wordt echter oneindig aan de bovenste
crens; daar dit oneindig worden van de orde (3 — »)—!
is, zoo is dus de integraal niet convergenl, zoodat het
electron eerst na oneindig langen tijd den afstand 3
bereikl.

Ook voor den hoek @, waarover de voerstraal in
dezen tijd ¢ draait, vinden wij een oneindig groole
waarde, zoodat de nadering volgens een spiraal mel
een oneindig groot aantal windingen geschiedl.
banen, die van het oneindige komen en een cirkel met
straal « = 3 asymptotisch naderen.

30 0 <ye<<y<ys; de baantypen, die in dit geval moge-

)

h)

0

lijk zijn:

banen met twee fakken naar het oneindige en een peri-
centrum op een afstand 4.

banen tusschen centrum en een apocentrum op een
afstand .

banen tusschen hel cenlrum en het oneindige.

A9, 0 <2 <y = »s; mogelijk zijn nu:

)
b)

banen tusschen het centrum en het oneindige.
banen, die van het centrum komen en een cirkel met
straal ¢ = ¢ asymptotisch naderen.
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¢) banen, die van het oneindige komen en een asympto-
lischen cirkel met straal ezillen,
59 0 <y2<wus<» In dit geval zijn alleen banen van het
centrum naar het oneindige en omgekeerd mogelijk.

4.123 2e Geval: 4 <0.

In dit geval is de energie «; negatief en bestaat de moge-
lijkheid, dal wij banen van een gesloten type kunnen krijgen,
waarin dus periodieke bewegingen mogelijk zijn. Dit geval
zullen wij nu in het volgende nader onderzoeken.

Voor » = + oo krijgt de functie R* de waarde — %, voor
r=0 de waarde /4 m g1 ¢®, welke laatste waarde een maxi-
mum is, daar /' (0) <0 is.

Stellen wij nu y = — ', dan zal 4" >0 zijn. Voeren wij
deze waarde in (20) in, zoo geeft ons dat: 4

re, 3=

m (L i 4“yjr
Met behulp hiervan vinden wij:

[ (re,8) = ; “: [— 184324 4+ 6179 — 16 4]

Uit deze formules volgt:

19, voor y = %1 wordl 7 =75 en heeft de functie £* dus
een ])uirfpunt

20, yoor » < °/is heeft de funclie R* een minimum bij

ys en een maximum bij #»=rs. Daar verder geldt

H

fp
0 < 12 < 1y, zoo hangt het nog slechls van de waarden
() en f(rs) af, of gesloten banen mogelijk zijn.
In de volgende tabel zijn voor enkele waarden van 9 de
bijbehoorende waarden van rg, = en f(rs2), [(rs) berekend.

‘lefl
Kolom I geeft: (f(r2) — Yam paa®): o
, et
Kolom IT geeft: (/ (ra) — /s m 1 @®): o
2



\ min. max.
v It ts ore® I L et I
‘ = M (1 415 M 21
|
€ €1 & &1
0 0,667 —0,148 —+ o —— (¥
o1 | 0669 | —0,159 14,301 628,90
0,2 0,739 | —0,172 6,760 54,38
0,3 0,792 —0,189 4,210 9,766
0,4 0,372 —0,213 2,880 1,833
0,5 1,000 —0,250 | 2.000 0
0,5625 1,333 —0,296 | 1,333 — 0,296

Ten einde nu na te gaan, wanneer f(r2) en f(rs) positief
of negatief ‘zijn, voeren wij, evenals in 4.122, in:
2" QAC —q 6 ort ann—t, X200y 103
— 5 = n".0,0842.1077 em® gr® sec™*; = n,0,2761 1078 cm.
e " Mm i1
en 'fampa®=0,0197 .10 7 em® gr? sec 2.

Hieruit volgt, dat 7(r2) en f(rs) nul worden, wannecer de

3 = 0,234 . '
bijbehoorende & gelijk — ——— is. Iliermee komen voor 7.

?’Ii
en »3 verschillende waarden van »' overeen, welke wij resp.
#e' en us’ zullen noemen, waarbij, zooals de tabel aangeeft,
steeds u2' kleiner dan #s is.

Het verloop van de functie RB* wordt nu voor verschillende
waarden van y' in de volgende figuren graphisch voorgesteld.

R24070 : R210”° R2107
k i o N -
| ! ! i ; ' '
AR LA ZNS ;.47:\(1 YANIYERN
/ i 8 /0 7B | \riOB 4 L':—’L C o\
o<y <yl <! o<t =yh <y o<y <y <y}

Fra. 14,
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R2107° R21070 R?1070 R2167°

? ZT{/\H& 57?;/ ok ?7 I\ mio® 3/TNY_ro®
AR it
0<u, <y'= v} 0<H, <y} <y 1'= 0,5625 u'y 05005
G, 15.

Voor een negatieve energic «; zijn dus voor verschillende
waarden van n de volgende baantypen mogelijk :
10 0y <o’ <us'
a) banen, die van het centrum nitgaan naar een apocentrum
en terug naar het centrum; de apocentra liggen op een
afstand « resp. 4 van het centrum verwijderd.

VN0 S *4' == Hzr < ’/53’

a) banen van het centrum naar een apocentrum op een
afstand & en terug naar het centrum.

b) banen, die van het centrum komen en volgens een
spiraal met oneindig vele windingen na een oneindig
langen tijd een cirkel met straal 5 bereiken.

¢) banen tusschen een apocentrum op een afstand « en
een cirkel met straal 3, welke volgens een spiraal met
oneindig vele windingen na een oneindigen tijd bereikt
wordL.

30, 0.<ue <y <w'

a) banen, die het centrum en hel oneindige niet bereiken
en welker apo- en pericentra resp. op een afstand «
en (3 gelegen zijn.

b) banen tusschen het centrum en apocentra, op afstanden
o en o van het aantrekkingscentrum gelegen.

4% 0<mm' <y =us
a) banen, dic van het centrum uitgaan naar apocentra op
afstanden o en ¢ gelegen.
b) cirkelbanen met straal z= (3. De beweging in deze

banen is stabiel, daar waarden van » in de nabijheid
van » = « = (3 niet in reeéle banen voor kunnen komen.
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5. 0<ye' <’ <o
@) banen tusschen het centrum en apocentra, welke op
afstanden 5 en J gelegen zijn.

GO E=—=1(}'58 25 79y > 0,5625
a. banen tusschen het cenlrum en apocentra, op een alstand
o resp. 4 van het centrum gelegen.

Uit de tabel zien wij verder, dat voor n = 1 alle baantypen
voorkomen; voor =n > 1 onitbreken de banen, welke asymp-
totische cirkels bezitten, terwijl voor 0<y»' = 0,5 in dit geval
alle banen van het lype 3°« zijn. De waarde van %', waarvoor
de wortels « en /7 samenvallen, ligt voor » > 1 zeer weinig
hoven 0,5 en nadert tot 0,5, wanneer wij n lol oneindig laten
naderen.

Wij zullen nu de banen van het type 3”a beschouwen,
waarvan de cirkelbanen (4° &) een bijzonder geval zijn.

Met behulp der grootheden, welke in 4.122 zijn ingevoerd,
kunnen wij de energie «; in N /A uildrukken en vinden na
eenige herleiding:

2y = -"‘{j’ Nh (21)
413 Bepaling der wortels van de vergelijking R*= 0.
voor die waarden van y', waarbij banen van het

type 3°«@ kunnen optreden.

Wij moeten de wortels bepalen van:
Qmoay. 1t o 1t — e Yamp @ =0 (22)
Daar alle coéfficicnten lettergrootheden zijn, zoo is het be-
rekenen der wortels zeer omslachtig. Hel is dus wenschelijk
de numerieke waarden dezer coéfficiénten in le voeren, zoo-
dra de berekening le ingewikkeld wordt.
Ter oplossing stellen wij:
(41

i 9t
r= a7 (23)

terwijl wij voorloopig /s 1 a® = p2 nemen. Door substitutie
van (23) in (22) krijgen wij ter bepaling van p de vergelijking:



1

P8
P4

I

|

6

5
a2” i\ o (1 1
,'\'l B - 7l> + - ) N ——
e (9 mor | 32« )‘J Sz \mi ey bmz, o
ar { I S S N7 ) —0
.6.)-061 b‘l 12 2132061 G’l o1
Hierin stellen wij:
, g B p— A " ots? 4 (“1?
1= — : . e [ —— o .
Q-mm 32 2/’ Sai \ma; ' 8x2f’
(42 12 ( 202 3 ui?
= e L
Y2 64 12 2oy 6doay?
Hiernit berekenen wij:
a Pl S 2\
9 Aoy 64 a2’
Pl & 3 H#1* 0622 & 129
a2 —4he= S e g —= en
Am?as?2 ' 956 ' T Smad 2 ay
)2 _f%_l?_ T G .
64 212 \m22:2 " Gh oyt | Am 213
zoodat de resolvente wordt:
2
%2 3 1
4
YT — T
Y (4?:20:1 64 a1 ) y:+
+ fxal 3 uﬁ (£1 ..Xn? (42
19 SN Y
6 m2x2 ' 4096 ' 128mai®  Say)”
wiZl xg.—; + wmt 2,‘“2 -
T 209622 \m2ay2 ' 6hayt | Amoan®

Ziln de wortels dezer vergelijking 1, ¢

hieruit de wortels van (24) als volgt:

+ (7 Ve — V)
+ (7 =V e+ 1 )
an (—‘ l/!ji £ l/!lz "J*l/!y;s‘)
+ (= Vg ys)

waarbij de teekens zdo te

kiezen zijn, dat

e Ay T
l/!jl . [/,4'/2 . l/!/s =

Q 15,

Om de wortels i, »2, ys te bepalen, slellen wij:

=t

1

12 2

oy %{Ll
(m 16 16 o1

o

(24)

(26)

2, Y3, dan volgen

2 (264a)
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en krijgen dan na eenige herleiding voor de vergelijking in x':

4
bl L (L-{_ :’ii’) x|

8 o1 \24 m® oy
; 2 2 B
i 1 o:2° PR e 3l[;¢1 Pz =0 (98]
96 212 \72 m® o, n 16 o4
m ,u &

Hierin voeren wij nu in: oy waarin # in ons

=T TRorr
geval negatief zal zijn.
Na een korte herleiding verkrijgt men:

. 8 1 a® p
= e s )

12m* et 8 m oy e

P 1 o Y 3 a' | :
dEass ( e T e 0)20 (29)

108mOi® 24 m® 1 2® 96 m® ui® o
\ f / It /

Evenals in 4.122 voeren wij weder in:

m g =4 .10~ em? gr? sec™ %; a®=0,0197 . 10— * em?®
s =mn.1,001 .10~ % cm? gr sec— 1.

Substitutie dezer waarden in (29) levert:

é—‘;

(4600 -+ 6,800 - )10_%3: -+

12,964

nﬁ

12 5
+'f” (4106—17 sswih )10 B —0 (30)

Wij stellen vervolgens hierin:
S

3p= --,, ( 4,850 —+ 6,800 - )10_ 2
=3

(

(31)
12
L (4‘,106 —- 17 85: 4{) 1"‘;?61>10_

ﬂq=+ )

4

Hieruit volgt:
24 19 ; 2
’12‘}‘1”:}:?;0 10— 108 ( 1016 112 ;%—]—4-9,775 j)—?,.“;”

X 3 18 i
— S — 53,2587 — 11,646 ,):"f—b 10~ 103(42‘016 4

llb ”0

+1 o:t 649,77 6—% 615— 53,2587 — 11,646 il ) (32)
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Afhankelijk van de waarde van ¢* -+ p* vinden wij uit (30)
de wortels 2y, a3, ¥y op de volgende wijze:

¢*+p° >0 J gEsn s
e ! +j,, o % =2 ]/:“p.cos?
oy =—"10 V3 u—0) S

. %=—21""p.cos (9 AL ﬂo")

U+v i = 3
X3 Ui ——a]/ 3(u—n)
W‘mun 5"3:—’0]/* p. Cco8 (f— GO‘”)
= |r/_.~ q -+ !/q oL P | waarin: .
= =

Zijn xq, A9, A3 langs dezen weg berekend, dan leverl ver-
1) 3 ] & )

gelijking (27) ons de wortels 1, y2, #s. Na substitutie van de
ingevoerde grootheden vinden wij:

: 159
71,2,3 = X1,9,3 + (2,51’1".‘! - /07) 101 (33)
|
terwijl voor & gevonden wmdt:
)6
i %;T; ( 219 + “’10{") —20 (34)

Uit (26)* vinden we de wortels g1, p2, s, py als volgt:

b positief. b negatief

o=—Vy — V-V | o=+ e+ 1y,
il ]”/'3]1 T ]"/;’/2 1. |}_,/yﬂ | ] T L U.: -‘"?l:i. (35)
I — l"/?j 5= l"'/;?lz = l"/?f:l .3=“71*]" Y1- *1'/‘U>— %4 "?Ii
p= ]’/'?f_Nl’ ]"'{J'!/'r." - - ]"/?!:& == =1 = 1 Y2 1 |5 3

De wortels i, s, #3, 74 worden nu hiernil met behulp van
(23) gevonden, die na invoering der numerieke waarden over-
gaal in:

r=p-——.1,381 .10~

Wij willen nu de berelienmg uitvoeren voor banen van het
type 3%a [zie 4.12 2° geval]. Wij moelen dan » negatief
nemen en stellen daarom weer y == — »'. De waarden van
y', waarvoor deze banen Dbij verschillende waarden van n
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kunnen oplreden, hebben hebben wij reeds in 4.12 besproken
en geven dus de resullaten dezer numerieke berekening in de
volgende labellen weer.

n=1 urLel
ey S0 047 | 048 | 049 | 050 | 051 | 052 | 053 | 054 ——
.10 mem. 0,:)40.3
[ i |
e | 4+ 7,68 + 731| +696| + 663 +6,19, +593| + 547 | + 4,73| + 4,60
S O2E— + 281 +297| +312| +327| +353| +361| +387| +447| + 4,60
iy = 243 + 235 +232| +2,25] +220( +231| +2,17] + 2,15 + 2,15
d.10° = —1,11 --1,11 | —1,12| — 1,11 | —1,17| —1,21 | —1,11 | — 1,11 —1514
|
= 7! g 777IA i [ ] T t‘.il‘kﬁlﬂ— .
n i 0,1 0,2 0,3 04 05 || —T——————
».1pSin em, TRsL _ 0.5 0,60005 | 0,5005
a.108 = + 20,92 ‘ 4+ 984 | + 6,01 + 3,80 + 240 ! + 2,20
7,108 = + 116! + 122 + 1,35 + 1,68 + 2,00 + 220
2 108 = + 006 +005| +004| +004| + 0,04 + 0,04
73
3.10% = — 006 — 0,05 l‘ — 0,04} — 0,04 —0,04  — 0,04
‘ |
[
w108 = + 47,11 [+ 22,151+ 18,62 | + 8,08/ + 5,10 + 4,96
A103— + 2624+ 277+ 3,041 + 343 | 4 4,82 + 4,66
S o108 — L 006+ 005|+ 004| +003] + 004 + 0,03
O] (== — 0,06|— 003|— 0,04 —0,03| —0,04 — 0,03
| |
| '\ | |
a,. 108 = ;+ 5,23 n2+ 2462+ 1,0 22+ 1,00 22 + 0,55 n4[+ 0,50 n*
" £.10% = +0,29 n? +0,31 2%+ 0,34 n? ‘-i-U 38 n* 40,50 n¥ |+ 0,60 nt
= 710G = zeer klein t,0.v. «.10% en 3. 108,
e IR = ‘ | |

Voor n = 4 kunnen de voorgaande formules belangrijk ver-

eenvoudigd worden; men verkrijgt dan achlereenvolgens:
4
e e L 5 L -
ol F g 2548 1078 (37)
! .
Y
nt : nt .
xl:—’g’r}d‘g‘ ]0—1,‘ ,'\:-2-:/173:—’”; I,ng.lo—lh (38)
v Y

i

1 ¢
Yo = X123 + (l ]Oz -— 2,543) TS (39)

9
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Substitutie van (39) in (38) leverl:
2 _ o
Yy = ;iz 1,907.10-18 o — 4y = ;’,-2. 1,907 (1 —24') 10-15 (40)

Deze waarden, in (35) ingevoerd, leveren ons:
9
oF

pr="71381(1+2 1 —24)10-9
!

1y = — 2. 1,381.10-°

#

n* AT 0N e
=" 1,381 (1 — 2171 —9,)10-°

— 21,381, 10~

Voeren wij nu ten slotte deze waarden in (36) in, dan
vinden wij mel goede henadering voor de worlels der ver-
gelijking R*= 0, wanneer n =4 is:

I

1

ry = ’: 2,762 [1 +1"1=2y110- =«

“J ol &) Ve = (‘1'2)
re = — 2,762 “ — b = QVJ'] 102 = |,3

Y !

Voor 73 =9y en = o vinden wij de waarde nul, terwijl
in werkelijkheid 9 een kleine positicve en J een kleine negatieve
waarde bezit. Deze waarden zijn echter in ons geval zoo
klein Lo.v. de waarden van « en (3, dat zij gelijk nul gesteld
kunnen worden. '

Gaan wij nu nog na in hoeverre de formules (42) in de
gevallen n =2 en n =3 de waarden van « en /3 weergeven.
Vergelijken wij n.m. de waarden, die uil de formules volgen
met die uit voorgaande tabellen. dan zien wij, dal zij er mede
overeenstemmen voor kleine waarden van #', terwijl bij nadering
ran y' = 0,5 de tabellen voor « iets grooftere waarden, voor
/7 iets kleinere waarden geven dan die volgen uit de formules (42),
Waren de tabellen met nog grootere nanwkeurigheid berekend,
dan zouden wij zien, dat de tabellen voor alle waarden van
» in de gevallen n =2, n=23 iels grootere resp. kleinere
waarden zouden geven, terwijl de verschillen zouden toenemen
bij het grooter worden van »'. Hieruit kunnen wij de conclusie
trekken, dat de »—% term in de uildrukking voor de aantrek-
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kende kracht, welke door hel systeem atoom-electron op het
tweede electron wordt uilgeoefend, voor n=4"') in onze
benadering geen invloed meer uitoefent, terwijl deze invloed
nog zeer groot is voor n= 1, verder afneemt voor n =2, 3.
De »—P term heefl, zooals begrijpelijk is, verder de meeste
uitwerking bij kleine y', daar de banen met hunne pericentra
dan dichter bij het systeem atoom-electron komen. Hij ver-
oorzaakt een Ruppere-correctie, die wij hieronder zullen be-
rekenen en met de experimenteele waarde vergelijken. ?)

Bij negavieve energie zijn er, wanneer wij den »—% lerm
in aanmerking nemen, ook banen mogelijk [zie 4.123] van
het centrum naar een apocenirum en terug naar het centrum.
Voor deze banen geldt echter, wanneer het tweede electron
in de onmiddellijke nabijheid van het sysleem atoom-electron
gekomen is, onze benadering niet meer. Toch zal dit tweede
clectron, langs een dergelijke baan naderend, in de meeste
gevallen dicht bij den kern komen; daar zal echler de Cou-
lomb’sche aantrekking van den kern overheerschen en het
electron zal een baan om den kern beschrijven, die geheel
gelegen is lusschen een maximum en minimum waarde
van r.

Wij moeten nu uit de mechanisch mogelijke banen die
kiezen, welke overeenkomen met de quantencondities. In zoo-
verre zijn wij eenigszins hierop vooruitgeloopen, door het
invoeren van de waarde g—f voor de constante xz. Geven

e

wij echler aan 2 een continue opeenvolging van waarden, dan
krijgen wij weer alle banen, die mechanisch mogelijk zijn,
zoodat wij aan de algemeenheid niets te kort gedaan
hebben.

) In de s-, p-, d-, f-, ... series is n=1, 2, 3, 4, ... te stellen,
zoodat de invloed dus nihil wordt voor de /- en volgende series.
N2
?) De waargenomen spectra laten zich brengen op den vorm: PN
waarin 4 in den regel zeer weinig van n + ' afhangt De grootheid &
wordt nu de RiipBERG-correctie genoemd. (4= atoomnummer),
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4.14 Opstelling der quantencondities voor de banen van
het type 3° a. |[Zie 4.123].
Evenals in 3.1 vinden wij de beide condities:

EI;(;JV —pe)dP=nh S[)(pl- —p)dr=n'h (43)

Wij stellen hier de beide aanvangswaarden pe en pr gelijk
nul, terwijl als integraliegrenzen in hel eerste geval Oen 2 r,
in hel tweede geval rmin. = 3 en rmax. = @ moelen genomen
worden.

De eerste integraal van (43) levert ons dan:
o
2 :
f pe dd=nh
0
Nu is volgens (9) pg = 2, zoodat deze betrekking overgaat in:
n h

= (44)

Wi o
/s

De tweede integraal van (43) wordt:
2 / . prdr =n"h.
i
Suba[itutie van de waarde van pl- uit (10) geeft ons:

a > .;
a® | 2mer | meda .
2 ]/0’ TR | AF e S =i

Voeren wij hier nu in: @ = — 2" en 2 ¢* = 4, dan wordt
de vergelijking: .

1 —_—
2
m ey Haom ml ®
I/ D /1' WAL S e HER —dr=mn"h (45)
o R

l\a eenige herleiding gaat (45) over in:

M7
W g a®\ dr ; "
2 (~— 2ma’ 12 mpr — ag?+ — i—) - = nh (46)

)
e — —
waarin R=V"— 2mon vt mpy r® — o202 -+ Yim prad  (47)
= —2ma (@) (o — ) 0 — ) (r — 9)
waarin «, /7, v, o de wortels van £? =0 zijn. (¢ > /7> > 3)

=il
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Wij kunnen (46) als volgt schrijven:

o . o ; (L ; )} ) 11 > ']
— 2may’ [ 72 (z [ r -(j—:: o2 { (1}) - :11 M (L3J ; fé:y-o)—i
A J 1% J r P

L0
o

8 #
welke integralen nu afzonderlijk berekend moeten worden.

Daar het elliptische integralen zijn, willen wij eerst de
noodige (ransformatieformules opstellen, ten einde hen tot
elliptische inlegralen van de eerste, tweede en derde soort
terug te kunnen brengen.

De wortels van B2 =0 zijn reeél en wij vinden nu achter-
eenvolgens:!)

h==th I/ (e—3) {7 —7)
1 —|_/’G_ ((1—’}")(!/),'—“'!‘))

F— 1 T 5 a—n) 1 — 2
g — I/(_ﬂf‘)ﬂ‘?’"—') ) ; =4 (49)
r—/ (F—=2(7—y) 1+ 2 :
dr__ 2[/? _ de
_[L I/-.—C’) Mm ’1‘1 ﬂ—f J d—"‘ l/(]_—ij 1 ;! ,32)
Daar «>x > § is, zoo zijn aan de waarden o, @, /3, ¥
1 i
jan & resp, loegevoegd de waarden - T + 1, — I, — P
van z.
Stellen wij verder 2 = sin @, dan gaan de beide laatste
twee formules van (49) over in:
r—a__ l/ (Vc—a) (a,-—-'y 1 — sin @
YIRS (G—2)(B—9) 1 +sing
(50)
(s 9 l// do

i l/%ﬁ-vatx. (x_ra n—’) l/l—i%nﬂip

Daar de waarden der wortels «, 3,9, 4 in het algemeene
geval niet onmiddellijk in xz en a1 (en dus in 22 en %) zijn
uit te drukken, zoo is de oplossing der integralen niet mogelijk
zonder zeer ingewikkelde formules en ten slolte moel men
dan loch nog zijn toeviucht nemen tot het numeriek bepalen

1) Zie o.. Duriae, Theorie der ellipt. Funktionen.

(48)
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: 5 ’
verhouding — bij elke waarde van 4" voor elk stel waarden
n

van «, 3, v, o.

In 4.13 hebben wij waarden van « en 3 afgeleid [zie
formule (42)], die met zeer groote benadering gelden voor
n=4 en met voldoende benadering voor n=2 en n—3.

Het geval n = 1 valt er in het geheel niet onder. Uit de
tabel in 4.13 bleek verder, dat de wortels v end zeer klein
zijn t.0.v. 2 en B, terwijl geld: » = — 3,

Voeren wij deze laatste belrekking in de formules (49) en
(50) in, dan leert ons dit:

| —k_ l/(ﬂw (B—2)
=TV e+
T /(;—5—_9) (x —y) 1 —sin © ln o
r—g l B+ (3—y) T+sno ( BV
dr 2 1"k d o
B | om a1’ 2y (@ — B) ITF; % sin? CD .
Maken wij verder nog gebruik van het feit, dat L Z,,
klein t. 0. v, één zijn, dan vinden wij na eenige hcrleiﬁing: ;
o 7( it
2 ap
200

e e
(;4 g ‘3) — (e — ;3) s @

t("rr o | dQ

(2)
B L 9ma a B V1 —kisin?o
Wij willen nu de integralen van (48) in de elliptische
integralen van de eerste en tweede soort uitdrukken.

7 T/, .3 2 .
= 2ar == ( e D T | d_@
(l,} Iy ‘/ ! I3 4lh/ (x _I_ {3} e (d’, — B) sin o) Ao
I3 — 7/y
1

waarin: Ci = l;,‘c')———h, S A0= 1 — k2 sine @ (53)
Qmai . af

De integratiegrenzen /s, - 7/2 volgen uit het feit, dat
met » = 3, « overeenkomen de waarden — 1, { van 2==sin Q.
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Wij stellen nu ler vereenvoudiging :

efB=b; a+B=c;—(xa—pL=d (54)
waardoor wij kunnen schrijven:
~+af, Ty
2 7 . 29
I— 4 Oy B 1 -———-_@:46’16‘-’ (¢ — d sin @)® qu:
¢+ dsino/ Ao (c*—d*sin®*@)* A o
o
—- 7/ —
[ ¢ ™
b o : (*+ 7 . ;
— a0 5| e 2 1 do 9 E sin @ d o
=1 o — — -2 T e O ey
; (c*—d?sin*0)* Ao (e —d%sin@)® A0
— :
2 sin? © do
12 e e 55
il / (¢* — d*sin® ©)* AQ (G2)

Direct is in te zien, dal de tweede integraal in den vorm
tusschen haken van (565) nul wordt, zoodat wij alleen nog de
waarde van de beide andere integralen moeten bepalen.

* - |

ol il A
(2 —d?*sin? @) Ao~ ~ (c*—d*sin®®)? Ag
. 0
9 [ 1 do__ 2 . [« )
—S e A ), et
— — -+ sin20 '
+/ (!2 '
0 ‘
waarhij dus in het algemeen in ons geval geldt:
r"l"l:
' W iz
(—— T sin? @) d o (57)
Vi (U.J"‘):_6 Ao =

Om Ve (@) te berekenen moeten wij van de volgende
reductieformule gebruik maken :
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\

"37

o N
(mcﬁ—q—sm"@) $111®cos©&¢:—9//,,41u_1 , (C’y—HIBI

—(20+2)CV, 1+ (2 +3)EV, ., (58)
waarin :

e ( e2) 2 o i
A — — — _— — k= B— —-2—.__0 EE 2
{ (1= ) (1 / d__,),b 1—9% oz ”,,TJJ U“)

| o (59)
C=1+#k—375—
-

Daar wij nog meerdere functies zullen moeten berekenen,

laten wij voorloopig in de gevonden witdrubking V-2 (—)) staan,

- J

Aty ': o PLEs ‘_ .
90, = sme ,”LD o 2 c.m'g__ : d o -
(¢* — d*sin® @)* A (> — d*sin? @) Ao
_T 5
s sinfd do 2 3 d o '
Sk ol - o\ AD_ db (_} + AT
s o? : T a2
0 O

s 7_; do 9 T Qe [ .
T (fr"/ ’ (‘ﬁf‘— N T g i (g)) A "rﬁ;] —2 (,) (60)
— —4 silﬁJ) AD = o

Door substitutie van (56) en (60) in (55) verkrijgt men:

: o N2 AR LS
Lw] =105 2 7, (2)-{-(7,_,1_1 -2)+ . 1_2(2”:

\

1

§C O [, fz\, 2. (&
= = _1—1(?})‘4“(?_,1-_;@(5)] (61)




S P 924 3 ]
v) L=| +L=q e -
(x+ 0 —(@—pB)sin® A

b
v/ e ‘Im
2 .
IJ t)
&

Maken wij weer gebruik van de substitutie (54), dan is dus:

c—dsin® do__

]. ‘—(-.’C [_‘, 1 f}ﬁ = (r h -'a+v£' C
=T ¢ct+dsino Ao < ¢ — d'sin*d Ao

r+s

— T3 = T3]
¢ do 2 dsing  do

=9 Cib o = e
! / ¢*—d*sin"@ AQ ¢ —d*sin*@ A0

I
ol
ol A

De laatste integraal heeft de waarde nul, terwijl we voor

de voorgaande kunnen schrijven:

3 2| L okei ) i 1 oy vk v
¢ —d?sinf@ Ao d? £ A e 2t
—— +sin*o
-'0 (22

zoodat hieruit volgt:

p’
f-ad ool ol
r__ C2do ; 2do )
0:{9 !«-z '0
2

waarin K de complete integraal van de eerste soort voorstelt.



77

T

1 dr C /“T 2 (( + ) — (z — B) sin @)2 Tt
o )t L= =

a3 A

f:) _ ’ ‘ :
h(C + d sin ©)? i—z:f}jz / (¢2 4 2 edsin @+ d?sin? @) g% —
—Jl A j
U P _‘5 a9 | E g 9 2 2 PP ()
e Ac/ o—&—dn{r‘/ sm@.l —l— ( sin @Q(.D
0 —= 0

De tweede integraal in deze uitdrukking heefl de waarde
nul, terwijl wij de waarde van de laatsle vinden met behulp

der uitdrukking:

waarin # de complete integraal van de 2¢ soort voorstell.
Door substitutie van deze waarde in bovenstaande uitdrukking
vinden wij:

K—FE

AR+ 25| (6

(8} K—FE| G
‘('1:71:'} [m 2K A 2d5= k2 J 9 2 |
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Voeren wij nu de uitkomsten voor de inlegra
[zie formules (61) t/m (64)] in de de vergelijki
verkrijgen wij:

l(?l] }rj, ]2, fs, ]-l

ing (48) in, dan

SRG1h: 7 A 7\ 40 be ., 3
— D cq FEl { i (2) -+ b Img(g) l — i — ¥y 3 —
3 g l’_‘ - Ul h
— 232 . 2C K+ Yam g a® \ 2 K - d? —\—E— J:}—igJ
Deeling door C; geeft:
b B1h% | e D R o Lbe , (=
— ama S |V, (;) T —(T»)l e (3) -
9,2 M ot [ . Lt L n'h 65
St |G s | == (65)
Wij moeten nu nog de waarden van V_ | (;) en I"_z(%)
bepalen. Volgens is:
. (¢ d o d: (¢ d @
I_l(m): gt ‘-1 r_’/ s d* . Tﬁiiﬂ:
7 (— — + singcp) AQ & (I — ~;binza>)f_\.cb
o\ dF ' c*
12 f ]2
= — 1L (6, — ) (66)

d?
— — tusschen — &2
(¢

Nu ligt de parameler
wij bijgevolg stellen:

? it 5 ,
= k2 sin2am (i ay + K)

en 1 en moeten

(67)

Met behulp der nieuw ingevoerde grootheid ¢y vinden wij:

A am (m, k' ]

Zsinam(as, k') cos (am ay, k')

(@) =— " ut

1T (e, iy -+ Ix) (68)

waarin: u = I (@); k" = complementaire modulus = [/1 k2

en Il (1, @1) = normaalvorm van Jacosi

=5

.

0

u !.: sin am @ cos am a; . A T sin?

1 — k2 sin® am 1 . Sin® am u

'_')’
)lb fb—u)'

= J

‘%-__

5

2 llll-a '

Volgens (

an i Ju

= i)
x 32
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Daar o in ons geval zeer klein is, mogen wij & gelijk | stellen.
Uit (67) volgt verder:

Py . R fP’ i - 4 a2 e
SN am (I (1 _'l‘ j\)_ e2 2 7_,2 (x + l@)gy
dus sin am (iay + K)= L
1 ) v (2 f)
Voeren wij nu de betrekking:
sin am (i a; -+ K) = _A_z_lmg 775

in en stellen wij:
@1 = am (ai, k')
dan vinden wij na eenige herleiding :
N Sl .y 2
1 —sin2Q; o2 (2 - + p]2
waaruit, daar 5 zeer klein is, volgt:

vy sl Byl Q A
Sin®1:1;cos¢1:7u L;D'];lgd}: _x;:_’;
90 P
A b — 2zt 6) :
o %% 3 (69)

Voor ¢ = U; gaat (68) over in:

g “3‘ s/‘ . o
v 1(0) ‘1 i KLl iN(K,ia + K)

2 sinam (a, &) cosam (a1 k')

Substitueeren wij hierin de waarden uit (69), dan ver-
krijgen wij:

;7 Al e i - g
Yl (C’):_—(cz [K il (K, ia+ K)] (70)

\

Nemen wij nu in aanmerking de volgende betrekkingen:

P11 (K, i a4 K) =i 1 (K, m,)+—--;;‘1‘1“(£‘1’1‘k"')]
II(K,iay) =K.E({ia)—ia.E :
E(ia)=i[tgam (ay, &) . A am (a1, k') — E{ar, &) + a1 ]
dan gaat (70) na eenige herleiding met gebruikmaking der
waarden in (69) gevonden, over in:

K
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T lf | _ : o —[3\2 .
el —+ a (K — E) - K (11 i (amh . ag, &) A=\ S (71)
\.'-r". Dc—|—|.3‘
waarin amh «; = hyperbolische amplitude van het argument «,.

Wij gaan nu over tot de bepaling van de waarde van

9
P J,(7) 1 (H V_ ( ) — 21 (’)) (72)
9] 94 t\g, 9

g N

) 1 —= k? S i
T e = 1o s d* -
waarin (5)) = 5T I (Q) =703 Ly (@) T W= px;

Voeren wij in de laatste betrekking c=ao + 5, d =a — 3

)
A Ay e
%) ' — p,f,, in, dan geeft substitutie dezer waarde in (72)

in verband m(,t (71):

= e R ) ¥,

(D)= o CT) e & — L ot )4 (2
=209 2 Al + 3/ ! =

(1 = ; (“"xf} })2) A+L] (73)

. nh : . ol ,
Daar @y =, zoo vinden wij door substitutie van (73) en

e

S

angk =

(71) in (65) eene betrekking, welke de afhankelijkheid aangeeft
van de energie — 2; Lo.v. de quantengetallen n en n'.
Deze afhankelijkheid is echiter zeer ingewikkeld en fter ver-
eenvoudiging voeren wij weder de grootheid %' in, gegeven
; 7 ey m It.l.1
door: o'y = ¥ W
Maken wij verder gebruik van de waarden voor « en 3 in
4.13 gevonden, terwijl wij stellen:

vy =& n2 10~? (74)
dan vinden wij:
| 2 B R ”’2 —_ — 3 - - }62 TR | ‘
&+ 3=5524.—.10°=c¢; a — £=5,624— | 1—2y" . 10°=—d
1 4
ah
b=af=—.7,629.24 . 1078 k=¢.0,181 | T —
9%
2y 1424 a—p3 :
=1 . p—— b= 12
A= T—an)? 2y ath ;
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waarbij wij reeds van het feil, dal o zeer klein is, gebruik
. gemaakt hebben.
Door invoering van de waarden (75) vinden wij ten slotte
voor de betrekking tusschen y', n en u':

2K(1— '4’) —m (K — E)— E -+ U‘O‘)bd K K — F n

“ae [N o308 | T a0 LY

Hiernit kunnen wij weer bij verschillende waarden van '

/

. 'l
de verhouding — berekenen.
n )
e M :
Het resultaat dezer berekening is, dat — ligt in hel interval
n

(1.0), zoodat voor n=4 bij y = 0,5 cirkelbanen mogelijk
zijn, die aan de guantenvoorwaarden voldoen.

Ook voor n=1,2, 3 zijn cirkelbanen mogelijk, maar voor
waarden van y', die een weinig grooter dan 05 zijn (zie
tabel in 4.13).

De energie «; dezer laatste banen is:

2' !
X — — 2 i\‘rh
N
hetwelk wij kunnen brengen in den vorm
Nh

QY = s
(n + 0)?
waarin 4 dan de Rydberg'sche correctie voorstelt.
Berekenen wij deze o uil onze gegevens, dan vinden wij:

Hi—12 Tl
Berekend — 0,001 |—0,00012
St S — 0,069 | — 0,003 Orthohelium.
doli b ( -+ 0,011 — 0,002 Parhelium.

Hieruit blijkt, dat de berekende waarden veel te klein zijn.
Borx vindt voor & te groote waarden, ') zoodal het misschien
mogelijk zou zijn door de polarisatie van het atoom in aan-
merking te nemen, bij de storingtheoretische behandeling
van het probleem e komen tot waarden van 4, die met de
experimenteele waarden beter overeenslemmen,

1y Bonrx, Vorlesungen iiber Atommechanik, blz. 541,
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STELLINGEN.

1}

De opschuifbaarheid van de zwartingskrommen moet voor
elke plaatsoort afzonderlijk onderzocht worden.

Zie: Buisson-Fapry. Revae d’Optique I (1924),
BEERMAN-OUDT.  Zeitschr. f. Phys. Bd. 20 (1924).

1.

De formuleering der hypothesen van de quantentheorie
door Bonr, Kramers en Stater is le verkiezen boven de ge-
bruikelijke. |

Zie: Zeitschr, f. Phys. Bd. 24, p. 69 (1924).

1.
Hetgeen Youna zegl omlirent de methode van lengtebepaling
met behulp van chronometers, is niet geheel juisl.
Zie: Yound, General Astronomy § 121,
IV.
Het is ten zeerste gewenscht bij de waarnemingen op zee
sleeds de kimduiking door meting te bepalen.
\T

Is bij zonswaarnemingen de topsafstand niet grooter dan
6°, dan kan men in de zeekaart (MzrcaTor’s projeclie) de
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hoogtekromme door een cirkel benaderen. Op de praktische
waarde dezer methode wordt in de leerboeken der zeevaart-
kunde te weinig de aandacht gevestigd.
Zic oa.: P. HaveErgamp, J. vax Rooxn, L. M. J. GrEGORY.
Zeevaartkunde, deel I, blz. 444,

VL

Beweegt eene rechte zich zo6o, dat drie harer punten be-
wegen in drie gegeven vlakken, dan beschrijft een vierde punt
dezer rechte een ellipsoide.

Het bewijs dezer stelling is te geven, uilgaande van het
volgende planimetrische probleem:

Beweegt eene rechte zich met twee harer punten op twee
elkaar snijdende rechten, dan beschrijft een derde punt dezer
rechle een ellips.

Zie: A. MANNHEIM, Principes et développements de la géometrie
cinématique, p. 175.

VIL

’ i s — 1
De behandeling van T d x door Czueer is niet geheel

- BT

0]
juisl.
Zie: Czuper, Diff. u. Integralrechnung DI 11, (1921), p. 204.

VIIL.

Met behulp van de methode van Cavcny is

[

. . o 4O
{ lg(1 —2»cos® + r}) —"- op eenvoudi ij
o 2y cosd nvoudige wijz hepalen.
I te ) el I ge wijze te bepalen
Zie: BIERENS DE HAAN, Intégrales définies T. 331, 3 p- 471 en:
Verslagen Kon. Akademie van Wetenschappen, Amsterdam, VIIT,

p. 563 (1862).

4478,
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