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INLEIDING

Het onderwerp van dit proefschrift is, voor zoover mij bekend,
tot nu toe alleen behandeld in geschriften van EmiL WEYR, PROF.
Dr. J. DE VRIES en R. STURM.

De analytische eigenschappen der [2,2] vinden bij WEYR
slechts een korte bespreking. Een paar der belangrijkste eigen-
schappen zijn door Pror. DE VRIES onderzocht in een tweetal
artikelen, verschenen in het Nieuw Archief voor Wiskunde.
STURM eindelijk geeft in ,,Die Lehre von den geometrischen Ver-
wandtschaften I'' een uitvoeriger behandeling van dit deel der
theorie.

In hoofdstuk I van dit proefschrift wordt thans een systema-
tische samenvatting gegeven van de tot dusver verkregen resul-
taten, uitgebreid met eenige bewijzen en ontwikkelingen, welke
tot nu toe ontbraken. Door doelmatige parameterkeuze, die
aan de algemeenheid niet te kort doet, zijn bovendien enkele
bij STurm voorkomende bewijzen vereenvoudigd.

E. WEYR en Pror. J. DE Vrigs hebben de [2,2] gebruikt voor
het onderzoek van de eigenschappen der vlakke krommen van
de 3e en 4e orde van 't geslacht 1. De resultaten van hun arbeid
ten opzichte van de kubische krommen, gedeeltelijk gewijzigd
en uitgebreid, zijn opgenomen in de hoofdstukken III en IV.

Litteratuur:

I. R. Sturm, Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften I.
B. G. Teubner.
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. J. oE VRIiEs, Over vlakke krommen der derde orde. N. Arch. voor
Wisk. 1e R. Deel XII.

. E. WEYR, Erzeugung der Curven 3er Ordnung mittelst symmetri-
scher Elementensysteme zweiten Grades. Akad., der Wiss.
Wien, Deel 6g.

. H. DurkGg, Die ebenen Kurven dritter Ordnung.

. L. CreMoNA, Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen
Kurven. Uebers. v. M., CURTZE.



HOOFDSTUK I

1 — Tusschen twee elementenstelsels U en U, bestaat een ver-
wantschap [2,2], wanneer met elk element van U twee elementen
van U, overeenkomen, terwijl eveneens met elk element van
U, er twee overeenkomen uit U.

Wordt elk element in U bepaald door zijn parameter A en
in U, door u, dan is de algebraische verwantschapsvergelijking
in 't algemeen:
aeA?p® + ag A%+ apAp? + apd® + aan? + apip + aph +

anlt + 2 = O+ees [(T)s

Deze verwantschap is projectief d. w. z. als 't stelsel u’ pro-
jectief is ten opzichte van U en u’; projectief ten opzichte van
U,, dan bestaat tusschen u’ en u’y; ook een verwantschap [2,2].

Het aantal termen der vergelijking bedraagt g. Door 8 con-
stanten wordt de vergelijking bepaald. Tusschen twee bepaalde
stelsels zijn dus o® verwantschappen [2,2] mogelik.

De constanten kunnen éénzinnig bepaald worden door acht
paar overeenkomstige elementen. Hieruit volgt:

Een verwantschap [2,2] tusschen twee gegeven stelsels wordt
éénzinnig bepaald door acht paren overeenkomstige elementen.

2 — Bijzondere beteekenis hebben in verg. 1 die waarden
van A(y), waarvoor de beide overeenkomstige waarden van p
(1) samenvallen. We kunnen schrijven:

(20 + aj0r + a20A?) 4 (a1 + apA + ayAYp 4+ (25 + a5 -
apA?) pd = o,

Voorwaarde, dat de beide waarden van p samenvallen is:

(@0 + anA =+ ayA%)?% — 4(ag + A + axpA?) X (agy + apA +
a5,A%) = 0. (2).



._4_..

Dit is een vergelijking van den vierden graad in A. Er zijn
dus vier elementen in U, waarvoor de overeenkomstige elemen-
ten van U, samenvallen. Deze elementen van U heeten,,vertak-
kingselementen,” deermeeovereenkomende uitU’,,dubbelelernenten."

Evenzoo bevat U’ vier vertakkingselementen, waarmee in U
evenveel dubbelelementen overeenkomen. Samen heeten deze
zestien elementen de ,,singuliere elementen’.

Is verg. (2) identiek nul, dan is elk element vertakkings-
element, waarmee steeds een element van 't andere systeem als
dubbelelement overeenkomt.

3 — We kunnen de parameters z66 kiezen, dat A = o en
i = o vertakkingselementen bepalen, terwijl de daarmee over-
eenkomende dubbelelementen worden aangewezen door p. = o,
A=o0.

Aan de verwantschapsverg. moet dan voldaan worden, zoo-
wel door A = o, u? = 0, als door A* = 0, p = o. Dit eischt,
dat a,; = a;3 = a9 = 393 = 0, waardoor overblijft:

aoA%® 4 aj Ap + a30h + ag - g = 0,
welke vergelijking na deeling door a,, kan geschreven worden
in den vorm
A2 4 2adp + 2bA 4 2b'p 4+ c=o0. (3)
De vertakkingselementen worden nu gevonden uit:
(ar + b’)2 — A%(2bA 4 ¢) = o.
(ap. + b)? — p*(2b’p + ¢) = o.
Na rangschikking:
2bi® 4 (c—a*)A* —2ab’A — b2 = o, (4a)
2b’y? + (¢ —a%)u* —2abp —b*=o0.  (4b).
Vermenigvuldigen we (4a) met b? en (46) met b2, dan vin-
den we:
2b*3% + (c — a%)b*\? — 2abb’bA — b?b'? = o.
2b"u? 4+ (c — a?)b"*u? — 2abb’b’p. — b*b’2 = o.
De eerste verg. gaat over in de tweede door de substitutie
b = by,
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Ook de vertakkingselementen g = o, A = = voldoen hier-
aan. Daaruit blijkt, dat de beide vertakkingsquadrupels pro-
jectief zijn. Duiden we de vertakkingselementen aan met
A1 Az Mgy Agj By (o Py pay dan geldt dus:

(MahoPAghs) = (paptatiotha).

Van de 24 dubbelverhoudingen tusschen vier elementen zijn
echter telkens 4 aan elkaar gelijk. Dus moet ook gelden:
(AAashd) = (aiaitaths) = (Rabtatalt)) = (Wslatatta), dv W. Z.
de vertakkingselementen van beide stelsels zijn op vier verschillende
wijzen projectief,

Ook de dubbelelementen van beide stelsels staan in projectieve
betrekking. Dit blijkt aldus:

Een vertakkingselement Ax komt overeen met het dubbel-
element

arg + b’
k) = — —Kin—;
I\K'
evenzoo komt px overeen met
P %__t_b
BHE”
Deze betrekkingen kunnen geschreven worden in den vorm
' ' a.b)\ 'E" bb'
b'p = —bb b
a.bp + bb’
e = it
2,2
Door de transformatie
bA = bp

gaat de eene in de andere over. Hieruit volgt de stelling:
De acht singuliere elementen van het eene stelsel zijn op vier
verschillende wijzen projectief ten opzichte van de singuliere elemen-
ten van het andere systeem. De vertakkingselementen en de dubbel-
elementen van het eene stelsel zijn respectievelijk toegevoegd aan de
vertakkingselementen en de dubbelelementen van het andere. (EMIL

WEYR).
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4 — Tusschen de vertakkingselementen en de dubbelelemen-
ten van een stelsel bestaan drie quadratische involuties zoodanig,
dat tot elke involutie behooren twee paren vertakkingselemen-
ten benevens de twee paren overeenkomende dubbelelementen.

Noemen we de singuliere elementen van 't eerste stelsel

Ay Aoy Ag, Ay AL, AL AL AIV en van het tweede

L1r oy gy Rg; B, plf, pifh, plv,
waarbij in elke groep de eerste vier de vertakkingselementen
zijn, dan hebben we volgens art. 3 de volgende betrekkingen:

ak, + b’
[t e
%
b’ ar, + b’
bAl = b'pl, dus M = — - —1-*2—,
b M

en analoge betrekkingen tusschen
Al en A, enz.

Kiezen we de parameters z66, dat A, = ® en y; = o ver-
takkingselementen zijn en A =o0, pl=o0 de bijbehoorende
dubbelelementen, dan gelden bovendien de verg. (4a) en (4b)

2bA? 4- (c—a?)A? —2ab’A—b? =o0
2b'pd + (c —a¥)p? —2abp —b*=o0 }

waaruit:
al—c¢
At A+ M= 2b
ab’
Ay + Aehy + Aedy = — = (s)
Aghghy = =R

We zullen nu bewijzen, dat aan de verg. der involutie, be-
paald door de paren A,A,, NA!I ook voldaan wordt door de paren
Aghg en ALV,

De algemeene involutievergelijking is:

Mg + (A 4+ 2) + =0
A = o, dus A, + « = 0, waaruit o = — A,.
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Hierdoor wordt de vergelijking:
%t — Ag(#y + %) + P = 0.
Substitueer hierin Al = 0, Al = — !3— M
b A%
We vinden uit:
AAIL — 2,(A 4 A1) 4 B = o,

b’ an, + b’
daar M =0 ISt B = AT = — —* ———.
aar 2 o1s: P 2 b T
Hiermee is de involutievergelijking bepaald:
b’ arn, +b"

%ykq — Mgty + %g) — g' 2.0, (6)

As
In de eerste plaats moeten daaraan voldoen A;, Ag
Uit de betrekkingen (5) volgt
a®—c—2bk,
2b !

l3+)*4':

Dit gesubstitueerd in
b’(ak, + b")

7\3:\1 =i )\2(7*.1 +7\a) et

= 0

b,
geeft
b (—oh—abh?  blah+b)
abdy 2b b
2bi,? 4 (¢ — a?)A,* — 2ab’A, — b
== 0,
2bA,.

Daar A, een wortel is van (4a), 1s de teller o en daarmee
de geheele breuk.
A; en A, voldoen dus aan de involutievergelijking.
Voorts staat te bewijzen, dat ook AW, AV aan de verg. vol-
doen dus:
b’(ak, + b')

AL ALV — B (AT = AIV) — o
i b,



— =

Hierin is: Al = —-b— : M’:
b A%y
PE = ___E L il
7

Substitutie van deze waarden en herleiding van de verkregen
vergelijking, onder gebruikmaking van de betrekkingen, boven
afgeleid voor 2; -+ 2, en 2, geeft

b (ar, + b’) (ak; + b') i b’ 2 (37\3 + b’ s an, + b') -

b2 AZ; A2, Billsd A2, 22,
b’ ax, + b’
— & — 0
b Ay
2 ! ’ 1 b f 3 ’
a*Aghy+ab’'(Ay+2,) b2 b Aoladgha(Rg + 2g) b (3% +-22))
A2, A2, h
= b A a?u-z "I' b,
=z .

Na substitutie en herleiding:

b-’
"2 {2b"g° + b (¢ — a%) 2y® — 2ab 2}

br.; _{‘
n 4a*bb’#A,--4abb’(a*—c) 1,% - 4b*b’*A,2--b(a®—c) %A, —4 b33,
bis T
_ab b
— b’ + 3\_2

Nu is 2, een wortel van

2b3}.23 ‘l‘ b2(c —" az)}\zu _2nb2b’)\2 e b2b"_! = 0.
De eerste breuk wordt daarom:

ab’
DS
b ab
b T

Dus moet nog bewezen worden:
4abb'*y+4abb’(a*—c)A* +-4b% 2+ b(at—c)* At —gbths b
b’ — -)—:
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of
4a%b"?),%+gab’ (a®—c) 2,2+ 4bb 2,34 (a%—c) 2, *—4 b2\ f—b't=0
{2ab"2, — (c — a2 )2 — {2bA,2 — b'2}2 = 0.
[2b2,? — (c—a?) A2 +-2ab"h,—b"?] [—2bi,*—(c—a?)r,2-+2ab’A,+-
+ b?] = o.

Volgens (4a) is de laatste factor van dit product nul, Aan de
vergelijking wordt dus voldaan,

Hiermee is dus aangetoond het bestaan van een involutie I,
met de paren Ajhg, Aghy, AIAIL, ALV,

Het 1s echter dadelijk in te zien, dat op volkomen gelijke wijze
is aan te toonen het bestaan van de involuties met de paren:
MAgy Aghy, AIAML en AUALV, L L .haes (1)

en AL g EARA s FALAIV A ey ATIALLL S S SR T )

Deze drie involuties vormen een tripel van elkaar steunende
of geconjugeerde involuties. Nemen we toch bij de elementen
van een paar van een dezer involuties de bijbehoorende volgens
een andere, dan vormen deze een ander paar der eerste involutie.
B.uwv. by 32; van I; nemen we de overeenkomende elementen
uit I, dat zijn A,2;. Deze vormen een ander paar van I,.

5 — Een involutie met de paren AAL AAU, AGAHL A,AIV i
niet mogelijk.
Nemen we dezelfde parameters en bepalen we de involutie
door de paren A,A! en AN, In de algemeene vergelijking
®p¥g + o (% + %) + =0
moet dan in de eerste plaats « = o zijn dus
X+ =0

Daaraan moeten voldoen A,A; dus

, ey b’ an, b’
== e ALA e = S—
i . b Ag
De involutieverg, is dan
b’ axr,+ b’
AT Y T e ()



Hieraan zouden nu moeten voldoen A;AIT en A,AV dus:

?‘3;\111 _]__ .]%;- M =0

3
El’. 37\3 + b’ I_D_’. a)ng + b’ 22
b A 5 e T

Dit kan alleen als A, = A,. Evenzoo zou 2, = A, moeten zijn.

Er bestaat dus geen involutie, waarbij in eenzelfde paar een ver-
takkingselement en het daarbij behoorende dubbelelement
voorkomen,

6 — Voor de elementen van het tweede stelsel vinden we

natuurlijk ook drie geconjugeerde involuties. De eerste heeft
tot vergelijking:

b au,+Db ¢
Y1Y2_P~2(Y1+Y2)_‘gr' "Lp___ = 0. .... (7). (1)

b!
Door de substituties »; = TRRE
b’
Kq = g Ya
bl
Ay = B Ha J

gaat de verg. (6) in (7) over.

De involuties (I,), (I,"), gaan dus door projectie in elkander
over. Hetzelfde is het geval met de involuties (I,), (I,") en (I,), (I;').

7 — Stellen we de [2, 2] weer voor door (3).
A2 4 2aAp + 2bA + 2b’p 4- ¢ = o.

Zij A = o nu een tweevoudig vertakkingselement. Dan moet

verg. (4a) ook een wortel A = o bezitten. Dit eischt, dat b = o,
Daardoor gaat (4b) over in:

2b'p? + (c—a%)p* = o.
Met » = o komt dus overeen het dubbele vertakkingselement
u = o, Volgens art. 3 kwam echter met het vertakkingselement



» = o overeen het dubbelelement p. = 0. In p = o valt dus een
dubbelelement van het tweede stelsel samen met twee ver-
takkingselementen. "

Heeft ieder stelsel een dubbel vertakkingselement, 3* =
en p? = o, die niet met elkaar overeenkomen, dan wordt in
verg. (4b) ook b’ = o, zoodat nu verg. (3) overgaat in

Au? + 2alu + c = 0.
of
(A +a—+/at—c) (e +a+ yal—c)=o.....(8).

De [2, 2] bestaat nu uit twee projectiviteiten.

(J. DE VRIES).

8 — Veronderstellen wij nu, dat met elk element van het
paar (A, A;) van het eerste stelsel hetzelfde paar (i, p1;) van het
tweede stelsel overeenkomt. We kunnen nu de parameters z66
kiezen, dat de waarden p =0 en p = o toegevoegd zijn aan

= 0 en A = o, In vergelijking (1) moet dan ay, = a,; = ay =
== 2, = 0 zijn. Dus wordt de verg. thans

A 1 agaAp? 4 2a5A0 + Ak 1 At = 0 v nes (9)..
Vervormen we deze tot:
(aA® + aph + 2g) 1+ (@a0® + app + 3p)2 = o,
dan blijkt, dat de [2, 2] gevormd wordt door twee projectieve
involuties:

anA® + ayd + A, = pA l
a5u® + app + a5 = —pit |

Hieruit volgt de stelling:

,Als bij een twee-tweezinnige verwantschap een paar van het
eene stelsel is toegevoegd aan een paar van het andere, dan corres-
pondeert elk paar van het eene stelsel met een paar van het andere
en de verwantschap ontstaat door de projectiviteit van twee quadra-
tische involuties”. ) (J. DE VRIES).

CeleNTeR Ao (10)

g — Om de voorwaarde op te sporen, waaronder een [2,2] een



dergelijke projectiviteit wordt, gaan we uit van de algemeene
verwantschapsvergelijking (1) en rangschikken deze naar afdalende
machten van p.:
(ase2® “|'3127\T302)M2+(3217\2‘{"3111‘:“301)&’-+(32012+310?\+300)=0-
De vergelijkingen in p, die we vinden, als we voor 2 substi-
tueeren de waarden 2, en %,, waarvoor het in art. 8 onderstelde
geval intreedt, moeten dezelfde wortels hebben.
Daarvoor is noodig, dat de coéfficiénten evenredig zijn. Der-
halve:

la”I;‘l anh + don _ 3Ax As® + ayds + ay

( ) lanq)\l T alq)\l + a()) )2.
a0M® + 200 + agy s0ha
39hg

2]

= ? 4 a7y + 3110
Ayply* + aighy + 29 + a19hs -+ agy
Verdrijven we de noemers en brengen alles naar links, dan
kunnen we beide vergelijkingen deelen door A, — 2,. Dit is
geoorloofd, want 2, < A,. We vinden dan:
(23200 — 212251) MAg + (301320 — Ag025;) (A + As) +
+ (agia;a — 2522y;) = 0.
(B) (310222 — 212350) AAs + (o222 — 22ag) (A + Ay) +
-+ (a2 — 29235p) = 0,
Naargelang we 2, of 2, elimineeren, vinden we:
(age24* + a2y + ap) A = o,
(a1222® + a39hp +- a) A = o,

waarin

Apoy Apyy Apa
A = |2y, a5, a;,
d505 3315 Aga
Aan deze vergelijkingen wordt voldaan, wanneer of de vormen
tusschen haakjes nul zijn 6f A = o is.
In 't eerste geval wordt aan de verg. () voldaan, doordat
beide zijden o« worden; de gewenschte evenredigheid is daar-
mee niet bereikt. De voorwaarde moet dus ziyn A = o,

In dit geval is gemakkelijk aan te toonen, dat de coéfficiénten



van de eene vergelijking () evenredig zijn met die der andere.
Ter bepaling van A, en A, hebben we slechts één vergelijking,
die een o aantal oplossingen toelaat. Er zijn dus een o aantal
paren elementen van 't eerste stelsel, die aan onzen eisch voldoen.

De vergelijking (P), die we voor de oplossing gebruiken, is
ten opzichte van 1A;, A, bilineair en symmetrisch: de elementen
A1, A, doorloopen dus een involutie in het eerste systeem.

Waren we uitgegaan van twee elementen van 't tweede stelsel,
die met dezelfde twee van het eerste overeenkomen, dan zou het
betoog op dezelfde wijze verloopen zijn: slechts de indices waren
verwisseld. De involutievergelijking in het tweede stelsel zou
dan ziyn:

(311822 — 231312 1tke + (210820 — A20d12) (1 + P2) + (A —

ag0311) = O,

Dus is
A =0
de voorwaarde, dat een verwantschap [2, 2] met de vergelijking
(1) een projectiviteit is van twee involuties. (R. StUurm).

10 — Bestaat tusschen de elementen van twee stelsels, die
door een [2, 2] verbonden zijn, ook een projectiviteit, uitgedrukt
door de bilineaire vergelijking.

are + bA + cpu 4+ d = o,
dan blijkt, wanneer we de in p uitgedrukte waarde van A uit
deze vergelijking substitueeren in (r) een vergelijking van den
gen graad in p te ontstaan.

Hieruit volgt:

Bij een verwantschap [2,2] zijn er vier paren elementen, die
tegelijkk met elkaar overeenkomen in een projectiviteit tusschen
dezelfde stelsels.

Collocale twee-tweezinnige verwantschappen

11 — Bevinden zich twee gelijksoortige stelsels op denzelfden



drager — twee puntreeksen op eenzelfde kromme, twee stralen-
bundels op 't zelfde centrum — dan kunnen er elementen voor-
komen, die met één dercorrespondeerende elementen samenvallen.

Het is dan steeds mogelijk in beide stelsels dezelfde parame-
terbepaling in te voeren. Doet men dit, dan geven gelijke parame-
ters identieke elementen.

In verg. (1) wordt voor zoo'n element A = u. Daardoor ont-
staat een vergelijking van den gen graad. De vier wortels bepa-
len de 4 coincidenties. Dus:

Twee collocale stelsels, waartusschen een [2,2] bestaat, hebben
vier coincidenties.

12 — Bestaat tusschen de elementen van twee collocale stelsels,
die door een [2,2] verbonden zijn, tevens een quadratische in-
volutie, dan blijkt op dezelfde wijze als in art. 10:

Twee collocale stelsels waartusschen een [2,2] bestaat, hebben
vier paren overeenkomstige elementen, die tevens paren zijn van een
op denzelfden drager gelegen involutie.

Als elementen van de [2, 2] zijn deze paren in 't algemeen niet
involutorisch.

13 — Bij collocale stelsels kunnen paren voorkomen, die in
de [2, 2] wel involutorisch zijn. Nemen we (1) weer als verwant-
schapsvergelijking en veronderstellen we, dat 2, en p, een der-
gelijk paar vormen. Nu moeten gelijktijdig gelden:
322?\125112+321}\12U-14‘312}%!"-121"3:07\12+302EJ-12+5111?\1[J~1+

a10A1 10y 2y 290 == O.
(11) jen
322“12}‘12'*_a‘..'lp'lz;‘l_!—312[“'1)‘12—}'320[‘.'12'i'aﬂ‘.'}‘lz_{—allp'l?\l'{‘
4= ajopy + 291 +a9 = 0.
Trekken we deze vergelijkingen van elkaar af, dan vinden we:
A M (—a) Farahapty (—2) +-ag(Ay *—1, %) +aga(p*—A %)+
5 310()-1_'111)‘}‘301(!1-1_11):: 0,
en na deeling door A, — u, = o,




(as1 — aa) Mty + (320 — 202) (Ay + 1) + 20— 201 = 0. (12)

Deze bilineaire vergelijking bepaalt een involutie, STURM
noemt deze de met de gegeven [2, 2] verbonden involutie.

Elk involutorisch paar van de [2, 2] behoort dus tot involutie
(12); omgekeerd volgt uit (12) en één der vergelijkingen (11) de
andere d.w.z. als een paar der verbonden involutie in de [2, 2]
met elkaar in den eenen zin correspondeert, dan correspondeert
het ook in den anderen, is dus een involutorisch paar. Elk involu-
torisch paar bestaat eigenlijk uit twee paren. Volgens art. 12
heeft een [2, 2] vier paren, die tevens behooren tot een involutie;
hier vinden we dus slechts twee paren.

14 — We willen nog op andere wijze aantoonen, dat de [2, 2
slechts twee paren involutorisch samenhangende elementen
bevat,

Zij gegeven, dat er één paar voorkomt. We kunnen nu de pa-
rameterbepaling z66 kiezen, dat dit paar bepaald wordt door
A= o, p=o0 in den eenen zin en p = ®, A= 0 in den an-
deren. In verg. (1) moet dan a, = ay, = 0 zijn, zoodat de ver-
gelijking wordt:

Qg A2 ag, M A-ay A +ay Au - agA a0 +20p =0 (13)

Is er nu nog een involutorisch paar, dan moet, indien we
de parameters daarvan A, p houden, naast (13) gelden:

322927\2'}"321}12}\"]—ﬂlzll)\.z'i’allp-)\4‘310[1‘{‘301)\"!‘300:0 (133)
waaruit na aftrekking en deeling door (A—p) S o volgt:
(ag; —a39) A + ayp—ap =0 (14)
of
N B30 El
(ay —appe B
(15)
8 dar == a0, o0 &
R (ag—a)h A

e Agp — Ay
indien we ——— = a stellen,

dgp — 52



T hree

Hieraan voldoet ook het eerste involutorische paar.
Substitutie van deze waarde van A in (13) geeft na vermenig-
vuldiging met p? en rangschikking:
(2 + 201) 4 (2g202 4y 04 200) - (3512 +-250) a=0 (16)
Hierin blijkt
213 @ + 3y, = asx + a5 S 0 dus
p:+4Ap+a=o0
De twee waarden van p, p, en p, hebben tot product

Palhy = @
dus

o
Tevens hadden we 2, = ;—dus AL =y €N evenzoo A, = ;.
1

We vinden dus naast het paar A = ®, p =0 nog één in-
volutorisch paar.

15 — In 't algemeen kan dus een collocale [2, 2] niet meer
dan twee involutorische paren bezitten, die tot een involutie op
denzelfden drager behooren. Veronderstel, dat de [2, 2] behalve
deze twee paren nog een derde paar heeft, dat met de eerste
twee tot eenzelfde involutie behoort. Daar elk involutorisch
paar voor twee telt, heeft de met de [2, 2] verbonden involutie
in dit geval 6 paren met de [2, 2] gemeen, terwijl de substitutie-
vergelijking van den 4en graad is. Deze moet dan een identiteit
zijn. De involutievergelijking moet nu deel uitmaken van de
verwantschapsvergelijking.

Verg. (16) moet dus identiek zijn. Dit eischt:
dyy

)
dyg

9% + 2 =0 of a=—

a5%* -+ aja -+ a5 = 0,

dyp
5% + 3;p=0 of & = — —,

dn




Yol do1 o
Hieruit volgt — = — of a;, = n. ay; a5 = n. ay,.
dip  dg

d10 T
Voorts moet « = 2, een wortel zijn van
21

25,22 + a0 + 2 = 0. Dit geeft een betrekking, waaraan
de coéfficiénten van (13) moeten voldoen, opdat dit geval kan
intreden. Vergelijking (13) is nu te schrijven:

a5, A20? + 1. a5A% + appAp? 4 a A+ N ag A + agp +390=0
of

(22072022 + agde + ag0) + apa(mn + p)ip + an(nd + p) =o,
ago(dr — @) (A — P) + ap(Ap—a) (nk + p) =0,
(A — @) (a2 Ax + apan A + 2o — 2 f8) = 0. (17)
waarin B de andere wortel van a,2%u® 4 a; AL + 3g = 0 1S,
De verwantschapsvergelijking valt dus uiteen in de involutie-
vergelijking en een niet-involutorische conjectiviteit. Van de
twee elementen p, die aan eenzelfde element A zijn toegevoegd,
is het eene involutorisch, het andere niet-involutorisch toege-
voegd.

Een dergelijke verwantschap heet half-involutorisch.

Nemen we nu het bizondere geval, dat a,, = a,; = a5 = 0,
5 -+ a5 = 0 en ay -+ ap = o0 dus n = —1, dan wordt (17)

(A — ) (A—p) = o. (18)

De verwantschapsvergelijking ontaardt in een identiteit en
een involutie. Met elk element komt dit element zelf overeen
en nog een tweede element volgens de involutie.

Schrijven we verg. (18) in den vorm

pA® — (2 + «)A + op = 0,
dan is de vergelijking der vertakkingselementen,
(1 + )2 — quia = 0,
(42— o)t = o,

terwijl we een dubbelelement van de involutie vinden door in
AL — o = 0 A = p. te stellen, dus

pt—a = 0,



e e

Met elk dubbelelement van de involutie, vallen dus twee
vertakkingselementen van de verwantschap samen.

16 — Nemen we nu aan, dat de verwantschap [2,2] drie
involutorische paren heeft, die niet tot éénzelfde involutie be-
hooren., Daar volgens art., 13 elk involutorisch paar tot de ver-
bonden involutie zou leiden, kan deze in dit geval niet bestaan.
Elk paar moet echter voldoen aan Vers. (z2) dus:

(a1 — a12) Mty T (2 — ag2) (M T 1) + 30— 23 = O
(az1 — A1) hatts + (@20 — ags) (A2 + o) + 20— ap = O
(2g; — a19) stz + (220 — age) (Aa + g) + 30— 3apn = O
Daar Aty Aathay Aaits niet tot dezelfde involutie behooren, moet
PN TTR S ol TR
Rotlo, Ag = Py I s o
Aalas hs + Par T

De homogene lineaire vergelijkingen in 2y — a1 Ay — 3oy

a,0— do; laten in dit geval geen andere oplossing toe dan
ay —312=0 Qg9 — gz = O Ap— an — O
Ay = A2 Ay = Qo2 dyp = dn

Daardoor wordt de verwantschapsvergelijking, als we de over-
tollige indices weglaten,
arZu? 4+ bap(h + @) + cOF + p2) 4+ dag + e (A +p) +f=0(19)

Met een bepaald element komen, als men het tot het eene stel-
sel rekent, dezelfde twee elementen overeen, als wanneer men
het tot het andere systeem telt.

De stelsels kunnen niet meer gescheiden worden: de ver-
wantschap is geheel involutorisch, EmiL WEYR noemt het een
symmetrisch elementensysteem van den tweeden graad. Dus:

Twee collocale stelsels in [2,2] vormen een involutorisch stelsel,
als er drie involutorische paren zijn, die niet tot eenzelfde quadra-
tische involutie behooren (J. DE VRIES).

Vergelijking (1g) bevat nog slechts vijf onafhankelijke coéffi-
ciénten, een involutorisch stelsel wordt dus bepaald door 5
paren overeenkomstige elementen.



Een algemeene [2,2] is bepaald door 8 elementen. De voor-
waarde, dat zulk een [2,2] involutorisch is, is dus drievoudig.

Daar vijf onafhankelijke gegevens een involutorische [2,2]
bepalen, zijn er o' involutorische [2,2]'s, die dezelfde vier
elementen als vertakkingselementen bezitten.

17 — Bij een involutorische verwantschap vallen de vertak-
kingselementen van het eene stelsel samen met die van het
andere. Hetzelfde gebeurt met de dubbelelementen, die met de
samenvallende vertakkingselementen correspondeeren,

Omgekeerd, wanneer twee collocale stelsels in [2,2] de vertak-
kingselementen gemeen hebben, is in 't algemeen de verwant-
schap involutorisch,

Alleen, indien de dubbelverhoudingen (A;Ashzh,) en (pqttaitslty)
harmonisch of aequi-anharmonisch zijn, is ook een samenvallen
der vertakkingselementen mogelijk zonder dat de [2,2] involu-
torisch wordt.

I. De dubbelverhoudingen zijn ndch harmonisch noch aequi-
anharmonisch,

We noemen de reeksen singuliere elementen als in art. 4:
MAghghy ATAUAWIAIY en pypopgn, plptpiipv, Hiertusschen be-
staan vier projectiviteiten. Eén daarvan is AAzAgA, ATATTAIIATV
A Wglothgity WIPIpUIIY, waarin p!A! de dubbelelementen zijn
behoorende bij A,u, als vertakkingselementen.

Veronderstel nu, dat de vertakkingselementen samenvallen
en wel A, met p,.

Groepen, die samenvallen, zijn projectief. Van de groepen,
die met p, beginnen, is alleen p,p.uqu, projectief ten opzichte
van AA.sh, dus alleen deze kan samenvallen met AA 0 M,

Vallen nu p,p,pq0, Samen met AA,A5A; dan moeten ook samen-
vallen ATAIAIIAIV met plptiptiplV, We hebben dan twee samen-
vallende groepen van acht elementen,

Volgens art. 4 bestaan tusschen deze groepen drie involuties
van telkens vier paren, waarbij in twee paren vertakkingselemen-



ten staan, in de andere de overeenkomstige paren dubbelelemen-
“ten b.v.:
Ay, Aghs, ATALL, ALIALY,

Verder bleek, dat een involutie AL, A,AL, A;AII AV onbe-
staanbaar is.

In de verwantschap [2,2] zijn echter de paren A;Al, A,Al enz,.
wel involutorisch, daar immers A; samenvalt met p, en p! met AL
Er komen dus zeker in de [2,2] drie involutorische paren voor,
die niet tot éénzelfde quadratische involutie behooren.

Volgens art, 16 is dan de verwantschap geheel involutorisch.

II. Ahohgh; en pyaitst, zn harmonisch. Nu bestaan er
tusschen deze groepen acht projectiviteiten:

Ahahshy alkaltally
Pealhithalls
Pattattifhe
[Latkathatiy
Peallaflats
ot iglhe
11 Pgthglalla
) A PeglgtiPle
Hiervan strekken zich alleen de eerste vier ook uit over de
dubbelelementen. Zou b.v. de se dit ook doen, dus
AAahghy ATAUATIALY X it gty pIpHiptvip it
dan zou, overeenkomstig de eerste projectiviteit
A AgAghy MATTATIALY 7 gt pIpIp iy Iy
ook moeten gelden
Uafathgleq PIRITRITUIY A Ugattyphy pIp IpIvyIn

1

1

2

»”

1

> I T I B B B

waaruit zou volgen, dat
g = g en pit = plv, wat niet het geval is.
Vielen nu pypapqs Samen met Aok, dan zouden de dubbel-
elementen toch niet samenvallen en ware dus de verwantschap
niet involutorisch.
III. (A hohghs) €n (pqthafhalh) zijn aequi-anharmonisch d. w. z.
gelijk aan de imaginaire kubische wortels der negatieve eenheid,



In dit geval bestaan er twaalf projectiviteiten, waarvan zich
echter slechts vier ook uitstrekken over de dubbelelementen.
Ook in dit geval kunnen de vertakkingselementen samenvallen,
zonder dat de dubbelelementen coincideeren. In zulk een geval
is de [2,2] niet involutorisch.

We vinden dus:

Als bij een verwantschap [2,2] van collocale stelsels de vertak-
kingselementen van beide systemen samenvallen, dan is de [2,2]
involutorisch, tenzij de dubbelverhouding van deze elementen har-
monisch of aequi-anharmonisch is. In deze laatste gevallen kan
zoowel involutorische als niet-involutorische verwantschap voor-
komen. (R. Sturm).

18 — We duiden een involutorische [2,2] aan door [2], om-
dat met elk element, tot welk stelsel men het ook rekent, dezelfde
twee andere elementen overeenkomen.

In zulk een [2] komen dus met één element slechts twee andere
overeen en niet vier, zooals in de niet-involutorische collocale
[2,2]. Een vertakkingselement is dit in tweeérlei zin,

19 We schrijven de verg. van de [2] in den vorm:

AP = adu(A + p) + b(A® + p*) 4 chp + d(A + p) + e = o.

Vinden we voor een bepaalde waarde van A twee daaraan
gelijke waarden van p dan kunnen we door een lineaire substi-
tutie, die altijd mogelijk is, aan A de parameterwaarde nul geven.
De vergelijking der [2] behoudt in het algemeen hare gedaante,
wordt dus b.v.
Au® - alh(d A+ p) + (A% + p?) 4 e+ d/(A 4 p) e’ = o

Voor 2 = o vinden we

b'u+ d'p4-¢' =o.
Deze moet twee wortels o geven, dus is
d¥='0, e =0,
Hierdoor wordt de vergelijking der [2]
Ap? 4 a'2p(A 4 p) DA 4 pd) + A= o



— ZEl—

De coincidentievergelijking wordt dan:
A 42223 4 (2b" + ')A = o
dus 32 — o d. w. z. we hebben een dubbele coincidentie. Der-
halve:

Wanneer in een involutorische [2] de beide elementen, die met
cen bepaald element overeenkomen, daarmee samenvallen, dan
heeft men een dubbele coincidentie. (R. StUrmM).

Bij een niet-involutorische [2,2] mag men tot een dubbele
coincidentie alleen besluiten, wanneer met een element zoowel
de twee elementen, die er in den eenen zin mee correspondeeren,
samenvallen, als de elementen, die er in den anderen zin mee
overcenkomen. In de coincidentieverg., die we uit verg. (1)
verkrijgen, is dan de coéfficiént van & ai - 2. Deze kan o
worden, zonder dat a;, en ay; elk afzonderlijk nul worden. Alleen
indien a,, = 0 en ap = O zijn, verdwijnen in de verg. der [2,2]
de termen van den eersten graad en kunnen met een waarde

— o de beide waarden p = o samenvallen.

20 — Hen involutie van den graad (n -+ 1) is een involuto-
rische [n]. Met elk element komen de n overige elementen van
zijn groep overeen. De verwantschap is involutorisch, omdat
twee correspondeerende elementen op dezelfde wijze uit elkaar
worden afgeleid.

Een involutie van den 3en graad is dus een involutorische [2].
Deze onderscheidt zich van de algemeene [2] daardoor, dat elke
twee clementen, die te samen correspondeeren met een derde
element, ook onderling overeenkomen. De drie elementen
vormen dus een cyclus zéddanig, dat uit elk van hen de beide
andere op dezelfde wijze worden afgeleid.

In een gegeven stelsel komen o involutorische verwant-
schappen [2] voor; daarvan zijn echter slechts o* involuties
van den derden graad.

21 — We willen nu onderzoeken, welke voorwaarde vervuld



moet zijn, opdat een involutorische verwantschap [2] een invo-
lutie van den 3en graad is. Daartoe moeten dus de beide elemen-
ten, die met een bepaald element overeenkomen, ook onderling
correspondeeren.

Zij de [2] voorgesteld door verg. (19):
arip? + bae(h + p) + c(A* + p) +diw +e(d +p) +f=o.

Indien er een element voorkomt, waarvan de beide overeen-
komende elementen aan de voorwaarde voldoen, dan kunnen
we de parameters z60 kiezen, dat de parameter voor dit element
nul wordt, Dus b.v. A = 0. De beide overeenkomende elementen
worden dan bepaald door de vergelijking

cu? + en + f = o;
e f

dus p; + ps = — ot =

Substitueeren we voor A en p de waarden van p, en p,dan
moet ook aan verg. (19) voldaan worden, dus

af? bf/ e e?  2f\ df e
S r ;(—E) 2 C(gz— E)+ it C(—-E) 4 f = o.

of af* — bef —c*f 4 cdf = o

dus

f{af —be —c(c—d)} = o. (20)
Hieraan wordt voldaan voor f = o of voor
af —be —c(c—d) = o

In 't eerste geval, dus f = o, is pypuy = -= 0 dus of u, = o0

0i1Mm

of u, = o.

Daar A= o0 hebben we dan in elk geval te doen met een
coincidentie. De vier coincidenties van de [2] voldoen dus in
de eerste plaats.

Voorts wordt aan (20) voldaan voor

af — be — c(c —d) = o. (21)

Is deze voorwaarde niet vervuld, dan komen er naast de coin-
cidenties geen elementen voor, wier overeenkomstige elementen
ook onderling correspondeeren.



Is echter aan (21) voldaan, dan is de voorwaarde voor elk
element vervuld. Dus:

Wanneer in een involutorische verwantschap [2] buiten de coin-
cidenties nog één element voorkomt, waarvoor de beide overeen-
komende elementen onderling ook correspondeeren, dan gebeurt dit
bij elk element. De elementen der [2] vormen dan een lcubische invo-
Jutie. De voorwaarde daarvoor is vergelijking (21). (R. STURM).

25 — Dat we hier inderdaad met een kubische involutie
hebben te doen, toonen we aldus aan: Uit (19) volgt:
(a22 -+ bA + c)u? + (bA® + dr + e)p + (ch? +er 4-f) = 0.

dus

LIS GG, SR
mtre=— s prtc T a@tbatc

%, 1, en p, moeten wortels zijn van een verg. van den 3en graad.

We vormen dus de betrekkingen:
and 4 (c—d)r—e

At = Tk o
- —ba? 4 (c—d)A* 4§
Myg + to) -+ Mathe = a)® + ba + ¢
C}\a + E:?»z + fl.

Ml =52 b +- ¢

De verg. van den 3en graad wordt dus:

(ax? + ba + o)y* — {ar* -+ (c— d) A —ely? + {—bad +
 (c—d)2 + fly— (A + et + ) = o.
Is de voorwaarde (21) vervuld, dus
af —be—c(c—d) =0

dan moet deze derdemachtsvergelijking te brengen zijn in den
vorm der kubische involutievergelijking
(ap— pbo)y® + (a;— eby)y? + (as— eb,)y -+ (a; — pb;) = o.
waarin ag, Do ++++++ a3 b, constanten zijn, dus vormen uitgedrukt
in de constanten der verwantschapsvergelijking, terwijl p een
veranderlijke parameter 1s afhangende van de wortels der verg.

(19).



¢ kan dus als functie beschouwd worden van A, Geven we
aan deze functie den vorm

agh® -+ a;A? +- a,A 4 a, iy
boA® + byA2 + boA + by O

dan moet de gevonden derdegraadsverg,. te transformeeren zijn in:

{ag(boA® + byA% -+ byA + bs) — by(agh®+a;A* + agd +-a;) }y*+
+ {a,(bpA® 4+ b;A* + b,A + bg) — by(agA® + a,A% + aA +a;) Jy*+
+ {a,(boA® + b;A% -+ byh -+ bg) — bs(agh® + a;A* 4-a.h+a,) }y+
+ {a;(byA® 4 byA% ++ byh -+ by) — by(agh® + a,A* +aA +a;) j=o0

Daartoe moet dus:

asb, —bsa, = a a,b,—bja,=d—c l
aub2 — boaz = b alb3 — blas =€ q (A)
anb3 — buaa = C agbs —— b233 — f l

Hieruit volgt
(agb; — byay) (a;by — bgag) — (agby — bpay) (a;by —bas) +-
-+ (a,b; — bpa;) (a;b; — bja,) = af — be — c(c —d).

Het eerste lid der vergelijking is identiek nul. Is het laatste
lid, d. i. verg. (21) niet nul, dan is de transformatie niet mogelijk.

Is echter (21) vervuld, dan zijn de zes betrekkingen (A) met
vijf aequivalent. Vijf vergelijkingen met acht onbekenden laten
»? oplossingen toe. Kiezen we dus een systeem van waarden
ay, by.... a, by, dan is hiermee de transformatie voltooid.

23 — In art. 22 vormden de elementen 2, p, en ., een cyclus.
Gaan we van A over op het eene overeenkomstige element p,,
dan kunnen we van dit element alleen overgaan op p, en komen
over ., weer terug bij A. Buiten de coincidenties kan een derge-
lijke gesloten groep alleen bestaan onder bepaalde voorwaarden.

Onderzoeken we of de [2] groepen van meer elementen be-
vatten kan,

Met een element X, komen overeen de elementen X, en X',
met X, behalve X, nog een element X;, met X, als tweede X,
enz, tot X,,,; evenzoo met X', als tweede X'y, met dit X',



o=

enz. ook b.v. tot X'y, ;. Naar gelang we van X, overgaan op
X, of op X', krijgen we dus de groepen:

260, S i Sy
of N2 o e
Omgekeerd kunnen we van X,., of van X'y, ; na n schreden
terugkomen bij X,. De betrekking tusschen X; en X, is dus
involutorisch. Evenzoo die tusschen X; en X'y, ;. Met elk
element komen twee elementen X, +; en X'y, , overeen,
dus de verwantschap tusschen deze elementen is ook een [2],
die we ter onderscheiding van de gegeven [2] = [2]' kunnen
aanduiden door [2]7, omdat we telkens n schreden te doen
hebben.

Er zal nu een cyclus van n elementen ontstaan, wanneer
X,r:=X; Xp+9=2X, in 't algemeen Koo o =K HS AN
de [2]" moet dan de coincidentievergelijking meer dan vier
wortels hebben d. w. z. ze moet identiek nul zijn. Dan is echter
elk element van de [2] beginelement van een uit n elementen
gevormden cyclus, dien men zelf weer beginnen kan met elk
van zijn elementen.

De vraag is, of, indien de coincidentievergelijking niet iden-
tiek is, er toch niet vier in zichzelf terugkeerende groepen zijn,
beginnende met de coincidenties van de [2]™

' Is onmiddellijk in te zien, dat dit onmogelijk is, want 4
groepen zouden reeds vorderen 4n coincidenties van de [2]";
n zou dus gelijk 1 moeten zijn,

Is n > 4 dan is zelfs één in zichzelf terugkeerende groep
in 't algemeen al onmogelijk, omdat deze reeds meer dan 4
coincidenties der [2]® zou vorderen.

Gaan we nu 10g na VOOor n = 4 en voor n = 3. Is n = 4 dan
beschouwen we een groep, waarin X; een vertakkingselement
is van de [2]. Met X, correspondeert dan X, dubbel, met X,,
X, en X,. Gaan we van X, uit, dan vinden we de groep:

KKK KoK
X, is nu een coincidentie van [2]%. We hebben hier echter geen



cyclus van 4 elementen, maar een groep van drie elementen,
die niet in zichzelf terugkeert, doch heen en terug doorloopen
wordt.

Daar er 4 vertakkingselementen in de [2] voorkomen, bestaan
er 4 van zulke groepen. !

Is n = 3 dan beschouwen we een groep, waarvan X, coin-
cidentie is van de [2]. Daarmee komen overeen X, zelf en X,.
Beginnen we bij X,, dan krijgen we

X XXXy
dus is X, een coincidentie van de [2]%. 't Is duidelijk, dat we
hier eenvoudig de involutorische paren der coincidenticelemen-
ten van de [2] terugvinden.

Als resultaat van deze beschouwingen vinden we dus: Een
willekeurige involutorische verwantschap [2] bezit in het algemeen
geen cyclus van n elementen, waarin met elk element het volgende
en met het laatste het eerste overeenkomt.

Bezit echter een involutorische [2] één zoodanigen cyclus, dan
heeft zij er o, De cycli vormen de groepen van een involutie van
den n-den graad. Bij n = 3 is deze involutie identiek met de ge-
geven [2]. (R. StUurm).

24 — Een involutorische verwantschap [2] kan ontaarden
in het product van twee projectiviteiten.

Daar de verwantschap involutorisch is, mag verwisseling van
de beide parameters geen verandering in de vergelijking bren-
gen. De projectiviteiten moeten daardoor dus in elkaar overgaan.
De vergelijking wordt dan

(w4 o+ P+ ) (@A + ap + BA4Y) =0 (22)
of
W2 4 (a4 P)A(r + @) + af(A? + p®) + (e + B2+ 2v)rn +
+y(e+8) (A +p) +y=o. (23)

Door vergelijking met
Au? 4 arp(A 4+ p) 4 b(A* 4+ p?) + chp - d(A 4+ p) +e=o0
vinden we de betrekkingen, waaraan de coéfficiénten van de [2]



g

moeten voldoen om deze in twee projectiviteiten te doen ont-
aarden,

Zoeken we op de bekende wijze de vertakkingselementen,
dan blijkt, dat deze bepaald worden door de verg.

(x— 8)%[u® + (« + B + vI* = 0. (24)

Zijn de projectiviteiten niet zelf involutorisch dus a =8,
dan blijken de vertakkingselementen twee aan twee samenge-
vallen te zijn.

Stellen we in (22) A = p dan blijkt, dat dezelfde vergelijking
(24) ook de coincidenties geeft. Er is dus met elk paar samen-
gevallen vertakkingselementen ook een paar coincidenties samen-
gevallen.

Rangschikken we voorts verg. 23 naar A en geven we aan
o de waarden u, of u, bepaald door (24) dan is de vergelijking
der dubbelelementen te vervormen in:

(C’-'3 = 'r) (A2 —22pyye IF #21)2) —rie,

(B —7) (A—p10)® = 0. (25)
waaruit blijkt, dat, indien op—y S o is, met de vertakkings-
elementen tevens de daarbij behoorende dubbelelementen samen-
vallen. In elk der twee punten vallen dus telkens samen: twee
vertakkingselementen, twee coincidenties en twee dubbel-
elementen.

Gaan we nog enkele bizondere gevallen na.

I. « = B, d. i. in de verg. der [2] a®*—4b = o,

Verg. 24 is dan een identiteit. Elk element is nu vertakkings-
element. De [2] is ontaard in een dubbelinvolutie:

{ae+ oA+ p) + v} =o. (26)

Bij elk element, als vertakkingselement beschouwd, is het in
de involutie er mee gepaarde dubbelelement, De twee-twee-
zinnige verwantschap gaat hier over in een één-¢énzinnige.

II. e —y =o0.

Nu is (25) een identiteit d. w. z. bij elk tweetal samengevallen
vertakkingselementen, behoort een oneindig groot aantal dubbel-



elementen. De vergelijking der vertakkingselementen is nu,
indien o« < p.
{w*+ (e + B+ ap}=o0
of k+a)? w+B)2=o0
d. w. z. twee samengevallen vertakkingselementen met para-
meter (— o) en twee met parameter (— B). De vergelijking
van de [2] wordt:
(M + @k + B+ ap) Ow + o + B+ 2B) =0

of At+a) A +8) @+a) @t+B=0 ()

ITI. Is ten slotte o = B en y = «® dan worden (24) en (25)
beide identiteiten, Elk punt is dan vertakkingselement, waarbij
als dubbelelement, volgens de vergelijking, die de [2] nu voorstelt:

(A + o)? (4 + @)* = o (28)

steeds het element met parameter (— «) behoort.

Voor dit element, als vertakkingselement beschouwd, is echter
elk ander element dubbelelement.

25 — In art. 8 vonden we, dat, indien in de [2, 2] met elk
element van een paar van 't eene stelsel eenzelfde paar van 't
andere overeenkomt, de [2, 2] ontstaat door de projectiviteit van
twee quadratische involuties. Dezelfde beschouwing blijft van
kracht, als de twee-tweezinnige stelsels collocaal zijn. Bij de
parameterbepaling in art. 8 ingevoerd, werd de verg. der [2, 2]
in dit geval:

(anA® + apd + ag) p + (@ep® + app + a)A = o

Deze projectiviteit kan alleen dan involutorisch worden,
indien a,, = a;, en ay, = a,;p. Dan worden echter de beide
involuties identiek. Hieruit volgt:

Een projectiviteit tusschen twee collocale quadratische involuties
is alleen dan involutorisch, als deze involuties identiek zijn,

26 — Beschouwen we in 't algemeen het geval, dat bij de vier
vertakkingselementen van een [2] nog een vijffde komt. We
kunnen hierbij twee gevallen onderscheiden:



a) het vijfde vertakkingselement valt samen met zijn dub-
belelement. _

b) het vijfde vertakkingselement valt niet samen met zijn
dubbelelement.

We gaan uit van de algemeene vergelijking :

antu? + bag(r + ) + (2 + pf) + dap + e(r+p) +f=o0

In beide gevallen moet de vergelijking der vertakkingselementen
een identiteit zijn. Dus, indien we een vijide vertakkingselement
A nemen, moet

(bA2 4 dn + €)* — 4(ar® + bAr + c) (c2* + ex + f) = o zijn.

Alle coéfficienten moeten dan o zijn, dus:

b?—gac=o0 b*—gac=o0 ()
bd—2ac—z2bc=0 b(d—=2c)=2ac (B)
d?*—gaf—2bc—4c*=0 of (d—=2c)(d-+2c)—gaf—2bc=0 (¥)
de—2bf—2ace=0 (d—2c)e=2bf (3)
et—4cf=o0 e2—4cf=o0 ()

Indien het vertakkingselement %; met zijn dubbelelement pg

coincideert, moeten we tevens vinden:
b2 + dds + ¢

ts=— @ T bt ()
I. d—a2c < o. Dan volgt uit deeling van (B) door (3)
b ac , ace
B bR A & aE
ace
in verband met (2): § —4ac=o.

Dus
a=o0of c = o of e—4yf=o.
A) Is a = o dan moeten we tevens hebben:
b=o,d+2c=0,e=0, f=o0.
Bij deze voorwaarden wordt ook voldaan aan (). De verg. van
de [2] wordt nu
c(A* + pd) 4 dm=o0
of c(A* + p?) —2chp =0
(A—p)?=o0



d.w.z, de [2] is een identiteit. Elk element is vertakkingselement
en daarmee overeenkomend dubbelelement.
B) Is ¢ = o dan hebben we tevens:
b=o,e=o0,d*—4gaf =0
Deze condities voldoen niet aan (p). Het vertakkingselement
valt dus niet met z'n dubbelelement samen. De verg. van de
[2] wordt:

o
&

d
ar®p? 4+ da —{— — =0,

2202 + gadip ~+— di=o
(zarp 4+ d)?=o0

We hebben hier een dubbelinvolutie. Met elk element als
vertakkingselement komt het in de involutie er mee gepaarde
als dubbelelement overeen.

C) e = 4f. Daarbij kunnen we weer onderscheiden:

e=f=o0ene S o.

Is e = f = o dan vinden we daarnaast uit de betrekkingen

b® bt
(@), (B), () of c= 47.1’ d=2c= 23
b=o0,a=o0,d+2c=0

Het eerste geval is in strijd met onze veronderstellingd — 2c So,
dus hier buitengesloten.

Het tweede geval beschouwden we reeds; het leidt tot een
identiteit.

e < 0, e = 4f. Daarnaast vinden we:

b* b* - ab
e=C,C=—,d= :
4a 2a
De vergelijking van de [2] wordt na eenige herleiding:
{47 + 2b(t 4 p) + b)? = o,

klaarblijkelijk de verg. van de dubbelinvolutie van (26).

II. d —2c=o0. Dan 1s 2ac = o0, dus ¢ = o0 of a = o.

Is ¢ = o dan hebben we tevens d =0, b=0, ¢ =0, f = o.
Van de vergelijking der [2] rest alleen

aAz?y? = o of A%u? =o.




Aan A = o als vertakkingselement voldoen alle elementen als
dubbelelement; evenzoo aan p = O.
Isa=o0, cS$o dan is d=2c, b=0, g? — 4cf = o, dus

f — jc_-z -
4c
De verg. der [2] wordt:
2
e + ) + s+ et 1) + =0,

en te herleiden tot
{2c(A + p) + e} =o0;

wederom een dubbelinvolutie. Aan (p) wordt niet voldaan.

Andere gevallen zijn niet mogelijk. Wanneer bij de vier ver-
takkingselementen der [2] nog een vijfde komt, heeft men dus
of een identiteit of een dubbelinvolutie.

Daarbij is ieder element een vertakkingselement. In 't alge-
meen is de verwantschap een identiteit, als het vijfde vertakkings-
element samenvalt met zijn dubbelelement.

Elke involutie heeft echter twee dubbelelementen (coinciden-
ties). In de dubbelinvolutie komen dus twee , dubbelcoinciden-
ties voor, waarin dan tevens een vertakkingselement met het
overeenkomstige dubbelelement moet zijn samengevallen. Is
nu een dezer elementen als vijfde vertakkingselement gegeven,
dan kan de symmetrische [2] zoowel een identiteit zijn als een
dubbelinvolutie.



HOOFDSTUK 1II

1 — Elke twee-tweezinnige verwantschap is door projectie
of snijding over te brengen op een kegelsnede. Beschouwen we
dus een kegelsnede K2* als drager van een twee-tweezinnige
puntverwantschap. Elk punt kan behooren tot het eerste stelsel
en dan aangeduid worden door x. Er komen dan mee overeen
de punten X’y en x,” van het andere systeem. 't Is echter ook
te beschouwen als x’, behoorend tot het tweede stelsel, waarmee
dan correspondeeren x; en x, van de eerste reeks.

Er zijn dus vier stralen uit x, die dit punt met de overeen-
komstige punten verbinden.

Hieruit volgt:

De verbindingslijnen van overeenkomstige punten der [2, 2]
omhullen een kromme D,, van de 4e klasse.

Deze noemt men de ,directickromme” der verwant-
schap.

Dat uit elk willekeurig punt P niet meer dan 4 raaklijnen te
trekken zijn aan D,, ziet men licht in, als men bedenkt, dat de
straalbundel uit P op K? een involutie insnijdt, waarmee de [2, 2]
volgens I. 12. vier paren gemeen heeft.

De [2, 2] op K* veroorzaakt in een willekeurigen straalbundel
een verwantschap [4, 4], waarbij stralen naar overeenkomstige
punten der [2, 2] als overeenkomend worden beschouwd. De 8
coincidenties van deze verwantschap zijn 1° de 4 raaklijnen aan
D,, 2° de stralen naar de 4 coincidenties der [2, 2].

De [2, 2] heeft op K* acht vertakkingspunten. Voor elk vertak-
kingspunt vallen twee raaklijnen aan D, samen.

De raakpunten van deze raaklijnen vallen samen in het vertak-

3



kingspunt. In de 8 vertakkingspunten snijdt dus Dy de K2,

In een coincidentiec C wordt de verbindingslijn van twee
overcenkomstige punten een raaklijn der K2 Tevens echter
is ze een raaklijn aan Dy, Nadere beschouwing leert, dat het raak-
punt met D, ook in C valt. D, raakt dus K?in de 4 coincidenties.
Totaal heeft D, met K* 16 punten gemeen. De kromme D, is
dus van de achtste orde.

In I. 13 toonden we aan, datin de collocale [2, 2] twee involuto-
rische paren voorkomen. De verbindingslijnen zijn dubbel-
raaklijnen aan D..

Uit de formule van PLUCKER blijkt voorts, dat D, geen buig-
punten heeft: n' =4, n= 8, d' = 2; dus uit

n'(n’ —1) =n+2d + 3r’ volgt r’ = o.

» — Beschouwen we nu de symmetrische [2]. Ook deze kun-
nen we overdragen op een K% Met elk punt x, tot welk van beide
stelsels ook gerekend, komen dezelfde twee punten X; en X,
overeen. Uit elk punt van K? zijn nu slechts twee stralente trek-
ken, die overeenkomstige punten verbinden., In elk van deze
stralen zijn twee der in het vorige art. bedoelde samengevallen.
De directickromme D, is hier ontaard in een dubbel te tellen
kegelsnede D,, van de 2e klasse.

De symmetrische verwantschap heeft 4 vertakkingspunten
vy, Vg Vg Vo 1D deze punten snijdt D, de kegelsnede K2, De
punten, waarin de raaklijnen in vy, vy, vy of v, aan D, getrokken
K2 nogmaals snijden, ziin de dubbelpunten dy, dy, ds, ds der in-
volutorische [2].

In de coincidenties der [2] raakt de correspondeerende raak-
liin van D, aan K2 De vier gemeenschappelijke raaklijnen der
beide kegelsneden bepalen door haar raakpunten met K2 de vier
coincidenties ¢, €z C3r Cae

3 — Stelt (%, x,) = o de vergelijking van een [2] voor en



fi(x,x,) = o die van een andere op denzelfden drager, dan
bepaalt

f(x, x;) + pfi(x, X)) =0
een bundel van symmetrische verwantschappen op dien drager.

Is de drager een kegelsnede, dan komt met elke verwant-
schap van den bundel een directickegelsnede D overeen. Kie-
zen we voor de vergelijkingen f = o0 en f, = o den vorm (x9),
dan wordt de bundelvergelijking:

(a + pa)h®u® + (b + eb)Ap(r + ) + .... =o.

Substitueeren we de coéfficiénten van deze vergelijking voor
de overeenkomstige in de voorwaarde-vergelijking (21) dan
vinden we een verg. van den tweeden graad in p; waaruit blijkt,
dat in een bundel van involutorische verwantschappen [2] twee
kubische involuties voorkomen.

Door elk punt P van K* gaan twee kegelsneden van de schaar
van directiekegelsneden. P is dus voor twee verwantschappen
van den bundel vertakkingspunt. De raaklijn in P aan K?® wordt
nog door één kegelsnede D geraakt: P is dus voor één verwant-
schap coincidentie,

Zooals we later zullen zien, vormen de raakpunten van de
raaklijnen uit P aan de kegelsneden van de schaar een kromme
van de 3e orde K®. Deze gaat dubbel door P. In de vier overige
snijpunten van K* met K* bevinden zich vertakkingspunten met P
als bijbehoorend dubbelpunt. Dus:

Elk punt P van K* is voor vier verwantschappen van den bundel
dubbelpunt.

4 — Nemen we nu in plaats van een schaar een bundel van
kegelsneden. Daarbij valt te onderscheiden: @) de drager-kegel-
snede K* maakt geen deel uit van den bundel, b) K* behoort ook
tot den bundel.

a) Elke kegelsnede van den bundel is directie-kromme voor
een verwantschap [2] op K* Aan een straal r uit P op K2 raken
twee kegelsneden C; en C, van den bundel. Met P en het punt



P’, waarin r K? nogmaals snijdt, komen dan overcen de beide
punten Q, en Q. waarin de andere raaklijnen uit P aan C, en
C, getrokken K? nogmaals snijden. De verwantschappen [2]
op K? vormen dus een quadratisch stelsel.

Door P gaat in 't algemeen één kegelsnede van den bundel.
P is dus voor één verwantschap vertakkingspunt. De andere snij-
punten van diezelfde kegelsnede met K* zijn de overige vertak-
kingspunten van dezelfde verwantschap, De vertakkingspunten
van alle verwantschappen [2] op K? vormen een involutie van
den 4en graad.

Aan de raaklijn in P aan K2 getrokken raken nog twee kegelsne-
den van den bundel, Hieruit volgt:P is voor twee verwantschap-
pen coincidentie.

Zooals we nog nader bewijzen zullen, is de meetk, plaats van
de raakpunten der raaklijnen uit P aan de kegelsneden van den
bundel getrokken, een kromme van de 3.0. K?, gaande door P.
Deze K3 snijdt K* nog in 5 punten. Bij elk dezer punten als
vertakkingspunt van een [2], behoort P als dubbelpunt, P is
dus dubbelpunt voor 5 verwantschappen.

b.) K? behoort ook tot den bundel. De vier basispuntenzijn
dan de gemeenschappelijke vertakkingspunten van alle op K7
liggende symmetrische verwantschappen met de kegelsneden
van den bundel als directie-krommen. Een dergelijk systeem
noemt R. STurM een stelsel van consinguliere verwantschappen.
De onder a) genoemde K? gaat door de vier basispunten. Trek-
ken we in een der basispunten een willekeurige rechte, die K*
nog in P snijdt, dan is er één kegelsnede van den bundel, die
AP in A raakt. Deze kegelsnede is de directickromme van de ver-
wantschap, die P als bij A behoorend dubbelpunt heeft. Evenzoo
is er voor elk ander vertakkingspunt één [2] in het stelsel, waar-
voor P het bijbehoorende dubbelpunt is. Daar K? ook tot den
bundel behoort, kan deze kegelsnede zelf als directickromme
optreden. De beide raaklijnen, die men uit een punt P aan de



directickromme moet trekken om de met P overeenkomende
punten te vinden, vallen hier samen in de raaklijn in P aan K2,
Elk punt P valt dus met de overeenkomstige punten samen:
de verwantschap is een identiteit. Elk punt van K2 is vertakkings-
punt en er mee samenvallend dubbelpunt.

Aan een willekeurige snijlijn PQ van K2 raken twee kegelsneden
van den bundel d.w.z. er zijn twee verwantschappen, waarvoor
P en Q overeenkomstige punten zijn. Anders:

Door vier vertakkingselementen en een paar overeenkomstige
elementen zijn twee ,eigenlijke” symmetrische verwantschappen
van den 2en graad bepaald.

Is PQ raaklijn aan K2, dan wordt P coincidentie. Een der
twee kegelsneden is dan K2 zelf, Een willekeurig punt P op K2
is dus coincidentie voor één verwantschap van het stelsel. Dus:

Door vier vertakkingselementen en een coincidentie is één ver-
wantschap van het stelsel bepaald.

Elke [2] heeft vier coincidenties. De coincidentiepunten
vormen dus op K* een involutie van den vierden graad. Voor
elke [2] behoort bij een der vertakkingspunten, b.v. A, één dub-
belpunt. De puntreeks der dubbelpunten behoorende bij A is dus
projectief t.0.v. de involutie van den 4en graad. Deze verwant-
schap [1, 4] heeft 5 coincidenties d.w.z. vijfmaal is een punt
én dubbelpunt én coincidentie van een [2]. Ten eerste is dit
het geval, als ’t dubbelpunt samenvalt met A, d.i. bij de identiteit.
Ten tweede, wanneer de beide in het dubbelpunt vereenigde
punten ook met elkaar overeenkomen d.w.z. bij de kubische
involutie. Dit komt viermaal voor. In het stelsel van symmetrische
involuties, die gemeenschappelijke vertakkingselementen bezitten,
komen dus vier kubische involuties voor.

Tot de kegelsneden van den bundel door de punten A, B, C en
D behooren de paren rechten (AB, CD), (AC, BD) en (AD, BC)

Elk dezer kegelsneden is directickromme voor een verwant-
schap. Zij S, het snijpunt van AB en CD. De raaklijnen uit een
punt P van K* aan (AB, CD) getrokken, vallen samen in de lijn



PS,, die K? nog in één punt snijdt. Elk punt van de verwantschap
is dus vertakkingspunt en het overeenkomstige punt dubbelpunt.
We hebben hier de dubbelinvolutie van I. 26. Dubbelpunt en
vertakkingspunt vormen steeds een involutorisch paar. Tot de
involutie behooren ook de paren A, B en C, D ,die juist de in-
volutie bepalen.

Zijn S, en S, respectievelijk de snijpunten van AC met BD
en AD met BC, dan is A S;S:S; aan zich zelf geconjugeerd
(pooldriehoek) t.o.v. alle directickrommen van den bundel.
Hieruit volgt, dat de snijpunten 6y, 6., van S, S; met K2 de raak-
punten zijn van de raaklijnen uit 5, aan K= In elk raakpunt valt
een vertakkingspunt van de overeenkomstige dubbelinvolutie
samen met het correspondeerende dubbelpunt. Dit geeft volgens
I. 29 tevens een dubbele coincidentie.

In de involutie van den 4en graad, gevormd door de coinciden-
tiepunten van alle op K* gelegen symmetrische verwantschappen,
diec A, B, C en D als gemeenschappelijke vertakkingspunten
hebben, komen dus drie groepen voor, Gy, 0343 Ggy 03 s :Car 105y
die telkens bestaan uit de dubbelgerekende dubbelpunten van
een der drie dubbelinvoluties.

De vierzijde van de aan K* en een directickegelsnede D,
getrokken gemeenschappelijke raaklijnen, die K? raakt in de vier
coincidenties, heeft den driehoek S,S.S; als diagonaaldriezijde.
Deze drichoek is dus ook diagonaaldrichoek voor den volledigen
vierhoek der vier coincidenties. Alle quadrupels der coincidenties
op K?, die overeenkomen met denzelfden vasten driehoek S;5,5;
vormen dus samen de drie quadratische involuties op K2 Met een
punt van zoo'n quadrupel is elk der andere drie in een andere
involutie gepaard.

Tot dezelfde drie quadratische involuties behooren ook de
quadrupels der dubbelpunten, want de drichoek S,5,S; moet
ook diagonaaldriehoek zijn voor elk van de door die quadrupels
bepaalde vierhoeken.

Als resultaat hebben we dus gevonden:



»Onder alle symmetrische verwantschappen [2], die gemeen-
schappelijke vertakkingselementen bezitten, komen 4 ,,oneigen-
lijke” systemen voor en wel 1° dat systeem, waarvoor K2 zelf
directiekegelsnede is, 2° de drie stelsels, waarvoor de ontaarde
kegelsneden, gevormd door de paren tegenzijden van den volle-
digen vierhoek der vertakkingspunten, directickrommen zijn.”

Het eerste systeem is een identiteit,

In I. 26 vonden we, dat, indien naast de 4 gegeven vertakkings-
elementen nog een vijfde voorkwam, de verwantschap [2] of
een identiteit was of een dubbelinvolutie. Dat is hier gemakkelijk
in te zien. Komt een vijfde vertakkingselement E voor, dat met
zijn dubbelelement samenvalt, dan moet de directie-kegelsnede
D, behalve de punten A, B, C, D ook het punt E bevatten en in
dit punt de raaklijn aan K32, dus K* zelf, raken. K? en D, moeten
dus identiek zijn.

Alleen in 't geval, dat E een dubbelelement (coincidentie)
1s van een der door het quadrupel A, B, C, D bepaalde qua-
dratische involuties, dus raakpunt van een der uit S;, S, of S,
aan K* getrokken raaklijnen, voldoet aan de voorwaarden, be-
halve de identiteit, ook nog de ontaarde kegelsnede, die het
overeenkomstige punt S tot dubbelpunt heeft. Het hiermee
correspondeerende symmetrische stelsel van den 2en graad is
dan een dubbelinvolutie.



HOOFDSTUK III

1 — Tusschen twee straalbundels (U) en (U,) moge een twee-
tweezinnige verwantschap bestaan, uitgedrukt door een verg.
van den vorm (1). Is in elken bundel de parameterbepaling één-
zinnig vastgelegd, dan zijn de verwante stralen nauwkeurig
bepaald. Elke straal heeft met elken der overeenkomstige stralen
een snijpunt. De m.p. van deze snijpunten is in ’t algemeen een
binodale kromme van de 4e orde. Kiezen we toch een willekeu-
rige rechte I Elke straal van beide bundels heeft daarmee een
snijpunt. Op [ ontstaat een collocale [2,2]. De coincidenties
van deze verwantschap zijn de snijpunten van [ met de m.p.
Volgens I. 11 zijn er vier: de m.p. is dus een K.

De centra U en U, zijn dubbelpunten der K*; met UU,
als element van (U) komen twee stralen overeen, die UU, in U,
snijden. Evenzoo met UU, als element van (U,) twee stralen
in U,

2 — QOok tusschen twee rechtlijnige niet-collocale punt-
reeksen L en L, kan een [2,2] bestaan, Nemen we nu een wille-
keurig punt O en verbinden dit met de punten van L en L,
dan krijgen we collocale straalbundels in [2,2]. De rechten, die
twee overeenkomstige punten der puntreeksen verbinden, om-
hullen een kromme, die in 't algemeen van de 4e klasse is. De
straalbundels hebben vier coincidenties d.w.z. uit O gaan 4
raaklijnen aan de m.p.; deze is dus een K,. De dragers der beide
puntreeksen zijn dubbelraaklijnen. Elke puntreeks heeft vier
vertakkingspunten, In elk vertakkingspunt vallen twee raak-
punten aan K* samen d. w. z. de rechte L is dubbelraaklijn aan



de K* en snijdt deze bovendien nog 4 maal. De K, is dus van de
8ste orde.

3 — De binodale K* kan ontaarden in een K? en een rechte R.
Dan moet een der 4 coincidenties voor elke rechte  liggen op
R. Dit is alleen mogelijk als UU, correspondeert met U,Uu
De dubbelpunten der K* zijn nu de snijpunten der K* met R
d. i. U, U,. Dit zijn dan enkelvoudige punten van K?.

De straalbundels zijn twee-tweezinnige stelsels in half-perspec-
tieve ligging.

De m.p. van de snijpunten van overeenkomstige stralen van een
[2,2] in half-perspectieve ligging is een kromme K.

Bij de K, van art. 2 vinden we de half-perspectieve ligging det
puntreeksen, als 't snijpunt S van L en L, met zichzelf
overeenkomt, S is dan een geisoleerd punt van de K, d. w. z.
deze bestaat uit een K; en den straalbundel om 't punt S. L en L,
zijn nu enkelvoudige raaklijnen. Dus:

De rechten, die de overeenkomstige punten van twee half-perspec-
tief gelegen puntreeksen in [2.2] met elkaar verbinden, omhullen
een kromme van de derde klasse.

Het is duidelijk, dat we op deze wijze door dualiseeren naast
de eigenschappen der ordekrommen steeds die der klassekrom-
men kunnen vinden. In ’t vervolg beperken we ons tot de eerste.

4 — Beschouwen we nu een K? als gegeven. Twee punten m,
en m, op de kromme nemen we als centra van straalbundels.
Twee stralen, die elkaar op de K? snijden, komen overeen. Tus-
schen de twee straalbundels bestaat nu een [2,2]. Elk stelsel
heeft 4 vertakkingselementen, waarmee 4 dubbelelementen van
t andere stelsel overeenkomen. Elke vertakkingsstraal is dus
raaklyn aan de K* Hieruit volgt:

Uit een willekeurig punt der K® kunnen niet meer dan 4 raak-
lijnen aan de kromme getrokken worden. Deze is dus van de zesde
klasse.



De vertakkingsstralen van beide stelsels zijn op vier verschil-
lende wijzen projectief d. w. z. hebben dezelfde dubbelverhou-
ding [I. 3]. Dus, daar m; en m, willekeurig gekozen kunnen
worden:

De dubbelverhouding van de vier uit een willekeurig punt der
K® qgan de kromme getrokken raaklijnen is constant.

Elke K2 heeft dus een invariant nl. de dubbelverhouding van
de raaklijnenquadrupels. Bij een dubbelverhouding —1 of
1(1 - i4/3) kan men dus spreken van harmonische en aequi-
anharmonische kubische krommen. De snijpunten van de over-
eenkomstige stralen van projectieve straalbundels liggen op
een kegelsnede door de middelpunten. Daaruit volgt:

Trekt men uit twee punten m; en m, van een K* de raaklijnen,
dan liggen haar zestien snijpunten op vier kegelsneden door m,
en ms. (SALMON).

s'— Op elk van de vier gevonden kegelsneden snijden de
straalbundels uit m, en m, puntreeksen in. Ook tusschen deze
bestaat een [2,2]. Daar twee raaklijnen uit m, en m, aan K* elkaar
op de K2 snijden, vallen de vertakkingspunten van beide reeksen
samen, d. w. z. we hebben een symmetrische puntreeks van den
tweeden graad.

Zijn a, en a, twee overeenkomstige punten van zoo'n reeks,
dan moet @, het snijpunt zijn van een der met m,a, en een der
met m,a, overcenkomende stralen, omdat het onverschillig is,
tot welk stelsel men a, rekent. De punten p, = (ma,, m,a,) en
p. = (m,a,, ma,) liggen derhalve op de K

Dit geldt ook voor de punten m; en m,: in de plaats van p,
treedt dan het punt mg, waarin mym, de K* nogmaals snijdt en
in de plaats van p, het snijpunt p; van de raaklijnen in mym, aan
K2 getrokken.

Uit den zeshoek, gevormd door deze raaklijnen met den vier-
hoek m,a,m.a; volgt, dat p,p, gaat door p,. Omgekeerd snijdt
elke rechte door p; de kromme in twee punten, die uit m, en m,



in dezelfde punten, schoon in tegengestelde volgorde, op K*
worden geprojecteerd.

Laat men deze rechte door m; gaan, dan valt een der snij-
punten met K® met p; samen: m; is dus het snypunt van K?
met de raaklijn in p; d. i. het tangentiaalpunt van p,.

Daarbijmjalstangentiaalpunt4raaklijnen behooren, zijner 4 pun-
ten p,, die elk overeenkomen met een der 4 kegelsneden van art. 4.

De symmetrische puntreeks op K? heeft vier coincidenties
€y, Csy C3y Cqo In deze punten moeten twee overeenkomstige stralen
uit m, en m, elkaar snijden: het zijn dus de vier snijpunten,die
K2 buiten m, en m, met K* gemeen heeft. In zoo'n punt ¢ vallen
dus, behalve a; en a,, ook p, en p, samen. De rechte p;p,p,
wordt nu raaklijn aan de K® met tangentiaalpunt p,. De punten
Cy, Coy C3 €1 ¢, zijn dus de punten van het quadrupel met tan-
gentiaalpunt p,.

Laat men de rechte mym, om mj draaien, dan blijft p; op zijn
plaats. Bij elke nieuwe ligging van m;m, behoort één nieuwe K53,
die volgens de voorgaande beschouwing moet gaan door de vaste
punten ¢,, €y Cy, €4 Hieruit volgt:

»»De m.p. van de raakpunten der raaklijnen, die men uit een wille-
keurig vast punt kan trekken aan de kegelsneden van een K*-bundel
is een kromme van de derde orde."”

Door de punten ¢;, ¢y, €3, €4 en py is dus een K® volkomen
bepaald. Derhalve:

Door een raakpuntenquadrupel en zijn tangentiaalpunt is een
K* eenzinnig bepaald.

De rechte mym, is de poollijn van p; ten opzichte van de K2,
Deze snijdt de K* in my. Uit het voorgaande volgt dus:

De poollijnen van een willekeurig punt p ten opzichte van de
kegelsneden van een K*-bundel gaan door één punt.

Uit de theorie der kegelsneden is dit bekend als de geconju-
geerde pool van p ten opzichte van den K*-bundel.

Dus:

Het eerste en het tweede tangentiaalpunt van een quadrupel zijn
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geconjugeerde polen ten opzichte van den K*-bundel, die dat qua-
drupel tot basispunten heeft,

6 — Beschouwen we omgekeerd twee punten p en ¢ als ge-
conjugeerde polen ten opzichte van een K2-bundel door 4 punten
€15 C3y C3 €1 ¢4, Beide punten zijn centra van straalbundels in [2,2].
Immers, aan een straal x uit p raken twee kegelsneden van den
bundel. Ten opzichte van elk dier kegelsneden heeft p een pool-
lijn en deze poollijnen y, en y, snijden elkaar in q. Met elken
straal y uit ¢ komt één kegelsnede van den bundel overeen ten
opzichte waarvan y de poollijn is van p. Uit p kunnen we nu
weer twee raaklijnen x; en x, aan die K2 trekken.

De straalbundels liggen half-perspectief. Immers van de twee
kegelsneden, die aan pg raken, moet de eene p tot raakpunt
hebben, waardoor gp tevens de overeenkomstige poollijn wordt.
De andere kegelsnede raakt in g, zoodat met pg overeenkomt de
straal uit ¢ getrokken naar 't raakpunt van de tweede raaklijn
uit p aan die K2

Met gp komt overeen pq als dubbelstraal dus gp is vertakkings-
element. De andere vertakkingselementen zijn voor den bundel
(Q): gs1 g5z gss, maar de punten §;, = (¢iCs, €4€4), S2 = (c1Cy, CoCy)
en s; = (ciCyy €2€5), de dubbelpunten van de drie ontaarde kegel-
sneden van den bundel. Daarmee komen ps,,ps, en ps,als dubbel-
stralen overeen.

De vertakkingsstralen van den bundel (p) zijn pc,, pc., pes
en pc,, waarmee overeenkomen de dubbelstralen gc,, gc., qc,
en gc;.

Daar de bundels half-perspectief liggen is de m.p. van de
snijpunten der overeenkomstige stralen een K®. Deze snijpunten
zijn echter de raakpunten van de raaklijnen uit p aan de kegel-
sneden van den K*-bundel. We vinden zoo de stelling van art.
5 terug.

De K? gaat door de basispunten c¢;, ¢,, ¢;, ¢4, door p en g en
door de punten s,, s, en s,



De punten ¢, ¢y, €3, ¢, vormen het quadrupel, dat p tot tangen-
tiaalpunt heeft; g is tangentiaalpunt van p, waarbij s,, s, en s,
als andere punten van 't zelfde quadrupel behooren.

We kunnen het verkregen resultaat ook aldus uitdrukken:
Trekt men uit een punt q van een K* de vier raaklijnen aan de
kromme met raakpunten s, s,, sy en p en uit p vier nieuwe raak-
lijnen met raakpunten c,, c,, ¢, en ¢, dan zijn s, s, en s, de diago-
naalpunten van den volledigen vierhoek c,C.csCy.

Op een straal door p wordt door den K2-bundel een involutie
ingesneden. Het punt p en het snijpunt s, dat de straal gemeen
heeft met de in p rakende K2, vormen een paar van deze involutie.
De beide andere snijpunten, die de straal buiten p nog met K?
heeft, zijn de dubbelpunten van de involutie. Daar elk paar der
involutie harmonisch ligt ten opzichte van de dubbelpunten, is
het punt s dus steeds harmonisch toegevoegd aan p ten opzichte
van de beide andere snijpunten met K% De kegelsnede door de
punten van het quadrupel en zijn tangentiaalpunt is derhalve
de poolkegelsnede van dat tangentiaalpunt,

7 — Keeren we terug tot de kegelsnede K2 van art. 5. Ver-
bindt men elk punt van K2 met de beide toegevoegde punten,
dan omhullen de verbindingslijnen een kromme der tweede
klasse, D,, de directickromme der symmetrische puntreeks (II, 2).

D, en K* snijden elkaar in de vertakkingspunten der [2],
terwijl de gemeenschappelijke raaklijnen der kegelsneden K2
in de vier coincidenties raken.

Deze punten ¢y, ¢y, ¢; en ¢y bleken de snijpunten van K3
met K3 te zijn.

Bedenken we, dat m, en m, (art. 5) ook overeenkomstige pun-
ten zijn op K* en dus mym, raakt aan D,, dan kunnen we uit
de beschouwingen van art. 5 de volgende voortbrenging der
krommen K* afleiden.

Snijdt een bewegelijke raaklijn van een vaste kegelsnede D, een
andere vaste K* in a,, a, en zijn my, m, de snijpunten van K* met
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een vaste raaklijn van D,, dan is de m.p.der punten p, = (m,a,, m,as)
en p, = (m,a,, m,a,;) een kromme der derde orde, die door m,, m,
gaat. (E. WEYR).

8 — Is v, een der vertakkingspunten op K2, dus een der
snijpunten van K2 met D? en ontmoet de raaklijn in v; aan D,
getrokken K2 in het overeenkomstige punt wj, dan raken m,v,
en m.w; de kromme K? in p’ = (myw,, muw,) en p" = (myv,,
myw,).

Daar p’p” door p; gaat en mj het tangentiaalpunt van p; is,
komen wij tot de bekende eigenschap:

Zijn m,, m., m, de snijpunten van een K® met een rechte dan
gaat de lijn, die de raakpunten van twee uit m, en m, getrokken
raaklijnen verbindt, door het raakpunt van een raaklijn uit m,.

(MACLAURIN).

Uit elk punt kan men vier raaklijnen trekken, dus ook:
De raakpunten der twaalf raaklijnen, die men uit drie op een rechte
gelegen punten van een K® kan trekken, liggen drie aan drie op
zestien rechten. (HEssE).

Is v, een tweede vertakkingspunt van K*, dan gaat — weer
volgens de eigenschap van PascAL — de rechte, die het snijpunt
der raaklijnen myv, en myv, met het snijpunt der raaklijnen
mv, en m,v, verbindt, door het snijpunt der rechten, die K*
in m, en m, aanraken d. i. p;. De punten v zijn op zes wijzen
twee aan twee samen te stellen, terwijl m,, m, aanleiding geven
tot vier kegelsneden K2 Men heeft daarom:

De snijpunten der raaklijnen uit twee punten m,, m, eener K*
liggen twee aan twee op vier en twintig rechten, die zes aan zes
samenkomen in de punten van het quadrupel, welks tangentiaal-
punt op mym, ligt. (SALMON).

9 — We nemen op een K? vier willekeurige punten p,, ps, Ps
en p, en brengen daardoor een K*-bundel. Elke K?* snijdt de
K2 bovendien in twee andere punten, die involutorisch aan elkaar



zijn toegevoegd. Immers, zijn x en y twee zulke snijpunten,
dan snijdt de K? door de vier basispunten en x de K2 in y, ter-
wijl de K2 door de basis en y de K2 snijdt in x.

Nemen we een willekeurig punt ¢ als centrum van een straal-
bundel, dan ontstaat in dezen bundel een symmetrische [2].
Immers elke straal x van den bundel snijdt K3 in twee punten
s; en s,. Daarmee komen twee kegelsneden overeen, die K*® nog-
maals snijden in §’; en s’,, waardoor twee stralen gaan, ts';, = y,.
en ts'y, = y,. Beschouwen we 5,5, als een straal y, dan vinden we
met volkomen identieke operatie dezelfde stralen ts’, en ts',
als x, en x,. Van deze symmetrische verwantschap zijn de ver-
takkingsstralen de raaklijnen uit ¢ aan K3, In het algemeen vallen
de dubbelstralen niet met de vertakkingsstralen samen.

Hoe zal ¢ nu gelegen moeten zijn, opdat er buiten die vier
vertakkingsstralen nog een vijfde voorkome? Daarvoor zijn
twee mogelijkheden: a) de vertakkingsstraal valt samen met zijn
dubbelstraal, &) vertakkingsstraal en dubbelstraal vallen niet
samen,

a) In dit geval moeten ts,s,, ts'; en ts, samenvallen, dus s,
valt in 5,, 'y 1n §; d. w. z. ¢ is het snijpunt van de verbindingslijn
van twee involutorisch overeenkomende punten met K¥

We hebben nu het geval van I. 26A: de verwantschap is een
identiteit, elke straal is vertakkingsstraal en daarmee overeen-
komende dubbelstraal. Meetkundig beteekent dit, dat alle rech-
ten, die de puntenparen verbinden, welke de kegelsneden van
den bundel buiten de basispunten nog met K® gemeen hebben,
door één punt gaan, het ,tegenpunt’ der vier punten. Dus:

Laat men een kegelsnede zoo veranderen, dat ze een K* in vier
vaste punten ontmoet, dan gaat de rechte, die de beide andere snij-
punten der krommen verbindt, door een vast punt van K°.

b) Valt de se vertakkingsstraal niet samen met zijn dubbel-
straal en noemen we het middelpunt van den straalbundel voor
dit geval ¢,, dan moet ¢,5'; samenvallen met ¢,5', dus met ¢,5,5,
komt overeen de dubbelstraal ¢,s;s".
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We hebben nu het tweede geval van I. 26, d. w. z. de [2] gaat
over in een dubbelinvolutie. Voor elken straal uit ¢, vallen de
beide overeenkomstige stralen samen.

De punten s; en s'; behooren tot dezelfde K2, dus de rechte
s,8’; gaat door ¢; evenzoo de rechte 55’5, Uit het punt ¢, worden
dus de involutorisch overeenkomende punten s, en s'; gepro-
jecteerd in twee andere, tot dezelfde involutie behoorende pun-
ten.

Beschouwen we t en £, als middelpunten van straalbundels
en noemen we weer twee stralen overeenkomstig, als ze elkaar
op K? snijden, dan blijkt, dat met de stralen ts,s’; en ts,5', dezelfde
twee stralen ¢,s,5, en ¢,5;s", overeenkomen, We hebben hier dus
't geval van I. 8: de verwantschap ontstaat door de projectivi-
teit van twee quadratische involuties. Met een paar stralen
van 't eene stelsel komt steeds een paar van 't andere overeen.
Men noemt dit projectieve involuties.

10 — Tot den K2-bundel behooren drie ontaarde kegel-
sneden nl. (p,pay PaPa)s (P1Pss PaPs) €n (P1Pss PaPs). Noemen we de
snijpunten van de 1e en de 2¢ kegelsnede met K* ry en ry, 5,
en s,, dan volgt uit art. 9, dat r,r, en 5,5, beide door ¢ gaan. Hier-
uit volgt:

,»Snijdt men een K® door twee rechten achtereenvolgens in a,
a,, ay en by, by, by en met a;by, azhy, asb, in ¢y, cy, 5 dan liggen
ook de punten c in een rechte.”

Vallen de punten a met de punten b samen, dan vinden we:
,,De tangentiaalpunten van drie in een rechte gelegen punten eener
K® liggen op een tweede rechte.”” (MACLAURIN).

Duiden we de tangentiaalpunten van bovengenoemde punten
p, 1, s en t door accenten aan, dan leert de stelling van MACLAURIN,
dat de volgende drietallen op rechte lijnen gelegen zijn:

Pu Py Ty Po Do 'y Ty 'y t

Hieruit blijkt, dat ¢" het tegenpunt is der punten p'y, p's, p's,

p's. Dus:



»»Het tangentiaalpunt van het tegenpunt van vier punten is het
tegenpunt van hun tangentiaalpunten.” (KUPPER).

Zijn verder p;, ps de snijpunten van K3 met een K2 door p,,
Day D3y Ps Zoodat ps;p, door ¢t gaat, dan ligt ¢ met p';p; in één
rechte (MACLAURIN) terwijl het zesde snijpunt van K3 met de
kegelsnede door p’y, p’s, p'sy P4 P's volgens de laatste eigen-
schap zich op p'st’ bevindt, dus met p’; samenvalt. Dus:

De tangentiaalpunten van zes door een K* vereenigde punten
van een K® liggen weer op een kegelsnede. (CREMONA).

Zijn zes punten a,, @,; b,, bs; ¢, ¢ de op K? gelegen hoek-
punten van een volledige vierzijde en beschouwen wij (a,b;c,,
a,b.c,) en (a,b,c, abyc,) als twee kegelsneden van den bundel
(bibscyco), dan blijkt, dat de raaklijnen in a, en a, elkander in
het tegenpunt der vier punten moeten snijden. Noemen wij dus
met CREMONA twee punten ,.correspondeerend’ als zij het-
zelfde tangentiaalpunt hebben, dan volgt:

»Wanneer de hoekpunten eener volledige vierzijde op een K°
liggen, vormen zij drie paren correspondeerende punten.'

11 — Beschouwen we nu weer de projectieve involuties van
art, 9. De punten ¢,, sy, 55,5, s'sent liggen op de K* en zijn hoek-
punten van een volledige vierzijde. We hebben ook hier dus
paren correspondeerende punten en wel (¢, ¢,), (s;, s"2) en (s'y, $3).

Daar bij 't punt ¢ drie correspondeerende punten behooren,
kunnen we drie paren zulke projectieve involuties vinden. Dus:
Uit de correspondeerende punten van het tegenpunt van vier punten
worden de door den K*-bundel op de K* bepaalde involutorische
paren in elkaar geprojecteerd.

Voorts blijkt ook, dat het paar correspondeerende punten s,,
s’y uit ¢; en uit ¢ geprojecteerd worden in het paar s,, s';.

12 — In L. 4 vonden we, dat de vertakkingselementen en de
dubbelelementen van éénzelfde stelsel tot drie quadratische
involuties behooren. Liggen de centra van straalbundels in [2,2]

4



op de K23, dan moeten dus de raaklijnen en de tot de [2,2] behoo-
rende dubbelelementen uit hetzelfde tangentiaalpunt behooren
tot drie involuties. Tevens toonden we aan, dat de drie involu-
ties in een punt P door projectie overgaan in de drie involuties
uit een willekeurig ander punt Q.

De quadrupels correspondeerende punten worden dan even-
eens verdeeld in drie stelsels. Elk punt der K® behoort dus tot
elk der drie stelsels.

,,Projecteeren we uit een willekeurig punt der K® twee correspon-
deerende punten op de K*®, dan zijn de projecties weer correspon-
deerende punten.”

We geven van deze stelling nog 't volgende bewijs: U zij 't
tangentiaalpunt behoorende bij de correspondeerende punten
a en b. We projecteeren ze uit V. De straalbundels uit U en V,
die we aanduiden door U(A) en V() staan in [2,2]. De projec-
tie van a op K® zij 't punt p. Het tangentiaalpunt van p zij T.
We kunnen dit punt als centrum beschouwen van een bundel
T(v), die met V() ook in ([2,2] staat.

Noemen we dit laatste stelsel voor deze verwantschap V'(p).
De collocale stelsels V(1) en V'(n) hebben nu zeker de vertak-
kingselementen gemeen — immers de raaklijnen uit V aan K3,
Bovendien hebben ze den straal Va als dubbelstraal gemeen.
In beide stelsels moet nu een quadratische involutie voorkomen
met de paren iy, [aits, terwijl van het derde paar het dubbel-
element Va gemeenschappelijk is, Daaruit volgt, dat ook het
tweede element van dit paar gemeenschappelijk moet zijn,
d. w. z. Vb is ook dubbelelement in het systeem V'(p). Dan moet
echter het punt q, waarin Vb K* nogmaals snijdt, raakpunt zijn
van een raaklijn uit T, dus correspondeeren met p.

Uit het voorgaande volgen de stellingen:

Ellc der drie stelsels van correspondeerende punten wordt uit
ieder punt der K* door een quadratische straleninvolutie in zich-
zelf geprojecteerd. Tot die involutie behooren ook de vier raaklijnen
uit het projectiecentrum, tot twee paren vereenigd. (E. WEYR).



Uit elk puntquadrupel op een K* kan men alle andere verkrijgen
door het achtereenvolgens uit alle punten der kromme op haar te
projecteeren. (J. DE VRIEs),

13 — Zijn ay, a, en Xy, X, twee paren correspondeerende pun-
ten van hetzelfde stelsel, dan moeten volgens art, 12 de snijpunten
(a1, axx,) =my en (axy a,x,) =m, op K? liggen. Immers,
bepalen we het snijpunt m, van a,x, met K3, dan kunnen we uit
dit punt a, en a, projecteeren op K2 De eene projectie 1S Xy,
doch daar bij x; slechts één punt van 't zelfde stelsel behoort
als a;, a, en dit het punt x, is, moet de projectie van a, uit m,
ook x, zyn.

Evenzoo wordt uit het snijpunt van a,x, met K3, het punt
m,, a, geprojecteerd in x,.

We kunnen echter m; en m, ook beschouwen als de projecties
van a, en a, uit x, op K? of van q, en a, uit x,. Volgens art. 12
moeten m, en m, dan ook correspondeerende punten zijn, be-
hoorende tot hetzelfde stelsel.

Beschouwen we een der drie paren correspondeerende punten
b.v. @, en a, als centra van twee in [2,2] staande stralenbundels,
dan hebben we hier weer het geval van I. 8. Immers met a,x,m,
komen dezelfde stralen a,m,x, en a,x,m, overeen als met ayMyXy,

De [2, 2] is dan weer een projectiviteit van twee quadratische
involuties in half-perspectieve ligging.

We kunnen omgekeerd aantoonen, dat, indien twee centra
van straalbundels zoo gekozen zijn, dat de [2, 2] overgaat in een
projectiviteit van twee quadratische involuties, deze centra
correspondeerende punten zijn,

Noem de punten a, en a,. Het tangentiaalpunt van a, zij ¢.
Met de raaklijn a,t in @, komen overeen de stralen a,a, en
at. De straal a,a; moge K® nogmaals snijden in p. Uit de
projectiviteit der involuties volgt, dat het derde snijpunt van
at met K* moet liggen op a,p d.w.z. het valt samen met a,.
De rechte ayt is dus raaklijn aan K*® in a,. De punten a, en a,

4%



hebben dan een gemeenschappelijk tangentiaalpunt ¢ d.w.z.
het zijn correspondeerende punten.

De vier punten, waarin de overeenkomstige stralenparen der
projectieve involuties elkaar op K* snijden, vormen met de
centra de hoekpunten van een volledige vierzijde. Daarin zijn de
tegenpunten dus correspondeerende punten en daar ze door
projectie in elkaar overgaan, zijn het punten van hetzelfde stelsel.

Passen we de stelling van MACLAURIN (art, 10) toe op deze
volledige vierzijde, dan vinden we:

De drie tangentiaalpunten van de paren tegenpunten van een
volledige vierzijde op een K*, liggen op een rechte.

14 — Een quadratische involutie heeft twee dubbelelementen.
Als stelsel van de [2, 2] zou zij vier dubbelelementen moeten heb-
ben.

Bij nadere beschouwing blijkt, dat ieder dubbelelement over-
eenkomt met twee vertakkingselementen.

Een vertakkingsstraal van 't stelsel (a,) moge K? raken in r.
Hiermee komt overeen de dubbelstraal a,r. Zij 't derde snijpunt
van a,r met K® het punt s. De straal a5 is dan in de involutie
toegevoegd aan a,r. Aan een vertakkingsstraal is echter een
andere vertakkingsstraal toegevoegd. Dus is a;s ook vertak-
kingsstraal d.w.z. a,s raakt de K? in s, Met de vertakkingsstralen
a,;s en a,;r komt dus één dubbelelement a,r overeen. Hieruit
volgt:

Wanneer een kromme K* wordt voortgebracht door twee pro-
jectieve involuties in half-perspectieve ligging, dan liggen van de
vier raaklijnen, die men uit elk involutiecentrum aan K* kan trekken,
tweemaal twee raakpunten op een straal door het andere centrum.

(R. Sturm).

Of, daar de centra correspondeerende punten zijn:

De rechte, die de raakpunten van twee uit eenzelfde punt P van
K* getrokken raaklijnen verbindt, gaat door een der met P corres-
pondeerende punten.



We zijn daarmee langs een anderen weg teruggekeerd tot de
laatste stelling van art. 6.

Is het punt P een buigpunt, dan is elk der raakpunten van de
uit P getrokken raaklijnen tevens een correspondeerend punt
van P. Uit de gevonden eigenschap volgt:

De raakpunten der drie uit een buigpunt aan K* getrokken raak-
lijnen liggen op een rechte.

Ook het omgekeerde van deze stelling geldt:

Wanneer de raakpunten van drie uit eenzelfde punt P der
K? getrokken raaklijnen op een rechte liggen, valt het raakpunt
van de vierde raaklijn met P samen en is dit punt een buigpunt.

In art. 5 vonden we, dat de kegelsnede door de punten van
een quadrupel en zijn tangentiaalpunt de poolkegelsnede van dit
tangentiaalpunt is. Bij een buigpunt liggen drie van deze punten
op een rechte. De poolkegelsnede is dus ontaard in twee rechten,
waarvan één is de stationaire raaklijn aan K® en de andere de
verbindingslijn h der andere drie raakpunten.

Uit een buigpunt en één van zijn correspondeerende punten
wordt K* voortgebracht door twee projectieve involuties in half-
perspectieve ligging. Zij 7 het buigpunt en s het correspondeerende
punt. Van de involutie (s) zijn de dubbelstralen si en bovengenoem-
de verbindingslijn A der drie met i correspondeerende punten,
De dubbelelementen van een involutie scheiden de elementen
van elk involutorisch paar harmonisch. Op een willekeurigen
straal uit 7 is dus het snijpunt met A harmonisch toegevoegd aan
i t.0,v. de beide andere snijpunten met K* Om deze reden heet
h de harmonische poollifn van i.

Uit s gaan vier raaklijnen aan K3 Hun raakpunten moeten
volgens het voorgaande twee aan twee liggen op rechten door i,
de dubbelstralen van de involutie (7). De beide andere raaklijnen
uit 7 aan K* zijn overeenkomstige stralen der involutie. Deze
worden dus weer harmonisch gescheiden door de genoemde dub-



belstralen van (i). Hetzelfde is het geval met den straal i s en de
stationaire raaklijn.

15 — Verbinden we de overeenkomstige punten van een der
drie stelsels van correspondeerende punten door rechten, dan
omhullen deze een kromme van de derde klasse.

Zij m het centrum van de quadratische straleninvolutie, waar-
door we de punten van 't stelsel projecteeren. Deze involutie
heeft twee dubbelstralen d. z. stralen, die overeenkomstige
punten verbinden. Dit zijn dus twee raaklijnen aan de omhulde,
Voorts behoort bij m als punt van ’t stelsel nog een correspon-
deerend punt. De verbindingslijn is volgens definitic ook een
raaklijn, Uit m gaan dus 3 raaklijnen aan de kromme. Deze 1s
dus van de 3e klasse.

De drie stelsels van correspondeerende punten eener K23
geven aanleiding tot drie krommen C, van de 3e klasse, die door
de verbindingslijnen der paren worden omhuld.

C, heet de Cayleyana van K?, K*® de Hessiana van C,.

Door de quadratische involutie wordt de straal naar het cor-
respondeerende punt toegevoegd aan den straal naar m zelf
d.i. aan de raaklijn in m aan K®, Daar twee overeenkomstige stralen
door de dubbelstralen harmonisch gescheiden zijn, volgt hieruit:

Van de drie raaklijnen uit een punt van K® aan de Cayleyana,
wordt de raaklijn, die naar het correspondeerende punt gaat, van
de raaklijn in het punt aan K* harmonisch gescheiden door de beide
andere raaklijnen.

Zijn a,, a, twee correspondeerende punten en x;, X, een ander
paar, dan snijden a,x, en a,x, elkaar in een punt van K2, 't punt
m. Laten we x; zeer dicht naderen tot a,, dan zal x, zeer dicht
liggen bij a,. De lijnen a,a, en x,x, zijn beide raakljnen aan
de Cayleyana. Het snijpunt s van deze rechten wordt in den grens-
stand, waarin x, samenvalt met a, en X, met a, het raakpunt
van a,a, aan C,. Het punt m gaat dan over in het derde snijpunt
van a,a, met K? Uit de volledige vierzijde, gevormd door de



rechten sa,a,, sx;x,, XiMy@y €n X,mea; volgt nu, dat m van s
harmonisch gescheiden is door de rechten a;X; en a,x,. Valt
*1X; samen met a,a, dan moeten dus m en s evenzoo harmonisch
gescheiden zijn door de punten a,, a,. Derhalve:

Het raakpunt van C, met de verbindingsliin van twee corres-
pondeerende punten is van het derde snijpunt dezer rechte met
K® harmonisch gescheiden door dit paar correspondeerende pun-
ten,

16 — Trekken we nu uit een punt m, de drie raaklijnen aan
de Cayleyana: m, m, s, my ay a, en my by by, waarin m,, m,, a;, ay,
by, b, drie paren correspondeerende punten zijn,

We vonden reeds, dat de snijpunten n, = (a,a,, bb,) en
Ny = (ayby, a,b;) correspondeerende punten zijn, De punten m,,
Ny, @y, Qy, by, b, vormen echter ook de hoekpunten van een vol-
ledige vierzijde op de K* d.w.z. m, en n, zijn correspondeerende
punten. Dus vormen m,, m,, n,, N, een puntquadrupel.

mny i1s dan ook een raaklijn aan de Cayleyana. Denken we s
als projectiecentrum, dan wordt m, geprojecteerd in m, en moet
n, geprojecteerd worden in n,, omdat buiten m, en n, alleen nog
T, met my correspondeert. Dus snijdt mn, de K3 in het punt s,
Het raakpunt van mn, met de C, is het punt r, dat door ny en ny,
harmonisch gescheiden wordt van 5.

Trekken we ook uit m, de drie raaklijnen aan C,. Dit zijn my m, s,
My €y €y en my d, dy. De diagonaalpunten van den volledigen vier-
hoek ¢, ¢, d, d, moeten volgens dezelfde redeneering weer zijn
de beide punten, die met m, en my het quadrupel vormen d.w.z.
het zijn de punten ny en ny. De rechte nyn, is dus gemeenschap-
pelijke diagonaal van ayay b, b, en ¢, ¢,d, d,. Deze diagonaal
snijdt m, a, a,, m, b, b,, m, €y Cy en myd, d, in punten «, B, v, 3,
die opeenvolgend harmonisch gescheiden zijn: « van m, door
@, @y; B van m, door b,, b,; v van m, door €1, Ca3 6 van m, door
dy, dy, dow.z. o, % ¥, 0 ziin de punten, waarin m, a, a., my b, b,,
My €y ¢y en mydyd, de Cayleyana raken.



De rechte n, n, s heeft dus met C; zes punten gemeen. De
Cayleyana is van de zesde orde.

Uit de genoemde vierhoeken volgt verder, dat o, {3, n;, en n,
en v ,5, ny, n, harmonische groepen zijn, zoodat («, B), (v, 9),
(r, s) drie paren zijn van een involutie met dubbelpunten n;, n,.
De punten «, 3, v, 8 kunnen drie verschillende involuties bepalen.
Een kromme C.® als Cayleyana beschouwd, kan dus behooren
tot drie verschillende Hessiana’s. De dubbelpunten der involutie
en het, aan het raakpunt r toegevoegde punt, vormen dan drie
punten der Hessiana, terwijl de raaklijnen aan C; in de paren
toegevoegde punten nog twee punten van K2 leveren.

17 — Is i een buigpunt van K3 en s het raakpunt van een uit i
getrokken raaklijn, dan zijn deze punten te beschouwen als cor-
respondeerende punten, omdat { met zijn tangentiaalpunt samen-
valt.

Het derde snijpunt van i s met K® is nu met s samengevallen.
Het raakpunt van deze rechte met de Cayleyana, dat van het
derde snijpunt harmonisch is gescheiden door i en s, moet nu
ook terecht komen in s. K? en C; raken elkaar dus in s en hebben
daar de raaklijn si gemeen, Hieruit volgt:

De Cayleyana wordt door K* aangeraakt in de correspondeerende
punten der buigpunten.

18 — Om te weten te komen of C; en K® nog andere punten
gemeen kunnen hebben, moeten we nu het aantal der buig-
punten bepalen. Dit kan op de volgende wijze gevonden worden:

Uit een van de punten m van een K* trekken we een snijlijn
m a b. Beschouwen we de punten a en b als tangentiaalpunten,
dan is aan elk een puntquadrupel toegevoegd, dus aan den straal
mab acht stralen naar de punten dezer quadrupels.

Beschouwen we a en b als raakpunten dan is aan elk één tan-
gentiaalpunt toegevoegd en aan ma b een tweetal stralen naar



die tangentiaalpunten. Deze stralenovereenkomst kan uitge-
drukt worden door een vergelijking, die ten opzichte van de beide
parameters van den tweeden en den achtsten graad is. Voor
een coincidentie worden de parameters gelijk en de vergelijking
dus van den tienden graad. De straalbundel (m) bevat dus tien
stralen, die tot beide stelsels gerekend moeten worden. Eén
daarvan is de raaklijn in m, de andere negen gaan naar punten
van K3, die met hun tangentiaalpunten samenvallen. Dus:
Een K*® heeft negen buigpunten.

Daar nu van de drie met een buigpunt der Hessiana corres-
pondeerende punten telkens maar één ligt op een der drie Cayleya-
na's, raakt de C; de K*® in negen punten. De krommen resp.
van de zesde en de derde orde kunnen buiten deze raakpunten
geen andere punten gemeen hebben.

19 — De harmonische poollijn & van i snijdt K® nog in twee
punten n, en n,, die met s (zie art. 17) en i een quadrupel vormen
en dus tot hetzelfde stelsel behooren als s en i. C; wordt dus
ook door h aangeraakt en wel in het punt r, waarvoor (n; n, r s)
= — I.

Vergelijken we met art, 16, dan hebben we hier, dat i en s
de punten m, en m, vervangen. Voorts is § uit art. 16 samenge-
vallen met m,. Het punt r is weer het raakpunt van n, n, (d.i, h)
met C,.

De punten van het quadrupel met s als tangentiaalpunt zijn
hier de punten a,, a,, by, by, want ia,a,, en ib,b, zijn de dubbel-
stralen van de involutie () dus de raaklijnen uit { aan C;. Zijj
raken C, in haar snijpunten «, 3 met k. Van de drie raaklijnen
uit s aan C, zijn twee samengevallen in si, de derde is h. Van de
raakpunten y en § moet dus een zijn samengevallen met s en het
andere met r. Dit laatste punt is dus één der keerpunten, die een
C, als reciproke kromme eener K® moet bezitten. Dus: De har-
monische poollijnen eener K*® zijn de keerpuntsraaklijnen der drie
bijbehoorende Cayleyana's. De keerpunten liggen harmonisch met



de punten, die K® met haar harmonische poollijnen gemeen heeft.

20 — Uit een buigpunt i trekken we twee rechten, die K* nog
in 4 punten aj, ds, by, by snijden. Brengen we door die punten
een K2, dan snijdt deze K® nog in twee punten, die eveneens
moeten liggen op een straal door i.

De harmonische poollijn h van i blijkt de poollijn van ¢ t.o0.v.
K2 te zijn, waaruit het bewijs onmiddellijk volgt. Dus:

Een buigpunt i is tegenpunt van elk puntquadrupel, waarvan de
punten twee aan twee liggen op stralen door i.

Hieruit volgt, dat als men de ontaarde kegelsnede (a,a., b,b,)
neemt, de snijpunten van deze rechten met K3, dus a; en b,
ook liggen op een straal door i. Bovendien snijden a,a, en b;b,
elkaar op de harm. pooll. van i.

Dus:

Snijdt men K* door een rechte in de punten a,, a, en a, en trekt
men de rechten ia,, iay, ia; die K* nogmaals snijden in de punten
b,, b., b, dan liggen deze eveneens op een rechte.

Deze uitkomst is een bizonder geval van de stelling in art. 10
bewezen. Immers in i heeft de stationaire raaklijn drie punten
met K® gemeen.

Vallen a, en a, samen, dus ook b, met b,, dan hebben we:

Trekt men uit een buigpunt een rechte, die K® snijdt in twee
punten a en b, dan snijden de raaklijnen in deze punten aan K*
getrokken, elkaar op de harmonische poollijn van het buigpunt.

(MACLAURIN).

Vallen a,, a. en a; samen, dan moeten ook by, b, en b, samen-
vallen en krijgt men:

De raaklijnen in twee buigpunten snijden elkaar op de harmonische
poollijn van 't buigpunt, dat met hen tn een rechte ligt. (CREMONA).

Zijn 1y, Ts, I3 de snijpunten der raaklijnen in drie op een rechte
gelegen buigpunten 1y, is, i, dan gaan de harm. poollijnen H,,
H,, H, dus achtereenvolgens door ry, 1, en r;.



H, snijdt de lijn i,i,i; in een punt, dat door i, en i, dus ook
door hun raaklijnen harmonisch gescheiden wordt van i, dus
moet H, de rechte ryr; ontmoeten in een punt p,, zoodat (i p, r, 1)
=—1,

Daar nu i, 1,, i3 op een rechte gelegen zijn, moeten de punten
D1y P2y P; Waarvan zij door de hoekpunten van driehoek r, r, 1y
harmonisch gescheiden zijn, uit de overstaande hoekpunten ge-
projecteerd worden door lijnen, die door één punt gaan.

De harmonische poollijnen van drie in een rechte gelegen buig-
punten gaan door één punt. (PLUCKER).

Brengen we 't slot van art. 1g hiermee in verband, dan vinden we:

wDe keerpuntsraaklijnen eener Cayleyana gaan drie aan drie
door twaalf punten.”

21 — Een ander bewijs voor bovengenoemde stelling van Cre-
mona is dit:

Uit een punt P buiten K*® kunnen zes raaklijnen getrokken
worden aan de kromme, Door de zes raakpunten gaat een kegel-
snede, de poolkegelsnede van P. Noemen we de raakpunten
Ty Ty Ty Ty, T €0 1, dan zal de rechte ryr; moeten gaan door het
tegenpunt der punten ry, 7y, 'y, Iy Vallen r; en r; samen, dan moet
P liggen op de raaklijn in het buigpunt (rs, ;) en het tegenpunt
valt in het buigpunt. Dus:

Een buigpunt is tegenpunt voor elk viertal punten der K®, wier
raaklijnen elkaar snijden in één punt op de raaklijn van het buigpunt.

Leggen we P in het snijpunt van twee stationaire raaklijnen,
dan vallen, als we i, als het tegenpunt beschouwen, twee der
punten r, r, ry ry samen in iy, b.v. r, en ry. De ontaarde kegelsnede
(riry, ryry) bestaat nu uit de raaklijn in 7, en de rechte ryr,.
De laatste moge K® nog snijden in een punt s. Dan moet nu s
gaan door {,. Doch i,i, snijdt K?® in een derde buigpunt f;. Dus
valt s samen met i,.

Nu zijn ry en r, de snijpunten met K® van een rechte uit i,
De raaklijnen in deze punten snijden elkaar op de harmonische
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poollijn van het buigpunt i Zij snijden elkaar echter in het
snijpunt van de raaklijnen der punten 7, en i,. Waarmee genoemde
stelling bewezen is.

Volgens CremorA liggen de tangentiaalpunten, behoorende bij
zes door een K2 vereenigde punten van K? weer op een kegel-
snede. Dus ook de tangentiaalpunten van ry, 7a, g s 755 T
Deze kegelsnede heet de satellietkegelsnede van P. Passen we de
stelling van KUPPER toe, dan moet het tangentiaalpunt van i
tegenpunt zijn van de tangentiaalpunten van ry, 7y, I's, I'y. Daar
het tangentiaalpunt van i met dit punt samenvalt, blijkt i ook
tegenpunt van de tangentiaalpunten van elk viertal punten, wier

raaklijnen elkaar snijden in één punt op de stationaire raaklijn van 1.



HOOFDSTUK IV

1 — In III, 7. gaven we de stelling van EmiL WEYR:

,Snijdt een bewegelijke raaklijn van een vaste kegelsnede D,
een andere vaste kegelsnede K® in a,, a, en zijn m,, m, de snijpun-
ten van K? met een vaste raaklijn van D,, dan is de m. p. der
punten p, = (m,a;, m,a,) en p, = (ma,, mya;) een kromme der
derde orde, die door m, en m, gaat.”

Zijn twee kegelsneden K* en D, gegeven en een rechte m,ms,
die beide kegelsneden snijdt (m; en m, op K?), dan is de m. p.
van de punten p, = (ma;, m.a,) en py(m,a,, mya,) een K* met
m, en m, als dubbelpunten. Onder a, en a, verstaan we weer de
snijpunten met K* van een raaklijn aan D,,

Zoodra echter m,m, raaklijn wordt aan D,, worden de twee-
tweezinnige straalbundels half-perspectief en gaat dus K' weer
over in een K® en de rechte m,m,. Van de beide raaklijnen in het
dubbelpunt m, is de eene samengevallen met m;m,, de andere
verbindt m, met het tweede snijpunt met K? van de raakliyjn, die
men uit m, nog aan D, kan trekken; m, en m, zijn nu enkelvoudige
punten van de K%

Volgens III. 5 moet p,p, steeds gaan door p;, de pool van m;m,
t.o.v. K2 Trekken wij in m,m,, de raaklijnen aan K,, dan is het
snijpunt het punt p;. Dit punt is ook gelegen op K*

Het derde snijpunt van mym, met K* vinden we als volgt:
Als de bewegelijke raaklijn a,a, oneindig dicht tot m,m, nadert,
komt a, oneindig dicht bij m,, a, bij m,. Van de volledige vier-
zijde gevormd door mya,, m,a, m.a, en mya, zal nu het snij-
punt p, samenvallen met p,, terwijl p, zal vallen op mym, en wel
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in het raakpunt van m;m, met D,. Uit de vierzijde volgt verder,
dat nu dit raakpunt harmonisch geconjugeerd moet zijn aan
het snijpunt van a,a, met m;m, t.o,v. m, en m,, Dit punt is echter
gelegen op K3, dus het derde snijpunt van m,m, met K® Zooals
we zagen is m, geconjugeerde pool van p; t.o.v. den bundel
kegelsneden door de raakpunten van het quadrupel met p, als
tangentiaalpunt. We vinden m; dus door uit p; de rechte te trek-
ken door het raakpunt van m; m, met D, en in de snijpunten
van deze rechte met K* de raaklijnen te construeeren aan K=
Deze snijden elkaar in m,.

Trekken we de gemeensch. raakl. aan K® en D,, dan zijn de
raakpunten op K2 de 4 coincidenties c;, ¢y, ¢3, ¢, van de symme-
trische verwantschap. Dit zijn ook 4 punten van K3 nl, de 4 pun-
ten, die K2 en K2 buiten m, en m, gemeen hebben. De rechten

5C1y PsCay PsCs €0 PsCy zijn raaklijnen aan K2,

Bepalen we nu de diagonaalpunten van den volledigen vier-
hoek c;c.cs¢y, dan zijn dit eveneens drie punten van K3, die
met p, het quadrupel vormen, dat m; tot tangentiaalpunt heeft,

De vier snijpunten van K® en D, zijn de 4 vertakkingspunten
van de [2]. Trekken we in deze punten vy, vy, vy, v, de raaklijnen
aan D,, dan snijden deze K2 nog eens in de dubbelpunten d,, d,,
d;, d;. Met m,v, komt nu overeen de dubbelstraal m,d,; mv,
is dus raaklijn aan K® in het snijpunt met m.d,.

Evenzoo m,v, een raakliin met raakpunt op m,d,. Dus:
,,De stralen, die m, en m, verbinden met de snijpunten v,, v,, vy,
v, van K* en D, zijn de door m, en m, gaande raaklijnenquadrupels
van K2 Haar raakpunten liggen in de snijpunten met de rechten,
die m, en m, verbinden met de dubbelpunten d,, d,, d,, d,."”

(E. WEYR).

2 — We willen nu de snijpunten zoeken van K?* met een wille-
keurige rechte G.

Als een punt = op G zich beweegt, beschrijven de stralen
my=, mym twee perspectieve straalbundels. Deze snijden K2
nog in de puntreeksen (Z) en (7). Deze reeksen zijn projectief.
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De dubbelpunten zijn de snijpunten e, f van K2 met G.

De rechte &x omhult een kegelsnede C. Deze raakt K2 in e
en f en raakt ook aan m,ms,.

De bundels (myn) en (m,£) zijn ook projectief, de snijpunten
van overeenkomstige stralen liggen op een kegelsnede C’. Deze
kegelsnede gaat door e, f, m,, m, en het snyjpunt der raaklijnen
in m; en m, aan K* d. i. het punt p,.

De punten m, (m,) vinden we, als = het snijpunt is van de
raaklijn in m;(m,) aan K® met de rechte G.

Het punt p, komt overeen met het snijpunt van m,m, met G.

Met elke rechte G komt dus een kegelsnede C overeen en een
kegelsnede C'.

Omgekeerd komt met elke kegelsnede C, die m,m, tot raaklijn
heeft en bovendien K2 raakt in de punten e, f één rechte overeen
nl. G (= ef). en bovendien één kegelsnede C'.

Wordt &7 een raaklijn van D,, dan ligt het punt = = (m,E,
myn) op K°. Dus is &7 een gemeenschappelijke raaklijn van D,
en C, Deze kegelsneden hebben vier gemeenschappelijke raak-
lijnen, waarvan m,m, er een is. Daar in 't algemeen G niet gaat
door my, kan mym, niet met een snijpunt van G en K* corres-
pondeeren. De andere drie leveren de gezochte snijpunten van
G met K3,

Vallen twee gemeenschappelijke raaklijnen van D, en C samen
d. w. z. raken D, en C elkaar, dan vallen ook twee der snijpunten
van G en K® samen en wordt G dus een raaklijn aan K*.

Vallen alle drie de gemeenschappelijke raaklijnen samen
d. w. z. osculeeren D, en C elkaar, dan zal G drie samenvallende
punten met K* gemeen hebben en is G dus een stationaire
raaklyyn aan K3,

Hieruit volgt:

»De raaklijnen van K* zijn de raakkoorden van K* met die
kegelsneden C, die tweemaal raken aan K* en bovendien aan de
rechte mym, en aan de kegelsnede D,."

»De stationaire raaklijnen van K* zijn de raakkoorden van
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K? met die kegelsneden C, die tweemaal raken aan K2, de kegel-
snede D, osculeeren en raken aan mym,.”’
(E. WEYR.)
Het onderzoek naar de onderlinge ligging der buigpunten
is hierdoor teruggebracht tot dat naar de in de laatste stelling
genoemde osculeerende kegelsneden, Wijl er negen buigpunten
zijn, moeten er ook negen zulke kegelsneden voorkomen.

3 — Draait de rechte G om een punt w, dan beschrijven
de punten e, f een involutie op K?, wier dubbelpunten de raak-
punten der beide uit = aan K* getrokken raaklijnen zijn. Volgens
de eerste van bovengenoemde stellingen moet men, om de
raaklijnen te vinden, de kegelsneden C bepalen, die de rechte
mym, en D, raken en bovendien raken aan K* in de punten e, ifs
Deze laatste punten echter, deel uitmakende van een involutie,
moeten harmonisch liggen ten opzichte van de dubbelpunten
dezer involutie, d. z. de raakpunten van de raaklijnen uit =
aan K2,

We moeten dus om de raaklijnen uit = te construeeren, de kegel-
sneden C vinden, die raken aan mym,, aan D, en bovendien aan
K? in twee punten, die harmonisch liggen ten opzichte van de
raakpunten der raaklijnen uit 7 aan K2

4 — We willen nu de raaklijn bepalen in een punt p, dat
volgens de methode van art. 1 uit een raaklijn a,a, aan D, is
afgeleid.

De raaklijn a,a, worde oneindig weinig om het raakpunt ¢
gedraaid. Daardoor gaan a, en a, over in de punten b, en b,
oneindig dicht er bij gelegen. De rechten a,b, en a;b, zijn dan
raaklijnen aan K2 Bij den nieuwen stand van de raaklijn be-
hoort een punt p; op K? oneindig dicht bij p liggende. De rechte
pp, is dan de raaklijn aan K? in het punt p.

Een straalbundel in ¢ snijdt op de raaklijnen in a, en a, perspec-
tieve puntrecksen in, die in de straalbundels met m, en m, als



toppen een projectiviteit teweegbrengen. De snijpunten van
overeenkomstige stralen liggen op een kegelsnede C. De punten
p en p; zijn dus ook twee oneindig dicht bij elkander liggende
punten van die kegelsnede en pp, dus ook een raaklijn daarvan.

Beschouwen we de volledige vierzijde, gevormd door de
rechten a,m,, a,m,, a,m,, a,m, en daarbij den zeshoek van Pascar,
gevormd door deze rechten met de raaklijnen aan C in p = (m.a,,
mya,) en p’ = (ma,, ma,), dan blijkt, dat de raaklijn in p de
rechte a,a, snijdt in een punt, dat harm. toegevoegd is aan 't
snijpunt van p'p met a,a,.

Laten we a,a, oneindig weinig draaien tot den stand b,b,
dan krijgen we voor de aldus gevormde figuur eenzelfde be-
schouwing.

Bij den grensovergang blijkt nu het snijpunt van p'p met a,a,
het raakpunt ¢ te zijn van a,a, met D,.

Bepalen we dus het punt ¢’ zoo, dat (a,a,t t') = — 1, dan zijn
pt" en p't’ de gezochte raaklijnen aan K2,

De beide kegelsneden K* en D? snijden elkaar in de vier ver-
takkingspunten vy, vy, vy, vy d. w. z. maken deel uit van een
bundel met deze basispunten, Van een bundel raken echter twee
kegelsneden aan cen bepaalde rechte. Voor de tweede kegel-
snede rakende aan a,a, als D, beschouwd, zal nu ¢ het raakpunt
moeten zijn. Uit (a,a,t t') = — 1 blijkt immers, dat ¢ ent’ invo-
lutorisch overeenkomen.

Als D, den drager K* in een punt d raakt, zijn in dit punt
twee punten V samengevallen, dus ook twee raaklijnen uit m,,
evenals twee raaklijnen uit m,. Hieruit volgt, dat in dit geval d
een dubbelpunt is van K°,

Hebben K* en D, drie samengevallen punten gemeen, dan
moeten drie raaklijnen uit m, of m, samengevallen zijn en is
dus het punt een keerpunt van K2,

4 — De constructic door middel van de symmetrische ver-
wantschap kan worden aangewend om verdere punten van een
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K3 te bepalen, die volgens de methode van CHASLES gebracht
wordt door g gegeven punten. Dit kan op de volgende wijze
worden uitgevoerd,

De punten mogen zijn a, b, c, d, e, f, g, h, i. We bepalen
volgens CHASLES eerst een punt P z36 gelegen, dat de dubbel-
verhouding der stralen Pe, Pf, Pg en Ph dezelfde is als die der kegel-
sneden K, (abcde), Ky(abedf), Ky (abedg) en K,(abedh) en tevens
de dubbelverhouding van Pe, Pf, Pg, Pi dezelfde als die der
kegelsneden K;, K,, K; en K; (abcdi).

We beschouwen nu een der punten, b.v, a, als een punt m,
(art. 1) en een ander, b.v. d, als coincidentie van de symmetrische
verwantschap, overeenkomende dus met een der punten ¢ van
arteaRTs

De raaklijn T in d aan K® is de raaklijn in dit punt aan die
kegelsnede van den bundel (a, b, c. d) die volgens onze construc-
tie projectief overeenkomt met Pd. Is deze bepaald, danvindt
men het tangentiaalpunt p, als volgt: met elk punt x op T komt
overeen een kegelsnede (abcdx), een raaklijn aan deze kegel-
snede in d en een straal Px, Er is op deze wijze dus een projec-
tiviteit tusschen de straalbundels in P en in d. Overeenkomstige
stralen snijden elkaar op een kegelsnede A, die te bepalen is.

Met straal Px komt volgens onze beginconstructie ook een
kegelsnede van bundel (a, b, ¢, d) projectief overeen en daar-
aan eveneens een raaklijn in d. Dus bestaat tusschen de straal-
bundels in P en in d nog op deze wijze een tweede projectiviteit
met als meetk. pl. van de snijpunten der overeenkomende stralen
een tweede kegelsnede B. De kegelsneden A en B raken elkaar
in d en gaan beide nog door P, Ze zullen dus nog één snijpunt
buiten P en d hebben. De straal uit P naar dit snijpunt moet,
zooals licht is in te zien, de rechte T snijden in haar snijpunt
met K® Dit punt is dus p,.

Om nu weer de raaklijn in p; en haar tangentiaalpunt te be-
palen, kan men de constructie van CHASLES herhalen voor negen
der nu bekende punten van K? waaronder dan p,; wordt opge-
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nomen en wel als basispunt van den te gebruiken K2-bundel,
Men vindt dan het punt m,.

Het snijpunt van mm; met K*® kan nu op analoge wijze ge-
construeerd worden als hiervoor het tangentiaalpunt p,.

De kegelsnede K* is dan bepaald: zij moet gaan door d en in
m; en m, raken aan p,m, en pym..

Trekken we vervolgens uit m; en m, de rechten naar twee
andere gegeven punten, b.v. naar e en f, en bepalen de snijpunten
van deze vier rechten met K2 resp. q1; g2» Ty €n Ty, dan moet D,
raken aan q,ry, aan g,r,, aan de raaklijn, getrokken aan K2 in
d en aan mym, in het punt (m), dat harmonisch is toegevoegd
aan m, ten opzichte van m, en m,.

Heeft men aldus K, en D, bepaald, dan kunnen alle andere
punten van K?* door middel van de symmetrische verwant-
schap gevonden worden. De beschouwingen van art, 3 en 4
leeren ons dan buigpunten en raaklijnen te construeeren.
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STELLINGEN
I

Het is bezwaarlijk om, alleen gebruik makende van de ver-
wantschap [2, 2], een sluitende theorie op te bouwen betreffende
de geconjugeerde polen op een vlakke kubische kromme.

II

In de ,,Theorie der ebenen algebraischen Kurven hoherer
Ordnung” van Dr. H. Wieleitner, staat op blz. 19:

,»Ein Punkt Q hat dieselbe s'® Polare in bezug auf die gegebene
n-ik, wie in bezug auf alle k' Polaren (k ) s) des nimlichen
Punktes”.

Deze stelling is geheel foutief geredigeerd.

III

De stelling: ,,Ein Wendepunct einer Curve ist ein Doppelpunct
fiir jede erste Polare eines Punctes der Wendetangente’” (Cremona,
Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen Curven,
iibers. von Max Curtze blz. 113)",
is fout, Zij geldt slechts voor één punt der stationaire raaklijn.

IV

Indien o ¢ || ¢ 1, geldt de betrekking:

.
w (1

/' cosp dep ® oy /' sin*® pde

- = =2 Anu’
(1 +a*—2axcos 9)! pe:
0 0

Vi—al sin’yp



v

De redencering, waarmede Charles Nordmann in ,,Einstein en
het Heelal’” (bewerking van Dr. S. L. van Oss), de Lorentz-con-
tractie tracht duidelijk te maken, is in strijd met een der grondprin-
cipes van de relativiteitstheorie.

VI

Ten onrechte wordt in het verslag van de Phys. Techn. Reichs-
anstalt over 1925 vermeld, dat bij de door die instelling gebouwde
modificatie van den dubbelen monochromator de dispersie ver-
dubbeld is.

Zeitschrift fiir Instrumentenkunde 46-176-1926.

VII

De opmerking, voorkomende in Grimsehl, Lehrbuch der Phy-
sik Bd. 2. 4e Aufl. pag. 560:

,,Die Erklirung fiir die Uebereinstimmung in der Wellenlinge
sowohl fiir Draht- als freie Wellen, kann nur darin gefunden
werden, dasz sich auch die Drahtwellen nicht im Drahte, sondern
am Drahte im umgebenden Dielektrikum bewegen.”
is niet juist.

VIII

Ten onrechte wordt in Chwolson, Lehrbuch der Physik, 2e
Aufl, Bd. II, 2 pag. 448 bij de behandeling van den photometer
van Bunsen, het als vanzelfsprekend aangenomen, dat, wanneer
de viek ter weerszijden even helder verschijnt, de betrekking
I, : I, =d,?: d,? geldt.

IX

Door waarnemingen in gepolariseerd licht zou uitgemaakt



kunnen worden, waaraan het geringe contrast is toe te schrijven
der Mars-photografién in blauw licht.
(Vgl. D. H. Menzel. The Astrophys. Journ. 1926, LXIIL. 48).

X

Het is van groot belang voor het onderwijs in de Natuurkunde
aan Gymnasium en H. B. S., dat aan de harmonische beweging
een meer centrale en belangrijker plaats worde toegekend.
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