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INLEIDING.

Als men de ontwikkeling van de theorie der oneindige
reeksen nagaat, blijkt deze in drie hoofdtijdperken verdeeld
te kunnen worden.

Het eerste tijdvak heeft betrekking op den tijd vodér Apen
en Cavcny. Practisch maakte men toen geen onderscheid
tusschen convergente en divergente reeksen, en gaf men zich
geen rekenschap van het al of niet geoorloofde van de be-
werkingen, die men op deze reeksen toepaste. Wel bemerkt
men hier en daar pogingen om een convergentiebewijs op te
stellen, zooals bij Lemsiz (1646 —1716), den bibliothecaris en
historiograaf van den hertog van Hannover. Lemniz stelde
het convergentiecriterium voor alterneerende recksen op, maar
aan den anderen kant schrijft hij 1 — 1 -1 .....=1.
De groote mathematicus Leonsarp Euvrer (1707—1783) is wel
een van de merkwaardigsle vertegenwoordigers van dit Lijd-
vak. Niet alleen op het gebied van de theorie der oneindige
reeksen, maar ook op dal van andere onderdeelen der wis-
kunde voert hij bewerkingen uil, die volgens de opvatling
‘an den modernen mathemalicus niet door den beugel kunnen.
Het eigenaardige feit, dal hij, niettegenstaande hij voortdurend
foutieve bewerkingen uitvoert, bijna altijd het juiste antwoord
vindt, d. w. z. het antwoord, dat men met de tegenwoordige
strenge en beter gefundeerde methoden krijgt, is wel een
bewijs van zijn mathematlisch genie. Wel was Eurer zich
er van bewust, dat hij met divergente reeksen werkle, maar
hij trachtte zich uit de moeilijkheid te redden, door een nieuw
sombegrip in te voeren. Hij trachl een functie /(x) te be-
palen, die in een reeks ontwikkeld, voor een bepaalde waarde
van x juist de divergente reeks oplevert. Als /(z) voor die
waarde van « beslaat en gelijk is aan S, dan noemt hij 8
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de ,som” van de reeks. Ken bezwaar, reeds door Nicoraas
Bervourrr tegen deze methode geopperd, is, dat wverschillende
uitdrukkingen voor bijzondere waarden der veranderlijke,
dezelfde reeks kunnen leveren. Zoo vinden we bijv. de reeks
1—1+4 —.... door in de uitdrukking

1 : :
l—l—a::I —xz+x*+ —....,dievoor |z |<<1 geldt,z=1
te stellen en krijgen dus !/o=1—1-.... Maar eveneens
krijgen we, als we in de idenliteit

— P
i——;:.q: 18 —"mP _{,_:L-’l _;L-T'+fl_+_w2q‘” ] p<q en |:;!.3 ‘ < 1,
z tot 1 laten naderen, tot uitkomst? =1—1+4+—..., dus

elke willekeurige breuk.

Deze methode, zonder nadere preciseering, is dus te ver-
werpen. Een feit is 't echter, dat gedurende een eeuw, deze
regel door vele wiskundigen werd toegepast en altijd tot juiste
uitkomsten leidde, terwijl de gevallen, waarin deze regel niet
opging, altijd voortkwamen uit speciaal geconstrueerde voor-
beelden. Men ging op deze wijze door, totdat Gavss, ApeL
en Caveny zich met deze oneindige reeksen gingen bezighouden.

Met het optreden van deze mannen begint in de Analyse
een geheel nieuw tijdperk. Zij stellen namelijk den eisch van
exacte behandeling der le bewijzen stellingen. Eigenschappen,
die voor een eindig aantal termen gelden, mogen maar niet
zonder meer op een oneindig aantal worden overgedragen.
Door Cavcny wordt een strenge definitie der convergentie
gegeven en door hem worden verschillende criteria opgesteld
en bewezen. Ager zegt van het werken met divergente recksen,
dat men zich moest schamen er eenig bewijs mede te geven.
De divergente reeksen werden dus in de Analyse als contra-
bande beschouwd, in de Astronomie echter werden ze wel
gebruikt, Het handhaven van dezen strengen eisch was
oorzaak, dat het leveren der bewijzen van verschillende pro-
blemen zeer moeilijk werd.

De vraag is nu, of we ons van de knellende banden van den
convergentieeisch kunnen ontdoen. Dit is gelukt, door aan
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het begrip ,som” een uithreiding te geven. We merken
daartoe op, dat een oneindige getallenreeks, in welken vorm
deze ook gegeven is, zonder meer geen beteekenis heeft, maar
dal deze bij definitie moet worden vastgesteld. Zoo definieert
men als ,som” van een oneindig voortloopende convergente
reeks de limiet, waartoe de som van n termen, te be-
ginnen bij den eersten, nadert, als 2 voortdurend toeneemt.
Reecksen, waarbij deze limiet niet bestaat, noemt men diver-
gent. Niets verhindert ons echter een andere definitie van
som van een oneindige reeks” in te voeren. Daartoe geven
we de volgende bepaling: Zij gegeven een reeks ao + ay 4 . ..
Voer nu met de lermen van deze reeks volkomen gedefinieerde
bewerkingen uit, indien deze als resultaat een gelal s geven,
dan is bij definitie s de som van de reeks X an; daarbij
eischen we, dat wanneer deze methode toegepast wordt op
convergente reeksen, het getal s gelijk zal zijn aan de som
van de reeks, genomen in de oude beteekenis van het woord.
Bovendien eischen we, dat de methode zoodanig is, dat als
> an en X by respectievelijk ,sommeerbaar” zijn tot 4 en B,
N (an -+ bn) sommeerbaar tot A 4 B is.

De methode heeft alleen dian zin, wanneer er minstens één
recks bestaat, die niel volgens de oude, maar wel volgens
de nieuwe beleekenis sommeerbaar is. )

Door Fronexios (1880) en Cesaro zijn het eerst stappen in
deze ricliting gedaan.

Als sn=ao+ ... anen sp' = LBl e S", terwijl

n 41 ;
lim sy =g, dan wordt s gedefinicerd als ,som” van de
n=yon
recks :':_, .

Het is gemakkelijk in te zien, dat deze melhode van som-
bepaling voor convergente reeksen dezelfde uilkomst geefl

n

als lim X ak. Toegepast op de reeks 1 — 14 —.... geeft
n-om 0
deze melhode als som /e.  Als lim sn’ bestaal en eindig is,
n=y oo

zegl men, dal de reeks sommeerbaar Cy is.
Heeft deze nieuwe somdefinitie voordeelen boven de
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oude? Ja; dit zullen we met enkele voorbeelden aantoonen.
Als Yan=4 en Sby=FB twee convergente reeksen
voorstellen, dan is de productreeks 3 ey =3 (ao by -}- . . an bo)
altiid C; sommeerbaar tot A B d. w. z.
. I_CO+CI+..-+CH__
lim C = —

HEVER n - 1 i

waarbij C, =co+ ...+ ¢, = ag B» + a1 B, 1 t...4+a, B
.
en B,. - E bu-
0

A B

Ye=n 7

DusE (i v— =E (@0 B, + ..+ a, Bo)=Ao By-+ A4, Ba_ -
Y=0 Y =0
Sieia + xlu Bu (JI y — S (!11).
en =3 By _ & A—4)B,_, 44> Bay
S = s R Ela r—o n -1 0 n -1

Daar 4, — A4- 0, als v- o en Ba_, begrensd is, nadert
de 1¢ term van het tweede lid tot 0, terwijl de laatste tot
A B naderf, wegens de convergentie van 2 bn.

Een analoog geval treedt op bij de Fourierreeksen.

Door ') Frigr is bewezen, dat als f(x) integreerbaar is
voor 0 = 2 = 27, en in @ een rechlsche en linksche
limiet heeft, de Fourierreeks steeds sommeerbaar is Lol
Yo [F (o 4 0) 4 f(zo — 0)]. (Zie pg. 22 van dit proefschrift).
Dus ook hier wordt na mmvoering van het nieuwe sombegrip
een veel eenvoudiger overzicht verkregen.

Door Cisaro is deze methode verder uitgebreid.

Hij stelt a0 +-.... 4+ an=12,=8? en verder voor k= 1
Sé)k_”“l“srlk—““’_---. ‘:::k_“—:a‘x(;k).

(k)

on k yH n -+ k!
Als nu S— -+ S|k vast en n+k - (n + £) dan
(n+/g) Ji nl el )
k

is de reeks X an bij definitie Cx sommeerbaar tot S.

‘) L. Feser. Untersuchungen iiber die Fourierschen Reihen, Math,
Annalen, Bd 58, S, 51, 1903.
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Door volledige inductie is gemakkelijk in te zien, dat

G = (" ¥ ]”) a -+ .. —}-( )au.

We merken op dat als Sy =1, S&’ = (” _};k).Demethode

komt dus neer op het vergelijken van de rij sy met de rij 1, 1, . ..
Door Hovper is de eerste methode anders uilgebreid.
Deze methode komt neer op 't volgende:

o 8
Stel a ...+ an=s en Hoter bl =t
n-+1
o (1)
0 +...F 8% _ @
— =8 ON%
o+ 1

Nadert si’ s, dan is de reeks H), sommeerbaar tot ¢

Het is gelukt aan te toonen, dat deze 2 laatste methoden
aequivalent zijn, zoodat uit de Cx sommeerbaarheid volgt de
Hy sommeerbaarheid en omgekeerd.?)

Men kan bewijzen, dat een noodzakelijke voorwaarde voor
de Cx sommeerbaarheid is, ::: =+ (0 als n—» .9

Hierdoor wordt dus het gebied, waarin de Cx methode Lot
een som voert, begrensd, d.w.z. reeksen, waarvoor :: niel tot
0 nadert, zijn niet Cx sommeerbaar,

Veel moeilijker is de volgende vraag: Alle convergente
reeksen zijn Ckx sommeerbaar, waar ligt nu in de verzame-
ling van alle Ck sommeerbare reeksen de scheidslijn tusschen
(:nln'crgnnle en divergente reeksen? Door Haroy ®) is bewezen,
dal } < K (K >0), de recks alleen dan sommeer-
baar is, dls > an convergeerl,

') Bull. des sciences math, (2) Bd, 14 8. 114—120. 1590,

Y \1:1111. Ann., Bd., 20, 8. 535—549 1882,

%) G. Faper. Sitzungsber. der Bayr. Akad. Math, Phys. Klasse, 1913,
]. Scanur. Math, Ann. Bd, 74 1913, 8. 519—531.
K. Kxorr. Theorie der Unendlichen Reihen S. 481.

‘) Kxorr. Theorie der unendlichen Reihen pg. 1\‘1

') Harpy. Proc. Lond., Matth. Soc. Serie 2 Vol. 8. 5. pg. 301—320. 1908,
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Een andere melhode bestaal hierin, dal, als gegeven is
2 an, men opschrijft 7(x) = X ax 2" Is nu de convergentie-
straal van deze reeks = 1 en lim f(2) =g, als = langs de
reéele as van 0 tot 1 nadert, dan noemen we > an A som-
meerbaar tot ,som” s. Door Apern?) is reeds bewezen, dat,

als X an=s, dus convergeert, lim /(z)=lim ¥ ¢a2® =3,
x—>1 x—>1

zoodat deze methode voor convergente reeksen de som
volgens de oude definitie geeft. Toegepast op de reeks
1—1+41-—+.... geeft deze methode als ,som” ,.

Alle reeksen, die Ck sommeerbaar zijn, zijn ook A som-
meerbaar. *) Het is niel moeilijk reeksen te maken, die wel
A sommeerbaar, maar voor geen enkele waarde van % som-

meerbaar Ck zijn.
1

Een voorbeeld levert hier de functie f(z) = ¢! +*
1
l+x-— Cemcth o e B o
ary '(l L)+ —’_p!(l—l—.’::)"l_””
: i By S e
Nu is voor | x| <1, ( —}—.q:)l‘_l - x4+ ...
e “yb(p Shal)s ”€p+n_—_:l]'c“+”“

We mogen nu schrijven
f(@)=2 an a® voor |z |<1.
:D — —
(_ 1)11 = P(p 1) ( n l) :‘)

met an =
p—1 n!p!
plp+1)...p+n—1)
Nu is |an | > ”'Pl =
__(p+n-—1) _m41)...n+p—1) np =1
S p—=!alpl T plip—1)! plip—1)!
| @t |

Zij nu p vast, dan 5> o0, als n- oo dil geldt
np

') ABEL. Journal f. d. reine und angew. Math. Bd. 1. pg. 311, 1826,
Kxorp, Theorie der unendl, Reihen pg. 175.
) Kxorp. Theorie der unendl. Reihen pg. 490,
‘) Het bewijs dat deze omvorming geoorloofd is, kan men vinden in
Kxopp. Theorie d. u. R. pg. 430433,
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voor iedere p, dus de reeks is voor geen enkele waarde van
p, Cp sommeerbaar, echter is ze wel A sommeerbaar tot e*.

3 e
Men kan verder bewijzen, dat als an <<=, ¢>>0, voor n = 1
n =

oo
en f(z)= ann x® eonvergeert voor |z | <1, terwijl /' () - s,
n—

als x langs de recele as van 0+ 1 nadert, ook X an = s, zoodat
de reeks alleen dan A sommeerbaar is, als ze convergeert.
Het bewijs van deze stelling is zeer ingewikkeld.

(Zie E. Laspav. Darstellung und Begriinding einiger neuerer
Ergebnisse der Funklionentheorie. pg. 45—56).

We bespreken verder een sommatie methode ingevoerd
door Borer.!') Bij de vorige sommatiemethode hebben we
opgeschreven

[(x)=2 an" voor || <1.Alsay+...+ an=2gn, n=0,1....
Nu kan /(x) ook geschreven worden als:

oo
\.‘
T
X)=
(%) 2 .
%
0

Sy AP

Bij die methode wordt dus de reeks X s, 2" vergeleken
met de reeks X 2", Bonren vergelijkt nu de reeksen

<1l a-n
28— en X ; en hij noemt een reeks sommeerbaar tot
n! !
xn
som s als e~ * X s, 8 voor x-r 0o,

Nemen we weer als voorbeeld de reeks 1 — 1 - — ...,
Hier is s2n4+1=0 en san=1, (n=0,1....), zoodat

g | 2} ] x* s il
28 = --|~2| TR 9
X -—X
: e* - e
Dus lim e * - e
X=pCD -

Voor de reeks 1 — 243 —4 4+ —.... wordl
8p — l, 8 — — l, 82 n— (H + I), S8an41 — — (” —{_ 1)1
n=10,1,2....

) E. Borer, Lecons sur les séries divergentes,
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xn
De reeks > snn—l wordt nu:
x x2 x3 x5
1 —— + 2 + 3 =11 — ...,

Daar deze reeks absoluut convergeert, mogen we de som
gelijk stellen aan

(1+2 g +)—(1—"1+9§f+3ff4):

1 4 BN h A B Y
E | ----)*"2(ﬁ+—3r+“ﬁ*---)

1 d 26x+e—x 1i ’e:(___e-—x_-
g—xﬁ("*e )*fwx("“ ) )—

2@ te)tx@—et)—(F—eY)—xl"+e%)_

4: —
_e&—2x¢*+3e
= o
. & —2xe 43¢
Dus lim e=* 2xe >+ = =1,
x - @0 4

Ook deze sommaliemethode voldoet aan de voorwaarde,
dat ze, toegepast op een convergente reeks, de som van die
reeks als uitkomsl geeft.

Is nl. X an=s, dan kan bij gegeven ¢ > 0, N z66 bepaald
worden, dat | sy voor n = N.

Dan is
@ AR @ G |
g—x\__,nf— ——lp L(“n*ﬁ"‘)
o nl 0 n! ‘
Iﬁ' Al 311
Se X (sn—9) | +ee=* > - < 2¢ voor & voldoend
0 nl o nl
groot.

Zijn twee reeksen > an en X by sommeerbaar tot A en B,
dan is ook X an -+ 3 X by sommeerbaar tot o A -+ 3 B.

Hierbij l‘noet nog opgemerkt worden, dat uit de sommeer-
baarheid van de rij so, 8,5 .... niel volgl die van de rij

81y 82483 40 4
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Hiervan is door Haroy een eenvoudig voorbeeld gegeven.

Beschouw de rij so, 81, 82.... die ontstaat uit:
3 2L x"
sin(e*) = > 8n—
n—10 n!

Daar e~ * sin ¢*— 0, als ¥ =+ o2, is o, 81. . . sommeerbaar tot 0.
Differentieeren we bovenstaande vergelijking, dan komt er:

o "
e* cos (e) =3 sn—
n—1 n.

Daar cos (¢*) niet tot een limiet nadert, als ¥ — o0, is de
rij $i,82.... niet sommeerbaar.

In dit proefschrift worden in hoofdstuk T en II twee nieuwe
sommatiemethoden besproken. In hoofdstuk III worden enkele
stellingen betreffende de sommeerbaarheid van de Fourierreeks
afgeleid, waarna in hoofdstuk IV uitvoerig wordt ingegaan
op de sommatiemethode, die door Haroy en Riesz is ingevoerd,
en die, vooral op het gebied van de Dirichlel’sche reeksen,
belangrijke resultaten heeft gegeven.



HOOFDSTUK 1.

§ 1. Bepaling @ Sommeerbaarheid.
We zullen in 't volgende een algemeene sommaltie-methode
bespreken.
(o]
Zij sCEED f(x) = > an 2™ convergent voor | x| <1 en

0
c,f)(x)—%‘,;nx“ met de eigenschappen: ©(x) convergeert

voor | x| <1, An >0, An+1> An en >1 als n—>

An ER ]

o zf_] = > Bua", 3| Bu| convergent.

Maak nu op 7 (x) @ (¥) = X Sa 2", convergent voor |x| <1
met Sn = ap An _|“ (251 xln—l + ..... —L,— an Ao,

Als Sn - [, voor n— @@, dan is bij definilie X an som-

L1711

meerbaar @ tot ,som” L.

SRa: bl 0, als n— @ en als tevens X ay sommeerbaar @

Ln

1SEtotes e

We mogen zonder aan de algemeenheid te kort te doen
L =1 nemen.
Bewijs: /(%)= 2" =3 By 4" S 8, 4", voor | x
dan is an = Bo Sn —l" By Sn—1y + e ‘i“ By So
dus @ —BoSnt....... 4 BaS

11 n A n

=il

~

Nu is gegeven Sn - 1, dus als Sn = (1 - en) An, dan kan bij

An
gegeven ¢ > 0, k z66 bepaald worden, dat | ¢, | < ¢ voor n = .
G e BN oot B
zln xlll

BoAnen =+ ....4 Bn—-k Ak ek + ..o Bn 4o o
An

-
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De eerste term is 0, omdat 3 A, 2" = Bya®=1 voor |2 |< .
De modulus van den 2en term is kleiner dan:

ﬁo;lnﬁé'n_'_‘.‘... - !&17...1“11; £k i j)lj—k—l—lAj.k—l Sk—1 + .+ BuAdocol
An T |
n—k
edn X | B, | :
¥—0 2,
<4 1 L MY |B.,/<Ne¢ voor n voldoend
“n Ye—n—k 41

groot, wegens Ay > An—1 en X | By | convergent. A/ is max.

van | Ak—1ek—1)],..., | doel; dus -l»r - 0.
11

3: Als X an sommeerbaar @ is tol som L, dan
f(x)> L, als x> 1. 1)
Bewijs: We stellen L=1. DA =02 ke

o

f () @(x)= X Saa"; er is gegeven, dat *1" = L.
<ln

_., AS]] -xll

HERA = SRS voor

x| < 1.

Nu is Sa=An(1 +¢cn). Kies bij gegeven ¢ >0, k 200,
dat | en| <e, voor n= k.
€0 1 }Jq || X | A -1—ck_1.-11.;f1.'\7k_l adrxt4-.....
Dus — LECL Ui (a3 12 = LEE
ls}"(l] : + Alu '{ 11 X ‘|“ l Hdo ‘l'— 4'11-17*f-...

o0 a8 8

Daar > A. divergeert, kan o zoo gekozen worden, dal
<z 1 .
L .'ln -r" > — \'001‘ —"-. > 1 St

0 g

De modulus van den 2¢n term is dus kleiner dan e, ter-
wijl die van den 3en allijd kleiner is dan &, waaruit volgl
dat f(x)=> 1, als x - 1.

(#8]
§ 4. Als XM ay convergeert en . tol som heeft, dan is
(1]

N gy sommeerbaar @ tot ,som” .

—

(v o)
Bewijs: Als @ (x) = X Aa 2" mel de voorwaarden
0
A
Ang1> An >0 en > 1,als n—+ ®,
Lln 1
1) Hieruit blijkt, dat nit de ¢ sommeerbaarheid de A sommeerbaarheid

volgt.
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dan moeten we bewijzen, dat
o An . + (tn AO

An -+ 4, als n—> 0o, (1)
Nu is UﬂAn—l_....—{—(Tn/&:
An
__ o (:111 — Adn— l) + (f(() + ﬂ]) (.Eln--l — An— Q) _I_ G +(a[]‘i_i- "l_ (in) JO (9
™ An E

n
We kunnen, als we > ap = A -+ & stellen, bij gegeven ¢ > 0,
1

k 766 bepalen, dat |en|<e, voor u = /.
(2) is dan gelijk aan

1( 1n —,An—l)**“(’ln—lq—xln_g) *}— ot ..+ .‘10+
£0 (Zln o Zln — 1) -%' &1 (:’17:1-— 1_'— ‘-'l.n :‘21 ‘}‘ .- jj‘ En ‘10
4"1“
De eerste term is gelilk aan A; de modulus van den
tweeden term is kleiner dan:

‘ 30'\ (Arl == A‘1n-—1) ‘I* e "*" . Elk—=1 | (Au—k AL = ‘ll;ll:k_),

+

.'1 n—k ‘
_Ir €~ ;lu H (3)

Als M het maximum is van |e |, ... .| ec—1], dan is de
modulus van (3) kleiner dan

zln—}!n—k '

11“

M— 1 + ¢ (4)
lnm n— n=— - LA -

Nu nadert “"~% = AnESian Sk h U Lot tot 1,
An An—-l.—;—l ‘tn-ﬂk-{-t! An

als n—+ @ (& vast), dus voor voldoend groote n is (4) kleiner
dan Ke.

-

§ 5. Zij gegeven X ay is sommeerbaar © tol ,som” 1 en
Y(X)=X an % an >8>0, an < M;
dan is X an sommeerbaar @ ¢ tol ,som" 1.
Bewijs: /'(#) = X aa 2" en @ (¥) = X dn 2. An+1> A2 >0

() =00 x)Y(x) =3 Adua® X an 2" =3 Dy 2"
n]et [)“ - e} .‘In _i_ X1 .’},n -] "‘{* ] ‘In -2 "}— 8 5. % &n 4‘]0
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Uit de voorwaarden 8 <an << M en X Ay divergent volgt,
dat ook X Dy divergent is.

[(x) g ()= aax™> Dax*= X (a0 Do+ a1 Do—1+ ... 4 an Do) 2"
Er moet nu bewezen worden, dat

do Do + a1 Du—1+4....4 an Do
Dy
terwijl gegeven is, dat
ao An + a1 An—1+....4+ ({.,_,_‘1_0
An
of o An+ay An—1+....+an Ao = (1 + &) 4s.
Geef ¢ >0 en kies % z0o, dat voor n =1k, | ek | < e

(1) kan nu als volgl geschreven worden:

+1,als n> > (1)

=1,

ff_l)(acg 11 ot aq “I Fi=sh K s .xnxl.(]) + (n’xn ;1::—[ + &y .’l.n—’i st -xn—la‘i()) :{' vo ot n (ﬁfl) .‘l 0) LN

fed} 4‘111 "l'xl “1n-l + g -'ltl—2+ i T C0n Ao

_o(aoda+4 ...+ aad )+<x| (@0 An—1+ ...+ aa—140)+.. .~ ea (@0 do) __

X £ ln_l“-xl 4111—-1 I“‘x.’. Aiu—i_}_ “J."‘&kn AO
fxu““ »u n"—-xl( *‘I" n——-l) ‘1:1—1+ -+~xn'(_if't"i0_)”x|“n___

-In.ln 'l‘ X1 L n—t + &g Aln—“’ ‘”l“ ‘e “i- an o

——

& "lnt'u I'xlz‘ln—l fn—1 e *-xn—k Ik-—k - nxu—l\ -} L]L—]uk—l <+ |"xll-'lfl£ll

=1+ - e e s e

24/ -ln + 1 ‘11,_1 s RN . )} 410

=14+ j]!n

| ,ﬁ[“ C_; & &0 "1 n -‘_ s '_%‘-'xu—]{ -‘l k
[ =

-+ K &, voor n voldoend groot,
wegens an <M en Dy - oo; dus |= (K- 1)¢

De vorm (1) nadert dus tot 1, als n—+ @

Opmerking: De voorwaarde ap << M kan vervangen worden
an

- o
0 "l—.. . —i—' an

1) Deze voorwaarde is vanzelf vervuld, als omtrent ¢ dezelfde onder-
slellingen Bnnmnkt worden als in § 1 omtrent ¢. Want bij gegeven
¢ >0 is a, > (1 — &) a,4.q voor » >k, derhalve

&0 :In '{‘ st ‘f“ an :10

door de ruimere voorwaarde 0,1 als n—» .

an 1 £ 9
— Y — — = - < 2& vyoor n vol-
a4+ veutd dn n—k 1 — 1-‘—‘?)“""'*‘1
0
3 (1—g)

l‘_r 0
doend groot.
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We kunnen dan bij gegeven k en & k' zoo bepalen dat
on

a0+ 21+ ... +en

kunnen kiezen, dat n —k-+1=4%".

< ¢ voor n = k', terwijl we n zoo groot

Dan is:
M | = 20 "1" l_ -_I_"zﬂ_kflk Zn—k+41 4‘111—1 &k —-1'11" . + Xn -‘1050
o :c»‘fozln+-..‘l~ an Ao 20 A0+ ...+ ando
[s
= “k—l!AL—I___ “n—k+1 |k —2| Ak —2 n — k-2 "i—
=< Ao xu—I— R Ao o9+ ... an—x+2
i ] r.‘n ‘ Ao &n )
L , wegens An > An— Oenay > 0.
A Ao ‘x0+--.+6€n o > 1>
|ﬂ[n|§€+1\.76:(1{+ l)c'-
De vorm (1) nadert ook nu tot 1.
§ 6. De Cp sommeerbaarheid is een bijzonder geval van de @
sommeerbaarheid. _
Nemen we @ ()= X S (H‘/. o el iRt
(1 = "‘v) +1 050 I
('n e l.:) kel (z s l -} L)“ e (1.) e
L g ‘qn ]1 f.
en f(x)= X ana, dan is —= . L
0 An n-+k
ke
Als T S, dan nadert dus ook het rechterlid tot die

limiet, en dit is juist de voorwaarde, waaraan de reeks

o]
> an moet voldoen, opdal ze Cx sommeerbaar is. (Zie pg. 4 en 5).
0

§ 7. Als gegeven is f(X)=X an2® en g (x) =3 by 2"
convergent voor | x| < 1.
en @ =2 Ana"; x =23 Bn,a" mel de voorwaarden

4‘11]
o= i oo, 1 lu - 0 —_
Jo‘l‘...-{—;ln -+ 0,alsn— ) An > 1>0, n=
B =
BT R O e B> B >0 n=1,0 .
') _;'L-nu deze voorwaarden wordt voldaan, als

_A:] -BH
-+ 1 en -

An41 B4 1

- 1. (Zie noot vorige pag.).
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f is sommeerbaar @ tot [ en g is sommeerbaar y tol G,
dan is /g sommeerbaar © x tot ,som” FG.

Bewijs: Stel fo =2 Sn 2" en gy =2 |
dan is gegeven, dat

.’/L’“,

:;n =+ I en %}—1 ERRCH
terwijl bewezen moet worden, dat
Sﬂ -rl‘u ‘1' Sl 1111—1 _I‘ o s sls + Sn fl,o
AoBu+ A1 Buci+ ...+ 4uBo
want de teller is gelijk aan den coéfficient van 2" in /g @ .
Nuis Sa=FAn(1 4 0n) en Th =G Ba(l - &)
dn=>0, en—+ 0, als n—> 0
Dus is (1) gelijk aan:
raly s do <o Bu + 91 Ay Bu—1 + 77#:{: dn Ao Bn | en Ao f)n_-{—_.__—t- g0 An By

~Fra, (1)

R 0 AU D g A LA " 4o But.. B
| 0 én Ao Ba + o1 en—1 Ay Ba—1 -+ ...+ da so:l:i{o
T A PN o e CT S 7 E 0% + 4dn By
We bewijzen nu, dat de 2¢ term - 0, als n -+ oo, dan volgt
uit symmetrieredenen, dat ook de 3¢ term — 0.
Bij gegeven 4 > 0 kiezen we nu & en &' z00,
dat [k | <o voor n=Fken ——; D, 13 < & voor n >k
Bo + ...+ Bn
|26 term | < do Ao Bo .. A-dk 1 1“;"_]’1"“ ark. ‘ AL Ak Ba—x -+ ... -+ Ao Bn
Ao Bo+.ovnn... -+~ An Bo Ao’ Bo+- .. 0 .. 4 An Bo
We kiezen n z60 groot, dat ook n— k- 1> k. Dan is:
| 20 term | = do | Ao B At |91 4 Bo—1_ ar
'= 4, Bn- -1- Bo 40 Ba—1 1. —l_ Bo
Flﬂlbk_—1|.-1k_| B,,_L41 S aby
Ay Bo-xt1+ ...+ By :
zoodal | 2¢ term | < M 4.
De modulus van den 4en term is kleiner dan:
|;’f_) &n [ A, B v ‘ Bk fn —k41 | Ak =1 _Iin_—k-{— 1 ISR
T, el AT -'i'o o Ba—x 41+ ...+ Bo
A Baix ...+ 4n Bo
i J\T v

:I{) .Hn —1‘ . ‘{‘ An -B()

waar N de bovensle grens is v aphp=1,2,..
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Voor voldoend groote waarde van n is deze vorm dus
kleiner dan M J. Hiernit volgt, dat (1) nadert tot I’ G.

§ 8. Als X an sommeerbaar @ is (1)
en © (¥) =X An 2" met de voorwaarden An > An-1>0
1
= — -1 Q
e oleke IR — DBy x pd
7 1, 2 er @ (x) Lt n ] ( )
v een getallenrij met de eigenschappen
Anva = 0, als n—> 00 en (3)
> An|va Bo+ va+1Bi+...| convergent, (4)
terwijl ook 3 n| Ba| convergent is, (5)

dan is X aa 2a convergent en heeft tot som
> Sa(ta Bg+ tnt1 Bi+....), (6)
waar Sa=@an Ao+ ....-+ ao An.

Bewijs: In § 2 pg. 10 hebben we reeds gevonden, dat
an= Bo Su+ B1 Sa-1-+....- BaSo.
Nu is:
do Vo . .. + an va = (Bo o) vo + (Bo St -+ By So) v1 . ...
+ (Bo Su -+ . .4 Bu So) va = So (vo Bo+v1 B+ ...t Bh) -+
Sy (v Bo+ ...+ on Bu—1) ... Su(en By) (7)

Nu convergeert de reeks (4), dus bij gegeven ¢ >0, kan
Ni zoo bepaald worden, dat
Ny p _ .
= Ao |oa Bo+...| <g¢ voor iedere p = 1.
1
SI] :

Maar uit (1) volgt, dat | 1|
ety

<M, voor iedere waarde van n; (8)

dus is

N1+ p . -
;\%: | Sal | 2a Bo+...| < Me voor iedere p=1,
1

zoodat dus ook de reeks (6) convergeert.
Daar Ay, v, 0, kunnen we N z66 kiezen, dat
| Anvn | < &, voor n> N,
Als | Auvn| <e, dan is ook | dxva| < ¢, voor k=n wegens (1)
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Neem nu N > N; en N> N, dan vinden we, met hehulp
van (7)

o
N

: Sn(l’n Bo + E’n—i—iBl S )_ S, n tn —
0

sl =

:SD(UN-FiBN—{-I_l_UN-{-?.BN+?.—{—'"]+Sl(vN—}-lBN+ ...)—{-—_..
0
+ Sylogy g Bi .. ) +N§::, lSu (va Bo . ..)

We zullen bewijzen, dat de modulus van dit verschil kleiner
is dan een constant aantal malen e

Volgens (8) is | Su| << M An voor iedere n.
Dus | verschil | << M ¢ {(| By 4|+ | Byyol +.-.) +
(] Byl + ] By | 40+

A (Bl A | M
wegens | 4, vy, | <e voor p>0en £N

|versc]1i1|<ﬂ[sh B |+2|B:|+...
4 N| By| + (N4 1) Bypy | + (N4 1) [ By ol ... | 3.

w -
<MeSn|Bon|l+Me=Ke.
0
N

Dus X a,v,+ X &
(1]

IS‘]] ("n Ig() H'- "“ _{_l 1;1 ._l,. LRI )., :IIS )\' - "I’_
0



HOOFDSTUK II.

§ 9. Bepaling sommeerbaarheid (x, ).

Zij gegeven de reeks ¢; + co 4+ 3 4. .. (1)
en <, een dubbelrij met de volgende eigenschappen
15N Q=P MR £ == O > ()
AL e B 2y, k=vv+1..., » onafhankelijk van n.
3% a0, voor k= o voor iedere vaste .
4% o, - 1, voor n—+ @ voor iedere vaste L.

We noemen de reeks ¢ + ez - ... sommeerbaar (x, ),

T e L e I S e (2)

voor iedere n convergeert en de som S, van deze reeks voor
n— @ een limiet S heeft. S noemen we de ,som” van de
reeks (1).

§ 10. Als ¢, ¢, ... convergeert en tot som S heeft,
dan is de reeks ook sommeerbaar (z, ) tot som S.
Bewijs: Zij ¢ >0, kies & z60, dat

f"k+1+‘1k+a’+‘---+ff'k+:wl<C' v=1,2,3...
De reeks (2), § 9 convergeert. Immers
|‘xk-§— Ln k41 o o g Cx 4y | =] €1 (o) sy Yo g‘,,) s
F (s I o) @rton— Zpag ) + ...
+ (Ck—i-l —I— RO + ck-|-1'-—1) (‘xk—l-l'—l,n — ‘zk-l 1'.|1) _}"
O T o o) TR
I s .
<J"kvt-1l(“k+1,n_*"x»|—ﬂz, n) 1041 ¢ ol (2 o0 %k + ::,.;H*--
F | gt oot oyl 2ppy <ew, +1.0 <M ¢, voor iedere »,

omdat o« = 2 4
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DustiS. = & ey = s aCott=eee 1= copy G 0 e M ] << 1Y
Dit geldl voor iedere n, dus:
eS8 = o) 0y e o= ler == 0 s
I
Hiermede is het gevraagde bewezen.

§ 11. Als (1) sommeerbaar (z,, ) is tot ,som” &S, dan is
ce - ¢35 -+ .. .. sommeerbaar (ack s tot § — e;.

Bewijs:
) S e S
i _— ) X c - & ¢, — (24 Oy — & ¢y —
" - A k 5 =y y
n k:I k4+1,n “k41 ko n 'k ] kn "k 1n =1
= ~ o s L — -
=5, —a;,¢; dus lim S = 8§ — e

n-»w
Op dezelfde manier kunnen we bewijzen, dat

¢p4+1 -+ cp+2-F.... sommeerbaar is (xk4.p,n) tot
S—(er4ce4...4¢p),

waarin p vaslt is en = 1.

§ 12. Als (1) sommeerbaar (x,,) is tot som S, dan is
¢o 4+ ¢+ ex - .. .. sommeerbaar (¥, _, ) tot oS, (k=1)

In
3 ! < {

9 na * & —_— b —_— " & N —
ewijs: Sy = k\._: l“k =n C¥ =17 %0n %0 ar g Xpn Ok —

= Zon (-U + JSn

]iln Lgnr — Co '{‘ JSr-
n=> o

§ 13. Toepassing op enkele voorbeelden.

Zij gegeven de reeks:

1 —14+1—=1+4.... (1)
n
Neem «, = e 3 %k voldoet aan de gestelde voor-
waarden. De reeks (1) is nu (2, ) sommeerbaar tot '/s, want
n n n
e e U e @)
a1 a2 a3

De recks (2) convergeert vooriedere waarde van n. Immers
de reeks is oscilleerend en de termen naderen monotoon tot 0.
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We zullen nu bewijzen, dat lim S, = '[;. Daartoe schrijven
Yy n-oo
we Sn als volgt:

Sa—

1 n
R IR R EE N
dus
i

1 n
Eﬂ*é‘ﬁ+wﬁ+.<5n ( —}—1)21—‘(?1—"‘3)2_'_.‘

en dan is zeker:

oo
dx e il n 1 n 1 ~
[ Sh<g | @ Taapa<S<gy—q0=2
waaruit direct volgt lim Sp="/s.
n-»co
Dezelfde limiet vinden we ook, als we stellen
lg (n — k)
Y a =k
e Iy (n F 1) als n=rk 41

ena, —=0,als n=k-+1, k=12..

Ook nu is weer o, =a, ., en a1, als n> ®©
e, 0, als k> ©

lgln—1)—1lgn—2)+ —.. .+ (— 1)yl

Sh= ’ T

lg (n —+ 1)
De reeks convergeert weer voor iedere waarde van n.
Neem eerst n =2 p, dan is

_lg1—ig2+lg8 —-+...+lg@2p—1)

o = s T \siis
e lg@2p+1)
18 @p—=1)_  @p—1)1
Nll 15 2 4 (C) ]} 76‘)_@%]']—2_}“{]) s ]}! 12—'
__2p)12p (2pPre-?r |/4"P 2p _ l/;
_Qeln{p[)g ™ c) p P‘Eb €-°.«'-P D’P n-.

(pleo p? =P L7 27 p).
duslgl —lg2+ —...4+lg2Lp—1)~lg2-+halgp—"alyx

waarnit volgt, dat lim S, = 2.
p=>r®@

e lg@p—1) —1 —9) 4 Iy 1
Verder is Sy, , (= 2p _lCp—_l—l2s Tl

lg(2p+92) lg@Qp+2)
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-

De eerste term nadert tot 1, de 2 lot 1z, als p— o=, dus

ook lim Sy, (=2
prw '

§ 14. Het is verder gemakkelijk in te zien, dat alle reeksen
die A sommeerbaar zijn, (en dan zeker ook alle Cx sommeer-
baar) ook (,.) sommeerbaar zijn.

_ kn l

Zij 1+ e+ es+.... een reeks, die 4 sommeerbaar is,

co
dfwazd, Ne S
k=1
de reeks voorgestelde functie f(x) tot een limiet nadert, als x

langs de recele as tot 1 nadert.

convergeert voor |a | <1, terwijl de door

1 k
Neem nu «, — (1 == voldoet aan de gestelde
voorwaarden.
: 2] 18\ S i
Dan is Sh= X ¢, |1 —=) =71 — =)
1 n| n

Daar f(l —1) tot een limiet nadert, als n - o, nadert Sy
"

tot dezelfde limiet.



HOOFDSTUK III.

§ 15. De Fourier reeks.

Zooals reeds in de inleiding medegedeeld is, is door Fein
bewezen, dat de Fourierreeks van een integreerbare functie,
die de eigenschap heeft, dat in een punt a, van 't interval
0— 27 flao -+ 0) en [(xg — 0) bestaan, steeds sommeerbaar
Cy is tot e [/ (%0 4 0) + /(20 — 0)] = 5. (zie pg. 4).

Het bewijs kan als volgt gegeven worden:

e : .
Zij: Yz a0 + X (an cos n Xy -+ basin n xy) de Fourier reeks
ne

voor het punt xq,
p=n
en Sa(¥)=1Yra0+ = l(up cos p Xo - bp sin p ),
=
: 2 2 = , gsin(2n - 1)¢
dan is Sa (ﬂfn):__f Yo f(xo+42¢8) 4 f(x0 —21)] = _(l:i-n 1 )rn’r‘, n=0,1,2,..
; i 0 P

Nu moet bewezen worden, dat

_15‘1_1__"*- S1 ‘," . _'{— b’n —1

-+ 8, als n—> w.

n
So "I”iSiI“—E_ ‘e ‘{’ Su =ik
n =%
9 - : 1 - « .
2 [z P E smét+sm3t4...4sin(2n—1)¢
= [PV et 20— 2 LTINS s B — 1) g,
a2d sin ¢
Nuissint+sin3¢+4..+sin(2n — 1)t = Ty [sin®¢ -} (sin® 2¢ — sin®t) - . ..
+ sinfnt—sin®(n— 1) t] = Gl e :
' sin ¢

) Sn + Sl—*‘.. e Sn—l_ 2
i S =

f“-’ e [f(-"'n’%-f.’!) + f(x0 — 21)] sin® nt it

n ny . sin® f



[5)

oy

T

T
j‘E
0

23
7T

2gin® nt
- dt = n —, want
sin®t 2

I =

Verder is f
0

ra

sin“¢ sin ¢ sint

Dus

So + Sl +4~_'__- _l_ Sn —1 i
n Y
T
2 [2 sin® m‘

— i1 o Q — G) { —

Mbl 1o [7 (0 -+ 2.0) + £ (0 — 2] —s | S5 ¢

et rechterlid nadert tot 0, als n - 0.

Want stellen we [z [f{xo 4 21) 4+ £ (xo — 28] — s =@ (1),
dan nadert @ (¢) tot 0, als £- 0. :

We kunnen dus J, bij gegeven ¢ >0, zd0 kiezen, dat

ICD ()| <evoor 0=t=den Q)| <M voor s=t=

191'\-1

X a
So - S v+ Su— 2 “sin?nt 3 {) |
e ol e R S e / "’..,-d:—l—f '@E)Jrn
n —quxl J sin®l sin® o
0 0
b nw y A’ oM
*:»r-l— £ 4+ M|=¢-+ <°’s voor n>#—
nwl .

8 16. We kunnen de vorige stelling als volgt uithreiden.
Zij 20, &1y.oyny .- een rij positieve, monoloon afnemende
gelallen, ?oodmw dat ¥ a, divergeert; dan nadert

&0 So (;))(1 .-;r‘x:l:*n(%’ ¢ =2 [t (X0 -+ 0)+ £ (%o — 0)]
Bewijs:

doSn“%"...‘*‘lnSn:

f‘—‘ 3) [f(-‘-'u 20 flao— 20| X zosint+ ... ‘l".ixn sin (22 4 1)

sint

sin® nt 2 (sint , sin3¢ sin(2n — 1)1t
=0 ‘]t:[ (‘|’ ‘i‘----+ ( Ta ))r!’t:-n.
3 st

=

1S |

|

dt.



24
Hieruit volgt:

g]?@(t)gﬂsint—l—. A ansin(2n -+ 1 )
20.90) sks <las sT=1tn 10 il sin ¢
% + ...+ an = %=+ ...+ an
waarbij & (6= V2 [f (o + 24) + /(0 — 20)] — s,
immers:
(“0+._'+“n)szgfsacomnt—I—....—!—xnsm(..n H1)¢ i
T sin ¢
NuL acnsint-|—....—!—o:nsin(.“z-n—%—l)t:
sin ¢
__ %0 sin*t 4+ a; (sin?2 ¢ — sin®¢) 4. .. + aa (sin® (n 4 1) ¢ —sin? nt)
sin?t
= (g — 1) sin®t + (a1 — a0)sin?2¢ ... 4 (20 —1 — om)sin® nt - ansin® (n 1)t
sin“t L

De teller is >0, wegens «, >, > 0.
Kies nu ¢ bij gegeven ¢ > 0266, dat | @ (t) | < e voor 0 <t < J,

Verder is | @ (t) | << M voor 6 <t < :7’

ad

Dan is:
o 15n + an Sh =y
) + + on ‘
9 ¢ ]"5 (oo = 1) sin®* ¢ . . . 4 (n— 1—am) sin® nt - sin® (0 -+ 1) ¢ 0
- sin® ¢ o
= = S
= ) + “ie "1‘ &n
7T
9 (o — a1) sin?t -+ ... 4 a,si
”,_.[ o) | e 1) ] qin?f—i an sin® (n -+ 1)1 il
B —

aco-l-...—l—.x“ "

2¢ :[l (x<;—xl)+.°2(x|—-.x-_=)—}—... A (o —1 — an) + (0 4 1) as

LAY e o AL i _i_

20+ o4 ~F 2n
2M (2o — 21) + (4 _,“E),—t;_‘;._ff (oen — 1 — an) s on

7 sin% 4 2o+ ...+ an




=]
ut

ay+a1r+...Foan, 2M &0 o
— — ar o % <~E
2o+ ...+ an rsin2d a4+ ...+ an

voor n voldoend groot, wegens X «n divergent.

§ 17. Als ag, 21, ... een rij positieve, monotoon toenemende
getallen voorstelt, dan nadert

O’nSu"'l" ‘l‘“o_tot &n

s, mits +0, als n-> w
P R i 2+ ...+ an i

Bewijs:
I___!xn Sp ’l"--.—l“inSl}_ g =
Dfo_]*‘...—i—xu .
b 2
9 (2 apsint+ ....+apsin(@n-+4 1)1
;/ () sin i!l g
= oy e Sgbyetoens - o 2
Zp + PR + &n
1 4
= g_ff (r)(‘x"__‘?i‘_—_ 1) 8in? ¢+ (an — t—ctn —9) 8IN?2 £+, . .+ (2 —axg)sin®nt +apsin’(n + 1)t ”
;TO A (Ju 4wis 10 |‘Ji“) sin® ¢ =

|]|§ )tT 1(%:1—‘.}::;—1)“*"2[‘%"-—1 Ixu—:'! _I_" —I—”('xl_"xl))—-]—(”—[— )

‘; 2 } ‘l‘ %n
- ﬂf (:xn — L 11— l) -I_ (-xn, - I — Xn —Q) _i~ (‘xi — ‘xU + 'xﬂ
7 sin® 9 %+ ...+ @

Wegens &1 > dk.

&n ‘J[“ + Xy 2 J’ &n
RAY ) A N
2o ’1"... 1 &n @ SIN° ¢ &y *}*...-]-Jtu
voor u voldoend groot.
§ 18. Als g, @1,... een rij positieve getallen voorstelt,
waarvoor geldt, dal X a,—1 — aa | convergeert en limay >0
en eindig, l) dan nadert

%o So _I" - %n On &n o 1' . g Sa
tol s en eveneens
&0 —T— ‘e }' &n X *]— "i" &

~fots.

N lim ap t:indig, volgt nit: an = |an —an—1| + .00+ [a, —ay| + @



Bewijs:

T
oSy ...+ an Sa 2 (2 aosint+ ...+ ansin(2n 4+ 1)¢
2) g+ ...+ an Sk rbf@(t) {xg—l—...—]—wn)smt &

9 f & () (x{J —o)sin?t+ ...+ (@n—1 — an) sin® nt + an sin®(n Jrl]_f_ y
.’Xﬂ “f“ + IXn) sin®t ‘

2¢7 [].70 —a |j- ':,ﬂi““ = (=4 Lﬁ"‘(n-k 1)ztn
2

H

thSU+.-.+anSn \l
du+..‘+zxn

Nu is ‘ m
O T sie e n

2 M |0$0—x||-|—|:x1—cxn,—|— +|“11—1_0¢n|+-xn
= (W)
7 sin®d ay+ ...+ an
Hier hebben @ (f), ¢, 4 en M dezelfde beteekenis als in § 16.
Daar an Lot een posilieve eindige limiet « nadul, is
| L
ZISE 000 Ar G ~ g, zoodat dus voor voldoend groole n
n-+41
| Zot it an>Yau(n +1).
Dan is:
{07870“"‘ +fxn611_s <9 ..-’“ ”—-75114— ”|«-’Cn—l_-_-?5|_|l_‘ (Nf'jﬁ]){xu
+ *}fxn Ty (”_}_1)
J 4‘ M |t70—1l|+|‘xl"—'x"l+ _"|Iﬂxn—1'—£zn|“| X
T sin’ ) a(n+ 1)
D |
g ;l\“0_“1l‘*’.-.“}"‘xrl—l_wtll+xn(+
E_ll_ —'xl‘”*"“l—“ ""}‘ _‘1_|_an—1—‘a’u “{—Jlu
7 sin®d a(n 4+ 1)
Daar X |a2a—1— an! convergeert en lim a, = «, is voor
voldoend groote n bovenstaande vorm kleiner dan K e.
b) an St ...t
&g + . "" &n
T
:2 fa‘@ n (@n — an —1) sin®t 4. (a:1 — o) wmz nt - aq sin® (n -+ 1) ¢ 7
7 (.xo —f— + ay) sin® ¢

0
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an Sp+.. . +ap S e
DU.S n 0 0 n s <

B

_!.xn— on—1 [+. ._._+nix; — gl +(n+1)
KoR ey

R
(=]
i...
&
1S

9 M |0£n—xn—-ll+---+?-xl—“xn|+ﬁxo

7 sin? 9 & t+...F an
Sgslxn—xn—li 4ot nla—a |+ (n + 1) o
— x(n-+1)

i_‘.l |$‘Cn—d’fn—1I’*‘---"‘"‘i“l_‘xﬂ{%"xq
7 sin®é a(n+4 1)
WASE . .

= —]‘Ot::—mn_li*i—----!-’m——aui—F%(

(24

‘1.‘ ﬂ(—{an"—-Rn—15+...’{“:a1_'x[]|+7§¥9

7 sin® ) an-1)

<K'

voor n voldoend groot.

§ 19. Opmerkingen. Gaan we het bewijs, gegeven onder
a) nog eens na, dan zien we, dat de voorwaarden waaraan
de au's moelen voldoen, opdal 't gestelde «) juist is, aan-
merkelijk verruimd kunnen worden.

Immers, voor het bewijs is voldoende, dal

k=n .
> kelle — s |
St i R (e V21 <M
k=n en k=n B
S v
(7 &
— k
=l K— 0
k=n
kEI'“k—IH“H
ern Ciln < ¢, voor n voldoend grool.
\‘
&
iy e

Dan is (1) pg. 26 kleiner dan K¢ voor n voldoend groot.
o — p :
Aan deze voorwaarden voldoet bijv. an=(n-}-1)", p ge-
heel en = 0.



Dan is

k(e 1) — & | p?_l‘,zﬁ+?’(%1—§/.zp—l S

n = n - 3 . <
3 (4 1) S (k4 1)

n-tqu

MynP 1 Moa? 4 .. 4 M, 40
< NnPt1 S
(Mi, ..., My +2, N onafhankelijk van n.)

: (A1) —
(n —I— 1) ?l | )I<‘” en I_T————— = <S,
> (k4 1) el

voor n voldoend grool,

Evenzoo

§ 20. Voorbeelden: Uit § 16 pg. 23 volgt, dat

JS' S lS'!I
AR ron e A S

n

: —— Ys | [ + 0) + Fxo — 0) |,

n

+g+”“+

als n—» o

Sg Sl Sn +1
A I

2 V1
of

lg n > o i /(% + 0) + £ (v — 0) |

Uit § 17 pg. 25 volgt, dat:
ly(n-1). lg (n) S lg1 S, s .
LT DRG0 S W LS iy 4 0)+ o — )]
lgn
ly(n!)
(J_L -1 l_)p Sy + 0" 8 +...41F Sa
124 (1)

want -+ 0, als n>» »

Eveneens Yo | 7 (%o + 0) 4 f (2o — 0) |
(p geheel =0)
Uit de opmerking onder § 19 pg. 27 volgt, dat ook
lp JS’n _%‘ 2[’ JS'l “1‘ﬁ + (Ii l 1) JSu

T Thrir tot dezelfde limiet nadert.




HOOFDSTUK 1V.

De sommatiemethode van Hardy en Riesz.

§ 21. Bepaling. Zij gegeven de reeks e -2 4 ..., en
een rij niet-negatieve gelallen Ay, As, .., An, ..., met de voor-
waarden An+1_> An, An—> 0, als n—> 0. Zij verder I, s, ...
ln,... een rij getallen, waarvoor geldt: I, =¢*",n=1,2,...

Wij definieeren nu de 2 volgende funclies:

Cy (r)= 2 ¢ea en C(t)=X en
An<7§";n-{-1 ]"<!£ll|—i-1

d.w.z. voor gegeven waarde van r, resp. {, moeten van de
reeks X en de eerste n termen genomen worden, waarbij »
bepaald wordt door de betrekking Ay <7 = An+1, resp.
bh<<t=I1 ... C;(r) en C () zijn dus funclies met een af-
telbaar aantal discontinuiteilspunten.

Stel nn (.-’?' () =23 (w—An) T cn NGy (2] =) ( 1w — )" cn,
’ L, S wo=4, 11 LL<wsli, +1
x>0
terwijl €} (w) = C; (w) en CY (10) = €1 (w).

Men nnmnl de reeks X en sommeerbaar (2 «), resp. (£ #) lol
Lsom” O, als

G O (0
A (w ), resp. =L (”)—r C, als w, resp. w->w

f'_!:r.’ 1%

(.';' () ('-',z (10)
De vormen * en
w w

noemt men typische gemid-

delden van de orde xz, van de 1¢ en 2¢ soorl.
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§ 22, Voorstelling van C; (@) en CF (w) door middel van
een bepaalde integraal.

G} (w)—(ﬂ-’—'}sl) L1—l—(w-—-/\o) -I—...-I—(w—/\nzcn:
=1 § (w— M) — (ca—}\g)"; -+ (e ‘|‘_Cs)}(w—-)\2)z —‘(w—/\z)zi JB

+(er ... F ) (w— ) =
* ; Ay ;
=« [;'(w__‘_)'f"ldf‘}‘(ﬂ-}—(:g)x[ (w—r)"_ldr+...

:].1 . :7.2
-+ (e "'}‘----+Cn)sz(w—-r);’—lr?r::
/n
:zfm Cy (1) (@ — 7)° 1(17‘“4[(0 C; (:‘)(ca—r)x"1 dr
A 0

want C; (r)=0, voor 0 =+ = ).

Evenzoo is (" (w) = xf : G () (w — """ dt, want i =€ =1,

S 23.  Bijzondere gevallen. Neem x=1 en in=mn. Dan is
p=n

0] () = (w0 — P)ep. Nemen we w=n, dan komt er
]1 =1

n<w=n+l
1 p=n-—1
Cﬁ, (2) \ l(ll — ])) Cp — CJ ‘Jr‘ (s "l' e '"|" GH— Iy
ey waar Cp=ec1 4 ...+ ¢
s G0 _ 0k + 0

1 n

waaruit volgt, dat de sommeerbaarheid (n, 1) overeenkomt
met de Ci sommeerbaarheid. (zie pg. 3).
Voor z=1 en w= i, vinden we

n-—1

1 0) = X (n— 2) 6 = (A2 — M) O (s — ) Ca -+ . .~ (hn—An — 1) Ca 1

p=1

C3 (2) (P2 — M) O .. +m~—>~n_1)(,.._[
dus - __.__F,_____,,, __________

An ","' (AE — }-l) + + An — )sn - 1)
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De gedeeltelijke sommen €} zijn hier van gewichten
voorzien.

3 e b et C; (w)
§ 24. Definities: Als an=mn, noemt men _* een
w*
arithmetisch gemiddelde; is A, =Ilyn, dus ln = n, dan noemt
(}’:; () C; (w) ’
men " een -logarithmisch gemiddelde, ——— is dan
¥ 1w

weer een arithmetisch gemiddelde.

§ 25. We toonen nu aan, dat de (2 x) sommatiemethode,
loegepast op een convergente reeks met som A, eveneens A
lot som geefl.

Bewijs: Zij de gegeven reeks ay +as + as ...

Dan is

w
w—* A7 (w) = w—* :cf A, (7) (w — )~ ldr.

(0
Daar A—=w™ %« [ Aw-—-7*"1dr, is

N ~(0
,-l-—-m_"-";(w):m_x;:! |4 — Ay (n) | (w— 7" tdr.

B

0

Nu kan lbij ge"vvon ¢ >0, p zoodanig l)opnnld worden,
dal [ A4 — 4; () |<e voor 7=p, terwijl | A () [ <M
voor 7= 0. Zij w > p, dan is

P

| A — o= " 47 ()| < w™*x f |4 — 4, ()| (w — o~ ldr 4

|

0

. ~ (L) 1 J 'n »
-|*c'w—"xl (w—7""dr<Mj1— Imw -+ &,
0
wi > p kan nu z66 bepaald worden, dal voor w = @,

Igl— 1——PHQ<5, dan is
{ w

A - —* lx )| < 26 voOr w= wi.
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§ 26. Als X an sommeerbaar (4 %) is tot som A en

}_,b., is sommeerbaar (1 x) tot som B, dan is

> (pa, £qby) sommeerbaar (2 2) tot somp A4 £ ¢ B.
Bewijs:
Volgens 't gegeven is

(0]
lim w‘“z{ 4, (1) (w—r7* " 'dr=24A en

W+ w0 J
0

lim w™ f B; (v cu———)'_ldr-:]i.

w>
Hieruit volgt direct:

lim w""zfmi p4,) £ qB,@)|(w — ) ldr=pAd+qB

(O B gllv's}

§ 27.  Sommeerbaarheid (lgn, 1).

a0
len reeks X eq is alleen dan sommeerbaar (lgn, 1) tot som
n=1
1

Oy +102+....+;i O,

1 e e e i e i Fim— e S J
2, als T + C, (1)

en omgekeerd, waar Ch=1¢; ...+ cu.
Bewijs: We veronderstellen eerst, dat (1) gegeven is; we
moeten dan bewijzen, dat:

(w—Ilgl)en+(w—l2e2+ ...+ (w—Ilgn)ea o

w
en lgn<w=lyn-41)
Nu kan het te bewijzene (2) geschreven worden als:
(ly2—1Ig 1) C; + (lg 3—1r; 2)Ce+ ...+ (w—1Ign) Cu ~ Co (3)

1
llit (1) \'Olgt (’ __ _{— (’11 p— ((} + ;‘:‘u) [y”- (4.‘)

, ﬂ].‘a W=+ O

waar bij gegeven e>0, k200 ])LE]LMI!] kan worden, dat voor

n=k fenl <o

(¢



Uit (4.) volgt:
Car1=(C+ eat1) lrj(n—|— 1) — (C + ¢u) lgn =

n—|—1
:U!g(l—{—%)—[—enmly(n—{—l)—snign. n=1
Dus Cay1=(n-+1) (..‘Eg(l -+ :) + engptr (1) lg(n+1) — ea(n 4 1) lgn.
Nu is
(0 + 1) w(+—) ““% f}—v+“ 0< < 1, |3a| <1,
en dus
(— (J—I—g"* CH+(n+ 1) enprlyg(n+1) —enlgni. n=1.5 (6

Substitueeren we nu achlereenvolgens de 3 termen van (5)
voor alle waarden van p=n in 't linkerlid van (3).
Substitutie van alle C's in (3) geeft: Cw. (6)

!\

Substitutie van alle € - ; © geeft:

(__)%((:;Q—miyl)rl + (lg3 —1g2 )"2% --.-*-(—”f“)% E

al-l

De modulus hiervan is kleiner dan

| 1 1 ’ "
10(F+m+ushgznm. (7)

Substitutie van de laatste termen in (3) geeft:
(lg2 —1g1) Cr +2(ealyg2 — a1 lg 1) (lg3 —1g2) -+
T3 (alyg3—ealg2)(gd—1lg3)+ .. .4nlealgm—e—1ly(n—1)|(@—lgn)=
—o(w) —e2lg2{3(gd—1l93)—20g3 —1lg2)|—.
ve=en— 1 lg (n—1) [ (w — lgn) — (n—1) [lgn —lg (n — ) {14 nea lgn (w0 —lgn),

De modulus van dezen vorm is kleiner dan:

n-—1

“© + fsom i—2)termen] + S, lop { 0+ 01y (14 il

p =k
-+ ¢ lgn, want: (8)
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(p+ 1)1y (1 JE = )>p /q( - ;) voor p = 1, immers

de afgeleide van pf_q(l = }1)) is Iy (1 e %) P —I— 1 =0,
voor p= 1.

Bovendien is nlgn (w — lgn) < nlgn =

Verder is (p 4 1) Iy (1 - —%l) —ply (1 -+ 113)< (p+1)X

lg (1 + ?1_1)% <” AL = Ilgn.

/S S T B
p+1 2(p+1)2" 3(p+ 1) ! p 2pY
—1 | | 1 1 1

+ SO TRl > : e
(p—l)—l_@p 3(p+17* 2p(p+1 )+3(p—.-1)' P
De modulus van (8) is dus kleiner dan:

n-—1

cw—"tw‘}‘tlg(ﬂ'—l)z f;-i—.s w< Me w. (9)

p=k P°

Uit (6), (7), (9) volgt dus, dat (3) ~ Cw is.

Om omgekeerd te bewijzen, dat uit (3), (4) volgt, kunnen
we opmerken, dat (2) geldt voor alle w, die voldoen aan
lgn<<w=lyn-+1). We nemen nu w=1Ig(n - 1);
dan kunnen we schrijven:

(lg2 —1Ig1) Cr ... 4 (lg a4 1) — lgn) Ca = (C + en 1) lg (n + 1).
s”J<s voor n = k.
Dus (lg (n 1) —lgn) Co = (C + cu 1) lg (n + 1) — (C + &) lgn.
¢y Engtlg(n . I) en lgn
a= 0+ - [_r; (n+1)— fqn (10)
Substitutie van den 1en term van (10) in 4 geeft:

: | ok : :
CH+1Y:CGH...+ - C. Dit is aequivalent met Clgn. (11)

De 2¢ term geeft:
alg2—elgly g sl —ealgd 1 e pilg(n 1) —enlgn
lg2--1g1 g3 —1g2 T lg(n 1) — lgn
—aTh ) 1 1 L ) I
—2 e g1 (g8 —lgg)y T T g( D ign—lg—1)] ©
) B snt1ly (n -1—_1_)__ (12)
nily (1) —lgn |

“nflg(n41) — lgn |
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De modulus van (12) is kleiner dan:

|som (= — 1) termen | %-pf—..%::;!} (p+1) %411* . ——
p=— ply (1+[J) (p-+ 1)fj(l+} —l—l);
it Emn%r%). (13)
nly (1 ar ;)
Nu is
: . 1 _(}J—I—l)t’g(l—!~ +i‘)‘—2”’1(1-¥-')

P/ T =5 '
?”fi(l—i-lj) (i“%-l)l.f}(l+;)q_l) P!y(lJr]-)-) (p+1 M(H_T?)

1
ey -< 3 voor p=3
< oA T A=
p+1p+2
Dus de modulus van (13) is kleiner dan:

n—1

glgn -+ 2¢ lgn )k: ;2 +2elgn+1)=Melgn. (14)

Uit (11) en (14) volgt de juistheid van (4).

§ 28. Bepaling Dirichlet’sche recksen.
Onder een Dirichlet’sche reeks van het type 2, wordt ver-
I‘r-l S by - -
staan de reeks X a,¢ fo® waarin s==¢ | it de complexe
1
veranderlijke is en de A.'s recele getallen zijn, die voldoen
aan de voorwaarden A, ,>x, >0, voor n= 1725 %-en
,\I -+ O, .l]s n-+ 0o,
Voor 2,=lgn, gaal de reeks over in een gewone Diri-

chleUsche recks. Stellen we ¢ =1,, dan gaat de reeks over

cH
in de reeks > a,l, -
1

on
§929. Als X a, I; " sommeerbaar (l %) is tot ,som” / (s), dan is
1
m

o «
> a, I, " sommeerbaar (p. ¥) tot ,som” g (8)=1(s)— \1 T

2, a
m - 1 R
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© { —tc <
et sommeerbaar (q.z) tot ,som” [ . g(s),

met py =1 .. en g =p —p,.
= ¢,, dan is

Bewijs: a) Stellen we a I "=c¢,
¢+ ...+ ¢, + e,y 1+ ..sommeerbaar (! ) tot ,som” £ (s)

BIECIE S sommeerbaar (/ ) tot ,som”
¢+ ...+ ¢, volgens § 25, pg. 31.

Volgens § 26, pg. 32 is dus
sommeerbaar ([ z) tot ,som”

R PR o ey A FAOS FAro gp AR e
&) — e+ ...+ cp)

Co w— 1 i R L (TR A
+l( m+l) + ( ) —Pf(S)_(Ul—i_--—'_Cm)qﬂlsw-+ 0'e)

d. w. z,
w*
¢ (w—p)Y+...4¢c (w—p ¢ m
1 - -~ =
dus ook =+ : = = n—m) + () —Xa,l. " alsw-> .
w* 1
[os) — @% .
b) Daar X a I " =X ¢ (p») sommeerbaar is tot g (s),
m+ 1 m+1
nadert
e . g
Opit s 0 —p Y+ ..da,, ol (w—p)¥ s
wH 3 Lot 4 (""); (Pn < W= Pu-!—l

dus ook
Hm +1 Zr;-jl 3 (H-‘ _+— pl) "~ pl:;‘ + SRS LY + am+ n "I::n ] (fU + Pl) o Pntx
% 5 g (),

(w0 4 p,)*

als p, <w -+ pSp,.q €N W R

Nu is
Uy 41 b0 — (pr — py) |* .

w”
lm-l-ﬁ —H‘ P [m+n _s; | 3
= fw—(pg—p) 4+ ...4a,, . Lw—(p,—py)|
i im +1

—_—
—

— {'ﬂ (H}‘t]—)l)znln +1 l:_n :— 1 : (w—l_})l) =14 i:‘: + i +”m + nt:xa«k n 1 (M-’ +PI) ‘_-HPIE-
S (w0 + p,)*
Dit nadert tot &, ., ¢(s), als w - .
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§ 30. Definitie sommeerbaarheid van een integraal.
(e o]

Zij gegeven de integraal fc(m) dz en een positieve continue,
0
monotoon toenemende functie A (x), met de voorwaarden

Alu)>o0 als u—-> 0 en 4(0)=0,

Bij de definitie van sommeerbaarheid van reeksen is
C; (r)=¢,+ ...+ ¢, waarbij n de grootste waarde van de
indices van de rij A, 4,... is, waarvoor nog geldt A <r;

”

hier definieeren we ('; (.—):f ¢ () dz, waarbij n de grootste
0
waarde van de veranderlijke is, waarvoor nog geldl 4 (n) = 7.
Verder definieeren we
o
% S YL
C; (w)—// C; @) (w—r)y—1dr.

i}
Nadert «=* €7 (w) tot een limiet €, als @- o0, dan is bij

o0
definitie /r: (x) dz sommeerbaar (A x) tot C.
0
[len analoge definitie kan voor (/ %) sommeerbaarheid ge-

geverl wordern.

§ 31.  Bepalingen en hulpstellingen.

Voordat we met de theorie voortgaan, zullen we eersl
cenige definities geven en enkele hulpstellingen bewijzen, die
voor het vervolg van belang zijn.

Onder [m] verstaan we het geheele positieve of negatieve
getal, dat voldoet aan de ongelijkheid:

[m]=m<|m]+ 1.

>
Onder X f(n) verstaan we de som van alle waarden van

b 4
f(n) waarvoor z = n =y (n geheel).
p q
Verder stellen we A (p)=Xa, A (p.q)= X a,
1 P

dus A(p.g)=4d(g) —A(p—1) en A(l cp) =4 (p),
waarbij deze notatie ook voor andere lelters dan a gebruikl
zal worden. Ten slotte A a, = a, —a, 4.
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Hulpstelling 1. Is g (x) een willekeurige funclie van u,
y —q -1
dan is ‘F‘a g =2 Alp, ) Ag)+ 4 (p.q)g(qg).

P 1_.p
Deze stelling is eigenlijk niet anders dan een andere in-
kleeding van een bekend theorema van ABEL
Het bewijs is zeer eenvoudig.

%a,. g)=a,9()+a,  9lp+1)+...+ a,9(g) =
19 ) —gp+ 1)+ +a, )igp+1)—g(p+2)i+ .
o+ ta_)lgla—1)—g(Q) | +(a,4.. +a)9()

q-—-l

— ¥ i /)Asf( )+ A (p, q) 9 (9).

y=p

Hulpstelling 2. Als s=gs-it ens >0 dan is

‘A |< IH} L Juo
G
Bewijs:
|
i —— = I
=] iy fat ‘:i“/ ! —Mrfwlg 8 / n-“f’_-m' IR
211 n
fatl _uo Kl

._‘q/ " du="217
) v
Zﬂ

Hulpstelling 3. Als f(z) een positieve integreerbare funclie

o,
van z is, / [ () dz divergent en g (2) = o) /()|
0
dan is f g () dx :”(/._ f () u’;::) of anders geschreven:
i 0
/‘ o(f)dz=o ( ’ fu’.l.‘).
4 ;

s q |
Bewijs: Zij ¢, de bovenste grens van '/ voor x = k;

&> 0, als k- oo,
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Dan is
X K ~X

[oin fou  [uras

L =o0(1) 4+ 0(s)=0(1),
ff(f,r Ifrf:r / fdx

f 0

daar % willel\eung is.

Hulpstelling 4. Als f(z) en ¢ (x) twee integreerbare functies
van z zijn en f(2) ~ A 2% g(2) ~ B2, als 2> o,

(¢>—1, > —1), dan is

*L_' Il
]”I /'/- fIJ—f)f{f\,lBI(xl ;)](J‘l‘l):n-pql

e + 2)
Bewijs: Stel f(x) =4 2%+ fi () en g (x) = Bl | ¢, (x);
dus /1 (@) =0 (") en g, (¥) =0 (.17";).
Substitueeren we deze vormen in de gegeven integraal, dan
kan deze geschreven worden als een som van vier integralen.
Een er van is:
X .
111“ B (.xf—z‘)ﬂ dt. Stel t=wux, dan is deze inlegraal
0
gelijk aan:

1 ) | ‘A
a+pg+l [ oa il )] (1‘;"‘”] (:3-1"1)_ a4 41,
A Bx / W (1l —u)f du=A B- [ B 9) Pl A

i
Een tweede integraal is bijv.
[1:(0) B2 — ) at
0

Kies ¢ >0 en bepaal xy z60, dat | /i (1) | < et® voort =
en | fi ()| < M voor t < xy.
Dan is

/f‘ OB —of dt| <] B U][fx )(*-*f)plf’f e /‘ w—of

) | X'|

<[ @w—tfdt+co@E" T
0

é 1 B| J! ‘ .1?ﬁ 41 i = (_1_ e :l_l)h’ + 1 % 7]7_ ¢ () (_1_4: + B + ]). (”
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Nu is

xf‘3'+1h(x—-xl)ﬁ+1:xﬂ+l_xﬁ+1(1_%)ﬁ+l:
—xﬁ+1__xﬂ+1%1—%(ﬁ+1)(1 __g%l)ﬂg:

aq\f
=x6+ 02 p<i<n
Dus (1) kan geschreven worden als:
(?fﬁ)"i— (v rH'/h_l) 0(.°Ja+ﬁ+1), omdat « 4+ 1 >0 en
dus O(Aﬁ)"——o(xwﬂﬂ).
De beide andere integralen zijn eveneens van den vorm

Hulpstelling 5. Als x>0, x>0, dan is

C; T )= e 1) [wf’#()(m - f)”_lrif
[(+1)T (P’] ’
terwijl een analoge betrekking voor (,-’J’V"H" (1) opgesteld kan

worden.
-t

Bewijs: 5 () =« / O (A (t—r*"1dr, dus

l i_/"‘*”’]'/ ,x n—1 —
1‘/+1 ( u.——f ”-—

l(/ l'.’J _]L‘I) W. gt — 1 B o] iz
P (1)1 () ’U[ (w —1) ‘”/ Cp () (b — =)~ d r.

Het integratiegebied wordt gevormd door den driehoek mel
zijden t=7, =0 en t = .

We mogen de integmlicvolgnrdc omkeeren en krijgen dan:

[ (x4 p+1) = x—1
[ 6] [ () ', C, (n)dr f (w —2) fm) dt.
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Stellen we ¢ — v = (w-— 1) u, waaruit volgt w —t=(w—17) (1 — ),
dan wordt bovenstaande integraal:

1
I‘ L Ui T fiaem e
-—-; s j () (w— ) * ]rh‘.f (=="0)" 2 V=

0

] (r" aF .’4+1) r( F(J) i 4x—1 :
- C, #)(w—7)" "7 IE— O E ),
TG Thga A==t
We kunnen dit bewijs ook geven, door uit te gaan van
de reeks voor (7 (f), nml.

Ci )= —a)c,+..... 4t —a) e, ANISILETPA NI
—1 o 2
f C (w — 1)" di= / (t — )»1)': ¢ (w— 8" Lt -+
A
-}- / t— ) cl—{—(i’-;ﬁkg)xt‘gg (;o—!’)“_Idl‘-F .....
(* () 2 F
-+ / 3 (¢t — };l)x ¢y e J'\n)/' , E (w0 —1) = Ff—
An
" _ o) .
- / (t — Al)x (o (w — f)‘”_ l dt —l_/ (t— Ay )"’ €y (w—2* ] dt+.....
% 9
L P’ w—1
-t / (t—a) e (w —t) dt=
An

(/1)-(u)§ R TSI %+ p e

({73 Ey A ) ( (i =A%) - Cg (0 — Ag) = et (=2
Tt 1)) et
T (e op) A

Hierbij is telkens in den integrand ¢ — A = (v — ) U
gesteld.

x-‘.uz__
=

(.’L‘].

Het eerste bewijs kan op volkomen dezelfde wijze voor
sommeerbaarheid van integralen gegeven worden.
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Hulpstelling 6. Als >0, o<1 en g <z, dan is
a S Kl
o’ — 1 'z —pn+4+1) de; @ T
Cr. ! e r By e i L
g (@) P+ 1) (1—z) o dt = &
d O;( n
. 2 —1
dt Z c(t—a ) “p

Bewijs:

A <t=Ar .

©q 0t (Y, .
' Of-@(w_z)—"ca:z -‘/ (6 —a)—
0 dt (.

(w—?‘ “dt 4

+[ (t-—).ﬂ)xﬁlﬂi,(w—f) ot 4. -]—/ Ay ’]c‘n(w—t‘)_‘“u’tsz
A

2 () L(1—p)
I‘{/——r.r,—{—l)

clw—a) " +... e @ —A[J”"”%:

_,|1(2+1)]1(1—,u 4—-—;&()
 Te—put+1) .

(Ook hier is wee

rt—a,=(w—2)u gesteld)

Nemen we in ‘L bijzonder » =z <1, dan komt er

N TRt oy (1) od 0 (!) a1
(z)_ (w) = (z;_ (w)= r (4_‘_ ) _/){ dt (w—1t) i —

e e
_sinxrw L(_Ef) )
T xm & (t

Hulpstelling 7. Als ¢, reéel is, 0=y=wen 0<z=1I,
dan is

7 1) A
| A (g, ) | =] /[ C; () (w—1)° :

dt | =Max | OF () |.
I=t=y

Is =1, dan koml er:

‘
o) =] [ ¢ Oal=| 0k =< Max|

’
0

=t=y

zoodat de stelling voor =1 bewezen is
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We kunnen dus nu x<C1 veronderstellen en dan voor
C; (t) de formule uit de vorige stelling substitueeren. Dan is

s ) ik Ys = '
sm-:c 5 [ (w — a‘)":_l dt / (]_E};(_) (f—.’)_zdr’:
i "0

| h (4, @)

0 dr

v

(
T 0 ti—

Y .
___q‘smzx [ d( ‘_ i r j(w—-t"'_l( ) " dt‘:

3 Y% [ e [ o .
|/ a C; ) gty dr ,metg(.—):ﬂ]j'-/ (i —it)% ](th-r)_du’t.
"o T e B

sin %z 7 /m repeey] —t
Nuis 0< g(r)=—— *u' (w — 1) (t—7)" “dt

sinex [ z—1 =%
e / (w—t)*" "t —1) dt.

—
o -

U]
Stellen we in de eerste integraal / — 7= (w — 7) u, dan
vinden we

gl (]

- 1 g - .
Ny S L

g (r)= sl / (1— u) “du

—
:d .

0 F
Mﬂ:l_fm‘f(m_n“4u_qut 0 r<y.

Is nu =<' < 4, dan is (t-—r)_”<(f—r)_”. t>y 0<x<1,

waaruit volgl, dat ¢ (r) een monotoon dalende functie van =
is. We kunnen dus de tweede middenwaarde stelling toe-
passen en vinden dan:

|h(gw)|=1g(0) C;(&)], 0<E<y
of |h(gw)|=|0;(¢ ),m Max | G5 ()]

==
Opm. Wordt de mlef,‘;ra:ll niet over het interval 0 — y,
maar over het interval vy — »'(w >» >#) genomen, dan
kunnen we opschrijven:



|
+|[ C; (t)(cc——t)z_l dt éMmJC; ’—]—‘\I'l\[(;' (4|

0=¢t=y' O=¢i=y"

§ 32. We leiden in deze § een resultaat af, dal veel
overeenkomst heeft met een analoge stelling belreffende de
sommeerbaarheid volgens Cisaro. Is een reeks sommeerbaar
Cy, dan is ze het ook O, als &' >k Zoo geldt ook hier
de stelling:

Als X ¢, sommeerbaar (%) is tot som O, dan is zij het
ook (Ax') tot som €, als ' > %> 0.

Bewijs: Uil het gegeven volgt, dat

w_”:r:j 0 () w—t =" dt=u" " C} () > O, als o> i

0
dus O7 (w) ~ Co”. (1)

Stellen we nu 2" =zx-+px, z>0 en passen we hulp-
stelling 5 toe, dan vinden we:

Ce+p+1) e . w—1
It (Z _l_ 1)1‘(‘“) b[ (/; (f} (u.) = f) H’l‘.

Volgens (1) en hulpstelling 4 is nu

C; " (w)=

[‘(x+x.{ ) lﬂ(¢—|—1)l(1~—-1 E 1) sk im0
Cx+‘“ g) & ' C e ARG '
= T+ )T Tt 1+ =1 2
0f ¥ (@) 0™+,
Opmerkingen:

1. In 't bijzonder is dus elke convergente reeks sommeer-
baar (2 ) voor alle z > 0.

2. Ocok deze slelling gaat zonder eenige verandering door
voor sommeerbaarheid van integralen.

3. Een analoge stelling kan voor (/%) sommeerbaarheid
worden afgeleid.
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§ 33. Als Cf (w)=0(" ) voor p >0, x>0, dan is
¢ (=0 (9 ) voor iedere 3 > 0, 12 >>0.

Bewijs:

r(x'i- r'*_l—]) iy 3 . n—1
r (:»: _'_ 1) I (:’4) _U" C}_ (() (W’ - “] dt, (hulpsl. 5)

Uit 't gegeven volgt, dat | CF (1) | <M ¢ voort>0.(M>0)

("'f + u (Cb] —

)
s 0 ) = E iy [ o7 — et

1
e W 0 -d)
S M LSO =0

’ 1
%

voor w voldoend groot, waaruit het gevraagde volgt.

§ 34. Uit de (l«) sommeerbaarheid volgt de (A x) sommeer-
baarheid.

Als X ¢, sommeerbaar ([ x) is tot ,som” C, (I, = — ¢M), dan
is deze ook sommeerbaar (4 %) tot dezelfde som.

Bewijs:

We veronderstellen ¢, recel en =0. We doen hierbij
niet aan de algemeenheid te kort, omdat, wanneer ¢, complex
, de stelling voor het recele en imaginaire deel bewezen
kan worden en wanneer O =]-0 is, de eerste term veranderd
kan worden in ¢, — . Deze recks geeft dan gesommeerd 0
tot som.

Daar X ¢, (I %) sommeerbaar is, nadert

15

w
w " [ ) () (w0 — 01 at tot 0, als w— . (1)

0

Hieruit moel nu volgen:

_/f 0 (v ;u—"‘)”_ldr—rU, als w= 00, (2)
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We stellen e =lgyw en r=Igt; dan is.
Cr(F)=0; (lgt) = ¢, + ¢, -+ ..e¢,, waarbij n bepaald wordt
door de ongelijkheid A < Iyt =< Aoy Of L <ESL

Dus C; (7)= ¢, (0).

Voeren we de subslitutie in (2) uit, dan gaat deze over in:

(lg w)— f G, (t) (lgw — Igt)* ]df' (3)

Nu moet hewezen worden, dat (3) nadert tot 0, als w —+ o0,
dus, dat

1dts=

w
f G (1) (Tgie — gtV — = o (lgw)”. (4)

1
Stel eerst » geheel.
Uit O’(t)—\‘(t-—!) ¢, en b <t=1l ., volgt, dat
p=1
i s gl )
C )= o C (#); O @)= 7 7 (f) enz.

Gaan we nu (4), » maal partieel integreeren, dan krijgon we:

e— I=w f — W
(lgw — lgt)" i b e v d ) (lgw— Ir;f % L
¢ G ) 21 1 ) dt IR
=11 A=
¥ o i == =10
=10 T d % (lyw — Ir;f) ) |
! 4 ® dt ¢ N ;“_+
1 (-_1): B d g (lqw—l'r;f} -
Loz -f G O\g) | ! % ST S

Alle geintegreerde termen zijn 0, aan de grenzen 1) en w
behalve de laatste. Deze is echter van de orde o (Igiw)*.
Immers :

3 —] x—1 x — ]
1\ * lgio — lgt 1 |
(o) T s T R

- go— 1 (A T (=L gyt Ly
’J J ({f { f - ¥ fh’-_l
lermen met (lgw — lgt) als [actor.

) Want cl"(l)zo, omdat /, =1 is.
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Het geintegreerde stuk wordt dus:

w ©CF (w) e
U_. ] - - :0([]:1) (igu-’)’:- (G)

“Z
De integraal, die overblijft, is op een constanle factor na,

gelijk aan:
—1

_! w()“ (1) (m) g g — :"") = Edt. (7)

% x—1 #
st (2 g(frnn—zw),_g_ e (L)
Nu is (df) ; = (lgw — Igt) n’i‘) t)+

H — d 3 1 ( . N
T /( ) 3 (lgw — lgt) 1 % (W) (i) L 1 (”) ( (lgw — Igt) 11

Tavlrs —1 :
Werken we (lgw — Igt)* uit en voeren we daarna de
differentialies uit, dan krijgt elke term den factor » 11 en
et

verder factoren lgw en Ilgt, waarvan de som van de expo-
nenten = x — 1 is; dus

d\* (g — hﬂ)xal l —n—1 L) v y
) ! S # / o /
(dr) { p | =t =4, (gl gy,  (8)

met pu4+v=Sx—1, u=0, v=0
Bij substitutie van (8) in (7) splitst deze integraal zich in

een som van integralen. Een er van is:

w
(gl 4 | 0700 ()
1

don O0F (= (P e o Ug)T s oY ()"
Daar O (t)=o(t"), is Cr (1) bl a% 5§

-
Omdat ( (f"::” dt divergeerl, is volgens hulpstelling 3,
1

pg. 38, (9 gelijk aan:
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v+ 1
(l!/w)'“ A.u. » 0 3 [ (MQ dt s — {u p O ([yw)‘ ' E:

1
= o (lgw)*. (10}
De modulus van (7) is dus kleiner dan e (lgw)”, voor w vol-
doend groot, waarmee de stelling bewezen is voor z geheel.

Stel nu 0<x<1.

Uit § 32, pg. 44 volgt, dat de reeks > ¢, sommeerbaar (/, 1) is
tot ,som” 0, immers 1> y: dus w C-‘]1 (w)—>0, als w-co.

We kunnen dan bij gegeven >0, w; > 1, 266 kiezen,
dat | Cll (t)| <et, voor t= w, (w, vast).

We nemen nu w > 2w,; dan is (4) le schrijven als

o~

j”1+f; e,

1 w, ;
a

Daar w, vast is, is | €, (f) | < K voor ¢ <w,. Dus:

HJ]
| 1 | <f K (lgiw — l_qu'i)x —1a < Ky (lyw —lgw,)* — =, (lgw)*,
! wegens x — 1 <0,

w
s d i x—1 dt

Ing '”,( ()] (lgro — gt) ft =
H'l

w\* — 1
lgw — lg ) | w0 (lqw — lguwy)* — : {
=" w  O\e)T T w Gl
B

= [ dn g(’-”“"—.‘;‘ﬁf_:lg dt =

0, dt
2 A 1[0 1 w x—1 1
—— (lg 2 x—1 7 PN Ig - (s
o (lg 2) C (.3) = (._f,r ”_‘l) G, (1) +
w A
q ()

-}- fg | (lgio — Lgt)* e (1 — ) (lgwo — Igty* — 8 [ dt.

w,



- e i) 1 w\x — 1
B2 g+ L ) T et

(1 e iy w
w w
2 (lgw — lgt)* — ! 2 (lgw — lgty* — 2
-1-& % j = —dt+ | ——— —di( <<
w, ¢ w, t

< M-+ e O(lgw)y— . 4 & | O (lgw)* + O (lgw)* — hh—op (Iqw0)*.
Passen we op de 3¢ integraal de middenwaarde stelling

toe, dan komt er:
z!

2 [2 . x— 1 w
Iy = =3 C, (@) (lgw — lgt) dt. o < vz < w.

w

2

lgw — lgt
Nu neemt chute T3l monotoon af, als { monotoon toeneemt

DiFE—its
——— — (lgeo — Igt)
) d lgw — gt t : .
¥ M S - Lt b A g — — — <0
van 1 lot w, immers Wt ow—t (o)? )
w—t ) — ¢t
omdat lgw — lgt =g (1 -}~ 2 7 ) = % , » voor Z:J<t< 0.

lgw — gt )% 1
w—1

neemt monotoon toe, omdat x — 1 <0;

o1+2)

x—1
. (lgw — lg\*—1 . : ;
en lim (-!ﬂf] (f) = lim t Ao — okl g —
w—1

Dus

t= 10 w—1 {10
w—t w — t\? 1 x*—1
E T T ( f-_) ’i!(l ;_|~ § 1o t— {)2_' } - 1
!]H}}r [ w—t 5 = w1 Ostssl);

9 [™ Tow — lgt\* — 1
Nu is Iy = f C (1) (10— )*— ! (-”” f -") S —
w 1 Ww—1
0w

@

Ty \X—1 % 7
2 (!'?_’f_ _ 1{]:2) ‘ C, () (w— t)* ~Lat, (; <o <ve<w. )
W= ‘f‘;i, )

w
v,
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L M
o) 2
Dus | 1, | é;} wl —% f C, (1) (w— 8)* — Vae | .
2‘

Volgens de opmerking bij hulpstelling 7, pg. 43,

. —ZQ | H
is nu | | =2w — Max | C” (t)].
S —=re=cy L

Omdat C’I”(t):o(tz), is dus voor voldoend groote

L1 5 0% 0 () = o (g

Hiermee is dus de stelling ook voor 0<% <1 bewezen.

§ 35. Bijzondere gevallen. ,

Nemen we [ —wu, dan is A = lgn; we kunnen dan de
vorige stelling als volgt formuleeren:

Als een reeks sommeerbaar is met behulp van arithmetische
gemiddelden, dan is ze het ook met behulp van logarithmische
(zie pg. 31).

We zien dus, dat de sommaliemethode met behulp van
logarithmische gemiddelden die met de arithmetische omvat.
Evenzoo volgt uit de (lyn, ) sommeerbaarheid de (ly Iy n, x)
sommeerbaarheid. We kunnen algemeen zeggen, dat als A,
een logarithmische functie van z is, de sommatiemethode des
te omvangrijker wordt, naarmate 2 minder snel toeneemtl.

co
§ 36. Als X ¢, sommeerbaar (Ax) is tot ,som” C en
1

A 72}

n-+1 . =8
>m > 1, dan is X e, convergent met som C.

1

‘n

Bewijs: Uit § 32, pg. 44 volgt, dat het voldoende is,
geheel te nemen.
Uit het gegeven volgt, dat
C; (w=X ¢, (@ —2) = Cu* + o (v¥). (1)
’ o< o=l b &

n n+ 1
We verdeelen het interval 2, A ., in » gelijke deelen !
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en substitueeren voor win (1) opvolgend 2, 2 41, . ., A=l
waar xl=2a ., — A,

We krijgen zoodoende x -~ 1 vergelijkingen. Van de (x -+ 1)
gelallen, die onder elkaar komen te staan, maken we het
»® verschil op.

Nu is 't * verschil van de rij

- b4 < "

(‘p()"]'l_—All) bl CP(AH+ J—Ap)?’ it “"C[)(Al] +—Z{ —;\l))x

gelijk aan «! ¢ £z
Verder is o (Au-rp.:)” ol (A (v = %)

en oA+ 0% —o(A, + )" =0(A, . )% p en g, <
Maken we dus het «® verschil van deze (x -~ 1) vergelijkingen
op, dan krijgen we:

n
el 1 Xe, = 21 l*C+ o, )"
1
n oA, D3
dus o, =0+ ———
T xl l*
0 ()'n 471)x Ao 1 = An g1 &
Daar =0\, _ ) =0 ' | =e(l),
x| 1* '+ 1 n At (1 o= )
m

n
nadert X ¢, -+ C, als n -+ 0.
1
Opm. Aan deze voorwaarde voldoet bijv. 4 = "
Als dus een recks sommeerbaar (e, ¥) is, dan is ze con-
vergent en een niet-convergente reeks is dus ook niel-som-
meerbaar (e, »).

§ 37. We leiden nu een theorema betreffende de (/x)
sommeerbaarheid af.

o, ; ) — A e
Als X a, sommeerbaar (I #) is, dan is X a, e —
1 1
oo ca”
= Y a, 1, ", sommeerbaar (I x) voor |args|=a <j, tot
I -~

IR (s + 1)
[ (k-

A:‘ () t—*—*—1aqt, behalve voor s = o.
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.s e T2 i e
Bewijs: Als ¢, =« 17" is, dan is:

n—1

O )=, (0—1)*=3 AW A" (o—1)*] +

+ A @)1 7 (w— L= “'[ A, (1) ;_Zt z t " (w — )% dt. (1)
a

(Zie hulpstelling 1, pg. 38).

We stellen « geheel en }: a sommeerbaar (/ x) tot 0; dan

1
is Ay () = o (w”).
We gaan (1) » maal partieel integreeren. Alle geintegreerde
termen op één na zijn 0, wegens [; = 1.1
De overblijvende is

— 10} =7 ; 3 : ¥
(;-,l- A;‘ () 1 w™ "= o (w*), gelijkmatig voor largs| < a < 9’
Vermenigvuldigen we de inlegraal, die overblijft met w-

dan moet de limiet bepaald worden van:

x+1 [ x+1
=t sy [ =i, @
1

%!

als w—- w,

H’"""l'_ " (fx+1£:f":’{
. ] o — ({14 ) N Y —i tx—y bt

y=0 1
= (= 1);:..{-1_5'(3 -I- 1)----(S"l—:o:)f“"“”_]w*"’_{ﬁ
y=%=1
X G —xt)G—wtoyt1).. . (sto)t——r—1,

y:” v

Substitueeren we den eersten term van (3) in (2) dan
komt er:

- I 8§ — 2 — |
H(\‘} ' (s+x)f _I (lf)t (,,.
b A

De integraal be:,tnat voor w=+w en s _>0. De limiet

is dan:

D6 e ) L
. TeFro 1(:)1. It (4)

‘} Vubeh_]ls ook pg. 46.

- (3)
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We moeten nu nog bewijzen, dat

- "0
.nzw—ﬂﬁu—x+yynﬁ+yﬁ AX Ot =71t 0,
1

T
als w— @, voor |args| = o< en y Su— 1.

We veronderstellen eerst R(s)=s=2-+1; dan is |b|

begrensd, wegens |args| = a < 0 en dus
-

[G—x+9)...6+9) <K

Is nu w, z00 gekozen, dat
;_If (| <e(t—1)° voor t=1w;>1 en heeft men verder

A7) | < M (¢ —1)" voor t=1, dan is:

L » "f“ - - - lc a“
L|<w *Ti JIK] (f—1t— 02— Vgt %tr . | [ i ===

: Ry
w, w
L w THFTT MK f et Gt Yl 8 K[ = dt,
1
omdat (t—1)*< ¢ ent <1 voor t=1,
H—y o —y
Dus | I |<w **" MEZ—— + 0w * 7 ¢ k= —.
X —y ¥ — 1y
Voor w voldoend groot is dus | [} | < Ne.
Stel nu R(s)=¢ >« 1.
Dan is |[(s —x+9) ...+ ) | <|s+ o |’”"1 <
= Rl | e Y
S ()" (secta)™™, (7’ iy a)

Dus | L | < w™* "7 (¢ + »)* ! (see P 4
-;[‘l e i - SR ey
XM Mile=a) i ‘dt-}-sf(t—-l)"t =2 'dr}.-
1 i

1

"‘I — one A e
Nuis To = (r + o) ! [ (e i S = e
1
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= 1
:Mlt_l’t—“ﬁ—‘

¢+ ( ) l:i
(°'+?”)x+13! —a"-}'+x—lt:1
n+(0'+?‘)--.(o"—}—y-—-x—|—1)(t—”t f -+
t=w,
(04 o) «l T =N
+(0'+?’)---(0'+7'—:¢—|-1)!t ¢ dt. (5)

Er treden bij het parlieel integreeren geen logarithmische
termen op, omdat wegens ¢ > - 1,
—r—y+r—1<—z—1—9F+x-1=—2
De geintegreerde termen zijn alle O voor de grens ¢t =1,

en voor de grens t=uwn zijn ze Kkleiner dan Cuw/* 7
(C conslant) omdat

o x+1
( + (;+'}()+ )(wl_l)x—:—wl—n_;'+vm
e+ ) ...lc4+y—v»
¢, a_z— 0 b 1—“%}"-1’<Grm1x—}’

—7 —0
voor w; voldoend groot en & i < C, < Cvoorec >0

o=v=xz2—1).
De integraal van (3) wordt:

I —or

G+9)....(c+> —«c)(

1 X"i'l
(¢ + ) :
~ 11is en geen enkele factor van

(o4 2). oy —%)
den noemer nul is, voor 7 >« -~ 1, is dus ook deze integraal
kleiner dan een bepaalde constante 0. Dus Iy < L w7
L constant.

Helzelfde kan voor de grens {=w worden aangetoond.

Ten slotte is dus:

| L | <w= %7 (sec a)* M Lw* ="+ e L w*—7 | =
:(sec@m-l % ”L(‘f") ’_}_SL'%<1Y£

voor » voldoend groot.

1
(0—-1—7/) i ‘ —;'-}.P{)

Daar
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Stel nu 0<<«z<1en A =0. Dus AT (1) = o (™).

We gaan weer uit van den vorm (1):

Cf (w) = —f 4, () ;;E [ (o — )% dt. (1)

1

Nuist *=w "4 (" "—w ’), dus:

w
1l O (w)=w* xf 40w " o —1"" Lt +

1

ot [0 e = )
G ! dt ' ’ N

De eerste term van (6) is

w7 " AT (w) = o(1), gelikmatig voor [args S %

Voor den 2¢n {erm kunnen we schrijven:

J j=10
— 0 A O L — T ) o= | 4
=1

o

w 5
1= w—"/ A () g ! ("—w ") w—2t)*dt. (7)

1

De geintegreerde term is O, omdat A: (1)=0 en

' — 8 -8 x—1 3 ?‘-_"-—m_ﬁ
lim (" —w ") (w—1) =lim —
=10 t=w w—t

(e —12)*=0.

| y
Nufis ,}ﬂai(r"—m—")(uv — iy =s (s 17" T w—-* +

4+ 2 st T o— T w (e —1) (=0 ) (o—t)* ™

De 2¢ term van (7) splitst zich dus in 3 integralen fi, I:
en Is.

Li=s(+Du*| AOC 2w—0d (@)

v
1
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Daar AII () =0 (), wegens 0<x<1 (§ 32, pg. 44), con-
vergeert de integraal

w
I (w) :f A11 (©) du, tot een limiet I, als w - .
1

Dus deze integraal is zeker (/%) sommeerbaar tot dezelfde
som, d. w. z.

0 —r 0

w
lim w™ *x [ IO@w—8*"lat=1
1

w ol ; 1 2
of lim w * 2« [ (w —t)* — Lat / Al (Wu"""“du=1

Al 1 1

Door omkeering van de integratievolgorde vinden we:

s
I=Ilimw * / A: () «= "% (0 — w)* du.

1w —r 0 -i

Hieruit volgt, dat de limiet van (8) voor w— o gelijk is
aan

vl
I'=s(s + 1)f A @,
1

Volgens hulpslelling 5, pg. 40 is nu

1 %+ (1 — 2, I"(2)
t) = < = e T
=4 0= (DI (1 —x

Suhstitueercn we dit, dan krijgen we:

4 )) (- . —s—2 ¢ 2 — o
W= T e l)l (i —z)'\ (s i'l)[ t rh‘[ ‘.l‘l(”)("‘mu) =

e n OO
s (s+-1) f A7 (u) tlu] A (R ke

ot
| / ;ljx () (t — w)—* du.

1(4-{— 1T (1 — &)

Na substitutie van u=wv{, (v is de nieuwe veranderlijke),
vinden we, dat:

.0 Lol —
j il = W)E di =%t s (jj i” ( 'J)

u



Dus:
s(s-]—l)l‘(x—ks—%—l)
r(1+/)r(~+°>)

—'I Liartitr ) 1” () u—

T(L+#)T ()

Nu moet nog bewezen worden, dat /; en Iy tot O naderen,
als w— oo,

w
e —210 % zs/‘ xll[ (?) == (0 — t)* — Lt

1
. 1
Kies bij gegeven ¢ >0, wy 260, dat | A (£)|<Ze t voor t= ;.
i
Verder is | 4; (f) | =S M (t — 1) voor t = L.

Dan is:

I'=——

Jf W u """ ldu=

i
.

"y
/ M@E— 1)t (o— 8 ldt+

gl

|| S 2w *xoseca

-+ ¢ /” 2 (=)= Lt z

e
|G| < 2w *xseca g (N'—u‘l)""lal M@E—1)t—2 ‘dt
1

e K [ (o—t z

1w,

omdat ot~ < K voor t=w;, ¢ >0 en z— 1 <0 is.

e,
Nu is ¢ / (’—l)t_a'—l{{f:-—-(wl_l)ull_n_i_
1
Iy
<+ / T ldt < (o, — 1) w= *+w, — 1< 2w,
¥

o — ]
w w
Dus | I | < 4 xseca M (l 1) — —} 2 Kw *seca(w— ).

1w

Voor w voldoend groot, is | Lo | < Ne.
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w ] T s
Ten slotte Js =« (x — 1) w™ z[ A @O — w0 7) w—1)" L.
1

Nu is volgens hulpstelling 2, pg. 38:

= —sI:|e—-s[gt__e—slgm

& — y
|t —w A =

| <secx|e 8 _

—secx(t=%—w 9%, dus
wy
| Is | = % (1 — 2) w—* sec a. ﬂ['/‘ t—1) (¢t "—w™ ") (w—t)* —2 dt+
1

s—1 a

- (w — 8)* — Lt

w —
-I—x(l—x)w—”secat.ef tt 22

10,

Nuis 7 °—w °<1, voor t=1w; en ¢ >0 en

w—t

=Y :
T IS een monotoon afnemende functie van ¢,
1w — ¢

—1

waarvan de limiet voor f— w gelijk is aan 70~ 7 ' want

de teller van de afgeleide naar ¢ is gelijk aan
—c(w—tt "1 t—°_ 1w Deze is <0, want uit
—cw—tt =t —wp° < 0, volgt

c+1<s ':; - (%’)_0 Als we f;Z k stellen (k=1), dan

moeten we dus bewijzen, dat (A —1)¢s>1 — 2 is.

Dit volgt vit: (k — 1) e > olghk >1 —e 8 =1 _j—°

"y 5
Dus: || <z(l — %) w™ *seca % J['/ (6 —1)(w— 8" —=dt +
1 .

e (3] 7 rw
+s*1~-'~ o 6 / E(w — o) Lt %

“’7 —— 1 o
10,
] S ey [ gp— o SR A e
K| <M w* % (0—w) "= fe—-"Y (w0 — w)’ }
2 w— 1 P '

i M wy\* — 2 'H‘l 2 \ M ¢ w1 \* 1w
dus | 3| < 9 ([ o m) (NJ 10, = w/ w—1'




0y : ;
Als w— oo, dan = ol 0, waarnit volgt, dat Iz < N'¢
voor o > 0.

oD
Is X an sommeerbaar (Ix) tot 4 en A ~|-0, dan kunnen
1

we de reeks
— A1 o™+ a1 "4 .... beschouwen.

— A, ar,.... is sommeerbaar (lz) tot 0, dus de reeks
- —8 .
— A 17"+ a iy .. .. is sommeerbaar (Ix) tot:

Ii("‘l‘*d fw 1% g— 8 —x—1
T e+ D) AT () dt,
waar ATO)=—A@¢—1)"+Saplt—L)"'= — 4 — 1)+ 47 ().
! ,n = tf':;[n—kl
Verder is gemakkelijk in te zien, dat de reeks 4,0,0.....

sommeerbaar (%) is tot ,som” A en dat de som kan worden
voorgesteld door:

L(s+xz+41) ]
(e 1)1 (){ s

uit de substitutie f::‘ blijkt.

dt, mits s == 0, zooals

Tellen we de 2 reeksen bij elkaar op dan vinden we, dat

el * sommeerbaar (/%) is lot:

Eu P
1
(H_}—/_ldl), ‘w,i-! —a—x—1
Tl DDA T

dt, gelijkmatig voor

;u'gs|§a<g en s-|- 0.

J)
Op dezelfde wijze kan aangetoond worden, datals X a, [*
i
sommeerbaar (/ ») is voor & = 3, de reeks gelijkmatig sommeer-
baar is tot:

Pt +8—0) 2 %0 —0otfon—i
< 3 L ﬁ,
l('f'¥-l)l‘(.-..|¢3), L'y () it
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m

%
a, :1 (f—!)
!m < tétm-&-l

voorarg [s — §| S o< Jenmetd” (1) =

— A s

o0
§ 38. Als Xa ¢ ™ sommeerbaar of eindig (! %) is voor
1

s=B,danis|f(s)|=olt|*T], gelijkmatig voor o = 3 + ¢ >3-
¢ vast.
Bewijs: We mogen 3 =0 veronderstellen; dan volgt uit
§ 87, peg. 51, dat
I'(s+«+41)
fs)==
e PES O

:{ D= maisty

=

voor ¢ = ¢ en gelijkmatig voor |args| <« <

o |

& ' e o Y
Daar X an sommeerbaar of eindig (1 «) is, is | A7 (&) | < Mt
1

voor t = 1.
Kies » zdd, dat [ t—°— 1 dt <5 voor o =¢, en splits

[(s) in twee integralen I, en Io, resp. met grenzen 1 en »,
y en oc,

I‘__(S + %) 4% () y—*—* - 1(}:;1—1}“) ';‘)(H) f,' Frbeh (d (f) dt,
1

LI 01t |47 6) |y —* +o|:rf] = —x

1

A7 (1) | dr—

= H (») O[tlx = (}|f|}=“!-].
[veneens:

e
(LIS Oltf* | Me—c—lat=30t*t =gt t].
J
S 39, Hulpstelling, Als ¢>0, «>>0, dan is:

1 [eH® D+ )T E) . Ih&
ﬁiz_-im Fefigy” @ —(1_ g e
=0, alsv<lI.
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®
Bewijs: We stellen: (I — 2)*=3 B"a".
r=0 *

Deze reeks convergeert gelijkmatiy op het segment 0 — 1
wegens x > 0.
We mogen deze reeks term voor term integreeren,

dus is:
(4 1) (5) [1 2 —1 P o [« rta—1 ] ey
= = r— a =) dop— E b == E P
I (J{'{-l_i_{\‘) ‘0 ( t) ax 1‘.—_0-6/ r ’ ax 0 S+r (0->0)

c+ico o 4.
1 [ Gl =y also>18

Nu is ==
7 s

9riJ |
C=—100
Beschouw den rechthoek gevormd door de verbindingslijnen

van de punten
Alc —iR); Blc+iR); C(—R+iR) en D(—R—iR). (R>27)

De functie heeft 1 pool, nml. s= —r. Het residu is v—".
De modulus van de integraal langs BC is kleiner dan:
18TE v
Q) / a r ({O‘ é
25 Vo + 1)t + B
M R voldoend
= ¢ voor I voldoend groot.
= 97‘_] Ru’al =i0-p ’.‘ﬂ’< voor R voldoend groot
Ly
Fivenzoo is:
{ [oREIR { [+R p—R
—ds | < = i}
c)__'./ JE[ i ‘2'».'./ 1V (r— R): ¢
271 4 in 8§ T a ( )Har
{ [ R —R 9 p—R
<= / dili— < ¢, voor R voldoend groot.

- ih ; u 3 i
R 2 I
Ook de integraal langs DA — 0, als R - %, zoodat dus bij
de limiet overblijft:
o0 100 o
| v .
o s are ds=v~",
2x s+r
c—1ic0
e+ 100 '

ds = 0; dit kunnen we

Is v< 1, dan is 91_‘,./

8-t
c=—100
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op ongeveer dezelfde wijze inzien door te nemen den recht-
hoek met hoekpunten: 4 (¢ —-i R); B(c+iR); C(R-+iR)
en D(—R—iR). De [unctie is holomorf binnen dezen
rechthoek, de integraal langs den contour genomen, is dus 0,
en wegens v <1, nadert ze langs BU, CD en DA tot 0.

Nu is:
c+ian c+iwo _ P
'Q—I.f ],( + )F() fb: 'I [ %‘ B v ds.
2zil 149" 2780 Zos+r
Wi G{)x B ](/“I‘l)r_(q)_oul\—-;v--l’ %« >0 en

05—!—) l(/+1+)

langs den integratieweg = v, mogen de integratie en
sommalie verwisseld worden, dus:

c+ic0 “ c+10 P A
‘l—f Pl+DI() ib___i_: 2 [ B e {o
2xi T'(x+ 14+ 3) 270,209 i S r

c—ion
1\
— (1 — NE als v > 1
=0, als v < 1.
o0
§ 40. Als Ma I=¢ sommeerbaar (I %), is tot f(s) wvoor
1

§$=pf, en ¢ >0, ¢>p, dan is
= : 1 /‘“’"f f(\)l (z+ 1) I' (s)

w—* _\T a, (w—1) =

w* ds,
27i) F+ 1459
I -\‘wu-:l,n+1 C—100
i J}‘ v
Bewijs: Onder (X aNi=e = ['(s) zullen we verstaan, dat
1 (]1)
’J’

2 a, l-* sommeerbaar (1%) is tot f (5).

nn

m

o m
Dus w (_‘f, an b= ") =wf(s) en 2w |3 a,lrt)] =w X a, I=°.
1 (1) 1 (1) 1
Volgens § 29, pg. 35, is nu ook:

S e

an® », -8 — ———

w( 2 a, 1) — 3 ,,z,mf—.r;(s),
m+ 1 (l“) (

met p, =

m-4n-*

=, BvT=
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Volgens § 37, pg. 59 is:

a Z““) :uwr(”"‘siiﬂ,”’%ﬁl) /
0 Jaw F+1)IG6—p),

-0

A% (u)u— =

-8

W’ (
en eveneens

n lfz—l—s—- -+ 1) s — s ey
N - — il s &8 F 4
w* (‘_, a, l- )( x)_ w* F«+1)T (s' 5) J @ () u

waar a; (W)= A7 (v) voor 1 = u=l

C(x+4+s—B4+1)

m1°
T+ 1T (s— Q)

Im+1

alles voor arg|s — B | Sa <K 5

en B (W)=AT (1) —a[ (u)=

4

n u f’ (il T [n)'(

l ’ k-..“._‘:lr_l_l

We zullen nu aantoonen, dat

c+im I3 (s
[ 70 [ s 1) ()

P (x—}—l ) ds =0,

c—im
We kiezen daartoe als integratieweg de zijden van den
rechthoek ABCDH met hoekpunten A (e — i R); B (e - i R),
C(R+<R), D(R—iR).
De integraal over dezen rechthoek is 0, omdat de functie
holomorf is, binnen en op den contour.
We schatlen eerst de integraal langs C'D.

: —i
Nu is B () = (l,,+1)" f _‘f, a, (/ ln ) (=T )%

m + 1 1
2] "u R P ! PN
Daar ¥ a, sommeerbaar (¢ . %) is (zie pg. 36), is
m 4 1 !m +1
dus

B )=, ,,) "0, dus | Bf ()| = (1) " Mux.

m

€D
Dus g (s) = w® =—— — B (u—ctl—*—1 gy,

1 du

du,
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IF(/+H—{3+1)‘ T F(/+1)I(S) Vi
Verder is T+ 1)T G—p) | = (@) [ ‘l PR = 0] 1

Dus:

lg(R+i)|=u™0 ([.’.)”“f (Zm+1)4ﬁ Moyt e gy —

Im+1

(Vo

\Ym + 1

| R+iR '+ 1) T () 1 (——)L\RO RSO (B)- L 9 R
dus { /()F(—[—1—|—)d < mH) (R)* XO(R) . .2 RB<g

voor I voldoend groot, wegens W<l q-

We schallen nu de integraal langs BC.

{‘ = .. ?f 5
g@=w| > a - ”) = (—
n + 1 (p- ") ]m +1

|
|

S 1

|

O ‘

= ([ ) h (s), metq, =p, — p,.
|

|

m+ 1 ‘[m 1 (q. %)

‘'m+1
(Zie § 29, pg. 36).
Volgens § 38, pg. 60 is A (s)=o|t[|**! gelijkmatig voor

(G410 (s)_

6 = ¢; verder is —

[+ 143

—{0) [} ==

| [C
Hieruit volgt: f /(9)l (+1DI() g

4 T+ 1+s ,<

_ d T e R =1 -
< ; R M R do< Ke wegensw <l . ,.

‘m + 1

Evenzoo nadert de integraal langs DA tot 0, zoodat we
ten slotte vinden:

retico I‘V(}.’.‘{‘])IW(S)
I* (s

A (414 9) :
1 c+iw I_[I I (/+1
— n"i Q ._\‘ —_3 _ .: .
of 9":5_/ w* | f(s) DBl |1 (v _]_ AT ds 0
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Uit § 39, pg. 60 volgt dus:

[ f(s )g((i: 11)1 (\; we ds — = =A% cf_wo i ;Etil)i(g (“')sdg—

o

c—i e

m lﬂ X : m
=3a |\l — = =w *Xa,(w—1)".
1 " 1

§ 41. Uitbreiding.
Op analoge wijze kunnen we afleiden:
: | [(/+ )[(H-—'Hg)
— \-\ =
Sa =t =g [ Oy

! =10
Im“"‘“'lm-i-l =

'? = 8
o (s,

mits ¢ > ¢ en ¢ >3 is.

Het is mogelijk, dat de functie f(s), die holomorf is voor
¢ >3, over de lijn # =3 analytisch kan worden voorlgezet,
zoodat dus f(s) holomorf is voor s>y, waar »<j3
is. Voldoet f(s) bovendien nog aan de voorwaarde, dal
f(s)=olt[**! gelijkmatig voor s = o + ¢ =9, (1), dan is ook

m i+ico
”1_;(\—{:(“:(”"—’:;)“:0171',[ f(b)l (’C+ 1),1 ()

tm SIS lm + 1

d—ic0

0 >,
want passen we het theorema van Cavcny toe op den recht-
hoek ABCD gevormd door de hoekpp. 4 (6 — i R), B (3 - i R),

Ole-+iR), D(—iR), dan volgt uit de onderstelling (1), dat
de integralen langs BC en DA tot 0 naderen, als K- o0,

zoodat dus
ft+iw -’-3“‘ IOO

c—ion d —

Evenecns is dan ook:
,g{l‘l” I ”n(” ___l)x__l fjthnf[)] {":‘I_l) (5_“0) n—.eo dy
nn " 27 P+1+s—s e
=1 j i (x+1 -+ n)
m <w<g Im+1

mits 0 >, en J > v.
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m

v —~
20 by

1
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8] —=
§ 49. We veronderstellen nu, dat de reeks X %, l, ~ som-
1

meerbaar ([x) is voor # > 3 voor voldoend groote waarden
van #, zoodat dus de ,som”functie f(s) holomorf is voor
s >fB. We kunnen nu de vraag siellen aan welke voor-
waarden de functie f(s), indien deze over de lijn ¢ = een
analytische voortzetting bezit, nog moet voldoen, opdat de

o
recks > a, I ° ook voor waarden van s < (3 nog sommeerbaar
zij. Bij dat onderzoek worden dus, in tegenstelling met het

voorafgaande, eigenschappen van de recks afgeleid uit die
van de ,som’functie.

98]
§ 43. Als X a !, ° sommeerbaar (I%) is voor > en

1
f (s) is holomorf voor s >y, waar y < f3, (dus f(s) is voort-
/ethaar over de lijn ¢ =), en f(a)— 0|t ¥ gelijkmatig voor
=y +e>y, « >0, dan is A,a I, “ sommeerbaar (I ») voor

s>y, mils z >«

Bewijs: Uit het gegeven volgt, dat we p (geheel) z66 groot
kunnen kiezen, dat de reeks (! . x -4~ p) sommeerbaar is voor a >3
en z - p = k; daar 7(s) = O | £| *, is dus zeker / (s) =o| ¢ [* TP
voor « =y + ¢ f(s) voldoet dus aan alle in § 41 g{,nouude
voorwaarden, zoodal:

eip_ 1 PHO T (et p )T s—s0) o
\‘ ) + P —(= . P T el Ao ,8 8
ot =y =g 107 e+ pF1+s—s)'
lm<w<lm+l J—i o

mits ¢ > a5 > 9.
We kunnen dit ook alsvolgt schrijven:
1

4100
N . AGEIY e e : - [
(0 —1,) = m‘f f(q) Cx~+p+1+ 3—s) -

[ 8=

d—10

l (/C_‘_p—{_ 1)[ (h'—é\o) x-}-[]-}-ﬂ_’

We gaan nu beide leden naar w differenticeren, De diffe-
rentiatie onder hel integraalteeken is geoorloofd, omdat de

integraal gelijkmatig en absoluut convergeerl voor alle p = 0

. S S € S Cle+p+1)C(s—s) ., —x—p-1
immers [ (s)= 0 |{" en Dlepi-1-% 50)-—()|{.|

)

o ds,

0 (ds.
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I'(x+p-+1)T(s—s) wl—de—p—10 k=g
e U e e = O '“?1) -
x>0

Voeren we de differentiatie uit, dan komt er:
i ey 2 1 3+io (-I ]J+1]I(s—a)
(2 Sa ln (w0 —1)"F IZ‘—-.[ =
+7) (o —1) qu;mf)r@+p+l+¢*ﬂ
X (x+p+s—s)wtTPre—%1gs
1 ./~;-+icn () (/ + p) I (S —_ 50)
D(x+p—4 s — s0)
St e R S he g
Deze formule heeft denzelfden vorm als bovenstaande,

alleen is p vervangen door p — 1.
Na p differentiaties (die alle geoorloofd zijn) vinden we

A —lo i K-l‘p—l — o
Of‘i—'(['n 1% (w— 1) 23

d—1ico

tenslotte:
b i 1R rietice F(K—I—I)F(b-—?n) REr
3 — = 3
w2 ay I w—1Y = P *) T(ed+14¢ Rn) o ds.

d =100

Kies nu y >y 260, dat g — 1 <y < g,<d en integreer

@—1 [ ()Il Eu+ 1)_; (: iO; w' ™% ds langs den rechthoek
T K r - a(

ABCD met hoekpunten Ay —iR), Bl +iR), CG+iR)

en D@ —1R).
De integrand heeft binnen den contour 1 pool, namelijk
s=so. Hel residu is dnm
3 r-]*l)]‘s——sn) =
1““ § — KO)f .'C + 1 _}‘. Fr— “'0) f("‘o)

1""'8‘
Schatten we nu eerst weel de integraal langs BC.
T 4+ 1)1 (: $0) L
Daar [ ()= 0|t /* en _1_1+:__:§) Ot %
ot 25 '( DI (E—8) a=s .
‘:.’”r.;f re g 414 s—s0) @ Yaziis

w+iR

< Mf e S e

o
voor I voldoend groot, wegens » < x.
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Hetzelfde geldt voor de integraal langs AD.
De modulus van de integraal langs 4B is

2 1 /f-w-?—iﬂ f‘(-) r (H+ 1:]1—1(5—30)
97, Th+H1+s—s

w' N ds ‘ <=

y—1iRk
¥ —7 1 r+R : I (75 —]— 1)1—‘('4 + it — 50)
v on | Tut i rerT e |-
—R

Deze integraal bestaat, als E— oo, dus de modulus is

=

kleiner dan I, w" .
We vinden dus

f(h'o): 4 1111 10"_% + 2 0’ & +

e
i

e

ks Hiwff).I_‘(”_l—1)1‘(3%3") =2,
f (5 ST w ds.
d—1iw
LAl<¢1"
10" | < 1.

fle)=0Mw ™~ "+20ctw ™ X al,"@w—1)>
1

IIm <w< lm 41

Daar y < 5o, nadert 2"~ " = 0, als w- o, dus
_,m ey y o0

lim w *Xa ln s (w— 1) ={f(s), d. w.z. Xa
W = O 1 1

is sommeerbaar (I ) tot ,som” [(s).

-
n l‘ll d

§ 43. HET VERMENIGVULDIGEN VAN REEKSEN.
o an
Als gegeven zijn twee reeksen > a, en > &, dan kan men
0

0 n?

(oa]
op verschillende manieren de productreeks > ¢, van deze

s Uy

®©
twee reeksen definieeren. Men kan de reeksen X a, 2" en
0

oo
> b, @ formeel met elkaar vermenigvuldigen, (d.w.z. elken
]

term van de eene reeks met elken term van de andere) en
u * n .
dan de coéfficiént van @ gelijk aan ¢, stellen.

’ o0
Bekend is, dat als de 3 reeksen convergeeren en X a, = 4;
0

0 o0
Xb,=Ben Xe¢, =0, AB=2C is, 't is namelijk gemak-
0 0



69

[0.0)
kelijk te bewijzen, dat de reeks X ¢ steeds Cy sommeerbaar
0

. <
is tot 4 B (zie inleiding pag. 4); convergeert nu %_,cn, dan
zal de som eveneens voorgesteld worden door 4 B.

o0 o
In plaats van uit te gaan van de reeksen X a, " en 3 b, &
0 0

kan men ook de volgende reeksen opschrijven:
n

o0
\“\ ;. &L b — Hy T ':. ’
v O € LA ‘E' bll € R (4 m 1 > Amy Pm 41 > “m)

'&HI )

, §_>o:, als m— ), deze reeksen formeel met elkaar
“m
vermenigvuldigen, de termen a6, rangschikken naar de op-

klimmende groolte van4 - 1, en deze reeks als productreeks
definieeren.  Men noemt deze dan het Direchlet’sche product
van de reeksen 4 en B van hel type (4 ).

w o2}
§ 44. Als X a, en X b, absoluut convergeeren, dan zal
1 1

2.2]
ook de reeks X ¢, absoluul convergeeren; in dit geval toch is
1

de volgorde van de termen a_ b,  onverschillig.
Iivenals bij de andere tl(,flllllle van vermenigvuldiging geldt

ook hier de stelling:

o]
Als _\_', a, = A absoluul convergeert en X b, convergeert, dan
1 I
is Xe¢, convergent en gelijk aan A4 B, waarbij de termen
1

a, b, zoo gerangschikt zijn, dat in de reeks X ¢, a, b, na
komlt, als 2, + @, > Ay + pn (4, ®© en w, =+ ),
Bewijs: De termen, waarvoor A -+ g, =4, + 1, nemen
we bij elkaar en beschouwen we als ¢én term.  We zullen
verder eerst B==0 stellen. We moeten dan bewijzen, dat de

o]
som van de reeks X ¢, = X a, b, =0 Is.
i

Uit de absolule convergentie van \ a, en B= 0, volgt,

dat bij gegeven ¢ >0, p z06 bepaald km worden, dat

pt+q P‘t" (f':l,e,..
I\J e
a n & voor
,-—-«l (||< | < ?.:O’l!.'._

p+1
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We nemen nu van de reeks X ¢, » termen a_ b, en stellen
de som voor door C,; » kan z66 groot gekozen worden, dat
in de som voorkomt de term a_b_; dan komen zeker voor de

p°p’
termen a, bp , als pl <7) en p» < p, omdat
by T g, A T e

Nemen we in C, aile termen bij elkaar die de factor a4, de fac-
tor @z enz. gemeen hebben, dan kan €, worden voorgesteld door:

0, =ar(brt+bet...+5,+..+0b)+
SHy (O b SRS D) ST
+(tp(61+...+bp—l—...—%—b,.p)—I—...—]—aM(bl—I—..—[—bl,“).
Wegens a1 <he < AsiSvi...2>0>.. >y > ..oy eny, =p,
terwijl verder v1 4 ve ... vy =v.
Dus:
. o n
| C, |<s_‘;:,|an|+Np§l? a |, waar N:Max}fi_:bnh =102
|G, | < ed 4+ Ne=e(N-+ A).
Als nu p— %, dan nadert ook »— @ en C,~ 0.

Is B=}=0, dan zal de som van de reeks (b — B) -
4 b: +...=0 zijn, dus:
Ov’:ﬂl(bl+---+b,-l)+---+01\1(bl‘l_---_i_b
e (G REe= 0y IB 20

volgens 't zooeven bewezene,
zoodat ay (by -+ ....- b,.l) =0 T ay (0= by ) AR,
als v oo,

) T

M

§ 45. We kunnen algemeen bewijzen: Als X a sommeer-

o0
baar (A ) is tot A en > \ b, (= @) tot B, danis X €, =ty b, som-
0

meerbaar (v 9) tot (.’ en C=AB, met y=a- 341 en
waarbij de reeks v, bestaat uit de getallen 2, -+ p gerang-
schikt in toenemelule grootte.

Bewijs:
lu () i ( = )ra I}ﬁ ( Y 1 ( ".'r’
A \w) — _,(fn w )'n y 1 u)) —_ 2 )n W, — iu'n)
j‘n < 0= fln 1 < 0=y 1

en C (v)=X¢, (w—y).
Vg S @ = Y41



We welen, dat:

‘42 (w) =« /.m 4; (r) (fv‘ = T)a_ . dr o~ Aw® en

0

B‘G (w) =73 f (-) (w — 4)'6 S o o B wﬁ, wegens (A 2),
0

resp. (» 8) sommeerbaarheid.

We zullen een analoge formule voor (7 (w) opslellen.

Nuis O (w)=Xa,b, (v

| +p <
Apt o, <o

— fy
Am Mn) L

Beschouw de integraal /‘w A5 () 15;'3 (w—7)dr. (1)

0
. o
De term a_ komt in A; (r) voor, zoodra >4 _ en de
nh
term b, in B, (w—7), zoodraw — 7> py of 7w —p,

In (1) komt de term @, b, dus voor met den coéfliciént

f — M g
fU “u r—2 ) (w—7—p) dr. (2)
;'m
Stellen we hierin 7 — A = (0 — A, — x,) 4,

— )=

dan is w—7 —p,=w — Ay, —pu,— (@— 2, — u,

= (w— 2, — &) (1 —u).
De integraal (2) gaat dan over in:

I O . Dle+1)I(5+1)
A atf+1 « g fn
(w— A, — )" ﬁ u® (1 — )’ du= 3 (x +At2 (e A
Hieruit zien we dat:
o | I’ (n - ,p« "I
G @) I (x + 1) [ (1 r l) l < SR

Uit hulp:leliinf'f 4, pg. 39, \'n]gl. nu direct, dat

.;) ~ A B o', waarmee het gevraagde bewezen is.

l\cmcn we in 't bijzonder «a =3 =0, dan is y = 1.
De productreeks is dan sommeerbaar (v, 1) tot AB en in
't geval, dat deze bovendien convergeert tot €, is U= 4B,
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8 46. Als andere toepassing van het vermenigvuldigen
van reeksen met toepassing van de Dirichlet’sche regel, geven
we nu nog, eenigszins gewijzigd, de door Laspau bewezen
stelling: )

Als gegeven zijn 4 gelallen =, p, ¥ en o' met de voor-
waarden r =0, 7' =0, 7+ 7' >0, p+7=¢ enp + 1 =p

% um CQ bﬁ
en de reeksen X — en X = convergeeren, (1)
o 1 n
. % um q2 n (o)
terwijl > en > ——, absoluul convergeeren, (2)
¢ oy e ET
1 m L n
® C o'+ prtrr s
dan convergeert E—r':— voor 8 = £ ';_ : , waarbij
T p T+
¢, = Xy b,. Hier is dus 2, =Ilgm, @, = lgn.
mn=—p
B B (=
.e T 7 TR T
Bewijs: We stellen £ £ . = w, ;=—4y en
T4+ T T+
~! X o
T ’ ~ m S em
e ri==it] by ‘\—‘_,n:Ax en 2,7—_—':1.
AT 1 m I m

Hieruit volgt, dat % en »' niel beide tegelijk O kunnen zijn,
we mogen dus v =|= 0 veronderstellen. Bovendienis » + 4 = 1.

N . \X‘ lamJ — \; | aﬂ] | ';) Jt_ T — (1) <
nuis 2> ——— 24, I’-E-; .m =
1 m 1 m
é -J:/) +r—w é l_"'_“, |_ 1 s .('l[ - (3)

= N ')”‘n 4T — @ — /)7——- 7!
wegens ¢+ 17— w=0 en (2).
sl _ M

—_ ’ ’
1 n(ﬂ] ‘_r:(a) Sy et T

Eveneens : ()

Nu kan bij gegeven ¢>0, « z66 bepaald worden, dat

\ “‘ln — 4 l < ;, voor n ‘-_3_ &£,

) Rendiconti di Palermo vol. 24, 1907, pg. 111 en v.v,



= T B =
Dan is: 3 Ehe o3¢ ERUE o ==, —4)
S — = — et —
m=x+1m® m=x+1 p®? —~ m=x+1 a1
AK — A |_ ( ) ( 1
T e AT AR = ;‘4_ e Y
(4-1)? 7 e (@)= @422—F,) ' """
’:_ ( ! T_r
want w —p = £ +_{_ - ¢) =0
T 73 -
(?m bn
Stellen we — =&, en — =@, dan is dus:
in nw
[ i
I3 | for0) \ -
S < ey A € .
: o D) en evenee 2 B, —
W S o (5) en eveneens \n:x+1' : !< o, (6)
ut il q
q f'F |-q ] l{ll q |m]
R INY S — o . R N N -
Nu is ‘}fp' =3 &n 2 Bt 2 ey 2 B (7)
[q""+1]

waarbij de eerste term van het 2¢ lid van (7) een verkorte

ool m=la"] 7
schrijfwijze is voor ¥ . (B + ... +B)metn= L ]
m=1 n.

We vergelijken nu (7) met den vorm:

[¢] [4"] 4] 7]

(va) o2)
W T e e W N PN Ll 5, ) Q
—'l-f &m >\ T n + -1—' Zm >< T n -—" @m >< ‘-1-' pn' (b)

v 2] oo
Deze vorm naderl ot :;_, o ,1‘;, B, als ¢ = %, voory = 0.

m

We trekken nu (8) van (7) af en bewijzen, dat het verschil
tot 0 nadert, als g o. Dit verschil is:

1 & . A | I/ B ]

| 22} q-
W ~ 7 - - -~ ) —~ -
"1" ‘xm l -}f fjn = —\"—" ﬂu l —I- :-; _]"xm 2 «-\-f }n —|_ }l-’ ‘xrtl >< }T r}n = \*1—1"%111 >< -\—I#ﬁ“'
q +1
(9)
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.—1
= |a
e,
(7

:-;
—

[47] T (4] q ’
Nuis X p.. D —> e, X 2P+ 2 &,. 26,010
1 1 1 1 [ +1] 1
We zien dit het gemakkelijkst in, met behulp van fig. 1.
Zij AB de kromme, met de vergelijking mn = ¢q; voor het

punt P (m, n) is dus mn <q.

I\
[ A
Y
7“-‘—“1
|
I
I
P/m,a}:
i
[}
7 |
D. f ______ L E
I
| I
I - F
______ N o e s
: i Ry
i | |
i } [
I I
l K Y mas
C 7 107 ?
Fia. 1.

—_—
=la

[47]

Nuis X 8 2., de som vanalle z (3 waarvoor geldt,
1

~n*

-4

dat 't punt (m,n) binnen of op ODEFGO ligt.
Dit gebied kan gesplitst worden in ODEKO en EFGKE.
[a"] [4"]

Het eerste gebied levert > « X X f, het tweede
1 1

<

> e, >PB. Voor het geval, dat ¢* geheel is, moeten

n*
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de punten op KK alleen tot het eerste gebied gerekend
worden.

Door toepassing v

[qf’:]

van (10) kunnen we (9) als volgt schrijven:
a q
o S [l L3l
> acmg PSR i % ST ﬁn%
1 1 1 1

S:x——c\o“ E

1 m ‘Tf 'xm 5 (11)
Als 4 en ' =|=0 zijn, dan is (11) gelijk aan
[‘T"r] oo [q:] e}
o E .xnl * E ﬁll T L l_"“ L m ( I 2)
: [_gi-i-lJ 1 _;1+1]

o[22z =

Voor voldoend groote ¢ zijn [¢"] en [¢*']

S & =
dllS l, ﬂ" <'—m,—) en ::_, o
o
m |

< &

gl @ =¢}

Uit (3) en (4) volgt verder,

wegens (5) en (6).
kleiner is dan:

dat de modulus van (12)

-
~ , ”m ! 1 ‘ [‘I\"’] | ,J ‘ 1 P
. e - i 8 e et e b i P K g g
T P P q" (3R] T ol o — o' =7 o —p)
[ !
¢ [‘{2] l L [ & [‘1 ’] I i)n |
< E'_(m_.__ ) _li;'jiy ) ((;; - [?.IJ‘ = .IH‘" 4T s {1:; (w0 — /:7'7 ;7!}}177”'7((1) ) "'" H'” +1'
< 2M &, omdat 'r‘]r (w — p— f‘) + ¥ {.:1, —_ J.) — 0 en ook
p(w—p' —7)+n (0—p
Hierunit volgt, dat
\‘ rl \!\ a X '{]\
5 —p.
IJU) 1 mw

n
‘l_, H,:”, als q-—+ R,

Als »'=0, kan het bewijs op dezelfde wijze gegeven
worden. Enk [

e wijze g
Enkele uitdrukkingen vereenvoudigen zich dan
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§ 47. Zij gegeven twee rijen positieve, monotoon toe-
nemende getallen A, A9,...5 Kys Hgy---3 (A,— 005 . —+ 00,

D
als n—> ) en twee convergente reeksen ¥ a,=A,(l)en
1

p, b

2 ae i }‘l'l'l ”m n
> br—DB (2 terwiil| =0 — < K (3)
1 )"m_?\'m—l ey T ]

voor alle waarden van m en n = 2. Maakt men nu alle mogelijke

combinaties 4 -~  op en rangschikt men deze in toene-

< Ken

mende grootte in een rij », v,...., ¥, - o, dan convergeert
< Sii=nss 1
Z ¢, waar ¢ =2>a, b, ) (4)

At Hg ==

Bewijs: We voeren 3 voor @« =0, y =0, 2= 0 continue,
monotoon toenemende functies A (z), « (y) en » (2) in, met de
voorwaarden
Alm) =2, pM)=p, »(p)=v, en 2@ =pn(y)=0 voor

&J ’).
)
/% (&2

0

7=
.
11 AV A/ (x,.9,)

W,

(%,.45)

\

g
\

.
N

Fra. 2.
) Proc. Lond. Math. Soc. ser. 2, vol. 10, 1911, pg. 396 v.v.
Jahresbericht der deutschen Math. Vereinigung vol. 23, 1914, pg. 80—84.
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Als we nu opschrijven
A1)+ p () = () (5)

dan stelt deze vergelijking voor iedere waarde van 2 een
kromme voor. Beschouw de kromme 4 (2) -z (y) = v (p),
p constant en geheel (fig. 2); voor een punt (w1, 1) op de
kromme geldt dus 4 () 4 2 () =v(p) en voor een punt
(5,) binnen het gebied begrensd door de kromme en de
coordinaatassen is 24 (&) 4 u (n) <v (p).

Kies nu @ en . z00, dat 4 (2:) = u (y2) = v (p), (6)
dus u (ys) =4 (x5) = 0.

Verder kiezen we y en y 00, dat 4 () = (i) =2 » (p). (7)
& en y kiezen we respeclievelijk tusschen @y en @, y; en yq,

z00, dat
A(E)=2(m) =V A@), resp. p)=p(p2) — V(). (8)
Hieruit volgt, dat lim -}“(%-)-: [, dus ook lim A6) —01

X, =™ A (& x, >m A (i)

en A(xg) — A (&) > oo, als @ oo, (9)

Daar A (@) =1/ A (@3), is
AG) —A@)="sa ) — VA ®= [ l/A ©) ]
() 1~ A('z)

Dit nadert tot oo, als @ -+ o2, (10)
Hetzelfde geldt voor de functie x (y).
Tenslotte bepalen we y" en &' zd0, dat
AE) + wl)=v(p) en 11
AE) Ay =v(p).
Sommeeren we X a_ b nu over de 5 gearceerde gebieden,
dan komt er:

P ibl [i;ll J\{J]
W o e ! ot & - g ~ ot AL Sk
T Cel h" _.m“,,_‘l @ n=1 b“ ] n |.!'-1‘ + 1] b“ (”l _‘ 2 ' "m“) 1
[¥,] l . lfl
-+ E b y I el T O )' __: (bl‘“'. -+ b ) —
Jf S ] n ( my, m={x +1] L + " {

X
]

= ag (bt el

—
m=[f+1]

) (12)

Tm
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waar =, en n_ voldoen aan de betrekkingen:

p(n)+a(m)=v(p) en

13
A (m) + e (n,) = (p). ({13)
Uit (13) volgt, dat m,=>m,  , en n, >n_ o
M w0 M
Nuis A= f;, Gy =20, + 2 a, =>a +e. 14
1 I M1 0
ey | <& voor M= M,
N

Evenzoo B =

-8

N
by =3 b, + sy

&y | <& voor N= N,

We kunnen nu p z66 groot kiezen, dat [# -+ 1]= M’ en
2 (3) — 2(8) = v (p) — 4 (&) = w (ng) z66 groot is, dat
niz = N' en dus zeker
n, = N’ voor [£] = m.

Dan is de 4¢ term van (12) gelijk aan

4] £] €]
> a,b+...+b )=B 3 I 2 &, Uy (15
n =T +1]" B e[ )™

Nu is wegens (3)

[&] [ 1)
> log| <K S —S—m=t (16)
(x, +1 ™ [x, +1] A

Daar 4_>> 2 is

m-— 1 15,

;:m _"_— ;'m =il < o1 fj'm _i’}xp_-—l) =) )'m 7
e ,f )" ==y .l’ ; !

“m m / ‘m—1
€l 4 2
dugie> e S s m L g 4 2] ( ‘l—llr/EZ.
[x, +1] A A |y 1)

Dus de modulus van (15) is kleiner dan 2 Be -+ ¢ Kl 2.

Eenzelfde schatting kan geschieden voor den 2en term
van (12).

Schatten we nu den 5en term van (12).

Als Ky =max|b4...5, |, n.=1,2,.
m
(x,] l"l
dan is ‘¥ a (b, + ...+ ;" ) < TR I e

R R

+1] [§+1]

e
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- - [XE«] ;'m i ;"m —1 > A [-"2]
<Ky K > ——— —-<111]\/y—_:'<s
[E+1] hn x [5_
A (2s)
wegens =7 1k

7
Hetzelfde geldt voor den 3en term, zoodat tenslotte

] ] ,
S RS
n=1

P
290
1

Q’i
dus > c.— A B.
1
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STELLINGEN.

L.
D . . 'd £ n .
e voorwaarde —— - 1, als n— oo, op pag. 10 van dit
“n+1

proefschrift kan vervangen worden door de voorwaarde
A A

n—1 ~_"" vanaf een gegeven n.

j‘[n “‘ln-l-i

I1.

Bij het bewijs, dat Lanpav van stelling 142 geeft in , Theorie
der Zahlen und der Idealen”, is verzuimd de functie I'(m)
voor toenemende waarden van m te onderzoeken,

I11.

De stelling onder § 8 van ,De beginselen der congruentién”
van G. Scaouten is zonder nadere beperking niet juist.

1V.
Het bewijs, dat G. H. Haroy geeft op pag. 176—178 van
Proc. Lond. Math. Soc. ser. 2. vol. 12, 1912 is onvolledig.
V.

In zijn ,Lecons sur les fonctions de variables réelles” geeft
E. Borer op pag. 66 een onjuiste definitie van de funclie

VI

De afleiding van de eigenschappen van de elementen van
een drievlakshoek, die S. W. F. Marcapant geeft op pag. 171
van het Bijv. v. h. Nieunw-Tijdschrift voor Wisk. 3¢ jaargang,
is foutief.
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VIL

Een propaedeutische Meetkundecursus voor leerlingen, zooals
voorgesteld door Mevr. T. EHRENFEST-AFANASSIEEWA, is niet
aan te bevelen.

Wat kan en moet het Meetkunde-onderwijs aan een niet-wiskundige
geven.

VIIL

Bij het bepalen van lijnbreedten met den interferometer
van Fasry en Peror is de dikte van de zilverlaag, waarhij
de grootste nauwkeurigheid verkregen wordt, een functie van
den totalen duur van het onderzock.

Deze uitspraak laat zich generaliseeren.

IX.
Voor astronomen is de bestudeering der Relativiteitstheorie
gewenscht.
X.
De conclusie, die J. Bertrasp in »Caleul des Probabilités”

op pag. 28 uit vraagstuk 15 trekt, is onjuist.
J. BERTRAND. «Calcul des Probabilitéss, 2e ed.

XI.

Toepassingen van het theorema van Baves, waarbij de waar-
schijnlijkheden @ priori onbekend zijn, hebben in 't algemeen
weinig beteekenis.

XII.

De theorie over de oorzaken van de cirkelvormige gedaante
van de maankraters, gegeven door K. pe BoEr, is niet over-
tuigend.

Astr. Nachr. Bd. 223, pg. 178.
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