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??? Na een praktijk van een tiental jaren als leerares over tegaan tot het samenstellen van een proefschrift, is een besluit,dat van wijder strekking blijkt te zijn, dan men oppervlakkigzou meenen. Mij tot dit besluit te hebben gebracht is Uwwerk. Zeergeleerde Bockwinkel, Ik stel er dan ook prijs opU op deze plaats hiervoor mijn erkentelijkheid te betuigen,alsook voor Uw bereidwilligheid mijn hulp en voorspraak tezijn bij de Faculteit te Utrecht, met welke ik door mijn werkzoo weinig contact meer had. Ook U geldt mijn dank. Hoogleeraren en Oud-Hoogleerarenin de Faculteit der Wis- en Natuurkunde, voor de wijze,waarop U allen mij inzicht hebt gegeven in de vakken, diesteeds mijn bijzondere belangstelling hebben gehad. Hooggeleerde de Vries, Hooggeachte Promotor, met grootewaardeering denk ik terug aan den tijd, dat ik Uw collegesvolgen mocht. Uw helderen en boeienden betoogtrant heb ikals docente mij steeds als ideaal voor oogen gesteld. Voor Uw steun en Uw belangstelling, mij betoond bij hetsamenstellen van dit

proefschrift, betuig ik U mijn oprechtendank.
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??? INLEIDING. In de Verslagen der Koninklijke Akademie van Weten-schappen te Amsterdam van 1905 verschenen van de handvan Prof. Dr. Jan de Vries twee artikelen, resp. getiteld:Â?Eenige kenmerkende getallen van een algebra??sch opper-vlakÂ? (Deel XllI, 2\'\' gedeelte, bl. 753) en Â?Over bundelsvan algebra??sche oppervlakkenÂ? (Deel XIV, gedeelte, bl. 50).Beide werden zeer beknopt gesteld en zijn daardoor nietgemakkelijk te bestudeeren. Het leek dus zeer gewensehtden inhoud ervan in een nieuwe publicatie, in casu ditproefschrift, uitvoeriger te behandelen en nader toe te lichten.Tegelijkertijd was het mogelijk in het artikel Â?Over bundelsvan algebra??sche oppervlakkenÂ? een verbetering aan tebrengen van een paar conclusies, welke onjuist zijn, doordatde schrijver enkele onderdeelen van deze verhandeling baseerdeop eenige foutief afgeleide formules (vgl. Â?Over lineairestelsels van algebra??sche vlakke krommenÂ?, Zittingsverslagvan 22 April 1905, Koninkl. Akad. v. Wetensch., Deel XIll,2Â? gedeelte, bl.

748). Weliswaar zijn deze formules in een in1906 verschenen artikel (Koninkl. Akad. v.Wetensch., Deel XIV,2Â? gedeelte, bl. 844), door hem gecorrigeerd, doch tot eenherziening van zijn in Â?Over bundels van algebra??sche oi)per-vlakkenÂ? getrokken conclusies is het toen niet gekomen. Alvorens over te gaan tot de afleiding van eenige ken-merkende getallen van een algebra??sch oppervlak, mogenhier eenige bijzonderheden omtrent hoofdmaJclfjnen volgen,daar deze in het volgende meermalen ter sprake zullen komen. De algemeene gedaante der vergelijking van een algebra??schoppervlak van den nquot;^quot; graad is:



??? A-{-Bx Dz Ex\'\' Fxy Gxz-^ of bij invoering der poolco??rdinaten: A-\\- B p cos a G p cos (i D p cos 7 ... = 0. (i) Geeft men nu 5;, /3 en 7 een bepaalde waarde, d. i. be-schouwt men de punten, die op de rechte l liggen, welke,getrokken vanuit den oorsprong, met de drie assen resp. dehoeken lt;z, /3 en 7 maakt, dan bepalen de n waarden van p,die nu aan vergelijking (I) voldoen, de /j\'s van de snijpuntenvan bovengenoemde lijn l met het oppervlak. Verplaatstmen nu het snijpunt der co??rdinatenassen naar het op hetoppervlak ?“\'\' gelegen punt 1, dan moet ^ = O voldoen, dusmoet de bekende term ontbreken. De vergelijking van wordt nu dus: J5 cos a C cos -f D ^ cos 7 i;/j2cos2a ... L^quot;cosquot;7 = 0.nbsp;(II) Zal l in A twee samenvallende punten met gemeenhebben, dan moet vergelijking (II) voor de bij l behoorendewaarden van /? en 7 twee wortels = O hebben, dusmoet de vergelijking deelbaar zijn door p\\ zoodat ook determen van den eersten graad in p moeten wegvallen. Debij l behoorende waarden van a, /3 en 7

moeten dus voldoenaan de voorwaarde Bcosa-\\- C cos Z) cos 7 = 0. Door vermenigvuldiging met p gaat deze vergelijking over in aan welke vergelijking dus de co??rdinaten van do puntender raaklijn l moeten voldoen. Wij zien dus, dat alle raaklijnen in A aan (pquot; liggen inhet platte vlak Bx \' Cy = O, het raaJcvlah in A aan (pquot;. Op overeenkomstige wijze kan aangetoond worden, dat,zal l in A nog een derde punt met cpquot; gemeen hebben, deco??rdinaten van de punten van l bovendien moeten voldoenaan de vergelijking Ex--\\-Fxy-\\- Gxz-\\-Hy\'\'-\\-Iyz Jz\' = 0. (IlI)



??? l ligt dus in het raakvlak en op den door (III) voorge-stelden tweedegraadskegel, met top in A. Deze kegel snijdthet raakvlak volgens twee rechte lijnen, zoodat er tweerechten zijn, die in A drie samenvallende punten metgemeen hebben. Deze lijnen worden hoofdraaJchjnen genoemd. Dat men door een punt A van cpquot; twee lijnen kan trekken,die in A drie samenvallende punten met 0quot; gemeen hebben,kan men ook als volgt afleiden. Het raakvlak in A snijdt0quot; volgens een kromme, welke in A een dubbelpunt heeft.Om dit in te zien heeft men slechts te bedenken, dat elJcerechte lijn door A gaande en in het raakvlak liggend, in Atwee samenvallende punten met cpquot; en dus met de doorsnedevan het raakvlak met 0quot; gemeen heeft. Door dit dubbel-punt A der doorsnede kan men twee lijnen trekken, nl. deraaklijnen in A aan de beide door A gaande takken, die inA drie samenvallende punten met die kromme en dus met0quot; gemeen hebben. Dit zijn de bovengenoemde hoofdraak-lijnen. Wij zagen dus, dat de

beide in A rakende hoofdraaklijnen,ai en as, in het raakvlak liggen. Brengt men door ?Š?Šn vandeze twee lijnen, bv. door ai, een ander vlak V, dan zalV cpquot; snijden volgens een kromme, die in lt;4 een buigpuntheeft. Â?1 heeft nl. in A drie samenvallende punten gemeen met0quot;, dus ook met de doorsnede van F en 0quot;, en is dus voordeze doorsnede buigraaklijn in A. Had ai in A drie puntenmet de doorsnede gemeen als raaklijn aan een der lakken,gaande door een dubbelpunt in A van de doorsnede, danzou ook cl^c andere rechte door A in V twee i)unten in Amet 0quot; gemeen hebben en V dus met het raakvlak samen-vallen, hetgeen in strijd is met de onderstelling. Zoo ook omgekeerd: Een buigraaklijn aan de doorsnedevan een plat vlak met 0quot; is hoofdraaklijn voor 0quot;, daar debuigraaklijn in het buigpunt drie samenvallende punten metde doorsnede en dus met 0quot; gemeen heeft. Het buigpuntder doorsnede is raakpunt voor dc hoofdraaklijn van 0quot;.



??? HOOFDSTUK I. Afleiding van eenige kenmerkende getallenvan een algebra??sch oppervlak Â§ 1. Wanneer wij een oppervlak cpquot; snijden door een platvlak krijgen wij als doorsnede een kromme In elkder punten A van deze trekken wij de beide hoofdraak-lijnen ai en 02 van cpquot; en bekijken dan het door deze hoofd-raaklijnen gevormde regelvlak A. ai en ai, beide op regelvlakA liggend, hebben in A elk een punt met ccquot; gemeen, zoodatA in J- twee punten met ccquot; gemeen heeft; ocquot; is dus dtibh?Šl-Tcromme van A. Een buigraaklijn aan is hoofdraaklijnvoor cpquot;, rakend in het buigpunt en ligt derhalve op A.Daar zoo\'n buigraaklijn tevens in a ligt, vormt zij een deelder doorsnede van a met A. Â?quot;bezit 3 â€” 2) buigpunten.A en cc hebben dus gemeen 3n(n â€” 2) rechte lijnen en dedubbel te tellen De doorsnede van A met een plat vlakis dus van den graad 3n(n â€” 2) - - 2 w = n (3 n â€” 4), zoodatA is een regelvlaJc van den graad n {3 n â€” 4). ai en 02 hebben in A elk drie punten met cpquot; gemeen,

dushebben A en cpquot; in A zes punten gemeen, zoodat aquot;, dem.pl. der punten A, zes maal tot de doorsnede van A met cpquot;behoort. De totale doorsnede van A met cpquot; is van den graadnXn(3n â€” 4), zoodat deze beide oppervlakken, behalvede zes maal te tellen nog een kromme van den graad (3 w â€” 4) â€” 6 M gemeen hebben, welke gevormd wordtdoor de snijpunten der op A gelegen hoofdraaklijnen met 1) Men vindt de bedoelde getallen in Salmon-Fiedler, Â?AnalytischeGf??UJetrio des KhuhjohÂ?, dritte Auflage, II, 644, en In ScifUUJCJtT,Â?Kalk??l der abz?¤hlenden GeometrieÂ? p. 236.



??? Deze kromme heeft met a in de eerste plaats gemeen desnijpunten der in x gelegen hoofdraaklijnen met 0quot;. Zoo\'nhoofdraaklijn, buigraaklijn aan aquot;, heeft buiten het raak-punt nog w â€” 3 punten met dus met cf)quot;, gemeen. De3 w (Â? â€” 2) (w â€” 3) snijpunten van deze buigraaklijnen metaquot; zijn de eenige snijpunten van in a, gelegen hoofdraaklijnena met ?“^. De overige snijpunten van lijnen a van A met0quot; liggen dus op de hoofdraaklijnen a, die a snijden. Daar?„ het eenige punt is, dat zoo\'n lijn a met a gemeen heeft,moet het snijpunt van a en zal het in Â? liggen, samen-vallen met het raakpunt A, m. a. w. deze hoofdraaklijn moetin A vier samenvallende punten met gemeen hebben,dus in A vierpuntige raaklijn aan zijn. Daar de m.pl.van de snijpunten der hoofdraaklijnen a en (p^ met aM- (3 11 â€” 4) â€” 6 Â? punten gemeen heeft, waarvan er3 7% {n â€” 2) {n â€” 3) liggen in de snijpunten der in Â? gelegenhoofdraaklijnen met (pquot;, zal het n^ (3 w â€” 4) â€” 6 n -fâ€” 3 Â? (n â€” 2) (n â€” 3) = Â?(11

m â€” 24) maal voorkomen, dateen rechte a in een punt A van a vierpuntige raaklijn is.De m.pl. van de raakpunten der vierpuntige raaklijnen van(pquot;, de flecnodale lyn, heeft dus n{\\\\n â€” 24) punten met eenplat vlak ?„ gemeen. Hieruit volgt: Be ?Ÿecnodalc lijn is een ruimtekromme van den graadn {11 n â€” 24). Heeft een rechte lijn l in een punt A van een oppervlakvier punten met het oppervlak gemeen, dan ligt l geheelop het oppervlak. A is dus een punt van een op het opper-vlak gelegen rechte. Ook omgekeerd kan elk punt van eenop het oppervlak gelegen rechte opgevat worden als raakpuntvan een vierpuntige raaklijn. De m.pl. der raakpunten vande vierpuntige raaklijnen wordt dus gevormd door de op hetoppervlak gelegen rechten. Deze m.pl., de flecnodale lyn,is hier van den graad 3 (11 X 3 â€” 24) = 27, zoodat er op eenoppewlak van den derden graad 27 rechte lynen liggen.



??? schouwen het regelvlak B, gevormd door de hoofdraaklijnen,welke in een punt B van ^ snijden. Zoo\'n punt 1? moet,als punt van cpquot; en van /3, liggen op de doorsnede j3quot; vancpquot; met Uit elk dezer punten i? kan men (Â?z^ 2) (Â? â€” 3)hoofdraaklijnen aan cpquot; trekken (zie Â§ 35), zoodat (Â?quot; 2) (nâ€”3)lijnen van regelvlak B vlak j3 snijden in een bepaald puntB van /3Â°. Deze /3quot; moet dus (n^ -(- 2) (n â€” 3) maal gerekendworden bij de beschouwing der doorsnede van /3 met hetregelvlak B. Een in gelegen buigraaklijn amp; snijdt /3quot; inn â€” 3 punten buiten het raakpunt. Elk van deze n â€” 3 punten jBi, B^.....i?â€ž-3 kan opgevat worden als het punt B van (3, waarin Cpquot; door deze buigraaklijn gesneden wordt.b ligt dus op B als hoofdraaklijn, die 0quot; in punt Bi van /3snijdt, maar ook als hoofdraaklijn, die in punt Bi van/3 snijdt, enz. h behoort dus Â? â€” 3 maal tot de doorsnedevan B met /?. In (S liggen 3 7i {n â€” 2) buigraaklijnen.De totale doorsnede van Â? met /3 is dus van den graadn (w^

2) (wâ€”3) \'?¨n inâ€”2) (Â?â€”3) = n (nâ€”l) (wâ€”3) Hieruit volgt: Het regelvlak B is van den graad n{n â€” 1) {n â€”3)(,n^-4). In Â§ 1 vonden wij dat A een regelvlak is van den graadw (3 w â€” 4) en dus snijdt volgens een kromme van dengraad n^ (3 n â€” 4), tot welke doorsnede a,quot; zes nmal behoort.Behalve ocquot; hebben A en cpquot; derhalve nog gemeen een krommevan den graad n^ (3 n â€” 4) â€” 6 Â? = n (3 n^ â€” ^kn â€” G). Dezekromme snijdt vlak jS in n (3 n^ â€” 4 w â€” 0) punten. Zoo\'nsnijpunt is, als punt van A, een punt van een hoofdraaklijn r,die haar osculatiepunt in vlak a heeft en is, als i)unt van cpquot;en /3, het in /3 gelegen snijpunt van deze hoofdraaklijn metcpquot;. r osculeert dus Cpquot; in een punt A van x en snijdt cpquot;in een punt B van (3. Er zijn n (3 n^ â€” 4 Â? â€” 6) lijnen r.Beweegt B zich dus langs /3quot;, dan heeft de m.pl. van deosculatiepunten der het regelvlak B vormende hoofdraaklijnenn (3 m\'\'\' â€” 4 w â€” 6) punten met vlak Â? gemeen, zoodat hetosculatiepunt een kromme van

den graad n (3 n^ â€” 4 w â€” G)doorloopt. In zoo\'n osculatiepunt heeft B drie punten met



??? gemeen, zoodat de door de osculatiepunten gevormdekromme drie maal behoort lot de doorsnede van B met 0Â°.Uit een punt B van (Squot; kan men {n^- 2) {n â€” 3) hoofdraak-lijnen aan 4gt;quot; trekken. Door B gaan dus (Â?^ 2) {n â€” 3)rechten van B, die elk in B ?Š?Šn punt met gemeen hebben,li heeft dus in B (n- 2) (w â€” 3) punten met (pquot; gemeen. Tot de doorsnede van B met behoort, behalve de drie maalte tellen m.pl. der osculatiepunten en de (nquot; 2) (n â€” 3)maal te tellen kromme (3quot;, ook nog de m.pl. (B\') der puntenB\', die de J?? vormende hoofdraaklijnen nog met cpquot; gemeenhebben buiten het osculatiepunt en het op /3quot; gelegen snij-punt met cpÂ°. (n â€” 1) (n - 3) (n 4) â€” 3n (3 n\' â€” 4 Â? â€” 6) - n (n\' 2) (n â€” 3) = n(n- 2) (n â€” 4) 5 w 3). Bus (B\') is van den graad n {n â€” 2) n â€” 4) {ii^ 5 n-\\- 3). Â§ 3. Een hoofdraaklijn die cpquot; snijdt in een punt Bvan |3, heeft buiten B en het osculatiepunt A nog Â? â€” 4punten B\' met ?“quot; gemeen. Ter bepaling van het aantal malen dat A

samenvalt meteen der n â€” 4 bij behoorende punten B\\ worden depuntenparen (A, B\') uit een rechte l geprojecteerd, d. i. wybrengen vlakken door l, resp. gaande door de verschillendepunten A en B\'. Wij voegen nu aan het vlak door l en eenpunt A. toe de n â€” 4 vlakken door l, resp. gaande door den â€” 4 bij A behoorende punten B\'. In een willekeurig vlak V door l liggen n (3 n\' â€” 4 Â? â€” 6)punten A, daar de m.pl. van een kromme is van den graadn (3 n^ â€” 4 M â€” (5). Hij elk van deze punten A behoorenn â€” 4 punten B\\ zoodat aan dit vlak V toegevoegd zijn{n â€” 4) 11 (3 n^ â€” A n â€” 6) vlakken door Z, resp. gaande doorde verschillende punten B\\ behoorend bij de in V liggendepunten A. In een willekeurig vlak W door l liggen n [n â€” 2) {n â€” 4)(n^ 5 Â? 3) punten B\\ daar {B\') een kromme is van dengraad n {n â€” 2) (w â€” 4) (w^ 5 3). Bij elk punt B\' be-hoort ?Š?Šn punt A, zoodat aan elk vlak W zijn toegevoegd



??? n{n â€” 2) (w â€” 4) (wÂŽ 5 w 3) vlakken door l, resp. gaandedoor de punten A, behoorend bij de in W liggende pun-ten B\'. De vlakken door l worden derhalve gerangschikt in een ver-wantschap met kenmerkende getallen n{n â€” 4) (3 â€” 4 w â€” 6)en n [n â€” 2) {n â€” 4) (w^ 5 3), zoodat het aantal co??n-cidenties n (n â€” 4) (3 n^ â€” 4 Â? â€” 6) w (w â€” 2) {n â€” 4)(Â?- 5 w -j- 3) bedraagt. Nu is het regelvlak B van den graad n {n â€” 1) (w â€” 3) (n 4)en wordt dus door l in n {n â€” 1) {n â€” 3) in -f 4) punten ge-sneden. Er rusten derhalve n {n â€” 1) (Â? â€” 3) (Â? 4) lijnenb op l. Het vlak door l en zoo\'n hoofdraaklijn bevat hetosculatiepunt A van deze hoofdraaklijn, alsook de Â? â€” 4 bijdit punt behoorende punten B\'. Dit vlak, opgevat als hetvlak door l en A, valt dus samen met de Â?â€” 4 vlakkendoor l, resp. gaande door de w â€” 4 bij A behoorende puntenB\' en levert derhalve een (w â€” 4)voudige co??ncidentie.Aangezien er n {n â€” 1) {n â€” 3) (m -j- 4i lijnen b op l rusten,zijn er n {n â€” 1) {n â€” 3) {n -1- 4) van deze

(n â€” 4)voudigeco??ncidenties. Beschouwen wij nu van de het regelvlak li vormendehoofdraaklijnen b, die lijnen, welke niet op l rusten, dusde lijnen b, die het vlak door A en l snijden, dan zal B\'in het algemeen buiten het vlak door A en l liggen. Vooreen co??ncidentie moet B\' in A vallen, zoodat b dus in Avier samenvallende punten met Cpquot; gemeen heeft en derhalveeen z.g. vierpuntige raaklijn is. Aangezien er buiten de (n â€” 4)voudige co??ncidenties nogn (3 - 4 Â? - 6) {n - 4) w (Â? - 2) {n â€” 4) {ir -f 5 M -f 3)â€” n (71 â€” 1) (n â€” 3) {n -f 4) (71 - 4) = 2 Â? {71 - 4) â€” 12) co??ncidenties zijn, liggen er ook 2 Â? â€” 4)(3 n\'^ w â€” 12) vierpuntige raaklijnen van 0quot; op het regel-vlak li. Elk van deze lijnen snijdt, als lijn van li, hetoppervlak 0quot; in een punt van /3. In het platte vlak i\'i liggendus 2 n (w â€” 4) (3 -j- w â€” 12) snijpunten van cpquot; met haarvierpuntige raaklijnen.



??? Hieruit volgt: De m.pl. van de snijpunten van met zijn vierpuntigeraaTclijnen is een Tcromme van den graad 2 n {n â€” 4){3n^ n â€” 12). Â§ 4. In Â§ 1 vonden wij, dat de m.pl. der punten, waarOquot; een vierpuntige raaklijn heeft, een kromme is van dengraad n{l\\ jz â€” 24). Deze kromme behoort vier maal tot dedoorsnede van met het door de vierpuntige raaklijnengevormde regelvlak, aangezien een vierpuntige raaklijn in hetraakpunt vier punten met gemeen heeft. De verdere doorsnede wordt gevormd door de m.pl. dersnijpunten van ??quot; met zijn vierpuntige raaklijnen, volgens Â§3een kromme van den graad 2 n (n â€” 4) (3 n\'^ Â? â€” 12). De graad van de totale doorsnede van cpquot; en het door devierpuntige raaklijnen gevormde regelvlak, en dus ook hetproduct der graden van deze oppervlakken, is derhalvegelijk aan 4n(iln- 24) 2 n (n - 4) (3 Â? - 12) =2 n\' (n â€” 3) (3 n â€” 2). Hieruit volgt: J^et regelvlaJc gevormd door de vierpuntige raaklijnen isvan den graad 2 n {n â€” 3) (3 n ~ 2). Voor n = \'6 wordt 2 n {n â€” 3)

(3 n â€” 2) gelijk aan nul;heeft dan ook geen vierpuntige raaklijnen buiten de 27op hot oppervlak gelegen rechten, die geen regelvlak vormen.



??? n â€” 4 punten G toegevoegd. Aan het vlak V zijn dus(n â€” 4) n (11 n â€” 24} vlakken toegevoegd, nl. de vlakkendoor l en de punten G, toegevoegd aan de in V liggendepunten i^. In een vlak W door l liggen 2 n (n â€” 4) (3 w^ Â? â€” 12)punten G, daar de m.pl. van G een kromme is van dengraad 2 n (n â€” 4) (3 w â€” 12). Bij elk punt G behoort?Š?Šn punt F. Dus aan W zijn 2 n [n â€” 4) (3 n^ n â€” 12)vlakken toegevoegd, nl. de vlakken door l en de punten F,toegevoegd aan de in W liggende punten G. De vlakken door l worden dus gerangschikt in een ver-wantschap met kenmerkende getallen n [11 n â€” 24) (w â€” 4) en2 n [n â€” 4) (3 w â€” 12), zoodat het aantal co??ncidentiesbedraagt w (11 w - 24) [n _ 4) 2 w (Â? â€” 4) (3 w â€” 12) =n [n - 4) (6 13 Â? - 48). In het vlak door l en een vierpuntige raaklijn, 6.\\qI snijdt,liggen F en elk der n â€” 4 aan F toegevoegde punten G.Het vlak door F en l valt dus samen met elk der n â€” 4vlakken door l en een dezer punten G. Een dergelijkevierpuntige raaklijn levert dus een [n â€”

4)voudige co??n-cidentie. Daar het regelvlak, gevormd door de vierpuntige raak-lijnen, van den graad 2 n (n â€” 3) (3,n â€” 2) is, snijdt ldit oppervlak in 2 n(n â€” 3) (3 n â€” 2) punten, zoodat er2 n(n â€” 3) (3 n â€” 2) vierpuntige raaklijnen op l rusten. Deze leveren dus 2 n (n â€” 3) (3 n â€” 2) van die (n â€” 4)voudige co??ncidenties. De overige n (n â€” 4) (O Ji^ 13 n â€” 48) â€” 2 n {n â€” 3)(3 w â€” 2) (Â? â€” 4) of 5 n [n â€” 4) (7 n -- 12) co??ncidenties zijnafkomstig van co??ncidenties F= G. Zal nl., in geval devierpuntige raaklijn ?’ de rechte l niet snydt, het vlak doorl en F samenvallen met het vlak door l en een der aan Ftoegevoegde punten G, dan moet G wel met samenvallen. Blijkbaar is ?’ nu vyjpuntige raallyn. Het oppervlak (pquot; hezit dus 5 n (n â€” 4) (7 n â€”12) vyfpun-tige raaJclynen.



??? Â§ 6. Beschouwen wij nu weer het regelvlak B, gevormddoor de hoofdraaklijnen die in punten B van het vlak?Ÿ snijden (zie Â§ 2). Behalve het osculatiepunt A en hetsnijpunt B heeft zoo\'n hoofdraaklijn met cpquot; nog n â€” 4 puntenB\' gemeen. Volgens Â§ 2 is de m.pl. (B\') van B\' een krommevan den graad n (n â€” 2) (n â€” 4) (nquot; 5 Â? 3), zoodat ern [n â€” 2) [n â€” 4) W 5 Â? 3) punten B\' in het vlak /3 liggen. Beschouwen wij nu eerst de in ?Ÿ liggende lijnen dusde buigraaklijnen der doorsnede /Squot; van met ?Ÿ. Zoo\'nbuigraaklijn h heeft met en dus ook met buiten hetbuigpunt nog n â€” S punten gemeen. Wanneer men ?Š?Šn vandeze punten als een punt B\' beschouwt, kan elk der n â€” 4andere punten als het in ?Ÿ gelegen snijpunt B van h metPquot; beschouwd worden. Elk van deze n â€” 3 snijpunten moetdus n â€” 4 maal in rekening gebracht worden. De snijpuntenvan deze buigraaklijn met ?Ÿquot; vertegenwoordigen derhalve{n â€” 3) (n â€” 4) der in ?Ÿ gelegen punten B\'. Pquot; bezit 3 n {n â€” 2)

buigraaklijnen, zoodat het aantal derin ?Ÿ gelegen punten B\', geleverd door B vormende hoofd-raaklijnen, die ?Ÿ snijden, bedraagt Â? in - 2) {n â€” 4) {n\' 5 w 3) - 3 {n - 2) {n - 3) {n - 4) =n{n~ 2){n - 4) (ji^ 2 Â? 12). Het moet dus n (n â€” 2) (n â€” 4) (n\' 2 n -i- 12) maal voor-komen, dut voor een hoofdraaklijn, die ?Ÿ snijdt, ?Š?Šn derpunten B\' in ?Ÿ ligt en dus samenvalt met B. h raakt nublijkbaar cpquot; in B. Als lijn van B osculeert h bovendien 0quot;. Er zijn dus n {n â€” 2) (n - 4) (?r 2 Â? 12) hoofdraak-lijnen, die fflquot; in een punt B van (i raken. Een dergelijke lijn, die in het raakpunt B twee samen-vallende punten en in het osculatiepunt yl r/r/e samenvallendepunten met cpquot; gemeen lieeft, noemen wij een raaklijn De m.pl. der raakpunten van deze raaklijnen ti,3 heeftmet ?Ÿ n (n â€” 2) {n â€” 4) {n- -f 2 Â? 12) punten gemeen. Hieruit volgt: Be }\'aak}nmten der raaklijnen t2,s vormen een kromme vanden graad n (n â€” 2) (n â€” 4) (n^ -f- 2 n -}- 12).



??? Â§ 7. Wanneer wij snijden met een derde vlak 7,krijgen wij als doorsnede een kromme 7Â°. Wij beschouwennu het regelvlak C, gevormd door de dubbelraaklijnen c van??quot;, die ?Š?Šn van haar raakpunten in een punt C der door-snede 7quot; hebben. Uit C kan men [n â€” 3) (w -f- 2) lijnen c trekken (zie Â§ 36),die elk in C een punt met 7 gemeen hebben. C en 7hebben in G dus [n â€” 3) (w 2) punten gemeen, zoodat7Â° {n â€” 3) (w 2) maal tot de doorsnede van C en 7 behoort. Van de in 7 gelegen lijnen c liggen beide raakpuntenCl en Gi in 7. c ligt nu op C als dubbelraaklijn aan (pquot;quot;met ?Š?Šn der raakpunten in het punt Gi van 7 en ook alsdubbelraaklijn van 0quot; met ?Š?Šn der raakpunten in het puntC2 van 7. c behoort dus blijkbaar twee maal tot de door-snede van G met 7. Daar het aantal der dubbelraaklijnenvan 7quot;, dus ook der in 7 gelegen lijnen c, jn{n â€” 2){n â€” 3) (n -f- 3) bedraagt, is de graad van deze doorsneden (n â€”3) (w 2) n (n - 2) (n â€” 3) (n 3) = m {n - 3){n^ 2n â€” 4), welk getal tevens den

graad van O aangeeft.



??? Zal van een niet in 7 liggende lijn c ook het tweede raak-punt G\' in 7 liggen, dan moeten G\' en C samenvallen;c is nu blijkbaar vierpuntige raaklijn in C. Er liggen m (11 w â€” 24)punten C=C\' in 7, aangezien de m.pl. der raakpunten vande vierpuntige raaklijnen volgens Â§ 1 een kromme van dengraad n{nn - 24) is en 7 dus in n {11 n - 24) punten snijdt. Het aantal in 7\' gelegen punten G\' bedraagt derhalven (n ~ 2) in â€” 3) (Â? 3) Â?(11 Â?â€”24) = n {n^ - 2n^ 2 n â€” 6),zoodat {G\') een kromme is van den graad n (wÂŽ~2 n^-\\-2n~ 6).\' c). Behalve het in 7 liggende raakpunt G en het tweederaakpunt G\' heeft een lijn c nog met gemeen w â€” 4 snij-punten S. Beschouwen wij nu weer eerst een in 7 gelegenlijn c, die 7quot; raakt in Oi en C2 en snijdt in Â? â€” 4 punten T.T is nu een punt S, als snijpunt van met een dubbel-raaklijn, waarvan het eene raakpunt in het punt Gi van 7ligt en ook als snijpunt van met een dubbelraaklijn,waarvan het eene raakpunt in het punt C2 van 7 ligt. Tvertegenwoordigt dus twee punten S\\ op elke

dubbelraaklijnvan 7quot; liggen Â?-4 punten 2\'; aan 7quot; kan menYÂ?(w-2){n ~ 3) {n -f- 3) dubbelraaklijnen trekken. De snijpunten van7quot; met haar dubbelraaklijnen vertegenwoordigen derhalve- n {n â€” 2) {n - 3) ( 3) (Â? - 4) X 2 punten De in 7 liggende lijnen c leveren n {n â€” 2) {n â€” 3) 3)(n â€” 4) in 7 liggende punten S. Zal van een lijn c, welke 7 snydt in G, een punt in 7liggen, dan moet dit punt S samenvallen met het punt G,zoodat c nu in C drie samenvallende punten met gemeenheeft. Als lijn van C raakt zij 0quot; bovendien in een puntG\'-, e is dus een lijn waarvan het raakpunt in G\' enhet osculatiepunt in G ligt. De m.pl. (gt;S) van S heeft dus behalve de bovengenoemden (Â? - 2) {n - 3) {n 3) (n - 4) punten S nog met 7 gemeende in 7 gelegen osculatiepunten der raaklijnen ti,s, zoodathet aantal van deze osculatiepunten en dus ook de graadder m.pl. van de osculatiepunten gelijk is aan den graadvan iS) â€” n {n - 2) {n - 3) {n 3) (n - 4).d). Volgens Â§ 7 is C een oppervlak van den graad n (n â€” 3)



??? {n^ 2 w â€” 4). De doorsnede van C met 0quot; is derhalvevan den graad n^ [n â€” 3) (w\' 2 w â€” 4). Tot deze doorsnedebehoort volgens a) de 2 (n - 3) {n 2) maal te tellen krommevolgens b) de dubbel te tellen kromme (C) en volgens c)de kromme [S). welke laatste dus is van den graad_ 3) (â€ž2 2 â€ž _ 4) - 2 n - 3) [n 2) â€” 2n[n^ â€” 2n^^2n â€” 6) = n {n â€” 4) (ii^nbsp;â€” 6). n{n â€” 4)nbsp;_ 4 6) â€” n (Â?-2) (n-\'??) (Â? 3) (Â?â€”4) = n {n - 4) (3 5 Â? - 24). Hieruit volgt (zie Â§ 8 c): De m.pl. van de osculatiepunten der hoofdraaJdijnen h.s iseen kromme van den graad n(n â€” 4) (3 n^ 5n â€” 84). Â§ 9. Ter bepaling van den graad van het door de lijnenU,s gevormde regelvlak, projecteeren wij de osculatiepuntenA en de raakpunten B uit een rechte l en voegen aan eenpunt A toe het met A op ?Š?Šn raaklijn ti,3 gelegen punt B. In een vlak V door l liggen n {n â€” 4) (3 n\' 5 w â€” 24)punten A, daar volgens Â§ 8 de m.pl. (A) dezer puntenvan den graad n {n â€” 4) (3 nquot;quot; 5 w â€” 24) is. Aan elk puntA is ?Š?Šn punt B

toegevoegd. Aan vlak V zijn derhalvetoegevoegd n in â€” 4)(3 n^ -\\-bn â€” 24) vlakken door l, resp.gaande door de punten B\\ behoorend bij de in V gelegenpunten A. In een vlak W door l liggen n [n â€” 2) [n â€” 4) (Â?^ -f 2 Â? 12)raakpunten B, daar volgens Â§ 0 de m.pl. [B] dezer puntenvan den graad n (n â€” 2) (Â? â€” 4) (n^ 2 w 12) is. Aan elkpunt B is ?Š?Šn punt A toegevoegd, dus aan vlak W zijntoegevoegd n (n â€” 2) (w â€” 4) {n^ 2 Â?. 12) vlakken door /,resp. gaande door de punten A, behoorend bij de in Wliggende punten B. De vlakken door l worden derhalve gerangschikt in een ver-wantschap met kenmerkende getallen n [n â€” 4)(3n^i-bn - 24)en n [n â€” 2) {n â€” 4) 2 Â? 12), zoodat het aantal co??n-cidenties bedraagt n [n â€” 4) (3 l 5 ^^ _ 24) n [n â€” 2){n â€” A), (w2 4- 2 Â? 12), m. a. w. het komt n (n â€” 4)(3 5 w - 24) -f n (n -2) (Â? - 4) (w^ 2 w 12) maal



??? voor, dat een vlak V door l samenvalt met het vlak door len een punt B, toegevoegd aan een der in V liggendepunten A. Zal een lijn ti,3, welke l kruist, een co??ncidentie leveren,dan moeten A en B wel samenvallen; ^2,3 is nu blijkbaarvyfpuntige raaklijn in het punt A = B. Er zijn 5 n {n â€” 4) (7 n â€” 12) vijfpuntige raaklijnen (zie Â§ 5),zoodat de l kruisende lijnen t%z bn{7i â€” 4) (7 wâ€” 12) co??n-cidenties leveren. De overige n {n â€” 4) (3 -[- 5 Â? â€” 24) -f- {n â€” 2) (w â€” 4)(Â?2 -f 2 12) â€” 5 n (n â€” 4) (7 n â€” 12) co??ncidenties zijndus afkomstig van l snijdende lijnen ^2,3. Iedere lijn f%3, welke l snijdt, levert een co??ncidentie, daarde vlakken door Z, resp. gaande door het punt A en hetimnt B, samenvallen. Het aantal der op l rustende lijnen bedraagt derhalven {n - 4) (3 n^ -f 5 Â? - 24) n {n - 2) (n - 4) (n^ 2 n 12)_ 5 â€ž (â€ž _ 4) (7 n - 12) = Â? {n - 3) (n â€” 4) (Â?^ 6 n - 4),welk getal tevens aangeeft het aantal snijpunten van de rechtel met het door de lijnen ij, 3 gevormde regelvlak. Hieruit volgt: De lynen ta,3 vormen

een regelvlak van den graad. n (?i - 3) {n â€” 4) (n\' 6 n â€” 4).



??? kan worden als een ??quot; resp. in de punten Si, S2... Sn-ivan ^ snijdende dubbelraaklijn, vertegenwoordigt d n â€”4lijnen van D en behoort dus n â€” 4 maal tot de doorsnedevan D metnbsp;^ Het aantal dubbelraaklijnen van bedraagt n (n â€” 2)(Â?-3) (n-f3). De doorsnede van D met ^ is derhalve van den graadLn{n-3) (Â?--4) (n^ n 2) { Â? (Â?-2) (Â?-3) X(w 3) (Â? â€” 4) = n {n - 1) [n 2) (n - 3) (n â€” 4). Hieruit volgt: De diibhelraaUijnen, welhe (pquot; snijden in een punt van vlakvormen een regelvlak D van den graad n (n â€” 1) (n 2)(n -3) (n â€” 4). Â§ 11. In Â§ 7 sneden wij (pquot;quot; met een vlak 7 en beschouwdentoen het regelvlak C, gevormd door de dubbelraaklijnen, dieeen van haar raakpunten in een punt C van vlak 7 hadden. Wij vonden in Â§ 8, dat de punten S, welke C met cpÂ°gemeen heeft buiten de raakpunten, een kromme van dengraad n (n â€” 4) (n^ -j- n^ â€” 4 n â€” 6) vormen. Er zijn dus n (n â€” 4) n^ â€” 4 n â€” 6) dubbelraaklijnen,die een van haar raakpunten G in een vlak 7 en een vanhaar

snijpunten S in een willekeurig-plat vlak, bijv. in hetbovengenoemde vlak hebben. Anders gezegd: er zijnâ€ž (n _ 4) (^3 .j. __ 4 â€ž _ 6) lijnen van regelvlak I), die eenvan haar raakpunten G in een vlak 7 hebben. De m.pl. vande raakpunten C der D vormende lijnen is derhalve eenkromme van den graad n {n â€” 4) (Â?^ Â?2 â€” 4 n â€” 6). In Chebben 1) cn (pquot; twee punten gemeen, zoodat deze krommetwee maal tot de doorsnede van J) met Cpquot; behoort. Tot deze doorsnede behoort ook de ^ (n â€” 3) (n â€” 4)(ji2-|-n 2) maal te tellen kromme uit elk punt 7) vanvertrekken volgens Â§ 37 immers y (Â? â€” 3) (n â€” 4) (n^ -f Â? 2)lijnen d. Ten slotte hebben D en nog gemeen de buiten ^ gelegensnijpunten D\'. Daar D een regelvlak is van den graad n (n â€” l)(n -f 2)



??? [n _ 3) [n â€” 4), snijdt D het oppervlak volgens een krommevan den graad n^ (n â€” 1) (n 2) {n â€” 3) (n â€” 4), zoodat degraad van de door de punten B\' gevormde kromme {B\')bedraagt n^ (nâ€”l) (Â? 2) {n - 3) â€” 4) - 2 n (n â€” 4)_lw(n-3) (n â€”4) (n2 Â? 2) =I n (Â? - 2) (n - 4) (Â? - 5) (2 5 n 3). {D\') heeft der-halve \\ n {n - 2) (71 â€” 4) (n - 5) (2 n^ 5 n 3) punten metvlak ^ gemeen. Een ??n S liggende lijn d van 1) snijdt in â€” 4 punten,Bl, D2.. . Ba-i, buiten de raakpunten. Het punt Bi is eenpunt B\' voor d, achtereenvolgens opgevat als een dubbelraak-lijn die resp. snijdt in een der n â€” 5 overige punten,B2, B3... Bn-i, welke punten dus achtereenvolgens opgevatworden als het punt B. Hieruit blijkt dat Bi n â€” b der in3 gelegen punten B\' vertegenwoordigt. De n â€” 4 puntenDl, Bi. ..Br, ^ vertegenwoordigen derhalve (n â€” 4) (n â€” 5)snijpunten van {B\') met S. Aangezien men j n (n â€” 2) (n â€” 3) {n 3) dubbelraak-lijnen aan kan trekken, liggen er y Â?(n â€”2) (n â€”3)(n 3) (n â€” 4) (n â€” 5) snijpunten van [B\') met S op

dezedubbelraaklijnen. Zal een punt B\' van een 3 snydende lijn c van D in ^liggen, dan moet B\' met B samenvallen; d raakt nu 0quot; inB = B\' en is dus een dj-ievoudige raaklijn van 0quot;. Wij vonden, dat er van de j n {n â€” 2) [n â€” 4) {n â€” 5)(2n2 5n-t-3) snijpunten van (D\') met 3 ^n{n â€” 2){n â€” 3) (Â? 3) (n â€” 4) (n â€” 5) op de dubbelraaklijnen van 0quot;lagen. Elk der overige j n (n â€” 2) (n â€” 4) (n â€” 5) (n^-f 5 Â?i 12)snijpunten is raakpunt van een drievoudige raaklyn. De m.pl,van de raakpunten der drievoudige raaklijnen heeft derhalve^Â?(n â€”2) (jj â€”4) (Â?1 â€” 5) (Â?2 5Â? 12) punten meteenplat vlak ^ gemeen. Hieruit volgt: Be raakinmten der drievoudige raaklijnen van 0quot; vormeneen kromme van den graad \\n(n- 2) (n - 4) (n 5) (n\'\' 5 n 12).



??? Â§ 12. Elke rechte d van regelvlak D raakt ??quot; in tweepunten C, snijdt in een punt D van B en heeft bovendiennog n â€” 6 punten D\' met gemeen. Aangezien het aantal combinaties van n â€” 5 groothedentwee aan twee (n â€” 5) [n â€” 6) bedraagt, kan men dezew â€” 5 punten in y (Â? â€” 5) {n - 6) paren D\', Dquot; rang-schikken. Wij projecteeren deze puntenparen nu uit een rechte Z- In een willekeurig vlak door l liggennbsp;â€” 2) (n â€” 4) (Â? â€” 5) (2 5 n : 3) punten D\', aangezien volgens Â§ 11de m.pl. (D\') van D\' een kromme is van den graad n {n â€” 2) (n â€” 4) [n â€” 5) (2 5 ^ 3). Bij elk punt D\'behooren n â€” 6 punten Dquot;, zoodat aan het vlak a\' zijntoegevoegd y quot; â€” 2) {n â€” 4) (n â€” 5) (2 -f- 5 w -f- 3) (n â€” 6)vlakken aquot; door l, resp. gaande door de verschillende puntenZgt;quot;, welke toegevoegd zijn aan de in a\' gelegen punten Zgt;\'. Elk der punten JD\' kan ook opgevat worden als een puntDquot; en omgekeerd, zoodat de m.pl. (Dquot;) van Dquot; eveneenseen kromme is van den graad 4

n [n â€” 2) [n â€” 4) [n â€” 5)(2 -f 5 71-i-3). In een willekeurig vlak aquot; door l liggendus Y n [n â€” 2) (Â? - 4) (n - 5) (2 n^ 5 Â? 3) punten J)quot;.Bij elk punt Dquot; behooren n â€” 6 punten D\', zoodat aan hetvlak aquot; zijn toegevoegd y n [n â€” 2) (n â€” 4) (71 â€” 5)(2 J!^ 5 -f 3) (n â€” G) vlakken a\' door l, resp. gaande doorde verschillende punten D\', welke zijn toegevoegd aan dein aquot; gelegen punten Bquot;. De vlakken door l worden derhalve gerangschikt in eenverwantschap met de kenmerkende getallen n [n - 2)in - 4) (n - 5) (n - 6) (2 Â?2 ^ 5 3) en j n (n - 2)(n _ 4) (n _ 5) (n â€” 6) (2 5 Â? 3), zoodat het aantalco??ncidenties n (n â€” 2) (Â? â€” 4) (Â?iâ€” 5) (n â€” 6) (2 n^ 5 ?i 3)bedraagt. Wij beschouwen eerst weer een lijn d van D, welke l snydt,dus met l in ?Š?Šn plat vlak a ligt. Flet vlak a\' door l en een der Â? â€” 5 op rf gelegen puntenD\' valt samen met elk der ?i â€” 6 vlakken door Z, resp.gaande door de n â€” 6 aan D\' toegevoegde punten Dquot;, daarelk van deze vlakken samenvalt met vlak a\'. Dit punt D\'



??? geeft dus aanleiding tot ?i â€” 6, de Â?â€” 5 op c gelegenpunten D\' tot {n â€” 5) (n â€” 6) co??ncidenties a\' = aquot;. Van elkelijn d, welke l snijdt, zijn derhalve (n â€” 5) (n â€” 6) co??nci-denties afkomstig. D is een regelvlak van den graad n (n â€” 1) (n 2) (n â€” 3)(n ~ 4), zoodat l D snijdt in n (n - 1) (n 2) {n â€” 3) (w â€” 4)punten, m. a. w. er rusten n (n â€” 1) (n 4- 2) (n â€” 3) (n â€” 4)lijnen d van D op l. Deze lijnen geven aanleiding tot n {n â€” 1) (n 2) (n â€” 3) (n - 4) (n - 5) (ji - 6)co??ncidenties. Het aantal co??ncidenties, afkomstig van lijnen d van P, welkel Jcrutsen, bedraagt derhalve n {n â€” 2) (n â€” 4) (n â€” 5) (n â€” 6)(2 5 n 3) â€” w [71 - 1) (n 2) â€” 3) [n - 4) (n â€” 5)(â€ž _ 6) = n (n - 4) (n â€” 5) (n ~ 6) (n^ -f- 3 n^ â€” 2 Â? â€” 12). Zal voor een lijn d, welke l kruist, het vlak door l en eenpunt D\' samenvallen met het vlak door l en een punt ??quot;,dan moeten D\' en Dquot; wel samenvallen; het punt D\'=is dus blijkbaar raakpunt van een drievoudige raaklijn. Een drievoudige raaklijn, rakend in Di, Ih en kanmen zich

ontslaan denken uit de dubbelraaklijn, rakend inDl en /gt;2, door samenvalling van een punt D\' en een puntDquot; tot Ih, maar ook uil de dubbelraaklijn, rakend in Dien Da, door samenvalling van een punt D\' en een punt Dquot;tot Di of uit de dubbelraaklijn, rakend in Di en Da, door samen-valling van een punt D\' en Dquot; tol Di. Een drievoudigeraaklijn geeft dus blijkbaar aanleiding tot drie co??ncidenties. Daar het aantal co??ncidenties, afkomstig van op I) ge-legen lijnen d, welke l kruisen, n (?i â€” 4) {Â? â€” 5) (n â€” 6)(n^ 3 w^ â€” 2 ?i â€” 12) bedraagt, liggen er op 1) y ?i (n â€” 4)(n â€” 5) (n â€” 6) -j- 3 n^ â€” 2 n â€” 12) drievoudige raaklijnen,m. a. w. Y Â?i (Â? â€” \'i\') (n - 5) (?Â? - 6) (n\' -f 3 n\' -2nâ€” 12)drievoudige raaklijnen snijden (pÂ° in een punt D van 5. Hieruit volgt: De m.pl. (D) der snypunten D van oppervlah (pquot; met zyndrievoudige raaklynen is een kromme van den graadâ– 1 n (n - 4) (n - 5) (n â€” 6) (n^ 8 n\'\' â€” 2n â€” 12).



??? Â§ 13. Beschouwen wij nu de doorsnede van (pquot; met hetdoor de drievoudige raaklijnen e gevormde regelvlak (e). De m.pl. (CO van de raakpunten C der drievoudige raak-lijnen van cp\'^ is volgens Â§ 11 een kromme van den graady n (n â€” 2) (n â€” 4) (n â€” 5) (n^ -f 5 n 12). In elk punt vandeze kromme hebben cpquot; en (e) twee punten gemeen, zoodat(C) twee maal in rekening gebracht moet worden. De m.pl. (D) der snijpunten van cpquot; met zijn drievoudigeraaklijnen is volgens Â§ 12 een kromme van den graadjn(n â€” 4) (n â€” 5) (n â€” 6) (n^ -hSn^ â€” ?‹nâ€” 12). De graad der doorsnede van 0quot; met (e) is derhalven (n â€”2)(j?? â€”4) (n â€”5) (n2 5n 12) -i-jn(n â€” 4) (n â€”5)(Â? â€” 6) (Â?3 3 Â?2 â€” 2Â? â€”12) = ln2(n â€”3)(w â€”4)(nâ€”5)(n2 3 w â€” 2). Hieruit volgt; De drievoudige raaTclijnen van vormen een regelvlak vanden graad ^n(n â€” 3)(n â€” 4)(n â€” 5){n\'^ 3n â€” 2). ^ Â§ 14. Evenals in Â§ 1 snijden wij nu het oppervlak 0quot;met een plat vlak Â? en trekken in elk punt A der door-snede de

beide hoofdraaklijnen, ai en a2. De snijpunten Ti en T2, resp. van ai en Â?2, met een platvlak (T worden met een in cr gelegen p\'unt S verbonden ende stralen S Ti =si en S T^^ Si aan elkaar toegevoegd. Het door de lijnen a gevormde regelvlak is volgens Â§ 1een oppervlak van den graad n (3 n â€” 4) en snijdt lt;t dusvolgens een kromme van den graad n (3 n â€” 4). Hieruit volgtdat er n (3 n â€” 4) lijnen a rusten op eiken straal s; eenstraal s snijdt nl. deze kromme in n (3 n â€” 4) punten T.Vatten wij elk punt T op als een punt dan is aan elkpunt T\\ toegevoegd ?Š?Šn punt ?•2, nl. het snijpunt met trder hoofdraaklijn 02, waarvan het raakpunt samenvalt metdat der ff in Ti snijdende hoofdraaklijn ai. \'Aan dezen straals zijn dus n(3n â€” 4) stralen sz toegevoegd. â– ) In Salmon-Fiedler staat op bl. 638 n* 3 m 2 in plaats vann\' 3 n â€” 2.



??? a\\ en 02 zijn verwisselbaar, zoodat wij hier een sym-metrische verwantschap krijgen, met kenmerkend getaln (3 n â€” 4). Plet aantal co??ncidenties bedraagt derhalve 2 n (3 n â€” 4). Wanneer de snijpunten T\' en Tquot; van Â?r met twee lijnena en aquot;, welke een gemeenschappelijk raakpunt A hebben,met S op ?Š?Šn rechte lijn s liggen, ontstaat een dubbele co??n-cidentie. Vat men nl. a op als ai en dus aquot; als 02, danvalt Si = 8 Tquot; langs si = S T\'; vat men evenwel aquot; op alsai en dus a\' als Â?2, dan valt eveneens Si = S T\' langs si = S Tquot;.De lijn s vertegenwoordigt dus twee co??ncidenties. S ligt nu als punt van T T \' in het vlak door a en aquot;,dus in het raakvlak aan cpquot;, rakend in het snijpunt A vana\' en aquot;. Laatstgenoemd vlak is dus ?Š?Šn der raakvlakkenaan cpquot;, welke door S gaan. De raakpunten der raakvlakkenuit S aan cpquot; liggen op cpquot; en op het eerste pooloppervlak vanA t. 0. v. cpquot;; zij vormen derhalve een kromme van den graadn(n â€” 1), welke kromme het vlak oc. in

Â? (vt â€” 1) punten Asnijdt. Het zal dus n {n â€” 1) maal voorkomen, dat T\' en Tquot;met /S op ?Š?Šn lijn liggen, zoodat deze groep blijkbaar n (nâ€”1)dubbel te tellen co??ncidenties bevat. Beschouwen wij nu de snijpunten A van aquot; met de snij-lijn der vlakken oc en a-. De lijnen a en aquot;, welke doorzoo\'n snijpunt gaan, snijden tr in hetzelfde punt A = T\' ^ Tquot;,zoodat de verbindingslijnen van S, resp. met T\' en Tquot;,samenvallen. Ook hier krijgt men dus een co??ncidentie. Vat men a op als ai en dus S T\' als si, dan valt Si = S Tquot;samen met 5i = -S T\'. Vat men evenwel aquot; op als a\\ endus S Tquot; als si, dan valt eveneens Si^ST\' met\'Si = S T\'\'samen. Ook een aldus ontstane co??ncidentie moet derhalvetwee maal in rekening gebracht worden. Aangezien Â?quot; de snijlijn der vlakken Â? en a- in n puntenA snijdt, bevat deze groep n dubbel te tellen co??nci-denties. De overige co??ncidenties zijn afkomstig van in oc gelegenparaholiscliG punten, d. i. van in oc gelegen punten A, waarde beide hoofdraaklijnen

samenvallen. Vallen nl. ai en 02



??? samen, dan zullen zij a in hetzelfde punt snijden, zoodat deverbindingslijn van 5 met het snijpunt van ai en Â?r samen-valt met de verbindingslijn van S met het snijpunt van Â?2en (T. Ook nu ontstaat dus blijkbaar een co??ncidentie. Wij vonden, dat het totale aantal der co??ncidenties = S2211 (3 n â€” 4) bedraagt; dus is het aantal der co??nciden-ties, geleverd door de in a gelegen parabolische punten2 n (3 n â€” 4) â€” 2 oi [n â€” 1) â€” 2 Â? = 4 w {n â€” 2). In a liggen derhalve 4n[n â€” 2) parabolische punten vancl)quot;, zoodat de m.pl. der parabolische punten van meteen plat vlak 4 n [n â€” 2) snijpunten heeft. Hieruit volgt: Be m.pl. der parabolische punten van (pquot;, de spinodale Ujn,is een kromme van den graad 4 n(n â€” 2). Â§ 15. Den graad der spinodale lijn kan men ook alsvolgt afleiden. Volgens Â§ 35 is in het punt Y buigraaklijn aan hetoppervlak wanneer de co??rdinaten van Y en .^voldoenaan de vergelijkingen =0 Het raakvlak in Y, voorgesteld door ~ ^ = O, raaktin Y aan elk pooloppervlak van Y t. o. v. dus ook

aancty ~ ^ of = 0. De doorsnede van a^ - ^ a^ == O en aJJquot; ÂŽ af = O,welke als doorsnede van een plat vlak met een tweede-graadsoppervlak van den tweeden graad\'is, heeft dus in Yeen dubbelpunt en is derhalve ontaard in twee elkaar snijdendelijnen, de hoofdraaklijnen in Y aan cj)quot;. Zal Y een parabolisch punt zijn, m. a. w. zullen de beidehoofdraaklijnen in Y samenvallen, dan moet het raakvlak= 0 twee samenvallende rechten meta5;~ÂŽrtf = 0gemeen hebben, zoodat laatstgenoemd oppervlak een kegelzijn moet.



??? yj j- Â???_y = â–  Tnbsp;- yi Z/ki^k als Voor een parabolisch punt Y moet dus H f^iZf^z^ â€” Oeen kegel zijn. Nu is dit oppervlak een kegel als |AiL = 0 is. Elke factor f^, van een term dezer determinant is van dengraad Â? â€” 2 in de co??rdinaten van F, zoodat het door devergelijking |/ki|=0 voorgestelde oppervlak, het z.g. oiyper-vlah van Hesse, van den graad 4 (n â€” 2) is; dit oppervlakis blijkbaar de m.pl. der punten, waarvan het tweedegraadspooloppervlak t. o. v. cj5quot; een kegel is. De op het oppervlak van Hesse gelegen punten van cpquot;zijn de parabolische punten van cpquot;; het oppervlak van Hessesnijdt cpquot; derhalve volgens de spinodale lijn. Hieruit volgt: Dc spinodale lyn is een Tcromme van den graad 4 n(n â€” 2). is.



??? HOOFDSTUK II. Over bundels van algebra??sche oppervlakken. Â§ 16. Den bundel [Fquot;) van oppervlakken F^ van den wÂŽquot;graad, die gaan door de doorsnede lt;t der oppervlakken a^ = Oen bÂ° = O, kan men voorstellen door de vergelijking: a^ ^ = 0. Wij snijden nu het exemplaar aquot; H- = O van denbundel met de lijn Y Z, aangegeven door = p z^. De n waarden van p, die beantwoorden aan de snijpunten,moeten voldoen aan de vergelijking: \\ai (ijlpnbsp; ??i iiji p ^-4)!ÂŽ Al \\h iyi ^i) ... (2/4 ^4)!quot; = O of (Â?y p a,r Al (amp;y p = Oof Â?n â€ž â€žn- 1 ^ ^^nbsp;a--...... Al n Â? ^ nbsp;= (I) Kiezen wij nu Y in het op (T gelegen punt S, dan ligt Yzoowel op al = O als op h^ = O, zoodat a\'^; = O en h\'^ = 0. Vergelijking (I) gaat derhalve, bij rangschikking naar deopklimmende machten van p, over in Â?Â?r V Â?z ^ K-\'p Zal YZ het oppervlak aj; A^ = O in Y=S raken,dan moet (1) twee wortels p = 0 hebben, zoodat ook dc



??? termen van den eersten graad in p moeten ontbreken. Hiertoeis noodig, dat voldaan is aan nbsp;(H) (I) heeft drie wortels p = Q, m. a. w. YZ zal in Y driesamenvallende punten met a^ == O gemeen hebben,wanneer bovendien =nbsp;(III) Zal dus rZ in het punt Y=S van a- hoofdraaklijn zijnaan een exemplaar a^ Ai = O van {Fquot;), dan moetOy = O, = O, terwijl Ai zoowel aan vergelijking (II) als aanvergelijking (III) moet voldoen. De vergelijkingen (II) en (IK) hebben een gemeenschap-pelijken wortel, als voldaan wordt aan de voorwaarde = 0 ofnbsp;flÂ? -1 i;;aJl â€” aquot;^-^ hquot;^-1 _ Qnbsp;(JV) In dc onderstelling dat == O en = O, is (IV) dus devergelijking van de m.pl. der hoofdraaklijnen, in het puntY=S van a- rakend aan de verschillende exemplaren vanden bundel.



??? Hieruit volgt: Be hoofdraaUijnen in punten der lasisTcromme vormen eencongruentie van de orde n^ (2 n â€” 3). De in een vast 2mnt Y=S van tr rakende hoofdraaklijnenvormen een kubisch kegelvlak, aangezien vergelijking (IV)van den derden graad in de co??rdinaten van Z is. Dit kegel-vlak snijdt dus een plat vlak F door den top S volgens 3 rechtelijnen, m. a. w. in V liggen 3 in rakende hoofdraaklijnen. Een willekeurig plat vlak W heeft met lt;t n^ punten gemeenen gaat dus door n^ punten S van a. In elk van deze puntenS kan men 3 in TF gelegen hoofdraaklijnen trekken, zoodater in TF X 3 in een punt S rakende hoofdraaklijnen liggen. Onder de Masse eener stralencongruentie verstaat men hetaantal stralen, gelegen in een willekeurig plat vlak. Hieruit volgt: Be hoofdraaUijnen in punten der hasishromme vormen eencongruentie, waarvan de Masse 3 n^ bedraagt.



??? 2 Â? â€” 1 in de co??rdinaten van X, zoodat de poolkromme 11van Y t.o.v. den bundel een kromme is van den graad 2n â€” 1;de klasse van ?? bedraagt derhalve (2 n â€” 1) (2 n â€” 2)â€”4 nquot; â€” 6 n 2. Door elk punt van F, dus ook door Y,gaat een exemplaar van den bundel; Y ligt derhalve op 11,zoodat men uit Y 4 n^ â€” O n raaklijnen aan TI kan trekken. Raakt een uit Y getrokken rechte r de poolkromme 11 inhet punt X, dan is r voor de door X gaande kromme cquot;raaklijn met twee in X samenvallende raakpunten, m. a. w.buigraaklijn in X. De verbindingslijn van Y met een der basispunten van(cÂ°) raakt eveneens aan 11. Om dit aan te toonen kiezen wij O3 in het basispunt Ben als co??rdinatenassen xi = 0 en 3^2=0 de raaklijnen in jBaan twee krommen cquot;. Wij kunnen nu den bundel voor-stellen door de vergelijking: [x, nbsp; ...) A (a^jo^r\' nbsp;â€? â€? â€?) = O, waarin Â?t^ en v^ homogene functies van den jfquot; graad vanXi en X2 zijn. Eliminatie van A uit deze vergelijking cn devergelijking (yj ~ M- â€?

â€?.) A (y^ - ^ -f ...) = O geeft = 0 ofnbsp;K 2/2 - 2/1-^2)\'iquot; O, de vergelijking der poolkromme van Y t. 0. v. den bundel.De term van den graad 2 â€” 1 in .\'-s ontbreekt, zoodat 11door O3 = li gaat, terwijl .Â?1 yÂ? - t/i â€?\'^2 = O de vergelijkingis der raaklijn in O3 aan 11. .Vi ?/Â? â€” 7/1 = O stelt tevensde lijn Y Os voor, zoodat Y O3 = Y li in O3 = B raakt aan n. De raaklijnen uil Y aan 11 kan men dus in twee groepenverdeden. Do eerste groep bevat de buigraaklijnen uit Yaan de exemplaren van (cquot;), de tweede groej) de n^ verbin-dingslijnen van Y met dc basispunten van den bundel. Â?Xnbsp;K De vergelijking = O is van den graad



??? Aangezien het totale aantal der raaklijnen uit Y aan U4 _ 6 bedraagt, gaan er dus ^n^ â€”6 n â€” n^ = 3 Â? (nâ€”2)buigraaklijnen aan krommen cÂ° door Y. Even zoovele doorF gaande hoofdraaklijnen van {Fquot;) liggen^ in het vlak V. Onder den graad van een stralencomplex verstaat men hetaantal stralen in een willekeurigen waaier. Hieruit volgt: De hoofdraaUynen van (Fquot;) vormen een stralencomplex vanden graad 3n(n â€” 2). Â§ 19. In Â§ 16 zagen wij, dat Y Z \'m het punt r=6\'derbasiskromme s van a^ A = O hoofdraaklijn is aan hetexemplaar a\\ Ai = O, wanneer ai en de co??rdinatenvan r en Z voldoen aan de vergelijkingen = O, = O, Â?r\' ^r\' ^^=^ ^yquot;\' ^r\' =^ an). r Z is vierpuntige raaklijn in F, wanneer Y Z \'m Y viersamenvallende punten met aÂ° Aj == O gemeen heeft,m. a. w. wanneer vergelijking (I) van Â§ 16 vier wortels p = 0heeft. Dit is het geval als M en de co??rdinaten van FenZbovendien voldoen aan de vergelijking a\'^-^al ^b^^-Hl^O.nbsp;(IV) De in een punt F van ff rakende vierpuntige raaklijnenliggen

dus op de kegelvlakken: = 0nbsp;(V) ennbsp;(VI) die resp. van den graad drie en vier in de co??rdinaten vanZ zijn en dus 12 gemeenschappelijke ribben hebben. Een van deze gemeenschappelijke ribben is de raaklijn sin F aan Â?r, welke raaklijn voorgesteld wordt door de ver-gelijkingnbsp;=0 en hyH^^O. Dat dit in het algemeengeen in F rakende wcrpuntige raaklijn is, blijkt uit de volgendebeschouwing. Door elk willekeurig punt P gaat ?Š?Šn oppervlakFquot;. Kiest men dit punt P op de in F rakende raaklijn s aan er,dan snijdt s in het algemeen dit oppervlak Fquot; in P enraakt F\'\\ evenals elk ander oppervlak Fquot;, in F. NadertP nu onbepaald lot F, dan zullen P en F eindelijk samen-



??? vallen en zal s in Y=P drie samenvallende punten metdit oppervlak Fquot; gemeen hebben, m. a. w. voor dit oppervlakin Y (fn\'epuntige raaklijn zijn. De overige 11 gemeenschappelijke ribben vertegenwoordigende in Y rakende vierpuntige raaklijnen. Y is derhalve raakpunt van 11 vierpuntige raaklijnen. In de onderstelling dat a\'^; = 0 en = O, m. a. w. dat Yop (T ligt, stellen de vergelijkingen (V) en (VI) dus voor defiguur, die gevormd wordt door het raaklijnenoppervlak (s)van (T en het regelvlak ri der vierpuntige raaklijnen, diehun raakpunt op tr hebben. Deze figuur snijden wij nu met de rechte â€”nbsp;0. De co??rdinaten Zj en der snijpunten moeten nu voldoenaan de vergelijkingen - Hp 2 ^^nbsp;^^ f,^ -nbsp;ia, z, a^ z^V (^ ^^ h^ z^) = Oen ap ^^^ ^^ _[_ ^^ ^^ ^ ^ â€”nbsp; a^ z^? {b, z, b, z,) = O, dus ook aan a\'; - - 2 (fl, z,) [b\\ z\\ 2 b, b, z, z, bi zl] â€” op Hp \' [Â?f z1 2 a, Â?2 al (b, z, b^ z^) = Oen api (Â?j ^^ a^z^) -f ... 4- a;; - Hp\' [Â?? ... Â?3 (i^ ^^ z^) = 0. De gelijknamige machten van z, bij elkaar nemend krijgt men F Qz\\z, Rz,zl

Szl=:0en (0Â°â€”nbsp;b,) z\\ F Q\' R- zlzl S\' z,4-\\- T\' =



??? Zullen deze vergelijkingen een gemeenschappelijken wortelzi, 02 hebben, dan moet voldaan zijn aan: P Onbsp;O O P\' Onbsp;O Q Pnbsp;O O Q\' P\'nbsp;O â– R Q P O R\' Q\'nbsp;P\' S Rnbsp;Q P S\' R\'nbsp;Q\' =0.nbsp;(Vil) O Snbsp;R Q T\' S\'nbsp;R\' O Onbsp;S R O T\'nbsp;S\' O Onbsp;O O Onbsp;T\' P, Q, R en S zijn elk van den graad 2n â€” 3, P\', Q\', R\',S\' en T\' van den graad 2 Â? â€” 4 in de co??rdinaten van Y.Het door vergelijking VII voorgestelde oppervlak is derhalvevan den graad 4 (2 n â€” 3) 3 (2 n â€” 4) = 2 (7 n â€” 12). Opdit oppervlak en op a moeten liggen de punten Y der lijnenY Z van de door n en is) gevormde figuur, welke de rechte2-3 = 0,04 = 0 snijden, zoodat 2n^ {7n â€” 12) lijnen FZvandeze figuur de lijn 03 == O, 04 == O snijden; m. a. w. het aantalsnijpunten der bedoelde figuur met de rechte 03 = O, 04 = Obedraagt 2 n^ (7 n â€” 12). Wij snijden vervolgens het raaklijnenoppervlak (Â?) metde lijn 03 = O, 04 = 0. In de onderstelling dat a^ = O, fcquot; = O, wordt (s) voorgestelddoornbsp;= 0

ennbsp;= welke vergelijkingen voor 03 = O en 04 = O overgaan in: Eliminatie van en z^ geeft de vergelijking: = 0, welke vergelijking van den graad 2n â€”2 in de co??rdinatenvan Y is. Het door deze vergelijking voorgestelde oppervlakheeft derhalve n^ (2 n â€” 2) snijpunten met o-, zoodat hetraaklijnenoppervlak (5) de lijn 03 = O, Â?4 = O in 2 n^ (n â€” 1)



??? punten snijdt. De door n en (s) gevormde figuur heeft2 n\'^ (7 n â€” 12) snijpunten met de bedoelde rechte. Hieruitvolgt, dat Ta een oppervlak is van den graad 2 n^ (7 n â€” 12) â€” 2 (nâ€”l) = 2 71\' (6 n â€”11). Be vierpuntige raaklijnen, ivaarvan de raakpunten op dehasiskromme a liggen, vormen een regelvlak van den graad2 n\' (6 n â€”11), waarop c elfvoudig is. Â§ 20. Beschouwen wij nu een bundel kubische opper-vlakken, {F\'^). Een vierpuntige raaklijn l van F\\ met raakpunt S^ op Â?rligt geheel op dit oppervlak F\\ en snijdt een ander exemplaarin 3 punten S^, S^, S^, die als punten van F\\ en vanFl op (7 moeten liggen. Iedere rechte l van r^ is derhalveeen trisecante van s-. Ook omgekeerd is iedere trisecantevan lt;7 een rechte van r^. Immers door elk punt der ruimte,dus ook door een willekeurig punt P der trisecante, gaat?Š?Šn F^. Met dit oppervlak FÂŽ heeft de trisecante vier puntengemeen, nl. P en haar drie snijpunten met tr. De trisecanteligt derhalve op en is o. a. in elk van haar drie snijpuntenmet ff vierpuntige

raaklijn voor dit oppervlak, dus blykbaareen drie maal te tellen lijn van n. Wij zien dus, dat n hier overgaat in het drie maal te tellenregelvlak, dat gevormd wordt door de trisecanten van lt;r. Ter bepaling van den graad van het laatstgenoemde regel-vlak projecteeren wij ff uit een punt O en krijgen dan eenprojectie ffi, waarvan de graad eveneens 9 en dus de klasse9 (9 â€” 1) â€” 2 (i! bedraagt. Het aantal der raaklijnen aan ff,rustend op een willekeurige rechte p door O, is gelijk aan hetaantal der raaklijnen, die men uit het snijpunt vanj) met hetprojectievlak aan ffi kan trekken, m.a.w. de graad van het raak-lijnenoppervlak van ff is gelijk aan de klasse van a-i. VolgensÂ§ 19 is het raaklijnenoppervlak (i?) der basiskromme t vaneen bundel (Fquot;) van den graad 2 n^ (n â€” 1), zoodat de graadvan het raaklijnenoppervlak der basiskromme ff van [F^)en dus ook de klasse der projectie ari 2X3ÂŽ (3 -â€” 1) = 36bedraagt.



??? Hieruit volgt: 12 â€”2(1 = m of (Z = 18. Men kan dus uit een willekeurig punt O 18 bisecantenvan (T trekken. Kiezen wij nu het punt O op dan krijgen wij als pro-jectie een kromme waarvan het geslacht gelijk is aan datvan ??-i en dus ^ (9 â€” 1) (9 â€” 2) â€” 18 = 10 bedraagt, tra iseen kromme van den graad 8. Uit g= 10= y (8â€”1) (8â€”2) â€” 5volgt nu, dat (x^ 11 dubbelpunten bezit. Door het punt Ovan ??- kan men derhalve 11 trisecanten van o-trekken, zoodat??- een elfvoudige kromme is op het door de trisecantengevormde regelvlak. Bepalen wij nu de doorsnede van een F^ met het regel-vlak der trisecanten van Â?r. Hiertoe behooren, behalve de elf maal te tellen kromme Â?r,de op F^ gelegen rechten q. q snijdt nl. een anderexemplaar F^ in drie punten, die als punten der beideoppervlakken F^ op ff liggen; q is dus blijkbaar een trisecantevan ff. Het aantal der op F^ gelegen rechten bedraagt(volgens Â§ 1) 27. De bedoelde doorsnede is derhalve vanden graad 11 X 9 27 = 126. Hieruit volgt, dat het regel-vlak der

trisecanten van cr een oppervlak is van den graad126 : 3 = 42 en dat de graad van n dus 3 X 42 = 126bedraagt. Dit is in overeenstemming met het in Â§ 19 ge-vonden getal 2nM6nâ€”11), daar [2 nM6Â? â€” 11)]^^3= 126.



??? door de rechten, gelegen op de exemplaren van(i\'ÂŽ), d.w.z.de trisecanten van Â?r. Elke rechte van een F^ is nl. voor datoppervlak vierpuntige raaklijn, terwijl elk punt der lijn alsraakpunt gekozen kan worden. Het oppervlak der trisecantenis van den graad 42, hetgeen in overeenstemming is methet feit, dat [2 (11 n â€” 12)] = 42. n = 3 Â§ 22. Volgens Â§ 18 is de stralencomplex der hoofdraak-lijnen van een bundel [Fquot;) van den graad 3 n (n â€” 2), m. a. w.het aantal stralen in een willekeurigen waaier bedraagt3 n [n â€” 2). Uit een punt Z van vlak V kan men dus3 n (Â? â€”- 2) in V gelegen hoofdraaklijnen trekken. Zal het raakpunt van een door Z gaande hoofdraaklijnevenals Z in V liggen, dan moet de hoofdraaklijn geheelin V of het raakpunt in Z liggen. Behalve de raakpunten van bovengenoemde 3 n (n â€” 2)hoofdraaklijnen heeft de m.pl. van de raakpunten der doorZ gaande hoofdraaklijnen nog met V gemeen de raakpuntender beide hoofdraaklijnen, diÂ? men in Z aan het door Zgaande oppervlak kan trekken. De

bedoelde m.pl. (F) is derhalve een kromme van den graad 3 n in - 2) 2. Daar clk vlak door Z in Z twee punten met (P) gemeenheeft â€” nl. dc raakpunten der hoofdraaklijnen inZ aan het doorZ gaande oppervlak Fquot; â€”, heeft de m.pl. der raakpuntenvan de hoofdraaklijnen, gaande door Z, een dubbelpunt in Z. Elke lioofdraaklijn snijdt het door haar geosculeerdeoppervlak Fquot; nog in n â€” 3 punten Q. Zal een punt Q van een door Z gaande hoofdraaklijnevenals Z in V liggen, dan moet de rechte Q Z geheel inV liggen of Q moet met Z samenvallen. De m.pl. der punten Q, gelegen op door Z gaande hoofd-raaklijnen, heeft dus met V gemeen de snijpunten van elkder 3 u (n â€” 2) door Z gaande cn in V gelegen hoofdraak-lijnen met het door haar geosculeerde oppervlak, alsook dein Z gelegen punten Q.



??? Volgens Â§ 35 kan men uit Z {n^ 2) (n â€” 3) hoofdraaklijnenaan het door Z gaande oppervlak Fquot; trekken; voor elk vandeze hoofdraaklijnen is Z een punt Q. In Z liggen dus (n^ 2) (n â€” 3) punten Q. De m.pl. der punten Q, gelegen op door Z gaande hoofd-raaklijnen, snijdt V derhalve in 3 t?? (n â€” 2) (n â€” 3) {n^ 2) (n â€” 3) punten, zoodat deze m.pl. een kromme isvan den graad 3 n (n â€” 2) (n â€” 3) {n\' 2) {n - 3) =2 (w â€” 3) (n â€” 1) (2 n - 1). Vallen van een hoofdraaklijn ts het raakpunt P en eender snijpunten Q met het geosculeerde oppervlak samen, danis de lijn PQ vierpuntige raaklijn in P^Q. Ter bepaling van het aantal dezer co??ncidenties projec-teeren wij de puntenparen P, Q uit een rechte l en gebruikendan de bekende formule s=p-\\- q â€” g. Aangezien de m.pl. der raakpunten P van door Z gaandehoofdraaklijnen een kromme is van den graad 3 n (n â€” 2) -1- 2,liggen in een willekeurig vlak V door l 3 n {n â€” 2) â€?â– }- 2punten P. Aan elk punt P zijn Â? â€” 3 punten Q toegevoegd,zoodat aan V zijn

toegevoegd i3 n (n â€” 2) 2| (n â€” 3)vlakken door l, resp. gaande door de punten Q, welke toe-gevoegd zijn aan de in V gelegen punten P; m. a. w.p = (3 â€ž2 - 6 n 2) (n â€” 3). In een willekeurig vlak W door l liggen 2 (n â€” 3) (n â€” 1)(2 71â€” 1) punten Q; de m.pl. van Q is nl. een kromme vanden graad 2 (n â€” 3) (n â€” 1) (2 n â€” 1). Daar aan een punt Q?Š?Šn punt P is toegevoegd, beantwoorden aan vlak W2 (n â€” 3) (m -â€” 1) (2 n â€” 1) vlakken door l, resp. gaande doorde punten P, die toegevoegd zijn aan de in W gelegenpunten Q; m.a.w. q = 2 (n - 3) (n - 1) (2 n - 1). Zal het vlak door l en een punt P samenvallen met hetvlak door l en een der bij P behoorende punten Q, dan moetP Q met l in ?Š?Šn plat vlak liggen of P en Q moeten samenvallen.



??? Het kegelvlak, dat gevormd wordt door de hoofdraaklijnen,die door Z gaan, is van den graad 3 n [n â€” 2), zoodat l ditoppervlak in 3 n {n â€” 2) punten snijdt. Er rusten derhalve3 n (n â€” 2) door Z gaande hoofdraaklijnen op l. Elk der vlakken door l, resp. gaande door de puntenQi, Qi,... Qn-3 van een dezer hoofdraaklijnen, valt samenmet het vlak door l en P, welk vlak dus een {n â€” 3)voudigeco??ncidentie vertegenwoordigt. De 3 n {n â€” 2) door Z gaande hoofdraaklijnen, die rustenop l. leveren dus blijkbaar 3 n (ti â€” 2) van deze (n â€” 3jvoudigeco??ncidenties, m. a. w. ^ = 3(,i â€” 2) (fl â€” 3). Elk der overige p -h Q â€” ff co??ncidenties is ontstaan doorhet samenvallen van een punt P met ?Š?Šn der bijbehoorendepunten Q. Er gaan dus (3 n\' - 6 n 2) (n â€” 3) -1- 2 (Â? - 3) (n - 1) (2 n - 1 -)3 n (Â? â€” 2) (n â€” 3) = 2 (2 n\' â€” 3 7i 2) (n â€” 3)vierpuntige raaklijnen door een willekeurig punt Z, m. a. w. Dc vierpuntige raahlynen van een hundel (F\'*) vormen eencongrtientie van de orde 2 (n â€” 3) (2 n\' â€” 5 n 2). De

doorsneden van een bundel van oppervlakken, {!\'quot;), meteen plat vlak V vormen een bundel van krommen, (cÂ°). Heeft een Fquot; een in F gelegen vierpuntige raaklijn, rakendin P, dan is dit punt P een undulatiepunt der doorsnedecquot; van Fquot; met F; do raaklijn hoeft nl. in P vier puntenmet en dus met gemeen. Het aantal der in V gelogen vierpuntige raaklijnen isderhalve gelijk aan hot aantal undulatieinmton van denbundel (cquot;), welk aantal, volgens Â§ 25, (5 (n â€” 3) (3 n â€” 2)bedraagt. Wij zien dus: Dc vierpuntige raaJclynen van een bundel (Fquot;) vormen eencongruentie van dc klasse 6 (n â€” 3) (3 n â€” 2).



??? Â§ 23 Wanneer wij in een basispunt B aan elke kromme van een bundel de raaklijn trekken, dan krijgen Avij eenraaklijnenbundel, die projectief verwant is met den bundelder krommen; aan elke kromme is toegevoegd de in B aandie kromme rakende raaklijn. Een willekeurige rechte l snijdt een gquot;quot; in n punten,Tl, T-2 ... Tv, en de in B aan deze kromme rakende rechtein een punt S. De snijpunten van (cquot;) met l vormen eeninvolutie van den graad n; aan elke groep der involutie is?Š?Šn punt S toegevoegd. Wij kiezen voor beide stelsels opl hetzelfde nulpunt. Noemen wij de co??rdinaten der snij-punten T van l met de krommen en de co??rdinaten vande snijpunten S van l met de raaklijnen in By, dan krijgenwij de vergelijking: (aa;Â°4 h xâ€”^...D y ^{a xquot;nbsp; 0 = 0. Valt nu S met ?Š?Šn der bijbehoorende punten T samen,m. a. w. is y gelijk aan ?Š?Šn der bijbehoorende waarden vanX, dan voldoet x = y aan de vergelijking: ^ Jia;quot; ... iv = 0, welke vergelijking van den graad Â? 1 in x is. Het zaldus n 1 maal

voorkomen, dat een gquot;quot; haar raaklijn in Bsnijdt in een punt van l. Hieruit volgt: De snijpunten der krommen van den bundel (cquot;) met haarraaklijnen in een basispunt B vormen een kromme van dengraad n 1. Valt l samen met een raaklijn in B aan een cquot;, dan snijdtl deze cquot; nog in n â€” 2 punten T. Buiten B heeft l met ^ dus nog 11 â€” 2 punten gemeen, zoodat er drie snijpuntenvan l met ^ in B liggen en B een drievoudig punt vancquot; ^ is. Aangezien er dus drie punten T in B met hetbijbehoorende raakpunt samenvallen, zijn er drie krommen, \') Zie â€žOver lineaire stelsels van algebra??sche vlakke krommenquot; (Zittings-verslag van 22 April 1905, Kon. Akademie v. VVetensch., Deel XIII,2e gedeelte, bl. 750) en â€žSitzungsberichte der Akad. in Wien LXI, 86.



??? die hun raaklijn in B tevens snijden in I?; m. a. w. driekrommen van den bundel hebben in B een buigpunt. De verbindingslijn van B met een punt P van ^ israaklijn in B aan de door P gaande Een raaklijn r uit B aan ^ raakt derhalve in B aande kromme, die gaat door het raakpunt A. r raakt in Aaan S d. i. in A liggen twee samenvallende snijpuntenvan r met de door A gaande zoodat r ook in A aan debedoelde raakt, r is dus een dubbelraaklijn, waarvan?Š?Šn der raakpunten in B ligt. Het aantal der raaklijnen, die men uit het drievoudigepunt B van \' aan cquot; ^ kan trekken, bedraagt (n -f 1) nâ€” 6 - 6 = (n 4) (n - 3).Hieruit volgt: (n 4) (n â€” 3) dubbelraaklijnen hebben een harer raak-punten in B. Een straal l door een basispunt li snijdt elk der krommencquot; in n â€” 1 buiten B gelegen punten, zoodat op l een involutievan den graad Â?â€” 1 ontstaat. Aangezien deze involutie2 in â€” 2) dubbelpunten heeft, raken er buiten B 2 (n â€?â€” 2)krommen aan l. Elk van deze 2 in â€” 2) krommen snijdt 1nbsp;nog in n â€” 3 punten; ?Š?Šn

snijpunt ligt nl. in het basispuntB en twee in het raakpunt A. Op l liggen derhalve buiten B 2nbsp;in â€” 2) in â€” 3) punten S der satellietkromme iS) van B.Ligt een der punten 8 in B, dan heeft de betrokken cÂ° ook in B twee punten met l gemeen, m. a. w. l raakt behalvein A ook in B aan cquot;; l is nu blijkbaar een dubbelraaklijnvan cquot;, terwijl ?Š?Šn der raakpunten in B ligt. Aangezien(Â? 4) in â€” 3) dubbelraaklijnen een van haar raakpunten inB hebben, is Ji een in 4) in â€” 3)voudig punt S. Wij zien dus, dat l en iS) in B in -{- 4) in â€” 3) punten enbuiten B 2 in â€” 2) (?i â€” 3) punten gemeen hebben; het totaleaantal der snijpunten van l met iS) bedraagt derhalvein 4) in - 3) 2 (n - 2) in â€” 3) = 3 Â? (n â€” 3).Hieruit volgt: De satellietkromme (5) van B is van den graad 3 n in â€” 3).



??? Aangezien aan een rechte l door B 2 (Â? - 2) krommen cquot;raken, liggen op l buiten B 2 (n â€” 2) raakpunten A. Depoolkromme is van den graad 2 n â€” 1, zoodat het aantalder in B gelegen snijpunten van l met de poolkrommebedraagt 2 n â€” 1 â€” 2 (n â€” 2) = 3, m. a. w. B is een drievoudig punt der poolkromme van B. Aangezien het basispunt B een {n 4) (Â? â€” 3)voudig puntvan zijn satellietkromme en een drievoudig punt van zijnpoolkromme is, vallen 3 (n 4) (n - 3) der snijpunten van deze krommen in B.nbsp;(O De verbindingslijn l van B met een ander basispunt B\'van den bundel snijdt een kromme cquot; buiten B en B\' nogin n â€” 2 punten. De snijpunten van l met de krommen vormendus een involutie van den graad n â€” 2. Daar deze involutie2 (n â€” 3) dubbelpunten bezit, raken 2 (n â€” 3) krommen aanB B\'. Elk van deze krommen werpt een punt S in B\', zoodatB\' een 2 (n â€” 3)voudig punt der satellietkromme van B is. Volgens Â§ 18 raakt B B\' in B\' aan de poolkromme van B. In elk der overige n^ â€” 1

basispunten B\' liggen dus 2nbsp;(ji â€” 3) der snijpunten van de poolkromme en de satelliet-kromme van B.nbsp;(^??) Een door B gaande buigraaklijn raakt volgens Â§ 18 in hetbuigpunt aan de poolkromme van B. Daar ook de satelliet-kromme van B in het buigpunt raakt aan deze buigraaklijn,hebben poolkromme en satellietkromme van B in het buigpunt twee punten gemeen. Door een willekeurig punt P kan men volgens Â§ 18 3nbsp;n (j? â€” 2) buigraaklijnen aan exemplaren van den bundeltrekken. Valt P in B dan moet dit aantal met 9 verminderdworden; elk der drie in B rakende buigraaklijnen moet nl.drie maal in rekening gebracht worden. 2\\3n (n â€”2) â€”9! der snijpunten van poolkromme metsatellietkromme van B vallen derhalve in de buigpunten derbuigraaklijnen, die door B gaan.nbsp;(Hl) Dat een buigraaklijn in B drie maal in rekening gebrachtmoet worden, ziet men gemakkelijk in bij de beschouwingvan een bundel (cÂŽ).



??? tlit een willekeurig punt kan men 3 X 3 (3 â€” 2) = 9 buig-raaklijnen aan krommen cÂŽ van den bundel trekken. Eendoor een basispunt B gaande buigraaklijn l moet haar buig-punt R in B hebben; viel R buiten B, dan had l vierpunten gemeen met de c^, waarvoor zij buigraaklijn is, nl.drie punten in R en ?Š?Šn punt in B, hetgeen onmogelijk is.Door B gaan dus slechts de 3 buigraaklijnen, die hun buig-punt in B hebben, zoodat zij blijkbaar elk drie maal geteldmoeten worden. De overige snijpunten van poolkromme met satellietkrommevan B liggen in de raakpunten Q der door B gaande dubbel-raaklijnen. Vat men nl. dc dubbelraaklijn op als een raaklijn in (Ji ((^a),dan kan men zich het tweede raakpunt Qz (Qi) ontstaan denkendoor het samenvallen van twee punten S. De satellietkrommeraakt de dubbelraaklijn dus zoowel in Qi als in Q^. Daarde poolkromme eveneens door en Qi gaat, hebben pool-kromme en satellietkromme in Qi en in Q2 een punt gemeen. Elk der raakpunten van de door B gaande

dubbelraaklijnenvertegenwoordigt dus blijkbaar een snijpunt van poolkrommeen satellietkromme van B. Nu zijn poolkromme en satellietkromme van B resp. vanden graad 2 n â€” 1 en 3 Â?(w â€” 3), zoodat het totale aantalder snijpunten 3 n [n â€” 3) (2 n â€” 1) bedraagt. Van deze gemeenschappelijke punten liggen er volgens (1)3 (n 4) {n â€” 3) in B, volgens (11) 2 (Â? â€” 3) (Â?^ â€” 1) in deoverige basispunten en volgens (III) 2 |3 n (n â€” 2) â€” 9| in debuigpunten der door B gaande buigraaklijnen. De overige snijpunten liggen in de raakpunten der dubbel-raaklijnen, die men uit B kan trekken, zoodat het aantalvan deze raakpunten bedraagt 3 n (m - 3) (2 n - 1) â€” 3 (n 4) (Â? - 3) â€” 2 (n â€” 3) (nÂ? - 1)â€” 2 13 n (n - 2) - 9| = 4 (n - 3) (n - 4) (n 1). Aan de krommen van den bundel kan men derhalve uit B2 (n â€” 3) (n â€” 4) {n 1) dubbelraaklijnen trekken, waarvangeen der beide raakpunten in B valt.



??? Â§ 24. Volgens Â§ 23 hebben {n 4) (n â€” 3) dubbel-raaklijnen van den bundel (cquot;) harer raakpunten in hetbasispunt B; de m.pl. (D) van de raakpunten D der dubbel-raaklijnen gaat dus blijkbaar {n 4) {n â€” 3)maal door B,m. a. w. B is een (n -f 4) (n â€” 3)voudig punt van (D). Aan een willekeurige kromme cquot; kan men Â? (n -- 2) (n^ â€”9)dubbelraaklijnen trekken; op elk van deze dubbelraaklijnenliggen 2 punten D. heeft derhalve met (D) buiten de basispunten n {n â€” 2)(â€ž2 _ 9) en in de basispunten n^ X (Â? 4) (u â€” 3) puntengemeen. Het totale aantal der snijpunten van cquot; met (D)bedraagt dus n in - 2) in\' â€” 9) -f w^ (Â? 4) {n - 3) =Â? (Â? - 3) (2 n\' 5 n - 6). Hieruit volgt: (D) is een kromme van den graad (?i â€” 3) (2 n^ 5 Â? â€” 6). Elke dubbelraaklijn snijdt de betrokken kromme cquot; nog inn â€” 4 punten W, terwijl men aan cquot; 7 n (n - 2) (n^ â€” 9)dubbelraaklijnen kan trekken. Door een basispunt B gaan 2 {n â€” 3) (n - 4) (n 1)dubbelraaklijnen, waarvan geen der raakpunten in B ligt.Voor elk van deze

lijnen is B een punt W, zoodat B een2 (n â€” 3) (n â€” 4) (n Dvoudig punt is van de m.pl. (W) der snijpunten W.nbsp;, cquot; heeft derhalve met (PF) buiten de basispunten â€”(n^ _ 9) (n â€” 4) en in de basispunten n^ X 2 (n â€” 3) (?i â€” 4)(n -f- 1) punten gemeen, zoodat het totale aantal der snij-punten van cquot; met iW) bedraagt { n (n - 2) (n - 4) (n\' - 9) 2 n\' (n - 3) (n - 4) (/i 1) =in (n-3)(n-4)(5n^-f 5n-6). Hieruit volgt: (W) is een kromme van den graad l {n - 3) in- 4) (5 n\' 5 n - 6).



??? Valt voor een dubbelraaklijn r een der n â€” 4 punten Wsamen met een der beide raakpunten D, bijv. met Di, danis r buigraaklijn in het punt Z)i = W en raakt bovendiende betrokken cquot; in Do, m. a. w. r is een raaklijn h.s(zie Â§ 6). Ter bepaling van het aantal der raaklijnen ti,3 van denbundel verbinden wij de punten J) en W met een in hetvlak van den bundel gelegen punt M \'). Aan de verbindingslijn tl van M met een punt D voegenwij nu toe de n â€” 4 verbindingslijnen tv van 31 resp. metde verschillende snijpunten TF van de in D rakende dubbel-raaklijn met de betrokken cquot;. Aangezien (D) een kromme is van den graad {n â€” 3)(2 nÂŽ 5 n â€” 6), snijdt een willekeurige straal d door M dem.pl. {!)) in (n â€” 3) (2 Ji^ 5 vi - 6) punten I). Bij elk vandeze punten 1) behooren Ji â€” 4 punten W, zoodat aanstraal d zijn toegevoegd (n â€” 3) (2 n^ 5 Â? â€” 6) (n â€” 4)stralen tv. Daar (TH een kromme is van den graad j (n â€” 3) (n â€” 4)(5 n\'\'^ 5 Â? â€” 6) snijdt een willekeurige straal tv door 31 dem.pl. (TH in (n â€” 3) (n â€” 4)

(5 nquot; -f- 5 n â€” 6) punten. Bijelk punt \\V behooren twee punten I), zoodat aan straal wzijn toegevoegd (n â€” 3) (n â€” 4) (5 n^ 5 n -â€” (gt;) stralen d. De stralen door 31 worden dus blijkbaar gerangschikt ineen verwantschap met de kenmerkende getallen (n - 3) (n - 4) (2 5 n - 0) cn (/i - 3) (n â€” 4) (5 Â?i^ 5 Â? â€” 6). Het aantal der co??ncidenties bedraagt derhalve (n - 3) (n â€” 4) (2 jr 5 - (gt;) (n - 3) (n - 4) (5 n^ 5 n â€” (5)=(n â€” 3) (n - 4) (7 n\' 10 n - 12). Deze co??ncidenties kunnen lot twee groepen gebrachtworden. Do door Dr. .1. nu Viuks govolgdo ni?Ÿthodo op bl. 751 van DeelXIII der Verslagen van do Kon. Akademie van Wctensch. is gecorrigeerdop bl, 843 van Deel XIV der genoemde Verslagen.



??? Eerste groep. Gaat de dubbelraaklijn r door M, dan valt elk der ver-bindingslijnen van M resp. met de verschillende bij het eeneraakpunt Di behoorende punten W samen met de verbin-dingslijn van M met Du De n â€” 4 stralen w, welke toe-gevoegd zijn aan de verbindingslijn van M met het andereraakpunt Dz, vallen eveneens samen met de lijn 3ID2. Deze dubbelraaklijn vertegenwoordigt dus 2 (Â? â€” 4) co??n-cidenties. Aangezien door M 2n (n â€” 2) (n â€” 3) dubbelraaklijnen aankrommen van den bundel getrokken kunnen worden, leverende door M gaande dubbelraaklijnen 4 n {11 â€” 2) (n â€” 3) (n â€” 4) co??ncidenties. Tweede groep. Gaat de dubbelraaklijn niet door If, dan kan een straald alleen dan samenvallen met een der aan hem toegevoegdestralen iv, wanneer een raakpunt D samenvalt met een derdaaraan toegevoegde snijpunten W. Het aantal der tot deze groep behoorende co??ncidenties bedraagt _ 3) _ 4) (7 w^ -flO Â? -12) - 4 n (nâ€”2) (n - 3) (n â€” 4) =3 (n â€” 3) (n - 4) (w^ 6 Â? - 4). Het aantal da\'

rechten, toelke met een Jcromme van denhundel (cquot;quot;) een tiveepuntige en tevens een driepuntige aanrakinghehhen, bedraagt derhalve 3(n â€”3)(n â€” 4) (n\'6n - 4).



??? n â€” 3 punten V gesneden. De 3 n (u â€” 2) buigraaklijnen vanleveren derhalve 3 n {n â€” 2) {n â€” 3) op gelegen punten F.Uit een basispunt kan men 3 (w â€” 3) [n 1) buigraaklijnenaan de krommen van den bundel trekken (zie Â§ 23); voorelk van deze buigraaklijnen is het basispunt een punt V,zoodat (F) met 3 {n â€” 3) [n 1) takken door B gaat. Wij vinden dus, dat het aantal snijpunten van met (T()bedraagt 3 n (n â€” 2) {n â€” 3) X 3 (w â€” 3) (Â? 1),zoodat (F) een kromme is van den graad 3 (w â€” 2) [n â€” 3) 3 w [n - 3) {n 1) = 3 {n â€” 3) in\' 2 Â? â€” 2).nbsp;(II) Nu verbinden wij elk buigpunt I door een straal i en elkpunt F door een straal v met een punt O, gelegen in hetvlak van den bundel. Daar, volgens (I), (I) een kromme is van den graad 6 (n â€” 1),snijdt elke straal van den ontstanen waaier de kromme (J)in (3 (n â€” 1) punten 1. Aan elk van deze snijpunten zijnn â€” 3 punten V toegevoegd, zoodat bij eiken straal van denwaaier, opgevat als een lijn t, C (n â€” 1) (n â€” 3) stralen vbehooren. Volgens (II) is (F) een

kromme van den graad 3 (?i â€” 3)(n^ 2 w â€” 2), zoodat elke straal van den waaier de kromme(F) in 3 (n â€” 3) (n^ 2 Â? â€” 2) punten F snijdt. Daar aanelk punt F ?Š?Šn punt I is toegevoegd, behooren bij eikenstraal, opgevat als een lijn v, 3 in â€” 3) in- 2 Â? â€” 2) stralen i. De stralen van den waaier met top O worden derhalvegerangschikt in een verwantschap met de kenmerkende ge-tallen O in - 1) in â€” 3) en 3 (Â? - 3) (Â?Â? 2n â€” 2), zoodathet aantal co??ncidenties bedraagt (5 (â€ž _ 1) in - 3) 3 (n - 3) in\' 2 Â? - 2).Gaat een buigraaklijn door O, dan valt do verbindingslijn01 van O met hot op deze,buigraaklijn gelogen punt/samenmet elk der n â€” 3 verbindingslijnen van O met de bij Ibehoorende punten F. Deze buigraaklijn vertegenwoordigtderhalve n â€” 3 co??ncidentie-stralen.



??? Daar men uit O 3n{n â€” 2) buigraaklijnen aan krommenvan den bundel kan trekken, leveren de door O gaande buis-raaklijnen 3 n {n â€” 2) van deze [n â€” 3) voudige co??ncidenties. De overige 6 (w - 1) (Â? - 3) 3 [n â€” 3) 2 â€” 2) -3 Â?(w â€” 2) (w â€” 3) co??ncidenties zijn afkomstig van co??nci-denties ?’ = F. Het aantal undulatiepunten dei- Jcrommen van een bundelbedraagt derhalve G(n â€” 3) (3 n - 2) i). Â§ 26. De hoofdraaklijnen t^, gaande door een willekeurigpunt vormen een kegelvlak van den graad 3 â€”2) (zieÂ§18).Elke beschrijvende lijn van dit kegelvlak heeft met het be-trokken oppervlak, behalve het buigpunt, nog n â€” 3 puntenQ gemeen. De m.pl. van deze punten Q is volgens Â§ 22een kromme van den graad 2 {n â€” 3) (w â€” 1) (2 w â€” 1).Wij voegen nu aan een punt Q toe de w â€” 4 punten Q\\welke de door Q gaande buigraaklijn, buiten het buigpunten het punt Q, nog met het geosculeerde oppervlak gemeenheeft en projecteeren de puntenparen {Q, Q\') uit een rechte l. In een willekeurig vlak ([ door

l liggen 2 (Â? â€” 3) (w â€” 1)(2 w â€” 1) punten Q. Aan elk van deze punten Q zijn w â€” 4punten Q\' toegevoegd, dus bij elk vlak q behooren 2(n â€”3)in â€” 1) (2 w â€” 1) (w â€” 4) vlakken q door l, resp. gaande doorde punten Q\', welke toegevoegd zijn aan de in vlak q ge-legen punten Q. Omdat Q en Q\' verwisselbaar zijn, krijgt men eensymmetrische verwantschap; het kenmerkend getal dezerverwantschap is 2 {n â€” 3) in â€” 1) (2 n â€” 1) (w â€” 4), zoodat hetaantal co??ncidenties 4(w â€” 3) (Â? â€” 1) (2 n â€” 1) (n â€” 4) bedraagt. Wanneer het vlak q door l en Q samenvalt met hetvlak q\' door l en een der aan Q toegevoegde punten Q\\liggen l, Q en Q\' in ?Š?Šn plat vlak, zoodat, in het algemeen,de rechte Q Q\' de rechte l snijdt. Elke rechte Q Q\' gaat 1) De door Dr. J. de Vries gevolgde methode op bl. 752 van DeelXIII der Verslagen van de Kon. Akademie v. Wetensch. is gecorrigeerdop bl. 844 van Deel XIV dezer Verslagen.



??? door het punt Z \\ Q Q\'Z is nu dus een der buigraaklijnen,die door Z gaan en op l rusten. Het vlak q door l en eender fi â€” 3 op Q Q\'Z gelegen punten Q valt samen met elkder vlakken door l, resp. gaande door de n â€” 4 bij Q be-hoorende punten Q\'. Een dergelijke rechte ts vertegenwoordigtderhalve een (n â€” 3) (n â€” 4)voudige co??ncidentie. Aangezien het kegelvlak, dat gevormd wordt door de rechtenwelke door Z gaan, van den graad 3 n (n â€” 2) is, snijdtl dit kegelvlak in 3 n {n â€” 2) punten. 3 n {n â€” 2) der doorZ gaande hoofdraaklijnen rusten derhalve op l. Hieruit volgt: De hoofdraaklijnen door het punt Z, die rusten op derechte Z, leveren 3n [n â€” 2) {n â€” 3) [n â€” 4) co??ncidenties Zal het vlak g door l en Q samenvallen met het vlak qdoor l en een der aan Q toegevoegde punten Q\', terwijlQ Q\' de rechte l niet snijdt, dan moeten Q en Q\' samen-vallen. Het aantal co??ncidenties Q = Q\' bedraagt derhalve:4 in â€” 3) in â€” 1) (2 n â€” 1) (n â€” 4) â€” 3 n (n â€” 2) (n â€” 3) (n - 4) =in â€” 3) in - 4) (5 n~ â€” G Â?

4), zoodat er in â€” 3) (n â€” 4) (5 n^ â€” 6 w 4) raaklijnen ^3,2 doorhet punt Z gaan. Hieruit volgt: Dc raaklyncn tz.a aan de oppervlahlcen van een bundel (Fquot;)vonnen een congruentie van de orde (n - 3) (n - 4) (5 n^ ~Gn-{- 4).



??? Wij vinden dus, dat het aantal in F gelegen raaklijnen ia, 3van (Fquot;) gelijk is aan het aantal raaklijnen h.H van denbundel (cquot;), welke gevormd wordt door de doorsneden deroppervlakken Fquot; met F. Volgens Â§ 24 is laatstgenoemdaantal gelijk aan 3 (Â? - 3) (n - 4) (n\' 6 n â€” 4). Hieruit volgt: Be raaUijnen h, 3 aan de oppervlaTcken van een bundel (Fquot;)vormen een congruentie van de Masse 3 (n - 3) (n - 4) (n^ G n â€” 4). Â§ 28. Beschouwen wij nu de hoofdraaklijnen in een punt Sder basiskromme lt;7 van den bundel (-FÂ°) aan de oppervlakken Fquot;. Deze rechten ts vormen volgens Â§ 17 een kubisch kegel-vlak. In een willekeurig vlak V door S liggen derhalve driehoofdraaklijnen ta, die haar osculatiepunt in S hebben. Elkvan deze rechten ta snijdt het door haar geosculeerde opper-vlak nog in Â? â€” 3 punten Q. S is raakpunt van elf vierpuntige raaklijnen (zie Â§ 19),dus elf punten Q liggen in S, m. a. w. S is een elfvoudigpunt der m.pl. (Q) van de punten Q. Hieruit volgt: Het aantal snijpunten van met V

bedraagt 3 (n â€” 3)^ ^^ _nbsp;2, zoodat (lt;?) een kromme is van den graad 3 Â? 2. Wij voegen nu aan een punt Q toe de w â€” 4 buiten hetbuigpunt en het punt Q gelegen snijpunten (?\' van S Q methet betrokken oppervlak en projecteeren de puntenparen((?, Q\') uit een rechte l. In een willekeurig vlak q door l liggen 3 Â? -H 2 punten Q,daar (Q) een kromme is van den graad 3 n 2. Aan elkpunt Q zijn n â€” 4 punten Q\' toegevoegd, zoodat bij vlak qbehooren (3 n 2) (n - 4) vlakken q\' door l, resp. gaandedoor de punten Q\', die toegevoegd zijn aan de in q gelegenpunten Q. Deze\' symmetrische verwantschap heeft dus het kenmerkendgetal (3 n 2) {n â€” 4), zoodat het aantal co??ncidenties2 (3 n 2) {n â€” 4) bedraagt.



??? De rechte l snijdt bovengenoemd kubisch oppervlak in driepunten. Op l rusten dus drie der hoofdraaklijnen in S. Elkvan deze hoofdraaklijnen levert een (n â€” 3) (?i â€” 4)voudigeco??ncidentie, daar het vlak door l en een der n â€” 3 puntenQ, gelegen op een l snijdende rechte samenvalt met elkder vlakken door l, resp. gaande door de n â€” 4 aan Qtoegevoegde punten Q\'. De overige 2 (3 n 2) (n â€” 4) â€” 3 (n â€” 3) ()i â€” 4) co??nci-denties zijn afkomstig van co??ncidenties Q = Q\'. Het aantalder in een punt S van de basiskromme o- ftsculeerende raak-lijnen bedraagt dus 2 (3^1 2) [n â€”4) - 3 (n - 3) (n -4) = (n - 4) (3m 13), m.a.w. het oppervlak (Ps), gevormd door de osculatiepunten J?8der raaklijnen van {FÂ°), gaat met (n â€” 4) (3 ji 13)bladen door c. Â§ 29. Om den graad van (JJs) te bepalen, beschouwen wijde doorsnede van (Eb) met een oppervlak Fquot; van den bundel. Volgens Â§ 8 vormen de osculatiepunten der hoofdraaklijnenti.z van Fquot; een kromme van den graad n{n â€” A) (3n^ 5n â€”24). Behalve deze

kromme hebben [lia) en Fquot; nog gemeen de(n â€” 4) (3 n 13)maal te tellen basiskromme o-, zoodat dedoorsnede van (i??s) met Fquot; een kromme is van den graad n (n - 4) (3 ir 5 â€” 24) n\' (n - 4) (3 n 13) =6 n (n â€” 1) (n â€” 4) (n 4). Hieruit volgt: Be osculatiepunten der IvoofdraaUijnen ti,s van (Fquot;) vormeneen oppervlak van den graad (5 (n â€” 1) (n - 4) (n 4).



??? punten met aquot; en dus met elk oppervlak Fquot; gemeen. Desnijpunten van 5 met de oppervlakken Fquot; vormen derhalveeen involutie van den graad n â€” 2. Vallen twee der n â€” 2 buiten S gelegen snijpunten van smet Fquot;, nl. Si en S2, samen, dan raakt s in het punt = S2aan Fquot; ] aangezien s in 5 aan Â?r en dus aan elk oppervlakFquot; raakt, is 5 voor dit oppervlak Fquot; een dubbelraaklijn,waarvan een der raakpunten in S ligt. De involutie van den graad 71 â€” 2 heeft 2 (n â€” 3) dubbel-punten, dus komt het 2 (n â€” 3)maal voor, dat twee buitenS gelegen snijpunten van s met een der oppervlakken F\'\'samenvallen; 5 is dus voor 2 (n â€” 3) oppervlakken een dubbel-raaklijn, waarvan een der raakpunten in S ligt, m. a. w. s iseen 2 (n â€” 3)maal te tellen lijn van het oppervlak (d). Het raakvlak F in iS aan een der oppervlakken Fquot; vanden bundel snijdt Fquot; volgens een kromme cquot;, die in S eendubbelpunt heeft (zie de inleiding). Een dubbelraaklijn d aan Fquot; zal, als raaklijn in S aan Fquot;,in dit

raakvlak F liggen en daar d Fquot; nog in een tweedepunt raakt, is d een raaklijn uit S aan de doorsnede cquot;. Het dubbelpunt S van cquot; verlaagt de klasse van cquot; mettwee, zoodat men uit een willekeurig punt P van F Â?(n â€” 1) â€” 2raaklijnen aan cquot; kan trekken. Ligt P in het dubbelpunt S,dan moet dit aantal nog met vier verminderd worden, zoodatmen uit S n (n â€” 1) â€” O raaklijnen aan cquot;, of wel dubbel-raaklijnen aan i^quot;, kan trekken; iedere rechte in F door Sraakt nl. in S aan FÂ° als lijn door S van het raakvlak inS aan In het vlak F door 5 liggen derhalve n{nâ€” 1) â€” 0 dubbel-raaklijnen d en bovendien de 2 (/t â€” 3)maal als dubbelraaklijnd te tellen rechte 5; 5 ligt nl. als raaklijn in S aan de opF\'\' gelegen kromme Â?r in hel raakvlak in S aan Fquot;. De graad der doorsnede van F met hel kegelvlak (d) bedraagt dus (â€ž _ 1) _ G 2 (n â€” 3) = (Â? - 3) (n 4). Hieruit volgt: Het kegelvlak (rf), gevormd door de dubbelraaklijnen d



??? vannbsp;waarvan een der raakpunten in het punt S der basiskromme tr ligt, is van den graad in - 3) (n 4). Â§ 31. Het kegelvlak (fZ) snijdt dus een willekeurig vlakW door S volgens (/lt; â€” 3) {n -f 4) lijnen d, die elk hetbetrokken oppervlak, behalve in S, nog in een tweede punt,2?2, raken. In W liggen, behalve deze {n â€” 3) {n 4) punten Bi,nog de in S gelegen punten Bo. Wanneer voor een dubbelraaklijn d het tweede raakpunt,J?2, eveneens in S ligt, dan heeft d in S met het betrokkenoppervlak vier samenvallende punten gemeen, m. a. w. r isvoor dit oppervlak Fquot; een vierpuntige raaklijn in S. Volgens Â§ 19 hebben elf vierpuntige raaklijnen ti haarraakpunt in een punt S der basiskromme a- van een bundel(7^Â°), zoodat S een elfvoudig punt E2 is. In W liggen derhalve (n â€” 3) {n 4) 11 punten i?2. Hieruit volgt: De m.pl. (7?2) der tweede raakpunten Bz is een kronunevan den graad m â€” 1.



??? Hieruit volgt: De m.pl. (F) is een kromme van den graad(n - 4) (n\' 4n-{-l). Â§ 83. Valt een der punten V samen met het tweederaakpunt Bz, dan heeft cZ in S en i?2 resp. 2 en 3 puntenmet het betrokken oppervlak gemeen, m. a. w. d is een raak-lijn waarvan het raakpunt in S ligt. Ter bepaling van het aantal co??ncidenties Rz = V, voegenwij aan een punt Rz t??e de met Ri op een dubbelraaklijnd gelegen punten V en projecteeren de puntenparen {Rz, V)uit een rechte 1. In een willekeurig vlak a door l liggen {n â€” 4) -f 4 n 1)punten V, daar (F) een kromme is van den graad (n â€” 4)[n^ 4 1). Aan elk dezer punten F is ?Š?Šn punt Ritoegevoegd, zoodat bij hetvlaka behooren (n â€” 4) (n2 4?i l)vlakken door Z, resp. gaande door de verschillende punteni?2, welke toegevoegd zijn aan de in Â? gelegen punten F. Het eene kenmerkende getal der verwantschap, waarin devlakken door l gerangschikt worden door de verwantschap{Ri F), is dus {n â€” 4) (Â?2 4 n 1). In een vlak (5 door l liggen n^ n â€” 1 punten Ri, daarde m.pl. (jRz) een

kromme is van den graad n^ Â?t â€” 1.Aan elk punt Ri zijn n â€” 4 punten F toegevoegd, zoodatbij vlak ti behooren (n â€” 4) (n^ n â€” 1) vlakken door l,resp. gaande door de verschillende punten F, die toegevoegdzijn aan de in (i gelegen punten i?2. Voor het tweede kenmerkende getal der verwantschap,waarin de vlakken door l gerangschikt worden, vinden wij dus(n - 4) in\' n - 1). Hieruit volgt: Het aantal co??ncidenties bedraagt: (â€ž _ 4) {n\' 4- 4 â€ž -f- 1) (n â€” 4) {n\' n â€” 1). Daar het kegelvlak, dat gevormd wordt door de dub-belraaklijnen d, van den graad (n â€” 3) (n 4) is, snijdt l



??? dit kegelvlak in (Â? â€” 3) (w -f- 4) punten, d. w. z. er rusten{n â€” 3) (w 4) rechten d op l. Elk dezer (n â€” 3) (n 4)dubbelraaklijnen vertegenwoordigt een (n 4)voudige co??nci-dentie. Het vlak door l en het op een l snijdende lijn d gelegenpunt i?2 valt nl. samen met elk der w â€” 4 vlakken door l, resp.gaande door de verschillende aan Bz toegevoegde punten F. De overige O? â€” 4) (n\' 4 n 1) (n â€” 4) (nÂŽ -f- Â? _ i) _(n â€” 3) (n -f- 4) (n â€” 4) co??ncidenties zijn afkomstig van co??n-cidenties R=V. Hieruit volgt: Het aantal raaklijnen ^2,3, waarvan het raakpunt in Sligt,bedraagt: (n _ 4) (n^ 4 Â? 1) (n - 4) (nÂŽ n - 1) - (n -3){n 4) (n â€” 4) = (n â€” 4) (n^ 4 n 12). In vallen derhalve {n â€” 4) (n^ 4 ?i -f 12) raakpuntenR van raaklijnen ^2,3 samen, zoodat (t een (nâ€”4) 12)maal te tellen kromme van het door genoemde raakpuntengevormde oppervlak [R) is. Ter bepaling van den graad van {R) beschouwen wij dedoorsnede van dit oppervlak met een oppervlak Volgens Â§ 6 vormen de raakpunten R der raaklijnen t%nvan een

oppervlak Fquot; een kromme van den graadn (n â€” 2) (n â€” 4) 2 71 12). Behalve deze kromme hebben Fquot; en (R) nog gemeen de(Â? â€” 4) (Â?^ -f n 12)maal te tellen basiskromme a-. De graad der doorsnede van Fquot; met {R) bedraagt derhalven (n - 2) (n - 4) (n\' 2 Â? 12) n\' (n - 4) (Â?\'â– \' 4Â? 12) =2 n (ft â€” 4) (nÂ? -f 2 10 71 â€” 12). Hieruit volgt: Bc raakpunten der raaklijnen t3,3 van een hundel (F1)vormen een oppervlak van den graad 2 (n ~ 4) (n^ 5 71ÂŽ 10 n â€” 12). 1nbsp;waarvan het osculatiepunt ligt in het punt S der basiskromme lt;r.



??? Volgens Â§ 16 is de raaklijn s in S aan (t een ribbe vandit kegelvlak. Een willekeurig vlak V snijdt het kubisch kegelvlak volgenseen kromme c^ De rechte s snijdt F, als lijn van het kegel-vlak, in een punt P van deze doorsnede cÂŽ. Aangezien deklasse van c^ 3 X 2 bedraagt, kan men uit het op cÂŽ gelegenpunt P 3X2 â€” 2 of 4 raaklijnen r aan cÂŽ trekken. Hetvlak door SP en r is raakvlak aan het kegelvlak, zoodatmen door s vier raakvlakken aan het kegelvlak kan leggen. De rechte s is als raaklijn aan Â?r raaklijn voor elk opper-vlak F\'\' en ligt dus in elk der raakvlakken in S, resp. aande verschillende oppervlakken E?Šn der beide beschrijvendelijnen q van het kegelvlak, welke behalve s gelegen zijn ineen vlak W, gaande door s, bepaalt aan welk oppervlakhet vlak W raakvlak is. De tweede in TF gelegen lijn q isde andere hoofdraaklijn in S aan het oppervlak FÂ°, waar-voor W raakvlak is. Vallen de beide hoofdraaklijnen q samen, zooals dit bijeen raakvlak door s aan het kegelvlak het geval is, danheeft het betrokken

oppervlak in S een parabolisch jnint. Daar men door s vier raakvlakken aan het kegelvlak kanaanbrengen, is S voor vier oppervlakken een parabolischpunt, zoodat de basiskromme a- een viervoudige kromme is opde m.pl. der parabolische punten van den bundel {FÂ°). Ter bepaling van den graad van deze m.pl. beschouwenwij de doorsnede van bedoelde m.pl. met een oppervlak F\'\'. Volgens Â§ 14 vormen de op een oppervlak Fquot; gelegenparabolische punten een kromme van den graad 4 n (n â€” 2).Behalve deze kromme heeft de m.pl. der parabolische puntenvan den bundel (Fquot;) met nog gemeen de vier maal tetellen kromme lt;r, zoodat de graad van de doorsnede bedraagt:4 n (n â€” 2) 4 = 8 71 (n â€” 1). Hieruit volgt: Be jiarabolische punten der oppervlakken van een bnndel(Fquot;) vormen een oppervlak van den graad 8(n â€” l).



??? HOOFDSTUK III. Afleiding van enkele der gebruikte formules. Â§ 35. Bepaling van het aantal der huigraallijnen, die menuit een punt Z aan het oppervlak cpquot; kan trelcken. Snijdt men het oppervlak lt; = O met de rechte lijn Y Z,voorgesteld door de vergelijkingen ) = A ya ^ ^^ ! X3 =nbsp;IJl, Zi\' moeten de A en ^ van elk der n snijpunten voldoen aan devergelijking lÂ?i {^yi-\\r Zi) Â?2 (-^2/2 /c^ Z2) Â?3 (a7/3 /X Zi) a.i (a y.i ^ ^4)1quot; = O of (A fiy fjt, ajn = O of A-^ Â? AÂ? - V Â?r ^^TW^~\' ^\' ^^ ~ â€? nbsp;=nbsp;(I) Zal de lijn Y Z het oppervlak in Y snijden, dan ligt Yop het oppervlak, dus a^ = O, zoodat de vergelijking gedeeldkan worden door f^ en daardoor overgaat in: Â? Aquot;-^nbsp;-t-nbsp;AÂ?-V af .. . .., lt; = 0.nbsp;(II) Kik der stellen A en [m, welke aan (II) voldoen, beantwoordtaan ?Š?Šn der buiten T gelegen snijpunten van Fj^metaquot; = 0. Zal Y Z het oppervlak in Y raken, dan moet ?Š?Šn derbovengenoemde snijpunten in Y vallen, dus moet aan (II)voldaan worden door ^4 = 0, zoodat nu \'y quot;z



??? of, daar n =}= O is, aÂ° = Wanneer men nu ook nogdoor [X deelt, gaat (l??) over in: An - 2 Â?p 2 . . . ^n - 2 ^n _ 0. (III) Zal Y Z buigraaklijn in Y zijn, dan moet bovendien= hetgeen op overeenkomstige wijze aangetoondkan worden. Dus Y Z is buigraaklijn in F, als =0 Kiest men nu een bepaald punt Z, van waaruit men debuigraaklijnen Z Y aan het oppervlak trekt, dan moeten deraakpunten Y liggen op de oppervlakken aÂ° = 0, a^\'^ = Oen fly ~ ^ ~ O, welke oppervlakken resp. van den graadn, n â€” 1 en n â€” 2 in de co??rdinaten van Y zijn en dusn (n â€” 1) (n â€” 2) snijpunten hebben. Ut\'t het punt ZTcan men dus n(n â€” l)(n â€” 2) huigraaUijnenaan het oppervlak trekken. Kiest men het punt Z op het oppervlak, dan moet elk derhoofdraaklijnen aan het oppervlak met het raakpunt in Zdrie maal in rekening gebracht worden, dus uit een op het oppervlak gelegen punt Z kan men n(n â€” 1)(n ~ 2) â€” 6 â€” (n^ 2) (n â€” 3) huigraaklijnen trekken. Dat elk der hoofdraaklijnen, rakend in het punt Z, driemaal gerekend moet worden,

ziet men gemakkelijk als volgt in. Voor 71 = 3 heeft elke hoofdraaklijn door een op ge-legen punt Z haar raakpunt in Z, daar zij anders meer dandrie punten met het derdegraads oppervlak gemeen zouhebben. Het aantal hoofdraaklijnen met raakpunt in Zbedraagt 2, terwijl men uit een buiten (p^ gelegen punt3 X 2 X 1 of 6 hoofdraaklijnen aan cp\'\' kan trekken. De2 hoofdraaklijnen, rakend in Z, vertegenwoordigen dus 6door Z gaande hoofdraaklijnen, zoodat zij elk drie maalgeteld moeten worden.



??? Â§ 36. Bepaling van het aantal der duhhelraaEijnen aan (p\',waarvan een der raakpunten in het imnt C van 0quot; ligt. Alle lijnen, die 0quot; in G raken, liggen in het raakvlak Vin G aan 0quot;. Dit raakvlak snijdt volgens een krommedie in G een dubbelpunt heeft. Zal de in G rakende lijnc 0quot; nog in een tweede punt raken, dan moet c een uit Ggetrokken raaklijn aan pquot; zijn. Zij moet nl. nog in eentweede punt G\' twee samenvallende punten met 0quot; en dus,als lijn van F, met pquot; gemeen hebben. Aangezien pquot; in Geen dubbelpunt heeft is de klasse van pquot; gelijk aan n (n â€” 1) â€” 2. Men kan door G twee raaklijnen trekken, die pquot; in Graken, nl. ?Š?Šn aan elk der door het dubbelpunt gaandetakken. Daar een dergelijke raaklijn in (7 drie samenvallendepunten met pquot;, en dus met 0quot;, gemeen heeft, is zij hoofd-raaklijn voor 0quot; met raakpunt in 0, en derhalve geen in Grakende dubbelraaklijn. Deze raaklijnen moeten dubbelgeteld worden, daar zij ontstaan zijn door het samenvallenvan twee

raaklijnen, als gevolg van het tot de kromme naderenvan een punt P tot G, Men kan dus uit G n (n â€” l) â€” 2â€” 2X2 = (n â€” 3) (n -f 2)raaklijnen aan pquot; trekken, zoodat ook (n â€” 3) (n 2) dub-belraaklijnen een van haar raakpunten in G hebben. Uit een 2)unt G van een oppervlak 0quot; kan men dus (n â€”3)(n 3) duUelraakl??nen aan 0quot; trekken, die een van haarraakpunten in G hebben. Â§ 37. Bepaling van het aantal der dubbelraaklynen, die menuit een punt Z aan een oppervlak 0quot; kan trekken. Een plat vlak F door den top Z van het kegelvlak O,dat gevormd wordt door de raaklijnen r, getrokken uit eenpunt aan een oppervlak 0quot;, snijdt 0quot; volgens een krommecquot;. Aangezien men uit het punt Z n (n â€” 1) raaklijnen aande kromme cquot; kan trekken en elk dezer raaklijnen in hetraakpunt twee samenvallende punten met cquot; en dus ook met0quot; gemeen heeft, m. a. w. een lijn r is, snijdt het vlak Vhet omhullingskegelvlak volgens n (n â€” 1) rechten r.



??? Hieruit volgt: De raaklijnen, getrokken uit een punt Z aan een opper-vlak Cpquot;, vormen een kegelvlak O van den graad n (n â€” 1). Onder de Hasse van een oppervlak cpquot; verstaat men hetaantal raakvlakken aan cpquot;, gaande door een willekeurigerechte A B. Wanneer een vlak W door A B cpquot;quot; raakt in het punt C,ligt C op op het eerste pooloppervlak van A t. o. v.als raakpunt der raaklijn A C uit A aan cpquot;, alsook op heteerste pooloppervlak van B t. o. v. cpquot; als raakpunt der raaklijnB C uit B aan cpquot;, welke oppervlakken resp. van den graadn^nâ€”l en nâ€”i zijn en dus n{n â€” iy snijpunten hebben.Door A B kan men derhalve n {n â€” 1)^ raakvlakken aan 0quot;leggen, m. a. w. de klasse van cpquot; bedraagt n (n â€” 1)^ Ook door de rechte Z Y, gaande door den top Z van hetomhullingskegelvlak O, zal men dus n (n â€” 1)^ raakvlakkenaan cpquot; kunnen leggen. Daar elk raakvlak door Z Y aan cpquot;tevens raakvlak aan het kegelvlak O is en ook omgekeerdeen raakvlak door Z Y aan O raakt

aan cpquot;, gaan door Z Yeven zooveel raakvlakken aan O, waaruit volgt, dat ookhet kegelvlak O is een oppervlak van de klasse n (n â€” 1)^ Wij snijden O nu met een vlak U, gaande door het puntY, en krijgen dan als doorsnede een kronunenbsp;aan- gezien O een oppervlak is van den graad n (Â? â€” 1). Een raakvlak door YZ aan O snijdt 1/ volgens een raak-lijn uit Taan de doorsnedenbsp;terwijl ook een raaklijnuit r aan dc snijlijn is van 1/ met een raakvlakdoor rz aan O, zoodat het aantal der raaklijnen, die menuit r aan kan trekken, overeenstemt met het aantalder raakvlakken aan O, gaande door YZ. Laatstgcnoeindaantal bedraagt n (n â€” 1)\'^ dus dc klasse der doorsnedenbsp;is gelijk aan n(Â? â€”1)ÂŽ. Door een beschrijvende lijn r van het kegelvlak O gaat



??? in het algemeen ?Š?Šn raakvlak aan cpquot;, nl. het raakvlak inhet raakpunt ?? van r. Dit vlak raakt tevens aan hetkegelvlak O. Is r dubbelraaklijn voor 0quot;, rakend in de punten J?i en B2,dan gaan door r twee raakvlakken aan cpquot;, resp. rakend inBl en R2. Deze raakvlakken zijn ook raakvlakken voor hetkegelvlak O, zoodat O blijkbaar met twee bladen door r gaat,m. a. w. r is dubbelribbe voor het omhullingskegelvlak. Debeide raakvlakken door r snijden vlak U volgens twee raak-lijnen aannbsp;die elkaar snijden in het snijpunt I) vanr met U, zoodat Â?quot;(quot;-D in B een dubbelpunt bezit. Wij zien dus, dat elke dubbelraaklijn uit Z aan Oquot; dub-belribbe voor het omhullingskegelvlak is, welke dubbelribbeweer een dubbelpunt der doorsnede Â?quot;(quot;-D levert. Het aantal der dubbelraaklijnen, die men uit Z aan 0quot;kan trekken, stemt dus blijkbaar overeen met hel aantal derdubbelpunten van Is r een der door Z gaande hoofdraaklijnen aan 0quot;, dankan men zich r uil een dubbelraaklijn ontstaan denken doorhel

samenvallen der raakpunten Bi en B-i. Door r gaan mitwee samenvallende raakvlakken aan cpquot;, en dus ook aanhet kegelvlak O, zoodal O door r gaal met twee bladen, dieeen gemeenschappelijk raakvlak hebben, m. a. w. r is eenkeerribbe van hel omhullingskegelvlak. Deze beide samen-vallende raakvlakken snijden vlak U volgens twee samen-vallende raaklijnen aan de doorsnedenbsp;in het snijpuntK van r mot U, m. a. w. heeft in K een keerjmnt. Elke hoofdraaklijn aan 0quot;, gaande door Z, is blijkbaareen keerribbe van het omhullingskegelvlak, welke keerribbeweer een keerpunt der doorsnedenbsp;levert. Hel aantal der door Z gaande hoofdraaklijnen stemt dusblijkbaar overeen met hel aantal der keerpunten van Volgens Â§ 35 kan men uil een punt Z n {n â€” I) {n â€” 2)hoofdraaklijnen aan een oppervlak 0quot; trekken jnbsp;bezit derhalve n (n â€” 1) (n â€” 2) keerpunten. Aangezien dc klasse eener kronnno door oen dubbelpuntmef twee cn door een keerpunt met drie verlaagd wordt.



??? is de klasse der doorsnedenbsp;gelijk aan n{n â€” i) \\n (n â€” 1) â€” li â€” 3 Â? (n â€” 1) (n â€” 2) â€” 2 maal het aantaldubbelpunten van Daar wij reeds gevonden hebben, datnbsp;^^ een kromme is van de klasse n (n â€” 1)^ krijgen wij de vergelijking:n (â€ž _ 1)2 = n {n - 1) \\n {n _ 1) _ Ij _ 3 n {n â€” 1) {n - 2)â€” 2 maal het aantal dubbelpunten van Het aantal dubbelpunten vannbsp;bedraagt derhalve I [n {n-1) \\n (n - 1) - 11 - 3 u (n â€” 1) {n - 2) - n (n-1)^] =^n {n-l) (n-2)(n-3). Nu is het aantal dubbelraaklijnen aan (pquot;, gaande doorhet punt Z, gelijk aan het aantal dubbelpunten Hieruit volgt: Boor het punt Z gaan -jnCn â€” l) (n â€” 2) (n â€” 3) dubbel-raaldynen aan het oppervlah cpquot;. Beschouwen wij nu het geval, dat het punt Z ligt op hetoppervlak cpÂ°. Volgens Â§ 36 kan men uit Z (n â€” 3) (n 2) dubbelraak-lijnen aan 0quot; trekken, die een van haar raakpunten in Zhebben. Elk van deze dubbelraaklijnen vervangt twee derdubbelraaklijnen, die door een niet op cpquot; gelegen punt gaan. Dit ziet men gemakkelijk in,

wanneer men Â?= 4 stelt.Ligt punt Z op 0\\ dan moet van elk der door Z gaandedubbelraaklijnen een der raakpunten in Z liggen, daar zijanders meer dan vier punten met het vierdegraadsoppervlakgemeen zou hebben. Het aantal der dubbelraaklijnen, diecpquot; in Z raken, bedraagt (4 â€” 3) (4 2) = 6. Deze 6 dub-belraaklijnen moeten dus alle door Z gaande dubbelraaklijnenvertegenwoordigen. Het aantal dubbelraaklijnen aan 0\\ gaande door een buiten0\' gelegen punt, bedraagt -^X4X3X2X1 = 12. Hieruit volgt, dat elk der bovengenoemde 6 dubbelraaklijnendubbel g?Šteld moet worden. Door een buiten het oppervlak cpquot; gelegen punt kan menj Â? (nâ€”1) (Â? â€” 2) (nâ€”3) dubbelraaklijnen aan 0quot; trekken.



??? Elk der (n - 3) (n 2) dubbelraaklijnen, waarvan een derraakpunten in Z ligt, moet twee maal in rekening gebrachtworden bij de beschouwing der door Zgaande dubbelraaklijnenHieruit volgt: Het aantal der duhhelraaUijnen, gaande door een op cpquot; gelegenptint Z en waarvan geen der raaJcpunten in Z ligt, bedraagt {n (Â? â€” 1) (n _ 2) (n - 3) - 2 (n - 3) (n -f 2) =I (w - 3) (n â€” 4) (Â?2 -f n -I- 2).



??? pk r?? ??CiST??S



??? Stellingen.



??? \'^??jfe??^^r\'V^ MllllBiil llll\'B IIIIII ----â–  --j.-



??? Stellingen. Het is onmogelijk de oppervlakken en inhouden van figurenop juiste wijze elementair te behandelen.nbsp;Â° II. De gebruikelijke behandeling van integralen over gebieden(van een vlak) is onjuist en noodeloos lastig. III. De conclusie: Â?In een puntenreeks zijn c/^e involuties vanden tweeden graadÂ? is onjuist. J. A. Bakkau. Analytische Meetkunde, Deel I bl. 84. IV. De stelling van Stewart behoort meer op den voorgrondgesteld te worden dan gewoonlijk geschiedt. V. Bij de beschrijving van flitsspectra, opgenomen met deprisma-camera, verdient het aanbeveling de sterkte der flits-boogjes op le geven voor ccniije punten langs den omtrek. VI. De besluiten van Eskeland over de intensiteitsverhoudingen der componenten van het kwiktriplel 2p â€” 2s zijn niet vol-doende door zijn proeven geslaafd,rhys. Z. 28. 89. 1927.



??? VIL De inhoud van het artikel van Wynn-\'Williams Â?An in-vestigation into the Theory of the Three Point GapÂ? is niet in overeenstemming met den titel. Phil. Mag. Feb. 1926. Vol. L 2. p. 353. VIII. Ten onrechte meent Crommelin, dat door Jan van Musschen-BROEK geen luchtpompen met scheeve cylinder vervaardigd zijn. Physica. 7. 176. 1927.



??? Â? ?•



??? : â€?i \' .v-^r.. ! â– â€? \\ â€? â– â–  â– â– â–  â– â€?:\' aÂ?- ::.;.: ^nbsp;Y^V \'\'^Smrn .....â– â–  lt; vÂ? - \' \'r - - :
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