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AAN MIJN MOEDER






Na een praktijk van een tiental jaren als leerares over te
gaan tot het samenstellen van een proefschrift, is een besluit,
dat van wijder strekking blijkt te zijn, dan men oppervlakkig
zou meenen. Mij tot dit besluit te hebben gebracht is Uw
werk, Zeergeleerde Bockwinken. Ik stel er dan ook prijs op
U op deze plaats hiervoor mijn erkentelijkheid te betuigen,
alsook voor Uw bereidwilligheid mijn hulp en voorspraak te
zijn bij de Faculteit te Utrecht, met welke ik door mijn werk
zoo weinig contact meer had.

Ook U geldt mijn dank, Hoogleeraren en Oud-Hoogleeraren
in de Faculteit der Wis- en Natuurkunde, voor de wijze,
waarop U allen mij inzicht hebt gegeven in de vakken, die
steeds mijn bijzondere belangstelling hebben gehad.

Hooggeleerde pe Vmies, Hooggeachte Promotor, met groote
waardeering denk ik terng aan den lijd, dat ik Uw colleges
volgen mocht. Uw helderen en boeienden betoogtrant heb ik
als docente mij steeds als ideaal voor oogen gesteld.

Voor Uw steun en Uw belangstelling, mij betoond bij het
samenstellen van dit proefschrift, betuig ik U mijn oprechten

dank.
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INLEIDING.

In de Verslagen der Koninklijke Akademie van Welen-
schappen te Amsterdam van 1905 verschenen van de hand
van Prof. Dr. Jan »pe Vries twee artikelen, resp. getiteld:
«lenige kenmerkende getallen van een algebraisch opper-
vlak» (Deel XIII, 2° gedeelte, bl. 753) en «Over bundels
van algebraische oppervlakken» (Deel XIV, 1¢ gedeelte, bl. 50).
Beide werden zeer beknopt gesteld en zijn daardoor niet
gemakkelijk te bestudeeren. Het leek dus zeer gewenschi
den inhoud ervan in een nieuwe publicatie, in casu dit
proefschrift, uilvoeriger te behandelen en nader toe te lichten.
Tegelijkertijd was het mogelijk in het artikel «Over bundels
van algebraische oppervlakken» een verbelering aan te
brengen van een paar conclusies, welke onjuist zijn, doordat
de schrijver enkele onderdeelen van deze verhandeling baseerde
op eenige foutief afgeleide formules (vgl. «Over lineaire
stelsels van algebraische vlakke krommen», Zittingsverslag
van 22 April 1905, Koninkl. Akad. v. Wetensch., Deel XIII,
20 gedeelte, bl. 748). Weliswaar zijn deze formules in een in
1906 verschenen artikel (Koninkl. Akad. v.Wetensch., Deel X1V,
2¢ gedeelte, bl 844), door hem gecorrigeerd, doch tot een
herziening van zijn in «Over bundels van algebraische opper-
vlakken» getrokken conclusies is het toen niet gekomen.

Alvorens over te gaan tol de afleiding van eenige ken-
merkende getallen van een algebraisch oppervlak, mogen
hier eenige bijzonderheden omtrent foofdraakljnen volgen,
daar deze in het volgende meermalen ter sprake zullen komen.

De algemeene gedaante der vergelijking van een algebraisch
oppervlak van den »*" graad is:
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=

A+Bx+OCy-+Dz+Ex*+ Frxy+ Gzt
=R H s e Ty e e T 2 O L ] e — ()
of bij invoering der poolcoirdinaten:
A+ Bpcosa—+ Cpcosp -+ Dpcosy +
+— Ep*cos’a+ ...+ Lp"cos® y=(, (1)
Geeft men nu =z, S en y cen bepaalde waarde, d.i. be-
schouwt men de punten, die op de rechte / liggen, welke,
getrokken vanuit den oorsprong, mel de drie assen resp. de
hoeken «, 5 en 7 maakt, dan bepalen de » waarden van 0,
die nu aan vergelijking (I) voldoen, de ’s van de snijpunten
van bovengenoemde lijn [ met het oppervlak. Verplaatst
men nu het snijpunt der codrdinatenassen naar het op het
oppervlak @" gelegen punt 4, dan moet » = 0 voldoen, dus
moet de bekende term onthreken.
De vergelijking van @ wordt nu dus:
Bpcosa—+ Cpcos -+ Dpcosy
+ Eplcos?a4...+ L p" cos" oy = 0, (1)
Zal 1 in A twee samenvallende punten met ®" gemeen
hebben, dan moet vergelijking (II) voor de bij { behoorende
waarden van «, # en ¢ twee worlels p = 0 hebben, dus
moet de vergelijking deelbaar zijn door 2% zoodat ook de
termen van den eersten graad in p moeten wegvallen. De
bij I behoorende waarden van 2, £ en 5 moeten dus voldoen
aan de voorwaarde
Bcose+ Ccos -+ Dcosy=0.
Door vermenigvuldiging met p gaat deze vergelijking over in
Bz~ Cy -4 Dz=0,
aan  welke vergelijking dus de codrdinaten van de punten
der raaklijn ! moeten voldoen.
Wij zien dus, dat alle raaklijnen in 4 aan @" liggen in
het platte vlak Bz« 'y + D z = 0, het raakvlak in A aan ",
Op overeenkomstige wijze kan aangetoond worden, dat,
zal [ in 4 nog een derde punt met @" gemeen hebben, de
cobrdinaten van de punten van ! bovendien moeten voldoen
aan de vergelijking
Ex*+Fay+ Gzet+ Hy*+ Iyz+J22=0. (Il
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[ ligt dus in het raakvlak en op den door (III) voorge-
stelden tweedegraadskegel, met top in 4. Deze kegel snijdt
het raakvlak volgens twee rechte lijnen, zoodat er twee
rechten zijn, die in 4 drie samenvallende punten met @@
gemeen hebben. Deze lijnen worden hoofdraaklijnen genoemd.

Dat men door een punt A van @" twee lijnen kan trekken,
die in A drie samenvallende punten met @" gemeen hebben,
kan men ook als volgt afleiden. Het raakvlak in A snijdt
O" volgens een kromme, welke in 4 een dubbelpunt heeft.
Om dit in te zien heeft men slechts te bedenken, dat elke
rechte lijn door 4 gaande en in het raakvlak liggend, in A
twee samenvallende punten met ©" en dus met de doorsnede
‘an het raakvlak met ©" gemeen heefl. Door dit dubbel-
punt A4 der doorsnede kan men twee lijnen trekken, nl. de
raaklijnen in 4 aan de beide door A gaande takken, die in
4 drie samenvallende punten met die kromme en dus mel
" gemeen hebben. Dit zijn de bovengenoemde hoofdraak-
lijnen.

Wij zagen dus, dat de beide in 4 rakende hoofdraaklijnen,
ar en ag, in het raakvlak liggen. Brengt men door één van
deze twee lijnen, bv. door @i, een ander vlak ¥, dan zal
V° o snijden volgens een kromme, die in A een buigpunt
heeft. @i heeft nl. in A drie samenvallende punten gemeen met
@" dus ook met de doorsnede van V en @", en is dus voor
deze doorsnede buigraaklijn in 4. Had @ in A drie punten
mel de doorsnede gemeen als raaklijn nan een der takken,
gaande door een dubbelpunt in A van de doorsnede, dan
zou ook elke andere vechte door A in ¥ twee punten in
met @" gemeen hebben en 7 dus met het raakvlak samen-
vallen, hetgeen in strijd is met de onderstelling,

Z00 ook omgekeerd: Een buigraaklijn aan de doorsnede
van een plat vlak met @" is hoofdraaklijn voor @", daar de
buigraaklijn in het buigpunt drie samenvallende punten met
de doorsnede en dus met " gemeen heeft.  Het buigpunt
der doorsnede is raakpunt voor de hoofdraakliin van @".
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Afleiding van eenige kenmerkende getallen
van een algebraisch oppervlak ).

§ 1. Wanneer wij een oppervlak ©" snijden door een plat
vlak «, krijgen wij als doorsnede een kromme «". In elk
der punten 4 van deze " trekken wij de beide hoofdraak-
lijnen @1 en az van @" en bekijken dan het door deze hoofd-
raaklijnen gevormde regelvlak A. a en a., beide op regelvlak
A liggend, hebben in A elk een punt met " gemeen, zoodat
A in A twee punten met =" gemeen heeft; " is dus dubbel-
Eromme van A. Een buigraaklijn aan " is hoofdraaklijn
voor @", rakend in het buigpunt en ligt derhalve op A.
Daar zoo'n buigraaklijn tevens in « ligt, vormt zij een deel
der doorsnede van « met A. " bezit 3 n (n — 2) buigpunten.
A en z hebben dus gemeen 3#n (n — 2) rechte lijnen en de
dubbel te tellen «". De doorsnede van A met een plat viak
is dus van den graad 8 n (n — 2) -+ 2 n=n (8 n — 4), zoodat

A is een regelvlak van den graad n(3n — 4).

a; en as hebben in A elk drie punten met @" gemeen, dus
hebben A en @" in A zes punten gemeen, zoodal " de
m.pl. der punten A, zes maal tot de doorsnede van A met @"
behoort. De totale doorsnede van A met @" is van den graad
n X n(3n—4), zoodat deze beide oppervlakken, behalve
de zes maal le tellen &", nog een kromme van den graad
n(8n — 4) —6n gemeen hebben, welke gevormd wordt
door de snijpunten der op A gelegen hoofdraaklijnen met @".

1) Men vindt de bedoelde getallen in SALMoON-FiEDLER, «<Analytische
Geometrie des Raumess, dritte Auflage, 11, 622—0644, en in SBonuvbenrt,
«Kalkill der abzihlenden Geometries p. 230.
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Deze kromme heeft met « in de eerste plaats gemeen de
snijpunten der in « gelegen hoofdraaklijnen met @" Zoo'n
hoofdraaklijn, buigraaklijn aan «", heeft buiten het raak-
punt nog »— 3 punten met «", dus mel @", gemeen. De
3n(n—2) (n—23) snijpunten van deze buigraaklijnen met
a" zijn de eenige snijpunten van in « gelegen hoofdraaklijnen
a met @". De overige snijpunten van lijnen a van A met
@" ligzen dus op de hoofdraaklijnen @, die « snijden. Daar
A het eenige punt is, dat zoo'n lijn @ met « gemeen heeft,
moet het snijpunt van e en @", zal het in « liggen, samen-
vallen met het raakpunt 4, m.a.w. deze hoofdraaklijn moet
in A vier samenvallende punten met ©" gemeen hebben,
dus in A wvierpuntige raaklijn aan 2" zijn. Daar de m.pl.
van de snijpunten der hoofdraaklijnen a en ©" met «

nt (3 n — 4) — 6 n punten gemeen heeft, waarvan er
3n(n—2) (n—3) liggen in de snijpunten der in « gelegen
hoofdraaklijnen met @", zal het »* Bn—4) — 6n+

—3n(n—2) (n—3)=mn(1n—24) maal voorkomen, dat
cen rechte @ in een punt A van « vierpuntige raaklijn is.
De m.pl. van de raakpunten der vierpuntige raaklijnen van
@, de fleenodale lijn, heeft dus n (11 » — 24) punten met een
plat vlak « gemeen.

Hieruit volgt:

De fleenodale ljjn is een  ruimtekromme van den graad
n (11 n — 24).

Heeft een rechte lijn 7 in een punt 4 van een oppervlak
@®* vier punten met het oppervlak gemeen, dan ligt I geheel
op het oppervlak. A is dus een punt van een op het opper-
vlak gelegen rechte. Ook omgekeerd kan elk punt van een
op het oppervlak gelegen rechte opgevat worden als raakpunt
van ecen vierpuntige raaklijn. De m.pl. der raakpunten van
de vierpuntige raaklijnen wordt dus gevormd door de op het
oppervlak gelegen rechten. Deze m.pl, de fecnodale lijn,
is hier van den graad 8 (11 X 3 — 24) == 27, zoodat er op een
opperviak van den derden graad 27 rechte [jnen liggen.

§ 2. Wij snijden nu @" met een tweede vlak 3 en be-
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schouwen het regelvlak B, gevormd door de hoofdraaklijnen,
welke @" in een punt B van (3 snijden. Zoo'n punt B moet,
als punt van ©" en van (3, liggen op de doorsnede 3" van
@" met 3. Uit elk dezer punten I? kan men (»* -+ 2) (n — 3)
hoofdraaklijnen aan @" trekken (zie § 85), zoodat (n*4-2) (»—3)
lijnen van regelvlak B vlak 8 snijden in een bepaald punt
B van " Deze 8" moetdus (»* - 2) (n — 3) maal gerekend
worden bij de beschouwing der doorsnede van 3 metl hel
regelvlak B. Een in [ gelegen buigraaklijn & snijdt 8" in
n—3 punten buiten het raakpunt. FElk van deze #w — 3
punten By, Ba..... B3 kan opgeval worden als het punt
LB van 3, waarin @" door deze buigraaklijn gesneden wordt.
b ligt dus op B als hoofdraaklijn, die ©" in punt B van 3
snijdl, maar ook als hoofdraaklijn, die @" in punt By van
B snijdt, enz. b behoort dus » —3 maal tot de doorsnede
an B met 8. In 3 liggen 3 » (n — 2) buigraaklijnen.

)

De totale doorsnede van B met 3 is dus van den graad
n (n*~4-2) (n—3) + 3n (n—2) (n—38) = n (n—1) (1—38) (n--4).
Hieruit volgt :
Het regelvlak B is van den graad n (n—1) (n — 3) (n -+ 4).

In § 1 vonden wij dat A een regelvlak is van den graad
n(8n—4) en dus on snijdl volgens een kromme van den
graad #* (3 n — 4), tot welke doorsnede «" zes maal behoort.
Behalve «" hebben A en @" derhalve nog gemeen een kromme
van den graad #»* (3n — 4) —6n=n (3 n* — 4n — 6). Deze
kromme snijdt vlak 8 in 7 (3 n% — 41 — 6) punten.  Zoo'n
snijpunt is, als punt van A, een punt van een hoofdraaklijn »,
die haar osculatiepunt in vlak « heeft en is, als punt van ¢»
en 3, het in 3 gelegen snijpunt van deze hoofdraaklijn met
@" » osculeert dus @" in cen punt A van « en snijdt @"
in een punt B van B. Er zijn » (3 2*— 4 n—0) lijnen ».
Beweegl B zich dus langs (", dan heeft de m.pl. van de
osculatiepunten der het regelvlak B vormende hoofdraaklijnen
n(3n* —4n — 6) punten mel vlak « gemeen, zoodal hel
osculatiepunt een kromme van den graad = (3 n* — 4 n —6)
doorloopt. In zoo’'n osculatiepunt heeft B drie punten met
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¢" gemeen, zoodat de door de osculatiepunten gevormde
kromme drie maal behoort tot de doorsnede van B met ¢".
Uit een punt B van 5" kan men (#* + 2) (» — 8) hoofdraak-
lijnen aan @" trekken. Door B gaan dus (n* -+ 2) (n — 3)
rechfen van B, die elk in 77 één punt met @" gemeen hebben.
B heeft dus in B (#* -+ 2)(n — 3) punten met @" gemeen.

Tot de doorsnede van B met @" behoort, behalve de drie maal
te tellen m.pl. der osculatiepunten en de (#® -+ 2)(n — 3)
maal fe tellen kromme (3%, ook nog de m.pl. (B') der punten
B, die de B vormende hoofdraaklijnen nog met ©" gemeen
hebben buiten het osculatiepunt en het op 3" gelegen snij-
punt melt @".

n*n—1)(n —8)(n+4)—3nBn*—4n—06) 4
—nm*+2)(n—3)=nn—2) (n —4) n* 4 5 n + 8).
Dus (B') is van den graadn (n — 2) n — 4) (n® 4 5 n 4 3).

§ 3. Een hoofdraaklijn &, die " snijdt in een punt B
van 3, heeft buiten B en het osculatiepunt A nog n — 4
punten B’ met @" gemeen.

Ter bepaling van het aantal malen dat 4 samenvalt met
een der 2 --4 bij 4 behoorende punten B', worden de
puntenparen (A, £') uit een rechte ! geprojecteerd, d. i. wij
brengen vlakken door [, resp. gaande door de verschillende
punten 4 en B'. Wij voegen nu aan het vlak door!{en een
punt A toe de » — 4 vlakken door /, resp. gaande door de
i —4 bij A behoorende punten B'.

In een willekeurig vlak 7 door [ liggen n (3 #* — 4 n — 6)
punten A, daar de m.pl. van A een kromme is van den graad
n(3n*—4n—06). Bij elk van deze punten A behooren
n-—4 punlen B, zoodat aan dit vlak V toegevoegd zijn
(. —4) n (35— 4n—06) vlakken door I, resp. gaande door
de verschillende punten ', behoorend bij de in V' liggende
punten .

In een willekeurig vlak W door / liggen » (n — 2) (n — 4)
(#* -~ b n - 8) punten B, daar (B') een kromme is van den
graad u (n — 2) (n — 4) (* - 5n -} 3). Bij elk punt B’ be-
hoort één punt A, zoodat aan elk vlak W zijn loegevoegd

2
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n(n—2) (n — 4) (n® 4+ 5n + 3) vlakken door 7, resp. gaande
door de punten A4, behoorend bij de in W liggende pun-
ten B’

De vlakken door ! worden derhalve gerangschikt in een ver-
wanischap met kenmerkende getallen # (n— 4) (3 #n* — 4 n — 6)
en n(n—2)(n—4) (»* -+ 5n-3), zoodat het aantal coin-
cidenties n (n —4) B #»* — 4 n—206) + n (n—2) (n — 4)
(n* + b5+ 3) bedraagt.

Nu is het regelvlak B van den graad » (z — 1) (n — 3) (n -+ 4)
en wordt dus door [ in (2 —1)(n — 3) n + 4) punten ge-
sneden. Er rusten derhalve u (n — 1) (» — 8) (n -+ 4) lijnen
b op (. Het vlak door / en zoo'n hoofdraaklijn bevat het
osculatiepunt 4 van deze hoofdraaklijn, alsook de n — 4 bij
dit punt behoorende punten B'. Dit vlak, opgeval als hel
vlak door 7 en A, valt dus samen mel de #» — 4 vlakken
door /, resp. gaande door de n — 4 bij 4 behoorende punten
B" en levert derhalve een (n —~Ai-)voudige coincidentie,
Aangezien er n(n — 1) (n — 3)(n + 4 lijnen & op I rusten,
ziin er n(n—1) (n — 38) (n+4) van deze (n — 4)voudige
coincidenties.

Beschouwen wij nu van de het regelvlak B vormende
hoofdraaklijnen &, die lijnen, welke niet op I rusten, dus
de lijnen &, die het vlak door A en [ snijden, dan zal B’
in het algemeen buiten het vlak door A4 en 7 liggen. Voor
een coincidentie moet B° in A vallen, zoodat & dus in 4
vier samenvallende punten met @" gemeen heeft en derhalve
een z.g. vierpuntige raaklijn is.

Aun;:(':/ivn er buiten de (z — 4)voudige coincidenties nog
2 Bn* —4dn—6)(n— 4)+nn—2)(n—4) 0*+5n 3)
— (. [IH —_— ]) (n e ;] (N —{— -f-) (N = i) = 2 ( — i]
(8 n* -+ n— 12) coincidenties zijn, liggen er ook 2 n (n — 4)

(37* +n—12) vierpuntige raaklijnen van @" op het regel-
vlak B, Elk van deze lijnen snijdt, als lijn van B, het
oppervlak @" in een punt van 8. In het platte vlak 3 ligzen
dus 25 (n — 4) (3 n* + n— 12) snijpunten van @" met haar
vierpuntige raaklijnen.



Hiernit volgt:
De mpl. van de sujpunten van " met zijn vierpuntige
raaklynen is een kromme van den graad
2n(n—4)(3n*+ n— 12).

§ 4. In § 1 vonden wij, dat de m.pl. der punten, waar
@" een vierpuntige raaklijn heeft, een kromme is van den
graad » (11 » — 24). Deze kromme behoort vier maal tot de
doorsnede van ©" met het door de vierpuntige raaklijnen
gevormde regelvlak, aangezien een vierpunlige raaklijn in het
raakpunt vier punten met @" gemeen heeft.

De verdere doorsnede wordt gevormd door de m.pl. der
snijpunten van @" met zijn vierpuntige raaklijnen, volgens § 3
een kromme van den graad 2n(n — 4) (3 »* 4+ n— 12).

De graad van de totale doorsnede van @" en het door de
vierpuntige raaklijnen gevormde regelvlak, en dus ook het
product der graden van deze oppervlakken, is derhalve
gelijk aan

dn(1ln—24)+ 2nn —4)Bnt+n—12) =
20 (n— 8)(Bn—2).

Hiernit volgt:

Het regelvlak  gevormd  door de vierpuntige raakliinen is
van den graad

2n(n—3)(8n —2).

Voor n=3 wordt 2un(n —3)(3n —2) gelijk aan nul;
@ heeft dan ook geen vierpuntige raaklijnen buiten de 27
op het oppervlak gelegen rechten, die geen regelvlak vormen.

§ 5. Een vierpuntige raakliim heeft met @ behalve het
raakpunt ' nog n—4 punten @ gemeen, die wij aan ¥
zullen toevoegen. ’

Om te vinden hoe vaak /' samenvalt mel één van deze
n—4 punlen , worden de puntenparen (F, ) uil een
rechle [ geprojecteerd.

In een vlak 7 door { liggen » (11 % — 24) punten F, daar
de m.pl. van ¥ de flecnodale lijn, een kromme is van den
graad  »n (11n — 24). Aan elk van deze punten F' zijn
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n—4 punten G toegevoegd. Aan het vlak V zijn dus
(n —4)n (11 n — 24) vlakken toegevoegd, nl. de vlakken
door / en de punten G, toegevoegd aan de in J liggende
punten F.

In een vlak W door 7 liggen 2% (n— 4) (3 n? 4+ n—12)
punten ¢, daar de m.pl. van G een kromme is van den
graad 27 (n—4) (3% +n—12). Bij elk punt G behoort
¢én punt K. Dus aan W zin 2n(n—4)Bn*+n—12)
vlakken toegevoegd, nl. de vlakken door / en de punten F,
toegevoegd aan de in W liggende punten G.

De vlakken door [ worden dus gerangschikt in een ver-
wantschap met kenmerkende getallen 2 (11 » — 24) (n — 4) en
2n(n—4) (3n*-+n—12), zoodat het aantal coincidenties
bedraagt

n(lln —24)(n —4)+2n(n—4) (Ba24+n—12) =
n(n — 4) (6 n® -+ 13 n — 48).

In het vlak door / en een vierpuntige raaklijn, die / sugjdt,
liggen 7' en elk der »—4 aan I toegevoegde punten (4.
Het vlak door F en [ valt dus samen met elk der n — 4
vlakken door / en een dezer punten (. Een dergelijke
vierpuntige raaklijn levert dus een (n — 4)voudige coin-
cidentie.

Daar het regelvlak, gevormd door de vierpuntige raak-
liinen, van den graad 2#n (n — 3) (B3n—2) is, snijdt [
dit oppervlak in 2n(n—3)(3»n —2) punten, zoodal er
2n(n—3)(8n— 2) vierpuntige raaklijnen op { rusten.

Deze leveren dus 2n(n — 3) (3n —2) van die (n — 4)
voudige coincidenties.

De overige n (n—4) (6 n* 13 n—48)—2 n (n—3)
(Bn—2)(n—4) of Hu(n—4)(7n—-12) coincidenties zijn
afkomstlig van coincidenties F'= G. Zal nl, in geval de

vierpuntige raaklijn f de rechle I nzet sngdt, het vlak door
[ en I’ samenvallen met het vlak door / en een der aan
toegevoegde punten (¢, dan moet ' wel met /'samenvallen.
Blijkbaar is f nu vijfpuntige raakljn.
Het opperviak @" bezit dus 5u (n—4) (7 n — 12) vjifpun-
tige raaklijnen.
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§ 6. Beschouwen wij nu weer het regelvlak B, gevormd
door de hoofdraaklijnen &, die @" in punten B van het vlak
A snijden (zie § 2). Behalve het osculatiepunt 4 en het
snijpunt £ heeft zoo'n hoofdraaklijn met @" nog » — 4 punten
B gemeen. Volgens § 2 is de m.pl. (B') van B’ een kromme
van den graad n(n — 2) (n — 4) (»* + 5 n -} 3), zoodat er
n(n —2) (n — 4) (n* 4 5 n -+ 3) punten B’ in het viak 3liggen.

Beschouwen wij nu eerst de in 3 liggende lijnen b, dus
de buigraaklijnen der doorsnede 5" van @" met 5. Zoo'n
buigraaklijn & heeft met 7 en dus ook met @°, buiten het
buigpunt nog » — 3 punten gemeen. Wanneer men één van
deze punten als een punt B' beschouwt, kan elk der » — 4
andere punten als het in 3 gelegen snijpunt B van b met
¢" beschouwd worden. Elk van deze n — 3 snijpunten moet

’

dus » — 4 maal in rekening gebracht worden. De snijpunten
van deze buigraaklijn met 3" vertegenwoordigen derhalve
(n —3) (n — 4) der in B gelegen punten B’

p" bezil 3 n (v — 2) buigraaklijnen, zoodat het aantal der
in # gelegen punten B’ geleverd door B vormende hoofd-
raaklijnen, die £ snijden, bedraagt
nin—2)(n—4) n*+5n+3)—8n(n—2) (n—238) (n--4)=

n(n— 2)(n-—4) 02+ 2n 4 12).

Het moet dus n (n — 2) (n — 4) (n* 4+ 2 % -}~ 12) maal voor-
komen, dal voor een hoofdraaklijn, die B sujdt, één der
punten B in 3 ligt en dus samenvalt met B. b raakl nu
blijkbaar " in B.

Als lijn van B osculeert & bovendien o

Er zijn dus 2 (n—2)(n —4) (0* -} 2 n 4 12) hoofdraak-
lijnen, die @" in een punt £ van 7 raken.

lien dergelijke lijn, die in het rankpunt 3 fee samen-
vallende punten en in het osculatiepunt A drie samenvallende
punten met ©* gemeen heeft, noemen wij een raaklijn f,5.

De m.pl. der raakpunten van deze raaklijnen f2,3 heeft
met 8 n(n —2)(n — 4) (n* -+ 2 n - 12) punten gemeen.

Hiernit volgt:

De raakpunten der raaklijnen tes vormen een kromme van
den graad n(n — 2) (n — 4) (n* 4+ 2 n - 12).
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§ 7. Wanneer wij ¢" snijden met een derde vlak o,
krijgen wij als doorsnede een kromme o™  Wij beschouwen
nu het regelvlak C, gevormd door de dubbelraaklijnen ¢ van
@', die één van haar raakpunten in een punt C der door-
snede " hebben.

Uit € kan men (» — 3) (» + 2) lijnen ¢ trekken (zie § 36),
die elk in C een punt met » gemeen hebben. € en 3
hebben in C dus (2 —3) (2 -+ 2) punten gemeen, zoodat
»" (7 — 3) (n -+ 2) maal tot de doorsnede van € en y behoort.

Van de un y gelegen lijnen ¢ liggen beide raakpunten
Ci en C: in 9. c ligt nu op C als dubbelraaklijn aan @"
met ¢én der raakpunten in het punt C; van » en ook als
dubbelraaklijn van @" met één der raakpunten in het punt
C: van y. ¢ behoort dus blijkbaar twee maal tot de door-
snede van C met 5. Daar het aantal der dubbelraaklijnen
van 9" dus ook der in 9 gelegen lijnen ¢, ; n(n—2)
(n — 3)(n 4 8) bedraagt, is de graad van deze doorsnede
n(m—3) 42 +nm—2) (n—38) (n+3)=n(mn—23)
(n* + 27n — 4), welk gelal tevens den graad van ( aangeeft.

§ 8. Wij beschouwen nu de doorsnede van C met @

a. € en @ hebben gemeen de 2 (n — 3)(n -+ 2) maal
te tellen kromme o2,

In een punt C van 5 heeft nl. elk der (n — 3) (n -+ 2)
lijnen ¢, die men door C kan trekken, twee punten met @°
gemeen, daar ze @" in C raakt.

b). Een lijn ¢ heeft in het tweede raakpunt €' ook twee
punten met @" gemeen, zoodat de m.pl. (') van €' twee
maal tot de doorsnede van C met @" behoort.

Ter bepaling van den graad van (C') gaan wij nu na
hoeveel punten (C') met » gemeen heefl.

Een in y liggende lijn ¢ raakt @"in twee punten, Cy en O,
Men kan nu €y als eerste en dus Ce als tweede of Oy als eerste en
dus Oy als tweede raakpunt opvalten, zoodat een in o gelegen
lijn ¢ twee in o gelegen punten C' levert. Het aantal van deze
liimen ¢ bedraagt 1, n(n—2)(n—3)(n-+3); zj leveren
dus samen 7 (n — 2) (n — 3) (n -+ 3) in o gelegen punten (',
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Zal van een wiet in v liggende liin ¢ ook het fweede raak-
punt €' in y liggen, dan moeten " en C samenvallen;
¢is nu blijkbaar vierpuntige raaklijnin . Er liggen n (11 n — 24)
punten C=C" in ¥, aangezien de m.pl. der raakpunten van
de vierpuntige raaklijnen volgens § 1 een kromme van den
graad » (1172 — 24) iseny dusin » (11 n — 24) punten snijdt.

Het aantal in 5" gelegen punten €' bedraagt derhalve
n(n—2)(n—3)(n+3)4n(11 n—24)=n (n*—2n®+2 n—6),
zoodat (C") een kromme is van den graad » (n*—2 n*4-2n—6).

¢). Behalve het in o liggende raakpunt € en het tweede
raakpunt € heeft een lijn ¢ nog met @" gemeen n — 4 snij-
punten 8. Beschouwen wij nu weer eerst een ¢ ¥ gelegen
lijn e, die 9" raakt in ¢4 en Cs en snijdtin % — 4 punten 7.
T is nu een punt S, als snijpunt van ©" met een dubbel-
raaklijn, waarvan het eene raakpunt in het punt €y van 5
ligt en ook als snijpunt van " met een dubbel aaklijn,
waarvan het eene raakpunt in het punt % van v ligt. T
vertegenwoordigt dus twee punten S; op elke dubbelraaklijn
van " liggen #» — 4 punten 7'; aan 9" kan men i n(n — 2)
(n — 3)(n + 3) dubbelraaklijnen trekken. De snijpunten van
" met haar dubbelraaklijnen verlegenwoordigen derhalve
j n(mn—2)(n—3)(n+8)(n—4) X2 punten S.

De in o liggende lijnen ¢ leveren n (n — 2) (n — 3) (n - 3)
(2 — 4) in 9 liggende punten S.

Zal van een lijn ¢, welke o snydt in O, een punt S in oy
liggen, dan moet dit punt S samenvallen meot het punt C,
zoodat ¢ nu in C drie samenvallende punten met @" gemeen
heeft. Als lijn van € raakt zij @ bovendien in een punt
C'; ¢ is dus een lijn {23, waarvan het raakpunt in €' en
het osculatiepunt in € ligl.

De m.pl. (S) van S heeft dus behalve de bovengenoemde
n(n—2)(n—8)n+ 3) (n — 4) punten S nog met 7 gemeen
de in ¢ gelegen osculatiepunten der raaklijnen #s3, zoodat
het aantal van deze osculatiepunten en dus ook de graad
der m.pl. van de osculatiepunten gelijjk is aan den graad
van (8) —n(n — 2) (n — 3) (n + 8) (n — 4).

d).  Volgens § 7 is € een oppervlak van den graad » (n — 3)
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(n?-+2n —4). De doorsnede van ¢ met @©" is derhalve
van den graad »®(n — 3) (v° + 272 — -’1~) Tot deze doorsnede
behoort volgens a) de 2 (n — 3) (n + 2) maal te tellen kromme
" volgens b) de dubbel te tellen memc (C") en volgens ¢)
de kromme (S), welke laatste dus is van den graad
nt(n—38) (2+2n—4 — 2nm—3) (n+2) — 2n
(n —29n*+2n — 6) = n(n — 4) (W* + n* — 4 n — 6).
n(n—4) (n®-+n*—4 n—i)) — n (n—2) (n—38) (n+3) (n—4) =
n(n — 4) (3 n®+ bn — 24).

Hiernit volgt (zie § 8e¢):

De mpl. van de osculatiepunten der hoofdraaklijnen ls,s @
ecen feromme van den graad n(n — 4) (3n* =+ 5n — 24).

“

§ 9. Ter bepaling van den graad van het door de lijnen
fs3 gevormde regelvlak, projecteeren wij de osculatiepunten
A en de raakpunten B uit een rechfe / en voegen aan een
punt A toe het met 4 op één raaklijn {3 gelegen punt b.

In een vlak V door I liggen n(n — 4) (3 n® 45 n — 24)
punten A, daar volgens § 8 de m.pl. (4) dezer punten
van den graad # (n — 4) (3 »* -+ b n — 24) is. Aan elk punt
A is één punt B toegevoegd. Aan vlak V' zijn derhalve
toegevoegd n (n — 4) (3 n? + bn — 24) vlakken door [, resp.
gaande door de punten B, behoorend bij de in V- gelegen
punten 4.

In een vlak W door ! liggen n (n — 2) (n — 4) (n® + 2 n+12)
raakpunten B3, daar volgens § 6 de m.pl (B) dezer punten
van den graad # (n — 2) (n — 4) (n? -+ 22 -+ 12) is. Aanelk
punt B is één punt A toegevoegd, dus aan viak W zijn
toegevoegd n (n — 2) (n — 4) (n* + 2 4 12) vlakken door /,
resp. gaande door de punten A, behoorend bij de in W
liggende punten B.

De vlakken door ! worden derhalve gerangschikl in een ver-
wantschap met kenmerkende getallen # (n—4)(Bn2+ bn —24)
en n(n—2)(n — 4) (n? -+ 2 n -+ 12), zoodat het aantal coin-
cidenties bedraagt »(n — 4) (3u2 * bn — 24) + n(n— ")
(n—4), (W2 +2 n-+12), m. a. w. het komt = (n —4)

(Bn2+b5n—24)+n(n—2) (0 —4) (W4 2n- 12) maal



voor, dat een vlak V door / samenvalt met het vlak door /
en een punl B, toegevoegd aan een der in V liggende
punten A.

Zal een lijn £33, welke [ kruist, een coincidentie leveren,
dan moeten A en B wel samenvallen; #,3 is nu blijjkbaar
viifpuntige raaklijn in het punt 4 = B.

Er zijn bn(n — 4) (7 n — 12) vijfpuntige raaklijnen (zie § 5),
zoodat de [ kruisende lijnen fo3 D n(n — 4) (7 n — 12) coin-
cidenties leveren.

De overige n(n —4)(8n?*+dn — 24) +n(n — 2) (n — 4)
n2+4+2n-4+12) — bn(n —4) (7n — 12) coincidenties zijn
dus afkomstig van / snijdende lijnen fo 3.

ledere lijn fz,3, welke ! snijdt, levert een coincidentie, daar
de vlakken door [, resp. gaande door het punt 4 en het
punt 3, samenvallen.

Het aantal der op ! rustende lijnen f2, 3 bedraagl derhalve
nn—4)Bn2+5n—24)+n(n—2) (n—4) (024 20412)
—bHnn—4) (Tn—12)=n(n—3) (n —4) (n2 4 6 n — 4),
welk getal tevens aangeeft het aantal snijpunten van de rechte
{ met het door de lijnen {25 gevormde regelvlak.

Hieruit volot :

De lijnen tas vormen een regelvlak van den graad

nn—3)(n—4) (n? -+ 6n—4).

§ 10. Wij snijden nu @" nog met een vierde vlak d,
noemen de doorsnede 4" en beschouwen het regelvlak D,
gevormd door de dubbelraaklijnen o, die @" in een punt [)
an ¢, dus van " snijden.

Door elk punt D kan men L (n— 8)(n — 4) n? 4 n - 2)
liinen o trekken (zie § 37), die elk in 0 één punt mel
o gemeen hebben. I heeft dus in D ; (n — 3) (n— 4)
(n? ++ n 2) punten met § gemeen. " moel derhalve
l (n —3) (n—4) (n? + n -+ 2) maal gerekend worden b
beschouwing der doorsnede van D met o.

llen ¢n & liggende dubbelraaklijn d van @", dus van 9"
heeft met 0" behalve de raakpunten nog » — 4 punlen,
St, Sy ... Su—s, gemeen. Daar d achtereenvolgens opgevat

-3
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kan worden als een &" resp. in de punten Sy, Sz... Sa—s
van ¢ snijdende dubbelraaklijn, vertegenwoordigt d n — 4
lijnen van D en behoort dus n —4 maal tot de doorsnede
van I mel ¢.

et aantal dubbelraaklijnen van ¢ bedraagt -LI_T nn—2)
(n — 3) (n + 3).

De doorsnede van D met ¢ is d
—L,_—- v(n—3) (n—4) (uz—l—n—!—Q

(n+3)(n—4) =nn— 1)

Hieruit volgt:

De dubbelraaklijnen, welke @" snijden in een punt van vlak o,
vormen een vegelvlak D wvan den graad n(n — 1) (n—+ 2)

(n—3) (n — 4).

rhalve van den graad
) + :z(u——?}(n—-.%))(
(n 4+ 2) (n — 38) (n— 4).

@

np.hp-

11. In § 7 sneden wij @" met een vlak » en beschouwden
toen het regelvlak C, gevormd door de dubbelraaklijnen, die
een van haar raakpunten in een punt ¢ van vlak o hadden.

Wij vonden in § 8, dat de punten S, welke € met @"
gemeen heeft buiten de raakpunten, een kromme van den
graad n(n —4) (n® + 2> — 4 n — ('5) vormen.

Er zijn dus n(n— 4) (n® - n? n — 6) dubbelraaklijnen,
die een van haar raakpunten € in een vlak » en een van
haar snijpunten S in een willekeurig-plat vlak, bijv. in het
hovengenoemde vlak 4, hebben. Anders gezegd: er zijn
n(n— 4) (n® + 02 — 4 n — 6) lijnen van regelvlak D, die een
van haar raakpunten C in een vlak 9 hebben. De m.pl van
de raakpunten C der D vormende lijnen is derhalve een
kromme van den graad n(n— 4) (n* 4+ 2> —4n—=06). InC
hebben D en @" Lwee punten gemeen, zoodal deze kromme
twee maal tot de doorsnede van D met @ behoort.

Tot deze doorsnede behoort ook de :1 (n — 8) (n —- 4)
(2 -} n -+ 2) maal te tellen kromme &%; uitelk punt /) van 2"
vertrekken volgens § 37 immers i (n—3)n —4) (n?2+n-+2)
lijnen d.

Ten slotte hebben D en @" nog gemeen de buiten o gelegen
snijpunten 1)’

Daar D een regelvlak is van den graad n (n — 1) (i - 2)
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(n — 3) (n — 4), snijdt D het oppervlak @" volgens een kromme
van den graad 22— 1)(n 4+ 2) (n — 3) (n — 4), zoodat de
graad van de door de punten D' gevormde kromme (D))
bedraagt nz (n—1) (n +92) n—3) (n—4)—2n (n—4)
m+n2—4n—06)—snmn—3 (m—4) @2+n-+42)
snn—2 (-n — 4)(n — fa) @n2+5n-+8). (D) heeft der-
halve {; n(n—2)(n—4)(n —5)(2n2+bn-4 3) punten met
vlak ¢ gemeen.

Een in & liggende lin d van D snijdt ¢" in n — 4 punten,
Dy, Ds...Duy, buiten de raakpunten. Iet punt D) is een
punt D' voor d, achtereenvolgens opgevat als een dubbelraak-
liin die @" resp. snijdt in een der n—>5 overige punten,
Da, Dy ... Dy, welke punten dus achtereenvolgens opgevat
worden als het punt D). Hieruit blijkt dat Dy n—5 der in
5 gelegen punten D' vertegenwoordigt. De n—4 punten
Di, Ds...Da-y vertegenwoordigen derhalve (n— 4) (n — b)
snijpunten van (0') met 3.

Aangezien men 1_,— nn—2) (n—3) (n - 3) dubbelraak-
liinen aan 4" kan trekken, liggen er 'u_,' n(n—2) (n—3)
(n -+ 8)(n — 4) (n — H) snijpunten van (D’) met 3 op deze
(11!1).')!3]I“dd]\lll]llt,ll.

Zal een punt D' van een d snjjdende lijn ¢ van D in 9
liggen, dan moet D' met ) samenvallen; d raakt nu @" in
D= D" en is dus een drievoudige raaklijn van Q"

Wij vonden, dat er van de *l n(n—2)(n—4) (n — b)
(2n2-+bn-8) snijpunten van (D) met 2 11 n(n—2)
(n — 8)(n -+ 8) (n — 4) (n — b) op de dubbelraaklijnen van o"
lagen. Elk der overige 5 (0 —2) (n — 4) (n—>5) (n?-5n-+12)
snijpunten is raakpunt van een drievoudige raaklijn. De m.pl,
an de raakpunten der drievoudige raaklijnen heeft derhalve
; nin—2)(n—4)(n—>)(n?+ Hn-12) punten mel een
plat vlak ¢ gemeen.

Hieruit volgt:

De raakpunten der drievoudige raakljnen van @" vormen
een kromme van den graad

; nn—2)(n—4)(n— 85 n*+ 5n+ 12).

on



18

§ 12. Elke rechte d van regelvlak D raakt o" in twee
punten C, snijdt @" in een punt D van 4 en heefl bovendien
nog n -— 5 punten D’ met @" gemeen.

Aangezien hel aantal combinaties van n — 5 grootheden
twee aan twee %(,345} (n — 6) hedraagt, kan men deze
n—5 punten in 5 (n—35) (n—6) paren D', D' rang-
schikken. Wij projecteeren deze puntenparen nu uit eenrechte /-

In een willekeurig vlak 2" door [ liggen & n(n — 2) (n — 4)
(n—5)(2n2-+5n + 3) punten D', aangezien volgens § 11
de m.pl. (D) van D’ een kromme is van den graad
%n (n—2)(n—4) (n —>5)(2n2+ Hn-+3). Bij elk punt D’
behooren #— 6 punten D', zoodat aan het vlak A" zijn
toegevoegd % n(n—2)(n—4) (n—>5)2n2+5n-3)(n—>6)
vlakken 2" door [, resp. gaande door de verschillende punten
D", welke toegevoegd zijn aan de in 4" gelegen punten D'

Elk der punten D’ kan ook opgeval worden als een punt
D" en omgekeerd, zoodat de m.pl. (I)'') van D" eveneens
een kromme is van den graad % nn—2) (n—4) (n—5)
(2n2-45Hn-43). In een willekeurig vlak A" door [ liggen
dus 7}1! (n—2) n —4) (n—>5) a2+ bn-3) punten D"
Bij elk punt D' behooren n — 6 punten D', zoodat aan het
vlak 4" zijn  toegevoegd -51-2 n (n—2) (n—4) (n—2>)
(202450 8)(n — 6) vlakken 2" door I, resp. gaande door
de verschillende punten 1)’, welke zijn toegevoegd aan de
in 2" gelegen punten D'’ |

De vlakken door [ worden derhalve gerangschikt in een
verwantschap met de kenmerkende getallen i n (n - 2)
(m—4) (n—Db) (n—=06) (2 n2+5 n-+3) en i n (n — 2)
(n—4) n—5) (n—6) (2#*+ bHn - 3), zoodat het aantal
coincidenties n (n — 2) (n — 4) (n—5) (n — 6) (2 n*+ 5 n -+ 3)
bedraagt.

Wij beschouwen eerst weer een lijnd van D, welke  sugjdt,
dus met { in één plat viak 4 ligl.

Het vlak 2" door [ en een der n — 5 op d gelegen punlen
D" valt samen met elk der n—6 vlakken door [, resp.
gaande door de n — 6 aan D’ toegevoegde punten D", daar
elk van deze vlakken samenvalt met vlak 2". Dit punt D’

18] =
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geeft dus aanleiding tot # — 6, de n—5 op ¢ gelegen
punten D' tot (7 — b} (n — 6) coincidenties 2’ = 2"". Van elke
liin d, welke @ snijdt, zijn derhalve (n — 5)(n — 6) coinci-
denties afkomstig.

D is een regelvlak van den graad n(n — 1) (n + 2) (n — 3)
(n - 4), zoodat I D snijdt inn(n — 1) (n 4+ 2) (n — 3) (n — 4)
punten, m.a.w. er rusten n(n —1)(n-+2)(n —3)(n — 4)
lijnen d van D op L.

Deze lijnen geven aanleiding fot

nin—1)n+2)(n—3)(n —4) (n —5)(n — 6)
coincidenties.

flet aantal coinecidenties, afkomstig van lijnen d van D, welke
I kruisen, bedraagt derhalve n (n — 2) (n — 4) (n — 5) (n — 6)
@n24dHn+3)—nmn—1) n+2) n —3) (n — 4) (n —b)
m—0)=nn—4)(n—>5) 0 —06)(n3+3n2—2n—12).

Zal voor een lijn o, welke { kruzst, het vlak door/en een
punt D' samenvallen met het vlak door 7 en een punt D",
dan moeten D' en D' wel samenvallen; het punt D' = D"’
is dus blijkbaar raakpunt van een drievoudige raaklijn.

jen drievoudige raaklijn, rakend in [y, Ds en s, kan
men zich ontstaan denken uit de dubbelraaklijn, rakend in
Dy en Dy, door samenvalling van een punt D’ en een punt
D" tot Dy, maar ook uit de dubbelraaklijn, rakend in D
en Dy, door samenvalling van een punt D' en een punt D"’
tot D¢ of uit de dubbelraaklijn, rakend in £ en Dg, door samen-
yalling van een punt D" en D" tot Dy. Een drievoudige
aaklijn geeft dus blijkbaar aanleiding tot drie coincidenties.

Daar het aantal coincidenties, afkomstig van op D ge-
legen lijnen o, welke ! kruisen, n (n —4) (n — b) (n — 6)
(n* <= 3 n* — 2n — 12) bedraagt, liggen er op D 1‘ n(n — 4)
(n —5)(n — 6) (n* 4+ 3n* — 2n — 12) drievoudige raaklijnen,
m.a. w. g2 (n—4) (n—5) (n—6) *+ 3n* —2n—12)
drievoudige raaklijnen snijden @" in een punt ) van d.

Hieruit volgt:

De m.pl. (D) der snjjpunten D van opperviak @" met zyjn
drievoudige raaklijnen is een kromme van den graad

sn(n—4)(n—35) (n—6)(n*+ 3n*—2n— 12).
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§ 13. Beschouwen wij nu de doorsnede van ©" met het
door de drievoudige raaklijnen e gevormde regelvlak (e).

De m.pl. (C) van de raakpunten C der drievoudige raak-
lijnen van ©" is volgens § 11 een kromme van den graad
% n(n—2)(n—4)(n—>5)(n% +Hn--12). In elk punt van
deze kromme hebben ©" en (e) twee punten gemeen, zoodat
(C) twee maal in rekening gebracht moet worden.

De m.pl. (D) der snijpunten van @" mel zijn drievoudige
raaklijnen is volgens § 12 een kromme van den graad
-;—-n (n—4) (n—>5)(n—6) (n®+ 3 n2—2n—12).

De graad der doorsnede van @" met (¢) is derhalve
n(n—2)(n—4)(n—>5) (n24+5n+12) + % n (n—4) (n—>»n)
(n—6)n*+3n2—2n—12) = %‘n‘“’ (n — 8) (n— 4) (n — b)
(n2+ 3n—2).

Hieruit volgt:

De drievoudige raaklijnen van @ vormen een regelvlalk van
den graad

T;- nn—23)(m—4)m—35)n2+3n—2.19

§ 14. KEvenals in § 1 snijden wij nu het oppervlak @~
met een plal vlak « en trekken in elk punt 4 der door-
snede 2 de beide hoofdraaklijnen, a; en as.

De snijpunten 7' en 7%, resp. van a; en az, met een plat
vlak ¢ worden met een in ¢ gelegen punt § verbonden en
de stralen S 71=s en S T» =4 aan elkaar toegevoegd.

Het door de lijnen «a gevormde regelvlak is volgens § 1
een oppervlak van den graad n(3n-—4) en snijdt ¢ dus
volgens een kromme van den graad n (3 n — 4). Hieruit volgt
dat er n(3n—4) lijnen @ rusten op elken straal s; een
straal s snijdt nl. deze kromme in 2 (3 n—4) punten 7.
Vatten wij elk punt 7" op als een punt 7%, dan is aan elk
punt 71 toegevoegd één punt 7% nl. het snijpunt met o
der hoofdraaklijn @, waarvan het raakpunt samenvalt met
dat der & in 7y snijdende hoofdraaklijn a;. Aan dezen straal
s zijn dus n (3 n—4) stralen s: toegevoegd.

) In SALMON-FIEDLER staat op bl 638 n® + 32 + 2 in plaats van
n'+ 3n—2,
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a1 en az zijn verwisselbaar, zoodat wij hier een sym-
metrische verwantschap krijgen, met kenmerkend getal
n(8n—4).

Het aantal coincidenties bedraagt derhalve 2 n (3 n — 4).

Wanneer de snijpunten 7" en 7" van ¢ met twee lijnen
a’ en a’’, welke een gemeenschappelijk raakpunt 4 hebben,
met S op één rechte lijn s liggen, ontstaat een dubbele coin-
cidentie. Vat men nl. ' op als @i en dus &'’ als @z, dan
valt s =8 1" langs s;=ST"; vat men evenwel a'' op als
ay en dus @’ als as, dan valt eveneens s, = S 7" langs s, =8 T"'.
De lijn s vertegenwoordigl dus {wee coincidenties.

S ligt nu als punt van 7"7"" in het vlak door @' en a',
dus in het raakvlak aan @", rakend in het snijpunt 4 van
a" en «''. Laatstgenoemd vlak is dus één der raakvlakken
aan @", welke door S gaan. De raakpunten der raakvlakken
uit § aan @" liggen op @" en op het eerste pooloppervlak van
A t.o.v. @%; zij vormen derhalve een kromme van den graad
n(n—1), welke kromme het vlak « in #(n — 1) punten A
snijdt.  Het zal dus n(n — 1) maal voorkomen, dat 7" en 7"
met S op één lijn liggen, zoodal deze groep blijkbaar n (i— 1)
dubbel te tellen coincidenties beval.

Beschouwen wij nu de snijpunten 4 van «" met de snij-
liin der vlakken « en s. De lijnen @' en a", welke door
zoo'n snijpunt gaan, snijden ¢ in hetzelfde punt 4 = 7" = 71",
zoodat de verbindingslijnen van S, resp. met 7" en 7",
samenvallen.  Ook hier krijgt men dus een coincidentie.

Vat men a’ op als @ en dus S 77 als sy, dan valt se== S 7
samen met s;==.87". Vat men evenwel a'' op als a; en

1

dus S 7" als s, danvall eveneens ss =S 7" met-s; =S8 71"
samen. Ook een aldus ontstane coincidentie moet derhalve
twee maal in rekening gebracht worden.

Aangezien «" de snijlijn der vlakken « en s in 2 punlen
A snijdt, bevat deze groep n dubbel te tellen coinci-
denties.

De overige coincidenties zijn afkomstig van in « gelegen
parabolische punten, d.i. van in « gelegen punten A, waar
de beide hoofdraaklijnen samenvallen.  Vallen nl. @ en aq
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samen, dan zullen zij ¢ in hetzelfde punt snijden, zoodat de
verbindingsliin van & met het snijpunt van a: en s samen-
valt met de verbindingslijn van S met het snijpunt van as
en . Ook nu ontstaat dus blijkbaar een coincidentie.

Wij vonden, dat het totale aantal der coincidenties s; = s.
2n(3n—4) bedraagt; dus is hel aantal der coinciden-
ties, geleverd door de in « gelegen parabolische punten
9nB3n—4)—2nn—1)—2n=4n(n— 2).

In 2« liggen derhalve 4 n (2 — 2) parabolische punten van
@", zoodat de m.pl. der parabolische punten van ©" met
een plat vlak 4 n (n — 2) snijpunten heefl.

Hieruit volgt:

De m.pl. der parabolische punten van @", de spinodale lijn,
18 een kromme van den graad 4n(n — 2).

§ 15. Den graad der spinodale Iljjn kan men ook als
volgt afleiden.

Volgens § 35 is ¥ Z in hel punt Y buigraaklijn aan het
oppervlak ©", wanneer de coordinaten van Y en Z voldoen
aan de vergelijkingen

I

n
ay 2
al~ta, =0

S

Het raakvlak in Y, voorgesteld door a®~'a, =0, raakt
in Y aan elk pooloppervlak van Y t. o.v. @* dus ook aan
@y~ *a; =0. Dedoorsnedevan a?~'a, =0 en a}~*al =0,
welke als doorsnede van een plat vlak mel een tweede-
graadsoppervlak van den tweeden graad is, heeft dus in Y
een dubbelpunt en is derhalve ontaard in twee elkaar snijdende
lijnen, de hoofdraaklijnen in Y aan @

Zal Y een parabolisch punt zijn, m.a. w. zullen de beide
hoofdraaklijnen in Y samenvallen, dan moet het raakvlak

n—1
45
(Y

b
s

I
(|

n—2
ay (43

a,= 0 twee samenvallende rechten met a} ~*a; =0
gemeen  hebben, zoodat laatstgenoemd oppervlak een kegel
zijn moet.
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>f 2 2z als f.,.=—2—1s.
Ja1 % 2 Jxi dy, o,
Voor een parabolisch punt ¥ moel dus ¥ f,2,2, =0
een kegel zijn.
Nu is dit oppervlak cen kegel als

'fkl 14 —i{J¢15.

Elke factor /., van een term dezer determinantis van den
graad n— 2 in de coordinaten van Y, zoodat het door de
vergelijking ffkl | = 0 voorgestelde oppervlak, het z.g. opper-
vlak van Hesse, van den graad 4 (n—2) is; dit oppervlak
is blijkbaar de m.pl. der punten, waarvan het tweedegraads
pooloppervlak t.o.v. @" een kegel is.

De op het oppervlak van Hesse gelegen punten van @"
zijn de parabolische punten van @"; het oppervlak van Hesse
snijdt @" derhalve volgens de spinodale lijn.

Hieruit volgt:

De spinodale ljn is een kromme van den graad 4 n (n — 2).



HOOFDSTUK 1II.

Over bundels van algebraische oppervlakken.

§ 16. Den bundel (™) van oppervlakken /™ van den 2™
graad, die gaan door de doorsnede ¢ der oppervlakken a} = 0
en b?=0, kan men voorstellen door de vergelijking :

ay 4+ 4 b = 0.

Wij snijden nu het exemplaar a} + 462 =0 van den
bundel met de lijn ¥ Z, aangegeven door x, =y, -+ p 2,.

De n waarden van p, die beantwoorden aan de snijpunten,
moeten voldoen aan de vergelijking:

fay (s + p21) + . .. as (ys - p 2a)i® -
+rmbintez)+ . Tyt pzd" =0

of (a, + ¢ a)" A1, 1+ pb)* =0
4 =il 2 9 a

of a" 1 n ar= tya,+ g g“x 2-2 ay~—*pa; =
n(n—1)

“+ A (b3 -+ n b;‘,_l pb, + b}n__zpe vi4..0=0. ()

1 X2

Kiezen wij nu Y in het op & gelegen punt S, dan ligt Y
zoowel op a2 =0 als op b3 =0, zoodat ay =0 en b= 0.

Vergelijking (I) gaat derhalve, bij rangschikking naar de
opklimmende machten van p, over in

=0 SN N

n—1 , ‘ n—1 Ak - T
nay~'pa,+nr by pb, 5 Gy P a,
nin—1) D3 hnme
- 5 Al b; b+ ... =0,

Zal Y Z het oppervlak a4 2,62 =0 in Y =8 raken,
dan moet (I) (wee wortels p==0 hebben, zoodal ook de
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termen van den eersten graad in p moeten ontbreken. Hiertoe
is noodig, dat voldaan is aan

a~ta, + 2 4—1b,=0. LY

¥
(I) heeft drie wortels p=0, m.a.w. Y Z zal in Y drie
samenvallende punten met a? 4 4, 6" =0 gemeen hebben,
wanneer bovendien

a;‘, = a:f =AY b; = ?)3 =(), (111)

Zal dus Y Z in het punt Y= 8§ van s hoofdraaklijn zijn
aan een exemplaar a4 A b =0 van (/), dan moet
=0, h“ =0, terwijl 21 zoowel aan vergelijking (II) als aan
\(‘I”L‘llll\lll”‘ (I1I) moet voldoen.

De vergelijkingen (II) en (III) hebben een gemeenschap-
pelijken wortel, als voldaan wordt aan de voorwaarde

n—1 n—1| |
ay”a, b ¥ b, =0
n—-2 .2 n—2
ay " a; by
n—1zn—2 g —2 n—-1_,2 — 4
of deasbumsa il —=as Seiboakias b=t 0] (IV)

In de onderstelling dat «? =0 en u’;“*(l is (IV) dus de
vergelijking van de m.pl. der lll)()llllll.l]\llJll(‘]l in het punl
Y=48 van ¢ rakend aan de verschillende exemplaren van
den bundel.

§ 17. Wij beschouwen nu de hoofdraaklijnen, die men
uit een wvast punt Z aan de oppervlakken /™ kan (rekken
en waarvan het raakpunt ¥ ligt op de basiskromme s van
den bundel.

Volgens het bovenstaande moeten nu de cotrdinaten van

VY \'nl(lm'n aan de vergelijkingen ay=20,00=0 en ay~ ! by et
a, b} — a "4’:‘“'” b, =0, welke resp. van den graad
n, i en " n—3 i (lu coordinaten van Y zijn. De door deze

vergelijkingen \'mn-«hrustuldn oppervlakken hebben derhalve
i (2 n — 3) snijpunten, zoodat men uit Z »* (2 n — 3) hoofd-
raaklijnen kan trekken, van welke het raakpunt op « ligt.

Onder de orde eener stralencongruentie, d. i. eene verzame-
ling van oo rechte lijnen, verstaat men het aantal stralen,
gaande door een willekeurig punt.
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Hieruit volgt:
De hoofdraaklijnen in punten der basiskromme vormen een
congruentie van de orde n* (2n — )

De in een vast punt Y= 8 van ¢ rakende hoofdraaklijnen
vormen een kubisch kegelvlak, aangezien vergelijking (IV)
van den derden graad in de codrdinaten van Z is. Dit kegel-
vlak snijdt dus een plat vlak 7~ door den top S volgens 3 rechte
lijnen, m.a. w. in ¥ liggen 3 in S rakende hoofdraaklijnen.

Een willekeurig plat vlak 7 heeft met s »n* punten gemeen
en gaat dus door n? punten S vangs. In elk van deze punten
S kan men 3 in W gelegen hoofdraaklijnen trekken, zoodat
er in W n% X 3 ineen punt S rakende hoofdraaklijnen liggen.

Onder de klasse eener stralencongruentie verstaat men het
aantal stralen, gelegen in een willekeurig plat vlak.

Hieruit volgt:

De  hoofdraakljjnen in punten der basiskromme vormen een
congruentie, waarvan de klasse 3 n* bedraagt.

§ 18. Wij snijden nu den bundel (/") met een plat vlak
V. De basiskromme ¢ van (/") snijdt ¥ in 2° punten, de
basispunten van den bundel, welke gevormd wordt door de
krommen ¢" van den 2™ graad, volgens welke de verschil-
lende exemplaren van den bundel (™) vlak ¥V snijden.

Een in V gelegen hoofdraaklijn van /™, rakend in X, is
buigraakliin in X aan de doorsnede van /™ met V. Het
aantal der in V gelegen hoofdraaklijnen, gaande door een
punt Y van V, is dus gelijk aan het aantal der buigraak-
lijnen, die men door Y aan de krommen van (¢") kan trekken.

Zij a* -+ 202 =0 (I) de vergelijking van (¢"), dan wordt
de eerste poolkromme van Y L o.v. het exemplaar
ab + x4 02 =0 (II) van (c") voorgesteld door de vergelijking
a,at '+ b by~ =0 (II). Eliminatie van ;. uil de ver-
gelijkingen (1) en (1) geeft de m.pl. van de raakpunten der
raaklijnen, die men unit ¥ aan de verschillende exemplaren
van den bundel kan trekken, m.a.w. de poolkromme 11 van
Y t.o.v. den bundel.
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n .n l
(Ix I_TJX ‘

1 = 0 is van den graad
LN — 1 — '
a, a by b3 ‘

|

De vergelijking |

|

2n—1 in de coordinaten van X, zoodat de poolkromme IT
van Y t.o.v. den bundel een kromme is van den graad 22 — 1;
de klasse van II bedraagt derhalve (2n—1)(2n— 2) =
4n* —6n-+ 2. Door elk punt van 7, dus ook door Y,
gaat een exemplaar van den bundel; Y ligt derhalve op 11,
zoodal men uit ¥ 4n* — Gn .1.1]\1[]“01] aan Il kan trekken.

Raakt een uit Y getrokken rechte » de poolkromme I in
het punt X, dan is » voor de door X gaande kromme ¢®
raaklijn met twee in X samenvallende raakpunten, m. a. w.
buigraakliin in X.

De verbindingsliim van Y mel een der basispunten van
(¢") raakl eveneens aan 1I.

Om dit aan te toonen kiezen wij Oz in het basispunt B
en als codrdinatenassen @y =0 en ap =0 de raaklijnen in B
aan twee krommen ¢". Wij kunnen nu den bundel voor-
stellen door de vergelijking :

(;::1;11_[—-] H,JI;I_"—I—...)—}—/.\( 21""”‘] J f‘,,l"_‘ =

waarin w, en v, homogene functies van den p*® graad van
xy en we zijn.  LKliminatie van A uit deze vergelijking en de
vergelijking (y, @ ="'+ ... )+ Alyeal—' 4 .. ) =0 geeft

\

o r.,.n-—-l & abh— 1
1808 el 23 L R
: == ()
yag=t...  yyap—l,
o
of (@) Yo — 4y T) 45"~ 4. .. =0,

de vergelijking der |umlk1'mmm: van Y t.o.v. den bundel.
De term van den graad 22 — 1 in 23 ontbreekt, zoodat 11
door Oy== 0 gaal, terwijl @, y2 — 9 @2 =0 de vergelijking
is der raaklin in Oy aan 1I. @ g2 — 1 ®2 = 0 stelt levens
de lijn Y O3 voor, zoodat Y Oy =Y Bin Oy = B raakt aan II.
De raaklijnen uit ¥ aan Il kan men dus in twee groepen
verdeclen.  De eerste groep bevat de buigraaklijnen uit ¥
aan de exemplaren van (%), de tweede groep de »* verbin-
dingslijnen van 1" met de basispunten van den bundel.
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Aangezien het totale aantal der raaklijnen uit 1" aan 11

n? — 6 n bedraagt, gaan er dus 4n* —6n—n*=3n (n—2)
buigraaklijnen aan krommen ¢* door Y. FKven zoovele door
Y gaande hoofdraaklijnen van (F") liggen in het vlak V.

Onder den graad van een stralencomplex verstaat men het
aantal stralen in een willekeurigen waaier.

Hieruit volgt:

De hoofdraaklijnen van (F") vormen een stralencompler van
den graad 3n(n—2).

§ 19. In § 16 zagen wij, dat ¥ Z in het punt ¥'= 5 der
basiskromme ¢ van a® - 25! = 0 hoofdraaklijn is aan het
exemplaar a®—+ am by =0, wanneer 2 en de coordinaten
van Y en Z voldoen aan de ve 1rreh;|1\1nf=en a, =0, 07 = 0,
a“’,—i a, b“_lb = (0 (II) en (L"_ 2 a; 2 - Ay b“* g b 0 (111).
Y Z is v1erpunt1ge raaklijn in Y, wanneer }_ Z in Y vier
samenvallende punten met af -+ A b2=0 gemeen heeft,
m. a. w. wanneer vergelijking (I) van § 16 vier wortels p = 0
heeft. Dit is het geval als 4 en de codrdinaten van Yen Z
bovendien voldoen aan de vergelijking

”—quq—}—) ?J"—J?) =(), (TV)

De in een punt Y van ¢ rakende vierpuntige raaklijnen
liggen dus op de kegelvlakken:

a;‘_lb“'*a n? —(.'"—?'b"“laszzo (V)
en a3~ ' b "aq, bR —at=%bi—1alb, =0, (V1)

die resp. van den graad drie en vier in de codrdinaten van
Z zijn en dus 12 gemeenschappelijke ribben hebben.

ten van deze gemeenschappelijke ribben is de raaklijn s
in Y aan s, welke raaklijn voorgesteld wordt door de ver-
gelijking a}~'a, =0 en by =, =0. Datditin het algemeen
geen in Y rakende vierpuntige raaklijn is, blijkt uit de volgende
beschouwing. Door elk willekeurig punt P gaal één oppervlak
I, Kiest men dit punt £ op de in Y rakende raaklijn s aan 7,
dan snijdt s in het algemeen dit oppervlak I in P en
aakt F", evenals elk ander oppervlak ", in Y. Nadert
P nu onbepaald tot ¥, dan zullen P en Y eindelijk samen-
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vallen en zal s in Y= P drie samenvallende punten met
dit oppervlak I gemeen hebben, m. a. w. voor dit oppervlak
in Y drzepuntige raaklijn zijn.

De overige 11 gemeenschappelijke ribben vertegenwoordigen
de in Y rakende vierpuntige raaklijnen.

Y is derhalve raakpunt van 11 vierpuntige raaklijnen.

In de onderstelling dat ) =0 en 8} =0, m.a. w. dat ¥
op & ligt, stellen de vergelijkingen (\f) en (VI) dus voor de
figuur, die gevormd wordt door het raaklijnenoppervlak (s)
van ¢ en het regelvlak =, der vierpuntige raaklijnen, die
hun raakpunt op ¢ hebben.

Deze figuur snijden wij nu met de rechte z, = 0,2z, = 0.
De cobrdinaten z, en g, der snijpunten moeten nu voldoen
aan de vergelijkingen

n;‘,_ A b';_a (a2, + ay 2,) (b, 2, + b, 2,)* +
—_ (:“_—9 b“,"‘ (@, 2y @y 2,)* (b; 2, -+ by 29) = 0
en a““‘ b"—“ (@, 2, 1= ag 25) (b; 2; + by 2,)°
— aB =302~ (a, 3, + 0, 2,)° (b 2, 1 by 2)) = 0,
dus ook aan
— -- 2,2 < / 2
n‘}f 1 b'f 2 (@, 2, + a, 2,) [b 2: 1T 2b, by 2, 25 1 bg z;] |-

—qn—* b= ' [af 2 + 2 a, a5 2 2, - a3 23] (b, 2, + by 2,)=0

y
en (I; -1 b ~Say 2t ag2) [} 4. .. 4 b3 23] 4
— {7 -3 b;{“l [a} ;”; et ug 23] (by 2, by 2) =0

De gelijknamige machten van 2, bij elkaar nemend krijgt men

b““' a, [)“—-({"'"af;“_ . (!1 1)) "'1"1‘

- ""‘"-t——._--—-—-'—"‘

=
_I_ (L)C?z.a_—l_.h’ 2'1 Zg—{—‘ Sz:;:(]

n—1 pn—1 — . n=—8 In—~ 3 4
en (ag—'d%=%q, &} ay = oio% Yai b)) 2t

'_‘-——___—“__ ~. T —————

P’
+ Q22+ R A5+ 8 218+ T £=0.

n—1
(ay
-\ —
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Zullen deze vergelijkingen een gemeenschappelijken wortel
21, 2z hebben, dan moet voldaan zijn aan:

PR020f 0L 080
00 P O
IE0) 1 (a) 12
QPSR @ |=0. (V1I)
RN TN S
SROT S
DESEOR(ATE

P, Q, R en 8 zijn elk van den graad 2n—3, P, Q', R',
S" en 7" van den graad 2% — 4 in de coordinaten van Y.
Het door vergelijking VII voorgestelde oppervlak is derhalve
van den graad 4 2un—3) 4+ 3@n—4)=2(7n—12). Op
dit oppervlak en op ¢ moeten liggen de punten Y der lijnen
Y Z van de door 74 en (s) gevormde figuur, welke de rechte
zg = 0, 2, =0 snijden, zoodat 2 n*(7 n — 12) lijnen Y Z van
deze fignur de lijn 23 =0, 24 =0 snijden; m. a. w. het aantal
snijpunten der bedoelde figuur met de rechte 23 = 0,2, =0
bedraagt 2 n* (7 n — 12).

Wij snijden vervolgens het raaklijnenoppervlak (s) mel
de lijn 25 =0, 24 = 0.

In de onderstelling dat az =0, b‘;, = (), wordt (s) voorgesteld
door u;“laz =0 en &3~ "5, =0, welke vergelijkingen voor
23 =0 en 2= 0 overgaan in:

P
Q
I
S
0
0

SO0 HMNHD

n—1 . -1 —
vy 8zt ayT a;2, =0

b;‘,"' b, 2 b;*‘ by 2 =10

o

Eliminatie van 2, en z, geeft de vergelijking:
n—1 n—1
(1’}. tll a, ai,

= (),
b;l__l by b;"' by

welke vergelijking van den graad 2 n—2 in de codrdinaten
van Y is. Het door deze vergelijking voorgestelde oppervlak
heeft derhalve 2*(2n — 2) snijpunten met #, zoodat het
raaklijnenoppervlak (s) de lijn 23 =0,20=0 in 20*(n—1)
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punten snijdt. De door =y en (s) gevormde figuur heeft
27°(7n-—12) snijpunten met de bedoelde rechte. Hieruit
volgt, dat 4 een oppervlak is van den graad 2 n*(7 n — 12) —
20 —1)=2n*6Gn—11).

De  vierpuntige raaklijnen, waarvan de raakpunten op de
basiskromme o liggen, vormen een regelvlak van den graad
20 (6 n— 11), waarop o elfvoudig is.

§ 20. Beschouwen wij nu een bundel kubische opper-
vlakken, (F'%).

Een vierpuntige raaklijn / van /' met raakpunt S, op «
ligt geheel op dit oppervlak Z% en snijdt een ander exemplaar
I3 in 3 punten S, S,, S, die als punten van I en van
17 op ¢ moeten liggen. Tedere rechte ! van r, is derhalve
een frisecante van s. Ook omgekeerd is iedere trisecante
van ¢ een rechte van r,. Immers door elk puntder ruimte,
dus ook door een willekeurig punt P der (risecante, gaat
één Y. Met dit oppervlak F9 heeft de trisecante vier punten
gemeen, nl. 2 en haar drie snijpunten met #. De trisecante
ligt derhalve op F* en is o.a. inelk van haar drie snijpunten
mel ¢ vierpuntige raaklijn voor dit oppervlak, dus blijkbaar
een drie maal te tellen lijn van ry.

Wij zien dus, dat 74 hier overgaat in het drie maal te tellen
regelvlak, dat gevormd wordt door de trisecanten van s.

Ter bepaling van den graad van het laatstgenoemde regel-
vlak projecteeren wij ¢ uit een punt O en krijgen dan een
projectie #y, waarvan de graad evencens 9 en dus de klasse
9(9-—1)—2d bedraagl. Het aantal der raaklijnen aan s,
rustend op een willekeurige rechte p door 0, is gelijk aan het
aantal der raaklijnen, die men uit het snijpunt van p met het
projectievlak aan #; kan trekken, m.a.w. de graad van het raak-
liinenoppervlak van ¢ is gelijk aan de klasse van ;. Volgens
§ 19 is het raaklijnenoppervlak (s) der basiskromme s van
een bundel (Z") van den graad 2 n*(n — 1), zoodat de graad
van het raaklijnenoppervliak der basiskromme o van (/%)
en dus ook de klasse der projectie sy 2 X 3*(3 — 1) = 36
bedraagl.
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Hieruit volgt: 72 — 2d = 36 of d = 18.

Men kan dus uit een willekeurig punt O 18 bisecanten
van s trekken.

Kiezen wij nu het punt O op o, dan krijgen wij als pro-
jectie een kromme 72, waarvan het geslacht gelijk is aan dat
van 71 en dus ._%.(9_ 1) (9 — 2) — 18 = 10 bedraagt. 7o is
een kromme van den graad 8. Uit g=10= i (8—1)(B8—2)—a
volgt nu, dat s 11 dubbelpunten bezit. Door het punt 0
van s kan men derhalve 11 trisecanten van 7 trekken, zoodat
s een elfvoudige kromme is op het door de lrisecanten
gevormde regelvlak.

Bepalen wij nu de doorsnede van een I mel het regel-
vlak der trisecanten van o.

Hiertoe behooren, behalve de elf maal te tellen kromme 7,
de op F° gelegen rechten g. ¢ snijdt nl. een ander
exemplaar ¥ in drie punten, die als punten der beide
oppervlakken F° op o liggen; ¢ is dus blijkbaar een trisecante
van s. Het aantal der op F? gelegen rechten bedraagt
(volgens § 1) 27. De bedoelde doorsnede is derhalve van
den graad 11 X} 9+ 27 = 126. Hieruit volgt, dat het regel
vlak der trisecanten van ¢ een oppervlak is van den graad
126:3 =142 en dat de graad van 7 dus 3 X 42 =126
bedraagt. Dit is in overeenstemming met het in § 19 ge-
vonden getal 2 2% (6 n— 11), daar [22* (62— 1].]]“7 = 126.

§ 21. Volgens § 1 is de flecnodale ljjn — de m.pl. der
punten, waar ' een vierpuntige raaklijn bezit — een kromme
van den graad n{11n—24). Behalve deze kromme heeft
F™ met de m.pl. van de raakpunten der vierpuntige raak-
lijnen van den bundel () nog gemeen de elf maal te tellen
basiskromme #; volgens § 19 is een punl S van s immers
raakpunt van elf vierpuntige raaklijnen. De doorsnede is
derhalve van den graad n (11n—24)-4-11 n*=2n (11 n—12).

Hieruit volgt:

De raakpunten van de vierpuntige raakljjnen van een bundel
(F") vormen een opperviak van den graad 2 (11n— 12).

Voor n = 3 gaat dit oppervlak over in het regelvlak gevormd
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door de rechten, gelegen op de exemplaren van (F°?), d.w.z.
de trisecanfen van 7. Klke rechte van een /*isnl voor dat
oppervlak vierpuntige raaklijn, terwijl elk punt der lijn als
raakpunt gekozen kan worden. Het oppervlak der trisecanten
is van den graad 42 hetgeen in overeenstemming is met
het feit, dat [2 (11 n—12)] =149

n=3

§ 22, Volgens § 18 is de stralencomplex der hoofdraak-
lijnen van een bundel (77) van den graad 3 # (n — 2), m.a.w.
het aantal stralen in een willekeurigen waaier bedraagt
3u(n—2). Uit een punt Z van vlak V7 kan men dus
3n(n—2) in V gelegen hoofdraaklijnen trekken,

Zal het raakpunt van een door Z gaande hoofdraaklijn
evenals Z in V' liggen, dan moet de hoofdraaklijn geheel
in ¥V of het raakpunt in Z liggen.

Behalve de raakpunten van bovengenoemde 3n(n-— 2)
hoofdraaklijnen heeft de m.pl. van de raakpunten der door
Z gaande hoofdraakliijnen nog met V gemeen de raakpunten
der beide hoofdraaklijnen, die men in Z aan het door Z
gaande oppervlak kan trekken.

De bedoelde m.pl. (P} is derhalve een kromme van den graad

3nn—2) 4 2.

Daar elk vlak door Z in Z twee punten met (P) gemeen
heeft — nl. de raakpunten der hoofdraaklijnen inZ aan het door
Z gaande oppervlak /" — heeft de m.pl. der raakpunten
van de hoofdraaklijnen, gaande door Z, een dubbelpuntin Z.

[ilke hoofdraaklijn  snijdt  het door haar geosculeerde
oppervlak 2" nog in n — 3 punten (.

Zal een punt @ van een door Z gaande hoofdraaklijn
evenals Z in V' liggen, dan moet de rechte @ Z geheel in
V- liggen of € moel met Z samenvallen.

De m.pl. der punten @), gelegen op door Z gaande hoofd
raaklijnen, heeft dus met V7 gemeen de snijpunten van elk
der 3 n(n—2) door Z gaande en in V gelegen hoofdraak-
liinen met het door haar geosculeerde oppervlak, alsook de
in Z gelegen punten ().
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Volgens § 85 kan men uit Z (#* + 2) (n — 3) hoofdraaklijnen
aan het door Z gaande oppervlak I™ trekken; voor elk van
deze hoofdraaklijnen is Z een punt (.

In Z liggen dus (n® -+ 2) (n — 3) punten (.

De m.pl. der punten @), gelegen op door Z gaande hoofd-
raaklijnen, snijdt ¥ derhalve in 3 n n—2) (n —3) +
(n® + 2)(n — 3) punten, zoodat deze m.pl. een kromme is
van den graad

Bnn—2)n—3)4+-n4+2(n—- 3)=
2(n—3)(n—1)2n —1).

Vallen van een hoofdraakliin f; het raakpunt I’ en een
der snijpunten ¢ met het geosculeerde oppervlak samen, dan
is de lijn P @ vierpuntige raaklijn in P= (.

Ter bepaling van het aantal dezer coincidenties projec-
teeren wij de puntenparen P,  uit een rechte / en gebruiken
dan de bekende formule

== e

Aangezien de m.pl. der raakpunten P van door Z gaande
hoofdraaklijnen een kromme is van den graad 3 n (n — 2) - 2,
liggen in een willekeurig viak V7 door I 3n(n—2) 4 2
punten . Aan elk punt P zijn n — 3 punten @ toegevoegd,
zoodat aan V zijn toegevoegd |3 (n —2) 4 2| (n —3)
vlakken door /, resp. gaande door de punten @, welke loe-
gevoegd zijn aan de in V gelegen punten P; m.a.w.

p=(8n*— 6n- 2)(n—38).

In een willekeurig vlak W door I liggen 2 (n — 3) (n — 1)
(2n — 1) punten @; de m.pl. van ¢ is nl. een kromme van
den graad 2(n—3)(n — 1) (22 — 1). Daar aan een punt
één punt P is toegevoegd, beantwoorden aan vlak W
2(n—3)(n—1)(2n—1) vlakken door /, resp. gaande door
de punten P, die toegevoegd zijn aan de in W gelegen
punten @; m.a, w.

g=2mn—3)(n—1)(2n—1).

Zal het vlak door I en een punt P samenvallen met het
vlak door ! en een der bij P behoorende punten @, dan moet
P @ met [ in één plat vlak liggen of I’ en () moeten samenvallen,
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Het kegelvlak, dat gevormd wordt door de hoofdraaklijnen,
die door Z gaan, is van den graad 3u(n — 2), zoodat 1 dit
oppervlak in 3#n(n — 2) punten snijdt. Er rusten derhalve
3n(n — 2) door Z gaande hoofdraaklijnen op /.

Elk der vlakken door [, resp. gaande door de punten
@1, 2, ... @u—3 van een dezer hoofdraaklijnen, valt samen
met het vlak door 7 en P, welk vlak dus een (n — 3)voudige
coincidentie vertegenwoordigt.

De 3n(n —2) door Z gaande hoofdraaklijnen, die rusten
op l, leveren dus blijkbaar 3 n (n — 2) van deze (n — 3)voudige
coincidenties, m. a. w.

g=3nn—2)n—3).

Elk der overige p -+ q¢ — ¢ coincidenties is ontstaan door
het samenvallen van een punt /2 met één der bijbehoorende
punten 6.

Er gaan dus
But—6n+2n—38)+2m—3)n—1)2n—1 )
3nin—2)n—-3)=2@2n*—3n-+2)(n—38)
vierpuntige raaklijnen door een willekeurig punt Z, m. a. w.

De vierpuntige raaklijnen van een bundel (I™) vormen een
congruentie van de orde 2 (n — 3) (2n* — 3 n - 2).

De doorsneden van een bundel van oppervlakken, ("), mel
een plat vlak ¥ vormen een bundel van krommen, (e").

Heeft een I™ een in V gelegen vierpuntige raaklijn, rakend
in P, dan is dit punt P een undulaticpunt der doorsnede
¢® van I™ met V; de raaklijn heeft nl. in P vier punten
met /" en dus met ¢" gemeen.

Het aantal der in V gelegen vierpuntige raaklijnen is
derhalve gelijk aan  het aantal undulatiepunten van den
bundel (¢"), welk aantal, volgens § 25, 6(n — 3) (3 n — 2)
bedraagt.

Wij zien dus:

De  vierpuntige raaklynen van een bundel (F") vormen een
congruentie van de klasse

6 (m—3)(@Fn—2).
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§ 231). Wanneer wij in een basispunt B aan elke kromme
e van een bundel de raaklijn trekken, dan krijgen wij ecn
raaklijnenbundel, die projectief verwant is met den bundel
der krommen: aan elke kromme is toegevoegd de in B aan
die kromme rakende raaklijn.

Een willekeurige rechte [ snijdt een ¢" in n punlen,
Ty, T:... T, en de in B aan deze kromme rakende rechte
in een punt S. De snijpunten van (¢") met [ vormen een
involutie van den graad »; aan elke groep der involutie is
é6n punt S toegevoegd. Wij kiezen voor beide stelsels op
[ helzelfde nulpunt. Noemen wij de coordinaten der snij-
punten 7' van { met de krommen @ en de codrdinaten van
de snijpunten S van ! met de raaklijnen in By, dan krijgen
wij de vergelijking :

@zt ba*—t+ ...+ Dy+@ar4-b 2"+, .+ 1)=0.

Valt nu S met één der bijbehoorende punten 7' samen,
m. a. w. is y gelijk aan één der bijbehoorende waarden van
x, dan voldoet 2=y aan de vergelijking:

@z +bar— 1. ..+ Dot (a 2"+ 221, .. +1)=0of
Azttt Bar+ ...+ L=0,

welke vergelijking van den graad n -1 in @ is. Het zal

dus n -+ 1 maal voorkomen, dat een ¢* haar raaklijn in B

snijdt in een punt van [.

Hieruit volgt :

De snijpunten der krommen van den bundel (¢") met haar

-aaklijnen in een basispunt B2 vormen een kromme van den
graad n -+ 1.

Valt ! samen met een raaklijn in B aan een ¢", dan snijdl
I deze ¢ nog in n-—2 punten 7. Buiten I heeft [ met
¢ 1 dus nog n — 2 punten gemeen, zoodat er drie snijpunten
ran [ met 1 in B lisggen en B een drievoudig punt van
¢ +1ois.  Aangezien er dus drie punten 7' in I’ met het
bijbehoorende raakpunt samenvallen, zijn er drie krommen,

') Zie ,Over lineaire stelsels van algebraische vlakke krommen” (Zittings-
verslag van 22 April 1905, Kon. Akademie v. Wetensch., Deel XIII,
2e gedeelte, bl. 750) en , Sitzungsberichte der Akad. in Wien LXI, 86.
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die hun raaklijn in B tevens snijden in B; m.a.w. drie
krommen van den bundel hebben in £ een buigpunt.

De verbindingslijn van B met een punt P van ¢~
raaklijn in B aan de door P gaande c".

Fen raaklijn » uit B aan ¢®*! raakt derhalve in B aan
de kromme, die gaat door het raakpunt 4. » raakt in A
aan ¢' 1 d.i. in A liggen twee samenvallende snijpunten
van » mel de door A gaande ¢* zoodat » ook in A aan de
bedoelde ¢" raakt. » is dus een dubbelraaklijn, waarvan
é¢én der raakpunten in B ligt.

1 is

Het aantal der raaklijnen, die men uit het drievoudige
punt B van ¢! aan ¢ *' kan trekken, bedraagt (n 4 1) 2
—6—6=(n-+4)(n—3).

Hieruit volgt:

(n + 4) (n — 3) dubbelraaklijnen hebben een harer raak-
punten in b,

Fen straal I door een basispunt B snijdt elk der krommen
¢" in n — 1 buiten B gelegen punten, zoodat op / een involutie
van den graad # — 1 ontstaal. Aangezien deze involutie
2 (n — 2) dubbelpunten heeft, raken er buiten B 2(n — 2)
krommen ¢® aan [, Elk van deze 2 (n — 2) krommen snijdt
[ nog in n—3 punten; één snijpunt ligh nl. in het basispunt
B en twee in het raakpunt A. Op 7liggen derhalve buiten B
2(n—2)(n — 3) punten S der satellietkromme (S) van B.

Ligt een der punten S in B, dan heeft de betrokken ¢"
ook in B twee punlen met [ gemeen, m. a. w. [ raakt behalve
in 4 ook in B aan ¢"; ¢ is nu blijkbaar een dubbelraaklijn
van ¢", terwijl één der raakpunten in B ligt. Aangezien
(n -+ 4) (n — 8) dubbelraaklijnen een van haar raakpunten in
B hebben, is B een (n 4 4) (n — 3)voudig punt 8.

Wij zien dus, dat 7 en (8) in B (u - 4) (n — 3) puntenen
buiten 5 2 (n— 2) (n — 3) punten gemeen hebben; het totale
aantal der snijpunten van / met (S) bedraagt derhalve

nm4+4)n—3)+2m —2)(n—3)=3nn—3)
Hiernit volgt:
De satellietkromme (S) van B is van den graad 3 2 (n — 3).
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Aangezien aan een rechte [ door B 2 (n — 2) krommen "
raken, liggen op ! buiten B 2(n—2) raakpunten 4. De
poolkromme is van den graad 2n — 1, zoodat het aantal
der in B gelegen snijpunten van [ met de poolkromme
bedraagt 2n— 1 — 2(n — 2) =3, m.a.w.

B is een drievoudig punt der poolkromme van B.

Aangezien het basispunt B een (n -+ 4) (n — 3)voudig punt
van zijn satellietkromme en een drievoudig punt van zijn
poolkromme is, vallen 3 (n ~+ 4) (n — 3) der snijpunten van
deze krommen in B. (I)

De verbindingsliim 7 van B met een ander basispunt B’
van den bundel snijdt een kromme ¢* buiten 5 en B’ nog
in # — 2 punten. De snijpunten van [ met de krommen vormen
dus een involutie van den graad » — 2. Daar deze involutie
9 (n — 8) dubbelpunten bezit, raken 2 (n — 3) krommen aan
B B'. Elk van deze krommen werpteen punt Sin B, zoodat
B een 2(n— 3voudig punt der satellietkromme van B is.

Volgens § 18 raakt B B’ in B" aan de poolkromme van B.

In elk der overige n*— 1 basispunten B' liggen dus
9 (n — 3) der snijpunten van de poolkromme en de satelliet-
kromme van B. (I1)

Een door B gaande buigraaklijn raakt volgens § 18 in het
buigpunt aan de poolkromme van 5. Daar ook de satelliet-
kromme van B in het buigpunt raakt aan deze buigraaklijn,
hebben poolkromme en satellietkromme van B in het buigpunt
ftwee punten gemeen.

Door een willekeurig punt P kan men volgens § 18
3n(n —2) buigraaklijnen aan exemplaren van den bundel
trekken. Valt P in B dan moet dit aantal met 9 verminderd
worden; elk der drie in B rakende buigraaklijnen moet nl.
drie maal in rekening gebracht worden.

2181 (n— 2) — 9 der snijpunten van poolkromme met
catellietkromme van B vallen derhalve in de buigpunten der
buigraaklijnen, die door £ gaan. (111)

Dat een buigraaklijn in B drie maal in rekening gebracht
moet worden, zet men gemakkelijk in bij de beschouwing
van een bundel (¢°).
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Uit een willekeurig punt kan men 3 X 3 (3 — 2) = 9 buig-
raaklijnen aan krommen ¢® van den bundel trekken. Ken
door een basispunt B gaande buigraaklijn [ moet haar buig-
punt R in B hebben; viel I buiten B, dan had [ vier
punten gemeen met de ¢®, waarvoor zij buigraaklijn is, nl.
drie punten in % en één punt in B, hetgeen onmogelijk is.
Door B gaan dus slechts de 3 buigraaklijnen, die hun buig-
punt in B hebben, zoodat zij blijkbaar elk drie maal geteld
moeten worden.

De overige snijpunten van poolkromme met satellietkromme
van B liggen in de raakpunten  der door B gaande dubbel-
raaklijnen.

Vat men nl. de dubbelraaklijn op als een raaklijn in @y (),
dan kan men zich het tweede raakpunt @ (¢1) ontstaan denken
door het samenvallen van twee punten S. De satellietkromme
raakt de dubbelraaklijn dus zoowel in ¢y als in (.. Daar
de poolkromme eveneens door ¢ en @ gaal, hebben pool-
kromme en satellietkromme in ¢y en in ¢z een punt gemeen.

Elk der raakpunten van de door B gaande dubbelraaklijnen
vertegenwoordigt dus blijkbaar een snijpunt van poolkromme
en satellietkromme van B.

Nu zijn poolkromme en satellietkromme van B resp. van
den graad 2n—1 en 3n(n — 3), zoodat het totale aantal
der snijpunten 32 — 3) (2n — 1) bedraagt.

Van deze gemeenschappelijke punten liggen er volgens (1)
8+ 4)(n —3) in B, volgens (II) 2 (n — 3) (n* — 1) in de
overige basispunten en volgens (III) 2 |3 n (n — 2) — 9} in de
buigpunten der door B gaande buigraaklijnen.

De overige snijpunten liggen in de raakpunten der dubbel-
raaklijnen, die men uit B kan trekken, zoodat het aantal
van deze raakpunten bedraaglt

dnn—3)Cn—1)—38m-|+4) (n — .‘%) —2 m—3) n®*—1)
—2183nn —2—9 =4 —3)(n —4) (n-1).
Aan de krommen van den bundel kan men derhalve uit B

2(n— 3)(n—4) (n -+ 1) dubbelraakliinen trekken, waarvan
geen der beide raakpunten in B vall,
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§ 24. Volgens § 23 hebben (n + 4) (n —3) dubbel-
raaklijnen van den bundel (¢") harer raakpunten in het
basispunt B; de m.pl. (1)) van de raakpunten D der dubbel-
raaklijnen gaat dus blijkbaar (w1 4) (n — 3)maal door B,
m.a. w. B is een (n+ 4) (n — 3)voudig punt van (D).

Aan een willekeurige kromme ¢" kan men i_, n(n-—2) n*—9)
dubbelraaklijnen trekken; op elk van deze dubbelraaklijnen
liggen 2 punten D

& heeft derhalve met (D) buiten de basispunten n(n — 2)
(n*—9) en in de basispunten n* > (n -+ 4) (n — 3) punten
gemeen. [let totale aantal der snijpunten van ¢* met (D)
bedraagt dus

n—2m?—9)+n*n+4)n—3) =
n(n—3) @2n*+4 5n— 6).

Hieruit volgt:
(D) is een kromme van den graad (n— 3) (2 n* + Hn — 6).

Elke dubbelraaklijn snijdt de betrok lmn kromme ¢® nog in
n-—4 punten W, terw ijl men aan ¢" ;n(n —2) @*—9)
dubbelraaklijnen kan trekken.

Door een basispunt B gaan 2 (n —3) (n— 4) (n -+ 1)
dubbelraaklijnen, waarvan gecn der raakpunten in B ligt.
Voor elk van deze lijnen is B een punt W, zoodal B een
Q(n—3)(n—4) 0+ {)voudig punt is van de m.pl. (W) der
snijpunten 1.

¢ heeft derhalve met (W) buiten de ]ld‘le])l!I][(‘ll .n(u 2)
(n% — 9) (n — 4) en in de basispunten n* X 2 (n—3)n— ‘.')
(n -+ 1) punten gemeen, zoodal het totale aantal der snij-
punten van ¢* met (W) bedraagt

3_, nin—92 n—4) W2 —9)+2n"(n—3) (n —4) (n-+1)=
; nin — 38)(n— 4 Bn*-45n—06).

Hieruit volgt:
(W) is een kromme van den graad

l (n — 3) (n— 4) (bn*+ bn — 0b).
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Valt voor een dubbelraaklijn » een der n — 4 punten W
samen mel een der beide raakpunten I, bijv. met Dy, dan
is » buigraaklijn in het punt Dy = W en raakt bovendien
de betrokken ¢" in De, m.a. w. »r is een raaklijn fa3
(zie § 6).

Ter bepaling van het aantal der raaklijnen f2,3 van den
bundel verbinden wij de punten /) en W met een in het
vlak van den bundel gelegen punt M Y).

Aan de verbindingslijn « van M mel een punt I) voegen
wij nu toe de n — 4 verbindingslijnen w van M resp. met
de verschillende snijpunten W van de in D rakende dubbel-
-aaklijn met de betrokken ¢".

Aangezien (D) een kromme is van den graad (n — 3)
(2n* 4 b n — 6), snijdt een willekeurige straal d door M de
m.pl. (1)) in (n—3) 2 n*-5n— 6) punten 1. Bij elk van
deze punten 0D behooren n — 4 punten W, zoodal aan
straal d zijn toegevoegd (n— 3) 2 n*+Hn —06) (n — 4)
stralen .

Daar (1) een kromme is van den graad ; n— 8 — 4)
(b n® - bn — 6) snijdt een willekeurige straal « door M de
m.pl. (W) in _12 (n—3)(n — 4) (b u? - Hn—6) punten. Bij
elk punt W behooren twee punten 1), zoodat aan straal w
zijn toegevoegd (n — 3) (n — 4) (b n* - dn — 6) stralen d.

De  stralen door M worden dus blijkbaar gerangschikt in
een verwantschap met de kenmerkende getallen

(n—38)(n—4) 2 n*+bn—06) en (n—38) (n—4) (b n*+bdn—06).
Het aantal der coincidenties bedraagt derhalve

m-—3)(n—4)2n°4+bdn—06) + n—3) (n—4) (bn*-}bn—06)=
m—3)(n —4)@n*+10n — 12).

Deze coincidenties  kunnen tol twee groepen gebracht
worden.

) De door Dr..J. pE VRies gevolgde methode op bl 7561 van Deel
XIIT der Verslagen van de Kon. Akademie van Wetensch. is gecorrigeerd
op bl. 843 van Deel XIV der genoemde Verslagen.
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Eerste groep.

Gaat de dubbelraaklijn » door B, dan valt elk der ver-
bindingslijnen van M resp. met de verschillende bij het eene
raakpunt D behoorende punten W samen met de verbin-
dingslijn van M met Di. De n — 4 stralen w, welke toe-
gevoegd zijn aan de verbindingslijn van M met het andere
raakpunt 7)., vallen eveneens samen met de lijn MD:;.

Deze dubbelraaklijn vertegenwoordigt dus 2 (n — 4) coin-
cidenties.

Aangezien door M 2n (n— 2) (n — 3) dubbelraaklijnen aan
krommen van den bundel getrokken kunnen worden, leveren
de door M gaande dubbelraaklijnen

4nn—2)(n—3) (n — 4) coincidenties.

Tweede groep.

Gaat de dubbelraaklijn niet door M, dan kan een straal
d alleen dan samenvallen met een der aan hem toegevoegde
stralen e, wanneer een raakpunt [) samenvalt met een der
daaraan toegevoegde snijpunten .

Het aantal der tot deze groep behoorende coincidenties
bedraagt
(n—38) (n—4) (7 n* 4107 — 12) —4n(n—2) (n— 3) (n—4)=

3(n—38)(n—4) (n* 4+ 6n — 4).

Het aantal der rechten, wellke met een kromme van den
bundel (¢') een tweepuntige en tevens een driepuntige aanraking
hebben, bedraagt derhalve

3h—3)(n—4) B4 6n —4).

§ 25. Beschouwen wij nu de m.pl. () der buigpunten
van (¢"). In een basispunt hebben 8 krommen van den bundel
een buigpunt, zoodat (I) met 3 takken door elk basispunt gaat.

Aangezien cen kromme c" 3n (n — 2) buigpunten bezit,
bedraagt het aantal snijpunten van een ¢® met (/)

3nn—2) +3n°=6n(n—1),
zoodat (I) een kromme is van den graad 6 (n — 1). (I

Een ¢* wordt door een van haar buigraaklijnen nog in
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n -3 punten ¥ gesneden. De 3 n (n — 2) buigraaklijnen van
¢® leveren derhalve 3 n (n — 2) (n — 3) op ¢" gelegen punten V.
Uit een basispunt kan men 3 (» — 3) (» - 1) buigraaklijnen
aan de krommen van den bundel trekken (zie § 23); voor
elk van deze buigraaklijnen is het basispunt een punt V,
zoodat (V) met 3 (» — 3) (n 4+ 1) takken door B gaat.
Wij vinden dus, dat het aantal snijpunten van ¢* met (V)

bedraagt
3nn—2)(n—3)+n*X3n—3) -4 1),
zoodat (V) een kromme is van den graad
3m—2(n—3)+3nn—3(n+1)=
3 —3)n* -4 2n—2). (I1)

Nu verbinden wij elk buigpunt I door een straal ¢ en elk
punt ¥ door een straal v met een punt O, gelegen in het
vlak van den bundel.

Daar, volgens (I), (/) een kromme is van den graad 6 (n — 1),
snijdt elke straal van den ontstanen waaier de kromme (1)
in 6(z—1) punten 1. Aan elk van deze snijpunten zijn
n — 3 punten V toegevoegd, zoodal bij elken straal van den
waaier, opgevat als een lijn ¢ 6 —1)(n — 3) stralen v
behooren.

Volgens (II) is () een kromme van den graad 3 (n — 3)
(n® -} 2 n — 2), zoodat elke straal van den waaier de kromme
(V) in 3(e — 3) »* +2n—2) punten ¥V snijdt. Daar aan
elk punt V¥ één punt 7 is toegevoegd, behooren bij elken

straal, opgevat als een lijn v, 3 (n — 3) (#* 4 2 n — 2) stralen 7,
De stralen van den waaier met top O worden derhalve
gerangschikt in een verwantschap met de kenmerkende ge-
tallen 6 — 1) (- 38) en 3(n—3) (0 4+ 20— 2), zoodal
het aantal coincidenties bedraagl
6 —1mn—34+3n—3)06+2n—2).

(iaat een buigraaklijn door O, dan valt de verbindingslijn
01 van O met het op deze buigraaklijn gelegen punt 7 samen
met elk der » — 3 verbindingsliinen van O met de bij I
behoorende punten V. Deze buigraaklijn vertegenwoordigt
derhalve n — 3 coincidentie-stralen.
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Daar men uit O 3 # (» — 2) buigraaklijnen aan krommen
van den bundel kan trekken, leveren de door O gaande buig-
raaklijnen 3 (» — 2) van deze (» — 3) voudige coincidenties.

De overige 6(n — 1) (n —3) +3 0 —3)(n* +2n—2) —
3n(n—2)(n — 3) coincidenties zijn afkomslig van coinci-
denties I= V.

Het  aantal wundulatiepunten der krommen van een bundel
bedraagt derhalve

6(n—3)(3n—2)Y.

§ 26. De hoofdraaklijnen #;, gaande door een willekeurig
punt Z, vormen een kegelvlak van den graad 3 »(n—2) (zie§18).
Elke beschrijvende lijn van dit kegelvlak heeft met het be-
trokken oppervlak, behalve het buigpunt, nog » — 3 punten
¢ gemeen. De m.pl. van deze punten @ is volgens § 22
een kromme van den graad 2 —3) (n —1) (22 — 1).
Wij voegen nu aan een punt ¢ toe de % — 4 punten @’
welke de door @ gaande buigraaklijn, buiten het buigpunt
en het punt @, nog met het geosculeerde oppervlak gemeen
heeft en projecteeren de puntenparen (¢, Q') uit een rechte (.

In een willekeurig vlak ¢ door [ liggen 2 (n — 3)(n — 1)
(27 — 1) punten . Aan elk van deze punten ¢ zijnn — 4
punten Q" toegevoegd, dus bij elk vlak ¢ behooren 2 (n—3)
(n—1)(2n — 1) (n — 4) vlakken ¢ door I, resp. gaande door
de punten @', welke toegevoegd zijn aan de in vlak ¢ ge-
legen punten .

Omdat @ en @ verwisselbaar zijn, krijgt men een
symmetrische verwantschap; het kenmerkend getal dezer
verwantschap is 2 (n — 3) i — 1) (2% — 1) (n — 4), zoodat het
aantal coincidenties 4 (i — 3) (n — 1) (2 n — 1) (n — 4) bedraagt.

Wanneer het vlak ¢ door ! en ¢ samenvalt met het
vlak ¢’ door 1 en een der aan @ toegevoegde punten
liggen I, ¢ en @ in ¢één plat vlak, zoodat, in het algemeen,
de rechte @ Q' de rechte [ snijdt. Elke rechte @ Q" gaat

1) De door Dr. J, pE Vries gevolgde methode op bl. 752 van Deel
XIII der Verslagen van de Kon. Akademie v. Wetensch. is gecorrigeerd
op bl. 844 van Deel X1V dezer Verslagen.
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door het punt Z; Q Q" Z is nu dus een der buigraaklijnen,
die door Z gaan en op [ rusten. Het vlak ¢ door ! eneen
der n—3 op Q@ Z gelegen punten @ valt samen mel elk
der vlakken door [, resp. gaande door de n— 4 hij Q be-
hoorende punten Q. Een dergelijke rechte Z verlegenwoordigt
derhalve een (2 — 3) (n — 4)voudige coincidentie.

Aangezien het kegelvlak, dat gevormd wordt door de rechten
ts, welke door Z gaan, van den graad 3 »n (n — 2) is, snijdt
[ dit kegelvlak in 87 (n—2) punten. 32 (n — 2) der door
7 gaande hoofdraaklijnen rusten derhalve op [.

Hieruit volgt :

De hoofdraaklijnen door het punt Z, die rusten op de
rechte [, leveren 3n (n —2) (n — 3) (n — 4) coincidenties
1=q.

Zal het vlak ¢ door I en @ samenvallen met het viak g
door / en een der aan @ toegevoegde punten @', terwijl
Q@ de rechte [ niet snijdt, dan moeten @ en Q" samen-
vallen.

Het aantal coincidenties )= Q" bedraagt derhalve:
dn —=3)n—1DCn—1)m—4)—3nn—2)(n—3) (n — 4) =

(n—3)(n —4) (Bn*—6n - 4),
zoodat er (n — 3) (n — 4) (5 »* — 6 n - 4) raaklijnen #3.2 door
hel punt Z gaan.

Hieruil volgt:

De raaklijnen ts,s aan de opperviakken van ecen bundel (F")
vormen een congruentie van de orde

(n—3)(n —4)(5n*— 6n-4)

§ 27. De doorsneden der oppervlakken 2™ van een bundel
(#™) met een plat vlak 7 vormen een bundel van krommen ¢,

Zal een der oppervlakken 7™ een in V gelegen raaklijn
t23 hebben, osculeerend in het punt I en rakend in het
punt R, dan is fa3 voor de doorsnede ¢" buigraaklijn in 7
en raaklijn in R, daar fs3 in 1 en R resp. drie en twee
punten met /", en dus met ¢*, gemeen heeft. De rechte fa 3
ligt nl. geheel in 7 en kan dus slechts in ¥ gelegen punten
an [ — m.a.w. punten van ¢" — mel /' gemeen hebben.
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Wij vinden dus, dat het aantal in 7" gelegen raaklijnen 2,3
an (F®) gelijk is aan het aantal raaklijnen f2,3 van den
bundel (¢"), welke gevormd wordt door de doorsneden der
oppervlakken F™ met V. Volgens § 24 is laatstgenoemd
aantal gelijk aan 3 (n— 3)(n —4) (n* -+ 60 —4).

Hieruit volgt:

De raaklijnen ts s aan de oppervlakken van een bundel (I'™)
vormen een congruentie van de klasse

8(n— 3)(n — 4) (n* 4 6 n—4).

§ 28. Beschouwen wij nu de hoofdraaklijnen in een punt 8
der basiskromme = van den bundel (/%) aan de oppervlakken /",

Deze rechten fs vormen volgens § 17 een kubisch kegel-
vlak. In een willekeurig vlak ¥ door S liggen derhalve drie
hoofdraaklijnen fs, die haar osculatiepunt in S hebben. Flk
van deze rechten s snijdt het door haar geosculeerde opper-
vlak nog in # — 3 punten ¢.

S is raakpunt van elf vierpuntige raaklijnen (zie § 19),
dus elf punten ¢ liggen in S, m.a.w. S is een elfvoudig
punt der m.pl. (Q) van de punten .

Hieruit volgt:

Het aantal snijpunten van (@) met ¥ bedraagt 3 (n — 3)
4+ 11=3n-4 2, zoodat (©) een kromme is van den graad
3n 4 2.

Wij voegen nu aan een punt @ toe de n — 4 buiten het
buigpunt en het punt @ gelegen snijpunten @ van S @ met
het betrokken oppervlak en projecteeren de puntenparen
(0, ©) uit een rechte .

In een willekeurig vlak ¢ door I liggen 3 n -+ 2 punten @,
daar (¢) een kromme is van den graad 3n -+ 2. Aan elk
punt @ zijn n— 4 punien 0" toegevoegd, zoodal bij vliak ¢
behooren (3 n - 2)(n — 4) vlakken ¢' door [, resp. gaande
door de punten @', die toegevoegd zijn aan de in ¢ gelegen
punten €.

Deze symmetrische verwantschap heeft dus het kenmerkend
getal (Bn - 2) (n —4), zoodal het aantal coincidenties
2 (83n -+ 2) (n — 4) bedraagt.
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De rechte [ snijdt bovengenoemd kubisch oppervlak in drie
punten. Op 7 rusten dus drie der hoofdraaklijnen in S. Elk
van deze hoofdraaklijnen levert een (n — 3) (n — 4)voudige
coincidentie, daar het vlak door / en een der n -— 3 punten
@, gelegen op een [ snijdende rechle 73, samenvalt met elk
der vlakken door [, resp. gaande door de n — 4 aan Q
toegevoegde punten Q.

De overige 2(Bn+4+2)(n —4) — 3 (n — 3) (n — 4) coinci-
denties zijn afkomstig van coincidenties Q= Q'. Het aantal
der in een punt S van de basiskromme ¢ 8sculeerende raak-
lijnen t32 bedraagt dus

20n+2) (n—4) — 3 m—3) (n—4)=m—4) (3n413), m.a.w.

het oppervlak (fls), gevormd door de osculatiepunten Ry
der raaklijnen f23 van (/™), gaat met (n — 4) (3 n 4 13)
bladen door a.

§ 29. Om den graad van (R3) te bepalen, beschouwen wij
de doorsnede van (Rs) mel een oppervlak I van den bundel.
Volgens § 8 vormen de osculatiepunten der hoofdraaklijnen
t2s van /' een kromme van den graad n(n—4) (3n*-F5n—24).
Behalve deze kromme hebben (I%3) en '™ nog gemeen de
(n — 4) (3 n + 13)maal te tellen basiskromme &, zoodat de
doorsnede van (Hs) met 7' een kromme is van den graad

nmn—4HBn*+bn—24)+a*tn— 4)(Bn-413) =
6nn—1)n—4 -+ 4.
Hieruit volgt:
De osculatiepunten der hoofdraakljjnen tss van (I™) vormen
een oppervlak van den graad

6(n—1)(n—4)(n-+ 4).

§ 80. Wij willen nu den graad bepalen van het kegelvlak
(d), dat gevormd wordt door de dubbelraaklijnen d van (7'"),
waarvan een der beide raakpunten in het punt S der basis-
kromme ¢ ligt.

De raaklijn s in S aan 7 snijdt een oppervlak /™ buiten
S nog in 2 -— 2 punten; s heeft nl. in S twee samenvallende



48

punten met s en dus met elk oppervlak F" gemeen. De
snijpunten van s met de oppervlakken [™ vormen derhalve
een involutie van den graad »n — 2.

Vallen twee der n — 2 buiten S gelegen snijpunten van s
met F" nl. S§i en Sz samen, dan raakt sin het punt Sy = Sz
aan ["; aangezien s in S aan ¢ en dus aan elk oppervlak
™ raakt, is s voor dit oppervlak I™ een dubbelraaklijn,
waarvan een der raakpunten in S ligt.

De involutie van den graad n# — 2 heeft 2 (n — 3) dubbel-
punten, dus komt het 2 (n — 3)maal voor, dat twee buiten
S gelegen snijpunten van s mel een der oppervlakken 7™
samenvallen : s is dus voor 2 (n — 3) oppervlakken een dubbel-
raaklijn, waarvan een der raakpunten in S ligl, m.a.w. §1s
cen 2 (n — 3)maal te tellen lijn van het oppervlak (d).

[et raakvlak ¥ in S aan een der oppervlakken " van
den bundel snijdt # volgens een kromme ¢, die in S een
dubbelpunt heeft (zie de inleiding).

Fen dubbelraaklijn ¢ aan F™ zal, als raaklijn in S aan /",
in dit raakvlak 7 liggen en daar ¢ I'" nog in een tweede
punt raakt, is d een raaklijn uit S aan de doorsnede ¢".

Het dubbelpunt S van ¢" verlaagt de klasse van ¢" met
twee, zoodat men uit een willekeurig punt P van Valn —1) —2
-aaklijnen aan ¢* kan trekken. Ligt P in het dubbelpunt S,
dan moet dit aantal nog met vier verminderd worden, zoodat
men uit S n(n— 1) — 6 raaklijnen aan ¢", of wel dubbel-

3

raaklijnen aan F", kan trekken; iedere rechte in ¥ door S
raakt nl in S aan I™ als lijn door S van het raakvlak in
S aan ™.

In het vlak ¥ door S liggen derhalve n (n — 1) — 6 dubbel-
raaklijnen d en bovendien de 2 (n — 8)maal als dubbelraaklijn
d te tellen rechte ¢; s ligt nl. als raaklijn in S aan de op
" gelegen kromme ¢ in het raakvlak in S aan F

De graad der doorsnede van 7 met hel kegelvlak (d)
bedraagt duos

nn—1)—6+2(n—38) =m—3)(n-+ 4.
Hieruit volgt :
Het kegelvlak (d), gevormd door de dubbelraaklijnen d
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van (F™), waarvan ecen der raakpunten in het punt S der
basiskromme & ligt, is van den graad

(n — 3) (n -+ 4).

§ 31. Het kegelvlak (d) snijdt dus een willekeurig vlak
W door S volgens (2 — 3) (0 -+ 4) lijnen o, die elk het
betrokken oppervlak, behalve in S, nog in een tweede punt,
R, raken.

In 1 liggen, behalve deze (n-—3)(n--4) punten Ry,
nog de in S gelegen punten Rs.

Wanneer voor een dubbelraaklijn ¢ het tweede raakpunt,
Ra, eveneens in S ligl, dan heeft 4 in S met hel betrokken
oppervlak vier samenvallende punten gemeen, m. a. w. r is
voor dit oppervlak " een vierpuntige raaklijn in S.

Volgens § 19 hebben elf vierpuntige raaklijnen 7, haar
raakpunt in een punt § der basiskromme s van een bundel
(™), zoodat S een elfvoudig punt Rg is.

In W liggen derhalve (n— 3) (n -} 4) - 11 punten R..

Hieruit volgt:

De m.pl. () der tweede raakpunten Rp is een kromme
van den graad »® - n — 1.

§ 32 Behalve de beide raakpunten S en Rz heeft een
dubbelraakliin ¢ nog »n — 4 punten V7 met het belrokken
oppervlak gemeen,

Hiernit volgt, dat in W op de (n — 3) (n + 4) in W ge-
legen dubbelraaklijnen (n — 3) (n - 4) (n — 4) punten V liggen.

Ligt een der punten V' in S, dan heeft ¢ met het be-
trokken oppervlak 2™ in S en Rs resp. 3 en 2 punten gemeen,
m.a.w. d is een raaklin fsa, waarvan hel osculatiepunt
in S ligl,

Volgens § 28 osculeeren (n — 4) (8 n - 13) rechlen fo3
in het punt S een der oppervlakken van den bundel.

Wij vinden dus, dat S een (n 1) (3 0 - 18)voudig punt
van de m.pl. (7) der snijpunten V is.

In het platte vlak W liggen dus blijkbaar (n —3) (n | 4)

(n — 4) -+ (n — 4) (Bn -+ 13) punten V.,
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Hiernit volgt:

De m.pl. (¥) is cen kromme van den graad

(n —4)(n*+ 4n—+ 1)

§ 33. Valt een der punten ¥ samen met het tweede
raakpunt R., dan heeft d in § en R, resp. 2 en 3 punten
met het betrokken oppervlak gemeen, m.a.w. d iseen raak-
lijn 23, waarvan het raakpunt in S ligt.

Ter bepaling van het aantal coincidenties Ry = V, voegen
wij aan een punt R. toe de met Ry op een dubbelraaklijn
d gelegen punten ¥ en projecteeren de puntenparen (Rz, V)
uit een rechte /.

In een willekeurig vlak « door ! liggen (n — 4) (n* 4 n—-1)
punten V, daar (¥) een kromme is van den graad (n — 4)
(n*+4n-1). Aan elk dezer punten V is één punt R
toegevoegd, zoodat bij hetvlak « behooren (n — 4) (n*4-4n-+-1)
vlakken door I, resp. gaande door de verschillende punten
R., welke toegevoegd zijn aan de in « gelegen punten V.

et eene kenmerkende getal der verwanischap, waarin de
vlakken door [ gerangschikt worden door de verwanlschap
(R V), is dus

(n—4) (n®> 4 4n -+ 1).

In een vlak f door ! liggen 2* -+ n —1 punlen K., daar
de m.pl. (R:) een kromme is van den graad «*-n — 1.
Aan elk punt Re zijn 7 —4 punten V' toegevoegd, zoodat
bij vlak # behooren (n— 4)(n*-n—1) vlakken door /,
resp. gaande door de verschillende punten ¥, die toegevoegd
zijn aan de in # gelegen punten R..

Voor het tweede kenmerkende getal der verwantschap,
waarin de vlakken door [ gerangschikt worden, vinden wij dus
(n — 4) (n* 4 n —1).

Hieruit volgt:

Het aantal coincidenties bedraagt:

(n—4) (n+ 4n+ 1)+ (n—4) (4 n — 1).

Daar het kegelvlak, dat gevormd wordt door de dub-

belraaklijnen d, van den graad (u — 3)(n -+ 4) is, snijdt {
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dit kegelvlak in (n — 3) (n -+ 4) punten, d. w. z. er rusten
(n — 3)(n-4) rechten d op I. FElk dezer (n — 3) (n -+ 4)
dubbelraaklijnen vertegenwoordigt een (n — 4)voudige coinei-
dentie. Het vlak door / en het op een 7 snijdende lijn d gelegen
punt Rz valt nl. samen met elk der n — 4 vlakken door /, resp.
gaande door de verschillende aan R: toegevoegde punten V.

De overige (n — &) (n* +4dn~+ 1)+ (n —4) (n® +n—1) —
(n— 3) (n -+ 4) (n — 4) coincidenties zijn afkomstig van coin-
cidenties = V.

Hieruit volgl:

Het aantal raaklijnen f,3, waarvan het raakpunt in S ligt,
bedraagt:

(m—& @ +4dn4+1D+0—4) 0+ n—1)— (n —3)

(n+4)n—4)=m—4) 02+ 4n 4 12).

In § vallen derhalve (n — 4) (n* 4 4 n 4 19) raakpunten
R van raaklijnen f2,3 samen, zoodat ¢ een (n—4) (n*--4n-12)
maal te tellen kromme van het door genoemde raakpunten
gevormde oppervlak (R) is.

Ter bepaling van den graad van (R) beschouwen wij de
doorsnede van dit oppervlak met een oppervlak 7™,

Volgens § 6 vormen de raakpunten 2@ der raaklijnen {3
van een oppervlak /™ een kromme van den graad

n(n—2)(n—4) (n*-+ 2n -4 19).

Behalve deze kromme hebben 77 en (&) nog gemeen de
(n — 4) (n* 4 4 n 4 12)maal te tellen basiskromme .

De graad der doorsnede van /™ met (R) bedraagt derhalve
n(n—2)(n—4) n*42n4-12) 4-n* (n —4) (n*+4n-+4-12) =
2n(n—4)(0® 4 2n+ 10n — 192).

Hieruit volgt:

De rackpunten der rvaakljnen taz van een bundel (1)
vormen een oppervlak van den graad

2(n—4)(n*+ 202 100 — 12),

§ 34. Beschouwen wij nu nog eens het kubisch kegelvlak, dat
gevormd wordl door de hoofdraaklijnen ¢; van een bundel (#™),
waarvan het osculatiepunt ligt in het punt § der basiskromme e.
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Volgens § 16 is de raaklijn ¢ in S aan & een ribbe van
dit kegelvlak.

Een willekeurig vlak 7 snijdt het kubisch kegelvlak volgens
een kromme ¢®. De rechte s snijdt V, als lijn van het kegel-
vlak, in een punt P van deze doorsnede ¢®. Aangezien de
klasse van ¢* 3 X 2 bedraagt, kan men uit het op ¢* gelegen
punt P 33X 2—2 of 4 raaklijnen » aan ¢’ trekken. Het
vlak door S P en r is raakvlak aan het kegelvlak, zoodat
men door s vier raakvlakken aan het kegelvlak kan leggen.

De rechte s is als raaklijn aan s raaklijn voor elk opper-
vlak 7™ en ligt dus in elk der raakvlakken in S, resp. aan
de verschillende oppervlakken 7. Eén der beide beschrijvende
liinen ¢ van het kegelvlak, welke behalve s gelegen zijn in
een vlak W, gaande door s, bepaalt aan welk oppervlak ™
het vlak W raakvlak is. De tweede in W gelegen lijn ¢ is
de andere hoofdraaklijn in S aan het oppervlak /™, waar-
voor W raakvlak is.

Vallen de beide hoofdraaklijnen ¢ samen, zooals dil bij
een raakvlak door s aan het kegelvlak het geval is, dan
heeft het betrokken oppervlak in S een parabolisch punt.

Daar men door s vier raakvlakken aan het kegelvlak kan
aanbrengen, is S voor vier oppervlakken een parabolisch
punt, zoodat de basiskromme ¢ een viervoudige kromme is op
de m.pl. der parabolische punten van den bundel (/).

Ter bepaling van den graad van deze m.pl. beschouwen
wij de doorsnede van bedoelde m.pl. met een oppervlak /.

Volgens § 14 vormen de op een oppervliak I gelegen
parabolische punten een kromme van den graad 4 # (n — 2).
Behalve deze kromme heeft de m.pl. der parabolische punten
van den bundel (Z7®) met I'™ nog gemeen de vier maal te
tellen kromme 7, zoodat de graad van de doorsnede bedraagt:

dnn—2)+4n* =8nn—1).

Hieruit volgt :

De parabolische  punten  der opperviakken van een bundel
(F") vormen een opperviak van den graad

8(n—1).



HOOFDSTUK III.

Afleiding van enkele der gebruikte formules.

§ 35.  Bepaling van het aantal der buigraaklijnen, die men
wit cen punt Z aan het opperviak & kan trelken.

Snijdt men het oppervlak a = 0 met de rechte liin Y Z,
T = A + @ 2z

T2 =AYzt @ 22
T3 =2AYs + @ 23
Ta =AY+ w24
moeten de 4 en gz van elk der » snijpunten voldoen aan de

voorgesteld door de \.ﬁ'cr;_:e]i,jkingonS , dan

vergelijking

lay Ay + e 21) +as (Zye + pz0) + as (Ays + po2s) +
G+ as (A4 p21)* =0 of (4 a,+ a,) =0 of

n(n—1) :
Ataytnit—tual~a, + _(I—-i’_:;f AA=tulgi=tat L
3 X 2 3
ot utal=0, (1)

Zal de lijn Y Z het oppervlak in ¥ snijden, dan ligt ¥
op het oppervlak, dus ay =0, zoodat de vergelijking gedeeld
kan worden door @ en daardoor overgaat in:

" (“ e, ]) A » @ ]
am=—1 n-—1 Ak  jn—2 n—2 2 |
n A gy~ a, 9 (A2l =il iy AN

4 ut=tal =0. (11)

Elk der stellen 4 en g, welke aan (II) voldoen, heantwoordt
aan ¢én der buiten ¥ gelegen snijpunten van Y Z met a” == 0,
Zal Y Z het oppervlak in Y raken, dan moet één der
bovengenoemde snijpunten in Y vallen, dus moet aan (1)
voldaan worden door g =0, zoodat nu n A*—! u;_f “l”z = ()



54

of, daar n==0 is, a® '@, =0. Wanneer men nu ook nog

b7

door w deelt, gaat (II) over in:
n(n—1)
2
Zal Y Z buigraaklijin in Y =zijn, dan moet bovendien
ay—*a; =0, hetgeen op overeenkomstige wijze aangetoond
kan worden.
Dus Y Z is buigraaklijn in Y, als

Ayl S LR At =) (1)

a® =

Kiest men nu een bepaald punt Z, van waaruit men de
buigraaklijnen Z Y aan het oppervlak trekt, dan moeten de
raakpunten Y liggen op de oppervlakken af == 0, a.‘;” a,=10
en ay~*a; =0, welke oppervlakken resp. van den graad
n,n—1 en n—2 in de coodrdinaten van Y zijn en dus
n (n — 1) (n — 2) snijpunten hebben.

Uit het punt Z kan men dusn (n — 1) (n — 2) buigraaklijnen
aan het opperviak treklen,

Kiest men het punt Z op het oppervlak, dan moet elk der
hoofdraaklijnen aan het oppervlak met het raakpunt in Z
drie maal in rekening gebracht worden, dus

wit een op het opperviak gelegen punt Z kan men n(n — ,_'!)
(n —2) — 6= (n*+42)(n — 3) buigraaklijnen trekken.

Dat elk der hoofdraakliinen, rakend in het punt Z, drie
maal gerekend moet worden, ziet men gemakkelijk als volgt in.

Voor n=23 heeft elke hoofdraaklijn door een op @®* ge-
legen punt Z haar raakpunt in Z, daar zij anders meer dan
driec punten met het derdegraads oppervlak gemeen zou
hebben.  Het aantal hoofdraaklijnen met raakpunt in Z
bedraagt 2, fterwijl men uit een buiten @* gelegen punt
83X 22X 1 of 6 hoofdraaklijnen aan @* kan trekken. De
2 hoofdraaklijnen, rakend in Z, verlegenwoordigen dus 6
door Z gaande hoofdraaklijnen, zoodat zij elk drie maal
geteld moeten worden.
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§ 36. Bepaling van het aantal der dubbelraakljfnen aan ¢,
waarvan ecen der rackpunten in het punt C van " ligt.

Alle Iijnen, die @" in O raken, liggen in het raakviak V
in ¢ aan @". Dit raakvlak snijdt o" volgens een kromme ",
die in O een dubbelpunt heeft. Zal de in € rakende lijn
¢ @" nog in een tweede punt raken, dan moet ¢ een uit ¢
getrokken raaklijn aan p" zijn. Zij moet nl. nog in een
tweede punt C" twee samenvallende punten met @" en dus,
als lijn van V7, met " gemeen hebben. Aangezien p" in O
een dubbelpunt heeft, is de klasse van pt gelijk aann (n — 1) — 2.

Men kan door € twee raaklijnen trekken, die " in €
raken, nl. één aan elk der door het dubbelpunt gaande
takken. Daar een dergelijke r: aklijn in C drie samenvallende
punten met p" en dus met @", gemeen heeft, is zij hoofd-
aaklijn voor ©" mel raakpunt in €, en derhalve geen in (
rakende dubbelraaklijn.  Deze raaklijnen moeten dubbel
geteld worden, daar zij ontstaan zijn door het samenvallen
van twee raaklijnen, als gevolg van het tot de kromme naderen
van een punt I tot O, _

Men kan dus uit Cn(n — 1) — 2 — 2 X 2 = (n — 8) (n -+ 2)
raaklijnen aan p" trekken, zoodat ook (n — 3) (n -+ 2) dub-
belraaklimen een van haar raakpunten in ¢ hebben.

Uit een punt C van een opperviak " kan men dus (n — 3)
(n -+ 2) dubbelraakljnen aan @ trekken, die een van haar
raakpunten in C hebben.

§ 37. Bepaling van het aantal der dubbelraakljjnen, die men
uit een punt Z aan een opperviak @ kan treklen.

lien plat vlak 7 door den top Z van het kegelvlak 0,
dat gevormd wordt door de raaklijnen », getrokken uit een
punt Z, aan een oppervlak @", snijdt " volgens een kromme
¢". Aangezien men uit het punt Z n (n — 1) raaklijnen aan
de kromme ¢" kan trekken en elk dezer raaklijnen in het
raakpunt twee samenvallende punten met ¢® en dus ook met
@" gemeen heeft, m.a.w. een lijn » is, snijdt het vlak V
het -tunhn]Iingskugel\'luk volgens n (n — 1) rechten 7.
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Hieruit volgt:
De raaklijnen, getrokken uit een punt Z aan een opper-
vlak ©°, vormen
een kegelvlak O van den graad n (n — 1).

Onder de FKlasse van een oppervlak @©" verstaal men het
aantal raakvlakken aan ©@", gaande door een willekeurige
rechle A 5.

Wanneer een vlak W door 4 B ©" raakt in hel punt C,
ligt ¢ op &7 op het eerste pooloppervlak van 4 t o.v. @"
als raakpunt der raakliin 4 C uit 4 aan @", alsook op het
gerste pooloppervlak van B L. o.v. @" als raakpunt der raaklijn
B C uit B aan @", welke n]‘:pel'\f]uld{(m resp. van den graad
mn—1 en n—1 zijn en dus a (n — 1)* snijpunten hebben.
Door A B kan men derhalve n (n — 1)* raakvlakken aan @"
leggen, m. a. w.

de klasse van @" bedraagt n (n — 1)

Ook door de rechte Z Y, gaande door den top Z van het
omhullingskegelvlak 0, zal men dus 2 (n — 1)* raakvlakken
aan @" kunnen leggen. Daar elk raakvlak door 2 ¥ aan @"
tevens raakvliak aan het kegelvlak O is en ook omgekeerd
een raakvlak door Z Y aan O raakt aan ", gaan door ZY
even zooveel raakvlakken aan O, waaruit volgt, dat ook
het kegelvlak O is een oppervlak van de klasse n (n — 1)

Wij snijden O nu met een vlak U, gaande door het punt
Y, en krijgen dan als doorsnede een kromme "® =Y, aan-
gezien O een oppervlak is van den graad »(n —1).

Fen raakvlak door Y Z aan O snijdt U volgens een raak-
lijn wit ¥ aan de doorsnede "™ =1 ferwijl ook een raaklijn
uit Y aan 2"™—Y de snijlijn is van 7 met een raakvlak
door Y Z aan O, zoodat het aantal der raaklijnen, die men
uit ¥ aan "™ =Y kan trekken, overeensteml met hel aantal
der raakvlakken aan O, gaande door Y Z. Laatstgenoemd
aantal bedraagt »n(n — 1)* dus

de klasse der doorsnede "™ =" is gelijk aan n(n — 1)

Door een beschrijvende lijn » van het kegelvlak O gaal
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in het algemeen één raakvlak aan @", nl. het raakvlak in
het raakpunt R van ». Dit vlak raakt tevens aan het
kegelvlak 0.

Is » dubbelraaklijn voor @, rakend in de punten Iy en R,
dan gaan door » fwee raakvlakken aan @', resp. rakend in
By en R, Deze raakvlakken zijn ook raakvlakken voor hel
kegelvlak O, zoodat O blijkbaar met twee bladen door r gaal,
m. & w. 7 is dubbelribbe voor het omhullingskegelvlak. De
beide raakvlakken door » snijden vlak @ volgens twee raak-
lijnen aan «""=Y die elkaar snijden in het snijpunt ) van
r met U, zoodat «""—1 in ) een dubbelpunt bezit.

Wij zien dus, dat elke dubbelraaklijn uit Z aan @" dub-
belribbe voor het omhullingskegelvlak 1s, welke dubbelribbe
weer een dubbelpunt der doorsnede 2"® =1 Jeyvert.

Het aantal der dubbelraaklijnen, die men uit Z aan ok
kan trekken, stemt dus blijkbaar overeen met hel aantal der
dubbelpunten van o =1,

Is » een der door Z gaande hoofdraaklijnen aan ", dan
kan men zich » uil een dubbelraaklijn ontstaan denken door
het samenvallen der raakpunten Ei en Rs. Door » aaan nu
twee samenvallende raakvlakken aan @", en dus ook aan
het kegelvlak O, zoodat O door »r gaat met twee bladen, die
ecen  gemeenschappelijk  raakvlak hebben, m.a. w. » is een
keerribbe van het omhullingskegelvlak., Deze beide samen-
allende raakvlakken snijden vlak U volgens twee samen-
vallende raaklijnen aan de doorsnede «"® =Y in hel snijpunt
K van » met U, m. a.w. a""—" heeft in K een keerpunt,

Elke hoofdraaklijn aan @", gaande door Z, is blijkbaar
een keerribbe van het omhullingskegelvlak, welke keerribbe
weer een keerpunt der doorsnede o"® Y Jevert.

Het aantal der door Z gaande hoofdraaklijnen stemt dus
blijkbaar overeen met het aantal der keerpunten van a"®—1,

Volgens § 85 kan men uit een punt Z n (n — 1) /(0 —2)
hoofdraaklijnen aan een oppervliak @" trekken; «"® =1 hayif
derhalve #n (n— 1) (n — 2) keerpunten.

Aangezien de klasse cener kromme door een dubbelpunt
met twee en door een keerpunt met drie verlaagd wordt,
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is de klasse der doorsnede 2"®—% gelijk aan n(n — 1)
mn—1) — 1 —3n—1) (n —2) — 2maal het aantal
dubbelpunten van z*®—"b,

Daar wij reeds gevonden hebben, dat «"®—1 een kromme
is van de klasse #n(n —1)% krijgen wij de vergelijking:
nn—1)l2=nm—1)nnr—1) — 1] —3nn—1) (n — 2)
— 2maal het aantal dubbelpunten van &*®—1,

Het aantal dubbelpunten van &""—1 pedraagt derhalve

% mn—1) nn—1) —1 —3nn—1) (n—2) —n(n—1)% =
3 (n—1) (n — 2) (n— 3).

Nu is het aantal dubbelraaklijnen aan ©°, gaande door
het punt Z, gelijk aan het aantal dubbelpunten van e"®—1,

Hieruit volgt:

Daoor het punt Z gaan j, n(n-—1)(n—2)(n—23) dubbel-

raaklijnen aan het opperviak Q.

Beschouwen wij nu het geval, dat het punt Z ligt op het
oppervlak @".

Volgens § 36 kan men uit Z (n — 3) (n -+ 2) dubbelraak-
liinen aan ©@" trekken, die een van haar raakpunten in Z
hebben. Elk van deze dubbelraaklijnen vervangt twee der
dubbelraaklijnen, die door een niet op @" gelegen punt gaan.

Dit ziet men gemakkelijk in, wanneer men n =4 slell.
Ligt punt Z op @* dan moet van elk der door Z gaande
dubbelraaklijnen een der raakpunten in Z liggen, daar zij
anders meer dan vier punten met hel vierdegraadsoppervlak
gemeen zou hebben. Het aantal der dubbelraaklijnen, die
@" in Z raken, bedraagt (4 — 3) (4 4 2) = 6. Deze 6 dub-
belraaklijnen moeten dus alle door Z gaande dubbelraaklijnen
vertegenwoordigen.

Het aantal dubbelraaklijnen aan @', gaande door een buiten
@' gelegen punt, bedraagt l r ORI LIV G

Hieruit volgt, dat elk der bovengenoemde 6 dubbelraaklijnen
dubbel geteld moet worden.

Door een buiten het oppervlak @" gelegen punt kan men
; n(n—1)(n—2) (n—3) dubbelraaklijnen aan ©" trekken,
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t. 9

Elk der (n — 3)(n - 2) dubbelraaklijnen, waarvan een der
raakpunten in Z ligt, moet twee maal in rekening gebracht
worden bij de beschouwing der door Z gaande dubbelraaklijnen,
Hieruit volgt:
Het aantal der dubbelraall ynen, gaande door een op Q" gelegen
punt Z en waarvan geen der raakpunten in Z ligt, bedraagt

i;-n m—1)(nr—2)(n—3) —2 (n— 38) (n + 2) =
; (n— 8) (n— 4) (12 4 n -+ 2).
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STELLINGEN.

Het is onmogelijk de oppervlakken en inhouden van figuren
op juiste wijze elementair te behandelen,

II.

De gebruikelijke behandeling van integralen over gebieden
(van een vlak) is onjuist en noodeloos lastig.

1.

De conclusie: «In een puntenreeks zijn @5 involutics v
y 1ies van

den tweeden graad» is onjuist.
J. A. BArravu. Analytische Meetkunde, Deel T bl 84,

IV,

De stelling van StewArT behoort meer op den voorgrond
gesteld te worden dan gewoonlijk geschiodt.

V.

Bij de beschrijving van flitsspectra, opgenomen mel de
prisma-camera, verdient het aanbeveling de storkte doy flits-
Imngjm op le geven voor eenige punten langs den omtrek.

VI.

De besluiten van Eskeraxn over de intensiteitsverhoudingen
der componenten van het kwiktriplet 2 — 25 zijn niet vol-
doende door zijn proeven gestaafd.

Phys. Z. 28. 89, 1927.
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VII.

De inhoud van het artikel van Wynx-WiLLiams <An in-
vestigation into the Theory of the Three Point Gap» is niet
in overeenstemming met den titel.

Phil. Mag. Feb. 1926. Vol. 1. N% 2. p. 353.

VIIL

Ten onrechte meent CromMeLIN, dat door Jan van MUsSsSCHEN-
proek geen luchipompen met scheeve cvlinder vervaardigd
Zijn.

Physica. 7. 176. 1927.



;I ,'.*',—" _:u
3 st e Lo TRl
1“-}1 ?i:%”'

i
|-
=

e
&

d s’
i Bt

At DA
.%gfnJ4ﬁf

e o Ty A S
._-' :':n r::l“"l_ “I—r - B

o K
5" -
- .

J."Il '.‘_ x r' *
o

b= "~nah ] L e

7






ot *_:'( 4 ?:
L a w' [ e \'_3.' (
{} B Tt

ok S BT 1
R r‘l"_ s




L
T
A e —

S

- 4“‘ '
S E

e
e TS

L
A

o e

- - ——
Pt e e - & ST TR e 2
s Y & R R et W2 sl e
o

=<
ey

- -

= e e

R e 3 7 T T
el % CpCAS o

Ehr
G

- -
et
T
ST

e
-

HXR 2

S
SO
o

AR
A AR
AT X X

e e N

~ .‘.”‘,.:.

"
-

e

e

e

']

A

VT
o

R

N

)
g

i

3
- g
st

it

.
)
»,

@

o

At

~

b

)
e



http://www.tcpdf.org

