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Over Differentialen van gebroken orde en haar gebruik

bij de afleiding van bepaalde integralen.
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De eerste, die eene uilgebreide theorie gaf over differentialen van gebroken ovde, was LiovviLie
in 1832 (Journal de T'Ecole Polytechmique t. XIHT en XV, Crewce’s Journal Bd. XTI en XIID.
Uttgaande van de definitie:

. ot —&f < .
”.r enT — . P E — l pm i =5 — ms, en*

waarin & en m geheel willekeurige grootheden zijn, ontwikkelt hij de algemeene formule:

n;fl‘(:r')_i(r_ﬂ;:‘j.f.] [@+ypy=F=tdy,. . . . . . . . (4)

waarbij £ {0 en f(2) = X A, e~ terwijl alle m, > 0, zoodatl [(x) =0 voor & = ce; ingeval
£ en m, complex zijn, hebben die voorwaarden betrekking op de reéiele gedeelten, Zooals hij zell
hierbij opmerkte, stelt deze formule ons in staat vele bepaalde integralen al te leiden; evenwel
heeft: hij er nooit zoodanige toepassingen van gegeven. Dil is gedaan door mijn vader in zijne
dissertatiec: «Over diflerentialen van gebroken orde en haar gebruik bij de afleiding van bepaalde
integralen» (Leiden 1870). "t Was hierdoor, dat mijn aandacht op dit onderwerp werd gevestigd.

Om namelijk in (A) waarden voor hel eerste lid le vinden, moet men de functie [(z) eerst
ontwikkelen zoo mogelijk in reeksen van exponenticelen, waarna de definitie rechistrecks kan
worden toegepast.  Met behulp zijner definitie vond Liovvicie echter ook de algemeene uitdrakking :

e 1 (— 1Y (m 4 %) 3
bim=Fepmy ' e o ()

waarbij m > 0 en m - & > 0, maar overigens m en & willekeurig zijn. 't Is dus ook voldoende
. ; : I , . ‘
om [ (x) te ontwikkelen naar opklimmende machten van - ten einde onder toepassing van (1)

eveneens waarden voor het eerste lid van (A) te vinden,

Sinds die theorvie van Liovvieee zijn vele verhandelingen over differentialen van gebroken orde
verschenen.  Voordat ik deze echler leerde Kennen, was "t mij gelukt, uitgaande van eene andere
definitic dan die van Liovvicie, eene nicuwe formule te vinden, die zich er ook toe leent vele
bepaalde integralen al te leiden.  Hoewel mij nu naderhand bleek, dat eene soortgelijke formule

direct als specinal - geval

g 15 te verkeijgen il reeds algemeener opgezette beschouwingen over
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differentialen van gebroken orde. meende ik toch tot ’t geven van de afleiding dier formule en
hare toepassingen over le kunnen gaan, omdat:

1°. er nog een wezenlijk verschil optreedt tusschen de voorwaarden, waaronder die formules
zijn te bezigen, — en

2% zulke toepassingen van die formule, voor zoover mij bekend, nog niet zijn gegeven.

Voor het doel, dat ik mij voor oogen stelde, is °t derhalve voldoende alleen die verhandelingen
hier te bespreken, welke daar ’t nauwste mede samenhangen. Dit is geschied in het «llistorisch
overzichty, terwijl ik mijne eigen ontwikkelingen heb verdeeld over de twee daarop volgende
hoofdstukken. In het eersle daarvan is, behoudens enkele opmerkingen ten aanzien van het
cekozen uilgangspunt, de formule algeleid, die een verband aangeelt tusschen die differentialen
van gebroken orde en de bepaalde integralen, en zijn met het oog op deze formule van een
beperkt aantal van functies de gewenschle differentialen van gebroken orde ontwikkeld; in het
tweede hoofdstuk  zijn met behulp van meerbedoelde formule de waarden van verscheidene

bepaalde integralen algeleid.



Historisch overzicht.

1. In de dissertatic van Dr. K. Bocnow over: «Der Differentialquotient zu beliehigem Index»
(Halle 1885) vindt men een «Uehersicht ueber die bisherige Entwickelung dieser Theorie und
ausfuerhliche Darstellung der veellen Differentiation zu heliebigem reellem Index.» In dat overzicht
onthreekt er echter te veel aan kritische beschouwing dan dat men daarheen zou kunnen verwijzen.
Zonder meer worden er resultaten van verschillende schrijvers in medegedeeld, die onderling veel
overcenkomst vertoonen, en dos oogenschijnlijk alle op juiste wijze zijn afzeleid: toch zijn er
enkele onbetrouwbaar te noemen, waarop wij de aandacht willen vestigen.

2. Wanneer men het begrip «differentialen van gebroken orde» hij definitie wil vastlegoen ,
zal men dit natuwrlijk z06 trachten te doen, dat daaruit voor geheele orde resultaten verkregen
worden, die overeenstemmen met de gewone analyse. 't lIs hierom reeds duidelijk, dat er
verschillende uitgangspunten mogelijk zijn.

3. Zoo kan men uit eene verhandeling van Eveer («Commentarii Acad. Petrop. V.o 173031,
diegedeeltelijk door Liovviiie is overgenomen in Crelle’s Journal Bd. XI p. 16—19, de volgende

definitie van hem opstellen :

; I (e -4-1) .
I’J’z [l — (- i !- / o —£ !
I'(u —&4-1)
waarbij de  I-functies in de plaats gesteld zijn voor hare bekende hepaalde integralen, zoodal
als voorwaarden hierbij moeten gelden: w > —1 en p— 85 —1: £ s dus nog niet geheel

willekenrig aan te nemen.  Ten deele is dan ook slechts waar, wal LIoUviLLE dienaangaande
opmerkl: «que ses vaisonnements ont quelque chose de vague et incomplety,

4. Hierom stelde Liovvieee zijne veeds genoemde definitie op :

. . . . .

H: G SR EW SRR (1)

waarbij & nu wél willekeurig is. Maar op de algemeenheid, die Liovvicie er aan tockende .
mag ze evenmin aanspraak maken, daar eene willekeurvige funetie nu eerst gediflerenticerd kan
worden, wanneer ze te onlwikkelen is in reeksen van exponenticelen.

Zijne definitic toepassende op de beide leden der hekende vergelijking :

il =

= / e TV da, waarin m > 0 en 2> 0,
e " (m).Jo ]
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vindt hij:

D —(—1) / a=ex ot ol :(—-'1)51"(?13-{—;':) (O)
o r (m). £ x*+E T (m) SR

dus een eindige waarde, mils m - £ > 0. Dezelfde uitdrukking verkrijgt hij, wanneer @ {0,

door dan namelijk uit e gaan van eene andere soortgelijke integraal, zoodat (1) in ’t algemeen

te gebruiken is voor m > 0 en m - &> 0. Niet geoorloofd is 't, wat LiouviLre doet en Bocrnow

blijkbaar goedkeurt, eene a]gelm_-enem beleekenis aan de I'-functies in (2) loe te kennen,

namelijk die, welke voortvloeit uit de volgende definitie van Gauss:

P (n—1)
DO =l Ry

Deze uitdrukking wordl slechls oneindig voor alle negalieve geheele waarden van z, mel

inbegrip van nul, terwijl de I'-functies, voorkomende in (2), oneindiz worden voor alle negatieve
waarden harer argumenten, omdal ze daar de plaats vervallen van hare overeenkomstige bepaalde
integralen :

2. Bij hel zoeken naar ]Jf sin mxz en D cosmz begaal LouviLLe eene onnauwkeuorigheid.
tij vindt:

o

E . - o RS 5 £ ¢ T )
D;sin max — m# sin \max -+ 5|, en D; cos mx = mf cos \m x = SR ()
~ (:2 v)

Ir

en merkl nu op, dat verandering van m in — m geell:
DEsinmaz = n) sin |8 = z|, en Dcosma n)t cos 1€ = | (4
s sinmx = — (— m)f sin |& - —mz|, en D:cosmx = (— m)t cos |§ - —m x| (4)

wal voor & miet geheel met de voorgaande uitdrukkingen in strijd is. Niettemin accepleert
hij beide waarden en voegt er als verklaring san toe, dat men (3) of (4) moet gebruiken, naar-
gelang sin m @ en cos m 2 te beschouwen zijn als de limiet (n = 0) van e** sin m @, €= cos m &
of van e="* sin max, e~"* cos mx. In de dissertatiec van mijn vader wordt slechts aan (3) vast-
gehouden, maar geeischt m » 0 (zie pag. 24—25). Met evenveel recht zou men evenwel kunnen
eischen m {0, zoodal de muclclukhcld daarmede niet is opgeheven.

LiovvitLe gaat als volgl te werk:

(!l'm: o cwiur: ﬂ;' "z (, )H)g — (_.*im_r (_ ; ”});.

Disinmax = D

D4 1
en daar:
f —eity en (—iff =e—it7,

substitueert hij:
(tm)f =mEeifs en (—imf =mie— ity
waarna hij komt tot (3). Wanneer hij gesubstitueerd had:
@Em) = (—m) e—t3 en (—im)i = (—m)t o'ty
zou hij 1ot (4) gevoerd zijn. Tol zoodanige substituties heelt hij echiter niet het recht.  Evenals zijne
.. . . wpey . r .

definitie dezelfde is voor een posilieven of negatieven coéfficient van @, zoo zal ook voor 1) sin m
eene uitdrukking gevonden moeten worden, die dezelfde blijit bij verandering van i in — n;

bij harve alleiding zal men dus alleen zoodanige snbstituties mogen uitvoeren, die op zichzell reeds
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geene verandering ondergaan, wanneer men m door — m vervangl. Men handele dan ook als volgt

ima t__p—imz( o - J ( |
1)3 ‘\.;“ ma— e (J'Lff) ’_(‘l}”) - ‘_)l !‘. = pimr +Elgim ___ C——E::: - Ely i,_.,_; =

e ﬁ,lz If_'os (mz—i&lgim)tisin(mae—islgim)—

—cos(ma-t&lg—im) - isin(ma 40 Ely—i m); —

i e L3 S - bt B | s ; s
= St ML — - (lgim —1lg—i m)} sini-5-(lygim - lg—im) +
l YA : s E

+ sin { m &

ure
Jre

LS

b (gem —lg—1 m)! cos t—-(lgim 4 ly —im) =

(85

:
3 Ugim 1y —im).

—sin{mae—1

LS| Y

(lytm — Iy — inr)%

Hierin kan men nog nemen:
lgim—Ilg—im=Ilgi4lgm—Ilgit—1lg—m=1lgm—Ily—m
lyim4-lyg—im=lgit+lgm4lg—i4 lgm=lgm?,

waardoor men ten slotte vindt:

3 £ ‘
e »— (AT o - TS .
D; sin m @ = (m*)* sin et (lg m — lg — m); ?
Op gelijke wijze leidt men af: Y . ()
3 £
D; cos m x = (m*)? cos {m & — r.'-;- (ly m — Ly — m) & ‘

¥ . E o~/ . ) 1] .
6. De waarden, die men volgens (1) voor [0 f(x) vindt, zijn niet de meest algemeene.

Wanneer & = — a = negalief geheel, moet aan die bijzondere waarde volgens de integraalvekening
a—1
worden toegevoegd: ¢ (2) = X ¢, @® om tol de algemeene te komen. Liovvicie heelt dan ook
- ' { m=0 ]

bij de ontwikkeling zijner theorie twee hoofdstukken gewijd aan die complementaire functie ¢ (),
ingeval & willekenrig is (Zie Journal de PEcole Polvtechnique t. XHI p. 94—106, en Crepie's
Journal Bd. NI, p. 1—10), waarin hij langs twee verschillende wegen tot denzelfden uitkomst
wordt gevoerd, dat namelijk de complementaive functie, ingeval & niet geheel is, eene geheele
algebraische functie is van cen onbepaald, doch eindig aantal termen, — dus:

i (L) =0+ artcad... - ¢, @™,

We zullen aantoonen, dat dit resultaat, hoewel langs twee geheel van elkaar verschillende
wegen in volkomen overcenstemming met elkaar verkregen, toeh fout is,

Zijn eerste bewijs steunt op een voorafgegeven theorema, dat zegt, dat elke geheele algehraische
functiec X e, @* ontwikkeld kan worden in eene reeks van exponenticelen ¥ a, e, waarin alle
exponenten i, oneindig Klein zijn, — en omgekeerd,  De volgende heschouwing overtuigl ons
gemakkelijk van de juistheid hiervan.  We weten:
ehes — p— A= (‘;’H'__ o ﬁ.:‘)ux

= lim -, dus @ = lim
he0 2 ' =0 2™ !

hetgeen na ontwikkeling volgens het binomium van Newrox in den teller geelt cene recks van
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exponenticelen mel oneindig kleine exponenten, alleen wanneer. m positiel gehieel en eindig is.
Zoo m miel positiel geheel is, geldl bovendien die ontwikkeling niet meer bij de limiet 7 = 0.

Indien m = 0, kunnen we schrijven voor ¢, = ¢ lim <.
h=10

Om nu te komen tot de complementaire functie ¢ () merkt Liovvitee op, dal men aan de

bijzondere waarde volgens (1) voor 1) [ (x) kan toevoegen zoodanige funclie ¢ (z), die verdwijnl
door toepassing van de legenovergestelde bewerking, dus waarvoor geldt: 117 ¥ ¢ ()= y () =0,
of anders unitgedrukt: elke functic ¢ (2) = D; w (), indien g () = 0. Ten einde op y () de
definitie toe te kunnen passen, moet ze bestaan uit een som van exponenticelen, b. v.:

Y (x) = kling (ede=—Te st =) ==1()!

L1ouvILLE gaal uil van:

5 1 phe ___ p—hz :
uz)—climhs ——=—" 3 —1).
T ( 7 o 2 If'
5 1 ]
neemt & = -, en vindt dan:
: 1z ks i : ) Tt =
3 ) : (,"f_:h-g_(z._i.r(__h)z i (_,ar_(,—&_r A 1 l_ /_l ,
Dy (x) = r‘!.;h'n; h2 —57; — "n;’“ff] ,Ufl —— ]Q o = Co=q(Z).
1 - I  — — -

»
Uitgaande van ecne andere functie  (2) = 0 vindt hij op soortgelijke wijze: g (1) = cj - ci 2, enz.

waarna hij ten slotte het besluit trekt, dat ¢ () = Y ¢, 2", zoo & niet ocheel is.
3 I / 0 ? o
m=

Waarin  Liovviie's fout schuilt, wordt duidelijk, na helgeen we hebben opgemerkt bij het
E . E o . .
bepalen der waarden van D; sinm x en D cos m @ volgens (1).  Blijkens de opmerkingen, die

wij daarbij maakten, moet men ook nu als volgt handelen:

1 L L :
- L '1_ :fx,r I'g —rkse E A ] ) % : ! , |
Dy (.113) = ¢ ltm Ii® gl (o) ( I) — 2;'— Lin -lr_.'"*” — e hr—glgh=l =0 — ()
k=0 20 - k=0
A i .
daar lim —-(ly h — lg — I) = 0, — terwijl de bewerking van L. neerkomt op:
hA=0 =~
s | v a] _ 1
lim - (lgh —lg — h) = lim - (lgh — lgh — ly — 1) = — S5
k=0 % k=0 4 2%

wal geenszins e rechlvaardigen is. Hij verliest uit "t oog, dat bij de limiet 4 en — / gelijktijdig

nul worden; verschil in teeken bestaat dan niet meer. Met even weinig recht had hij kunnen nemen:

. I
;’lf{nn 9 (lg —1+1lg—h—1lg—h)= + 9 lg — 1.

Zonder deze gekunstelde methode van L. verder te vervolgen en hare onjuistheid aan te toonen
zullen we er ons liever dadelijk van overtuigen, dat algemeen ¢ () = 0, wanneer & = (),
De ecisch was te voldoen aan: D% ¢ () = 0, dus moet al vast: ¢ (2) = X a, e™, waardoor de
voorwaarde wordt: N a, m, F eme = (), Dil brengt in de eerste plaats al mel zich mee, dat de
exponenten m, oneindig klein moeten Zijn. ;

Maar volgens het op de vorige bladzijde genoemde theorema van Liovvieee moet dan g ()

m
zijn eene geheele algebraische functie, dus ¢ (2) = ﬁl cy 2, waarin nu nog de waarde van m
n O, 1..

zal Dlijken al te hangen van & Tol het opsporen dier voorwaarde kunnen wij nu ook lwee

wegen inslaan.



Ten eerste komen we door de subslitutie:

L —hz w i
. et —e ; : : : | =
x — lim S tot: p (@)= 2= cu*= lim (et st a S A s A2 Y
hA=0 = n=0,1,: h=0n=0,1:.

waarin de codélficienten e in hunne noemers /£ bevallen, hoogstens tol de macht m, zoodal aan:

m

D%y () = Lm a,(mh)y=%ets +a_, (—nh)—te—nk= E = ()

A== n'= 01155551

—

door geen enkele waarde van » voldaan wordl, zoo & = 0, en door alle waarden van » { — &,

zoo £ 0. We vinden dus niet alleen, dat ¢ () = 0, wanneer & = 0, — maar levens, dat
g () = ¥ e.a*, woarin m het eerste geheele gelal voorstell {— &, wanneer & 0.
M= Dl 5

Tol ditzelfde resultaat worden we gevoerd door gebruik te maken van (2). Dit toepassende op
| n
g (@) = Y ¢, " krijgen we als voorwaarde:
n=_u

Lics
2 (A)tr(—n—§)
‘f‘" 7 al
?]"Flln- I (-—)’)

En daar de I'-luncties hierbij in de plaats staan voor hare overecenkomstige bepaalde integralen,

D% g (B)i=

bt = (),

zal hieraan, voor alle waarden van 2, slechts voldaan kunnen worden, wanneer gelijktijdig
I'(— n—&) ecindig en I' (—n) = oo, dus wanneer — & >n = 0. We zien hieruil voor
den dag treden, dat geen enkele waarde van 2 voldoet, zoo & = 0, terwijl te nemen is
n=20,1,2...enz, mts {— &, zoo & 0.

Het tweede bewijs, dat Liovvitee geelt van zijne complementaire functie, berust ook op de
toepassing van (2), waarin hij echter, zooals we reeds opmerkien, ten onvechle aan de I'-functies
eene algemeenere beteekenis heell toegekend, die maakt, dat aan:

B = et LTl (T ) g
Dif g @ =Dr S =To =t ol =i,
bij & niet geheel, voldaan wordt door alle positieve geheele waarden van 2, met inbegrip van

nul, daar dan I" (— n) == oo en I' (— n — %) eindig 1s.  In die foutieve onderstelling vindt hij
"
weer ¢ () = X e¢,2, waarin m willekeurig is.
£ " DELSS ;
7. Eene andere onnauwkeuvigheid begaat L. bij het volgende.  Iij neemt:
- wzu’» - y it

. = . n
my, = lim - = lim ,
h=0 h he=0 l

naargelang e, grooter of Kleiner is dan nul, in de uitdrukKking:
“i f (.!“) “ > .-l,, Q¥ : .-1.. (AL Ju,:‘ .
en ontwikkelt volgens het hinomium van NEWTON:
A —e™ >0 en my, > 0), en (1 — e ) (h>O0en m,0).

Na substitutie vindt hij dan, ingeval:

¥

. X (DGR (@ —k—1 h)
m, > 02 D5 f(x) = lim '
' h 0 hi‘
§ (=D GEy f@—k—1 R

ma < 0: D; f(2) = () ,h'm fel It
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Deze uitdrukkingen stemmen, voor & geheel, volkomen met de gewone analyse overeen; de
oneindig voortloopende reeksen worden dan polynomia. Door deze overcenkomst zou men er
allicht  toe geneigd zijn te onderstellen, dat LiovviLie’s definitie toch weer wel algemeenheid
bezit.  Men merke evenwel op, dat de genoemde ontwikkelingen volgens hel binominm van
NeEwron slechts gelden zoolang £ 5 0; in de uitgevoerde ontwikkelingen mag men niet overgaan
tot de limiet & = 0, wanneer & niel geheel is, zoodat zulke algemeene formules dan ook werkelijk
niel al te leiden zijn uil de definitic (1) van LiouviLie,

8. Zal de aard der functie in 't midden gelaten worden, dan moet men voor zijne definitie
ook zoodanig uitgangspunt kiezen.

Zoo trelt men aan in RIEMANN'S Gesammelte Werke (von I. Weper und R. DepEKiND, 1867)
een «Versuch einer allgemeinen Auffassung der Integration und Differentiations (p. 331-—344),
dal dagteekent van Januari 1847. Zelf heeft Ripvany die verhandeling nooit gepubliceerd, omdat
hij zich later blijkbaar niet meer met de daarin uilgesproken meeningen heeft knnnen vereenigen.
Toch worden zijne resullaten wel eens door anderen aangehaald, alsol ze volkomen juist en op
volkomen juiste wijze zijn afgeleid, om welke reden wij hel niet overbodiec achten hier aan le
toonen, waar RIEMANN in zijne afleiding dwaalt.

Hij vestigt er den aandacht op, dat in de ontwikkeling van Tavion:

. b ;
/(:E—]—h):pl j-l-|——f(.i.f).]£'i T o TR T e N ()

—op!dar
de differentiaalquotienten optreden als coéfficienten van i, behoudens een factor —-.  Naar
)1

analogie hiervan laal hij nu de differentialen van gebroken orde: DI © f(x), waarin ) ceheel

en « een echle breuk is, als coéfficienten van he+# optreden in de algemeene ontwikkeling ;

+ o 4
\J 1+ & p - [
f@+h)= 3 k, .DEY*f(2).het= . . . S (7))
P=—w
waarin de factoren %, o . zoodanige waarden mocten hebben, dat ze voor « = 0 overeenstemmen
met die, welke voorkomen in ontwikkeling (6).  Voordat Riemasy tot de bepaling dier factoren
overgaat, deell hij 't een en ander mede over ontwikkelingen van vorm (7) en protesteert daarbij
zeer agegen das Verdammungsurtheil, welches man den divergivenden Reihen gesprochen haty |
en wel op grond van het volgende resultaat, dat hij vindt:

- fe he—r—= (@ — byr+= 2
F(.u—{—'I)H,,:imf(lub—p——« e D)8 STECTRE S T TR A (8)
waarin p geheel, « gebroken en u niet negatiel geheel is.  Onder veelvuldige loepassing van (8)

1

— - -, en komt hij tot resultaten, die door hunne
I'(p+ati)’ J ’ '

vindt hij ten slotte: kgt o=

overeenkomst met die van anderen oogenschijnlijk betrouwbaar zijn. De afleiding van formule (8)
mag men evenwel niet voor juist verklaren. Riemasy komt daar toe door zich het volgende
probleem te stellen: 2 te ontwikkelen in eene dubbeloneindige recks naar opklimmende machten
van & — b, wier exponenten niet geheel zijnen telkens 1 verschillen,  Hij tracht dus in:

+ e

kot = =3 Coptu(@— b)rta
P=—

de constanten & en ¢, .. nog nader te bepalen,
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Aan dezen opzet van hel vraagstuk is de onmogelijkheid al vooral in te zien. Na eenige juiste
herleidingen vindt hij echter:

] At 8 1 el 2 g SN C'(ptat-D) I (—p—caet-1)
f=(—p—a)c, 1,07 "/U (1 —gp—r=s=tyrtady =, br+e—n TP 'J'FF)(.u (+ -1)1 ’
en merkt hij hierbij nog uitdrukkelijk op, dat dit slechts geldt zoolang w > p 4 « > — 1.

Toch voegt hij er onmiddellijk aan toe: «es Lisst sich aber auf alle Werthe von g und p -+ «

o LT - 1 .

ausdehnen, wenn man das I emer negativen Zahl als durch das Geselz: 17 (n) = I' (1)
2 n

aus den positiven abgeleitet definivty (de veranderde nolatie is ook hierin doorgevoerd), zoodat

hij zonder eenige voorwaarde vindt:

I' (1)
(‘P_i_::,i-bu—p—.‘c 4 ——
waarna hij komt tot (8). Aan deze uitdrukking moel evenwel verbonden blijven de voorwaarde
wyp 4t a>—1, omdal de I-funclies in de plaats staan van hare overcenkomslige hepaalde
integralen en alzoo aan dal teeken geene algemeenere beteckenis mag worden toegekend; zoodra
harve argumenten nul of negatiel zijn, verlegenwoordigen ze oneindig groote waarden,

9. Van de resultaten van RieMany’s onderzoekingen willen we nog nocmen:

Uif(:’-’):T'(;lifs')'../,:(tv—f)'"f“l!(f)f" e oo 0 (D)

N + @ 2 .T-—.E‘ —
waarin: ge= > K, ————
:' =1 l-"— (4':_“ “i‘

r I (w1 >
]): Qo = j.,' (l”(i_*;c_]? l) Qar =5 ‘*}“ (' . . . . . . . . (I“)

200w niel negatiel geheel is; (10) leidt hij al uit (9) door te nemen & = 0 en [ (x) = a*;

1y’ §{0 en [ (f) continu is tusschen de grenzen % en .

men ziel dan echter dadelijk in, dat moet optreden de voorwaarde w > — 1.

Hoe weinig waarde we blijkens L voorgaande aan (9) ook Kunnen toekennen, willen we toch
bij dat resultaal nog eenige oogenblikken stilstaan.

Aan de grens & is een groote willekeur verbonden.  Men neme slechts / z06, dat eene hepaalde
functie f(¢) tusschen de grenzen & en @ continu blijit.  Voor £ zal men dus altijd verschillende
waarden kunnen kiezen, b, v. &y oen K Als versehil der beide bepaalde integralen, die men
hierdoor in (9) verkrijgt, vindt men dan:

l ~k
r(—3) -,x-

terwijl /(¢) continu zal zijn tusschen de grenzen &y en ke Neemt men nu in (8):

=0 F1fd . . . L . (1)

1
= — £ ., a=0,0=2zenat —0O=—1{

en vervangt men p door »n, dan komt men tot:
(@=—=BH¥=L Loke g=t=1=s () :
3 (C E T e T (= By oy (it ) e e e a2
hetgeen Rigvany substitueert in (1), waardoor dit wordt van de gedaante g¢ en waarmee hij
dan heeft aangetoond, dat men i (9) voor & alle mogelijke waarden kan kiezen, mits £ (1)

slechts continu is tusschen & en @, Die substitutie van Riemass nu, voorgesteld door (12),
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komt overeen met eene ontwikkeling volgens het hinomium van NEwrox, en is daarom in den
aangegeven vorm slechts geldig, wanneer ¢ {a.  Blijkens (11) varieert £ van & tot ks, welke
grenzen afhangen van de continuiteit der functie /(f), — en terwijl @ variabel is, kan men dus
onmogelijk aannemen @ grooler of kleiner dan £ Ingeval >z zou men in (11) moelen

substilueeren :

(Fills Sl S L N o i’t___.li’_l___ (— ) 13
FE=RLT DI =) S (e R ds)

waardoor (11) geenszins meer is van de gedaanle ge.
Men ziel hier derhalve uit, hoe weiniz betrouwhaar ook RIEMANN'S resultalen zijn. Neeml

men ten slotte in (9): £ =z, dan vindt men de vreemde uitdrukking: D [ (z) = g, welke

ook niet kan bijdragen tol verhooging van hel inzicht in de differentialen van gebroken orde,

zovals RieMany die gedefinicerd wilde zien.

10. L. Souske komt in zijne verhandeling «Ueher den Zusammenhang hypergeometrische
Beihen mit hoheren Differentialquotienten und vielfachen Integrales (Progr. des Friedrich-Colleginms
zu Konigsberg i. Pr. 1867) tot de twee definities:

L s i F(.“_}"l.) rts ey L i A\ F
!).r A —F—(:;E *_}_*'*I])JM e I)x T —( l)

Uil i

I' (— u) i
waarin £ en u willekeurig zijn, dus aan de P-functies de meest algemeene beteekenis is toegekend.
Op algemeene geldigheid kunnen deze definities, evenmin als die van LiouviLLe, aanspraak
(o 10l )
s niel .
E geheel of

maken, zooals reeds dadelijk hieruit blijkt, dat men volgens de eerste bij
' : © uoneg.
3 ot > LA

S T 1 :
o niel .. & niet . w niet
geheel, en velgens de tweede bij acheel of '

acheel,
p— & neg. w—1 pos.| w—&—1 pus.(

waarden verkrijgl, die onalbankelijk zijn van x, & en .

De laatste uitdrukking komt overcen mel een rvesultaal van LiouvioLe (mils w < 0); de eerste,
die daar als "t ware legenover staat, was ook juist mijn uitgangspunt, waartoe ik gevoerd werd,
toen mij bleek, dat uit de definitiec van LiovviLie geene algemeene uitdrukking was af te leiden
voor [ x*, wanneer w > 0. Sonnse  heell echter met behulp dier definities geen formules
algeleid, die tot "t vinden van hepaalde integralen zouden kunnen dienen.

11, Een belangrijken stap deed Grinwarp door het invoeren van grenzen bij de diflerentialen
van gebroken orde, waardoor eene algemeene theorie mogelijk gemaakt wordt. («Ueher begrenzte
Derivationen und deren Anwendungy. Zeitschrilt fiie Mathematik und Physik. Leipzig, Bd. XII, 1867).

De aard der funclie onaangetast latende, onderzoekt hij de uitdrukking :

P

. ] = A : 2
f'.’,’f. I ”‘_"(Hﬁl)"[ﬂJ/(u:——nh). T - e G VY

== \
waarin #, h en & willekeurig zijn, Voor & geheel stelt (14) de gewone differentinalquotienten
voor.  Bij & niet geheel laat Grinwarn de reeks in 't oneindige doorloopen (m = ), waardoor
(¢ — m ) eene bepaalde waarde o verkrijgt, die in 't algemeen eindig is. Hij toont nu aan,
dat bij &= —1 de uvitdeakking (14) eene bepaalde eindige funclie is van &, @, w en [,

indien @ — u eindig is en [ (x) in 'L geheele rechtlijnige gebied van x = u tot @ = « eindig en
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continu verloopt. Na eenige eigenschappen van (14) te hebben bewezen, komt hij er toe onder
de genoemde voorwaarden uitdrukking (14) te noemen: D; [ (@) Z..

Ten slotte vindt hij het volgende resultaal:
E n/f \NFT=—1 ]
D: [ (@): =

'
Al S )= ()dl S e (15
g/, @07 (15)
waarbij als voorwaarden optreden: rveéel gedeelte van & = — 1, 2 — u eindig en /(1) eindig

en continu tusschen w en .

12, Vevder in hunne beschouwingen gaan nog Most (Zeitschrilt fiie Mathematik und Physik.
XVI, A871), Scuer (Progr. des Gymm. zu Bochum, 1885) en von Scuiwen (Progr. des Gynin.
zu Strashurg, Westpr., Ostern 1881 und 82). Zij kiezen zoodanige uilgangspunten, dat de
integralen, die men voor D [ (x). =5 in de plaats kan stellen eene grootere geldigheid verkrijgen
en dus ook doorgaan voor & -—1; men moel ze dan evenwel niet langs eene rechte lijn
uitstrekken, maar langs eene kromme, die een punt & insluil.

‘Lls ons echter niet te doen om eene zoo algemeen mogelijke theorie over differentialen van
gebroken orde, waarom we van eene bespreking dier verhandelingen kunnen afzien.  Alleen
willen wij nog wijzen op het resultaat van Bocnow:

E A l = + y
D f @iZi= ). @— D=1 Od . . . .. . 10)

waarbij nu als voorwaarden gelden: & (vecel) <0 en [ (1) eindiz en continu tusschen de grenzen
wen @ Ten aanzien van de recele waarden van & is deze uildrukking dus algemeener dan die
van GRONWALD.

13.  We gaan thans over tot hel geven van onze eigen beschouwingen over dilferentialen van
gebroken orde, waarbij van den aanvang al’ meer "Loog gericht was op haar gebroik bij de
afleiding van bepaalde integralen.  In den loop daaevan zullen wij gelegenheid vinden de bestaande

verschilpunten met de formules van GrinwALd en Bocnow uiteen (e zellen.
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1. Zooals we reeds opmerkten, nemen we als uilgangspunt aan de volgende definitie voor
differentialen vian gebroken orde:

waarin & geheel willekeurig is en aan de -functies de beteekenis zij toegekend, die voortvloeit
uit de volgende difinitie van GAvss:

: ol
O =ln oy T
Deze uitdrukking wordt slechts oneindig voor alle negatieve geheele waarden van het argument z,
mel inbegrip van nul.
2. Op de volgende wijze overtuigt men er zich gemakkelijk van, dat mel de vooropgestelde
definitic voor & positiel en negatiel geheel uitkomsten verkregen worden, die ook de gewone
diflerentiaal- en integraalrekening opleveren.

Onderstellen we het geval: # = 0, dan zal bij & = a = positiel geheel :

0P g — I'(n-+1) o nim—1)...n—a 1) n—a-1)

- — = t=nn—1)...(e—a+1)a"—4
r(n—a-t+1) I'(e—a--1) ( )l 1) ;
en bij & = — a = negatiel geheel:
g e o]
DI “x* __:“/ s — F(N s I) g e - - 5 (” ” .‘ e — ant .
¥ J T C(utat1)” (A1) +2)...(0+a) I (n-4-1) (DA (e ta)
Ingeval 2 < 0 kunnen we nemen u = — m (m > 0), en zal dan bij & positiel of negatiel geheel :
f - r'(—m+1) ,H,,,..r__'f‘”-' (Mt 1‘)"’_" (m -} & ")|,_.-.r
=* ir (’% Mm— & 1) TSI (~ﬁ m 1) x 1" (m) !
: : = T
onder toepassing der eigenschap: 1" (z) I' (1 — z) == et welke geldt voor alle waarden van =.
; St T

in daar voor ¥ geheel: sin (—m — &+ 1D a = (—1)fsin(—m-|1)n,

I’ (}H —l— ._,‘} =y
13 (m) ' '

200 voor £ geheel: Df x=" = (— 1)t -
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Wanneer dus & = a = positief geheel, vinden we

D= (—1) £ ﬁm(’i—) ) g=m—8 — (—1A)ymm+1)... m—a-t1)az—m-¢

en wanneer & — — a = negaliel’ geheel, komt er:

= “f r(m-—a (— 1) g—mta
) B — " da* — (— 1)— ‘-'*— me e — . .
15 / AT S I (n z) : m—1NDm—2...0m—a)

[ndien m geheel is, krijgen we, zoo « = m, in dil laalste geval eene alwijking, want de integraal-

rekening leert ons, dat dan:

g ‘. — m i (— 1)':! i SRR LT — 1 a—m-1 ( I)”‘_} <21 S W1 — it
./;I. LT — 1.9.3.., tmh— 1 / rldzx e / lya.da :

1.2.3...(m—1)

3. We hadden reeds gelegenheid te constateeren, dat deze definitic niet algemeen geldt,
omdat ze ons, zoo & niet geheel is, in den steek laat, wanneer n of # — § negatiel geheel 1s.
Bovendien kunnen we volzens de aangenomen definitie alleen die functies naar @ differentieeren
welke bestaan uit een som van een zeker aantal machten van @, of in een zoodanige som of
convergenle oneindig voortloopende reeks zijn te ontwikkelen.  Zoodra hierbij negatieve geheele
machten van @ oplreden, worden alle differentialen blijkens de definitie oneindig groot, zoodal
we genoodzaakl zijn zulke functies al divect van behandeling wit te sluiten.
4o Zij [(x) = X a, 2 eene funclie, die aan de gestelde voorwaarden voldoet, dan is dus:

I( *I) :
Dif (@) = S ,.I()lif—J_-]Tz'«—. i YR BT R Ty

Dit is echter niet de eenige waarde, die men daarvoor kan vinden. Wanneer & — — a =—
negatiel geheel, leert de integraalrekening ons reeds, dat men aan de waarde in (1) nog moet
1 a—1
toevoegen de complementaire functie ¢ () = X ¢, @ om lol de algemeene waarde van

r S m=10 :

Ay
D" f(x) = [ [(x)dx* te komen; men voegl dus aan de bijzondere waarde volgens (1) toe
\ \ . D \,

cene functie ¢ (@), die door a-malige differentiatie verdwijnt.

Wil men derhalve bij willekeurige & de algemeene waarde van D: [ () vinden, dan zal men
aan het tweede lid van (I) moeten toevoegen de meest algemeene uitdeukking van ¢ (@), die
voldoet aan den eisch: Dy * ¢ (2) == 0. Dit sluit onmiddellijk in zich, dat die complementaire
[unctie moet bestaan unit eene reeks van machten van 2; we worden dus gevoerd tol de vraag,

voor welke waarden van e voldaan wordt aan de betrekking :

I (m ~|~ 1) e dam) o

P
Tt et — e

om0 :
de functie ¢ (2) zal dan hestaan uit eene reeks van die machten m van @ met willekenrige

constante coélficienten.
Wanneer & gl'lu!t‘| 15, zullen de resultaten weer overcenstemmen met de gewone :lll:\l_\'r:v. 100

&

zal bij & = a = positiel" geheel door geen enkele waarde van e voldaan Kunnen worden aan

L™

de voorwaarde ;



14

sptii 4= d
I'(m-+41) Ty grts

I (m 4 + A)is “mAN)m+2)... (m + a) =

voor alle waarden van 2. Hierbij is dus, zooals gewenscht wordt, ¢ () = 0.

Is £ — — a = negaliel geheel, dan moet voldaan worden aan:

F(m +1)
I (m—a AL

voor alle waarden van 2, wal plaals heelt, wanneer m — 0,1, 2,...a—1. De comple-

gr—t=mm—1)...(m —a - 1)z" ¢t = 0

a—1
menlaire functie is bij a-malige integralie ook werkelijk: ¢ (#) = X ¢, ze—=n—1
- - m=_0
- : I (m -+ 1) :
Bij & niet geheel zal nu: — gL ek r_; nt+f — () voor alle waarden van @, wanneer
Tm+ErD) "
r (m + & + 1) = oo, dus wanneer m = — § — 4, waarbij « = 1,2 ... enz. In dit algemeene
oc
aeval krijgen we derhalve voor de complementaire functie: ¢ () = 3, TR
m =10
Als resaltaal hebben we dus gevonden:
’ ) ¢ pos. geheel
_Sh]
- . : 1_.' (i’ 1) . " l‘ C,, ._“7 & = Y =— ]. -
D:fi(x) =2 du —,——-é{_i—f [ iamt ol ER Se J . 200 & ( neg. geheel
I (A== 51 t 2
-_‘ c, J,_t-'_ — 1 Y
e niet geheel
heteeen we als volgl kunnen samenvalien:
rn+1 ! s . ,.
T s3iy, MEHE D) e B B E e e
l(f'—; ]) ,,,-(J[(—';_'”—'l) mal I

5 Om tol de formule te komen, die cen verband aangeeft tusschen bepaalde integralen en

onze onbepaalde integralen van gebroken orde, gaan we nit van de bekende vergelijking van EvLen:

r1 _ el r'(—&8rm-1)
N—E—1 2n e ~A—E—1 (4 o\ Lo et
[a—2 : f.u_'fo it —pda= e

welke geldt voor willekeurige & en n, wier recele gedeellen respectievelijk {0 en > —1 zijn.

Door vermenigvuldiging van de 3 leden dezer vergelijking mel «, 2" =% Krijgen we bij sommatie

over n.

/ﬁl.‘n—ff'l —2)— ¥ 13a,(z2)" dz= /'lr'—‘ —E=1¥a, x(1— )"’ — 1 (—&3a I"(n+1) on—E
Jo ' QN Jo "l Oy "I'().r—-l_{—'[—l)

o wanneer nu: S a, 2 = [ (x), herleidt dit zich blijkens (1) tot:
~1 1
/ (A—2)"t1f(x2)dz= / —E=1flp(1 —2)}dz=T(—§) 2 Dif(x) . . (4)
) J 0

We hebben hierbij in 't oog te honden, dat f(x) = X a, 2", woarbij alle n > — 1, voorts & {0,

F o~ \ a . \

en voor I [ (x) genomen moet worden de bijzondere waarde uit (1).
6. Substitueeren we in de eerste integraal van (A) als nienwe veranderlijke: = @'z, dan

krijgen we:
“E / (.3;) — F (l . /'_r (\JI_ — {)_;-_l / U) d t ALy S (“[)

welk resultaal we nu gemakkelijk kunnen vergelijken met de formule van Griinwarp en Bocuow
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() ¢

waarin we stellen: © = 0; deze wordt dan:
> - 1 =
Dif@iSi= =g/, @— 07 TOdL,
FA— -) 0

waarbij volzens de afleiding van GriiswArp als voorwaarde geldt: redel gedeelte van § = —1, en
volaens die van Bocrow: & veéel 0, terwijl bij beiden geeischt wordt, dat /(7) eindig en conlinu is
tusschen de grenzen 0 en x, zoodat zij mogen substitueeren: [ () = X a, @*, mits alle n = 0.
Onder deze voorwaarden is dan ook onze DS [ (x)= DS [ (2):=¢, helgeen gemakkelijk is in te
zien: maar ‘Lis juist le danken aan 't invoeren van onbegrensde (onbepaalde) differentialen van
gebroken orde, dat onze formule (III) iets uilgebreider is dan die van Griznwarp en Bocmow:
wij mogen daarvin namelijk substitueeren: [ (2) = X a, 2*, waarbij alle 7 > — 1, terwijl 't recele
gedeelle van & kleiner moet zijn dan nul.  Die uithreiding is niet van belang ontblool bij de
loepassingen, die wij er van zullen maken, namelijk het opsporen van bepaalde integralen.

GriiswArLp en Bocmow hebben niet opgemerkt, dat hunne formule gebruikt kan worden voor
‘L afleiden van bepaalde integralen. DBij de enkele toepassingen, die zij ervan geven, hepalen zij
zich tot het vinden van differentialen van gebroken orde van zoodanige functies, die, gesubstitueerd
in de bepaalde integraal, toclaten deze op eenvoudige wijze uit e drukken. Dal "t mogelijk is
van geheele reeksen van funclies voor D% [ () waarden te vinden, onafhankelijk van die bepaalde
integraal, hebben zij niet ingezien: zij hadden zich daartoe slechts te bepalen tot / (x) = X a, @,
(mits »n = 0), na gevonden te hebben met behulp hunner formule eene uitdrukKing voor
DS ar (& 0.

We zien evenwel, dat de toepassingen, die van onze formule gemaakt kunnen worden, veel
talrijker zijn, daar wij mogen substitueeren: / (2) = X a, @, waarbij n > — 1, m. a. w. zoodanige

functies, waarvoor geldt lim { @ [ (2) { = 0. Onder de toepassingen, die wij zullen geven,
z=0

geldt bij vele functies bovendien: lim [ (x) = s, van welke Griinwarn en Bocnow zich niel
r=0

mogen bedienen.
7. Bene algemeenere unitdrukking dan (A) Krijgen we door daarin 1o substitueeren: = = y*;
en vervangen we & door — p, dan koml er, zoo » > :

[[ (@) dar . (B)

1 1
[Cy=r@—yy=f@)dy =y [wd —y)idy

RNVOE

TLrEaN

Ten overvloede moge hierbij nog gewezen worden op de voorwaarden:

Pr oI
p >0 en limief (@)} = 0, terwijl //‘ () d wr = D7 [ () bepaald moel worden volgens (1),
F 0
Bene eenvoudige toepassing vindt men al dadelijk in de substitutie: /() == a0 =1 (¢ > 0),

.. rf ' (i])
waardoor men krijgt, daar: ,.r"f sl A —

1 (p a;)'

ap g =1

3 "1 , (g U (¢) I
—agr\r=1 yir=1( y = i = =, gy 1l T — > — - B ‘ n
.’n (1 J/) Y ¢y .’u ( ’) ' ' r v 1 "” ¢ (1' 'I)
dus voor » — 1 de bekende integraal van EuLER.
8. Op deze wijze kin men vele bepaalde integralen afleiden; men behoeft slechts it te gaan

an luncties. die ontwikkeld kunnen worden naar het theorema van Macravnin, en te substitueeren
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: " (- mP — 4 ‘\‘ ] P — Y 1 [,1 (H, —t] )ﬁ,, n =P /
// () dzr = / Nt d izt —> 7 W-EpL ,1).r PRI R (] 1))

»
waarbij p > 0 en » > — 1.

In het algemeen zal bij willekeurige p het tweede lid van (IV) niet te sommeeren zijn, en
verkrijgt men dus eene eindige uitdrukking daarvoor, wanneer die oneindig voortloopende reeks
convergeerl, wat meestal alleen het geval is voor @ { 1.

Waar het noodig is, zullen wij ons echter bepalen tol die bijzondere waarden van p, die
toelaten het tweede lid van (IV) wel te sommeeren; we hebben dan tevens het voordeel gekregen,
dat de voorwaarde @ {1, waaronder (IV) zon gelden, vervalt, hetgeen door de volgende over-
wegingen duidelijk is te maken.

Veronderstellen we, dal eene bepaalde functie [ () ontwikkeld kan worden naar MACLAURIN,
zoodat: [ (x) = X a,a" (n ) —1), onder de voorwaarde voor convergentie: 2 {1, dan zal de
recks in 't tweede lid van:

. (n + 1)
“I(np 1)

'l.‘" +-p

F’ [@)dzr=2 :

ook convergeeren voor @ {1, zoo p» 0. We nemen nu aan, dat die reeks te sommeeren is

en te schrijven in den eindigen vorm F (x), dan geldt reeds voor alle waarden van @ 15
?f
f f(z) dzr = F (z).

Maar nu in deze betrekking in ’t geheel geen oneindige recksen meer optreden, en we dus in die
reeksontwikkelingen slechts het hulpmiddel hebben te zien, waarmede we van /() komen op I(2), zal:

// () d xr = I (), als identiteit voor de oneindig vele waarden van @ {1, nu ook gelden voor

alle waarden van z. Want is p positiel geheel, dan wordt met hehulp van de integraalrekening,,
zonder gebruik te maken van reeksontwikkelingen, hetzellde resultaat verkregen als mel onze
definitic, zooals we in den aanvang van dit hoofdstuk hebben laten zien; en  hoewel de
aebrnikle reeksen slechls mogen convergeeren voor @ (1, zal in dat geval die betrekking toch
gelden voor alle waarden van z, — maar dan ook bij geheel willekeurige waarden van p » 0,
omdat die krachtens onze definitic op ééne lijn staan mel de positieve geheele.

Nemen we als voorbeeld:

on A eyt @ T@hptl) .
/(‘L)_('I-___:-'{]))F'E'lm% - ",I,,/i — W = = I’ (P —|— ]) I' (n -+ l)f ’

dan krijgen we onder toepassing van (IV):

N ST d xr il 1 o 1 1 - n
’ MDEL , A—ay - r(p+Ds  LTp+r)1—a F(z),

welk resultaat nu, zoo p positiel geheel is, ook verkregen wordt met behulp van de gewone
analyse, zonder gebruik te maken van die reeksontwikkelingen, en dan geldt voor alle waarden
van 23 om genoemde reden zal dit dan ook 'L geval zijn bij willekeurige p > 0.

0. Gaan we thans over tot het vinden van differentialen van gebroken ovde van verschillende

functies van @, dan bepalen we ons slechts, mel 't oog op formule (1), waarmede we in het
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volgende hoofdstuk vele bepaalde integralen zullen afleiden, tol die [uncties, welke daarin te

substitueeren zijn, dus waarvoor geldt: lim {z [ (@)} = 0, terwijl we in D: [ (x) slechls nemen

t‘_:

-3

— p en

r=10

p >0, en wel die bijzondere waarden van p, waarvoor het tweede lid van (I1V)

1s le sommeeren,

10. Zij:

o i+ g — 2 )
fe)=2t— gl F2)=—2(£1)" Ji—-”- — (g7 0),
1

dan krijgt men volgens (IV):

ﬁ/'

J
.

z2=*lg (1 Fz)dor——

(=g =) bt sls o =t

:' 4- 4\n _ 25, BFS - EoR
RS )

en wanneer nu:

|

1% p=a+1, ¢ =1=0-+ 2, vindl men, in de onderstelling, dal ;: | = Iy b 0 . enz.
a1l
/ 2 lgdiFo)dat sl =
i <‘. ' ‘1‘“ I (” _*_ I _‘_ 1) " +a4-b+41 Mol (a b .])" .-]:l'l--{tﬂ-'i"l.'l-"-l = . .
___T(" ) r'nd+a+4b+9) )" i T(" "anA-b4DA-042) . (nta0-1)
L Gebpell sty el |l e el e )
i T(" ) '.F(:r + b2 n Camoml(@—m)!(b+m 1) "nbFm 1)

T ([j _]_ l) 34 :3 ) o . . (_ 1 )-u ra—m i ) an
— — _ et tI)p—4 3 y— ) — > « o [t AU
I'(a-}-b-4-2) . T gl n ! m—om! (@—m)! (b+m-4-1), ;5. 4.g( ) i
Hiervoor is het volgende te schrijven:
1
/ gl —a)dar ! =
Lo RN e e bat |
— U ) gatbtd I Y e AT L e ST e o= —a)l+ S (N
T (e b1 9) 1 [{I(I £) - “:”“m!{”__m)! (b+m 1) ' iy (1 r) - i " ’ (V)

(b 1)

o
-

Sy
|

“ra+b4-2)"

a | 1r
[ @ lg (1 4 @) das+! =

; o pr—m | bt mot] |
it 4 b o 1 L) - (— 1) ¥ - - o aoe s dL) J-m) - N ] Y {
A red h‘., o {0 —m)! (b4 m-=1) | g +2)4 T (—1) n | (VD
p=a+1, g=0b4 i . Dit geelt de volgende herleiding :
a1l B
I @ 2lyg(l Fa)dart!
I'(u 4 h-—ll J gyt Haded o
) LE e @ N @ 4= — B
& ; 8 . G (1) e < | T
;’("4-”.}.[:.}_“] : n(nv[ﬁh -2)(n]ﬂh-1-b,)...(n-| a4-b—5
. I 1 !
s I (!‘} S 2] “." a b — a -.1_ :{: (,,“ ])w, 4- 1 | . ng +a b bh— 4 -
i I'(u e },] ! "0 (0 —m)! (h - m - l] Nn-b4-m-— })
1 |
" Q) ] o a (777 I)m = @ R 3
- e b N L " 1 .ﬁ‘ \ N\ AU T | L
N '1'( ) n i ',,,"..m!(rr——m)! (204-2m—1), ‘[!‘,.,(t 1) In-1'
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zoodat wij hierdoor krijgen :

ad+lr 3 I3 [h _— -'-1) )
[=% 1y (1 —@)da+1= z, TR Tlg (1 —a) +
i F{“—I_ +u))

a (__ 1yrzs—= \ 14 1/7 9 b-{—{:‘—l ,L_ 4 -
ar o 2mEE)

9 AN v
i m\—( ! (u— m)! (20 +-2m —1) “J | — = (VII)

1
[b i _;)_) a 4 b — 1
7 2y (1 +x) -+

a+1p 3
/ “2lg(1+x)datt 1 — . ey L
= I {N. 4= b 4 —5]
1
a = \ e B L 8 i 7
| =y N e e e peyetea & e TN )
i rurlyl T = (—1) In 1“]\ )

t (—AYp+14 3 A e
== () ) m—o m!(@a—m)! (263 2m —

o p:—;ll—, Ji="52 geeft:
g 1 | n/l
1, _i/ : 9 1 - F[n——h})bu_l 91 [‘F)\ (~ U,)
s~ Tlg(1 Ta)da® = — 3 (£1) _ e Tl L VRS = .
./"l AR AR T(‘— 2 I (1) n @ (£ it
dus:
G O 1 :zr[-fl-f), ,
zi " 2lg(1 xa)yde: = = :l/‘l o — 1 { (1X)
40 =_1_ r:_iz_ i
2 g 4 5 » dan:
.-l l n/l
1 ’ ‘1"! : ; 1 .,_ I {N = T)) o 1\ 9 -
L =B e sk TS A e — e S SR e
[t 2)0a T iy C )3 e s

dus:
1p 1 1 J AT
Q’/ L B 4 [U (ll :*‘: .L') f’ 't H -'-3- —_ 94 l‘ [ I ) ll 1 l ] ) ] .1 L . . " . . (X)

-

5, p=-—=, q¢=1, dan:

e ’ 1
‘3, 2= llg(1 —a)da? =

1 1 1
= 0 :‘,'ff lﬁ_(?j)ii ’.’i.:"h- g { I (N + l) z" + 5 ok 1 {.‘ An/1 z" + 3
T i T LT [ IV F 0l
1 F[u +_1J i i ‘" i s #] i -1 ’[z) o \.; n -1
of:
1, ‘ ; 1 9 ‘
'l/ 2=l lg (1 —a)da? = — i — (aresin |/ (X1
- l'[ 3 ) [/ &
o : 1 s 141 o gt e—1
11. Zij: r)—=——2a' T/ — =)
i e =g & 7%= s an T
w " $g—1

2 (2) = @~ % arel Y e
[2 () rr.r;l TR
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dan kunnen we deze samenvallen onder:

it +g—1

/( \):\(4—1)“@’“1 ](’]/ )!

waardoor we krijgen onder loepassing van (IV):

I (n f;) At sl Bl
R — \ - n e —
/,(q)"’” ( b 'n4p+q° 2an41"°
We hepalen ons nu tot de ]quoudcl‘c gevallen :
1. p=a-+1,q9q=0-+} 3)—, dan komt er:
a1/
[ @) dawr —
- 1 :
n 1 H_{_h—l_bj “+”*"l‘ ™ __rla—kn+h—}g
=N (1) n . —*LJ) . = == i Sl
0 5 3 Int+1 — 3 911 1 i 1
I H-I—u-[-b-]—ﬂ) (2n-4-1) ,”_E_h—{_ﬂ_ N—H}—I—g-)...(:t—}—rr-}-f1+,ﬂ]
S s r (b) .,,-x+a-+b+% - (— 1y +1 .u+n+a+: )
= x(x1) 7 B T = R A (T e DR e =
0 ll Fa+0b-4+1)" 2041 m=o M!(@—m)! (204 2m) Ly AaE ___)_g
F ]y +1 73y -
F(h) ,ul-{-lﬁ(‘ A .‘I‘Y". '27_ \,‘,‘ (__ pr—m o A b Jn 3
T I(atb 1y & 1) 2n 41 F o m ! (a—m)! (b4 m), F,,,( 1) 201
dus:
a1p +V @ _ I (b) 14+ V=
A =1 B a1 a b e e
! « ly — V& ta I' (a 4 b - 'I) oy = 1 a I
'l 1
a . 41 ga—m ‘ L ,"/ ;_. bl :"' + a ’
o e (T el 2l T (1)
o m! (a — m)! h - m) ' 1— )/ 0 In -1 |
ad1p : (b ; -
I ' =Y arely Vz.dat+1l = T h)—% 1 a*+barelg |/ @ 4
41 N Lot | e L Lt [y 3 ' -
A e woom! (@ —m)! (b4 m) f"“ JiATEs T (=) n+11° el
20, p=a+1,q=0-41, geell:
a1/
f f(z) ikt tli=
-] +041) o SRRy a1
— e e e e i 1) .. ey
_7‘5'(:*: 1) I'(n+a-+b-2) 241 0 (1) (Zn4-1) (n--0- Dn40492)...(n-Fa-b-41)

|
\ l‘ (h~|‘ :]] o a1

:&('i‘])"' 3\ 9 -1
0 ‘lwg+h+j] L

I
P(h"}":}] g VN 1 <‘(+ I I"

clototd)

+

1 -} A

)'..’.n—l—l‘l vl

\
\" (\ﬁ l)' 2 ot Ml L

meom ! (@a—m)! 204 2m4-1)n 4 b+ }H_.lvl‘ =

a FOa b 1 g — a
\ ' ( 1 )1 @ { (+ I)n —b—m - _""
oml(@a—m)!204-2m4-1)s 4 msr" n '
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dus:

+1/ @

| 1=/ =

l

()—l_ﬂ) R “’ ]Jr]'/* -+ 2 S (_‘I)m,'["ém s/r!(fl—;r)%—ﬁ\}‘wf
o qm!(a-—-1rr)!(:2r’)-}-’:2m+-])’ ~ ) B

a1,
{ 2 f"l .dartl=

r[a+b+'§y "N—1%

a1 ;_717
/.v’ 2arctq )/ @ . dat+l =

(o +5)

Q
- = ﬂ+ -r2 ; (== h4-1 \
_-F({I—I—b—{‘:] f”dll/-fr—}_ 1) = n?H'(”-—-—-?H) \')b i D - ]— )'

Jl—.'

dgpr, _‘;{"“
lg (14 2) -+ 31- ( 1)7'

| M gl e

3% p=a-+ ;GY* if = %;—, dan :
." |
“_/[(-‘l)d"’ = ‘,T(ﬁ )" I'(n-+ta —]— U)) 2n —|— 2 aTl( ) (-t 1) <o
n/l / nfl 1
I'(—a— —J)—] L (—H——i—] . [——u-—- l] |
— (i" l )'+1 = —2 "0; (i l)l: = = ‘1".“’ —— {L‘“ _‘E(:}j 'l)” — ]’;f,’T*‘—"—‘ .'T.'-"“ N
of:
l I ] yn/1
% () Ead
o= 7 Q) 1 a 9 =
B ’[fq 1—1—1; da" T = (—1)*+1! = ‘(l -—-.’1,")ﬂ+ SR L = m"‘ . (XVI)
J | —/ F{(‘L—{——;]' ) 1

a ﬂl [ 1 "’”
F(l} | sl & ‘* '3)

. = 1
"’L‘-z'f arclg )/ @ . dz’ T3 = 4 (142t —3 (—1)— = [T S L (o (XVII)
o 9 ’1 {” + .%)_] ' 0

Men krijgt dan:

i
o

s
I

2 1=

= l - 1 l n/l
- _’ (” ‘}’ “:3 ] o I [ :3 ) ) ‘n - 1
E - 2 % ( + I ‘)u
0

e Yo gl S “ B
@ dor =X ED Ty s T s ) 9
dus:
1 vyve o (g
[ & 2 ]
/ = e *I*/* dx? — T2 (XVIII)
|
ks fl—-)
"i'/;‘c—‘rlrdy I/ @ .da® = )/ bV z+ 11T+ . . . . (XIX)

125871 fi(@) = @ h; (1 4 |/ @), dan krijgen we, daar:

A+ Vay=lg(1 —2)+ 1y : i [l/ ::

7 3 ‘ » [ 3 ) 8 4 ar
I, 2 g (1 -+ l/ x) daf — L]) ,/ Tl (1 —a&)dar + - ],-- ;/ ' % lg kl— il dar,

v ' P/ ’ lml_/.c
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-

Indien nu:

p=a-+41, g=0-41, komt er volgens (VII) ¢
r[ '] ]

en (XIV), zoo men in (V1) & door b-}- 1 vervangt

lﬂ
a1/ a'___i ) = 4 _I'- k’_.ﬁ A 1 ;
[~ 1y (4 41/ 7). dant) — ot Uy (1 /) +
F(rr + b+ L;)
rr ( l) pr—m b h i : '
. o W _ "t ) = ,,,‘ Mot -;: mn J'” 9
i moom!(@—m)! 20+ 2m -+ 1) ']J 1+ 1/ @) + ?’ In % Q=1 N
: 1 1
AL = EoRAT s geell volgens (XI) en (XVIII):
137 1 r['-{])‘)
= . o | -—
-/ @) . da? = ———=arcesin |/ @ — ——— (resun |7 @) . (XXI)
I/ -'I' lrw (__I_) l//’ -;‘
9]

:/;L‘"‘ lg (1 4

[r; |—]
(-1

o —
x) dar —

1. /1; /(7)._ 2!
(=5 —1/
I nu weer
a1 f 1
/.:"— 2 ]g (] ——

('___ I)‘n -1 qa—m

9 N —— =4
£ “aZom! (@—m)! (20} 2m

) e

l-/r.‘l,‘) Ldxetl =

r)"—/f;(l—:)—lq(l + 1/
J"/ 2 [!}(1 .?_-)r. i

I"{N + b

1) |

Ay = 3) y geelt volgens (X1) en (NXI):

_Ar(4-1) by
Lk ey v ) e
[‘l ) '\I'[t!»}-h—}—g

2

*I[‘,J b 'E)

\
lg (1 —

), dan krijgen we, daar:

K= ya
lop — ’_;_r 2 .; (I l cx) dar,

1% p=a--1, g=>b-1, dan komt er volgens (VII) en (XX), zoo men in (VII) b door b 41 vervanel

I’ [b -} E

)') 1
A s 4 b 4 B f:'] (l N I ;]—") _*_

S
+ 5
1

b4 m '.” i'
= (XXII)

— E’-}-‘ln .'-‘l
VAot S el
1 2n 0 2n 4 |‘

20 p
A
1. i 1 L [L’ . | ;
l e~ tlg(1—1/ @), de¥ = — 7 aresin |/ p— | (aresin |7 x)*. (XX
. | I'l ) )I &
Iu 1
rpes ~ 3 f - 4 I o 2 ath 4= &
I.’;. /’].I: l(:} — _, &Z /r](l l 1 + l),;:‘:l..'"/” | I < Lo | .0"" f{}‘:!--_— “) ,Iff“) 1 (i I) l A t t
— N/ ’l
dan:
1.7 1 ' | I‘(n - !) : et
“if f@ydartr=a FOED pereg e A Sy, 3] b1 attetits
= : . :; ' . T ’ n e l t "'
/ [ﬂ -+ h'l‘ﬂ) ’ (‘13 ] W 4) (H U L:) i
r(h- ” 1 fl{ﬂim]; L . b ¥
— 9 ks e " Hotg lg2—"- i t 2 (1) o
- :' : 1 I "'r” 1 \ I :} : I
! "'{'("ikg L 9 it “"»H“"’;;J-..[H} a }v-h-'l-h,)
I ” -
1 71| BSE
adbt g s [ 0 ) - oy Ly _ . AL
J iL —= =t N (: {yn ‘,_:_‘h (— Ay +15" 2 S (1) e }
1 hi Y, e ' I
'm!(u-g fl-~-m).[m '!\_’,} ' N |i‘
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PR ()

We vinden dus: /:, ly(1 + )/ 1—z)da’ "2= 3 ,:"“’H 2 g2
(u + 04 })
1 _ \
1 1 N, 1

.’ra-i-’l-i‘ 2 "g S F(D_) : a +‘,’, ])” 7’)--)rt—j l —+— l/ l'T_’- " 3/!]-1— 5 ! .
+ / B i w e 1L) ’fJf'f‘l 7)_'_2 :\— ] _"__ J - /— "-)l (\\I\)

':]F(UI) dx { (f&—i—-b—]—-—] m— 0! (u—%—h m) (2m 1) 1—)/ +] s

1 1 — 1 ! ‘ y < ]_ .
af?/ g1+ 1/ 1+a)yda’" s = BADL Dé; a' Tt g 9 -
4 i ((E 4+ b+ 5)

)a-{—,y_[_] 7 F(:l.)—] atb a‘u_-uH}, Tu—i ‘
e L A T - relg) o—3 (—A1 ) LXV
’ 01“ d a2 lr{”*‘”"* ;} g4 'H"",,.fnm*(ujuo_m)!(_’ n--1) [’ g} (1) g1 s (B8

1
Fe= e, (aresin [ - {n/1 "
1-). /41.}. /(-’T) ]/I"l" p— .l'l- :3 n/l n i_ 1'
ol
dan: g
r(n+1) F(” + 7T T

f (arcsin l

z)/ «

n
€

ol [l 1}
oy F(E’_)?‘T(?ﬁ—}—'l)(nm

) (“)‘” :
a’:~—F >y s = e —
9] < F[n-{- c;) I'in+1) n-41

e84, 2 (),
{“J o 2041 ) 0 ’rH T

-

i
—rz—Fif'

of: 1 1
T|E > I |2
L r(aresin |/ 1 (‘:3] | o [2] e
3 [ — = | e e Sl (=)} XAV
/ AV Ve 11—V x ! & A ) ( )
_ e o Pf*'l_]‘_r.‘._S'fMll,/E TR A e
16' Ai.l g /I (J') = 1/‘1 R = ‘LT‘ 3’ -lig"l vt
2
N /1 Ve il Vi W ) B N R
2 (x) = l/l"*‘ ‘U‘(_]) gl Y
5
dan kunnen we deze samenvatten, en krijgen we:
"
_1/. 1 : I(u--l)]‘(;) I[n =/, {--14]
S ET()dz = > (L1) = ————arteth =
4 0 I (“ it _:')_] (n 4 a -+ b+ I)
1
I T oy T R i
=TI o) ) H i i m )_ (-r l.)" . I - — —
- - (n + = )(n +Dn+2)...(n+a-+b)
2 1 )b ‘ r(})‘, wot b= =1 1 wok b ‘
4 da’ g ‘ -1 w0 mi{a-b—1—m) (Zm 1) n+4m-1 ‘

.ﬁ;?n!-,i - d s

da' ‘l(u Lf:-—l] =

1 3
v LI a+b—1 o m 4 l "_” — q o ] l
b —1 1 (-+ I)" o _*7 \- ( l) N (:}? |)"“ ] o
2n--1 w0 m!(t-4-b— |~—Am) Qm41),.51

N \
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1 =5
pff 1mrwn] el s [ B\ et 1(?" [2] -1/ 2
/ /1 {7'11 H _}.1(‘2 4 i ‘ . ’lﬂli!f,l4 | "*I‘

1

ati—1 (’__1) Tin 2 n "'. i
L9 N J 2SI i = ‘ N v & VI
% ”_,tu ____?”!(” _|_ e —}!J‘)'(‘:.). " 7l“ I) [/I/(I —-.1) e _\I__ - ] ; . . (\\\”)

4 i e
8:1, '.13‘/.«{1'57[ hl ,(,l//-'ﬂ i{_, l/rli—}g'l) da" "l;' — JF 1 ol -1 _1) i’ s . [“ﬂ ) : o
1 |.-'r-1 1z S 9 |2 “dat ) 1 x=arclg)/ x—
( {H | 1’! o ___)
3 A
a--bh— 0 o g o 3
e @ |

"0 r(ﬂ I === )u) (2 m L— |) |,[!I e @) —\T = :i Is saienll)

- rpes (E"_'l u/]
17, Zij: ) = ﬁ:_\{ﬁ l)u n/lllw_l("/\“)
dan :
p T g S J’, A\n r‘ (” _{_. '-) l‘ (” ']_ ')
. ’(" — l il R - I i ot Q —
/l(‘)f l u(' ) ' (r) I' (n 1) I (n Fp4-q) gt

We onderscheiden hierbij de volgende gevallen :
r— p — q is positiel' geheel (of nul), negatiel geheel en niel ceheel,

In het eerste geval kan p elk willekeurig getal voorstellen lerwijl we in de andere vevallen
lot bijzondere waarden van p, ¢ en » moelen overgaan, wil men het tweede lid van bovenstaande
betrekking kunnen sommeeren.  Zij:

19 » = p - q -+ «, dan Krijgt men:

pr J'V—l ," (’l) IY (‘” 'I_ ( ) ’v Ak s A
L f[A:'P — L { (“ { & l t! —+ ”) g —
./(1 Fa)preve : r'ip+q+a)v ( CDEm+1) Cmfptq) ° Fphe—1—

NPt g go— i (f ) ((” ar Fgta—1
prtrteta—1 {
F(p+q-+4a)yde* (1 a)y ° (ANIX)

: rln}l ‘ .v

‘ ) @ ‘
e : _]___, N (ij I) 1an W

'ip+q+a7

2, p=a+1,9g=04+1,r=c+41, terwijl ¢ = a ;- b:
a1 1"’ _ ey I'(n.|.p-|- 1 ;'( diip i
A "I::l *' '1)"'," - - — h 4 / 1 I} W g e B e
)f| ]{ 0 ( ! l ‘“ “'I’ I) lv (‘)’ —i* I} " (,’ .|._ a ,l.. h 7} :)') | | I 1 —_—
et =f= b 1 b a0 b —e—
— JLA t-*"dé > (\+ I)" "¢ =1 7 ¥ 1 =l
[ 1)da® 5 nn -+ l) n a4 b —¢)
Ly @il Pkl (yugiecmm—1 o
— (+ 1) t+1 ' ) F+4p—m
( I) l‘([‘. I)f!l mf—() .PH!(N -‘—!} “‘Ir-"“)lfi-l.\ﬂ--l-l({ l) n b |
dus
a1 I’“l. e 441 1? a {—J ( - I)nr i ].L,l,._..—_.. Mo 1 Sl -
a1 —(41 - ‘ 77 P 2ol i
,(l ). 4 |l'lf ( ) l‘(l' } I)JI " n M‘!(H-i h.__‘._‘_’”)! ,,”(l .}-.‘)'{' ?-— kij ”' T { (\\\)
1 1
30 p=-g, g=btg, r=c+1, terwil ¢ =< b—1, dun:
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A e [n -+ ¢+ ] 1
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——

1
1. ) 1 i [”“ ]+ 9
il = 5 =5 (B et il e iy =
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1
F['_l} P o]
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RO s e
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l ,l nfl ,1 nfl !
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— (1 3] o FUR R ) o NP L 1y 7 (XXXI)
==jlsr r (,_"f—i" l) S datzb—c 'Lr’ l T . L-)rll," (4 \ A Lo e B AN

1 1 ..
p=a+—5,q=b+4+1,r=c} Fyi terwijl ¢ = a -+ b, dan:

Wanneer » — p — ¢ niet geheel is, kunnen we nog de volgende gevallen onderscheiden :

p = -+ il q = b St < JR L= +- 1 dan:

: 1
a+1/ o v - ) l'(u ‘E* h ”I* 0 ) 1
[F(@dar+t =X ¢+ 1 r(l- : N'I)II(; (I' 7 B 21 attita
: 0 (risy, -1 I [H + a4+ b4 ..;]
l L 1
ol :l_’n b s (”' \ ( ’ ) Ju—-f: }-c -
T (c+1da 5 1 3 1 >
(u - \,] [n Ay J 5 (n - a |- ‘,]
1 1 y
0 ‘(l b b 5 /, . A\m f— b m = 3 - o e
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(XXX
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dus:

a1l » 1_
)

/ I’r(i + 1 'ﬂ—{—i;-i-"' (e \n (= ])”.r_l,,,,,_
(1 — ) *ll Iie+Tyda =, m! (- —m)! f/!/i"___l ,f.)l_——”_. 2 ‘-,)”%__”

(U] dl
u-{l 3 1 1 1
= 4Ly a-tb4 = 2 C— b — .
rrd e &€ ARy 4 :.-5 btm—1 ssilig J e
1 it e 5 o SRR s B s R
/(l +aytil/ x Cle41)das,Zom! (a—m)! | gl a 0 D 2n--1) s }

6O, == yl), = /] + 1 JRi—=( —{-- 1 ) dan:

1 1 = 1'014—FFFI) T+ b 1

b (.' ]“‘-’ — ‘\_ T t e . )’ A_{ ) “ l) _’"—!hil o

./’ \r)r : 0 ( ') [‘(_-' ”’ (H"{"U ."i 13 g =
[H 4 b - J

LI+

3
- de = ’ﬁ[«)] [(n+-1) A {« 1
= 77_\(1_’),,_,',#____ =1 ur—rfr_f‘_* I)) oL - ( ‘r--L_:. 8

i lacy 3 TX(E 1) :173-"" s
rern™™ o[l Blreyte R

- b 1 b+ ] )
7 & - 3 (e 1 On /0 1
/ S e fJ“.‘J — " ,-r" b— ) Hrestn ! N ~ "o —
T —a)y+1’ D e — & e R 0.0.0
) F(dlep—ii)d” V1—a o I asatl)
5 [l ' ts d ‘

3 b 1‘ (— )I AN TR —i 1, l!! e | ) t—1 Gn/2 1

/“_F,y+l”fL:' N >4l e A e R (G V™ XXXVID
it et p[ )_J r(c+1) ’ ' 142 0 gs/3 - (A

18. Indien we beschouwen de Besselsche Tunctie

(’ T )). -
x 0
L (@) =3 (— 1) -
A f) n ( ) ”! ]1 (” -—l- l _{_ l ’ .
waarin 4 willekenrig 15, en nemen: '
() = :: I (1 x) = (_‘ . (—1 )% LBty
/( / l ) ] YDin-tv (" } l) I (H-}‘ J"'}— 1).

volgt als voorwaarde, waaraan  wij de functie willen laten voldoen: 't redele cedeelte van

p > — 1, of: » negatiel geheel.  Zij:
1°0 R(»)>—1, dan:
Py ; < (— 1) antr+e+ vefp -1
3L/ @)dettl=2 3 =9t 1y s o). (XXXV
[a¥ 1)/ @) O L AN T v o9 - T 7 byl @) (XXXVII)
90, — — « == negatiel geheel, dan:

o

= 4 N g v - i
f ]“' 2] _L() a)dart = (— 1) an—a+e41

T (1] DI (n— « - e i"-)') ‘.

R |[£8

p—u-t1 e | o p—u -1
y r 2 '/ 2 : (— 1)y Pl
:__!f' |‘J = ’l,‘.-x| ](l -‘) == :\_ D0 <isray ? - } ! (\\\I\)
o &SI Eiplll(n4-p—« -9
19. Zoo knnnen we met behulp van de hypergeometrische reeks ook eenige  belangrijke
hetrekkingen afleiden.

We kunnen deze schrijven in den volgenden vorm
«.f ﬂ((t ‘ 1). ‘ (.' 1) , ® lv(”) s - =
Nafya)=14+;—@+ : o SR IR 2 ¥ (n+a) " (n 4| a8
F(wp ;) 11_;. 1.9, 5 (7 1) 1 STOL @) Ty % @<

1
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Nemen we nu:

BAGH) S 1D +t<)r(?l+;ﬂ_lu_,-1 (6> 0),

0 ry— 21 F(af0xr)— — . '
1) = (0 7) T @ 5T m+1)I (n+o)

dan volgt:

st o r@) ar(nde)l’(n3) i (a) _1f¢, 55 -
/L F(xfdx)dar—> F—_F)M)UF(HI)”Hﬁ); 7 76)° F(apyz),®>0) . (XL)

; 5 '(;) I (n+4 ﬂ)l’( 13 .
an Y e— mmaz—1 [ 2 ., m P | ; {x ” -,.c—l
e )= F Brz)= T L B)5 T (" __1_ THE ) (e >0),
dan word!:

L) SLada)n4p) o5 T(@) s g o 0 gov oy
r))F(u)n 7f (Ji—rl)l1()?+ ) F(O) !’(t‘”‘)‘ SepoREE Y,

20.  Deze voorbeelden ter bepaling van integralen van gebroken orde volgens onze VOOrop-

o / 2= 1R (0B 7 @) dad~==—

.

gestelde definitie, willen we niet met andere vermeerderen. Op gelijke wijze kan men de
differentialen van gebroken orde van verscheidene functies afleiden, helgeen echter het doel van
onze beschouwingen niPl is.  Bovendien hebben we ons slechts bepaald tot functies, die voldoen

aan: lim {z f (z) )J =
z=0
Nog zij opgemerkt, voordal we overgaan (ol hel volgende hoofdstuk, dat aan deze bijzondere
waarden der ontwikkelde integralen van gebroken orde moel worden toegevoegd de complementaire
C

o
functie: ¢ () = X T ’"“ i xf—"=1 (zie Il : & = —p), zoo men de algemeene waarden
i m=0 £ P —— b e

wil kennen. Wij hebben haar opzettelijk overal weggelaten, omdat het gebruik, dat wij van die

integralen van gebroken orde maken, slechts die bijzondere waarden vordert.



HOOFDSTUK IL

I.- Na de ontwikkelingen in het vorige hoofdstuk kunnen we nu van vele bepaalde integralen
hare waarden berekenen, waartoe, zooals we reeds opmerkten, formule (B) ons in slaat stelt.
Wanneer we  hiervan  voorbeelden  hebben laten zien, zullen we in (B) nicuwe veranderlijken
invoeren, waardoor we Komen op formules, waarin de bhepaalde integraal andere arenzen heelt
zoodat we door substitutie van verschillende funclies [ (r) ook daaruit nienwe reecksen van
hepaalde integralen kunnen afleiden,

De uitkomsten, die we verkregen hebben, Kkomen voor een deel overeen met die, welke
vermeld staan in de «Nouvelles Tables d'intégrales définiess par Bierens pe Haax (1867); deze
zijn aangegeven door L teeken -5 voor een gering deel wijken ze er van al, en wel die. wolke
gekenmerkt zijn door “tteeken = de ovevige niel-gemerkte geven de waarden aan van bhepaalde
integralen, die er niel in voorkomen.

2. Wanneer we dus allereerst in formule :

(3 4 N\ n i ¥ I ) 1P 2 11 )2 . ; \
[ y=2(—y)r=Y(wey)dy --./0 yre=t e (1 —ynhdy = ",,'(,',’,.'? [F@@)dar, (p>0). (B)

o0 .
substitueeren: [ () == &=y (1 & @), en in de verschillendo gevallen, genoemd onder N°, 10

van het vorige hoolilstuk, de onbepaalde integraal in het rechterlid van (1) vervangen door hare
bijbehoorende waarde, Krijgen we, zoo we nemen a - - P, volgens de betrekkingen voorgesteld

door (V) tot (XI), respectievelijk de volgende vergelijkingen :

" i "
[ gprtr=2d — )l (I —py)dy --r_/u PR =y g (L — p - g2 y) dy -
'(a--1) (b ”/ | —pt)- Lla+1) & (—1)*+1p=20+mnt 5 it Jaty LY
- ;'I'(rr—l-h-?-"-” (A P, l 1 ‘”‘_"I:””‘!‘(” —m)! (h +m - ”fhf(l vy ){ " -‘-\- N ‘ (.”1)
1 : .9 R .
/] ytete=t (1 —y ) lg (1 +p*y)dy 7'./:; Y=t — )t lg (1 + p—ptyndy =
r(a4-1)r(b4-1) ) __dl.)ﬁf'(rr-}—l‘) & P2 4m i) gy PR e
-"",',;(” _]"(,f‘lf-g‘) lg (1 +p7) +( 5 o ! (- ) (b -} 1) /_r;(_l kP 1 (=1) T l'w:)
i r r N i Lo N = . ‘ c
/ YT ] A=)l —p y)dy = /ﬂ PerErerl( -y "1 (I p* = p ) dy
0 '

I
I’ (a-} |)"(”"~>)
=lg(d=—n")+

- p ] (flg)

DIin Lo a g AT b4-2m—=1) - e
..l(.u.{ 1) S .1’( 1) {}H,L : 1 lqil}_p-—i’.;'}_' )2 ,1(.
! w0l (@—m) (204 2m—1)) 7 —p o Int1|



8

(8=

]

I n—'r—‘I)I’[b—i}

- 1
/./’”_"“l(luu)lJ(ler-v/)f“/—/ et (— T g (4 — ) dy —

- — 2 S 4+m—1 a1 ]
i~ 2 ;_i_l ;1 (”_’_ ) 777'_]) 242 1) ‘( ’ _h - Y p
= ,T[(;+{;+ } ly(1+ p?) +(—1)" = m (,*7“,)1()])_}_0“, ]) wrely p o (== ),,_1_“
il | r 1 a1 f———l , |
y 2 Z| 2k b fis 9 , AN e 5
/ ]‘/Ji——i—;,/!l(l+1' y)dy = / I/(l f/(l £ gy dy = 20 (Y 1EP =11 ()
v Q =
o ; 1 rl 'I%Hl D ) i l/l Fz
ST ﬁlfl“+1’ J),g,;—/ L G xprtpy)dy ="—1lg— Z*’“ o ()
l/ - o A= ( ' 2
r1 1 LTy
/ ’j ]/l - Ndy = / ,Iy_; T lg(l —p*+pPy)dy —= — ,;_(mv,'.w'n PR . (ap

« 0
Door bijzondere waarden voor «, b, p en r te kiezen, kunnen uil deze vergelijkingen eene
menigle bepaalde integralen gevonden worden, waarvan we enkele voorbeelden zullen laten zien.
Stelt men in (m) en (as): =0, r =1, in (a5) en (a): a =0, r— 2, in (a5) en (ug):

)
r=2,in (a;): r = 2¢q, dan gaan deze over in:

s g 40" o [y b 2 ) 22 e (nsie =i} g (A=t I St Zh
jﬂ Y (1—p .f;)fl.'/—_f” (A—=n)'lg(1—p*+p .'f)df/ (™ i Rt (g vt Rl O
il

g4 : P A ) P e
"/“ H”,’f(l-]‘-,U"'i'l)(lf]:‘llu (I h’ +]) ’—[f ‘j)([llé U %— ) S41) n (h-f‘ )I}::{'i»-{-l) 1] (“'I) ;‘(3)

1 a9 a 2 5 LAY o o g ” il
[ PO (1 — pP i)y dy = / y(d— =g —p* + p* )
v 0 0

Vi—
_ @' DA +p) A+ (p =D lg(d—p) 2 ﬁ?-l Vishia (3)
— '(.‘) h Rt ])Pu—k (2 b — ])Pc.ﬂ,_l ; 9 n + | . W,
Al
/ =Dy (1 pP )y d oy :[ vy ——1lg (1 4 p*— p* o) — dy —
S ‘<0 Jo ° : : l 1 —5p
[’I(] -1_!,) — 1)y +1, 9 b—1 : I’Jul»-l ot
AT & (:Z(h __)’] YR ;ruwy p— :\' (— 1) e ' (4)
/‘ I (l J ) g Y - /.I lf} (1 5 p* £ p* 2 d U = 7 l r’l s 1 {".',‘)
Sy 8 Fry PV I—p Jo IV FPEP V== (V15 p —1). C
B Bt dy Ay et e p d_a; [T T e
I lg (1 5 p*y )I/l_;_‘_u:--_:‘/” lg (1 & p* £ p y)i_’-/l o =z lg { I;! P (6)!
/‘ lg (8 — P 1) ——=t /1 i A —p+pr)dy=— " (arcsin p)y*. (7)
Jo g 1 ]/l — a/* Jo 1 — ¢ / ! ‘ q SHEPP Yt N1,

Bepaalt men zich nu tot p = 1, dan krijgt men hieruit de volgende integralen:

[y I {'] 14—y lgy.d | 8)-
— . i = 1T —1) " —_— - Ry+
g NSRS NS R Y e Y == T 1) ),
~1 '_ (___ [’I rﬂ ’ )J .f 1 (_ .
[, vl +y).d y=1 b -5 o S L (0
[1 =g (1 —y") . dy = / y (1 — =112 '{f/, amiLe 9 In9 St A0
Jo . o o . l [ _FI‘ (2 h it I I - T -! }— 1
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<0

oaan deze algemeene vergelijkingen over in de bijzondere :

)

< 0

2

"1 lg 2 9 St (—1))
PO Jo (] 4 ) . dy Ja i 2 | BRI ¢ %
.lo" 7 ( ) dy - :H:-H-ll( 1) 35 —1 |7 - o,,+|\(|”
X '] el
[0 — W=y Y g
J 0 | = r/ Jo ] (\-l [E gﬁ)" i
i ; 3 iy \
G+ —=y a9 13
/ A + TV p e U R I (1)
SR ) dy ] /
G —9). = — | g Y Ly A ANE
II” 7 ( == ./“ 7 . T—p nigd o0 . (14)
2 {1 4
g (1 4 4. . Y. = ) I -} I 9 =\
./" ~-’ \ —I .”‘ ) [r l - l,/?‘-' T ,_’ — :1 - 1 . . . . . . ( | ',I ) '
"1 Ly T e —1 9
lg (1 — 3¢ '!_ — J 9 T
Jo =0 Tl [ e ay—— 2 oy

e rl

aarden toekennen, waardoor men tol vele
andere integralen komt: wij hebben ons slechts bepaald 1ol @ — ()

In (@) tot (ay) kan men aan a nog alle geheele w

We kunnen nog opmerken, dat de som der integralen in (8) en (9) ons voerl tot (10), 700
b even is; wanneer b= 2 ¢ |- 1 = oneven, ontstaat

-1

[ e ; 3 I ¢+ 1
/ ety (1 — oyt L d 4 = 5T N l (17)+
A - (‘ : ') 1 N
welk resultaat we ook rechtstreeks verkrijgen uil () door lnnrm e nemen: a =0, p=1, p =9,
3. DalEiaiinat s e S SIS g | | |
.;. De substitulie: /l (J) = = i I ] mn ('(3 cersle |n[¢-g|‘;m] van [“”“"h. lh,) [L‘\'['I'l in
— |/ @

. NO - - vy - o
de gevallen, genoemd onder N 11 van het eepste hooldstuk, volgens de hetrekKingen (XID),

(XIV), (XVI) en (XVHI), zoo men neemt: a =pPen p =9

2, de volgende integralen :

£ 2qya 1, 1 A Dyt U'(a-1)r ¢ , 1+
,Th'.?“'l I - ]/'-'.f)” /i I dy — ( I [’_
,/,, Y ( ' 99 —py i K Ul I (u + b3 1) W I —p !
!1 (” 'l” T) \ll" (4__ .I)m =1 )” — 2 (d - m) s l _[7_ ‘“ | T | Spuf-1
g - L e G \/ j' ’
l 2y m—o Ml (@ —m)! (b m) |l I —p = % On 41§ * - ()
: ‘ I (a 1-|)!(h. ]
1 - ' i
.S . 2q l‘[u -+ b - ': Jo= P
I (a 1) \' — ) p—@i+2m1) b m2n
, — - ( _— ) (
| ,‘r mwes0 ] (H —m) 264+9m- | 1 f’/ (1 ) - :._ 1‘” b (hy)
l !J ”J l{t’l (-—— 1)1 il 1 a i Q ' n/9
-1 — r“ | 2 ,‘_I_..___ — — i ‘(—_-”-“. )I In
(@ —y*%) "’1 — Py ],/|_._,,94; (2a-+41)p 'ilf, 1(1 P "‘T—f On/2 £
/'1 Iy I py dy T } ‘
P e pyi 7 l/ TR, 7 Qs pe o o s o (b)+

Stelt. men in (b)) en (be) @ a =0, ¢ -1, in (bs) achlereenvolgens « = 0 en o — 1, dan

I.]‘}[a b1 !u | = Py Tf j)c e— 1 1B=LE _})

l b1 Sud1
« Y = = {i : " —— < hY P 3
v 0 <l —pPY d 2 ,‘}"L / | n o hln‘“’ % Dn -+1 pl Ly (\!'\)
a I * ! f . l ‘ I . Y ’ ' @ ] ..u
Wy 5y Y=y 1y pra 1 (PN g (1 p)— (e 1 1) gy 1 ) +3E-{19)

1 N

. (B3
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if 1 1+ T Py rf:;
-?— ¢ e . ‘s
/‘j ; Y 11— py- l/] — y* 1“/
] + ‘” fl o= | 9\ 3 i b o | QI
— iy d,‘f— )I' 'I }l/(l——]l) —op ]\ 46 )

(= | ) R i (90

.
[ 1)/ T lg 3
<0

Wanneer men in deze laatste integralen neemt p = 1, gaan ze over in:

B sl gAY IR S an. [ a2 l‘* - 22 s 1] 99

f i’y /ql .(f'i/_ bos 9 ].(.M), ‘/( i /;] da; 97 1 I‘I{IATTJIH (23)
. 0 , . ; ~ " b = l e q (ﬂ ; )

( J! 2q—1 ['7 : ?fn’ ( ?[ _I L. (‘:?,f;)_ /n 1y’ 7—1 l_/ [ y>1 ,U l 1__35{_ o = :'}_,- . (2",)

A —p

We kunnen nog opmerken, dat (18) en (19) ook verkregen worden door (1) van (2) af te

trekken; op gelijke wijze volgen (22) en (25) uit (8) en (9).
. L —
4. Indien in formule (B) genomen wordl: [ (z) = o'~ % arcly |/ &, krijgt men, onder

x=p*en r=2, volgens (XIII), (XV), (XVII) en (XIX), de volgende vier

substitutie van:

integralen:

" ‘1 =
{ el — B arclypy o dy = / et — Y —Yarelgp |/ 1 — 1 . dy =
0 0
raedr i La+1) & plus { i m et Lyrd )
=97 ”_l_r;]—f)mrhlp-} (——1) —g 2 A= jarcly p— - (—1) :JiT—“{‘—TV(’
1 , ol | e iy
/ PR — iy arcly py L dy — / Petld —yHarcgp /1 — . ——— =
0 ’ Jo ' : I e ”'3
: |
r(U»H)r(h_H. ) - |
2 T l a —(2h4-2m41) ] t-m
= gy arclgp + (—1y+! (”»){H") l m! (11 - !—m 20+42m-+41) 1 \M(l TR A it
AL ((l + b ?, ] T LECy ; l
il . dy ek s r——
/ y(l—Parclypy . —= = / yrarelgp /1 — . dy =
o 0 l I — yl <]
l n/1
kUi i)
ML s R TR )" T Y= ) (— 1) e figh- f (3)
3('.3 a -4 I)pz"'* 1 ' o ; {571 +
*1 f} "1 - — 1 [ 7 s ) |
I. (e ff,f Py . r , — = ’ (U‘f'f‘rl P l 1 ‘,0/'* ) P ¢ H,” = = f, fr] (}J § l I .} p""), (r“)x
J 0 I | — u~ J O | = iy )

Bepalen wij ons in (&) en () tol a==0 en p=1, in (es) ot a =0 en a-—=1, dan

volgen hieruit voor de eersle integralen:

i J'_.l .. "
)1 m o, l) =, .+ (20)

-1
T L = - _ aliy A '
/ Y arclg y . dy = 1 -+ ( y ROT 20 F In+41°

JO /
,01 ytarclgy . dy =y @ ,;T;}f ) it H_,((\__,‘ h' ‘:_i;.) ilr/ 9 - %.(‘”“4: N (27)
./{‘]l | /l'w " yarelg p oy dy = ;ﬁ (PG ETETA_ | R i 1)
/0] uV U —farcgpy . dy = ‘.,";,.; §2| A F p?P — 3 pr— -.t ook M (30)

5. Zoo krijgen we bij de substitutién: [ (x) = '™ ly(1 41/ @)enf(z)=a"" : lg(1—1/ a)



i de eerste integraal van formule (B)
betrekkingen (XX) tot (XXIII):

» Wanneer men stelt: @ = p* en » = 2 ¢, volgens de

- . I (a4 1) I'(h ‘1 )
/ .U'_‘-?rq—"'q"l (l _ H"—z',‘)ﬂ Iﬂ (1 +]J ."Iw,) : ,{” = ] "’f |_ ') 41
J 0

A (u—{—h - -
L@a+1) ¢  (rp-@itenty

q ::::U"" ' (:”. - ”p)’(:‘z [) _i._ u) m _’!_ I) | ‘;( vi_ !’) ’| -1— :]. H 52 T;- :3 N _|_7I { ("1}
2 700 dy T 3 |
[l @+ pys. TN =T Gl M e pp G T o
el ’ I (a -+ l)!“;
/!FWH‘WL“WQWWhﬂWﬂJHT-*- -} lg (1 — p) —
|
Jo .r/!l:f{—h{ )J
ratt) § t’—;’ﬂr"’ S risd S Rl -
=2 ——‘l ,;—u”’ (” “m) (..) I }ﬁ O m } I} '!‘I(I —~/J) <] :'_ 27{ =9, i " (.‘(:;)
P : dy ™ ; { i
_f( lg(1 —py). I_,."_,I e = q aresin jr —- 9 l(w‘r.\-m PN (A

() en (ds) zijn voor o = () \{m his bijzondere gevallen van (2) en (1);: (ds) en () gaan voor
,; — ] over in:

. . dy ' {1 32
lp (1 + 7). e = 30): | g (4 — ), ) S YT
./” g (1 + y9) TV T '\'l - /l g (b —y) TAT=rT gq 0 GO
De som van (ds) en (dy) geell ons (7) terug,
6. Wanneer men in de eerste integraal van formule (1) substitueoer : [(@)=2' (1 1/ 152),

krijgt men volgens (XXIV) en (XXV) de vergelijkingen :

_ I'la - ' (b4 1)
1 3 . ’ F. e [ ( \J) \ '
[yl —yr A+ =y —L L 2 ly 2
Jo pediE= "I‘(fr-l-h ‘ :}'l |
| e 0

4'+”1'v' FG) '

1 \
| b ey 0 "! — ] — Y ’. - M - 1 -
; atlg(1 —x)4-2 X (=1)" a lhll -1/ a RS 2" T3 ' (e))
‘.!rl()”"(”|!’l 1 —] I

m 0 ”" [” i ;-' ]”)r ( :2 m -} I ’

9 1 0 2n-
- e, ] ' ‘N | __},' (b - )
/ 1 ”.v,, for—1 (’ . ”,).1 f:’.’“ l I 1 { "‘.'fr) o = 'l!.f[ ; /q
o 0 ] l / l - y'

rl(rr[h] )
' 1 (] 1

p " -
el a) 4N : S VR o |
! :2”,[1)] f,.rh‘f'(ﬂ*lgh'!;) w0 M (=0 — ) (200 4-1) welg |/ a T,( I\’ 20 - l s (62)

Hieruil zijn weer vele: bepaalde integralen te berekenen.

Nemen wij slechts: a =0, b =0, en & = p*, » — 9 dan ontstaan -
q . —— iy dy

A 4-1/1—p ) .= - = /{/".2 —1
./U hl (] } I / l l Liir u..

\

A+l 4 p)——p)lg(1- p”Jﬂﬂ
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{1 lg (1 4 'l/fjl —l—p2 7). Vic /iy =lg2—1-+ —1— lg (1 4+ p*) + l— arcly p. . (53)
‘0‘. i o l/l_i'/ [) .

Voor p =1 gaan deze over in:

h : s s iy di a3
I =y "”’ =20y 2—1.34); | A+ Ty . 28 =" 2191, (35
[+ 1= =2 by [, AV T A =T Gl 2. 39)
(arcsin |/ x)?
7. Ingeval we in formule (B) nemen: [(x) = —U]/—;_—, z—p* en r = 2, vinden we
volgens (XXVI) de integralen:
(Y (aresin py)* iy Haresin p l/l — ) 0 7 | Ia (1
=35 Ly —p) Iy (1 —
,n Pl A= ,0 L — iy 4 ?( F2)ig (Hrp) - (=P i ( Nﬁ o

welke voor p = 1 overgaan in:

b (aresin ) / /"1 (arccos y)?

v e s Pid Y dy=zlg2. . . . . . (Bt
I ==t s e 2

o A ;
8. De subslitutie: fi () = o’ ! ””’fm_]—éiin formule (B) geell blijkens (XX VII), zoo p=a - J
) l,/ 'l g \ o .l I 2

— T
. f pm— -~ .
i wresin |/ A ety - aresin )/ w(1—y)
yir—1(] —yr)* . it 4 —dy=| yrtas—t(1—y)l-1— ALns Lldy—
.-/u Y ( ) [//('l )(1 —zY") 4 .,U Y ( S l_,/-I —J}-|w_1,"q' '
1
I (rt - 0] . T ( 3 3 :
9 i L1/ = l at+b—1 cH— w :?A—Hl— = g -
e J:A-f-i’"‘, ‘ a1 lrlu—i +=1 ( ] p) It (9 gl —a)+- X : [-(‘H
Oir da | SRR 2 "o m!(a i— b—1—m)1@m+1)L* e A
Stellen we  hierin achtereenvolgens b = 0 en b — 1, terwijl we na uilwerking nemen:
z—=p*en r =2, dan komt er:
~1 = \a [ il PoRes LN N 2a !
[ warestin py . —— (I Y JAd A Al e —, arccos |/ 1 —p* 4+ p* if* . : 'U/ 2y - =
Jo .'; ] A — )(l — p? r,r . Jo 1)1/ 1 —p* Py
1 * ‘” ,I(I/J a—1 (77 .I)m I‘—A"m——'i ‘ }Jlt' ‘
— 1 | s \ _
4 J lr;n+ﬂ""" 2 mmoml(@—1—m)! (Zm 1) fh’(l p)t n | (g1)
rl ] — e rl ’ 2a
/ aresin py . 71 J}.( . Yoyay = f arceos |/ — p* - p? 4 "” ==
=il ntyt), -0 VI—pP Py
o ’) 1"/',.. : : 1 )m !' Dim—3 3 :2 l“‘: .H‘ 1"2 " ] " '
=2 — ly(1 —p?) - . A B Y SO D LI
9Qa+MN1—p* 2+2 Ll e =0 m'(rz ~m)! A% ==ty Im 411 -—p:’n* T on Qm 417 S ’-(fl)

Nemen we in de eerste integraal van (gp) achtereenvolgens

oens: a = 0, a =1, in die van (ys):
a = 0, dan volgen:
it dy n 14 p
aresin pYy , ————————— — / . V7
--Iﬂ Plova=pa—ppy & 1—p S
i : A / 1 — dy T ) ‘ ) : 3
./U aresin pif . \., T—pt gy — 4p :(1 ) lg (L4 p)y 4+ —p) Iy (1 —p)i. (38)
1 .
/ aresin py . Yy

=——lg(1 — e TEOY
40 [/(] = ‘”‘.‘)(1 T Pg H;z) ”, g }') (oY)

Deze laatste integraal volgt ook als verschil van (37) en (38). De

tweede integralen van
(1) en (g2) gaan voor a =1, p =1 over in:
"1 / ‘ i
1 b T - ; | 4 " \
I aArecos 1y II__f/ =—==1lg2 . . . @)r; / i arceos iy . diy = R (1) T
v 0 =l = ( ' '

o : h



g l" :—}— I/I + )

9. In de eerste integraal van (B) gesubstilueerd: Ry == T aeell
-{— & i
volgens (XXVII), zoo we slechls nemen: & = 0 en b — 1, en stellen: 2 — Py =9
‘1 e Aty -
/ y(py+ VI . ( ‘!I) dy — — " arelg p —
: i }/ (.l = (1 4 P t) b .
|ru- qf u;l })—ﬂ m—73 |[ I \ I),.l l ;
-)ﬂ }- z1ie ~ _0 “' (” e I e ”') (" H} ._L l) 'l( —I !’ _} (_ ’ . (”)
/ g (py +V1Ep70) . — “l _"f,)a ydy = i SR
Jo T Va—pd -Hf" ) 2@a+ )1 pr
1 a/d F ] ’, 3 t 9} 2 [ In I ]
(0 = TN / I o N up \ npdnl
gl 2 m a—m) 1 19 C TP g Hr e g S
Ih}l)ﬂ]i',ll we 011s ot a =0 S E— I l” (,h]-)" ol ¢ = () |“ (,}J)' d)n "-i”l 70 over |“
‘1 <
4 a a [
/ lg (py + V1 -+ ") . ¢y : arclgp . . . (492)
J0 " 4

yVA—py A+ 2

1 P Jwl VA T / : :
/ lg (py -+ 171 + ). \ - :q”- Sia B h T arcly p — ,'rf lg (14 p*H. (43)
- 4 i \ 7

Jo U I 4-pPy2 "y
St S pEETr )

lg (py -+ A1 Py . — 4.4 £ Bty 2 Lk

-/" . VA — A+ p2 ) ap g +p) . . (44)

welke laalste integraal weer is 't verschil van (492) on (43).
De waarden dezer integralen voor p — 1 volgen vanzell,

10.  Wanneer we i formule:

il ; . ad N
/ ol =y (@) dy - / yrr =1l — ) dy = (}) //“)n’ eE(p >0y, (D)
o Jo I

i —1

substitneeren: [ (@) = (A°F )% waiarin we volgens het eerste geval genoemd onder N° 17

van hel vorige hoofdstuk, aannemen » = p -+ ¢ -« Krijgen we volaens (XXIN) de vergelijking :
"',u““‘t’ — )ty , el —ytdy I (p) I (g) de gpteta—1
(‘l 7 .l‘)"' +gta Jo (1 5 & i H /] ) Pl A ol raPte=1 ,-U, _[ﬁ,! i ”»’r(.”. (1 . _,‘)'.r . ‘:_/f)
Het vechterlid ontwikkeld volgens het theorema van Lemsirsz aeell:
(" .'t'-'l’ Cgdvasi i ( i ) (7 bl mEde a1 " |
dat (1 5 @) waovnJ d

pi=" “dar (13

on daar:

de—" prtota=1 — (g N)!(P ! 1 | ”“_I]J"‘..vlv ‘1.' d" I - (1) 'f"fl
o pn—n ' (t— N ) dat (1 5 a) (1 5 ayts

zoo kunnen we voor (k) schrijven, wanneer we stellen:

o | ”n,'l' -1 (l _“”r')p--l ‘f” | L] ”.nr 1 (I . Hf‘)v. | fl.'l

Jo l! ! s Hr)}‘ g+t a . Jo (’ —{ &t 3 Hr'),a b g 4 a
I (P) 1’ (l!) {‘ : By , ( ) _1_ ’ I I : .
— v i \ -1y = ' / / 1 ¥ 8 ‘
- ) "(}' ] ;I =t ”) ’n” 1#(, I 4\,)7 o (\: ) (” “)- ( n } l a i )‘I f] ‘, : '\) 3 (,.1)

Fene menigle integralen Kunnen hieruit worden afzeleid.
Gaan we over lob de substitutie: p ¢ = 1, dan treedt als voorwaarde op: D p 1, daar
p en ¢ door ons grooter dan nul geeischt worden,  Voorts is: 17 () ' (1~ p) = a cosec p

zoodat (fy) voor ¢ == =1 —penr=1 overgaal in:
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[ " 1 dy - /"1 | dy 22
Jo A—yt—ryr " @Fsyy+r Lo A—yryt—r (Fstsy)yt!

T COSEC P < oy TR Bz = $ re\y
— i/l jp+e (T SI—7 % (1) (@ —n)! [[ " ﬂ d==p)= ( ] Op<t) o (49)
terwijl nit de 1° integraal van (k) volgt voor: a = 0, p = —1—, g — 1 2=
- 1 d iy T e
= gt L S s L (46)
fg T4+sy " VI—yp 2V1+s (46)

Uit (45) zijn nu vele integralen te vinden door aan s en / willekeurige waarden toe te kennen,
aan « positiel geheele met inbegrip van nul, en aan p die, welke voldoen aan 0 { p ¢ 1.
Wanneer we in (%) stellen: p = b, ¢ = ¢, wordt de 1° integraal :

e e e R G § S (a') [H 3 Hﬂb‘l] i ] (47)
0 ! Jr R n

(Fsyytite rfatbte—1) et (iEs a—n

Nemen we echter: p g =056+ 1 en » =1, dan volgt, daar:
r'ib+4+1—p) =0 —prr{ —pyen I'(p) I' (1 — p) = & cosec p =, onder de voorwaarde
q >0, dus: plb+1:

= },L.—P f’ ‘I (I } i . T CoseC P T < ( ) [” i h [ < ‘ln
il B e =L - ! n Jmer ’ e ,;,’] / \l
Jo == g = Orﬂ-hﬂff"(1+_q’!' = daaliass ik () ]t' Fl—pr/t| ] 48)

Voorts geven de volgende substitulies in de 1¢ integraal van (/):

1. p=10b+ 1,()‘7ﬁf‘~%-1_ yi— R == St

» ?

2 p=b+1, g=c+ ;I,,r-f‘:l,f::'l..\':p':
aanleiding tot de volgende integralen:
1 SRl 1
T4 .241.,1:/"! .C-)‘.ﬂj-_'_' ; s T ; 2 "
/ yratl(il==r%) fiff’a: = .,',,.l-;,.ml.w e H_‘: 1) (@ —n)! [”)(” BT “l)(r—}..l)'-f'{l "—:) (49)
I I/ (I——:,r)(l+p PPet Rttt pta Aol y b g pleata A T ip
51 |
Be—1 PAY Cln - t)‘h)':'! i ¢/3 rr - 4 \n/1 a "o
J o I/ (l 'f“l” ,f) a4-3h+42ec+3 jat-btct12 l,/ (l _'*jp“)-rl 1 u " ad—1 ] - |.! n
‘ S ' 1
Ten slotte geeft de snbstitutie: p = b |- g 4 =¢ e g = 1 nog:
x bl LIEI e / [ |/
/ | u“;—p}u I - it TET Shnet, (]F’V“]qﬂun (f].mn
NE (!;F-Q”)” Lb e} l I,(l -—'f/) E!b ‘;_(.(” *I" h*i*f.’)! ln b 5 ([f N)r ' ‘_! 0 r—n “ ,+ <

Uit (47) tot (51) zijn nu weer vele integralen te berekenen, door aom a., b en e verschillende
waarden toe le kennen.  Enkele voorbeelden zullen we hiervan geven,
Stel in (49): b = 0, en achtereenvolgens: ¢ =0, a = 0 en a =1, voorls ¢ — 1, a = 0,

7

dan volgen hieruit:

[- ydy Loy [ et — SEV @Gy,
L Va=pdzpyy 13950 o VA=A zpyy  SUAFp) M
w __ YPdy ¢ b 2 Y (17"
VA —p)dspyy 3005 pY) |



Stel in (51): b =0, ¢ =0, dan volat:
/]_1_ - P o - N ) \n, (1) (a— ! H“” 1 ]: S s dia
Yol (LEEst s I'/!l 1—) ol !ul S T2 (E (@ —n)! 5 [2 (!+NJ . (DD)
En hieruil volgl voor ¢ = 0:
Jo txsy " 1y “ = ") I/I(r_‘_\) SR S i

g —1
~in de eersle integraal van

[1. Op gelijke wijze kunnen we bij de substitutie [(z) =- ]
(

formule (1) de gevallen behandelen,
na vervanging der onbepaalde integralen in het vechierlid door hare

We Krijgen dan

waarbij »— p — ¢ lu,‘:_ullu'l ;:,(,Iu.‘f.'l 18
waarden volgens

allereerst,
(XXX) tot (XXXHI), achtereenvolgens de vergelijkingen
ph—e—m—1 \ ¢+ m o
( + l )u & f‘ (‘.: —{l ..4|_ h)' (,)

Clat1) d = 1'\:"‘" (: 1)m+1

Y iyl ]_ Ay s )
[y St L2 YO g (1 5)
rCe+1)da® .=, (-]~ h—t_m) I £ :

Jo  (I—ay)t!
/'l .’1'“+ '“"ldr; H(’ﬂ;]') T (e | 1 "’i;‘ I , |n/2 ' (
o Axayyt V' 1I—y v 2ol (e 1)dat | pi—c ]/ T | & Y Gi=al) SER e
ﬁ . I“”(h-——;)an{ ) L5 |
L " T NN S (A 1 - . nf2 L ;
=) | G S ) gy e S @ g (o— by an (e b —1). ()
. 1
I'|a- )
/‘]. glhr."r—-](im_"lr)f"!.” ) [ ‘ Ibﬁﬂ JJ““ (*---;'1)”'.!‘hh" iy ‘ l-‘ I ) ¢ "’-’\"‘*-‘l ..’n"‘i.:! }
L V= —aypt ,.;'[,~+;',)""' o m (b —c—mt | T O Spp | esS ek
1
A \a-| ) 1 ( !
/ﬁ‘l yrtr—td—ydy gy [' Fa) @ arime  gimemn—g | Vel s ety |
; [ ™ i i ] o  — 3 L N AES N Shm— B 3 i -
Jo V(= yy (1 Fay)iet! ""l"“{' -I)]d.f" m=0 M!(t4-b—c— m)!fr” G 0 0 2 i a-+-0).(p)
kan men hieruit weer vele

erschillende  waarden aan a, b, ¢, @ en » toe te kennen

We zullen ons slechts tot de volgende voorbeelden bepalen,

Door
integralen berekenen.
Stel in (m) achtereenvolgens:

1%
b=1,0=0,r=2o=q; 0=9,¢=0,r=2 p=g
dan volgen:
f" ¥ dy o« | |
-|*(|'—?"f."/-“‘)' 11 — 1 : ‘:31['!!_ | Vl—i-"]-‘. coe e e (7)Y
l" y* dy " 9
0 (' Fq 'l"')' V& sy i 'l‘ s V15 r[: ' (08)
:2“. \Ifl 1 (H) (M1 (IP) = T ])4 “n 1“-hh.\l-‘_.l_.”\-“[g(\ns: h — ”‘ ¢ a h = I e a { l :
dan volgen:
¢ ” (l . -u‘:)'. '!‘i I e [ n 4
/ B a . nl g\a : (9] 1 ill, ] { I‘ o 1N ] 7_}}__*‘[ ’ .‘()
JORVA( =) L= PRy a3 dipraisl [ VOBt s e Brpsa i e 0W)
/.1 y( —y)dy (=1) g N piakl
I I (’l - y.') (l _A!,_ ‘“‘—: ”2:)Qu i l- A l'-u 1 ;l”l(’!l ]’ e -1-) ( = l\‘ .:2 N T I‘ . (“ﬂ)
| (o4 a4, 14y .
- - f‘ _1
"/ 9N 1_’] P nl (hl)

‘1 B (1 — ) dy

./n VI —y) A —p )t Qath)pd il —p™ gy
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YPd—yhedy (= 4prl (4 244 19N (AP LR )
Va—pa F e Qat+N)par 14 p fLE Tl ;( b 20} 1 (,

ri— 1

12. Ten slotte krijgen we Dbij de subslitutie: [ (z) =

(]ﬁ y nog de gevallen, waarin
¥ ' A

r—p — q niel geheel is; volgens de betrekkingen (XXXIV) tot (XXXVII) geven daze aanleiding

Op gelijke wijze kunnen we uit de andere vergelijkingen bijzondere waarden aan a, b, ¢, » en @

toekennen; de waarden dier integralen zijn dan gemakkelijk te vinden.

(B) substitueert: [ (x) — a2 I, (1 ) ). Vervangl men daarna @ door 2* en neemtl men » —— 2

13.  Eenige helangrijke f'm'muh'w vindt men, wanneer men in de eerste integraal van formule

= &y

dan krijgt men volgens (XXXVII) en (XXXIX):

. (l)’*(‘ ) o

1 "r " . g—1\ _! o \u‘ (T
[1.@pp—=a—yyay=2LCFD (@S . sl
] |

9 4 n |
[ L@py+rd—pydy=2Lleth, (IH )
o )

a1 byt 1 (), n t’u) e (v)

DA Rl I )Iitif'(u- -u:——u f _.H ’l(n)\ ¥
Stellen we y = cos ¢, dan kunnen we voor deze integralen ook het volgende schrijven ,

daar voor « geheel: 1_, (z) = (— 1)* I, (3):

3
TF +1

ATt e g S Sod ol o [R() > —1 -
5T (o F l)./u L, (x cos @) cos” *1 g sin*t g d g = |, +p+1 (L), (H (0) > l, {

pht1 :
G 9; 1), / Lo (@ cos g) cos' =% ¢ . sin®# +1 g d g =
(g Pt
o1 ()

i W @ pos. geheel o
—. ],:‘-“ﬂ +1 (.f-‘) "r T ()l‘ 'f_ 0= _; b_,)! (I: (“’) \ IJ . . . . (hh)

: . " 1 . 9
Stelt men in (65): » = — -, o = n— -, dan vindt men, daar 1_1 (y) — \/ cos i,
- - B i / T i L

tot de \'f;l‘gt,‘]ﬁ]ii[]{;&ll:
1 *—I)—m-—--l ra ad siry
/ ’;Er - (I pEa) ’Ir) ’{'J’ !"‘_(N __l_ 1 'I{-- \n (_ J)m:n' 3 \/f -l_ _!_]— ’ _-;,)h“!_“:‘._l ,_‘_J R (’I)
o (1—ay)y+!? rI (c4 l)d oz m!(a— m)! f ‘/'1 i e 2h1)
fl br+4 :— l ,,1 T ,]\ Je P L—b—m 1 \ ) b —1 -"'":'1 )
/ Y ( U) £y S —(—° ’Jiﬁ’ 1) SRS U | areley | VTr By 1y St (1)
(l 4z yr) 0y +1 rI (c-1)das ,Zom! (a—m)! | ‘ 0 21 -1 s
JD .
7 o A S e ek Sl A SR o
0 (l—l}/ )r—]]/] /" .r['(r ])J; | I/]__;]: <~ Gu/3
T =1y (—l)".’ﬂ d et (Vs V1Fa 30 Iy a3l
e e 2 FiAr N o —Apo_ 2T,
Jo(+zyy ' Vi—y rCe+N)da ‘ VIitz ° ( 3n/2 )
We zien, dat ook deze \'f‘I‘”’P]ii'iill"'ﬂ!l toelalen vele bepaalde integralen e berekenen,
Stel in (s) en (): ¢ =0, r =1, x = p?, dan volgen:
% yhdy 9 m'c.vin L 1088 s 2R3 ST
- T —— ey ) l 9 o . . . “:) Jad
‘/0 (] L ]T— }/) l/] _— " 1,.- -1 l/ 1 o PQ ]J"’- 0 Il/ 1! ( J')
*1 [ 9 ! iyl e V') b h—=1 \Ju 9 . =
e L M)} WH_U%}U ST a2 e oy
o (I+p2p V1 —y PV Pt >

")



op cenvoudige wijze de bekende nillll'ukking:
-~ ‘2 l
l ) ’ oy (,I' 08 fJ) .\'!.HE " i i iy [H (H) \ T ] . (\I‘H)
v 0 J

Q)

A
Mk

()=

L

P—11V 7 (N -t~

Formule (65) komt in denzelfden vorm voor in | «Handbuch der Theorie der Cylinderfune-
tioneny von Dr. Nigrs Nigrsen (p. 181 : 1904), en is 't eerst gegeven door Sonine (Mathem.
Annalen Bd. 16, p. 36: 1880). Kan » - o - 1 daavin slechts waarden hebben > — 1, — in
(66) daarentegen kan ¢ — a« 1 alle waarden vertegenwoordigen, zoodat men met behulp van
(67) tot eene uitdrukking kan komen voor 1, (€) (nu Z geheel willekeurig), waarin eene dubhele
integraal optreedt.  Om haar in de cenvoudigste gedaante 1o krijgen, zullen we cerst de integralen
van (66) en (67) door L invoeren van nienwe veranderlijken andere grenzen geven.

Stel in (66): o =24+ a—1, en neem als nienwe veranderlijke: y = @ cos ¢, dan krijgt

men na eenige herleiding :

- l e In 2
& ‘% (= )"
(—1) . g : ® =1\ ( 9 ] a pos. eeheel
L ()= K — L(y). (&2 — P te=10—ag, 1 "N L : POS.§
A ﬂ»+r711(1~1«)ﬁﬁ{1 Mgl St S T 1y R () — o)
terwijl de substitutic: n = «, & ==y en cos g — ;/ m (67) ons voert tot:
| 1

13 (,.’/) = / (UQ - :"'\.)x "8 rosz.dz.

=1 I [(( -} UI) ] Jr -

Vervangen we dus in de voorgaande integraal 7, (1) door deze waarde, dan vindt men

: (7777 l '),1 ‘r {J.'f S8 ”'_‘.)P. | ‘v L = 1
““””’ﬁkﬁﬂfﬁﬂf?ﬁwzJ'mﬁﬁh yra—1 —‘w{'w«~:w Teoszds

P R
Sk ¢ “"(“—3)

o n!' (- 41)

Hievin Kunnen we nu aan e« steeds zoodanige waarden geven, dat R () ) — .

"

3 (.ll, ().) \ =, €N « DNOS, |||l|“l'||) : . “t\:)
pos. o )

14, Ten slotte vesten ons nog de betrekkingen (XL) en (NLD, waarvan we gebruik kunnen
maken; we komen dan tol integralen, waarbij de hypergeometrische reeks onder het integraal-
teeken voorkomt. Stellen we in de eerste integraal van formule (B): » =1, en vervangen we
@y door y, dan gaat ze over in:

.
/ @—=yr='f\dy=r (1) // (@) dar (p>0),
v 0 . :
en nemen we nuoachtereenvolgens: [(¥) =2 =1 I (« goxy, en f @W=a*-1F@0gya),
dan krijgen we blijkens de genoemde betrekkingen :

I' (y —0) I' (§) _ (5050
- v ]. &J\'

[TF@pdy) .y (@—yy—2—1dy =1 F (a @ y ), r

J 0 7 "(;-) 2 ¢ |
" \ e ' (0 —a)I («) |, FVYah0
Al S T 1 () — ”]n &~ ] J I == / « - 1 DRI (t (+ 41 | 3
]n F@ 37Uy . | ) BV F (a By a), O X0
Stelt men in (2): 0 = e, dan volgt, daor: I (e B« ) | g
v — 1 " 8 e g e | . - i
g e C el ) [y = & r—=a)l'(«) , 1@ ) \ [72a)(
il a—=y: Y Gy o P8y, | w1t ] RN C
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Indien in (y) en (z) niel aan de genoemde voorwaarden wordt voldaan, maar respectievelijk aan:
d>3 >0 en 7> g >0, behoelt men in die vergelijkingen slechls « en g onderling (e verwisselen.
15. We hebben ons tot nu toe hoofdzakelijk beziggehouden met het berekenen van integralen
met grenzen 0 en 1. We kunnen komen tol integralen metl andere grenzen door in de integralen

van formule (B) nienwe veranderlijken aan te nemen. Stelt men daarin » = 1, dan gaal ze over in:

1 1 7
[Ca—pr—r@pdy=[ =11l —p}iay =" @y dwr, (1) 0)
Jo 40 J
Subslitueert men nu: y = T ;I—_-r-, dan krijgt men de formule:
+ z
e Tddag. L o5l 2z IR ) e (REON s
/f (Tzye+T /(1 T2 ] s / (1 -J~r)f'—1/[| +~r} e _“ e (,,).n]‘ (€)

¥ ~T

~, waardoor men
§

De willekeurige grenzen s en ¢ krijgt men door de substilutie: Y=

koml op:
L o e -7 Ir— s\ P [” , ()
./s 2f—=1(zr —sr)r— /(r = \]l[::js =1 (Ir— ’)”_1/( {,;\,] dz [ .-'I_._!_) ) {/( ), ( \(|]' )
Hieruit leidt men al:
1°. Yoor s = (:

! . A\ (p)rf, :
[ o=y ’—(f’ (e e = (S5 ) de = () X2 1 @) dar. i)
2. Yoor: r=1,s=—1ent=1:

")f‘ I’ (p

2 T | L | ax . 4
[a+ :_),,_]/-, 5 _:)g.f, =[ @—a-1r| g0 -1.,;)1(& = |1y dar. 1)

> S 1
Vervangl men in formule (B): y door —, dan ontslaal:

(i S L e ] ) Bz i G r(p)? !
-/l :]Jrrrkjl ey / ( :_r ] f{: "’I/] ;}17;‘7-1'-71 / i :'_ (:' — I) : J,: —_— F ’/( )r{ F" s {(l”

terwijl in diezelfde formule de substitutie: y = e=7* geell:

/' o0 (l o ‘.._r:}p-—l/-("-!.(,k»r:)d: . / SO p—prs /' ‘;.".(I .__I_ '.——r:) : ff: = !' (}’) P,' ".(‘,‘”[‘J'P . (l’)
s 0 .

Jo ra?

16.  Het spreekt vanzell, dat we met deze verschillende formules niet alle substituties voor
{(x) wllen herhalen, die we in formule (1) hebben uilgevoerd.  Tot eenige voorbeelden zullen
wij ons bepalen om slechts aan le toonen, hoe gemakkelijk ook deze nieuwe formules ons in
staal stellen vele bepaalde integralen te vinden.

Wanneer we in formule (€) substiteeeren: f(x) = @7=* Iy (1 — z), en alleen die waarden
aan p en g toekennen, die in het vorige hoofdstuk aanleiding gaven tot de betrekkingen (IX),

(X) en (XI), krijgen we, zoo in de eerste twee vitdrukkingen gesteld wordt: 1 — & — p*, =9,

en in de derde: @ — 1 = p*, r = 2, de volgende integralen:
Pt (o A4 pa dp
‘;I() h} ] -L ." ’ ‘!‘ —‘/n h] 77-| -'1_ :“.- ] 7537 1 (ﬂ N |) X . 5 : . (hﬂ)
G P I R T Y I
./” Iy e _-In 7 e e w ly g=r o w4 (70)
r :.'.' e !“3 (!: teo 1 —_— IJ:: .‘2 f,:

= — (arccos py. . . (71)
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+ N LI ; . ‘ . - .
Vervangen we hierin p door ¢, en trekken we do komende intearalen van deze af, dan volgen :
~ o a ~9 ~ 0
f InE T2 dz * 14 pP? d: \
: - 32.3.%,-;(}1_:“_ SRS (1742
/ a /
I T s =r g . (73)
N S L dz et A O ;
—r e e by e e el |
U= Vagi =) Ui=ga Vg Gt Breais pRai(7s)

Neemt men hievin: p =1 en ¢ = 0, dan krijat men:

o

o rl _I_ :‘3 ) 8 | ‘{: . "o I _“ﬁ 2 f" o :

lg———.dz— lg(1 4-2%) . — =n.(75H): e we : .9 iz o
_/U g— 5! /' g(1+4-2%) . 5 =m.(75); _/” lg— "‘lJ’r':"'ﬁ./u 1,;(‘1,1—.-).1.+:£-_,,r,;‘,,~_>‘(,t,)
1

ot :g_l ‘{_:. oo ) ~
| = st = L Sy G SR T

Jo o | -+ 22 J o 2 I/ 'I_‘i* =iy A
Voert men dezelfde substituties uit in formule (1)), dan krijet men voor » =— 1 de intecralen :
4 Jov — - .4 .

Ase (1 %:I?)t—.\'w‘—:?-'_: Ly ‘_’3 (51— —Z)S—a32 iz 9, . =
e Ve—9)(t—2p S V(=)= =— (V1=a—1).(«)
"t (—a)l—s-x2 dz Y =1 —2) s—a: dz e

= e e Vi) =)

¥ (1—a)t—s-az dz fE =1 =) s—1x7 /- a
, — = 7 — f: ~ Lo~ L4 1 . . ‘ 2
/ g l—s (l—2) V' z2—s { 4 t—-s =) Vi—z Vi \.(""'“‘"’N 17 ) ()

-

IEn daar:
ol =
g (l—38). >
/ ACa V (@ —s) (t —3)

volgl uit (e):
“ d )
il —a)t—s+wzf. - = [ lg{t—(1 —&)s—a2), az =0 1+ V11—V 1—s
/ I l( ) I ’ l (:—‘&') (, ‘_‘:) ./J : ( ‘J\ g ) I(I—-:)(: _'\.‘) — .3 i § IH( I 5 ‘) ! A ) (((1)

(@), (@g) en (@) gaan voor & = [ —s en @ — 1| respectievelijk over in:

il 2 i1 /-
| =] lg(14s5—2). 4 2, -
Tt 1ttt = A (V=) ()
oz

dz /"'I (1 | g
_ = f 4= 8=—=2) . — 0 =S Ak T =
—(—z) J. J8T=) Ay R i 1 S Ry

[(lg—tte). = [y (4 ey, U2 9
v (l -:) VO TTEY SR s Ak (2 '-;"VI"’I——; = Y \_{”r'l‘w.” 17 1- -.\')ll. (8“)
/",” ;-—-'\‘ b =z dz 9

_\l 3 Ty — % T
Ja $ Vie—9t—2p [ " 1—=5 "7 el

1
0

" — 1 - 1
P "!’ (I' - .\‘\‘/ (' — ‘U) 2 ;/ 2 ‘hl — !r, (/ ) ,\)‘

i 1
f ly(1—1+3)-

sl -
/ lg(1—1t-+2). 77

— S R
2) (z—s) s —lI (51)

PR D dz CUNSRY e
e . Z (l
f TT—=5 "V {e—5) (1—2) / W= Tr———=—2r g2 . (89)

¢ i d : oL f foeas
)(l‘ - . - — [, o SN ot l'[ . o :
R = | g = AV —e— . @

Voor # = 1 gaal (ay) over in:
el dz gL
y——5) . = e — : . iz A=
‘[,. ly (: s) | (z—3)(I—2) / !." (t—12). V (l — T=n ly : | y . (84)



Nemen we in deze vergelijkingen :

4

0

s = 0, dan komen we op inlegralen,

die ook rechtsireeks

kunnen verkregen worden, onder dezelfde substituties voor f (), uit formule (E).

Wanneer

i E— '1,

00

11€e1

die substituli

es

uitvoert

in de tweede integraal

krijgl men de volgende integralen:

RL:

van formule (1), en neemt:

z dz T

e s 0SS
e T

van formule () en i de eerste inlegraal van

bepaalt tol die waarden

vindl men, zoo r = 2
] n/1

: [_‘ . ﬁ“’] |

N = = J‘:'n ()b

2 A1)

0 l”',l ! \

(R8)

I n/l

| T 0—g |

N 2% n (1}

ol - ] A28

0 ln,] / @ ‘

(8Y)

; :f'r: T e 2 (2 QTI 2
———dz—=— (8b); , lg2. (86);
e 0 o 0 J o €~
17. Wanneer men in de tweede inlegraal
) 5 . A0 _3 1 4+ Ve y :
formule () substitueert: [y (z) = 2" 2 Iy T terwijl men zich
(R iR===—=gi | Z T
van p en ¢, welke ons voerden tol de betrekkingen (XVI) en (XVIII),
en & — p:
ol -, + )2 d: ) . [?fl-{-] o _I
/ :(!'____‘)a,l ] l:’_,}z:-—l - L ‘ - -I\(I___IJ‘.)"“'_]_
Jo ==y i [ 12 —.:2 (‘; il ——!— | )Ir a- |
oLt pz iz L 1
/ . = Lresin 5
3 "lf-kll: . I"/f‘l 7:_, / (Lr'cs I
S 2 ) dz T \ ;
lrt! +l’ Pyt s .qu]iiﬁ— 1# 2@ T
./1 L — P 2e /2 (=1 (Za+4-1)pe ”’f( )
e ey L = ;
/ ly | R ' = 1 arcsin j .
J1 z—p P —
Uit (31) en (f2) kan men nu weer vele integralen afleiden door verschillende waarden aan «a
(pos. geheel of nul) en p (willekeurig) toe te kennen.
18.  Zoo volgen uit de substitutie: f5 (@) = 2" = arely |/

(C) en (I7) en in de eerste integraal van formuale (),

en (NIN),

'/' ””"]| 1

~l

f_ arely pz.

Ii

arecoly p 2

in verband mel

2 in de tweede integraal der formules

de betrvekkingen (XVII)
1

wanneer men neemt » =2 en in ((): 2 = p*, in (F) =2 B in (@) =~
Ly
' n/l
a1
T f’ < Al s ( 3 4 _l_ \:i o ( ' :} ] 3 '
*, l/ ‘1 _| 2a 43 ‘:‘,(‘ﬂf‘r‘i,])lifuf l‘(l _}- I‘ l 5 -';‘ _I’ 7.]‘1.'/| I' "(I'l}
/ ' el ,I‘: "”,'!:’ - fr; (‘p V| .!.[;:) (90
Ja ]2 A J :
I n/l
; 5 — —
(P—2Z)*zdz T \ ey e ( : 1’.] S
—— { | = f=  JP— = " 2nyn £
V/ p—z2 ﬂ(ﬂ;rr-{,'l)‘,,_‘n}l'll =l ]—.( 1) n/) rrl ‘ (72)
/'g v l Jl: i 4 / ’ | I I — ll]
arcie pz —_— A T 2 13 /
o b1 z | i —7® A g\p =P b) 2 \v1)
13/}
(Z"f—-il“ il T \ D g (H” ';!] o _
n'n{ l]I _ _,f _'.:)“ﬂ[’ Ff-l‘_”‘ll ".‘]1 ) B %(_l)w a7 I,.I:r— ") }*IE.(},:")
s i : w 14+ V14 i
QArecolgpizi. e [ ' B
./1 g1 Vies y g 9 P (92)
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19.  Door in de tweede integraal van formule (E) te nemen: [ {r) = a"~
n=gag-+1, r=9%2¢en =4

1

' Ty (1 £V 2,
, vindt men volgens (XX) en (XXII) gecombineerd ;
a -} !)]'(l’;-{-— ..I])

y !:a + 2541 [{’, ‘\I ﬁ: \) I

Q2 [(,. bl ; )

| a — I ]”I s—@i+3m +1) -’:-1-”: 9
apd 1) 2a+3b+1 5 — ( _ Lt
1 (u+ ) = oml (”Hm)[(.,)h --"Hh{ I [f;(l 54+ X

I - L5z
/ :‘_,’1 ([._ R = :...)u ,!1 ’\ . {!: —
Jo

4'.\[“;.-: gin+1 ‘
F 2 g—t.(0
Int T Int1| ()

En daar:

e RLESVITS

c<|

u]’

X!

komt er na sommalie:

o=t oty VTR S)
K C(ad-1) I (m_ q)

1

o)
v o 2 Jo i J‘U i) j‘

:2?) ([9 — :2)" ftj (’ + .\':) f!: — ——— Tl ! {.!el +9841 /"f { (l i \_') 5

J0 . L o ¢

‘1)4.1.1[”. .!, ],_E,_' J i

(S

t I (a-1)2et3b+] £ \SEUEdad o]

'F-"I" waln & 4 m \fu k1
w=om! (@ —am)! (204 2m 1) f/"“ Pl \T It % 2 n (%)
Voor ¢ — 0 krijgl men hiernit:
/‘.’ Py (14 s2) dz = £ I-,- SR g A k) Ig (] + P st g ikl
J o : (" b - l)\ +1 ¢ ) q ( §) & l =9, T l\ ! (‘-‘-h
Had men voor de substitutie genomen: [ (z) — p—1 g+ a), p= 1 el g bt i
- o ) o S AR = O =I{",

dan volgde volgens (XXI) en (XXII) gecombineerd :

o ! -
ly (1 +2). & SR e o
,/n / ( ' v V2 — -4 = 9 ,”“-WN b= 9 (aresin !)‘J. Lt (EH'}

Wanneer men beide genoemde substitulies uitvoert in de aoeer : ,
; po s ttvoert in de eerste integraal van formule (),
terwijl » == 2, @ = p*, koml men ftot:

I (@A) ('h s
T 2 lg (1 & p) +
ﬂl'[t!»[—h-} ';) { ¢

)
I)ll IJ"('\(*un‘ 1) / (l i ] l F-‘l\.,.!’:"
| 1 (21 9 ui m N

mi{a—m e N \ '

1 ( ) (2042m - }— i) { ey i > 9, e 0
Lathpee A vy iz .

/ h, _! S - iy L 'u.'

Jhy z Ve e | B aresin po—

b4em 2 1
v

\
E 1 (a - I)“ 39

I .
g (wresinp)* . . . o L (95)
Uit (83) volgl voor a == ():

"o ! 14 f_" f,: = I 1 '} O d1
-Il =75 20+hH ™ (9p - |),,"f1!(l“ Rl 'ﬂ)'\! S !

I 1 2 n v2n-41)

(96)

TN (mrwn |- ) |

L) 3 ‘; R I .: J - L - - ¥ -

90. De substitatie: [ (x) - e Ve ' P=7g geell bij r=2 volgens (XXVD) i

formule (G), zo0 @ == 155
wecol :'?!: - e i =2 t’:

.,n (gt 4 ) f .,n (”“fj %) :"! F= A ,.'/ 2 . . . . - . ('.}7)
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mn de lweede integraal van formule (E), zoo z = p* i*:
[ . ; iz TE {7 : ; ; \ | y
_‘/ﬂ (aresin p 2)* . SV 9P !(\'1 +p)lg(M4+pt) -+ —pt)ly 1 — pl) (- (98)
en in de eerste integraal van formule (), zo0 x = P_“

‘/1 T L_,—jﬁ {(p+1l (p+1H—2plgp+(p—1)l4(p—1).09

a1 -1

0)/ T g AN Iy e TRRPR T+ Jaetan Tapelae T L o L) e B et T
21. Wanneer we eindelijk nog substitueeren: [ () =0 __J—;)PJ”JNIH formule (€), krijgen

we volgens (XXIX), na herleiding volgens het theorema van LEBNITZ, z00:r=1,en1 — & —i:

/, r,—.i-il(] 1 2)e ([‘ ,'-x !,—1( +2)dz ¥ I (1”) F_(I’Q—_ .:: (@ _.“)I (r!] [JH -1- al - ———I) f["-‘” (I —[Ju. (o)
0 \

(t 4 )!*!Tu o (]—i—[ }P""—_-a ——”r(ﬂ‘*—‘f‘l"”)? A a4 —n {
T I O - . q(t — s
Na substitutie in de eerste integraal van formule (1)) komt er, zoo » — 1 en @ '-i-———,—-—‘):
,, gt + h
“t f~ Ao — ~\g— ; 4 g—1 a L LN Bl s i sy
’t(--'—--.\)} 1({5__':_)"“'} d:= r{p)l (q) (t—3)* 4 \“ H)f(”) [l‘ el 1)‘;"“(!} (f ._\-}). (e3)
Jo (gA-hz)ptite (ptqgta) (h-gs)t(h4-gl)r += “An a—n h--qs

Hieruit volgt voor s = 0:

(i e P MR L DTS )3 ) R S0, Sy 'l-”)(/,{fﬁ‘”"'].ur“["ﬂ)“ )
Jo (g4-hzy 07 0 (pq+a) I (h4-glyr+ M a—n ! (B S

Na substitutie in formule (I) volgt, zoo x = ;:I },
/ﬂl A4zt —z—1dz [' 6V el ) et £

_1[(’/_;' h +- )")‘1‘(’!**"!) Jeteta g+ +2k)—(g—I) Jrtate

. 1 (I (9) & " [;r) pA4-q 4 a— IJ 1 [h— g\
I e (R L (T o T ( + ¢ 4 a % il 7 ( (r—n 1 [y - I;) - (&)

terwijl we met behulp van de eerste integraal van formule () krijgen, zoo @ — ‘li .
/"‘ lg=uhike e XORROIRT. ”)![u')[,,-}-q i :r—!]r/””( 0 J ()
J1 (/r:—y)f"["f'*’” heta(fh— g I'(p-+ f4a)T “An o—1 | f—q

Kennen we nn in deze vergelijkingen (¢)) tot (&) aan p en g verschillende waarden toe, dan
krijgen we weer vele bepaalde integralen, zooals we reeds hebben aangetoond met vergelijking (£).

We zullen dit hier dus niet herhalen. Voor a = 0 krijgen we hieruil:

(Pl 2 ey, itk I" (p) I'('l‘)
i iy B Yo \ ‘ )
./.. L Fz)rte / (A lorFi WI (p+ - (100)
/f(-__—._ \)1:1‘(1_-7 gy =ldz (t — s)p+e—1 [ (ml (f’ll 101y
Js (7 + hz)r+e (kg (h gl T (p+ q) DALY
e e i B R V() 102
0 (9 - hz)rte he(h = qt)r = T (p 4 q)° (102)
L Ut R L (e (0 | PO 4o
J1{lg+h+-28) 4( f/—-h) tete ) 1 {lg+h4-28)—(g—h)2}P e ~ (7 /.']"(h—{fk)f-':3['(!,.[.,”‘( 2
/ (z—1)>—1dz _ 1 I (p) I' () (105
Ji (hz —gyrte v (h—gy " I'(p+q)° 104)

22, Nu Dblijit ons nog over aan te toonen, hoe men, met behulp van formule (B), komt Lol

. : R e — -
integralen van goniometrische functies, genomen tusschen de grenzen 0 en -, en 0 en 5
: 4 ¢

-
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Stellen  we daartoe in formule (B) achtercenvolgens: y — tgz, y — sin 2 2 en Yy = sin 2

dan krijgt men:
,n_ 4 FaNe—1 £ g~ ”': o, A i : f’ F HAE o oy
ol =l =L ‘)m'f: _’ lgrr=1z. /: 21—y’ ‘)'m\" z %) //("") dar. (K)

0

/n s =12z, (1 — sinr 2 z)r—1 [(@sint2z)cos2z . dz =
55 | E

— = L)- I (n)»? )
_4.1” sinfr=12z . flo (1 — sinr 2} cos2z.dz—= 9 )({? / Ji(e)d 2o S (1))

: /'{.l-‘(l —sintz)} eosz . dz==L.

g
/ sinf—lz , (1 —sint2)? - f(xsintz) cosz . d e = ’ siner—1
o 0
u‘)"’, ~ 11 v \ 1 nrmn [ "\ . 1y ik S | ’ ] \ .
-t .\Illlblllllf}(‘lell we Il In I[” “]“]L‘ (]\). f(,l) RN = ’” (l T _")‘ |];”1 \'”"lpn woe |n \'Pl‘h:"“l
mel de betrekkingen: (V) tot (XI) — waaruil tevens de bijzondere waarden voortvloeien, die we
achtereenvolgens aan p en g moeten loekennen —  ferwijl we ons bepalen tot a = 0:

v 0

(I —lgrz)blgr=t zdz

: _ o iptrarr=iiz da Wy
./G !’[ (l — & ’fl ") ] i o8 : S — ./i‘l h’ (l — & ‘*- & f{ ) — ———fT“l—\‘L : —
= sall" Sl oy ﬁ(,,s L 1) fa (1 A @t =
O F 1) rad+1 (¥ ) g (1 — @) — s R R S (&)
.I . A ’!fbr_l-r_l % d s e ": [ a1 ); h g - !]_
./u I‘, (l }_ - I'{} ‘) ’ mxf s i ./u ,f] (I _lﬁ S {”r :) y ( ------- } rU\ :’ =
] i 641 b1 W
e —— e | Faun S G 10 [/ D TN T AN Y i Ay 2| o
(.h M'_ l) » ) I ‘i ( ) l .(I ’\I I ol ) } ( l) \T (kh. l ) - \ A x (‘,2)
.: Mh_ghl:d: I:I (1 lqr .)’Ju?, (]
ol 1 g — et e : (] 2 Iyt 7 A
./n y(@—al ) cos® 2 Jo g (l DT, cos® 2 ; 7
2 ‘ . , Y . oo b—1 0ty
= e (e (s VD= i () s) <805 e e
('””“')‘ 2 Y 2041\
.: fr"r_'-:_t‘.'.fl': ‘: i Iéf r-ﬁi~ 9
{ ,.'I (f -}- x f_f,l' :) . ! ,,‘,mﬂ — = ,‘ ,‘l} (I -l — 2 {”r ) (1 ey “f ) ly 2 2
J0 . =40 cos® 2
) . A ‘ . =1 2t -
= ~ ,!'f (I - .l-‘) M= 'l)H'l jarely Vae—3 (— 1) '
(‘:! Iy = ])i ( e I)J Jf “ ' . - ( ) 90 . | s (Cs)
‘: iz "4 ; !:;‘: 1.,, 9 .
{ gl xaty ) . v e / (Vg tatys) . R N T T
. ('rl.\‘l.‘f‘r[ 2 + < l ’ : *[{}"Z 3 cos’ l (f '—h,' )5 I -
¥ ”l;.—]:’,: /:/ (1 M;lﬁl‘d' 9r, 14+1V 1%
gl xatlys). o === g(1lFatzlygs). 2ol 41 = T
_,n q(lxaty:) oz V1—lgrz Jo \ 9% ST A l—-—!q e ly 9 . (¥s)
2 /.:h/('lu—-r-l- plgr), 1 2d 3L e el
{ " {732, rosd» U I !‘}": ' gy — " (HN'.\‘HI I ;-1').. (ﬁ_)

F
./n f_r}(l-——-.i. Q%) SN 08T |1 — gtz Jo
Stelt men in de eerste integralen van (L), (€4), (&) en (To): @ =1 en 1 — 9. o1 wijl men



A4

zich bij de laatste twee bepaalt tot het onderste teeken, dan vindt men hiernit na eenige herleiding

de volgende integralen:

T ., SmPilzdg 1 \ e N T
Bt s U G DA S IS ’";T'“s'(lﬂ-u-
T R st T T ly 2 (— l)” ) T ”;‘ (— 1) | Y T
_[0 {glcosin (OS2 B R O (V1 hE=ai ) 1 26 —1| 4 VIR + il el
Tr coszdz n - 7 dz a, 14172
lgeosz .——=== —__~—(1/9__1), ( 3 oSy a——c =yt (108
../u 60 sin®z ) cos 9z 2( Ao .,u i coszV cos 9z 9 9 (205)

Stelt men daarenlegen in de tweede integralen

van (;1), (f:*.)-. (:). (rﬁ) £n (’:T) r =

terwijl men zich bij (Z5) en (£5) nu bepaall tot het hovenste teeken

, dan volgen:

{n: lg gz . (1_“__!5;"';11!2;’"1 zdz @ —|—II)T "%I ’II (109)

./f ly ly = . (I_—wiqi l;—J 1:;;;11‘:&- = 9% é_]) L , 1y 9 g ,,%‘1 ;)j;ﬁ ; i,

/ f K {;{M:x_«_iizllf_,_[:}:ﬁ e nad GO /f ly 1y =. ,-”.\--r(!;] lI —dm = ﬁ",'_:;r lg 2. (112)
_A: W!ﬂ:.“mfii;iii;:)::—-gfg (113)

Door deze voorbeelden zij weer genoegzaam aangetoond
toelaten vele bepaalde integralen te vinden.
we volgens de reeds genoemde betrekkingen

Voeren we dezellde substitutie:

w

"0 )
/ lg (1 — p? sin®z) . sin?ttlz cos2dz = / lyg (1 — p* cos® 2) . cos*? + 1 2 sin
« 0 o 0

|
) (h -+ 1) p~l’+1)

vl o

A

. ' 5
= "_,)“(-h- _';_ ]'")_?],‘3{" +1) 'flf"

2542 _
i
T

k3

*g " a
/ lg(1 — p*sin?z) .sin®*—2zc0s2dz2 = /
« 0

=g E

, £Z00 We nemer :

z) uit in formule (M),

e =)l —p)— '

i Gt | N CHE ) R ) ok

lo (1 — p® cos® 2) . cos*t—
1) / )

, dat de vergelijkingen (Z;) tot (&)

dan Krijgen
n=2ien & = p:
z2dz:

p}; b " . . v (?}1)

f (lg (A 4+ p*sin®2) . sin®?+1zcos 2d 2 = , g (1 —pPeosts) . costt Y g sin s dr =
]

‘.,’ n

N

"

(” : ‘:’1"3)

Szstnzdz

o 0
: ! 1 2=V lg (1 + p (1 S G o 5 prtl
— b—-ﬂp“~1 A+ DA +n— 1 —p' Nl A —p)—2'3 5l ()
I y lg(A1 4 pPsin®z) . sin*?=2zcos2dz = I : lg (1 — p® cos® 2) . cos® =2z sin = d 2
Jo I
e / 2 b4+1 '—, \ "“*‘1 ; an 1 |
= b —H lg(A 4+ p*) 4+ (— 1) V(‘:Zrb_ﬂ—'l)‘}?f"':’_ ‘:,,,.,.;y n— _'\_'_ (— 1) R ' (76)



Lol

3

de

Vil

/‘ ‘
(1]

re | Slcrage A dze S et ds NS
./(—. lg (1 & p* sin? 2) i _./U lg (1 5 p° cos 2) =T V1xp—1). . @
/ o /, (l 2 \'p'"ﬂ _) e 8 / l R T {_ / I —! ]“]7] PJ :
Jo A S = ./n g (15 pPeos®z) de = a ly D £l
-5 . T L 3 Sl 2 , Fon e
'IU lg (1 — p* sin® 2) Sinz = ./n lg (1 — p? cos®2) ros s = — (arcsin nr. . . ()

Ook uit deze vergelijkingen kan men weer vele andere hepaalde integralen afleiden.

Stelt men in (1), (43)y (75), (5) en () p =1, terwijl men zich bij (35) en (»5) bepaalt

het hovenste teeken, dan vindl men:
3 ] "2 : b1
lg cos z . sindetiizcoszdz — / lg sinz.cos®t+1 2 gin 2 dz — — . I N | . (114)
v 0 AW +1) T n \
o adl ey Sy, I ( P _
lg cos z . sin®t—2 zeos 2 ddz — lgsinz.co®*—2zsin>ds —— 19N A
q : z 12 > (119)
il 26 —1 0 2n-4-1)
~ ‘-. , fud
2 7 ] f - )
f !l; COS @ o —— — / lg sin z X i ;
- bl T T b o cl i Im— = gt . . . . . F )
Jo St~ z o i oSS 2 9 t.,l I )
w -
"3 "3
’f (NIAY : . r’: — / /( ‘\-i’? - i O 2§ T (7 p [
./0 v f, Gsnz.dz= g 2. . . . . (17)
T -
'y oz g |z 2
! lpcosz, —— = / lgsinz. %2 ,r Q
Jo oo sinz  Jg Y g o (118)

Neemt men in (114) en (115) achtereenvolgens & = 0 en b — 1. dun volgen :

- x
g . Q
/ lgcosz.sin9zdz = / ly sinz.sin?z:ds — ! . (1149)
Jo Jo S Y g = /
x x
g o8 2 * 3 : SiN 2
lgcoss . ——dz = / IR N AR A R b S R 19
‘/“ \: S Sth® 2 | 0 ‘! “”I\f-: - o b ,r’ - : & ] 2 (l“})
w '_
I lgcosz.si’zcoszdy = / lgsinz, cos® 2 8ineds — — I_ (121)
! 2 —. . . 2
o 0 o 0 ‘\ \ /

* -
.

0 ]
/ lgicosz.coszdz = f ly sinz, sinzdy— ln 2 —1 (122
0 . . . . . ol il

J J O
95, Wanneer we in formule (L) substitueeren: f, @) =a"7[ ! I'_ L en amn poen g
i | L
waarden toekennen, die aanleiding gaven tot de betrekkingen (XI1), (NIV), (XV1) en (XVII),
iden we, zoo we stellen @ =1 en » = 2, en ong bij de eerste twee bepalen tot o = 0, na
eenige herleidingen achtereenvolgens:
-
082 —8M2  + 0510, n1cD s . ) : et Ve,
g 830 =122 0059 2d 2 :/ llgz.cos® 19 rsinQady— 1 'S ] (123)
Yeosy - sinz Jo bb § -1 VY
~
T COS T — stz .
/ I —— . Sin** 2z o8z d 2 =
Jo COS 2 ~- 8in 2
"
"4 a3 7 S | \ |
ﬁ, lglgz. cos**2z5in2d: = — Vieo v 1| ey
Ty 2@V1) |9 =T+ 29,1 - (124)



—
(=

o
+

'- cOs 7 — \m
[ lg —— cos29zsin2zdz—
0

COS :7-{— sinz’

.

1 n/l
el
N < . (125)*
0

£ : x
lglgz.sim*s2z2cos2z7dz=(—1)+1 : 2
/ J Jr ( ) /I(b) i + 1) -1:1/[
T c0S7— Sin z dz i3 dz n 1O
/ I o / lglg. —o=—= e (126)*+
Jo  coszt-sinz sm2z Jo TV cosiz 8 '
Stel in de tweede integraal van (124): { ), dan komt er:
ST AP (1 2 /) &

. ) 1
l : f!![.,,: . "‘"‘)Fg:({::-— 7"‘,[5,2 .

Men kan aan de waarde der integralen in (125) een anderen vorm geven, die voor de berekening

gemakkelijker is.  Men heeft n.l.:
nfl ] I 1
i . [— a— l) ]‘(u - _l)] 2 F(u — 1 — -7—] )‘"(u + -5} . F(“ n—o
(—1)+1, )" S o sl s P AN L Jj‘ —
\ (204 1)3 4=/ S s I'(n+41) bt o I'(t—n--1)
1 .. ( )
r(f;_}-gr(a]{ ( ¥ )F(nk rly)
8T (a+1) 7% "Na—2n (n +3J
2 1 ,.(1 L]
I'\a +g F'Lj 1« g | L+ f(:, 2 :
= ol el llmt il "-' S " " 1 —_—Y S dy— .__-_____’_.._-:'_,, l_ — 2 4=
8 11 ((' LF' I) Jo a[—]- (\ 1) (” — “) .’/ ( H,) ( ./ NI (N _%__ ]) .ln ( J’) I
1§ (AN P ERATL
F(QJ?’(”J"Q’S RO ) |
= ¥ 1) " ~y :; N ‘ l v
81 (w4 1)1 .;4-0’ @451 - 1)
zoodat (125) wordt:
/ y /r/ b didie: x’.” < Lcos*t9Qzein2z2dz =
Jo ¥ coszT4snz
= i‘!'(u _{_.])f'"
"3 r 2/} 2
:1 lglgz.sinf*2zco822dz—=—2%—3 | .« (125a)t
il [(I-|-b)).l (Z2a 1)

Wanneer we in de eerste integraal van formule (K) substituceren: fi (@) ¥ arcly V',

en aan p en ¢ die waarden toekennen, die aanleiding geven tot de betrekkingen (XI1I), (XV
= () en

we ons ook hier bij de eerste twee bepalen tot a —

en (XIX), Kkrijgen we, zoo
A

(XVII)

voorls stellen z = 1

vy I ges)

A : sintt—1lz L T . 11 T ~
.,/n cos*?+ 1z ° ° s "f II (=1 ]i ) o 2n41)°
: wn ]—:- 72 d7 = 1 | m +(— 1+t 2 + (— 1)+ \ ( 1)" (qu)
PR T U L S (L3



o U

i
(T sinzcost 2z 7 ( AL a (
I o 11 17— % (’: o 3 r — - "*2"1 ] ‘:‘_)'_\'(_'1)"
Jo costatlz I/ cos @ z < (‘22 1 - 1 ) { 0

ra

2 dz

_/‘. sinz 1/ =glg(1+4172).

cos 2 2
Nemen we in (128) en (129) rvespectievelijk: & — 1. & — 0 en in (130):

dan koml er:

3

i n/l

-
F/

o

f L(130)

v (131)F

t=0en a=— 1,

5 -
" osinz T e (s z2dz 1 (=
Lz2dr = - —]] . . (139)+- { R s ~ | DN g
./n cos* z 2 [2 ( ) ' o cosPz w219 f"! ) Sl (‘I'M‘
[ lg z AT e T sin z 1/ cos 2 2 ~
A= (| 2 —1). (134): / e Y S T e L AR | 1) B\ (135
/ . & v) y % v & F— | ) ) 5 H
./U 1 cos Q 2 o S Cos> 2 ' 1 9 ( | ). (139)

26. In de eerste integraal van formule (M) achtereenvolgens gesubstitueerd : [ (@)

e
g 1 drcsin |

a /1

en [ ()

— =t

r — 2, de volgende integralen:
R P :
LI T If’ 2 i
0 Sth® 2 v
en :
x - : I
'3 8b—1~ ppeda—1 o~ J o 1#/3 o o’ ‘ ! [_u_)
/ Z Sin 0N z iz = PP | i 1 ,:"‘ '/.r]
0 = . 'I' ] I g
1 a0 5 ]
b—1 A \m Al —ni- s
- 9 N (=) ; lg (1 : m o
_ - ! B = e ¢ { — ),
=0 T4 (” I 0 | JN)! (_’. 7] -!A ]) ( /AN ) I o

De vergelijking () laal weer toe vele hepaalde inlegralen |
0. b=0; a=0, b

e vinden,
l 1

substituties: « — 1, 0 =0 en a . b
- X .
o] A f[: e 2 _ g
- - e, (157); / 2 lg2dz = oo, (188)+: Y e
_,n sind: ! o0 : ( 0)" ./“ < HJI!] 7z
en
3 - )
/ ron 2 edz '
J 0 4 . 5
. 3 l’.,..;._]
97 Substitueeren we ten slotle weep: [ () .

houden met het eerste geval, genoemd onder n® 17 van het cerste |
dan vinden we met behulp van de cerste intearaal van ormule (K') blijke

700 we hierin het theorema van Lemxitz hebhen Loegepast

=

4 .\"‘)"["‘—l (“”“r: . '\I’-”‘.:)Il ] '-“‘\-(H } ])r—l 7. ‘.]: . ’1 (I‘) I‘ (f,) {I‘ ( - I‘ : p .
. \p ] T A - 21"

(cos™ 2 Fasin"z)! Fet rl(p4-q-4-a), = " ( H).[H) [

)

£

4 (r”'(‘.\'l‘N |

‘b |

- geell ons blijkens (XXVI) en (XXVII), zoo we nemen: & =— 1 en

j:l | <o ()

Zoo Krijat men bij de

I achtercenvolgens:

woldstuk , waarin »

P‘f“{‘i a—1

-

lg 2. (139) !

(140)1

oy waarhij we ons alleen zullen bezig-

P+q1=0,

s de betrekking (XXIX),

o de volgende vergelijking :

"
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Stellen we hierin achtereenvolgens » =1 en »

TEOSCC ) \“‘

l”’{l .a‘_U
\

re mh;f*—hf; i /J lg2r—1zdx
/n (1;”:“ )’*17 o (1xzcosiz)s+1 9

Stellen we daarentegen in de eerste integraal van (1):

Won=b4+1, g=c

& -

(A4 (0 —n

1 ll' !I

2, dan volgen:

[I-{— ..)" II'

' ! ””:"l ATy
)'Hu =p) (1%

s
Y s

r% sini—zcosz(cosz—sinyr—ldz T (p)IL(q) & (F 1) (a—mn)! ( ][IJ”H“H e
e 1S Y N il =5 Bk : -
.;U (r“ox 2850 )?’*1*“ - I'(p+q+a).=o - (t— N 1 (1Fxzx)yte
/; sin?4—lzeos?et1lzcosr—192dz L ()G () s (+1)(a ‘)I[EJ{P‘{“'/";'"”'_I] /1 Z"
------ -= T 20 (1) ). Ipdf= s T
=0 (coszxwsin®s)r+ate 2T (p+q+a)a=o" A Pl a—n 1 (A1)t
Hieruit zijn vele bepaalde integralen al te leiden door aan z, p en ¢ verschillende willekeurige
posilieve waarden toe le kennen.
Zoo volgt uit (y2) bij het onderste teeken voor & = 1:
--._ Bl p; - 4 n/l
l " sintt—1zcos?e 1z o5 719 dz = L (p) L (9) \! — 1) (a—n)! UNH_%—(‘H””—‘I e (141)
Jo or (p+ :]-}—u),l_o nj\ a—n Ductie
Stelt men hierin ¢ = a 4+ 1, en vervangt men 2z door z, dan vindt men na eenige herleiding :
T A5/ . [u' (9 4 2 a) ot
aapidt =1 % snep =10 ds —— 5 \n Oa—n | 1 s A\u/1 A
sinfetlzeos?—1lods— — Y (—1)2 a—n)! ) a 1)1 (142
[ prerin 2 (A2 @—mt |5 TS @Ay (142)
We kunnen een eenvoudigere uitdrukking voor de waarde van deze integraal vinden. De
gevonden waarde laal zich namelijk als volgl schrijven:
= a\T(p) I'(n+ a1 E ’ _ & [ :
-\_. (_____ .l)uu)t——u[ ) (]) ( + ) / ,/}r-‘l(l ___U}u i l (WI).;( J:Z; -—n(-l __Jf)u"{u:,i
n=0 F(H—Lu—i p+1) : : N e 7 | o
T [’
S | =y - : e r 1 (,,4_1);(
:/ y;;ml(.l____y)u i)‘rt l ._'_] (hf __, H;n-—](‘.l o ‘H'.)a‘[!!: 5 / Hg (]__H)u“f’! —
o 0 - J-0 - J 0 l'.,)l'(( { I]
zoodat :
- . nrlP
L / (ll -+ 1) / (:, Qa/2 \
/ 'l’.’_”:.a 1 T Cos? -1 7 .r[; — —— i P , (IJ’I—:!H)
b 0 i Ij ‘ [,fl 1T Af=
21 (a ~f—i!~{- 1)
Nemen we achtereenvolgens: p =20 -1 en p == 20 4 2, dan krijgen we:
i Qa/2 qb/2 ) e/ 43
/ sin*etlzeos??z de = =5, (143)%; f sinfetlgeosdttlsdy = e (144)1
0 813 : ’ 0 Ay o LePrrida v
Voeren we dezellde substitutie nit in formule (M), terwijl » == 2, dan Komen we op de
vergelijking :
/‘ T sint—1lzco8fP—1z2de / 2 sinr—1z cos?1—17 (2
Jo (zasin*z)rtite — | (15 zcos® Z)PH e+ :
l'(: AN L . [ ) H-q 4 a —1 a*
3 ) !) I) -'\_ i l}u (” - ")! I I , i {III/I (}v)
2T (]’ + 4 @) 5= ( “\n a—n _ (1 5 xytve \
Hiernit volgt voor p -+ g = 1:

= p, dan Krijgen we bij het bovenste teeken achlereenvolgens :

o (O ). (145)



/.

-~

W]y

/ sinfetlyeos®t 2dz o Qe qb/2
0 ]/([ ﬁ_p-_'m'”-.‘:)-‘z at+25+8c+8  Jatitetif (] DA+

— Y

w] =

st zeostt+1zdz 92, 9/2 e/2

beide achtercenvolgens: @ =0 met b — 0, ¢ — ():

mel b =0, ¢ =0, dan vindt men:
’ 3 7_'_7.\‘-::: {_r{‘__ . 1 o (148)+ / 3 Cos 2 1(: a1 |
Jo V/ (1 — p> sun® 2)" I = P “Jo o ] (l — p? sin® 2)? e A= /71';' .
-5 Skl o A ) = o
/ 2 sz dz £ S n s AE. [ sinz cos 2 dx 1
e B antzyp 90— p (1oU)+; e T 7
Jo V(1 -—p® sin® z) 2 15 Jo VI —prsinz 3V (1 —pP)
o w .
"2 ,\-[u ” (‘”,\‘Q 2, d ", p I l O Q cosd = o = 9
/ Vi — 58 sui o) — 31— ) UJJ:.) =k / - el = 2
o V({1 -—p*sin 2) L Jo (1 — p? sin® 2)° 311 — pt
T . e q I
/ 3 stz dz B ;,—i; St 1) = ('54) L. 3 cos 3 dz 3—92 1,2
) (] - jl‘)‘ : AT e

Joo V(T — p* sin® 2)°

a "
i
_"[)-)l‘c" I.\j=ﬂ k H

Uit deze twee vergelijkingen kan men weer velp

)(c+ 1y

a@—n
bepaalde mtegralen afleiden.

=0, e=1; 0=1,¢c¢=10;"¢

- p? sin? 2)° 3V

N\

P
._1}3

[

)".(1 46)

; )n/l [l Ep)l i

Stelt men in

[N ds=—"

(149)
(151 *

(153)*

. (155)*

-1
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De door mij gevonden uitdrukking voor de Besselsche functie (Hoofdstuk 11, p. 37, verg. (68)):

2 )3 A
| e ; (—H] )z i /'I (',rtf, ﬁ”'l);. ey AT et 1‘ v 1 .-z; 1 (_ 1 )"l' 9 )
A(r)= Pra=3 a8 7w (At a)arfy a1 rl’y./” (i —2%)""2cosz.dz RTI al (T R Y
waarin 4 alle recele, imaginaive en complexe waarden kan vertegenwoordigen, en « (pos. geheel)

't redele gedeelte van (— 2), — is algemeener dan de tol nu toe bekende uildrukkingen,
waarbij [, (z) in den vorm van cene hepaalde integraal staat geschreven.

In zijne verhandeling: «Ueber die Anwendung oy Differentialquotienten mit belichigem Index
sum Integriven von Dilleventialgleichungeny (Zeitsehift fiie: Mathematik und Physik XVI Leipzig
1871, p. 197) beweert Most ten onrechie: «dass die von Liovvieee als Ausgangspunkt
d* e =

- g

- ) .o W . . . TN . o e
aewihlte Glei hung : ok L nicht algemeingiltig genug ist, um als Definition brauchbar

zu sein, wie ja denn auch Liovvicee bei Behandlung der Funktion of “ e faul Widerspriche

cestossen 1shy.

1.

De door Liouvitie langs twee geheel van elkaar verschillende wegen algeleide vitdrokking voor
" . arrp ¥ »‘. i ey 3 LY s . . ' a4 ]
'/.ll[lll'- |‘[)]|]|lrl'lﬂl‘lll|llll luneti (\.Il\llll]dl e ]I( ﬂll‘ ]‘[l]}‘lm'h““lnp 1 \l“ 11_ (_]'l_l[][)‘ CRELLE'S
Journal Bd. XI p. 1-—10) is niet juist (zie diss. p. H-—7).

N

Als definitic voou differentialen van gebroken orde is hol nilgun;;spnnl van Rievasy (Gesammelle
¥ Tesyas Vs S1r Ay an <) . .
\\ L\I'I\'c 4 Von \\ l‘a!”'a“ 1lllll l'l“[.l\l:\“ ¥ li\(’i’ ) l). ')h}:!) l]ll'l l[‘ ;—:“l”.llll\-l'”.
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In de «Oeuyres Complétes de N. T, Apewy L I (par L. Syow el S. LiE, 1881) vindt men de
afleiding van een «valenr de P'expression g (2 -y V' —1) + ¢ (@ —y V' —1)» (pag. 18—21),
aangegeven door eene dubbele integraal. In de «Notesy (1. IT) schrijft Syrow dienaangaande:

«Comme I'a remarqué M. Bertraxp (Annali di matematica pura ed applicata, série 1, t. I), les
formules du numéro 2 sont inexactes, lintégrale double qui exprimerail ¢ (z+y V—1)+
+ ¢ (@ —y 1V —1) étant évidemment nulley.

Voegl men echter wan die dubbele integraal toe den eisch: » > 0, die blijkens de afleiding van

ApeL optreedt, dan kan die dubbele integraal ook oneindig groole waarden verlegenwoordigen,

zooals juist plaats heeft bij de eenige toepassing, die ABEL van zijne formule geeft, en waardoor

hij komt tol:

4 " oo o y?
€08 Y — —— / e T At dl.
- | Vi

De hepaalde integraal hierin is oneindig grool.
De fout in Aper’s afleiding schuill in de volgende aanname:

1 —2n

9

ety m—————— = —— e
’ T 1.3.5...%n—1)

o —

De waarde van deze integraal is oneindig grool.

VI.

JERGBONM maakl 1ﬁ_i zijne «Neue Integrationsmethodens (1892 en "03) gebrnik van logarithmen
mel een oneindig kleine grootheid tol grondtal en neemt daarbij len onvechle aan, dat de
natuurlijke logarithme van oneindig kleine grootheden ecindig is.

Zijne ontwikkelingen blijven evenwel volkomen juist, wanneer men in plaats van een oneindig

kleine grootheid een eindig getal, verschillend van e, als hagis der logarithmen aanneemt.

VIIL

In zijne «Neue Integrationsmethodeny (1892, p. 17) zegl Bercnony: « Bekanntlich werden
alle Differentiale aus folzender Fundamentalgleichung /(& - dx) — [ (x) = d [ (x) gewonneny —
in de onderstelling namelijk, dat men de hoogere machlen van d @ verwaarloost ten opzichte
van de eerste machl.

Dit uitgangspunt maakt, dat zijne methode slechts toepasselijk is op die functies [ (x), waarvoor
{(z -+ dx) ontwikkeld kan worden naar opklimmende machten van o volgens het theorema

van TAYLOR,



VIIT.

Volledigheidshalve moet in de verhandeling van Profl. Dr. J. pe Vaes over «Orthogonale
Comitanteny (Verslagen der Koninkl. Acad. van Wetensch. te Amsterdam VIIT, 1900, p. 566)
nog vermeld worden de meetkundige beteekenis van het verdwijnen van den simultanen
invariant : u_f- = [,

Deze is, dat het stralenpaar, aangewezen door ;= ( (f> = 0) harmonisch gelegen is met de
ctralen. die loodrecht staan op het stralenpaar /'2 = () (c;irli).

x

IN.

De voorstelling  der 600-cel door StrRINGHAM is aanschonwelijker dan het model van Scniecer,
(Ziu van Dr. S. L. vanN 0ss: «Das recelmissige Sechshundertzell und seine  selbstdeckenden

jewegungen. Verhandelingen der Koninkl, Acad. van Wetensch. te Amsterdam VI, 1899,

[, von HewvnoLtz zegl in Zine Vorlesungen tiber theoretische Physiky (Bd. 1. 2 p. 13: 1898)
ten onvechte: «lis giebt viele Bewegungserscheinungen, die sich am einfachsten heschreiben
lassen, Wenn man i gewlissen Amlpnnklun Unstetigheiten der Dilferentialquotienten der Geschwin-
diekeiten annimmt.

De kromme, die de versnelling van oen stollelijk punt als functie van den tijd weergeelt,
moet, evenals het geval is bij de snelheid, cene vloeiende , continn=verloopende lijn zijn, waarin
geen hoekpunten oplreden.

XL

L] proefneming over Kleurgewaarwordingen begaal men een principicelen fout, wanneer men
den collimatorspleet van- den  spectroscoop verwijdt tot verhooging der lichtsterkle.  (Zie o. a.
over de verplaatsing der neutrale: vax per Wenne's «Methodiseh onderzoek der kleurstelsels
van Kleurblindeny,  Proefschrifl, Utrecht, 1882).

AL

et bewijs, dat NErnst geefl van de tweede hoofdwel der mechanische warmtetheorie (Theore-
tisehe Chemie, po 15237 1898), is niet volledig.

X111,

pe Prickersche meetkunde, waarbij de vechio lijn als roimte-element wordt aangenomen, is

eene meetkunde van vier almetingen,
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XIV.

In hunne «Theorie des Kreiselsy (1897) hadden Kreix en SomMERFELD zich liever moelen

bedienen van een rechisch m plaals van een linksch assenkruis van coordinaten.

XV.

Wanneer men de theorie der kleurenergieén (H. vox Heramorrz: Physiol. Optik.; 1896) in

B

verband wil brengen met de resnltaten van psychologisch onderzoek (Eppizcuavs: Grundzige der
Psychologie 1; 1902), moct men noodzakelijk de intensiteit als factor invoeren, hetgeen kan geschieden

door gebruikmaking van een drie-assenkruis.

XVI.

De afleiding van stereometrische stellingen uit de meetkande der ruimte van vier afinetingen

heeft volkomen bewijskracht.

XVIL

Het is gewenscht de golllengte van het licht als eenheid van lengle in le voeren,
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