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INLEIDING.

In een uitvoerige verhandeling in deel V van het «Bulletin of the Bureau
of Standards> hebben Epwarp B. Rosa en Louis Conex een volledig overzicht
gegeven van de verschillende formules voor de berekening van de coéfficienten
an onderlinge inductie en van zelfinductie voor alle in de praktijk voorkomende
gevallen, betrekking hebbende op quasi slalionnaire slroomen in ijzervrije stroom-
ketens. Aan het cinde van de verhandeling geven zij een reeks voorbeelden voor
de toepassing van de verschillende formules en tevens een verzameling labellen,
die bij de loepassing van die formules nultig of onmisbaar zijn.

Hel streven is altijd daarop gerichl zulke formules in een zoodanigen vorm
te brengen, dat de gitvoering van de berekening zoo eenvoudig mogelijk en tevens
de bereikte resultaten zoo nauwkeurig mogelijk zijn. Vooral tracht men de nood-
zakelijkheid van het gebruik van speciale tafels te beperken.

De meesten van deze formules bevatlen meer of minder snel convergee-
rende recksen en hebben een beperkle geldigheid. Sommige zijn nauwkeurig voor
Jleine waarden van de daarin voorkomende veranderlijke grootheden, andere
juist voor groole waarden. Slechts zeer weinige zijn algemeen geldig voor alle
waarde

Tot deze laatste soort hehoort de formule van Lonexz voor de zelfinductie ')

n. die aan de veranderlijken kunnen gegeven worden,

van cen solenoide met éene laag windingen.

Zij luidt:

) & w':.l'l;l:\"zlg 3(!“ as=D3) Er-"d b3 I -S(IS%

1) Kortheidshalve wordl hier en in 'l vervolg de uitdrukking <zellinducties gebezigd in
plaats van -coéllicient van zelfinducties. De term conderlinge inducties is op dezellde wijze op

te vatten.
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waarin
d=1 4a2 + b2 (0 — slraal b — lengle
N — geheel aantal windingen.
E en IY zijn de complete elliptische integralen van de eerste en tweede
soort, waarvoor de modulus k=siny, terwijl

2a

o=t
1 ta? 4 b2

Deze formule is exacl voor solenoiden van elke lengte, doch geldt streng
senomen alleen voor een bewikkeling van de solenoide met oneindig dun melaal-
band, waarvan de windingen volkomen aaneensluilen zonder electrisch contact
te maken. Evenzoo gelden de formules voor solenoiden met eindige rechthoekige
doorsnede van de wikkelruimte voor het denkbeeldig geval, dat deze ruimle
volkomen opgevuld is met windingen van een quadratischen ol rechthoekigen
geleider, door oneindig dunne isoleering gescheiden. Om de werkelijke waarden
van de zelfinductie voor in de praktijk voorkomende windingen van meer ol
minder zwaar geisoleerden ronden draad te vinden, moclen op deze waarden, die
we in overeenstemming met de door Rosa gebezigde notaties mel Ls;1) en L,
zullen aanduiden, correcties toegepast worden, waarvoor in de hoven genoemde
verhandeling de formules en de daarbij noodige tabellen worden gegeven.

De berekening volgens de formule van Lorenz is tamelijk tijdroovend en
vereischt de beschikking over speciale tafels voor de logarithmen van £ en I,
die door Lecexpre berekend zijn en in deel II van zijn «Traité sur les Fonclions
elliptiques» zijn opgenomen. Deze tafel geeft de logarithmen in 12 decimalen voor
alle waarden van y van 0° tot 90°, opklimmende met 0,1°, en mel vermelding van
de eerste, tweede, derde, enz. verschillen.

Een uittreksel van deze tafel in acht decimalen voor alle waarden le

beginnen met 45 is in de verhandeling van Rosa en ConeN opgenomen.

Terwijl nu voor de berckening van de onderlinge inductie voor de ver-
schillende voorkomende gevallen in den regel meer dan éen formule beschikbaar
is en dil ook het geval is voor de berckening van de zelfinduclic voor korle

1y Rosa spreekt in het eersigenoemde geval van een ceurrent sheels in hel tweede geval
van «uniform distribution of currents,



solenoiden, helzij deze van ¢en enkele laag windingen voorzien zijn, of uil cen
orool aantal lagen Dbestaan, blijkt het probleem van de berckening van de
nauwkeurige waarde van de zellinduclic voor een lange solenoide mel .{‘L‘HL‘ laag
slechts door ¢en enkele formule opgelost te zijn, n.l. door de bovengenoemde
formule (1) van Lorexz. Yoor de berekening van de zelfinductie voor cen lange
solenoide met vele draadlagen is geen enkele formule gegeven, die rechistrecks
deze grootheid als funclie van de almelingen nauwkeurig voorstell.

De cenige als nauwkeurig aangegeven oplossing van dit probleem wordl
in de bovengenoemde verhandeling als «Rosa’s methodesr in 't kort beschreven
en is uitvoeriger te vinden in Bur. of St IV, 369. Deze methode, die in Hoofdstuk 1V
nader beschreven en uilvoerig besproken zal worden, is gebleken alleen dan
werkelijk nauwkeurig le zijn, als de diepte van de windingen zeer klein is
vergeleken met den gemiddelden straal.

Een benaderingsformule voor dit geval is door Louts Conex ') gegeven
in den volgenden vorm:

ot -aydld Sa,t

(2a
(2) L=dan*m! 7 Ehsd {_|~
WV Taz:+02 °7)

[(m—1)a,* -}-{m--—‘_i)u__.‘-‘-i—[m—ll)uu‘-’-{—....](l (- 1> r?rr,)‘p

+ 8 a* n*

o~

i L [ (m— l)rr“-‘-}-(m—-—l){m —2) a2+ (m—2)(m—3)a,;*+....] [ Uhd AN : du}
N \ a2+ 12 /
- ; [m(m—1)a,? 4+ (m—2)(m—3)ay* +(m—3)(m—1)a,? +...] '3;}‘

waarin : n — aantal windingen per c)l.
m = aanlal lagen.
i, — gemiddelde straal.
[ = lengle.
d a = alstand van lwee opvolgende lagen.
Ay, gy, Ag ... CN4 = straal cerste, tweede, . ... enz. laag, van binnen naar

huiten gerekend.

De twee laatste termen zijn door cen vergissing in de alleiding foulicl,

De juiste gedaante daarvan is als volgl:

1) Bulletin of the Bureau ol Standards IV, 383, 1908.
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£ [m(m—1)a,? 4 (m-+41)(m—2)a,?+(m-+42)(m—3)a,*+....] k___a,:djz —d a)—
— \.l-ali_l_":! /

1 : : : ; X/ Ny da

—5 [m(m—1)a,? +(m—3)(m—2)a,2 +(m-—06){m —3)a;*+....] <

Deze formule is zeer onhandelbaar bij de berekening als hel aantal lagen
m vrij grool is en geeft bovendien slechls matig nauwkeurige resultaten. Volgens
opgave van CoHEN bedraagl de fout voor een solenoide, waarvan de lengte gelijk
is aan viermaal den straal, ongeveer een hall procent, terwijl bij groolere lengle
de nauwkeurigheid toeneemt.

Fen bestudeering van de door Conex gevolgde methode bij de alleiding
an bovengenoemde formule leidde mij cerst tot belangrijke vereenvoudiging
daarvan en ten slolte tot de volledige oplossing van het probleem, n.l. lol cen
aan de hoogste eischen van nauwkeurigheid beantwoordende rechistrecksche
formule voor de zelfinductic van een lange solenoide met eindige doorsnede van
de wikkelruimle, die voor de uilvoering van de berekening belangrijk eenvoudiger
is dan de benaderingsformule van Comnexn. Tevens leverde het onderzoek ook nog
cen zeer nauwkeurige formule voor de zellinduetie van cen lange solenoide mel

éene laag windingen.

Voor de afleiding van de heide nieuwe formules is gebruik gemaakl van de
door MaxwerLr ') het eerst gegeven en laler door Rosa uilgebreide vergelijking
voor de onderlinge inductie van twee even lange concentrische coaxiale eylinders.

)]

Deze vergelijking is in den door Rosa %) gegeven vorm:

M—=4na*n?a2[l—2Adq],

waarin
, l—r+4-A a* A3 at (1 245 5 AT
(9) < “T 24 1640 (’ sy v (2 Wit S T )
B3a° (1 8A7 442 341
018 A6 \7 77 T T par)
=AY ]2 A = straal buitenste cylinder

a = slraal binnensle cylinder

n = aantal windingen per cM.

[ = lengle.

L)y Maxwern, Eleetricity and Magnetism 11, § 678.
2) Bur. of St. V22, 1909,
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De laatste term van « is door Rosa ') aan de afleiding toegevoegd.

Gedurende hel onderzoek bleek mij de groote wenschelijkheid, den volledigen
vorm voor de in deze vergelijking voorkomende reeks « te kennen.

Voor belrekkelijk korte cylinders heeft deze reeks, die slechts langzaam
convergeert, een vrij groolen invloed op de waarde van M, zoodal voor dat geval
de opgegeven drie lermen volstrekl nicl voldoende zijn om cen groole nauw-
keurigheid bij de berekening te verkrijgen.

Maxwerr zell geeft slechls in hoofdlrekken aan op welke wijze hij zijn
vergelijking verkregen heeft. WeiNsTEN 2) heeft in zijn Duilsche bewerking van
MaxweLn de afleiding meer gedelailleerd gegeven. Deze alleiding heval verschillende
kleine onnauwkeurigheden en is daarbij nog in haar geheel foutief. doordat mel
cen verkeerd teeken begonnen wordt. Het resultaat is, dat aan het eind van de
ontwikkeling de reeks e met tegengesteld tecken, als boven is aangegeven, vermeld
wordl. Bij de subslilutie in de uitdrukking voor M wordl deze teckenfout zonder
commentaar hersteld, zoodat de eindvergelijking overeenkomt met vergelijking (3)
zonder den door Rosa berekenden fern.

De ontwikkeling van WeINsTEIN is daarbij zoo weinig overzichlelijk gegeven,
dal hel zeer moeilijk is daarnit icls omtrent de verdere termen van e« le voor-
spellen.  Alleen de wet voor de gelallen-coéfficienten, die voor de ronde haken
staan, heb ik reeds vroeger ?) daaruit algeleid, waarbij dan de functies van 2 in

T
de ronde haken zoodanig herleid moeten worden, dat de constante term daarvan
voor allen = 1 wordL

Ten cinde ook de wel voor deze funclies op e sporen heb ik de geheele
afleiding op slreng systemalische wijze herhaald en door nog ¢en term mecer in
de ontwikkeling op e nemen, de wel voor deze Tuncties ondubbelzinnig vastgesteld,

In Hoofdstuk 1 wordt deze alleiding in haar geheel weergegeven,

Stelt men in de vergelijking van Maxwenn a = A, dan levert dit als resultaal
de vergelijking voor de zellinductie van cen eylinder, die als uilgangspunt dient
voor de berekening van de zelfinductie van een solenoide met ¢ene laag windingen

& D

an ronden draad.

1) Bur, of St. 111, 305, 1907.

2) WeinstelN, Lehrbuch der Electricitat und des Magnelismus von J. C. MAXWELL,
[1, 375, 1883 '

%) Verslagen Kon. Acad, v. Wetensch, 19, pag. 1139, 25 Febr. 1911,
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I. G. Corrix ') geelt in een verhandeling, waarin hij de vervaardiging en
meting van den slandaard van zelfinductic voor het <Bureau ol Standards:
beschrijfl, ook een overzicht van de verschillende methoden om de berekening
uit te voeren. Hierbij noemt hij ook de vergelijking van MAXWELL, waaraan
echler de door Rosa later algeleide term ontbreckt.

Hij past de formule toe op de berekening van cen solenoide van =+ 44 cM.
lengle en + 27 ¢M. straal en vindt een fout van ongeveer ¢en procent in het
resultaat.

Hij besluit deze paragraal naar aanleiding van dit resultaat met de volgende
conclusie: «The formula of this method does not converge very rapidly for coils
as short as those to which it had to be applied, so that the labor of extending
it, while nol very greal, was thought unwarranted.> CorriN heelt hierbij blijkbaar
niet gedacht aan de mogelijkheid. dal cen volledige kennis van de recks in de
vergelijking van Maxwerr zou kunnen leiden lot een inlegratic van deze reeks
in een voor de praktijk van de berckening geschiklen vorm.

Hoofdstuk II geeft een volledig overzicht van de wijze, waarop deze
integratie is uitgevoerd onder de beperkende voorwaarde, dal de lengle van de
solenoide niet kleiner is dan de straal. Een vergelijkend onderzoek van de
daardoor verkregen formule en de formule van Corrix voor korle solenoiden
mel de voor iedere lengle geldige exacte formule van Lorexz loont aan, dal
men deze laatste voor de praktijk van de berckening geheel door de twee
genoemde formules vervangen kan, zonder aan de allerhoogste cischen van

nauwkeurigheid te kort te doen.

Wordl de vergelijking van MAXwEeLL zoowel naar a als naar A tusschen
twee bepaalde grenzen geinlegreerd, dan geelt hel resultaal van deze inlegratie,
vermenigvuldigd met den factor 2, cen formule voor de zellinduclie van een
solenoide met rechthoekige doorsnede van de wikkelruimle. De integratiegrenzen
zijn dan de in- en uilwendige stralen van deze ruimte. De faclor 2 onlslaal
doordal b.v. voor twee willekeurige elementaire cylinders p en ¢ zoowel de
onderlinge inductic van p op ¢ als van ¢ op p mocl in rekening gebracht worden.

De wijze waarop de integratie voor dit geval is uilgevoerd, is analoog aan

de wijze waarop Louis Conex de drie laatste termen van zijn benaderingsformule

1y Bur. of St 11, 87, 1806.
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heefl afgeleid, met dit verschil, dat Louvis Conex zijn rekenwijze op een eindig
aantal lagen toepast en daarbij de lagen van binnen naar buiten (elt, terwijl bij
de door mij gevolgde methode hel aantal lagen onecindig grool aangenomen
wordl en de telling van builen naar binnen plaals heeft.

Het groote voordeel van deze wijziging in de methode springl bij vergelijking
van de twee alleidingen onmiddellijk in het oog, zooals in Hoofdstuk III,
waarin  een  uitvoerig overzicht van de afleiding gegeven wordtl, nader zal

aangetoond worden.

In Hoofdstuk IV wordl beschreven op welke wijze de zelfinductie voor een
solenoide met rechthoekige doorsnede van de windingsruimte verkregen wordlt,
volgens de reeds cerder op pag. 3 vermelde, door Rosa ') onlworpen en beschreven
correctiemethode, die door hem mel uilstekend sucees is loegepast om de correctie
te berekenen. die aan de zelfinduclie van een solenoide, waarvan de windingen
nit aaneengesloten oneindig dun metaalband bestaan, moet aangebracht worden
om de zelfinductie te verkrijgen voor een solenoide mel ¢ene laag windingen van
dunnen geisoleerden ronden draad. Bij de toepassing van deze methode op een
solenoide met een grool aantal lagen *) meenl Rosa een even groole nauwkeurig-
heid van de resultalen te mogen verwachten en bezigl hij zijn methode zelfs om
de nauwkeurigheid van de formule van Steran voor korle solenoiden met rechl-
hoekige doorsnede le toelsen.

Aanvankelijk in de meening verkeerende, dal de methode van Rosa de
juiste waarde van de zellinductie voor dit geval opleverde, heb ik daarvan gebruik
semaakl om de groolte van de afwijkingen bij de berekening volgens de door
mij afgeleide directe formule van Hoofdstuk I te onderzocken. Ik kwam daarbij
tot hel geheel onverwachte resultaal, dat deze afwijkingen sleeds grooter werden
naarmate bij gelijke windingsdiepte de lengle grooler genomen werd en ook
wanneer bij gelijke lengle toenemende windingsdiepten aangenomen werden. De
foulen waren veel grooter dan uil het onthreken van de bij de afleiding verwaar-
loosde termen kon verklaard worden.

Na cenig zoeken vond ik de verklaring: het bleek, dat de methode van
Rosa bij toenemende windingsdieple snel toenemende afwijkingen van de correcte

waarden moet opleveren, terwijl bij cen zelfde windingsdiepte de foul cerst snel

1) Bur. of St. II, 161, 1906,
2) Bur, of St. 1V, 369, 1908.
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toenecemt mel de lengle en daarna langzaam fol een bepaalde limiet nadert.

Een zeer uitvoerige berekening was noodig om. bij behoud van hel som-
meeringsheginsel, waarop de methode van Rosa berust, voor een paar aangenomen
waarden van de windingsdieple (n.l. 1 en 2 ¢M. bij 10 ¢M. gemiddelden siraal)
de tabellen voor de correctie-grootheid B af te leiden, die bij de berekening van
de correcte waarden van de zellinductie voor solenoiden van de genoemde win-
dingsdiepten en verschillende lenglen gebruikt moeten worden.

Deze tabellen zijn gebezigd om de nauwkeurigheid van de formule van
Hoofdstuk TIT voor verschillende lengten te onderzocken en ook om de boven
besproken fouten van Rosa’s methode te bepalen,

De resultaten van dit onderzoek zijn in eenige tabellen samengeval en
worden verder door graphische voorstellingen toegelicht.

Wat de foul in Rosa’s methode betreft ben ik erin geslaagd een eenvoudige
nitdrukking te vinden, die deze fout als functie van de lengle en van de win-
dingsdiepte met zoo groote henadering voorstelt, dat door het aanbrengen van de
volgens deze uitdrukking berekende waarde als correclie, resultalen verkregen
worden, die bijna volkomen overeenstemmen mel de waarden. verkregen volgens
de strenge sommeeringsmethode en de daaraan gelijkwaardig gebleken complele
formule van Hoofdstuk [III.

Ten slotte wordt aangetoond, dat door de drie voornaamste (ermen van
de complete formule een benaderingsformule verkregen wordt van builengewoon
ecnvoudigen vorm, die voor zeer vele gevallen voldoende nauwkeurig is.  Door
een uit de graphische voorstelling van de foulenkrommen voor deze formule
empirisch geconstrueerden correclieterm kan de nauwkeurigheid van deze benade-
ringsformule zoodanig verhoogd worden, dat ze voor niet le korle solenoiden
aan voor dit geval redelijk te stellen eischen volkomen voldoel.

Een aantal voorbeelden worden behandeld om een vergelijkend overzicht
le geven van de nauwkeurigheid, die met de verschillende methoden bereikl
kan worden, terwijl cen paar volledig uitgewerkte voorbeelden doen zien, dal
voor speciale gevallen de berekening volgens de nienwe formules bijzonder
eenvoudig wordt.

Hoofdstuk V beval een overzicht van de bereikle resultaten, terwijl in
een aanhangsel eenige tabellen zijn opgenomen, waarin de voornaamste resullaten

van de in Hoofdstuk IV beschreven berekening worden vermeld.
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AFLEIDING VAN DE VOLLEDIGE VERGELIJKING VAN MAXWELL.

Gevraagd wordt de coéfficient van onderlinge induclie van twee even lange
concentrische coaxiale solenoiden. Beiden zijn voorzien van éene laag windingen,
waarvan het aantal voor de binnenste n, en voor de builenste n, per cM. bedraagt.

We onderstellen nu eerst dat de binnenste solenoide naar beide zijden tot
in het oneindige verlengd is en dat door de windingen een stroom gaat van de
eenheid van sterkte, dan is de veldsterklte binnen deze solenoide constant en

gegeven door de uitdrukking

H—4 nn,.

De doorsnede van de solenoide bedraagt = a?, zoodal hel geheele aantal
krachtlijnen door deze doorsnede 472 ny a® bedraagl.

Dit aantal krachtlijnen doordringt ieder van de windingen van de buitenste
solenoide, dus in 't geheel n, ! windingen.

De coifficient van onderlinge inductie wordt dus voor dil geval
(4) M—=—4n2n, n, a® L.

Wordt nu de binnenste solenoide even lang genomen als de buitensle, dan
wordt M Kkleiner len gevolge van den demagnetiseerenden invloed van de uit-
einden. Deze einden kunnen beschouwd worden als magnetische vlakteladingen,
die een inductie teweegbrengen, waarvan de richting tegengesteld is aan de inductie-
werking van den stroom door de windingen van de binnenste solenoide.

Noemen we de induclie van éen van de uiteinden van de hinnensle sole-

¥

-
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noide op de buitenste Q' dan is duidelijk dat de gevraagde cotfficient van

b ¥

onderlinge inductie gegeven is door de vergelijking

(5) M—A4xa% ngn,adl—20.
Fig. 1.

De polentiaal in een punt P (g.#6), teweeggebracht door cen vlakke cirkel-

vormige magnelische laag mel dichtheid 1 en straal a, wordt gegeven door de

volgende uitdrukking ')

1 o?

1.1 ¢
2 a Py — '

T

- VOOr g  t
2.4a®

V=32=x {—gl’, + a +

o-?,
)
1a2 1.1ad 118 at
Fi— i LT ] 1 1o : e | ‘
{ 2.4 13]2+'_»‘.|_(3Q.“.]i } vOOr g > a

<

waarin de P’s harmonische bolfuncties zijn behoorende bij den hoek # (fig. 1).

We beschouwen een winding van de buitenstle solenoide op een alstand

= van het punt O en construeeren van unit O met straal ¢ =] A* 4 22 een

1) Tromsox and Tarr, Treatise on Natural Philosophy § 546, example 1L
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boloppervlak. De beschouwde winding ligt dus op dit boloppervlak, zoodal de
magnetische inductievloeiing door het door de winding begrensde deel daarvan
gelijk is aan de inductievloeiing door het vlak van de winding zelve. De radiale
e - A adV . , ¥
component van de magnetische kracht is i zoodat de inductievloeiing

< Y

~

door de beschouwde winding gegeven is door de uitdrukking

 A'C. COS Zv"Q

4

(‘) — e e 92 : sin 6 d 8,
: do '
Y0
of cos #=u slellende:
v:/{’
, A%
(6) = 2=np? HJ(" d f.
S

De geheele induclievloeiing door alle windingen van de buitensle solenoide
wordt nu verkregen door de laatste uitdrukking met ny n, dz te vermenigvuldigen
en tusschen 0 en @ te integreeren. De vlaktedichtheid van de magnetische laag

is namelijk n, en het aantal windingen voor cen lengle-element dz is n, d-z.

We krijgen dus:

{1 ..:',.fg
Ay
~ ) —2m0n,n LY du dz
[/) \ rop | 2 dg h
. 0 . ‘

De waarde van deze integraal moel dus uit de bovengenoemde uitdrukking
voor V afgeleid worden.

Daar voor de geheele builenste solenoide ¢ > a is, mocelen we gebruik maken
an de tweede uitdrukking voor V.

Ten ecinde de wel van opvolging voor de termen van de in Q' oplredende
recks le kunnen opsporen, moelen we bij de afleiding vooral zorgen geen her-
leidingen op de gelallencotfficienten toe e passen, die de regelmaal in de

opvolging onherkenbaar zouden maken.
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-

Voegen we aan de tweede uitdrukking voor V nog 2 flermen foe, dan
wordl deze:
- LGk le 1.1.3 a® 1.1.3.5 a® 1.1.:
(8) V=2= (__— 1)2+ _Pi ARG
G2 -_1 2.4.6 ¢° 2.7.6.8 7 o T 2.0.6.

\

[}
ul

T R
mg_s’s“'};

= |
m

)

l
-—-

naar ¢ gedifferenticerd en mel 27 o? vermenigvuldigd geeft zij:

L — 3 B l== gy f— )
(9) 270 =—4a? 350 P, 4 .(5.3961 6T 5.1.6.8.10 ¢

3 dg 2.-192 2 ‘) 1 ()0 " Py

h—-

dV {1 . 1.3at 1.3.5a% 1.3.5.7 a® ok i i a“'l_

de P's worden gegeven door de volgende uitdrukkingen:

.- 3 1

}; P, = '2('”’2—1'3)
o S:7( 4 o 3 .2 1.3
= 2._1(- 2 +1‘5.7)

(10)
7.9.11 5 ' 3.5 , . 1.3.5
Fo=  §.4.6 ("‘r_S et +3 gt ! 7'.9_11)
9.11.13.15 7 5.7 5.7 1.3,5.

) s ix, i ; b M8 PSR Dt tndal S by gyl )
Py==57775.8 ("‘” 4. 7508+ 6. et — 4 gt TG s 11)

We substituceren deze waarden in bovenstaande uitdrukking (9) en voeren
de inlegratic naar g« uit, waarhij we levens nog den factor a? buiten de accoladen

brengen. We vinden dan:

el {i ’i—i ‘ ; :2 (:ls # _:]s ‘"’) T
LSS 8T8 (Lo Lot L)
i2 :: o_z j.e()l‘lul' z; ( ; e _3"1'11 AR *311:)1 (o 7]'151)1 )
e & ol L e e T et ] 4

We moeten nu in deze uitdrukking de grenzen invoeren. Voor p = |

worden alle tusschen ronde haken geplaatste functies = 0. We verdrijven de
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hreuken tusschen de ronde haken door te vermenigvuldigen met den noemer van

1 !
den coéfficient van z en brengen levens Bl enz. binnen de haken. We

vinden dan:

X (0:11 58,707 43575 3-55)%1313iéifu-%l.la%ib’ i 15 0 X
Ollsm;{—4n111np+ "f1u~1—¢5"<p~+o éﬁb

Deze geheele uitdrukking moet nu mel n, n, dz vermenigvuldigd en tus-
schen 0 en [ geintegreerd worden, om de waarde van () (7) op te leveren.

We krijgen dus:

Y0
(S A |(":.5_._ S e A _1.3..'1 I./()ll 1 3,
T R e WO e G Jr‘;g-“»f) 4.6.82.4.06 7.9.11° %
- ts @ LW ks — 2\ 1:8.5,7,198 95111315 1 .
\O'“Qn—df”wl43”w““wﬂ4214twu)2_LLb 01TH8515 0

z* :7 - ::i e :1 LY
(11,1815 57 — 4.9, 11,1855 +6.7.9.11 55 —4.5.7.9.5543.5.7 5 ) d=.

l[ '[
-dz —dz.... enz
0 03
) s 1]
} i
-3 :ll
* dx dz.... enz
e’ ¢ | ¢’
Yo L]

: — 1V A® + 20,
waarin o— VAV,
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Door middel van de betrekking

zijn de integralen van de eerstgenoemde soort gemakkelijk te bepalen, terwijl alle
andere door particele integratie tot de eerste soort feruggebracht kunnen
worden.

.
Schrijven we voor ‘ [(z) dz kortheidshalve ¢ (f(2)), dan vinden we, als we
Y0
tevens — — a stellen, voor de in ' voorkomende integralen achtereenvolgens:
VA2 +[2

A\
)
(13) ’lq’(\';:):A—i} (:}:—_:)__ 1 ‘1; b 4 1 '.l'l')‘.'- ,)
\1”(%‘): i (:s‘%"l‘ _":I:-'-'“+2 a1 )

Gt
”(%):ﬁ"‘_‘(az?_‘ TR
" (3:’5*'>::"1H3(33'7L.s)"1 1)"'"'"" % 7“1'3;‘")
| ,,(é_-ffg):‘.-x.--,(s 240 1 lots Tors Lov p1.Lan)
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| ‘T'(Ef—):fl_- (;—1,.1 f“)
o(55)=a7 (G—1-707+1.502)
ol ((;:1%):""'7(7:2&111‘—";f"”+2-@lj-"--'“—‘ ]If‘n>
o(55) =47 (rrorti = L7 +8-92° =3 ot + 1. fhats)
'f(;i-):A*(r'a:;ﬁ:?:;%—1-%—w7+4-$~=» CRTHYIE I

De wet voor de coéfficienten in de verschillende groepen en het verband
tusschen de opvolgende groepen is zeer duidelijk, zoodat ook voor de volgende
niet behandelde termen van Q' de daarin voorkomende integralen onmiddellijk
neergeschreven kunnen worden. i

We moelen nu de waarden van deze integralen in de termen van () (12)
substitueeren en dan naar opklimmende machten van a rangschikken.

Als voorbeeld geef ik hier de berekening voor den voorlaatsten term.

||,",

=7 : 2545 6V 9eall 9.11 0.11 (
o . R\ AR Sy D i 5 8 S L 9.11
0.11 ](Q”)_,l ( E7 011 5 13 S 7 a —{—.}_ ”.._‘t-,l_ 3 .].11)
L 25 3,749 o LR T Gy IO 7.9 )
2 fen s (91 ) ( .‘m.'.l TRdy e B P ki (1 fu "'ﬂ)
- - _"" 2-1{.1).‘ N '.)07 3 ) r‘l? -
li-d-{i, (Q'.) ( .).T +';- ‘-] A Smm— ). 7 ,I'u)
T z SROT, 3.5
_I_ .i..] p (\‘)7) ( ".7 e ._) €
; {. . ' =T — op
iy R o 4.9 9.11
( 5.7 y ST © o e “'”)
15 ( e 1 7 7.0
- 1 — 3. Qs /Y
5 TR i ST 1.3 1")

We herleiden de oplredende funclies van @ zoodanig, dal de bekende

lerm 1 wordt. Daardoor komen successievelijk builen de haken de getallen-

cotllicienten:

S
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Deze moeten als vierden factor toegevoegd worden aan de reeds uit drie
factoren bestaande coéfficienten véor de ronde haken in Q' (12), zoodat deze
reeks nu na verwijdering van identieke factoren in de tellers en noemers als

volgt kan geschreven worden:

1.3 3 ! 1Y J et wal A% hgrl
2.4 2 3 13 22,4 — 16
13081 5.7 1 TR1.3EI NS85 Ldigfl]
2.4.6 2.4 5.7 3.5 22,42,6 — 128
1.3.5.7° ' 7.9:11° 1 1.3.5 _ 112.3%.5 Lt hg 5]
2.4.6.8 2.4.6 7.9.11 5.7  23.42,62.8 ~ 2048
1.3.5.7.9 9.11.13.15 1 1.3.5.7 _ 12.32,52.7 35
9:4.6:8:10% +2.4.6.81.+.9.11.13.15 7.9  — 922,42,62,82,10 — 32768

MaxweLL heeft zijn vergelijking gebracht in den vorm:
(14) M—=4=2n,n,a? (| —244q

vergelijkt men dezen vorm met (5) dan wordl dus:

i A Q
(15) ““Anin n,a A

Voeren we de hierboven besproken substituties en herleidingen uit, dan

vinden we:

1l—r4+ A
=Gy
1 a? [/ .
i T it "“‘)‘“
12.3 a 9 5
— — — o= b — 1. 27—
16) 92.42.6 A (1"'2 i s )
12.33.5 (® 2.4 4.7 75 D
93.42.08,8 A° (‘“3-1.3“ +3.7.3% 1.3 )
12.32.52.7 a® 2.4.6 4.6.9 4 g 6.9.11 -0 000.11.13
~ 93,42.63.82.10 A8 (' TR artt ““3"1.:;.-1'1 i 1.3.5 1. 1.3.5
— ‘ . . . . . X " . cnz.

De wel voor de vorming van de gelallencotfficienten, die voor de ronde
haken staan, behoeft geen nadere loelichting. De bouw van de funclies van @ in

de ronde haken is ook gemakkelijk te volgen. Evenals bij de uitdrukkingen voor

!

ox

)__



de bolfuncties, waaruit ze onlstaan zijn, treden hier weer de binomiaalcoéfficienten
op. Verder hebben in iedere funclie de machten van x tol coéfficient een breuk
mel gelijk aantal factoren in teller en noemer. Dit aantal is steeds éen minder
dan het ordegetal van de funclie in de reeks.

De noemers zijn in iedere functie voor alle lermen gelijk.

In iedere functiec heeft de eerst voorkomende macht van x tot exponenl
2n 41, en in den teller van den coéfficient n —1 opvolgende even facloren, te
beginnen met 2. De laalst voorkomende macht van @ heeft tot exponent 1 n—1,
en in den teller van den coéfficient n— 1 opvolgende oneven factoren, te heginnen
mel 2n 4 1.

De fellers van de daartusschen gelegen lermen worden verkregen door
achtereenvolgens ¢éen, lwee.... enz. even [factoren, steeds van voren afl aan
beginnende, van den eersten coéfficient door ecen gelijk aantal van de oneven
factoren, ook van het begin al gerekend, van den laalsten cotfficient te vervangen.

Een blik op de pag. 15 vermelde berekening voor den voorlaatsten term
an e doet zien, dat de in de lellers van de coéfficienten voorkomende even
factoren ontstaan zijn uit de verschillen van twee oneven factoren uit de tellers
«an de breuken waaruil ze door oplelling afgeleid zijn.

Daar we nu melt behulp van bovenstaande regels in staal zijn, van de
recks « zooveel termen neer te schrijven als we verkiezen, stelt deze uitdrukking

de door Maxwert gegeven vergelijking volledig voor.




EROIOIEDISHIRAKSNI]E

DE COLEFFICIENT VAN ZELFINDUCTIE VOOR EEN LANGE SOLENOIDE
MET EENE LAAG WINDINGEN.

Stellen we in de vergelijking van MaxweLL A =a en n, —n, =—n, dan
gaat deze over in de vergelijking voor de zelfinductie van een cylinder met n
windingen per cM.

De vergelijking wordl dan, als we tevens de waarde van « (16) in (14)

substitueeren:

~

L:—= 4n%*n*a? %I'—H +

- i) a(l+2 2 g 1 5:7)—1—
T T « — A2 —1,="1
2.43 .6 1
12.32.5 ( 2.4 4.7 )
bt O (1= 3 e BT = m SO S
5 43.62.8°\ TisdRe sl s Toal
—i—uu}
We deelen nu binnen de accoladen door @, zoodat we daarvéor in plaals
van a2, a® verkrijgen. Dus
2 n2 o3 1
T niin —1+4
x

L 142, 2 p—1.207) +
(17) 2.43.6 1 '
12.32.5 2.4 o 4T o 1 1.9
2 B0 (1—8. g 4310 — 1152 ) +

CIZ. }
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Deze vergelijking is in dezen vorm voor de berekening van zeer nauw-
keurige waarden van de zellinductie niet te gebruiken, daar wegens de langzame
convergentie van de reeks een le grool aantal termen berekend zou moelen
worden. Alleen voor zeer lange solenoiden zou men met enkele termen kunnen
volstaan, maar dat geval heeft voor de praktijk weinig beleekenis.

Om dus formule (17) voor de berekening van coéfficienten van zelfinductie
bruikbaar te maken, moeten we trachten een eenvoudige uitdrukking te vinden,
die zoo nauwkeurig mogelijk de som van de daarin voorkomende oneindig voort-
loopende reeks weergeell.

Bij de vervaardiging en uilmeling 1) van den zeer zorgvuldig bewerkten
standaard van zelfinductic voor het «Bureau of Standards» te Washington, is
de bij deze meting bereikte nauwkeurigheid door Corrin geschat op éen hon-
derdduizendste. Stellen we nu de grootste toclaatbare fout bij de berekening op
de helft van dit bedrag, dus op ¢en tweehonderdduizendste, dan is daarmede
aan de hoogste eischen voor de praklijk voldaan. De nauwkeurigheid van de in
dit Hoofdstuk af te leiden formule zal blijken nog aanmerkelijk grooter te zijn.

Noemen we kortheidshalve de reeks gelallencoéflicienten véor de ronde
haken ¢,, €y.... ¢, en de funclies van x in de ronde haken y,, y,.... yn dan

wordt de som van de reeks voorgesteld door:

n=o
= Cp Yn,
n=1
waarvoor we kunnen schrijven :
n=ao n=co n=oe
S ChYjn= = Cn + = cn (Hu = l)
n=1 n=1 n=1

Voeren we dit in formule (17) in, dan wordl deze:

n=aw n=

(18) L, =4 :r‘ln"n“{-l, ity St (.’fr:*l)}.

Lo n=1 n=1

We beginnen mel een cindigen vorm le zoeken voor
Sy = & ¢Cp.

1) Bur. of St. II, 93; 1906.
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De algemeene term van deze reeks is:
5 1.32.5%...2rn—3)2(2n—1)
eSO 15 S pnEpE: 2n)22n+2)

vervangen we hierin n door n— 1, dan krijgen we

Ssa2n bl (2in="52{{2:n==4]
G WA TG S (2 s 2) T 2 T
hieruit volgl
(19) Ch 2n—3)(2n—1) ahn e SRS T T 2n+°%/,
gt o1 2n(2n+2 —  dn*+dn nt+n
De reeks S, kan gebrachl worden in den vorm van cen hypergeomelrische
reeks. De algemeene gedaanle daarvan is:

n(rz )ﬁ(ﬂ+1 Fa!

I' (e, 3, ’,(Lf:]+.__f__,_,- :
(cr i ) 17 + ._";(}-}_]

De algemeene lerm hiervan wordt:

_*“'__{“,b, L) s g (e {— !i—])ﬁ(ﬁ =) S (B4 n 41) i
1

= s i T YT TEET o .

2. .yl +1)..... (r+n—1)
hierin nn door n - 1 vervangen geefl:

i {c__[rz - ]) SR (750 o 2) 8 (,3 -1—1) Rk (p’ '_*‘ - 2} =]
i 1.2, ... (n—y+1)..... (y+ n—2) '

waaruil volgl:

Uy ! (:t -]- il = I) (,8 ‘i‘ n 1} v
"n—l— (—I_“_]) ¥

of, na herleiding,

(20) un _ n? (e B—2)n+(a—1)(B—1)
2 Py T n® -+ (7—1)11 :



Vergelijken we deze uitdrukking met (19), dan blijkt, dat ze daarin over-
gaat als we:

b A0 (¢ —1) (8 —1)=3/,, y—1=1 en ax=1
stellen. Berekenen we hieruit de waarden van «, 7 en p, dan vinden we:
Qi —y B= > w2

De gezochte hypergeometrische recks wordl dus:

. 7 R T DTl NI i ) |
@) I'(m_'}" Dk 1) e S G 024 G kol

- —

Nu is in 't algemeen: ')

1'”((,,3 ¥s 1): - 5
i Iy —a) I'(y — 8)
dus voor dit geval
!,( 15 518 l)ﬁ rer@ . 1 8
T OEAO A I S T R L TN R A S N s T R TR
r(y ’(2) 2*2"(2)3 r(y)
- 1 - /_'7
daar ry )=V
We krijgen dus ten slotle:
. 8
(22) S 5o
n=ao . X
Er blijft nu nog over X Cq (7o — 1) in een voor de berekening geschiklen
1 e=1
vorm le brengen.
We moelen daarvoor de functies yy, yy ... enz. wal nader bestudecren.

Voor a— 0 worden alle y's =1, terwijl voor x=—1 allen =0 worden ¢n

de geheele formule (17) tot de ongerijmdheid Ly = 0 voert. Dit wordl verklaard

door het feit. dat bij de afleiding van de vergelijking van Maxwerr de laatste

integratic tusschen de grenzen 0 en [ is uitgevoerd, Nu is voor x=1, [ =),

zoodal dan de integraliegrenzen samenvallen en daardoor de zooeven genoemde

ongerijmdheid onlstaat.

1) Zie o.a. E. T. WHITTAKER, A course of modern analysis, 241,

4
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In fig. 2 zijn de functies y,, y,.... tot y; graphisch voorgesteld. Alle
krommen gaan door het punt x=1, y

(), dat in de figuur niet is opgenomen,
en ook door het punt x=0, y=1.

Fig. 2

1.0 /

/)

0.5

r=1(

(.5 11)

De gestippelde ordinaat verdeell de figuur in twee deelen, waarvan het
rechtsche betrekking heeft op korle solenoiden, het linksche op lange solenoiden.

Een solenoide wordt hierbij gerekend tot de korte als [{1,2a, lot de
lange als [>1,2a is.

De moliveering van deze indeeling zal aan hel einde van dit hoofdstuk
gegeven worden.
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Het algemeen karakter van de opvolgende krommen komt hierop neer,
dat naarmate het rangnummer van de kromme hooger wordl, deze in het gebied
links van de stippellijn steeds kleinere afwijkingen van de lijn y =1 vertoonL.
Daar we voor ons doel alleen de waarden van de y's in dit gebied noodig
hebben, kunnen we dus alle y's, waarvan het rangnummer hooger is dan een
zeker getal p, gelijk 1 stellen, zoodat dan in bovengenoemde som alle elementen
waarvoor n > p is, 0 worden

Met groote benadering hebben we dus

n=2guow n=p

(23) S Cn (Un — 1) — 2 (e (Un = 1)
1

n=1 =

Het voordeel van deze transformatie is, dat de tweede uitdrukking de som
van een eindig aantal termen voorstell, zoodal we deze mogen verschikken,
zonder dat dit invloed heeft op de waarde van de som, terwijl de eerste uit-
drukking een oneindig voortloopende reeks voorstelt, waarbij wegens de afwisse-
lende teekens zulk een verschikking in 't algemeen niel geoorloofd is.

Uit de figuur blijkl, dat we p niet zeer grool behoeven te nemen om bij
de Dberekening nauwkeurige resullaten e verkrijgen. Nemen we b.v. p=8 en
voeren de berekening uil, dan krijgen we na oplelling en rangschikking volgens
opklimmende machten van @ cen vorm van 15 termen, die alle oneven machten
van a beval te beginnen met a? en eindigende met 2. Noemen we deze v, dan is dus

n==_,
(21) Y= 3 Cn(yn—1)
- n=1

Bij de berekening van de verhouding van de opvolgende gelallencoiéffi-
cienten in deze uitdrukking bleek nu, dat deze verhouding te beginnen met den
vierden term en voorlgaande tol den elfden ferm nagenoeg constant is en ongeveer
2 bedraagl, om voor de vier laalste termen zeer snel weer af te nemen.

Onder de vooropgestelde beperking, dal we voor a geen groolere waarden
dan 0.61 nemen, kunnen we mel zeer aroole benadering voor de 15 termen
van o de volgende uitdrukking van vier termen in de plaats stellen:

0.1646 ¥

25 — — 95 23 -+ 0.0625 z®* — 0117227 - ,,
(25) I 0.125 23 - 0.0620 7 | L 1.06 22

De laatste term slelt de som van een oneindig voortloopende meetkundige

recks voor met rede — 1.96 22 en cersten term 01646 2, mits voldaan is aan

de voorwaarde, dat 1.96 a? < 1 is.
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Wanneer we dezen term ontwikkelen dan blijkt, dat de zes eerste termen
van deze ontwikkeling zeer kleine verschillen opleveren met de correspondeerende
termen van . Hierop volgen drie termen met grootere afwijkingen, terwijl bij
de drie laatsle termen de verschillen relatief zeer groot zijn.

In onderstaande tabel zijn de absolute waarden van de coéfficienten van
i en ¢ naast elkaar geplaatst en in de vierde kolom de verschillen aangegeven.
De vijfde kolom geeft de bij de coéfficienten behoorende machten van a en hel

lecken van den term.

g ol e e o 4
| | | |
| |
i 0.1250 | 01250 0 | — a3
o | 0.0625 | 0.0625 0 | + a8
3 0.1172 | 0.1172 | 0 | —
4 0.1640 | 0.1646 | 4+ 00006 | + a9
5 0.3075 0.3226 4+ 00151 = i
6 0.5801 063238 | + 00522 | 4 a1
7 1.192 1.239 l 4+ 0047 | 1
8 2.534 2.429 | — 0.105 ! A a7
9 5.261 | 1.761 | —  0.500 : — 219
10 12,03 | 9.332 ; — 2695 | 4o
11 | 24.72 ! 18.29 | — 648 — 23
12 37.03 35.85 — bk Q 4 235
3 40.61 70.27 4+ 29.66 | — 7
14 24.93 187.7 4 112.8 | Y
15 6.456 270.0 4 263.5 i — a3t
| |
|




Daar nu in het ongunstigste geval, n.l. voor @ =0.64, de waarde van den
i s 0.1646 x°
1+ 1.96 22

inductie vertegenwoordigl, is het duidelijk dat het verschil g—u (in "t hovenge-
oD

slechts ongeveer 1/,,, van den geheelen coéfficient van zell-
noemde geval /550000 Van L) steeds uilerst gering zal zijn, zoodat de vervanging
an o door de veel kortere uitdrukking ¢ volkomen verantwoord is.

Substitueeren we nu de gevonden waarden van S, en ¢ in vergelijking

(18), terwijl we nog

on 1
(26) L+ o=y, (0)
stellen, dan krijgen we len slolle:
3
(27) . —A4n? n? a3 («p|(.l} —, )
y 7T
waarin
pa(1) =~ 0125 23 + 0.0625 2 — 011727 + - (ji-l(::lilj )
i AL E B
2= Qs p geldend voor 0 2 0.61

I Va2 12
of ®>IM1.2a
8 DT
+— — 0.84882630.
37T

Deze formule geeft nu in eindigen geslolen vorm mel zeer groole benadering
den cotfficient van zelfinduetie voor alle solenoiden, waarvan de lengte begrepen
is tusschen 1,2a en =.

De uitvoering van de berekening volgens deze formule is uilersl cenvoudig
en vereischt, bij het gebruik van een tafel mel zeven decimalen, in hel ongunstigste
seval 30 A 35 minulen, waarbij vooropgesteld is, dat men de logarithmen van
de in de formule voorkomende constanten vooral hepaald heeft.

Voor de berekening van de laatste drie termen van ¢, (¥) zijn vijl deci-
malen voldoende, die dus zonder interpolatic in de tafel met zeven decimalen
gevonden kunnen worden.

Ten einde de nauwkeurigheid van de mel deze formule berekende waarden

te onderzocken. heb ik deze vergeleken mel de volgens de volkomen exacle

1y Om later te vermelden reden zijn de constanten in den laalsten term van g1 ()

eenigszins gewijzigd.
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formule van LoreNz berekende waarden. Ik heb hiervoor de formule van LorgNz

gebruikl in een door Rosa ') gewijzigden vorm n.l.:

(28) Li—aN2(
waarin
_8=(y/ b (4a? . / R
=54}/ 1+ 1 (T —1) E+ /1 + 7 F— i}
2a . ' b
5= lg y N = geheele aantal windingen.

7 is het argument ter bepaling van de zoogenaamde complete elliptische
integralen van de ecersle en tweede soort £ en [ 2)

«

. : : 2a ,
Vervangen we in bovenstaande uitdrukking voor @, b door lg y dan

wordt deze:

: 87 (y/, , 1 . P e _ }
2 O — (g3 y— 1) E- —— I'— lg2 y¢-
(29) 01, 5 2l 1+W}_, (lg2ty—1) B '/1 +f!1‘"’:’ g

Berekenen we nu dezelfde grootheid () = p \52 nit formule (27), dan vinden
we na herleiding:
/ 8
(30) Qp=n?lg* y (*}': (1) — 4 ,«r)‘
| 1 wo ' T - 0.1683
= pian 0.125 x* 4 0.0625 2% — 0.1172 27 - [ 2,061 12 e
- 2a
nuiis o= --—--:”-_- — , terwijl tg y = ;o
Va2 4 2
‘ 4 a? o] el A =3 Y iy 5
dus 2 = —. Dit in @ gesubstitueerd en herleid geeft:
lg* y ‘
1 1 [ &
— — - - i =17l —
: ’] I ()[ H ot l’ + [‘{Iﬂ )'
) 1455

1y Bur. of St. V, 41; 1909,
%) Zie Inleiding pag. 2.
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Rosa ') heeft voor een aantal waarden van {g; van 0.2 tot 1.0 de grootheid

)z, berekend en in cen tabel vereenigd, die hieronder is weergegeven.

9 | )
.-1;‘::!1 y ! Qr ) fg—:fg Y 0L
| | |

0.20 ! 3.63240 1.80 19.57938
0.30 l 5.23368 | 2.00 ’ 20.74631
040 | 6.71017 220 | 21.82049
0.50 ! 8.07470 2.40 3 22.81496
0.60 | 9.33892 260 | 23.74013
070 | 1051849 | 280 24.60482
080 | 11.60790 3.00 2541613
0.00 | 1263059 320 26.18009
100 | 13.58892 | 340 | 26.90177
1:30 S [ SR 15:88799 | 3.60 | 27.58548
140 | 1689840 |  8.80 28,2349
.60 |  18.30354 | 1,00 28.85335

Door nu de in deze label opgegeven waarden van {g y in Qg (30) le sub-
stitueeren, en de verkregen waarde van Qp met de in de tabel gegeven Q) te
vergelijken, kon ik cen oordeel krijgen over de nauwkeurigheid van de door mij
afgeleide formule, en de grenzen bepalen binnen welke aan de gestelde eischen
van nauwkeurigheid voldaan werd.

Bij de uitvoering stuitle ik echler op twee bezwaren. Een van deze bezwaren
bestond hierin, dat voor de zeer lange solenoiden, waarvoor ik cen overeen-
stemming in acht cijfers verwachtte, de waarden van (), in de tabel slechls in
zes cijfers gegeven  zijn. Het tweede, niet minder groole bezwaar was, dat de
waarden van () in de boven weergegeven tabel niet vrij van fouten bleken te
zijn. Reeds de cerst opgegeven waarde voor lg y =020, ;= 3.635210is foulicl ¢n
moel zijn* Qr = 3.63238. Deze foul is ruim 1000 maal grooter dan hel verschil

(usschen de waarden van Qr en Qp voor dit geval bedraagl.

[k heb nu, om den juislen vorm van de kromme te bepalen, die de ver-
schillen als functie van de relatieve lengte voorstell, voor een vijltiental waarden

van [, begrepen tusschen [=a ¢n [ = 10 a, de berekening volgens de beide formules

1) Bur. of St. V, 114; 1909,
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uitgevoerd in 10 decimalen, daarbij gebruik makende van den Thesaurus Loga-
rithmorum van VEGa en voor de logarithmen van E en I van de bovenaan-
gehaalde oorspronkelijke tafels van LEGENDRE.

Ten ecinde deze toch reeds tamelijk tijdroovende berekeningen niet noodeloos
gecompliceerd te maken, heb ik voor het argument y zoodanige waarden gekozen,
dat de logarithmen van gy, E en I' zonder interpolatierekening aan de genoemde
tafels ontleend konden worden.

Dat deze maatregel een belangrijke tijdbesparing meebracht, kan het best
geillustreerd worden door de opgave van een stel bij elkaar behoorende waarden

an lgigy, lg E en g IF met de in de lafels daarbij gegeven verschillen.
Voor y=063.4" vinden we n.l.
lglg y =  0.300 3680 295 D' = -+ 525916 D'= 4 40

lg E — 0.071 417 108 316 lgI© = 0.353 357 874 771

D' — — 346 919479 D= + 610682568
D' = — 33 631 D'—= + 2 070 386
D" — + 4 235 D"—= + 11 359

Voor deze waarde van p is lg y =1.997 en [ = 1.0015 a.

Had ik hiervoor in overeenstemming met de tabel van Rosa 1y = 2.00
dus [=a willen nemen, dan zou, cerst voor de bepaling van y en daarna voor
de logarvithmen van E en [, een zeer tijdroovende inlerpolatierekening noodig
seweesl zijn. ,

Len overzichl van de resultalen van deze berekening geeft tabel 1 van hel
Aanhangsel. De waarden van Q% en (g zijn zoover ingekort, dat de verschillen door
getallen van 2 cijfers worden aangegeven. Hel gaandeweg korter worden van de
getallen in de derde en vierde kolom geeft een duidelijk beeld van de verminde-
rende nauwkeurigheid bij het afnemen van de relatieve lengle, lerwijl het zeer
snelle  stijgen van de vier laatste getallen in de vijfde kolom, die de afwijkingen
in millioenste deelen van (g uilgedrukt aangeven, erop wijst, dat de formule (27),
voor solenoiden waarvan de lengle minder dan 1.2 a bedraagl, niel meer aan de
gestelde eischen van hooge nauwkeurigheid voldoel.

De lijn B, van fig. 3 geeft de in de laatste kolom van de tabel opgegeven

alwijkingen weer voor de waarden van [=1.1a tol [ =1.8a.
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Fig. 3

42
B, B, 1=5Lxi10""
+1/
0 P /“\&
B, C
-1
N
-9
/A:U.l‘f {1,0 red 1.4 1.6 1.8
B, Foulenkromme voor de formule (27),
B, - 0 g o (31) met twee reekstermen,
B, M " » » (31) zonder tweeden recksterm,
G " et ) " van COFFIN,

De lijn (. geell de verschillen weer, die de berekening volgens de formule
van Corpn 1) voor korte solenoiden met de werkelijke waarden oplevert,

De formule van CorriN luidt aldus: ?)

i » & S8a 1 1 b? Sa
— P 2 | —
Ly = dma N* 4 log b 2 +.‘52ul( Iyt )
- 1 bA/[ Sa 2 10 DS ¢ Hu 109
(30a) | 1024 m(\’”-" b :s)+1m)7‘nh( Ty on)‘
39 Ab“ ( , Sn W‘-IZH) )
om0t e N e a0/ B
waarin
a = straal, b = lengle, N = lotaal aantal windingen,

1) Bur. of St. 11, 113: 1906 en V, 39; 1909,

% In deze formule en ook in 1 \CI‘\Uh, heeft de afkorling log de beteekenis van
«natuurlijke logarithmes, De gewone logarithme zal als lg worden aangeduid, terwijl ¢ lg de
zoogenaamde complementaire logarithme voorstell. ¢
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Deze formule is ecen uitbreiding van de formule van Ravreicn en Niven 1),
diec overeenkomt met den eersten regel van (30a).

Uit de figuur is nu duidelijk, dat ongeveer bij [ =1.2a de grens gelegen is,
waarbij men van de formule van CorriN voor korle solenoiden moel overgaan
op formule (27) voor lange solenoiden om steeds de grootst mogelijke nauw-
keurigheid te bereiken.

Hierop berust de in het begin van dit hoofdstuk vermelde indeeling in

korte en lange solenoiden.

Door een kleine wijziging van den laatsten term van g, (x), die ik kortheids-
halve den reeksterm zal noemen, en hel loevoegen van een (weeden dergelijken
recksterm, kan de nauwkeurigheid nog aanmerkelijk verhoogd worden, zonder
dat de berekening daardoor noemenswaard meer tijd vordert, daar de logarithmen
voor de berekening van dezen term reeds in de voorafgaande berekening voorkomen.
Tevens wordl met deze wijziging bereikl, dat de grens voor den overgang van
de korte op de lange solenoiden teruggebracht wordt van [ =12a lol I =a.

De aldus gewijzigde vorm van de formule wordt:

/ Qi
Itx — l."_ n- ”3 ("fl ["J" :;ﬁ ’]
(31)
] 0.125 3 00625 1° 01172 &7 0.1668 " 0.0883 .«'?
7y ()= — 0125 2% +0.0620 2* — 0.11722% T {7 gg8 78 — 771 998 22
Hicrmede berckend zijn de grootste afwijkingen voor [ 102 a Kleiner dan
¢en millioenslte, terwijl voor [ = a de afwijking nog slechts 1.8 millioensten

hedraagl en voor nog korlere solenoiden zeer snel loeneemlt.

De constanten 01668, 0.0883 en 1.998 voorkomende in de twee laalste
termen van ¢, («) (31) zijn volgens de methode van de kleinste kwadraten hepaald.
Dil is ook hel geval mel de constanten 0.1683 en 2.061 uit den laatslen term
an (27). Hel vrij groote aantal volgens de formule van LoreNz zeer nauwkeurig
berekende waarden van Q. voor het gebied waarin de verschillen het grootst zijn,
nl. van [—a tot —1.8a. verschafte de gegevens, om de aanvankelijk uil de
gedaante van 1 door schatling verkregen en in (25) vermelde waarden van deze
constanten door hel aanbrengen van correclies zoodanig le verbeteren, dat de som

van de kwadraten van de overblijvende alwijkingen minimum werd.

1) Bur. of St. V, 39; 1909.
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De lijn B, fig. 3 geeft de afwijkingen weer voor de formule (31) met twee
reekstermen, terwijl B,’ de verschillen weergeeft als men in (31) den tweeden
reeksterm weglaat. Zoodra > 145 a is, heeft hel weglaten van dezen term geen
merkbaren invloed op de nauwkeurigheid.

Voor solenoiden waarvoor [ { 0.8 a is geeft de formule van Corrin en voor
solenoiden waarvoor [>1.8a is geven zoowel formule (27) als formule (31) uil-
komsten, die minder dan ¢en tienmillioenste van de werkelijke waarde verschillen.

De lijnen B, en € snijden elkaar in hel punt waarvoor [ =+ 1.02a, terwijl
volgens de figuur de afwijking negatief is en minder dan ¢en millioenste bedraagt.

[k heb voor de waarde [=1.02a de grootheid ) volgens de drie formules

berekend en daarvoor gevonden :

Volgens de formule van LOoRENZ = . . = (0= 20.525260
. ; (31} RS (=200 251200
- SR COFEINE O = 20.525 251

Uit deze waarden blijkt, dat hel snijpunt van de twee krommen werkelijk

zeer dicht bij het punt {=1.02a en iels links daarvan gelegen moel zijn.

Ten slotte volgen hier de volledige berekeningen voor dezelfde solenoide
volgens de drie formules. Ik heb daarvoor genomen de afdeelingen 14 2 van den
srooten standaard van zellinduclic van het «Burecau of Standards» te Washinglon,

. — 97 NSO ] ) LO1D T

De afmetingen daarvan zijn @ = 27,0862 eM., b=1=326912 cM. lerwijl

volgens opgave van 1 B Rosa 1) de waarde van L, 0.112 722 henry bedraagl,
=] . ]

1) Bur. of St. II, 172; 1906.
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Volgens de formule van Lorenz (1)

370 -

1 a® = 2934.649

Gegeven: 2a=54.1724, b =—32.6912; N =472
Vooraf bepaalde logarithmen: lg Tn — (0.622 0886, ¢ lg 3600 —= 6.41
lg2a=17337781** { a? = 2034.649**
lg 4 a* = 3.467 5562 b2 = 1068.715**

i Sl d? = 1003.364 da2— b2 =
lg b = 1.514 4309**
lg b = 3.028 8618 lg lg y = 0.219 3472 D17 =476
1g 1 58°53' 20" = 205 267 :
lg2a=17337781 i — 376 = 20!
¢lg b = 8.485 569110 267
lg lg 5 = 0.219 3472 5 = 58053’ 25".61** 1g 325.61 = 2.51270*
= H8.80 4- 325”61 elg 3600 = 6.44370—10
lg d* = 3.602 4250** = 58.89045" 8.95640
lg d = 1.801 2125 It = 0.09045*
lgda®— b2 = 3.270 8964°** ]
lg N = 2.673 9420* Interpolatieformule \'001:‘ ’{g Eenlgl
lg N* = 5.347 8840 [A+h) =fA)+kDi—-5 Ay, k=10h
—k
k= 09045 1=k _ o048
voor 58.8¢
lg F = 0.3273 3041* Ay = + 52595 Dy = + 165
+ 4 7565 — 8 +0.018 = §
voor 5 lg I = 0.3278 0606 lg 52587 = 4.72089%
lg k = 9.95610-10
167729 . . + 47565
voor DH8.8°
lg E = 0.0872 4764* Ay = — 33897 Do = —25
- 3 0658 P +0.048 = 1
voor y lg E = 0.0869 4106 lg — 33896 = 4.53015* (—)
lg k = 9.95640—10
lg F = 0.327 8061 148655 . . — 30638
i s lg E = 00869411
lg b= 8.028 8618 lgd = 18012125 lgU = 5110 8970**
5.157 8804 lg (4 — b?) = 3270 8964 lg 1;‘ — 0,622 0886
143 840.23** e :
114 228.14 5.150 0300 lg N* = 5.347 8840
il 144 228.14%* clgb® = 6.9711382—10
288 068.37 lal T
8 n3 — 1-}8 917 03‘. g 4§ — 805...“)/8
A=, 112 1218"‘ henry

129 091 '3" ==

b? = 1068.715
1865.934




Volgens formule (31).

a — 27.0862, [ =32.6912,
Vooraf bepaalde logarithmen en constante:

1g 0125 =9.096 9100 —10 g 0.1668 = 9.222 20 — 10

Gegeven: N =472,

lg4 72 =1.596 3597

1g 0.0625 — 8.795 88
1g 0.1172 = 9.068 93

lga = 1.4327481**
lg a® = 2.865 4962
lg a¥ = 4.208 2443

lg 1 = 1.514 4309**
lg I2 = 3.028 8618
lg r? = 3.255 8456 *

lg r = 1.627 9228
¢lg a = 8.567 2519 10
ly i = 0.195 1747

lg x = 9.804 8253 10
lg 2% = 9.600 6506~ 10

lg a® = 0414475010

— 10
— 10

Ig 0.0883 = 8.915 96 — 10
1g 1.998 = 0.300 60

= 733.6623**
12 = 1068.7147**

= 1802.3770
pos. termen
1 < ey
= -+ 1.567 3816**

1g 0.0625 = 8.795 88—10
lg % = 9.024 13—10

7.820 01
-+~ 0.006 6070

lg 0.1668 = 9.22220-10
lg x® = 8243 43—-10
clgp = 9741 53-10

S
— 0.848 8261,

37

neg. termen
lg 0.125 = 9.096 9100—10
lg 2% = 9.414 4759—10

8.511 3859—10
— 0.032 4628**

lg 01172 = 9,068 93—10
lg 27 = 8.633 78—10

7.70271—10
— 0.005 0432*

lg 0.0883 = 8.9160—10
lg xV¥ = 6.2917—10
clgp=97415-10

900965 —10 7.207 16—10 4979210
lgx® = 002413 —10 4+ 0.001 6112* — 0.000 0095*
0.60065 —10 .
- - Wit e \‘ » = [y e “- ‘") S
lg a7 = 863378 —10 Ll REA o= 0.848 8264
060965 —10 0.006 6070 0.032 4628
— 0.001 6112 0.005 0432
lga® = 824343 —10

lgx? =804825 —10
lg " = 620168 —10
g 1.998 = 0,300 60

lg a? = 9.600 6510

0.910 2510
0.813 3*
14199802 =18133=p
clgp = 9741 53—10*

lg N = 2.673 9420*
lg N*? = 5.347 8810

-+ 1.575 5998
— (.886 3419

0.G80 2579 = P

0.000 0095

— (.886 3419

lg P = 9.838 3818 —10**
lg 4 n* = 1.596 3597
lg N* = 5.347 8840

lg @ = 4.208 2443

¢ly = 6.971 1382—10
lg Ls = 8.052 0080

Ly = 0.1127218** henry.
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Volgens de formule van Corrin (30a).

Gegeven:

a— 27.0862,

b =32.6912, N —472.

Vooraf bepaalde logarithmen en conslanten:

109 431, T :
iy, = LR Jop = 1:02619 Ig 4 7 = 1.099 2099
l —_— R = - 10 L EQQs O Y-
1§~ =8A4918500 —10 g 5> =1588249— 10 clg mod = 0.362 2157

J= 2
1 - 35 = ‘

] 104 — 0+ = o= —4.921 41 — 1( 8 = 0.903 0¢

lg 1094 6.989 70 — 10 1_(;222 1.921 41 — 10 lg 8 = 0.903 0900

lga = 1.4327481%*
lg 8 = 0.903 0900
¢lg b = 8.485 5691 — 10

lg 8a/b = 0.821 4072
Ig lg 8a/b = 9.914 5585**
e lg mod. = 0.362 2157

lg log 8ab = 0.276 7742
log 8a/b= p = 1.891 3600%*

L 1.391 3600

Pi=io
1 ’ an

2
p—y = 122169
1.891 36
0.908 33
10 e e
P—1op = 0.983 03
1.891 36
1.026 19
431 P
P—350= 0.865 17

lgb = 1.514 4300%*
¢lga = 85672519 — 10

lgbla=lgq = 00816828
ly q° = 0.163 3656
lg q* = 0.326 73
lg ¢ = 0.490 10
lg ¢° = 0653 46

lg N = 2.673 9420*
lg N* = 5.347 8840

pos. termen. neg. termen.

9
lg (p—5) = 0088 03
lg 1/1021 = 6.98970 — 10
lg q* = 0.326 73
7.404 46 — 10
— 0.0025378*

I 0 TR
g (p+ -4-) = 0.330 6897"*
lg 1/32 = 8.494 8500 — 10
lg q* = 0.163 3656

8.988 9053 — 10

+ 0,097 4777**
131

tg(p— 120

lg 35/2% = 4.921 41 — 10
lg g% = 0.653 16

109 e .
lg (p — 355) = 9:99257 —10° = 0.937 10 — 10*

lg 10/217 = 5.882 49 — 10
lg ¢% = 0.490 10

6.365 16 — 10
-+ 0.000 2318

2.01297 — 10
— 0.000 0326*

P — l = 1.391 3600 0.002 5378
0.097 4777 0.000 0326
0.000 2318 — 0,002 5701

- 1.489 0695
— 0.002 5701

1.486 4991

1y 1.486 4991 = 0,172 1646**
lg 4 7 = 1.009 2000
lga = 14327481
lg N* = 5.317 8840

ly Ly = 8.052 0060

Ls = 01127215** henry.
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In deze berekeningen zijn alle getallen, waarvoor het gebruik van een
tafel vereischt werd, door éen of twee sterretjes aangegeven. Eén sterretje beteekent,
dat het getal onmiddellijk uit de tafel verkregen is, twee sterretjes, dat bij het
gebruik van de lafel ecen interpolatieberekening noodig was. Uit hel aantal
gelallen, dat op deze wijze gemerkt is, kan men ongeveer den voor iedere bereke-
ning vereischten tijd berekenen, hoewel daarbij natuurlijk ook de aard van de uil
te voeren bewerkingen in aanmerking moel genomen worden.

Het eenvoudigst zijn de bewerkingen bij de berekening volgens de in dit
Hoofdstuk afgeleide formule (31), daar deze zich hoofdzakelijk bepalen (ol
optellen, vermenigvuldigen met of deelen door 2, lerwijl nergens in de berekening
hijzondere aandacht gevorderd wordL

De formule van Corrixy is ook nog zeer gemakkelijk in de toepassing,
hoewel de omzetling van gewone in naluurlijke logarithmen daarbij al meer
aandacht en dus meer tijd van den rekenaar in beslag neemt.

De formule van Lorenz is verreweg het meest lijdroovend, zoowel door
het grootere aantal malen, dal het gebruik van een tafel noodig is, als door den
anrd van de uit te voeren bewerkingen. Vooral de interpolatieberekeningen mel

cersle en lweede verschillen voor de bepaling van lg I en g I zijn laslig en

lijdroovend.
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DE COEFFICIENT VAN ZELFINDUCTIE VOOR EEN LANGE SOLENOIDE
MET VELE DRAADLAGEN.

De coéfficient van zelfinductie voor een solenoide met rechthoekige door-
snede van de windingsruimte, wordt gevonden door de uitdrukking voor de
onderlinge inductie van twee elementen daarvan tweemaal over deze ruimfte (e
integreeren.

Als elementen van de solenoide beschouwen we eylindervlakken waarvoor
de onderlinge inductie door de vergelijking van MaxweLL gegeven is.

Deze vergelijking wordt, wanneer we ons voorloopig tot drie lermen van

de reeks beperken en de breuken herleiden :

e 1a2/, A3,
(32) M= 4a? n* a? \] ATFrE—A+ g (10 +
1 ab A S A I e e u S M ik Sxp
+ (145 =55 Fapr e (185 + 8= —2145)

Voor de notaties raadplege men fig. 1, pag. 10.

Fig. 4.
R R,
a: - U
/ J

Hel aanlal lagen dal op de solenoide is aangebracht bedrage i, het aantal
windingen per c¢M. n. De beteekenis van de verdere le bezigen letters is in fig. 4

aangegeven.
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We denken ons nu ieder van de m, lagen onderverdeeld in een onecindig
grool aantal « lagen, zoodat we dus in ‘L geheel pm, lagen verkrijgen.

We stellen nu kortheidshalve:
(33) wm, =m.

Den straal van de buitenste laag a, en den alstand van twee opeenvolgende

lagen da noemende, worden de stralen van deze lagen dus achlereenvolgens:

(g — g —da

e ——hd |
ay —ay—i2da

(34) ..
(m = a, — (m—1)da.

Noemen we nu de onderlinge induclie van twee willekeurige lagen mel

stralen @, en ag, Mpq, dan wordl de zellinductiec van de solenoide gegeven door

de vergelijking:
2 P=0 g=m
(';3) ]Jn — a -: —\- ﬂ[:,q.

_- p=1 q=1

Door de vergrooling van hel aantal lagen in de verhouding van 1 tol «
zou de zellinductie «* maal te grool worden. Daarom moel hel resultaat van de
integratic door u* gedeeld worden om de zelfinductie voor het eindig aantal m,
lagen te verkrijgen.

We vervangen in (32) A door a, en a door «, en slellen in plaats van de
gelallen coéfficienten ¢ g M g kortheidshalve ¢,, ¢, en ¢,.

Verder laten we om hel overzicht gemakkelijker le maken de termen,

waarin machlen van - voorkomen voorloopig weg. We Krijgen dan

”qﬁ

uq* ast
—*_ ( 3 % |
a,s

' - c
”p - “,1 $

Q g q g Rk TR
11[!“1 —— "I ¥ [ A 1”‘] (lqj ] (!‘I]J + [ {‘I’ -} ( 1

' » ' * SO O 30 \ 0 )
We geven nu aan ¢ achtereenvolgens de waarden 1, 2,3 ..., m, en aan p de
waarden 1. 2 g en substitueeren de boven (34) gegeven waarden van de
£ 121 fiasfs
stralen in de uitdrukking tusschen de vierkante haken. We onlwikkelen den

worlelvorm en voeren voor de drie laatste lermen de deeling uil, waarbij we om
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: A
dezelfde reden, als zooeven voor de termen met de machten van FRb opgemerkt,
voorloopig alleen de termen mel de eerste macht van da behouden.

Stellen we nu nog ter bekorting 1/ a,? 4+ [* =r dan vinden we voor de

termen van de te bepalen som (35) achlereenvolgens:

€y Ca c.‘l
| 1111.124.-;211%112{1' — [—l—al —{—ul i—l—a[ }
| M1 ‘):~ln2n?uf{r —a, ’t—l—al-—-2da —{-a, — 4da|+a, — Gdu}
| :;1;;-’;;'-‘(;22{1--.HII‘M —(11—1—()"(1}-{—(11—1()(”—{-11,—- ldu +a, — ldn}
| |
E 0 S T T i T |
=0 el — 1 +1 —4 |+1 — 8 |+1 —12 }
1.3 -1 ¢ )
M, : (:3-'{1—1 —1 41 |+1 -3 |+1 —5 |+1 — 7 1}
M. .= , ({32?‘1~2 —1 +2 |4+1 —2 |+1 — 2 |41 2 :
o e Tk L AE, e D, 5 || e (T
ol My — a1 1 +1 —6 1 12 |+1 —18 }
\M, = ¢ f1—1  —1 41 |+1 —5 |+1 — 8 |+1 —13 }
.M‘_H ! (112{1—2 SO PRATE I UL IR B ot LU R o Bt ?‘
= 2( b :' it .*— L
M. = , a{1-3 —1 +3 !-1—1 3 ;TI_ 3 |41 3 }
R iR ey 1 L e i i S T Y )
1.8 9 ! |
M, = , af1—1 —1 41 41 —7 [+1 —13 [+1 —19 }
e 5 | .
T (:5*{1._2 —1 42 i+1 —6 |+1 —10 |+1 —14 }
M = , a“{1—3 =1 +38 |+1 —5 |+1 —7-|4+1 — 9 }
] 1.5 5 L
(M = | aiil—4 =1, 14 |+I —4 |+1 — 4 |+1 — 4 }
3.5 J 3

‘i _— - - — —
| CNZ.

Daar het bij het opmaken van bovenstaand schema uitsluitend te doen is,
om de wellen voor de oplredende getallencoélficienten vast te stellen, zijn ter

bevordering van de duidelijkheid van af de derde groep alleen deze coéfficienten
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vermeld en is voor de accoladen de gemeenschappelijke factor 442 n? door een
aanhalingsteeken vervangen. Verder zijn de factoren ¢, ¢, en ¢; aan het hoofd
van het schema geplaatst boven de kolommen waarin ze als gemeenschappelijken
factor voorkomen.

De welten voor de gelallenreeksen, zoowel in verticale als in horizontale
richling, zijn zeer duidelijk, zoodal onmiddellijk aan te geven is hoe de coéffi-

cienten voor de niel behandelde termen van de reeks uil Maxwery's vergelijking
Y it be ]

zullen luiden.
De optelling van de in het schema opgenomen termen levert als resultaal:

/

SNMer —=Anans {[ul'ﬁ—}—‘_)u.:'l—}—il a2 +4a®2+5ag*+4..] (r‘ -a,[1— ¢; —cy, — ,-:,_ﬂ_;_

+ a2+ 3ay? . B2 1-10az? <+ .. ]( da— ”IITM) L
— [Bla 2 -FYase 4+18a,2 +30az2+...]c, da
—[pa,?F 15a* +30a? +50 as*+4...]c, da —
—[Fag+21ast+42a +70a5 +.. . ] ¢, da S

De vier termen waarin  da voorkoml kunnen tot ¢fen term vereenigd

worden door de factoren 3, 5 en 7 van de drie laalste reeksen naar den lweeden

factor van den term over le brengen. We krijgen dan
(37)
N F o - p « 9 ‘ 92 L o1l l L B " 5
XM ,,=4n?n? ;[uf' +2ay® +3a;? a2 +5a5 + ] (I === “':i])“i"

Pq—
e 2 %02 40a.2+10as2+...1(da— —dal3¢c,+5c,+7ca1)d
b [ay? +3ag2+bag” 10 ay ] (da 3 t[3e,+5ey +7¢4] -

Vergelijkt men deze uitdrukking met de formule van Conex, [Inleiding (2)]
dan ziet men dat de tweede en derde term van deze laalste, wal den vorm
betreft, veel overcenkomst vertoonen mel de cerste en bweede term van (37). Het
verschil is hoofdzakelijk aelegen in de coéfficienten in de reeksen tusschen de
vierkante haken. In de formule van Couex zijn dal functies van m, terwijl in
(37) deze cobfficienten cenvoudige getallen zijn. Gaal men de afleiding van Congx
nauwkeurig na, dan Dblijkl, dat daarin grm)lhcdcn van den vorm (a, - mda) —
naar opklimmende machten van da ontwikkeld zijn, terwijl mda grooler kan
ziin dan a, en lim mda/a, = = is. zoodal voor een grool aantal gevallen diver-

veerende reeksen onlstaan.
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Bij de door mij gevolgde methode zijn uitdrukkingen van den vorm
(¢, —mda) — " naar opklimmende machten van da ontwikkeld, terwijl mda
steeds Eleiner dan a, en lim mda/a, =1 is, zoodal dus alleen in dit grensgeval,
waarbij de windingsdiepte gelijk is aan den uitwendigen straal, de reeksen
divergent zouden worden.

De oneindig voortloopende reeksen in de vierkante haken moeten nu
gesommeerd worden. We vervangen daarloe a,, a, .. enz. door hunne waarden

a, —da, a, —2da.. enz. en krijgen dan b.v. voor de eerste reeks:

(TCR=—STT &
2l e —D 1 A 1a, da + 2 da?
\ 3as?2 = 3a,2 — 12 a, da + 12 da?
(38) da,2 —4a;2 — 24 a, da + 36 da?
k2 = A= 10 a, da —+ S0 da*
mayp*=ma,;* —2m(m 1) a,da + m(m-—1)* da*

De onder elkaar slaande coéfficienten van «,?, a,da en da? vormen
rekenkundige reeksen van de 1%'¢, 29¢ en 3d¢ orde.

De algemeene uitdrukking voor de som van m lermen van cen rekenkun-
dige reeks van de ni orde is:

- m(im—1) . m(m—1)(m—2) .
(39) Sm=—ml, + ““("— ) ):1;\1 r ( 1 ‘)) (" )/\'2 +..

2 2.3
m@m—1)....(m—n) ,
—'I— 1—,) .‘”(”_{_1) 1y

.

waarin 1, de eersle term van de reeks, Ay, Ay ... An de eerste termen van de
verschilreeksen en n hel ordegetal van de reeks voorstellen.
Na optelling van de termen van (38) krijgen we dus een uitdrukking van
den vorm :
m
Sma,®=Pa,?—Qa, da } R a2,
1
waarin P, Q en R gemakkelijk te bepalen funclies van m zijn, die gevonden
worden door in (39) de, uil de onder elkaar staande gelallenreeksen van (38) af
te leiden, waarden van ¢, /\,, /A, enz. te subslitueeren.
Daar nu m == is het duidelijk, dat van de functies P, Q en R, dus van

de reeks S,,,,_ alleen de term mel den hoogsten exponent behoeft hepaald te worden.



Deze term is:
In n -|- 1 .
1.2....(aFD ™

We behoeven dus van de getallenreeksen alleen het ordegetal en de waarde
an hel constante verschil te bepalen.
Voor den term mel da? b.v. geeft deze bepaling:

0
)

2} = ISR/ A — 0 —
10 L e n=s3,

12 e

S == . 6 m# mi

3 20) p—. omt _ mt

" 44 T OB A A

8()

Op dezelfde wijze vinden we:

pe m? ,_2m?
i Ttk 30

We laten nu yoor hel vervolg den index van a, weg, daar klaarblijkelijk a, — «.
De recks in den eersien lerm van (37) wordt dus:
9m?

m? 2m " m*
oF ad — 3 ada - j da?,

o

Nu is mda =R. — Ri = L.
Dit invoerende en de breuken verdrijvende krijgen we:

1 Frryg P T
o8 [6 m?a* —8m?* al-+ 3 m? 1],

We brengen nu m? a* builen de haken:

2 g2 g
m ".[(',_ﬂg..{ + ;;l.. :

12 a a*

[ 3
Stellen we nu nog - =g, dan vinden we len slolle:
a

2 42
(10) ml‘;t [6—80+3e?]

Passen we dezelfde bewerking toe op de reeks in den tweeden term' van
(37). dan vinden we daarvoor:

; m3a? 1l - ..
(40 - ]')7”' 5 I_Iﬂ — 10p + ||1:3],

-
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We substitueeren nu deze uitdrukkingen (10) en (11) in (37), daarbij in den
tweeden term éen factor m naar het tweede deel daarvan overbrengende, waar-
door da in { overgaat en vinden dan:

S3XM L b 1)1'—’:”‘('—-8 43 2](' 1—S
Py e 1"1_7{‘7 T1=21 1 {[) 0 D0 I—-ﬂ[ —-—,l] +
3 \
1S = e : a\,(
+ = [10—150+6¢2](1— S8, —— )t
) - T/
Hierin is
Si=c¢iteyteg e+ Cn,
Se =30 =00y t 7ty -9 ct - (R =i=l) Cii e

In Hoofdstuk II pag. 21 hebben we gezien dal

3 %!
ST qusESE=s ~ 3

Op dezelfde wijze kan nu aangetoond worden dal

w4 ‘ o By
‘Sﬂ_l-——i'_{-?;" llll.‘\ ] wbﬂ#_ﬂj;r

We deelen nu binnen de accoladen door a, waardoor in den tweeden

. 4 ;
term de faclor = oplreedl, en subslitueeren tevens de boven aangegeven

waarden voor 1 — 8§, en 1—S,.

‘ : T . a
Substitueeren we dan in (35). dan vinden we als we weer e stellen,

12) L= a2n2m,?a*{[6—8¢+430* 1 :\ s
'; : v D0
+ 1[]“—13”‘*-“!12] (;!“-H.T M},
D d -] I 3

Stellen we in deze vergelijking o =0 dus =0 en m, =1, dan moel ze
overgaan in de vergelijking voor de zelfinductie van een solenoide mel éene

laag. We krijgen dan

L:—4n%n?a? (i — h)
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Vergelijken we deze met formule (27) van Hoofdstuk II, dan zien we dat

ze daarin overgaat, als we tusschen de haken nog de in het vorige hoofdstuk

met ¢ aangeduide functie van @ invoegen of, wat op 't zelfde neerkomt, - door
v

¢, (¥) vervangen.

Daar voor dit geval de ecischen van nauwkeurigheid niet zoo hoog be-
hoeven gesteld te worden, kunnen we hier met de unitdrukking van ¢, () met
éen reeksterm volstaan. Om later te vermelden reden is de teller van den recks-
ferm een weinig gewijzigd, nl

. S . :'.'
7 (@) = } 0125 0 + 0.0625 5 — 0.1172 27 4 ~ 1994

Tot ditzelfde resultaat zouden we gekomen zijn, als we de tol nu toe ver-
waarloosde lermen
a* A? at A2 s adidd

+4cg ——, — 00 T enz.

op dezelfde wijze in de ontwikkeling hadden opgenomen.
Hel is duidelijk, dat de ontwikkeling van deze termen ook bijdragen levert

mel da, die dus in den tweeden term moeten opgenomen worden, zoodatin dien

| . ,
term tusschen de ronde haken, hehalve de conslante g0 ten functie van @ moet

oplreden waarvan de eerste term — is. Daar de tweede term van (42) altijd
klein zal zijn vergeleken bij den ecersten, kunnen we hiervoor met de ontwikkeling
van de boven opgegeven 3 lermen ruimschools volstaan,

: : : a* A?
Als voorbeeld moge hier de onlwikkeling van den term <y wal uilvoc-

riger behandeld worden.

Voeren we weer de indices p en g in, dan wordl deze lerm
a2 ap* |
(Va1
nu is
a,— a; — (g—1) da,
ap = a, — (p—1) da,

soodat we na substitutie en herleiding, waarbij we de termen mel da? verwaar-

loozen, de volgende uitdrukKing verkrijgen :
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i

(a,* —2[p+q—2]a,? d(t)-(:‘ﬂ — 2(p—1) a, ﬁ(z)"s"ﬂ

Stellen we nu 2(p —1) a, da = u, dan wordt de tweede faclor:

» 3

ra

_..3/ —a u _.‘f
(r: —u) 2:I“’(1— ) :

Nu is

3 3
(@ —gyp =1t 5yt ..,
dus -

-3/ 1 S u
— 2= = s
(1 i) = — |- o 8

of, de waarde van u substilueerende,

_3 (I e
(r? —2(p—Dayday 1= 3R Dade

deze uitdrukking met den eersten factor vermenigvuldigd geeft:

' 2[p+q—2]a,’da

3(p—1)a,® da
1»3 r3 :

I--’i

+

We krijgen dus ten slotte, als we termen met da? en hoogere machten

van da verwaarloozen :

a2 A2 a,t 2[p+ g—2]a,? da _}_Ii(p—l)n,-‘r?a
I’ T T r3 s a

Evenzoo de twee andere opgenoemde lermen ontwikkelende, vinden we:

a* A2 _a,*  2[p+2q—3]a,®da +3 (p—1)a,” da

rs . o r 7 ]

7 catdr ad o A[pt g—2]a," da + 7(p—1a,? da
I i v :




13),

p de waarden 1.

45

op pag. 38 gegeven a(,hcma voor de hoofdtermen.

Geven- we nu in deze uildrukkingen aan q de waarden 1.2

.M, en aan
. ¢, dan krijgen we het volgende schema, cllld]UO“ aan hu

Cnz.

— ¢ +4c, — 80

. afa,t a,’ a? H
1111.1"4“-”201 E‘"ls +I'5 +T; }
2 (a, 2a, a, 2ada a, la,"0a B
Ml‘z ” _az {;:MI r:—rT(I +,-5 5 +5 r7 }

| 2 (ag 3a’ ) 2asda, o Ha’ a, da76a . 7a,
it A {F—Z g +12% 0 H -8 SR a9 20T T 5(,}
M, a2 +1 -4 - }
a ., a:{-HwS +1 +1 -5 +1 +1 -3 +1 :
Moo, af{—l—l—ti 2 g 2 114 P }
M S (14"‘{—{—1—3 +1 -6 SR }
My, . a4 +1 +1 -7 +1 +1 -4 +1 }
M, o, a“!{-{—I—S +2 +1 -8 +2 +1 -5 +2 }
M, » a’{+1-6 43  H1-8 43 |41 -6 43 !
M, , ali+1-4 +1 -8 +1 -4 %
= il il =4 +1 +1 -5 +1 f
M, nf{—l—lwﬁ +2 +1.-10 floi g oy Bty e 12 E
M, a7 +3 {7 +3 1 -7 13 ;
A, af{—H-—B +4 +1 12 44 yarg 4 g
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T 703 O3 - 3 > 3 rey ey 1] r 3
We voegen nu alle termen waarin da voorkomt hij elkaar en vervangen
daarhij 2L door «. Voeren we dan weer met de daarbij : ( |
f = ] ¢ : ¢ daarbi) oplredende reeksen de
hoven beschreve srleidinge it en substilueeren voor e
oven beschreven herleidingen uit en subslitueeren voor ¢, en ¢, de getallen-
. waarden daarvan, nl. L en 2 dan vinden we voor de s ;
, g e | de som van al deze lermen :

‘

= 3 3 9 . ]- - . 3 . D b} =
seeaaniim, 2 ”':'ﬁ [10 — 15 ¢ + 6 p?] [-I h — ph L T 39 ; u} 0.

3 1 L

Schrijven we nu den van ¢ afhankelijken tweeden term van de verge-

lijking (12) in den vorm

= : |
44 0—150 0? 19 (@ — | p
(14) [10— 150+ 6% {02 )+ 5 o

dan wordt

ml — 1 o i’i.u‘! 1 o] l o | ;
fp.-, (, ,) — ‘*5— M + 2(} T — '—!5—' £ + ?l_ﬁ g — ‘T)i_ .‘ﬂg,

Bij de onlwikkeling zijn nu ook de lermen met da? afgeleid voor den
vorm onder het wortelteeken in vergelijking (32), voor de hoofdtermen van de
a? A2

reeks, en voor den lerm —c, e

Als resultaat vinden we voor de som van deze lermen

45) S ninimytad.—[15—2de 41002 [— 7 — ezt + 1205 1 51 |2

- : - 15 > N 8 16N | ¢
waarin

Sy=c¢, +6c,+15¢c;+28c¢c,...+n(2n—1)c,.
Subslitueeren we hierin de getallenwaarden van ¢y, ¢, .. enz. dan krijgen we:
1 1 D SE

46 = = )e o ) i S e I CTL 7]
(16) 83 = g+ % 8- 57 = 10000 120 Jgagy 1 oo enz

Deze reeks blijkt nu voor een oneindig groot aantal termen divergent {e
zijn, zoodat we daarvoor geen som kunnen bepalen.

De verklaring van het optreden van deze divergeerende reeks moet ge-
zocht worden in het verschikken van termen in reeksen met afwisselende

teekens, die niet absoluut convergent zijn.



Noemen we de hoofdlermen van de reeks «, die in de elementen van den
integraal L, voorkomen, gerangschikl volgens hunne grootte, u,, uy, u,.... enz.
dan komt de hier gevolgde integratiemethode hierop neer, dat we eerst ieder van
de grootheden u in een convergeerende reeks naar opklimmende machten van
da ontwikkeld hebben en ter bepaling van Xu alle termen metl a, da en da?

telkens tot ¢en term vereenigd hebben.

Schematisch voorgesteld wordt dit dus:

da*

il = (Hprlitd —= (&N oa —l— Cayi——
a
da?

by == (Bl — (&R dua —[— Cy9 -—ﬂa
; q da?

I3 = C13 @ '— (a3 0" 4 Cag —— «u..
a
da?

Uy = Cip@ — Cap da + CH'"T T

- o . @ da?
=2 Clin A— 2 Cap da "'l_ 2C3n —— aeen
1 1 1 a
Deze wijze van sommeeren is alleen geoorloofd, als alle lermen positiet
zijn. Bij afwisselende teekens is het zeer goed mogelijk, dat een of meer

van de reeksen, gevormd door de vertikaal onder elkaar staande coéfficienten,
o0
divergent is. In het hier behandelde geval blijkt nu X'¢y, divergent fe zijn.
: : -

We kunnen nu toch de som van de reeks u, +u, +u, 4.... enz met
voor de praktijk voldoende nauwkeurigheid bepalen, door de reeks waarvan we
uitgegaan zijn bij een hepaalden term af te breken, zoodat dan ook Sy een
ecindig aantal termen bevat.

Nemen we van de oorspronkelijke reeks uit de vergelijking van MAXWELL
de 100 eerste termen, dan bedraagt de som van de overige lermen in hel
ongunstigste geval (nl. voor ecen solenoide waarvan de lengle gelijk is aan
den straal) ongeveer ¢en vijfligduizendste van de geheele waarde van de zelf-
inductie, zoodat deze verwaarloozing op het resultaat geen merkbaren invloed
zal hebben.

We moelen dus de som van de 100 eerste termen van de reeks S, bepalen,.
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De alg > m e ze recks k leid wor ‘
gemeene ferm van deze reeks kan herleid worden {of de volgende
gedaante:

TR LI 2n!l]% n
diig 28 sl | Sn e

Door middel van de formule van Stirring voor n/ nl.:

-+—~l_;),

nli=—inrie=n 1V 2nn (1 + -
" n 2(12np)2

kan de limiel van u, gemakkelijk bepaald worden. We vinden daarvoor

(17) oo lim o, = : L
" (n+1D)@An+1)
Deze uitdrukking geeft reeds voor kleine waarden van n een zeop scherpe
benadering. Voor n =15 b.v. bedraagt de fout slechts Gen duizendste van de

werkelijke waarde.

We berekenen nu de vier eerste hoven (46) opgegeven termen direkl,
verder den vijfden tot den tienden term mel behulp van de uitdrukking voor
lim up (47). Ten slolte wordt van 10 lol 30 iedere vijfde term en van 30 tol 100
iedere tiende term berekend. Door deze laalste waarden op niet le kleine schaal
graphisch uit te zetten, kunnen we de som van deze termen met voldoende

nauwkeurigheid bepalen. We vinden op deze wijze:
Sa oy = 1,26.

Voegen we nu de niecuw gevonden termen (44) en (45) in vergelijking (12
en brengen we den factor '/,; in den derden term naar het tweede lid van dien
term, dan krijgen we ten slolle als formule voor den coéfficient van zelfinductie

voor een solenoide mel rechthoekige doorsnede van de windingsruimle:

(AQ — 2 82 ) |
(48) Ly =3 n*n*m,? a® { ['}u )—‘3;‘] + G, [4--.: (%) .iU = ¢+

Ca s () + 00841 ¢* +f1e0) |



waarin: (zie fig. 4, pag. 36)

a = straal van het buitenoppervlak met inbegrip van de isoleering,

n — aantal windingen per cM., m, — aantal lagen,
{ = windingsdiepte, [ —lengte, 1, — gemiddelde straal,
{ a T T B t
D= T=—, =1l (I"—{—l‘, 0g = —,
a’ 1 a,

a0 1 1 sqplos 15 .. 015940
P1 @)= AT G Kl o8 +'1—+21ﬁ5"1' xt’
1% S i e 7
SOt b S e A

De beteekenis van den term f(g,) zal in het volgende hoofdstuk

toegelicht worden.

nader



HOOFDSTUK IV.

SOMMATIEMETHODE VOOR DE BEREKENING VAN DEN COEFFICIENT
VAN ZELFINDUCTIE VOOR EEN SOLENOIDE MET RECHTHOEKIGE
DOORSNEDE VAN DE WINDINGSRUIMTE.

Ten einde de nauwkeurigheid van de in Hoofdstuk III afgeleide formule
te kunnen toetsen, en den invloed van de bij de onlwikkeling verwaarloosde
termen te bepalen, moelen we volgens een andere onafhankelijke methode de
waarde van L, trachlen te vinden. De zekerste weg in alle dergelijke gevallen is
de zoogenaamde sommatiemethode, die bij een correcte toepassing de meest
betrouwbare waarden voor de zelfinductie oplevert.

De algemeene formule voor deze methode is:
(49) Ln=nLi42{n—DM +n—2M+....4+ M,_,}.

L, is de zelfinductie van een solenoide met éene laag van n windingen.

L; stelt voor de zelfinductic van een enkele winding, M;, M., M;.... enz.
stellen voor de onderlinge inducties van (wee windingen, waarvan de onderlinge
afstand gelijk is aan 1, 2, 3.... enz. maal den afstand van twee opeenvolgende
windingen.

Alvorens lot de beschrijving van deze methode over te gaan, wil ik eerst
eenige nieuw in te voeren notaties en verkortingen bespreken, waarvan in dit
Hoofdstuk herhaaldelijk gebruik gemaakt zal worden.

Ingevoerd worden de volgende notaties:

Ly, Ly, Ly, .... L, = zelfinductie van een solenoide, voorzien van 1. 2

y i~y

3....n aaneensluitende windingen van oneindig dun metaalband van 1 ¢M. breedte,
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My, My, Ms.... My = onderlinge inductic van lwee zulke windingen,
waarvan de onderlinge afstand 1, 2, 3.... n cM. bedraagt.
[;D LE L‘P. S L,I,j: zelfinductie van een solenoide met éene laag aan-

eensluitende windingen, waarvan de doorsnede gevormd wordt door cen quadraatl

van 1 cM. zijde.

MP, ME, M;F].... M,F]: onderlinge inductie van twee zulke windingen,
waarvan de onderlinge afstand 1, 2, 3.... n cM. bedraagt.

Kortheidshalve zal in deze gevallen respectievelijk van «<bandvormige
windingen» en «quadralische windingen» gesproken worden.

Als standaardwaarde voor den straal a, is aangenomen 10 ¢M. Voor de

. ] s 1q ey o¥a IS ST 1 3 v wlye » =Y
quadratische windingen is daarmede de gemiddelde straal bedoeld.

Beschouwen we nu een solenoide, bestaande uit n' quadratische windingen

en passen de sommatie formule (19) toe, dan krijgen we:
! D ' « a [=]
(50) L. :LE = {i¥ LID + 2 {(n — 1) My 4+ (' — 2) My ... M.

Gl o ) _
Berekenen we dus de grootheden Ly, My~ , Ma~... enz. en substilueeren
deze waarden in (50), dan kunnen we de waarde van L, met groote nauwkeurig-
heid bepalen, daar voor de berekening van al deze grootheden zeer nauwkeurige
formules zijn algeleid. Het is duidelijk, dat de toepassing van deze methode in
dezen vorm voor groote waarden van n' zeer tijdroovend wordt en dus voor
het hier behandelde geval, waarvoor n' steeds vrij groot is, niet bruikbaar is.
Rosa ') heeft de sommatiemethode voor dit geval in een voor de loepassing
zeer gemakkelijken vorm gebracht, en daar ik het principe van zijn methode
o o

geheel heb overgenomen, zal ik beginnen mel zijn methode te beschrijven.
METHODE VAN ROSA.

5 rekent eerst de zelfinductie van een solenoide, bestaande uit n'
Rosa ber J

bandvormige windingen (fig. 5), waarvan de straal gelijk is aan den gemiddelden

1) Bur. of St. 1V, 369; 1908.
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straal @, van de solenoide met windingsdiepte ¢ s, { ; :
stras NE > solenoide met windingsdiep = (quadratische win-

dingen (fig. 6).
De zelfinductie van deze laalste L, en van de eerste L, noemende, berekent
hij de correctie om van L; op L, te komen, zoodat

(51) Lo=L, — /A\; L,
waaruil volgt:

Al L:Ls"_‘L".

Passen we nu zoowel op L; als op L, de sommatieformule (19) toe, dan
krijgen we:
L=nLi+2{@—DM +@® — Mz +... +Mz_, 1,
De—int T 140 Sl =) M=t (na=0o) D Se Sy LS
Deze twee uitdrukkingen van elkaar afgetrokken geeft, als we M; — MF =
JI; = x’”gD = ﬁg . ENZC stellen,
(- 4 r = D L3 r r <
(Q)Z) Xt In—in (Ll — I, )—I—.! { (" v I}Al -{_(” — —‘)) A, _l"An'—-l}.
Rosa brengt nu de correctie in den vorm :
(53) AL =4n a,n' (A4 B),

waarin A betrekking heeft op het verschil in de zelfinducties en B op de

verschillen in de onderlinge inducties,



23

Vergelijken we nu (52) en (53) met elkaar, dan volgt daaruit:

! 0
= AN IJI — L1
(04) .&1 = ———_"lﬂ.’ﬂﬁ ~
2
(55) B = of@ =10+ @=20+.. +duil,
waarin:
5o Dy _ Mi— uL
N T R T TR
T, 4ma,
(96) RS Mi— MO
- §, — — 3

SR C11 21

Voor de berekening van A wordt gebruik gemaakt van de formules van
RAYLEIGH en NIVEN en van WEINSTEIN.
Volgens de eerste formule is
=) ~ 8a, 1 b? 8« 1
D7 1 :-lﬂ’aofl()( —2 -4 _(log—-2-| =
©7) A ( I .2+.'12n(,2 9 _{_4 )

en volgens de formule van WEINSTEIN:

- o) = 8 a b? 8 a L

(98) Ly =4n (IO{ log —?)—"— — 1.1949 + STag (log _l-)i + 0.87 /7)}_
Substituceren we deze waarden in (54) dan vinden we na herleiding:

= : b2 8 a

: A=0.6949 — ——— e U LD V)

(39) 1= 06949 — g (Iog ; -{-.2./(3).

Hierin is b de breedte van de bandvormige winding en dus tevens de zijde

an het quadraat voor de quadratische winding, en a, de gemiddelde straal. 1)

r . &Y '3 b 1 ] e 1 ‘orrecty S L 10 . -

Voor de berekening van den correctielerm B is het noodig, de door (56)
gedefinieerde waarden van d,, d,,.... enz. te kennen. Yoor de bepaling van deze
grootheden, die zeer snel afnemen, heeft Rosa gebruik gemaakt van het door
MaxweLL 2) ingevoerde beginsel van den Geomelrisch Gemiddelden Afstand.

1) Tabel V van het Aanhangsel geeft voor eenige waarden van b/a, de daarbij behoorende
waarden van A,
?) MaxweLL II, § 693.
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Ien paar voorbeelden kunnen de beteckenis van dit begrip duidelijk maken.
a.) Trekt men uil een punt P, gelegen buiten een lijn van bepaalde lengte,
liinen naar alle punten van deze lijn en noemt men deze afstanden achtereen-
volgens d,, d, .... d,, dan is de Geomelrisch Gemiddelde Afstand R van het punt
2 - rdo 111 FO 1 . 5 - seq =
P ot de beschouwde lijn gedefinieerd door de volgende vergelijking :

(60) R s ad e, VOOr n = oo,

waaruit volgt:

log R = LS log d,.
I q

« Y 3 ) np e 1 11 - Ay €

b.) Laal men het punt P een tweede lijn van bepaalde lengte doorloopen,
dan stelt de door (60) bepaalde grootheid de G. . A. van de twee beschouwde
lijnen voor. n is dan het geheele aantal van de mogelijke puntenparen.

c.) Ligl het punt P op de gegeven lijn en laat men het tevens de geheele
lijn doorloopen, dan stelt (60) de G. G. A. van de lijn tol zichzelf voor.

Zonder verdere toelichting is nu wel duidelijk, dat men op analoge wijze
komt tot de G. G. A. van een punt tol een vlakke figuur, van twee vlakke ficuren

o

tot elkaar, en van een vlakke figuur tot zichzelf.

Het bovengenoemde beginsel van den G. G. A. bij de berekening van coiffi-
cienten van onderlinge inductie en van zelfinductic komt nu op het volgende neer.
Vervangen we in een uitdrukking voor de onderlinge inductie van twee lijnvormige
cirkels, die een funcltic van den straal en den onderlingen afstand d is, dezen
afstand door den . . A. van twee vlakke figuren, dan stelt het resultaat van
deze substitutie de onderlinge inductie voor van twee cirkelvormige ringen, waarvan
de doorsneden gevormd worden door deze vlakke figuren. Daarbij wordt ver-
ondersteld, dat de stroom gelijkmatig over deze doorsneden verdeeld is. Voert
men den G. G. A. van een figuur tot zichzelf in, dan ontstaat daardoor de ver-
gelijking voor de zelfinductie van een ring, waarvan deze figuur de doorsnede is.
Het hier beschreven beginsel is alleen streng geldig voor rechtlijnige geleiders, en
mag op cirkelvormige ringen alleen toegepast worden, als de afmetingen van de
doorsneden zeer klein zijn vergeleken bij den gemiddelden straal.

Volgens een door MAXwELL !) gegeven vergelijking is de onderlinge inductie

1) Bur. of St. V, 10; 1909.



van twee op een kleinen afstand d van elkaar gelegen cirkels met straal a bij

benadering:
Sa
(61) M=4ma Elog——‘_’.g.
Noemen we de G. G. A. van twee in elkaars verlengde gelegen lijnen van
1 cM. lengte, waarvan de gemiddelde afstand d is, R4 en e\en/oo van Lwee op
onderlingen afstand d gelegen quadraten met zijde van 1 cM. R,l , dan krijgen we

bij toepassing van het boven beschreven beginsel:

M,T::I:ru% qué)—a— L},

d
(62) en
\ 3a )
MP= ITuo(l'oq —'—L‘ :

Substitueeren we deze waarden in (56) dan krijgen we na herleiding:

f
‘ H
d, = lo 1
k = log = e
(63) { .
dy, = log R’
Rq
.. .CDZ.

Is de zijde van de quadralen en evenzoo de lengte van de lijnen in plaats
van 1 ¢M. { eM., dan worden de G. G. A. respectievelijk R{ ten Ry L. De ver-
houding van deze twee grootheden is dus onafhankelijk van # zoodat dus ook
de uit de natuurlijke logarithmen van deze verhoudingen (de d's) berekende
correcticterm B onafhankelijk van { en een zuivere functie van n' is.

De fout in Rosa’s methode is nu hierin gelegen, dat alleen in rekening
gebracht wordt de invloed van de windingsdiepte op de waarde van den
correctieterm A, doch dat de correctielerm B voor alle windingsdiepten bij gelijk
aantal windingen als constanl wordl aangenomen, terwijl bij een correcte bereke-
ning van deze B blijkt, dat zelfs voor matlige waarden van de windingsdiepte
(b.v. 1 eM. bij 10 cM. gemiddelden straal) de invloed daarvan op de waarde
van B vrij aanzienlijk is en den wel in rekening gebrachten invloed op A

verre overtreft.
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CORRECTE SOMMATIEMETHODE.

/ T3 B TE J Al aty Y 3 « -y .

Willen we dus de sommatiemethode volgens het door Rosa aangegeven
schema op correcte wijze toepassen, dan moet de correctieterm B volgens strenge
formules voor bepaalde waarden van de windingsdiepte berekend worden.

Ik zal hier nu een overzicht geven van de berekeningen die hiervoor

noodig waren, en van de daarbij gebruikte formules.

Om de waarden van d,, d,....d, (56) te bepalen, die voor de berekening
‘an den tabel voor B noodig zijn, moeten we kennen:

ﬂfl_, 1-1[2_, ﬂ[:}— cnas J]' ;;—, cn
1‘1 ]DJ ﬂ[ ;gD, 11[ ';D e ote l"[,;D.

De eerste reeks grootheden zijn bepaald volgens een methode, die uit de
sommatieformule is afgeleid. Passen we deze formule achtereenvolgens toe op
solenoiden van 0, 1, 2, 3.... enz. cM. lengte, die dus uit evenveel bandvormige
ringen beslaan als door de lengte wordt aangegeven, en maken we van de
aldus verkregen uitdrukkingen de eerste en tweede verschilreeksen op, dan blijkt
de tweede verschilrecks juist de gezochte grootheden op te leveren, vermenig-
vuldigd met den factor 2.

Het onderstaande schema kan dit duidelijk maken:

~= = s

n 1L VAN JAY
0 0 Ly 2 M
1 Ly Ly + 2My 2 My
2 2L 4 2My Ly +2M7 + 2 M5 2 Mz
3 SLy +4 My +2M5 Ly +2M7 +2Ms 42 M5
4 ALy 4+ 6 My 4 My +2My

Tyttt d dihmeetienz;

Ik heb nu voor alle geheele waarden van I=1 tot [ =25 cM. deze zolf-
inducties zeer nauwkeurig berekend. Voor [=1 tot I =10 is gebruik gemaakt
van de formule van CorriN (30a) en voor =11 tot I =25 van de formule (31)
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mel twee reekstermen, waarbij door middel van een in de ordinaalrichting sterk
vergroote foutenkromme de noodige correclies zijn aangebrachl.

Door nu van deze gelallen behalve de eerste en tweede, ook de hoogere
verschilreeksen op te maken, kon deze berekening op eventueele fouten scherp
geconlroleerd worden. Van al de tweede verschilreeks zijn al deze reeksen, wal
de absolule waarden betreft, van boven naar beneden afdalend. Een betrekkelijk
kleine fout in een van de getallen van de eerste kolom, kan nu de regelmaat in
de hoogere verschilreeksen verstoren. Hoe kleiner deze fout is, des te hooger zal

h L
de orde van de reeks zijn, waarin de invloed van deze fout op in 't oog loopende
wijze zichtbaar wordL. -

In onderstaand schema is weergegeven, hoe zich de invloed van de ver-
hooging van cen van de getallen in de eerste kolom met eene eenheid van de

laatste decimaal, in de opvolgende kolommen van de verschilreeksen, voortplant,

]

TR

S N g

S I S e T R
e 15 350 70

I | B (4] () Ry ) R N G & R

ST RS T O IRt () |57 - ) | IR 01

B L e =T & RN 7 B ¢

FLPEEE L T T B L SRR RS R B (R

/" AR N AT AV VAV N JAY FAYS

Daar nu gezorgd is, door hel aanbrengen van de kleinst mogelijke wijzi-
gingen in de getallen van de eersle kolom, dal tot en met de achiste vcr;‘.chilre'cks
geen in 'l oog loopende onregelmatigheden vertoont, is uit bovenstaand schema
gemakkelijk op e maken, dat de overblijvende fouten slechls zeer gering kunnen
zijn. Een van de waarden uit de eerste kolom, nl. die voor!=20c¢M. is volgens
de formule van Lorgenz, die bij uitzondering voor dil speciale geval zeer ocn\'o;ulin‘
wordt, berekend. Bij het aanbrengen van de hier genoemde kleine ve 'andm'ingu:
is deze waarde voor [=20 cM. onveranderd gelaten, evenals de zeven eerste
waarden, die volgens de formule van CorriN tot in de laatste decimaal nauw-

keurig zijn.
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Daar nu voor de berekening van de ¢’s niet de waarden ‘an de grootheden
My, My, ... enz. zelf, doch deze grootheden gedeeld door 4 @, vereischl werden,

zijn ook bij de boven heschreven berekening niet de waarden van L, doch de

“— hepaald.
dra,

In. tabel II zijn deze waarden in de tweede kolom opgegeven, zooals deze

waarden van

berckening ze na hel aanbrengen van de besproken kleine correclies heefl opge-
leverd. Ik acht deze waarden van 1 tot 25 (ot in de laalste decimaal vertrounwhaar
zoodal de uit de (weede verschillen afgeleide waarden van -—M'-u,. My e BNz

dma, 4ma, '
zeker lol in de vijfde decimaal nauwkeurig zijn.

Deze waarden zijn in de derde kolom aangegeven.

Voor de berekening van de grootheden

e

== PR C11 7
tra, 4ma,

zijn verschillende methoden gebezigd, die voor ieder van de aangegeven gevallen,
de grootste waarborg van nauwkeurigheid aanbieden.
De eerste en verreweg de grootste is berekend uit de zelfinduelies van éen
enkele winding en een solenoide van lwee windingen.
We hebben nl.:
LP: 2LP+211[1D.

waaruit volgt:

O a
ol
M S 2

D . > T -
L, is berekend volgens de boven genoemde formule van WeiNstEiN (58),

Q. . . . .
Ly” is berekend volgens de formule van Steran 1), die aldus luidl:

/ 3 b2 4 2\ 8 2
69 Lu=dmaN:{(1+ -5—5;6-(;‘*?,—‘"- ) tog eyt f;’ =t §;
: ) 1/ b* + ¢ oo
a = slraal, b = lengle, ¢ = dieple,

N = geheel aanlal windingen.

I Bur. of St. V, 47: 1909,
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iy, en y, zjn constanten, die door SteraN voor verschillende waarden in

label 1) gebracht zijn. Het argument waarvoor de waarden in deze label gelden

: : cRimith By =
is de verhouding b of = zoodanig gekozen, dat deze verhouding kleiner dan

3 o e, el L 1 -

1 is. Voor het hier behandelde geval is b = o> en ziin de waarden van

1, en y, respeclievelijk: .
y, = 0.79600. y, = 0.30660.
a a
De waarden My (o Mo zijn berckend vol ]
) waaraen —— ST IES reke roloens  ee . G b
= Tma, L7 a, { < olgens cen door Rosa )

afgeleide formule, nl.

MP =m0 + A ME,
(65) waarin
.0 mb?N? ; 8 a, (T e 8« I 17 b2
A = e A ) 0 i PERC: G aa® WA c) vl 9% =)\, 170
AM S 4T = ap ([”" d :;) 910 a2 i

Hierin stelt M de onderlinge inductic voor van de centrale cirkels, d den
onderlingen afstand van de quadratische ringen, b de zijde van het quadraal.
N is het geheele aantal windingen: voor het beschouwde geval is dit = 1.

Deze formule geelt zeer nauwkeurige waarden, wanneer de afstand d niel
grooler is dan de straal, met uilzondering van hel geval, dat de ringen in
conlacl zijn.

De grootheden M, My, ... enz., die voor de loepassing van formule (63)
mocten bepaald worden, zijn berekend volgens de exacle formule van MaXwWELL #)

voor de onderlinge induclic van twee cirkels:

) ) : '
(66) M= dn)/Ad {(; , ;;) = o EE‘

A en a zijn de stralen en d is de alstand van de middelpunten, terwijl
21/ Aa |
e =N SIN ¥}

= i/;(zl . (l)é_-}: d2

I en E zijn de reeds meer vermelde elliptische integralen.

f'. =

1y Deze Label is als label VI in het Aanhangsel opgenomen.
2) Bur. of SL.V, 18; 1909,
%) Bur. of St. V, 6; 1909.
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De waarden van de uitdrukking

M 2 A
1 = Ig {(; —1.~) il 2 le
g L/A a k k

zijn in label ') gebracht voor alle waarden van y =60’ tot y =89 51, opklim-
mende met tiende graden.

Door interpolatie in deze tafel voor de verschillende berckende waarden
an ¢ werden onmiddellijk de voor de berekening vereischte grootheden ver-
Ml M8
dma, dmway,

kregen, nl. ReNz:

Voor de afstanden d =2 tot d =10 cM. zijn nu ook de waarden van

AME A M A M8
A P b J _ ot b ) i tOt
Adma,’ 4na, 4ma,

volgens formule (65) berekend.
Door oplelling van de correspondeerende waarden uit de twee laatst

vermelde berekeningen werden nu verkregen:

.LWI QD f] [:P 11/1 E)
AL L el
dmwa,’ 4ma, 47 a,

De waarden daarvan zijn in kolom 4 van tabel II vermeld.

Voor waarden van d grooler dan a, zjn de onderlinge inducties van de
quadratische ringen berekend volgens de methode van Lyre 2).

Deze methode komt hierop neer, dat de onderlinge inductic van twee
quadratische ringen verkregen wordt, door in een uitdrukking voor de onderlinge
inductie van twee cirkels, in plaats van den gemiddelden straal a,, een gewijzigden

straal in te voeren, die gegeven wordt door de vergelijking:
= b2
(67) _ R—a, (1 +@a—0§),
waarin b de zijde van het quadraat voorstelt.
1y MaxweLL, II, 317.

Bur. of St. V, 110; 1909.
) Phil. Mag., 3, 310; 1902; Bur. of St. V, 16; 1909.
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Daar de tabel van Maxwern ons voor dit geval reeds spoedig in den
steck laat, is voor de berekening van de onderlinge inductie van twee cirkels op
grooleren afstand gebruik gemaakt van de formule van NacAoKka ).

Deze luidt:

e 3/
M=dal/ Aaftng > (1 4+ I

waarin e=3qt —4qs +9q% —12q1° ...
[ o ff LA SR
fI:‘?:"l--)*(z—) -I'IU(“Q—) b= retins
AV e VB aR
— 1+ VK ke V(A +a)?+d?

Voor gelijke cirkels wordl dil, als we 4 7 a naar het eerste lid overbrengen :

M 3
fma = im0+l

e=3qg" —4qg5+4....,

(68) 4 flz.i-l-:ﬁ(.l,)ﬁ-i—----,
= b [/i-’ e o
1+ VK’ Via: Fd2

Deze formule is zeer gemakkelijk voor de berekening, daar voor groole
waarden van den afstand d, & zeer klein is en de reeks ¢ zoo slerk convergeerl,

dat alleen de cerste term behoeft berekend (e worden.

Is b.v, a = 10 cM. d = 20 cM. dan is:

)‘) = 1.000 0003, e = 0.0000104.

bo| ~

L= 0.013 2395, 9 (

—

Door nu in (68) de waarde van den door (67) gedefinicerden acquivalenten

1y Phil. Mag., 6, 19; 1903; Bur. of St. V, 8; 1909.
In Bur. of St. ontbreekl de factor 2 in den tweeden term van ¢q.
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straal te substitueeren en aan d achlereenvolgens de waarden 11,°12,.... enz. te

geven, zijn berekend de grootheden:

O O
ﬂ[[l ﬂ[l‘.’
T, T—— , . . ..ClZ.
lway,’ 4ma,’ ‘
die eveneens in kolom 4 van tabel II te vinden Zijn.
Kolom 5 geeft de waarden van de &’s, die uit de getallen in de kolommen

3 en 4 door aftrekking verkregen zijn.

De wijze, waarop nu uil deze d's de tabel voor den correcliclerm B is

algeleid, wordl door onderstaand schema duidelijk gemaakt.

B n
20, = 0.23918
20, — 4390 20, = 0.23918:2 = 0.11959 )
28308 28308
20, = 1814 02226 : 3 = 0.17409 3
30122 30122
20,0= 966 82348 : 4 = 0.20587 4
21088 31088

1.13436 : 5 = 0.22687 B

CIlZ.

Op dezelfde wijze, als hierboven voor de windingsdiepte 1 ¢M. beschreven
is, zijn nu ook de waarden van de d’s voor de windingsdiepte 2 ¢M. en denzelfden
gemiddelden straal van 10 ¢M. berekend en is ook daaruit een tabel voor f3
afgeleid. De door Rosa berekende waarden van de d’s en B gelden voor de
windingsdieple 0.

Tabel III geeft een overzicht van de waarden van de d¢’s voor de drie
gevallen, fterwijl Tabel IV de daaruil berekende waarden van B eveneens voor
de drie gevallen bevat. De waarden van B voor g, =0.1 en ¢, =09 zijn tlol
4 decimalen afgekort, om ze direcl vergelijkbaar te maken mel de door Rosa

berekende waarden.



63
In fig. 8 zijn de waarden van de d's op zeer groote schaal weergegeven,
waarbij naarmale van de windingsdiepte de eerste 5, 7, of 9 waarden builen de
grenzen van de figuur vallen.
Uit deze lijnen blijkt nu, dat voor ¢, =0 alle &’s posilief zijn, zoodal de

Fig. 8.

fu
+10
\ = (5,, x 10°
+5 \ \ - »
]
\’\
N~
‘\\
{ e |
(’ 1-..:_~ -
"--__\-&
\ il ===
el e
\‘_//
-9
() [ 20) 30 {0 S0
I Waarden van 3, voor p, = 0.0
I1 1) BT o e
[T 5 T AT e = 0.2

geheele kromme boven de abscis-as gelegen is en asymplotisch daarloe naderl.
De o's voor g, = 0,1 en ¢, = 0,2 daarentegen worden voorbij cen zekere waarde
van n negatief, zoodal deze kromme lijnen voor een deel aan de negalieve zijde

van de absecis-as gelegen zijn en eveneens asymplolisch daartoe naderen,
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Voor de windingsdiepte 2 ¢M. is de abscis n, van het snijpunt ongeveer
9.5, lerwijl voor de windingsdiepte 1 ¢M. deze abscis ongeveer 19 bedraagl. Het
product van deze twee grootheden, nl. 7 ng, blijkt dus voor deze kromme lijnen
nagenoeg constant te zijn. De beteekenis hiervan is, dat voor ecn nndcrlihgcn
afstand, die 1,9 maal den gemiddcldcn straal bedraagt, de onderlinge inductie
van Iwee bandvormige windingen even groot is als de onderlinge inductie van

twee quadratische windingen, onafhankelijk van de verhouding i_ mits de zijde van
a,’ :
het quadraat gelijk is aan de breedle van de bandvormige winding.

Voor afstanden kleiner dan 1,9 «, is de onderlinge inductie van de band-
vormige windingen grooler, voor afstanden grooter dan 1.9 «,, kleiner dan voor
de quadratische windingen.

Het is nu ook wel dadelijk in te zien, dat bij de berekening van den
correctieterm B volgens het pag. 62 gegeven schema voor de drie besproken
gevallen, de resultaten van deze berekening, m. a. w. de drie labellen voor B, vrij
groole verschillen moeten opleveren, dic met het toenemen van n groofer worden
en daarbij tot een bepaalde limiet naderen, daar de waarde van B zelf voor
oneindig groote n tot een bepaalde limiet nadert, voorgesteld door de vergelijking:

n=auw

DR RO

n=1

VERGELIJKING VAN DE CORRECTE SOMMATIEMETHODE MET DE FORMULE
VAN STEFAN (64), DE FORMULE (48) VAN HOOFDSTUK III
EN DE METHODE VAN ROSA.

De tabellen II en IV bevatten nu alle gegevens, om voor de windings-
diepte 1 c¢M. en den gemiddelden straal 10 c¢M., de nauwkeurige waarde van 1.,
le bepalen voor alle in tabel II opgegeven lengten. Ook voor andere waarden
an de windingsdiepte kunnen deze tabellen gebruikt worden. De getallen in de
tweede kolom wvan tabel II moeten dan door {* gedeeld worden. Voor een
windingsdiepte, waarvoor de waarde van B niet rechtstreeks in tabel IV te vinden
is, moet in horizonlale richting geinlerpoleerd worden, met inachineming van hel
lweede verschil dat daarvoor als constanl wordl aangenomen. Ook een exira-
polatie voor waarden van g, grooter dan 0.2 zal, indien deze niet te ver gaal,
aan de nauwkeurigheid van de resultaten geen schade doen.

Vergelijken we nu mel de op deze wijze verkregen waarden, die we als

volkomen correct zullen beschouwen en met Ly zullen aanduiden, de resultaten
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die bij de berekening volgens de formule van STEFAN (64), de methode van Rosa
en de formule (48) van Hoofdstuk III verkregen worden, dan kunnen we uit de
gevonden verschillen de foutenkrommen voor deze drie gevallen afleiden.

Ten einde deze berekening voor de formule (48) zoo eenvoudig mogelijk

te maken, is deze op de volgende wijze getransformeerd:

Lu — (D((L') —C

waarin:
(69) :

K G o]
(IJ(;U):T"—cl.r—chf'—i—csﬁ—c.,.r'f—cg;cﬁ'_}. Cretl

14 2.061 22’

terwijl de in @ (x) voorkomende coéfficienten en de constante € bepaald worden

door de volgende uitdrukkingen:

| 2

K= 5t nim 2@ (6—8p 4302
- 1

C[ :_5—112 ‘_S_O'I\a
1 3

¢ =g Ki—3z ""40
1 1 1

cs = 1c Ky — =Ky + 75 K,

(70) 16 D 16

15 Rt

Cyt — 98 K, - K,

Cg —:m_ﬁ'g

cr =—0.1594 K,

8K, 8K, ;s
:_3 7r1 o 30 — 0.084 113 ‘.'5" w? n? IN 2 al/‘(n )

terwijl:
= 5]
, 2 -

= w n* m,? a’® (15 — 249 4 10 g2) p®

&las (10-——159-{—69“)9

Alle onder (70) genoemde grootheden, die als coéfficienten en als constante

div v L r

in formule (69) voorkomen, zijn alleen afhankelijk van den straal. de windings
. T g u 3 <t gs-
diepte, het aantal windingen per ¢M. en het aantal lagen, en onaf hankelijk van

9
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de lengte. Voor een bepaald stel aangenomen waar re I .

g I 2 g waarden van de opgenoemde
grootheden (a, ¢, n, m,) zijn het dus constanten, waardoor de berekening voor
verschillende lengten alleen neerkomt op de berekening van @ en de verschillende
machten daarvan en substitutie van deze waarden in (69).

T . y - e ] 3 Tl OV o horals . e »

Vooral voor lange solenoiden wordt deze berckening zeer eenvoudig, daar
dan de hoogere machten van =z, of geheel verwaarloosd kunnen worden. of
slechts zeer kleine lermen opleveren, waarvoor men dus bij de berekening metl

drie- of vierdecimalige logarithmen volstaan kan.

De beteekenis van den in Hoofdstuk IIT niet nader gedefinicerden term
f(0o) in formule (48), die in (70) in de constanle C voorkomt is nu deze, dal
daardoor de invloed wvan alle bij de afleiding van formule (48) verwaarloosde
hoogere machten van dJa voorgesteld wordt. Gaat men de ontwikkeling na en
beschouwt men den vorm van formule (48) nader, dan is duidelijk dat achter
de opgegeven drie termen tusschen de accoladen zouden moeten volgen, termen

an de gedaanle:

€ (p; (@) +p4} 0?, Cy (p5 (2) +p3) O NN enz.,

waarin C,, Cy,... enz. funclies van ¢ zijn analoog aan C,, C, en Cs.
g, (@), ¢4(@ ... enz. zijn zuivere functies van wx, terwijl p,, p,... enz. con-

stanten voorstellen.

Gaat men nu de opeenvolgende functies ¢, (x), g, () ... enz. na, dan blijkt dat
deze functies, vooral voor lange solenoiden met uilzondering van ¢, (x) zeer klein
zijn, en, vergeleken bij de constanten in de correspondeerende termen, steeds meer
op den achtergrond treden, zoodat de kleinere termen voor lange solenoiden alleen
an ¢ afhangen en dus voor een bepaalde aangenomen waarde van p constant zijn.

Bij de berekening van L, volgens formule (18), voor verschillende lengten
bij 1 ¢M. windingsdiepte, en vergelijking van de verkregen waarden mel de
correcte waarden, die uit de tabellen II en IV werden berekend, bleek nu, dat
de verschillen voor alle waarden van de lengle, grooter dan 20 e¢M. praktisch

constant waren. Dit constante verschil bedroeg 34.9. Door nu voor f(e,) in (48)

2 .
een zoodanige waarde aan te nemen, dat el w2 n2m,?a® f(o,) = 34.9 werd,

kon voor alle solenoiden van meer dan 20 cM. lengte nagenoeg volmaakte over-
eenstemming verkregen worden en bleken ook de fouten voor solenoiden tusschen

10 en 20 cM. nog zeer gering te zijn.
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0ok voor de windingsdiepte 2 c¢M. kon nu berekend worden, welke waarde
aan [ (o,) toegekend moest worden om ecen even goede overeenstemming le
verkrijgen.
De twee aldus gevonden waarden van f(g,) zijn nu:
voor g, = 0.1 [(00) = — 0.00458,
0o =02 f(00) = — 0.01284.

22
Daar nu voor o, =0, ook [(e,)=0 wordt, beschikken we over drie
waarden van deze functie, waarbij de veranderlijke ¢, met gelijke intervallen
toeneemt en kunnen we dus voor andere, tusschen de opgenoemde gelegen
waarden van g, een eenvoudige interpolatierekening toepassen, waarbij dan het
tweede verschil constant aangenomen wordt. Dit is de reden, waarom in (48)
deze kleine term op deze wijze en niet als f(g) is voorgesteld. De intervallen
zouden dan niel gelijk zijn, waardoor de mogelijkheid voor een eenvoudige
interpolatie vervalt.

De resultaten van de berekeningen ter bepaling van de foutenkrommen voor

de drie op pag. 65 vermelde methoden voor g, = 0.1 zijn in fig. 9 graphisch voor-

gesteld. :
Fig. 9.
s 2
I[= L X10°
i S

() N — T

|

—— |

i F—r—— —]

1 i
S  Foulenkromme voor de formule van STEFAN voor Po = 0.1
B ,, 5 dF iRk, 69) e S
R 5 » » methode van Rosa ,, i

<

De lijn S in fig. 9 stelt het verloop van de fouten voor, die bij de berekening
volgens de formule van Sterax (G4) gevonden zijn. De lijn B geeft deze fouten

voor de formule (69), die natuurlijk gelijkwaardig is aan formule (18). De lijn R
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geeft aan op welke wijze, bij de berekening volgens Rosa’s methode, de berekende
waarden van de werkelijke waarden afwijken.

De lijnen b"en S snijden elkaar in een punt waarvoor [ — 0.9 a,, terwijl
de gemeenschappelijke fout voor die lengte éen tweeduizendste bedraagt.

Daar men nu de afmetingen van een solenoide met vele draadlagen door
allerlei oorzaken toch niet met zeer groole nauwkeurigheid kan bepalen, behoeven
ook bij de berekening voor dit geval niet zulke hooge cischen aan de nauw-
keurigheid gesteld te worden.

De formule van SteraN (64) voor 1{0.9a, en formule (48) of (69) voor
[>09a, geven voor dit geval voldoende nauwkeurigheid. Ook de methode van
Rosa zou voor de WlIl(llI]nglCI)lC. van 1 cM. nog voldoende nauwkeurig zijn.
Nu blijkt echter voor grootere windingsdiepten bij gelijke lengte de fout van
Rosa’s methode evenredig met het quadraat van de windingsdiepte loe te nemen

. )
zoodat voor grooterec waarden daarvan deze methode voor nauwkeurige berekening
niet le gebruiken is.

Ik ben erin geslaagd de fout van Rosa’s methode, die dus een functie

.. 3 3 [ S : {
blijkt te zijn van de relatieve lengte T en de windingsdiepte ¢, — o~ door cen
0

vrij eenvoudige empirische vergelijking voor te stellen.
Noemen we de waarde van L, volgens Rosa’s methode L.z en de correcle
waarde L., en stellen we:

(70) Lye =Lur (14 &),

dan wordt ¢ mel zeer groote benadering voorgesteld door de volgende uitdrukking :

1
: 2
19 : =310clRtE waarin :
Co
: [
p—=0.53 + 0.48 —.
@y
Hieruit volgt:
1'%
(71) log e = 6.697 — l

(’02 1“’
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Onderstaande tabel 1) geeft voor ¢, = 0.1, een vergelijkend overzicht van
de werkelijke en de volgens (71) berekende waarden van & voor verschillende

waarden van 1— De werkelijke waarden zijn door middel van tabel IV bepaald
d,
en worden door de lijn R van fig. 9 voorgesteld.

i 104 ¢

z e —
Ty
werkelijke waarde | berekende waarde
0.5 2.2 2.2
1.0 3.0 3.01
1.5 3.6 3.6.4
2.0 4.0 4.14
2.5 4.4 4.54
3.0 4.8 .88
4.0 0.4 0.39
0.0 5.9 0.76
10.0 6.7 ' 6.72
0 8.1 8.10

De overeenstemming voor de windingsdiepte 2 c¢M. zal blijken uit de

straks te geven voorbeelden.
BENADERINGSFORMULES.

De nauwkeurigheid van de in dit Hoofdstuk besproken methoden is veel
grooter dan in de experimenteele praktijk voor dit geval als regel verlangd zal
worden. Het is daarom wenschelijk ook nog te kunnen beschikken over een
benaderingsformule, die bij den grootst mogelijken eenvoud van vorm, toch een

redelijke nauwkeurigheid bij de berekening oplevert. Een formule die aan deze

1) Tabel VII van het Aanhangsel geeft voor een aantal verschillende waarden van
go en l/ay de daarbij behoorende waarden van e.
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eischen voldoet, wordt verkregen door van formule (48) alleen den eersten term
te nemen en daarin van ¢, (x) de drie laatste termen te verwaarloozen.
Deze benaderingsformule kan in den volgenden zeer eenvoudigen vorm

geschreven worden:

, K, K,

Ta— S K,

e

@ =
€L 3 S

(72) waarin :
3

SO .
K, = a2 n?2m;?a’ (6-—8p+ 3p2)

Voor de notaties zie pag. 49.
Voor ¢ =0 en m,; =1 krijgen we hieruit de benaderingsformule voor L , dus

K, _&xa_SKi
@ 8 3w

fiy, ==

1

waarin :
K; =473 n3 ad.

Ook voor deze twee formules zijn door vergelijking met L, de fouten-

krommen bepaald, waarbij voor formule (72) de berekening voor de heide waarden
van de windingsdiepte, nl. 1 en 2 cM. is uitgevoerd.

In fig. 10 zijn deze drie foutenkrommen voor alle waarden van l/a, tot 3.0
voorgesteld. Uit deze lijnen blijkt, dat voor ! > 1.5 a, deze formules een zeey goede
benadering geven en wel des (e beter naarmate f kleiner is. Voor [ { 1.5 a, zijn de
grootere waarden van ¢ in 't voordeel. Zelfs voor de zeer korte solenoiden, waarvan
de lengte begrepen is tusschen 0.5 a, en a, blijven de foulen beneden 2 procent.

Vergelijkt men formule (72) met de in de Inleiding genoemde formule van
Louis Conen (2), dan behoeft het wel geen nader betoog, dat formule (72) in alle
opzichten de voorkeur verdient. De nauwkeurigheid van (72) blijkt daarbij ook
aanmerkelijk grooter te zijn dan die van de formule van Conex. Voor een windings-
dieple van 1 ¢M. en een gemiddelden straal van 10 ¢M., waarbij vijf lagen van
vijf windingen per c¢M. aangenomen werden, bleck de foul van laatstgenoemde
formule voor een lengte van 10 ¢M., 12 maal grooler te zijn dan de foul van
formule (72); voor 20 en 40 ¢M. lengte zijn deze fouten respectievelijk nog 4 en

5 maal grooter. Voor deze berekening zijn de twee laatste lermen van (2) in
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hunne (pag. 4) opgegeven ware gedaanten gebezigd. De foutieve vormen flatteeren

de resultaten voor de langere solenoiden, terwijl voor de korte de foulen grooter

worden Voor | = + 1.5a, gaal de foutenkromme voor de formule van CoHeN
I'ig. 10.
+ 2
1=Lx10"
+ 1
0
w
1 7
I
-2
} .
/,“ = 1 2 4
I Foutenkromme voor formule (73)
II i » " " (72) ti="18cM.
III " 4 » 1" (72) =32 "

in zeer steile richting door de abscis-as.  Geteckend op de schaal van fig. 9 zou
deze lijn voor l=a, ecen hoogte moeten hebben van 57 eM. boven de as, om
voor l=2a, tot 11 cM. onder de as te dalen, en na het bereiken van een
minimum bij ongeveer 2.5 «a, vrij scherp om te buigen en daarna langzamer tot

de as terug te keeren.

tvenals bij de methode van Rosa heb ik ook voor de in fig 10. voor-
gestelde fouten-krommen een eenvoudige empirische vergelijking opgesteld, die de
drie lijnen met vrij groote benadering voorstelt voor de waarden van I grooter

dan ag.
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Noemen we de fout van formule (72), in deelen van L, uitgedrukt, g,

dan wordt deze empirische vergelijking:

f -~ e 1
g fol= (U.UUQD — 0.024 V{’O) %%ﬁ -+ 70 ,
(74)
(\aarin: 7 = 0.02440.0016 (3 = El“)
0
De benaderingsformule met correctieterm wordt dus
_[K R R S P KT
L _[:1: i e Sn](l—!_ﬁ)’
> 2 a 3
K, =5 n’ nPmy?a®(6—8p+43p2),
(75)

e 4
& =(0.0095— 00241/, et

, = 0.024 4 0.0016 (3 i 5-)
(]

Fig. 11.
+ J 2o
I
0 \\ F_‘____.--———__'—_"‘——n—-__;
U %
[
[—"
7 |
LU
1=Lx10"
%0 =0 5 10

I Foutenkromme voor formule (72) I = 1 ¢M,, 5, = 0.1
II 5 " " 3y (7")) ” 7 } ”
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In fig. 11 is voor de windingsdiepte van 1 ¢M. graphisch weergegeven, hoe
door hel invoeren van den correcticlerm 1 4- 8, vooral voor lenglen grooler dan
30 ¢M. de foulen van formule (72) tot cen zeer gering bedrag teruggebrachl worden.

Ook voor andere waarden van { geell formule (75) fontenkrommen, die

geheel analoog zijn aan de lijn I van lig. 11.

De nauwkeurigheid van formule (75) is zelfs voor de fijnsle experimenteele
bepalingen voor dit geval ruimschools voldoende, zoodal deze als de besle voor
de praktijk e beschouwen is. De berekening van den correctieterm 1 8 is
namelijk zeer eenvoudig en de geheele berekening volgens (75) minder lijd-
roovend dan een van de andere, in dit en hel vorige Hoofdstuk beschreven,
nauwkeurige methoden. Bovendien kan de correctiegrootheid g zeer gemakkelijk
in tabel gebracht worden. Voor een aantal verschillende waarden van ¢, en van
l/a, is deze berekening uilgevoerd en zijn de resultalen daarvan in tabel VIII

van hel Aanhangsel weergegeven.
VOORBEELDEN.

(regeven: ks == 10 (2L t=1 cM,, [=40 cM,,

=i, i ==k 0 — 018

19, We beginnen melt de berekening volgens de correcle sommatiemethode.

Hicrvoor worden gebruikt de tabellen II, IV en V.

Volgens tabel II is Ly : 4 7 a, = 1028.100
’ w IV 5 Buoo. = 0.3151
. 5 Vi A(u_u — 0.6912

verder is n' =1/t = 40.

Substitueeren we in (51) de door (53) gegeven waarde van DNy L, en

deelen beide leden van de vergelijking door 4 7 a,, dan krijoen we:

L, i L, : -
4wa, —4ax ”n— (A B).

Hierin de bovenvermelde waarden substitucerende, krijgen we als we

1

4w a, naar het tweede lid overbrengen :

LE =10 2 [1028.100 — 10 (0.3151 - 0.6942)].

10



7

Dit is de zelfinductie voor een solenoide van 40 quadratische

windingen
van 1 cM. zijde, correspondeerende met fig. 6 pag. 52. Om nu de zelfinductie

te verkrijgen voor vijf lagen van vijl windingen per ¢M. analoog aan het in
fig. 7 aangegeven geval voor drie lagen van drie windingen per ¢M., moel
mel n? m,*?, dus mel 625 vermenigvuldigd worden. We krijgen dus voor
de correcte waarde van de zelfinduclie:

Luie = 25000  [1028.100 — 40 X 1.0003]
= 246932 = = 77576000 cM, ol
Ly =77.5760 M.H. (millihenry).

De geheele berekening komt nu als volgl te staan:

Ly, 47 a, —1028.100 A = 0.6942
Ay Lidma,= 40372 B =0.3151
LD, :dma, = 987.728 o A + B=1.0093
i l_—n' (A + B) —10.372

T ”{1

lg 987.728 — 2.994 6373
lgd 7 a, = 2.099 2099
lgn?*m,2 = 2795 8800

lg L,, 7.8897272 Lye 77.5760 M. H.
20 Volgens de methode van Rosa krijgen we op dezelfde wijze:
Ly, :47a, = 1028.100 A= 0.6942
AL:4ma,= 40908 B= 03285
087.192 A+ B= 1.0227
Al 0908
dna,
lg 987.192 = 2.991 4016
lg4xa, = 2.099 2099
Ig n? m,? = 2.795 8800
lg L p — 7.889 4915 Lup = 71,5339 M. II.

4% Passen we nu op deze waarde de door (70) en (71) gegeven correclic loe,
dan vinden we, door berekening volgens (71) of in tabel VII van het Aan-

hangsel, voor de gegevens van dit voorbeeld : & =0.000539.
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;')n.

~1
en

We krijgen dus volgens (70):

Lue = 1.000539 X 77.5339,
ol:

Lie—11.070 I8 MEH

wrelzend r eI B ‘or 1 o re - ‘e . T . - = I ¥
Berekening volgens formule (69) van Hoolfdstuk 1V die geheel gelijkwaardig
is mel formule (18) van Hoofdstuk III.

Berekenen we cerst de door (70) gedefinieerde constanlen voor dit geval,
en ook de waarden van x, a3 ..., enz. voor de gegevens van het voorheeld
dan vinden we, na substitutic van deze waarden-in (69), voor de verschillende

[ermen daarvan achtercenvolgens:

K, fo = 157957.6 — ¢, . =—309:1, — ¢3 a3 = — 67.9,

— (=—33460.2, besao® =+ 1.3, —C aT =—0.2.

Vereenigen we deze termen mel inachtneming van de leekens, dan
vinden we:
D . .
Lm pom— ]_.“...I.r),
deze waarde met n? m,* =625 vermenigvuldigd en door 108 gedeeld, geeft:
. bl 4 *
L,=177.5760 M. H.

Deze waarde koml volmaakt overeen mel de waarde L, volgens de

correcle sommatiemethode.
Volgens de henaderingsformule (72) vinden we:

—_ !1;177 1.‘,: —_— \\21 y L 8 1\"

g v g 340423 |

K =)
pt=— 79D 7405
X

waaruit volgt:

C] 0y e
[.J.In po— 12:381315.2;
of, met 625 vermenigvuldigd en door 10® gedeeld:

L,—=177.39% M. H.
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6°. De waarde van g (74) is voor dil geval volgens tabel VIII, 0.0022.

Dit in formule (75) gesubstitueerd geeft

L,— 77.566.

7°. Ten slotte is ook volgens de formule van Conex (2) de berekening voor dil
geval uitgevoerd, waarbij de twee laalste termen in hun ware gedaanle (zie

pag. 4) zijn gebruikl. Het resultaat van deze herekening geelt :

L: = 77.014.

[n onderstaande twee tabellen is nu voor de windingsdiepten 1 en 2 cM.
en 10 ¢M. gemiddelden straal, een overzicht gegeven van de berekening volgens
de zeven hierboven toegepaste methoden, voor drie solenoiden van verschillende
lengten. De methoden zijn gerangschikt volgens de nauwkeurigheid, waarbij de
nauwkeurigste bovenaan geplaatst is, en de uitkomsten van de hovenvermelde
berekeningen als lciddraad voor deze rangschikking gebruikt zijn. De zelfinducties

zijn in millihenry uitgedrukt.

goa=—u10xc i — AR =5 U0,
| lengle

Gebezigde methode | R R

10 M. | 40 M. j 100 M.

1°. correcle sommatiemethode | 12.2056 77.5760 | 219.039
20, formule (48) of 69) . . . . . . . | 122070 77.5760 | 219.039
3% Rosa met correctie (70) . . . . . 12,2056 77.5757 219.029
49, benaderings-form. met corr. (75) . . 12.201 77.566 219.03
2%, Rosa zonder corr. . . . . . . . 12,202 77.034 218.88
6. benaderings-form. zonder corr. (72) . 12.148 | 77.396 218.76
7°. formule van CoHEN. . .. . . . . 12.910 | 77.014 218.75




i

a, = 10 c¢M., ) (’,\[., n—a IT— o,
i ] ; ﬁl Y )
| engle
Gebezigde methode , T S
- 10eM. | 10 eM. | 100 cM.
|
10, correcle sommatiemethode [ 2.88300 I 18.6520 i 598715
20, formule 48) of 69) . . . . . . .| 288637 | 18.6520 | 528715
39 Rosa mel correctic (70) L RBRPAE GRS 32.8796
Loy = I . ) ‘ - | =

[0, henaderings-form. met corr. (/a) . . 28848 | 18.658 52.869
5%, Rosa zonder corr. ZS7O5 TR NN 8615 52.731
60, henaderings-form. zonder corr. (72) . 2.8727 ‘ 18.571 2732

Ten slotte volgt hier als voorbeeld een van de op pag. 56 vermelde be-
rekeningen voor de zeer nauwkeurige waarden van Lg nl. voor [ =25 ¢M. Ik
sal hier uit die berekening alleen de waarden van de termen aangeven, waaruil
het ecindresultaat verkregen wordl. Deze termen zijn, gerangschikt volgens de

aroolle:

100 = -
= = 4 815,809 709
300 Al

P 5 — — 206.6606 667
100 =

Pl 8 23 —=— 2011652
100 o«

+ ’*]*G*" o R— -[- 0.138 735

— 117227 = — 1 0.035883

16.68 = 2*

+ T Toogs =+ 0005522

Daar nu het lweede van de bovengenoemde getallen, 800/3 in alle he-
rekeningen voorkomt, blijkt hieruit dat bij deze berekening alleen voor de hepaling
«an hel eerste getal de logarithmentafel met 10 decimalen vereischt werd, en WL:[
éenmaal zonder en Géenmaal mel interpolatie.  Alle andere getallen kunnen met
de zevendecimalige tafel berekend worden. Een berekening volgens de formule van
Lonenz, mel dezelfde nauwkeurigheid als voor deze reeks berekeningen vereischi

werd, zou zeker vier- a4 vijfmaal meer tijd gevorderd hebben.
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OVERZICHT VAN DE BEREIKTE RESULTATEN.

Bij een lerugblik op den inhoud van dit proefschrift knnnen we de resul-
laten van het daarin beschreven onderzocek als volgl samenvatien.

In de eerste plaats is door formule (16) van Hoofdstuk I de volledige vorm
voor de vergelijking van MaxweLr verkregen, waarvan tot dusver slechts drie
termen waren afgeleid.

De bestudeering van dezen volledigen vorm voor de recks « (16) heeft het
mogelijk gemaakt, aan de in Hoofdsluk II afgeleide formule (31) voor de zelf-
inductic van lange solenoiden mel éene laag wm(lmgcn, een zomlunigc gedaanle
le geven dat reeds voor de betrekkelijk korte solenoiden, waarvan de lengle
begrepen is tusschen ¢en en tweemaal den straal, de fouten niel meer dan éen
millioenste bedragen, terwijl voor de langere de fouten nog veel geringer zijn.
Daar nu bij de vervaardiging en meting van ecen standaard van zelfinductie,
volgens de schatting van CorriN (zie Hoofdstuk II pag. 19) geen grootere nauw-
keurigheid dan ¢en honderdduizendste bereikt wordl, heeft het geen zin bij de
berekening nog grooter nauwkeurigheid te verlangen dan hier met formule (31)
verkregen is. De formule van Lorexz [(1) en (28)], die tot nu toe voor dit geval
de ecnige was, kan dus vervangen worden door de veel eenvoudiger formule (31)
met twee reckstermen. Het voordeel van deze laalste is vooral voor grootere
lengten zeer opvallend door de kleinheid van de laatste termen van ¢y (). De

hoofdoorzaak van de groote nauwkeurigheid voor de grootere lengten is gelegen

_ 3 .
in de volkomen exacte waarde van de constante P die het resultaat is der

integratie van de reeks getallen-coéfficienten van e. Voor de kortere solenoiden
wordt de nauwkeurigheid bepaald door de reekstermen, die in dat geval een

groolen invloed hebben,
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Wat de berekening van de zelfinductie voor een solenoide mel eindige
windingsdieple betreft, heeft het onderzoek een rijken oogst aan bruikbare en
zeer nauwkeurige methoden opgeleverd.

In Hoofdstuk IV zijn vier nieunwe methoden besproken die, mel de
formule (18) van Hoofdstuk III, het aanlal methoden voor dit geval van twee
op zeven hebben gebracht. De twee methoden, waarover ik bij hel begin van
hel onderzoek beschikte, waren geen van beide zeer nauwkeurig, terwijl van de
vijl nicuwe methoden er vier zeer nauwkeurig zijn, en de vijfde nog even nauw-
keurig blijkt fe zijn als de beste van de lwee oorspronkelijke methoden, nl. die
an Rosa. terwijl de formule van Conen in dit opzicht de laatste plaats inneemt

De zeven verschillende methoden zijn nu, in volgorde van de nauwkeurig-

‘ { g
heid gerangschikt: :
19. De correcte sommatie methode door middel van de formule (31) voor
de berekening van Lg en de tabellen IV en V voor de berekening
; o

van A, L=4nma,n'(A + B).

‘ Y e o ] e - ¢ & [ i 2 SE:E b I3 :

90 De formule (48) van Hoofdstuk III of de daaraan gelijkwaardige
formule (69) van Hoofdstuk IV.

990 % . r . Y aonrronlis . » c : v

39 De methode van Rosa mel correctielerm 1 4 & volgens de formules
(70) en (71).

1o, De benaderingsformule (75) met correctieterm 14 g8 (71).

5°. De methode van Rosa.

6°. De bhenaderingsformule (72).

7. De formule van CoHEN (2).

o) « 0 y Y 1 e r “ «a1r133 1y .

De onder 4°. genoemde methode is voor de praklijk de meest geschikle
en naar verhouding van de bereikle nauwkeurigheid verreweg de eenvoudigste

: g

van alle.
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ERRATUM.

Op pag. 67 is verzuimd de op pag. 43, regel 7 v. b, aange-
kondigde motiveering van de wijziging in den leller van den reekslerm
voor formule (48) te vermelden.

De teller van dezen lerm is zoodanig gekozen, dat de foulen-

kromme B van Fig. 9 voor I=1.1 a, de abscis-as snijdt.
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TABEL I.

v l/a Q. : Un O —Qu 108
- ‘I ! | Q.
[ ‘ |
11.3° | 10.0090 3.629 872 590 | 3629872605 | L (.00
16.7° |  6.6664 | 5.233 891979 | 5.238 891 992 | +0.00
26.6° | 39939 808468333 | 808468376 | o 00
38.7° 2.4964 ‘ 11.620 067 93 11.620 067 33 . 0.05
45.0° 2.0000 13.588 91759 | 13.588 916 92 0,05
48.0° | L8008 | 14.581 9040 | 14581901 8 | — o1s
53.1° : 15017 | 16.385 821 | 16.385 800 [ i
. .‘
55.00 | 1.4004 17.104 882 ‘ 17.104 847 , . 2.05
57.0° | 1.2988 17.895 702 | 17.895 676 146
58.0° 1.2498 18.305 774 | 18.305 768 | 0.0
59.0° 1.2017 18.726 605 | [8.726 657 4+ 2.79
| |
| ; I
! |
60.1° 1.1501 19.202797 | 19.203 12 |+ 78
61.2° 1.0995 | 19.694 60 o 19.694 95 +17.9
|
69.9 10545 | 2015592 ‘ 20.156 60 -+ 33.7
63.4° 1.0015 ’ 20.729 3 i 20.730 7 + 66.4
|
| |
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TABEL II.
di—n105cM:

ti="14cM.

100

2890.5564

li=d=—n Lit2:4na, . Mg :47a, ﬂ[d dma, d,
i I ' ;
| |
1 3.883 474 | 2.504 123 2.384 532 + 0.119 591
2 12.775193 | 1.736 536 1.714 584 21 952
3 25139983 |  1.342841 1.333 772 9 069
1 40.190 454 1.080 492 1.075 664 s‘ 4 828
5 57.401 908 0.889 004 0.886 087 | 2917
G 76.391 370 0.742 309 0.740 409 1 900
7 96.865 449 0.626 51-*: 0.625 222 1 991
8 118.592 553 0.533 258 0.532 343 915
4] 141.386 173 0.457 023 0.456 378 GAS
10 165.093 838 0.394 025 0.393 565 160
11 189.589 552 0.341 527 0.341 191 336
12 214,768 319 0.207 442 0.297 182 260
13 | 240541970 | 0.260 173 0.259 986 187
4 . 266.835 968 | 0.228 494 298 374 1920
15 293.586 953 | 0.201 449 | 0.201 379 70
16 320.740 836 | 0.178 267 | 0.178 225 19
17 348.251 252 | 0.158 309 l 0.158 281 28
18 376.078 285 | 0.141 049 | 0.141 037 s 19
19 404.187 415 | 0.126 068 : 0.126 071 = 3
20 432.548 681 0.113 024 3 0.113 087 13
91 461.135 995 | 0.101 627 0.101 647 | 5
29 _ 169.926 567 f 0.091 640 0.091 662 ! 99
23 | 518.900 418 0.082854 | 0082881 | 97
24 | 548.089 976 0.075106 | 0075136 | 30
9n N77.329 746 | g |
[ |
‘ ‘ ;
) | 695.7389 | 0.047 634 0.047 666 19
30 | 725.6022 !
39 997.6051 0.022 152 | 0.022 176 ‘j 94
10 1028.0997 | ;
19 1304.1356 | 0.011 878 0.011 893 : (5
50 1334.9467 | i
75 2110.2896 |
|
|
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TABEL III.

Waarden van d, voor verschillende windingsdiepten.

n g0 = 0 o = 0.1 i = (R
1 -+ 0.12025 + 0.11959 + 0.11786
o ; 9249 2195 2057
3 | 958 907 783
4 530 483 371
5 5 337 292 191
6 ‘! 235 190 99
- l 171 129 48
8 ,! 131 92 20
9 | 103 j 64 L 4
10 83 | 46 — 5
11 69 [ 34 10
12 58 | 26 12
13 49 ' 19 13
14 43 | 12 13
15 37 | 7 13
16 34 | 1 12
17 30 J 3 11
18 27 - 1 10
19 an 0 9
20 29 — 1 9
21 20 2 8
22 18 2 7
23 16 3 7
24 15 3 6
25 13 3 D




85

TABEL 1V,

Waarden van den correclieterm B als functie van g, en n'.

|
‘ 09 — i/(lo | A= t/"aﬂ
n' e I = -
0.0 1) 0.1 0.2 0.0 ! 0.1 0.2
i |

1 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 3 0.3218 | 0.8107 = 0.2913
9 0.1202 0.1196 0.1179 35 0.3256 | 0.3133 0.2931
3 0.175¢ 0.1741 0.1709 40 0.3285 | 0.3151 0.2944
1 0.2076 0.2059 0.2013 45 0.3309 | 0.3166 0.2954
5 | 0.2292 0.2269 0.2210 50 | 0.3328 | 0.3177 0.2962
6 0.2446 0.2419 02848 || 55 | 0.3344 | 0.3186 0.2968
7 0.2563 0.2545 | 0.2450 60 0.3358 | 0.3194 0.2973
3 0.2656 0.2618 | 0.2527 65 0.3369 0.3200 0.2977
9 0.2730 0.2688 0.2587 70 0.3379 0.3205 0.2980
10 0.2792 0.2746 0.2636 75 0.3388 0.3210 | 0.2983
i1 0.2844 0.2794 0.2676 80 0.3396 0.3214 | 0.2986
12 0.2888 0.2834 0.2708 85 0.3403 0.3217 0.2989
13 0.2927 | 0.2869 0.2736 90 0.3409 0.3220 0.2991
14 | 02061 | 0.2898 0.2759 95 0.3415 0.3223 0.2993
15 | 0.2991 0.2924 0.2780 100 0.3420 0.3225 0.2994
16 0.3017 0.2947 0.2797 | 125 0.3440 0.3235 0.3000
17 0.3041 5.2968 0.2812 | 150 0.3453 0.3241 0.3005
13 | 0.3062 (.2986 0.2826 || 175 0.3462 0.3245 0.3008
19 ‘ 0.3082 0.3002 | 0.2838 200 | 0.3469 0.3248 0.3010
20 0.3099 0.3016 0.2848 300 | 0.3485 0.3256 0.3015
21 0.3116 0.302% 0.2858 400 0.3493 0.3260 0.3018
99 0.8181 | 0.3041 0.2867 500 0.3498 | 0.3262 0.3020
53 0.5145 | 03052 | 0.2874 600 0.3501 0.3264 0.3021
04 0.8157 0.3062 0.2881 700 0.3503 0.3265 | 0.3022
25 0.3169 0.3071 0.2888 | 800 0.3505 0.3266 0.3022
26 | 0.3180 0.3080 0.2894 || 900 0.3506 0.3266  0.3023
o7 | 0.3190 | 0.3087 0.2899 || 1000 | 0.3508 0.3267  0.3023
28 J 0.3200 | 0.3095 0.2904 || 2000 | 0.3512 0.3269 | 0.3025
29 0.3209 | 0.3101 0.2909 4000 0.3515 0.3270 0.3026
30 0.3218 i 0.3107 0.2913 % 0.3517 0.8271 | 0.3027

1) De waarden voor py =0 zijn van 1 tot 30 overgenomen uit de tabel van Rosa
Bur. of St. V, 118; 1909. 1
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TABEL V.

Waarden van den correcticterm A als functie van 0o (59)
¢ !

e
Qo A
\
0.00 ‘ 0.6919
0.10 | 0.6942
0.15 0.6933
0.20 ' 0.6922
0.25 0.6909

TABEL VI.

Waarden van de constanten Yy en g, voor de formule van STEFAN (61),

f | I | |

2 el y y 2 o ! |
c b &L A G b I i Ui

| ' |

| i
0.00 050000 | 01250 | 0.50 0.796 00 | 0.3066
0.05 548 99 1269 || 0.5 80815 | 3487
0.10 59248 | 1825 0.60 | 81823 | 3839
0.15 631 02 1418 || 065 | 82648 | 4974
0.20 665 20 1548 1 0.70 833 11 : AT734
0.25 695 32 1714 | 075 83881 | 5934
0.30 72172 1916 | 080 | .84995 5760
0.35 | .74469 2152 0.85 84509 | - 6317
0.40 764 54 24238 || 090 |  .846 97 if 6902
045 | 78154 27298 | 095 84801 | 7518

0.50 796 00 .3066 | 1.00 | 848 34 8162
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TABEL VIL

Waarden van de correctiegrootheid s voor Rosa’s methode (71).

dy | e e
0.05 | 0.10 | 0.15 f 0.20 [ 0.25
0.5 | 0.00006 0.00022 0.00050 0.00088 - 0.00138
1.0 ‘ 08 30 068 120 | 188
15 | 09 36 | 082 146 | 998
2.0 | 10 | 41 093 166 | 259
2 11 f 45 102 182 284
3.0 12 49 110 . 195 305
4.0 | 14 54 121 i 216 337
5.0 14 hR i 129 ! 230 . 360
10.0 17 67 ' 151 269 420
00 20 81 182 | 324 506
TABEL VIII.
Waarden van de correctiegrootheid g in formule (75).
| 0o — tfay
lia, | S— : et R e arey
! 0.00 | 0.05 | 0.10 | 0.15 | 0.20
1.0 | 0.0095 0.0055 0.0046 0.0043 1 0.0042
1.2 | Hh . 33 36 41 ; 48
1.4 | 20 | 24 32 40 : 50
1.6 12 19 29 40 | 51
1.8 | 8 | 17 28 | 39 ' 51
2.0 | ) ‘ 15 27 38 50
an | 9 | 13 25 87 49
3.0 1 | 13 | 24 36 48
4.0 0o 11 | 22 34 15
5.0 Olkatt 10 | 21 31 19
10.0 0 6 | 13 19 "
\
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SiLEASIS N GIEN

osa’s methode, voor de berckening van den coéfficient van zelfinductic
voor een solenoide mel eindige windingsdiepte, is niet meer dan een goede

benaderingsmethode.

[

Als van cen reeks mel posilieve lermen

- iy,
lim. = Ik
Uan

is, dan is de reeks convergent als k > 2,

en divergent als k Z’ 2

I11.

Geldt voor een convergeerende reeks met positieve lermen:

lim. u, = ¢ (n),
dan is 0
o P
lim. 2 u, = 2 u, + | ¢ (n) dn.
1 1
Pt
V.

Het verdient aanbeveling in de leerboeken over Hoogere Algebra, bij de
behandeling van de oneindig voortloopende recksen de formule van StirLing

voor n! te vermelden.
\F
De lunaire ijs-theorie van Favrn is onhoudbaar.
A L

Onze kennis omtrent de maansbeweging is nog niet voldoende, om daaruit

mel zekerheid de elementen van cen zoneclips te berekenen,



VIL

De verklaring van het door Sterant opgemerkte verschijnsel, dat de
groole meerderheid van de grootere zonnevlekken aan de van de aarde afge-

wende zijde van de zon ontstaan, moel in de zon zelve gezocht worden.

VIII.

Bij de verklaring van het solarisatieverschijnsel in de fotografische plaat,
verdient de hypothese van A. P. H. Triverur die het achtereenvolgens ontstaan
‘an - ontwikkelbare en niet ontwikkelbare subhaloiden aanneemt. de voorkeur
boven de hypothese van W. H. Ipzerpa die bij voortgezelle lichtinwerking een

regeneratic van het subhaloid tot een normaal fijnkorrelis haloid onderstell.

IX.

Ten onrechte meent Warter, dat zijne resultalen bij het bepalen van de
absorpliespectra der zoogenaamde «<phosphoren», niel overeen te brengen zijn

mel de theorie van Lexarp omtrent de verklaring van de phosphorescentie.
X.
Er bestaan geen electrische ladingen kleiner dan die van het electron.

XL

Ten onrechte meent Pranck,?) dat het voldoende is (e wijzen op de
discontinuiteit in scheikundige eigenschappen van de moleculen van verschillende
stoffen, om aan hel paradox van Gisss zijne tegenstrijdigheid te ontnemen.

XII.

Hel is niet mogelijk een scherpe grens aan le geven tusschen para-

magnetische en ferromagnetische stoffen.

XIII.

De radioaclieve «Riickstoss» biedl een weg voor het direcle ]chijs; dal

lood het inactieve eindproducl der Uranium-Radium-reeks is.

) M. Pranck, Vorlesungen {iber Thermodynamik, pag. 211; 1905
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