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Aan mijne Ouders.






Van let voltooien van mijn proefschrift maak ik gaarne gebruik
om dank te brengen aan allen, jegens wie 1k mij voor genoten
onderwijs of voorlichting bij studie verplicht gevoel.

1k wil hierbij aanvangen met U, Rector, Oud-Leeraren en Leeraren
van het Arnhemsch Gymnasium. In het bijzonder het voorrecht om
door U, die mij de klassieke letteren doceerdet, te zijn ingeleid in
de studie van schrijvers, waarvan de nadere bestudeering in latere
jaren voor mij van zooveel beteekenis is geweest, 1s door mij steeds
op hoogen prijs gesteld, en ik gevoel des te meer behoefte om te
dezer plaatse van mijn waardeering te getuigen, nu er stroomingen
bestaan om voor wis- en natunrkundigen de klassieke opleiding te
doen vervallen of althans de studie der oude talen te beperken.

Aan U allen, Oud-hoogleeraren en Hooglecraren der Leidsche
philosofische faculteit, persoonlijk mijn groote erkentelijkheid te
betuigen, wil ik wegens de meerdere jaren, die ik reeds aan Uwe
leiding en voorlichting onttrokken ben, mniet; doch Gij zult U,
naar ik vertrouw, wel verzekerd willen houden dat de herinnering
aan de uren, onder Uw gehoor doorgebracht, bij mij steeds levendig
zal blijven, en daf, al mag ik thans den schijn aannemen van slechts
in het algemeen aan U allen te zamen fe denken, de invloed van
Uwe bijzondere personen nog langen tijd, en van meerderen Uwer
voor immer, op mij zal nawerken.

Ten zeerste heb ik het betreurd, Hooggeleerde Kruyver, dat Gij
U niet hebt kunnen vereenigen mef mijn voornemen om een proef-
schrift te schrijven op het gebied der toegepaste wiskunde. Ik
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meende echter mijn verlangen, om mij gcheel fe wijden aan den tak
van wetenschap, welks practische toepassing mijn werkkring mee-
bracht, om meer dan één reden niet te mogen opofleren aan het
genoegen, dat ik mij had voorgesteld van de bewerking eener
dissertatie onder Uwe leiding. Tk stel het zeer op prijs, dat Gij
mij door Uwen welwillenden raad in staat hebt gesteld tot het be-
reiken van cen doel, waarmee Gij persoonlijk niet instemdet.

Een bijzonder woord van dank tot U, Hooggeleerde Kapreyx.
Gij hebt er in toegestemd om mijn promotor te zijn, terwijl ik
noch van U persoonlijk, noch van de Utrechtsche Universiteit, cen
leerling was. Tk waardeer dit des te meer, omdat ook voor U het
door mij gekozen onderwerp — hoezeer het mij zelf ook ter harte
gaat — weinig aantrekkelijks kon hebben. De welwillendheid, waar-
mede Gij mij tegemoet zijt gekomen, de belangstelling waarmede
Gij van mijn werk kennis hebt genomen, de hulpvaardigheid waar-
mede Gij mij voor een bepaalde kwestie een nienwe oplossing aan
de hand hebt gedaan, het geduld waarmede Gij alle proeven hebt
doorgezien, en de vriendelijke bejegening welke ik in alle opzichten
van U mocht ondervinden, vormen te zamen voor mij een ,, Kapteynsche
Reihe dritter Art”, waarvan de geldigheid mij niet beperkt is gebleken
tot een bepaald gebied, en waarvoor ik U niet minder dankbaar
ben dan de Wetenschap het U is voor de beide recksen yan de
cerste en van de tweede soort, welke Uwen naam reeds dragen.

Hooggeleerde Borraxn! Het valt mij moeilijk om voor mijn ge-
voelens van erkentelijkheid jegens U de juiste woorden te vinden.
Uwe bezielende voordrachten brengen bij Uwe tochoorders niet alleen
cen verheldering van denken en een verdieping van inzicht teweeg,
maar versterken bij hen ook den zin voor studie en de liefde voor
de wefenschap, De vele jaren, gedurende welke ik Uwe colleges
over verschillende wijsgeerige onderwerpen, eerst te Leiden, en
later te Amsterdam, gevolgd heb, maken dat ik mij ten aanzien
van mijn ontwikkeling aan U méér verplicht gevoel dan zich in
enkele zinnen laat uitdrukken.

Ik acht mij gelukkig, Hooggeleerde Orrennrnt, Uwe interressante
en opgewekte colleges in het Nederlandsech Staatsrecht te hebben

mogen bijwonen. Zij hebben bij mij een belanestelling in het staat-
g ] J g 8
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kundige leven wakker gerocpen, waarvoor ik, al moge 2] zich witen
in een andere richting dan de door U voorgestane, Uw steeds tot
eigen raadpleging der brounen aansporend onderwijs grooten dank
schuldig ben.

Uwe colleges over bijzondere gedeclten der hoogere wiskunde ,
gegeven aan de Amsterdamsche Universiteit, Zeergeleerde Rurcurs,
ziju door mij evenzeer gewaardeerd om de onderwerpen, die daar-
voor door U waren gekozen, als om den yorm, waarin deze door
U werden voorgedragen. .

Ook een woord van erkentelijkheid jegens U, Zeergeleerde Janse,
en U, Hooggeachte Mejuflrouw Lanpri, voor de door U in op-
dracht van de Vereeniging van Wiskundige Adviseurs gegeven
lessen in de Verzekeringswiskunde, welke mij cen gewenschte leid-
draad waren bij de studie voor het examen van Candidaat-Actuaris.
De wijze, waarop Gij een gehoor, wat uit personen van zoo hete-
rogene opleiding bestond, wist te boeien, heeft mij steeds met be-
wondering vervuld.

Ten slotte betuig ik mijn hartelijken dank aan mijn vader en
aan mijn meisje voor de hulp, verleend bij de bewerking der tafels

en het nazien der drukproeven mijner dissertatie.
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HOOFDSTUK 1.

INLEIDING,.

»Es gibt keine Mathematische Theorie der Versicherung im
»Allgemeinen”, zegt G. Bomarax in zijn artikel , Lebensversiche-
rungs-Mathematik™ in de Encyklopidie der Mathematischen Wissen-
schaften 1),

Dat de theorie der verschillende takken van verzekering reeds in
den aanvang vrij sterk uiteenloopt, is in de eerste plaats te danken
aan de omstandigheid, dat bij de zaakverzekeringen het door den
verzekeraar verschuldigde bedrag niet van te voren geheel vaststaat,
doch afhankelijk wordt gesteld van de geleden schade, terwijl dit
bedrag  bij de persoonsyerzekeringen  (leven, ziekte, invaliditeit)
vooraf wordt bepaald, met dien verstande dat het somtijds een
functic kan zijn van den tijd, waarop de uitkeering plaats vindt. %)

De mogelijkheid om meer in het bijzonder de categorie der per-
soonsverzekeringen in eenzelfde schema samen te vatfen is hierdoor
niet uitgesloten.  Volgens I1. Broaa ?) kan een dergelijke samen-

") B. G. Trueser, Leipzig 1900—1904, Erster Band, Zweiter Theil , p. 857,

*) Vgl. Encyclopédie des Sciences Mathématiques. Paris, Gavrniers-Vivrans,
1911, Tome I, Volume 4, Fascicule 4, p. 493, 494. Technique de I'Assurance
sur la Vie. Exposé d'aprés Particle allemand de G, Bourman, (Berlin), par H,
Poterix vy Motk (Paris). Dit exposé bevat een inleiding over verzekering
in het algemeen, welke in de Duitsche uitgave niet voorkomt. Den boven aan-
gehaalden zin van Boniman vindt men in de Fransche uitgave niet.

‘) Versicherungsmathematik, Deutsche Ausgabe. B. G. Teunser., Leipzig,
1911, p. 7.



vatting formeel zonder moeilijkheden worden uitgevoerd, is 7] tot
dusverre nog mniet beproefd, maar zou Zij vermoedelijk ook weinig
practisch nut blijken op te leveren.

Het komt mij vidr, dat dit nut in deze uitspraak te laag wordt
aangeslagen, en als de bewuste samenvatting door mij niet wordt onder-
nomen, dan is het, omdat het reeds als een voldoende tank voor
dit proefschrift kan worden beschouwd om te doen zien, hoezeer
cen goed besef van de éénheid van het waardebegrip in verschillende
gevallen zelfs op meer beperkt terrein van belang moet worden
geacht, afgezien nog van de wijze, waarop men dezc eenheid in
samenvattende formules tot uiting kan brengen.

Het nut. waarvan hier sprake was, zou mijns inziens gedeeltelijk
kunnen bestaan in een vergemakkelijking van de bestudeering der
verschillende takken van persoonsverzekering bij hen, voor wie het
gebruik van eenigszins ingewikkelde formules aan den aanvang hunner
studie weinig bezwaar oplevert en dic zich door een afleiding der
formules voor bijzondere typen van persoonsverzekering uit een al-
gemeen schema meer bevredigd gevoelen dan door afzonderlijke studie
der verschillende typen na of naast elkaar.

Voor een ander deel zou het zijn nuttige zijde hebben, dat men
formules of eigenschappen, welke men voor eenvoudige vormen van
verzekering zonder moeite kan vinden, door de analogic in de syim-
bolen ook gemakkelijk op het spoor kan komen bij de meer inge-
wikkelde vormen.

In hoeverre er bij de samenvatting van alle persoonsverzekeringen
tot één schema van een dergelijk nut sprake kan wezen, willen wij
thans in het idden laten, om verder uitsluitend de aandacht te
vestigen op de mogelijkheid van een andere samenvatting, waarvan
Let nut gemakkelijker is aan te toonen, namelijk die van de theorie
van rente en loterijen (wiskundige theorie van den geldhandel) met

de theorie der levensverzekering. ') Deze zou dan desgewenscht weer

') De overeenkomst van sommige formules nit de theorie van renterekening
en van levensverzekering vormt het onderwerp van twee Actuaricele Nota's
door H. F. Laxori. Archief voor de Verzekeringswetenschap, X (1909), p. 45,
en XI (1910), p. 132,



uifgebreid kunnen worden tot de andere takken van persoonsverzeke-
ring, zoodat men zou kunnen spreken van een gemeenschappelijken
wiskandigen grondslag der gelieele zoogenaamde politicke rekenkunde, 9

Laatstgenoemde kan men voor een dergelijken algemeenen opzet
definieeren als de wetenschap, welke zich in hoofdzaak bezighoudt
met het nagaan van de waardeverandering van geldsommen, gestort
door personen die geld in deposito geven, door koopers van obli-
gatién, premieloten en loten, of wel door verzekeringnemers, wanneer,
zooals hierbij steeds het geval is, de terngbetaling van die geld-
sommen aan - zekere voorwaarden gebonden 15, benevens met het
uitvoeren van berekeningen welke met deze kwesties in verband staan.

Deze definitie onderstelt ten aanzien van verzekeringen, dat men
I eersten aanleg nict viaagh naar de grootte van koopsommen of
premién, vereischt voor de uitkeering van de eenheid van verzekerd
bedrag, doch omgekeerd naar de grootle van het verzekerd bedrag,
behoorende bij de eenheid van koopsom of premie; de koopsom van
cen verzekering bij leven wordt dan bijvoorbeeld gevonden als de
reciproke waarde van de opbrengst eener tontine. Voor de reserve-
berekening onderstelt de definitie in beginsel het gebruik van de
retrospectieve methode.

Wanneer iemand cen geldsom deponeert onder voorwaarde, dat
deze na verloop van Jaar met de, naar een vooraf aangegeven
rentevoet ¢, gekweekte rente zonder aftrek van kosten zal worden
teruggegeven, dan verandert de waarde der ¢énheid na % jaar in

(1 =+ ),

') wDer Inhalt dessen, was wir als politische Arithmetik benennen, ist kein
nganz gleichformiger, wird auch nicht von allen, die sich damit beschiiftigen
nin gleicher Weise begrenzt. Als allen Aufgaben der politischen Arvithmetik
»gemeinsam kang die Anwendung der Zinsrechnung bezeichnet werden, und
wawar der einfachen und der zusammengesetzten Zinsrechnung, nichit verbunden
woder verbunden mit An wendang der Wahrscheinlichkeitsrechnung”, M. Caxton.
nlolitische Avithmetik, oder die Arithmetik des tiglichen Lebens,” Leipzig,
B. G. Teunxer 1898, p. 1. Hoewel bij de geldloterijen de rente zeer op den
achtergrond treedt, zouden wij de overigens hoogst cenvoudige theorie daar-
van ook nog onder de politicke rekenkunde willen rangschikken. Canron doet
dit alleen met de premieleeningen.

1%
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Stort van een aantal personen Z, van a jarigen leeftijd ieder een
gulden, onder beding, dat de gezamenlijke inleg zonder berekening
van rente of kosten gelijkmatig verdeeld zal worden onder de Z,. .,
personen, die na 7z jaar nog in leven zijn, dan zal de waarde-cenheid
voor de overlevenden veranderd wezen in:

by

ZJ,-‘ 4 i g

Geschiedt de inleg met inachtneming van rente en kosten, dan
klimt de waarde tot:

AR A e

e m [.'i,' +n

waarin C als onkostencoéfficient een getal voorstelt, dat kleiner dan
¢én is. Duidt men namelijk den opslag voor kosten op de eenheid
van netto koopsom aan door ¢, dan is:

e
1 4¢
Heeft de uitkeering alléén plaats aan de rechthebbenden van de
dp 1 personen, die wel aan het einde van het %% jaar nog in leven
zijun, doch vervolgens in den loop van het (# - 1)%* jaar komen te

overlijden, dan klimt de waarde tot:

. be g
) I 1O o (L (L BRI ) IR T e Ve
() 11 A% (1 - 2) 7 R,

Hierbij is ten aanzien der renteberckening ondersteld, dat de uit-
keeringen eerst aan het einde van het (z - 1) jaar plaats vinden.

Door deeling van de gevonden uitdrukkingen op de eenheid ver-
krijgt men de bedragen, welke contant aanwezig moeten zijn opdat
onder bepaalde condities na verloop van tijd de eenheid kan worden
uitgekeerd, terwijl men vervolgens door sommatie het bedrag vinden
kan, dat conlant noodig is voor het doen van een reeks opeenvol-
gende uitkeeringen (annuiteifen en lijfrenten) of wel van een enkele
uitkeering, waarbij het tijdsverloop, waarbinuen aan cen bepaalde



:
1]

voorwaarde voldaan moet zijn, zich over meerdere jaren uitstrekt
(verzekering bij overlijden).

= G eiys =

Voerl men op de gebruikelijke wijze voor de kans, dat een a-
Jarige ma # jaar nog in leven is, ,p., en voor de kans dat een a-
Jarige binnen het jaar sterft 4, in, dan kan voor (2) geschreven
worden :
f & - 1 ].
L-j) P AN Gy 5 ,,II;SJ-Z O(l —l— r)”"hi S

nPa Ja+n

Wij merken nu op, dat deze uitdrukking een zuiver product is
van factoren, welke ieder voor zich samenhangen met bepaalde
voorwaarden waaraan de uitkeering gebonden is, en die dus als oor-
zaken van de waardeverandering beschonwd kunnen worden, terwijl
men  hetzelfde gemakkelijk aantoont voor de meer ingewikkelde,
mits enkelvoudige — dat is niet door sommatic ontstane — nit-
drukkingen, welke men vindt door het aantal voorwaarden, waaraan
voldaan moet worden, te vergrooten (b.v. verzekering op meer
hoofden).

Men kan dan vooreerst de vraag stellen of, en zoo ja, in hoeverre
deze voorstelling van waarde door een product zich aansluit bij het
waardebegrip uit de staathuishoudkunde, met andere woorden of
het mogelijk is om waarde in het algemeen zéddanig in product-
vorm uit te drukken, dat de waarde in de politieke rekenkunde als
een bijzonder geval daarvan kan worden opgevat.

Voor de beantwoording dezer vraag, welke als zijnde van niet
wiskundigen aard in dit proefschrift minder op haar plaats is, wordt
verwezen naar mijn ,,Korte Inleiding tot de Theorie der Waarde”
in het Tijdschrift voor Wijshegeerte ') en ,,De grondslagen der

politicke rckenkunde, 1L en LII” in ,,De Verzekeringsbode”. ?)

Fen tweede vraag, die zich thans voordoet 1s de volgende: In

hoeverre mogen nu deze oorzaken van waardeverandering, welker

) Jaargang V, 1911, p. 371,
') Jaargang 31, 1912, N° 28 en 29,



(6]

invloed in ds afzonderlijke factoren van het product (3) tot uiting
komt, als gelijksoortig worden beschouwd ?

Wanneer men de waardeverandering der eenheid aan een bepaalde
gebeurtenis toeschrijft, dan zal men de grootte der veranderde waarde
moeten uitdrukken door een product van twee factoren /7 en 1,
waarvan 7 den invloed der gebeurtenis op zich zelf aanduidt, ter-
wijl /7 samenhangt met de waarschijnlijkheid van het optreden
daarvan. Dat nu de rente, waarvoor de hedoelde gebeurtenis bestaat
uit het toevoegen van een zeker kapitaal aan het stamkapitaal, be-
hoort tot de oorzaken waarvoor // gelijk is aan de éénheid , terwijl
anders gewoonlijk juist JT deze grootte heeft, verleent haar volstrekt
geen bijzonder karakter.

Men kan namelijk de tengevolge der levenskans in:

veranderde waarde-eenheid schrijven als een product der jaarlijksche
veranderingen :
m=n ]
1 2 -+ —1
§= 1m =t
m=1 "a;-i—-m
livenzoo kan men de tengevolge der rente in (1 <4~ #)* veranderde
waarde-cenheid schrijven als een product der jaarlijksche veranderingen:
= gym =1

LS’ f—t

e
waarbij :
K
B

Het is op de overeenkomst dezer vormen dat de invoering der
commutatieteckens ') berust, terwijl zj ook de analogic van vele
formules uit de rentetheorie en de verzekeringswiskunde mogelijk
maakt. Het feit, dat de jaarlijksche waardeveranderingen bij de rente
steeds gelijk blijven, geelt wel aanleiding tot het invoeren van be-

') Les nombres de commutation Da, N, :u'nsi que les nombres de commu-
tation Ca, M, ont été introduits par J. N. Terexs. Einleitung zur Berech-
nung der Leibrenten. I. Leipzig 1785 p. 88. k]&m}d des Sciences Math. 1911,
1. c. p. 524). De getallen worden door TerENs met andere letters aangednid . Vg].
ook E. Czuper, Walirscheinlichkeitsrechnung. 11 Truener. 1910, p. 244, noot.



kortingen bij berekeningen, waarin alleen van rente sprake is, doch
men kan niet zeggen dat hierdoor aan de rente als oorzaak van
waardeverandering een eigen karakter wordt verleend.

Er is cchter nog een andere omstandigheid die hiervoor wel zou
kunnen pleiten. Bij de beschonwing der politicke rekenkunde als
leer der verandering van geldswaarden zijn wij uitgegaan van een
bedrag, dat op het tegenwoordige oogenblik de grootte één heeft,
doch men kan uit een wiskundig oogpunt evengoed uitgaan van een
bedrag, waarvan alleen gegeven is dat de waarde ervan op een zeker
oogenblik in de toekomst één zal wezen. Het versehil in beide be-
schouwingswijzen is, dat men in het ééne geval met cen positieven,
in het andere mel een negatieven tijd werkt.

De eerste beschouwingswijze onderstelt dat de rente van het kapitaal
ieder jaar opnicuw bij het kapitaal wordt gevoegd en dus steeds zelf
rentegevend wordt gemaakt, m.a.w. zij gaat uit van de zooge-
naamde Nutzungstheorie, dat is van de theorie die rente als tegen-
praestatie voor tijdelijken of altijddurenden kapitaaldienst opvat. De
tweede beschouwingswijze laat toe, dat men met L. von Bimu
Bawerk ') rente voor agio van tegenwoordig boven toekomstig geld
houdt, daar het eerste, om redenen die hier niet ter zake dienen,
meer waard is dan het tweede, anders gezegd laat niet toe dat men
in de rente cen oorzaak, maar wel slechis een maat van waarde-
verandering ziet.

Door een aanhanger der agio-theorie, D'. [1. OxNEN, is in een
artikel, getiteld ,,Rente” ?) bezwaar gemaakt tegen cen ontwikkeling
van de wiskundige theorie der renterckening, welke uit zou gaan
van de formule:

A=ua(l 9",
waarbij @ het aanvangskapitaal en 7 den rentevoet voorstelt.
Ditzelfde bezwaar zal zich voor de rente doen gevoelen bij cen

meer algemeene behandeling van de leer der verandering van gelds-

') Vgl bv. diens: Capital und Capitalzins. I Geschichte und Kritik der
Capitalzinstheorien. Innsbruck 1900 p. 313.

*) Tijdschrift voor Nijverheid en Landbouw in Nederlandsch-Indie. DI,
LXXIII. Vgl. ook ,De wiskundige theorie van den Geldhandel” van den-

zelfden sehrijver. 's Gravenbage, Geor, Benixeante, 1906,
1 4
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waarden. Het zou ons, indien het geldig bleek, kunnen dwingen
om niet unit te gaan van de waarde-eenheid in het heden, doch om
de waarde-cenheid in de tockomst tot grondslag der beschouwingen
te stellen. Technisch valt tegen deze methode niets in fo brengen
en in de verzekeringswiskunde wordt z1j ook gewoonlijk toegepast,
maar het gebruik van het woord waardeverandering onderstelt bij
geldsommen nu eenmaal dat men uitgaat van een waarde in hLet
heden. Men kan namelijlk wel zeggen dat de waarde van een gulden,
waarvan de uitbetaling afhankelijk gesteld wordt van lemands in
leven zijn, verandert in:
f-'n'.'

3
".r + n
maar niet omgekeerd, dat de waarde van een gulden, die bij in leven
zijn op den leeftijd » -}~ % wordt uitgekeerd, verandert in:

!.v-]- 7

7

Alleen uit cen wiskundig oogpunt gaat federe waarde in iedere andere
over, en is het teeken van den tijd onverschillig,

len juist inzicht in de hier bedoelde, door D'. Oxxix aangeroerde,
kwestie vereischt heschouwingen op economisch terrein , WAATVOOr een
mathematisch proefschrift de juiste plaats niet is. Het onderwerp is
door mij besproken in eenige artikelen, getiteld: ,,De strijd over
rente” 1), ,Is rente huur P, %), | De subjectief-objectieve, de sub-
jecticve en de objectieve waardeering der toekomst” ?) en ,,De rente-
theorie van Vox Bény Bawrrg™ %),

Het komt mij védr, dat er tegen Von Béu's Agiotheorie niet
weinig is in te brengen, maar in elk geval dient men in de politicke
rekenkunde niet uit het oog te verliezen dat zelfs een volgeling van
Vox Bomy, welke zijn theorie van het kapitaal in het algemeen
uitbreidt en mathematisch behandelt namelijk Kxur WickseLr,
speciaal van het geldkapitaal opmerkt: ,,Besonders bei der Frage
') wDe Verzekeringsbode” Jaargang 31, 1912, N°, 14.

*) Ibidem N°. 15 en 16.
') Ibid. N°. 17 18, 19, 21 en 22,
“) Ibid. N° 23, 24, 25 en 26.



»des Gebrauchs des Geldes kann sich die Nutzungstheorie mit
»lirfolg durchfithren lassen.” 1) Deze theorie, welke rente beschouwt
als aan heb stamkapitaal toegevoegde vergoeding voor bewezen
diensten, stelt de rente geheel op één lijn met andere oorzaken van
waardeverandering, zooals sterfte, uitlotingskansen, invaliditeit, ete.
ivengoed als bijyoorbeeld de waarde van ecn bij cen verzekerings-
maatschappij voor een verzekering bij leven gestort bedrag veran-
dering ondergaat door het overlijden van verzekerden, welke samen
de groep ,verzekerden bij leven” vormen, — men denke hier aan
de tontine — wordt zij gewijzigd door toevoeging van rente aan
het aanwezige kapitaal.

Het is nu juist op de gelijksoortige werking der verschillende
oorzaken van waardeverandering, dat de mogelijkheid om de leer
van rente-, loterij- en verzekeringswezen samen te vatten onder één
gezichtspunt, namelijk als leer der verandering van geldswaarden, berust.

Zonder nu een dergelijke samenvatting in formules uit te werken,
zal hier thans onder meer worden aangetoond, dat een dergelijke
algemeenere  beschouwingswijze haar practisch nut heeft in zooverre
z1j het inzicht in et onderling verband van verschillende formules
vergemakkelijkt en het inslaan van omwegen bij het oplossen van
vraagstukken doet vermijden.

Boven is opgemerkt, dat waardeverandering in verband met be-
paalde gebeurtenissen een® positieven tijd onderstelt, maar dat men
mathematisch gesproken ook latere waarden in vroegere kan doen
overgaan. Wij willen in het tweede hoofdstuk heide soorten van
waardeovergang in hun onderling verband beschouwen en ons daarbij
voorloopig beperken tot het geval, dat alleen de rente als oorzank
an waardeverandering optreedt, zoodat het bewerkstelligen der over-
gangen respectievelijk de namen oprenten en disconteeren draagt.
Het zal dan blijken, dat men alle in de practijk der renterckening
voorkomende grootheden kan vinden door uit te gaan van de op-
gerente en van de gedisconteerde waarde der cenleid, deze op ver-

‘) Uber Wert, Kapital und Rente nach den neueren nationalgkonomischen
Theorien, Jena 1893, p. 89,
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schillende  wijzen te sommeeren, en zoonoodig  van de gevonden
waarden de reciproke te memen. Tusschen de twee aldus ontstane
groepen van grootheden kan nu een dualistisch verband worden
aangetoond, hetwelk de mogelijkheid opent om formules uit de
ééne groep door eenvoudige letterverwisseling om te zetten in die
van de anderc. Herhaling der sommatie voert tot eenige nieuwe
symbolen, waarvan dat voor de dalende amnuiteit (D a)y] en zijn
analogon voor de dalende tijdelijke lijfrente (Da), 7 groote practi-
sche bruikbaarheid zullen blijken te bezitten.

In het derde hoofdstuk worden de afgeleiden van de grootheden,
welke door één- en meervoudige sommatie van de opgerente en de
gedisconteerde waarde der eenheid ontstaan, en die, welke met deze
grootheden nauw verband houden, onderzocht in verband met hare
toepassing bij de benadering van den rentevoet, wanneer de waarde
der grootheid zelf en de tijd gegeven zijn. ')

Het vierde hoofdstuk doet zien tot welke omwegen men somtijds zijn
toevlucht zal nemen, wanneer men bij het bepalen van koersen van
ann uitloting onderhevige obligatien bij een gegeven nominalen en
redelen rentevoet de gemeenschappelijke basis der politieke reken-
kunde uit het oog verliest. Terwijl deze koersbepaling in een overigens
ook in andere opzichten voor eritick vatbaar artikel, getiteld: |, Het
bepalen der reéele rente van effecten” 2) door Dr. B, Turksnma,
geschiedde met behulp van de theorie der differentievergelijkingen,
gaf juist hef besef van gelijksoortigheid der diverse vraagstukken,
welke op verandering van geldswaarden betrekking hebben, mij aan-
leiding om naar een lager-algebraische oplossing der kwestie te
zocken. Deze bleck inderdaad mogelijk door loepassing van eenige
zeer eenvoudige bewerkingen, waarbij het in hoofdstuk 11 inge-
voerde symbool (7 a); goeden dienst bewees.

Het dualistisch verband, dat in het tweede hoofdstuk is aange-

*) Hoofdstuk I1 en IIT zijn reeds vroeger, onder denzelfden titel als thans,
opgenomen als artikelen in het Archief voor de Verzekeringswetenschap, XT.
(1910). p. 209, en p. 462. Zij onlergingen echter uithreiding en wijziging,
dit Jaatste met name wat de notatie van s en s in hoofdstuk 111 betreft. Voor
hoofdstuk IV zie noot in § 1 aldaar.

") Archief Verz. W. VIIL (1906). p. 1.
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toond voor symbolen, welke de opgerente waarde der eenheid tot
grondslag hebben, aan den eenen kant, en die met de gedisconteerde
waarde-cenheid tot grondslag aan den anderen, moet nu krachtens
de bovenstaande overwegingen ook bestaan tusschen de correspon-
deerende symbolen uit de verzekeringswiskunde. Hoewel het bij ver-
gelijking der formules niet onmiddellijk in het oog springt, kan het
toch terstond gevonden worden door voorloopig in plaats van het

[ee)
commutaticteeken N, de sommatie = 0, te bezigen, gelijk in het
o

vierde hoofdstuk geschiedf. Hiernit volgt dan verder, dat men uit
tedere formule, waarin uitsluitend symbolen voorkomen welke op
rente en op levenskansen betrekking hebben, door eenvondige letter-
verwisseling een analogon kan doen onfstaan, van welks celdigheid
men vau te voren verzekerd is. Ditzelfde bll]H ook in beginsel van
kracht wanneer andere oorzaken van waardever andering , zooals bij-
voorbeeld de sterftekans, optreden. De letterverwisseling, welke men
in dit geval op de dan voorkomende commutatieteskens Cry Mz en Ry
moet toepassen, zijn echter, zooals voor de verzekering bij overlijden
wordt aangetoond, te ingewikkeld om eenig practisch nut op te leveren.
Fen en ander vormt het onderwerp van het vijfde hoofdstuk.

et bedoelde nut kan in het algemeen bestaan uit het geven van
mecrdere  bekendheid aan de slotwaarden, wat leiden kan tot ver-
mijding van het veel voorkomend gebruik der contante waarden, waar
dit niet de aangewezen weg 1s. Men dient in het oog te houden,
dat waardebepalingen voor een reeks van veranderlijke uitkeeringen
steeds het gemakkelijkst geschieden voor het tijdstip, waarvoor de
uitkeering het grootst is. Hoe men met dezen regel in de practijk
rekening kan houden, wordt in het zesde hoofdstuk besproken.

[n het zevende hoofdstuk volgen de voor de toepassing van de

resultaten van hoofdstulk IV gewenschte tafels van:
]
ay en — (D a)a,
Vi

terwijl aan het slot de volledige titels van de aangehaalde boeken en

tijdschriftartikelen zijn opgegeven.
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HOOFDSTUK II.

RENTE-FUNCTIES.

§ 1. INLEIDING.

Met den naam ,,rente-functies” kan men in 't algemeen functies
aanduiden van rente en tijd; wij zullen dezen naam hier meer in
't bijzonder bezigen voor die rente-functies, welke voor de practijk
der rente- en disconto-rekening gebezigd worden, derhalve voor de
contante en opgerente waarden van uitkeeringen ineens en van
periodicke unitkeeringen, benevens voor de reciproke waarden daarvan.

[n het ,,Institute of Actuaries’ Textbook™, Part 1, van Ravru
Topnunrer '), kan men op pagina 9 de opmerking vinden, dat dis-
conteeren en oprenten feitelijk op eenzelfde bewerking neérkomen,
terwijl op pagina 10 gezegd wordt, dat de theorie van samengesteld
disconto een noodzakelijk gevolg is van de theorie van samengestelden
interest. Door van deze opmerkingen partij te trekken, is het mogelijk
om met behulp van een geringe uitbreiding van de universeele
notatie *) een duidelijk overzicht van de verschillende rente-functies
en hare vormingswijzen te geven, hetgeen in § 2 zal geschieden.

In § 3 zal worden aangetoond, dat tusschen de eigenlijke rente-

") Published by the Authority and under the Superintendence of the In-
stitute. London, Cuaries and Evwin Lavron, 1901,

*) Op het Tweede Internationale Congres voor Verzekeringswetenschap
(Londen 1898) is de in Engeland gebruikelijke notatie als universecle aan-
genomen. Vgl. Bulletin du Comité permanent des Congrés infernationaux
d’Actuaires, Bruxelles. Impr. Broyeaxt, 1901, N 5, p. 40, alwaar de notatie
in extenso te vinden is. De nota van Srracur, waarvan in het Bulletin

sprake is, (p. 48) werd door mij niet ingezien.
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functies en de correspondeerende disconto-functies een dualistisch
verband bestaat, van welk verband dan in § 4 gebruik zal worden
gemaakt voor het afleiden van cenige der voornaamste formules,
66k in het geval dat men niet wenscht over te gaan tot de zoo-
even genoemde nitbreiding der universeele notatie. § 5 zal handelen
over de hekende annmiteiten van hoogere orde, mede in verband met
de hier ingevoerde annuiteiten van hoogere klasse.

Gemakshalve zullen wij aannemen, dat bij periodicke uitkeeringen
de perioden van renteberekening en van uitkeering samen vallen
en gelijk zijn aan 1 jaar, ') terwijl wij de mogelijkheid, dat de tijd

oneindig groot wordt, uitsluiten.
§ 2. Norarie BN CLassiricarin,

Volgens de universeele notatie is:
‘,[m =i —— e 2)

de waarde, die de cenheid, betaalbaar aan et slot van een -jarig
tijdvak, heeft bij den aanvang van dat tijdvak;

a;] de waarde, die een gedurende #-jaar betaalbare annuiteit heeft
bij den aanvang der uitkeeringen ;

a,] de waarde, die een gedurende z-jaar betaalbare annuiteit heeft
4 B L - .
eéen Jaar voor den aanvang der uitkeeringen.

Tusschen deze drie grootheden bestaan de betrekkingen :

n—1 (Al
anj= X Am, anj=2ZX Auj,
0

waarvoor wij zullen schrijven:

‘) De aanname, dat de periode der renteberckening deelbaar is op die der
uitkeeringen, brengt in het onderstaande geen essentiéele veranderingen e
e Jegs : Aoy :
weeg, daar zij neérkomt op de substitutie van 1 4 i door (1 -+ 3—) , waarin
; (1!
 de nominale interest en m het quotiént der perioden voorstelt.
J 1
) A;; wordt dan beschouwd als koopsom van een ,Capital Redemption

Assurance”. Vgi. Textbook I, p. 131.
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an] = = Am], an=Z 4nj.
Overecenkomstig hiermede noemen wij:
1m —_ (1 _I_ i)n

de waarde, die de ecenheid, betaalbaar aan den aanvang van een
a-jarig tijdvak, heeft aan het slot van dat tijdvak;

s;1 de waarde, die een gedurende a-jaar betaalbare annuiteit heeft
aan het slot der uitkeeringen;

s71 de waarde, die een gedurende n-jaar betaalbare annuiteit heeft
één jaar nd het slot der nitkeeringen.

Tusschen deze drie grootheden bestaan dan de met de boven-

staande correspondeerende betrekkingen :

Deze notatie wijkt in zédverre van de universcele af, dat de Iaatste
slechts één symbool s kent, wat 2ij dan aanwendt voor X' (1--2)"
Hiervoor wordt ecchter juist dit lettertype van £ gebezigd, wat
overcenkomt met @, terwijl men het gebruik van s moest verwachten.

In het Bulletin voornoemd vindt men namelijk opgegeven 1)

=+ v* 0> .. .ete... "= value of an annuity for
n years certain.

= 14 (L 4) 4 (1402 - eten o (L) = the
amount of an annuity for z years certain.

Men heeft zich bij de keuze dezer symbolen blijkbaar uitsluitend
laten leiden door de practische overweging, dat in de practijk der
renterekening wel de post-, doch zelden de pracnumerando annuiteit
voorkomt, voor welke laatste men dan ook in de universeele notatie
geen symbool vindt aangegeven. De geklommen waarde der uitkee-
ringen aan het einde der periode waarin de 2 uitkeeringen van aj
plaats vinden, is nu ;) genoemd om in overeenstemming te komen
met het teeken @y, maar hierdoor is bewerkt dat, terwijl # in a,

het aantal jaren aangeeft dat nog moet verloopen tot aan het vogen-

'Y Bulletin N° b p. 5.
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blik der laatste uitkeering, deze zelfde % in het correspondecrende
symbool s niet, gelijk men zou verwachten, het aantal jaren voor-
stelt dat verloopen is vanaf het oogenblik der eerste uitkecring. Iir
15 hierbij over het hoofd gezien dat, hetgeen hier amonnt genoemd
wordt, de waarde is op het oogenblik der laatste uitkeering van een
zekere reeks, en daf, 246 beschouwd, deze amount sy volstrekt niet
verandert of men van de annuiteit arn of wel van apj spreekt. Men

n—1
kan dus de amount = evengoed toevoegen aan de discount ay) als
0

aan a,;, en dan is het toch rationeel om de toevoeging z4d te doen
geschieden, dat de formules zoo gelijkmatig mogelijk worden.

Volgens de universeele notatic zou men moeten schrijven:

n—1 I

RT,! —_— E i,m " (f”'? e ‘\_: pii ’
0 1
fn—1 "

Shj =Xy Ty s =
(1] 1

Wij zullen ons houden aan de hoven mgevoerde teckens :

n—1 "
e A Tel T — R AN
e L S ay = 20",
= 1
n—1 n
Sil= X p"™M, gp=—73 y—m,
1] 1

De eulcclvomligc rentefuncties kunnen nu als volgt in twee groepen
worden verdeeld :
1 1

I. .‘i:!, (I}TI, ey ﬂ;_‘, =
o ap|

1 1
IT. S,T}, Snly —> Snjs

Sy n|

"

Het onderling” verband der heide groepen wordt wedrgegeven door:

1

Ly — ':.
S



Aangezien de functies van de eerste groep uitsluitend betrek-
king hebben op waarden, berekend door disconteering mnaar den
aanvang van het tijdsverloop, waarover de uitkeeringen plaats
vinden, die der tweede groep op waarden, berekend door oprenting
naar het slot van dat tijdsverloop, kan men gevoegelijk de cerste
groep den naam van disconto- of aanvangs-functies, de tweede dien
van oprentings- of slot-functies geven. De @anvangs-functies hebben
dus tot symbolen de verschillende typen van de letter a, de slot-
functies de typen der letter s ).

Uit

volgt terstond, dat alle hier genoemde functies vervat zijn in de

algemeene symbolen :

E{p) pt en }:’(,n) 1"‘,

mits men slechts aan =@ pit en ='Wt de beteckenis " en aan
Ly a1
(=1 de beteckenis =y tockent.

Is » >0, dan heeft men te doen mef functies van de eerste
groep, terwijl » <Z 0 functies van de tweede groep oplevert; p
heeft hierbij de waarden — 1, 0 en 1.

De meest voor de hand liggende uithreiding der groepen ver-
krijgt men, door p achtereenvolgens alle geheele negatieve en posi-
tieve getallen te laten doorloopen, waarbij wij dan aannemen, dat
het accent slechts op het eerste =-teeken van toepassing is. Daar
men voor p < 0 de reciproke functies verkrijgt van p = 0, welke
verder mniets bijzonders opleveren, zullen wij ons beperken tot het
bespreken van het geval 0 <7 p <Z g4, waarin ¢ cen willekeurig oroot

getal voorstelt.

') Het gebruik van A en a is te danken aan het feit, dat zoowel Assu-
rance als annuity met deze letter beginnen; de invoering der letter s schijnt
evenwel toevallig te zijn geschied.

0
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Wij znllen nu zeggen dat een functic, ‘die ontstaat door een
p-voudige sommatie, behoort tot de klasse 7, en stellen:

=0 A= Dz, =D A= (Da)iyy,
D Si= Iz, =OSi=Ts)mz.

De beteckenis der letters 7 en D hierin zal nader worden opge-
helderd.
Voor de slotgroep wordt:

(7 )i o1 = S,

([S)E!_“':'E :IES;‘IH
(L8)mz == @ S==Cs.
Nu 1s:
Zo=8m+Si=+.......... .—}—(n—}—l)&'@',—{-wé‘ﬂ,

zoodat (/s)73 de opgerente waarde voorstelt van een annuiteit
die met 1 begint, jaarlijks gedurende % jaar met 1 opklimt, en dus
met % eindigh. Daar hieraan volgens de universeele notatie (met
wijziging van s in s) het symbool (/ 55 toekomt, waarbij / Inereasing
beduidt, terwijl het feit, dat de achtereenvolgende uitkeeringen gelijk
zijn aan de reeks der natuurlijke getallen, niet nader in het symhbool
wordt uitgedrukt, kan men de hier ingevoerde notatie als cen uit-
breiding van de universeele beschouwen, waarbij genoemd feit door
toevoeging van het ecijfer 2] wordt aangegeven. Bedenkt men voorts,
dat de reeks der natuurlijke getallen dezelfde is als de recks der
ficuurlijke getallen van de tweede orde, mits men de eerste term,
die nul is, weglaat '), dan kan men zeggen dat in (/)73 de 2]
zoowel verband houdt met de klasse als met de orde der anmuiteit.
In het algemeen zal men vinden, dat bij een p-voudig herhaalde
sommatie, die per definitic een rente-functie van de klasse p op-
levert, de uitkeeringen gelijk zijn aan de achtereenvolgende termen

) Vgl. Textbook 1, p. 44.
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van de reeks der figuurlijke getallen van de orde p, mils men daarbij
de termen, die nul zijn, niet mederckent.
Dit alles gaat vrijwel onveranderd dédr, wanneer men s door s

vervangt. Men krijgt:

=
=
=
I
14
=
7

Zs=8h=2+28%=+ .- ... . F(2—1)8F 2

Voert men echter in:

: I s)aj p)
Ay (La)ri 3= (g.)'“! S
M 41|
i I's)q 7 e
Avw=i ([S)m = (_S‘;—:I x ([ﬂ‘)“ Pl

dan zijn deze nieuwe functies niet te beschonwen als te zijn ont-
staan door sommatie van 4,. Daar evenwel de uitkeeringen nog
steeds gelijk zijn aan de reeks van de figuurlijke getallen van de
orde p, afgezien van de fermen nul, zullen wij deze annuiteiten
toch annuiteiten van de klasse p blijven noemen. De naam annui-
teiten van de orde p blijft dan gereserveerd voor de ook in het
Textbook melb dien naam aangeduide annuiteifen, waarbij de uit-
keeringen gelijk zijn aan de reeks van de figuurlijke getallen van
de orde p, doch waarbij de termen, die nul zijn, wél worden mede-

gerekend.

Voor de aanvangsgroep kan men een soorlgelijke redeneering
volgen als voor de slotgroep is gebezigd.

Men heeft volgens de definitie:

(D a)a1 o1 = A7,

i - ~ — A
(D a7 = = 4] = any,
~ (2 —y - g
(/) (?),(| A== = (2) .JH; = 2 Wip |y

Zapl=nd7+m—1)d54. ..o 2 d5=5+ 45

DS
o~
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Evenzoo :
(D a)aj 0] = A=,
(D a1
Damg=2="® 45
Zag=at+m—1)4Ag+. ... ... + 2 Ai=5 -+ A7—y.

[
\
[

|
|
b

(Da)zi3) en (Da)ys stellen dus de gedisconteerde waarden védr
van annuiteiten, die met # beginnen, jaarlijks gedurende » jaar met
n dalen en derhalve met 1 eindigen. Daar een klimmende annuiteit
in de universeele notatic wordt aangeduid door 7, de eerste letter
van het woord Increasing, behoort de correspondeerende dalende
annuiteit, welke aldaar evenmin voorkomt als de dalende lijfrente
of de dalende verzekering, te worden gemerkt met 7, de eerste
letter van het woord Diminishing.

Als algemeene functies heeft men:

(D a)u 3 en (Da)y pi,

terwyjl :
(D a)a 5

S D iy = = (D i,
: (D a)si pi 7y N
IT';:” (]} H)I}T] — = ) £ = ([j S]u\ Pl

J"n—ﬂ

moet worden gesteld.
Het laatste tweetal is niet te beschouwen als te zijn onfstaan
door sommatie van Sy, maar wordt, wegens het karakter der uit-

keeringen, toch tot de klasse » gerekend.

Wanneer wij de reciproque waarden der functies buiten beschouwing
laten en van de correspondeerende  functies met a en a, s en s
alleen die met @ en s yermelden, dan krijgen wij als aanvangs-
groep:

Az, anjy (D @)z, (L a)i, (D a)y 2 (L a)w o,

en als slotgroep:



Snis $ils (L 8)ais (D &)1, (L &)a] p1» (D 8)a] w]s

waarbij (0 a)aj, (La)y, (L) en (£ s)y de schrijfwijze overeenkom-

stig de universeele notatie 1s voor:
(D )iz, L), (T daz, (D o)ajal.
§ 8. IET DUALISME VAN RENTE EN DISCONTO.

De bewerking disconteeren is dezelfde als de bewerking oprenten,
mits men daarin het teeken van den tijd omkeert, iets wat voor-
eerst nedrkomt op een onderlinge verwisseling van de woorden
annvang en slot !). Verder zal een grootheid, die oorspronkelijk
met den tijd toenam, met den tijd afnemen, wanneer men den laatste
in tegengestelde richting rekent, en omgekeerd. Daar nu de disconto-
of aanvangsgroep op dezelfde wijze unit A is opgebouwd als de
oprentings- of slotgroep uit S, kan men de definities van de ééne
groep verkrijgen uit die van de andere door onderlinge verwisseling
van de woorden disconteeren en oprenten, aanvang en slot, afnemen
en toenemen, van de letters 2 en 7 en van de verschillende letter-
typen @ met de correspondeerende lettertypen s.

De gelijksoortigheid van beide groepen treedt nog duidelijker in

het licht, wanneer men bedenkt:

o gl g
Ln | — (1 + 'f)”‘ = ‘S'Jilw‘,

waarin ¢ essenticel positief is, zoodat, als men de gevallen z =0

en n — w uitzondert:
{)<4'{uj‘< 1; 1<'5'u_l <.‘7s

waarin g een groot positief getal voorslelt.
Wij hebben nu uit 47 op zuiver formeele wijze verschillende
andere functies afgeleid, terwijl het niet mocilijk valt allerlei be-

") Het spreekt vanzelf, dat de uitdrukking ,één jaar voor den aanvang”

bij de teckenverandering van den tijd overgaat in ,één jaar nd het slot”, en

omgekeerd,
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trekkingen tusschen die functies neér te schrijven. De grootte van

Ay 1s bij dat alles echter van geen belang, en men kan het nu

louter als een kwestie van afspraak beschouwen om, wanneer de

grond-functie in het interval tnsschen 0 en 1 ligh, de diverse

functies aan te duiden met de lettertypen @, doch om, wanncer zij

tusschen 1 en 7 ligt, de correspondecrende lettertypen s te bezigen.')
Dat men:

>3t Sp] = ([3)7\:

doch :

stelde, vindt dan zijn verklaring hierin, dat men bij het omkeeren
ran den tijd, dat is bij het verwisselen van de woorden slot en
aanvang, den naam opklimmende annuiteit Dblijft geven aan een
annuiteit, die yan den oorspronkelijken aanvang naar het oorspron-
kelijk slot toeneemt, zoodat de nieuwe annuiteit, ofschoon formeel
geheel gelijk aan de oude, met den naam dalende annuiteit be-
stempeld en door het symbool 2 gekenmerkt moet worden. Een
onmiddellijk gevolg van een en ander is, dat bij iedere betrek-
king tusschen fnncties van de ééne groep, een analoge betrekking
tusschen funecties van de andere groep bestaat; beide betrekkingen -
zijn door eenvoudige letterverwisseling nit elkafir af te leiden.
Meeft men een betrekking tusschen willekeurige rente-functies
van beide groepen, dan kan men deze eerst door middel van be-
trekkingen tusschen functies van één groep geheel uitschrijven
in Ay en S;y, en vervolgens met behulp van
1

S,T|

in Ay of Sz afzonderlijk. Neemt men nu van de laatst verkregen
vergelijking door onderlinge verwisseling van S en 4 het analogon,
past hierop toe:

') Was de universeele notatie geheel gevolgd, dan zouden juist nict met
elkaar correspondeerende typen gebruikt moeten worden.



1
pestl|
op analoge wijze als eerst
1
A =
Sl

is gebezigd, en voerf men nu de analoge betrekkingen i van die,

welke gediend hebben om de oorspronkelijke vergelijking n 5] en

871 om te zetten, dan verkrijgt men vanzell het analogon van de

oorspronkelijke betrekking.
Wij hebben dus de algemeene

Stelling: Tedere willekeurige betrekking tusschen reufe- functies
dat men verkrijet door onderlinge ver-

en van de lettertypen s

heeft een analogon,
wisseling van de letters /[ en 0,
met de correspondecrende lettertypen a.
Men kan bijvoorbeeld de in § 2 voorkomende formules aldus

paarsgewijze aan elkaar toevoegen:

(£ s)al ] __(Dajiyp
(Fa)n)p1= " s ‘—17 (Ds)ipl ;1,[#1{' l
Al : D sinl
(1 a7l = LI (pam= ()l
Oy 41| Ay +1]

Toepassing van de stelling op de linkerbetrekkingen geeft van-

zelf het rechier tweetal.

§ 4. ATLEIDING VAN FORMULES.

Uit:
Sq1 = ul“
volgt:
S = 51 87 =1]
zoodat:

Sf

_1_‘*“5'4—”1— (l_'bnl):



!

= e g N 1ST|

(L8 =Z=sm= = (2 — s7)
O]

o e B e .
Vermenigvuldiging met 45 +1] geeft:

(Lain= - ,,i]_jl:: 7 (0 At — az).
Letterverwisseling geeft
(D o= {%ﬂ (n — a),
(D s)y = ﬁl_l (72 S g — s

Bij voortgezette sommatie moeten wij bedenken, dat men > 1 = 4,
als (# - 1P term van de figunurlijke getallen van de 29¢ orde )
kan voorstellen door Lz De vormingswijze der figuurlijke ge-
tallen, welke opgesloten ligt in de vergelijking:

o= n-—1
f S S —_
‘fmjﬁ = = f-"mi p—1l )_a
e

geeft nu terstond:

nm=n
=t b A () e e
l(' = \.‘_.1 v "'gm+1im"— 2{.vt-f-?‘—-’llr"l.v
o=

zoodat :

') Vgl. Textbook I, p. 44.

) De termen, die nul zijn, worden hierbij meégeteld, terwijl alle termen
van de eerste orde de waarde 1 hebben. De vergelijking luidt in woorden
Tedere term van een bepaalde orde is gelijk aan de som van de voorafraande
termen van de voorafraande orde.

Teem Termen van de orde No,
S N R N
|

1 1 ‘ 0 0ol o 0| o 0
2 1 | 1 0 0 0! o 0
: 1 2 1 0 0 o o0
1 TR | 38 1 0 0 0
5 TR 6 1 1| o ] 0
6 1 5 10 | 10 5 1 0
7 1 6 | 15 | 2 | 15 | 6 ' 1




Sy

] T Sr_j_i { l = hﬁi)’

(La)ajr =20 S =" =501

S

] _— JS'” ["{ll + ?:—7] 1| — (f -.‘.'},T; ,_;”:I :

Daar bij de nofatie 7,77 de termen die nul zijn, mecgeteld

worden, heeff men ook:
(L mm=87(L ) n=017 + ST taFr=17]-
Hieruit :
ls) . . . . {oam=Ushi=7 + U )mr=1 ")

Het is duidelijlc, dat men in deze vergelijking s vervangen mag

door s.
Letterverwisseling geeft:

(La) . . . (Dagm=(Dafi=1 v+ (D a)i]r=1|.

Hierin mag @ vervangen worden door a.
Voor 7 =2 vindt men de bijzondere gevallen:

(£ 8y = (£ 8)u=1] + s,
(D a)ij = (D a)i=1| + am.

Schrijft men de recursicformules (1) en (1 &) uit voor afdalende

waarden r, dan vindt men door optelling der resultaten:

(L) _,—.lz-_’}:‘, {fs),iﬂﬂ + Sl

J==
~

(Dalalri—= =

p=

P
. (./) H’)lt_; 1 p| _f__ »l}l-i'

') Formules, die door letterverwisseling uit elkafir zijn te verkrijgen, zullen
met eenzelfde nummer, doch met verschillende letter worden aangeduid. De
correspondeerende a- en s-formule van een zelfde nummer zijn niet altijd beide

in den text opgenomen.



Hieruit :
p=r
(La)y 7= = a)i=qp1+1,
p="
rp=r
(Dsliz= E1 (D 8)Y=a1p1 - 1.
=

Formeert men van de in het begin dezer § afgeleide betrek-
kingen op de in § 2 aangegeven wijze nog de analogien, dan blijkt,
dat de vergelijkingen in practische bruikbaarheid somtijds onder-
doen voor de desbetreffende vergelijkingen, geschreven in de ge-
wijzigde universeele notatie, !)

Hoewel nu de symbolen 4, S en s voor de bespreking van het
dualistisch verband tusschen de aanvangs- en slotgroep goede diensten
hebben bewezen, zullen wij thans tot de daarvoor gebruikelijke vor-
men o, 14-4 en (1 +4) s terugkeeren. 2)

Het formeeren van analogién komt nu neér op de onderlinge
verwisseling van:

v met | -+ 2,

¢ met — —d,

2 P
et
a met 8 (14 7),

s met a,

/ met D,

Kortheidshalve zullen wij ons uitsluitend bepalen tot a en s
waarden. Men heeft:

') De wijziging, hier bedoeld, bestaat in de verandering van s in s enin de in-
voering van D.

*) Ten aanzien van s geschiedt de overgang uitsluitend ter vergelijking met
formules in andere boeken, doch niet omdat het gebruik van dit tecken naast
s door mij onnoodig wordt gesordeeld,
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Door vermenigvuldiging met o* krijgt men de bekende formule:

1 A== e
Ma). . ([a)= EL& il

i i

anj— n "

Letterverwisseling geeft:

" (l —i 3)” = Snl

(da) . L (Diap = ;

waaruit door disconteering :

% — aq]

Ba) . . . . . . (Dag=

Voorts door letterverwisseling uit (2 s):

) ] —on
~£?.). ~ . . p - - (L”'"_—'_-; e

- 2
]

met behulp waarvan:

ba) . . . . Dam+ {Ta)m=(n-+1)an.

Iivenzoo:
(58) . . . . (Ishal+ (Do) = (n -+ 1) s7],

welke formule zoowel door oprenting als door letterverwisseling uit
(5 @) kan verkregen worden.
Voortgezette sommatie van (2 s) levert op:

1
69 . . Ushyr= ([5 e e Uik r—1] 75
waaruit door letterverwisseling:
1 1
6a) . . (Dav= 7 twgr=ilrl — 7 (D a)ul =1,

De som:

1 19
(M) Ushant(Dajar= S (Ishar=n— " (Da)ajr=1],
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verandert niet door letlerverwisseling, gevolgd door vermenigvul-
diging met .

(5 a) en (5s) ziju niet voor voortgezette sommatie vatbaar, daar
(Za)i en (Ds);) niet naar % sommeerbaar ziju. Wel kan sommatie
dezer symbolen naar plaats vinden; deze leidt, gelijk boven reeds
15 aangetoond, fot:

. p=7n
(b) . . . . o ‘3_‘,‘1 (.[U),;} p| = ([ﬂ')fﬁT 7'"| — ] ,

D=

en de daarmee verwante betrekkingen, !)

Daar de grootheden (£a);, (La)u), (Is)ayen (Ds),; in de practijk
voorkomen, moge er op gewezen worden, dat krachtens het vooraf-
gaande, tafels van (Da);; en (7s)i gewone somtafels van @y en van
s zjn, waaruit dan met behulp van (5a) en (55) ook de waarden
van (/Js); en (L) op cenvoudige wijze bepaald kunnen worden.

Aan de rente-functies van hoogere dan de tweede klasse kan even-
min practische waarde worden tocgekend als aan die van hoogere
orde; zij stellen ons echier beter in staat om de in de practijk ge-
bruikte rentefuncties nit een algemeen gezichtspunt te beschouwen
e geven meer in 't bijzonder antwoord op de vraag, wat men
heelt te verwachten, wanneer men de bewerking, die van een disconto-
tafel een annuiteiten-tafel maakt, weér op laatstgenoemde zelf toe-
past, en hiermede in dien zin doorgaat.

§ b.  ANNUITEITEN VAN IHOOGERE ORDE.

Ben annuiteit van de orde 7 is een annuiteit, waarvan de achter-
cenvolgende uitkécringcn gelijk zijn aan de figuurlijke getallen van
de orde 7, waarhij nu echter, in tegenstelling met de annuiteiten
van hoogere klasse, de getallen, die 0 zijn, mede in aanmerking
genomen moeten worden, 2)

') Een dergelijke sommatie levert voor annuiteiten van hoogere orde een
dadelijk ingaande annuiteit, waarvan iedere uitkeering gelijk is aan het
dubbele van de voorafgaande.

‘) Vgl. Textbook I, p. 44.
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Uit deze definitie volgt, wanneer men annuiteiten van hoogere

orde met [ ] aanduidt:
(9a) . . . - [Hahin=vsi{las=cr1r s
(109). . . . . [Zslgn=Us)a=rFa7;

waaruit door letterverwisseling, gevolgd door vermenigvuldiging met

v, webr twee analogien met ) gevormd kunnen worden, te weten:
©9). - . . [Dshym=0+) " (Ds)i=rFn7,
10a). . . . . [Daelr=Dan=r+17}

Voor (6s) i1s te schrijven:

: 1
S (I8)a—ria =il — - Lal 7l-

= a g
(Lsh=rF1 7=

Volgens (10 s) is:

(Isyi=rsnir=ai=[1 Blr=a v=}y

zoodat :

1 1
[ZiE] A= = A= ; &) 7)-

Met gebruikmaking van de uit:

1) . . . . tWF=t=an+ h=17=1

volzende betrekking:

") Daar de eerste »—1 termen van de figcuurlijke getallen van de »de orde
nul zijn, heeft een annuiteit van de rde klasse altijd »—1 termen minder
dan de correspondeerende annuiteit van de »de orde. Bovendien zal men bij
de omzetting van de aanvangswaarde van een klimmende annuifeit van de
pde Klasse in die van de correspondeerende van de rde prde nog moeten dis-
conteeren over de » — 1 jaren, waarin de uitkecringen van laatstgenoemde
de grootte O hebben. Op de berckening van de slotwaarde van een klim-
mende annuiteit hebben eventueele begintermen, die nul zijn, geen invloed

Bij dalende annuiteiten is de verhouding juist omgekeerd.



131 71 = tig 1] 71— b 7=,

kan de uitdrukking voor [7sTzj 7 worden omgezet in:

Islnir=11— tacai 7
(L2 &) e [[S]n—“—‘lz[sjl 1 [+1|¢_.

3

Hieruit door :Hscouteering:

(13T R [[{‘,]nl?l_[fd‘]n\:—ﬂ—b f,,n_ﬂ,‘

2

Deze betrekkingen zijn volkomen in overeenstemming met de
formules 1) :

(142 . . SI."\T-;_—_SE’T“JF(l“'_i)”gﬂ"f‘_z“'r"_‘l

‘Z. b

{157 R a7 = AT e t_?‘i"—” lnd 7

2

=

welke als formule (40) en (41) in het Textbook 2) voorkomen,

Dat zij voor # >>1 in elkafr overgaan is al aanstonds duidelijk.
Voor 7 =1 geldt feitelijk geen der vier betrekkingen, daar zi]j
allen afgeleid zijn met behulp van (11), waaraan alleen beteekenis
gehecht kan worden indien 7> 1 is,

Daar:

t1]71=10 voor r >1,

zou het laatste tweetal geschreven moeten worden in de gedaante :

Snlr—1] — tn41] 7|
i

(]GS). . M )
@l r—1] — U™ bl 7]

(LT rar ) e i i e— :
z

2

met de conditie »>> 1,

') Het Textbook kent alleen klimmende annuiteiten en stelt [Tal; 5 véor
door a;;; ) terwijl | Ts];;; iy door S, 1 wordt aangegeven. De s uit Inct Text-

book is overal gewijzigd in s.
NI, p. 46.
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Nu is volgens (9a) en (10 s):

(l_l_?:).n__l’

sp 1= [Islan=Usan=s="","—
1—"
s = [Lalm= e 1=aa = —F)

Uit :

Tma=0+ir
volgt door disconteering:

(Ls)ma= (14" ~7,

(La)aioj =7,
zoodat door (10 &):

si o) = [ 8T 51 = (L 8)aray o = (1 + 9)",

en door (9 a):

n| o] = [! (I-],!" = (1 _l‘ 7) (i tl)m = 18

Mieruit blijkt, dat (12 s). (13 &), (16s) en (17 a) wel niet be-
hoeven door te gaan voor =1, maar dit inderdaad toch doen, in
tegenstelling met de formules (14 s) en (15 a) unit het Textbook.

Topuunter zegt naar aanleiding van laatstgenoemde betrekkingen
slechts ?) :

LIt will be observed that, in the derivation of s, and @ from
»the general formulag, s34 and a3 are taken as o, and that in
»the derivation of the amounts and present values of the annuities
»0f orders higher than the first, the terms (1 -} 2)" #3775 and ¢4 |
,vanish,”

Ir wordt hier nieb gewezen op het ongeoorloofde van de substi-
tutic » =0, en daardoor wordt de schijn gewekt dat aan sjj | en
a7 de beteekenis o noodzakelijkerwijze moet toekomen. De ver-
houding is echter zdd, dat TopuuNrer aan s3] o) en ay) o volkomen
willekeurig een zekere waarde toekent, om daardoor de vormen voor

N Vgl & 2.
Y Texthook I, p. 47.



ac
L3 ]
s7] en a7, verkregen door de ongeoorloofde substitutie » — 1 iy de
door hem gegeven algemecne uttdrukkingen, sluitend te makey.
De onderstellingen :

Snlo] =0 en aygi=o

leiden in het Textbook slechts dddrom niet tot tegenstrijdigheden,
omdal deze grootheden er verder geen rol spelen, aangezien (e
annuiteiten van hoogere orde er nict van den grond af zijn opge-
bouwd; de werkelijke beteekenis van bedoelde vormen komt daardoor
niet aan het licht. Wil men met deze heteckenis relening houden,
dan behoort men de vormen (14 5) en (15 a) te vervangen door (12 &)

en (] & a). 1)

Door letterverwisseling kan men geraken tot soorfgelijke nitdruk-
kingen voor opgerente en gedisconteerde  waarden van dalende
annuiteiten van hoogere orde, waarop mutatis mutandis al het
bovenstaande van foepassing blijft,

Topmunter  behandelt in zijn Texthook uitsluitend annuiteifen
van hoogere orde, en beschouwt de annuiteit (Za)q) als iets, wat
geheel op zich zelf staat. ?) Naar mijn meening zou het aanbeveling
verdienen om de annuiteiten van hoogere orde geheel te doen yer-
vallen en deze te vervangen door de annuiteiten van hoogere klasse,
waarvan de in de practijk niet zelden voorkomenden vormen ({a)y) en
(/) @), bijzondere gevallen zijn.

') De onjuiste beschouwingswijze van Toonuxter in Textbook 1 is des te
opmerkelijker, omdat, naar mij achteraf blijkt, in het drie jaar vrooger (1898)
verschenen hoek ,,The Theory of Finance” door G. Kixg, den schrijver van

Textbook 1T, de formules (16s) en (17 a) reeds voorkomen en aan 85 o] en
] o 00k de goede beteekenis wordt toegekend. Toch is ook daar de substi-
tutie » = 1 niet juist behandeld.

lSesipial;



HOOFDSTUK IIL

AFGELEIDEN VAN ANNUITEITEN EN HARE
TOBEPASSING VOOR BENADERING VAN DEN RENTEVORT.

¢ 1. INnmDING.

De algemeene beschouwingswijze van de waarde van een reeks
periodieke betalingen heeft in het tweede hoofdstuk geleid tot in-

voering der algemeene symbolen voor annuiteiten van hoogere klasse:
(Pajui i, (Za)ii 1, (Ds)a pis (1)l o]

waarmee correspondeeren de annuiteiten van hoogere orde:

[Daui vi, [Lalaipi. [Dslipi, [L8]a) ol

Hiernaast bestaan dan nog dergelijke symbolen, waarin de cur-
sieve lettertypen @ en ¢ door de niet cursieye a en s Zljn vervangen.
Wij willen thans de afgeleiden van deze hoogere annuiteiten onder-
zocken. Zij hebben vooreerst een theoretische belangwekkendheid
die bijvoorbeeld tot uiting komt in de ook door TopmunteR: in Zijn

Texthook ') opgenomen betrekking::
@ali+n=an — k[ L)izaa+ 4 [lalaggai— . . . . ete

welke met behulp van de reeks van Tavron wordt afgeleid. Ilierin

stelt % een geringe afwijking van den rentevoet 7 voor.

De afgeleiden vinden echter ook een practische toepassing.
Bij het oplossen van vraagstukken, die op de theorie der rente

Y 1. p. 203, form, (14).
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betrekking hebben, zal men namelijk somtijds moeten zoeken naar
cen waarde van r, die voldoet aan de vergelijking::

D (n,r) =k,
waarin # en £ bekende constanten en # een onbekenden rentevoet
voorstelt, terwijl de aard van @ het onmogelijk maakt om » explicief
in 2 en £ uit te drukken.

Heeft men hierbij te doen met een bijzondere functie #, waarvan
de waarden voor verschillende bijdragen yan % en » in tafels ver-
zameld zijn, of, zoo noodig, gemakkelijk verzameld kunnen worden,
dan kan men door middel dezer tafels steeds twee waarden r, en r,

zo0danig bepalen, dat:
F(n, 1)) < Fn,r) < F(n,r,).

Door interpolatie is Ineruit een benaderde waarde van » te vinden.
Laat bijvoorbeeld gevraagd worden mnaar welken rentevoet men
cen postnumerando annuiteit met 20 jarigen duur moet disconteeren,
opdat de contante waarde 14 zij. Men vindt nu met behulp eener

annuiteifentafel :
@30] 3,75 < @20] r < A20[35
Hiernit volgt bij benadering:

as0| 3,5 — 14

p= 8,5 -+ 0,25 — 1t
a2 3.5 — 220|375

Als een tweede voorbeeld stellen wij de vraag, naar welken rente-
voet men de gegeven premien eener spaarpensioenverzekering, welke
jaarlijks afnemen met p per cenheid van de brato cerstejaarspremie 2,
moet disconteeren, opdat het postnumerando pensioen van 1 in € oyer-
aaat. ') Onder sp:mfpcnsim:nverzekcring verstaan wij een verzekering,

') Een dergelijke kwestic kan zich voordoen, wanneer aan een verzekeraar
in geval van concurrentic de vrang wordt gesteld of hij bereid is om voor een
bepaalde premie in afwijking van zijn tarief een bepaald pensicen te verze-
keren. Hij kan zich dan den eisch stellen dat de hier cezochte rentevoet,
waarnaar hij zich de premies gedisconteerd moet denken opdat et pensioen
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gesloten ten behoeve van een jarige, waardoor deze op den leeftijd
@ - u een pensioen zal genieten, terwijl gedurende den tijd van =
tob & 4 2 geen rekening geliouden wordt met sterftckans, zoodat
volgens de formule de befaalde premien ten allen tijde kunnen
worden leruggegeven.

Het antwoord op de vraag wordt gegeven door de vergelijking:
—_ . [ —_— = () «
) jl( d) n—A1|r — |8 5= L.

Hierin stelt o) véér de netto koopsom van cen pensiocn fer

grootte ¢één, vermeerderd met de contante waarde van den opslag
op de premien. Men heeft dus » te bepalen uit:

&pn—1|r— P (1”) n—1[r — jl,
waarin p en A gegeven constanten zijn, en wel:

b
]‘L' —] J.‘l. _H, (‘,,_.) E —
1

1.

De oplossing kan nu ook weer gevonden worden door middel van
inferpolatie, doch men kan deze methode niet volgen wanneer men
een grootere nauwkeurigheid wil bereiken dan mogelijk is met behulp
van de tafels waarover een ieder gewoonlijk beschikt. )

lien tweede methode bestaat dddrin, dat men stelt:
() . . . ... Plo,n=F(u,r,+ i) =4k

Hierin moet # dan mudmlig gekozen worden, dat zoo goed mogelijk
voldaan wordt aan:

Lo(nsr) ="K (0, ;)

Ontwikkeling van (1) volgens de recks van Tavion:

) =2 Ip
(2 . .. ... flat+H= = = Drf)
p:l)}].

de vergrooting €—1 kan ondergaan, niet daalt beneden een zekere grens.
Met het stellen dezer vraag in theorie is geen pleidooi voor afwijking van
tarieven bedoeld.

) Voor de berekening van (fa), zie men Hoofdstuk 11, § 4, form. (4a).

ST

|
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waarin P / (x) de p° afgeleide van £ (z) naar a voorstelt , oeeft
als eerste benadering:

e—F1 (73‘) 'rl) + iy Fr(f"’: Tl);

zoodat

k—F(n,r,)

R /: - — .
TS A D F(n,r)

Mcer nauwkeurige waarden van 7 verkrijgt men door de reeks
na den /%" differentiaalterm af te breken. De te maken fout kan
oeschat  worden door op te merken, dat het verwaarloosde stuk
der reeks gelijk is aan:

z'f_h_d DEEL pn, r - S k)
ESIE ),
waarbij:

1>9>>0.

De berekening van /4 zal het gemakkelijkst kunnen geschieden,

wanneer de achtereenvolgende afgeleiden van F (#, 7,) op een-
voudige wijze met /7 (2, r;) zelf of met andere dergelijke functies
samenhangen.
I
hang bestaal voor de contante waarden van hoogere annuiteiten ,
en den vorm bepalen, die de reeks van Tavror door substitutie
der gevonden uitdrnkkingen in eenige bijzondere gevallen aan-
neemt.

Wij merken nog op, dat voor /> 2 de hier volgende be-
schouwingen weinig practisch belang hebben, daar men in dat geval 4

—

1 verband hiermede willen wij nagaan, in hoeverre deze samen-

zou moeten bepalen door middel van hoogere machtsvergelijkingen
in /%, terwijl ons een andere benaderingswijze met voldoende nauw-
keurigheid ten dienste staat.

§ 2. AFGELEIDEN VAN MACHTREEKSEN, WELKE IN BETREKKING
STAAN TOT HOOGERE ANNUITEITEN.

Bij hoogere annuiteiten wordt de grootte der nitkeeringen aan-

gewezen door de recks der figuurlijke getallen van een zekere
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orde. Men verstaat hieronder, gelijk in het tweede hoofdstnk 1s
vermeld, getallen, die voldoen aan de betrekking :

5:_;1—1

(:5) ' . . . & . . ZM r}i = : {\i rI—T\ 5
s =1
waarbij #5747 de p° term van de ¢% orde aanduidt.

Tedere term van de reeks van de eerste orde is 1, terwil
volgens (8) icdere term van de reeks van een willekeurige orde
gelijk is aan de som van de vuoruf;;ammle termen van de voor-
algaande orde.

Men heelt:

{}‘_l 1] = l,

lyl gl = 1,

e ’ . —
tpl q = U voorp <gq,

i =t—1q + f=1q=1>

e (p—D(p—-2)...(p—q¢+1)
g 1Rl ] =

G— D! ;

/ R b Y A8 ST T
4). . ”!i-ll-?—l_—< >_._< )—_f,+—1 ST R T
(4) p A1l g +1) g P— g I | = q+1]

In (4) 1s <]}> de  bekende schrijfwijze voor de 4" binomiaal-
i

cotfliciént in de ontwikkeling van (« - 4)7, als men de coéfliciént

die 1 is, niet medérekent.

J

Voorts 1s:
Bt S e LA f)’f.r-":rl,r!<f;>.u*' 4

(0) T /)'.'l — (— 1)74! e d e l) I

@l i @l
De binominaaleoéfliciénten of fignurlijke getallen treden dus zoo-
wel bij herhaalde sommatie als bij herhaalde differentatic van machten

van den veranderlijke op.

Heeft men nu een machtrecks van de gedaante:
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(7)H< _ﬁ\‘l

1 xiu’

en stelt men:
== o
112 ( ) S
T Vo __'1 q= 1 u?,f

dan verloopt deze reeks als volgt:

O

i — 1
= ( > = L= TR LG -+ 1”
= 4

Wordt in het algemeen een m-voudige sommatie voorgesteld door
o b o

2, dan kan men met behulp van (3) en (7) voor:

T <1> R <1>
T/ @
schrijven:
=1 fe———
8 ol S : m —_ H!-I-H,—j'[ |
(8) ' L < ) al ’

zoodat krachtens (6):
7 . 1 7 t‘ug i ]
‘ (3

Lieest men in (7) de termen van rechis naar links en stelt men:

) il .._u 1
(I.U) . . . ( ) ’}_ 1 U“ _-;T_]_j.!

dan wordt:
,.,__ nig=p
) l
& ,--11—13"—"!!“

1 i =l |
A=
2 " @ @l £

Algemeen:

1= il
o g1 ..‘5'1"
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1 e <mi—pﬁ:3> 1
-). 'l‘ni 3, — ‘_"
(12). . . . . (L) SO e
waarbij te bedenken :

| 1
{[3) o PELES ot e g (.‘l‘>u= ji(‘u>n )

Nu geeft volgens (6) een m-voudige differentiatie van (10):

P=N rum RI“ w—p |
in —(—1)"m! = ( ) el
D ( ( ) p= 1 W .'L‘“‘ 41 —p T e

of, als men »—p -+ 1 door p vervangt en de grenzen omkeert:

p=n ey
D (1( ) ____1 il Mf' 5 (Ht | iy .I) ) l,, :
p=1 i pmtp

Met behulp van (12) vindt men hiernit:

(14). . . /)w('() fl*“'"' v..m()
x i
.m-—-l
FlLeite i ST ’( )
12 <> ) (w——] :

Volgens den regel van LmmsNirz:

f’*’n’
(16) . . . . . Di(uv) ()mmwu
/J

p=Au

heell men nu:

p—' m—p s l
[ ('m< ) — _l " - ( ) ) l}f Fim—p—1 U( ) -
!;‘-u fﬁ' "*[}"". s
)= ) =1
mw( ) ~(—1n=t "= (1 ) P paty 'u’(l),
p=m—g N—p/ (p—1)! O

of door (14):

/J:r;-"() i g4 P ( I)‘( & )(" " '—I>m'+-‘(|>.
al bt i q @A

pP=n-—q
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Voor m =1 wordt de tweede binominaalcoéfliciéns alleen niet

nul voor p=uu; de formule gaat dan behoorlijk in (14) over.
Uit (14) volgt nog:

] { ) ! _ _]_)m—‘l l
FRIBE = faji — 1 +m—1 ¢x 3
f aiil —1 O (J‘ ,JjJ —_ 1) /) ( (il:)“,

of, als men stelt:

@ . e (D= (D),
bt K *”( ) (f it ]! .__k,l el ks m<1>
&€ (,u,gu—-w ]) gl tm—1 7 ”!

zoodat volgens (18):

(19) LD ]L”'( > o f [{1 (1’1’ - — ]>j('.’“f‘ m(‘l'> '
fj o€ H

Voor =1 gaat deze betrekking wedr in (14) over.

Y 3. AFGELEIDEN VAN CONTANTE WAARDEN VAN KLIMMENDE
HOOGERE ANNUITEITEN.

Onder cen annuiteit van de klasse 7 verstaan wij cen annuiteit,
waarvan de achtereenvolgende uitkeeringen  gelijk  zijn aan de
fignurlijke getallen van de orde s, Wij tellen hierbij de termen,
dic nul zijn, wél med voor het bepalen der rangnummers van de
overige termen, doch kennen er verder geen invloed aan toe. Zoo
heeft een annuiteit van de 9° klasse met een duur van 2 Jaar
termen, die de rangnummers u tot - % hebben.

Laat men in de vroeger ') afgedrukte tabel der fignurlijke ge-
tallen de termen, die nul zijn, geheel weg, en schuift men de
kolommen  zo0 ver mogelijk naar boven, dan krijgt men den

') Hoofdstuk 1I, § 4.

Kriige, Mathem., Worterbuch, I, p. 310, gebrnikt de tabel in dezen vorm
onder , Binomiaalcoéfliciénten”, doch bezigt onder s Figurirte Zahlen” den
driehoelt van j'.\a-r-u.? door verdere invulling der rijen tot een rechthoek
vervormd, (IT, p. 245).
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bekenden driehoek van Pascarn'), waarin nu de correspondeerende
rijen en kolommen, dat wil zeggen getallen op telkens twee lijnen
evenwijdig aan de beide rechthoekzijden en even ver verwijderd
van het hoekpunt van den rechten hoek, gelijk zijn. Gewoonlijk

worden de rechthoekszijden als opstaande zijden geschreven.

I 3 6 10 15
1 4 10 20

1 b 1b
LAt}
|

Annuiteiten van hoogere klasse zijn dus te definieeren als annui-
teifen, waarvan de achtereenvolgende uitkeeringen aangewezen wor-
den door een rij of kolom uit den drichoek van Pascarn. Dat wij
bij het aangeven van het nummer van een term steeds rekening
houden met de plaats, die z1j in de oorspronkelijke opstelling (d.i.
voor de verschuiving) had, geschiedt om het verband te bewaren
met de annuiteiten van hoogere orde?). Hieronder worden annui-

Y Traitéd du triangle arvithmétique. Paris. 1665. Zie ook: Ouevres Complétes
de Blaise Pascal. Tome Troisi¢éme. Paris. Librairie Hachette. 1872, p. 243,
Voor meerdere getalwaarden zie men de boven in den noot aangehaalde
plaatsen bij Kriicer. Volgens de Ene, der Math, Wiss. 1, 2, (p. 1077) komt een

" . : S 40 e ; . -
tafel der binomiaalcoéfficiénten tof (”1 voor in 1. GyLpen. Recueil des

Tables. Stockl., Astron. Iaktt.. 1 (1880).

) Textbook, 1, p. 44, Ten aanzien van [Fa|y werd in een noot van Hoofd-
stukk 2, § 3., de opmerking gemaakt, dat sommatie naar de orde der annui-
teit een annuiteit oplevert, waarvan iedere unitkeering het dubhele is van de
voorafgaande. De oorzaak hiervan is, dat bij de resultecrende annuiteit de
achtereenvolgende uitkeeringen gevormd worden door de sommen van de ge-
tallen, die zich in den driehoek van P’ascarn op de lijnen evenwijdig nan de
hypothenusa bevinden, dat is dus aan de sommen van de binomiaaleoéfliciénten

in de ontwikkeling van (@ - )¢ voor de verschillende waarden van p. De
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teiten verstaan, waarvan de witkeeringen dezelfde grootte hebben
als bij de annuiteiten van hoogere klasse, doch waarbij nu de uit-

keeringen van de groote nul denzelfden rol spelen als de overige

uitkeeringen.

Duidt wen als voren de contante waarde eencr klimmende annuiteit,
wan door /, die eener dalende door /), en onderscheidt men een
annuiteit van een bepaalde klasse van die der correspondeerende

orde door het gebruik van () in plaats van [ ], dan is vooreerst:

=n
(Daimi= = v lpmm—mi,
pi=1
D=
Lahim= = oPtmip=am.
= 1
Door de substitutie:
. 1
L= J_ -I- ae—
l'

volgt hieruit in verband met (8) en (11)
20) . . . . . . pgm (v),,:(l)u),;l' m| »
(20 R e R 7t ()= (L a)s -
Verder is: 1)
L aligomi = v =" (L a)i=n i1 il »

[/} (I]a | — (I*J "E)Jl“:jt 1| ml s
soodat

::)L) ) - . : pitt — 1 (f {,')’;‘ '7[ — I_[ MJ” I JJt-:Wll el s
(23) . . . . (D al mi = [D alizm Tl
Uit (18), (21) en (22) volgt:

e A () e [ e o

ecerste 101 nitkeeringen van een dergelijke annuiteit zijn te vinden bij P. A,
Vioreise, Nouvelles Tables pour les calenls d'Intérets. Paris 1832, p. 19, De
glon

101¢ nitkeering, d.i. 2'* vormt een getal van 31 cijfers,
") Hoofdstuk 11, § 4.
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De boven gevonden vormen (17) en 19) voor de hoogere afge-
leiden van G en K wijzen in verband met (21) en (24) aan, dat
de afgeleiden van (£ a)ij uf en [£aln i op eenvondige wijze samen-
haneen met deze functies zelf. lien dergelijk verband bestaat nict

voor de afeeleiden van (£ @), m| en [D alal -

Volgens (17) en (21) heeft men:

_ Ay e prg=1N o s
(’35)U'Iu”')‘n”“z(_l) Iq!b!hii—r——- <m ,u>< q )““)“‘1'-1*';'

Voor m = 1 wordt (25):
26) . . . . Drag=( iqlv?(la), g1
Derhalve:
Dayy=—v(La)y "),
[)* an = 2 vt (/ @) 8.

Wijkt de rentevoet een klein bedrag /4 af van den rentevoet i,
dan wordt dus de reeks van Tavror (2):

1)
_ r]‘:.aa b= . Ji
e = oy "= " 1p( L Y e
g=10 p_m—q = /}
Voor m = 1 hestaat de tweede som slechts uit den term p == u,
zoodat:
: II_- K
(25 ) I anji+h= X (—uvhN (! rr),“ g1,
q=0

wat met behulp van (22) om te zetten is in de bekende ®) betrek-
king :

(29). v r!,,‘, |- h—u”!—f![[r!J,( - | -| [J’r!lu +218] « .efe.. .

Uit (28) volgt als eerste benadering :

) (M)m is de gebruikelijke schrijfwijze voor (J’u)n| 7.
Y Vel § 1.
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Quli+h=dn — v .k U (t),,‘ :
wat door middel van -

-~ :') | — # V't

: 1
(D0 ) ([a.),‘,}—i(*‘—

i
overgaat In de benaderingsformule :

: an]— n vt t1
({5‘) g el 4 f‘:z--\f-i-h:“ui‘—"i—;_i i

welke in den vorm (29) door Tobnuxtes ‘) op andere wijze is af-
geled, terwijl zij overigens ook rechtstreeks voortvloeit uit de reeks
van Tavior en eenvoudige differentiatic van )

Ter berekening van % kan men voor (31) sehrijven:

i Ap|l — @nia 4 h
B2) . . . . . . p=il i

iy — npn 1

De substitutie w = 2 in (25) geeft:
(83) D22y = (— ) {(g 43 (L)t e — g (B 1)
Derhalve

1 (}”),t_, — !'7{.'3 (/ f.&)”i {|—(/rf),_,l} 3

') Hoofdstuk II, § 4, form. (1a).

°) Textbook, I, p. 110.

') Aldus bij E. Daxiere, AS0Pra un caso particolare di determinazione del
tasso di una rendita certa” in Bollettino della  Associazione Ttaliana per
IIneremento della Seienza degli Attuari, N° 21, Maggio 1909, p- .

De aldaar in een noot cemaakte opmerking: , Naturalmente non solo la

prima, ma tutte le derivate successive dj Fo (i. e. a;7) saranno esprimibili

"
mediante la 7, stessa’, vormde mede de aanleiding tot dit algemeene onder-
zoek naar deze en dergelijke hoogere afgeleiden., De mogelijlkheid, om alle
afgeleiden van g in ayy zelf uit te drukken, blijlkt uit (26) in verband met
de recursieformule (36), en zoo ten aanzien van (Fa), uit (33) en (36). Deze

uitdrukkingen leveren echter niets merkwaardigs op.
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(AT = PR {!ﬁ’; (f a)jaj— 2 (1 a) ;;;} .
Voor m = 2 gaat (27) over in:

q:m

(31) {[(&)]” P = 2 (—— v . ]I\)'I {(q +1 ) (j(p:l,]" goi ==l (1 "5) n| q-+1| ;l 3

l[:l)

waarnit men als eerste benadering vindt:

(83) . . (Ta)ssn—= L —v.2{2(La)n 5 —(La)i|.

May o o s s L Jies . / e = o -
Ter herleiding van de voorkomende grootheden (La)ym voor

ey S N B ‘ a8 e
m > kan men gebruik maken van de recursieformule:

??Il

S, |
?' Zn == 1n —’” il );

(36) . . aimi= o= —

waaruit voor m =3 volgt:

1 .'!ll‘
(La)iya) = (La) — '—; tnralai-
Hierin is volgens (4):

SOl . s f;!%'.i;.'!{:<” _L1>:i£{f|])_

)
Formule (35) wordt nu:

?1', 1 '

2
(la), ,ﬁ:(_fﬂ],,—ﬁ’l‘(”?u—l)n([rﬂ)“. nln-1) 0 f

of :

J/ .
(38) (Ja)iji+n= (Ia)y — = 3(} 4 o) (La)y —n (w4 1) " -4 :

Ter berekening van /2 kan men hiervoor schrijven :

("");"!:,(,'[i")" QD

(39) . . . ﬁzg“—ii"f')(/ff)i;'; s

'y Hoofdstuk IT, § 4, form. (6s), vermenigvuldigd met v,
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De overeenkomst, die deze formule vertoont met (32), zal in
zekeren zin bestaan tusschen alle waarden van 4, die men vindt
door in (27) voor m ook waarden, grooter dan 2 te substitueeren.

Het is dnidelijk, dat men (38) rechtstreeks kan vinden door
middel van de reeks van Tavror en eenvoudige differentiatie
van (faj,.

Ten aanzien van de klimmende annuiteiten van hoogere orde
volgt uit (19) en (24):

D1 (]ﬂ],,,',.,,‘_j ,,4—(*—] ’[ (/ >[-[”Ju» m+r,v-—1|m+q|;

(LH) _/)'J' [ ]{]'-J,,I = {* ]) / fq: ( > [l”];e +ql m +ql -
Hieruit :
D ':I‘LJ-tI — (—— 1) (r] + ]} ! [[u‘»};;f; q+9 s

zoodat:
D [la]y=—2[la]is13,

D[ I} =6 [LaliszT-
De reeks van Tayror wordt:
! Sl ( == g g e
(41) [Lalgmjisn= = (— /H<1+ )[,!wI.;'.'i:'.,-m-:m-
Q=0 /i
Voor m =1 gaat deze betrekking over in (29).
Dezelfde substitutie zet (40) om in:

(].,?,) SR )Y ) :(——-])’-’q![/rtl,_x_,{ q 1

waaruit de bekende ') formule:

qg—1
e e

[’--""]u f_f /—-—]\' i1 o =1

teruggevonden wordt.

') Textbook, I, p. 203.



47
Voor m = 2 geeft (11) als eerste benadering:
(1“) . e [!Vdjm i+h— [Iﬂ},ﬂ —2 % I_.[d‘-—l,, +1[3] »

waartoe men ook onmiddellijk geraakt door in de afgebroken recks

van Tavror te substitneeren:
¢ == - —_— e 1
j) [_[!}’J,—LI A= — n [.j(l—]” +1]m +1 )J

Deze betrekking vindt men door in (40) ¢ =1 ie stellen.

o

Nu volgt uit de recursicformule:

L—l”‘ 7| Iru-**'f it TJN l:l |- 1’ r;a "
RS I P& Y i [Zai 'i tdiml iy

in verband met (37):
o[ Ja e | nln -1 g1
[l e SRy

21

zoodat men voor (43) schrijven kan:

) _ o . ‘
[Lalig i4n=[lali— =} 2 [Talizn—n (e 1) o 1],

it”

. i y/ o
(45)  [LaJijipn="[lalu— % {2 Lalq—n(n—1)o"+11.

Hieruil :
(16) gLl —Lal i+
763 ) I/ —— .
& [Lalm—n(n—1)p"H
§ 4. AFGELEIDEN VAN CONTANTE WAARDEN VAN DALENDE

HOOGERE ANNUITEITEN.

[n het voorafgaande is het mogelijk gebleken om de reeks van
Tayror in  betrekkelijk eenvoudigen vorm te brengen voor de
contante waarden der gewone annuiteit en van de klimmende
annuiteiten van hoogere orde en van hoogere klasse, waaruit dan
bij gegeven contante waarden den onbekenden rentevoet benaderd

kan worden.

) Textbook I, p. 202
*) Hoofdstuk 1T, § 4, form. (13«).
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Bij het zoeken naar eene uitdrukking voor de hoogere afge-
leiden van de contante waarden van dalende annuiteiten van
hoogere orde of van hoogere klasse, die blijkens (20) en (23) in

1 .
verband staan met recksen van gedaante f{™ (ﬁ> » stuiten wij
£ n -

evenwel in (9) op een vorm, waaruit het verband met ﬂ“‘( >

en zijn afgeleiden niet thLL

Men kan hier echter als volgt te werk gaan.
Uit:

(A7) BRI (s il

en (16) volgt:

k=q
D11 a) ,;|—f\‘ ( )ﬁf"" ( )]) (n—ay).
=0

Fen (m — 2)-voudige sommatiec naar » geeft :

k=0

k=g
lﬂ(””)“l m| = = ( ) Di—k ( ) /)] T:,;—ilml_(‘“”)f! '“*1]'

of, volgens de door (1 — 2)-voudige sommalie van (47) te ver-

krijgen formule:

(48) . . . (Da)ym=mFm=tm—(Da)i =1

7

=t
1 (Dﬂ},, == U, :I);[r 1 D <£> = o f(/?) Ii— f(—l> f)"‘(f)(r-),, n—1]»
! =1 \A 2 '

Krachtens (6) komt er:

) - _]\ i fﬁr,' (=1
(49) !)’f(/)a),:m:(T) g Da)in+ “( ) ” IJ’(DH),.UH..

k=0

3

Deze reductieformule zet de afgeleiden van dalende annuiteiten
van de 2% klasse om in de annuiteiten zelf van gelijke klasse en

') Hoofdstuk II, § 4, form. (3a),
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in de afgeleiden van de annuiteiten van lagere klasse. 7ij maakt
Let evenwel niet mogelijk om de reeks van Tavnow voor (Da)y
in eenvoudigen vorm voor te stellen.

Voor m — 1 wordt:
(Dﬂ-)ﬂ m—1 — — ",
daar immers de klasse eener annuifeit niets anders voorstelt dan

het aantal keeren, dat men »* naar 2 heeft gesommeerd. ')
Uit (49) volgt dus:

k=g, _INa—k+1 L E 0N :
G R G

o q =Y y Al
(5{]) 11 An| = ( : ]> ‘(/‘ { ayj— = I sks s H +f 1) S ,r,;}

e =1
Hicruit:

(61). . . . . Dag=— tf(f.z.,.,—u'uwﬂ) ),

Q

; ’
“ e P i (n—+ 1)z !
(-’.lz) T/ ) ay| = ;., P,q,“ — g+l \—_i_)_ o -E—ll r

Voor m =2 geeft (49):

; R _] q k=q(_— \ki—1
Dt (Da)y = ( ;_.> g1 ’(1)“]”! i Ij\" ==} L D¢ o }

of, in verband met (42):

k=gq .
j)(t ( ) q: ! f)u' ,,[ —_— E.l 'f.f"_'jtlrf]m LAl -

Substitutie van (22) geeft:

? k=1

h={
(53} f“(])t! ,,l——-<—> r}'% Ua! —-]— \-‘]ff"(]((),,“ |1!. 3)

') Hoofdstuk II, § 2.
) Men verwarre Day; niet met (Da)j
S =i
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Hierunit volgt met behulp van (22):

1 -
(64) . . . D(]Jm),,;:—E%(,Da);‘-—[[:z]mf,

wat ook onmiddellijk uit (47) of uit een eenvoudige sommatie van
(51) naar 2 voortvloeit.
Door middel van (47) en (30) is voor (54) te schrijven:

; 1P
(65). . . . D(Dajm= - (2 ap) — n ot —2),
Sommatie naar # geeft:

. 1 I

D (]] (I)'”E 3= ;2 32([) @] — ¥ kf )] — /“1.__,1_.7;! E’
of, volgens (48) en (54):

L,.
D (D)3 =— > ; (Da)ma -+ D(Da)y 2,

welke betrekking men ook kan vinden door in (49) g =1 en m = 3
te nemen.

Voor g =2 wordt (53):
2 o A o]
3 (Da)—v(la)g—v . d(La)ys,

¥

of met behulp van (36):

= 2 b = 1 - 4 = | ;)‘

(56)  D*(Da)ii= 35 {2 (D el — v (La)iy 4 (0 + 1) o 2],
Dezelfde formule vindt men ook gemakkelijk door differentiatie

van (55) met in achtneming van (54).
Door middel van (30) en (47) kan men (56) omzetten in:

= 1 5 )
(67) D2 (Da)y = o (1) t2— = (B an—R2notl—y)

welke betrekking ook door rechtstreeksche differentiatie van (55)
ontstaat.
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Daar de hoogere afgeleiden van (2 a)yjm] noch in het algemeene
geval — (49) —, noch voor m =2 — (53) —, een eenvoudige
gedaante verkregen, zullen wij hierbij volstaan met de vermelding
van de eerste benadering voor (Z) a);;.

Volgens (2) en (54) vindt men:

% ]
(658) . . (.Dw),—.;,-.._,,_=(,m.);;—,;§ (D a)n) — [T alnis;

zoodab:

ok (-‘” a)tt\_(})“):d iLh

(59) . . . . . k=i Dot

Daar volgens (23) [Dalym slechts van (Da)ii verschilt wat
het aantal termen, welke geen invloed hebben, aangaat, behoeft
deze grootheid niet afzonderlijkte worden he\pml\en

§ 5. TorrassinG.

Het boven aangehaalde artikel van T. Daniene geeft gelegenheid
om door een voorbeeld aan te toonen, hoezeer het bij de toepas-
sing der benaderingsformules noodig is om in het oog te houden,
dat de uitkomsten der benaderingen des te onnauwkeuriger worden,
naar mate 4 een grootere waarde heeft.

Het ter genoemder plaatse gestelde probleem luidde namelijk
overgezet in de gebruikelijke notatie: de reéele rente » te bepalen
van een reeks van z periodicke uitkeeringen, wanneer de rentevoet
gedurende de eerste v jaren 7, en vervolgens 7, bedraagt.

Men vindt terstond als oplossing :
(6“) s e e e A== Ay --l— ¥ Cp—vy| i,

De schrijver wenscht nu expliciet in 7, 7,, # en v uit te drukken
en stelt daartoe:

r=1- A
De afgebroken reeks van Tavron:
— 1 7 —_—
ﬂn“-f—h» = / l) alfi »

geeft in yerband met (60):
4%
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<
I

ay ] v an=vjt; | ag
= —— i)

D Ay

of door (51):

. Ap—v| — a:.v'——;; iy
(61). . B . o~ ” Af:-ii'l}'t'- = =R,
@y — n vt

Voor de waarden:
1=4,5, 2, =05, =10 en v =4,
wordt gevonden:

h=0,1771.

r—=i 4 h=4,6771.
Nu levert (60) op:
at » = 71,8438,

terwij)l men met behulp van een der aan het slot dezer paragraaf
te noemen tafels ') kan vinden:

10| 4625 == 1,364.3.

ato)475 = 1,5163.
Stellen wij dus:

r=4,625 1%,

en nemen wij aan dat de rentevoet voor symbolen, waar deze niet
afzonderlijk vermeld is, 4,625 bedraagt, dan is:

: @l — dnl
= 4,625 . - nl—— @nls -
Apj— n o™ T

waaruit :

%= 0,05318.

r=41,67818.

') Gebezigd is: V. BagrLocuer. Zinseszins — ete. — Rechnung. Ziirich

1885.
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Neemt men:
r, = 4,678

en stelt men voor een nauwkeuriger benadering:
ry = 4,678 4 £,
- A
dan 1s weér:
ﬂ;,: o Qp|r

F—4,678. — :

anl y— oyt
n| 1, “r,

Men vindt:
arir. — 71,8489 1),

ontl = 0,60477,

I

0,00026
r, — 4,67883.

Maakt men gebruik van het feit, dat de complementaire loga-
rithmen van annuiteiten met gelijken duur, waarvan de rentevoet
telkens met 'J, %% klimt, vrijwel een meetkundige reeks vormen ),
dan vindt men door interpolatie eveneens:

r—=4,6788,
terwijl het resultaat van Daniere luidt:

r=4,6771,

Neemt men aan, dat de waarde », van » volkomen juist is, dan

Y Afzerond op vijf decimalen vindt men 7.84390.

Y Vgl. V. Bagrrocuer, 1 c. p. 25, Tafels van de logarithmen van (1 - i)n
en van de complementaire logarithmen van a,; tegen een rentevoet, die van
1/, °/, tot 69/, telkens met */, ©/, opklimt, zijn in dit boek opgenomen. Zij
zijn ontleend aan: Feoor Thovan, ,Theory of compound interest and annuities,
with logarithmie tables.” London, 1859, (Een Fransche uitgave, vertaald door
Boucnarn, verscheen te Paris in 1878, terwijl er ook een ongedateerde afzon-
derlijke Fransche uitgave der tafels bestaat), De tafels komen verder voor in
W. Inwoon. ,Tables.”” London, 25 th. Edition, 1899, en in H. Cuarrox.
Théorie mathématique des opérations financicres. 20 Edition, Paris 1878.
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bevat de door interpolatie gevonden r een fout 0,0000, terwijl zich
in de 7 van Daniere een fout 0,0012 bevindt.

Hieruit blijkt vooreerst, dat de aangegeven wijze van interpo-
latie der complementaire logarithmen tot zeer bruikbare resultaten
voert; zoodat zij wegens hare beknoptheid de voorkeur boven de
beide andere methoden van berekening verdient, en tevens, dat de
methode van Daxiene, in tegenstelling met de door den schrijver
uitgesproken meening ') zich niet bijzonder voor practische toepas-
sing lcent.

Zi) brengt immers weliswaar de bewerking tot het naslaan van
tafels en tot een weinig omvangrijke berekening terug, %) doch op
een wijze, die slechts weinig eenvoudiger is dan die, waarop enkel-
voudige toepassing der recks van Tavror hetzelfde doet, want de
weg, waarlangs laatstgenocemde methode leidde tot » — 4,67818, 1s
zeker niet veel langer dan die, welke Daniere voerde tot 7 — 4,6771.
Vergeleken met de door voortgezette benadering gevonden waarde
r=4,6783 vindt men als fouten respectievelijk 0,0001 en 0,0012,
z0odat, bij toepassing van de methode van Daniers, de nauwkeu-
righeid in het hier besproken geval geringer is, en, wanneer de
gezochte reéele rente ongeveer midden tusschen twee niet te dicht
bijeen liggende gegeven renten inligt, zelfs véél geringer moet zijn
dan de waarde, die door middel van (60) werd gevonden.

Als tafels van a;) en v", welke dienen kumnen om de rente in
te sluiten tusschen twee grenzen, dic nict verder dan it

eenliggen, komen, behalve de boven in .den noot genoemde VAN
Bakrrocner, TnomaN, INwoop en CHARLON , in aanmerking *):

W. H. Oaxes. Tables of Compound Intrest 1877.

') Lo scopo, come si vede, ¢ modesto, ma ha in compenso un carattere
pratico e di attmalith, L e. p. 2.

*) Aggiungio che la formola, che ora andremo a trovare, & di calcolo
simplicissimo, renducendosi questo in buona parte a letture tabulare, 1. c. p. 2

*) Volledige titels in het overzicht der aangehaalde litteratuur.
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W. M. J. Werker. Die zusammengesetzte Zinsen und Zeitrenten

oder Annuititenrechnung IL. Utrecht und Berlin 1893.

S. Sprrzez. Tabellen fiir die Zinseszinsen und Rentenrechnung.

4¢ Ausgabe 1897.

A. Anxauppau. Tables des intéréts composés, annuités et amor-

i

tissements pour les taux variant de dixiemes en dixiemes. Pans,
Giauthier— Villars 1906. ')

Is men bij de bepaling van r uit:
ay) =k
teyreden met gewone interpolatie tusschen de bovengenoemde gren-

zen, dan kan met vrucht gebrnik maken van:

W. II. Oakps. Tables for finding the Intermediate Rates of

Interest in an Annuity—Certain, 1887.

Men past als gewoonlijk toe de interpolatieformule:

. . oy Ol p— Qyli
r—=—t—0—4) ————-,
An|ry = Oyl
De tafel is ingericht voor ¢ — i, == 0,125, Zij geeft de waarden
Al @y en van:
0,125

@i, — @nji

van ¢ = %[, %/, door opklimming met '/y %, tot i = 10 i

Y Vgl Dr. J. P. Janse. Boekbeschouwing. Avchief Verz, W. IX, p. 70,
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HOOFDSTUK IV.

KOERS EN RENTE.
§ 1. De (GRONDVERGELIJKINGEN,

In Hoofdstuk T is opgemerkt, dat het umit het oog verliezen van
den gemeenschappelijken basis der politicke rekenkunde als leer der
verandering van geldswaarden aanleiding kan zijn tot het inslaan
van omwegen bij het oplossen van sommige vraagstukken, en werd
in verband daarmee gewezen op hel arlikel, getiteld ,,Het bepalen
der reéele rente van effecten”, door Dr. B. Tunksma.') De
bedoelde kwestie wordt aldaar behandeld met behulp van differentie-
vergelijkingen, terwijl de op grond van de overcenkomst met de
hepaling der reserve uit de verzekeringswiskunde te verwachten lager-
algebraische oplossing niet alleen mogelijk, maar wegens hare kort-
heid ook verkieselijk zal blijken. Voor een critiek van de wijze,
waarop de oplossing door Dr. Turksya is uitgevoerd, wordt ver-
wezen naar mijn reeds vroeger verschenen artikel ,, Koers en Rente™ ?).
De oplossingen zullen thans in § 2 gegeven worden, zooals z1j in
verband met de in laatstgenoemd artikel gemaakie opmerkingen komen
te luiden, terwijl in § 3 de in § 2 besproken differentie-vergelijkingen
op andere wijze worden behandeld. In § 4 volgt dan de lager-alge-

Yy Archief Verz. W. VIIIL, (1906), p. 1.

) Archief Verz. W, XI, (1910), p. 330. Aldaar was ten aanzien van s en s de
universeele notatie gevolgd. (Vgl. noot op p.338.) Bedoelde critick is hier ver-
vallen, terwijl het artikel werd omgewerkt en uitgebreid.
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braische oplossing van de gestelde kwestic, terwijl het hoofdstuk met
een in § 5 uitgewerkt voorbeeld wordt besloten.

Onder de reéele rente » van een leening, gesloten tegen  een
rentevoet 7, verstaal men den rentevoet, waarnaar eene i pari uitge-
geven en & pari aflosbare leening van hetzelfde bedrag gesloten had
moeten worden, zéddanig, dat de naar dien rentevoet » gedisconteerde
waarde van rente en aflossingen der tweede leening gelijk zijn aan de
eveneens naar » gedisconteerde waarde van rente en aflossingen der
eerste leening, vermeerderd of verminderd met de contante waarde
/an de winst of het verlies, aan de koers van uitgifte of aan de
aflossing verbonden.

Het bepalen van de reéele rente bij gegeven wijze van aflossing
en koers van uitgifte is te beschouwen als een bijzonder geval van
de vraag naar het algemeen verband tusschen bij elkaar hehoorenden
koers en reéelen rentevoet, daar men zich de vergelijkingen, welke
dit. verband uitdrukken, in beginsel zoowel naar den koers als naar
den rentevoet opgelost kan denken. Bij nadere beschouwing blijkt
zich echter de vorm der vergelijkingen tegen een explicicte oplossing
naar 7 te verzetten, terwijl oplossing naar den koers steeds mogelijk
1s. Men vindt nu, zooals nader zal worden aangetoond, ') voor den
koers @ wuitdrukkingen welke, hehalve constanten of een factor r,
slechts rentefuncties bevatten, waarvan de waarde voor diverse groot-
ten van r en z in tafels vereenigd zijn.?) ZdéGdoende kan de ge-
zochte grootheid 7 ingesloten worden tusschen twee waarden 7 en
ry, waarvoor geldt:

-U,\'I < & ':/

 Zr,.

ierin is @ de gegeven koers, terwijl ., en @, de waarden voor-
stellen welke de uitdrukking =z aanneemt, wanneer daarin » respec-
tievelijk door 7, en 7, wordt vervangen. Op de in Hoofdstuk 111
aangegeven wijze kan nu, hetzij door interpolatie, hetzij door toe-
passing van de recks van Tavror, een waarde van » benaderd worden,

Het bepalen van de reéele rente bij een gegeven koers wordt op
deze wijze in hoofdzaak gereduceerd tot het bepalen van den koers

") Zie de formules (31), (32) en (33) in § 5 van dit Hoofdstuk,
*) Vgl. Hoofdstuk IIT, § 5 en Hoofdstuk VIT.
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)

bij een gegeven reéelen rentevoet, zoodat wij ons alleen met dit
laatste vraagstuk zullen bezig houden.

Onder den koers # van een bedrag a, dat nog gedurende z jaar
moet uitstaan tegen een reéelen rentevoet » en ecn nominalen rente-
voel 4, verstaan wij de maar r gedisconteerde contante waarde van
al hetgeen per nominale eenheid van het bedrag aan rente en aflos-
sing zal worden ontvangen.

Noemt men de aflossing per eenheid in het 2° jaar na het tijd-
stip der koersbepaling U, en de rente per eenheid 7,,, dan
wordt het verband tusschen koers en rente weergegeven door de

vergelijking :

el U i Lo
(1)) SR SR SR J,_IH-;'I (L rjm
Hierhij i1s ondersteld, dat het einde van een periode van rente-
betaling, waarvoor wij één jaar nemen, samenyalt met het tijdstip
der koersbepaling. ')
Wil men rekenen met den tijd 4, die nog verloopen moet aleer
de leening in haar geheel is afgelost, dan moet men schrijven:

i q :” A,U”“')' -1 "‘" l_r_:f;_r,l +1

X — 2

q=1 (1 -+ ) :
of, als men z— ¢ |- 1 door ¢ vervangt, d.w.z. de termen der reeks
in omgekeerde volgorde leest:

g=n b’rr glé l-f

p—= 3 ol iea ] BeC Y PER
g=1 (1 -2+t
Uy en Iy stellen dan voor de bedragen, welke per nominale een-
heid van het nog uitstaand bedrag respectievelijk aan aflossing en
rente zullen worden betaald aan het einde van het jaar, waarvan het
begin ¢ jaar verwijderd is van het tijdstip der lnatste aflossing. De
bedragen der laatste aflossing en rentebetaling worden in dit geval
aangeduid door U, en 7, in het eerste door U, en /.

") Formule (1) komt in eenigszins anderen vorm vidér in het aangehaalde

artikel van Dr. Tuonksya, doch wordt aldaar voor het gebruik in de meeste

0

gevallen ongeschikt geoordeeld (p. 3 en 4).
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Bij de lager-algebraische oplossing der gestelde kwestie wordt in
hoofdzaak alleen de eerste wijze van tijdsaanduiding gebezigd , zoodat
dan ook daarvoor formule (1) als de grondvergelijking is te be-
schouwen. De tweede wijze van tijlsaanduiding wordt toegepast bij
de oplossing door middel van differentie-vergelijkingen. De resultaten
worden in beide gevallen dezelfde, omdat de oplossingen slechis

functies zijn van den totalen duur z.

De grondvorm der differentie-vergelijkingen wordt als volgt afeeleid.

Laat op een tijdstip, » jaar véér de laatste aflossing, het uitstaand
bedrag 1 en de koers F(z) wezen, dan is de waarde van het uit-
staand bedrag evencens #(z). Daar na één jaar een reéele rente r
gemaakt 1s, groeit deze waarde in dien tijd van #() aan tot (1 - 7).
£(m). D¢ nominale rente bedraagt i, terwijl de grootte van het
uitgelote bedrag gelijk is aan de uitlotingskans van dat jaar, welke
wij door u, zullen voorstellen. Het bedrag, dat na de uitloting

o
nog uitstaat, is 1-—wu,, terwijl de waarde daarvan wordt aange-

&

geven door:

(L

Gelijkstelling der waarden aan het einde van het juar levert op:

@) . .. (L+7) Fa)=1s+u, + (1 —u,) Fln—1).

wn) F(n— 1).

De oplossing der grondvergelijkingen zal worden gegeven voor
12

drie leeningstypen, welke wij met de letters «, 3 en o asnduiden,

en wel:

z. Leeningen, die ineens in haar geheel worden afgelost.

(3. Leeningen, waarvan door uitloting telkens een gelijk gedeelte
van het oorspronkelijk bedrag wordt afgelost.

. Annuiteits-leeningen met interest ¢, waarvan de aflossingen
gelijk zijn aan dic van een annuiteits-leening met interest p, terwijl
de reéele rente » bedraagt.

Gelijkstelling van 2 en p geeft de gewone annuiteits-leening, welke
wij o zullen noemen, terwijl eindelijk ook nog p en » aan elkaar
gelijk gesteld kunnen worden.
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$ 2. OPLOSSING DER DIFFERENTIE-VERGELIJKINGEN.
In de grondvergelijking:
2). . . Q47 Fu)y=i4 v+ (1— uy) Fln—1)

heeft (o) als koers van cen contant betaalbaar bedrag de waarde

1; voor alle leeningstypen is de uitlotingskans 2, m het jaar van

de laatste uitloting eveneens 1, zoodat steeds geldt:

N . 1+

(3 RPN TR ff(l)=-1-—_|_—?'.
Tot (3) kan men ook onafhankelijk van (2) besluiten door op te

merken, dat Z(1) de waarde moet voorstellen van de eenheid, die

gedurende één jaar naar 7 wordt opgerent en vervolgens naar » wordt

gedisconteerd.

Om uit (2) den constanten term te verwijderen stelt men:

. ........He)=/fn)dC,

en kiest € zdddanig, dat in de nieuwe vergelijking de som der con-
stanten nul wordt, Men vindt:

Fn) moet dan opgelost worden met behulp van:

7

B) - oo HR) =)+,

?

6). . (1+rj)./'@):(i—u,,)‘/'(,;_u+.,,,,(1. )

144 2
147
Leeningstype o

De aflossing vindt in haar geheel plaats aan het einde van het
jaar, waarvan het begin 1 jaar van het afloopen der leening ver-

wijderd is, zoodat:
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#, =0 voor »>1,
%y =1 voor n=1.

Yoor z >1 wordt (6):

8. - - ... Q47 fe)=fln—1).

Voor =1 geldt (7).
De algemeene oplossing van (8) is:

Uit (7) volgt dan:

w3 )

O o o o e MF{+O“DU$W'

Leeningstype [3.

=l ¥

Daar ieder jaar een gelijk gedeelte van het oorspronkelijke bedrag

wordt afgelost, heeft men voor alle voorkomende waarden van u:

1

Uy == —

%

Formule (6) wordt na vermenigvuldiging met 2:
2 (1-417)flny=(@m—1)fln—1)+1— <
=

. ] o :
len einde deze vergelijking om te zetten in een met constante

coeflicienten stelt men:
nf1) = ¢ (),
10) . ... QDA =0n—1)+1—".
Uit (7) volgt:

(7111 IR mnzlfzmi.



Voor:

d(n)=C

CZEO—J).
7 7

De algemeene oplossing van (10) zonder constanten is:

vindt men wit (10):

C
o) =

De algemeene oplossing van (10) wordt:

Uit (11) volgt:

1
. _1 ) (_]__l_ J,)u
/(”)_w-(l_r) r
Sl L
2 AP ——-i:l £ ) __i. A (].—i_)')”
(]N) ™ ,(”) Ly v ‘_ 7 ] '.") 7

Leeningstype .

Is de aflossing gelijk aan die van een annuiteits-leening met den
interest p, dan moet de uitlotingskans afzonderlijk worden bepaald.

Daar bij een annuiteits-leening de vrijgevallen rente van iedere
voorafeaande aflossing gebezigd wordt voor de daaropvolgende aflos-
sing, vormen de aflossingen een meetkundige recks met de reden
1 -}-p. Is voor een zeker juar, waarvan het begin z jaar verwijderd
is van de laatste aflossing, de unifstaande schuld £, dan is de aflos-

sing voor dat jaar fw,, de overblijvende schuld (1 —,) en de
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aflossing voor het volgende jaar (1 — u,)u,_1 Na deeling door £
heeft men duos:

(13)... . . o o (L= ) wn—1=(1 -+ p)u,.

Deeling door #, #, —4 en substitutie van:

1 ;

o = f(a)
geeft:
(14) . . . . . fl)— A +pfla—1)=1.

Voor:

fn)=c
wordt:

Pt

7

18 :
S) = 0, (1 +p)".

De algemeene oplossing van (14) wordt:

k 1
fl)=C, (1 4+ p) — A
en van (13):
1
Up = = 1
G (14 pn—=
i
Uit s
%, =1
volgt dan:
1
=
P
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Substitutie in (6) geeft:
(L) = [ 1 u+mm—]f“—”+
(1 -l— r—1 (l )

—— ln—1)

i)

: (j—))n,___l (] _!__]J)u -1 __
e e

( F/J)H
0+ ) /w) = Q(n),

dan wordt:

19 - A+nok—eb—1= Lo (-2

Uit (7) en (15) volgt:

o= 2 [Af_ i

De algemeene oplossing der vergelijking zonder tweede lid is:

Q(n) = (0

lien oplossing der geheele vergelijking is:

,
(L pyt
Door substitutie in (16) blijkt:

Bln) =

ek — pr — i) -
s ?.(}- i /})
zoodat :

D(n) = ?}({..:, ’) _ ‘li Iy {‘rz
== Tk T

Met behulp van de waarde van (1) vindt men hiernit:

() |
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pr—ai

(6 —

L |
=g,

D(# :j?(r—_il dp=li™) SRl
o =So=p o —arrl

S {f: = ,3 (12{}5»?’2:7 K] —{ JL)D in (1 (] i ;,)if)] ‘

De algemeene oplossing van (2) voor leeningstype 3 wordt dus

aangegeven door:

(17) :

" 7 2 1 P 1 1

)= 4+(1—2)— | — 22— ()~
() 7 5 r/r—p| 1 1 (L) P

I

Leeningstype 3.
Door p gelijk aan i te stellen vindt men uit (17) als algemeene
oplossing van (2) voor leeningstype o :
_ 1 1
BV o L (e,
(18) o s Ha)— : -,

7 i

Vergelijking (6) kan altijd op algemeene wijze worden behandeld,
wanneer slechts het quotient van telkens 2 achtercenvolgende aflos-

A

singen constant is. Stelt men namelijk voor de aflossingen:

U;H—'l = /': U’J“,J

dan geldt voor de uitlotingskans:

== Un - 1 Y 1
n— n T — -T*
:'.. Un(- “31 /f”! AT 1 ,
1 0
]_ e = ”” Z:ﬂ- —-'1 — 1 ];7
19). . . .. —mmm=—— = \
( ) i A — ] Ay

Nu wordt (6) na deeling door %" u,:
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(nf_lmm La, +50-5,

i, W e AL

of, in verband met (19):

u+)A& le%4+~<] )

Stel :
/M

L g )

dan wordt:
@M...(L+)w@m¢n—4ﬁm—<hug

Uit (7) volgt :

A= : [ii; :]

De algemeene oplossing der vergelijking zonder tweede 1id is-:

(”I__
T‘L (ﬂ') — (1 _|_ 7.)11'

Len bijzondere oplossing van (20) is:

(T
"Ib (”) /H )
waarin €, bepaald wordt door:

L+nC—koy=1—2

r

?

Ty s
Pl r—a)
De algemeene oplossing van (20) wordt:
C, r—1
YOSt e =

Hiernit met behulp van de gevonden waarde van @ (1):



F—1

¢, =——

. r(l +r—%)°
Al = 1 1 ]
D= e = || 7 L+ el

De aleemeene oplossing van (2) wordt:
g 1 g

7 —1

D (4] — — S—
o), = [ e ] s

Voor fype «, waarbij geen uitlotingen plaats vinden, is £ als
verhouding van twee grootheden met de waarde nul onbepaald, en
geldt de vergelijking dus niet.

Voor type 3 zetten de substituticn:
fri= 1l T —

het resultaat (21) om in (12), terwijl (21) voor de bij type o be-
hoorende substituties:

=151 = —P

overgaat in (17).

Wij hebben hier het geval, dat het quotient van twee aflossingen
gelijk was aan een rentevoet p, vermeerderd met de eenheid, be-
schouwd als een bijzonder type van het geval, dat dit quotient
gelijk was aan een willekeurige constante /4. Uit een formeel oogpunt
zijn echter heide gevallen volkomen aan elkaar gelijk, daar men

voor iedere constante £ stellen mag:

=A==

mits men p hierin niet uitsluitend als een rentevoet, die uit den aard
der zaak steeds positief en niet zeer groot is, maar als een wille-

keurige constante beschouwt. Men kan ook zeggen dat van iedere
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annuiteifs-leening, waarvan het quotient van telkens twee opeen-
volgende aflossingen gelijk is aan een constante £, deze aflossingen
gelijk zijn aan die van een anuuiteits-leening met den rentevoet
k#—1 = p, mits men hierbij in het oog houdt dat deze rentevoet alle
positieve en negatieve waarden mag hebben en ook nul kan zijn.
266 beschouwd is niet alleen leeningstype 3, maar ook type £2

cen bijzonder geval van type p, namelijk het geval:
p=0.

Voor deze waarde van p ziet men dan ook ten aanzien van (21)
door toepassing van den regel van Boryourrt de bovenstaande bij
type » behoorende substituties overgaan in die van type 8, terwijl
dezelfde bewerking de oplossing (17) van lype » omzet in de op-
lossing (12) van type 2.

§ 3. DB DIFFERENTIE-VERGELIJKINGEN ALS RECURSIDFORMULES

BESCHOUWD,

Men kan de in de vorige paragrafen voorkomende differentie-
vergelijkingen ook oplossen door deze als recursie-formules te he-

schouwen. De oplossingen krijeen dan een eenioszins andere gedaante.
te ] D ' | b

Leeningstype .

Door invoering van de gebruikelijke notatie:

1
=
147
gaat de grondvergelijking :
@) ... Q4 Fn)=i+ u,+ (L — w,) £ — 1)

voor type @ na vermenigvuldiging met » over in:
1n) = iv -} v Fln — 1).

Vervangt men hierin 2 door % —1, vermenigvuldigt men dan
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opnieuw met » en past men deze bewerking bij herhaling op het
komende resultaat toe, dan vindt men:

v F(n—1)=1i0*} 0> Fa—2),
v Fln— 2) = i v* 4 v® Fln— 3),
' —m) =i ot gt Bl gy 1),
V=2 F(R) =z o"—1 4 =1 F1).
Telt men deze 2—1 vergelijkingen op bij de uit (3) volgende
betrekking
"1 (1) =z " o,

dan komt er:

7
(22) . -y . . = . )_'f‘(;?g) —_ 1.1“" g}_ f "\: ,v'ut_

1

Leeningstype 3.
Voor type 2 wordt de grondyergelijking (2) na vermenigvuldi-
ging met zv:

nFmn)=nivt+v-}vn—1)Flun—1).
Op de voor type » aangegeven wijze vindt men:

o —1) Flo—1) = (n — 1) 7 02 | 0% + v® (0 — 2) Fln — 2),
v} (n—2) Fln — 2) = (n — 2) s v® - ° + 0 (n — 8) F(n—8),
0" (n— i) Fln—m) = (n—m)ivm+14 pm+1 "M —m—1)F(n—m—1),
AR A = D 4 pr—1 7(1).

Telt men deze #—1 vergelijkingen ‘op bij de uit (3) volgende

betrekking :
pit -1 j.ur(l) — ?,.‘ii'” + ‘pn,
dan komt er:
m=n

n
n W) =i = (n—m A1) oS om,
1

m=1

} ] it & 3 m : it
@3). .. Fw——[Zo"+i = —mf1om |

7 1 m=1
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7
Leeningstype .

De uitlotingskans #, wordt hier bepaald door:

1
(ZL) sl DR RS == 7o)’
terwijl :
(14). . . . . f(W=(14p)f(n—1)+ 1.

Nu wordt als boven:

L +pfle—1)=00+p)"f(2—2)+ 0 +p),
A+p)?f (e —2) =0+ pf (r—3)+ (1 +p)?,
L+=p"f (e —m)= (1 +p)"f (n—m—1) 4 (1 4 p)™,
A+ p =2 R)= 1 +p" =1 /(1) + A 4-p)" 2.

Telt men deze »—1 vergelijkingen op bij de uit (24) volgende
betrekking :

(A4 =1 /() =1 +pp 1,

dan komt er:

=1 —1
f =" 0+,

o 1
(25) St =
= (14pm

1mo=0

Voor type p gaat de grondvergelijking (2), wanneer men daarin
kortheidshalve de uitlotingskans voorloopig #, blijft noemen en op
grond van § 2 onderstelt, dat voldaan wordf aan:

(19) l—wn £ 1ty
A U . . . . . 3

Un M —1 My —1
over in:

{((I,{) — (] —+- -? ) ._|_. n l: {{_Ji _If‘(;ij{ —_— l) ~
w" Un

Up

Stel :



Zia)

Un

I

L‘P(W’) 3

dan 1s:

(26). P(1) = F(l) — (1 =
@(w-)=u(l+;)+vﬁr@(w—n,
vz:qa(ﬁ—l)zm;(l+%H)+v Ro(n—2),

212 (n—2) — o° 4 l*h,,,_)“”" (n—3),
ok @ — m) = o+ (1 L ) gkt g (y— 1),

W —1n

.pi(-—-:i A,n—;’ (p(z) e .b.n—i i.u—'.!(] + ;%) _}_, ph -1 ];”"‘1 @(l) .

Telt men deze # ——1 vergelijkingen op bij de uit (26) volgende

pr—1 ’]ufl L;) L).__ P ,;:—l(] Hl.)

betrekking :

dan komt er:

m=mn A
®(?1) = X it pm (1 1o : ),
k =1 bty —m -1
u, M=n
(,37) m o, jr’(;,:_) L 2 ‘J* >
=1 2y — 1 +1

Boven is opgemerkt, dat men type 3 beschouwen mag als het
bijzonder geval van type ¢, waarvoor:

p=0.

Men ziet dan ook voor deze conditic (27) terstond in (23) over-

gaan, daar:

Lim w, — —, Lim b= 1.
p=10 7 =10
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" + )n—m—f—l___l !,—’:‘!l—i—].

- vr

Lim — = Lum — o BT —
p=0UUn—m-+1 p=0 ( aF 4 &

Voor:

E=1-+p
wordt (27):

l ]. ?Hz?l l —l—}) o
(25) 4 ‘[{("ig) Zm:n T : (] —-I— )u—i—-i =1 ]L +1>

(1+p)
[l%ﬂi(l%—p)”—“““i——l}.

=l
P

—

SEedlarines Tl el
(I pytim=1 Lk) 1w[ﬂ+ﬂ“ u+nj

—t

1 nm = 1 min
= [’)' ) St P 1) 2z “;*1—— :| .
7 “—j” m =1 (1 + ,i.)m =1 ( _Iu )nt

(28) wordt: ')

) _I_ 'Hl.-\_—‘ i L - I
LIt f—ﬂw4ﬂﬁmm[h T

m=mnm ] m=n

P et L DY 7] ]
m=1(] g|,};]”’- m=1 (l ﬁ|" 'r);ai ‘

+ 4

LAGER-ALGEBRAISCHE OPLOSSING DER GRONDVERGELIJKINGEN.

Wij gaan thans over tot de lager-algebraische afleiding van de
bijzondere uitdrukkingen, die het verband tusschen koers en reéele
rente weergeven. Het is hierbij eenvoudiger om den tijd te rekenen
vanaf het oogenblik der koersbepaling, zoodat het jaar der laatste
uitkeering wordt aangegeven door .

[n de in § 1 besproken formule:

m =1
Um "} "

() L e SRR IU_m—I(l—I_")m,

stelle men

') De schrijfwijze houdt verband met de later in te voeren universeele

notatie.



74
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S 18 dan het bedrag, waarover in het m® jaar na het tijdstip
kocrshepaling, rente wordt betaald.
Noem de contante waarde der aflossingen 7/, en de contante

waarde van de bedragen, waarover rentc wordt uitgekeerd, K, dan is:

m=n Urm
H= > ’

nt—fl ( + )“'

m=n J’
K= = —°

m:I +T

terwijl (1) overgaat in:
(B1) i 5 L gL r=1H-41iK.

Geschieden opre nting en disconteering over denzelfden tjd tegen
denzelfden rentevoet, dan heffen zij elkander op; derhalve blijft dan
de contante waarde van cen nominaal uitstaand bedrag ter grootte
één onveranderd &, onverschillig hoe de toekomstige aflossing plaats
vinden moge.

Hiernit volgt:

(84)3) R A == e
Eliminatie van // of X tusschen (31) en (34) geeft:
i
(82)0 N 1__ i,
; ,',.

83). . .. ... 2=14@G—nK

Leeningstype .

Hier is:
Un=0 voor m <mn,

Upn=1 voor m = 7,

') Een uitvoerige verificatie dezer vergelijking is te vinden bij C. L. Lanonri:
pHet afdoen van schuld door periodicke betalingen”. Archief Verz. W. VI.
(1903.) p. 270



mH

Im = J~1

1
H=——+—= A3,

1 -4 )"
m=n ]

—_ ¥y —
=1 (]— —I_ 'r}m

X = apn],
(S12) SRR x = A1 ¢ an],

z 7
55 e L= 1"},',. 3
(822, . - o .. a==+( *) i
832). . . . . . . @a=1-+40GE—r)aq

Leeningstype [3.

A
%
1. = w— -} 1
e W 2
]. me= l ]
[[: _— 1‘ CORNRS 1 -
=1 (J_ 7{» )i = Ayl
- ] m=n ol 15 1
T 53 | o

=1 (1 —I— '.'")'” 13
De waarde:
.l
K = — (Da)y
n
volgt onmiddellijk uit de overweging, dat A de contante waarde
voorstelt van een recks bedragen, welke met 1 begint en vervolgens

1
steeds met — afneemt.
22

(S112) P P [‘t;rﬁi(lhf)m]‘
i

) ‘:Z._._]. (!_’) :
(:}u{a)- T R S & = , % - f?.“h

159
(833). . . . . . @=1+=(i—r)(Dam
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Leeningstype .

De uitlotingskans #, voor eenig jaar z wordt, onverschillig of
men den tijd # rekent vanaf het oogenblik der koersbepaling of wel
tot aan het tijdstip van de laatste uitloting , als \-'(:r]muding van
het in het #° jaar uit te loten bedrag tot dat, hetwelk dan nog
totaal moet worden uitgeloot, bepaald door:

Ul't-
(35] e Uy — ;T”: 7 .
z Uy
m=1

Daar nu bij iedere aflossing de rente van de vorige aflossing voor
Schn[ddelging gebezigd wordt, vormen de achtereenvolgende aflos-

singen een mectkundige recks met de reden 1 -+ p, zoodat:

M= n=n—1
E U'”; —_ n ‘\—: (I +p)’“3
m=1 m=0
_ 1
(o — m=t—1 -

= (1)
m=>0

Vergelijking vau de afleiding dezer formule met die uit § 3 of
met die der overcenkomstige betrckking :

)
L i o

W =1
uib § 2 doet zien, dat ook hier de lager-algebraische behandeling
de eenvondigste is.

Door gebruik te maken van de in Hoofdstuk LI ingevoerde notatie:

m=mn-—1

= = (140,

m=0
kan men voor (25) schrijven:

1
e

il )
8 |

waarbij het accent aanduidt, dat het symbool betrekking heeft op
den rentevoet .
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De bepaling van #, kan ook als volgt ceschieden :

Daar bij cen gegeven wijze van aflossing de uitlotingskans niet
van de grootte der schuld afhangt, kan men aannemen, dat het nog
nitstaand bedrag voor een gegeven tijdstip # jaar véor de laatste
aflossing één is, zoodat:

m=n

> Un=1.

m=1
Hierdoor gaat (35) over in:
Uy — Un.

Tot delging der schuld is nu aan rente en aflossing noodig een
L= o o)
jaarlijksche betaling van:
]
=/ n ey
@ q|
waarbij het accent weer duidt op den rentevoet p. Daar de schuld 1 1s,

bedraagt de rente in het #° jaar p, zoodat men voor de aflossing vindt:

. ]V
(36 N R [/ == s s
7|
en ook :
1
Un— ——F,
ﬂu|

wat men gemakkelijk omzet in den boven gevonden vorm:

1
Un = 7_»
S|
€1l 111
1 1

o (U2

Wij geven hier de bepaling der uitlotingskansen ter vergelijking

Uy =

met de wijze van afleiding unit de §§ 2 en 3; de kennis daarvan is
echter voor de lager-algebraische afleiding van den koers, dat is dus

van de uitdrukkingen 7/ en A geheel overbodig.

Rekent men den tijd vanaf het oogenblik der koersbepaling,
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dan kan men, daar het eerste jaar na de koershepaling gelijk is
aan het #° jaar voor de laatste atlossing, inplaats van (36) schrijven:
1
UJ — 11

a' 7

1
U———l—-—

o (L

Daar de achtereenvolgende aflossingen een mectkundige reeks vor-
men met de reden 1 - p, wordt:

1
Um= ~ (]_ ._l_. 7’)”1—”_1.
a7
Mm=n U
[I: > t )
m=1 (1 + )’Pl
B 1 =i 2| ._!_/j "
57 SRR/ S L WIS =L 2T )
( ) I ﬂlnl(l—?))“-i-‘im—*l 1+?-

T e

(88). . . . ... mg= L Au—d5

aw p—r ’
a 1 anl
39). . . ... H=. ,|:7- — i
r—pn a5
qg=mn ", 1 qg=mn
Jm: b L"q: 2 (1" p)'[_"_i
q=im @ n| qg=m
}L' :m i 7 J’m

m=1 (L 4 )’

] 1 m=un 1 f1= -
]\’.’:,— :: [—7._; ([__“_1]-
anlm=1 LLLF 7, 2, (1 + p)

Men kan aantoonen:
m=n 1 qg=n y
> e e > q - — e
[,1 mgmTT (I +p) ]
m=1 i )" g=m

=it ‘: l m= ( j")”'J
— ¥ ——
q= 1 ( _I_' 1 i ?H,—‘l J +

zoodat in verband met (37):
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n

g JE= 2 T

A, U ) e T S R
(40) :
mits men daarbij bedenkt, dat de factor:
,1_
e

in 2/ als constant beschouwd moet worden %)

Uit (38) en (40) volgt:

m=mn m=n_
> z'f,ﬂ_ >2 .'1,,]
> 1 =1 m=1
=t — e 3
@ g 7l ==
- 1 {y | oy
B o G o ol e i = 3
am] p=—1
1 an
s P R
iy L

De uitdrukkingen voor A en A kunnen in plaats van op de
hier gevolgde rechtstrecksche methode op veel korlere wijze door

climinatie worden gevonden.
Voor type y zijn de aflossingen, en dus ook de bedragen, waar-

Y Type y ging voor:
p=20

over in type £. Nu is:
S 1
Lim — = —.
p=0 & ;'l "
Voor type £ moet dus (40) ook doorgaan, wanneer men den factor — in
n

il als constante beschouwt. Wij vonden dan ook:
1

ffF— — s T
n

1 1 m=n
(DG)?_*-]: — T G5,

K=
=1

n
Bij type « is er geen constante factor en geldt (40) zonder meer:

j£r—. A;I',
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over rente wordt uitgekeerd, gelijk aan de correspondeerende groot-
heden van een annuiteitsleening met een rentevoet 2

Daar de koers der leening volgens de in § 1 gegeven definitie
niet van de grootte van het nog uitstaand bedrag afhangt, kan dit
voor het oogenblik der koershepaling op én gesteld worden. Fen
dergelijke leening kan worden afbetaald door een jaarlijksche be-
taling van:

1

PR
a |

waarbij het accent weer aanduidt, dat de gebezigde rentevoet JABER
De contante waarde dezer betalingen, gedisconteerd naar den rente-
voet r, wordt vanzelf weergegeven door:

(4.5} IS A e
an
Volgens (31) is ook:
o =IH+ p K,
zoodat :

H =2l

& i
Wij vonden reeds:
(31') ettt e Ta e s e e ainintbn e j]—{—7]1:~1_
Eliminatie van K of van /7 tusschen de laatste twee vergelij-

kingen leidt onmiddellijk tot de uitdrukkingen (39) en (42) voor
f en K.

De nitdrukkingen voor den koers worden:

(jlr\/) P = L ["/’,Hl_—_'ﬁ ‘/{HJ _{_ ?. {fr{nl — (f“‘:I
L L S o S s Bl T

=] =

20, -—_—!——<l__’> ]_<‘E‘_._ )
(2290) 8 ot 2 r ] r/S r—p ?ﬂ'f’n ’

(835). . .. ... e (J '”l

r—np
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Leeningstype 0.

Door de substitutie:
= 7
gaat (83y) terstond over in:
t
(44). . 2 o o e =k,
a n|
waarhij het dubbele accent op den rentevoet 7 duidt.

De afleiding van (44) kan ook op dezelfde wijze plaats vinden
als boven bij (43) is geschied. Wij wijzen er op, dat (44) dezelfde
formule is als (18) van § 2 en komen verder op leeningstype 3
niel terng.

Men kan bij type 3 ook nog substitueeren:

p=r.
Nu 1s:
0 Ay wody
ot 0,;,. =3/ "Ill+|\5
D =i m=n
aa
AR e ey o
(!'))' R s dr —1 ‘\—’1""""" ""ui\i"!’(!!{)uj.
1] ==

Door toepassing van den regel van Bernournr vindt men dan

it (38) en (41):

Lim ]1:@*”: ,'” !
= G i
Lim K = v (1”']'” = (E)E

g an i

/1 volgt ook uit de overweging, dat de aflossingen een meetkun-
dige reeks vormen met de reden 1 -}~ 7, zoodat hun contante waarden

allen gelijk zijn aan die der cerste aflossing, dat is aan:

De som der confante waarden is dus vanzelf .
"‘H‘
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Voor den koers der leening vindt men:

1 .
(19 . . o .. o= i,
] 7 7 u
(S0 ) R — -r'!_ [l—j}a:
: 1 8)]
(33¢) . . . . ... . a=14 (f*ﬁ")(s)
'-'Hl

Wij merken nog op, dat men in (45) een middel heeft tot af-
leiding der formule voor (Za)yj. De differentiatie kan nameljk ook
aldus worden uitgevoerd:

d ay] 0 A;i—1 1
¢ J—l__-—._- d Ayj T foi (”";[|_’” A-”—T_[—)_

or or r r
o : . Ay .,
Geljjkstelling der beide waarden van — oy geeft :
ar
an|—n 4 |
(J”');ll e —— =T

i
§ b. OVERZICHT DER RESULTATEN.
Wij groepeeren nu de gevonden resultaten voor de typen a, 3

en o naar de hoofdformules (31), (32) en (33), daarbij lettende op

de definities:

P S
P e 2 L)
(14 r) f
HL =1 l e Jr 1
. 2=
2.. ,UrH p—— i gl l == rl“i ]
m=1 i
Hm=nq=m e Lo —
3 > 9l = = (n—m-| = 2 ay= UM)”’ :
m=1 g=1 m=A1 =1

Men heeft:



& — Hil= o Ko
(@) &= A+ i am,

6D @) o= [am+ian],

) 1 Ami— Al ; @ 5| — dn]
(9 e | e e :
\ a'y r—p r—p

Deze formules (x), () en (y) komen respectievelijk overeen met
(3]

3) en (30) uit § 3, zoodat men volgens (31)
kan zegoen dat de oplossingswijze, waarbij de differentie-vergelijkin-

de formules (22), (2
gen als recursieformules worden gesommeerd, den koers beschonwt

als de som van de contante waarden der allossingen en de contante
waarde der rente.

Voorts 1s:

P —f(l_—A?)H.
r r
Z P
0 = — - L e r‘:‘fu s
(VdJ t ” - (J ?‘) ‘
. 7 1 )
@ a=r+-(1—2)a,
¥ 7 T
i i 1 an
e () e o

Deze formules (), (8) en (») komen respectievelijk overeen met
de formules (9), (12) en (17) uit § 2.
Uit

(32)

e i 7
_!lf-ﬁ.f- I —_——

” =3
Ji= oo & ”| 7

waarbij het dubbele accent op den rentevoet ¢ duidt, blijkt dat

de contante waarde is van een perpetuiteit of onaflosbare leening,

gesloten tegen een rentevoet ¢ en gedisconteerd naar een rentevoet 7.

De formules (32) en de overcenkomstige uit § 2, welke laatsten

gevonden waren door gewone oplossing van dilferentie-vergelijkingen,

beschouwen derhalve den koers als de contante waarde der allossin-
6%
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gen M, vermeerderd met het verschil van twee perpetuiteiten. De

beteekenis hiervan treedt het duidelijkst aan het licht in:

7
(S82z) N w=z‘1m+;(1 — ) »
waar men aan:
7 i
Sy
5T

als het verschil van de dadelijk ingaande met de #-jaar uitgestelde perpe-
tuiteit ferstond de met /7 vermenigvuldigde #-jarige annuiteit herkent.
Uit (31) en (32) volgt nog:
1 —H

”

46) . . . . . ... .K

Ten slotte vonden wij:
' z=1-4(Gi—7») K,
() a=1-+(i—7)an,

()n))) : (ﬁ) i l| —i— ;lg (n’ —_— ?‘) (/.)(!)H“

(=] =" []_ 2l ”"f"l_] !
L o — @

Terwijl de formules (31) en (32) zoowel uit de differentie-verge-

lijkingen als — langs korteren weg — uit de lager-algebraische
behandeling  resulteeren, vindt men de formule (33) rechtstrecks
alleen volgens laatstzenoemde methode. Daar de vormen (33) zich
het meest voor practische toepassing leenen, mag men dit nog als
een bijzonder voordeel van bedoclde methode aanmerken, want, al
kan men achteraf gezien de vormen (31) en (32) gemakkelijk in
(33) omzetten, zoo zal men toch niet licht aan de algemeene mogelijk-
heid van een dergelijke omzetting denken, wanneer het resultaat
niet eerst van elders — dat is dus hier uit de lager-algebraische
oplossing — bekend is.

De vorm (33) beschouwt den koers als het nitgeleende bedrag
zelf, verminderd met een product, bestaande uit het verschil van
reéclen en nominalen rentevoet als ééne en de contante waarde A
der bedragen, waarover rente moet worden nitgekeerd, als andere

factor, waarbij A, hetzij rechtstrecks, hetzij door middel van (40)



of (46) uil Z bepaald kan worden. De beteekenis hiervan blijkt het

best, wanneer men:
(B8 ) e e | S =y ) T

door redeneering afleidt.

Leent een persoon 4 aan B een bedrag 1 tegen een rentevoet i,
dic lager is dan de reéele rentevoet +, dan ontvangt 4 aan rente
zekere bedragen, waarvan wij de contante waarde, gedisconteerd
naar den ventevoet r, / zullen noemen. Had 4 echter zijn geld
uitgeleend aan een derden persoon ¢ tegen den reéelen rentevoet 7,
dan zou hij aan rente bedragen ontvangen hebben, welker contante
waarde, gedisconteerd naar », wij door Z voorstellen.

Het in rekening brengen van een reéelen rentevoet komt nu neer
op de onderstelling, dat 4 zijn geld aan B ter leen gaf, terwijl hij
het nan € kon leenen, m. a. w. dat hij op het bedrag 1 een verlies
neemt, waarvan de contante waarde wordt aangegeven door 22— I,

Alzoo:

z=1—(R—1).

Dezen vorm kan men in (33) omzetfen door fe bedenken dat /
en R als conlante waarden der bedragen aan rente, die telkens
over het nog uitstaande gedeelte der lecning moeten worden betaald,
producten zijn van den rentevoet z en den rentevoet » met de som
der contante waarden van de bedragen, waarover telkens rente ver-
schuldigd is.

§ 6. TopeassinG.

De toepassing van de vormen (33) vereischt naast de hestaande

tafels van ay het bezit van tafels van:

}IL (ﬂd)u\s
welke daarom hierachter zijn opgenomen. De eveneens hierbij gegeven
tafels van:

1

— Qnl,
i

welker berekening noodig was als controle op de tafels van:
I .
[”“’)u

7



86

maken, dat ook de vormen (31) en (32) gemakkelijk kunnen worden
aangewend.

Wenscht men bij het zocken naar een reéelen rentevoet bij een
gegeven koers de grenzen der rente niet verder dan !, pCt. uiteen
te houden, of bevat bij gezochten koers de gegeven retele rente-
voet een oneven aantal achtste deelen, dan kunnen de tafels uit
Hoofdstuk VIL niet gebezigd worden, doch is men aangewezen op
de tafels, genoemd in Hoofdstuk TIT § 5. Tn dit geval bezige men

voor type 8 niet (338), doch (3273).

Ten slotte moge ¢én voorbeeld worden uitgewerkt,

Er wordt een leening gesloten van 7 130,000 tegen 3.5 pCt.
's Jaars. Gedurende de eerste 10 jaren wordt jaarlijks £ 3000, ge-
durende de volgende 20 jaren jaarlijks 7 5000 afgelost. Men vraagt
den koers van uitgifte zdddanig te bepalen, dat een recele rente
van 4 pCt. wordt gemaakt.

Splits de leening in twee andere, namelijk in én waarop jaar-
lijks gedurende 30 jaar / 5000 wordf ontvangen, en én waarop

jaarlijks gedurende 10 jaar 7 2000 wordt terugbetaald. Men heeft

nu te doen mebt twee leeningen van type (2, zoodat volgens (3373):

(Da)ro

z10=1— 0,003
L0 1 U, 1D 10

= 0,9763

0= 1— 0,005 (%‘Sﬂm — 0,94705.

:

De gezochte koers van uitgifte .U wordt hepaald door:
13 M—. 15 ) — 2 &0

X = 0,94254.

De koers van uitgifte moet dus 94/

, procent. bedragen.



HOOFDSTUK V.

HET DUALISTISCH VERBAND IN DI VERZEKERTNGS-
WISKUNDE.

\\l APLEIDING VAN LIJFRENTE-FORMULES DOOR LETTERVERWISSELING.

n Hoofdstuk 1T werd gewezen op het feif, dat er tusschen rente-
funeties van de algemeene gedaante =07 A5 en de correspondeerende
disconto-functies =@ 8y, waarbij z alle niet negatieve geheele ge-
tallen kan doorloopen, een dualistisch verband bestaat, aangezien
men feitelijk slechts te doen heeft met twee verschillende schrijf-
wijzen van eenzelfde functie

lv,(p_'n r;n
voor de twee gevallen:
n >0 en »<_0.

Bij een tijdsverloop = meb de eindpunten A (aanvang) en § (slot),
waarbij de tijd in de richting van 4 naar § positief gerekend
wordt, krijet de waarde-cenheid in den aanvang A de waarde Sy
in het slot 8, en omgekeerd de waarde-eenheid in het slot S de
waarde A5 in den aanvang A.

De definitie van A5 kan dus uit die van S, of omgekeerd die
van 8, uit die van ;) worden afgeleid door onderlinge verwisse-
ling van de letters A en § en van de woorden aanvang en slof.

Ditzelfde blijft ook gelden voor de algemeene functies ZU7 A

en (0 8,0, terwijl men bij de symbolen, welke voor de voorstelling
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dezer functies bij verschillende waarden van p gebezigd worden
indachtig moet zijn om steeds de overeenkomstige lettertypen « en s
in elkaar te doen overgaan. a wordt derhalye s, terwijl @ veranderd
wordt in s, en omgekeerd.

Daar de verwisseling hierop neerkomt, dat het gekozen  tijds-
interval in tegengestelde richting wordt doorloopen, terwijl een
klimmen in de cene richting een dalen in de andere beduidt, zal
men hLierbij de begrippen klimmen en dalen en de correspondeerende
symbolen 7 (Increasing) en /2 (Diminishing) eveneens in clkaar
moeten doen overgaan.

De juistheid van het hier bedoelde beginsel hangt niet samen
web de omstandigheid, dat de waarde-verandering voor iedere tijds-
cenheid dezelfde is, zoodat de toepassing volkomen geoorloofd hlijft
wanneer behalve de rente ook de levenskans van een bepaald persoon
als oorzaak van waarde-verandering optreedt.

Iierbij zal ook de leeftijd van den persoon bij de aanvangs-
uitkeering vervangen moeten worden door die bij de slotuitkeeri
en omgekeerd, en zoo noodig de leeftijd één jaar vidr de aanvangs-

uitkeering door den leeftijd een jaar nd de slotuitkeering, en omge-

o
}C!J

keerd, tenzij die aanvangsleeftijden voorkomen als indices in Iijf-
rente-symbolen, waar het gebruik nu eenmaal steeds opgave van
den aanvangsleeftijd verlangt.

Men kan van het bovenstaande gebruik maken voor het geven
van cen overzichtelijke afleiding der 12 meest voor de hand liggende
lijfrente-formules.

Iien p-voudige sommatie van:

: 1 [,
L e T iy =
( ) 2 i | j)ll‘.
geeft :
m=mn-—1 m=n—1
(2) e =) 4, ,;'l,l = > L by
=10 H=0 f),

waarbij algemeen :

B, . ... ... Z0Fw)=F(m),
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u.—l(!) n—1 0
('1') Aoy S oE 8 >3 M — > m — 2 Wil
0 0 n—1
i 'i(._’) n—1r n—1 m nm=-—1
(5) SR T = Z Zm— Z };1':: -
0 0 0 0 0 1 0

Voor p=1 krijgt het linkerlid van (2) als som van contante

waarden van uitkeeringen bij in leven ziju de beteekenis van con-

tante waarde eener pl‘.wuumermldu-lijFrcutu, zoodat volgens de ge-
bruikelijke notatie:

m=n—1 1
2\ - | Al =
(i)) B o U (e T 2 Ag m] Aop 7y
=10

formule (2) overgaat in:
=it 1

7 I e el 2 Dtoms
t) A I)J.' =10 :

Herhaling der sommatic in (6) geeft in verband met (5):

m=n—1_. 1 n="n

' s @ 4 X~
(-‘_\) B Gl e Lot P2 Ay m|=— &= az m|

=10 n=0

Hierin heeft het rechterlid als som van contante waarden van
pracnumerando-lijfrenten met toenemenden duur de beteekemis van
contante waarde eener dalende lijfrente, beginnende met 2 en jaar-
lijks afnemende met 1.

Schrijven  wi) overeenkomstig de vroeger ingevoerde notatie voor
dalende annuiteiten :

=1

@ . ... 2 e = (Da)ewl,

m=1

dan wordt dus:
m=1n— 1(0) 1
{l[)) A LS = g -'[.1.' 1 f=—= ([)”)J; il
m=0
Noemen wij den leeftijd bij de slotuitkeering », dan is:

@ B IR i e y—ae=n—1.

Volgens (7) is dan:
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Y
(L R e n=-—2 0
i j);,r,: " iy
en volgens (6) en (10):
(15 a) Da L 8l
L S e = . . ( ’J‘)d, r£| _/) e et e
e A v )

Daar tusschen alle aanvangs- en slotwaarden de hetrekking :

(LA R T 2 (via ) w = Dy (v 8y 7]
bestaat, waarbij v het algemeene fecken is voor cen varieerende
aunuiteit, en niet verward moet worden met v, de 1 jaar gedis-

conteerde waarde der éénheid, volgt uit (13 a):

10 yir
13 . . . . . . Ds)psi=—3%23 D,,.
(13 %) (D 8)a a] i, = ),

Letterverwisseling in (12a), (13a) en (13s) geeft nu terstond:

] @
I.:-Ers . . " . . . - S,v H-:‘ = :‘)ntg
(122) T Dy i
" l £ T
o8 e (T8 = > D
l !}U Y u
(151]) . . - . . . (.[u)l‘c ,!Iz"l" l\: :: f),”.

f).l, vy

(12a) en (12s) kunnen evenals (15a) en (155) ook uil elkaar

worden afgeleid met behulp van (14).

Op de commutatieteckens N en § mae de verwisseling yan aan-
vangs- en slotleeftijd zief worden toegepast, daar zj in:
') Volgens de universeele notatie behoort de N vet te worden gedrukt, daar:
o
<

Vi—

@
N — 5
;1,"_-;- 1 Dm’ N'v 2 x D“,-

Dit is echter, o.a. naar het voorbeeld van Czuper, (Wahrscheinlichkeits-
rechnung , Teusser, 1910, 1L p. 244) om typografische redenen nagelaten.
Op de wijzigingen, welke de universeele notatie m. i. ten nanzien der commu-
tatieteekens behoort te ondergaan, hoop ik bij een andere gelegenheid terug

te komen.
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i
(16). . . . . . . . ZDu=~Nz— Ny41

a
wel het linker, doch niet het rechterlid onveranderd laat; om deze
reden kunnen genoemde teekens eerst thans worden ingevoerd.

Men heeft:

o &
(17) T o b Jf),,, = D,” = .ZV.I; T 1VL::+H;

L i
Hieruit:
YT r=n—1mn=r r=n—1
T~ 5 < == ~ A/
bY 32 .[),,, = i3 2, D‘v LS T— P2 (i\f oy A xtr4 -1),
X e e={) r=10
y r
) . ~ i \
(I h) . EZp=mn Ne— S.v+: 1 + Op 4 n+1.
reii ]
Evenzoo:
R r=n—1m=r
b nm = 2 > /), tn—m—1»
] U =0 "m=0
e h r=n—I1
== I)'" = = ("\"-G F—=r—=1" N® 4y ”)J
y r=0
&€
- .« T oy -
(lﬂ) M. ¥3 ;3 /),.r = - ("5 f\'d:+ n— Oz _l_ S I .J-
vy

Door (17), (18) en (19) gaan de tweetallen (12), (13) en (15)
over in:
Vo — Notn
1, :
No—Negn
" Dagn—1

(20a) . . . . . . apu|=

(207s) e s —

wNpg— S8paq -+ 8 .
@la) . . . (Dafm=—— 'j; s,

i l\-r_;v — A\II_I-__I.. 1 + ,Sl:+,“:1
l-).u +n—1

(31‘\) e (”S).q:ril:

b

W\ ol S i S R
(71:3 2l) o oap oe e (lrﬂ.) x| — — 7fL J’) l__l___’:__l _1 H,
S

% Netn— S+ Sar 4
j).l,‘—{-u.— 1 i

,-
s
[}
22

—
~~
—
oo
S
=)
=



92

De tellers hebben betrekking op de leeftijden der uitkeeringen
de nocmers op de leeftijden voor de tijdstippen, waarop de waarde
berekend wordt.

Geschiedt de waardeberckening in de drie a-formules op een tijd-
stip, vallende én jaar véér de cerste uitkeering en neemt men aan
dat de leeftijd bij deze uitkeering & 4 1 bedraagt. dan vindt men
onmiddellijk de correspondeerende a-formules door in de linkerleden
a n e te veranderen en in de tellers der rechterleden 2 met 1 te
vermeerderen. '

Geschiedt de waardeberekening in de drie s-formules op een tijd-
stip, vallende één jaar nd de laatste uitkeering, en laat men « zijn
beteekenis van leeftijd bij de eerste uitkeering behouden, dan vindt
men de correspondeerende s-formules door in de linkerheden s in s

te veranderen en in de noemers der rechterleden 2 met 1 te ver-

meerderen,
Alzoo:
N +1— Nx tnia
(0a) . . . a, =N _J)TL_”_ !
¢ J;\r.l' — j-‘lfl-,, +n
(30 S) M- - Sen| = S n| = l)z ;f_ 3
) i iv. Trale—— S.'r! - 2 ‘|’ S; -2
(‘.’.1 (AL S (U’L)-ﬂifl e _,,!jl; S —,
(@le). . . (Dapm= 2Nz =Set1t Sorntr
!‘).L‘ -+
: 'f,.."\’r-,u . 1 — Sy 'q:;.‘,.i.
(224). . . (I)om— — 2Nodni1—So41F Sotnss
1),
# *A"r'b‘ +n ’S.(‘ —|_ ‘S'L: +n
228). . . [8)p = —=t1 fi AW ebepit
(22 %) (£8) 71 o

Tusschen correspondeerende a- en s-formules bestaat volgens (l-l‘)

het verband:
(V “)-U n| Doy = (v 8).e it Dy yn—1.

Dit verband vervalt evenwel bij correspondeerende a- en s-for-

mules, omdat in eerstgenoemden z den leeftijd ¢en jaar vdédr de
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in laatstegenoemden den leeftijd bij de eerste uit-

(€

gerste uitkeering,

keering voorstelt.

§ 2. Her DUALISTISCIL VERBAND VOOR VERZEKERINGEN BIJ OVERLIJDEN.

Wij merken nu op, dat men in (1) het accent van = op 2 mag

overbrengen, mits men in den teller van het rechterlid 2 door €

vervangt. Het is van te voren duidelijk, dat het ddérvoeren van

deze wijziging 1n de drie a-formules neerkomt op het vervangen

van a door A, benevens het plaatsen van een accent op @ in de
linkerleden en op het Gén plaats in het alphabet terngschuiven der
hoofdletters in de tellers der rechterleden.

Men vindt zoodoende voor de koopsommen der tijdelijke verzeke-

ringen bij overlijden:

1 Mo — My v
D) 7 AL e e
(,_n f) o s ¥ .[,,, i | f), £
(2ILEA ) N (DNA)z 7= 2 My — lix 4})‘1 Tt f4nt 4

. n Mz tn— By + Bx v
I L

(90 4) en (21 ) laten zich, evenals de correspondecrende formules

\

(20 a) en (21 a), door directe sommatie afleiden:
o= (-".1.‘ -+ m
m |4 = '*.I')l:',
1 1t f\l‘; — J]!.,- T Ji[.l.' o
-4.1' = — i | 1 Ax = = )
m=0 1.
| L= mn 1 l m=n
(DA = = Azm=— @ Mo— ¥ Mys )
m=1 nz m=1

Het rechterlid van deze vergelijking voert in verband met de

definitie

o
/l)-,l- = :::— ﬂ[,“ .

a

tot (21 4).
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Uit de beteekenis der symbolen volgt vanzelf, analoog aan de

evenzeer voor lijfrenten geldende formule (54) van Hoofdstuk 11, § 4:

(23) . . . (DA)zm+ (I4)s 7= (n 4 1) 42 -
Uit deze betrekking leidt men (22 4) gemakkelijk af.

Toepassing  van letterverwisseling, juist zooals deze bij de lijf-
renten plaats kon vinden, is hier uitgesloten, omdat er tusschen de
aanvangs- en de slotwaarden der koopsommen geen dualistisch ver-
band kan worden nangetoond; de laatstgenoemden zijn namelijk allen
nul. Door te bedenken, dat de slotwaarden der lijfrenien de betee-
kenis hebben van retrospectieve reserve-formules per eenheid van
premie  voor verzekeringen bij leven, kan men echter inzien dat
dit verband moet bestaan tusschen de contante waarde der eerste
. premién P eener verzekering bij overlijden met 7 jarigen duur
en de retrospectieve reserve-formule, geldende een jaar na betaling
der #° premie, of wel, als men de retrospectieve reserve per een-
heid van premie voorstelt door S;‘, ml, busschen laatstgenoemd
symbool en a, .

Betaalt cen 2 jarige aan het begin van een jaar een premie 2
op voorwaarde dat, indien hij in den loop van dat jaar overlijdt,
hem cen kapitaal 1 wordt uitgekeerd, dan klimt 2 na # jaar tot:

7-/):'(.' (]J i Ga) .
Dppn \o 1,

De eenheid van premie klimt dus tot :
1 9215

L 1),.‘:,“)
D.i)-l-n.( : _l',

7 P=1g1 -1 (~, o A5
. -/)-"-"l* n  r=0 ' ¥

waaruit

Men komt ook tot deze }_n:trekking door in het rechterlid van:

r=n—1
ST

r=10

s

Ay | =
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aanvangslecftijd en bereikten leefijd te verwisselen — wat den teller

onveranderd laat — en vervolgens in den teller /) door:

NG
B

te vervangen.
Daar deze omzettingen zich, ook
commutatieteckens dan 0 en € in, niet beperken tot de leeftijden,

al voert men geen hoogere
kan men wel zeggen, dat het beginsel der letlerverwisseling zijn
practische beteekenis verliest, zoodra er sprake is van uitkeeringen
bij overlijden; voor ljfrenten cn verzekeringen bij leven kan men
er echter zeer wel gebruik van maken, terwijl de daardoor ontstanc
meer algemeene bekendheid met de slotwaarden, waarvoor de offi-
cicele notatie ten aanzien van verzekeringen zelfs nog geen sym-
bolen aangeeft, allicht zal leiden tot vermijding van hef nog vaak
voorkomend gebruik van contante waarden waar zulks volstrekt niet

AANZeWezen 18.
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HOOFDSTUK VL

WAARDEBEPALINGEN.

§ 1. KLIMMENDE EN DALENDE LIJFRENTEN.

Aan het einde van het vorige hoofdstuk werd de meening witge-
sproken, dat meerdere bekendheid met de slotwaarden zon kunnen
leiden tot vermijding van het nog vaak voorkomend gebruik van
contante waarden, waar deze rekenwijze niet werkelijk de koriste
is.!) Zoo wordt bijvoorbeeld gewoonlijk de regel over het hoofd
sezien, dat men voor cen reeks van geleidelijk veranderende uit-
keeringen de waarde het gemakkelijkst berekent voor het tijdstip,
waarop de uitkecring het grootst is, daar zij dan gevonden kan
worden door sommatie van de waarden van niet uitgestelde gelijk-
blijvende uitkeeringen; de waarde op ieder ander tijdstip is hieruit
gemakkelijk af te leiden.

Hoewel voor dezen regel kennis der slotwaarden gewenscht is,
vereischt zijn toepassing toch niet steeds het gebruik daarvan, wan-
neer aanvangswaarden gezocht worden, aangezien bijvoorbeeld de

') De overweging, dat contante waarden dikwijls gebezigd worden waar
het gebruik van slot- of aangegroeide waarden de voorkeur zou verdienen,
gaf onder meer L. J. Harnmsey aanleiding tot het publiceeren van een studie
,Berekeningen in de Levensverzekeringswiskunde op te bouwen uit het ver-
leden”. (Batavia 1909), Dit boek wordt hier slechts volledigheidshalve, doch,
niteezonderd dan wat de aanleiding tot de publicatie betreft, zonder verdere
instemming aangehaald. Vgl, Dr. G, J. D. Mooxier, Boekbeschouwing, Archief
Verz, W. IX (1907), p. 560,

-3
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minder gemakkelijk berekenbare contante waarden van klimmende
uitkeeringen steeds met behulp van:

(L} SR (D"L)-t! 7l ([D)J.‘— W= (n I 1) az ar

of van de daaraan analoge formules, in contante waarden van dalende
uitkeeringen kunnen worden omgezet. Maar wat de regel wel ver-
eischt, is de invoering van de tot dusverre nog niet gebruikelijke
symbolen voor de contante en geklommen waarden van dalende
annuiteiten en lijfrenten in de theorie van renterekening en levens-
verzekering.

Deze invoering heeft zoowel theoretische als practische voordeclen.
Vragen wij bijvoorbeeld naar de afleiding voor de formule van (a)5:
Uit de vanzelf sprekende betrekking (1) volgt in verband met:

(])ﬂll* H| — ”: : iy ;u_\;
terstond :
(”’ "I“ I) ()'T-ff — Ny 4+ n) _— (.Nj-—t- — Ny o= ;,.)
Ia)s = TR A B A TN
(Ia)e - ,

Sz —8xtn—nNpin
() oy = el AR
e D,

De  gewoonlijk gegeven afleiding dezer formule is, hoewel mis-
schien schijnbaar eenvoudiger, inderdaad toch gekunstelder. Men
vindt bijvoorbeeld bij K. Czuper:?)

»Die auf 2 Jahre abgekiirate, mit 1 beginnende und jiihrlich nm
»1 steigende Rente auf das Leben () werde mit (/a),, u] bezeichnet;
mzuniichst ergibt sich fiir sie der Ausdruck:

(!'L‘ ____1’).'[,' ._}42 !)hif-[-‘l—l_:s ])1;+2+ ..... i /)_T,}_”_-I
R | e e =" ———— —H
Dy

»mit hilfe der Kolumnen N und 8 liszt aber der Zihler eine ein-
»fachere Berechnung zu; es ist niithmlich:

') Wahrscheinlichkeitsrechnung, IT. (B. G. Trupxen. 1910). p. 249,
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D.J:: _l‘_ Dr‘ +1 + ----- DJ,‘ +hn—1— J’V.-I‘ T ATJ.‘ s

b, tn—1=0N, +n—-1—N, + a3

»die Summen der linken Seiten ergibt den Zihler, die der rech-
ten ist:

L‘L—JS‘; I.,I"_‘H.t\( 4+ ns

,,mithin hat man:

- Sz — S +tn—n N, BT
({a)q ) =+ e T i

De ontbinding van den teller is wel ee nvoudig, maar zij ligt in
den gedachtengang van Czupzr en andere lee erboeken in het minst
nict voor de hand, terwijl bij de eerste wijze van afleiding der
formule de bt,schouumfr van (2a), ;) als som van gelijkblijvende
lijfrenten geheel overeenkomt met de wijze waarop dit symbool is
ingevoerd. ')

De practische voordeelen, aan de i mvoering van (Da), 7 verbon-
den, zijn vrij belangrijk, want niet alleen voor het afleiden der
formule van (fa), 7, maar ook bij het uitvoeren yan becijferingen,
waarin klimmende lijfrenten voorkomen, kan (7a), ;; goeden dienst
bewijzen, daar de berekening van een tafel van (/a), ) veel meer
arbeid kost dan het samenstellen van een tafel van (Da), 5, terwijl
invoering van laatstgenoemde grootheid de betrokken formule niet
veel ingewikkelder maakt, Wij zullen dit laten zien voor de bercke-

ning van premién met zoogenaamd gegarandeerd klimmend dividend,

of, juister gezegd, van afdalende premién, in de onderstelling, dat
men — gelijk de practijk dit somtijds eischt — een geheel tarief

van dergelijke premién heeft samen te stellen. Voor enkele afzon-
derlijke gevallen loont het samenstellen van een aparte tafel,
eenvoudig deze ook zij, vanzelf de moeite niet.

hoe

') Vgl. Hoofdstuk V, § 1, form. (9).
7%
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VERZEKERINGEN ET AFDALENDE PREMIEN.

Wanneer een verzekering, waarbij de duur der premiebetaling
beperkt is, zeggen wij bijvoorbeeld ecen gemengde verzekering, ge-
sloten is op voorwaarde dat de premie P gedurende vijf jaar constant
zal blijven, om vervolgens ieder jaar te verminderen met een zeker
percentage, bijvoorbeeld 3 procent, van alle betaslde premién, dan

vindt men zonder eenige bBlL]«.f,Ill]l“‘, door te stellen:
Y e 0.08 P=p,

door de koopsom te beschouwen als de contante waarde der te
ontvangen premién :

() . . . Adyz= Pa, al—p @)y =1 + p (1a) 4.

Deeling door 7 geeft in verband met (1) voor de contante waarde
der veranderlijke Iijfrente:

(3). . (va)py=a. n] — 0.03 (1a), =17 -}- 0.08 (/a): 4

s

Stelt men de contante waarde eener dalende praenumerando lijf-

rente voor door:
m=n

ERRTL L e Z Ay = (Da)

RTIE
=1

dan is, daar men ecen klimmende lijfrente kan beschouwen als het
verschil van cen gelijkblijvende en een dalende :

(6) IR )z =i =n A ] — (Da)
Stelt men in (3):

2N

0.03 (Za), 41 = K,

dan is & voor denzelfden leeftijd bij verschillenden duur een con-
stante, die het gemakkelijkst bepaald wordt met behulp van de uit
(5) volgende betrekking:

(6T RS 10051 o e ) e

(3) gaat thans over in:

(7) . (\’ll)l H = (] — 0.03 ”) Ay :T[ + 003 (/){l]_-,- 7| —f- l\‘.
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Maakt men nu door eenvoudige optelling een gewone somtafel
van az ), dan blijkt uit (4) dat men hicruit iedere waarde van
(Da)y ) terstond kan aflezen; zij doet dus volgens (6) tevens dienst
voor de bepaling van A

De juistheid der somtafel kan desgewenscht onafhankelijk van
de oplelling gecontroleerd worden door nitsluitend voor de hoogste
waarde van % de berekening uit te voeren naar de uit (4) volgende
formule:

1 i = n - =
(/){1-)‘-,‘ nli—b— (’,‘: — AIJ- b m):
e m=1
A :‘\',3; S ‘i]‘ 41 “IQ b\lt‘ 41
j).'c '

8) .« o . (D=

Deze somtafels, welker vervaardiging vooral met een zelfschuij-
vende optelmachine zeer snel verloopt, hebben onder meer het
voordeel , dat zij bruikbaar blijven wanneer het aantal jaren gedu-
rende hetwelk men de premie contant wenscht te houden, verandert;
het is alleen de waarde van A, die in dit geval ecen wijziging
ondergaat. Ook deze nieuwe waarde van A wordt met behulp der
tafels gemakkehjk gevonden.

De gezochte premie is het quotient van 4,77 en (va)en uit (7).

Voor de berekening der renten met klimmenden leeftijd en dalen-
den duur, gelijk men deze voor de reserve noodig heeft, bedenke
men, dat de premie na een sm-jarig bestaan der verzekering L—up
bedrangt, mits s niet kleiner zij dan 5; voor de volgende jaren
wordt zij P—mp—p, P—mp— 2, P— mp— 3p, enaz.

Voor de contante waarde der lijfrente ma het m-jarig bestaan
vindt men derhalve onder de voorwaarde =5, door de contante
waarde der premién in (2) met weglating van p (la). 4 door 2P te

deelen ;
(9) (o) = (1 — 0.08 1) . 77— 0.08 ()i =t
of met behulp van (5):

(l(]) m("‘“}\l‘ N = (I — 0.03 7&) Az 490 1 — %_ 0.03 (-D“);l? +m =
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Is m <75, dan moet hierbij nog 1'ekening worden

gehouden met
het feit, dat de premie gedurende (

e cerste vijf verzekeringsjaren
constant  blijft. Zoo zal voor m=2 het rechter lid vermeerderd
mocten worden met de contante waarde der 5 — 2 = ¢ cedeeltelijke

2p 3p 4p y
-1{, i}f*en Tf, dat 1s dus met:

premién
2o K= 0.03[2a, ., 5—3] + ({a)z 42 53],

of algemeen met :
K = 0.03 [ma, 4, 5= ml + (1&)5 4 m b—ri—1]):

Hiervoor kan met behulp van (3) weer geschreven worden

(—L ]—) L ml{- = 0.03 fa drLn b—on| — ([)n).;;-}- i .':—:u/.]-

Daor vergelijking van (6) en (11) blijkt, dat men , K uit &
vindt door op de daarin voorkomende lijfrenten de leeftijdsverhoo-
ging en duurvermindering » toe te passen, terwijl de duur 5,
welke er als losse factor in voorkomt, onveranderd blijft. Ditzelfde
geldt blijkens (7) en (10) ook voor de uitdrukkingen ,,,(va), . en
(va)z7; hierbij is het de losse factor u, welke niet verandert.

De algemeene formule der rente 1

& m-jarig bestaan der verzeke-
ring wordt derhalve:

(12) m(va)y a1 =(1—0.03 ) 8 ml+ 0.03(Da)x 4 m =] +mi.

De substitutie m=5 in (11) doet ,,X vanzelf nul worden, daar

algemeen:
Ly g — | = (-J‘Dﬂ).ﬁu: n—m| = 0

VOOr 2 == .
§ 3. Sror.

De in § 1 vermelde regel, dat voor een reeks van geleidelijk
veranderende unitkeeringen de waarde het gemakkelijkst bepaald wordt
voor het tijdstip waarop de uitkeering het grootst 1s, geldt natunr-
lijk evenzeer voor het meer eenvoudige geval, dat de uitkeeringen
gedurende ecn zekeren tijd constant zijn, daarna sprongsgewijze

veranderen om vervolgens constant te blijven. Zij wordt ook hier
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dikwijls verwaarloosd. Bij de bepaling van de contante waarde eener
nitgestelde lijfrente, waar dus de waarde gevonden moet worden
voor een oogenblik waarop de uitkeeringen mog de grootte nul

hebben, ziet men door foepassing van:
m|n Qe = Qe+ — Do m,

den regel gewoonlijk wel in acht nemen. Anders is het echter ge-
steld bij kwesties van iets ingewikkelder aard.

Nemen wij bijvoorbeeld het volgende vraagstuk, opgegeven door
de Commissie uit de Vereeniging van Wiskundige Adviseurs, belast
met het examineeren van hen, die in 1911 den titel van Candidaat-

Actuaris wilden verwerven.

Fen vereeniging heeft een schuld van / 10.000, die zij als volgt
in 20 jaren moet terugbetalen: gedurende de ecrste 10 jaren betaalt
z1j cen postnumerando annuiteit, die half zoo groot is, als die,
welke zij gedurende de laatste 10 jaren betaalt.

Hoe groot is die annuiteit gedurende de cerste 10 jaren?

Rentevoet 4 pCt.

Log 1.04 = 0.01703553,

De Commissie publiceert ') zelf als de oplossing, welke zij voor
de juiste houdt, de volgende:

» de annuiteit der eerste 10 jaren w, dan kan ter bepaling
Lvan @ de volgende vergelijking worden opgesteld :

(19
@ i & 2 @ | Qa

B

1 | 1
oo { N L }

m»waarnit volgt :
10000 2 (1 - #)2°

RENR ) Sk .L‘It‘i';'{___]-j:(i"_i__('] '_'}'_T)m’___ 9

Y Examen-opgaven met oplossingen. Negende examen voor Candidaat-Actuaris,
gehouden 27 en 28 December 1911, Archiel Verz. W. XII (1912), p. 444,



104

Berekening.

10 log (1 +¢) = 0.17033 (14 4)'"=1.4802

20 log (1 - 7) = 0.34067 (1+2)2°=21911
3.6713

L

noemer 1.6713

log 10000 4 = 2.60206
20 log (1 + i) = 0.31067
¢log 1.6718 = 9.77695—10

logae =2 71068
= 524,42
= 101 845 2
Al mag men den eandidaat-actuaris op een examen cen dergelijke
wijze van oplossen niet als onjuist aanrekenen, zoo hehoort zij
m. i. toch om twee redenen door den actuaris vermeden te
worden,
In de cerste plaats omdat de ge bruikelijke symbolen niet zijn
gebezigd. De oplossing had namelijk terstond ne ergeschreven kunnen

worden in den vorm
(l:)} e TR R B e 10000 — £ (rt-_»(;l *lf p10 (tm:).

In de practifk zon men nu 2 becijferen met behulp van een
tafel van a5 en van »”; maar ook al wil men Op cen examen
ten behoeve van het onderzoek naar de cijfervaardigheid van den
examinandus - zoodanige tafels niet ter beschikking stellen, dan
behoort de oplossing toch niet gegeven te worden in den vorm
(13), maar in den vorm (15). Daarnd kan men haar zoo noodig in
(11) omzetten.

De oplossing (13) is zuiver algebraisch en kan geleverd worden
door iemand, die nooit actuarieel onderwijs heeft genoten, De taak
van dit laatste is juist om annuiteiten, nitgestelde annuiteiten, lijf-
renten, en andere grootheden, waarvan men de waarden in fafels
kan vinden, terstond als zoodanig te doen herkennen en zonder
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bemiddeling van recksen in symbolen te doen neerschrijven.') De
leerling in de algebra mag de oplossing (13) geven, doch de actuaris
behoort onmiddellijk de oplossing (15) te zien, en mag zich eerst
daarnd bedenken dat deze, als de omstandigheden dit eischen, in
de vormen (13) of (14) kan worden omgezet.

De tweede reden waarom de oplossing der Commissie, en even-
zeer de in (1) gegevene, mij niet aanbevelenswaardig schijnt, is
dat zij den regel, dat waardebepalingen gewoonlijk het best geschie-
den naar de zijde van de grootste uitkeering, niet in acht neemt.
De met inachtneming hiervan neergeschreven betrekking:

(10) e e e .. 100000 =2 (530 -t s10]),

geeft het resultaat:

@ = 524,39

met minder becijfering dan (15).

Men bedenke, dat vele leerbocken over renterekening en o. a.
ook de algemeen verspreide ,,Nederlandsche Almanak voor Levens-
,verzekering”, niet alleen tafels van ¢", =" en a;], maar ook van
81 bevatten. Beschikt men, gelijk in Textbook I, niet over een
tafel van s, doch wel over een van s;| (aldaar s;] genoemd), dan

schrijve men voor (16):
10000 = = & ("5'23“| - 819 )

In het hier besproken vraagstuk is de becijfering volgens (16)
slechts dddrom korter dan die volgens (15), omdat de schuld een
rond getal is en er dus in het linkerlid van (16) geen vermenig-
vuldiging behoeft plaats te vinden.

Heeft het bedrag der schuld geen ronden vorm, dan zijn de be-
werkingen voor dit geval in lengte gelijk, maar bij een iets inge-
wikkelder gedaante van het vraagstuk is men met formule (16) steeds

') Zelfs in vele nieuwere leerboeken wordt dit m. i, te veel uit het oog

verloren. Men zie b.v. de behandeling der renterekening in de laatste uitgave
van: C. L. Laxone, Mathematisch-Technische Kapitel zur Lolle:15\'ersicherung.

Jena. 1911,
*) Samengesteld door W. Gosuer, Uitgaaf boekdrukkery v/h. Genr, Binaer,
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in het voordeel. Neemt bijvoorbeeld de annuiteit, waarmede de schuld
gedelgd wordt, gedurende de laatste jaren nog eenmaal op dezelfde
wijze in grootte toe, dan vermeerdert dit de bewerking in (15)
met cen vermenigvuldiging en een optelling, doch in (16) slechts
met een enkele optelling.

Beter is het nog, om den bedoelden regel voor wanrdebepalingen
toc te passen volgens de boven ') genocmde methode, dat is hier
door gebruikmaking van:

m| n| = @+ n| — @i-
Men vindt:
10000 = 22 a3 — 2 agg) ;

10000

2 asxy —agy

— 524,39,

£ =

Voor het thans behandelde geval zijn de verschillen in gemakke-
lijkheid der becijfering volgens de onderscheiden methoden van
oplossing slechts gering, zoodat de hieraan gewijde bespreking over-
bodig schijnt, doch bij ingewikkelder vraagstukken treedt Let belang

eencr goede methode veel sterker op den voorgrond.

En het is ten slotte toch juist het zoeken naar de cenvoudigste
methode van oplossing, waar het in de politieke rekenkunde eigen-
lijk om gaat. De. véérkomende problemen zijn zelden van 246
ingewikkelden aard, dat hij, die slechfs cen oppervlakkige studie
van de politicke rekenkunde heeft gemaakt, er geen oplossing voor
zal weten te geven, zij het dan ook ten koste van veel gecijfer,
en daardoor ook met veel kans op fouten. Maar wat de voort-
gezette studie kan leeren, dat is het als van nature geyen van de
oplossing, die zelf met het geringst aantal algebraische bewerkingen
gevonden kan worden, en welker berekening in verband met de
beschikbare fafels en andere rekenmiddelen het minste gecijfer kost
en daardoor de grootstc kans biedt op een juist resultaat.

Dat ter vergemakkelijking van het bereiken van dit doel de

invoering eener universcele notatic van zeer groot belang is geweest,

) pe 103,
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behoeft wel geen betoog; aan te toomen, dat zij nog wijziging en
aanvulling behoeft, is almede ecn doel geweest, dat ik mij bij het
samenstellen van mijn proefschrift voor oogen heb gesteld.

De uitspraak ,,Les Mathématiques, c’est I'art de donmer le juste
,nom aux justes choses”, die, naar ik meen, aan Poixcari te
danken is,') geldt niet in meerdere mate voor de zuivere wiskunde
dan voor de toegepaste; en, al zal de actuaris mocilijk kunnen
instemmen met de door dezen schrijver geuite zinsnede: ,,Les seuls
,faits mathématiques dignes de retenir notre attention et suscepti-
,,bles d’étre utiles, sont ceux qui peuvent nous faire conmaitre une
Lloi mathematique™, ?) zoo zal toch ook hij zich bij de opstelling
en bewerking zijner formules zooveel mogelijk moeten laten leiden
door ,,le sentiment de la beauté mathématique, de I'harmonie des
onombres et des formes”,?) dat in de zuivere wiskunde zulk een
groote rol speelt.

') Vgl. hiervoor ,Science et Methode™. Paris, Framvanion, 1909, p. 140,
') Ibid. p. 58. Curs. van mij.
*) Ibid. p. 57,






HOOFDSTUK VIL

RENTETAFLLS.

§ 1. TornLicHTING.

Uit het in Hoofdstuk IV ter sprake gebrachte artikel van
Dr. B. Turxsyva ') blijkt, dat de in genoemd hoofdstuk behandelde
uitdrokkingen voor den koers van effecten bij gegeven uitlotings-
wijze, redelen en nominalen rentevoet, aan een practische behoefte
voldoen. De schrijver heeft dan ook aan zijn artikel tafels 2) toege-
voegd van ‘de waarden van drie verschillende vormen, welke een
rol speelden in de door hem gevonden uitdrukkingen. Deze laatsten
kunnen echter worden omgezet in de m Hoofdstuk IV voorkomende
eenvoudiger vormen.

De toepassing van de het meest voor de practijk geschikte for-

mules *) maakt naast de bestaande tafels van:

1
ap] en —
an|
het bezit van een tafel van:
1
= (Da);

gewenscht, welke daarom hierachfer wordt gegeven.

Yy ,Het bepalen der reéele rente van effecten”. Arvchief Verz. W. VIIIL.
(1906). p. 1.

*) Zie hicrover: ,Koers en Rente”. Archief Verz. W. XI. (1910), p. 344,

) Hoofdstuk IV. § 5, form. (33).
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De bewerking is geschied door de waarden i), afgerond op 7
decimalen, maar #» te sommeeren en de gevonden sommen door de
correspondeerende waarden van z te declen. De waarden van @y 71)n
hierbij door omstandigheden ontleend aan drie verschillende tafels,
namelijk die van Barrrocuer, Peremee en Werkzer 1),

Ter contrdle van de gevonden somiafel zijn de waarden van (Da);
voor # =25, 50, 75 en 100 ook berckend met behulp van:

% — ]
(Dr.’.)m = ﬁ"

De uitkomst mag met de waarden van (Da),], gevonden volgens
de eerstc methode, slechis cen gering verschil in de laatste deci-
malen opleveren. 2)

De contrdle van de in 5 decimalen gegeven tafel van:

L

7

(Da)z)

is geschied, door de waarden dezer grootheid ook te berckenen vol-

gens de formule:

') Voor volledige titels zie ,Aangehaalde litteratuur,”

Oorspronkelijk werd alleen Bapntocner gebezigd, waarin voor de tafel van
a;; de rentevoet tusschen 2 en 5 procent met } procent opklimt. Een later
genomen besluit om binnen deze grenzen den rentevoet met 4 procent te doen
stijgen, maakte het gebruik van een andere tafel noodzakelijk , waarvoor
PEreRe gekozen werd. Hierin bleek echter de rentevoet 4'/, en 4%/, te ont-
breken.

*) Bij deze contrile kwamen in de tafel van BAERLOCHER voor az) = aldaar
genoteerd £, (¢) —, de volgende drukfouten aan het licht:

Voor i =2°/,, n=100, (p. 157) staat 42,0983516 in plaats van 43,0083516.

Voor i =41, °/,, n =38, (p. 166) staat 17,0499902 in plaats van 18,0499902,

Voor i =5°/,, n==562, (p. 169) staat 18,0288340 in plaats van 19,0288340,

Met hzt oog op de hier gevonden fouten zijn de aan BAErRLocHER ontleende
waarden van 5 voor no= 25, 50, 75 en 100, welke voor contrdle van de
tafel van (M‘r)m gebezigd zijn, vergeleken met correspondeerende waarden uit

de tafel van Pereme, en aceoord bevonden,



1
1 S
~ (Daji) = ———,
W 2

waarbij:

in 7 decimalen genomen is.
Dat de uitkomsten van beide methoden i de vijfde decimaal een

verschil van 1 mogen vertoonen, blijkt reeds terstond wit de

becijfering voor 2z =2 en i=0,01. Het verschil is nimmer grooter

dan 1.
De voor deze contrdlerekening benoodigde tafel van:

1
- @l
7L
is na afronding op 5 decimalen mede afgedrukt, daar zij dienst
kan doen om de volgens form. (33 3Z) verrichte koershepalingen
cemakkelijk met behulp van form. (32 8) te controleeren, terwijl zij
ook bij vraagstukken van anderen aard somtijds toepassing  kan
vinden. Door haar gebraik als contrélemiddel voor de berekening van:
] A
(Da)y]
n
is z1j tegelijk zelf gecontroleerd, daar wegens de deeling door 7 een

fout in de eerste tafel zich 2!

maal vergroot in de daaruit berekende
tafel der dalende annuifeiten zal voordoen. Voor cen rentevoet

inliggende tusschen 19/ en 794, varicert 7—! van 100 tot 14.
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Z 155 2% APA 2% Y 3%
1 0,99010 0,95059 0,97561 0,97324 0,97087 1
) 0,98520 0,97078 0,96571 0,96021 0,95673 2
3 0,95033 0.96129 0,95201 0,94742 0,94287 3
! 0,97549 0,95193 0,94049 0,93186 0,92927 1
H 0,97069 0,94269 0,92917 0,92252 0,91594 5
§ 0,96591 0,9335 0,91802 0,91039 0,90287 6
7 0,96117 0,92457 0,507006 0,59849 0.59001 7
8 (,95646 0,91569 0,89627 0,88679 0,87746 g
g | 0,95178 0,90692 0,88565 0,87530 0,86512 )
10 0,94713 0,89526 0,87521 0,86401 0,85302 10
11 0,91251 0,88971 0,564.93 0,85292 0,84115 11
12 0,93792 0.85128 0,8548] 0,84202 0.82950 12
13 0,93336 0,87295 0,544.86 0,85131 0,51507 13
14, 0,92854. 0,86473 0,85507 0,52079 0,50686 14
15 0,924.54 0,55662 0,82548 0,81045 0,79580 15
16 0,91987 0,54861 0,81594, 0,50029 0.78507 16
17 0,91543 0,84070 0,80660 0,79030 0,774418 17
18 0,91101 0,83289 0,79741 0,75049 0,76108 18
19 0,90663 0,825618 0,75836 0,77084, 0,75388 19
20 0,90228 0,81757 0,77946 0,76136 0,74387 20
21 0,59795 0,81006 0,77069 0,75205 0,73405 21
22 0,89365 0,80264: 0,76206 0,74289 0,72441 22
253 0,558938 0,79531 0,75357 0,73388 0,71494 23
24 0,88514 0,78508 0,74521 0,72503 0,70565 24
25 0,880903 0,78094 0,73698 0,71655 0,69653 25
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1867

0,87674
0,87259
0,86844
0,86434
0,86026

0,85620
0,85217
0,84817
0,51420
0,81025

0,53632
0,83242
0,528564
0,8246%
0,82087

0,81707
0,51328
0,50054
0,80581
0,80210

0,79842
0,791476
0,79112

0,78751

0,78302

K

0,77389
0,76692
0,76005
0,75325

0,74655

0,75903
0,73339
0,72693
0,72055
0,71425

0,70802
0,70188
0,60581
0,68981
0,68389

0,67504
0,67226
0,66655
0,66091
0,65554

0,G4983
0,64440
0,63902
0,63372
0,628 17
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0,72887
0,72089
0,71303
0,70529
0,6976S

0,69017
0,68279
0,67551
0,66835

0,66129

0,65434
0,61750
064075

),63111

(gnﬂ:»?

0,62112
0,61478
0,60852
0,60236
0,59620

0,59031
0,58 441
0,57861
0,57289

0.56725

0,7077%
0,60087
0,60110
0,63297
0,67498

0,66712
0,65939
0,65178
0,6443

0,63695

0,62072
0,62261
0,61561
0,60872
0,60195

0,69529
0,H8874
0,58220
0,57594
0,66970

0,56356
0,55751
0,55156
0,54571

0,53094
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0,68757
0,67878
0,67015
0,66167
0,65335

0,64515
0,63715
0,62927
0,62152
0.61392

0,60615
0,59911
0,59191
0,58483
0,57787

0,57103
0,56452

),55TT2
(555123
0,54186

0,53860

(gnssmm

0,526
,u;0l$

0,51460
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51 0,78036 0,62329 0,56169 0,53127 0,50885 51
b2 | 0,77681 0,615817 0,556G21 0,62869 0,50320 52
53 0,77329 0,61311 0,55082 0,52319 0,497 G4 53
54 0,76979 0,60512 0,54550 0,61778 0,49218 54
5 0,7663 0,60318 0,54025 0,51246 0,48651 5h
56 0,76286 0,59830 0,53500 0,50722 0,48153 50
57 0,75942 0,59348 0,52999 0,50206 0,47633 57
58 0,75601 0,58871 0,52497 0,49697 0,47122 5
54 0,75262 0,584.00 0,52002 0,49197 0,46620 59
6O | 0,74925 0,57935 0,51514 0,48704 0,46126 G0
61 0,74590 0,57475 0,51033 0,48219 0,45640 (i1
62 | 0,74257 0,57020 0,50559 0,47742 0,45162 (G2
63 0,73927 0,66571 0,60092 0,47271 0,41692 63
64 0,73598 0,66127 0,49631 0,46508 0,44229 64,
65 0,73272 0,556GS8 0,49176 0,46351 0,48774 65
66 0,72947 0,55255 0,48728 0,45902 0,43326 Gis
67 0,72625 0,54826 0,45286 0,45459 0,42585 67
68 0,72304 0,54402 0,47850 0,45023 0,42452 65
69 0,71986 053983 0,47421 0,44594 0,42025 64)
70 0,71669 0,53569 0,46997 0,44171 0,4160% 70
71 0,71355 0,53160 0,46579 0,43754 0,41192 71
72 0,71042 0,52756 0,46167 0,43313 0,40785 i
i3 0,70732 0,523506 0,45760 0,42938 0,40384 3
4 0,70423 0,61960 0,45359 0,4254.0 0,39990 4
75 0,70116 0,51569 0,44964: 0,42147 0,39602 15
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i 1%/ 2% RN 2% Yo 3% n
B |
16 0,69811 0,51183 0,44573 0,41759 0,39221 76
Il 0,69508 0,50501 0,44.189 0,41378 0,38845 77
78 0,69207 0,50123 0,43809 0,41002 0,38474 78
79 0.68908 0,50050 0,43134 0,10631 0,38110 79
S0 0,658610 0,49651 0,43065 0,40266 0,37751 S0
S 0,68315 0,19316 0,42700 0,39906 0,37398 S1
82 0,68021 0,18955 0,42340 0,59551 0,37049 82
83 | 0,67729 0,45595 0,41956 0,39202 0,36707 83
54 0.67439 0,48245 0,41635 0,38857 0,36369 84
8D 0,67150 0,47896 0,41290 0,38517 0,36037 | 85
S6 0,66564 0,47550 0,40949 0,38182 0,35709 86
87 0,66574 0,47209 0,40612 0,37852 0,356387 87
88 0,66295 0,46872 0,102580 0,37520 0,3506G9 88
54 0,6G014 0.46558 0,39952 0,57205 0,54750 59
90 0,65734 0,46208 0,39629 0,36888 0,3 4447 00
91 0,656156 0,45551 0,5030% 0,36H706 054143 91
02 0,65150 0,45558 0,535994 0,36268 0,33544 02
03 0,64905 0,45239 0,356G85 0,359064 0,33549 93
04, 0,61652 0,41923 0,553706 0,556064 0,35258 94
05 0,61561 0,44611 0,35073 0,35569 0,32971 05
06 0,64091 0,144301 0,37774 0,55075 0,32689 96
97 | 0,63523 0,43996 0,37478 0,34790 0,32410 07
08 0,63557 0,43693 0,37156 0,34507 0,32136 98
00 | 0,65202 0,43394 0,36598 0,34227 0,31866 : 09
100 0,63029 0,43098 0,36614 0,33951 0,31599 100
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1 0,96852 0,96618 0,96380 0,96154: 0,05923 1
2 0,95328 0,91985 0,946G44 0,94305 0,93968 )
3 0,93536 0,93388 0,92944, 0,92508 0,92066 3
4 0,92375 0,91827 0,91285 0,90747 0,90215 | 4
5 090004 0,90301 0,89665 0.59036 0,85415 | 5
6 0,80543 0,55509 0,88085 0,87369 0,8666G2 6
7 ,58171 0,87551 0,56G541 0,557 14 0,81957 7
S 0,86828 0,85924 0,85035 0,84159 0,83297 S
9 0,55512 0,81530 0,53564 0,82615 0,81682 0
10 0,51224 0,83166 0,82128 0,51109 0,50109 10

!
11 0,82962 0,81832 0,80725 0,79641 0,75678 | 11
12 0,81726 0,80528 0,79356 0,78209 0,77087 | 12
13 0,80515 0,79252 0,78018 0,76818 0,75635 ‘ 13
14 0,70328 0,79004 0,76712 0,7545] 0,74221 |14
15 0,78166 0,76783 0,75435 0,74125 0,72843 ‘ 5}
16 0,77027 0,75588 0,74189 0,72827 0,71502 ‘ 16
17 0,75911 0,74420 0,72970 0,71563 0,70195 Sl
18 0,71818 0,78276 0,71780 0,70829 0,68022 18
19 0,73747 0,72157 0,70617 0,69126 0,67651 | 19
20 0,72697 0,71062 0,69481 0,67952 0,66472 | 20

!
21 0,71668 0,69990 0.68370 0,66806 0,65203 | 21
22 0,70659 0,65941 0,67285 0,65G87 0,64145 22
23 0,69671 0,67915 0,66221 0,64595 0,65025 23
24 0,68701 0,66910 0,65187 0,63529 0,61934 24,
25 0,67751 0,659206 0,64173 0,62488 0,60869 25
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0,66820
0,65907
0,65012
0,61L151

0,63273

0,62429
0,61601
0,60789
0,59992

0,59211

0,08415
0,67693
0,56955
0,56251

0,55521

0,54824
0,0 1140
0,53469
0,62810
0,52164

0,61529
0,50906
0,50294
0,49693
0,49104

0,64963
0,61020
0,63097
0,62192
0,61307

0,60410
0,59500
0,5875H8
0,579483

0,57145

0,66362
0,65H546
0,54845
0,51109
0,b3358
0,b2681
0,51988
0,b1309
050613
0,49990

0,49350
0,48722
0,45107
0,47503
0,46911

3 3!'.1 o] 0

0,631851
0,62212
0,61264
0,60337
0,59431

0,555 14
0,57677
0,56528
0,55998

0,55186

0,51391
0,63G13
0,52852
0,52107
0,51377

0,50664
0,49965
0,49250
0,48610
0,47954

0,47511
0,46651
0,46065
0,454061
0,44870

4 Dyo

0,61472
0,60480
0,59511
0,58565

0,57610

0,025H23
0,61737
0,50965
0,50217
0,49482

0,48764
0,4%061
0,47574
0,46702
0,16045

0,45401
0,44772
0,44157
0,43554

0,42064
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0,59832
0,55819
0,57832
0,56569
0,55930

0,55014
0,541 14
0,55247
0,52395

0,51564

0,50752
0,49960
0,49156
0,48131
0,47693

0,46973
0,46269
0,45551
0,44909
0,11253

(043611
(,12954
0,42371
0,41772
0,41186
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0,48524
0,47956
0,47397
0,46519
0,46310

0,45751
0,45261
0,44751
0,44249
0,43756

0,43272
0,42796
0,42328
0,41869
0,41417

0,40973
0,40536
0,40107
0,39656

0,39271

0,38863
0,384.62
0,38068
0,37680
0,37299

0,46331
0,45761
0,45202
0,44654
0,44116

0,13589
0,43071
0,42563
0,142064
0,41575

0,41094,
0,40622
0,40159
0,39705

0,39258

0,38820
0,38389
0,37967
0,37551

0,37143

0,36745
0,36549

0,35062

3.‘3};"‘ o/c

0,44289
0,43721
0,43164
0,42619
0,42084,

0,41559
0,41045
0,40542
0,40018

0,30563

0,39088
0,38622
0,38165
0,37717
0,37277

0,3684.6
0,36423
0,36007
0,35600
0,35200

0,34807
0,34422
0,34.044
0,33672

0,33508

<

0,10728
0,40197

0,39678
0,39170
0,38672
0,38184
0,37706

0,35033
0,34618
0,51211
0,33512
0,53421
0,33037
0,3266]
0,32291
0,31929

0,31574

0,40613
0,40053
0,59505
0,35969
0,38445

0,36959
0,36458
0,35988

0,34203
0,33779
0,35365
0,32959
0,52561
0,32171
0,31789

0,31414
0,31047
0,30688
0,30335

0,20959
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0,34799
0,34464
0,34135
0,33811

0,33102
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0,57
0,525061
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0.31971
0,31681
0,31395

0,31114
0,30837

0,30564
0,50295
0,30031
0,20770

0,29513

0,34842
0,34181
0,34127
0,33778
0,33436

0,33099
0,52768

0,32 145
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0,31498
0,31194
0,30595
0,30600
0,30310

0,30025
0,20745
0,20469
0,20107
0,25930
0,28667
0,28108
0,25153
0,27902

N\ 97 RARAR
0,27655

-j?n' o )
<4 fo

0,32019
0,32598
0,32253
0,31013
0,31580

0,3125:
0,30031
0,50615
0,50305
0,30000

e

0,29700
0,20105
0,20116
0,25851
0,2555H1
0,252706
0,28005
0,27739
0,27478
0,27220
0,26967
0,26G718
0,26173
0,26232

0,25995H

49/,

0,31225
0,30883
0,30547
0,30218
0,20804

0,20577
0,29205
0,28959
0,28658
0

[

98363

i)

0,28073
0,27788
0,27509
0,27234
0,26961

0,26698
0,26138
0,26181
0,25920

0,25682

0,25438
0,256199
0,249 G4
0,24733

0,24505
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0,296G5]
0,29318

0,258992

0,26597
0,26322
0,26052
0,25787

0,25526

0,24:293

0,21059
0,23529
0,23603
0,25381
0,23165
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] 0,95694. 0,954G5 0,95238 0,94340 0,93458 1
2 0,93633 0,93301 0,92071 0,91670 0,904.01 2
3 0,91632 0,91202 0,90775 0,59100 0,87477 3
4. 0,596G88 0.89166 0.58649 0,566283 0,54.650 | 4
5 0,87800 0,87191 0,86590 0,34247 0,82004 | 5
6 0,8596G5 0,85275 0,84595 0,51955 0,79412 G
7 0,54181 0,83417 0,52662 0,79748 0,76990 7
S 0,52449 0,81613 0,50790 0,77622 0,74641 S
) 0,507 64 0,79862 0,78976 0,75574 0,72301 0
10 0,79127 0,78163 0,77217 0,73601 0,70236 10
|
11 0,77536 0,76514 0,75513 0,71699 0,68170 11
12 0,75155 0,74915 0,73860 0,69865 0,G66159 12
b 0,71453 0,7335H8 0,722b8 0,65098 0,64200 L 13
14 0,73020 0,71848 0,70705 0.66393 0,62468 14
15 0,71597 0,70382 0,69198 0,614748 0,60719 15
16 0,70213 0,65958 0,67756 0,63162 0,59042 16
17 0,68866 0,67574 0,66318 0,61631 0,57431 | 17
18 0,675506 0,66229 0,64942 0,60155 0,h5854 [
19 0,66250 0,64923 0,63607 0,b8727 0,54398 19
20 0,65040 0,63653 0,62311 0,57350 0,52070 20
21 0,63832 0,62419 0,61053 0,56019 0,51598 91
2% 0,62656 0,61220 0,69832 0,547 54 0,60278 22
23 0,61512 0,6005%3 0,556406 0,53493 0,49010 23
24 0,60398 0,58919 0,57494, 0,52293 0,47789 24,
25 0,60313 0,57816 0,56376 0,61153 0,46614 29
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47
48
19
h

0,60726
0,19889

0,49072
0,48276
0,47500
0,46743
0,46004

0,45283
0,44550
0,435 1
0,43224
0,425670

0,41931
0,41308
0,40699
0,40105
0,395 24
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=) Ke
4°l3 /o

0,56743
0,55699
0,54654
0,53696
0,A2735

0,61799
0,50888
0,50001
0,49138
0,48207

0,47478
0,46650
0,45903
0,45146
0,14408

0,43658
0,42987
0,42304
0,41637
0,40987

0,37969
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0,h5259
0,3 283

),55208
0,52211
0,561242
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0.60299
0,49383
0,451495
0,17626
0, 46783

0,45963
0,45160
0,44359
0,43633
0,428908

0,12181
0,4 L 4s
0,40804.
0,40143
(0,391495

0,38870
0,38257
0,37661
0,37079
0,36512

0,
0,

50012
48928

0,47879

0
0

0,

0

0,

0,
0

0,
0,3
0,3
0,
0,

0,
,50249
0,35
0,
U,

0

0,33
0,3
0,
0,
0,

LGS 6GH
, 45583

14933
44013
48122

423259

41424

40611

9829
D065

38331
37616

36922

HG

34962
34346

19
5168

32604
32056

31524

0,4548 1

0,44395

0,40125
0,39520
0,38613
0,37806
0,36093

0,36209
0,35451
0,31720
0,34013
0,33320

0,32669
0,32030
0,31412
0,350813
0,30234

0,20674
0,29131
0,28605
0,28096
0,27601
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0,35957 0,57408 0,3595¢ 0,31006 0,27123

0,38403 0,36861 0,35419 0,30503 0,26658

0,37561 ),36327 0,34893 0,30013 0,26207

0,37332 U,.;amu 0,34380 0,29537 0,25770

0,36815 0,35296 0,33879 0,29074 0,253 15

0,36509 0 31798 0,53390 0,286G23 0,21933

0,35815 0,34312 0,32913 {),:2."%154‘ 0,24533

(1,535331 0,33858 0.3214.7 0,27787 0,241 44,

0,34859 0,33374 0,31993 7341 0,23766

(,34397 0,32920 0,51549 1_],:2 G936 0.23399

0,33945 0,524.77 0,51115 0,26511 0,23011

0,33502 0,3204.4 0,30692 0,26156 0,22694

0,33070 0,31621 0,30278 0,26782 0,22356

0,32647 0,51207 0,29874. 0,25416 0,22028

0,32232 0,30802 0,29479 0,25060 0,21708

0,31827 0,30407 0,20002 0,24713 0,21396

0,31430 0,30019 0,2871bH 0,24374, 0,21093

0,51042 0,29641 0,28346 0,24.04,4, 0,20797

0,50661 0,29270 0,27985 0,23721 (,20510

0,302589 0,28907 0,27632 0,234006 0,20229

0,29924, 0,28552 0,27287 (0,23099 0,19956 71
12 0.209567 0,28205 0,26950 0,22799 0,19689 72
73 0,29217 0 27865 0,26619 0,22507 0,194.29 73
74 0,28874, 0,27532 0,26296 0,22221 0,19176 74
75 0,28538 0,27206 0,25980 0,21941 0,18928 75
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7 4, %5 43f, %o 5% 6 5% (2 Z
76 0,28209 0,2G857 0,25670 0,21668 0,18687 76
117 0,27887 0,2657 4 0,25367 0,21401 0,18452 77
78 0,27570 0,26267 0,25071 0,21141 0,18222 78
79 0,27260 0,25967 0,24780 0,20886 0,17997 79
80 0,26057 0,25673 0,24496 0,20636 0,17778 S0
81 0,26659 0,25355 0,24217 0,20393 0,17563 8]
82 0,26367 0,25103 0,239 1.1 0,20154 0,17354 82
83 0,26080 0,21826 0,23676 0,19921 0,17149 83
S 0,25799 0,24554 0,23411 0,19693 0,16940 84
85 0,255 24 0,24288 0,23157 0,19169 0,16753 85
86 0,25253 0,24027 0,22006 0,10251 0,16562 86
87 0,21988 0,23771 0,22659 0,19037 0,16375 87
88 0,24728 0,23520 0,224.17 0,18827 0,16192 88
89 0,244.72 0,23274 0,22180 0,18622 0,16012 S0
00 0,24221 0,23033 0,21947 0,18421 0,15887 00
0] 0,23986 0,22796 0,21719 0,18224 0,15665 01
02 0,23734 0,22563 0,21495 0,18031 0,15497 02
03 0,23196 0,22335 0,21275 0,17842 0,15333 03
04 0,23263 0,22111 0,21060 0,17656 0,15171 04
05 0,23035 0,21891 0,20818 0,17475 0,15013 95
96 0,22810 0,21675 0,2064] 0,17207 0,114858 06
07 0,22580 0,21463 0,204:37 0,17122 0,14707 07
98 0,22372 0,21255 0,20237 0,16950 0,14558 08
99 | 0,22159 0,21050 0,20041 0,16782 0,14412 99
100 0,21950 0,20819 0,19818 0,16618 0,14269 100
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7

13
14

15

16

18

19
20

W 0 T o
e S

o
e 4

0,99010
1,48025
1,96716
2,45086

2,93138

5,74883
6,2076G9
6,66354
7,11641

7,56632

8,01329
8,45735
8,89851
9,33153
9,77224,

10,20484
10,634.64.
11,06166
11,48589
11,90738

90/
= Fha)

0,98039
1,46098
1,98528
2,40339

286540

2,32141
3,77149
4,21574
4,65424

5,08708

5,01433
5,93608
6G,55241
6,76340
7,16912

7,56966
7,06508
8,85047
8,74089

0,19142

0,49712
0,86807
10,284:34
10,59598

10,5309

& ]/’2 73

0,97561
1,45152
1,91969
2,38020
2,83337

3,27916
3,71777
4,14931
4,57893
4,99174

5,40288
5,80745
6,20558
6.50739

6,98290

89,17229
9,51743
9,85720
10,19169
10,52100

93 o
Sl o

0,07324
1,41683
1,91197
2,36881
2,81759

3,25838
3,69139
4,11675
4,53463
4,94518

5,74484
6,134.24
6,51686
6,80285

7,26253
7.62544
7,98220
8,33301
8,67772

9,01654
0,34959
0,67697
9,00870
10,81517

3,28783
3,66532
4,08162
4,49589

1,80982

5,20508
5,68332
6,06122
6,43792

6,30450

7,16437
7,51741
7,86356
8,20386

8,53754

8,86504
9,18649
0,50202
9,81175

10,11580

11
12
15
14

15

16
17
18
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— ,f)ﬂr ‘

7

1

7 1 '?/fj 2 0/:3 )1 jli (f” 33,;_,, £/ B r,}{_’ .
26 12,32614 11,30570 10,84521 10,62622 10,41450 26
27 12,74219 11.65390 11,16443 10,93202 10,70756 27
28 13,15556 11,99772 11,47873 11,23269 10,99511 28
20 13,6626 12,33727 11,7585821 11,52853 11,27764 29
30 13,97451 12,67257 12,09294, 11,81903 11,055607 30

14,3797
14,78253
15,18275
15,58039
15,97519

16,36804
16,75808
17,1456
17,53068
17,91328

18,29344

18,67117
19,04649
19,4194.2
19,78998

20,15518
20,5204
20,88758
91,24852
21,60777

13,00371

3,33073
1 :3,“.—3361)
13,97266
14,28769

14,59883
1 4,90614
15,2068

15,50950
15,80565

16,095185
16,38715
16,67260
16,95459
17,23316

17,50885
17,78023
18,04583
18,31421
18,57639

12,39302
12,68855
12,97954
13,26613
13,54854

13,82639
14,10020
14,3698
14,6355

14,89723

15,15500
15,40895
15,65912
15,90H59

16,14842

16,3876G8
16,6254
16,8657 1
17,08460
17,51015

12,10489
12,38599
12.66244,
12,95432

14,22821
14, 47445
14,7167 1
14,95H05
15,18954
15,42027
15,64750

15,87069
16,09053
16,30687

11,52750
12,0050
12,35779
1261585
12.86931

13,11828
13,36285
13,60510
13,83918
14,07102

14,29886
14,5227 3
14,7427 1
14.95888
15,17152

15,38011
15,58531
15,78701
15,98527

16,18016

50
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Nt 21, %, % 8% |
' |
ol | 21,96444 15,8354 17,53243 16,93558 16,37175 5l
52 i 2281886 19,09189 1I5148 1718858 16,56010 | 52
53 1 2267104 19,3142 17,96736 17,33841 16,74529 | o3
54 r 23,02099  19,50418 1818013 1758511 1692737 [ 5
13 23,6874 19,84110  18,38983  17,72875  17,10641 | 55
|
56 2371430 20,08510  18,59653  17,91988  17,28246 | 56
57 2405768 20,2620  18,80027  18,10706  17,45550 | 57
58 24,39891 20,56416 1900110 18,29184 17,62586 | 58
al) 24.73799 20.7999] ]'J,I'.IEH!T ]S,-_LTSTS IT)T'.l:;i.‘_’»L’, oY
60 25,07494  21,08259  19,39423  18,65293  17,95802 | 60
6] 25,0077 21,26265  19,58665  18,82084  18,12002 61
62 25,74251 2L+SHSI 1977630 19,00806  18,27959 | 6
63 26,07317  21,71441 1996331 19,17413 1848615 | 63
G4 26,40176 21.93639 20,14769 1954261 18,59038 | 64
65 26,72830 22,1580  20,32049 1950856 1874211 45
66 R7,05279  22,87265  20,50875  19,67199 18,8913 | 66
67 97,37527  22,58699  20,68551  19,88207 19,0352 | 67
GS 27,69573  22,79885  20,85982  19,99154  19,18282 | 68
60 28,01420  28,00827  21,08171 20,4774 19,32506 | 69
70 28,33069  23,21527  21,20122  20,30162 1946504 70

28 fJ’] g

28,95779

zuzlazu

21,3684
21,53320
21,69592
21,35G32

99,01 454

t)[] 45 r)

S(LGHQBS
20,74973
20,80475
21,03760

19,60278
19,73839
19,8715

20,00821

20,1825

-3
1

-
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n o

i
" I O,’o 2 cio 0'1,"2 /o 2 "n‘"'a O{J ic}”:a (L
76 | 30,18883 24,40847  22,17061 91,17838  20,25983 76
77 3049185 2459948  22,32456 21,31712  20,38515 77
78 30,79800  924,78834 2247644 21,45384  20,50855 78
79 | 31,09229 94,07506 22,62627  21,58859 20,63005 79
80 | $1,88074  25,15968 92 77409  21,72139 20,7496 50
31 31,68536  25,34222 2291993 21,8522  20,86749 8]
82 31,97916 25,52272 23,0638  21,98131 20,98350 89
83 32,27116  25,70119 23,20680  22,10840  21,09776 53
84, | 3256137  25,87767 23,34590 29 93380 21,21028 84
35 | 32,84979 26,06218  23,48413 22.85746  21,32112 85

|
86 | 83.13645  26,22475 23,62055  22,47931 21,48029 86
87 | 38,42136 26,30541 928,75517 99.50914 21,53783 87
88 | 38,70453 96,561418  23,88802 2271789 21,64377 88
49 33,08507 26,7310 24,01914 2283468  21,74S14 89
00 | 34,2656 26,80615  24,14855 2204084 21,85096 0()

!
111! 34,54370  27,05940  24,27627 D3,06340  21,95297 01
99 | 34,82008  27,22086  24,40234  23,17538  22,05210 02
93{ 35,09167 27,38055 2452678 28,28583 2215046 93
nm] 3536766  27,53850°  24,64962  28,39475 22 24740 01
95 35,63897 27,69473  24,77088 2350218 29,84293 05
06 35,00864  27.84925  24,80058  28,60814 2243708 06
07 36,17668 28,00211 25,00876 2371266  22,52087 07
98 36,14310 2815330 95,12543  23,81576 22,62183 08
99 | 36,70791 28,30287 25,2406  23,91747 22,71149 90

36,07112

98,45082

-

5,85486

T

24,01780

22,80036
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Da,,

W
n 3's Yo 3 Yo 3% Yo 4% 4, %o
: Bl . iy S )
I | 0,96832 0,96618 0,96386 0,96154 0,95923
2 | 1,43754 1,43294 1, 12836 1,12382 1, 41930
8| 1,80672 1,88017 1,88168 1,87424 1,86686
1 234628 2,33515 2,32411 2.31315 2 30299
5 2,78647 277113 2,75594 271089 2,72598
6 | 391749 3,19737 3,17746 3,15776 3,13827
7 | f’:jﬂ-‘iﬂ-'ﬂi 3,61411 3,58895 3,66409 3,53052
S | 405290 1,02159 3,99068 3,96017 3,93005
Y ‘ ri'i--l‘:j??ﬂ 4,42004 4,38291 4,34630 4,31020
10 | 4,85417 4,80970 1,76590 4,72276 4,68027
|
11 | 5,24250 5,19078 5,18089 5,08983 5,04056
12 i 5,62288 5,56349 5,50512 5,41776 5,30138
13 5,99550 5,92805 5,86183 5,79683 5,73301
1 4 6,36053 6,28465 6,21025 6,13728 6,0657 1
L5 6,71816 6,63350 6,6H05H8 6,46935 6,38977
16 7,06854 6,97479 6,38306 6,79329 6,70543
17 7,41186 7,30870 7,20788 7,10931 7,01294
18 | 7,74827 7,63543 7,62524 7,41764 7,31256
19 S,07794 7,95513 7,83535 7,71850 7,60449
20 8,40101 8,26800 8,13830 8,01209 7.88898
21 | 8,71763 8,57418 8,43456 8,20862 8,16625
22 9,02797 8,87386 8,72402 8,57828 8,4865
23 9,33215 9,16719 9,00695 8,85126 8,69995
24 9,63033 9,454532 9,28353 9,11775 8,05679
25 0,92263 09,7354 9,55392 9,37792 9,20721




Ql] of
vy /o

:5 Ijg' Cf/;

5

10,20919
10,49014
10,7656
11,08572
11,30060

11,56035
11,81510
12,06495
12,51003

12,55042

12,78625
13,01760
[3,24458
15,46729

153,68582

13,90026
14,1107
14,31 724
14,51995

14,71892

14,0112
[5,10596
15,294.19
15,17900
15,66015

10,01060
10,28004
10,54386
10,80220
11,05519

11,30297
11,54566
11,7387
12,01623

12,24436

[2.,46756
12,686G85

12,90 144

13,91183
14,10208
11,28560

14,47 148
[1,6GH080
[1,82664
11, 99909

5 CHSES NS |
15,16822

a3l of
o9 3 /o

"L i::'/ o

0,51827
10,07675
10,32951
10,57670
10,51845

11,05491
11,28621
11,51248
11,73586

11,9507

12,1624:2
12,36981
12,67283
12,7715%

12,96601

13,1564.0
13,34280
13,52530
13,70401
13,87901

L4, 05040
14,2187
14,558271
14,51379

14,70160

0,63195
0.88001
10,1237
10,35887

10,58997

10,81573
11,0629
11,25178
11,46235

11,665813

11,86925
12,06583
12,25798
12,44:H84

12,62952

12,50011
12,98175

13,1565

13,48887

13,644 61
15,50695
13,06087
14,11149
11,25891

0,45140
9,68955
9,02181

10,14838

10,36940

10,558504
10,79545
11,00078
11,20118
11,39678

11,58773
11,77414
11,95616
12,13590
12,3079

12,47703
12,64261
12,804 11
12,96252

135,11700

13.26796

[5,61550

3,00972
53,7007 1

13,83856

W

[
e |
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l Da,,
\
e 3 l,f 4 ?’/0 3 l."z O//O ?’:;I‘i ’)//c 4 O/o 11 i/o } it
ot ot . dllD M e |
Hl 15,83563 15,33411 14,85623 11,40319 13,97335 51
52 L6,01560 15,49G83 15,0077 1454443 14,10516 59
53 16,18543 15,65646 15,15622 11,68270 11,23408 | 53
54 16,55419 15,81307 15,30173 14,51808 14,36018 : 51
55 16,51994. 15,96673 15,44436 11,9506 14,48555 55
50 16,68275 16,11749 15,58416 15,0804 1460422 1
57 16,84269 16,2654 15,72121 15,20757 14,72231 57
H8 16,99980 16,41063 15,8556H7 15,33208 14,83786 ‘ 58
59 17,15416 16,66312 15,98731 15,45406 14,95096 59
G0 17,30582 16,69298 16,11648 15,57355 15,06166 | GO
61 17,45483 16,83027 16,24316 15,69062 15,17002 61
62 | 17,60126 16,96504 16,56740 15,80532 15,27611 62
63 | 17,74516  17,09784  16,48925 1591774 15,37998 63
G4 17,85658 17,22724 16,60877 16,02791 15,48169 (i
65 18,02557 17,35479 16,72603 16,13589 15,681351 65
66 18,16218 17,48004 16,84106 16,24174 15,67888 66
67 18,29647 17,603504 16,95393 16,314550 15,77145 67 -
68 18,42848 17,72383 17,06468 16,447 24 15,86508 63
() 18,55826 17,84248 17,17337 16,54699 15,95981 (9
70 18,68585 17,95902 17,28003 16,64482 16G,01970 70
71 18,81130 18,07351 17,38473 16,71075 16G,13780 71
72 18,984.66 18,18598 17,48749 16,854.85 16,22413 72
79 ! 19,05596 15,29648 17,58837 16,92715 16,30876 73
74, | 19,17525 18,4050 17,68741 17,0176 16,39173 71
5 19,29257 18,5117 17,784606 17,10653 16,473006 )




: Da,

s

83 |

st
85

86
ST
88
89
00)

1940796
19521406
19,65311
19,71295

19,55100

19,9573

20,0614
20,106485
20,26615

20,36583

20,146341
20,56051
:Z.U,i'lr)rl:')li

20,74913

20,8412

20,93193
21.02122
5] (

21,1091
21,1957

21,28007

21, 14762
21,62908
21,609351

21,6883

18,61658
18,71962
15,52089
18,9204

19,01529

19,11449
19,20007
10,30207
19,30351
19,18313

19,57186
19,6585 1
1974439

19,82854

19,91183

19,99278
20,07291
20,15176

20,2208

20,5057 1

20,35056
20,5185
20,527 64
20,5905

20,6688

SHA TG

17,8501
17,97301
18,06600
[S,15615

18,24530

| 8.33257
18,41832
15,00257
13,685H35

15,66664

I8, 74664
18,8622
18,90215
15,97538
149,05502

19, 12640
19,1985
19,2695
19,533930

19,10795

9,47 540
L5 1184
19,60716
19,67113

19,75167

[ 7,60585
17,68377
17,7601
| 7,85515
17,90926

17,9817
18,052495
18,12287
18,19158
18,25909

18,3254
15,39061
I8, 15 16T
[5,5176G1

18,5795

15,64059
18,70021
15,7903
I5,51657

18,87875

1, %
‘14 /o

16,05252
Y AGT R
16,6:3103

16,70773

16,92917
17,00021
17,06991
17,13832

17,20516

17,27136
1 7.53600
17,30058

17,4G191

17,52519

17,61241
[7.70041
17,7571k

17,81345

S1
82
89
it

5D
SG6
87
88

89
40




7 2!
7 L IROS Ry 5% B2/ 1% -
1 0,95691 0,95465 0,95238 0,9434.0 0,93458 1
2 1,41480 1,4105 1,40590 1,38839 [,37130 2
3 1,85952 1,55224 1,84501 1,51660 |, 78807 3
I 2,29152 2,28084 27025 R,22873 2,18853 it
D 2, 11121 2,69659 .,lh.ln*.l 2,62545 57086 H
§ 3,11599 3,09991 3,05103 3,00744 2,93681 6
7 5,51524 3,49123 3,46750 5,:;7.’)2\ 3,28716 7
5 3,90032 7096 3,84197 3,72960 3,62268 S
J 4,27459 1,23918 4,204.54. £,07094 3,91408 0
10 163840 1,59716 1,55653 4,39985 4,25203 10
11 4,99200 [,94438 [,59743 1,71686 1,54718 11
12 5,555906 5,28148 5,22791 5,02244; 1,55014 12
13 5,67031 5,60879 5,51835 5,31707 5,10148 13
14 5,99552 5,92665 5,85908 H,60121 h,36177 L4
15 G,51178 6,23536 6,16046 5,87528 5,61151 15
16 6,61912 6,53H23 6,45279 6,13969 h,85121 16
17 6,91870 (5,82 654 6,75639 6,594 54 6,08133 17
18 7,20989 7,10958 7,01157 6,64111 6,30251 1S
19 7,49322 7,598163 1,27861 6,8788H 6G,61459 19
20 7,76596 7,60195 1,63779 7,1084.0 6,718566 20
21 8,03733 7,91174 7,78938 7,33010 6G,914.61 21
22 8,29856 S, 16431 5,03363 7,00426 7,10309 22
25 8,06287 8,40987 8,27081 7,76117 7,28436 23
24 8,80048 8,64865 S,00113 7,951 14 7,45873 24
25 9,04159 8,85086 8,72484 8,1444.3 7,62652 25
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1
— —D“ 1|
2

4.1 O/l

f2 /0

9,27640
9,50510
0,72788
9,94491
10,15638

10,3644
10,56327
10,75902
10,01983

11,18587

11,31726
11,49415
11,66667
11,83495
11,99912

12,15929
12,31558
12,46811
12,61698

12,76230

12,90417
13,04:269
[3,17796
13,31007
13,43911

43),%

9,10672
0,32643
9,54019
9,74818

9,95058

10,14759

1 ('}_,3:}{!3('1

10,62605
10,70754
10,88487

11,06729
11,22525
11,38888
11,54831

11,70368

or

11,85510
12,00271
12,1466
12,2869

12,42375

12,66720
12,68738
12,51438
12,93829

13,05921

H ':70

8,94217
0,156331
9,35848
9,55788
0,7 0

3

&4
ot
e 3

|

(=)
-1

9,901012
10,12333
10,30149
10,47476
10,64382

10,80780
10,96687
11,12216
11,27331
11,42046

11,66372
11,70323
11,83911
11,97147
12,10041

12,29606
12,54850
12,46785
12,568420

12,69763

L

8,53130
8,61202
8,680681
8,85591
9,01954

9,17791
9,33123
9,47968
0,62316
0,76274

09,8076
10,02848
10,15525
10,27817

10,30788

10,61300
10,62518
10,73404
10,88970
10,94228

11,04190
11,135064
11,23263
11,32396
11,41271

......

8,51068
8,63993
8,76159
8,88187
9,00095

9,11301
0,22123
0,92576
94,2677

0,524.39

D61877
0,71005
9,79835
,58380
0,96650

10,0658
10,12413
10,19926
10,27207
10,3426

i




1, %,
12O

13,56516
13,68832
13,50566
15,92626

14,04120

14,67896
14,77723
14,87337
14,96 744
15,0591

15,14954
15,25778
15,52411
15,40863
15,49139
15,57244
15,65185
15,72959
15,50577

15,88040

13,17723
13,2924.3
13,40490
[3,51471

13,62195

G8

13,72¢
13,82898
13,92803
14,02658
14,12201

o
QC

89
8¢

14,21528
14,30641
14,39557
14,48271

14,56792

14,65126
14,73278
14,81252
14,59055
14,96690

-3

15,04162
15,11476

15,186:35

12,850824
12,91613
13,02136

13,60141,
13,69024
13, 77696
13,856167
13,94442
14,02527

14,10429

14,18151
14,25700
14,33079
[4,10295

14,47352

14,542 54
11,61006
14,67612
14,71075
14,50401

6%,

11,19899
11,8289
11,6644.7
L1,74383
11,82105

11,89619

11,9693

12,04052
12,10986
12,17738

2,24816

o~y

12,307
12,36972
[2,43061

12,48997

e

12,564786
12,6045]1
12,65959
[2,71514

12,765568

12,81678
[2,56676

7%

1041107
10,47 744
10,54152
10,60130
10,66495

10,72384.
10,78103
10,83654
10,89058
10,94305

10,994.07
11,04360
11,00196
L1,13892
11,184.63

11,22913

11,27246

11,434.89
11,47297
[1,51010
11,51631

11,58165

G0

6H&
69
70




i

Sl
82
]
81

8D

S6
87
58
54
90

Il‘ o/
l'\ /O

|G, 025H2

16,09547
16,16431
16,23185

16,2980
16,36295
16,42661
16,48905
16,55030

16,61039
1G,66951

16G,89439
16,94810
17,00082
17,05259
17,1054k

l.)hl 73

15,70540
15,76750
15,52615
15,88329

15,3931

15,994:24
16,01511
16,10095
16,15279
16G,20561
16,2550
16,30249
[1G,55055
16,9771

16,144.02

16,48947
16,55411
16,5774
16,6209
16,66328

14,86G592
14,92653
11,98587
15,01395

15,1008%

15,156G62
15,2112
[5,26172
15,31714
15,56551

e

D, 11857
15,465:23
15,0166
15,56107
15,61061
15,65625
15,7010
15,7444
15,75505

]f;,h:ill:", |

[5,87185
15,9125
1 5,9562500
15,99186
16,03012

~
Q

13,05531
13,09978
I IS:I L3244

13,42178

13,45822
13,193589
13,b288%
15,56G50:3
15,59654

13,62936
13,66153
13,69305
13,7239

13,78391
[3,51305
13,51159
13,56960
13,59708

HJ/‘

11,61615
11,64978
11,68204
L1,7 1473
L1,71607

11,77669
L 1,50661
[1,55585
11,8644
11,89239

[1,91972
11,04646
11,97262
11,99822
[2,02328

12,04781
12,07155
12,09535
12,11539
12, LLOY6

i~y

12,16308
[ 2, 18475
2,20600
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AANGEHAALDE LITTERATUUR. ')

Archief voor de Verzekeringswelenschap en aanverwante vakken , nitgegeven door
de Vereeniging van Wiskundige adviseurs bij Nederlandsche Maatschappijen
van Levensverzekering. ’s-Gravenhage, M. Nijhoff.

Arnandeau A. Tables des intéréts composés, annuités et amortissements, pour
les taux variant de dixiemes en dixitmes et des epoques variant de 1 i 400
suivant les tanx. Paris, Gauthier Villars, 1906,

Birlocher 7. Zinseszins-, Renfen-, Anleihen-, Obligationenrechnung. Ziirich.
Verlag von Orell Fiissh & Clo,

Bawerk. B. von Bokm. Zie Bohm.

Boblman . Tebensversicherungsmathematik. Ene. der Math. Wiss.®) I,
2, p. 857.

Bohm., . von — Bawerk, Capital und Capitalzins. I. Geschichte und Kritik
der (_'-upi(:xlziusihL:uri.i‘n. Wagnersche Universitiits Buchhandlung, Innsbruck,
1900,

Broggi 1. \rlirﬂi(']llfrllngmnathmnui-ik. Deutsehe Ausgabe. B, G. Tenbner, Leip-
zig und Berlin, 1911,

Bulletin du  Comité permanent des Congres infernationaux d’ Actuaires ,
Bruxelles, Tmpr. Bruylant. 1901, No. 5.

Cantor. M. Politische Arithmelik, oder die Arithmetik des tiglichen Lebens.
B. (. Teubner. Leipzig. 1898,

(harion 1. Théorie mathématique des opérations financitres. 2e Edition,
Paris, 187S.

(euber 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler-
ansgleichung, Sfatistik und Lebensversicherung. 2 Bde. B. G. Teubner. Leipzig
und Berlin, 1908 u. 1910,

1y Ter wille van meerdere volledigheid bij het noemen van tafels van hijzondere con-
structie zijn door mij enkele dergelijke boeken aungehaald zonder dat ik in de gelegenheid
was om deze te raadplegen. Ditzelfde geldt van de geciteerde 1° nitgave van Paseal's [Traitd
du triangle arithmdétigue.”

3y Zie ,Enevklopidie.”
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Daniele F. ,,Sopra un caso particolare di determinazione del {asso di una
rendila certa.” Bollettino della Associazione Italiana per I'Incremento della
Scienza degli Attuari, No. 21, Maggio 1909,

Liucyclopédie des Seiences Mathématiqnes, Fdition frangaise, rédigée et publide
d’apres Iédition allemande sous la direction de Jules Molk. Paris, Gauthicr-
Villars, — Leipzig, B. G. Teubner, 1911.

Lncyklopidie der Mathematischen Wissenschaften. rster Band in zwei Teilen.
Arithmetik und Algebra, Redigiert von W. T, Meyer. Leipzig. B. G. Teubner.
1898—1904,

Goey. A. H, .J. de, 7ie Janse.

Goster TI". Nederlandsche Almanak van Levensverzekering. Uitgaaf drukkerij
vlh. Gebr. Binger,

Gyldén I. Recucil des Tables. Stockh. Astron. Iakif. I, (1880).

Haaften M. van. ,Rentefuncties” ') Archief. Verz, W. XI. (1910). p. 209,

e »Koers en Rente” *) Archief Verz. W. XL (1910). p. 330.

—————— ,,Afgeleiden van annuiteiten en hunne toepassing voor he-

nadering van den rentevoet” *). Archief Verz. W. XI
(19107 p. 462,
— ——— Korte inleiding tol de theorie der waarde. Tijdschrift voor
Wijsbegeerte. Amsterdam, W, Versluys. — Leiden E. J.
Brill. *) 'V (1911) p. 371.
e »De strijd over rente”. | De Verzekeringsbode” *). Jrg., 31.

(1912) No. 14.

»Is rente huurt” | De Verzekeringshode.” Jrg. 31, No. 15

en 10,
— ,.De subjectief-objectieve, de subjectieve en de objectieve
waardeering der toekomst.” ,,De Verzekeringshode”. Jrg.
31. No. 17, 18, 19, 21 en 922.
— ,,De rentetheorie van Von Bihm Bawerk.” | De Verzeke-
ringshode.” Jrg, 31, No. 23, 24, 25 en 206,
: — ,De Grondslagen der politicke rekenkunde.”. , De Verze-
keringsbode.” Jrg. 31, No, 27, 28 en 20,
Harmsen 1. J. , Berekeningen in de Levensverzekeringswiskunde op e houwen
uit het verleden,” Batavia. Javasche Boekhandel. 1909,
Tuwood W, Tables. London, 25th. Edition, 1599,
Janse Dr. J. P. Bockbeschouwing (Arnaudean, Tables), Archief, Verz. W,
IX. (1907) p. 79.

!} Zie noot in Hoofdstuk I, p. 10.

*) Zie noot in Hoofdstuk IV § 1.

#)  Zie noot in Hoofdstuk T, p. 10.

‘) De VI® en volgende jnargangen verschijnen te Ifaarlem bij de erven F. Bohn,
*) Zie ,Verzekeringsbode.”
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Juanse Dr. J. P. en A. H. J. de Goey. Examenopgaven met oplossingen,

Negende examen voor Candidaat-Actuaris, gehouden 27 en 28 December 1911.

Archief Verz. W. XII (1912) p. 444.

King G. The theory of finance. Ch, & B. Layton. London.
Zie Texthook.
' Mathematisches Worterbuch. Leipzig, im Schwickerfschen Ver-

1898.

Kligel G. S
lage. 1805,

Landré. C. . Het afdoen van schuld door periodicke betalingen. Archief.

Verz. W. VI, (1003). p. 270.
Mathematiseh-Technische Kapitel —zur Lebensversicherung.

Vierte Auflage, verbessert und vermehrt von H. F, Landré.

Jena, G, Fischer, 1911,

/1. F. Actuarieele Nota’s. Archief Verz. W. X. (1909). p. 45 en XL
(1910), p. 132

Dr. 6. J. D. Boekbeschouwing (Harmsen, ., Berekeningen ete.”

Landré.

Mounier. e
Archief, Verz. W. IX. (1907). p. 560,

Motel. H. Polerin du. Technique de I'Assurance sur la Vie, Exposé d’apres
Varticle allemand de G. Bohlmann. Enc. des Se. Math. N 1, 4, fase, 4. (1911).
Ouales. . H. Table of compound interest for each rate between */, and 10

percent per annum, proceeding by intervals of one eighth
and from 1 year to 100 years. London. 1877,

_ Tables for finding the intermediate rates of interest between */,
and 10 per cent, in an annuity-certain, The present value of
£ 1 per annum (or period) for any number of years (or
periods) not exceeding 100 heing given. London 1887,

Onnen. Dr. H. De wiskundige theorie van den geldhandel. ’s-Gravenhage.

Gebr. Belinfante. 1906,
Rente.” Tijdschrift voor Nijverheid en Landbouw in Neder-
landseh-1ndié. D1, LXXIII. 1906, Decemberaflevering.

Paseal. B. Traité du triangle arithmétique, Paris. 1665.
Ocuvres Complétes, Paris, Librairie Hachette. 1872,

Tables de Pintérét composé, des annuités et de amorlissement.

Pereire, L.

Gauthier-Villars, Paris, 1508,

Poincaré. H. Science et Méthode. Paris. E. Flammarion, 1909,
Polerin du Motel, H. 7ie Motel.

Spitzer. S. Tabellen fiir die Zinses-Zinsen-

wendung derselben auf die Berechnung von Anlehen, Construction von Amor-

und Renten-Rechnung, mit An-

tisationsplinen, ete. 2. Auflage. Wien. 1875.

Totens. J. N. Binleitung zur Berechnung der Leibrenten und Anwartschaften,
[. Leipzig, bey Weidmanns Erben und Reich, 1785,

Textbook. Institute of Actuaries Textbook of the principles of interest,

1y Zie Encyclopédie.
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life annuities and assurances. Published by the Authority, and under the
Superintendence of the Institut.
Part L. Interest (including annuities certain). New Edition by R. Todhunfer.
Part TI. Life contingencies (including TLife annuities and assurances), Second
Edition by G. King.
London, Ch. & Layton, 1901 and 1902,
Thoman. F. Theory of compound interest and annuities, with logaritmic
tables. London, 1859,

—— —— Tables logarithmiques pour les caleuls d’intérat composé ef
d’amortissement, Paris, s.d.

———— Théorie des intéréts composés et des annuités, suivi de tables
logarithmiques. Traduit de I’ Anglais par Bouchard et préeédé
d’un avertissement de J, Ber{rund, Paris, 1878,

Lodhunter. R. 7ie Texthook.

YLurksma Dr. B. Het bepalen der reéele rente van effecten. Archief. Verz, W,
VIII. (1906). p. 1.

Verzeleringsbode De. Algemeen weekblad voor verzekering. (Oflicieel orgaan
van de Vereeniging voor Levensverzekering onder hoofdredactie van W, T.
H. Liefrinck-Teupken. Uitgave Nijgh en Van Ditmar’s Uitgeversmaatschappij,
Rotterdam.

Violeine, P. A. Nouvelles Tables pour les caleuls d’Intéréts simples et com-
posés. Paris. Chez auteur et chez Landois. 1839,

Werker W. M. J. Die zusammengesetzte Zinsen- und Zeitrenten- oder An-
nuitiitenrechnung, Mit finf Haupttafeln Aufzinsungs- und Abzinsungs-Tafeln,
und einigen suppletoiren Tafeln. Utrecht, J, 1, Beyers. Berlin, Puttkammer
& Miihlbrecht: 1893, 2 Bde.

Wicksell. K. Ueber Wert, Kapital und Rente nach den neueren national-
okonomiscaen Theorien. G. Fischer, Jena, 1893,
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STELLINGEN.

De universecle mnotatie voor renterekening en levensverzekerings-
wiskunde, gelijk deze voorkomt in het ,, Bulletin du Comité perma-
nent des Congres internationaux  d’Actuaires,” ') behoort zdéddamg
te worden gewijzigd en uitgebreid, dat cen dualistische behandeling

van aanvangs- en slotfuncties mogelijk wordt.

1,

De in de meer uitgebreide leerhoeken van renterckening *) be-
handelde annuiteiten van hoogere orde:

) zijn ontstaan doordat men bij een poging, om voor de annui-
teit ;1 een meer algemeene uitdrukking te vinden, geen acht heeft
geslagen op den regel, dat de waarde van een reeks periodiek in
dezelfde richting veranderende uitkeeringen het gemakkelijkst wordt
bepaald voor dit tijdstip, waarop de uitkeeringen het grootst zijn;

5) bevatten als bijzonder geval geen andere annuiteiten dan de
genoemde a,7, en leenen zich ook mniet voor practische toepassingen ;

¢) vormen derhalve cen nuttelooze Spiclerei, welke uit alle leer-

of handboeken behoort te verdwijnen.

Y Bruxelles. Impr. Braylant. 1901, N° 5. p. 40. ,La Notation univer-
golle”. Bxtraite des Transactions of the Second International Actuarial
Congress',

) Institute of Actuaries’ Toxtbook. Part 1. lnterest, (including annuities-
certain) bij R. Tovuuxten. London, Cu. & E. Lavron. 1901,

The Theory of Finance, bij G. King, London. Cn, & E. Layron. 1505,

10*
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I11.

De  behandeling der annuiteiten van hoogere orde behoort te
worden vervangen door de behandeling der annuiteiten van hoogere
klasse :

a) bij welke de regel onder 11z genoemd, wel is in acht genomen ;

4) die als bijzonder geval, behalve de annuiteit a,, ook de al-
gemeen gebruikelijke annuiteit (/z);] en de in dit proefschrift be-
sproken annuiteit (D), in zich bevatten;

¢) waarvan de uileenzetting eenvoudiger is dan die van de

annuiteiten van hoogere orde.

0

Met het oog op de substitutic » = 1 laat zoowel de behandeling van:

@ = v — " G
nlr]|— — T —

door Topuuxter '), als die van:

Qnlr—A1| v Kli‘i“ 1] 7
an) A= i3 e iR
2

door Kixa *), aan juistheid te wenschen over. Hetzelfde geldt voor
de correspondeerende s formules.
"“Ir

Wanneer /7 cen onbekende functic is van &, # en z, dan is de
voorstelling :

V=KCUF,
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waarbij de drie factoren respectievelijk den invloed van elk der drie

veranderlijken op / aanduiden, even algemeen als de voorstelling:

V=2 (¢, 1, 2),

en in sommige gevallen ') boven laatstgenoemde fe verkiezen.

VL,

De door Fomsyru ?) aangegeven methode van integratie der totale

dilferentinalyergelijkingen :
Pde 4+ Qdy -+ Rd: =0,

waarbij aan de voorwaarde:

) oL \WH 0 o/ )
/JCQ‘—-(_'[—)—}— rz(-‘- iz R )—} 1.'(‘ AT
0z Ay e dz Ay G

voldaan is, kan niel zelden door een kortere worden vervangen.

VII.

De wijze, waarop Forsyri®) de orthogonale trajectorien van de

ellipsen:

y=a (l—a?)

bepaalt, verdient voor dit vraagstuk geen aanbeveling.

" Vgl mijn: ,Korte Inleiding tot de Theorie der Waarde.” Tijdschrift
voor Wijsbegeerte, Jaargang V. p. 372,

Y A Treatise on Differential Equations. Third Edition. London, Mac-
mreAN, 1903, p. 287,

L oe. p. 136.
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VIIIL.

De definitie van gevallen van gelijke kans van Larnace verdient

de voorkeur boven die van Vox Kries. ')

IX.

De meening, dat de aarde stilstaat, is niet minder waar dan de
meening, dat zij om de zon draait en zich met de zon door het

hemelruim beweegt.

N
Ten onrechte meent Drupre ) aangetoond te hebben, dat licht-
/ o J

stralen steeds een orthotomisch systeem vormen.

XTI,

De hewering,

dat de naam thermometer wijziging behoeflt, daar
warmte slechts gemelen zou kunnen worden met den ealorimeter,

15 onjuist.

XI1I.

Men kan niet volhouden, dat rolsteenen hun rondheid steeds
nitsluitend aan door rolling of op andere wijze veroorzankte shjtage

te danken moeten hebben.

XIIL

Het  geloof aan wonderen kan niet op natuurwetenschappelijke
oronden worden bestreden.

Y Vgl Dr. 0. Posmia. Over de Grondslagen der Waarschijnlijkheids-
rekening. Nieuw Archief voor Wiskunde. (DeLsman en Novruesius, Amster-
dam). Reeks 11, DL VIIT (1909). p. 158,

) Lehrbuch der Optik. Leipzig. S. Hirzen, 1900, p. 14,
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XTIYV.

De instelling van een afzonderlijk doctoraat in de wis- en staathuis-
hondkunde en van correspondeerende acten M. O. zou, bij een juiste
regeling van onderwijs en examens:

a) zoowel aan de studie der wiskunde als nan die der staat-
huishoudkunde ten goede komen;

) in het algemeen een aantal goed onderlegde personen bhe-
schikbaar stellen voor benoeming tot ambten, welke thans moeten
worden bekleed door personen, wier opleiding niet in overeen-
stemming is met hun werkkring ;

¢) in het bijzonder ook cen oplossing geven van de ten onzent
in verzekeringskringen hangende kwestie van de opleiding van den

actuaris.
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