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INLEIDING

Indien in het z-vlak een puntverzameling (z) gegeven is, en we
voegen door middel van de functie w = f (z) aan elk punt z een
punt @ van het w-vlak toe, dan ontstaat er een puntverzameling
(w), die zichzelf kan overdekken en die we het beeld van de punt-
verzameling () noemen. We zeggen, dat de functie w =/ (z) de
afbeelding van (z) op (w) tot stand brengt.

Is de puntverzameling (z) een gebied G en de functie w = [ (2)
een niet-constante, holomorfe functie in G, dan heeft de atfbeelding
een aantal belangrijke eigenschappen, waarvan we de volgende
noemen:

a) de puntverzameling G, is weer een gebied (stelling van de
oebiedsoverdracht),

b) als twee krommen elkaar in een punt P, van G: onder een
hoek 6 snijden, snijden de beeldkrommen van die beide krommen
clkaar in het beeldpunt P, van P, onder diezelfde hoek ¢
mits /' (z) in P niet nul is (stelling van de hoektroww),

¢) de plaatselijke vergrooting N in een punt P van G: is een
functic van z, die niet afhankelijk is van de kromme door P,
met behulp waarvan men de plaatselijke vergrooting definiéert,

d) ieder enkelgelaagd (,,schlicht’’), enkelvoudig samenhangend ge-
bied G in het z-vlak met minstens twee grenspunten kan door een
in (. holomorfe functie w =/ (z) één aan één en conform op een
cirkelschijf G worden afgebeeld (fundamentecle stelling van Rix-
MANN) 1),

Men zegt, dat de functie w =/ (z) G: op Gw glad (,schlicht”)
afbeeldt (in welk geval men de afbeeldingsfunctie ook wel ,uni-
valent” noemt), als de correspondentie tusschen G. en G ¢én
aan één is. Noodige voorwaarde hiervoor is, dat /* (z) nergens in &
nul is.

]

Door de conforme afbeelding van een gebied G op de eenheids-
cirkelschijf G, wordt, zonder dat aan de afbeeldingsfunctie eenige

Y 1. BizepereacH, Lehrbuch der Funktionentheorie 11, 1927, blz. 5-—8.
|
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voorwaarde wordt opgelegd t.o.v. de grenspunten van G, auto-
matisch een correspondentie tot stand gebracht fusschen de randen
I van G: en 1% van Gp. Reeds door ScHWARZZ) is gevonden
(1870), dat de betrekking tusschen de punten der randen [} en [
¢én aan ¢én en continu is, mits de rand /% uit een eindig aantal
analytische bogen bestaat.

De boog, gedefiniéerd door x =x (f), ¥y =y (f), voor t; = ¢t = {,,
heet dian en dan alleen analytisch, als het segment #, ={ =1,
in een gebied G ligt, waar x (f) 4+ iv ({) een holomorfe functie
van ¢ 1s; m.a.w. als ieder punt 7, van dat segment middelpunt is
van een cirkel, waarin x (f) + v ({) kan ontwikkeld worden naar
machten van ¢ —#,.

Door Oscoop is in 1901 het vermoeden uitgesproken ), dat de
correspondentie tusschen de'randen 7% en I, eveneens één aan één
en continu is voor het geval I een eenvoudige f[ordan-kromme
is. Van deze stelling van OsGoon zijn sinds 1912 vele bewijzen
gegeven*). We geven in hoofdstuk I het bewijs van WorLrr (1930) ?),
terwijl we dit bewijs zullen vergelijken met die bewijzen van
andere onderzoekers, welke er het nauwst aan verwant zin.

Voor het geval I een algemeene [ordan-kromme is, wordt,
na invoering van het begrip randelement (CARATHEODORY, die een
analyse van de randen geeft, los van het probleem van de conforme
afbeelding der binnengebieden, spreekt van ,primenden’ ) de
stelling van Oscoob aldus gewijzigd, dat er nu een correspondentie
¢én aan één bestaat tusschen de punten van I en derandelementen
van [;. Aan de veelvuldigheid van een randpunt van I zien we
een grens gesteld in WoOLFF's stelling over de nulbmaat ®) van de
verzameling der punten op [, die met één grenspunt van G
correspondeeren, met welke stelling we hoofdstuk I besluiten.

Uit de analytische voortzetbaarheid van de functie w — [ (2),
die G; één aan één en conform op |w | << 1 afbeeldt, over alle

% H. A. Scawarz, Gesammelte Abhandlungen I, 1890, blz. 140—151.

3 W. IF. Oscoon, Enc. der Math. Wissenschaften [1s.1, 19, 1901,

1 E. Stupy, Konforme Abbildung einfach-zusammenhingender Be-
reiche, 1912: blz. 55 e.v.;

‘3

zie verder noot 22),

5) J. Worrr, Verslagen Kon. Akad. van Wetensch., 25 Jan. 1930; blz.
96-—97.

5) C. CARATHEODORY, Math. Annalen 73; 1913; blz. 323, e.v.

'
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inwendige punten van analytische begrenzingsbogen, volgt, dat
de afbeelding ook in deze punten nog conform is.

Om vervolgens het gedrag van de afbeeldingsfunctie w = f ()
in de omgeving van een randpunt van /% te kunnen onderzoeken,
voor het geval dit punt géén inwendig punt van een analytische
deelboog is, worden eerst in de hoofdstukken II en III eenmige
stellingen afgeleid, die alle steunen op het lemma van SCHWARZ
(1870) 7). Dit lemma doet uitspraak over het gedrag van een
functie, holomorf in een cirkel, waarvan de functiewaarden in een
cirkel liggen. Voor deze cirkels kiezen we of eenheidscirkels, of
halfvlakken. Achtereenvolgens wordt het theorema van SCHWARZ
besproken voor de gevallen, dat de transformatie w =/ (z) een
dekpunt heeft in het middelpunt van de eenheidscirkel, in een
willekeurig punt binnen de eenheidscirkel, en voor het geval, dat
er omtrent een dekpunt der transformatic niets voorondersteld
wordt. Met behulp van de uitdrukkingswijze der niet-euclidische
meetkunde wordt aan het theorema van SCHWARZ tenslotte een
zeer eenvoudige formuleering gegeven: de fransformatie w — f (z)
blijkt de niet-euclidische afstand van twee punten binnen de eenherds-
cirkel niet te kunnen vergrooten ®).

Het kan zijn, dat de transformatie w = f(z) slechts punten
op de omtrek van |z | = 1 invariant laat. In dit geval stellen de
uithreidingen door WoLFE *) en JULIA 19) aan het lemma van SCHWARZ
gegeven (hoofdstuk IIIT) ons toch in staat, conclusies te trekken
over de aard van de transformatie van het binnengebied |z | << 1.
[n plaats van een cirkelbundel, die bij het lemma van SCHWARZ
optreedt, waarbij ¢én der nulcirkels van de bundel een binnen-
punt van de eenheidscirkel 1s, vinden we nu een bundel van cirkels,
die de eenheidscirkel en elkaar in een punt van die eenheidscirkel
raken.

Kiezen we voor de cirkelschijven, genoemd in het theorema
van ScuwaRrz, rechterhalfvlakken, dan blijkt, dat voor het theo-

) H. A, Scuwarz, Gesammelte Abhandlungen 11, 1890, blz. 108; e.v.
en C. CararHeopory, Math, Annalen, 72; 1912; blz, 107 e.v.

8) C, CararTHroDORY, Sitzungsberichte Preuss. Ak, der Wissensch., 1929,
IV, blz. 43 en M. A. Brocu, Mémorial des Sciences Mathém. XX, blz. 8.

%) J. Worrr, Comptes rendus, 7 April 1926,

) G. Juria, Journal de Mathématiques 83; 1918; blz. 72, e.v.; Acta
Math., vol 42, 1918; blz. 349, e.v.
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. .U
rema van JULIA de eigenschap, dat 4 = lim — (y constant) onaf-

X—w X
hankelijk is van de gekozen v, van fundamenteele beteeke-
nis is.

Ook door een limietovergang uit het lemma van ScaHwarz kan
op eenvoudige wijze de stelling van Juria worden bewezen.

De door CARATHEODORY 1) gegeven omkeering van deze stelling
toont, dat de voorwaarden, in de stelling van Juria genoemd,
zoo algemeen mogelijk zijn.

Een withrerding van de stelling van JurLia?) wordt gevonden
door aan te toonen, dat, als van w—f (z), holomorf in het rech-
terhalfviak, de functiewaarden in het rechterhalfvlak liggen,
/E—h) en f'(z) een reéele, eindige angulaire limiet hebben voor
z-»00; de waarde van deze limiet is gelijk aan de bovengenoemde
i. Voor w=/(z), holomorf in <1 met |w| <1, volgt
hieruit, dat,alsz= -+l enw= 1+ 1 correspondeerende grenspunten

~
-

] —w dw . : ] .

T, o0 4, een recele, angulaire, limiet (== 0) bezitten voor
-z dz ‘

— + 1. Deze limiet zal eindig zijn, als er een tot -1 conver-

geerende suite (z,) is, met beeldsuite (w,), waarop het quotient

zijn,

:——g!l‘j:—' begrensd blijft. Men zegt dan, dat /(z) een hoekafgeleide
heeft in 1.

In hoofdstuk IV worden criteria besproken voor de angulaire
conformiteit van de afbeelding van een gebied G op een cirkelschijf
in een randpunt z, van de contour /% van G, Van belang is de
door CARATHEODORY '?) en door VALIRON ) bewezen eigenschap
(1929), dat de angulaire conformiteit in z, verzekerd zal zijn,
indien 7 ligt tusschen twee elkaar in z, rakende cirkels.

Uit dit hoofdstuk blijkt voorts:

1) C. CARATHEODORY, zie %), blz, 45.

'?) J. Worrr, Comptes rendus, 13 Sept. 1925, C. CARATHEODORY, zie §),
blz. 49, en E. LANDAU en G. VALIRON, Journal of the London Math,
Society, Vol. 1V, 1929, blz. 162 en 163.

13) C. CARATHEODORY, zie ®), blz. 51, e.v.

1) G, Vavrroxn, Bulletin des Sciences Mathém. 1929; blz. 70 e.v.
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a) dat voor angulaire conformiteit van de afbeelding in een
grenspunt van G het niet noodzakelijk is, dat de rand I in het
beschouwde punt een raaklijn heeft, — onder toepassing van
een criteriwm van AHLFORS, (1930)1%), —

b) dat de afbeelding van een gebied G: op |w | << 1 angulair
conform kan zijn In een grenspunt z, van G, terwijl de afbeel-
dingsfunctie z = ¢ (w) discontinu is in het met z, correspondeerend
randpunt w, en in geen enkele omgeving van dit punt begrensd is.

Een tweede criteritm van CARATHEODORY %) en een criferiuim
van WOLFF (1930) %) stellen voor de angulaire conformiteit niet
slechts eischen aan de contour, maar ook aan de afbeeldingsfunctie.
Het criterium van CARATHEODORY—VALIRON is evenwel als bij-
zonder geval in dat van WoLrr opgesloten.

In het laatste hoofdstuk wordt een constructicvoorschrift afgeleid,
dat ons in staat stelt begrenzingskrommen van gebieden in het
rechterhalfvlak te vinden, waarvan de afbeelding op de eenheids-
cirkelschijf angulair conform is in het oneindig verre punt dier
begrenzingskromme. Uit de toepassingen blijkt, dat de hier be-
wezen stelling de resultaten van VALIRON ') omvat.

15) [LArs AnLroRS, Acta Societatis Scientiarum Pennicae, Nova Series
A, Tome 1, 9, 1930,

16y Zie noot *), blz. 53.

7)) J. Worrr, Comptes rendus, 3 Maart 1930,

1) Zie noot '),



HOOEDSTUK I

RANDCORRESPONDENTIE, BIJ AFBEELDING VAN
EEN JORDAN-GEBIED — STELLING VAN OSGOOD

§ 1 — Definitie van eenvoudige Jordan-kromme

Onder een eenvoudige [ordan-boog verstaan we een kromme,

gedefiniéerd door de vergelijkingen:

=2 (8 =w(t), (1)
als deze functies continu zijn voor 4 =7¢=1{, en slechts dan
gelijktijdig aan x (f) =« (¢'), v (¢) =y () kan worden voldaan,
alsS¥is =14

Indien men eischt dat x (4) =x (%) en v (%) =v ({,) en dat
uit x () =x ('), v @) =y (') voor 4 <t =1? <t, moet volgen:
t =1, noemt men de kromme door (1) bepaald een eenvoudige
gesloten  [ordan-kromme.

Stelt men z — x + 7y, dan wordt de vergelijking van de een-
voudige Jordan-kromme: z =z (f), continu voor 4 ={¢=/{,,
met z (4) =z () en z ({) £z (') voor f; < ¢ <1’ < {,, terwijl voor
de eenvoudige Jordan-boog de voorwaarde z(t) —z(t,) ver-
valt, en z (¢) £z (') is voor 4 =t <! = 1,.

De eenvoudige Jordan-krommen (resp. bogen) zijn, zooals
uit de definitie onmiddellijk volgt, vrij van dubbelpunten. De
boog wordt door haar vergelijking 1 aan 1 en continu afgebeeld
op het lijnsegment (4, 4,), terwijl de transformatie

‘£ =cos —— . 2n, § =sin —— . 2xa

2 N ly—1

de kromme 1 aan 1 en continu afbeeldt op de eenheidscirkel van

]
het {-vlak (£ =& - in).

Voorbeelden van Jordan-kromamen. In de eerste plaats zijn alle
dubbelpuntvrije analytische krommen (zie: inleiding, blz. 2) Jor-
dan-krommen: de voorwaarde der continuiteit wordt vervangen
door de, de continuiteit insluitende, voorwaarde der holomorfie
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van z (f) (met |z" () |£0). Een voorbeeld van een Jordan-kromme,
die geen analytische deelboog heeft, vinden we in de kromme
van HELGE vox KocH (zie fig. 1).

Fig. 1. De benaderende polygonen [, 1 en
[L van de kromme van Helge van Koch.

Beschouw de suite van gesloten polygonen 17, I is een gelijk-
zndige drichoek, [ ontstaat uit [} door van elke zijde het
middelste derde deel weg te nemen en te vervangen door 2 zijden
van cen gelijkzijdige driehoek buiten ' I3, ontstaat uit I}.
door van elk lijnsegment, waaruit /). 1 bestaat het middelste
derde deel weg te nemen, en te vervangen door 2 zijden van een
gelijkzijdige driechoek, zoodanig, dat de oppervlakte van het
door I, 1 omsloten gebied wordt vergroot. De kromme van
HerGe vox Koch is nu de kromme, bestaande uit de punten,
die op de lijnsegmenten van de suite /5 gespaard blijven, en de
verdichtingsunten dezer puntverzameling.

Het bewijs van de continuiteit van de kromme van HELGE VON
Kocn vindt men in: Arkiv {or Matematik, Astronomi och Fysik
Bnd. 1, 1903, blz. 681 e.v.

Deze kromme heeflt in geen enkel punt een raaklijn. Dit volgt
onmiddellijk uit de overweging, dat in elk uiteinde van een lijn-
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segment, dat gespaard blijft, een hoek van 30° is te construceren,
z00 dat op beide beenen van de hoek punten der kromme liggen,
die zich in dat punt verdichten; dit geldt a fortiori voor de ge-
spaarde punten op een lijnsegment, die geen eindpunten zijn, en
cvencens voor ‘de verdichtingspunten dezer punten.

We merken nog op, dat de booglengte van de kromme, alsmede
van clke deelboog der kromme, oneindig groot is.

§ 2 — Eigenschappen van Jordan-krommen

Van de Jordan-krommen noemen we de volgende eigenschappen:

a) ledere gesloten Jordan-kromme verdeelt het platte vlak in
twee gebieden!?).

b) leder punt van het binnengebied eener gesloten Jordan-
kromme (d. i. het gebied, dat het oneindig verre punt niet bevat,)
is door een continue kromme met elk punt der Jordan-kromme
te verbinden; m.a.w. elk punt eener gesloten Jordan-kromme is
vanuit het binnengebied dezer kromme bereikbaar 20).

¢) Indien P, (xuvyn) een puntensuile is op een [ordan-krommne, 260
dat voor n — oo Py nadert lot P, (x5v3), dan geldt voor de diameter d,,
van boog P,Py: lim d, —0. (Onder de diameter van boog P,/

n—>w
verstaan we de bovenste grens van de afstanden van twee wille-
keurige punten van boog P.Py).
Deze derde eigenschap willen we bewijzen; de afstand
n =4/ 3 (%o — 2n)% -+ (v\'n — _\':r]zi
is een continue functie van continue functies van /£, dus cen con-

tinue functie van /. Geeft men ¢ > 0, dan is er een d, en een dy,

s ; &
zoOdat | x — %0 | < — voor |[{— i, | << O,
V2
| - & I -
en [_1' — Vo | < — voor |¢ Zoi== 0"
. V9 .
zoodat an < & VOOr |in—1o | < dy en dy.

Zi) nu dy de bovenste grens van de afstanden van 2 willekeurige

W) E. Scumipr, Sitzungsberichte Preuss. Akad. der Wiss. 1923,
XXVI1I11, blz. 318, e.v.

20) C. CARATHEODORY, Mathem. Annalen 73 (1913), blz. 305, e.v.
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punten P’ en P” van bg P,P;, dan kunnen we aantoonen, dat er
een puntenpaar op de boog is, waarvoor deze bovenste grens
wordt bereikt. Immers, de afstand a (P'P”") is een continue

functie van de 4 codrdinaten &', v/, x” en ¥ van de punten P’
en P” en een continue functie neemt op elk gesloten interval
haar bovenste grens minstens éénmaal aan.

Voor P, — P, zal de parameter ¢, van P, tot ¢, naderen. Was
er n.l. een deelryj (£p) met lim ¢, = *=¢,, dan zou P, een dubbel-

p—sm
punt van de kromme zijn, in strijd met de definitie van Jordan-
kromme,

Als nu £, -~ t,, naderen ook de parameters van de beide punten
van het puntenpaar, waarvoor de afstand op boog P,P, maxi-
maal 1s, tot {,; waaruit in verband met de eerste alinea van
dit bewijs volgt:

Iim dy = 0.

N>

§ 3 — Algemeene Jordan-krommen

Onder een algemeene [ordan-kromme verstaat men de verzame-
ling van de grenspunten P. van een enkelvoudig samenhangend,
schlicht gebied ..

In deze definitie verstaan we onder:

cen gebied, een puntverzameling (z) met de eigenschap, dat bij
elk punt van de verzameling een cirkel behoort met dat punt als
middelpunt, waarvan alle binnenpunten tot (z) behooren, terwijl
elk tweetal punten z; en 2, uit (z) door een continue kromme (b.v.
een polygoon), waarvan alle punten tot (z) behooren, kunnen
worden verbonden;

cen grenspunt van een gebied een punt, dat niet tot het gebied
behoort, maar waarbij het gebied doordringt in clke cirkel met
dat punt als middelpunt;

cen schlicht gebied een gebied, waarbij elk punt der verzameling
(z) slechts éénmaal als punt der verzameling in rekening wordt
gebracht;

cen enkelvoudig samenhangend gebied cen gebied, waarbij elke
gesloten kromme, wier punten alle tot dat gebied behooren, slechts
punten van het gebied tot binnenpunten heeft (dan wel, als = — co
cen punt van het gebied is: slechts punten van het gebied tot
buitenpunten heeft).
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De verzameling van de verdichtingspunten P van een gebied G.,
die niet tot G, behooven, noemt men de rand (contour) I'; van dat ge-
bied. I'; bestaat uit alle grenspunten van G..

Stelling: De rand I, van een gebied G. is een gesloten puntver-
zameling.

Bewys: Zi) P een verdichtingspunt van grenspunten, dan Ligt
in elk interval /p om P minstens één punt @ van I;. We kunnen
nu om ¢ een interval I binnen /p leggen: in Ig dringt G, door,
dus dringt G; ook in Ip door. Aan ¢én der voorwaarden voor een
grenspunt is dus voldaan. P kan géén punt van G, zijn, want dan
moest er cen cirkel om P zijn, die geheel tot G, behoort, terwijl
P verdichtingspunt van I is, zoodat in elke cirkel om P punten
van /% liggen, die dus niet tot G. behooren. Ook aan de tweede
voorwaarde voor een grenspunt is dus voldaan. Elk verdichtings-
punt van /> behoort tot 7. I is dus gesloten.

Stelling: G, — G, + I's is een perfecte puntverzameling.

Bewijs: G, is gesloten: want alle verdichtingspunten van G.,
die niet tot ; behooren, liggen op I, dus in G, en alle verdich-
tingspunten van 73 liggen op 7%, dus in G.. Verder is G. dicht in
zich zelf; immers, als P. een punt van G. is, ligt er een interval
I'p om P, waarin G. doordringt; en evenzoo, als P, sl
I is; Pz is dus in ieder geval verdichtingspunt van G.. G. is bij-
gevolg gesloten ¢n dicht in zichzelf, dus perfect.

Stelling: De vand I'; van cen enkelvoudig samenhangend gebied G-,
is cen perfecte puniverzameling.

Bewiys: De rand van een enkelvoudig samenhangend gebied
15 een ¢éndeelig continuum, d.w.z. is een gesloten puntverzameling,
die niet in twee gesloten puntverzamelingen zonder gemeenschap-
pelijke punten kan worden gesplitst. Kon men deze splitsing n.l.
wel uitvoeren, dan was het mogelijk een polygoon te construeeren,
die de beide deelen van elkaar scheidde ), waaruit dan volgen zou,
dat (-, niet enkelvoudig samenhangend was, zooals werd ondersteld.,

Beschouw nu een punt P. van I was er een omgeving van P.,
waarin dit punt het eenige grenspunt was, dan zou P: een ge-
isoleerd grenspunt zijn, en de rand 1% was te splitsen in minstens
twee gesloten deelen; n.l. P; en [, — P., in strijd met de vorige
alinea. ‘

BiEsErBAcH, Lehrbuch der Funktionentheorie I, 1930, blz, 86,

¥2)
/
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I is dus dicht in zichzelf, en gesloten, dus perfect.

Stelling: Als I'. de rand 1s van een enkelvoudig samenhangend
gebied, dat begrensd is, d.w.z. gelegen binnen een cirkel met eindige straal,
dan zal op elke halfstraal, vanuit een punt P. van G, getrokken, min-
stens eén punt van I'; gelegen moeten zin.

Bewijs: Op zoo'n halfstraal / ligt stellig een punt (). buiten G,
omdat (. binnen een bepaalde cirkel ligt. Beschouw de benedenste
grens b van de afstanden van P; tot de punten op /, die niet in G
liggen. Past men b af op P:(Q., dan vindt men een punt S, dat
op I7% ligt. Immers: er is géén cirkel om S, die geheel in G. ligt,
omdat in elke cirkel om S buitenpunten van G, doordringen, op
grond van de definitie van benedenste grens. In elke cirkel om S
dringt echter G; door: alle punten op PS (onverlengd) binnen die
cirkel zijn n.l. punten van G.; was er toch een buitenpunt bij, dan
was de benedenste grens te verkleinen. S 1s dus punt van [,

Het aldus bepaalde punt van /. is vanuit P: langs/ bereikbaar
(zie de definitic van §26).

‘-:
i
&
ar - 117
95 ‘
1
‘ !
ap=— | Lt -1:0—>

Ifig. 2. Voorbeeld van een algemeene Jordan-
kromme met nict bereikbare punten.

Een algemeene Jordan-kromme kan echter 60k punten be-
vatten, die niel bereikbaar zijn, in tegenstelling met de eenvou-
dige Jordan-kromme (§ 25).

Voorbeeld I: De punten van het deel: ¥ =0; 0 =y < { van
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de Jord. kromme, die bestaat uit de zijden van het vierkant met
(0,0), (0,1), (1,1), (1,0) tot hoekpunten en de loodlijnen ter lengte
: 1 ;
van ¥, in de punten x 5 (m =2, 3,4....) van de z-as op deze

opgericht, zijn vanuit het binnengebied dezer kromme niet be-
reikbaar. — Zie fig. 2.

Fig. 3. Voorbeeld eener algemeene Jordan-krom-

me met 2 niet-puntvormige randelementen en met

cen randpunt van  aftelbaar oncindige veelvul-
digheid.

Voorbeeld I1: (van CARATHEODORY 22)). Beschouw de eenheids-
cirkel, en die bogen van de cirkels door de punten
Z=<1enz=—1,
die de reéele as snijden onder hocken
n— 1
n

a — —

N =

W (=2 03 [ A L

voorzoover deze bogen binnen de eenheidscirkel en buiten de

cirkel |z— 3 | =1 liggen. De cirkel vormt met deze bogen een
Jordan-kromme, waarvan alle punten van de eenheidscirkel, met
uitzondering van de punten z = | 1, niet bereikbaar Zijn. —

Zie fig. 3.

22) CaratHEODORY, Uber die Winkelderivierten enz., blz. 52, zie ¥
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De eigenschap van een eenvoudige Jordan-kromme, genoemd in
§ 2a, geldt evenmin voor elke algemeene Jordan-kromme.

Fig. 4 geeft een voorbeeld van een algemeene Jordan-krom-
me, die het vlak in 4 gebieden verdeelt. Het gebied is ,spiraal-
vormig gewonden” om een cirkel met straal 7, d.w.z. de rand
bestaat uit twee deelen, die elk asymptotisch tot die cirkel na-

Fig. 4. Voorbeeld eener algemeene Jordan-
kromme, cdie het vliak in 4 gebieden verdeelt,

deren, terwijl het gebied tevens ,spiraalvormig gewonden’ is bin-
nen een cirkel met straal R > 7, d.w.z. dat de genoemde deelen
van de rand de cirkel met straal R van binnen asymptotisch
benaderen ). Door ,vertakking dev spivaalarmen’ kan men wuit
dit voorbeeld een kromme afleiden, die het viak in een willekeurig
aantal gebieden (eventueel oneindig veel) verdeelt.

§ 4 — Bewijs van Wollf van de Stelling van Osgood

Aan het bewijs van WOLFF®) van de stelling van OsGoon over
de continue, ¢én-¢énduidige correspondentie van de punten van
de eenheidscirkel T (Jw | == 1), op welks binnengebied door de

#) K. Stupy, Konforme Abbildung emfach-zusammenhiingender Be-
reiche, 1913, blz. 44,

#) J. Worrr, Sur la représentation conforme; Verslagen Kon. Ak. van
Wetensch., 25 Jan. 1930; blz. 96,
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holomorfe functie w = f () het enkelvoudig samenhangend, schlicht
gebied G., begrensd door een eenvoudige Jordan-kromme /7,
¢én aan één en conform wordt algebeeld, met de punten van deze
kromme [, laten we een drietal hulpstellingen voorafgaan.
Hulpstelling 1.
Onderstelling: De holomorfe functie w = f (z) beeldt het emndige
gebied G- af op het eindige gebied G, opperviakie
van. Gu — .

Bewering: /ﬂ dw |2 dO =1
| 2 |

o

Bewijs: Stellen we z =x 4 iy en w = -+ 7, dan zijn « en v
functies van x en vy, die voldoen aan de differentiaalvergelijkingen
van CAUCHY—RIEMANN:

du  o0v U v
oyl
Met behulp van deze betrekkingen gaat de functionaaldeterminant
juo) _ww e w
(Xy§  dwody Yy &

) . AT u\2
over 1in — | (="
X (0}’

N

o : \L/ . oV )1t . ou
Uit: 2 R = e L e T
: o ox X ay

— it T ou . ou

f@)=— —t. —=— +7.—,

: 0x X X ay

waarin f'(z) toegevoegd complex is t.o.v. f/(z), volgt:

dwl* ., g [ou\2  [ou\2 \uw)
=7(2) . f'(2) = (0‘\) EtE (5;,) = e

Bigevolg is:

dz
- ‘[j.d” e ” ;l\[ ;::d.\:‘ dy _,

o
os

dw |?

do.

az |

Sw gz

Hulpstelling 17,

Onderstelling: De funciie w = [ (2), holomorf in G, beeldt G. af
0p G
z= g (s) is de vergelijking van een kromme l; in G.,

lw 15 de beeldkromme 1 Gy lengte van Ly = k.
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~

Bewering: /

d

| ds

IJS — }",Ci"

.
I

-

Bewijs: Men heeft: k, — / \ diE — do?

I
:/ (r?s T\ ds ds, als de eind-

punten van de kromme /; door de parameterwaarden s, en s,

_ dw  du dv
bepaald worden,dus wegens — = -~ -7 :
ds ds ds
1 du
/\“. :/ — | ds.
| lds

Hulpstelling T11.  Ongelijkheid van Schwarz
Onderstelling: u (x) en v (x) zijn sommeerbaar en = 0 op de punt-

verzameling e: a = x = b.

Bewering :
‘ ). o m]" =[1u WE . [l WP
Bewijs:
/[H x)+1.v@x))P= / [2 (x)]2 4 24 . / u(x). v (x) 4 22, / [2 (1)

15 een definiet positieve kwadratische vorm (pos. voor alle recele
waarden van ).

De diseriminant van de vorm is dus positief.

Hieruit volgt de juistheid der bewering.

Methode van Wolif
Onderstelling: w = [ (2), holomorf in G. beeldt dit, enkelvoudig
samenhangend, schlicht en eindig ondersteld gebied,
af op de eenheidscirkelschijf G (|w | < 1),
s 1S cen punt van de rand Iy van Go.
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Bewering: Er is een suite cirkelbogen binnen G, met ay. tot
centrum, en met straal oy, — 0, zdddamg, dat wvoor
de lengte [, van de beeldkromme geldi:

l:, =0 woor n— 00.

Bewijs: Noem y, dat deel van de cirkelomtrek met o

2y, bl
centrum en o, als straal, dat binnen G, ligt.
Dan beweren we:
Er is een suite getallen p, -0 voor n - 0o, waarvoor:
°l dz |2 :
i ds—-0, voorn—-00 . . ... .. (1)
L dw | i
yit‘u

Anders toch was er een ¢ > 0 en een d > 0, zd6dat

Cldz [, _ & _
/ ‘ ds > — voor p < 0,
| dw ‘ 0 =
waaruit zou volgen:

)

| dz |2 [
/ — | . ds (fg 2> / -{l’r_) — 00

| |dw | [ o

A ’

waarbi) de dubbelintegraal uitgestrekt wordt over het deelgebied
an Gy, dat binnen de cirkelomtrek ligt om a, als centrum en o
als straal, en de oppervlakte voorstelt van het beeldgebied van
dit deelgebied. Hierdoor ontstaat een contradictie met hulpstel-
ling I, omdat het totale beeldgebied G, van Gy eindig ondersteld is.

De lengte [, van y.,, beeldkromme van y,, wordt volgens hulp-
stelling IT voorgesteld door:

| dz
[ ]
Passen we nu hulpstelling 111 toe,
u(x) E{ﬂ en v (x) 1 nemend,
’ d?t.'|
dan vinden we:
. - 2 A ;
i / e b Udsl = oz / it '(zsl -0,
4 dw B dw |

voor # - 00, op grond van (1).
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Hieruit volgt: de lengte /;, van de beeldkromme heeft nul tot
limiet, wat we bewijzen wilden.

Gevolgen: a) Zij nu I'; een eenvoudige fordan-kromane, dan trekken

de krommen ys, zich samen tol één bepaald punt a; van I'.

Bewijs: We beschouwen de gebieden D, begrensd door y:,
en een deel van I (en waarvan de punten beeldpunten zijn van
binnenpunten der cirkels om a, met g als straal). We voegen
aan D, de rand toe, en noemen het afgesloten gebied T8},

Beschouw de doorsnee: D) — ]’1-' . I—);g. 553. oD

Deze is, als doorsnee van oneindig veel in elkaar gedoosde, ge-
sloten puntverzamelingen, niet leeg. De doorsnee kan géén enkel
punt van G, bevatten, doordat elk punt van Ge buiten de cirkel
met a, als middelpunt en p, als straal komt te liggen, vanaf ze-
kere n.

De doorsnee bestaat dus uit één of meer punten van [%.

Uit de in § 2¢ bewezen stelling volgt, dat de doorsnee D niet meer
dan ¢én punt van I kan bevatten, omdat, als de afstand van 2
punten van /% tot nul nadert (met name van de punten, waarin

y:. Op 1% steunt), de diameter van het deel van I tusschen deze
punten ook tot nul nadert. Dit ééne punt is het in de stelling be-

doelde punt a..

b) Voor een puntensuile (wn) — ay convergeert de beeldsuite zn
tot a., en omgekeerd.

Bewijs: Buiten elke cirkel g, (middelpunt ag) ligt slechts een
eindig aantal punten @y, dus buiten elk gebied D., ligt slechts
een eindig aantal beeldpunten z,, en dus géén verdichtingspunt.
Het eenige verdichtingspunt van (w,) ligt dus in de doorsnee
van a!-lv ]—):,,, in het punt a.. Analoog als we de rol van a; en ay, ver-

wisselen.

¢) In het voorgaande was a, een willekeurig punt op 73, waar-
door een punt a. op I bepaald werd. Uit het bovenstaande volgt
nog niet, dat met een willekeurig punt p: op I ¢én enkel punt
fwop 1w correspondeert. Dit deel van het bewijsis echter gemakke-
Ik te geven.

Immers, als er met een puntensuite (z,) - f. een puntensuite
(wn) correspondeerde, die 2 verdichtingspunten wy en w, op I

)

-
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had, dan kunnen we bewijzen, dat er punten uit . zijn, die corres-
pondeeren met 2 verschillende punten uit G, in strijd met de
correspondentie één aan één der gebieden G. en Ge.

Op grond van het voorgaande bestaat er toch zoowel voor
punt wy als voor punt w, een suite, On, Tesp. oy, zoodat de cirkels
met deze stralen om w; en w, beschreven zich samentrekken tot f-.
Neemt men nu gy, en gy, z66 klein, dat deze cirkels buiten elkaar
vallen, dan zal een punt, dat ligt in de doorsnee van de beelden
der-lensvormige deelen van G, door de twee cirkels om Wy en w0,
bepaald, twee beelden in het w-vlak moeten hebben, één in elk
der genoemde lensvormige deelen, in strijd met de correspon-
dentie één aan één der gebieden G, en G,

Er is dus maar één punt 8, met een tot dit punt convergee-
rend stelsel van contraheerende cirkels, wier beelden tot B: con-
vergecren.

Hiermee is de correspondentie één aan één der krommen /7 en
I, volledig aangetoond, voor het geval /), een eenvoudige Jordan-
Kromme is.

Opmerkingen: Van de talrijke bewijzen, die van de Stelling van
OsGooDn gegeven zijn, noemen wij die van CARATHEODORY, CoU-
RANT, KOEBE, LINDELOF en FABER 25). Het bewijs van WoLFF is
het nauwst verwant aan dat van COURANT en FABER.

Het bewijs van COURANT is gebaseerd op de gelijkmatige conti-
nuiteit der afbeeldingsfunctie w — [ (), die, bij CoURANT, G; niet
afbeeldt op de eenheidscirkelschijf, maar op een Schlitz-gebied:
het w-vlak, minus een lijnsegment, evenwijdig aan de recele as
van het w-vlak. Het bewijs van die gelijkmatige continuiteit steunt
o.m. op de oppervlakte-integraal uit hulpstelling I en de onge-

*?) CaraTtHEODORY, Math. Annalen 73; 1913; Uber die gegenseitize Be-
ziehung der Rinder bei der Konformen Abbildung des Inneren einer Jor-
danschen Kurve aul einen Kreis, blz. 305, e.v.

Courant, Gottinger Nachrichten; 1914; Uber eine Eigenschaft der Ab-
bildungsfunktionen bei Konformer Abbildung; blz. 101, e.v.

Koegsg, Crelle’s journal, Band 145; 1915; Abhandlungen zur Theorie der
Konformen Abbildung; blz. 177, e.v.

LiNpELGF, Comptes rendus; 26 Jan. 1914, Sur la représentation conforme.

FABER, Sitzungsberichte Bayerischen Akademie der Wissenschaften,
Miinchen, 1922: blz, 93, e.v.
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lijkheid van Scuwarz (hulpstelling I1I). De rol van de booginte-
graal uit hulpstelling IT wordt in zekere zin overgenomen door
"| du

de integraal /—

| 38 d6 langs een bepaalde boog van een cirkel
¢

2 constant

met een punt P. van [’ tot centrum, welk punt door COURANT
tot oorsprong van cen poolcodrdinatensysteem (o, 0) wordt ge-
kozen.

De bewijsvoering is minder rechtstreeksch dan die van Worrr,
in wiens bewijs de bepaling van de suite tot nul naderende stralen
ox met de eigenschap (1) van blz. 16 als het meest wezenlijke deel
van de methode moet worden aangemerkt.

De bewijsvoering van FABER is nauwer aan die van WOLFF ver-
want. Ook dit bewijs steunt op oppervlaktebeschouwingen, boog-
lengtebeschouwingen en de ongelijkheid van SCHWARZ. Echter
wordt in het bewijs het gebruik der integralen uit hulpstelling
I en II vermeden. FABER voert een quadrillage van het z-vlak
in en werkt met benaderingen van oppervlak en booglengte door
2-sommen. We ontmoeten reeds een stelsel van tot een randpunt
contraheerende cirkels, maar deze worden gelegd in het z-vlak
met een randpunt P. van de Jordan-kromme 7% tot middel-
punt; tengevolge van het gedrag van [': nabij P: voert de benade-
ring van oppervlak en booglengte tot minder eenvoudige formu-
leeringen dan het gebruik der bedoelde integralen in de bewijs
voering van WoLrr, waar het oppervlak een cirkelschijf, de boog
¢én enkele cirkelboog is.

De toepassing betreffende de nulmaat, tot welke de methode van
WoLrr aanleiding zal blijken te geven (zie § 7, blz. 23) ingeval
van cen algemeene Jordan-kromme als randkromme, ontbreekt
zoowel bij IFABER als bij COURANT.

§ 5 — Continuiteit der randcorrespondentie
Aan het bewijs van de stelling van OsGcoob ontbreekt nog het
bewijs van de continuiteit in de correspondentie van de randpunten.
Onderstelling: (zx) 15 een puntensuite op I's; lim z, — 2%,
>
wy 1S het punt op Iy, dat aan z, op I, en
w* is het punt op I'y, dat aan z* op I volgens § 4

s toegevoegd.



20

Bewering: him w, = w*.
H—>

- ’ - 1
Bewijs: Sla om z, ecen cirkel met straal -, en om w;, eveneens;
n

kies een punt z," uit het gebied, dat de eerste cirkelschijf gemeen
_heeft met het beeld van de doorsnee van de tweede met Gy. Noem
het beeldpunt w,".

Dan geldt: lim z," = 2*, volgens de constructie,

Ji—=oL

en lim w', =w*, volgens §4. . . . . . . . (1)

N—r

Volgens de constructie is voorts: im (w,’ — w,) =0,

H—>
duSELIN R0 == 1 T8 7 SINE TR (2 )
N—>oc =0

Uit (1) en (2) volgt: lim w, = w* 28).

H—>

§ 6 — De correspondentie tusschen de rand /' en de rand [,
ingeval 7. een algemeene Jordan-kromme is

De conclusie van § 4, gevolg a, dat de doorsnee ) der samen-
trekkende gesloten gebieden D, één punt is, vervalt, indien we
de onderstelling, dat 7% een eenvoudige Jordan-kromme is,
laten vervallen. De diameter van een deelboog PP, eener alge-
meene Jordan-kromme kan n.l. zeer goed een positieve limief
hebben, ook al heeft men lim P, — P, (zie § 2¢). Dit is zeer een-

H—>m
voudig aan voorbeeld I van § 3, te illustreeren.
Verbindt men het punt (0, }) uit voorbeeld I door een suite

bogen .

“n

151 . A
met de punten (—. 5), en wel zoodanig, dat de bijbe-
n 2 ‘

hoorende afgesloten gebieden D;, blijven voldoen aan Ds, . < D.,,
dan is het duidelijk, dat de doorsnee D in dit geval bestaat uit
het lijnsegment: v =0; Oeny = 1.
Om de correspondentie tusschen de randen /% en [% in dit al-
gemeene geval te overzien, voeren we het begrip randelement in.
Onder een randelement, toegevoegd aan een punt ap van [%.

verstaan we de doorsnee van de suite gesloten gebieden D.,, wier
contouren bestaan ten deele uit deelbogen van [I%, ten deele uit

26) Zie: CARATHEODORY, Mathem. Annalen 73; 1913; blz. 315, e.v.
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de beelden van een suite tot a, samentrekkende cirkelbogen.

Uit het theorema van WoLrF uit § 5 volgt nu terstond:
met elk punt aw op I3 correspondeert één randelement van 7.

Deze randelementen waren in het geval van een eenvoudige
Jordan-kromme punten, maar behoeven dat volgens het boven-
staande niet te zijn bij een algemeene rand.

Om te bewijzen, dat met 2 verschillende punten w, en w, van I,
niet éénzelfde randelement kan overeenstemmen, moeten we eerst
aangeven, wanneer we 2 randelementen gelijk, wanneer verschillend
nOeENeNn.

Onder twee gelijke randelementen, bepaald door de suites

(D) en (D)

van samentrekkende gesloten gebieden, verstaat men randelemen-
ten, waarbij elke D., met elke D',
gemeen heeft; men noemt de randelementen 7_':*'1*5(.7”'!/(‘71({. als
er een 2 en een 2’ zin te bepalen, zdodat D. en D)., géén punten

punten van het gebied (.

van G: meer gemeen hebben.

Indien nu met 2 verschillende punten w, en w, van 1%, ¢én rand-
element R: van [ correspondeerde, dan kon men een suite punten
(z1) aangeven gelegen in (!—)31") en in (]j;,_,"), waarvan de beelden
in het w-vlak, voor n groot genoeg, zouden liggen in 2 buiten elkaar
gelegen cirkels om w, en w,, zoodat de correspondentie ¢én aan één
der binnengebieden opgeheven zou zijn.

Doordat, zooals gemakkelijk valt in te zien, met elke punten-
suite, die tot één of meer punten van eenzelfde randelement R,
van [I'; convergeert, een puntensuite (wy) correspondeert, die min-
stens 1 verdichtingspunt op /7%, heeft, correspondeert er met dit
randelement op grond der bewezen stellingen juist één punt van /.

Hiermee is de ¢én-éénduidige correspondentie tusschen de punten
van /), en de randelementen van /. bewezen.

§ 7 — Veelvuldigheid van een randpunt

Indien in één punt van de rand /% van een gebied G. n ver-
schillende randelementen liggen, noemt men dit randpunt een
n-voudig randpunt.

De randpunten van een eenvoudige Jordan-kromme zijn op
grond van § 4 alle enkelvoudig.

Als men een kromme /. in G. kan leggen, die van een rand-



22

punt P naar dit randpunt teruggaat, maar die randpunten van G;
tot binnenpunten heeft, dan is P. een meervoudig randpunt. Men
kan zeggen, dat elk in P. uitmondend uiteinde van /; een rand-
element bepaalt. De krommen %, die, op . samentrekkend, de
verschillende randelementen helpen bepalen, vindt men b.v., door
op zoo'n uiteinde een tot P. convergeerende puntenreeks (z;) aan
te nemen, en cen stel concentrische cirkels te leggen met P; als
middelpunt door de punten z,. De bogen, die men krijgt, door uit-
gaande van z, de door dit punt gaande cirkel te vervolgen, naar
weerskanten, tot men een randpunt ontmoet, kan men kiezen tot
bogen £k;,.

Voorbeeld van aftelbaar omeindige veelvuldigheid

Beschouw het tweede voorbeeld van § 3, blz. 12. Beschrijft men
een cirkel met z — —1 tot middelpunt en p; (< 1) tot straal,
dan wordt deze cirkel door de algemeene Jordan-kromme in
aftelbaar oneindig veel bogen verdeeld (waarvan we die buiten
de eenheidscirkel buiten beschouwing laten) en die zich voor
o, —~0 alle tot verschillende randelementen, alle éénpuntig en
in — 1 gelegen, samentrekken. Met z = — 1 correspondeeren op
de eenheidscirkel I, aftelbaar veel punten.

Voorbeeld van oneindige veelvuldigheid van de machtigheid van
het continuwm 27).

Beschouw de bovenste helft van de om O beschreven eenheids-

=,

=

Fig. 5. Voorbeeld van een randpunt van onein-
dige veelvuldigheid met de machtigheid van het
continuum (Caratheodory).

cirkel, en pas op de imaginaire as een stuk ter lengte van § af, op
de stralen met argument 4z en fx stukken ter lengte van §, alge-

27) . CARATHEODORY, Math. Annalen 73; 1913; blz. 363.
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meen: op de stralen met argument ?:z (p en g onderling ondeel-
{ )

: I <
baar) stukken ter lengte van } Al deze lijnsegmenten met halve
(

cirkel en middellijn vormen de rand /% van een gebied G.,. Zie fig. 5.

De oorsprong O is vanuit gebied G bereikbaar langs elke straal
met argument az, als a onmeetbaar is. Twee verschillende stralen
definiceren 2 verschillende randelementen. zooals blijkt uit het
feit, dat men die stralen door een kromme binnen G, kan verbinden,
die randpunten van G. tot imwendige punten heeft. Het aantal
randelementen, dat in O is vereenigd, bezit bijgevolg de machtig-
heid van het continuum.

Voor de verzameling van de beeldpunten op de eenheidscirkel
[ geldt nu de volgende stelling 2%).

Onderstelling: P, is randpunt van G. en behoort tot een oneimndig
aantal randelementen R. van 1% ; |
w = [(z) beeldt G. af op de eenheidscirkel Gw,
rand.: .
De randelementen R, corvespondeeren et de punt-
verzameling (ay) op .

Bewering: De puntverzameling (aw) s van de maal nul.

Bewyys: De bewijsvoering loopt parallel met die van § 4, blz, 7.

Beschouw een cirkel met P. als middelpunt en on als straal,
en noem de bogen van deze cirkel, voorzoover ze binnen 6. lig-
gen, achtereenvolgens:

M A R

Py

},Lm!
n -9 Sh 2

Zn
Dan beweren we:
er is een suite getallen g, - 0, voor n - 00, waarvoor:

m ™1 ems |2
d(&' g
Z Qn-/ > ds -0 voorn—->00 . . . . . (I]
M1 .f(w)
7.,
Anders toch was er cen ¢ >0 en een o > 0, z66dat

o0 A T
p—y {l’Ti' = ol :

, — 1 ds > - voor g < ¢,

| |dz | J
m 1’;nm

V.

*8) J. Worrr, Verslagen K. A. v. W, 25 Jan. 1930; blz. 97.



waarnit zou volgen:

s dw |? 9{'
Z/”d dS(ZO}/B.d{_:OO
m=1 g n ol

c;—

Met G;” wordt bedoeld het deelgebied van G., dat binnen de
cirkelomtrek om ag als middelpunt en é als straal ligt, voorzoover
het begrensd wordt door boog 7:". De dubbelintegraal over dit
gebied is gelijk aan de oppervlakte van het beeldgebied van dit
deelgebied. De som. der dubbelintegralen stelt een deel van de
eindig onderstelde oppervlakte van het beeldgebied . voor, en
kan dus niet co zijn. Hieruit volgt het bestaan van een suite ge-
tallen (p,) met de eigenschap (1).

Noemen we I, de lengte van de boog in het w-vlak, die beeld
is van y; en S, de som van de lengten dezer beeldkrommen,
dan geldt, op grond van de ongelijkheid van ScHWARZ:

) e y gt " T &
~2 dw C dw |2
Sri= [ 75 ds| < / ({T‘ NECLSH , ds
l {m) ’T,C (i) ‘%. (m1)
z}’:&‘.‘ z}'h"n 7
=1, -1 =1 ~t=1
O | dw |2 : i e
< 27 . py z ‘/ o ds| >0 voor n->00 op grond van (1).
= 3 (m)
m=1 7;.'-,,

Hieruit volgt, dat de som van de lengten der beeldkrommen
voor # — oo nul tot limiet heeft

De puntverzameling op [y, waarop deze krommen zich samen-
trekken, 1s dus van de maat nul.



HOOFDSTUK IT
CONTRACTIETHEOREMA VAN SCHWARZ

§ 8 — Dekpunt der transformatie in de oorsprong
a) Als f (z) holomorf isvoor |z | < Len| f(z) | < Twoor|z| < 1,
terwil {(0) = 0, geldl voor elk punt z met |z | < 1 de ongelijkheid :

1f @)=z

Bewrjs: z =0 is nulpunt van / (), waaruit de holomorfie van
Y (2) = ffi) voor |z | << 1 volgt.

De modulus van w (z) bereikt voor |z | = p < 1 zijn maximum

op de rand van deze cirkelschif, dus:

(2 I e
f/ ) = -, voor elke o > |2 ]| en < 1,
b4 I 0 '
waaruit volgt: /(@) | =|z|2).
b) Indien woor één punt z =z geldt: | f(z) | = |z |, geldt de
gelykheid | [ (z) | = | z | voor alle punten z met | z | < 1; de functie

is dan lineair in z, en wel: [ (z) = ¢if . 2. 0 reéel.

Bewyys: Volgens de stelling van de gebiedsoverdracht moet,
indien y (z) geen constante is, door w — w (z) een omgeving van z,
op een omgeving van w (z) worden afgebeeld, zoodat, ingeval
|y (z) | = 1 is, er punten z zijn met |y (2) | > 1, in strijd met § 8a.

y () is dus een constante, waarvan wegens | (z,) | — 1, de
modulus 1 is.

“y (2) =eilb en f(2) =eil.z

Opmerking: by a en b. We kunnen, indien we de eenheidscirkels
(", en C} van w-vlak en z-vlak op elkaar gelegd denken, dit theo-
rema van SCHWARZ ook a.v. in woorden brengen:

*) H. A. Scuwarz en C. CARATHEODORY, t.a.p., noot oy
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Als w = [ (2) de eenheidscirkelschij| van het z-vlak afbeeldt 0p een
gebied binmen de eenheidscirkel van het w-vlak en O vastlaat, dan zal
het beeld van elk punt 2 komen te liggen binnen of op de cirkelomtrel
door z met O als middelpunt. Indien het beeld van eenig punt z op de
genoemde cirkel komt te liggen, geldl deze eigenschap voor alle punien.
De transformatie is dan een volatie om O.

¢) Voor f(2) geldt, indien de functie niet lineair is, |['(0) < I.

Bewrjs: Uit a volgt:

| 7(0) | =hm |—=|=1.

z—0 |

o
o

Indien het gelijkteeken geldt, zal de transformatie y /! een

~
)

omgeving van z =0 met een omgeving van ¥ — 1 doen corres-
pondeeren. Dit beteekent echter, dat er in een omgeving van

7).

| =1, in strijd met § 8a, tenzij

z =0 punten zijn, waarvoor
[ (z) =eliz

De stelling volgt ook uit de integraal van CaucHy.

Indien /*(0) 20 (anders toch was het gestelde zonder bewijs
duidelijk), is er een omgeving van z =0 met /' (0) 0, waarin
we een cirkel met 0 als middelpunt en p als straal kunnen leggen,
zOOdat:

Hieruit volgt, door het schattingstheorema voor de integraal toe
te passen:

Qg

)

-

) 1,
710) | < 4= 20

d) De eenige functies, die de eenheidscivkelschijf conform op zichzelf
afbeelden met de oorsprong als dekpunt, zijn de lineairve functies
van de vorm. w — eil , z, 0 reéel. '

Bewijs: Nu is niet alleen |w | = |z | voor |z | < 1, maar ook
|z| = |w| voor |w | <1, waaruit |w | = |.z |, dus w =il 2

volgt.
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¢) Uniciteitsstelling .0.0. de afbeelding van een enkelvoudig samen-
hangend gebied G. op de eenheidscirkelschijf G220

Onderstelling: w =f, (z) en w = [, (2) beelden beide het enkelv.

samenhangend gebied G. af op Gy (|w | < I).
z=0 is een punt van G.; f, (0) =f, (0) =0.
Beide afbeeldingen laten de vichting van de positieve
reéele as in O invariant.

Bewering: hH(2) =1, (2).

Bewiyys: Als 2 = @, (w) de inverse functie is van w = f, (z), is
f2 by (w){ een holomorfe functie in Gy, die deze cirkelschijf op
zichzelf afbeeldt en w0 invariant laat. Volgens de vorige stelling
is dus | £ (2) | = |/ (2) |, maw.: f(z) =eil. [, (2). Alle rich-
tingen in de oorsprong worden dus door deze transformatie over
een hoek ¢ gedraaid: omdat voor één richting (die der pos. reéele
as) gegeven is, dat 0 =0, is 9 =0 en dus f, (2) =/, (2).

1) Als [ (2) holomorf is in een gebied G, dat een curkelschipf |z | << r
bevat, terwijl G, deelgebied is van |z | << R (mel R >7), dan zal,
mdien aan de holomorfe functie w = [ (z) behalve de wvoorwaarde
[(0) = 0 de voorwaarde | ' (0) | = 1 word!l opgelegd en deze functie
G afbeeldt op de cirkelschijf Go(|w | <), voldaan N aan:

r=o= R."

. . w . Ly
Bewijs: Stelt men — — @' en = =2/, dan wordt de cirkelschijf:
- 0 r g

| ! -

(2" << 1 afgebeeld op een gebied |w’ | < 1, zoodat volgens § 8¢
\dw’
| dz’

samenvalt met het gebied |z | < 7,

':_51 is voor z' =0; het gelijkteeken geldt slechts als .

L dw dw' dw dz dw 7 dw
e PR D Tt R et (r | e A=
volgt: YE=TO M SRR e RO (1)
Stelt men
2 =w'en s — 24
0 R

%0) CARATHEODORY, Math, Annalen 72, 1912, blz. 111,
1) FABER, t.a.p., zie noot 25),
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dan wordt de cirkelschijf: |w@’| <1 afgebeeld op het gebicd

ezt (S=1%
"
zoodat volgens § 8¢ dz’_ = 1
dw
1svoor w’ = 0; het gelijkteeken geldt slechts, als G. samenvalt
met het gebied |z | < 7.
Uit 25 _ d—z 21 - d—:  en E‘ = 1 voor w =0
dw' dz dw dw' dw R dw |
volgt: O R e (2
Valt G, noch met |z | <7, noch met |z | < R samen, dan is:
¥ << o< K.
Gevolg: De in deze stelling bedoelde functie beeldt | z | < ir (1= 1)
af op een gebied binnen | w ii="40;
2 : w 2 | : :
Bewigs: Uit § 8a volgt | - | < ('_'J’ waaruit de eigenschap volgt.
i~

§ 9 — Dekpunt der transformatie niet in de oorsprong

a) Als [ (z) holomorfisvoor |z | < len |f (2) | < L wvoor |z | < 1,
terwyyl f(z) =2 een wortel z — a heeft binnen |
als a dekpunt is van de transformatie w = f (z), — zal het beeld
w = [ (2) van elk punt z wit | z | < 1 komen te liggen binnen of op de
cirkelomirek door z, die tot de bundel behoort, waarvan de cenheids-
cirkel en het als nulcirkel beschowwde punt a twee exemplaren zijn.

2| =1, —m.a.w.

: . 1 =
De tweede nulcirkel van deze bundel is het punt -, als a de toege-
(L

voegd complexe waarde van a is; we stellen de bedoelde bundel

/

TR T : .
voor door \ & —/i, d.i. door de nulcirkels, die hem bepalen.
4]
Indien voor één punt z' het punt w' = f (') op de cirkel door =’

wit de bundel (a, {> ligt, geldt deze eigenschap voor alle punten en de
o
Junctie w = f (z) s lineair.
Vooor de afgeleide in hel punt a geldt: | [ (a) | < 1.

Bewijs: Door de lineaire transformaties:

, z 51 W — a
(=—6¢en w = ————
' —Taz | — aw
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worden de eenheidscirkels in z- en w-vlak omgezet in de eenheids-
cirkels van (- en w-vlak, terwijl het punt z

w — a overgaat in
het punt £ =w =0, en het punt z —¢

£ =W =

in het punt

R -

e
i

C —w =00

: ]
De cirkels van de bundel (a. = | correspondeeren met de concen-
o

trische cirkels met middelpunt 0.

Transformatic w =

- f(z), met dekpunt
a (niet in O).

Hieruit volgen (zie fig. 6) in verband met § 8¢ en & terstond de
eigenschappen der beide eerste alinéa’s.
de dw do di , .

— =——,— . == geeft: | f'(a) | < 1, met behulp van § 8c.
dz dw di dz (@) | I 3
De analytische witdrukking van de stelling wordt thans:
w—a z— a|

) 1T —aw
terwijl, als het gelijkleeken voor eenig punt = geldt, de functie w — | (2)

bepaald wordt door:

w—a . B—a .
S e . 0 reéel.
I — aw 1

&

(elliptische transformatie).
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h) Nemen we in plaats van de eenheidscirkel het rechtevhalfviak
(R.H.V.) als holomorfiegebied van f(z), en noemen we a het
spiegelpunt van het dekpunt e t.o.v. de imaginaire as, dan leeren
de transformaties:

74— Wi—(1

g = 3 o = 3
Z— Gk

waarbij de functie w = f (z) overgaat in een functic w = I (C),

holomorf voor | ¢ | << 1, met |w | <1, en 0 als dekpunt, ons
[0 — a | ==
I?L'——-H’i = = (0 '
N

reeele as

Fig. 7. Samentrekkende cirkelbundel (a, a), als f (a) = a.
De geometrische inkleeding bliift vrijwel gelijk; de te beschouwen
cirkelbundel is de bundel (a, a). Zie fig. 7.
§ 10 — Algemeenere formuleering van het theorema van Schwarz;

: u
monotonie van =

Een eenvoudige transformatie van de eenheidscirkels G. en (.
in zichzelf levert ons het volgende contractie-theorema.
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a) Als w ={f (2) holomorf 1s voor |z | <1 en |f(z)]| <1 voor
|z | < 1, terwijl f(z0) = wo, dan geldt voor elk punt wit |z | < 1
de ongelijkheid

] ~0

W — Wo ,
I —2z,2

w0 — Wo W
Indien voor één punt het gelijhiecken geldt, geldt het algemeen en is
de functie f (z) lineair; ze is dan van de vorm:

f :’) — Wo . A——ip -
'('—7;__—7 — g1l — —, 0 reéel.
I Wa . ‘f (:] 1 — Zo &
= . - [r | [ '
Voor elk punt z wmit G, geldt: | ['(z) | = T— |z 2
[— |z |2
Bewijs: De transformaties:
o — 20 Ww— 1y
t=——— en w R
=" 1 — Wo W

zetten de eenheidscirkels van z- en w-vlak om in de eenheidscirkels
van - en w-vlak; door deze transformaties wordt w = I ({) een
hol. functie voor |{| <1, met |w | <1, terwil F (0) =0. We
kunnen dus § 8 toepassen, waaruit de stelling volgt.

= w— W 1 — wWow |
Uit pc? 20 = = {i’“ volgt voor w — w,
e :U 'J():': 1
1 — |ws|? , 1
() | = ]ﬁ{i..“_eé., dus: |/(3) | = ——
— | s o et A

Een meetkundige interpretatie voor dit geval krijgen we a.v.

In een bundel cirkels bepaald door de nudcirkels ay en a, is aan
ell: exemplaar cen gelal 4 toegevoegd, dal aangeeft de constante ver-
liowding van de afstanden van een punt van de cirkelomtrek tol de
punten ay, en a,. Aan de eene nulcirkel vs hel getal 0, aan de andere
het getal co toegevoegd, aan de wmachtliin van de bundel het getal I,
voor de cirkels, die ay als binnenpunt bevatlen is 2 << 1, voor die welke
as als binnenpunt bevatlen is i > 1. Voor clhe cirkel, die binnen de

cirkel ligt met 2 = 2y << 1 1s A << Ay, en wvoor clke cirkel, die binnen

de cirkel ligt met A =24 > 1, is 1 > 4. (Zie lig. 8).

e : : : w —
Zie nu § 9a. Door de transformatic w - & - wordt, daar
— Wl
|w—-w :
| = 1—'—" de verhouding van de afstanden van punt w tot de
|
’1‘&"— —



Fig. 8. Cirkelbundel met indices 4:

M<hg<hyooi.<dy<dip< iy,

. ! .
nulcirkels van bundel (wo, — ) voorstelt, welke verhouding we 4,

We
noemen (constant op de cirkel door w van deze bundel) de
cirkel van de bundel door w omgezet in een cirkel met straal

i :
0w = ——, Om (0 van het w-vlak.

P
l LE20] |
|

Evenzoo wordt de cirkel met index 4. uit het z-vlak [cirkel

: [ ] :
door z uit de bundel (.’:,,, -,—) omgezet in de cirkel met straal

<)

3

g

0, :l — van 0 van het ¢-vlak. Het geval z, =9, dat we hier
L 2o | = =

moeten uitzonderen, beschouwen we hieronder afzonderlijk.
We hebben dan de formuleering:
Als z ligt op de cirkel met index A, —p | 20| van de hundel

5

1 .
(,:'f,. r), ligt het beeldpunt w = [ (z) binnen of op de omtrek van
\ 40

' ¢ ; + 7 - | | i . "
de cirkel uit de bundel |w,, —) met index iy = p.| wo |. Ligl vo0)

wo

eenig punt z het beeldpunt w op de omtrek van de genoemde cirkel,
dan geldt deze eigenschap voor alle punten, en f(z) ts lineair.

b) Voor z, =0 wordt de stelling uit a:

W—Wo |
— | 7

prm— Y ]

| —w,w
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waarbij het gelijkteeken slechts geldt in het geval w lineair in 7 is.
Ligt = op de cirkel om O met straal g, dan ligt het beeldpunt
w = f (z) binnen of op de cirkelomtrek uit de bundel (a:-'o, %—) met
70
inLieX A;(f :‘Q . [zf"(] |-
Voor elk punt z met beeldpunt w geldt de ongelijkheid:
I—|w|_ 1I—]w]| I— | w, |
I—jz |TI+4|z|.|wo|” 1+ |we]|

SR : 1
Bewygs: Stel in een figuur de punten w =w, en w = — door
Wo
A en A’ voor en het snijpunt van 44’ met de eenheidscirkel S.
(Zie fig. 9).

Fig. 9.
Bij de ongelijkheid: miml i =l 21
s el e T e e T o

Het beeldpunt P’ van een punt 2 (de afstand tot O zij p — [z}

Wao

Noemen we het snijpunt van deze cirkel met AS 7', dan is

. . 1 :
valt in de cirkel van bundel (zuo, — | met index p | wo |.

, 1 —|w, |2
AT :TA =p |wo|:1, en 44" = __#_l o | ]
Wo
. e ] — | w, |2
waaruit: AT = QilLE - _.’.l,)_
Wy

3
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Voor de afstand van S tot de cirkel, waarin het punt P’ moet
liggen, vinden we:
(1—g) (1 —u]

~

~

5 BOEST Fy =L L

. !If"o !

IEE

waaruit de te bewijzen ongelijkheden volgen.

¢) In verband met de te maken toepassingen bespreken we,
ook nu, afzonderlijk het geval, dat het holomorfiegebied van [ (z)
het rechterhalfvlak is, in plaats van de eenheidscirkel. De formulee-
ring van het contractie-theorema wordt iets eenvoudiger dan
in het geval, waarin f (2) in de eenheidscirkel wordt beschouwd 2).

Onderstelling: w =u 4w, z = x 4 yi;
w = f (2) ©s holomorf voor x > 0,
>0, f(z) =wo, wo en zo, zijn de spiegelpunien

van w, en % t.0.. de tmaginaire as.

Pl

I

Bewering: het gelijktecken geldt slechts,

]

b .

& <o
=

s

Wo |
(Eie=—={lp I 2o

indien w = f (z) lineair is, en dan steeds.

" R ot W —- W ,
Bewijs: De transformatie { = e = e levert ons,
Z— 20 w— Wy

evenals in § 95, terstond de stelling.

Deze is nu a.v. in te kleeden:

Als z ligt op de civkel met index A, — p uil de bundel (2o, 20). ligt
het beeldpunt w op of binnen de cirkel met index iy = o wit de dundel

Denken we ons het z-vlak en het w-vlak met de imaginaire
assen op elkaar geplaatst en de punten z = iy,; w = v, op elkaar,
dan liggen de cirkelbundels (20, z), (wo, w,) homothetisch.

Door de bundel (24, z,) vanuit het punt iy, met ILL’ te vermenig-

X

vuldigen, worden de cirkels met gelijke index uit beide bundels
dus tot dekking gebracht.

Hieruit volgt:

Voor de abscts van het beeldpunt w = [ (z) van een punt z geldi:

#2) ]. Worrr, Comptes rendus, 7 April 1926.
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" % . :
u = -2 maal de minimale abscis van de cirkel door z van de bundel

Xo
(z(?’ ;O)
: : 1 u
d) In de onderstellingen van c) geldt: | [ (2) | = -.
) 8 =
Bewijs: De ongeljjkheid:
W—wo| _|2—2
W — Wo 2 —Zo
. o W — Wy [ = A=
is te schrijven als |— —_— =
W - Uy — 17, | Z =+ Xo — 1Yo

;

- Ww—1we| _|w— 1w + 2¢0)|

(] -] . — ‘R'_;}_'f =
2—20 g e PR

» . . ’ = '”U
Voor w — w, volgt hieruit: |/’ (z0) | = =
Bl
Omdat x, + 7y, cen willekeurig punt uit het R.H.V. is, is hier-

mee de stelling bewezen.

¢) Indien z, en z, punten wit het R.H. V. zijn met dezelfde ordinaat
(v, = v,), dan geldt voor de abscissen der beeldpunten wy en w,:

o
Uy U
I A TR o
2 N
R i (A 7 | dw u : au-‘ "
Bewijs: Uit [—— |= =, volgt: | — |= -, dus stellig | = |= -.
‘ } d—'; T F‘ ‘ ax X E"‘ A !_ X
. ) (U 1 7ou U
Dan 1s; il (—) —— kl_ =i =0}
ax \x X \ox 5

i A
waaruit het monotone afnemen van - voor stijgende x volgt.
X : .

oil” e .
Gevolg: Het quolient > nadert op elke rechte evenwijdig met de reéele

as tot een limiel, welke onafhankelijk is van de gekozen rechte. (fig. 10).

) " iy N
Bewijs: Dat het getal - op een rechte d evenwijdig de recele
o JA1E

as tot een limiet 4z nadert, volgt uit de stelling, dat een monotoon
afnemend, (althans niet toenemend,) recel getal, dat naar beneden
begrensd is, een limiet heeft.
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sefpuly

) ) 2t
I'ig. 10. Monotonie van -.
%

!

i " :
Noem nu de limiet, waartoe 7 nadert, als z’ op een rechte d’

zich naar 't oneindige verplaatst: Ag.
’
. : _u : ; :
Volgens ¢ is nu: # = —, maal de min. abscis van de cirkel door
X

’

z uit bundel (z’, z").
Deze minimale abscis heeft tot limiet x (voor z’ - 00).

A "
St =t e R O T === 11,

Dit geldt voor elk punt z van d, dus: iz = A
Evenzoo is: Az = A4, door de rol van d en d' om te wisselen:
s Z;[ == Ad'.

- . Sl 1 u
Gevolg: Als i de limiet is van —  woor x—»co (y constant), dan
v

geldt wvoor het beeldpunt w van een willekeurig punt z uit het RHV:
w==»ar.x.
§ 11 — Niet-euclidische beschouwingen

Met behulp van de uitdrukkingswijze der nict-euclidische meet-
kunde zijn we in staat, aan het theorema van SCHWARZ, voor
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het algemeene geval, dat omtrent een dekpunt der transformatie
w =f{2) niets wordt ondersteld, een eenvoudige formuleering
te geven 33).

@) We beschouwen daartoe de eenheidscirkel als drager eener
niet-euclidische meethunde, en wel van een meetkunde van LOBAT-
SCHEWSKY of hyperbolische meetkunde. Het hyperbolische vlak
worde zoodanig op de eenheidscirkelschijf van het euclidische vlak
afgebeeld, dat de cirkels, die de eenheidscirkel orthogonaal snijden,
de representanten worden van de niet-euclidische rechten: we
noemen die cirkels pseudo-rechten 34). -

We kunnen gemakkelijk verificeren:

I door één punt gaan oo! pseudo-rechten,
II door twee punten is één pseudo-rechte bepaald,

ITT de pseudo-rechten door een punt P vormen in Euclidische
zin een cirkelbundel, die de (orthogonaal) toegevoegde bundel
is van de bundel, die bepaald wordt door de eenheidscirkel
en het punt 2 (als nuleirkel beschouwd,) als bundelexemplaren,

IV elke pseudo-rechte heeft 2 oneindig verre punten, n.l. de
snijpunten met de eenheidscirkel,

V' alle pseudo-rechten, getrokken door een punt P binnen de
eenheidscirkel, dat niet op een pseudo-rechte 7 ligt, vallen
uiteen in 2 groepen:

19 een groep, die [ snijdt: (Z,).

2° een groep, die / niet snijdt: (7).

De twee cirkels door P, die de eenheidscirkel loodrecht snijden
in de snijpunten van / met de eenheidscirkel, zijn de represen-
tanten van de 2 evenwijdigen, die men door een punt aan een
rechte kan trekken. Ze behooren zelf tot de groep der niet-
snijlijnen (& en &y). — Zie fig. 11,

3) Hx. pe Vries, De vierde dimensie,

) Vgl. ook J. A. BARrAU, Analytische Meetkunde, DI, 1, hoofdstuk VI,
waar we zien, dat de groep der n. e, bewegingen een drieledige ondergroep
is van de achtledige groep der projectieve transformaties, welke onder-
groep het binnengebied van een reiele kegelsnede (hier de eenheidscirkel)
invariant laat.
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Fig. 11. De eenheidscirkel als drager eener n.e.-
meetkunde.

VI Van een driehoek, begrensd door drie bogen van pseudo-
rechten, is de som der hoeken kleiner dan 180° %).

b) Onder de niet-euclidische afstand [wyw,] van 2 punten w, en w,
binnen de eenheidscirkel €} zullen we verstaan:
[wyw,] = Ig | (wywys,s,) |.
In deze definitie verstaan we onder (w,w,ss,) de dubbelver-
houding:

Wy —— 8 Wy — S

'lUI 4“32 w,

waarbij s, en s, de snijpunten zijn van de cirkel door @; en w,,
die C! orthogonaal snijdt, en de punten ww,s;s, op die orthogo-
naalcirkel in de genoemde volgorde liggen.

Door deze definitie van afstand is voldaan aan de eisch van de
additie van afstanden: als w,w,w, op éénzelfde pseudo-rechte lig-
gen, 1s:

[ w,] + [wstws] = [wy1].

3%) Hk. pE VRies, t.a.p., blz. 125.



39

Immers:

% . Wy — 8§ Wy —5, Wo— 8, Wy—S$
(1247055,8,) X (We104555) = ( 1. 1) « 1. %y 1
G W) — Sy Wy— Sy
W —8 wWy— S

W — Sy Wy — Sg

= (1041035,S,).
Verder is de afstand van een punt w, tot een punt van ! on-
eindig.
Neemt men n.l. w, - s;, dan vindt men: [ww,] - -~ 0o, omdat
de factor w,— s; -0 wordt.
Voorts is:
[eyw,] = — [wywy], omdat (wyw.5,5;) X (Weiy5,5,) = 1.

Voor de afstand van het middelpunt van € tot een punt w
vinden we:

0—8 W—35§ W — So

— g

1 I'— |

fo, w] =lg

w

w

0—S, W—S,

Omdat de dubbelverhouding van 1 punten invariant blijft bij lineaive
transformatie, zal in het bijzonder elke lineaive transformatie, die de
eenhetdscivkel in zichzelf omzet, de n. e. afstand van 2 punten invariant
laten.

. : Ay o .

¢) De civkels van de bundel (r.r, r:r) zyn aequadistante  krommen.:

de afstand van de snypunten van een willekeurige civkel door a en y
4

(orthogonale trajectorte van de bundel) met twee bundelexemplaren,
is onafhankelijh van de gekozen trajectorie.

Bewijs: Door de lineaire transformatie { = ——— verandert

de waarde van de dubbelverhouding (P,P,S,S,) niet, als P, P,
de snijpunten van de orthogonale trajectorie met de beide bundel-
exemplaren zijn, en 5,5, de snijpunten met de eenheidscirkel C! |
— Zie fig. 12.

Door deze transformatie ontstaat uit de beide bundelexemplaren
cen tweetal concentrische cirkels, en uit de orthogonaalcirkel
cen middellijn. De waarde van de dubbelverhouding, door de
beeldpunten /2, en £, op die middellijn bepaald, is niet afhankelijk
van de stand van die middellijn, waaruit de stelling volgt.



40

Fig. 12, De cirkels uit een cirkelbundel als
aequadistante krommen in n.e zin.

Twee cirkels, die CL in éénzelfde punt raken, zijn eveneens acqua-
distante krommen.

Bewijs: Een inversie doet nu de bundelexemplaren — van de
raakbundel door de twee gegeven cirkels bepaald, — met hun
orthogonaalcirkels overgaan in een quadrillage, waarbij de dubbel-
verhouding in een enkelverhouding ontaardt, die nu blijkbaar van
de gekozen orthogonaalcirkel onafhankelijk is.

Opmerking.: De cirkels die C! raken zijn representanten van de
horicykels of grenskrommen der n. e. meetkunde, dat zijn krommen,
waarvan alle normalen evenwijdig loopen (d.i. in onze figuur: elkaar
op C}, snijden).

d) Formule voor de n.e. afstand van 2 punten:

Wy — 1y |

1 + —
[ 1} = s 1T
w10,] = 221
L & ] Wy — 1w,
1 — ww,
E; o . w0 — @
Bewijs: Door de lineaire transformatie: y - ﬁ wordt de
L ———— wll 2

S ENy St . 1
eenheidscirkel omgezet in zichzelf; de cirkelbundel (wl, = wordt
l?"]



41
omgezet in een concentrische cirkelbundel: de n.e. afstand blijft
invariant: [1;v,] = [wyws]. De cirkel wyw,s;s, wordt een middellijn
door y, =0.

Nu is: [wiw,] =1g | (wy22y5,S,) |
=1g | (125,52, |
=l Va$1,8s,) |
_1g 1 4 |y, |

P = faly |
T Wy -—-7'0;-'1 |
=i I - wWywy |
: || e
1 t(‘ln o

§ 12 — Het theorema van Schwarz in niet-euclidische formu-

leering
We kunnen nu het theorema van ScHwarz a.v. formuleeren.

a) Als w = f (z) holomorf is voor
lz| <1en |f(2)| <1 woor 2| <1,
terwijl [ (z) = w,, dan geldt voor elke w = f (z) de ongelijkheid
[wyw] = [22].
Indien het gelijkteeken voor één punt z geldt, geldt ze algemeen,
en is w een lineaire functie van z: de transformatie is dan een nief-
eucl. beweging.

A R B
Bewyjs: Omdat de functie 1 — voor 0 =x <1 monotoon

toeneemt van 1 tot oo, hebben we, in verband met § 11, laatste

stelling, slechts te bewijzen:
W — Wy

a s
et |

_\lm

=

I

1 — zT‘lﬂ"

Dit is gebeurd in § 10a.

b) De ongelijkheid [w,w] =[z2]laat zich a.v. in woorden brengen:

het beeldpunt w van een punt z komt te liggen binnen of op de niel-
euchidische cirkel met wy tot n. e. middelpunt, waarvan de n. e. straal
gelijk is aan de n. e. straal van de n. e. cirkel door z, die z tot n. e.
middelpunt heeft >%).

3) CaraTHEODORY, Uber die Winkelderivierten enz., blz. 40, zie ®).
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¢) Uit het theorema van ScHwWARrz volgt onmiddellijk, door af-
trekking der correspondeerende n. e. stralen:

. , . 1
De n. e. ajstand tusschen twee civkels uit de bundel (31, —| door
il

"

de punten z' en z" is gelijk aan de n. e. ajstand tusschen de twee cirkels

S 1 .
it de bundel (Tﬂ’l, = |, waarbinnen of waarop volgens het theorema
w
1

1]

van SCHWARZ de punten w' en w” moeten liggen.



H OO DS UTKESTTA]

UITBREIDINGEN VAN HET THEOREMA
VAN SCHWARZ

§ 13 a) Hulpstelling over de vergelijking f (z) =z
Indien w = [ (2) holomorf is woor |z | <1l en |[f(2) | =k < I,
dan heefl de vergelijking [ (z) = z één wortel binnen de eenheidscirkel.

Bewijs: We toonen deze stelling aan door middel van de stelling
over de argumenisvariatie: de argumentsvariatie van w =j (z)
langs een contour [ is gelijk aan 2z maal het aantal nulpunten
van / (z) binnen I3, indien elk nulpunt met de juiste multipliciteit

' in rekening wordt gebracht, en f (z) £ 0 op I%.

I'ig. 13, Argumentsvariatie van o— w.

Voor een punt z op C. (|2 | =1) geldt, als we [ () = w
stellen:
arg z; — 0 = arg (2, —wy) = arg 2, + 0,
waarin # de halve hoek is, waaronder men vanuit z; de cirkel
=k ziet, dus 8 =Dbgsink < 7[,. — Zie fig. 13.

~
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Wanneer nu z de cirkelomtrek C? éénmaal doorloopt in positieve
zin, beginnende in z,, zal arg z met 2z toenemen. Is arg* (z; — w))
de eindwaarde van arg (z— w), dan blijkt uit:

arg z + 2n— 0 = arg* (z; —wy) =< argz + 2= } 6,

dat arg (z — w) bij deze ééne omloop met 27 moet zijn toegenomen.
De argumentsvariatic is dus 2z en f (z) — z heeft één en niet meer
dan één nulpunt binnen of op de cirkelomtrek Ll =1

b) Stelling van Wolff 37)

Onderstelling: [ (z) is holomorf voor
{(2) = z, voor =13

Bewering: Er is één punt a op |z | =1 mel de eigenschap,
dat de transformatie w = f (2) de raakbundel van
cirkels in z — a doet samentrekken, d.w.z. dat het
beeld van een punt z komt te liggen binnen of op
het exemplaar door z wvan de cirkelbundel, waar-
van de exemplaren in 2 = a aan C. raken (z =a
heet overdrachtelijk dekpunt der transformatie).

pod
S

<L |[@|<1

b d
A

y { I
Bewijs: Beschouw de hulpfunctie f (2) :(I :_z) . f(2), -dan

: ; 1
geldt voor deze hulpfunctie: | /,; (2) | < 1 — = 1, voor |z| <1,
zoodat de vergelijking f, (z) — z één wortel a, heeft binnen de cirkel
' 1
Cyn om z =0 als middelpunt, met 7, — 1 — = als straal.

Beschouw de suite a;, ay, a3, ... ay, . . .

Z1] a een Iimietpunt dezer suite, dan kunnen we een suite (@)
extraheeren, die convergeert. Het Iimietpunt a = lim a,, moet
liggen binnen C% of op C. e

Lag het punt a binnen €}, dan zou uit:

1
(] — ',Tm) . f (a“m) = Oy,

door limietovergang voor m — co volgen:

fic)f="a:

*) J. WoLrr, Sur une généralisation d'un theoréme de Schwarz, Comptes
rendus 1926, 7 April; blz. 500, e.v.
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Dit geval (dekpunt binnen C7}) is in de onderstelling uitgesloten.
Dus ligt @ op C:. Het beeldpunt f,, (') van een binnen Gs
gelegen punt 2’ ligt binnen of op de cirkelomtrek I3, door 2’ uit

1 :
de bundel (a;z,,,,, a—); voor m — oo nadert [, tot de cirkel I
Hm

door z’, die in @ aan C; raakt. Elk punt buiten I'ligt buiten 7,
vanaf zekere m.

We beweren nu:

f(z) =lim f,, (z') ligt binnen of op I.
M=

Lag / (2) buiten I', dan lag fu, (z) buiten I' vanaf zekere ,
dus ook buiten I, vanaf zekere m. En fu, (") ligt binnen I3,
zoodat [ (') niet buiten I' kan liggen (zie fig. 14).

a0 O+ T

o

Fig. 14. Stelling van Worrr. Overdrachtelijk
dekpunt der transformatie op Cl.

Het theorema is dus bewezen, indien we nog kunnen aantoonen,
dat de suite (an) slechts één verdichtingspunt op C! heeft.

Waren er twee verdichtingspunten @, en a,. dan moest het
beeldpunt f (') van het punt z’, waarin twee cirkels I'; en I,
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die resp. in ¢ en ay aan C raken, elkaar uitwendig raken, binnen
of op I3 en tevens binnen of op I} liggen; dus zou f (z') = 2’ Zijn.
Dit is in strijd met de onderstelling, dat

1 (2) == z voor |z

< 1. (zie fig. 15).

Fig. 15, Aantal overdrachtelijke dekpunten op
C! hoogstens één.

Uit de bewezen stelling volgt onmiddellijk:
de beeldsuite (wy) van elke tol a convergeerende suite (z;) convergeert
JT
5

Door deze beperking voor het gebied, waarin z, tot « mag na-
deren, wordt bereikt, dat g,—0 voor n - co, als g, de straal
van de cirkel door z, is, die in a aan C! raakt. (zie fig. 14).
Hieruit volgt de stelling.

ol a, mits: arg a —0 = arg (a—2y) = arga + 0, 8 <

¢) Het lineaire geval _

Indien voor één puni z geldt, dat het beeldpunt w ligt op de genoemde
cirkel, is dan [ (z) een lineaire functie en ligt het beeldpunt van elk
punt z op de aangegeven cirkel.

3

1 i " Ziralt
Beeldt C; door een lineaire transformatie (b.v. door Z — — )

Z—'a

A\



af op het R.H.V., z66danig, dat het invariante punt a overgaat
in het oneindig verre punt. De cirkel door een punt z binnen de
cenheidscirkel, rakend in a aan de eenheidscirkel, wordt getrans-
formeerd in een rechte, door het beeldpunt Z van z evenwidig
getrokken aan de imaginaire as.

Evenzoo in het W-vlak.

De functie w =/ (z) wordt getransformeerd in een functie

W = I (Z),

die holomorf 1s in het R.H.V., terwijl het reéele deel van /" = het
reéele deel van Z.

Het reéele deel van W — Z is overal = 0 en is een harmonische
functie, die haar minimum op de rand van het gebied, waarin
de functie beschouwd wordt, aanneemt, tenzij de functie een con-
stante is. Indien voor eenig punt z het beeldpunt w ligt op de
aangegeven cirkel, is voor. de correspondeerende punten in het
W- en het Z-vlak: R{W —Z} =0. Dus is R {W—2}=0.
Het imaginaire deel, de geconjugueerde functie, 15 dus constant.
Dus 1s W-—Z =gt en W =2 - qi.

Deze transformatie is een translatie, waarbi) alle punten over
een afstand ¢ in de richting der imaginaire as worden verschoven.

Door de inverse transformaties van die, welke € en C in de

Z —+ 1 .
rechterhalfvlakken omzetten (met name: 2 = a 71 _Qm:.), vin-
den we w als lineaire functie van =z, terwijl elk punt w = (z) ligt
op de cirkel door z, die in a aan C} raakt.

(lineaire parabolische transformatie, met dekpunt «)

d) Omkeering van de Stelling van Wolfi
Als w = [ (z) holomorf is wvoor < I, met | [f(2)| <1, en
een invariant punt a op C. heeft, in welk punt de raakbundel door
de transformatie w — [ (z) wordt gecontraheerd, is [ (z) =z binnen C,
De onderstelling, dat er een dekpunt f is binnen ) zou n.L
(vergelijk b, laatste gedeelte) leiden tot het bestaan van nog meerd,
dekpunten, n.l. alle contactpunten van de cirkelbundels (!

1)

Hieruit zou volgen: [ (z) = z.

-~
o

a) en
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§ 14 — Contractietheorema van Julia %)

a) Het contractietheorema in het rechterhalfvlak

Onderstelling: w = f (z) is holomorf voor x > 0; u > 0;
W=u-+1v; 2 =x+1y;
Er s een puntensuite (z,) met beeldsuite (wy), waar-
vooy geldt:

Uy
Zp =0, w,—0 en ©. M V007 7 —0O.
1
Bewering: De oorsprong is overdrachtelijk dekpuni voor de

/(%)

transformatie —— (vgl. § 13b).
i

g e A : ;
Bewijs: Stel ;’-’ =p + &, dan is g —~0 voor n-—+co. Breng
n

door z, de rechte I, evenwijdig aan de reéele as, dan volgt uit de

: /
monotonie van —; op deze rechte (vgl. § 10¢), dat:

e << u + &, voor alle punten op deze rechte met x > x;,.
= dw
Uit § 104 volgt: bﬁ

<< p - &, voor genoemde punten.

X
Uit: w =w, +ff’(z) . dz volgt:

An
W — 1w
®| < u + &, dus voor # — oo
X — Xy
lw |
= voor x >0, v =0, (1)
e T
dus stellig: == VOO Ty () My R = ()}
%
Uit (1) volgt, dat voor x -0, y =0, w-01is. . . . . (2)
Stelt men nu: L — it — DRt

[ :

ot w =u' + 1w,

w

dan is @'(z) een holomorfe functie van z’ voor 2" > 0, met u’ > (.
%) G. Juria, Extension nouvelle d'un lemme de Schwarz, Acta Mathem.,

42; 1918, blz. 349, e.v. en Journal de Mathém. 83; 1918; blz, 72, e.v.
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r

5 LU ;
7y A= l1m?voor v =0, 2" - 0o0.
Stel w’ = Az’ + ¢ (z'), danis ¢ (z") holomorf voor x" >0, en haar
recele deel is =0 wegens u' = ix".
- r / ’ i A .
Verder is voor v = 0"’ - co, daar 4 recel is,
R . deel van @ = o (x');

r

P . deel D , 13,
aqvll — hhicee rvan . -0, dus (—p,—>0, waaruit volgt —‘L—, - 4. En
ox X X 5y

’

daar uit (1) volgt = il 15 re==il @ =0 Gl

w
’
X

het oneindig verre punt is randdekpunt van @’ (z"), dus:
p

. w (2
de oorsprong is randdekpunt voor - Q, w.t.b.w.
i L

)

Zij nu I'; de cirkel door een punt z uit het rechterhalfvlak, die
in de oorsprong aan de imaginaire as raakt, en de middellijn
van deze cirkel 4. Dan is de vergelijking:

x—dx + y* =0.
Het beeldpunt w ligt nu binnen of op de cirkelomtrek:
U — 'H.d’!!- ;i— ¢ =0,
zoodat voor het punt w geldt:
w* — pdu + v = 0.
u® | = A% | 2

Hieruit volgt: — =
: IR X

(3)

Deze ongelijkheid is de analytische uitdrukking voor de stelling,
w (2)
"
Opmerking: Indien voor één punt uit het z-vlak in de laatste
. ongelijkheid het gelijkteeken geldt, geldt het gelijkteeken voor
i : 1 {
alle punten. Passen we n.l. de transformaties 2" = - en w'= i
2z w
weer toe, dan is voor het bedoelde punt #" — ', en dat deze ge-
lijkheid dan voor alle punten geldt, wordt bewezen als in § 13c.

dat de oorsprong randdekpunt is voor

b) Transformatie van het rechterhaliviak op de eenheidscirkel
Transformeer nu de rechterhalfvlakken op de eenheidscirkels
| Z|<1en |W|<1 door de transformaties:



w
-~
-

1 —z 1 —w
ya—— V — .
1 -z en3hy 1 4+ w
Met de oorsprong van de halfvlakken correspondeert het punt "
+ 1 op de eenheidscirkels.

Stelt men

: ity - i,
W =ay.e™, Z =p,.¢"% (met g, 0z, 0y en 8, reéel),

dan vindt men achtereenvolgens:

1—w =TT 2
w = i =W e~ v ﬁ‘ T
ot U= N e o Sinlo
I+ oy . e I+ o + 200 . cos b,
, 1 — o2 1— | W |2
zoodat: L=y T 0% + 2oy .c0s0y [T W |2.
Dus is:
et o 1AV I eVenzoo: aak ) s 16 241
w1 — WP - TEm T T=[#p

Voor Y raard H”, y = ryvl 1
oorts gaat de voorwaarde —~ > g voor # - 00 over in:

Xn
1 '—‘ -“r’lr”, ’2 l 1 ‘_]_' ng_

o

([ Z, [T, &M 4 wegens (Z,) > 1 en (W) - 1:
| — | W]
=1 Zaj] =

We kunnen nu het theorema a.v. formuleeren:

Indien w == [ (z) holomorf is wvoor |z | <1 en | 7 (z) | < I woor
| 2 | < 1, en er een puntenreeks (zu) s, convergeerend tot + 1, waarbiy
een beeldsuite (w,) behoort, die ook tot -+~ 1 convergeert, zoodanig, dat:

]_ ‘ ?-f,’n I . W VOOF 1 — co
_— = v S .
Ii— [Nz
I—uw|? 1—z|?
dan geldi: %TZ) l‘,_, = By — E !2, voor 1z | <1 . . . . (4)

(Ongelijkheid van Julia), 39)
u zullen we noemen: contractieconstante wit het theorema van
Julia.

3) C. CARATHEODORY, ta.p., blz. 44 e.v,, zie 9).
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¢) Verband tusschen de correspondeerende stralen der raak-
bundels

Omdat door de in b genoemde lineaire transformaties cirkels,
in de oorsprong aan de imaginaire as rakend, omgezet worden in
cirkels in + 1 aan de eenheidscirkel rakend, is de meetkundige
interpretatie van de ongelijkheid van Juria deze, dat het beeldpunt
van een punt z binnen de eenheidscirkel komt te liggen binnen
of op een bepaalde cirkelomtrek, die in + 1 aan de eenheidscirkel
raakt.

We duiden (zie fig. 16) de punten -+ 1 en z door 4 en P aan,

i i = e : orthogonaalcirkel van
i PB 1 — |z|* 2

C; door P, en P,.
“n

het tweede snijpunt van AP met de cenheidscirkel door B, en de
uiteinden van de middelliin door P met K en L. Dan is:
AL L APt |1 —
PB AP PB  KP.PL & [I—|
Duiden we in het w-vlak de overcenkomstige punten met ac-
centen aan, dan wordt de ongelijkheid van JurLia:
ASES AP o
T e Ly e R AU PN S (1) |
=B BB

o4
<
-
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Noemen we de straal van de cirkel door z, die in -4 1 aan de
eenheidscirkel raakt, r,, en de straal van de cirkel, die in + 1
aan de eenheidscirkel raakt, en waarop of waarbinnen w ligt,
7w, dan kunnen we uit het contractietheorema een betrekking
afleiden tusschen de stralen 7. en 7.

Denk de eenheidscirkels op elkaar geplaatst, met de punten
Z=-+41en w =+ 1 op elkaar. Noemen we het snijpunt van

e A

Fig. 17. Stelling van JULIA:

e = :
AR s D
Verband tusschen », en #,.

cirkel (r;) met de reéele as S, en het snijpunt van cirkel (7,) met
de reéele as S’, dan vindt men (fig. 17) gemakkelijk:

A AS
58— ey
waaruit 21w (2—2rw) = u . 27;: (2 —2ry),
- 7w ¥z '
S: e =] — - . . . . e 2 » 6
dus = = = (6)
of: ' e = L (6%)

L= ymy = % °
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Opmerking: Tusschen de in (4), (5), (6) optredende grootheden
bestaat het volgende verband:

(]

[1—z2 7 _ 4P
— [z 1—r, PB

(Analoog in het w-vlak).

d) Tweede bewijs voor de Stelling van Julia

Een tweede bewijs van de Stelling van JULIA vinden we door
de volgende limietovergang uit het comtractietheorema van Schwarz
(§ 12).

Noem s;, en s, de snijpunten van de orthogonaalcirkel door

z en z, met C}, en s en s,} de snijpunten van de orthogonaal-
cirkel door w en w, met C!. (zie fig. 16).

Uit [w,w] = [2,2] volgt:

1

(578 e 5 e > s
ff_‘}l sl.l‘i‘ . @ Sin e | ok 5’111‘ o | s Sy,
YRLR R | e N | i | o
| Ly = ‘52“‘ W — Sy, n Szy 2 3211
! ! . boog : '
Uit de stelling: lim - =~ =1 (in cen cirkel), als de lengte
2 koorde
van de koorde tot nul nadert, leiden we af. in verband met
. 1 — ! '{E}H—‘
Ilm ——— = W,
n=>w ! 1 ml
11‘.‘[-’ Sul
dat Bhial | 2 =p
H—>m B T Sg,t

Er komt dus, als we het punt, waarin de orthogonaalcirkel
door z en - 1 de cirkel C} nogmaals snijdt, s, noemen, en het over-
eenkomstige punt in het w-vlak s,

wﬁl‘f [ —s

(7)

Stellen we de punten z en s;, w en s’ resp. door P en S;, P’ en S’
voor, z = -+ 1 door 4 en w = - 1 door A’, dan vindt men,

1

z =g enliien 5=kt

-

stellend (waarbij blijkt, dat de plaats van P door de hoeken 0 en a
bepaald wordt), met analoge aanduiding in het w-vlak:
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Lee= Nl S IR AN DS,
[T—s 54
AR NG
RS INEGing
P.c"l
. = |l
SANEG =i
— [ —zeE) S e D L (8)
omdat, als D het tegenpunt van A is in de eenheidscirkel, uit de
gelijkvormigheid van A D54 en A CAP gemakkelijk blijkt:
S;4 . PC = PA .2 (zie fig. 18).

Fig. 18. Stelling van JuLia (tweede bewijs).

lw—1]. |w—s/|

“Analoog: E=Ea) =4 [I— e JE] 0 (9)
Uit (7), (8), (9) volgt:

=il W=l

=) == iz




(&)1
()]

[

f II—LC|“ !]—Z!
S T—[wpP="T—1z

(S

Dit is de ongelijkheid van JuLia (zie b).

¢) Verband tusschen de contractieconstante van Julia ¢ en de
halivlakconstante 1
We kunnen de vergelijking van een cirkel met straal 7., die in
het punt <4 I aan de eenheidscirkel raakt (en binnen de cirkel
ligt) als volgt schrijven:
2 =01—7r) + 7;. "% (8 variabel).

: | + =z :
Door de transformatie: 2z’ =5 | wordt deze cirkel omgezet
in de rechte:
l—7; z
== + —.cotgd6,. . . . .. . (10
75 Vs -
Evenzoo wordt het beeld van de binnen |w | = 1 gelegen cirkel
met straal 7y, die in 4 1 aan de cirkel raakt, voorgesteld door:
l—7p , 2
?{:‘;’ — ——u‘ "{“ —-COtg :1:' 0;(' . . . . . . . (l ])
Yw Ve

De binnengebieden van de cirkels met stralen r»; en 7y, corres-
pondeeren met de halfvlakken rechts van de rechten (10) en (11),

I

' . i . .
Indien nu lim -, (y constant) = 4 is, dan is:

x> ¥
u' = 1x', voor elk punt z" in het R.H.V.,
zoodat uit (10) en (11) volgt:

e e e e (0

d.1.

Vergelijkingmet (4) en(6) doet zien,dat dus het contractietheorema
1 : o

van Juria geldt, met g = 7 als contractieconstante. De afleiding

voor het confractietheorema met deze constante, is onafhankelijk van

de beide bewijzen, in a) en d) van het theorema van Julia gegeven.
Noemen we u de kleinste contractieconstante uit de ongelijkheid
1

p— l'

IM

van JULIA, dan is M
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dus: BT —1] S 1:3)
Omgekeerd, indien i een contractieconstante van JULIA is, en
dus volgens (5): L geldt,
1 o — ?"U:l - = l == 7’2
volgt uit (10) en (11):
I l".l'
7 == dns: -z—!-, = 1—,
A R
o S I
dus ook A =lim — (y const.) = -,
x> - ad
of: AL SR S R e R (174

Uit (13) en (14) volgt: 4. p =1, m.a.w.:

de kleinsie contractieconstante p wit het theorema van Julia voor
de eenheidscirkels, en de halfvlakconstante A zijn elkaars reciproke
waarden.

/) Invariantie van de n.e. afstand van de correspondeerende
bundelexemplaren

De n.e. afstand van 2 cirkels I, en I, wit de raakbundel van ciy-
kels (C;, + 1), welke cirkels resp. door de punten z, en z, gaan, is
gelijk aan de n.e. afstand van de 2 cirkels I, en [y, uil de raak-
bundel van cirkels (Cy,, + 1), binnen of op welke exemplaren volgens
het theorema van Julia de punten w, = f (z) en w, = f (2,) gelegen
moeten zun.

Bewiys: Deze stelling, die men door limietovergang uit § 12 kan
bewijzen, kan ook bewezen worden door gebruik te maken van
de in ¢ gevonden betrekking tusschen de stralen van correspon-
deerende cirkels:

Ve Vg

e e T

1'—'7’3) #‘]—}‘Z

Omdat we weten, dat I, en [, aequadistante krommen zijn,
(zie § 11¢) hebben we, de snijpunten dezer cirkels met de reéele
assen Sz, en Sy, noemend, — en analoog voor Iy, en Iy, — slechts

de gelijkheid aan te toonen van de dubbelverhoudingen:
S S 2 =0 @0 (6 Sy 25 11 —=1hY

Rekenen we deze dubbelverhoudingen uit, dan blijkt:
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why SE Wy

S; 13 \S‘w,, + I [ S l — e .
( &) 1 2 . ) 2 e 274{&.1 2 ma 2’;21“2
2751 2?’:_=

u. — 3
2 S ==y

27z, 27

Za

2EED dometosn
(S == .

Opmerkingen: 1. De stelling komt neer op de eigenschap, dat
bij lineaire transformatie, de waarde eener dubbelverhouding, en
daarmee de n.e. afstand, invariant blijft.

2. Met deze stelling vinden we opnieuw (vgl. § 14a), dat het ge-
lijkteeken in de ongelijkheid van Juria algemeen geldt, indien
het voor één punt geldt. Immers, als 2 het punt is, waarvoor het
gelijkteeken geldt, en z, is een punt van de cirkel door z en - 1,
die C} orthogonaal snijdt, dan geldt voor w,:

[wyws] = [224),

volgens de zoo juist bewezen stelling, en

[weyw,] = [%125], volgens § 12.
dus [10,W,] = [2,2,].
De betrekking tusschen w en z is dus lineair en het gelijkteeken
geldt algemeen.

g) Vorm van de lineaire functie

De vorm der lineaire functie w = f (z), voor het geval in de
ongelijkheid van JuLia het gelijkteeken geldt, welke vorm door
CARATHEODORY vermeld wordt op blz. 43 van de geciteerde ver-
handeling: Uber die Winkelderivierten enz., is a.v. te bepalen.

Na transformatie van de eenheidscirkels op de halfvlakken door

ltw , 142

middel van: w0 —

— =3

heeft men: pw' =z' -+ gi,
uit welke drie betrekkingen volgt:
bk (1 + ;)7 — (1 —2) . (g— qi)

T (142 F (I —2). (u+ q)

/1) Over verschillende waarden van de contractieconstante u
Indien niet voor alle suites (z,), die tot - 1 convergeeren, en
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waarvoor de suites der beeldpunten (w,) eveneens tot — I conver-
en lim L= 1|
geeren, im —

H—>w0 == || [

= 00 1s, 1S er minstens één suite, waarvoor

1 e 't'i”,-; . - . o . . .
Sl < M (eindig) is, en uit deze suite is nu een deelsuite

[i—= | an !
te extraheeren, met een limiet u. waarvoor b.v. genomen kan
. . - o=z ] Sy |
worden de limes superior van de suite I—LLJ
—_— o~
[ %L J

Voor deze u, en tevens voor alle grootere, geldt de ongelijkheid
van JULIA.

Uit § 105 volgt, dat de redele grootheid w niet nul is.

Indien geen M te vinden is, kan men zeggen, dat de ongelijk-
heid van Juria nog geldt, met u = co. De bijbehoorende waarde
in het halfvlak van 4 is 0. Het contractietheorema leert in dit
geval slechts, dat het beeldpunt van elke z met |z | << 1 binnen
de eenheidscirkel ligt.

Alléén voor pu =1 heeft het zin, het theorema van JuLia een
contractietheorema te noemen.

§ 15 — De Stelling van Wolff als gevolg van die van Julia
De stelling van Wolff wolgt ten deele wit die van Julia.

1 : g :
Immers, wegens (I — ~1. f (a:) = a, heeft men voor de suite
n

ay) en de beeldsuite a,) !, die beide tot het punt a op de een-
, p 1
heidscirkel convergeeren (voor welk punt we in de stelline van
g P g
JuLiA het punt -+ 1 namen):
1 | &y |
I — | f (an) | X I —1/,

Tl =

- 1 voor n — 00.

waaruit WOLFF’'s contractietheorema volgt met u = 1.
We merken echter op, dat de stelling van WoLrr het bewijs
inhoudt van het bestaan van een invariant punt op de contour

g ==l

§ 16  Caratheodory’s omkeering van de Stelling van Julia 49)
Onderstelling: a) w = f (z) is holomorf voor | z | < 1, en niet = 1.
b) Er is een positief getal u, zoodal voor < I
geldt:

0 C. CARATHEODORY, t.a.p., blz. 45., zie noot #),

s
e




Bewering: a I () ME=s

b) er zign puntenveeksen (z,) met

.'3'” e '\i‘ I
100F 1t~ CO,
wy = + 1
. — |l w :
en [lim I__‘l[ = u.
n—>w = | 2 I
Bewigs: |w | <1; was er n.l. een z, met |w; | = |f(z) |=1,

dan zou het middelste lid uit  van de onderstelling oneindig
groot of negatief kunnen worden, in strijd met de voorwaarden,

dat dit lid EU iS, en = u r_l_— 21 [._

l = zoodat dit middelste lid
— |} 74k |

eindig en positief moet zijn.

Neemt men een willekeurige suite punten (x,) op de reéele as,
met ¥, -+ 1 voor n - oo, dan volgt, wegens form. (6) van
§ 14c, uit de onder & gegeven ongelijkheid.

] B . f x ) 1 — Xn | 25'7_.;' ul I — 7'“‘-
| .lr ( ”) I -~ I 1 : / E: H) | ; ,)T ; ’L ]_:__f_’., e ‘“_ VOOr 72 — Q0.
v ~rz 4

-~

Hiermee is het bestaan van puntenreeksen, voldoende aan de
drie voorwaarden uit de bewering, bewezen.

§ 17 — Uitbreiding van de stelling van Julia — hoekafgeleiden

a) Hoekbuurt (angulaire buurt) van een randpunt

Als een enkelvoudig samenhangend gebied Gy binnen de een-
heidscirkel G ligt, en de randen I}, en 7% resp. een punt w,en
een punt z, bezitten, die met elkaar correspondeeren in de zin
ran § 6, bevat de stelling van JuLia een eigenschap over het ge-
drag van de functie w — f(z), die G. op Gu conform afbeeldt,
in de buurt der randpunten z,, w,.

Dit gedrag kan nader onderzocht worden door bestudeering van
de afgeleide /' (z) van / (z). Hierbij beperken we ons t.o.v. het ge-
bied, waarin /’ (z) wordt bestudeerd, tot een hoekbuurt (angulaire
buurt) van een randpunt, d.i. het deelgebied van G;, gelegen binnen
een hoek, met het randpunt tot hoekpunt, welks beenen G, binnen-
dringen.
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Indien /* (z) gelijkmatig tot @ nadert, voor z >z, in clke hoek-
buurt van z, zeggen we dat f (z) in z, de hoekafgeleide (angulaire
afgeleide) a bezit.

b) Uitbreiding van de Stelling van Julia )
Onderstelling: w = [ (z) 1s holomorf voor x > 0; u > 0,

il

Z=%+41y;, w =u 4 v,
Bewering: LEr 1s een ¢ =0, zoodat f(2) =c.z + ¢ (2), met
a) R[g(z)] =0 voor x> 0,
5 ? @) g

s

buurt |z | << Mx van z =00 (M > 0 en con-
stant),

voor z-»o00, uniform in de hoek-

c) @' (2) >0 voor z— 0o in deze hoekbuurt.
Bewijs: We weten (§ 10):

lim ﬁ (v constant) =4 (onafhankelijk van y).

X—>a0 X

Voor de ¢ uit de bewering kiezen we deze limiet.

: : "
Omdat 4 de benedenste grens is van alle —, hebben we
=

@ (2) =& -+ 7y stellend: & = u — Ax = 0.
Uit § 3¢ blijkt, dat, wanneer voor eenig punt z uit het R.H.V.

geldt & =0, £=0en ¢ (z) = constant. Dan is dus stellig q:@ - 0.

S

We mogen voor het verdere bewijs dus onderstellen: & > (.
Passen we nu het theorema van ScHwWARZ (§ 10) toe, dan vin-
den we:

= i< iRt el (1)

indien ¢ (z,) en z, de spiegelpunten zijn van @ (20) en z, t.o.v. de
imaginaire as.
Stel nu:

1) Vergelijk: J. WoLrF, Sur une généralisation d’un théoréme de Schwarz,
Comptes rendus, Sept. 1926, blz. 500, e.v.
E. Lanpau en G. Variron, A deduction from Schwarz’s Lemma, Journal

of the London Mathematical Society, Vol. IV, 1929,blz 162 en 163,



dan gaat (1) over in:

el =1
= lus stellig =
‘_l_l_,g,(nsselijll 1_0
Hieruit volgt:
| e 2=—"Zg ||
|3|—:1+E’ (LIEiSo) . Z—2Zol|
:1 Q I——Qz a2 ~('J?'
| =l
=
—lz—zol+ 2—z]
o= Lism e el 3
“' tf’l i "0{

De noemer van het rechterlid is:
[(% -+ %02 + (¥ — $0)2] — [(¥ — 2a)* + (y — ¥o)7] = 4% . %.
De teller is kleiner dan:
Hz|+ 2|+ 2]+ 2| =4[2]+ [2 ]|
Dus:

]r];lL:—%LJ—L‘“’IL T )

Uit (2) volgt:
9 () =1 (). & + in,

dus in verband met (4):

9 @| ||, & Uz]l+ 1zl
2 — |z e xX.|%|
?LO

=
zoodat: ]rm sup ‘-‘-p(--)-'_f_ > M, voor z-»>co in de gegeven

> w 4 Xo
hncl{buurt
Eo g q
Omdat 22 = -2—2 en — -4, voor x,—+00 (Yo constant),
.’-"() -1'0 —\()

A

% 50 . -
kan men door behoorlijke keuze van z, de waarde -~ willekeurig

.‘\-{_;

:.

klein maken, en —_ M dus eveneens., Hieruit volgt:

Xo
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lim sup ? ) = 0. (angulair)

~

S—>0 a

De bewering onder 4) is dus bewezen.
Verder is:

s ! |y i
@ =-=leWl_ 2@

in de gegeven hoekbuurt.
De stelling is hiermee volledig bewezen.

Gevolg: Als w = f (2) holomor| is voor x > 0 met u > 0, geldl:
1 (2)

~

A en [ (z) > 1

Voor Iz —00 in elke hoekbuurt van o= ge) ndien 1 de bekende
beteckenis heeft.

¢) Hoekafgeleide van w =1 (z), hol. voor x > 0 met u >0
in z —
Als w = [ (z) holomorf is voor x > 0 met u > 0, en z — 0, w =0
ajn correspondeerende randpunten, geldt:
/(2)

o~

y

>l en f'(z) >1

00 20 in elke hoekbuurt van z — 0, waarbij de waarde | = co
moel worden toegelaten,

23 . I I
Bewiys: Door de transformaties 2/ — ~ @' — — wordt elke hoek-
Z w

buurt van z =0 getransformeerd in een hockbuurt van Z28=00

(met dezelfde opening). @ = f (z) wordt getransformeerd in

w' = I (), holomorf voor z' = 0 met u’ > 0.

Dus:
F(
gz; =4 en F'(z') -1 voor 2’ - 0o (angulair).
Hieruit volgt: tg-ﬁ = ;-, (angulair), voor A/ #0.

et s dw dw dw' dz
n, wegens e e
dz dw'” dz' " dz
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lw 1 o
S ol = 7 (angulair).

Opmerking. Voor A’ = 0 gaat de stelling door met / — co.

. W N dw ..
In de eerste plaats is: — - oo, terwijl ook —- — 00 moet zijn,

e @

lat uit Ed'—
mdat
L |dz

< ﬂt[ .

< M gemakkelijk afgeleid zou kunnen worden:

w

o
~

d) Hoekafgeleide van w —f (z), hol. voor |z | << I met | w | < 1,
inz =-=+1

Met behulp van § 175 is het contractietheorema van JULIA, ge-
formuleerd in § 146 a.v. uit te breiden.

Als w = f (2) holomorf is wvoor |z | <1 met |w| <1, en het
4 — | wy | '
I8z
(wn) — + 1, heeft w = [ (2) een hoekafgeleide | > 0 in z — - [.

Bewijs: We kunnen uit (z,) een deelsuite extraheeren, — die we
opnieuw als (z,;) aanduiden, — waarvoor geldt (zie § 14h):

quotient s begrensd op een puntensuite (z,) - -+ 1 met

] = [E’C";; . . .
=TT eindige limes wx, voor u -» co.

=y

Toepassing van § 140 geeft, na transformatie op het R.H.V., als
aangegeven in § 14e:

!’
AN
alle — = -,
X
- . ! “’ ’ ’ ]
dus: Im — (" constant) — ' = —
x>0 X H“

v ; . A
w' = I (z') heeft dus een hoekafgeleide ' =- in 2’ = oo,

-

’

terwijl ook g-a-i’ (angulair), volgens § 170.

'

. 2 —1 w — 1
Uit: z =5——, w = —— volgt nu:
241 w -
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1 IE}'-__IjLZ’_)_!'_i

T—v 1 4+ 2 Vg 100F 2z > 1 ulair)
@_(1+—:r° iy l_l VOOor 2 (angulair).
dz  \1 %‘?‘1’,) 7Y

(Elke hoekbuurt van z' = oo ligt in cen hoekbuurt van z = + 1, ‘
en omgcekeerd).
: | ' .
Uit ' = = volgt I = u; de hoekafgeleide van f (z) voor z — 4 1

N

is dus eindig; uit de eindigheid van 1’ volgt: / == 0.

Opmerking: Laten we de onderstelling, dat - I ” Ebegrensd
— | %n |
is, vervallen, dan vinden we in dit bewijs A= 0; de conclusie,
dat er een hoekafgeleide is in z = -~ 1, vervalt nu voor het geval,
. : 1l —w dw
dat A =0 geldt. In dit geval convergeeren: , €0 o voor

z - -+ | (angulair) uniform tot —+ 0.

¢) Hoekafgeleide in het overdrachtelijk dekpunt der functie T (z)
van § 13b

Als + 1 het overdrachtelijk dekpunt is der functie w = f (z),
holomorf voor |z | <1, met w o z voor |z | << 1, welks bestaan
bewezen is in § 13b, volgt uit het bewijs onder d, dat de functie
in dit overdrachtelijk dekpunt een hoekafgeleide = I en > 0 heeft.

f) Opmerking over de bewijzen van Wolif, en Landau-Valiron
van de besproken uitbreiding van het theorema van Julia

De stelling van § 170 wordt door VALIRON %) op name van
hem en Lanpau geschreven. We merken echter op, dat deze
stelling reeds volledig bewezen is in het artikel van WOLFF van
Sept. 1926 uit de Comptes Rendus.

De stelling is voorts bewezen door CARATHEODORY, Op blz.
49 en 50 van zijn in noot 8 geciteerde publicatie, die ongeveer
tegelijk met die van VALIRON en LANDAU is verschenen (Maart
1929).

42) G. VaLirox, Bulletin des Sciences mathématiques, Maart 1929; blz. 76.
E. LANDAU en G. VaLiroxn, Journal of the London Mathem. Society,
vol., IV, 1929: blz. 162—163.



HOOFDSTUK IV

CONFORMITEIT DER AFBEELDING IN
EEN RANDPUNT

§ 18 — Definities van hoektrouw en conformiteit der afbeelding
in een randpunt — 1. Men zegt, dat de afbeelding van een gebied
G. op de eenheldscirkelschijf G, (| w | << 1) hoektroww is in het
grenspunt z, van G, indien met z, een punt w, op de grens [},
van (r, correspondeert, 206, dat twee koorden %, en A, , die elkaar
in w, onder een hoek ¢ snijden, beelden zijn van krommen lcl‘_
en &, , die elkaar in z, onder dezelfde hoek ¢ snijden.

2. Men zegt, dat de afbeelding van een gebied G, op de een-
heidscirkelschijf Gu conform is in het grenspunt z, van G, (angu-
lair conform), indien de plaatselijke vergrooting N,,, als z, tot z,
convergeert, een eindige, van nul verschillende limiet heeft; z,
wordt hier beperkt tot een angulaire buurt van z, (zie § 174).

Uit de conformiteit in z, volgt de hoektrouw in z, niet om-

gekeerd.

§ 19 — Analytische randkrommen — Als w = [ (z) het gebied G.,
begrensd door de analytische kromme, of de wit analytische bogen
bestaande contour, I':, conform afbeeldt op de eenheidscirkelschijf Gy
contour I'w, dan is de afbeelding angulair conform in elk inwendig:
punt z, der analytische bogen.

Bewijs: Deze stelling volgt onmiddellijk uit de eigenschap, dat
de afbeeldingsfunctie @ = f (z) over z, voortzetbaar is. Door deze
voortzetting wordt een omgeving van z, afgebeeld op een om-
geving van w,, door cen holomorfe functie w = y (z), die in G,
met w = f (z) samenvalt, en die als beeld van een analytische
deelboog van [, met z, als inwendig punt, geeft een deelboog
van de eenheidscirkel /7%, met het met z, correspondeerend punt

8]
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. : : . dw Gupe
w, als inwendig punt. In z, is > = 0, dus de afbeelding is con-
o

form. Was toch =) = 0, dan moest het beeld van de ana-

Zo

lytische boog, waarop z, ligt, een dubbelpunt of een meervoudig
punt in @, hebben.

b) In de hockpunten van analytische begrenzingsbogen is i.h.a.
conformitert uitgesloten .

Bewijs: 1Is n.l. de hoek der analytische bogen, die in het rand-
punt z, van [; samenkomen = a > &, dan kan men in G. twee
krommen trekken, die in 2z, uitmonden, en elkaar daar onder
een hoek g > =z snijden, terwijl de beeldkrommen in G, elkaar in
het met z, correspondeerend punt w, onder cen hoek = 7 moeten
snijden, zoodat hoektrouw is uitgesloten, en conformiteit dus
eVeneens. _

Is de hoek a = @, dan kan men in G, twee in w, uitmondende
koorden trekken, die elkaar onder een hoek f > a snijden, terwijl
de beeldkrommen in G, elkaar onder een hoek = a moeten snij-
den, zoodat ook nu hoektrouw is uitgesloten, en conformiteit
dus eveneens.

Slechts in het geval a =z is conformiteit in z, mogelijk. Als

dz

i)\ st
(waarin #, de bij z, behoorende parameter is), op beide bogen,
dan heeft ieder dier bogen in z, een van nul verschillende kromte-
straal. De angulaire conformiteit in z, volgt nu met behulp van
het in § 21 te bewijzen criterium.

de beide bogen in z, tangentiéel aaneensluiten, en

¢) Uit de volgende paragrafen zal blijken, dat ook bij begrenzings-
krommen van Jordan in punten, die géén inwendige punten van
analytische deelbogen zijn, angulaire conformiteit mogelijk is. Het
staat echter vast, dat hier een criterium niet gevonden zal kunnen
worden, door de voortzetbaarheid der afbeeldingsfunctie over de
desbetreffende punten te bewijzen. Indien n.l. deze functie over
een punt z, van I, voortzetbaar is, dan volgt hieruit, dat z, in-
wendig punt eener analytische deelboog is, in strijd met de onder-
stelling.Voor het opsporen van criteria voor randconformiteit bij niet-
analytische begrenzingsbogen moeten we dus andere wegen inslaan.
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§ 20 — Hoekaigeleide en angulaire conformiteit — Als w = [ (2),
holomorf in het R.H.V., in een punt z, van de rand I, een eindige,
van nul verschillende hoekafgeleide heeft, is de afbeelding van het
R.H.V. op het beeldgebied G angulair conform in z,.

Bewijs: Kies voor z, de oorsprong en onderstel, dat met 2,
w = 0 correspondeert. Stel de hockafgeleide 2, . et . (A, £ 0).

Geef ¢ > 0; dan volgt uit w = w, + [f(2) . dz, dat men een

ta

Ly

1

d kan bepalen, z66 dat voor |z | en |z | << d (in een angulaire
- . | —w .
buurt van z = 0) voldaan is aan: | ——— — 1, . etls| < &, dus ook
12— 4
w ;
2 Ag . f_’f“’ﬂ —
7
e . . o " ‘
Dus is: —— 4s . etfs voor z -0 (angulair). Hieruit volgt de an-

gulaire conformiteit.

Opmerkingen: 1. Als Eﬁ geheel in het R.H.V. ligt, en er is een
hoekafgeleide in O, dan is de waarde van 6, steeds 0, omdat voor
0o £ 0 het beeldgebied van een hoek, met opening voldoend dicht
bij z, in het R.H.V., ten deele buiten het R.H.V. zou komen te
vallen.

2. Uit f'(z) = 4 (angulair) wolgt, volgens deze paragraaf S
(angulair). z
G . . .
()HZ,Q{“—J"(’(.‘J'H’ T'()f{_,’f it == /A ((”:Srg,'](”;-), dat f {Z) ] (””g”/””,).

Dit is in § 170 bewezen voor een angulaire buurt van z — co. Voor
een angulaire buurt van z = 0 volgt de stelling uit de transfor-

: I . . . :
matie ' =-, v’ = ) waardoor w = | (z) overgaat 1n een functie
2z w : )
(i ' = .lr“ (’J)
’
; : w1 dw' |
Dan is voor 2" oo (angulair): — - =, dus == — =
2 A dz yi
Uit dw dw dw' d2 2’2 dw'
Jit: — = e o L = —
dz dw’ " dz2' " dz 0’2 dz
dw . .
volgt nu: — - 1 (angulair).

dz
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Zijn z, en w, de correspondeerende randpunten, dan moet in

) ] : . W
deze stellmg de ultdrukkmg lim = vervangen worden door

Z—>rZo 4

. W — Wy,
|11 e
3550 B— 29

de verandering in het bewijs ligt voor de hand.

§ 21 — Criterium van Caratheodory-Valiron
Onderstelling: 1° w = [ (2) 4s holomor/ voor x > 0 :
2° 2= (w), de inverse functie van w — | (2), 18
holomorf woor u = a;
3° W 0o voor z 00 (twee-dimensionaal)

. S
Bewering: ang. hmiel — > 0.
s> 3

o T e e 2
angulair, i1s — > 1 = 0.

e

Bewijs: Voor z-—o00

Voor w -»co, angulair, is = - =0,
v

-~

omdat het gebied (# > a) ook een halfvlak is.
’ ot | SSLiP :
Voor z—+o00, ¥y=0, is = -, van welke limiet we willen aan-
i w A
toonen, dat ze niet co is.

Het beeld van de positieve, reéele as noemen we [, welke
kromme zich op grond van onderstelling 3° tot in het oneindige
uitstrekt.

: 2ol

Nu 15 op' Iy — > =

bk w A

en op de reéele as; = —» .
w

Omdat = nooit negatief is, dus , begrensd in ruimere zin’', —
w -

zie opmerking 2, — moeten deze twee limieten gelijk zijn; pn = 7 =0}

v

Uit: 2=0 en ! = 0, en beide eindig, volgt: 1 > 0.

A

De afbeelding van gebied Gy, dat door z — @ (@) een aan een en

conform afgebeeld wordt op het R.H.V., is dus onder de voor-

waarden in de onderstelling genoemd, angulair conform in het
oneindig verre punt.
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Opmerkingen: 1. Voor het geval, dat het holomorfiegebied van
w = [ (z) de eenheidscirkelschijf is, vinden we voor het criterium
de volgende vorm: de afbeelding van een enkelvoudig samenhangend
schlicht gebied Guw (rand Iw) op de eenheidscirkelschijf G. (rand I.)
is angulair conform in elk punt w, van Iw, waar Iy ligh tusschen
twee elkaar 1n dat punt rakende cirkels (zie fig. 19).

Tig. 19. Criterium van CARATHEODORY-VALIRON,

2. We hebben in bovenstaand bewijs gebruik gemaakt van de
volgende stelling:

cen functie w = [ (z), holomorf en begrensd in cen gebied G. en
op de rand I links-continu en rechis-continu in een punt z,, kan
langs I'; in twee verschillende richtingen naar z, géén twee wverschil-

lende limieten hebben.
Onderstelling: Een voor |z | < R holomorfe, begrensde functie
F (z) @s an het punt A van de cirkel |z | = R niet
gedefiniéerd.

. - . VoO0r & i crend y L
lim Fi(z) = a, vy (= a) | 222 naderend tot A

el Nlangs de cirkelomitrek,
lim F (z) =0b, + iby, (=0){in {twee wverschillende
25 richtingen.

Bewering: a = 0.
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Bewiyys: Omdat F (z) begrensd is, is F (z) ge]ijk aan haar Poisson-
integraal
&

: R —g [F[R .
felz)i— 7 Qf L 2 :I dep,

(]

waarin o= |z|, r= | Re?

z|. Zie fig. 20.

Fig. 20. Poisson-integraal.

Beschouw nu de functie vy, d.i. de hoek tusschen de (halve)
raakliin AB in A en de voerstraal van 4 naar een punt z binnen
de cirkel. Zie fig. 21.

Fig. 21. De harmonische functie .
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Dan is, als we F (2) = U (2) + 7. V (2) stellen,
Ulz)—a y

b-l - al 7T

een harmonische functie binnen de cirkel. Deze neemt in 4 zoowel
rechts als links de randlimiet nul aan. Definieeren we nu de waarde
dezer harmonische functie in dit punt als nul, dan is de rand-
waardencollectie continu in 4 en moet de harmonische functie
hier de tweedimensionale limiet nul hebben.

J—a, vy

Dus: S —dl ot
by—a, =

d.i. als we tot A naderen volgens een koorde, die de hoek & bij 4

in verhouding van m tot n verdeelt, zoodat

el
Yy = ——— . ;,
; m -+ n
: o, .n b om
dan is: [t el Sy
M- 1

langs deze koorde.
Ay . M+ by .M

Evenzoo: V22,
langs deze koorde,
dus: (ke e
langs deze koorde.

I (z) nadert dus als a =£ b, langs twee verschillende koorden
tot 2 verschillende limieten.

Een begrensde holomorje functie, die in een randpunt een radiale
Limiel heeft, heeft echter, volgens Fatou, deze limiet angulaiy, zoodat
twee verschillende limieten zijn uitgesloten.

Uit deze contradictie volgt: a = b.

Geven we, inplaats van de voorwaarden van het begrensd zijn,
de voorwaarde, dat / (z) de waarden van een bepaald deelgebied
van het vlak niet aanneemt, of een continuum van waarden, b.v.
een lijnsegment, nict aanneemt, dan vindt men door een passende
transformatie het vorig geval terug, zoodat de stelling blijft gelden.

Ook deze functies noemen we begrensd, ,in ruimere zin’’.

3. Alle inwendige punten van analylische bogen voldoen aan het
criterium van Caratheodory—7Valiron, waaruit dus opnieuw de
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reeds in § 19a bewezen angulaire comformiteit in deze punten volgt,
Dat echter het bewezen criterium veel verder veikt, blijkt wit het vooy-
beeld van Caratheodory uit hoofdstuk I, § 3, blz. 12. Het criterium
geeft n.l. onmiddellijk de conformiteit in z = - | van de afbeel-
ding van het door die kromme begrensd deelgebied G. van de een-
heidscirkclschijf < 1 op de eenheidscirkelschijf G, (| @ | << 1),
als we met z =+ 1 w =+ 1 doen correspondeeren, en b.v.
met 2 =0 w =—1,

L4
P

Toch is de functie z = p (w), die Gy op G, afbeeldt, discontinu
In @ = -4 [. Dit is in verband met het feit, dat w =: |- 1 beeldpunt
i1s van de heele cirkelomtrek |z2| =1, incl. de punten z =—1,
%z =+ 1 (zie hoofdstuk I, § 6) duidelijk te maken a.v.: in elke om-
geving van @ = + 1 liggen beeldpunten van z == — 1, welk punt
van aftelbaar oneindige veelvuldigheid is, dus liggen in elke om-
geving van w = - | ook beeldpunten van punten uit de omge-
vingen van z =— [. Er is dus een ¢ (zelfs > 1), z66dat er voor
elke d punten w zijn aan te geven, met |z —1 | > sen|w—1 | < §
Hieruit volgt de discontinuiteit van z = ¢ (w) in w = -+ 1.

Voor z— 4 1 is w —~ | 1, wel angulair, maar niet tweedimen-
sionaal.

4. Geen enkel punt van de kromme van HeLcE von Kocu
voldoet aan het criterium van CARATHEODORY—VALIRON, zooals

1/
W

My /

'

;7/ E b
M./ Fig. 22.

i : ! .

g . Voorbeeld van cen gebied, waarop

i een cirkelschijf conform kan worden

A

06 LN o x’!.fgchceld, z00 dat er angulaire confor-
; - miteit is in een randpunt, en toch de
i"l‘ : afbeeldingsfunctie in géén enkele om-

Hy : geving van dit randpunt begrensd is..




73

reeds blijkt nit het feit, dat dit criterium voor de randconfor-
miteit in een punt 2z, het bestaan van een raaklijn aan I inz,
eischt. Toch mag men hieruit nog niet concludeeren, dat genoemde
kromme géén enkel punt zou bezitten, waarin de afbeelding con-
form 1s.

5. Een eenvoudige transformatie doet het in 3 bedoelde gebied
G. overgaan in cen gebied G, bestaande uit het rechterhalfvlak
minus een aftelbare verzameling van halfstralen, waarvan door
w =/ (') een afbeelding op
2t =0, w = - 1 conform is, maar niet tweedimensionaal continu,
terwijl, als w = + 1 met z’ =0 correspondeert, de functie z" (w)
in géén enkele omgeving van w = -+ 1 begrensd 1s (CARATHEO-
DORY, t.a.p., blz. 54). — Zie fig. 22:

w | <1 te verkrijgen is, die in

§ 22 — Criterium van Wolff

a) Hulpstelling I.

Onderstelling: w = [ (z) is holomorf binnen cirkel K (middel-
punt m; straal v:): alle functiewaarden liggen,
of binmen cirkel Ly, Of buiten cirkel L. (middel-
.]’)”-g”' Wa, straal rn']-

P " 1{5 > s 0 K.
(2n), 2 4] s 0P “).f'r)m' Mn =00

(1) > o 0p Lu

(zn, K:) = afstand van z, tot cirkel K., d.i.

Ye— | Zp — Mz |,
(wy, Lw) = afstand van w, tot cirkel Ly, d.i.
l Vg — | Wy — Mo ”.

('if'n L zc'}

— = M (constant ie tensuite (z,).
G K) (constant) op de puntensuite (z,)

Bewering: w = f (z) heeft een hockafgeleide 1 a,.

Bewijs: Deze hulpstelling is slechts een andere formuleering
van de in § 17d bewezen stelling over de hoekafgeleide.
Immers, door enkele elementaire transformaties |[translatie
van het z- en het w-vlak; vermenigvuldiging t.o.v. de oor-

1 1 : o 3 :
sprong met A = en rotatie der eenheidscirkelschijven, die dan

ontstaan, met nog eventueel een inversie van het nienwe w-vlak]
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gaat de laatste eisch, die in de onderstelling genoemd is, over in:

—lh”]

I
I - < M’ (constant),

| ~

zoodat we de genoemde § 174 kunnen toepassen.

b) Hulpstelling 11 :
Onderstelling: Een puntensuite (Pu) > O ligt geheel binnen of

Bewering:

op de cirkel met straal o, die in O aan de y-as
raakt.
In O raken eveneens aan de vy-as: cen cirkel met
straal v en een civkel met straal R :

o << v < K.
dy, 1s de afstand van P, tot cirkel 7,
dr, is de afstand van P, tot cirkel R.

1s naar onderen en naar boven begrensd. (Zie
1\,» i

fig. 23).

Fig. 23, Bij hulpstelling 1T van §23

Bewiyjs: Men heeft, OP, =s, en / P,0X — @, stellend:

lD

”-’r,, g l\/(r N ,V,,) + Y =7 — '\/Si + 2 — 2rs, cos -

agr.— R — \ (Re— x,)2 + _q"f, — R — \/._s‘i—|~ R?2— 2R, . cos qa,;.
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Binnen cirkel o is:

I

2% 4 v2—2x0 < 0, dus: s << 20 cos ¢.

Nu is:
s s /sy + 72— 2rs, cos PO
AR R Vs, | R2—2Rs,.cos oy
e - >
. 2_}‘_‘_53"1 Tn — Sn R 4+ Vsy, + R*—2Rs, cos Pn
2R cos gp—s, 2 : e
Pn " r -+ ’\/x” 4 2 275, COS P
(e =—="18, ‘ R
= maal een vorm, die voor # - 00 tot — nadert,
1 7
il e
Hierbij volgt: d, 1s naar beneden begrensd.
E.

Voorts volgt uit:

i .
d,, < dr, dat —a-,' naar boven begrensd is.
"Rn

n

d) Criterium van Wolff 11).
Onderstelling: G, is ecen enkelvoudig samenhangend gebied, dal

-ll) _l.

door w = [ (z) conform wordi afjgebeeld op de cen-
heidscivkelschijf G 2o en w, zijn correspondeerende
randpunten op de randen I'y en [y (zie: §4 en § 6).

G, bevat een cirkelschyyj 0., waarvan de rand 1y,
door z, gaat, Gy beval een cirkelschijf dw, waarvan
de rand co in w, aan Iy raakt, en waarvan het beeld

A\
N
N
o

~

\

Fig. 24a. Criterium van WorLrr. Iig. 240,

Worrr, Sur la dérivée angulaire dans la représentation conforme;

Comptes rendus, 3 Maart 1930, blz. 575,
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d; of geheel bimmen, of geheel buiten een cirkel 1,
ligt, die door z, gaat.

Bewering: De afbeelding van G, op G is conform in de rand-
punten z, en w,. (Zie fig. 24a en b).

Bewrjs: De cirkelschijf dy wordt door de transformatie afgebeeld
op een gebied, dat aan één kant van de cirkelomtrek 2, ligt; indien
dus voor eenige in dw gelegen puntensuite (wy) —»w, gold:
(31.'., L)
(@, cw)
form zijn in de punten (w,, zo).

De cirkelschijf 8. wordt door de transformatie afgebecld op
een gebied, dat geheel binnen de cirkelomtrek [T ligt; indien dus
voor eenige In 4, gelegen puntensuite (z,) -z, gold: (L(C—N”—}[:)i)

Sty Yz
begrensd, zou volgens hulpstelling I de afbeelding conform zijn in
de punten (z,, w,).

Ontkennen we dus de stelling, dan moeten we hebben:

(zm »JL.:)
(w0, Cuw)

en Mo@ voor elke puntensuite (z;) -2z, in &, . . .(2)
(zrr, V) :

We toonen aan, dat deze beide betrekkingen tot een contra-
dictie voeren.

Maak t.o.v. de ligging van Z. en y. twee onderstellingen:

begrensd, zou volgens hulpstelling I de afbeelding con-

- 00 voor elke puntensuite (w,)—w,, In dyw . . . (1)

1° y; en Z; snijden elkaar. Er is dan een cirkelsikkel S., waar
d; niet in doordringt, z66dat het beeld S, van S, liggen moet
binnen [, maar buiten cg. :

2% »: en Z: raken elkaar. (Zie fig. 23). Zij nu 4. een cirkelschijf,
binnen ¢; waarvan de rand y, in z, aan p, raakt, en d, een cirkel-
schijf binnen dy, waarvan de rand rL in @, aan ¢, raakt. Dan kan
het beeld g, van &, met d, géén puntensuite gemeen hebben, die
tot w, convergeert.

! (511‘ }vs;) .
In verband met .,,,_____) naar boven en naar onderen begrensd
Zny Yz
(hulpstelling IT) volgt n.l. voor een dergelijke puntensuite, in_ d.
én in o), uit (1):



G |
~1

(ZC-"J:; (‘;,,)
g‘f"f“ f’ze')

Wy, Cw

—= 00 . sl (3)

naar boven en naar onderen be-

En in verband met

grensd, volgt uit die hulpstelling voor de beeldsuite in 4, uit (2):
(@), Cw)
(.’Z", 7’3]

Omdat (3) en (4) elkaar uitsluiten, heeft d: met ¢, géén tot z,
convergeerende puntensuite gemeen.

In elk geval kan men door z, in G; dus een verzameling seg-
menten o. trekken, die een positieve hoek ¢ (die in het tweede
geval =z is,) nabij z, bedekken, en waarvan de beeldkrommen
6. door w, alle in Gp, maar buiten 4, liggen.

w

Fig. 25. Fig. 26.

Criterium van Worrr. *)

Beschouw nu een enkelvoudig samenhangend gebied A . in G,
dat 2z, tot randpunt heeft, en één der segmenten o, als deel van
de contour bevat, terwijl . deelgebied van A is (fig. 25). Men kan
uit de segmentenverzameling (a;) het segment o, 206 kiezen in o,
dat /A, in de omgeving van z, ligt binnen een hoek ¢ = 2x — ¢
(¢ positief).

De rand van het beeld /., van /\:ligt binnen [, maar buiten
o, zoodat volgens het criterium van CARATHEODORY—VALIRON
de afbeelding, door de holomorfe functie ¢ = { (w) van /A op
de eenheidscirkelschijf | ¢ | < 1 conform is in w, (fig. 26).

C

*) In fig. 26 mag de cirkel A, het gebied &, niel snijden.
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z___’/

~f) . ~ . da il
SRmEes 1s nu een holomorfe functie van {voor [¢&]| < 1;
- a

¢ ({) =

immers voor | £ | << 1is w een holomorfe functie van ¢, de inverse
van { = { (@), en z is een hol. functie van w in Aw, dus van ¢
voor || <1, terwijl | w— 1, | # 0 voor | ¢ | < 1.

Voor de functie ¢ (¢) gelden nu de volgende 3 eigenschappen:

1° @ ({) =0 voor ¢—Z, op het becld 6; van 6, (het beeld
van o).

Omdat n.l. 6, de cirkel ¥, onder een bepaalde hoek snijdt, is

—
<0
(2, 7z)

is volgens (2):

| , :
- begrensd op 6,. Omdat = Op o tot z, nadert binnen o..

S — Zo [

(ZJ ?2’)_

—

— (), dus ook -

(w, Tw) (w, Iw)
Z— Zy | Ma==rell '
Maar, JEzE =] e
: |w—w, | = (w, I'y) '

zoodat ¢ (£) -0 voor & -»¢&, op O

2° @ (£) - oo op alle koorden van |¢| < 1, door ¢&,.

Omdat nl. Aw en |£| < 1 conform op elkaar zijn afgebeeld,
zal het beeld van een koorde kg, die de cirkel | ¢ | = 1 onder een
hoek v snijdt, een kromme ke zijn, die ¢y in w, onder een hoek oy
ontmoct. Deze kromme ligt dus in de omgeving van w, stellig
binnen d,. Men vindt:

(W, cw) - | w—w, | sin y,
. Z, A =, ! PRV
zoodat uit —(;—i - 00 [z1e (1)] volgt: (—1) — 00
(e, Cw) | o —w, |
Nu is: -|-_3 = ahil = —(':;——’ ) - — 00
|w—wo | 7 | w—w, | '

dus ¢ (£) - 0o langs genoemde koorden.

3% We kunnen een cirkelsegment van | | =1 bepalen, ten
deele begrensd door 67 en een koorde door &, die elkaar onder
een hoek ¢ snijden, zo6dat in dit segment @ (£) een argument
heeft, dat de waarden uit een bepaalde hoek niet aanneemt. Zie
fig. 27.

Dit volgt uit: arg ¢ (£) = arg (z — Zo) — arg (w — w,); als we
voor ¢ een hoek kiezen < le (zie boven), liggen de argumenten



Iig. 27, Criterium van WOLFF,

van ¢ (£) in een hock = 27 — l¢, zoodat de waarden uit een hoek
— ¢ ontbreken.

@ (2) is dus, in de ruime zin, begrensd.

Volgens opmerking II, § 21, blz. 69 kan een begrensde functie
@ (¢) de eigenschappen 1° en 2% niet bezitten.

Uit deze contradictie volgt de juistheid van het criterium,

Opmerking: Het kenmerk van Caratheodory— Valivon is als bij-
zonder geval opgesloten in dat van Wolff.

Immers, de cirkelschijf binnen G, uit eerstgenoemd kenmerk
doet de dienst van de schijf 9, uit het kenmerk van WoLrr, en
de cirkelomtrek, waarbinnen G ligt, doet de dienst van de cirkel
A, uit het kenmerk van Worrr. Elke cirkelschijf ¢, in | w =1
rakend aan |w | = | in het beschouwde randpunt, ligt aan één
zijde van 1;, omdat G; in zijn geheel aan één zijde van i, ligt.
IZen afbeelding, die aan de voorwaarden van CARATHEODORY vol-
doet, voldoet dus tevens aan die van WoLFFE.

>

§ 23 — Tweede criterium van Caratheodory — Caratheodory geejt
(t.a.p. blz. 53) een tweede criterium, algemeener dan dat van § 4.
Onderstellingen: 1. w = [ (z) beeldt het enkelvoudig samenhangend,
schlicht gebied G. aj op de eenheidscirkel-
schilf Gy,
2. H. 1s een deelgebied van G., dat met Gz een
randpunt P, gemeen heeft, welk randpunt met

w = - 1 correspondeert ;
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3. de rand A. van H: is in de omgeving van P
analytisch ;
4. het beeld Hy van H. heeft een cirkelschijf, die

wm w = -- 1 aan de eenheidscirkel |w | = 1
raakt, tol deelgebied.
Bewering : de afbeelding van G: 0p G 1s conform in w = + 1.

Bewijs: Beeld H. door # — ¢ (2) één aan één en conform af op
de cenheidscirkelschijf Hy (| # | < 1), zd60dat P, correspondeert
met # = -+ 1. Dan is 2 = y (#) een holomorfe functie van « in Hy,
en w = [ {y ()} een holomorfe functie van « in H,, dic H, op He

afbeeldt.

Volgens het criterium van CARATHEODORY-—VALIRON is de
afbeelding van Hy op Hyp conform in # = -} 1 (zie: onderstel-
ling 4); dus:
dw - 4 o - T
— — eindige limes, == 0, voor # -1, met |arg (1 —#) | = 4 < 5

du
P. is een inwendig punt van een analytische deelboog van
Az dus u = ¢ (2) is over P, voortzetbaar, en:

(17 - : :

J — eindige limes, == 0, voor z— P., tweedimensionaal, dus
stellig angulair, in elk beeldgebied van de aangegeven angulaire
omgevingen van # — —+ 1.

Uit dw dw du ot

Jit: — —. — volgt nu:

dz du dz &
dw s . ) s o
7E > eindige limes, =~ 0, voor z > P: (angulair).

De afbeelding van G: op Gy 1s dus conform in w = - 1.

Opmerkingen: 1. CARATHEODORY stelt nog de eisch, dat een
deel der reéele as van het w-vlak (4 << w << 1) beeld is van een
kromme /., die geheel in H ligt.

<31

Deze voorwaarde is blijhens bovenstaand bewijs overbodig.

§ 24 — Criterium van Lars Ahlfors *2)
In een recent artikel heeft LLARS AHLFORrS de conformiteit der
12) LARS. AHLFORS, Acta Societatis Scientiarum Fennicae, Nova Series A;
Tome 1,no. 9, 1930; Untersuchungen zur Theorie der Konformen Abbil-

dung und der ganzen Funktionen.



81

afbeelding in een angulaire buurt van een randpunt onderzocht
en daarbij o.a. de volgende resultaten verkregen.

Onderstel, dat het enkelvoudig samenhangend gebied G, door
w — [ (z) conform wordt afgebeeld op het rechterhalfvlak G,. Als
g (r) het aantal radialen is van die boog in G; van cirkel | z | = 7,
die gesneden wordt door het beeld van de reéele as van het w-vlak,
dan zal, als de afbeelding van G. op Gy angulatr conform is in z —
(en ook z = () bereikbaar randpunt 1s), voldaan ztjn aan:

r

[ O AT S ed (Pl okerie))
6(r) v

1
(Noodige voorwaarde voor angulaire conformitent).

Zij voorts mip het grootste van de getallen 0 en max. }[a— 6, (#)

in het interval A? =y = kb+1 (k pos., constant, > 1), als g, (»)
het aantal radialen is van de grootste deelboog van

|z | = r binnen G,

dan zal de afbeelding van G: op Gw angulair conform zin in z = oo
indien voldaan 1s aan:

»

0 28!
: Wi
mp en [40(r) —a g convergent.
0 Y

(Voldoende voorwaarde voor angulaire conformiteit).

-

Fig. 28,  Criterium van AHLFORS.

6
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Met behulp van dit criterium blijkt, dat de afbeelding van het
in fig. 28 aangegeven gebied G, op het rechterhalfvlak G, angulair
conform 1s in z = 0. CARATHEORORY geeft dit voorbeeld aan het
slot van zijn onder ®) geciteerd artikel, als toepassing van het
in § 23 genoemde criterium. Toepassing van het criterium van
AHLFORS zal tevens doen zien, dat het gebied G. door nog alge-
meenere gebieden kan worden vervangen.

G. bestaat uit het rechterhalfvlak, plus een verzameling on-
eindig lange, horizontale strooken uit het linkerhalfvliak, die aan
het R.H.V. grenzen in de intervallenverzameling (a,, b,), die zich
in O verdicht. De intervallen worden z66 smal gekozen, dat de

o i
E log 2
Sy

n=1

reeks:

convergeert. _

Transformeeren we het criterium van AHLFORS voor dit geval,
waarin z = 0 in plaats van z = co het te onderzoeken punt is,
dan blijkt, dat we voor het aangegeven gebied G, mocten be-
wijzen, dat

[T Y
o I p—1
convergent zijn.

myp 1s het grootste der getallen 0 en max. 1 [z — g, (7)
interval k? = » = kt+1 (k positief, constant, < 1); @ (v) = 0 (r) — =
heeft dezelfde beteekenis, als in het vorig geval. De -som is nul,
en voor de integraal merken we op, dat de integrand nul is, be-
halve op de aangegeven intervallenverzameling; hier is echter

in het

(7)<

AHLFORS bewijst, dat, hoe de rand I7; ook moge zijn, de integraal

[‘&(}) J (als LEBESGUE-integraal opgevat), bestaat (t.a.p. blz.11)
7 . ,

Uit;



1 by,
- (o's) )
w (7) dr ar b, Y
—— <= 2 — = 2 log — , dus eindig,
¥ 7 i
7 n=1 g, n=—1
1
w (¥) . dr _ ,
volgt nu, dat | — S convergent 1s, zoodat aan de voorwaarden
[

o
van AHLFORS voor angulaire conformiteit is voldaan.

Tevens blijkt, dat de strooken in het linkerhalfvlak door alge-
meenere gebieden mogen worden vervangen, mits de intervallen-
verzameling op de imaginaire as dezelfde blijft.

6*
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§ 25 — Als w = f (2) het rechterhalfvlak . conform afbeeldt op
het enkelvoudig samenhangend gebied G, in het rechterhalfvlak,
dat met G: het oneindig verre punt tot gemeenschappelijk rand-
punt heeft, dan is volgens § 20 de afbeelding angulair-conform in

) . i .
dit randpunt, als 2, de limiet van = VOor x¥ —» 00, v constant, niet

gelijk nul is.

Als voor w = f (z) de bijbehoorende A > 0 is, zullen we het
gebied Gy, met het oog op het gedrag in het oneindige, een ,deug-
delijk gebied” noemen; is 4 = 0, dan noemen we het gebied #niel-
deugdelijk.

De stelling van de volgende paragraaf zal ons een voorschrift
aan de hand doen tot het construeeren van deugdelijke gebieden.

§ 26 — Onderstelling: w = f (z) is holomorf voor x — R (z)=105
- L _
u= R(w) > 0; 2= lim - (yconstant) < 1.
> X

Bewering : De puntverzameling (z) uil het rechterhaljvlak,
waarvooy u << x, vormt een deugdelijk gebied.
Bewyys: 71 a = a + bi een punt uit het rechterhalfvlak G.,

(dus a > 0); dan is R {f (z) + a} > 0.
De vergelijking f (z) + a = z heeft dan voor elk dier a's één
en niet meer dan één wortel binnen G.. Op de rand van G. kan
n.l. geen dekpunt der transformatie f(z) 4 a liggen; immers,

—_

2 = 00 kan geen dekpunt zijn, omdat dan zou gelden u + a = x,
" a— . " = S .
dus ~ 4+ - =1, dus lim - + (- 0) =1, zoodat ij=1 zou zjn,
A X Ky N
in strijd met de onderstelling; en wegens # - ¢ = a is een dekpunt
op de imaginaire as eveneens onmogelijk,
Deze wortel van f (z) 4 a = z is een holomorfe functie van a,



die we { = { (¢) noemen; uit  (¢) 4+ a = ¢ volgt: j_g =1— /().
Wegens: '
R[] _ R —R(aq) L d¢
0= = =SURISE- en bestaat —= dus.
i EH = R R 18 PR = 0 en bestaat o dus

Bij elke a uit het rechterhalfvlak behoort één ¢, zo6dat

i () Fa=¢ dusiu < x is;

‘bij elke ¢, waarvoor # << x is, is er é6n a te bepalen, zé6dat
C—7 () = a met R (a) positief.

De punten a van het rechterhalfvlak correspondeeren dus één aan
¢én met die der puntverzameling (1 << x). De afbeelding van het
rechterhalfvlak op deze puntverzameling is bovendien conform,
omdat de holomorfe functic ¢ = ¢ (a) de afbeelding tot stand
brengt. Volgens de stelling van de gebiedsoverdracht is de punt-
verzameling (# << x) dus een gebied.

Uit R ({) > R (a) volgt voor de 1 van ¢ (a):

(-
;; = lil]] {\,E‘H) , (” r(‘.’-(‘?'(fl] ::_: 1
a—>os a

§ 27 — Voorbeeld I. Neem voor w = [ (z) de functie

- 1 A
f() =ASz=1%. (cos ip + isinie).
Deze functie is holomorf in het R.H.V. en de functiewaarden liggen

y 1/,

. . = . Yz : %
in het rechterhalfvlak. 4; = lim "= — 0 < 1, dus de functie be-
r—>m T

hoort tot de in § 26 beschouwde klasse. Het gebied G, waarvoor
u << x, is dus een deugdelijk gebied.

De rand 7" wordt verkregen door # — x te stellen.

De vergelijking der randkromme is in poolcodrdinaten:

Sl
. COS* ¢
riy, CoS 4@ = 7 cos @ of: r = > 2P

(1)

Het gebied G door de kromme omsloten bevat hoeken, die

Cos® @

willekeurig dicht bij & liggen, zooals blijkt uit » — co voor ¢ - 4 =
rncs 1 o
cos® L @ Kol

= 25% - 00, zoodat elke rechte evenwijdig
0S5 (}’

T
Voor ¢ »2 1SR —

aan de y-as door de kromme /" wordt gesneden, en het criterium
van CARATHEODORY-VALIRON (§ 21) voor deze kromme dus niet
toereikend is.
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Vergelijking der kromme in cartesische coérdinaten:

| 3 2 1 a2
1_21—{—(:05(;::_1_;\/3: +

—_—

2 cos @ . X
dus: 2%+ 9 = 4x2 (x — 1)
Voor het beloop der kromme in het oneindige hebben we:

Valcold r el VAT TEER) v R (2)

Voorbeeld 11: Nemen w— j (z) = %", dan behoort ook deze

1
T . . yi
functie tot de klasse, wegens lim = =0 < 1.
r—>w ¥
De randkromme I, waarvoor # = x, is vinden we uit:
) 1

¥ COS @ = ¥t COS 'i; w,

waarnit voor de vergelijking van de kromme volgt:
il

COS - @ [n—1
n?

} o —
Cos ¢
1
y JEAT, ] | - T
Voor [ g | 518 #oo |y |, dus x oo |y |"cos el ke (3)
2 < & Lo 2n
2-ta

We kiezen a positief

Voorbeeld I11: Neem f (z) = s £)~
‘ g (z + a

en > ¢, dan zijn lg (z +a) en f(z) holomorf voor R (z) > 0,
terwijl R [f ()] > O is.

: . %+ a ,

Af = lim el = 0 <1, dus f (2) behoort tot de beschouwde

Xra0 lg (;‘) E ({)

klasse.

Stel z 4+ a =o¢.¢if (o0 en 0 reéel), dan is;

o . el

lg o + 4

U -+ 10 =

, (* +a).lgo+v.0
waarult volgt: u — T
; (g 0)* + 6°

]

. T A s pat e Gt Sty ¥ oy
waarin dus o — A\F(x + a)® + v* en § = bg tg X+ a

De randkromme I wordt dus bepaald door
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(x + a)lgo + Vo N
(Ig 0)2 & 5 Ba e (4)

Bij de beoordeeling van het gedrag der kromme in het oneindige
bedenke men, dat lg x voor x ~co zwakker oneindig wordt dan
elke nog zoo lage macht van x.

Het rechterlid van (4) is t.o.v. x van dezelfde orde als lxx'
g
: A
dus van een orde < I, en t.o.v. v van dezelfde orde als ﬁ
: - ' 18 g )2
Men vindt dus voor het gedrag in het oneindige:
v
e R U B TRV SRR (7))
(lg )*
5 i Z2+a .
Vioorbeeld IV: Neem f (z) = — =1 4 positiefen = e¢, dan
: I17) lg lg (z + a) I
15 [ (z) holomorf voor R (z) = 0, en R[f(z)] = 0.
. ! x4+ a ]
A e e S R <1, dus f(z) behoort tot de be-

T>on lg]g (.\' +(f}
schouwde klasse.
Stel 2 - a = ¢ . ¢i0 (o en ¢ reéel), dan is:

. 0. f’it? QL‘-"-.H
" - 10 — 3 T L DT AT T
P lg I,]g 0 4 10] lg o' - 10
r Y =2anry O ) W D r ”
met o' = 4/ (lg 0)* 4 6* en ¢ = bg [g} —.
Y

\'UUI. (ll' \,?(:]‘('T{\I_il]{in(‘\r van (l(‘ I':l['l(] ]{l'()lnﬂ'll‘ ]‘ van }10[ ”Cbil.‘d
] i s o

(¥ + a) lg o' + yo'

Ige® + 07

=

(6)

80 o : X
Het rechterlid 1s t.o.v. x van dezelfde orde als o o dus als
go

X : X .
——, of als ———, d.1. van een orde < 1, en t.o.v. y van dezelfde
lglg o lg lg x
v : , 0
orde als —————=; Immers 0' = bgtg — is van dezelfde
lgy. (Iglgv)® g o

1
orde als oy en lg o’ solg lg v,

¥ A4

Men vindt dus voor het gedrag in het oneindige:
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y -
"lgy (glgyp e
& - i
lglglg (z + a)
dan is f (z) hol. voor R (z) > 0 en R [/ (z)] = 0.
At =0 <1, dus f (z) behoort tot de beschouwde klasse.
Stel weer z + a = ¢ .¢if (p en 0 reéel), dan is:

e€

a positief en > ¢

I

Voorbeeld V: Neem f (2)

i

. o . eif o . eil o . el
M4 1Y = — . . = = — = 5 i
Y T Iglgilge +0}] lglge + i) Ige” + 0"
e b
DL o' = +/(log )’ + ¢ ¢ = bgtg
7]

e 0’
o = A/ (logo’)2+6" en ¢’ — bgtg Ea
o

Voor de vergelijking van de randkromme [* van het gebied

G (4 < x) vindt men: '
(x +a).lgo”’ +v.8” g
g o”F + 07 )

- orq e X
Het rechterlid is t.o.v. x¥ van dezelfde orde als g o dus als
0

N

X E X ‘
——— of als —————, d.i. van een orde < I.
lglg o Iglglg « )
Ten opzichte van v is ¢/ van dezelfde orde als oo dus van
0 : iR
dezelfde orde als ————, d.i. van dezelfde orde als ———-—,
lgo.lgo lgy.loglgv

terwijl 1g o/ colglg o’ colg lglgv; t.o.v. v is het rechterlid dus

van dezelfde orde als
:\}
gy Iglgy. (lglglgy)*

Men vindt dus voor het gedrag in het oneindige:
V ;
Xeo mrereoee——— L, L (9)
lgy.lglgy. (Iglglg y)?
Duidt men met log, z de n-maal herhaalde log van z aan, dan
vindt men op analoge wijze, door uit te gaan van de functie:

z2 -4 a

/(2) = e Al . (10)
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a positief, en voldoende groot, een deugdelijk gebied G, met rand-
kromme I', voor welker gedrag in het oneindige geldt:
g e v &
C gy gy gy .y (gy)? T (1)

§ 28 — Parallel aan de onderzoekingen van § 27 willen we, tot
slot, het gedrag i het oneindige nagaan van eenige ondeugdelijke
begrenzingskrommen.

De functie =i ) = ig :(;r—:a)’ et (ne's) . . (12)
n\~

i1s holomorf voor ¥ = R (2) > 0, met u = R (w) > 0.

Wegens lim = — (0 (y=0) is het beeldgebied G, van het

x—we X
R.H.V. een ondeugdelijk gebied.
De rand % van G, is het beeld van de imaginaire as van het
z-vlak.
a) Neem n = 1. Voor Iy geldt:

@ - 10 .sin g
W = — —— met pcos = a,
lgo+17.6

algo - osing.o+ 7. (olgosing— ap)

(lg 0)* + 62

Hier 1s, voor o — oo:

" co (g o v wlg 7 en lg v eolg g,
" 1 v
dus: ; 5o ]g % of # co ig‘ e G e 005 Ty R e (|3)

b) Neem n = 2. Voor Iy geldt:
a -+ 10 sin ¢ @ -+ 7o sin
g(lgo +10) lgo + ip

(vergelijk de vorige §)

a.lgo" +os8in@.0"+ 7. (osinh.lgp —a.0)

(lg g)’)2 -+ 02

W =




s , f l
Nu is: 0" — bg tg T = l_g_o
0 0 _
" lge (g R Vg (g0
" o 0

[ G ——
]g Q' ]gz g’
en Ig 7 ce ]g 0,

lgv.lg,v

¢) Neem n = 3. Voor [’y geldt:

dus: iU oo

_ _a@+iesinf  a - dpsin
- lg lg (1g 0 + 76) _Ig o’ 4+ 10"

vergelilk de vorige
KEl] 8

ol

L

alg o’ + osinf . 0" + t{o.sind . lg o/t —a. 6"

W = -

. (14)

{lg 0”)2 _I_ gz

Thans is: 074 5o 5o

!._. 0
o lgo.lg,0. ('lgB 0)*

€11 lg U oo Ig 0,

U

lgv.lg,v.lgyv

dus: U oo

d) Algemeen vindt men voor [,

@ - 10 sin 0
lg o(—1) - 76(1—1)

i) ==

in doorzichtige notatie, d.i.
(i]_g U(II-——-].) + 0. Sin 7} - U{H.—]) + ’:gy : Sln 0 ']g r‘}(u-—l) it ﬂ(!l_]) %

W)=

. (15)

flg o=} 2 i1 12
Hier is:
fln—=2) 1

i (n—1) N]‘gm o B e e )

0 0

U co e '
lgr: Y

—t q)
Yoy U

lg 01850 ., lg”.ﬁfl o(lg 0)*
en lg v eolg o,

lg 0. ]g2 0 — 1{;’”.;[-9"
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i'l

dus: TR - : — .
J.g Yo lgﬂ s 1g”—j s ]g”, v
Schrijven we x en v inplaats van « en », dan vinden we der-
halve, dat de gebieden G; in het R.H.V., met randkrommen /.,
waarvoor geldt:

3/

X oo - . - 4 - 2 (15‘:'
lgy.lgey lggy....lgu—1y.1g: ¥ ’

nict-deugdelijke gebieden zijn.






STELLINGEN

I
De formule van JENSEN voor geheele functies:
2 I
10 . “u(r)
= / log | /(R . %) | dp = | =+ dr
o .
Q o

is elementair bewijsbaar.

I1
W 1 e .

- . . = R T ):.Mri"—i'l q
De ongelijkheid |(1 —z) et 2 Pili<ie die
voorkomt in ,,Lecons sur les fonctions enti¢res” (blz. 51) van

E. Borrr, kan als volgt verscherpt worden:

Als p < ¢ = p + |, dan is voor alle complexe u:

®woou? | ue

|1 —w). el TE T ke,

waarin de constante £ alléén van ¢ afhangt.
[T

De redeneering van Prof. HK, pE VRIES, op blz. 16 en 17 van
het Beknopt Leerbock der Projectieve Meetkunde, is, in tegen-
stelling met de bewering van den schrijver, niet toereikend om de
diepere grond te openbaren voor de invariantie van de dubbel-
verhouding op een vierstraal.

IV

Een ruimte kromme g7 is een p-voudige kromme op het regelvlak
harer trisecanten; hierin is p = h— (n—2), als i het aantal schijn-
bare dubbelpunten van g is.

J. H. Waxsing
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" 7

De stelling, die ARzELA geeft in het artikel: Sulle serie di Funzioni
(Memorie della R. Accademia delle Scienze dell’ istituto di Bologna,
Serie V, tomo VIII, blz. 1-—4), kan uitgebreid worden door de
intervallen verzamelingen (met lengte > d) te vervangen door
gesloten meetbare puntverzamelingen (met x-maat > d).

V1

W. SEIDEL vermeldt in zijn artikel: Uber die Randerzuordnung bei
konformen Abbildungen (Math. Annalen 104% 1931):

,,Bei dem Problem der konformen Abbildung des algemeinen
einfach zusammenhdngenden schlichten Gebietes mit mindestens
zwel Randpunkten auf einer Kreisfliche hat OsGcooD zuerst eine
scharfe Trennung zwischen dem Problem der konformen Abbildung
des Inneren eines Gebietes aul das Innere emner Kreisfliche und
dem Problem des Anschlusses dieser Abbildung an den Rand ein-
gefithrt™.

Deze bewering is onjuist; de scherpe scheiding, waarvan sprake
is, is door H. A. SCHWARZ in zijn artikel: ,,Zur Theorie der Abbil-
dung” (1869) reeds ingevoerd.

VII

Het ééne uur Cosmographie, dat op de lesrooster van de Hoogere
Burgerscholen met vijfjarige cursus A voorkomt, en wel als regel
op de rooster van de derde klasse, is daar misplaatst.

VIII

Het verdient géén aanbeveling om bij het onderwijs in Mechanica
op e H.B.S. het begrip centrifugaalkracht in te voeren; invoering
van dit begrip op de wijze, waarop REINDERSMA en VAN LOHUIZEN
zulks doen (Nieuw Leerboek der Natuurkunde, deel I1) sticht ver-
warring.
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