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INLEIDING.

Alvorens over te gaan tot de behandeling van ons eigenlijke onder-
werp, zullen wij eenige daarbij herhaaldelijk optredende begrippen uit-
eenzetten. Ook zullen in deze inleiding enkele hulpstellingen bewezen worden.

We beschouwen steeds eendimensionale puntverzamelingen en daarop
reéele functies. Het reéele getal x zal in verband daarmee dikwijls ook
het punt x genoemd worden.

De verzameling der punten x, die voldoen aan a = x = b noemen

we het segment a b of korter a b.
En het inferval ab of kortweg ab, is de verzameling der punten x,
waarvoor geldt a < x < b.

De lengte van ab of ab is het getal b—a; a en b heeten eindpunten,

Al naar gelang x; > x, of x, < x, zeggen we, dat x, rechts of links
van x, ligt.

Een omgeving van x, of een interval om x, is een interval, dat X, bevat.

Is ¢e>0 en 6 >0, dan heet het interval x,, x,--¢ een rechfer- en
het interval x,—d, x, een linkeromgeving van x,. Met ¢ en & zullen in
't vervolg niet anders dan positieve getallen worden aangeduid.

Zij f(x) een functie, gedefinieerd in een zeker interval a b.

Het punt x, in a b zal een eigenlijk maximum of kortweg maximum
van f(x) heeten, indien er een getal § bestaat, zoodat [ (x) < f(xy), voor
x—xp, < 0, uitgezonderd x = x,. Kan hieraan niet voldaan worden, maar
is er wel een getal d, zoodat f(x)= f(x,) voor lx—ap| < 4, terwijl Bl =
f(xo) noch in een geheele rechter-, noch in een geheele Iinkeromgeving
van x, geldt, dan heet x; een oneigenlijk maximum van f(x).

Hierna is zonder meer duidelijk, wat verstaan moet worden onder een
eigenlijk of oneigenlijk minimum van f£(x).

xo heet een verdichtingspunt van een puntverzameling E, als in jedere
omgeving van X, een van xp verschillend punt van E ligt.

Een linkerlimietpunt van E is een punt met de eigenschap, dat in
iedere linkeromgeving ervan een punt van E ligt. Analoge definitie voor
een rechterlimietpunt van E.

E heet gesloten, als ieder verdichtingspunt van E tot £ behoort.

Een perfecte puntverzameling E is een gesloten puntverzameling met
de eigenschap, dat ieder punt van E verdichtingspunt van E is.

De verzameling E’ der punten, die niet tot een gegeven verzameling
E behooren, noemen we het complement van E,



2 Inleiding.

De vereeniging E, +E,+ E;+.... van eindig of aftelbaar veel
puntverzamelingen E,, E,, F, .. ... is de verzameling der punten, die tot
minstens één der verzamelingen E, behooren.

De verzameling der punten, die tot alle verzamelingen E), E,, E;, ...
behooren, heet de doorsnee E, E, E;.... van die verzamelingen. Deze
kan leeg zijn.

De verder in de inleiding nog volgende definities en stellingen gelden,
indien er sprake is van een interval a b, evenzeer voor het segment a b,

Het complement van een puntverzameling E in het interval ab is de
verzameling der punten van a b die niet tot E behooren.

E heet overal dicht in a b, als ieder deelinterval « p van a b een punt
van E bevat,

Bevat daarentegen ieder van die deelintervallen een interval, dat geheel
tot £ behoort, dan heet E nergens dicht in a b.

Een vereeniging van aftelbaar veel verzamelingen, die nergens dicht
zijn in a b, noemen we een ensemble gerbé in ab.

Een ensemble gerbé is hetzelfde, als wat R. BAIRE (') verstaat onder een
verzameling van de eerste categorie.

Onder een residuel(?) van a b verstaan we een verzameling, wier com-
plement een ensemble gerbé is in a b.

Omtrent deze verzamelingen zullen we de volgende stellingen noodig
hebben:

I. Een residuel R van ab is in ab overal dicht en bevat zelfs in
ieder deelinterval van a b een perfect deel.

Bewijs: Zij a f een willekeurig gekozen deelinterval van a b en R’ het
complement van R in ab. R’ is de vereeniging van aftelbaar veel ver-
zamelingen E,, E,, E;,...., die nergens dicht zijn in a b.

R’:El + £ ‘|‘Es‘|’----

Omdat E, nergens dicht is in a b, zijn er in « f twee buiten elkaar
liggende segmenten s, en s, te vinden, die geheel tot E; behooren. Op
S; neemt men nu twee segmenten s;; en sy, die geheel tot E, behooren:
€Venzoo op s; twee segmenten S, en s,,, die ook tot F, behooren. Dit
procédé tot in het oneindige voorzettend, vindt men een rij van punt-
verzamelingen

Fh Fl’s FB---;

waar
F, bestaat uit de segmenten s, en Sz,
F2 " " 1] " S]ll Sl.2l 521 en ‘5221 enz.

(1) Legons sur les fonctions discontinues, bl. 78.
(3 Vgl. A. DENjOY, Bulletin de la Société Mathématique de France, Deel, 43, 1915,
bl. 163, noot.
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Wij kunnen er tevens voor zorgen, dat het grootste segment van F, een

1

lengte heeft, die kleiner is dan =
De verzamelingen F,, F,, F;, . ... vormen een rij van samentrekkende,
gesloten en begrensde puntverzamelingen, die geen van alle leeg zijn,
Volgens een bekende stelling uit de theorie der puntverzamelingen is dan

ook de doorsnee
D:Fl F2F3...‘

niet leeg en gesloten.

Om in te zien, dat D perfect is, moeten we nog aantoonen, dat. £ een
willekeurig punt van D zijnde, & verdichtingspunt is van D.

Voor iedere n behoort & tot F, en ligt dus in één der segmenten,
waaruit F, bestaat. In dit segment liggen twee andere, die tot F.. be-
hooren, In het eene ligt &, in 't andere trekken segmenten van F, .., enz,
zich samen. In dat tweede segment ligt dus volgens de zooeven gebruikte
stelling een punt 5 van D, & en i zijn twee verschillende punten van D:

. - 1 . pah e
de lengte van &4 is-kleiner dan —, omdat § en 5 in één segment van
n

F, liggen. Aangezien men zoo'n punt 7 bij iedere waarde van n kan
vinden, volgt hieruit, dat & een verdichtingspunt is van D. R bevat dus
in a B een perfect deel n.l. D.

II. Is G een ensemble gerbé in a b, dan is iedere deelverzameling van
G ook een ensemble gerbé in a b.

Bewijs: Zij F een deelverzameling van G. De punten van G, die niet
tot F behooren, vormen een verzameling H. Dan is F—=GH’. G iseen
ensemble gerbé in a b, dus

G:El+52*}’e---,

waar E,, E, .... nergens dicht in ab zijn.

Voor F geldt
= GHE R H D R

Uit het feit dat E, nergens dicht is in a b, volgt, dat dit ook geldt
voor de verzameling £, H’, die een deel is van E,. Dus F is de ver-
eeniging van aftelbaar veel verzamelingen, die in a b nergens dicht zijn,
d.w.z. F is een ensemble gerbé in a b.

III. Is R een residuel van ab, dan is iedere verzameling R,, die R
bevat, ook een residuel van ab.

Bewijs: R; is een deel van R" en R is een ensemble gerbé in ab,
dus volgens stelling II is R; ook een ensemble gerbé in ab; R, moet
dus een residuel van a b zijn,

IV. De vereeniging van eindig of aftelbaar veel ensembles gerbés
in ab is zelf een ensemble gerbé in ab.

Bewijs: Stel G,, G,,.... zijn aftelbaar veel ensembles gerbés in ab,
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Dus : .
GrzEn‘!'Eu‘_f‘Eu‘!“-n-,
GzzEzl+Ezz+Eza+-~-~,

waar de verzamelingen E,,, in a b nergens dicht zijn. De verzameling
G=G,+G,+G;+....

is dus de vereeniging van aftelbaar veel verzamelingen; ieder bestaande
uit aftelbaar veel in a b nergens dichte verzamelingen. Volgens een be-
kende stelling is G dan ook de vereeniging van aftelbaar veel in ab
nergens dichte verzamelingen. Dus G is een ensemble gerbé in a b.

V. De doorsnee van eindig of aftelbaar veel residuels van a b is zelf
een residuel van a b.

Bewiis 871 FR =R RIS | e aftelbaar veel residuels
R, van ab. Dan geldt voor de complementaire verzameling

R=RRRs..)=R +R}R+....
R, is een ensemble gerbé in a b, volgens stelling IV dus ook R’. En R
is dus een residuel van a b.

Aan de in Hoofdstuk III gebruikte begrippen meetbaarheid van punt-
verzamelingen en van functies en maat van meetbare puntverzamelingen
wordt de door H. LEBESGUE in zijn ,,Lecons sur l'intégration et la recherche
des fonctions primitives" gegeven beteekenis gehecht.

Besluiten wij de inleiding met de volgende definitie, waarvan wij bij
onze onderzoekingen steeds zullen uitgaan:

Is de functie f(x) gedefinieerd in a b en voldoet ze aan de volgende
voorwaarden

1) f(x) is continu in a b,

2) in ieder deelinterval af} van ab zijn twee punten x, < x; en twee
punten x3 < xy te vinden, zoodat f(x;) < f(x,) en f(x3) > [(x,), dan
heet f(x) een continue, multioscilleerende functie in ab.



HOOFDSTUK 1.

VOORBEELDEN VAN
CONTINUE, MULTIOSCILLEERENDE FUNCTIES,

EERSTE VOORBEELD.
§ 1. Op een segment A B (zie fig. 1) construeeren wij een gebroken
lijn, door te trekken

1¢ door A een lijn met richtingscoéfficient 'f'il;v

2¢ door B een lijn met richtingscoéfficient —I—%,

3¢ door het midden van A B een lijn met richtingscoéfficient — (I ERL )

V20
/\

5 (o)
A ; \ R

Fig. 1.

Met elke waarde van n correspondeert dan een gebroken lijn, De
continue functie, die daardoor wordt voorgesteld, noemen we (AB),.

Deze functie (AB), zal als hulpfunctie dienst doen bij de constructie
van een oneindige rij van functies, die een continue, multioscilleerende
functie tot limiet hebben.

Wij gaan daartoe uit van de functie y = x, voor 0 = x = 1. Deze
functie noemen we Gy (x).

7l
Het segment 01 wordt middendoor gedeeld; G, (5): 1. De betee-

kenis van (AB). in 't oog houdend construeeren we de functie

a (x): 1 X (0 1)1-



6 Eerste Voorbeeld

De functie g, (x) bij G, (x) optellend, stellen we
Gy (x) = G (x) + g (x).

G, (x) is weer een continue functie en wordt door een gebroken lijn

voorgesteld. Voor de afgeleide in x:% geldt

e /il 1 1
o(4)=(2) (1)
en wij zien verder, dat G, (x) overal waar ze bestaat hetzelfde teeken

heeft als g, (x). Tusschen x=0 en x:{; bevindt zich dus een maximum

1 L
van Gy (x) en tusschen X=- en x=1 een minimum.

Om van G, (x) over te gaan op een volgende functie G, (x) deelen
we alle segmenten, waarop G (x) lineair is, middendoor. Laten we die
drie segmenten noemen

0 1 [re2 7] i)
aa , aa , apa.
: 0 1
( a1+ aj 0
We berekenen dan eerst G; (—5——) — Aj en construeeren daarna op

a\a; de functie A?(a?a})z. Doet men hetzelfde voor de beide andere seq-
menten, dan ontstaat een op het geheele segment 01 gedefinieerde functie.
Deze moge g, (x) heeten, dan stellen we
G, (x) =G, (%) + g2 (x) = Gy (x) + g (x) + g2 (x).

G, (x) wordt weer door een gebroken lijn voorgesteld en heeft in elk
interval, waar G, (x) lineair is, een maximum en een minimum.
- Wij geven nu nog algemeen aan den overgang van G, (x) op G, (x)
voor ieder positief, geheel getal n:

De eindpunten der segmenten, waar G, (x) lineair is, noemen we van
links naar rechts

1 2 3 P
dn y d, ) Any o ouy@ny .

+1
ah - af

=

. 1 y St
Zij a a5™' een segment, waarop G, (x) lineair is. Stel

en G, (mh)= A" Wij construeeren op het beschouwde segment de
functie

Aﬂ (Hf: a£+l)n'|‘] .

: ] i1l
Deze constructie wordt voor ieder der segmenten al, ah ' uitgevoerd.
De zoo op 01 gedefinieerde functie noemen we 9,4, (x) en stellen

Ce b= (x)=F= g i(x);

Is A7 b.v. positief, dan is

C (mh) = G, (mf) -+ g, (mh)= AL — (1 *;LZL”)A‘:: :__% Al <o0.



Eerste Voorbeeld 7

Is A% <0, dan is G,:i(m%) positief. Uit de constructievoorschriften
volgt, dat A? nooit nul is. Overal waar G, (x) bestaat, heeft ze het
teeken van g’  (x). G, (x) heeft dus in het interval a? al'', waar
G, (x) lineair is, een maximum en een minimum.

Overigens is het duidelijk, dat ieder maximum (minimum) van G, ()
ook een maximum (resp. minimum) van G, (x), G.+2 (X), 100 s

Zij bwv. a% een minimum van G, (x) (zoo'n minimum is zeker een
punt a%), dan leiden wij uit de constructie af, dat in een zekere rechter-

omgeving van x — a, geldt
Fns1(x) >0. Want Af > 0.
En in een zekere linkeromgeving van x —a’ is
9.11(x) >0, omdat A% < 0.
Terwijl g . (ak)=0.

x=—ap is dus zeker een minimum van G, (x)= G, (x) +g,.,(x) en
evenzoo van iedere functie met hooger rangnummer.

§ 2. Wij toonen nu aan:

a. G, (x) nadert op 01 tot een eindige, continue limietfunctie G (x).
b. G (x) is multioscillant.

Bewijs:

a. Uit de constructie volgt, dat ieder segment a ai"' een lengte heeft,

die kleiner is dan L, zoodra n=-1,

211
Want men gaat uit van het segment 01 en ieder segment a’ a®''

s . +1 fy . ¥ 1y
bevat drie segmenten af,,a‘l, die ieder kleiner zijn dan de helft van

opr i ,
ap a, . Hieruit volgt door volledige inductie het zooeven beweerde. ()

. » ) +1 . 4
In ieder interval af ai™ is G, (x) het product van een eindig aantal

factoren van den vorm
1 |
Daaruit leiden we af

Gh () <P:(1 +%) (‘1 #3’2) (1+—21-;).

voor elk punt x op 01, dat geen punt a’ is.
Voor ieder der getallen AL = G, (mf) geldt dus |A%| < P. Waaruit
volgt, dat de grafische voorstelling van g .. (x) in af a%"' tusschen de

liinen ligt, die door de eindpunten gaan en richtingscoéfficiénten :f:z:i

hebben. Wij weten reeds, dat de lengte van af a®*' kleiner is dan 2—];

(1) De letter p wordt hier gebruikt voor twee verschillende getallenrijen, maar dat kan
in dit geval geen verwarring stichten.
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Op 01 geldt dus

P
|[ g,,+1 (x) l<ﬁ

Aangezien deze ongelijkheid voor elk rangnummer n =0 geldt, con-
vergeert de reeks

Go® +gi(x)+g(x0)+....

op 01 gelijkmatig. Alle functies van de reeks zijn continu, dus ook de
limietfunctie G (). Bt
b. Stel gegeven een willekeurig deelinterval a8 van 01, met lengte .

Kies n zoo groot, dat in—<%. Dan moet zeker één der intervallen a” a7
1
die alle een lengte kleiner dan ST hebben, binnen « f liggen. Wij weten,

e . +1 . ety
dat in dat interval ah ai" een maximum X; en een minimum Xx, van

Ga+1 (x) liggen.
Stel b.v. Af >0, dan is X{ <t x5

3£ <~‘71 y Gn+1 (32) <35 Gn-!—l(x])-
X<l ., Gy £y = Gn-i—[(x?)‘

Dezelfde ongelijkheden gelden echter voor G (x), daar volgens con-
structie

G (@) = G, ., (a7) =S (5
Gt (x)=Gop2(x)=....=G (23]}
Grnlbn) =G ) = =G (x,).

Ingeval A% << 0 handelt men analoog.
G (x) voldoet dus aan de op bl. 4 gegeven definitie en is multi
oscillant.

§ 3. Wij zullen in 't vervolg de punten af, uitgezonderd 0 en 1,
hoekpunten van G, (x) noemen. De functie G (x) heeft dan nog de
volgende eigenschap :

leder hoekpunt van een of andere functie G, (x) is een eigenlijk
maximum of een eigenlijk minimum van G (x).

Bewijs :

Zij x, zoo'n punt. Stel Xo treedt voor 't eerst als hoekpunt op voor
de functie Gi(x) en laten we aannemen, dat x; een maximum is van
Gk (x). Voor een minimum verloopt het bewijs analoog.

We weten reeds, dat X dan ook een maximum is van Gr 41 (x),
Gis2(x),.... Om nu aan te toonen, dat er een interval Xo—0, X+ ¢
bestaat, waarin (behalve in %) geldt G (x) << G(x,), hebben wij de volgende
opmerking noodig :

De waarden van Gn+1(x) in ieder interval afa”*! waar G (x) lineair
is, zijn begrepen tusschen de waarden van Gn+1 (x) in de eindpunten.



Over Maxima en Minima 9

Want laten wij eens het geval beschouwen, dat G, )il =" a"fi:

positief is. (G, (x) <~ 0 gaat analoog en G, (x)=0 komt niet voor),
Als we stellen
G.(x)=p>0
in i, dan neemt G, (x) in i lineair toe met een bedrag pl, waar [ de
lengte van i voorstelt. g, ;1 (x) is nul in a? en a°*', positief op de eerste
helft van 7, negatief op de tweede. De grootste positieve waarde van
gn+1(x) is kleiner dan

[ 1 [
pxz—nﬁx?ZpXT voor n = 0.

Op de tweede helft van i geldt
Gni1 (x) > *pX%.

Dus G,.1 ()= G, (x) - gn+1(x) ligt binnen 7 inderdaad opgesloten
tusschen de waarden G,.;(a?) en G, 1@ *"), dus ook tusschen G, (ah)

+1
en G, (ah ")
. -+ 1 . s : + 1
Nu bevat het interval aha drie intervallen af a8}, op elk
waarvan de vorige redeneering van toepassing is, d. w.z. voor elk dezer

p+1

intervallen ligt G, ,(x) tusschen G, (@h+1) en Gnyy(afil).
Aangezien volgens het voorgaande deze laatste beide waarden begrepen
zijn tusschen G, (ah) en G,(a%"") of daaraan gelijk zijn, geldt voor
Ga+2(x) op het heele interval a?af ™.
de waarden van G, ;(x) zijn begrepen tusschen G, (@) en G,(a%™".
Door volledige inductie kan men deze eigenschap op de aangegeven

manier aantoonen voor G, i, (x), waar m =0.

Men heeft dus, als b.v. G, (a}) < G, (@2 t):
Gn (ai) < Gn+m (.\') < Gn (aﬁ-‘- [)

voor e o ptat

Omdat x, een maximum is van Gi (x), zijn er twee intervallen apaft!
die in x, aan elkaar grenzen. Samen vormen ze een interval Xo—9, Xy -+ &,
waarop geldt G (x) << G (xp). (Het punt x, zelf wordt stilzwijgend buiten
beschouwing gelaten).

Want neem een willekeurig punt x van dit interval. Of x valt in
xo—0, X, dan wel in x;, x, -+ ¢, is voor de verdere behandeling gelijk-
waardig. Stel x in x,—0, x;. Omdat x,—0, x, een interval afal*! s,
geldt volgens het boven behandelde

Gk (xp — 0) << Giim (%) < Gi (x0)
of, aangezien Gy (xy) = G (xp),
Gitm (%) < G (o).

Wij moeten dezelfde ongelijkheid aantoonen voor lim Gy 4 ,, (x). Hiertoe

nm =00

onderscheiden wij twee gevallen :
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1). x is een punt ai. Dan is Gi.n.(x) constant vanaf zeker rang-
nummer k4 m en geldt dus ook voor de limiet G (x)

G (%) < G (xo).

2). x is geen punt af, duseen gemeenschappelijk punt van een oneindige
rij van intervallen a%a®”' die tot nul naderen. Kies n; zoo hoog, dat
het interval af a”' van deze rij binnen xy—4d, x;, valt. Volgens het
onder 1) gezegde weten we dan, dat zoowel G,, (a) als G, (a%"") kleiner
is dan G (x), terwijl G, +,.(x) voor elke waarde van m tusschen die
vaste getallen ligt (boven bewezen). Overgaande tot de limiet, is dus

of lim G, .n(x) = G,, (a%),

of lim G 4m (x) =G, (a5).
Dus in elk geval lim Gy, 4m (%) < G ()
anders geschreven G (x) < G (x).

Xp is dus een eigenlijk maximum van G (x). Waarmee de bedoelde
eigenschap bewezen is.

Uit de constructievoorschriften volgt, dat de verzameling der hoek-
punten op 01 overal dicht is. Dat beteekent voor de functie G (x) dus:
De verzameling der eigenlijke maxima en minima is overal dicht op O1.

TWEEDE VOORBEELD.

§ 4. Wij willen nu trachten, door eenige wijzigingen te brengen in
de bovenstaande constructie, tot een continue, multioscilleerende functie
te geraken, die de eigenschap heeft, dat ze in ieder deelinterval van Ol
symmefriepunten bezit (?).

Onder een symmetriepunt van een continue functie f(x) verstaan we
hier een punt x, met de eigenschap :

er is een segment xo—d , X, + 0 (het symmetriegebied van x,), waarop
de betrekking f(xo—a) = f(x; + a) geldt voor 0 < a =2

Indien bewezen wordt, dat de functie multioscillant is, is vanzelf de
mogelijkheid uitgesloten, dat f(x) constant zou zijn in eenig interval.

Ter verduidelijking van de constructie dienen de figuren op bl. 11.

1
F, (x) is de functie, gelijk aan x voor 02.1‘::5 en gelijk aan 1—x

VoOor ——=x— 1.

2
Een hulpfunctie (A B), definieeren wij nu als volgt (ig. 2a):

(1) Een ingewikkeld voorbeeld geeft A. KOPCKE, Mitteilungen der Mathematischen Gesell-
schaft in Hamburg, deel 3, 1891—1900, bl. 258.
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! :
Trek door A en B weer lijnen met richtingscoéfficient o door het

midden van A B echter een lijn met richtingscoéfficient — (2 —f-zﬁln)
Overgang van F, (x) op F, (x) (Ag. 2):
Op de segmenten 0%— en %1 construeert men de functies Fo (%) X

X (0 %) , resp. Fp (%) X (%l) . De zoo ontstane functie heet fix);
1 i

we stellen op 01:

Fy (x) = F, (x) + £, (x).
Fy (x) heeft één symmetriepunt (x:%), doch F (x) heeft er vijff. Wij

kunnen n.l. uit de constructie afleiden, dat ieder hoekpunt van F, (x) een
symmetriepunt is.
Immers

(1)=r () 1621~ (543

Evenzoo
(3 ) 1
F (—4): Ay (1 3r “21) :

In ieder van de zes intervallen, waar F, (x) lineair is, heeft F| (x) de
waarde __(1 —{—2711) of -+ (1 —f—il‘]—) Hieruit volgt, dat ieder hoekpunt

een symmetriepunt is,
Voor wij nu echter de constructie voortzetten, voeren wij behalve de
hoekpunten en de punten 0 en 1 nog enkele andere punten x als deel-

1
punten a; in. Dit zullen zijn de punten waar F, () =IH; (:1-) Dan ont-

1
staan er twaalf segmenten af a”’"'. Op elk van deze construceren we

de functie

I-?] (mr) >< (alp af+])21
waar m; dezelfde beteekenis heeft als vroeger. Op 01 is zoo gedefinieerd
een functie £, (x) en om F, (x) te krijgen stellen we

F; (x) = F) (x) + £ (x).

Door de invoering der nieuwe deelpunten is bereikt, dat alle sym-
metriepunten van F; (x) ook symmetriepunten van F, (x) zijn.

Algemeen voorschrift voor de overgang van F, (x)op F, . (x), alsn=1:
~ Beschouw als deelpunten a’ drie soorten van punten nl.

1) De hoekpunten van F, (x),

2) De deelpunten af_,, die geen hoekpunten zijn van F, (x),

3) Alle punten, waar F, (x) een der waarden F,_, (mh_1) aanneemt.
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1
Construeeren we nu op elk der segmenten at ai ' de functie

F, (mf) X (af a2 )1,
dan ontstaat op 01 een functie £, 1 (x).

Wij stellen: F, .1 (x) = F, (x) + £ 41 ().

§ 5. Van de rij van functies
), FiE) , KHX,...

gaan we nu aantoonen:

a) F, (x) nadert op Ol tot een continue limietfunctie F (x),

b) F(x) is multioscillant,

c) De symmetriepunten van F (x) vormen een op 01 overal dichte
verzameling.

Bewijs :

a) Evenals in voorbeeld I bewijst men, dat ieder interval a’ a’ ! een

lengte heeft kleiner dan F, (x) bestaat in a% a® "' uiteen product van

i
2

een eindig aantal factoren
1 1
i) o (b

IF,;(x)F<p:(1+%)(1+~§—2)....

voor elk punt x op 01, dat geen punt a; is. Verder gaat het bewijs als
op bl. 7 en 8.

Het bewijs van b) is geheel analoog aan het correspondeerende in
voorbeeld L.

c) Een symmetriepunt van F, (x) is, aangezien F, (x) door een polygoonq
wordt voorgesteld, noodzakelijk een hoekpunt van F, (x). Omgekeerd :
in een hoekpunt verschillen rechter- en linkerafgeleide van F, (x) en zij
kunnen volgens het onder a) gezegde slechts in teeken verschillen. Dus
ieder hoekpunt is tevens een symmetriepunt.

De hoekpunten liggen volgens constructie overal dicht; immers de
intervallen a”a’ "' dringen overal door en in ieder ontstaan bij overgang
op F,i1(x) twee nieuwe hoekpunten.

Zij nu x, een hoekpunt, dus symmetriepunt, van F, (x). Wij zullen
aantoonen, dat x, ook een symmetriepunt is van F(x) en daarmee het
gevraagde bewijs hebben geleverd.

Stel Fi(x) is de functie met het laagste rangnummer, waarvoor x,
symmetriepunt is. X is dus van Fi; (x) geen hoekpunt ('). Wij kunnen
zelfs beweren, dat x, geen der punten a{_, kan zijn. Hiertoe gaan wij

Dus

I : ;
() Indien k= o, dus xo= -, ziet men direct in, dat men te doen heeft met een symmetrie-

punt van F(x), met symmetriegebied 01.
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na, of x, tot één der drie op blz. 12 genoemde groepen van punten
ak—; kan behooren : '

Daar x; geen hoekpunt is van F;_, (x), behoort x;, niet tot groep 1.
Veronderstelt men x, te behooren tot groep 2 of 3, dan zou men daaruit
kunnen afleiden, dat x, geen hoekpunt is van Fx (x). Dus ook dat is
onmogelijk.

Zij nu af_; ai™; het interval van de k¢ verdeeling van het segment
01, waartoe x; behoort. In dat interval is F,_, (x) lineair. Stel b.v.
Fi_i(x) daalt er. x, is dan een der punten s, en s, uit fig. 2b. Want
Xo is hoekpunt van F (x).

Stel x; —s;.

De met s, s, a, b, en ¢ aangeduide punten zijn zeker punten af. x
is dus voor iedere functie F,.', (x), m=0 symmetriepunt met een
symmetriegebied, minstens gelijk aan het segment a b.

Want, afgezien van het feit, dat de richtingscoéfficienten voor de
correspondeerende deelen van a s, en s, b steeds van teeken verschillen,
zijn deze intervallen voor 't verdere verloop van de constructie als
gelijkwaardig te beschouwen.

Wij weten dus

Fism (8y —a) = Fiym (sy+a), als 0 <fa =5, —a
en m=0.

Hetzelfde geldt dus ook voor de functie

F(x)=lim Fy,,, (x).

m=e

Indien omgekeerd van een continue functie gegeven is, dat ze een op
01 overal dichte verzameling van symmetriepunten bezit en tevens, dat
ze in geen enkel deelinterval constant is, zou men daaruit af kunnen
leiden, dat ze op 01 multioscillant is.

Tenslotte zij nog opgemerkt, dat men hier, evenals onder voorbeeld I,
kan aantoonen, dat alle hoekpunten der functies F, (x) eigenlijke maxima
of minima van F (x) zijn.

DERDE VOORBEELD.

§ 6. Door H. voN KocH is in Arkiv for Matematik, Astronomi och
Fysik, deel 1, 1903—'04, bl. 681, een voorbeeld gegeven van een continue
kromme, die in geen enkel punt een raaklijn bezit. Op blz. 697 geeft
hij door een soortgelijke constructie een continue functie, die in geen
enkel punt van het beschouwde segment een eindige afgeleide heeft.

Na het voorafgaande kunnen wij gemakkelijk bewijzen, dat deze functie
multioscillant is.

Het constructievoorschrift luidt als volgt:

Fy (x) is de functie y =0 op 01. F, (x) wordt grafisch voorgesteld door
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een polygoon; voor n=0 gaat men over van F, (x) op F,.i(x) door
van de polygoon, die F,(x) voorstelt, iedere zijde A B (zie fig. 3) te
vervangen door een gebroken liin A C D E B.

Deze is volkomen bepaald door de volgende gegevens:

AC=CE = EB,
CM = ME,
DM /| OY,

DM:%EV;T

(zwaartelijn van een gelijkzijdige driehoek, op C E beschreven).

D R

M

e e e e e e e

|
| |
|
1

!
|
I (.
| I
[ _ |
a c d

Fig. 3.

§ 7. De zoo ontstane rij van monotoon stijgende functies F, (x)
convergeert gelijkmatig op 01. Want uit de constructie volgt, dat C D

en E D beide kleiner zijn dan

CM+ MD =1

= AB+ - ABV3

Dus AC, CD, DE en £B zijn zeker alle Kleiner dan + A B. Door
volledige inductie vindt men dan: de zijden van de polygoon, die F, (x)
voorstelt, zijn alle kleiner dan % .

Alle lijnen D M, noodig voor den overgang van F, (x) op F,, | (),
zijn dus kleiner dan 2714_—||/§.

En hieruit volgt weer

1 —
Fop (%) = B () < 5755 V3i,

dus de rij convergeert gelijkmatig. Aangezien verder alle functies F, (x)
continu zijn, is dit ook een eigenschap van de limietfunctie F (x).
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De lengte van ieder interval, waarin F, (x) lineair is, bedraagt hoogstens

1 =
- Zij nu af weer een willekeurig deelinterval van 01, met lengte 7.

311
. 1 T
Kies n zoo groot, dat 3 <5. Dan valt er minstens één interval a b,

waar F,(x) lineair is, binnen a . Stel b.v. F, (x) stijgt in dat interval.
Wij weten dan (fig. 3)
F.(c) <F,(d), waar c<d.
F.(d)> F,.(e), waar d<e.
Omdat F,+x(c) = F.(c) voor k=0, is ook F (c) = lim F, . 1 (¢) = F., (c)

fc::o
en hetzelfde geldt voor de punten d en e. Dus
F () < F(d)
F(d) > F (e).

F (x) is dus multioscillant op 0 1.

VIERDE VOORBEELD.

§ 8. De functie van WEIERSTRASZ is voor alle waarden van x gede-
finieerd door

0

Ax)= E a cosb”nx, waar 0<a<|1,
0

zoodat deze reeks in ieder interval gelijkmatig convergeert en f(x) dus
in ieder punt x continu is. Verder is

b geheel en oneven, ab > 1 -+ 327

Onder deze voorwaarden bewijst WEIERSTRASZ, dat f(x) de volgende
eigenschap bezit (') :
Voor elke waarde van x zijn twee rijen van punten x, > xen x:l < x
te vinden, die x tot limiet hebben en zoo zijn, dat
of
lim f—w——-—-(x:f',) =i s
n=w X, — X

£(x) — £ ()

en lim = — 0,
n—wo T —— xn

(1) K. WEIERSTRASZ, Abhandlungen aus der Functionenlehre, bl. 97,
Of: Crelle's Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, deel 79, 1875, bl. 29.
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of

en lim .
n=w X — X,

Hieruit volgt, dat f(x) op een willekeurig segment a b multioscillant is.
Is nl. af een of ander deelinterval van ab, dan kiezen wij een punt
x erbinnen. Volgens de bovenstaande eigenschap van f(x) zijn er dan
in af, als we b.v. aannemen, dat x een punt is van het eerste type,
zeker twee punten x/ > x en x' < x te vinden, zoodat f(x”) > f(x) en

f(x) > f(x). Dus f(x) is multioscillant op a b.

§ 9. Wij kunnen dit echter ook afleiden uit een eigenschap, die we
ontleenen aan CH. ]. DE LA VALLEE PoussiN(') en die gemakkelijker
te bewijzen is dan de in § 8 gebruikte. Daarbij zijn de volgende onder-
stellingen omtrent de vaste getallen a en b noodig: 0<a <1, b geheel
en oneven, ab > 1, dus b=23,

Beschouwen wij b.v. het segment 01. Zijn p en q twee geheele,
positieve getallen, dan is het duidelijk, dat de verzameling der punten

x:% overal dicht is op 01.

leder van deze punten is nu een eigenlijk maximum (als p even is) of
een eigenlijk minimum (p oneven) van

o0

f(x):Ea cos b" nx.

1
Bewijs: Voor een bepaald punt :"'0'—’;)7, zijn p en q twee gegeven
)

getallen, en stellen we

o0
N a'cos b ax=qp (x),
q

dan is

(=]

oo
n n p — n n—q
- > a—— ;?[- — ~,
@ (x0) = \. a"cosb T N a" cosab p.
q q

b is oneven, dus

? ()= (—1f Da a".

q

(1) Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, deel 27, 1902—'03, le ged., bl. 92.
2
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Voor een punt x, + h geldt

0

@ (xo+ h)=(—1¥ Z a” cos b" wh.

q

Dus

o0

? (%o + h) — @ (%) = (— 1)"" Y a" (1 —cos b wh).

i
Hieruit volgt
@ (%0 + h) — @ (o)
(_ 1)p+1
voor iedere waarde van n=gq, of

‘P(xo‘f“h)—‘?’(xo) n -2‘5’rl

h
= 1)”+1 >2a sin e

>a" (1 —cosb” ah),

Stellen we nu b.v. A >0. h kan dan in een voldoend klein interval

om Xx, altijd geschreven worden in den vorm h —

57, waar | =p<b

bt

en n= q een geheel, positief getal is. Als h tot 0 nadert, nadert n tot oo

en omgekeerd.

p

dan is
]!
bn +

Vullen we voor h in de waarde

@ (xo + h) — ( °)>2a"sinzg.%

(— 17"

Hierin is %< 1, dus geldt

s ) &
lﬂ—_ .
b2 . fo P
/3 7 >R, of s:nb.§>g.
b 2
Voor h= {1 weten we dus
bﬂ

@ (xo + h) — @ (x0) n E
AT (b)

P (xo + h) : (rﬂ) { b)
(Seel)eh

Hierin is ab > 1; is p oneven, dan volgt uit de laatste ongelijkheid dus
lim ¥ (xO 71]_ h) — @ (xﬂ) — + oo,

h=0 h

(n=20)

@ (x0 + h) — @ (xp)

Is p even, dan

lim — — oo,

h=0 h

(n=s0)
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Voor h <0 vindt men voor deze limieten resp. —oo en oo,
q—1

De functie s, (x) = M. a" cos b" 7 x heeft in Xy een eindige afgeleide,
drt

i

1

dus ook voor het differentiequotient £ 4 h) — f(x0) van de functie

h
f(x) =s, (x) + ¢ (x) gelden de voor @ (x) gevonden regels.
Ieder punt x:; is dus een eigenlijk maximum of minimum van Aex)]

Uit het feit, dat deze op 0l overal dicht liggen, volgt, dat f(x) daar
multioscillant is.
Zij nl. weer af een willekeurig deelinterval van 01; kies een punt

= Ipiiis o : ini
o 4l in af. Stel b.v. x, is een minimum van f(x). In een zeker in-

terval x,—0 | xy -+ ¢ geldt de ongelijkheid f(x) > f(x;), voor X F x,.
Hieruit volgt, dat er in « fi ongetwijfeld een punt x, <~ x, en een punt
X > Xp te vinden is, zoodat f(x) > [(x0) en f(x;) > f(x,). Waaruit dan
blijkt, dat deze functie f(x) aan de definitic van een multioscilleerende
functie voldoet.

VIJFDE VOORBEELD.

§ 10. Van een z.g.n. continue kromme, die een geheel vierkant vult,
is het eerst door G. PEANO een voorbeeld gegeven (). Hij definieert op
het segment Ol twee continue functies x— ¢ (¢) en y =1y (t) door het
volgende rekenvoorschrift:

Beschouw een willekeurige waarde van ¢ op 01 en schrijf deze in het
drietallig stelsel

t=0, a;aa;...,

dus a,—0, 1 of 2. ledere t op 01 laat één of twee van deze ontwik-
kelingen toe. Wij spreken verder af, onder k (a) te verstaan het getal 2—a.

Dus k(2)=0 , k(l)=1 , k(0)=2.

Met k" (a) zullen we bedoelen het getal, dat men verkrijgt, door de
operatie k op a n achtereenvolgende malen toe te passen. k" (a) = a, als
n even is en k" (a) = 2—a, als n oneven is,
De bij de ontwikkeling t=0, a, a, a;.... behoorende waarden van
@ () en w (f) worden geleverd door
x=0, by by bs.... (3-tallig)
1= URCINCIIC N (O RS}

() Mathemathische Annalen 36, 1890, bl. 157.
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waarin
by =a, C — k™ (az)
b,= k™ (33) Cy = ke (34)
bi— v (35) G g (a6)
bn = kaz+a4+ ceatar, 5 (azn_1) : c, = kal-{-aa-l— vaetag, 1 (azn)
Al naarmate a,-+a;-+....-+ a2 even of oneven is, is b, = az—
2

of b, —=2—az,—1. Voor ¢, analoog.

§ 11. Wij moeten nu eerst aantoonen, dat bij iedere waarde van t
één en niet meer dan één waarde ¢ (t) behoort en evenzoo voor w (f).
Hiertoe verdeelen we de getallen ¢ in twee klassen.

1) De getallen ¢, die slechts één ontwikkeling t=20, a;aa;.... toe-
laten. Hiertoe behooren o.a. de punten 0 en 1.

2) De getallen ¢, die men door twee ontwikkelingen

t— 0 a8y 8y a2 2250 0= 0¥ajlay as .- a, 11002
kan aangeven.

Bij een getal van de eerste soort vindt men volgens constructie één
waarde voor ¢ (f) en één voor v ().

In het tweede geval zou men aanvankelijk kunnen denken, twee waar-
den” voor ¢ (f) te vinden. Stel echter, men verkrijgt, uitgaande van de
voorstelling

tIO, 813233-..(’1”22...: (p(t)—_'O, bibgbg,.
en uitgaande van
t:o, alazas...an—_{__] 00...: q’(t):O, b;b;b;...

Wij toonen dan aan, dat de waarden 0, b, b, b;... en 0, biibaibs ¥
even groot zijn. Is n even, n=2m, dan volgt uit de constructie
==l o B a0
en
bm+] = ku-_; +agt .. tay, (2) ] b;g-H = k.11+n.+... +ag, +1 (0)

bm+2 — ka.;+n.l+ A +ag,+2 (2), b;"+2 — ag+ast ... +ay, +l1 (0)

Dus ook :

! !
bR le—=D S I D2 — D2 penz:
Is n daarentegen oneven, n—=2m— 1, dan is

b!:b; ] b2—b25--- rn—vl—bm—-l

en
bm — kn.;+a.,+ s tag, o (azm_]) A b:n — kﬂg+ﬂ¢+...“]-i]2m_2 (azm—l _]_ 1)

kﬂa+ﬂ;+ «+agm—g+t2 (2) g b:n+1 = ka gtagt ... tagy, 0+0 (0)

agtagt ... tag o1 242 (2)

bm+l s

’

b 2 ka atagt ... tay,_o+0+0 (0)
1 m C—

bm+2 =

. . . - . . . . . .
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Als n=2m geldt dus b, =b, voor p=1, 2, i Grisin—2m— 1}
dan geldt deze gelijkheid alleen voor p=1,2,3,.. ., m—1, terwijl dan,
als a;+ a; 4 an—2 even is, geldt

==l b,=2 , b,=0 voor p>m
en als a, +a4,+ ...+ a),_» oneven is
b= bai] DO b;,ZZ voor p > m.

Hieruit blijkt, dat ook bij ieder punt ¢ van de tweede soort slechts
¢én waarde voor ¢ (f) gevonden wordt, al verschillen soms de gevonden
ontwikkelingen. Door het gegeven voorschrift is dus op 01 werkelijk
een functie ¢ (f) gedefinieerd.

Hetzelfde bewijst men voor y=—w(t).

PEANO toont aan, dat omgekeerd elk waarden-tweetal x, y, dat voldoet
aan 0 =x-—=1, 0=y =1, geleverd wordt door één, twee of vier waarden
van t op 01, Voor ons doel is dit overbodig. Wij willen n.l. bewijzen,
dat ieder van de functies ¢ (f) en v (f) op 01 continu en multioscillant is.

a) ¢ (f) is continu in ieder punt t, op 01: kies n zoo hoog, dat

1
§< ¢ Waar ¢ van te voren gegeven is. Leg daarna om ¢, een interval,

zoodat voor elke waarde van #(0=¢=1) in dat interval 2n cijfers
van één der ontwikkelingen van ¢ en f, samenvallen. Dan vallen in de

bijbehoorende ontwikkelingen van ¢ () en ¢ (t,) n cijfers samen en is dus

90— g (6| = 5 <.

b) @ (t) is multioscillant op 01: a f weer een willekeurig deelinterval
zijnde, kiezen we een even rangnummer n zoo hoog, dat alle punten ¢,
wier ontwikkelingen de eerste n cijfers a, a,....a, gemeen hebben, in
a f liggen.

Wij kunnen ons beperken tot het geval, dat a, - a; . ... -+ a, oneven
is. (Anders beschouwen we de punten f, wier ontwikkelingen als eerste
n -+ 2=n’ cijfers bevatten: a; a,....a,01).

Beschouw nu de punten

ti=0"aga;. va, 00005
=0 At asi et Gnt L 22 2 %
=0, a;a,...a,0100...
£ (a5 nee i () 115950 (I

Dan is
x =@ () =0, by...b.222...
X, =@ (£) =0, bl...b_z,lOOO.
x; =@ (t:)=0, b ...bi200..
=l t4) =0 b,...b;222...

2
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En wij hebben dus in af gevonden twee punten f, < t,, zoodat
@ (t;) > ¢ (£,) en twee punten f; < ¢y, zoodat ¢ (t3) << ¢ (t;). Het bedoelde
bewijs voor ¢ (t)is hiermee geleverd. Voor v (f) gaat het analoog.

Er zijn meerdere voorbeelden gegeven van continue krommen, die een
geheel vierkant vullen, o.a. door D. HILBERT(!) en E. H. MOORE(?.
Dikwijls kan men aantoonen, dat zoo'n kromme ons continue, multioscil-
leerende functies oplevert. Dit is echter niet algemeen geldig: door
H. LEBESGUE (}) is zelfs een voorbeeld gegeven van een zoodanige
kromme, waarbij de functies x=¢ (f), y = (f) lineair zijn in ieder
interval van een op 01 overal dichte intervalverzameling.

§ 12. Na te gaan, in hoever de door ons in de vijf gegeven voor-
beelden behandelde functies al of niet differentieerbaar zijn, zou ons
hier te ver voeren. Van de laatste drie is bekend, dat ze nergens een
eindige afgeleide bezitten. En wat het eerste entweede voorbeeld betreft,
het is niet moeilijk aan te toonen, dat in geen der hoekpunten een eindig
differentiaal-quotient bestaat.

Met het probleem, of er multioscilleerende functies bestaan, die in
elk punt van een zeker interval een eindige afgeleide bezitten, hebben
vele schrijvers zich bezig gehouden (*). In Hoofdstuk III zullen we twee
verschillende methoden behandelen, die tot dergelijke functies voeren.

(1) Math. Ann. 38, 1891, bl. 459.
(3) Transactions of the American Mathematical Society 1, 1900, bl. 72.
() Legons sur ' intégration, enz. bl. 144,
(Y) P. bu BoIs-REYMOND, Journal fiir die reine und ang. Math. 79, 1875, bl. 32.
H. HANKEL, Math. Ann. 20, 1882, bl. 83.
U. DinI, Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, 1878, § 200, bl. 283.
In 't Duitsch door J. Liiroth en A. Schepp, § 200, bl. 381.
A. KOprcKE, Math. Ann. 29, 1887, bl. 123.
7 w34, 1889, "161.
4 » 35, 1890, , 104
Festschrift der Math. Ges. in Hamburg, deel 2, 1890, bl. 128.
[. PERENO, Giornale di Matematiche di Battaglini 35, 1897, bl. 132.
T. BRODEN, Ofversigt af Kongl. Vetenskaps Akademiens Forhandlingar 57, 1900,
bl. 423 en 743.
A. SCHOENFLIES, Math. Ann. 54, 1901, bl. 553.
A. DENJOY, Bulletin de la Sociét¢ Mathématique de France, deel 43, 1915, bl. 210.




HOOFDSTUK II
ALGEMEENE EIGENSCHAPPEN.

Zij f(x) een continue, multioscilleerende functie op het segment a b.

§ 13. EIGENSCHAP L. f(x) bezit in ieder deelinterval van a b eigen-
lijke of oneigenlijke maxima en minima.

Bewijs: Zij a f een willekeurig deelinterval van a b. Stel b.v. f(a) < £(5).
De verzameling der punten x op a 8, waar f(x)= f(a), is gesloten, om-
dat f(x) continu is. Er is dus op af een grootste waarde a, van )
waarvoor f(x) de waarde f(a) aanneemt.

Is nu

ay < x<f, danis f(x)> f(ay).
Anders zou f(x) tusschen x—a; en x=pf de waarde f(a,) aannemen,
in strijd met de bovengenoemde eigenschap van x=a,. Wij bepalen
ook de kleinste waarde f8; van x op a8, waar f(x)=F(f).

Als dan

a <x<fy, is f(x) <fF(B).
In het interval a; f; is dus f(a;) < f(x)<<f(f,). Daar f(x) multioscillant

isop a b, zijn er in a; f; twee punten x; en x,, zoodat £ (x;) > f(x;) en tevens

X, < x,. Zij M de grootste waarde van f(x) op a; x5 f(x) neemt deze
waarde tusschen @, en x; aan, omdat f(x;) > f(a;) en f(x;) > f(x,). Stel
in een punt p, dan is a; < p < x;. x=p is dan een eigenlijk of oneigen-
lijk maximum van f(x), want in het geheele interval a, x;, geldt: f(x) = f(p).

Op analoge manier bewijst men, dat er in x; f; minstens één eigenlijk
of oneigenlijk minimum ligt.

Is omgekeerd van een continue functie gegeven, dat ze Eig. I heeft,
dan volgt daaruit, dat ze multioscillant is.

§ 14. EigenscHAP II. De verzameling der eigenlijke maxima en
minima van f(x) is eindig of aftelbaar oneindig (*).

Bewijs: Zij x—a een maximum van f(x). Er is een interval a—d,
a0, waarin f(x) < f(a), mits x 7 a. Kies é zoo groot mogelijk. Dit
kan, omdat de bovenste grens van alle getallen o zelf weer zoo'n getal is.

Als x—a’ een tweede maximum is met bijbehoorend interval a’—d’,

(1) Engenschap reeds door A. SCHOENFLIES bewezen in Sitzungsberichte der Physi-
kalisch-Okonomischen Gesellschaft zu Koénigsberg 41, 1900, bl. 11.
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a’' -+ ¢, dan moet of a buiten a’—d’, a’--6’, of a’ buiten a—d,
a + 9, daar men anders zou hebben: f(a) < f(a’) en f(a’) < f(a).

A
2 H
eindig is. Immers de afstand van twee dier maxima moet grooter dan

Hieruit volgt, dat de verzameling der maxima, Waarvoor - 0=

1 oy
>ni1 Zijin. Op het eindige segment a b kunnen er dus slechts een eindig

2n+1

aantal liggen. Zoo vinden we:

. 1

Verzameling der maxima waarvoor d > £} eindig,
1= 1

" " " " _2_ — (3 > " y

" * e ” zi —= 5 > moy

De verzameling van alle maxima is dus een aftelbare verzameling van
eindige verzamelingen en dus ook aftelbaar.

Daar hetzelfde geldt voor de minima, vormen de maxima en minima
samen weer een aftelbare verzameling.

§ 15. EIGENScHAP III. De verzameling der waarden, die f(x) aanneemt
in alle eigenlijke of oneigenlijke maxima en minima, is aftelbaar oneindig ().
Bewijs: Beschouw de verzameling der waarden 7, waarbij minstens
één waarde & behoort zoodat
[(&)=n,
terwijl

f(x)=#%n voor &—d=x=¢&-}.

Hierin stellen we aan 6 de eisch: d = Q]R'

Vatten wij nu een bepaalde waarde 7 in 't oog, dan behoort daarbij
volgens het bovenstaande een verzameling van punten &.

De onderste grens g van deze verzameling behoort tot de verzameling.
Wij behoeven hiertoe slechts aan te toonen, dat, indien g een verdichtings-
punt is van de punten &, g zelf ook een punt &is. Is g geen verdichtings-
punt van die punten, dan volgt uit het begrip onderste grens reeds, dat
g tot de verzameling behoort.

Wij gaan dus uit, van de genoemde onderstelling. Dan kunnen we

een rij van punten &, &,,...., &, .... construeeren, zoodat
Iimé&.—g.
k=0

Dus, wegens de continuiteit van f(x):
lim £(5) = £ (9)
En voor elke waarde k is f(£) =1, dus f(g) =1. Terwijl op een

(') SCHOENFLIES geeft in het genoemde stuk een onvolledig bewijs.
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o]
segment &—a, & - geldt: f(x) =7, waar 6 == o onafhankelijk van k.

Daar &, zoo dicht bij g gekozen kan worden als men wil, heeft men ook

flx)=#n op g—9d, g+, voor 6_51;

g is dus een punt & Wij noemen die onderste grens verder £, en
voegen op deze wijze aan elke waarde 7 één waarde &, van x toe.

Zijn 1, <, twee verschillende waarden 7 dan behooren daarbij ook
twee verschillende waarden van x:& en &,

Nu moet

=il

200

daar anders gelijktijdig zou gelden: 5, ==, en 5, = 1,, in strijd met de
onderstelling 7, < 7;. Hetzelfde geldt, als 1, > 71e
Hieruit volgt, dat het aantal punten & eindig is, dus ook de door
ons beschouwde verzameling van waarden .
]
Wij veronderstelden O—T-?. De verzameling van 5-waarden, die we
krijgen, door te eischen

is een deel van de vorige en dus zeker eindig. Door een redeneering,
die geheel overeenkomt met die, gehouden in het bewijs van Eig. II,
leidt men hieruit af, dat de verzameling van de waarden, door £(x) aangeno-
men in alle eigenlijke of oneigenlijke maxima en minima, aftelbaar is.
Rest ons nog in te zien, dat deze verzameling niet eindig kan zijn.
Stel m en M zijn de kleinste, resp. grootste, waarde van £(x) op a b. Dan
is de verzameling der waarden, die f(x) op ab aanneemt, het segment
m M. We kunnen nu niet alleen aantoonen, dat de verzameling der
waarden # oneindig is, doch zelfs, dat ze overal dicht is op dat segment.
Want zij p een willekeurig punt van mM. f(x) neemt de waarde p
op ab aan, stel in x,. Wegens de continuiteit bestaat er een interval
om Xx,, zoodat voor de waarden van f(x)in datinterval geldt |f(x) —p| < &.
Uit Eig. I volgt verder, dat in bedoeld interval een eigenlijk of oneigenlijk
maximum of minimum van f(x) ligt. Dus in p—e, p + ¢ligt een waarde .
Daar hierin ¢ willekeurig gekozen kan worden en p een willekeurig
punt van m M is, volgt eruit, dat de verzameling der waarden  in ieder

deelinterval van m M doordringt en dus op m M overal dicht is.

§ 16. EIGENSCHAP 1V. In ieder deelinterval van ab liggen oneindig
veel punten x, waar f(x) eenzelfde waarde aanneemt. (')

(1) Andere bewijzen van deze eigenschap, met meer elementaire hulpmiddelen, vindt men bij
A. Kopcke, Mitteilungen der Math. Ges. in Hamburg, deel 3, 1891—1900, bl. 376.
J. KONIG, Monatshefte fir Mathematik und Physik, deel 1, 1890, bl. 8.
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Bewijs: Bij het bewijs van Eig. I is aangetoond, dat de intervallen
p q met de eigenschap
f(p) <f(x) <f(q)
voor DR (]

op a b overal door dringen, d.w.z. ieder deelinterval van a b bevat zoo'n
interval.
Een interval van deze soort noemen we voortaan een stijginterval.
Onder een daalinterval wordt dan natuurlijk verstaan een interval rs
met de eigenschap

) > fx) > f(s), voor r>>x>>s.

Ook deze dringen overal door.

Wij denken ons nu als volgt een oneindige rij van puntverzamelingen
geconstrueerd op ab:
S, is een overal dichte verzameling van stijgintervallen.

1Dk T " 7 o ,, daal . binnen S,
82 " " 1 " r " Stijg 1] " D[
D‘Z I i 1% " T i1 daal P 1] 82

Dit is mogelijk, omdat zoowel de stijg- als de daalintervallen overal
door dringen. Om dezelfde reden kan men ervoor zorgen. dat de bovenste
grens van de lengten der intervallen van S, en D, tot nul nadert, als n
onbepaald toeneemt.

Van deze aftelbaar veel verzamelingen beschouwen we de doorsnee

V:S| D] Sng....

De intervalverzamelingen S, en D, zijn op a b overal dicht: hieruit
volgt, dat hun complementen S, en D, nergens dicht zijn op a b.
Het complement van V':

V’:gsl D152D2~--§J:S;+D; '{‘S;"i“Dé—{'--
is dus een ensemble gerbé, V zelf een residuel van a b.

Zij nu & een willekeurig punt van V, dan volgt uit het voorgaande,
omdat & tot alle verzamelingen S. en D, behoort, dat & zoowel in een
oneindig groot aantal stijgintervallen p, q, als in oneindig veel daalinter-
vallen r, s, ligt. Waarbij dus

flp) < £(&) < flay),

f(r) > F(8) > f(sy),
terwijl we bovendien weten, dat de lengte van p, g, en r s, tot nul
nadert, als k onbepaald groeit.

& is dus zoowel linker- als rechterlimietpunt van punten x’ waarvoor
f(x') > f(&) als van punten x” waarvoor f(x”) < f(&). Uit de continuiteit
van f(x) volgt dan, dat de vergelijking f(x) = f (&) oneindig veel oplos-
singen heeft met & als verdichtingspunt.
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Volgens een in de inleiding bewezen eigenschap der residuels liggen
echter deze punten & van V op ab overal dicht, waarmee Eig. IV is
aangetoond.

_ Zij m M weer het segment, gevormd door alle waarden van f(x) op
ab (bl 25). Uit Eig. IV en de continuiteit van f(x) volgt, dat de
verzameling der waarden f, die door f(x) oneindig vaak worden aange-

genomen, op m M overal dicht is.

§ 17. Een punt x met de eigenschap, dat er een getal o bestaat,
zoodat f(x)=f(x) voor x< x'=x-4, zullen we een punt met
rechterboven-monotonie noemen. o zullen we bij vaste x steeds zoo groot
mogelijk kiezen.

De definitie voor een punt met rechterbeneden-, linkerboven-, en
linkerbeneden-monotonie luidt analoog.

Punten y, waar geen der vier monotonién bestaat, hebben de eigenschap,
dat f(x)—f(x) zoowel in ieder interval x, x -+ & als in elk interval X—E, X

oneindig vaak van tecken wisselt.

§ 18. EIGENSCHAP V. De punten, waar [(x) één der vier monotonieén
vertoont, vormen vier ensembles gerbés en de punten y vormen een
residuel T van a b. :

‘Bewijs: Wij hebben vroeger reeds aangetoond, dat er een résiduel V van
ab bestaat, zoodat ieder punt & van V zoowel linker- als rechterlimietpunt
is van punten x’, waarvoor f(x) > f(£), als van punten x’/, waarvoor
f(x”)<f(). In zoo'n punt & bestaat dus geen der vier monotonieén,
m. a. w. de verzameling 7" der punten y omvat V. En V is een residuel
_van ab, dus ook de verzameling punten y. (Zie [nleiding).

In ieder punt van het complement 7° van T op ab vertoont [(x)
minstens één der vier monotonieén. T” is een ensemble gerbé. De ver-
zameling der punten, waar f(x) b.v. de rechterboven-monotonie vertoont,
is een deel van T’ en dus eveneens een ensemble gerbé. Wij krijgen
zoo vier van die verzamelingen en het bewijs van Eig. V is voltooid.

§ 19. We kunnen echter ook een bewijs leveren, zonder gebruik te
maken van het op blz. 26 geconstrueerde residuel V.
Laten we hiertoe weer beschouwen de verzameling der punten x—

met rechterboven-monotonie.
De verzameling E, van die punten x—, waarvoor het interval x, x - &

voldoet aan
1

(5?:57,

is nergens dicht op ab. Want stel eens, dat dit niet het geval is; dan
is er een deelinterval af# van ab, dat geen enkel interval bevat, dat
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geheel tot E, hoort. Dus ieder punt van a f is verdichtingspunt van E,,.
a # kan zoo klein gekozen worden, dat de lengte ervan kleiner is dan

1

o Omdat f(x) multioscillant is, zijn er in « f§ twee punten p < g, zoodat

f(p) > f(q). p is verdichtingspunt van E,, dus er is een punt x— < gq
van E, te vinden in a f, zoo dicht bij p, dat f(x~) > f(q). En het daarbij

behoorende interval x—, x— - 0 strekt zich uit tot voorbij f, dus bevat g.
Dit levert ons een tegenstrijdigheid, want f(q) < f(x), terwijl ook
[(x')=f(x") voor x <x'=x-+0.

Onze onderstelling was dus onjuist en E, is nergens dicht op ab.
De verzameling van alle punten x— is de vereeniging van de verzamelingen

Tl Syl o

Deze punten vormen dus een ensemble gerbé. In 't geheel vindt men
er vier. De vereeniging ervan is opnieuw een ensemble gerbé. Het com-
plement van deze vereeniging, de verzameling der punten y, waar f(x)

geen der vier monotonieén bezit, is dus een résiduel T van a b. Eig. V
is hiermee opnieuw bewezen.

§ 20. Zij fa)=A , f)=B , A+B.

EiGENsCHAP VI. Er bestaat op a b een discontinue ('), perfecte ver-
zameling P, zoodat f(x) op P elke tusschen A en B gelegen waarde
minstens één en hoogstens twee maal aanneemt, terwijl f(x)op P mono-
toon verandert.

Deze eigenschap is door A. DENJOY bewezen in Annales de 1'école
normale supérieure, 1916/17, bl. 143. Hij gaat daarbij uit van een door
hem bewezen algemeen theorema over continue functies. Hier zal een
op zichzelf staand bewijs worden geleverd. Stel A <~ B (Ingeval A > B
gaat het bewijs analoog).

Bij elke waarde 1, die voldoet aan A = 5= B, beschouwen we de
verzameling der waarden x, waarvoor f(x)=1. Zij x, de kleinste van
deze waarden x, bij vaste waarde 7. Wij zullen dan het punt x, in 't
vervolg aanduiden als het eerste snijpunt van y=—1y met y=— f(x).

Aan de verzameling dezer punten x, voegen we toe de er nog niet
bij behoorende verdichtingspunten x,. En we bewijzen

1) De zoo ontstane verzameling is perfect,

2) [(x) neemt op P hoogstens twee maal dezelfde waarde aan,

3) f(x) neemt op P monotoon toe,

4) P is discontinue,

5) Het aantal waarden, dat door [(x) op P twee maal wordft aan-
genomen, is aftelbaar oneindig.

(') d.w.z. ieder interval bevat punten, die niet tot P behooren.
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Bewijs:

1) P is gesloten volgens constructie. Om te bewijzen, dat P perfect
is, blijft dus nog aan te toonen, dat ieder punt & van P verdichtingspunt
van P is. Zij f(&)=7. ]

£ is of een punt x,, of een punt xp. In het eerste geval is & het eerste
snijpunt van y=f(x) met y—=—y. Aangezien f(x) continue is, ligt het
eerste snijpunt xp voor y— 0 <y tusschen a en x,. Laat d naderen tot y,
dan moet x, naderen tot Xy. Anders zou y—1y, gezien de continuiteit
van f(x), met y— f(x) een snijpunt vertoonen links van x,. & is in dit
geval dus verdichtingspunt van P.

Is & daarentegen een punt xp, dan is het een verdichtingspunt van

punten x; en blijkt dus onmiddellijk, dat het een verdichtingspunt van P is,

2) Stel f(x) neemt op P drie maal eenzelfde waarde a aan. De kleinste
waarde p van x, waarvoor dit gebeurt, is een punt x;. De beide andere
moeten dus punten x, zijn. Wij toonen nu aan, dat dit onmogelijk is,
d. w.z. er kunnen geen twee verdichtingspunten q < r van eerste snij-
punten x;, bestaan, zoodat f(q) = f(r) = a.

Hiertoe merken wij op, dat de eerste snijpunten voor lijnen y =5 < a
tusschen a en p liggen. Deze kunnen zich dus noch bij q, noch bij r
verdichten. Bij q moeten zich dus de eerste snijpunten voor y=—1y >«
verdichten. Er is dus een getal 9, zoodat y—a + 0 een eerste snijpunt
s levert links van r. Dan liggen echter alle snijpunten voor lijnen y = y
<" a0 links van s. Er is dus een interval om r te vinden, zoodat daarin
geen enkel punt x, ligt, n.l. het interval, waarin geldt

| £(x) — £r) | <4
Hiermee is een contradictie bereikt, want r moet een verdichtingspunt
van punten xp zijn. f(x) neemt dus op P hoogstens tweemaal eenzelfde

waarde aan.

3) Heeft men twee punten x; <_ x, van P, dan is f(x;) = f(x,). Stel
nl. f(x;) > f(x,). Iedere lijn y =7 zal, indien
' A<y <f(x),
een punt X, leveren tusschen a en x;. X, zou dus noch een punt x;,
noch een punt x, zijn. En dus niet tot P behooren.

4) Geen enkel deelinterval van a b kan geheel tot P behooren. Want
in zoo'n interval zou f(x) monotoon toenemen, in strijd met het gegeven,

dat f(x) multioscillant is.

5) Heeft men twee punten van P: x; <<x,, terwijl f(x) = f(x;), dan
is volgens het voorgaande x, het eerste snijpunt van y= f(x;) met
y = f(x). x, is een verdichtingspunt van punten x,. In x; verdichten zich
de punten xp, behoorende bij lijnen y =5 <f(x)); in x, die, welke
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behooren bij lijnen y =17 > f(x;). De eerste liggen links van x, en het
is gemakkelijk in te zien, dat de laatste rechts van x, liggen. Immers,
uit f(p) > f(x,) voor p <C x, zou volgens een meer gebruikte redeneering
volgen, dat alle eerste snijpunten voor lijnen y =17 < f(p) links van p
lagen, dus x, zou dan geen verdichtingspunt ervan zijn.

In x; x, ligt dus geen enkel punt x5, maar dan ook geen punt x, en
dus geen enkel punt van P,

X, x; is dus een der aftelbaar vele intervallen, die men uit a b moet
nemen, om P over te houden (}).

Omgekeerd, in de eindpunten van ieder contigu van P zal f(x) de-
zelfde waarde aannemen. En omdat het aantal contigus hier aftelbaar
oneindig is, is dat met het aantal waarden, die f(x) op P twee maal
aanneemt, eveneens het geval.

§ 21. EIGENSCHAP VII. leder van de in Eig. V bedoelde ensembles
gerbés bezit in elk deelinterval van a b een perfect deel.

Bewijs: Beperken we ons eerst tot de verzameling der punten met
linkerbenedenmonotonie. Is « f een willekeurig deelinterval van a b, kies
dan in a f twee punten a, < b,, zoodat

[la)=A, < f(b)=B
Dit is mogelijk, omdat f(x) multioscillant is. Wij denken ons nu de in
Eig. VI bedoelde perfecte verzameling geconstrueerd voor het segment
a; b;. En we zullen aantoonen, dat ieder punt van deze verzameling P,
een punt is met linkerbenedenmonotonie.

Hiertoe beschouwen we eerst een eerste snijpunt xo. Dan is £(a,) < f(xp):
op het interval a; xy kan f(x) dus geen enkele waarde, grooter dan f(x,)
aannemen, omdat anders X, geen eerste snijpunt was. In x;, vertoont f(x)
dus de linkerbenedenmonotonie. '

Hoe staat het met een punt van het type x,7 x, is een verdichtings-
punt van eerste snijpunten x;. Noemen we het bij ¥ = f(x,) behoorende
eerste snijpunt xg, dan zal op het interval xpx, geen punt te vinden zijn,

waar [ (x) > f(xp). Dit is reeds in het bewijs van Eig. VI aangetoond.
Alle punten van de verzameling P, bezitten dus inderdaad de genoemde
monotonie.

Een perfecte verzameling van punten met rechterboven monotie vinden
we op a, by als volgt: voor elke waarde 7, die voldoet aan A, == 5y = B,,
beschouwen we, in plaats van de kleinste, de grootste waarde van x,
waarvoor f(x)=1. We voegen aan de verzameling van deze punten
weer de er nog niet bij behoorende verdichtingspunten toe,

Volgens de boven ontwikkelde methoden kan men dan bewijzen, dat
er een perfecte verzameling ontstaat, waarvan ieder punt de rechterboven-

(') Bekend is, dat het complement van een niet leege discontinue perfecte verzameling op
ab de vereeniging is van aftelbaar oneindig veel buiten elkaar liggende intervallen (contigus).
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monotonie bezit. En perfecte verzamelingen van punten van de beide
andere soorten vinden we in a § door alles nog eens te herhalen voor
een segment ¢, d; in a f, zoodanig dat

fle)=C, > f(d) = D,.

§ 22. FicenscHap VIIL Is f(x) een continue, multioscilleerende functie
op ab en ¢ (y) een continue functie op het segment cd, gevormd door
de waarden van f(x) op ab, terwijl ¢ (y) in geen enkel deelinterval van
cd constant is, dan is ook

y (x) = ¢ [ (x)]

een continue, multioscilleerende functie op a b.

Bewijs: v (x) is continu volgens een bekende stelling.

Zij afl een willekeurig deelsegment wvan ab. Op E zijn volgens
Eig. IV oneindig veel punten, waar f(x) eenzelfde waarde aanneemt.
Stel x; <Z x; zijn twee van die punten, dus

Fl) =F ) =1, 1 (x) = (x) = 9 () =P

f(x) is niet constant op x, x,, dus de waarden van f(x) op Xy X,
vormen een deelsegment y 0 van cd. Op 70 is ¢ (y) niet constant en
@ (y) neemt er dus behalve de waarde f=—¢ () nog andere waarden
aan. Stel b.v. ¢ (y) neemt een waarde ' > f aan op yd. (Voor g’ < g
gaat de verdere bewijsvoering analoog). Dat beteekent voor v (x): i (x)
neemt in een punt x; van het interval « § de waarde 3’ aan.

Zoo hebben we op het willekeurige deelsegment « f# van a b gevonden
a < x3 met (x;) =p < y(xy) =p

en
x3 < x; met w () =p >y () =4

w (x) is dus continu en multioscillant op a b.

§ 23. EIGENSCHAP IX. Als f(x) een continue functie is op (;b, die

in geen enkel deelinterval van ab constant is, terwijl ¢ (y) een continue,
multioscilleerende functie is op het segment c d, gevormd door de waarden
van [(x) op a b, dan is ook

y (x) =@ [£(x)]
een continue, multioscilleerende functie op a b.

Bewijs: y (x) is continu.

Zij a f weer een willekeurig deelsegment van a b. Daar £ (x) in geen enkel
interval binnen a b constant is, is er een deelsegment a; f, binnen « f, zoo-
dat f(a)) F £ (). Zij bov. fla) < [(F)

De waarden van f(x) op @, f/; vormen een deelsegment y, 8, van cd. Op
dezelfde wijze, als dat in Eig. VI geschie_dde, construeeren wij op «, f,
een perfecte verzameling P. Dit is mogelijk, omdat de constructie van die
verzameling alleen berustte op de continuiteit van de gegeven functie.
Op geheel dezelfde manier kan men ook nu weer aantoonen, dat [(x)
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op P monotoon verandert en elke waarde tusschen f(a;) en f(8;) op P
minstens één, hoogstens twee maal aanneemt.
We kiezen nu vier waarden van gy, zoodat

fla) <y <y <F(B) , o(y) >4 (32):
fla) <ys <y F(B) » 2 (ys) <o lys)
Dit is mogelijk, omdat ¢ (y) multioscillant is op cd. Wij weten dan, dat
f(x) de waarden y,, y,, y3, y4 aanneemt in punten van P, resp. x;, x;,,
X3, x4, die voldoen aan
X1 < Dy e o
Op het willekeurige deelsegment «ff van ab zijn zoo gevonden
xp <2, met @(y)=vy(x)>e(@y)=y(x)
en
x3 < xq met @ (ys) =y (x3) <@ (gg) = v (xy).

Hieruit volgt, dat de continue functie v (x) op ab ook multioscillant is.




HOOFDSTUK III

OVERAL DIFFERENTIEERBARE, MULTIOSCILLEERENDE
FUNCTIES.

§ 24. De vraag of er multioscilleerende functies zijn, die in elk punt
van een zeker interval a b een eindige afgeleide bezitten, is door A, KOPCKE
bevestigend beantwoord. Hij definieert zoo'n functie in Mathematische
Annalen 29, bl. 123. De fouten, die hij daarbij begaat, worden gedeeltelijk
hersteld in Math. Ann. 34, bl. 161 en Math. Ann. 35, bl. 104.

I. PERENO heeft in Giornale di Matematiche di Battaglini 35, bl. 132,
getracht, dit voorbeeld streng te behandelen. Waarbij hij echter op zijn
beurt ernstige fouten maakt. Hier zal de methode nogmaals samengevat
en de bewijsvoering verbeterd worden.

Constructie van de functie op het segment 01,

De gezochte functie zal de limiet zijn van een oneindige rij van functies
FO(x) ’ F](x)»'--an(x) -----
§ 25. Definitie van een hulpfunctie (zie fig. 4): Neem een segment AB

! ! ] /
en daarop AA’—B'B— 50 AB. Trek door A’ een lijn met richtings-

coéfficient --14% en door M, het midden van AB, 2" + | rechten

T ’ r;,...,r2n+l,

met richtingscoéflicienten, resp. gelijk aan

1 2 2" |
—— 21: ’—' 2'1 y o ey m— 2'1 -
Door het snijpunt van zy en r, trekken we ¢, /[, ,
’ ' ]
door dat van r; en rj T w L2 f{ T,
U N
1 A eat R gy w 3]s, enz.

' ' !
\ 3 . ,
De gebroken lijn roryr2...7, o stelt dan een functie voor op A'M.

Deze lijn spiegelen we ten opzichte van M en krijgen zoo een functie,
gedefinieerd op AB, wanneer we aan de grafische voorstelling nog AA’

en B’B toevoegen.
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Om er een functie uit af te leiden, die overal een (continue) afgeleide
heeft, denkt men zich vanuit ieder hoekpunt P van de gebroken lijn
stukken PP, en PP, afgezet op de aangrenzende rechte gedeelten PQ),

1
en PQ, en men kiest voor de lengte van PP, en PP, het 20 deel van
de lengte van de kleinste der lijnen PQ, en PQ,. Hierna wordt de cirkel-
boog beschreven, die in P, en P, raakt aan PQ, resp. PQ,. De zoo
op AB ontstane functie heeft een continue afgeleide. Bij elke waarde
van n behoort zoo'n functie; we noemen ze (AB),. ]

De afgeleide ervan is nul in A en B en in M:

2 g2l oty kel

2:'1 — 2r:'
§ 26. Door middel van (AB), definieeren we nu als volgt de rij
Fo(x) , Fi(x),...;F.(x),...

Voor F;(x) nemen we de functie, grafisch voorgesteld door de kwart-

: : . . I
cirkel, die men op 01 als koorde kan beschrijven. X = 5 is een maximum,

(1
Stel F, (-4-).—140.

Lettend op de beteekenis van (AB), construeeren wij de functie

2

1 1
—_— AG >< (2 1)] e " 1 2 1-

De zoo op 01 gedefinicerde functic noemen we fi (x) en stellen
Fy (x) = F, (x) + £ (x).

Van deze functie F, (x) weten we:

1
Ay X (0 T’Z) op het segment 0 1,
/1

Fi(0)="Fo(0)+A(0)=-+1+0=11,
{ORIORIOREE S IR
ya (1 AL -

F, (5):F0(2)-| f,(-é-)_w 0—0,

(3 EE s 2 i R | SE
F, (;)—~F0(;)“l‘ﬁ(‘i)—_flo'f" AU 7 —‘T'ZAU =
Fi(1)=Fo(1)+f(1)=—14+0=—1.

Hieruit leidt men gemakkelijk af, dat F, (x) behalve in x:é, nog nul

is in minstens vier punten tusschen x—=0 en x=— 1,
De punten, waar F; (x) =0, gebruikt men bij de constructie van een

functie £, (x): Men verdeelt 01 door die punten en zoo noodig een eindig
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! Y oo 1
aantal andere in segmenten, waarop I (x) minder schommelt dan o1

Dit is mogelijk, omdat F; (x) op 01 gelijkmatig continu is.
De zoo ontstane deelpunten noemen we, de punten 0 en 1 meetellend,
2 s+1

1 3 3

a , a1 , @ly+++4581 5, 1 4.

: +1 :

Op ieder segment aj a; construeeren we de functie

s 41 s i :
Al X (ai a1"); waar Al =F, (m1),
s s+1

ay -+' d

2

s
als mi=

De zoo op 01 gedefinieerde functie is f; (x) en
Fy(x)=F, (x) + £ (x) = Fo (x) + [ () + £2 (x).

F (x) heeft in ieder interval aj aj’ minstens twee nulpunten en is boven-
dien nul in die punten aj, waar Fi (x) nul is. We zetten dit procédé
voort tot in het oneindige; daartoe geven wij algemeen aan den overgang
van F, (x) op F.4 (x), voor n=1.

Zoek de nulpunten van F, (x) benevens alle vorige deelpunten. Ver-
deel daarna elk der verkregen segmenten (waarop F, (x) monotoon is), nog in
een eindig aantal deelen, 266, dat F,(x) op ieder deel minder schommelt

1
dan ? .
Stel al deze deelpunten voor door
1 2 3 3 s+1
B EF g oatols B LB Tqoang

dan definieeren we for (x) op ahan = door te stellen

fn +1 (x) = A:I (a;’l a:+l}n +1 (1) y
] s+ 1

a, +a
waar A:—=F,(m}), als mh="— +2 2

En F,i1 (%) = F, (x) + fos1 () = Fo () + 1 (%) 4. 4 fo (%) = frr ().

.

Hool : +1 ;
§ 27. funi(x) is nul in de punten a, , m; en a, . In deze punten is

dus F,.i1 (x) = F, (x). Verder is

! s / 8 ! s s I s
Fn-i—l (nln) — Fn'(mn) + fn-i-l ("ln) :An e— (l + ?) An '
i 1
2n
Uit deze opmerkingen is af te leiden, dat F, (x) in a, as"' minstens

(') Mocht F;: (x) nul zijn op een geheel segment, dan beschouwen we alleen de eindpunten
daarvan als punten a). We stellen dan

Fr:-l-] (mf,) — A

s s+1

frt1 (%) :21—(&“ dn

)n+l,

dus A = +2]_n in zoo'n geval. A’ is dus nooit nul.
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twee nulpunten vertoont. Een beschouwing van die gedeelten wvan
a. ay, waar £ (x) hetzelfde teeken heeft als F, (x) (d.i. dus het teeken
van A;), leert verder, dat deze nulpunten & a, ' in deelen verdeelen, die
ieder kleiner zijn dan de helft van a, a; (). Dit geldt voor ieder rang-

nummer n = 1. Door volledige inductie zou men hieruit kunnen afleiden,

|
5. Hiervan zullen

dat ieder segment aj a; ' een lengte heeft, kleiner dan 5

wij straks gebruik maken.

Van de rij Fy(x), F, (x),..., F,(x),... gaan we aantoonen :
I. Er is een eindige, continue limietfunctie F(x),

II. F(x) is multioscillant op 01,

III. F(x) is differentieerbaar voor 0 = x = 1.

§ 28. Bewijs van I:

We stellen S, (x) =F, (x)=Fy (x) + ,\;i £n(x) en zullen door volle-

dige inductie aantoonen: '

b 1
,S" (‘x)!<P"_ lm_[(] + 2"1/ -
1
Voor n=01is |Fo(x)|=1 en voor n—1 volgt uit de constructie
gemakkelijk

Bl ()] <147

De bedoelde ongelijkheid geldt dus reeds voor n=0 en n— 1.
Rest ons, uvitgaande van | S, (x) | < P,, af te leiden | S, (x) | < P..y,

voor n == 1. Bij willekeurige x op 01 is een rangnummer s, te vinden.

zoodat
Se s+
a, — X — a,

Volgens de constructievoorschriften is dan:
S

A
Sn+1 (x) = S, (x) PIE L

waar =0, =—(2~t1J-1),
|As | < P,, omdat gegeven is | S, (x)| << P,. Ay is nooit nul; het
teeken van A~ is hetzelfde als datvan S, (x) (%), omdat op ay* aj*"' F, (x)

monotoon toeneemt of afneemt. S, (x) en S,; (x) kunnen verschillend
teeken hebben.

U 'l
() Wij lieten hier het geval, waarin F, (x) nul is op het geheele segment a®a’*!, buiten

+1

heschouwing, In dat geval zou n.L Fn (x) constant zijn op ;’I:H: en dan is de juistheid

van de door ons gevonden regel nog gemakkelijker aan te toonen.
s 5.+ 5 [} ]
) Is S“ (x) nul op het geheele segment a_* e—:r‘]-\"{ ! dan is An" = —]—? en ]SHH (x)|

— ] 1
Zol 1t )5 5
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Is a, =0, dan moet | S,+1 (x) | < P, _]'?'l_l_P“ 1, aangezien a, = 1.
Is a, <0, dan moet volgens het voorgaande
of | Sn+1(x) | < | S (x) | < Pa < Py,
A .
of s,,+[(x)|<\§';—l‘an
omdat a, = — (2"*! - 1).
In ieder geval is dus | Spsi (x) | < P,+1, waarmee de ongelijkheid
| Sa (%) | < Pn

algemeen bewezen is. Dus ook

|sn(x)|<P:( + )( 21)

En |A| < P.
Beschouwen we nu de grafische voorstelling van f,:; (x) in een inter-
val a; a,''. Deze is begrepen tusschen de twee lijnen met richtings-

coéfficiént 1 A} door de eindpunten getrokken. Wij weten reeds, dat

Jntl
de lengte van het interval kleiner is dan 21,;. Hieruit volgt: op het
segment 01 is

NG S

De rij van continue functies F, (x convergeert dus op 0 1 gelijkmatig;
er is dus een continue limietfunctie I (x).

§ 29. Bewijs van II: Zij a f een willekeurig deelinterval van 01 met

1 T
lengte 7. Kies n zoo groot, dat —— <C 5" Er ligt dan minstens één seg-

2rl
ment aj a, = geheel binnen a f.

Latﬂ_we eerst eens beschouwen het geval: A, >0. F, (x) neemt dan
op a, a)' monotoon toe. In de punten a), m)enal  is F.. (x)=F, ().
Dus

Fn+] (3:.) e o (mf,) < Fn-n (ﬂ: H).
Houdt men daarbij de betrekking
Frvt (mh) = — o= A7 <0
in 't oog, dan blijkt, dat er in a, a)’' twee punten & < m) en & > m,
te vinden zijn, zoodat
ity i) = ks &) =0 en tevens [, (a,) < F,+1 (&),
Eoi1 (&) > Fat (5).
Voor alle volgende functies F,.n(x) ziin a. , & en &, deelpunten, dus
N (BRI I ol GH) = =i (a5)==He—tlita)}
Fo1 (&) =F (&) ) F.i (&)= F(sz)
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We hebben zoo in af twee punten a, < & gevonden met F(a,) <C
F (&) en ook twee punten & < &, zoodat F (&) > F(&,). De gevallen,

waarin F, (x) op a} a)"' daalt of constant is, gaan analoog. F(x)is dus
multioscillant op 0 1.

§ 30. Wij zullen thans overgaan tot het bewus van III. Hiertoe gaan
we aantoonen, dat de reeks

Fy (x) + fi (%) + f2 (%) +
convergeert voor 0 =x=1 en dat er bij gegeven x en gegeven ¢ een
positief getal h te vinden is, zoodat

F(x—f-i-’;)'fF(x)_[Fé(x)_{_ﬁ(x)—|—fz(x]+] =NE

voor | A x| < h, mits x en x-+/Ax op 01 liggen.
Dan zal daarmee bewezen zijn, dat F(x) in elk punt van 01 tot af-
geleide heeft

Fo (x) + fi (x) + f2 (x) +

Voeren we de volgende notatie in:

Rullx)= sl (e} ==t (x) =

%ﬁthMﬂ+ﬁH+ﬁ(H- £ (%)
§ﬁ()f%u+ﬁm+ﬁ() .. enz.
Dan is
Flet AN—FE_ 2filet AD—f() , ghl+Ax—Ff
A x _‘6 A x 1 A x '

o
Veronderstellen we eens even, dat de convergentie van 3 f, (x)bewezen
0

is, dan kunnen we schrijven

H RN X et (X e

N x -Efn(‘(‘):
Al Ax)— [ (x Ru(x-+ A ox s
:%Fu+ﬂi B g |4 Rl B B 5

En we kunnen dus volstaan met te bewijzen:

A) 3 f.(x) convergeert. Bij ieder punt x op01 is dan een getal m, te
0

vinden, zoodat
? f,;,“(:c)-}-f,:,ﬂ(x)—}— \< oy VAL m > m.

B) Er is een getal h >0 en een index m > m,;, zoodat voor het onder
A) reeds in 't oog gevatte punt o

‘Rm(T'LA ) e }Rm s
/l;x—i en Ax als|Ax|<h
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C) Voor | A x|<h is ook

|2 [t AD—f@ :
| et £ [|<5
Het in de condities B) en C) optredende rangnummer m mag afhankelijk
zijn van /A x, maar steeds moet m > m,.
Deze voorwaarden A), B) en C) zijn opgesteld door U. DinI (5):

§ 31. Bespreken we eerst conditie A).

In een deelpunt a;, is o1 (x) = firs (x) =....=0. Hier convergeert
3 fo(x) dus al zeker. Is x geen der oneindig vele deelpunten, dan ge-
0

bruiken we de betrekking
Sn +1 (x) — Sn (—Y) + Uy A:x 3

waarin l=a,=— (21! 1),
5. () = Fo (9= 2 £ ()

Wat het teeken van S, (x) betreft, zijn er drie mogelijkheden :

1) S. (x) >0 vanaf zeker rangnummer n—=m. Dus ook AS —>0 voor
n = m. Men heeft dan:

ca

Snt1 (x) = Sn(x) + {;“nmll

Sy

Smiz (%) = Snt1 (x) + '2,:,"3

enz.
Hieruit volgt

AR AL
‘2',,.;:.'4“2”42 Tt ) =

Aangezien steeds | Al | < P is dus
g

Smtp (%) = Sn(x) +

m+p

Smtp (%) < S () +- -2-}?;, voor p — 1.
Zij A de limes inferior van S, (x), dan is lim S, (x) = A. Is n.l. ¢ een

n—mom
willekeurig gekozen positief getal, dan is er een rangnummer n, > m, zoodat
Sn1+n (T') > A —o0 voor p=1.

Verder kiezen we n, > m zoo hoog, dat

Su () <A+ 7 en d

(0]
2m, < )

X
Dan is

2 < A -+ ovoorp=1.

&ﬂm<Arﬁ@;ﬂ

"2

(') In zijn reeds eerder aangehaalde ,,Fondamenti, enz.”, § 103.
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Voor elke waarde van n, grooter dan n, en n,, geldt dan
A—0<S, (x)<<A-+o.

Waaruit blijkt. dat S, (x) tot A convergeert, waar A = 0.

2) S.(x)<<0 vanaf zeker rangnummer. Het bewijs gaat op geheel
dezelfde manier.

3) S (x) heeft vanaf geen enkel rangnummer een vast teeken.

Wij merken vooreerst op, dat S, (x) niet voor twee opeenvolgende
waarden van n nul kan zijn. Want x is volgens afspraak geen deel-
punt, dus is S,(x)=0, dan is x een punt van een interval, waarin
F, () =10 F. . (x) is dan zeker niet nul, immers dan zou x een maximum
of minimum van F,; (x) zijn en dus een punt al,,.

Evenmin is F,_; (x) nul.

De oneindige rij van indices, waarvoor S, (x) en S,i; (x) niet hetzelfde
teeken hebben, stellen we voor door

Ty s T, y PERIG 5 L

&

Voor ieder van deze indices, b.v. n;, moeten we de volgende gevallen

nagaan

a) On8 [ 9¢) = 0 S (1SS SR () =0

X is een punt van een interval, waar F, (x) constant is.
Sx 1
A =5,
= 1 A2
| Sn|+l (.'C) E — 2;' (1 “'I”‘ 2”11 ]) <_ :2‘:: .

b) Sn (x) <0 , dus Sy (x)=0.

Snt1 (%) = S, (x) + i:‘l] .a, waar 1 =a, =—(2n+t141),

Sy, (x) en A:f zijn beide negatief, dus a, <C 0.
Daaruit volgt

5

A,} "
S,,H : (J.') — Sn' (.\") 1 (2ﬁ=1+l {,f l)
& A:ul
Sﬂx'i'l (‘Y,) - S”] ('\‘) =y A".l 2n| 4

S, S.+1 . - :
Daar in a, a,  de schommeling van F, (x) minder bedraagt dan

1

2 is dus
P
S”J”l 1 ("1) < —I_ 2r|,-' l 2!1, -
c) S, (x) >0 , dus S, (x)=0.
Volgens de onder b) gevolgde methode bewijst men nu

P
Sn,'é"l (.\:‘) > y— ”‘27; .
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Wij zien dus, dat, onverschillig of S, (x) = 0,

P

, | S”1+1 j </ 2,,1
Dezelfde ongelijkheid geldt voor nj, ns,.... Zij nu in werke]ijkheid b.v.
SA(x) =20 danBisTS = () =0 voorap — 188 2 s e 17— TR V.00r

de getallen S, +1 (x), S,,<2(x), . .., S, (x), die alle positief zqn, geldt de
vroeger afgeleide betrekking
P .
Smtp ()= Smi ()= oTF (blz. 40).

Dus

2 P B
S,-,I.;.p (.X) < Snl-i-l (x) —f— :2‘;‘” [<_2ﬂ1 *{ 2;117?! y VOOr p — 1, 2, « v NMy—n4.

Voor den index n; geldt: S, (x) >0, | S.+1(x) | <Z ;

en vinden we op

analoge wijze

[Sng-l-p (X) ‘ <: | Sn._r‘r-l (x) | + 72,1_,.4.1 < +

2"”"" voor p=1,2,...,n3—n,.

Zoo voortgaande Dblijkt (aangeznen ni onbepaald toeneemt, als k dat
doet), dat S, (x) in geval ¢) convergeert tot nul.

De reeks Fo (%) —i—E £ (x) convergeert dus voor alle x op Ol.

Wij gaan nu bewijzen, dat aan de condities B) en C) van DinI kan
worden voldaan.

§ 32. Evenals in § 31 beschouwen we weer cerst het geval, dat we
te doen hebben met een deelpunt a,. Dus

Fir1 (M) =Ffar2 (0 =...=0.
F, (x) = Fos1 () =...=F,1, (%)

Hierin is p=1. Uit | A, | < P en de constructie van f,;,(x) volgt, dat
de grafische voorstelling van deze functie tusschen de lijnen ligt, die men
uit het punt x=a;, y = fusp (@) =0 kan trekken met richtingscoéfficiénten

i 2ip eni— Zﬁp' Hieruit volgt
, P
| re (iR AR <= A (A xF0).
fuslan+AX)| _ P
A‘r | ™ In+p
Rup (i +A%| _~~ P _ P
e O e
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Terwijl
R""Pi (a:) —_—
A {_0.
Voor 't getal m, kan men hier n kiezen, omdat
F(as) — i (as) — )
Kies m > n=m, zoo groot, dat ; <i Dan blijkt, dat in dit geval

m zelfs onafhankelijk van /A x gekozen kan worden, om aan conditie B)
van DINI te voldoen.
Overgaande tot C) merken we op, dat F,(x) in x=—a, een eindige af-
geleide bezit. Er is dus een getal h >0, zoodat
I (an-E X0 (& P b
( /;\:3_ ( )*_Fm(an)1<1}') VOOI‘I/_\,"C|<’],

Aan C) kan dus ook voldaan worden.

§ 33. Beschouwen we tenslotte de voorwaarden B) en C) voor 't
geval, waarin x geen der deelpunten is. & en m; hebben wij als van
te voren gegeven op te vatten. In verband met de redeneering, die wij
gaan houden, kiezen we, bij de beschouwde waarde van x, een rang-

P e
nummer n = m, zoodanig, dat 2—,1:3.<—" en [ Sy (x) —Su(x) | < 2

waar n’ en n” twee willekeurige rangnummers, grooter dan n, voor-

stellen. Dit is mogelijk, omdat de rij S, (x) convergeert.
Sl
Laten we eerst stellen: A x >0. Zij t=a, —x, dan nemen we

voor het in B) en C) optredende getal h dit bedrag 7. Dus A x <z,

Wij zullen dan aantoonen, dat aan B) en C) voldaan wordt door voor
het getal m het op de volgende wijze van /A x < t afhankelijke getal
n, -+ 1 te kiezen:

n, is het rangnummer, waarvoor

5,11 - 8,11 S |
x<ap =x+Ax=a, <an

De afhankelijkheid van m-=—n, -1 van /A x was geoorloofd, mits
m >m,. Nu is n, = n > m,, dus is zeker m > m,.

s l] Sv“}'l
~ N =
dn,  dn+l 8n,+ 1 ey,

| e —— - —

Sx < x-+ Ax a,

dn

by

—h =< h;—

ot Syt - » bomim
Stellen wi a:'d,l —x=h, , x+ A x—an1=h;.Danish, >0, h,=0.

Gebruik makend van het op bl. 42 behandelde, hebben we

o o § P
‘fn.-}l+p (an,-l*l + “ ‘< _2;.;_.]7’_, . la‘!
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voor p = 1. Dus

P
| Frusrap (%) | << ity <
Gesommeerd
P
’ Rn.+1 (x) J < PR hy.

Nu is h; < A x, dus is zeker

Rnﬁ-l (:f) ‘ B p &
TAx Sz S <y

Analoog valt af te leiden ‘
| Ray (x+Ax)|

} P
N i\‘Z"u

£
+1<E'

Blijft te beschouwen

n+1 flx-FAXY)—F(x) X fn (1):| -

C) \ o =

LA;’;";; — £ [+ S5 f@)

Ag"' (x): F, (x+6Ax), waar 0< 8 < 1.
F, (x) schommelt in a,: a:f“ minder dan 2—}1', dus
A F, (%) \
_ A x — B (%) ‘2"&'
Moeilijker is het, iets van den tweeden vorm
A n /
Slanlt) g (o
te zeggen. We behoeven £, .1 (x) alleen te beschouwen op het segment

Sy S+l -
a, a, en daar is
$y+1

[;11+[ (1’ —An, ><(¢ l:am )n,+|-
v St

Stellen we b.v. A,,l >0, dus F,, (x)is stijgend of constant op a,zl an,

§
fus1(x) is alleen positief in een zeker interval met linkereindpunt a,’

Sytl
en een interval met rechtereindpunt a,
Dus
S,
/_\. n .1 g An“
A o1 (%) I e AN ) =
A x 2n|41
I\ fo 1 (x
Hiermee is van —fa:—() een begrenzing naar boven gevonden. Wij

zoeken nu een begrenzing naar beneden.
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St
De grafische voorstelling van A,,I X (dnl 4, Ja+1 kan geconstrueerd

worden met behulp van een gebroken lijn, waarvan we de opeenvol-
gende deelen aldus aanduiden:

r , rI 5 12,.. ,rznlflﬁl y bontl g 9 Somtl_y yes S35 S0 S
r //en—s . Afgezien van het feit, dat alle richtingscoéfficiénten met

A:f vermenigvuldigd zijn, is het dezelfde gebroken lijn, die ons tot de functie

Sy Syet1

(a., a@n )n+1 voerde. De nu verkregen functie noemen we g (x) E7e
onderscheidt zich van f, ;1 (x) alleen hierdoor, dat in de figuur de af-
rondingen der hoekpunten achterwege zijn gelaten. Wij zullen aan-

toonen, dat, hoe ook x in ai'aflﬂ moge liggen, altijd geldt
Ag, ) A
[{\-\A{.\ >gr11-i| (.\:) h172!'1 +1? ° ! s : 5 5 (])

mits wij afspreken, in de punten x;, x,, ... (zie fig. 4a, bl. 46), waar
g (x) niet differentieerbaar is, onder g;l“ (x) de waarde van de rech-
terafgeleide te verstaan.
Hiertoe verlengen we :_ (zie fig.) met een stuk, dat even groot is als
. Verbinden we het eindpunt met het snijpunt van b, en Ta;, dan loopt

de verbindingslijn evenwijdig aan : en heeft tot richtingscoéfficiént

Sy

— 3 ", Het snijpunt P, van deze verbindingslijn met r, moge een

2m +1°*
abscis p; hebben, dan is
Ag,., ) A%s S
- > _3_ n? . voor ﬂ”‘: — .\,'< .
[N 20t 2
. i Ag” 41 (‘ )
Immers, indien x - Ax— p,, is - &x—— - minstens even groot als de

richtingscoéfficiént van r, en als x - /Ax > p;, is dat quotiént minstens

gelijk aan de richtingscoéfliciént van de zooeven besproken verbindingslijn.

S

A;’II Sx - .
En gn,H ( )‘7 2;|f§..l! dUS voor ap, — '\.'{‘\pl 1S
Agn‘ +1 ( ) f A"l‘

A x = 2ty (x) —4 omtl”
Dezelfde constructie herhalen we voor ¢ en bepalen op , het met P,

overeenkomende punt P, Dan is

Agoun @, A | _as
&e; >—4 2 oy G (s (x) = — i
voor p; = X < p; (men heeft nu in te vullen de richtingscoéfliciénten
van r, resp. r) Voor p; — x <_ p, geldt dus zeker
Ag, . ) ) A,i“'
ﬂl.; > G () — 4 TR




('] = lu Jooa pizannsuodaB) vy -Brg
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Dit procédé voortzettend, zal nu telkens de kleinst mogelijke waarde

Ag, . (9 A
gzlg-; voor p, — x<pn+l dalen met — 5" en de grootst

Pt
mogelijke van g, ., (x) evenzoo, dus dezelfde ongelijkheid (1) blijft gelden

van

voor alle x, die voldoen aan

Sl T
an, = X< Ponti_os

De laatste waarde is de abscis van een punt op ?’ g Wij hebben
14 o
dus nu nog te beschouwen het geval p,n,1+1_, = x < '—2— — fitk

De vorige constructie kan niet meer worden voortgezet. Echter is voor
deze waarden van x

a1 (%) 2m+l |

A x _‘?- C— —W""" A:T (I‘lcht COeff t2” + l+ ])
, 2m+l — 2
g (x)?—W— R (richCRCOCTHR RN )
Dus weer geldt de ongelijkheid (1). .

A+
Tenslotte bewijzen we deze nog voor m — x (ag . Voor deze waar-
den van x volgt uit de grafische vooratellmg direct, dat

B £ )*-g ().
x n+1

Dus geldt zeker

Ag. .. (¥ , A,};‘-
/_\H:c == g W — 450

Geldt nu de analoge ongelijkheid ook voor f, 1 (x), d. w.z. nadat de
hoekpunten weggewerkt zijn? Uit de figuur volgt, dat voor de segmenten
X3 X3, X3 Xy, ... geldt

m—x;, = 2 (m—x3) =4 (m—xy) = ...,

|
Met behulp hiervan kan aangetoond worden, dat :@—p.:?(x,—xz),

Xy— p;,:; (x4—x3), . . . Daaruit volgt, dat de punten P;, P, enz. ook

in de grafische voorstelling van fi41(x) tot rechte gedeelten behooren.
Hiervan gebruik makend, is in elk der door ons beschouwde gevallen

Ag, ., (%)

na te gaan, dat de onderste grens van AL niet kleiner, noch de
bovenste grens van g”H( x) grooter wordt door het invoeren der afron-
dingen. Dus ook voor fi,+1(x) geldt

X A%
/‘;\*;_\&;(t) > for (¥) —4 Intl
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Sx
zﬂ—l was een bovenste grens, dus hebben we nu
' AY A _ A
frr () —4 T <% N — ot

(Is Ai’f < 0, dan vinden we
. AR N AR AL
o X) =457 > — A v T gmet

en kan de redeneering verder op soortgelijke wijze verloopen

We hadden reeds afgeleid:

ANTE R (o] 1
AL AR LIRS
Optellend bij de vorige ongelijkheid
o gt I A AR (o) e AT
Fo (x) + 6. o St T N by, () = Inptl +6. o
of

1 Ax_\. nytl A ( ) As_\. 1

i e Tl .{’Y-‘ ‘,A‘"x:' A Ui bas
Sn1~l-l (I) + 7 * I, 4 2n]+l =y N x Sn. ('\) |_ 2,.“.-_] {> a. 2m .

0

Hieruit volgt

ny

+1 s -
lﬁ b 1 Al
-Af‘x.g)_ = S”I'H (.'.‘C) + LH 'En{ o 4 2n1+l_j] +
0
A i
-+ 6, “Sn. (x) — Sa, 11 (x) + 5 jnT!?'f" , waar 0< 6, =1.

Daar n, > n, is volgens de vroeger omtrent n gemaakte afspraken

oA S H
| Sn, (JL‘)—S,,‘q (.Y) =te D 2"1'“ l <4 6 s

'3 A f (3‘_) — Spt1(x) | < :} .

Waarmee ook aan voorwaarde C blijkt te zijn voldaan. F (x) heeft

dus tot rechterafgeleide X £ (x). Voor A x <0 houdt men analoge be-
0 n

schouwingen en dan blijkt, dat de linkerafgeleide even groot is. Er
bestaan dus multioscilleerende functies, die differentieerbaar zijn in elk
punt van een zeker interval.

PERENO'S bewijs (Giorn. di Mat. 35, bl. 143, noot) voor het bestaan
van de afgeleide in- de deelpunten berust op de onjuiste stelling :

Indien Fo(x)+f @)+ ....+f(x)+:... een in een zekere om-
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geving van X, gelijkmatig convergente reeks is van functies, die diffe-
rentieerbaar zijn in die omgeving, terwijl f (x)=0 vanaf een zeker
rangnummer n, dan is de limietfunctie differentieerbaar in x.

Dezelfde fout komt voor in E. W. HoBsoN's Theory of functions of
a real variable, deel II, bl. 417, waar de methode van PERENO be-
handeld wordt.

De voornaamste fout, die verder door beide schrijvers gemaakt wordt,
schuilt in het bewijs, dat F(x) maxima en minima vertoont in ieder
deelinterval van 01. (PERENO, bl. 148, 149; HoBson, bl. 420, 421).

§ 34. Gebruik makend van de maattheorie en integraalrekening van
H. LEBESGUE heeft A. DENJOY op geheel andere wijze het bestaan van
overal differentieerbare, multioscilleerende functies aangetoond (!). Hij
beschouwt niet de functie zelf, maar haar afgeleide.

Wij zullen de door hem aangegeven methode toepassen op de door
de voorschriften van KOPCKE (PERENO) gegeven functie

S (x) =lim S, (x) = lim F, ().
n=—oe n—oe
Daarbij zijn enkele door DENJOY ingevoerde begrippen noodig, die wij
hier eerst zullen samenvatten.

a) Zij gegeven een meetbare puntverzameling E. Is I een willekeurig
interval, dan verstaan wij in 't vervolg onder de maat van de verza-
meling E in het interval I de maat van de doorsnee F van E en I.

Onder de dikte van E in het interval I verstaan we de maat van de
verzameling E I, gedeeld door die van 1.

Voor een segment worden analoge afspraken ondersteld. Uit de definitie
volgt, dat de dikte van E in I, vermeerderd met die van de comple-
mentaire verzameling £’ in I, de eenheid oplevert.

b) Is x, een willekeurig punt, dan zeggen we, dat een verzameling E
in x, de dikte één heeft, als bij elk getal ¢ een positief getal 5 te vinden
is, zoodat de dikte van E in elk interval, kleiner dan 5 om xj, grooter
is dan 1—¢.

¢) Is f(x) een meetbare functie, gedefinieerd in een zeker interval a b,
en x, een punt in dat interval met de volgende eigenschap: voor ieder
getal ¢ heeft de verzameling E (f, X, ¢) der punten x, die voldoen aan
| £(x) — f(xo)] < ¢ de dikte één in Xy, dan noemen we f(x) approximatief
continu in Xj.

Deze definitie is gelijkwaardig met de volgende: f(x) is approximatief
continu in x,. als men bij elk getal ¢ een positief getal 4 kan vinden,
zoodat in ieder interval, kleiner dan 5 om X, de dikte van de ver-
zameling E (f, xp, ¢) der punten x, waar |f’ (x) — f(xg)] < &, grooter is

dan 1—e, '
Bewijs: Is f(x) een functie, die aan de eerste definitie voldoet, dan is

- () In zijn beschouwing: Sur les fonctions dérivées sommables, Bulletin de la Soc. Math,

de Fr., Deel 43, 1915, bl. 161.
.i.
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de dikte van E (f, x,.¢) in x, één voor alle e Hieruit volgt, dat er bij
gegeven & een positief getal 7 te vinden is, zoodat in elk interval, kleiner
dan 7 om x, de dikte van E (f, xy, &) grooter is dan 1—e& f(x) voldoet
dus ook aan de tweede definitie.

Voldoet omgekeerd een functie g(x) aan de tweede definitie, dan
moeten wij daaruit kunnen afleiden, dat ze ook aan de eerste gehoor-
saamt. Hiertoe moet dus worden aangetoond, dat, voor willekeurige ¢,
de dikte van de verzameling E (g, xp, &) €én is in x.

Zij nu ¢ >0, doch & < e E (g, x;, ¢) heeft in ieder interval I minstens
een dikte, gelijk aan die van de verzameling E (g, X,, £) der punten,
waar |g (x) — g (x) | < &'. Want E (g, xq, ¢/) is een deel van E (g, xp, ).
Daar nu g (x) aan de tweede definitie voldoet, is er een getal n >0 te
vinden, zoodat in elk interval, kleiner dan 7 om x;, de dikte van
E (g, xo, ¢) grooter is dan 1 —¢. In zoo'n interval is de dikte van
E (g, x5, ¢) dus ook grooter dan 1—¢’. Omdat ¢ willekeurig klein geko-
zen kan worden, volgt hieruit, dat E (g, Xo.¢) in X, de dikte één heeft.
Waarmee de gelijkwaardigheid der definities is aangetoond. Wij kunnen
dus beide definities door elkaar gebruiken.

§ 35. We hebben omtrent deze approximatief continue functies de
volgende stelling noodig :

Een meetbare, begrensde functie ¢ (x) is in ieder punt X, waar ze
approximatief continu is, de afgeleide van haar onbepaalde LEBESGUE-

integraal.
=

Bewijs: Zij £(x)= [ (x) dx.
a
¢ (x) is begrensd; stel |p (x)| << M. @ (x) is approximatief continu in het
beschouwde punt Xo, dus bij willekeurig gekozen ¢ is de dikte van de
verzameling E, waar |p (x) — ¢ (xo)| <_ &, één in X
Kies # >0 zoo klein, dat in elk interval, kleiner dan 5 om xy, de
dikte van E grooter is dan 1 —2%4 Het rechtereindpunt van zoo'n in-

terval vasthoudend, kan men het linker willekeurig dicht tot xq laten
naderen. Hieruit volgt, dat de dikte van E in elk interval x,, xp -+ «,

: - &0
kleiner dan 7, minstens 1 — 5+ is.

2M

r . I3 . I‘"
De maat van FE in zoo'n interval xy, X -t @ is minstens (1 — 2M> X a.

En de maat van de complementaire verzameling, waar |l (x) — @ (x0)| ==¢,

is in X, X + @ dus hoogstens éjﬁXﬂ. Wij schrijven

Floo 4 ) — Flo) = [ 7 () dx =X (o) + [ [ () —  (x0)] .
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De laatste integraal splitsen we in de integraal van ¢ (x) — @ (x) op E
(waarbij de integrand nul gesteld wordt op E’) en de integraal van
¢ (x) — ¢ (x) op E’ (integrand nul op E). Op E is P (x) — @ (x)| < &,
terwijl de maat van E in xp x, 4« hoogstens gelijk @ kan zijn. De
integraal op E heeft dus een waarde #, ¢ a,|@,| < 1. Voor de tweede
integraal is zeker | (x) — p (x)| <C2M, want |p (x)| << M. En de maat

E .
van E’ in xp, Xp + « is kleiner dan 5+ .a, dus deze integraal heeft een

2M
waarde 6, ¢a, |6,] < 1.
Dus
fxo+a)—flx)=aXgxy)+28¢a R L

Waaruit, aangezien deze gelijkheid geldt voor alle waarden van « <1, volgt

Iim f(-\'o r ”)___ f(x()) —p (x,o).
=0 “

De functie f(x) heeft in x; dus ¢ (x,) tot rechterafgeleide. En voor
de linkerafgeleide gaat het bewijs analoog, met « < 0. Het bewijs is
hiermee geleverd. -

§ 36. Na deze voorbereidingen gaan wij aantoonen:

I). De vroeger op 01 gedefinieerde functie S, (x) nadert tot een meet-
bare, begrensde limietfunctie S (x), die approximatief continu is in elk
punt van 01,

I1) S(x) neemt in ieder deelinterval van 01 beide teekens aan.

Wij zullen dan opnieuw het bestaan van overal differentieerbare, mul-
tioscilleerende functies aangetoond hebben. Want zij i (x) de onbepaalde
LEBESGUE-integraal van S (x), dan zal

y' (x) = S (x)
in elk punt van 01 volgens de in § 35 bewezen stelling, terwijl v’ (x)
in ieder deelinterval beide teekens aanneemt. Daaruit volgt dan, dat
p (x) aan onze definitie voldoet en multioscillant is. Dank zij het voor-
gaande, weten wij, dat v (x) van F(x) slechts een constante kan verschillen.

§ 37. Bewijs van I: De convergentie van de rij S, (x) hebben wij
voor 0 - x -1 reeds vroeger aangetoond. De functies S, (x) zijn continu,
waaruit volgt, dat hun limietlunctie S (x) meetbaar is. Verder hebben we

( 1 il
vroeger afgeleid, dat [S, (x)| << P — ( 1S 51 (I - 22) ..... , voor alle

rangnummers n; hieruit volgt |S (x)| = P, S (x) is dus begrensd.
Wij gaan dus nu over tot het bewijs van de approximatieve continuiteit

van S (x) in een willekeurig punt van 01.
§ st add i
Op een segment a, a, hadden we
S S 8
Furt (9= A% (@ aka)

) g ek

fosr (¥) = A 505
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a, is afhankeh‘;’k van de waarde van x op aj a. . Hierbij geldt 1 ==c¢

— (271 + 1). Teneinde vergissingen te voorkomen, schrijven we voortaan
r1': in plaats van a, In de grafische voorstelling van f,.(x) beschouwen
we het gedeelte van a,, a)™', waar geldt a; << —n. Denken wij ons in
fig. 4a, bl. 46, de afrondingen der hoekpunten aangebracht, dan levert
zij ons de gedaante van de bedoelde grafische voorstelling. Voor welk
rangnummer n men deze figuur ook construeert, steeds bestaat er tusschen
de abscissen der hoekpunten een betrekking van den reeds op bl. 47
genoemden vorm

m—x,—=2(m—x;)—4(m—x,) =

Daaruit volgt door een eenvoudige berekening, dat de ongelijkheid

< 1 5 s+
a, << —n op minder dan > deel van a, a; ' geldt. qu voor ieder seg-

ment a) a., welks eindpunten deelpunten zijn bij de constructie van

fos1 (x), geldt:

: 1 Mapes
op minder dan = deel van aj a; is a, << —n.

2n
Beschouwen we nu nog een interval &7, waar minstens één deelpunt
a, in ligt.

v
-

| — | ey
8—1 - 8 S ] Sat1
dn S dn dn ! dn

.9 g Sy . . ' . fa
Zijn afﬁ en a,’ de uiterste deelpunten van de n° verdeeling in & 7 (even-
§ Sa » ‘.
tueel a,'=ay), dan geldt voor a, a,’ het boven voor a; a, gezegde.
" $,—1 i1
Daarbij het verloop van f.1(x) op a,”  a. en a,, an in acht nemend,
. Sa
vinden we, dat de verzameling der punten op £a, en a,' 7, waar a, <
; 2 ] 2 y
— n, minder dan ?:”z_n—_l deel van deze intervallen omvat. Samen-
vattend kunnen we dus zeggen:
In ieder interval &7, dat een of meer punten a, bevat, heeft de ver-

. d 1
zameling der punten x, waar a, <~ — n, een dikte kleiner dan =t

Overgaande tot f,2(x) zeggen we: & bevat zeker een punt ani,
dus voor het nu optredende getal @, geldt:
In elk interval &7, dat een of meer punten a, bevat, heeft de ver-
. ! : 1
zameling der punten x, waar ap;; << — (n -} 1), een dikte kleiner dan I
Dit tot in het oneindige voortzettend, vinden we:
In elk interval &, dat minstens één punt a, bevat, is de dikte van de

verzameling der punten x, waar voor één of andere k = n geldt a; <~ — k,

minder dan

1l 1 o
T E Tt Vs I bk Ty
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Voor ieder ander punt x in &4 is dus af = — k, zoodra k=n
Dus in &7 geldt op een dikte, die grooter dan 1 — 2n]_2 is
Sy [Bsl=bY (x) + A 2?11, WEET I ==nE ==
i Sy (1:. X
Sniz () = Suar (¥) + Anti 5oy, v l=au=—(+1),
an mM— X
Sn+m (x) — Sn+m——1 ( )+ An+m 2:,,”1 ' I = A tn—1 ;—(n'i_ m—l)

Door optellen vindt men

| Sx a: f Sy A P
Sn+m (x) = Sn (.’C) h (An é"—H‘TA""H 2":; _[_ + An+m 2:_}_"1 l).
| As | <_P, dus
1 3 =
S5 = )MP(W o+ %_')

terwijl | 4] < 1.
Dit geldt voor m =1, dus, tot de limiet overgaand,

SE=5,(9+ 6, P i+ g+ ),

16, < 1.

Om de approximatieve continuiteit van S(x) in een punt x, aan te

toonen, kunnen we, volgens de tweede definitie (bl. 49), volstaan met

aan te toonen:
Bij elk getal ¢ is een getal # > 0 te vinden, zoodat in elk interval,

kleiner dan » om x,, de dikte van de verzameling der punten x, waarvoor
[S(x) — S (x0) | < ¢

grooter is dan 1 — &
Wij hebben dus ¢ verder als van te voren gegeven op te vatten.

Zij eerst x, een deelpunt, dat we a, noemen. In de bewijsvoering zou
het noodig blijken een rangnummer n >>n, te kiezen zoo hoog, dat vol-

daan is aan de volgende voorwaarden:
1 , £ n n—l—] £
s < 0[S (x0) =S (%) [< 5 p(zn.+:+jm+--~)<“§-
Dit is mogelijk, aangezien zoowel de rij Sn (), als de reeks

n n-+1
i

convergeert. Denken we ons zoo'n waarde n van te voren gekozen.
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x, is dan ook een deelpunt an. stel x,=—=a,. Dan voldoet voor # het

. §;+1 s s 5;—1
kleinste van de getallen a, " — a, en a, —a,

[
_7,-_1‘, | I - 1
§—1 $;+1
a, X i

Want zij i een willekeurig interval, kleiner dan 7 om x. i ligt binnen
ai ' a2 In i ligt een deelpunt an, nl. a;'= x;. Dus is volgens het op
bl. 52 en 53 behandelde, voor een puntverzameling, die in ¢ een dikte,
grooter dan

1
1 - F > 1 —

heeft
Sies)= Chlls) s [ L =S, (9 + 6, =
(%) =57 (x) - ¢ SnFl T pni2 +.oo | =S50 (x) + ¢ 13
(De hier ‘en in 't vervolg gebruikte getallen @ voldoen alle aan de
voorwaarde | & | < 1).

Volgens constructie schommelt S, (x) op elk interval a) a. 'minderdan

%, dus geldt op het geheele interval i
2 LT
Sn (.l‘) p— Sn (..\"(]) '{“ H” 2”— — Sn (-1,0) 7] H? %

- Verder is n zoo gekozen, dat
Sn (x0) = S (o) -+ 65 5 -

In i geldt dus op dikte, grooter dan 1 —¢
S () =S (x;) + € &.

S (x) is dus approximatief continu in alle deelpunten.

Zii nu x, geen deelpunt, dus een gemeenschappelijk punt van een
oneindige rij van intervallen :

Sy, "'x.."'l & s, +1

aseas T B
die tot nul naderen, wat hun lengte betreft.
Met het oog op 't geen volgt, kiezen we nu n=4 zoo hoog, dat
voldaan is aan

]<i , p( n '|n+]+--»)"'r ’ nP<{_

In—2 Q 72n.+| 3 2n|f = 73 271-‘1' 18

- I‘:
en verder | S, =, (x0) — Sa (x0) | < 18 Voor alle waarden van het rang-
nummer m —n en alle p — 1.
: . Sy il s
Voor 7 kiezen we het kleinste van de getallen a,® * * — x; en xp — an™.

—t

- — I

| —— | — |
c ] .
Sy, s et Sy, 1

: 0 s
dn «flm,t X0 an,+1 dp, dp
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Zij i een willekeurig interval, kleiner dan 7 om x,, dan ligt i binnen
Sx o Sx +1
a g,

Wij bepalen de hoogste index n,, waarvoor geen der deelpunten aj,,
binnen i valt. Van de punten a,4; liggen er dus één of meer in i.

Daarom is dan in i

7 1 m+2
S(."C'): S”I+l (x) 4}.6 p(rzlnir% + 2]!1 ey e "'): ”x'“l(‘x)+'91 3 "'(1)
op een puntverzameling, die in i een dikte heeft grooter dan
1 1 :
lﬁ‘ztmzl—“w-\/\l_"‘%‘, daar n;=—n.

Eveneens geldt

Sati () = S!(xa) 0, R (5)

Moeilijker is het nu, iets te zeggen omtrent het verschil S, ., (x) — S, 11 ()
in i. Wij zullen aantoonen, dat in i de verzameling der punten, waar
geldt

Sn=+1{~\')——5rr,+1 (xo)-f—t'i’}%, ST TR ()

een dikte heeft, grooter dan 1 — Z

Hiertoe merken we op. dat algemeen geldt

ST C n [ RS
Sn-{rl (-’t‘)j—-ﬂsn (x) r An— 2:‘1 ’ == U = (2n|1 + 1)
In a'% a':"'*'“ is A’ constant en gelijk aan A:}:
We krijgen dus

*o
Sxg u"‘l

Sn+1 (x) = Sy, (x) + A nH1”

3

Daar ny=n, is | Sa+1 (x6) — Sn, (%0) | < 18

of

| \n

; Ar'l;‘(l 2,_" T l < i

S S 1 p : .y —
Beschouw op a’@ a™" de verzamelmg der punten x, waar a¥ ——n,.
1 !

. Sx, Sx,
Deze bestaat uit twee segmenten a @ p en qa

P -
T

; } Bt i
: v J Qg,;z

2 , - :
’* 2 [(— 1

Wat de ligging van Xo betreft, onderscheiden we twee gevallen:

) gh +l
a) ap=—n; %o ligt op a,,, 'p of qan, "
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Op deze segmenten geldt

=

18’ aangezien 5" = <

Uit de grafische voorstelling van £, 11 (x) volgt, dat op pq de ongelijkheid

(I,,I > —2 mny
geldt op een dikte, grooter dan

TR 1
T e

€
2n—2 = 2m—2 > 1 7%

T
En omdat i of geheel buiten pq valt, of p of g bevat, volgt hieruit, dat
dezelfde betrekking aj >—2n, in i geldt op een dikte, grooter dan

&
1_.?

P : £ :
Uit %111—] <]£§ volgt, indien 2Rr IS

el g2 I
: o :

X
An°

Deze ongelijkheid geldt in i dus op een dikte, grooter dan I—%.

b) tp < —ny; Xy ligt in p q.
Kies in de grafische voorste[lmg het punt x,, dat symmetrisch ligt ten

opzichte van Xo. Dan is op x,x, op een dikte, grooter dan

1 1 1 1 . ;
5 277.--—#2”]_5—1—5,“—_3'/1*7?
x o
B AT
p i, A
! = -+ i L F {VREIT H Il
S | T H’FHF-: e
Q’;’o / S & q:‘*o =

Omdat ’ A"I 5 _2r|n-ll-] < lfg 2 is A:‘xn TZ‘_:l%

Daar i het punt x, bevat, geldt voor i de ongelijkheid
0Nt c::,:' 2

& " . e x,
= 9 indien a, > 2 U

op een dikte, grooter dan 1 — 2i

Wij weten dus dat, zoowel in geval a) als &), in { op een dikte,

grooter dan 1—_, de ongelijkheid
Sx, a.':l i
lA"* 21| <9
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geldt. Of
5

| Sn1 +1 (x) = Snl (.x) ! < g

1R -
S., (%) schommelt in at*o a.:l”-er minder dan T dus in het geheele
1

interval { geldt
&
R

En uit de aan n opgelegde voorwaarden volgt nog

| Sy (%) — Sy =1 (x0) | < g.

Uit de laatste drie ongelijkheden volgt: op een dikte, grooter dan

| Sy (3) — S, (x0) | <

el Al pe
1——._1smz

2

o s 9 -3 £
B+ I“) - 'Sut-ﬂ [“"L?” L 3

De drie vergelijkingen (1), (2) en (3) van bl. 55 gelden in i dus op
een dikte, grooter dan 1——%—%: I—e¢, gelijktijdig. Waaruit volgt:

Op dikte, grooter dan 1 —e¢, is in i
S (x) =8 (x) + G e

S (x) dus approximaitief continu voor alle x in 0 1.

§ 38. Bewijs van II. We moeten aantoonen, dat in ieder deelinterval
aff van 01 een punt x; ligt, zoodat S(x;) >0 en een punt x, met
S (x) << 0. Hiertoe kunnen we volstaan met te bewijzen: In a f liggen
twee deelpunten a; en a, , zoodat

Sn, (an) >0 en S, (al)<0.
Want dan is ook
lim S, (a,)=S,,(a,) >0 en IimsS, (@) =541 (a7) =10

Dus S(an) >0 , S(a;)<0.
s+1

Nu zorgen we eerst, dat n zoo groot is, dat er een interval a} a’

geheel binnen « f ligt. Het verloop van Fop1 (x) in a) a)'' nagaand,

f ’ 5 s s4-1 § E 541
vinden we, dat er in elk geval twee intervallen ani1 any) binnen al al

liggen, zoodat op het eene geldt S, (x) > 0 en op het andere S,.; (x) < 0(").
Beschouwen wij het eerste. F,,, (x) neemt er monotoon toe, stel

s+1 8 .
Fn-i—l (an.|.] == Fn.|] (an+l) f— h. ]I _~ 0. . : . . . (1}
(') Door een kleine wijziging in het constructie-voorschrift voor de punten a; zou het
volgende bewijs overbodig worden. Men kan nl, zonder overigens iets te moeten

'
wijzigen, voorschrijven, dat er tusschen twee punten a) en n:H, waar F_ (a‘:l) =0

Fn( "":H) = o, minstens één punt a, geinterpoleerd moet worden. Echter blijkt uit hetgeen
volgt, dat ook de voorschriften, die we vroeger gaven, voldoende zijn.
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Onder alle deelpunten a, (p = n -+ 1) op het segment any1 a,r| moeten
er noodzakelijk zijn, waar S, (a}) > 0.

Want was in elk dier punten S, (a})—0, dan zou men daaruit kun.
nen afleiden, dat op any; ajl; gold S, (x) < 2lp, omdat S, (x) in ieder

. s 541 5 1 s+1 y
interval a, a,” minder schqmmelt dan 75 Dan zou dus £, (ani1) — F, (aj.1)

1 ;
<t X e als v de lengte van a);; a.'i voorstelt.

Echter is

E, (a2%1) = Fap1 (a311) en F, (a541) = Fop (ahe1),

dus zou
s+ 5 ]
Fn+1 (an+11) a Fn+1 (an+l) <t X 5;

voor elke p=n -} 1, in strijd met (I). Er is dus onder de punten a, een
punt a,, waar S, (x)> 0.

Analoog bewijst men het bestaan van een punt a, in a f, waar S,, (x) < 0.

§ 39. DENJOY past zijn methoden niet toe op de functie van KOPCKE
zelf, maar wijzigt eerst de constructievoorschriften (bl. 231 van het meer-
genoemde Bulletin).

In de plaats van onze functie S(x) stelt hij een oneindig product van
functies @, (x), waarbij ¢, (x) op een deelsegment a i van het oorspron-
kelijke segment a b gedefinieerd is door

A ' X—y ! — JU31) xX—
Pa (¥) =1+ 107 Log {ﬁ +e A4 |1— —W}}t;.;..__ .

Het product P, (x) =7 @i (x) gaat door vermenigvuldiging met P, 41 ()
1

over in P, (x) en deze overgang stemt in veel opzichten overeen met
die van S, (x) in S,41 (x). ¢, (x) is continu, terwijl

' 1

10 °

1= wai(x) =

Voor elke x op a b heeft 7 ¢ (x) een limiet; de nulpunten van de
1

limietfunctie P (x) vormen een verzameling van de maat nul. P(x) is
continu in ieder nulpunt. Verder toont DENJOY aan, dat in ieder punt,
waar P (x) niet nul is, P(x) approximatief continu is. Het bewijs, dat
P(x) in ieder deelinterval van ab beide teekens aanneemt, laat hij
achterwege. Indien men geschikte voorschriften kiest omtrent de segmenten
afl, waarin ab verdeeld wordt bij overgang van P, (x) op P,.; (x). is
dit vrij gemakkelijk te geven.
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Op bl. 211—228 vindt men tal van voorbeelden van een ander type,
die alle berusten op dezelfde grondgedachte. Wij zullen daarom hier
daarvan slechts één voorbeeld weergeven.

Hieronder volgen een drietal daarbij benoodigde hulpstellingen.

§ 40. Wij beschouwen een reeks van continue functies u, (), die

[+
alle positief zijn in een interval a b.In een punt xin a b, waar E u, (x)

1
convergeert, stellen we

n

‘
Ii = A5
fim X u, (=I5 (x}
1

Divergeert de reeks in het beschouwde punt, dan stellen we ter
bekorting van onze redeneering

n
lim Mk, (x) =5 (x) =+ w.
N—op sy

1

We spreken daarbij af, dat het symbool + oo geacht zal worden ieder
getal in grootte te overtreffen. Dan geldt de volgende stelling :

I. In een punt x|, waar de reeks convergeert, is s (x) halfcontinu
neerwaarts, d.w.z. bij elk getal ¢ is een getal 5 >0 te vinden, zoodat
in x; — 7, x + 7 geldt

5(x) > s (x)) — e

Bewijs: Wij behoeven alleen punten x te beschouwen, waarin de
reeks convergeert. In andere punten geldt n.l. volgens afspraak zeker de
ongelijkheid s (x) > s (x;) — &. Wij kiezen een rangnummer n zoo hoog, dat

e it ) e T o | e ;

Daar alle termen positief zijn, is steeds

o (%) = ttps1 (%) + ttpi2 () ... >0,
dus

£

2'.

Tn (."C) — I'a (.\‘[) ,\) =S

Verder is de functie
So (%) =1y () (0) 4. .. + u, (x)
continu in xy. Er is dus een interval x; — 3, x; -, waarin

n (%) — s 20) > — .
Daar s(x) = s, (x) - r, (x), vindt men door optelling der betrokken
ongelijkheden
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s(x)—s(x) >—e
in x; —#, x; + 1 en de stelling is bewezen.
Men kan haar als volgt uitbreiden:

oo

a2
la. Is x, een punt, waar %, g, (x) divergeert, dan is er bij ieder van
P
1
te voren gekozen getal P een interval om x, te vinden, waarin s (x) > P.
Immers, er is vanwege de divergentie in x, een rangnummer n, zoo-
dat s, (xp) > 2 P. Nu is s, (x) continu in X, dus is er bij gegeven waarde

P een interval x; — 7, x, -+ te vinden, waarin
: Sn (%) — 54 (x) > — P.
In datzelfde interval geldt dan s, (x) > P en, daar steeds s (x) > s, (x),
is dus in x5—1, x, 4+ 7 ook
s(x) > P.

Ib. Tenslotte beschouwen wij nog het geval, dat in een punt x —=a
een of meer der functies u, (x) z.g.n. oneindig worden, d. w.z. er is een
interval om x=a te vinden, waarin u, (x) > P, uitgezonderd x — a.
(P willekeurig gekozen zijnde). Wij stellen dan

,(8)— - en sfa)—- o,

In het bedoelde interval gold u, (x) > P.

Indien S, u, (x) convergeert, is s, (x) > u, (x). Bij divergentie is

. s
1
s (x) =} . Eveneens als een of meer der termen - o zijn in het punt x.
Dus in hetzelfde interval geldt overal
s(x) > P.

Wij zullen straks een reeks van functies onderzoeken, waarbij al deze
mogelijkheden zich voordoen. (bl. 61). :

§ 41. Hulpstelling II: Is f(x) approximatief continu in x,, terwijl ¢ (1)
een functie is, gedefinieerd in een interval om y,—= f(x,) en continu in

ljo, dan is ook "

v (x) =9 [f(x)]
approximatief continu in x,.
Bewijs: Omdat ¢ (y) een continue functie is van y in y,, is bij elk
getal ¢ een § te vinden, zoodat
|2 () — @ o) | <&, voor |y —y,|<Co.
f(x) is approximatief continu in x;, dus de verzameling der punten wx,

waar |y —yo| <9, heeft in x; de dikte één. In ieder punt van deze
verzameling geldt echter

|2 () — @ o) | ey of |3 (%) —w(x)|<e.
De verzameling der punten x, waar de laatste ongelijkheid geldt, heeft

in x, dus ook de dikte één. Aangezien ¢ willekeurig gekozen was, volgt
hieruit de approximatieve continuiteit van v (x) in x,.
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§ 42. Hulpstelling lII: Indien de dikte van een puntverzameling E in
de intervallen x,—0, x,+0 tot één nadert, als & tot nul nadert. dan
volgt daaruit, dat E in x, de dikte één heeft.

Bewijs : Volgens onderstelling kunnen we, & willekeurig gekozen zijnde,
een getal 5 > 0 kiezen, zoo klein, dat in ieder interval x, — o, X+ 0 de

& . -
dikte van E grooter is dan 1 — —-, mits 0 <y,
;
— | — P
Xg— 7 Xo— @ Xo xyta Xy -+ a Xo 1+ 7
I

Zij nu i—=x; —a, x,-+d een interval, kleiner dan i/ Om X, overigens
willekeurig.

; . : X g :

Is a=a’, dan is de dikte van E in i grooter dan I = oF daar a <.

"Is a>d’, dan is de dikte van E in I =xy— a, xy - a grooter dan
E .

1—?, want ook nu is a <,

Hoe staat het nu met de dikte van E in i?
Hiertoe beschouwen we even de complementaire verzameling E’. Omdat

£
de dikte van E in [ grooter is dan 1_-5, is de maat van E’ in I min-

&
der dan _E.Zu;m. i is een deel van J, dus in i bedraagt de maat van

E’ ook minder dan . En de maat van i is grooter dan a. Dus E’ heeft
in i een dikte kleiner dan ¢; E een dikte grooter dan 1 — e,

't Geval a <Za’ is voor de behandeling gelijkwaardig met a > a’. Wij
zien dus, dat in ieder interval, kleiner dan 3 om X, de dikte van E
grooter is dan 1 — &,

Dus E heeft in x; de dikte één.

§ 43. Zij nu gegeven een interval a b en daarin een aftelbare, overal
dichte verzameling van punten a,, a,, ..., a,,..

Is verder u; +u,+ ...+ u, ... een convergente reeks van positieve
termen, dan beschouwen we in a b de functie

o S U
q (J.) — \ﬂ Gn (—1) — /\ T
| 1 l/ ‘ Xi— d,

. ¥k
die - o0 gesteld wordt in een punt x, waar de reeks §n e

]l_ir —
1 l/“ J X — da, |
divergeert of een term ervan oneindig wordt.
(=]

3
We zullen eerst aantoonen, dat N g (x) convergeert op een volle
e’
1
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dikte van ab, d. w.z. de punten x in a b, waar convergentie plaats heeft,
vormen een verzameling, waarvan de dikte in a b één is.
Hiertoe beschouwen we de verzameling der punten x, waar de onge-

lijkheid

¢

g.(x) > 2u,
geldt. Deze punten moeten voldoen aan
T R
Vi|x— a|
of
1
| X — an | < E'T :

: 2 : : 1
Bedoelde verzameling is dus een interval i, om a, met lengte e Dit

geldt voor iedere waarde van n. Daaruit volgt:

De verzameling E, der punten x, waar de betrekking g, (x) > 2 u, geldt
voor één of meer waarden van n, grooter dan het willekeurig gekozen
rangnummer p, bestaat uit de intervallen 7,:1. i,(2....; de maat van deze
verzameling E, in a b bedraagt dus hoogstens

it 1

T S e
In ieder punt van het complement E,” geldt
g, (x)=2u,, voor n >p.

‘ . . . .
Zn gn (x) convergeert dan, mits de eerste p termen eindig zijn, d. w. z.
1

x geen der punten a;, a,, ... is. Deze laatste vormen een verzameling

van de maat nul. We hebben dus aangetoond, dat Zg" (x) in ab
1

convergeert, behalve misschien op een verzameling, die hoogstens de dikte

2:_] heeft. Omdat hierin p willekeurig kan worden gekozen, volgt eruit,

dat 2 n gn (%) convergeert op een volle dikte van ab.
1

De verzameling van alle punten, waar convergentie plaats heeft, noemen
we in 't vervolg E'ﬁ De punten, waar E gn (x) divergeert, vormen een
- 1
verzameling van de maat nul, die niet leeg, zelfs een résiduei van ab is.
Het laatste zal in § 51, bl. 76 bewezen worden. Wij voegen er aan
toe de punten a;, a,,..., waar één der termen g, (x) oneindig wordt.
Op de zoo ontstane verzameling E’, het complement van E in a b,
is g (x) =+ c~.
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dEd4 8 g () = ;ﬁ“ is een meetbare functie, want de verzameling
V| x—ay |
der punten, waarin g (x) >« (een willekeurig getal), is een interval en

dus meetbaar.
. ﬂ .
Uit de meetbaarheid van g, (x) volgt die van >k gk (x) en daaruit
1
weer de meetbaarheid van

n

o=t 33 .

1

x).

o

. . . . j “
g (x) is approximatief continu in elk punt & waar de reeks Zn g. (x)
1

convergeert,

Bewijs :

Aangezien we hier te doen hebben met een reeks van positieve, con-
tinue functies, die ieder in één punt oneindig worden, weten we volgens
hulpstelling I, dat g (x) halfcontinu neerwaarts is in alle punten. waar
g (x) eindig is. Dus bij een bepaald punt & behoort een zekere omgeving.
waarin, ¢ willekeurig gekozen zijnde, g (x) >g(f)—e

Toonen we dus aan, dat de verzameling der punten x, die voldoen aan

g (x) <g(&)-+e
in & de dikte één heeft, dan zal daaruit volgen, dat hetzelfde geldt voor
de verzameling, waar [g(x) —g (&) | < ¢ m.a. w. g (x) is approximatief
continu in &,

Hiertoe trachten we g, (x) te vergelijken met g, (£), term van de con-
vergente reeks 2n Gn (£).

1
De verzameling der punten, waar

g,x)>2g (8,

of
i, 2 u,

R T e e )

Vilx—a,| ' [E—a,|
dus

- I E — dan
l X — a, ' <l __2” '

. . . ’ E — dp '
1s een interval a,, met midden a, en lengte -=——"L ;4 a1 met een

2n—l
interval j—=£—3, £+ 6 om & dan en alleen dan punten gemeen hebben, als

I“T%|

|§—a, | <é+-"—

3
o
2n
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Hieruit volgt [&— a, | < 26 en de lengte van een interval «,, dat met j

punten gemeen heeft, is dus kleiner dan % X 0.

J —

Uy,

[ —

I

a, E— 8 £ EL 3

De verzameling der punten, waar g, (x) > 2 g, (£), heeft in j dus een
dikte, kleiner dan '271_,.

En de dikte in j van de verzameling der punten x, waar voor één
of meer waarden van n, grooter dan zeker rangnummer p, de onge-
lifkheid g, (x) > 2 g, (£) geldt, is kleiner dan

1 1 1

Op een dikte, grooter dan 1 — 2%” geldt in j dus g, (x)=2g, (£) voor

iedere n > p.
Kiezen wij nu een getal # >0, overigens willekeurig. Er is een rang-
nummer N zoo hoog, dat

1 . 5 ¥ £
NT<E gy O Fgn, O+ ... =rn (< 7
£ is geen der punten a, a,,..., dus is

SN (x) = g; (x) ga(x) ...+ gn (x)
continu in & Waaruit volgt, dat er een getal 5 > 0 bestaat, zoodat
s
sn (x) — sw (&) < 5
Het door ons in 't voorgaande gebruikte getal o was willekeurig ; laten
we nu zorgen, datd <. Dan geldt op het geheele interval j —=& — 8, &£+ &

voor x in & —u, &4,

SN (X) — SN (5) <

(NI

1 !
En in §—4, £+ 6 geldt op een dikte, grooter dan 1 — 5N >1—
g, x)=2g (%, voor n > N,
dus

ry (x) < 2in (8) < o

2
Uit deze ongelijkheden volgt
sn (x) + v (x) — s (§) < &
' gx)<<snv()+e
of, omdat sy (§) < g (¢),
g (x) <g (&) +e

Dit geldt in ieder interval & — 8, £ 4 & op een dikte, grooter dan 1 — ¢’,
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mits 0 <'7. Daar & willekeurig is gekozen, volgt hieruit, dat de dikte
van de verzameling der punten, waar g (x) < g (£) + ¢, in de intervallen
§—9, £4-0 tot één nadert, als & tot nul nadert. Volgens hulpstelling
III is de dikte van die verzameling in & dan één.

g (x) is dus approximatief continu in alle punten van de verzameling E,
waar g (x) eindig is.

In een punt van de complementaire verzameling £’ voldoet g (x) aan
één der hulpstellingen Ia of Ib.

E heeft in a b de dikte één; E en E’ zijn in a b overal dicht.

§ 45. Uit g (x) leiden we een begrensde, meetbare functie af, die approxi-

matief continu is in elk punt van a b. Hiertoe stellen we

Gx)=e9®,
waarbij we aan G (x) op E’ de waarde nul toekennen. G (x) is begrensd
in a b, omdat g (x) er geen negatieve waarden aanneemt.

In elk punt van E is g (x) approximatief continu, e—¥ is een continue
functie van y. Dus volgens hulpstelling II is G (x) ook approximatief
continu in elk punt van E.

In een punt van E’ is G(x)—=0: is P een willekeurig gekozen getal,
dan bestaat er een omgeving van het beschouwde punt, waarin

g(x) > P, dus G (x) <e P
Want in zoo'n punt geldt voor g (x) hulpstelling Ia of 1b. G (x) is in elk
punt van E’ dus niet alleen approximatief continu, doch zelfs continu.

De in a b begrensde en meetbare functie G (x) is dus in elk punt van
a b approximatief continu. Volgens § 35 is G (x) dan overal in a b de
afgeleide functie van haar onbepaalde LEBESGUE-integraal.

Dit alles geldt evenzeer voor de functie

H (x) = e 9 cos g (x).
Doch de toevoeging van cos g (x) heeft het voordeel, dat H (x) in ieder
deelinterval «f van ab van teecken wisselt. Immers, omdat E en E’
overal dicht zijn in a b, neemt G (x) in « f zoowel de waarde nul aan,
als ook zekere positieve waarden. Stel b.v. G (x) neemt de waarde a > 0
aan in afi. Volgens een bekende eigenschap van een afgeleide functie,
neemt G (x) dan in af elke tusschen 0 en a gelegen waarde aan.

g (x), de reéele logarithme van G (x), neemt in « £ dus iedere waarde
aan, die kleiner is dan loga. Hieruit volgt, dat cos g(x) en dus ook H (x)
in af van teeken wisselt.

Evenals G (x) is H (x) begrensd, meetbaar in a b en approximatief continu
in elk punt van dit interval. De Lebesgue-integraal van H (x) levert ons
dus een in a b overal differentieerbare, multioscilleerende functie.

§ 46. Een eenvoudige en meer aanschouwelijke constructie van een
functie, die alle hierboven genoemde eigenschappen met G (x) gemeen
heeft, laten wij hier volgen.



66 Een polygoonconstructie

Fi(x) is de functie y— x op 01. Wij construeeren een oneindige rij
van functies F, (x), die alle grafisch door polygonen voorgesteld worden,
door als volgt over te gaan van F, (x) op F,11 (%), voor n=1: we
verdeelen 01 door de hoekpunten van F, (x) in segmenten, waarop F7, (x)
lineair is. In fig. 5 moge a b één van deze segmenten voorstellen: laten
We aannemen, dat F, (x) op dit segment voorgesteld wordt door een lijn
A B met richtingscoéfficiént m.

Fig. 5.

Om de grafische voorstelling van F,;; (x) op ab te verkrijgen, trekken
we door A, B en M (midden van A B) drie lijnen met richtingscosffi-

ciént m (l — nilk_l) en maken QM — MR, AP — % QR = TB. Aan

deze lijnen geven we verder een zoodanige lengte, dat
a) de segmenten ap, qr en tb samen een lengte hebben, kleiner dan

zi,; maal de lengte van het kleinste der segmenten, waarop F, (x)
lineair is.
b) de richtingscoéfficiént van PQ en RT gelijk m (1 -{—-2-6’”) is, waar

n+41
O S8}

Voor n =2 volgt trouwens b) uit a). De gebroken liin AP QR TR
stelt F,41 op a b voor. Wij duiden nu verder de hoekpunten van F, (x)
en de punten 0 en 1 aan door am ap, ... en voeren de aangegeven con-
structie uit voor elk der segmenten a al™'. Dan is F, 1 (x) gedefinieerd
voor 0 =x-=1. De optredende richtingscoéfficiénten zijn alle positief. Uit
de constructie volgt nog, dat alle punten a, ook deelpunten anip zijn, voor
p=1.

F (x) is niet overal differentieerbaar. In een hoekpunt a; bestaat alleen
een rechter- en linker afgeleide. Voor elke waarde x, die geen punt a,
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aangeeft, bestaat F, (x) wel. En F, (x) is dan een product van n fac-
toren, de eerste is één en daarop volgen n — 1 factoren van den vorm

1 4,
I—A_%_*IOFIJF“,W;C—LZ,.,H‘"]
Dus lim F, (x) bestaat en is positief of nul.
Stel lim F! (x) = (x).

n—ow

In een deelpunt a, definiceren we [f9) =18}

§ 47. Van de functie y (x), die zoo voor alle waarden van x in 01
gedefinieerd is, zullen we aantoonen :

I). v (x) is begrensd en meetbaar.

H). w (x) heeft in elk deelinterval « f van 01 nulpunten en neemt in
ieder van die intervallen positicve waarden aan.

). ¥ (x) is continu in ieder van haar nulpunten en approximatie
continu in elk ander punt in 01.

I). Volgens constructie is F, (x) in alle punten, waar ze bestaat, kleiner

dan
1 I
(1+27)(1+23)....

Daaruit volgt, dat voor 0 < x <3l

a,#(x)l‘z(l +-212)(1 +§13)....

y (x) is dus begrensd., Verder is F, (x) continu; beschouw nu in jeder
punt de rechterafgeleide

e
R, (x) = lim PR e
k'im c—
k

Deze rechter afgeleide R, (x) is de limiet van een rij van continue functies
en zelf dus een meetbare functie. Uit de gegeven voorschriften volgt,
dat steeds in 01

y (x) = h'm‘ R, (x).

Dus v (x) is ook meetbaar.

II). Uit de constructie leiden we af, dat de deelpunten a’ overal in 01
dicht liggen, dus hetzelfde geldt voor de nulpunten van y(x). In de
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L i e
2k+1 © AT

andere punten is F,’ (x) het product van factoren 1 +

en steeds positief.

In a, ai' is de dikte van de verzameling der punten, waar de factor
1 r
1 — S optreedt in F,.; (x), kleiner dan 51; Eveneens in 01, En de
m

verzameling der punten, waar voor een of andere k=n de factor

1 _k_% optreedt, heeft in 01 dus een dikte, kleiner dan
aF

1

1 1
on —I—W-{—.:

2n—-l'
Daaraan voegen we toe de aftelbare verzameling der deelpunten, die in

ieder interval de dikte nul heeft. In jeder punt, dat niet tot de zoo ont.
stane verzameling behoort, weten we zeker, dat lim F., () =w (x) > 0.

De verzameling dezer punten heeft in 01 dus een dikte, grooter dan

1
_-2n—1
vormen in 01 dus een verzameling van de dikte één. Deze punten liggen
dus zeker overal dicht in 0 1.

1 . Daarin is n willekeurig gekozen. Alle punten x, waar y (x) > 0,

III. Is 9 (x)=0, dan is x, of een punt a’, of een punt, waar
lim F, {x) =0

In beide gevallen is er een rangnummer n, te vinden, zoodat in een
zeker interval x,—0,, x;—0d, geldt F, (x) < ¢, voor n = n,. (afgezien van
de punten, waar [, (x) niet bestaat en v (x) =0 is).

Want is x; een deelpunt a,, dan bevatten de richtingscoéfficiénten van
de in x, aaneensluitende deelen van de polygoon, die F,,, (x) voorstelt,

1

vanaf de (n,-}-1)¢ factor uitsluitend factoren van den vorm 1— 73] (p=1).
Neemt p onbepaald toe, dan naderen dus deze beide richtingscoéfficiénten
tot nul. Daaruit volgt, dat het mogelijk is n, zoo te kiezen, dat F,, (x)

in x; een rechter- en een linkerafgeleide heeft, beide kleiner dan f),waar

: g +1
Voor de twee in x, aan elkaar grenzende intervallen an, ap, geldt dan,
VOOr n = ny,

F,: (:c)<F,:,(x)(1—}—ﬁlﬁ)(l—f—?}+z)_“<&

Voor de limietfunctie geldt in die intervallen

Y (x) — %
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Daar ¢ willekeurig was gekozen, is dus w (x) continu in ieder deelpunt.
Is x; geen deelpunt, terwijl toch v (x,) =lim F,(x,) =0, dan kiezen

we n, z00, dat
: e
Fy (x0) < D
Omdat F, (x) in een zeker interval om x; lineair is, geldt in dat interval

om X, ook F.,. (%) < . In datzelfde interval is dan

F. (x) < &, voor alle n = n,.

En y(x) =e. Ook nu is v (x) dus continu in x;.

Om de approximatieve continuiteit aan te toonen in een punt, waar
y (x) >0, hebben we de volgende, reeds vroeger gemaakte, opmerking
noodig :

De verzameling der punten, waar in F,; (x) de factor 1 — m optreedt,

heeft in an a,"' een dikte, kleiner dan —. Hoe is de regel voor een interval ,

2n
dat één of meer intervallen a’ ai™ bevat? Uit de constructievoorschriften
volgt, dat de maat van de verzameling der punten, waar de factor

1 s s : 1
= optreedt, in ieder interval a, a,'' kleiner is dan? maal de maat

3 . +1 . 5 b5 0ty s+
van het kleinste der intervallen a, a]"'. Daar i minstens één interval a, al’’

bevat, gebeurt hetzelfde in i op een verzameling, wier dikte in i kleiner

3
;s dan o Echter bevat i zeker intervallen a;:, ajjs, als p= 1. Dus ook

voor hoogere waarden van n geldt dezelfde regel. Hieruit volgt :
De verzameling der punten, waar, voor een of andere k = n, de factor

1 A : .
1 — ] optreedt, heeft in i een dikte, kleiner dan

3 3 3
Fa T paFl TS — e

Zij nu x; het beschouwde punt, dus  (x,) > 0. Wij kiezen een rang-
nummer n zoo hoog, dat

3 P P £
e 12 (dan is ook T<T§)’

CRIEEE

| F,, (x0) — v (x) I <4 —;— voor m == n.

en
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Hierin is ¢ weer een of ander van te voren gegeven getal. Voor het
in de tweede definitie der approximatieve continuiteit voorkomende getal
1 kiezen we nu het kleinste van de getallen

Sx +1 Sx,

dy = 'VD en JCD — by

Tes 3 3 5 2 : Sx, Sk +1
Zij i een interval, kleiner dan 7 om x,. i ligt binnen a, " a, "

i —

| — | ‘ ! [ —
i i i

5 - s+l fxy <kl
an . an] ”‘0 anl dap

Stel n, is het eerste rangnummer, waarvoor één of meer, volgens con-

structie hoogstens vier, punten a, binnen i vallen. Voor het verdere
verloop van 't bewijs onderscheiden we twee gevallen.

A). Er vallen twee of meer punten a, in i.
Sx Sy 1 . ' = . ) ) .
Het interval a," a,"; bevat i. Dus F,_; (x) is constant in i. Hieruit
volgt, dat de waarden (') van F, (x) in i voorgesteld worden door
producten van n,; factoren, waarvan alleen de laatste verschillende waarden

kan aannemen n.l.

l—i- en lvk%.

g
‘ 231 ; . DD
De waarden van £, (x)in i verschillen dus minder dan het bedrag T + e
I
ny > n, dus volgt uit de aan n opgelegde voorwaarden
' / R DR (el
| Fa, () — B, (x0) | < §+E<g in i,

! . - +1 i :
Verder is, omdat i een interval a, a, bevat, in i op een dikte
b 1 1 ?
grooter dan

de betrekking
[ () — Fi () | = () —

(¥ =F,, (x) X
6., 8, ,
e (1 +§ﬁ) (1 +2nlj‘2) o

geldig. Dus, weer omdat n, > n,

E

| (x)—F,;, (x) | < F,:, (x) X (1 -I*gp““ 1)<%~
En tenslotte

| By (ot0) — v () | < 5

() Enkele deelpunten, waar F;I (x) niet bestaat, laten we buiten beschouwing. Dit is bij
het bewijzen van de approximatieve continuiteit van U (x) geoorloofd; immers de ver-
zameling der deelpunten heeft in elk interval de dikte nul.
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Uit deze ongelijkheden volgt door combinatie |y (x) — y () | <& in i
op een dikte grooter dan 1 —«.

B). Er valt slechts één punt a, in i. Evenals in geval A) wordt F',,l(x)
in i voorgesteld door een product, waarvan alleen de n¢ factor ver-

schillende waarden

1
== & g =
m 2m
kan aannemen. Zij n; >n; het eerste rangnummer, waarvoor minstens

twee punten a, binnen i vallen. Uit de constructievoorschriften volgt,

dat ;'( ) in i constant is: de factoren met rangnummer n; -+ 1, n; 4+ 2,
Al
1
i3 pire: , n; — 1 zijn alle van den vorm 1 — T

Fu, (x) is in i dus een product van n, factoren, waarvan er n, — 2
gelijk zijn, terwijl de n¢ factor

2 1 . .,
Of 1 — n—l, Of 1 ﬁ
en de nf factor
! 1 ey
of 1 ““rTz, OE 1 ‘]l" 2;‘_ 18.

Woaaruit, aangezien n, > n; > n, volgt

, : | )
S P e 0 (i 10 10
B ) = Fo s | <Pt b (<5
i bevat een interval a;, a,', dus geldt in i op dikte, grooter dan

[ (%) = Foy (] < 5.

Deze ongelijkheden samenvattend met

’

| (%) — Fn, (%) | < 5,

vindt men
[y (x) —w(x)|< e in i op dikte, grooter dan 1 — & w (x) is dus appro-
ximatief continu voor elke waarde x in 0 1.

§ 48. De functie
P (x) = vy (x) sin ﬁ, voor 1 (x) >0

¢ (x) =0 , voor y (x) =0.

is begrensd en meetbaar in 0 I, approximatief continu in elk punt van
01 en wisselt in elk deelinterval van 01 van teeken (vgl. § 45). Zij is
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dus de afgeleide functie van een in 01 overal differentieerbare, multi-
oscilleerende functie.

§ 49. De vraag rijst, of het niet mogelijk is, een polygoonconstructie
te vinden, waardoor men direct tot een functie geraakt, die de drie op
bl. 67 genoemde eigenschappen bezit en bovendien in elk deelinterval
van 01 van teeken wisselt.

Het antwoord moet bevestigend luiden. Om dit in te zien, kunnen we
een constructie gebruiken, die veel gemeen heeft met die, welke KOPCKE
gebruikte in zijn eerste beschouwing over overal differentieerbare, multi-
oscilleerende functies en die hem niet tot zijn doel voerde ().

Als eerste van een oneindige rij van functies, die grafisch alle door
polygonen voorgesteld worden, kiezen we weer de functie = x voor
0 —x—=1. Deze functie noemen we F; (x). De rij is verder gedefinieerd
door het volgende voorschrift voor den overgang van F, (x) op Fop1 (x)
voor n= 1:

Op elk segment A'B (vgl. fig. 4, bl. 34), waar F, (x) lineair is, kiezen
we twee punten A’ en B’, z66 dat AA’— B’B, terwijl AA’ - B’B
minder bedraagt dan 2—],1 maal de lengte van het kleinste der segmenten,
waarop £ (x) lineair is. Op A’B’ construeeren we een polygoon volgens
de in § 25 gegeven voorschriften. Hieraan voegen we nu echter niet
AA" en B'B toe, maar we trekken door A een lijn met richtingscoéfi-

| 1
ciént —IH en verlengen de lijn met richtingscoéfficiént +2_n' door A’,

tot ze de lijn door A snijdt. Analoge constructie voeren we uit op B'B.
Zoo ontstaat op AB een polygoon; de richtingscoéfficiénten der opeen-
volgende zijden zijn

1,1 12 21 241 e
I G P R R TR e e 0
2 1 | 1
211’ 2"3_1_ 2nl e

Deze polygoon stelt op AB een functie (AB), voor. Duiden we nu verder
de deelsegmenten van 01, waarop F,(x) lineair is, weer aan door
1 s+1 . . .
a, a,  en construeeren we op ieder van die segmenten de functie

D; >< (a:t a:-l-])n-'ﬂ 3

waar D; de afgeleide van F, (x) inaj a," voorstelt, dan ontstaat een op
01 gedefinieerde functie f,;;(x) en het verband tusschen F, (x) en F,,, (x)
zal zijn

F. (31-‘) =i (x) - frl+! (x)

F:1(x) wordt weer door een polygoon voorgesteld en F,,; (x) wordt,

() Math. Annalen 29, 1887, bl. 123.
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overal waar ze bestaat, uit F, (x) verkregen door vermenigvuldiging met
één der factoren

I I 1 2 E I 1
14 | = ﬁ, 1_5'4_19"'!_1[_2"4.17 +2u+l’ __2""“'

5 2n+1?

1
n-+1’
F, (x) is dus voor elke x, die geen punt a, aangeeft, het product van n
factoren 1 4 fi: de eerste is één en voor de (n — 1) overige heeft f;
één der vormen

1 1 1 2 26+1—2 k] QkHL
TR TR T g T gmi o g gk
TG0 | ) S e |

In elk punt x, dat voor geen enkele waarde van n deelpunt is, bestaat dus
lim F, (x) =y (x).

Een deelpunt aj is steeds ook een deelpunt anip (p=1). In een deelpunt
definieeren we

p () =0,

Zoo is y (x) voor elke x op 01 gedefinieerd.

§ 50. 1w (x) is begrensd in 01, want uit het bovenstaande volgt

W(x)lz(l+%)(1+2—15)..:p.

y (x) is meetbaar: het bewijs hiervan gaat als op bl. 67.

y (x) is continu in ieder van haar nulpunten: ook dit bewijst men op
dezelfde manier als in de vorige constructie. Deze nulpunten liggen weer
overal dicht in 0 1.

Wij gaan nu bewijzen, dat w(x) in ieder deelinterval van 01 van
teeken wisselt. Uit de grafische voorstelling van (AB), valt af te leiden,

dat de verzameling der punten, waar in o (x) als (n - 1)° factor een getal

X n
1 —}— Pn < 1 iy 211 1
optreedt, in ieder interval a, a)"' een dikte heeft, kleiner dan é"—l_l. 't Zelfde

. f ' ’ s+1
geldt voor ieder interval a’ al. Daar een interval a) ai™' steeds ook een
interval anit aqix is, geldt de volgende regel :
De punten, waar voor een of andere k =- n

v k
ﬁl«<“—Fr_—1

F ¥ , . s+1 ¥ .
vormen een verzameling, wier dikte in aj a)"' kleiner is dan

| | 1 1
it Towm T =5
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1 s
Op een dikte, grooter dan 1 — = is in a, a ' dus

D= F (X [ [ (4 ) met r=—2

Op diezelfde dikte in a} a,” is dus p (x) 7 0 en het teeken van W (x)

hetzelfde als dat van F, (x).

Nu volgt uit de constructie, dat er, a § een willekeurig deelinterval

+]
van 0Ol zijnde, een waarde van n is, zoodat a § zoowel een interval a, aj,

bevat, waarin F, (x) >0 als een interval a’ a’ ! waarin F, (x) < 0. Ult
het voorgaande volgt dan, dat v (x) in het eerste interval op positieve
dikte positief en in het tweede op positieve dikte negatief is. y (x) wisselt
dus zeker in elk deelinterval van 01 van teeken.

Is i een interval, dat één of meer intervallen a; a;”' bevat, dan geldt

van i hetgeen boven bewezen werd omtrent een interval a” al, mits wij

1—_ vervangen door 1—_, dus in 7 is de dikte van de verzameling der
211 1 g 2n 2 g
x 1 :
punten x, waar ff, < — %, i Tt En op een dikte, grooter
1 :
dan 1 _——F, is in 1

y (x) [I (1+ fi) met fi = 2!51!

Zij nu x, een punt, zoodat iy (x,) # 0. Zal y(x) aan alle gestelde
eischen voldoen, dan moefen we nog bewijzen, dat v \x) in x, appro-
matief continu is. Kiezen wij daartoe een getal ¢, kleiner dan 1, overigens
willekeurig. Bepalen we daarna een rangnummer n =4 z66 dat

n i . & 3 g’
2771 S18p' 3272

1 —+1 £
| s (1+ )( +2n+-1)...>(1m§%ﬁ)(1~’;m)..‘>1—§ﬁ,

terwijl verder

B 1< 13p

Dit laatste is mogelijk, omdat lim F,, (x5) = v (x,) # 0. x, ligt in een

m=—oce

en

| Fl (x¢5) — (x(,‘)\<-g als m= n.

bepaald interval a™ a*»'' van de n® verdeeling. Zij 5 het kleinste der

getallen a:"'°+' — xp en x,—a, . Geldt nu de ongelijkheid

|y () — (o) | T e
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in ieder interval, kleiner dan 5 om x,, op dikte grooter dan 1 —e&, dan
zal daarmee aangetoond zijn, dat vy (x) approximatief continu is in xy.

a ' / i . v 5 S 54 +1
Is i zoo'n interval, kleiner dan 7 om x;, dan ligt i binnen as at

Zij n; het eerste rangnummer, waarvoor één of meer punten a, in i
vallen.

A) Twee of meer punten a;, in i,

F,, (x) wordt in i voorgesteld door een product van n; factoren,

waarvan alleen de laatste d.i. 1 -+ ;- verschillende waarden kan aan-
nemen, waarbij

] ot St o K]
om = ﬂ"ﬁ_l e 2

Volgens een soortgelijke methode, als die, welke we volgden in § 37
onder a en b, bewijst men in verband met de aan n opgelegde condities,
:

1+

dat in i op een dikte, grooter dan 1—:1. geldt
SE
l ﬂ"r_l ‘< gp'
Deze ongelijkheid is het analogon van de in § 37 beschouwde ongelijkheid
S, (z:'l' £ ’ - B I,
J g St =8 9). Op een dikte, grooter dan I . geldt in i dus ook

| Fo () — Fo () | =1 Fomt (20 XU frca) — (1 i) | <P X555

| Fay (2 — Frofxo) | < 5

AR T E s+1 . > .
Omdat i één of meer intervallen aj a)'' bevat, is verder in i op een

dikte, grooter dan 1 — 2"%* 8] —%:
o k .
ﬁk —— ?Ziﬂ vOoor k:.r- my,

dus
| Fnl) —w (x| = Fry (1) X | 1 — (1 4 65) (1 +ﬂ:}+1)...l<P><3—EI3

| Fr (o) — ()| < %
Tenslotte volgt uit de aan n opgelegde voorwaarden nog
' £
| P (o)) | <

Combineerend vindt men

() —y (x) | < e in i op een dikte, grooter dan 1 — &,

B) Slechts één punt a;, in i
Is n; het laagste rangnummer, waarvoor minstens twee punten a:, in
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1 (x)

ny (x)

i liggen, dan is in { constant, om dezelfde reden als op bl. 71.

F,, (x) kan in i dus met F,, (x,) alleen verschillen in de factoren met

£
rangnummers n; en n,. Op dikte, grooter dan 1 — 1 geldt echter weer

D= 1| < . Evenzoo is op dikte, grooter dan 1 — % inti 1B e — P

Op dikte, grooter dan I—? geldt in ¢ dus

| Fau () = Fa, (x0) | < PXI (14 Brm) (14 Brmt) — (1 + i) (14 B )
- £ 2 ¢ £
| Fol) = Fu e | <P(4 g5t g1 ) < 5-

Omdat i een interval a; a. bevat, geldt in i op dikte, grooter dan

2713-—3 > 1

2
| Fr (@) —w () | <5

Verder in aanmerking nemend, dat
i E
| £y (o) = (x0) | <&

vindt men, dat in i op dikte, grooter dan 1 — ¢, geldt,
[ () — v (o) | <.
i (x) is dus approximatief continu voor elke x in 0 1.

SLOTOPMERKINGEN.

§ 51. In § 43 is reeds aangekondigd het bewijs, dat er punten bestaan

—
waar alle termen van Sn gn (x) eindig zijn, terwijl toch deze reeks er
A

|
divergeert. Wij leveren nu dit bewijs:

Beschouwen we de verzameling der punten x, waar g, (x) grooter is
dan één.
Dan moet
i,

- 2713
V0x—an|
of
|x— a, | < u,.

Deze verzameling bestaat dus uit één interval met lengte 2 u,.

De verzameling E, der punten x, waar, voor een of ander rangnummer
n >p, de bovenstaande ongelijkheid geldt, is dus, aangezien de punten
a,41, dp42,-.. overal dicht liggen in a b, een in a b overal dichte inter-
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valverzameling. Zoo zijn er aftelbaar veel verzamelingen B Z 1]
R de doorsnee.

R:E;Ez..-

Omdat E, een in a b overal dichte intervalverzameling is, is het com-
plement E, nergens dichtin a b. Dus de complementaire verzameling van R

RE— (B = F IR =i

is de vereeniging van aftelbaar veel verzamelingen E;, E, S rdie
nergens dicht zijn in a b. R is dus een residuel van a b.
De punten a,, a,,... vormen een ensemble gerbé G van ab. G’ is

een residuel, ook R, =R G, volgens stelling V uit de inleiding.
In een punt r van R, zijn alle termen g, (r) eindig. Omdat r tot R en
dus tot ieder der verzamelingen E, , E,, ... behoort, geldt de ongelijkheid

Un

2511

Vilr—a, |

voor waarden van n, die iedere grens overschrijden. In elk punt van R,

divergeert dus L gn (x). Alle punten, waar E g, (x) uitsluitend ein-
1 1
dige termen heeft en divergeert, vormen dus ook een residuel van a b.
(Inleiding, stelling III).
Wij hadden dit ook kunnen afleiden met behulp van een theorema,
door R. BAIRE gegeven op bl. 83 van zijn Lecons sur les fonctions dis-
continues: Onze functie G (x) is in a b een afgeleide functie, stel van

L (x). Dan is
L (x+ %)- L (x)
G (x) = Lim

n=eo

de limiet van een rij van continue functies. Volgens bedoeld theorema
is de limietfunctie van een rij van continue functies punctueel discontinu
in het beschouwde interval, d.w.z. de continuiteitspunten van de limiet-
functie vormen een in dat interval overal dichte verzameling. En uit
hetgeen BAIRE op bl. 78 behandelt volgt, dat de continuiteitspunten van
een in a b punctueel discontinue functie een residuel van a b vormen.
Dit geldt dus ook voor de functie G (x). Nu liggen de punten a, , a,, . . .
in a b overal dicht, dus de nulpunten van G (x) eveneens. Alle continui-
teitspunten van G (x) zijn dus punten, waar G (x) = 0, d.w.z, g (x) = -+ oo,

Deze punten, waar g(x) = -+ oo, vormen dus een residuel van a b, Hieruit
volgt dan verder, evenals boven, dat de punten x, waar alle termen
gn (x) eindig zijn, doch g (x) = -} o0, een residuel van a b vormen.

De verzameling der nulpunten van de vroeger ingevoerde functie
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H (x) =e " cos g (x) bevat dit residuel en is zelf dus ook een residuel
van a b.

Dit is een eigenschap van de afgeleide van elke in a b multioscillee-
rende en overal differentieerbare functie f(x). Immers, volgens Eigen-
schap V, bl. 27, vormen de punten y, waar f(x) geen der vier monotonieén
bezit, een residuel van a b. En in zoo'n punt is de afgeleide, indien zij
bestaat, nul.




STELLINGEN.

Op bl. 36 is aangenomen, dat men bij den overgang van F, (x) op
Fo .1 (x) met een eindig aantal punten a te doen heeft. De juistheid van

deze onderstelling is uit de gegeven constructievoorschriften af te leiden.
II.

Met behulp van Eigenschap V, bl. 27, kan bewezen worden, dat voor
de functie van WEIERSTRASZ het volgende geldt:
De punten x in ab met de eigenschap, dat er een rij van monotoon

tot nul naderende getallen h, bestaat, z66, dat

A een willekeurig van te voren gegeven getal zijnde, vormen een residuel

van ab.

I11.

Aanvaarden wij de definitie van ZORETTI voor de limiet I, van een
oneindig aantal puntverzamelingen F (), wanneer « tot {# nadert, dan
geldt de volgende stelling:

Zijn alle verzamelingen E (a) meetbaar en maken ze alle deel uit van
¢én begrensde puntverzameling G, terwijl de maat van L nul is, dan
is ook

lim p E (a) = 0.

=)
“=[3

L. ZORETTI, Lecons sur le prolongement analytique, bl. 25.

IV.

De beide voorgaande stellingen zijn voor uitbreiding vatbaar.
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V.

Laat men in stelling III de aanname, dat G begrensd is, weg, dan is

ze onjuist.

VI

De verschillende definities van het abstracte begrip ,,groep” volgens
WEBER, DE SEGUIER en BAUMGARTNER zijn met elkaar in overeen-

stemming.

H. WEBER, Lehrbuch der Algebra, Band 2, bl. 3 en 4,
J. A. DE SEGUIER, Eléments de la théorie des groupes abstraits, bl. 6.
L. BAUMGARTNER, Gruppentheorie, bl. 21.

VIIL.

NETTO's definitie is voor 't geval van oneindig veel elementen met elk

van de bovengenoemde definities in strijd.

E. NETTO, Gruppen- und Substitutionentheorie, bl. 1.

VIILI.

De invoering van de uitdrukking ,meetkundige plaats” is voor de

meetkunde van weinig beteekenis en geeft soms aanleiding tot onjuist-
heden.

Zie o.a. P. MOLENBROEK, Leerboek der Stereometrie, 6e dr., Hoofdst. VI.

IX.
Bij de afleiding in § 183, bl. 161, van J. H. JEANS ,, The Mathematical

Theory of Electricity and Magnetism” (4e druk) wordt stilzwijgend aan-
genomen, dat alle ladingen zich binnen een begrensd oppervlak bevinden,

X.

De uitspraak van ]. BERTRAND aan het slot van § 142, bl. 175 van

zijn ,,Calcul des probabilités” is te veroordeelen.



STELLINGEN. 11
XL

De waarnemingen van E. W. HUBBLE doen het vertrouwen in de

juistheid van SHAPLEY's afstandsbepalingen voor de bolvormige sterre-
hoopen toenemen.

Contributions from the Mount Wilson Observatory, N0. 304, 1925 en N0, 310, 1926.

XII.

De vraag, of de spiraalnevels al of niet als alzonderlijke melkweg-
stelsels moeten worden beschouwd, is met behulp van de thans ter

beschikking staande gegevens niet te beantwoorden.
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