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I N L E I D I N G .  

1. In deel 14 van het American Journal of Mathematics behandelt 
H. B. NEWSON de doorsnijding van eene drieassige ellipsoïde door 
een vlakkenbundel: hij stelt de as van den bundel evenwijdig 
aan de kleinste as der ellipsoïde en geeft de vergelijkingen van 
de meetkundige plaats van de brandpunten der doorsneden en 
van de doorsnede van den cylinder van richtlijnen met het symme-
trievlak. 

Terwijl genoemde schrijver alleen de brandpunten beschouwt, 
die in het symmetrievlak zijn gelegen, en de daarbij behoorende 
richtlijnen, scheen het mij niet geheel van belang ontbloot na te 
gaan; in de eerste plaats welke vormen de bedoelde meetkundige 
plaatsen aanbieden, als de as van den vlakkenbundel evenwijdig is 
aan eene willekeurige der drie assen van de ellipsoïde, in de 
tweede plaats wat de meetkundige plaats is van de brandpunten, 
die niet in het symmetrievlak liggen, en de bij deze behoorende 
richtlijnen. 

Ik heb daarbii den voorrang gegeven aan eene analytische 
behandeling, omdat deze gemakkelijker dan eene meetkundige de 
onderscheiding tusschen de verschillende gevallen mogelijk maakt 
en zekerheid geeft omtrent den aard van voorkomende bijzondere 
punten. Wat meetkundig van de zaak is te zeggen, is in de 
tweede afdeeling tezamen gevat. 

Voor we overgaan tot het afleiden der verschillende vergelij­
kingen, laat zich een en ander opmerken over de al of niet be-
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staanbaarheid van verschillende punten en lijnen. De vlakken 
uit den bundel snijden de ellipsoïde hetzij volgens eene bestaan­
bare, hetzij volgens eene onbestaanbare ellips. Zijn de halve assen 
van eene onbestaanbare ellips ai en bi en is a grooter dan ö, 
dan noem ik bi de halve groote, ai de halve kleine as van deze 
ellips: deze namen richten zich dan naar de waarde van het 
vierkant der assen. Dan zijn tevens, zoowel bij eene bestaanbare 
als by eene onbestaanbare ellips, de brandpunten op de groote 
as bestaanbaar, die op de kleine as onbestaanbaar. 

Elk vlak uit den bundel bevat dus twee bestaanbare en twee 
onbestaanbare brandpunten en richtlijnen ; zijn de brandpunten 
in het symmetrievlak bestaanbaar, dan zijn die er buiten onbe­
staanbaar en omgekeerd; de brandpunten in het symmetrievlak 
en de daarbij beboerende richtlijnen zijn voor eene doorsnede be­
staanbaar, wanneer deze haar groote as in het symmetrievlak heeft. 

Wanneer nu de as van den vlakkenbundel evenwijdig is aan 
de kleinste as der ellipsoïde, hebben alle bestaanbare doorsneden 
haar groote as in het symmetrievlak; dus deze geven bestaan­
bare brandpunten in dat vlak en de meetkundige plaats dezer brand­
punten ligt geheel binnen de hoofddoorsnede der ellipsoïde. Is de 
as van den vlakkenbundel evenwijdig aan de grootste as der 
ellipsoïde, dan hebben de bestaanbare doorsneden alle haar kleine 
as in het symmetrievlak en liggen dus alle bestaanbare brand­
punten in het symmetrievlak buiten de hoofddoorsnede. Is einde­
lijk . de as van den vlakkenbundel evenwijdig aan de middelbare 
as der ellipsoïde, dan hangt het af van de ligging der cirkel-
doorsneden, welk van beide voorgaande gevallen zich voordoet: 
wanneer er hier onder de bestaanbare doorsneden een cirkel voor­
komt, zullen er zoowel binnen als buiten de hoofddoorsnede 
bestaanbare brandpunten in het symmetrievlak liggen. 

Wat betreft de keuze van het assenstelsel, heb ik de as van 
den vlakkenbundel als Z-as aangenomen, het XY-vlak door het 
middelpunt der ellipsoïde, en de XZ- en YZ-vlakken evenwijdig 
aan twee der symmetrievlakken van de ellipsoïde. Wanneer 
we dan de poolvergelijkingen van de meetkundige plaatsen 
opmaken, krijgen we op denzelfden voerstraal de brandpunten 
en richtlijnen, die bij ééne doorsnede behooren, hetgeen niet het 
geval is, wanneer we met NEWSON het middelpunt der ellipsoïde 
als oorsprong van coördinaten nemen. Dit was vooral van belang 
voor de constructie van verschillende vormen der krommen: 
deze is voor verschillende gevallen uitgevoerd met aanneming van 
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bepaalde getalwaarden voor de constanten, die in de vergelijkingen 
voorkomen. Deze getalwaarden zijn bij de verschillende figuren 
vermeld. 

We zullen ons nu in de eerste afdeeling met de analytische 
behandeling bezig houden, en wel vooreerst met de brandpunten 
in het symmetrievlak en de richtlijnen loodrecht daarop, daarna 
met de brandpunten buiten het symmetrievlak en de richtlijnen 
daaraan evenwijdig. Telkens zullen we de as van den bundel 
eerst evenwijdig onderstellen aan de kleinste as der ellipsoïde, 
daarna aan de grootste en ten slotte aan de middelbare. 



EERSTE AFDEELTNG. 

HOOFDSTUK I. 

2. De in het symmetrievlak gelegen brandpunten vormen eene 
vlakke kromme, de daarbij behoorende richtlijnen een rechten 
cylinder: van de eerste zullen we de vergelijking afleiden, van 
den tweeden zullen we bepalen de vergelijking van de richtlijn, 
in het XY-vlak gelegen. De halve assen der ellipsoïde zullen we 
noemen a, b, c waarbij a >6 > c is; de coördinaten van het 
middelpunt noemen we p, q, 0. 

Is nu de as van den bundel evenwijdig aan de kleinste as der 
ellipsoïde, dan nemen we het XZ-vlak evenwijdig aan de grootste 
as, het YZ-vlak evenwijdig aan de middelbare as. De vergelijking 
van de ellipsoïde wordt dan 

{x - p)* |  (// - qf z* 

a l  b* ' c2 

die van den vlakkenbundel 
v y = 

Fig. 1. 

Substitueeren 
we dit laatste 
in de vergelij­
kingvan deXY-
doorsnede der 
ellipsoïde, dan 
vinden we ter 
bepaling van de 
abscissen dei-
punten B en C 
(zie fig. 1) de 
vergelijking 

~ x O 

(x — p)* , (\x - q)* _ 

a* b* 
of na rangschikking naar x 
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X 2 \ X 2  _  2 )  P + Xq (x  4- ^ - r/ii -1 = 0 

irt2 ' ft2i I a2 ' b*)' ' a2 62 

De halve som van de wortels dezer vergelijking is de abseis 
van het middelpunt A van de doorsnede; deze is dus 

P _ X(I 
a2 ft2 pl>* -{- Arya2 

~ Ü = a 2 -i-TS/Ta" ' 1 A2 ft2 + Asrt2 

/Ï ft2 

Daarbij behoort 

pb* + X'ju-
i/ . = ̂  , ^ , Xv • 

De vergelijking van de meetkundige plaats dei- middelpunten 
der doorsneden vinden we door de eliminatie van A uit 

en 

x 

V = A.r 

pb2 + A ga 2 

= '^TA2»2 " 

Dit geeft 
b '^x* - - «2/y2 = pb2x -j- */« 7/, 

dus de vergelijking van eene kegelsnede. Bij onderzoek blijkt 
dadelijk, dat het eene ellips is, gaande door den oorsprong en 
door het middelpunt der ellipsoïde: liet middelpunt ligt op het 
midden der lijn OM en de assen zijn evenwijdig aan die der hoofd-
doorsnede: eindelijk is ze gelijkvormig met deze laatste. Deze 
uitkomst hadden we ook kunnen afleiden door op te merken, 
dat we de meetkundige plaats van A verkrijgen door deze vraag 
op te lossen: Door O worden lijnen getrokken, die de hootddoor-
snede der ellipsoïde snijden: wat is de meetkundige plaats van 
de middens der koorden? Beschouwen we dan de ellips als de 
projectie van een cirkel, dan is de gezochte meetkundige plaats 
evenzeer de projectie van een cirkel, dus eene ellips gaande door 
O en M en gelijkvormig en gelijkstandig met de hoofddoorsnede. 

Het middelpunt dezer meetkundige plaats heeft dus tot coördi­
naten ip en lq; reduceeren we de vergelijking op assen door dat 
punt en evenwijdig aan onze assen, dan krijgen we 

b2x2 -f- a2y2 — \(b'p'2 + ci-q2). 

De halve assen van deze meetkundige plaats zijn dus 
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V V b2p2a' iq i  

~~2b 1 1 2a 

Het halve verschil van de wortels der vergelijking op blz. 5 
bovenaan geeft ons de projectie op de X-as van de halve groote 
as van de ellips van doorsnede, dus de lengte van DE. 

Deze wordt dus 

TW + p2b2 + q2a2 -a2b2) 
K I \ 6 « + W '  Ï ï + W — i '  

of na eenige herleiding 

DE = MXTFI A2a2 - - A )̂2!-O" + A a 

Daar AB = DE sec. a is, wordt 

AB = h.2 a\ 2 2 ^(rTA2)|62 + A2a2 - (3 - \p)a\-
b' + A-Cf 

Dit is dus de halve groote as van de ellips van doorsnede. Om de 
kleine te vinden, substitueeren we de coördinaten van A in de 
vergelijking van de ellipsoïde en lossen z op. 

Na herleiding verkrijgen we 

ö2+A2a2- ( 4 _ A p ) 2  

— ' I b2 + \2a2 

Dit is dus de halve kleine as van de doorsnede en de lineaire 
excentriciteit wordt 

I [(ö2 0 
A2ft2}2 C1 + A2)^2 + A2«2 - (9 - W -

- TJTTTl \b2 + \2a2-{q - Xp)2\ \ 
b'+X-a- J 

of na herleiding 

V )b* + \*as - (q - Xp)*l} a2Ö2(1 + A2) - c2(ö8 + AV){ 
b2 + A2«-

3. De beide brandpunten vallensamen, als een der factoren van 
den teller nul wordt. De tweede factor laat zich in den vorm 
(a2 — c2)b2 + (b2 — c2) A2a2 schrijven, waaruit blijkt dat deze altijd 
positief is. Stellen we den eersten factor nul, dan vinden we 
de betrekking 
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X2a2 + 62 - (? - Ap)2 = 0, 

waaruit volgt 

^ — 2)q ± Vp-b2 q2a2 ~a2b2 

1.2 

Trekken we uit O raaklijnen aan de hoofddoorsnede, dan ver­
krijgen we ter bepaling van de richtingscoëfficiënten de voor­
waarde, dat de beide snijpunten met de ellips samenvallen, dus 
dat. AB nul is. Dit geeft de voorwaardevergelijking 

A^a8 + — (<7 — Ap)2 = 0, 

dus dezelfde vergelijking, die wezooev en vonden; dus A13 zijn de 

richtingscoëfficiënten van de raaklijnen, uit O aan de hoofddoor­
snede getrokken. Daarin vallen dus de brandpunten samen, 
waaruit volgt dat, zooals te voorzien was, de meetkundige 
plaats der brandpunten in de raakpunten dier lijnen de hoofddoor­
snede aanraakt. 

4. De vergelijking van de meetkundige plaats der brandpunten 
vinden we het gemakkelijkst door deze eerst op te maken in 
poolcoördinaten; dan heeft men 

o = OA ± de excentriciteit. 

We vonden boven 

pb2 + Xqa2 

A ö2 + A2rt2 

of, als we den hoek a invoeren, 

pö2 + qa2 tg or 

'A fe2 + o2 tg2 a ' 

waaruit volgt 

OA - Pb* + ̂ tgg ^ 
b2 + f2 tg2« cos«' 

Voeren we in de bovengevonden waarde van de excentriciteit 
ook den hoek a in, dan krijgen we voor de vergelijking in pool­
coördinaten 

pb2 + qa2 tg« 

(7)2-}-('2 tg2«icos« 

-f a2tg2a —(q —ptga)2{ }a2è2 — c2cos2a(62 + a2tg2a)j 

(b2 + a2 tg^rt) cos«. 
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of na verdrijving van liet wortelteeken, 

(b2cosï« + c^shiVf) o2 — 2(/}62cos« + ga2sina)o + 
+ c2 (b2—q'-} cos2« + 22)qcas\nu cos a + c2 {a^—p*) sin2« + 

+ p2b2 + g3a2 - a2ö2 = 0. 

Brengen we de gevonden vergelijking over in rechthoekige 
x 

coördinaten door te stellen o2 = x- -j- y*, cos n — ~ en 
Vx' + y* 

y 
sin « = . - — , dan krijgen we na herleiding en rangschikking 

Ka;2-f?/2 

naar ij de vergelijking 

a' iy*—2qa2y3 + )(«2 + b2)x2 —2pb2x + q2a2—{b2—c') {a i—p2)[ y'1 — 
— )2qa2x'—2pqc2x\y + bsx i—2pb2x9 + ]p2b2 — 

— («2—ca) (b2- q2)( x!  = 0 

als de vergelijking van de meetkundige plaats der brandpunten. 
In deze vergelijking ontbreken de termen van den nulden en 

eersten graad; dus is de oorsprong dubbelpunt. De richtings­
coëfficiënten van de dubbelpuntsraaklijnen worden gevonden uit 
de vergelijking 

lil , 2pqc2 y i  p1b--(d1-c1)(b--(f ) _ 

\.T J "" (fa1—(bi1—<?) (a1 —pa) x qhi2—(b'—c') (A2 —p1) 

waaruit volgt 

y _—pqc i±V-(p1b'1-\-q1d1-d1b2)\p2b2-srq1d--a2b'1- lr(?(cr-[-b' l-c i-pL-q1)\ 

x q^d1 — [b1—c1) (a2 —p1) 

De richtingscoëfficiënten van de lijnen, die de hoeken tusschen 
de dubbelpuntsraaklijnen raiddendoordeelen, zijn 

—p2 + (j2 -j- a2—b2 t: V{p2 -j- q2 + a2—b)2—ip2 (a2—b2) 

2pq 

Bij onderzoek blijken dit ook te zijn de richtingscoëfficiënten der 
lijnen, die de hoeken middendoordeelen tusschen de raaklijnen 
uit O aan do hoofddoorsnede getrokken, en tevens die van nor­
maal en raaklijn in O aan de ellips door O confocaal met de 
hoofddoorsnede. De normaal op deze confocale ellips door O 
deelt dus den hoek middendoor tusschen de dubbelpuntsi'aaklijnen 
en ook dien tusschen de raaklijnen uit O aan de hoofddoorsnede. 

5. We zullen nu vooreerst nagaan, wanneer de dubbelpuntsraak-
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lijnen bestaanbaar zijn, wanneer ze samenvallen, wanneer ze 
onbestaanbaar zijn. 

Als de as van den vlakkenbundel de ellipsoïde niet snijdt, is 

q2a22 j2b2 — a2b2 > 0. 

De tweede factor onder het wortelteeken, dat voorkomt in de 
formule voor de richtingscoëfficiënten, is positief onder de voor­
waarde 

p2(b2 — c2) + q2 (a2~c2) > (a^-c2) (b2 — c2), 

of 

^  .  1 ' .  > 1 .  
a2—c2 ' b't-c* 

Als O nu, zooals we onderstelden, buiten de ellipsoïde ligt, 

P' 7" P' 7' 
is — + > 1 en dus zeker —^—- + ~—- > I ; de tweede fac-

a' b' a-—c- b' — c 
tor is dus ook positief, de wortelvorm is dus onbestaanbaar. 
Derhalve is O dan afgezonderd punt. 

Ligt het punt O op de hoofddoorsnede der ellipsoïde, dan is 

q2u2 -f- p2b2 a2b2 = 0. 

De vergelijking van de meetkundige plaats der brandpunten 
vereenvoudigt zich dan tot 

u2!/* — 2qa2!J3  ~r H«2 + ̂ 2) ^2 — 2pb2.c + c2  (a2 — p2)i y2 

- \2qa2X2 — 2pqc2x\ y -j- b2Jri 2pb2x:i + f-'2 (b2 — q2)x2 = ü. 

De beide dubbelpuntsraaklijnen hebben tot richtingscoëfficiënt 

pq_ 

d' - p ' 

dus ze vallen samen. Uit de voorwaardeert2 p2b2 — a2b2 = 0 
«V 

volgt a2 — p2 — —T-, zoodat de genoemde richtingscoëfticiënt wordt 

_ p b
-

qa2 

Dit is tevens de richtingscoëfficiënt van de raaklijn in O aan 
de hoofddoorsnede getrokken, dus de beide dubbelpuntsraaklijnen 
vallen daarmee samen, m. a. w. de meetkundige plaats der brand­
punten raakt in O de hoofddoorsnede der ellipsoïde aan. 

Als de as van den vlakkenbundel de ellipsoïde snijdt, zijn de 
dubbelpuntsraaklijnen bestaanbaar onder de voorwaarde 
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dus als O ligt buiten de ellips met de halve assen Vu2 — c* en 

c2 om M beschreven, dus buiten de in het XY-vlak gele­
gen focaalkegelsnede. Ligt O op deze kegelsnede, dan wordt O 
keerpunt en de keerraaklijn heeft tot richtingscoëfficiënt 

— pqc2 

(j2a2 — (b2  — c') (a2 — p2) 

Met behulp van de voorwaardevergelijking 

p2 {b2 - c2) + q2  (a8 - c2)  = (a2 - c2)  (b2 c2) 

laat zich dit brengen in den vorm 

- PI 
q2 - b2 + c2 '  

Dit blijkt tevens te zijn de richtingscoëfficiënt van de normaal 
in O op de focaalkegelsnede, dus de keerraaklijn staat loodrecht 
op de focaalkegelsnede. De focaalkegelsnede is hier de confocale 
ellips door O, zoodat de hier genoemde eigenschap in nauw ver­
band staat met de vroeger afgeleide, dat de normaal op de con­
focale ellips door O den hoek tusschen de dubbelpuntsraaklijnen 
in O middendoordeelt. 

Als O binnen de focaalkegelsnede ligt, is het weer een afge­
zonderd punt. 

Deze focaalkegelsnede is de meetkundige plaats van de punt-
bollen (bollen met een straal nul), die de ellipsoïde dubbel 
aanraken, eene eigenschap, die in verschillende handboeken te 
vinden is. ') 

Behalve in O heeft de kromme geen dubbelpunten. Dit blijkt 
in de eerste plaats uit de poolvergelijking van de kromme: de 
beide waarden van A, waarvoor die vergelijking gelijke wortels 
heeft, zijn de richtingscoëfficiënten der raakvlakken aan de ellip­
soïde, en blijkbaar geven deze geen dubbelpunten, maar eenvoudig 
raaklijnen. Het is ook daaruit te zien, dat er door O zes elders 
rakende raaklijnen te trekken zijn, nl. vooreerst de beide raak­
lijnen aan de hoofddoorsnede, in de tweede plaats de snijlijnen 
van het XY-vlak met de vlakken der cirkeldoorsneden door O en 
eindelijk de snijlijnen van het XY-vlak met de vlakken^ ü: = 0. 
De laatstgenoemde zijn altijd onbestaanbaar; de voorlaatste zijn 

') Zie o.a. SALMON—FIEDLER, Aria/. Geometrie des Raiones /, blz. 189 $136 
(2,- dr.) en G. DE LÖNGCHAMPS, Géométrie anal. a. hois dimensions. blz. 300. 
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alleen bestaanbaar, als de as van den vlakkenbundel evenwijdig 
is aan de middelbare as der ellipsoïde. Dat de vlakken der cirkel-
doorsneden werkelijk raakpunten en geen dubbelpunten opleveren, 
volgt daaruit, dat aan weerskanten van een dergelijk vlak de 
bestaanbaarheidstoestand der brandpunten verschillend is. Dit 
is alleen mogelijk bij eenvoudige raking of bij een keerpunt , 
terwijl dit laatste vervalt, omdat er dan toch nog vier raak­
lijnen uit O te trekken zijn, en een dubbelpunt en twee keer­
punten in dat geval niet kunnen voorkomen. 

We zien dus, dat er door O behalve de dubbelpuntsraaklijnen 
zes elders rakende raaklijnen gaan; dit getal zou kleiner moeten 
zijn, als O niet het eenige dubbelpunt was. 

Als de as van den vlakkenbundel evenwijdig is aan de kleinste 
as der ellipsoïde, is de oorsprong dus dubbelpunt van de meet­
kundige plaats der brandpunten en wel: afgezonderd punt, indien 
O ligt buiten de hoofddoorsnede of binnen de focaalkegelsnede, 
keerpunt, indien O op de laatstgenoemde kegelsnede ligt, knoop­
punt met bestaanbare raaklijnen, als O ligt tusschen de hoofd­
doorsnede en de focaalkegelsnede. Ligt O op de hoofddoorsnede, dan 
vallen de beide dubbelpuntsraaklijnen samen met de raaklijn in O 
aan de hoofddoorsnede. Verder raakt de meetkundige plaats de 
hoofddoorsnede aan in de raakpunten van de raakvlakken door 
de Z-as aan de ellipsoïde gebracht. 

6. De verschillende vormen, die de meetkundige plaats der brand­
punten in dit geval kan aannemen, laten zich uit den aard van 
het dubbelpunt gemakkelijk afleiden. Daar de as van den vlak­
kenbundel evenwijdig is aan de kleinste as der ellipsoïde, krijgen 
we alleen bestaanbare brandpunten in die vlakken, die de ellip­
soïde werkelijk snijden; dus alle bestaanbare punten liggen binnen 
de hoofddoorsnede. Ligt O buiten de hoofddoorsnede, dan krijgen 
we dus een ovaal daarbinnen, dat de hoofddoorsnede in twee punten 
aanraakt (Fig. I). De punten van het ovaal liggen op de voer-
stralen uit O paarsgewijs ter weerszijden even ver van de punten 
van de meetkundige plaats der middelpunten; m. a. w. de ellips 
der middelpunten is een midddkromme van de meetkundige plaats. 

Als de excentriciteit der doorsneden klein genoeg is, zal de 
meetkundige plaats aan de naar O toegekeerde zijde naar binnen 
gekromd zijn: is de excentriciteit grooter, dan is de kromming 
overal naar buiten. 

Komt O op de hoofddoorsnede, dan raken de beide takken van 
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of na verdrijving van het wortelteeken, 

(ö^cos8** + assin8a) o2 — 2(pb'-cos(( + ga2sincc)o + 
+ c2 (b2—q2) cos2« + 2pqcas\na cos a + c2 (a2—p2j sin2« -}-

+ />2^2 + g2a2 — a2ö2 = 0. 

Brengen we de gevonden vergelijking over in rechthoekige 
X 

coördinaten door te stellen o2 = x'1 4- y*, cos n — , - en 
Vx*-^ y-

sin a — _ , dan krijgen we na herleiding en rangschikking 
V x2 + y2 

naar y de vergelijking 

a*y4' — 2qa2ya -f- )(a2 + b2)x2 —2pb2x + qhi2—{b2—c1) («2—y2 — 
~]2qa2x2—22)qc2x[y + b2x* — 2pb2x* + )p2b2 — 

— (a2—c8) (b2- q2)\ x2 = 0 

als de vergelijking van de meetkundige plaats der brandpunten. 
In deze vergelijking ontbreken de termen van den nulden en 

eersten graad; dus is de oorsprong dubbelpunt. De richtings­
coëfficiënten van de dubbelpuntsraaklijnen worden gevonden uit 
de vergelijking 

m2 . Zpqc* y_, p1b-~{a ï-c-)(b--q i) _ 

\.r j q2(i'1 — {b1- c1)((r—p2)x ' (fa*—(b2—(f) (a2 —p*) 

waaruit volgt 

y _-pqó1±V-{ifh lArq1a i~a1b2)\i)H) i~-<i:a1-d1U l- l
rc\(r~\'lr-f^-p--q i)} 

x qhr—(b-—c1) (a1 —p') 

De richtingscoëfficiënten van de lijnen, die de hoeken tusschen 
de dubbelpuntsraaklijnen middendoordeelen, zijn 

—pe + 'j2 + a2—b2 — V(p2 4- q2 + a2—b)*—ip* (a2—b2) 

2pq 

Bij onderzoek blijken dit ook te zijn de richtingscoëfficiënten der 
lijnen, die de hoeken middendoordeelen tusschen de raaklijnen 
uit O aan do hoofddoorsnede getrokken, en tevens die van nor­
maal en raaklijn in U aan de ellips door O confocaal met de 
hoofddoorsnede. De normaal op deze confocale ellips door O 
deelt dus den hoek middendoor tusschen de dubbelpuntsraaklijnen 
en ook dien tusschen de raaklijnen uit O aan de hoofddoorsnede. 

5. We zullen nu vooreerst nagaan, wanneer de dubbelpuntsraak-
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lijnen bestaanbaar zijn, wanneer ze samenvallen, wanneer ze 
onbestaanbaar zijn. 

Als de as van den vlakkenbundel de ellipsoïde niet snijdt, is 

q2a2 + p2b2~u2b2 > 0. 

De tweede factor onder het wortelteeken, dat voorkomt in de 
formule voor de richtingscoëfficiënten, is positief onder de voor­
waarde 

p2 (b2 — c2) + f?2 (rt2 —c2) > (a4—c-2) {b2 - c2), 

of 

^ > i. 
a 2 — c 2  b ' t  —  c 2  

Als O nu, zooals we onderstelden, buiten de ellipsoïde ligt, 

P' 7' p1 i' 
is —+ — > 1 en dus zeker ——> I ; de tweede fac-

a b' a'—c b'—c 

tor is dus ook positief, de wortelvorm is dus onbestaanbaar. 
Derhalve is O dan afgezonderd punt. 

Ligt het punt O op de hoofddoorsnede der ellipsoïde, dan is 

( j 2 u 2 p 2 b 2  a 2 b 2  —  O ,  

De vergelijking van de meetkundige plaats der brandpunten 
vereenvoudigt zich dan tot 

u2ij i' — 2qa2i/3 -f |(a2 + b2) x2 — 2pb2x + c2 Ut2 — p2)i y2 

—  \ 2 q a 2 x 2  —  2 p q c 2 x \  y  +  b 2 x x  2 p b 2 x z  +  c 2  ( b 2  —  q 2 )  x 2  =  ü .  

De beide dubbelpuntsraaklijnen hebben tot richtingscoëfficiënt 

P'l_ 
( f  - p  ' 

dus ze vallen samen. Uit de voorwaarde q^a2 p2b2 — a2b2 = 0 
o (t^q2 

volgt a2 — p2 — —j-, zoodat de genoemde richtingscoëftlciënt wordt 

_ ljb2 
^ 2 qa 

Dit is tevens de richtingscoëfflciënt van de raaklijn in O aan 
de hoofddoorsnede getrokken, dus de beide dubbelpuntsraaklijnen 
vallen daarmee samen, m. a. w. de meetkundige plaats der brand­
punten raakt in O de hoofddoorsnede tier ellipsoïde aan. 

Als de as van den vlakkenbundel de ellipsoïde snijdt, zijn de 
dubbelpuntsraaklijnen bestaanbaar onder de voorwaarde 
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dus als O ligt huiten de ellips met de halve assen Vu' — c2 en 

c2 om M beschreven, dus buiten de in het XY-vlak gele­
gen focaalkegelsnede. Ligt O op deze kegelsnede, dan wordt O 
keerpunt en de keerraaklijn heeft tot richtingscoëfficiënt 

r/'a2 - (b2 - c') (a2 - p2)' 

Met behulp van de voorwaardevergelljking 

p2 (b2 - c2) + (a2 - c2) = (a2 - c2) (b2 -c2) 

laat zich ilit brengen in den vorm 

- P9 
?2 _ b 2  + c 2 -

Dit blijkt tevens te zijn de richtingscoëfficiënt van de normaal 
in O op de focaalkegelsnede, dus de keerraaklijn staat loodrecht 
op de focaalkegelsnede. De focaalkegelsnede is hier de confocale 
ellips door O, zoodat de hier genoemde eigenschap in nauw ver­
band staat met de vroeger afgeleide, dat de normaal op de con­
focale ellips door O den hoek tusschen de dubbelpuntsraaklijnen 
in O middendoordeelt. 

Als O binnen de focaalkegelsnede ligt, is het weer een afge­
zonderd punt. 

Deze focaalkegelsnede is de meetkundige plaats van de punt-
bollen (bollen met een straal nul), die de ellipsoïde dubbel 
aanraken, eene eigenschap, die in verschillende handboeken te 
vinden is. ') 

Behalve in O heeft de kromme geen dubbelpunten. Dit blijkt 
in de eerste plaats uit de poolvergelijking van de kromme; de 
beide waarden van A, waarvoor die vergelijking gelijke wortels 
heeft, zijn de richtingscoëfficiënten der raakvlakken aan de ellip­
soïde, en blijkbaar geven deze geen dubbelpunten, maar eenvoudig 
raaklijnen. Het is onk daaruit te zien, dat er door O zes elders 
rakende raaklijnen te trekken zijn, nl. vooreerst de beide raak­
lijnen aan de hoofddoorsnede, in de tweede plaats de snijlijnen 
van het XY-vlak met de vlakken der cirkeldoorsneden door O en 
eindelijk de snijlijnen van het XY-vlak met de vlakken^ «3 = 0. 
De laatstgenoemde zijn altijd onbestaanbaar; de voorlaatste zijn 

') Zie o.a. SALMON—FIEDLER, Geometrie des Rautnes I, blz. 189 !j136 
(2c dr.) en G. I)E LONGCHAMPS, Giométrie anal, d trois dimensions, blz. 800. 
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alleen bestaanbaar, als de as van den vlakkenbundel evenwijdig 
is aan de middelbare as der ellipsoïde. Dat de vlakken der cirkel-
doorsneden werkelijk raakpunten en geen dubbelpunten opleveren, 
volgt daaruit, dat aan weerskanten van een dergelijk vlak de 
bestaanbaarheidstoestand der brandpunten verschillend is. Dit 
is alleen mogelijk bij eenvoudige raking of bij een keerpunt, 
terwijl dit laatste vervalt, omdat er dan toch nog vier raak­
lijnen uit O te trekken zijn, en een dubbelpunt en twee keer­
punten in dat geval niet kunnen voorkomen. 

We zien dus, dat er door O behalve de dubbelpuntsraaklijnen 
zes elders rakende raaklijnen gaan; dit getal zou kleiner moeten 
zijn, als O niet het eenige dubbelpunt was. 

Ais de as van den vlakkenbundel evenwijdig is aan de kleinste 
as der ellipsoïde, is de oorsprong dus dubbelpunt van de meet­
kundige plaats der brandpunten en wel: afgezonderd punt, indien 
O ligt buiten de hoolddoorsnede of binnen de focaalkegelsnede, 
keerpunt, indien O op de laatstgenoemde kegelsnede ligt, knoop­
punt met bestaanbare raaklijnen, als O ligt tusschen de hoofd-
doorsnede en de focaalkegelsnede. Ligt O op de hoofddoorsnede, dan 
vallen de beide dubbelpuntsraaklijnen samen met de raaklijn in O 
aan de hoofddoorsnede. Verder raakt de meetkundige plaats de 
hoofddoorsnede aan in de raakpunten van de raakvlakken door 
de Z-as aan de ellipsoïde gebracht. 

6. De verschillende vormen, die de meetkundige plaats der brand­
punten in dit geval kan aannemen, laten zich uit den aard van 
het dubbelpunt gemakkelijk afleiden. Daar de as van den vlak­
kenbundel evenwijdig is aan de kleinste as der ellipsoïde, krijgen 
we alleen bestaanbare brandpunten in liie vlakken, die de ellip­
soïde werkelijk snijden; dus alle bestaanbare punten liggen binnen 
de hoofddoorsnede. Ligt O buiten de hoofddoorsnede, dan krijgen 
we dus een ovaal daarbinnen, dat de hoofddoorsnede in twee punten 
aanraakt (Fig. 1). De punten van bet ovaal liggen op de voer-
stralen uit O paarsgewijs ter weerszijden even ver van de punten 
van de meetkundige plaats der middelpunten; m. a. w. de ellips 
der middelpunten is een muldelkromme van de meetkundige plaats. 

Als de excentriciteit der doorsneden klein genoeg is, zal de 
meetkundige plaats aan de naar O toegekeerde zijde naar binnen 
gekromd zijn: is de excentriciteit grooter, dan is de kromming 
overal naar buiten. 

Komt O op de hoofddoorsnede, dan raken de beide takken van 
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de meetkundige plaats in O elkaar en de hoofddoorsnede aan. 
Als O tusschen de hoofddoorsnede en de focaalkegelsnede ligt, 

vormt de meetkundige plaats eene naar binnen gerichte lus (Fig. 11), 
die, als O op de focaalkegelsnede komt, in een keerpunt overgaat. 

Ligt O binnen de focaalkegelsnede, dan wordt het een afge­
zonderd punt, en de kromme krijgt aan den naar O toegekeerden 
kant eene bocht naar binnen. 

Als O met M samenvalt, krijgen we eindelijk eene kromme, 
die symmetrisch is ten opzichte der assen, en die soms op de 
Y-as (Fig. Ill) naar binnen gerichte bochten vertoont. Het laat 
zich vrij gemakkelijk berekenen, wanneer dit laatste zal voorkomen. 
De vergelijking der meetkundige plaats wordt in dit geval 

«V + 1(«2 + b'2) re2—a2 (62 —c2)} y2 + h2xx—b2 (a2—c2) x2 — 0. 
d f  d f '  

De raaklijn is evenwijdig aan de X-as als nul is en — 
dx dy 

niet. De voorwaarde f — 0 geeft 
dx 

ib2xa + 2 (u2 Ir) xy2 — 2b'2 {a2 — c2) .<; = U, 
dus of 

x — 0, 
bf 

±b2x2 + 2 {a2+ b2) y2 — 2b2 {u2 c2) — 0. 

Nu geeft x — 0 in de vergelijking van de kromme gesubstitueerd 
</ = 0 , of y2 = b2 - c2. 

Voor den oorsprong is ook —0; dus dit geeft geen raaklijn 

evenwijdig aan de X-as (zooals we weten, is O hier afgezonderd 

punt). Doch y- = b-—c:  maakt j^ niet nul; dus geeft dit twee 

punten op de Y-as. waar de raaklijn evenwijdig aan de X-as is. 
Eindelijk geeft Ab2c2 -|- 2 (a2 + b2} y2 — 2b2 (ci2 - c2) = 0 ons 

h2 {a2 — c2) {u2 + b2)y2 

X = 2b2 

Substitueeren we dit in de vergelijking van de kromme, dan 
verkrijgen we 

. ,,„a2-rc'2 „ , .(a2 — a3)2 

y  - 2b , 2 "  +l'  ,  • >  Tiïi = ü' cc — b (u — O ) 
waaruit we vinden 

. „ + c)2 
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en 
2 , * - c)2 

y =b -zr ix a — o 
De eerste waarde is grooter dan b* en geeft dus geen bestaan­

bare punten van de kromme; de tweede kan bestaanbare waarden 
geven als (a — c)2<a*—b2 is. Hierbij vinden we 

ac(a'2 + b2) — u2(b2 -f- c2) 
X' — 

a2 - b * 

Deze waarden van x2  en w2 maken ~ niet nul. Als(a—c)2 

dy 
< a2 — b2 of 62<2ac —c2 is, kunnen we in elk der kwadranten 
een punt vinden , waar de raaklijn evenwijdig aan de X-as is. 
Deze punten zullen bestaanbaar zijn, als de vorm, die we voor 
x' vonden, positief is, dus als 

ac (a2 + b2) — a2 (b2 + c2;> 0, 
of 

b2 < ac 
is. Deze voorwaarde sluit de bovengenoemde voorwaarde 
b2 < 2ac — c2 in zich. 

Daar 

fr­
is, ligt de raaklijn, behoorende bij a: = U, dichter bij de X-as 
dan de beide andere, zoodat de kromme eene naar binnen gerichte 
bocht vertoont. 

Een dergelijk onderzoek naar raaklijnen evenwijdig aan de Y-as 
doet zien, dat we die alleen verkrijgen in de snijpunten met de 
X-as, zoodat dergelijke bochten daar niet voorkomen. 

7. Ten slotte kunnen we enkele bijzondere gevallen nagaan : 
a. Onderstellen we, dat de ellipsoïde eene afgeplatte omwen­

telingsellipsoïde is, dan is b — a en de vergelijking laat zich 
schrijven in den vorm 

{x* + y2) \a2 (x2 + ya) — 2qa2y—2pa2x + p2a2 + q2a2—ax + a2c2\ 
— c2 {py — (/x)2 - - 0. 

Draaien we de X- en Y-assen over een zoodanigen hoek, dat 
de nieuwe X-as door het middelpunt dei- ellipsoïde gaat, dan 
wordt de vergelijking op de nieuwe assen 

(x2 + y2) \a2 {x2 + y2) — 2a2x Vp2-^ <j2 + o2(p2 + — a2 + c2)? — 
- c2(p2 +q*)y* = 0, 

waaruit blijkt dat de nieuwe X-as as van symmetrie is. 
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De vergelijking van deze kromme in poolcoördinaten wordt, als 
we den afstand van O tot M door l voorstellen , 

o2 j«Jo2 — 2a'2lo cos« + «2(^a — «' + c2)} — cHY- sin2« = 0, 

of als we door o2 deelen en p oplossen, 

o = lcosu ^ Vc2)(a2 —i2sin2a). 
a 

b. Als de as van den vlakkenbundel de groote as der (drie-
assige) ellipsoïde of haar verlengde snijdt, wordt q = o. De X-as 
is dan as van symmetrie. 

c. Snijdt de as van den vlakkenbundel de middelbare as dei-
ellipsoïde of haar verlengde, dan is p = 0, en de Y-as is as van 
symmetrie. 

(/. Brengen we in het algemeene geval de coördinaatassen 
evenwijdig aan zichzelf naar het middelpunt der ellipsoïde over, 
dan wordt de vergelijking 

«"V + Sqa'^y3 + j(a2+ + 2pa2x+p2a2-\-q2a*—a2b2 -f a2c2 — 

—p'c'ly- + \2qh2x2 •{- 2pqc2x—2qa2b2 + 2qa2ci\y + fe-.r4 + 2pb2x3 + 

+ {p2b2 + q2b2 — a2b2 + b2c2 - q2c2\ x2 -f- \2pb2c2 — 2pa2b2\ x — 

» — q2a2b2 + q'^a^c2 — p2a2b2 + p'Vc2 = 0. 

Laten we nu de as van den vlakkenbundel naar het oneindige 

gaan, zoodat— = A wordt, en snijden we de ellipsoïde dus door 

eene reeks van evenwijdige vlakken met richtingscoëfficiënt A, 
dan wordt de vergelijking na deeling door p2 

la2 -f- rt2A2 - c2\ y2 -(- 2\c'1xy -f |ö2 -f- b2\2 — c2A2} x2 — 

— aVA2 + a2c2A2 — a2b2 + b2c2 = 0. 

De meetkundige plaats der brandpunten wordt dan eene kegel­
snede: dit blijkt te zijn eene ellips met haar middelpunt in O, 
rakende aan de hoofddoorsnede in de raakpunten van de vlakken 
uit de reeks, die de ellipsoïde aanraken. Waarschijnlijk splitst 
de kromme C4 zich dan in twee kegelsneden, waarvan eene in 
het vlak in het oneindige ligt. Voor het vlak in het oneindige 
toch worden de brandpunten der doorsnede onbepaald, elk punt 
van dat vlak is eigenlijk viermaal brandpunt, wijl elk der beide 
raaklijnen uit dat punt aan de doorsnede getrokken, den onbe-
staanbaren cirkel tweemaal snijdt. 



8. De richtlijnen, behoorende bij de brandpunten in het symme-
trievlak, vormen een cylinder, waarvan de beschrijvende lijnen 
loodrecht op dat symmetrievlak staan. Als H (zie fig. 1) het 
snijpunt is van zulk eene richtlijn met het symmetrievlak, dan 
is volgens de vroeger gevonden waarden van de groote as en van 
de excentriciteit van de doorsnede 

AH — ]/ &2 + AV — {q — Ap)2 

b* A- xhi2 r + A2)—c2[b'2 + A^a^) 

De poolvergelijking van de doorsnede van den richtlijnencylinder 
met het XY-vlak is 

o = OA AH ; 

dit wordt, als we den hoek « als veranderlijke invoeren, 

pb2 + qa'2tga a'^sec^a • /b- + f/2tg2« — (9 — ptga)-
J (62 + rt2tg2a)cos« ö2 + o2tg2a r aïöisec2a — cs(&2 + a8tg2»)' 

of na herleiding 

£)2(ö2cos2a 4- «2sin2«) j«2ö2 — c2(62cos2a + a2sin2a)j — 

— 2o{pb'1coa a + qa- sin a] \a-b- —c2(&2cos2« + a2sin-'i«)i — 

— (Mc2/?2cos2 a + 2asb2c2pq sin « cos « + a4c2y2sin2«-1-a464 — 

— aAb*q'- — a2b*p-) = 0. 

Gaan we op rechthoekige coördinaatassen over, dan ver­
krijgen we na rangschikking naar y 

a*{b2 — c2)?/4 — 2qa*{b'i  — c2)y3 + |a2ö2(a2 + ö2 — 2c2)j:2 — 

— 2pa'ib\l)i  — c2)^ — 92«4c2 + a2i)2(g2a2 + i'2^2 — a2^2)};/2 -

\2qcrb2(ai — c2)^2 + 2pquibicix\y + ^4(«2 c2)r4 

— 2pbx{a* — c2)x3 — ]pib'ici  — a262(92a2 + P2^ — a2^2)!^2 = 0 

als de vergelijking van de doorsnede van den richtlijnencylinder 
met het XY-vlak. 

9. De poolvergelijking heeft gelijke wortels onder de voorwaarde 

b'2 + ft2tg2« — {q — ptga)2 = 0. 

Zooals we reeds vroeger zagen, geeft deze ons de raakvlakken 
aan de ellipsoïde. waarvoor de richtlijnen samenvallen, m. a. w. 
de kromme lijn raakt de hoofddoorsnede in de raakpunten van 
de raaklijnen uit O en dus in die punten ook de meetkundige 
plaats der brandpunten aan. 

In de vergelijking op loodrechte assen zijn de laagste termen 
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van den tweeden graad, dus de oorsprong is dubbelpunt. De 
richtingscoëfficienten der dubbelpuntsraaklijnen worden gevonden uit 

2pqaW y_ A 

x I -f- p-b* — a-b'-) — qiaici\ x 

&2|a%a«2 4 p'b' — a-b2) — p2b2c2\ 

+ p2b2 — a-b*) — q2a2c'2l, 

en zijn dus 

V pqaibic?±l a-//-) (i'H(j1a- + p-L2 — (r/i1)—p-b-<:1[ ]l)\(]\r+i>1b'1--alb-)—q1d-cl\ 

x a- ) //'* (q^a* -j-p2b2 — u2h2) — (j*(iïci\ 

De dubbelpuntsraaklijnen zijn bestaanbaar, als de vorm onder 
het wortelteeken positief is, wat na eenige hei ;eiding als voor­
waarde geeft 

((/V -f- p2b2 - a2b2))u*c2q2 + b*c'2p2 — a'Jb2 (q2a2 + p2^ —a2^)'^ > 0. 

Als O buiten de hoofddoorsnede van de ellipsoïde ligt, is de 
eerste factor positief. Dus wordt de voorwaarde voor de 
bestaanbaarheid der dubbelpuntsraaklijnen 

a464 — q2a* (b2~c2) — p2b* («2 —c*) > 0. 

Het hangt dus af van de waarde van p en q, of we bestaan­
bare of onbestaanbare dubbelpuntsraaklijnen verkrijgen: de grens 
wordt gegeven door 

p2b* (a2 — c'2) + q'^a4 b2 — c2) = a*b*. 
of 

P* <12 _ . 
a* ~ b* 

u- -~~c2 b1 - c' 

Beschouwen we hierin p en q als veranderlijken, dan stelt 
dit eene ellips voor met haar middelpunt in O en de halve assen 

a2 b2 

en Ligt M binnen deze ellips om O beschre-
Vat-c* Vb2-c2 

ven of, wat op hetzelfde neerkomt, ligt O binnen eene ellips met 
die assen om M beschreven, dan is O dus dubbelpunt met be­
staanbare raaklijnen. Ligt O buiten genoemde ellips, dan is het 
een afgezonderd punt. Ligt eindelijk O op genoemde ellips, dan 
is het een keerpunt: de richtingscoëfficiënt der keerraaklijn is 

pqa'^b2^ 

a2 \b2{q2ai  -\- p2b2 — a^b2)—qia2c'1[ 
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Met behulp van de voorwaarde 

p2&\«- — c2) + q2a\b2 — c2) = aKb* 

laat zich deze vereenvoudigen tot 

a'2q 

b2p 

Denken we ons O met M verbonden, dan snijdt deze lijn de 
hoofddoorsnede; noemen we de coördinaten van het snijpunt 
p', '/, dan is p:p' = q:q'. De raaklijn in het punt ip', q') 

b-p' 
aan de hoofddoorsnede heeft tot richtingscoëfficiënt — ,d. i. 

a2q 

— —; dus deze raaklijn staat loodrecht op de keerraaklijn. 
ai 

10. Er bestaat verband tusschen de kegelsnede met de halve assen 
b-

en , die we hier vonden, en de focaalkegel-
W-c2 Vb* -c* 
snede met de halve assen Va'1 — c2 en Vb- — c2, die we bij de be­
schouwing van de meetkundige plaats der brandpunten bespraken. 
Denken we ons nl. eene ellips met de assen « en fi langs die der 
hoofddoorsnede en op die ellips een punt (x,,?/,), dan heeft, als 
we de coördinaatassen leggen langs de assen der hoofddoor­
snede, de raaklijn in dat punt (xl: ?/,) tot vergelijking 

xxi ////, _ 1  

u- ' li" 

Een punt (c, >;) van het XY-vlak heeft met betrekking tot de 
hoofddoorsnede tot poollijn 

& . 7]y_ — i 
a2 b2 

£ •ri 
Dit zal de bovengenoemde raaklijn zijn, als - = en 

a* u2 

= l,us 

y n " a [>-
X'=^a2 ' 2/1 

is. Beschrijft nu (^ , ?/,) de ellips met de assen a en f>, dan 
beschrijft (f, j/) eene kromme, waarvan de vergelijking is 
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Nemen we nu « = ^ dan wordt (ie 

laatstgenoemde vergelijking 

Dus de punten van de ellips met de halve assenta1 -c' en Vb2 — c2 

hebben met betrekking tot de hoofddoorsnede tot poollijnen de 

Anders gezegd: de beide genoemde ellipsen zijn wederkeerige 
poolkrommen ten opzichte van de hoofddoorsnede. 

11. Als O op de hoofddoorsnede der ellipsoïde ligt, is 

en de vergelijking van de rechte doorsnede des richtlijnencylinders 
vereenvoudigt zich tot 

a4(ö2—ci)y*—2aA{b'i—c'')qy3+ J {a2+b2—2c2)a2b2x'2—2crb2(b2—c2)px—a*c2q2lij 

— ] 2a2b2 (a2 — c2) qx2 + 2a2b2c2pqx\y + b* ia2 — c'2) x* -

— 2b*(a2 -c2)px^ — bxc2p2x2 = 0. 

De dubbelpuntsraaklijnen hebben beide tot richtingscuëfticient 

en vallen dus samen met de raaklijn in O aan de hoofddoorsnede. 
Ligt O binnen de hoofddoorsnede, dan is 

en de voorwaarde voor de bestaanbaarheid der dubbelpuntsraak­
lijnen in O wordt 

u4c2q2 + h*c2p2 — rtV (b^p2 -f- a2q2 — a2b2) < 0. 

Van dezen vorm zijn alle drie termen positief; dus zijn de dub­
belpuntsraaklijnen altijd onbestaanbaar en is O afgezonderd punt. 

12. De verschillende vormen, die deze kromme kan aannemen , 
laten zich uit den aard van het dubbelpunt gemakkelijk afleiden. 
De bestaanbare punten van deze kromme liggen alle buiten de 
hoofddoorsnede 'uitgezonderd O als afgezonderd puntj en binnen 

raaklijnen aan de ellips met de halve assen 

a2q2 -f b2p2 — a2b2 = 0 

b2P 
(l'q 

b2p2 + a2q2 — a2b2 < 0 
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den hoek ingesloten door de raaklijnen uit O aan de hoofddoor-
snede. 

a2 b2 

Als O buiten de ellips met de halve assen en 777-— 
V (i — c y b2 — c 

ligt, is het een afgezonderd punt, en de kromme bestaat eenvoudig 
uit een ovaal, dat de hoofddoorsnede in twee punten raakt. Komt 
O op genoemde ellips, dan wordt het een keerpunt (Fig. IV). Ligt 
O tusschen deze ellips en de hoofddoorsnede, dan is het een dub­
belpunt met bestaanbare raaklijnen; de kromme vertoont dan eene 
naar buiten gekeerde lus. Als O op de hoofddoorsnede ligt, 
raken de beide takken in O elkaar en de hoofddoorsnede aan. 
Ligt O binnen de hoofddoorsnede, dan krijgen we weer een ovaal, 
dat nu echter niet meer de hoofddoorsnede aanraakt. Ligt O in M, 
dan krijgen we eindelijk eene kromme, die symmetrisch is ten 
opzichte der assen: deze heeft echter niet, zooals de meetkun­
dige plaats der brandpunten, meerdere raaklijnen evenwijdig aan 
een der assen. 

De ellips, die de meetkundige plaats is van de middelpunten 
der doorsneden, is met betrekking tot voerstralen door O ook 
middelkromme van de doorsnede des richtlijnencylinders. 

13. Evenals bij de meetkundige plaats der brandpunten, zullen 
we ook hier enkele bijzondere gevallen nagaan: 

a. Als de ellipsoïde eene omwentelingsellipsoïde is om de 
kleine as, is b — a en de vergelijking vereenvoudigt zich tot 

(x2 + y2))(a2—c2) (x2-\-y2)—2(a2—c2) {px+qi/) + a2p2 + a2q2—ax\ -

- c2{px + qi/)2 = 0. 

Draaien we onze coördinaatassen, zoodat de nieuwe X-as gaat 
door het middelpunt der ellipsoïde, dan wordt de vergelijking 

(x2-\-y2) )(o2—c2)(x2+?/2' —2{a2 — c2)xVp2 jrq2 + a2q2—a*\ — 

— c\p2 + q2)x2 = 0. 

Dus is de kromme dan symmetrisch ten opzichte van de nieuwe 
X-as. Stellen we OM door l voor, dan wordt de poolvergelijking 

g-'Ud2 — c2)o2 — 2(a2 — c2)Zocos« + a2l2 — u*\ — c2/2oi!cos2a = 0 

of, als we door q* deelen en o oplossen, 

, 1 a2 — i2sin2« 
O - ;C0S« ±. a r r 

> cr — c2 
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b. Als de groote as van de ellipsoïde of haar verlengde door 
O gaat, \s q — 0 en de kromme symmetrisch ten opzichte 
van de X-as. 

c. Gaat de middelbare as der ellipsoïde of haar verlengde 
door O, dan is p — 0 en de kromme symmetrisch met betrekking 
tot de Y-as. 

d. Verplaatsen we in het algemeene geval de coördinaatassen 
evenwijdig aan zichzelf naar het middelpunt der ellipsoïde, dan 
wordt de vergelijking van de kromme 

((4(62 — c2)?/4 + 2qa\bi  — c2)//8 + !a262(a2 + b2 — 2c-)x2 -f-

-f 2pcrb\(r - c2)x a\p2b2 + q 'b2 - b* - q2c2}ii/2 + 

]2qci2b2(b2—c2).r2 — 2pqa2b2c2x — 2q(iibily -r b*(a2 — c2)^4 + 

-{- 2pbHa2 - c2).r3 bx(p'a2 + 7''a" — a* — p2c2)x2 — 2pa*b4x — 

a^b^ip2 + q2) — 0. 

Laten we nu de as van den vlakkenbundel naar het oneindige 
q 

gaan, dus p en q oneindig groot worden, maar zoo dat — = A is, 

m. a. w. snijden we de ellipsoïde door eene reeks van even­
wijdige vlakken, dan krijgen we na deeling door p2 

A4(7;2 -F- h'\2 — C^A2)//2 2a2b2c2Xxy -F- bl(a2 + A2A2 — c*)x2 -

«4ö4( l  -J- A2) = 0. 

De kromme wordt dus eene kegelsnede: bij onderzoek blijkt, 
dat het eene ellips is met haar middelpunt in den oorsprong. 

Bij de bespreking van de meetkundige plaats der brandpunten 
hebben we opgemerkt, dat de verlaging van den graad van die 
kromme is toe te schrijven aan eene splitsing in twee kegelsne­
den, waarvan ééne in het oneindige ligt. Deze splitsing moet 
noodzakelijk vergezeld gaan van eene dergelijke splitsing van de 
rechte doorsnede van den cylinder der richtlijnen, zoodat deze 
gelijktijdig met de eerste in eene kegelsnede overgaat. Er bestaat 
namelijk een verband tusschen de beide krommen, dat zich aldus 
laat uitdrukken. Trekken we voerstralen door het middelpunt 
der hoofddoorsnede, dan is het kwadraat van den voerstraal van 
een punt van de hoofddoorsnede gelijk aan het produkt van de 
voerstralen van de overeenkomstige punten der genoemde kromme 
lijnen. Voor het geval, dat de oorsprong in M ligt, laat zich deze 
eigenschap als volgt uitspreken. Denken we ons een vlak dat 
het XY-vlak snijdt, zoo dat een in dit vlak gelegen cirkel als 
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projectie op het XY-vlak de hoofddoorsnede oplevert. Nemen we 
in dit vlak eene transformatie door wederkeerige voerstralen aan, 
waarbij de cirkel punt voor punt met zichzelven overeenkomt, dan 
heeft deze tot projectie de bovenbedoelde verwantschap. Alleen als 
de ellipsoïde eene omwentelingsellipsoide is, is de bovenbedoelde ver­
wantschap zelve eene transformatie door wederkeerige voerstralen. 

1-i. In de tweede plaats zullen we onderstellen, dat de as van den 
vlakkenbundel evenwijdig is aan de grootste as der ellipsoïde', we 
zullen dan het XZ-vlak evenwijdig nemen aan de middelbare, het 
YZ-vlak aan de kleine as, terwijl de Z-as weer valt langs de as 
van den vlakkenbundel. 

Bestaanbare brandpunten vinden we hier alleen in die vlakken, 
die de ellipsoïde niet snijden; dus liggen alle bestaanbare punten 
buiten de hoofddoorsnede. 

De vergelijking van de meetkundige plaats der brandpunten vin­
den we door in de vergelijking, die we in het eerste geval af­
leidden, a, b en c achtereenvolgens te vervangen door 6, c en a. 
We vinden dus hier voor de poolvergelijking 

pc-cos(c 'jb2 sin (c 

c' cos* u + Irsii^a 

V J c-cos'^+^sin^ — (^cosa—psïiiap 1} ö2c2—« ̂ (c'cos-si n -«) { 

c2cos2« b2^in-(( 

en voor de vergelijking op rechthoekige assen 

b2y l  — 2qb2y3 + )(b2 -F C-).T- - 2pc2x • a2(b2 — p2} -F P2c2 -

q2b2 — b2c2\y2 — )2qb2x2 2pqa2xiy -\ c
2

j
A 2pc2.'-3 -f 

+ )(t2(c2 - IJ
2) - pre2 ipb2 - b2C2[x2 = 0. 

Uit deze vergelijkingen blijkt, dat O dubbelpunt is, en dat de 
kromme de hoofddoorsnede der ellipsoïde raakt in de raakpunten 
van de raaklijnen uit O. Even als in het eerste geval, is O het 
eenige dubbelpunt ; de richtingscoëfticiënten der dubbelpuntsraak­
lijnen worden gevonden uit 

t y V  ,  2pqa2 y_ 

\xl ' a2(b2 p2) p2c'2-] 'j2b2 b*cs x 

j «V2 - 72) P*c* - 'fb2 Irc ' 

a2{b2 p2)p'2c-q2b' b'C2 



22 

en zijn dus 

J/ _ pqa* 
X ((-(/'- p-) p'-C- -r q-b ' — b-c' 

_V7(p»c82*0* — i)2c2j|p2(a2 — c-) + q*{a-—b'2) + (a--~c2)(«2— 

a2(b2 - p2) 4- ;)2c2 -I- 22Ö2 -^C2" 

Als O buiten de hoofddoorsnede der ellipsoïde ligt, zijn beide 
factoren onder het wortelteeken positief, dus de dubbelpunts­
raaklijnen bestaanbaar. Verder merkten we reeds op, dat we 
alleen bestaanbare punten vinden in die vlakken, die de ellipsoïde 
niet snijden, en er dus alleen eene bestaanbare kromme mogelijk 
is, als O buiten de hoofddoorsnede ligt. 

We verkrijgen dus hier slechts één vorm, nl. eene kromme die 
de hoofddoorsnede in twee punten raakt en in O een dubbelpunt 
heeft met bestaanbare raaklijnen (Fig. V). 

15. De bijzondere gevallen, die we onderscheidden, toen de as van 
den vlakkenbundel evenwijdig was aan de kleine as der ellip­
soïde, leveren ons hier het volgende op: 

a. De ellipsoïde is omwentelingsellipsoïde om de groote as. 
Dan is b — c en de vergelijking gaat over in 

b-y1— 2qb3!/3 + ) 2b-x- 2pb-x n'2(b- —p-) p-b- -\- ö2^2 —&4| y2 — 

— ]2qb2x2 — 2pqa2x[y J ö2a;4 — 2pb2x3 -f )a'-(b2 — q2) + 

+b2p2 + b2q2 - blix2 = 0. 

Draaien we de coördinaatassen zoo, dat de nieuwe X-as gaat 
door het middelpunt der ellipsoïde, dan Iaat ze zich in den vorm 

(a:2 H y*) \ b2{x2 - i/2) — 2h2x p2 -f- ^2 -j- a2b2 p2b2 -\- q2b2 — — 

- a2(p2 + q2);r = 0 , 

schrijven, waaruit blijkt, dat de nieuwe X-as as van symmetrie is. 
De poolvergelijking wordt, als we OM =1 stellen, 

n2)b2Q2 - 2b2l(jcos(t + a2b2 + bH2 — ö4! — a2£2e2sin2a = 0, 

of, na deeling door o2 en oplossing naar o, 

o = ;cos« ± V{a2 b2) (l2sm2c( — b2) 
b 

b. Gaat het XZ-vlak door het middelpunt der ellipsoïde, dan 
is q — 0 en de X-as symmetrieas van de kromme. 

c. Ligt het middelpunt der ellipsoïde in het YZ-vlak, dan is 
p = 0 en de Y-as as van symmetrie van de meetkundige plaats. 
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Brengen we het assenstelsel evenwijdig aan zichzelf naar 
het middelpunt der ellipsoïde over, dan wordt de nieuwe verge­
lijking 

bhjx -4- Zqb'Y + \{h2 + + 2ph-x + p-b* + ry^ö2 -f a*b- -

— p2u2— b-c'2\y2 + \2qc'1x2 + 2pqa2x 2qa'2b'i  — 2qb2ci\y + c2^1 — 

— 2pc2xs + ]p2c2 - q2c2a2c2 — q2a2 ^2c2[x2 + ] 2pa2c2—2pb'ic21x + 

+ q2a2b2 — q-b 'c2 -{- p''a2c2 — p2b2c2 — 0. 

Laten we nu /) en q oneindig groot worden, maar zoo dat 

(J- = X is, dan krijgen we na deeling dooi' p2 

P 
\bs + b2\2-a

2'iya+2a
2\x!/+ 'ic2 + c2\2-a2\2[x2+a , ib2\2-b2c2\2+ 

+ a2c2 - b2c2 = 0. 

De meetkundige plaats wordt dus ook hier eene kegelsnede, 
die bij onderzoek eene hyperbool blijkt te zijn. Haar middelpunt 
ligt in M en ze raakt de hoofddoorsnede in de raakpunten van 
de raaklijnen met den richtingscoëfficiënt A. 

De verlaging van den graad van de meetkundige plaats is ook 
hier toe te schrijven aan eene splitsing in twee kegelsneden, waar­
van ééne in het vlak in het oneindige ligt. 

Ook hier is met betrekking tot voerstralen door O de meet­
kundige plaats der middelpunten middelkromme van de meetkun­
dige plaats der brandpunten. 

16. De poolvergelijking van de XY-doorsnede van den cylinder 
van richtlijnen wordt voor dit geval 

_ pc2cos a + '///-'sin a 

c2cos 2a + &2sin2a 

b-c- . c-cos2(c -• 6ssin2a - iqcosre — ps'mcc)2 

c2cos2a + 02sinsa I b-c- -- a2{b2s\n2cc -|-c2cos2«) 

en de vergelijking op rechthoekige assen 

b*{a2 — c2)y* — 2qhi[a- — c2)y3 + ) b'ic2{2a2 — b2 — c2)x2 — 

— 2pb2c2{a2 — c'^x-f q2a2b* — b2c2(p2c2 -f q2b2 — b2c2)\y2 — 

— ]2qb2c2(a2—b2)x2 — 2pqa2b2c2x\y H- c*{a2—b2)x*—2pc\a2—b2)xa + 

)p2a2c* — b2c2{p2c2 4- q2b2 — b2c'-)\x2 — 0. 

Uit deze vergelijkingen blijkt, dat de kromme de hoofddoor­
snede aanraakt in de raakpunten van de raaklijnen uit O en 
O het eenige dubbelpunt is. 
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Bestaanbare punten krijgen we alleen in die vlakken, die de 
ellipsoïde niet snijden; dus er is alleen eene bestaanbare kromme, 
als O buiten de hoofddoorsnede ligt. 

De richtingscoëfficiënten der dubbelpuntsraaklijnen vinden we 
uit de vergelijking 

l y V  ,  2pqa2b*c2 // 

\ x )  q - a 2 ^  —  b 2 c - ( p 2 c 2  +  q ^ b ' 2  —  b ' c 2 )  x  

p-a-c* — b'-r2\ irc2-y q'-b2 — b2C2) 

q2a2b* — b2c\p2c2 + q2b2— b2c2) 

Deze zijn dus 

y pqa'-b2c2 

x q2a2b* — b2c\p2c2 + q-b'2 — b'-c'1) 

+ hcY{p2c2 -f- 5^2 — b2c2)\q2b\a2 — c2) + p2c\al  —b'1) + &4c4;{ 

qWtf -~b2(r[p-c2 ^ q2b- - Irc2) 

Als O buiten de hoofddoorsnede ligt, zijn de beide factoren 
onder het wortelteeken positief, dus de dubbelpuntsraaklijnen 
bestaanbaar: wanneer er dus eene bestaanbare kromme is, is O 
altijd dubbelpunt met bestaanbare raaklijnen. We vinden dus 
voor deze kromme een dergelijken vorm als voor de meetkundige 
plaats der brandpunten (Fig. VI). 

17. Omtrent de bijzondere gevallen is het volgende op te merken: 
a. Is de ellipsoïde eene omwentelingsellipsoïde, dan is b — c 

en de vergelijking kan aldus geschreven worden 

(•r2 +y2)\ {a2-b2) (x2 + t/2) — 2(«- - b2) (qy +px) - (p2b2 + q2b2 - 61) J -j-

+ a2(qi/ px)2 = 0. 

Draaien we de coördinaatassen zoo, dat de nieuwe X-as door 
het middelpunt der ellipsoïde gaat, dan wordt de nieuwe verge­
lijking 

(•r"M Z/^+ Z/") — 2(ft2 H- ^-)xVp2jr<r~ptb'--~q-b'2 — bi)[--

-1- a2{p2 q2)x2 ----- 0 , 

waaruit blijkt, dat de nieuwe X-as as van symmetrie is. 
De poolvergelijking wordt, als we OM = l stellen, 

• ^2sin2a — b2 

o l cos u + b \ 
I a2 - b2 

h. Gaat het XZ-vlak door M, dan is q = 0 en de X-as as 
van symmetrie van de kromme. 



c. Ligt M in het YZ-vlak, dan is p = 0 en de Y-as sym-
metrieas van de kromme. 

il. Brengen we in het algemeene geval de coördinaatassen 
evenwijdig aan zichzelf naar M over, dan wordt de vergelijking 

è4(a2 — c2}tji  -f 2qb\ai  — c-)ij3 + )hïc\2ati  — b2 — 

+ 2plrc-{a'- — b-)x — p2bxc2 + q'-a^b1 — qibxc% + ̂ V1!//2 + 

]2qb2c2(a2 — c'-.x2 -f 2pqa2b2c2x + 2qb ic i{>/ c l{a- — b '-')x l  

+ 2pc\a2 — ö-)x3 4- ]p2aici  — p 'b-c* — q2b2cx + + 

2pb4'c ix (p2 + q 2)ö4c4 = 0. 

q 
Laten we nu p en q oneindig groot worden, zoo dat = A is, 

P 
dan krijgen we na deeling door p- de vergelijking 

{«VA2 — ö1c2{l -{- A2)j?/2 + 2a2b2c i\x)j -j {«V — &2c4(l A2;{J2  + 

+ 6V(1 +X2) = 0. 

Dus als we de ellipsoïde snijden door eene reeks van evenwij­
dige vlakken, wordt de XY-doorsnede van den cylinder van richt­
lijnen eene kegelsnede. Dit blijkt te zijn eene hyperbool, die 
haar middelpunt in M heeft en de hoofddoorsnede raakt in de 
raakpunten van de raaklijnen met de richtingscoëfficient A. 

Wat in het voorgaande geval is opgemerkt omtrent de split­
sing en omtrent de middelkromme, is ook op deze kromme lijn 
van toepassing. 

18. In de derde plaats zullen we onderstellen, dat de as noi den 
vlakkenbundel evenwijdig is aan de middelbare as der ellipsoïde: 
we kiezen weer de as van den vlakkenbundel als Z as, de X-as 
evenwijdig aan de groote as der ellipsoïde, en de Y-as evenwij­
dig aan de kleine as. We vinden tie vergelijkingen van de meet­
kundige plaats der brandpunten en van de XY-doorsnede van den 
cylinder van richtlijnen door in de vergelijkingen, die we voor 
het eerste geval afleidden, b en c te verwisselen. De vergelijking 
van de meetkundige plaats der brandpunten in poolcoördinaten 
wordt 
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;;c-'cos« + (/«-sin a 

c^cos2» + «''sin2» 

V) ''"ie1—62)cos2a—a2(6*—c2jsin2a | j c2cos2a 4-a2sin2a — (q cosa—/jsina)-{ 

r^cos2^ -f- a2sin2a 

en iiie#op rechthoekige assen 

asi/1 — 2(jasy3 + )(a2 -f c-)x- — 2pc~x + b'-{a- — p-) + 'i'a' -f-

-}- P'C' — a2e2{?/2 — \2qa*x- — 2pqb*x[y + c-xx — 2pc'-xn + 

+ (^(c2 — ï2) 4- (fW2 -rp'^c- — a-c-lx' — O. 

19. We kunnen, zonder gebruik te maken van deze vergelijkingen, 
een en ander opmerken omtrent het al of niet bestaanbaar zijn 
der brandpunten, en in verband daarmee omtrent den vorm dei-
kromme. Sommige der doorsneden hebben haar groote as in 
het symmetrievlak, andere haar kleine as: de overgang hiertus-
schen wordt gevormd door de cirkeldoorsneden. We verkrijgen dus 
hier in het algemeen bestaanbare brandpunten in het symmetrie­
vlak zoowel binnen als buiten de hoofddoorsnede, zoodat dit 
geval merkwaardiger vormen van kromme lijnen moet geven 
dan een der beide voorgaanden. De richtingscoëfficiënten der cirkel-

doorsneden zijn ± 1 ', • die vlakken uit den bundel, waar-
J a I Ir - c2 ' 

van ile richtingscoëfficiënt naar absolute waarde kleiner is dan 
die der cirkeldoorsneden, geven ellipsen met haar groote as in 
het symmetrievlak, de andere geven doorsneden met haar kleine 
as in dat vlak. 

Onderstellen we nu vooreerst, dat O buiten de hoofddoorsnede 
ligt; dan kunnen zich drie gevallen voordoen. 

In de eerste plaats kunnen alle bestaanbare doorsneden rich­
tingscoëfficiënten hebben, die naar absolute waarde kleiner zijn 
dan die der cirkeldoorsneden; dan geven ze allen bestaanbare 
brandpunten in het symmetrievlak. We vinden dan binnen de 
hoofddoorsnede een ovaal, dat de hoofddoorsnede raakt in de 
raakpunten der raaklijnen uit O. Buiten de hoofddoorsnede verkrijgen 
we bestaanbare brandpunten in het symmetrievlak uit de vlakken 
van den bundel, waarvan de richtingscoëfficiënt naar absolute 
waarde grooter is dan die der cirkeldoorsneden. Daar vinden we 
dus ook eene kromme, die zal raken aan de snijlijnen van het 
XY-vlak met de vlakken der cirkeldoorsneden, en wel in de punten, 
waar deze worden gesneden door de meetkundige plaats dei-
middelpunten. 
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In de tweede plaats kunnen alle bestaanbare doorsneden rich-
tingscoëfficienten hebben naar absolute waarde grooter dan die 
der cirkeldoorsneden; we verkrijgen dan binnen de hoofddoorsnede 
geen bestaanbare punten der meetkundige plaats. Buiten de 
hoofddoorsnede vinden we bestaanbare punten tusschen de hoofd­
doorsnede en de cirkeldoorsneden. De meetkundige plaats zal ook 
hier weer raken aan de hoofddoorsnede in de raakpunten van de 
raaklijnen uit O en aan de snijlijnen van het XY-vIak met de 
vlakken der cirkeldoorsneden in de punten, waar deze gesneden 
worden door de meetkundige plaats der middelpunten. 

Eindelijk kan het gebeuren, dat onder de bestaanbare door­
sneden één cirkel voorkomt. Door dat vlak wordt de hoofddoor­
snede in twee deelen verdeeld; in een daarvan ligt een deel van 
de meetkundige plaats, dat raakt aan de hoofddoorsnede en aan 
de snijlijn van het vlak van die cirkeldoorsnede met het XY-\iak. 
Buiten de hoofddoorsnede ligt een deel van de meetkundige plaats, 
dat de hoofddoorsnede en de XY-doorgang van het vlak van de 
andere cirkeldoorsnede aanraakt (Fig. VII). 

Komen onder de bestaanbare doorsneden twee cirkels voor, 
dan wordt door de vlakken daarvan de hoofddoorsnede in drie 
deelen verdeeld. Het laat zich gemakkelijk inzien, in welke van 
die deelen bestaanbare brandpunten liggen, en of er ook bestaan­
bare brandpunten buiten de hoofddoorsnede voorkomen. 

Als O op de hoofddoorsnede ligt, zijn er in het algemeen onder 
de bestaanbare doorsneden twee cirkels. De meetkundige plaats 
der brandpunten raakt dan de X Y-doorgangen van de vlakken der 
beide cirkeldoorsneden en in O de hoofddoorsnede aan. 

Ligt O binnen de hoofddoorsnede, dan raakt de meetkundige 
plaats de doorgangen van de vlakken der beide cirkeldoorsneden, 
maar niet meer de hoofddoorsnede aan (Fig. VIII). 

In de laatste twee gevallen snijden alle vlakken van den bundel 
de ellipsoïde volgens bestaanbare ellipsen en verkrijgen we dus 
alleen bestaanbare punten binnen de hoofddoorsnede. 

Als O buiten de hoofddoorsnede ligt , laat zich gemakkelijk be­
palen aan welke betrekkingen p en q moeten voldoen, opdat er 
onder de bestaanbare doorsneden geen cirkels voorkomen, door 
de voorwaarde te stellen, dat lijnen uit O evenwijdig aan de cir­
keldoorsneden getrokken, de hoofddoorsnede snijden in onbestaan­
bare punten. De richtingscoëfficiënten der cirkeldoorsneden zijn 

± — |/ a— —; noemen we deze voorloopig ± 7 ,  dan vinden 
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we de abscissen der genoemde snijpunten uit de vergelijking 

c%r — pï- + rt2( — y-r — q)* = a2C2 ,  

of na rangschikking naar .c 

{C' + y'd'j jc' — 2(C'p ± (l' i jy)x -|- C'j/ ' - a2(j2 — Cl2C2 = U. 

Voor -i 7 worden de wortels dezer vergelijking onbestaanbaar 
onder de voorwaarde 

rtV((r — c2) -  }a<j Vb2  — c2  — cp Va2  - ö2P<0, 

voor — 7 onder de voorwaarde 

a2c\a2  — C') — \af^b2 — c2  + cp Va2 ~ b2[2 <0. 

Als dus p en 7 aan deze beide voorwaarden voldoen, krijgen 
we geen bestaanbare cirkeldoorsneden; voldoen ze aan de eene 
wel, aan de andere niet, dan krijgen we ééne bestaanbare cir-
keldoorsnede; voldoen ze aan geen van beide, dan zijn de beide 
cirkeldoorsneden bestaanbaar. 

De beide boven gevonden voorwaarden laten zich schrijven 

)a'iVb2  — f- — cpVa2  — b2  -f- acVo* — c2 \)uiiVb2  — c2  ~ 

cpVa2 — b2 — acVa2 — c2\ >0 

)(/'y Vb2  — c2  -r cp Va2  — b2  + acVa2  - c2 \ \aqV rb2  — c2  + 

cpV a2 — b2 — acV a2 ~ v2[ >0. 

Beschouwen we in deze beide gelijk nul gestelde vormen p en q 
als veranderlijke coördinaten , dan stellen ze lijnenparen voor. De 
gevonden voorwaarden zeggen dus, dat O buiten deze lijnenparen 
moet liggen, om geen bestaanbare cirkeldoorsneden te krijgen. 
Blijkbaar zijn dit lijnenparen, evenwijdig aan de vlakken der 
cirkeldoorsneden en de hoofddoorsnede aanrakende. 

20. Keeren we om den aard van de kromme na te gaan tot onze 
vergelijkingen terug, dan blijkt daaruit weer, dat de kromme 
alleen in O een dubbelpunt heeft. De richtingscoëfficiënten der 
dubbelpuntsraaklijnen worden gevonden uit de vergelijking 

en 
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Ze zijn bestaanbaar onder de voorwaarde 

(7-«-' + ]rc- a -c'-))b l  — (a- + c- — p- — — 

—  (g2aa - 7  P'C2  — u-c2) { >0. 

Als ü buiten de hoofddoorsnede ligt, is de eerste factor posi­
tief; opdat de dubbelpuntsraaklijnen bestaanbaar zijn, moeten 
p en q dus voldoen aan de voorwaarde 

ria2  -  b2) -  PW -  C ' )  + ia" -  b2)(b2  - c2)< 0, 

of y2 'J2 
< l 

a2  — b2  b2  — c2  ~ '  

d.w. z. het punt M moet liggen binnen eene hyperbool, met de halve as­

sen Va2 — b2 en V b2 — c2 en O tot middelpunt. Ligt M op de ge­
noemde hyperbool, dan is O keerpunt; ligt M er buiten, dan is 
O afgezonderd punt. 

Deze hyperbool is hier de focaalkegelsnede, dus de meetkun­
dige plaats der puntbollen, die de ellipsoïde dubbel aanraken. 

Ligt O op de hoofddoorsnede, dan vallen de dubbelpuntsraak­
lijnen samen, en haar richtingscoëfficiënt is 

PI . 
a2  —p2  

In dit geval voldoen p en 7 aan de voorwaarde 

q2a2  -\-p2c2  — a2c2  = U. 

Met behulp hiervan laat zich de genoemde richtingscoëfficiënt 
herleiden tot 

_ vc\ 
' ja2  

Dit is de richtingscoëfficiënt van de raaklijn in O aan de hoofd­
doorsnede, dus beide takken van de meetkundige plaats raken in 
O die ellips aan. 

Als O binnen de hoofddoorsnede ligt, krijgen we bestaanbare 
dubbelpuntsraaklijnen onder de voorwaarde 

> 1 • 
a" — h b — c 

dus O moet liggen buiten eene hyperbool met M tot middelpunt en 

V a* — b2 en Vb2 — c* lot halve assen, dus buiten de focaalkegel-
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snede. Ligt O op deze kromme, dan is het keerpunt; ligt O er 
binnen, dan is het afgezonderd punt. 

21. Van de vroeger beschouwde bijzondere gevallen vervalt hier 
het eerste, waar we onderstelden, dat de gegeven ellipsoïdeeene 
omwentelingsellipsoïde was. De volgende twee geven weer een­
voudig, dat, als O op" een der assen van de hoofddoorsnede ligt, 
die as symmetrieas wordt van de meetkundige plaats. 

Van meer belang is het laatste geval, waarin de as van den 
vlakkenbundel oneindig vei- ligt, m. a. w. waar de drieassige ellip­
soïde wordt gesneden door eene reeks van evenwijdige vlakken. 

Verplaatsen we ons coördinatenstelsel evenwijdig aan zichzelf 
naar het middelpunt der ellipsoïde, dan wordt de vergelijking 
van de meetkundige plaats: 

(i- ij*' -- 2qa'2y3 -- |(a2 + c2)x- + 2pa'-x -f p'2a'- — p2b2 + a2b2 -j-

+ q2a2 — a'2c2sy'2 + \2qc2x2 + 2pqh'2x — 2r/«2c2 + 2qb2c2\y + c3^4 --

+ 2})cixa -f )q2c'2 -• b2c2 — 'j2b2 -\- p2c2 — a2c2[x2 -j- ]2ph2c2 — 

—2pa2c2\x 'j2a2b2 — <j2a'-c2 ~r p2b2c'2 — p2a2c2 = 0. 

Laten we nu p en q oneindig groot worden, zoo dat - = A is, 

dan krijgen we na deeling door p2  

ja2(l + X 2 )  -  b 2 [ i j 2  - j -  2 b 2 \ j r y  +  )c2(l + A2) - b2\2t,x2 + a2b2\2 -

— a2c2A2 b2c'2 — a2c2 = 0. 

De meetkundige plaats wordt dus ook hier weer eene kegel­
snede. Bij onderzoek blijkt, dat het eene ellips is onder de 
voorwaarde 

" «2(62 - c2)' 

dus wanneer A naar absolute waarde kleiner is dan de richtings­
coëfficiënten der cirkeldoorsneden. Het wordt eene parabool, als 
de snijdende vlakken evenwijdig zijn aan eene cirkeldoorsnede. 
De vergelijking der meetkundige plaats laat zich dan herleiden tot 

(ayVa2  — b2  ±. cxVb2  c2)2  = 0 

d. i. tweemaal de lijn, die de middelpunten der cirkeldoorsneden 
vereenigt. De parabool ontaardt dus in twee samengevallen 
rechte lijnen. 

De meetkundige plaats der brandpunten wordt eindelijk eene 
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hyperbool, als de lichtingscoëfficiënt van de snijdende vlakken 
grooter is dan die der cirkeldoorsneden. 

Wat vroeger gezegd is van splitsing en middelkromme is ook 
hier toe te passen. 

22. De vergelijking vun de rechte doorsnede van den cylinder 
der richtlijnen in poolcoördinaten is 

7K.-2cos« -r 702 sin a 
1> = i 2—; 2 . •> — 

c-cos-« + « sin-« 

a2c2 |/c2cos2« + a2sin2« — (9COS« — ^jsina)2 

- c2cos2« + «2sin2« i a2c2 — t2(c2cos2« + a2sin2«) 

en die op rechthoekige assen 

a\h- — c2^)yi• Zqa^ib'1 — c2)y3 - ]a2(:2(2b'2 — a2 — c2)x2 — 

— 2pa2c2{b2 — c2)x -1- r/2a462 — a2c2{q2a2 p2c2 — a2c2)\y2 + 

+ J 2qa'2c2(n2 — h-)x2 -f- 2p(ia'2b'2c2x'sy - c4(a2 — i2)^1 + 

+ 2pcx{a2 —b'2)!3 + jp2i2c4 — a2c2((/2a2.+j»2c2 — a2c2){a:2 = 0. 

Deze kromme heeft dus ook een dubbelpunt in O, en daar alleen; 
ze raakt, evenals de meetkundige plaats der brandpunten, de 
hoofddoorsnede in de raakpunten der raaklijnen uit O. De rich­
tingscoëfficiënten der dubbelpuntsraaklijnen worden gevonden uit 

y]* 2pqa2b2<:2 y 
xl q2aAb2 — a2c2 (g2aa p2c'2 — ci'2c2) x 

p'Wc* — a2r2(q2a2 -\- p2<-2 — a2c2) 

q2axb2 a2c2(q2a2 p2c2 — a2c2) 

De dubbelpuntsraaklijnen zijn dus bestaanbaar, als p en q vol­
doen aan de voorwaarde 

( j 2 r t 2  p ' 2 c 2  —  a 2 < 2 ) ) q 2 a } h 2  +  p ' 2 b 2 c x  -  a  2 c 2 { q 2 a 2  - j -  _ p 2 c 2  —  a 2 c 2 ) \  >0. 

Als O buiten de hoofddoorsnede ligt, is de eerste factor posi­
tief; dus de voorwaarde wordt 

q2u\b2 — c2) — p2ci(a2 — />2) -f > 0, 
of 

a '  ~ b 2  b 2  -  c 2  



Dus, opdat dedubbelpuntsraaklijnen bestaanbaar zijn, moet M liggen 
( l ^  

buiten eene hyperbool met O als middelpunten _ - en 
V a * - b *  V b 2 - r 2  

als halve assen. Ligt M binnen deze hyperbool, dan is Ü afge­
zonderd punt; ligt M er op, dan is O keerpunt. 

De richtingscoëfftcient der keerraaklijn wordt 

c^q 

c 2p ' 

de keerraaklijn staat dus loodrecht op de raaklijn aan de hoofd-
doorsnede in het snijpunt der hoofddoorsnede met de lijn OM. 

Als O op de hoofddoorsnede ligt, vailen de dubbelpuntsraak­
lijnen samen en haar richtingscoëfficiënt wordt 

_ 'Ll • 
a'-q ' 

dus de beide takken van de kromme raken in O de hoofddoor­
snede aan. 

Ligt O binnen de hoofddoorsnede, dan is de eerste factor van 
bovengenoemden vorm negatief, de tweede positief. De dubbel-
puntsraaklijnen zijn dan onbestaanbaar, O is afgezonderd punt. 

28. Omtrent de vormen, die de kromme aanneemt, kunnen we 
het volgende opmerken. De cirkeldoorsneden hebben eene excen­
triciteit nul, daarvoor liggen dus de richtlijnen oneindig ver. 
Deze cirkeldoorsneden vormen de grens tusschen de bestaanbare 
en de onbestaanbare richtlijnen, dus de cylinder der richtlijnen 
zal in het oneindige de vlakken der cirkeldoorsneden aanraken, 
m. a. w. de XY-doorgangen van de vlakken der cirkeldoorsneden 
zijn asymptoten van de hier beschouwde kromme. Van alle 
krommen, die we hebben leeren kennen, is deze (Fig. IX en X) 
de eenige, die oneindige takken heeft. 

De rechte doorsnede van den cylinder der richtlijnen raakt dus 
de hoofddoorsnede in de raakpunten der raaklijnen uit O en heeft 
de bovengenoemde lijnen tot asymptoten; O is dubbelpunt met 
bestaanbare of onbestaanbare raaklijnen of keerpunt. 

Als O in M ligt, verkrijgen we eene kromme, die symmetrisch is 
ten opzichte der assen. Ze heeft ongeveer den vorm van eene 
hyperbool, maar bij de toppen kunnen een of twee dubbelraak-
lijnen evenwijdig aan de Y-as voorkomen. 
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24. Omtrent de al of niet bestaanbaarheid der dubbelpuntsraakiijnen 
in O laat zich nog het volgende opmerken. Bij de bespreking 
van de meetkundige plaats der brandpunten vonden we, dat O. 
opdat er geen bestaanbare cirkeldoorsneden zijn, moet liggen 
buiten de raaklijnenparen, evenwijdig aan de cirkeldoorsneden aan 
de hoofddoorsnede getrokken. Analytisch werd dit uitgedrukt 
door twee ongelijkheden. Aan deze ongelijkheden kan op vier 
manieren worden voldaan nl.: le. de beide factoren van beide 
ongelijkheden zijn positief, 2". die van de eerste ongelijkheid zijn 
positief, die van de tweede negatief, 3''. die van de eerste zijn 
negatief, van de tweede positief, 4r. alle factoren zijn negatief. 

Fig. 2. 

Dit komt overeen met de ligging van het punt O in een der 
hoeken «, /3, y of S, als in fig. 2 de raaklijnen aan de hoofddoor­
snede de bovengenoemde raaklijnen zijn. Hierin is 

Opdat O afgezonderd punt zij, moet het liggen binnen eene hyper-
a2 c2 

bool met de halve assen „ —- en ,, om II beschreven. 
y  a *  — 6* V b —  c  

De as, die langs BM valt, is grooter dan BM, dus liggen de 
toppen van de hyperbool binnen de hoeken )3 en y. Bij onderzoek 
blijkt verder, dat BD genoemde hyperbool aanraakt en de geheele 
hyperbool dus binnen de genoemde hoeken ligt. Derhalve kan O 
binnen die hoeken dubbelpunt met bestaanbare raaklijnen, keer­

3 
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punt of afgezonderd punt zijn; daar buiten is het altijd dubbelpunt 
met bestaanbare raaklijnen. 

25. Wanneer het punt O op een der assen van de hoofddoor-
snede ligt, wordt deze symmetrieas van de kromme. 

Verplaatsen we het coördinatenstelsel evenwijdig aan zichzelf 
naar het middelpunt der ellipsoïde. dan wordt de vergelijking van 
de rechte doorsnede van den cylinder van richtlijnen: 

a\b2 — c2)//1 -f 2qa\bi  — c2}ya + |a2c:J(262 — a2 — c2)x2 — 

— 2pa2c2(ci2 — b2)x — p'h^c2 -f q2axh2 — q2axc2 + a4c4|y2 + 

+ )2qa2c2{b2 — c2)x2 + 2pqa2b2c2x + 2qaxcx\ii — c\a2 — hi)xi  — 

— 2pc\a2 — b2)t3 -j- ]p2b2cl  — q 2(i2ci  — j3aa2c* + a'c1 [x2 + 

-f 2paic*x -j- a*<A(p2 ^2) = 0. 

Laten we nu p en q oneindig groot worden, zoo dat — = X 
P 

is, dan gaat de vergelijking over in 

|a46ZA2  - a4c2(l + A-)!//- -(- 2a2b2c2\ry + )b'2<A — (t2c4(l -j- A2)( j;2  -

-t-aV(l -i- X2) = 0. 

De kromme is eene kegelsnede; dus ook hier treedt splitsing 
op evenals in de voorgaande gevallen. Het blijkt eene ellips te 

c 2(ci2 - b 2) 
zijn, als A2 <- ,- , , is, dus als de vlakken een richtings-

J ' «2(i2 - c2) 
coëfficiënt hebben, die naar de absolute waarde kleiner is dan 
die der cirkeldoorsneden. Hebben de vlakken een richtingscoëf­
ficiënt , naar absolute waarde grooter dan die der cirkeldoorsneden, 
dan is de kromme eene hyperbool. Is hun richtingscoëfficiënt 
gelijk aan die der cirkeldoorsneden, dan is het eene parabool, 
die ontaardt in de beide raaklijnen aan de hoofddoorsnede, even­
wijdig aan de cirkeldoorsneden. 

Ook hier is de ellips der middelpunten middelkromme. 

26. Bij de behandeling van de meetkundige plaats der brandpun­
ten vonden we, dat het deel van het symmetrie vlak, waar O dub­
belpunt met bestaanbare raaklijnen is, wordt afgescheiden van het 
gedeelte, waar O afgezonderd punt is, door eene hyperbool met de 

halve assen Va2 — b2 en V b2 — c2. Bij den cylinder van richt­
lijnen wordt deze afscheiding gegeven door eene hyperbool, waar-

a2 c2 

van de halve assen zijn en , . Deze beide 
J  V a 2  -  b 2  V b 2  -  c 2  



hyperbolen zijn wederkeerige poolkrommen met betrekking tot de 
hoofddoorsnede, zooals blijkt uit eene dergelijke berekening als 
we op blz. 17 en 18 maakten. 

Hieruit volgt tevens, dat de asymptoten dezer hyperbolen toe­
gevoegde middellijnen van de hoofddoorsnede zijn. 

27. Ten slotte zullen we nagaan, welke de Plücker'sche getallen 
zijn van de boven besproken kromme lijnen. 

Bij de krommen van den vierden graad kan het aantal dubbel­
punten, wanneer de kromme niet ontaard is, hoogstens drie zijn en 
bij de in twee kegelsneden ontaarde kromme vier. Laten we deze 
laatste buiten beschouwing en stellen we den graad voor door n, 
het aantal dubbelpunten door rf, de klasse door »«, het aantal 
keerpunten door k, het aantal dubbelraaklijnen door t, het aantal 
buigpunten door h, en het geslacht door y, dan kunnen zich de 
volgende gevallen voordoen: 

I III IV V VI VII VIII IX X 

n 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 

(1 3 2 2 1 1 1 0 0 0 0 

7/1 6 8 5 10 7 4 12 9 6 3 

k 0 0 1 0 1 2 0 1 2 3 

t 4 8 2 16 4 1 28 10 1 1 

b 6 12 4 18 10 2 24 16 8 0 

(J 0 1 0 2 1 0 8 2 1 0 

De krommen, die wij beschouwden, hebben alle in den oorsprong 
een dubbelpunt en alleen daar; dit dubbelpunt kan echter soms 
keerpunt worden, en soms komt het voor, dat de beide takken 
van de kromme elkaar in O aanraken. 

Het laatste kunnen we ons ontstaan denken door het samen­
vallen van twee dubbelpunten, dus daarvoor is het dubbelpunt 
tweemaal te tellen. 

Als O dubbelpunt met bestaanbare raaklijnen of afgezonderd 
punt is, behoort de kromme dus tot groep IV; als O keerpunt is, 
behoort ze tot groep VIII en als de beide takken elkaar aanraken 
tot groep II. 
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HOOFDSTUK II 

28. De buiten het symmetrievlak gelegen brandpunten vormen 
eene ruimtekromme; de richtlijnen, die bij deze brandpunten be-
hooren, zijn alle evenwijdig aan het symmetrievlak en vormen 
dus een regelvlak, dat het symmetrievlak tot richt- en symme­
trievlak heeft. 

We zullen weer achtereenvolgens de as van den vlakkenbundel 
evenwijdig onderstellen aan de kleinste, de grootste en de mid­
delbare as der ellipsoïde, en onze coördinaatassen evenzoo aan­
nemen als bij de behandeling der overeenkomstige gevallen in het 
eerste hoofdstuk. 

Als de as van den vlakkenbundel evenwijdig is aan de kleinste 
as der ellipsoïde, zijn de brandpunten huiten het symmetrievlak he-
staanbaar voor die vlakken uit den bundel, die de ellipsoïde snij­
den volgens onbestaanbare ellipsen; we zullen dus alleen eene 
bestaanbare kromme verkrijgen, als O buiten de ellipsoïde ligt. 

We vonden vroeger (blz. 6) voor de as in het symmetrievlak 

abV(T-f A2)5è2 -f X2a2 — {q-~\p)2l 

h' + A2a2 

en voor de as loodrecht daarop 

I h
' 
+ A2r<ii ~ ^ ~ 

C 1 h* + A2«2 

Hieruit vinden we voor de excentriciteit der hier behandelde 
brandpunten 

+ A2aa - (2 - XpYWbh* + o-c2\2— a-i2 - u2b2\2[ 
h2 A2(<2 

De a; en ?/ zijn voor deze brandpunten dezelfde als die van 
het middelpunt, de z is de genoemde excentriciteit; dus de coör­
dinaten zijn 

pb* -f Xqa* ^pb2 -|- A^a2 

* = '/ytj: x2a2 ' !' = b* -J A2a2' 

_ ^ VW + A2a2 — [q - Xp)2l\b2{c2 - a2) + a2X2(c2 - b*)\ 

b ' H- A -a -

Ook uit den gevonden vorm voor z blijkt, dat deze brandpunten 
alleen bestaanbaar zijn in de vlakken, die de ellipsoïde niet snijden. 



Want opdat z bestaanbaar zij, moet voldaan worden aan debe­
trekking 

{a2 —2>2)X2 + 2p'i\ + [b2 — q'1) < 0 

en dit is het geval voor de vlakken, die de ellipsoïde niet snijden. 
Voor de vlakken uit den bundel, die de ellipsoïde raken, is de 

genoemde vorm nul; daarin vallen dus de brandpunten op de 
hoofddoorsnede samen. De meetkundige plaats van deze brand­
punten gaat dus ook door de raakpunten van de raaklijnen, uit 
O aan de hoofddoorsnede getrokken. 

29. De brandpunten op de Z-as vinden we voor die waarde 
van A, waarvoor x en y nul worden, dus voor 

Daarvoor is 

. = ± V(a*q* + 6a/?a - + /;V2(fe2 - c2){ 

ahV^ a2q2 + b'p* 

Als O buiten de hoofddoorsnede ligt, en dit is noodig om eene 
bestaanbare kromme te verkrijgen, zijn beide factoren van den 
teller positief en z is dus verschillend van nul. 

Deze kromme gaat dus niet door den oorsprong van ons coör­
dinatenstelsel. 

Op de Z-as liggen dus twee punten van de meetkundige plaats. 
Een willekeurig vlak door de Z-as, waarvan de richtingscoëfflciënt 

pb2  

verschilt van — ,, bevat bovendien nog twee brandpunten; dus 
qa 

elk vlak door de Z-as bevat vier punten van de meetkundige plaats. 
Dat ditzelfde met elk willekeurig plat vlak het geval is, laat 
zich gemakkelijk aantoonen. Als de vergelijking van het vlak 

Ac By + Cz -f- D = O 

is en we substitueeren hierin de bovengenoemde waarden van x, 
y en z, dan verkrijgen we eene vierdemachtsvergelijking in X. 
Elke waarde van A geeft ons een snijpunt; dus de kromme heeft 
met het platte vlak vier snijpunten. De ruimtekromme der brand­
punten is dus van den vierden graad. 

80. Elimineeren we nu A uit de waarden van X en IJ , dan 
vinden we 

b2*2 -j- cry2 — pb2x — ya2y = U 
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als de vergelijking van een oppervlak, waarop de meetkundige 
plaats ligt Dit is een elliptische cylinder, die de meetkundige 
plaats der middelpunten tot XY-doorsnede heeft en waarvan de 
beschrijvende lijnen loodrecht op het XY-vlak staan. Een tweede 
oppervlak verkrijgen we door A te elimineeren uit 

_ _  ̂  V)!?^ \2a2  -iq- Xp)2[)h2{r2 - a2) + a^c2  -

b* + \2a2 

en 

Dit geeft na eenige herleiding 

{ p / j - x  - f -  q c r i j ) 2 z 2  —  

= \h2x2 + cry2 — {'/x — pij)2\)b2(,c2 — a2)x2 + a2(c2 — b2)y2\. 

Dit is de vergelijking van een regelvlak, dat de Z-as tot richt­
lijn en het XY-vlak tot richt- en symmetrievlak heeft, zooals 
het duidelijkst blijkt uit de beide vergelijkingen, waaruit die van 
het oppervlak is afgeleid. Het oppervlak is van den vierden 
graad. 

81. We willen nog een paar andere oppervlakken afleiden, 
waarop de meetkundige plaats van deze brandpunten ligt, en wel 
in de eerste plaats een bol. De oneindig ver gelegen punten 
van de meetkundige plaats vinden we voor 

x = ± i
l -, 

a 

want in den boven voor z gevonden vorm komt h'2 + \2a2 in 
den noemer voor. 

Verder is 

x 2 +  y 2  ( 1  +  H a 2 ) 2  

z2 \b2 -|-A2a2 — {q — A^)2{}62(r2 — a2) + fl2A2(c2•— b2)'^ 

Het tweede lid van deze vergelijking wordt — 1 voor A = ± ; 
a 

dus iie oneindig ver gelegen punten van de meetkundige plaats 
voliloen aan 
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of 

x2  + y2  z2  — O 

en liggen dus op den onbestaanbaren cirkel in het vlak in het 
oneindige. De meetkundige plaats blijkt dus eene kromme van 
den vierden graad te zijn en wel de doorsnede van twee opper­
vlakken van den tweeden graad. Als een van deze beide opper­
vlakken kunnen we dus een bol nemen. 

De coördinaten van het middelpunt van dezen bol en den straal 
vinden we het gemakkelijkst door een bol te brengen door de 
beide op de Z-as gelegen punten van de meetkundige plaats en 
de punten, die deze met de hoofddoorsnede gemeen heeft. We 
vinden dan voor de coördinaten van het middelpunt 

{q 2a2 -f- ij2 Ij2  — a2b2){a2  — b2) c2{q2a2  -- p2b2) 
x __ p , 

(q'a2 + P2b2 — a2b2){b2 —a2) + c2{q2a2 -f- p2b2) 
y = 3 2b2{q 2a2 + p2b2} ' 

en voor den straal 

2a2b2{q2a2  + p2b2) 

32. In de tweede plaats kunnen we ook een kegel van den 
tweeden graad vinden, waarop de meetkundige plaats dezer brand­
punten ligt, en die zijn top in het symmetrievlak heeft. De meet­
kundige plaats is nl. de doorsnede van een elliptischen cylinder 
en een bol, waarvan de vergelijkingen zijn 

b2x2  -f- «2 / /2  —• pb-jc — qa2y = 0 

en 

a2b2(q2a2 + p2b2)(x2 + ;/2 + ̂ 2) — pb2](q2a2 -i-p262)(a2 — b2 c2) — 

-a2b\a2 -b2)\x+qa2\{q2a2+p2b2){a2-b2-c2)-aib\a2-b2)\l|-

— (q2a2 p2b2 — a2b2){q2ai  — q2a2c2 -\-p264 — p2b2c2) = 0. 

Elk oppervlak, gaande door de meetkundige plaats, laat zich 
dus voorstellen door de vergelijking 
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a2b2(q2a2 + }'2b-)22 + ](t'li2(q-(i22)T- ̂ li2{.r2-i-ja2//2(^:2a24-^2i")4-

+ Aa'1\y2 — pi'2)A + (92<f2 + p2l>'2)(a2 — i2 + c2) — (i262(a2—i2j{x+ 

+ y«2j - + (3
2a2 + /j262}(«2 - i2 - c2) - a2h\a3 - h2)\y -

— (9 2a2 + i'2^2— a2b2){q2al  — g2(i2c* + Z'3^4 — p2b2c2) — 0, 

waarin A een nader te bepalen coëfficiënt voorstelt. 
Opdat dit een kegel zij met zijn top in een punt (P, U), 

moeten de bekende term en de termen van den eersten graad 
verdwijnen uit de vergelijking, wanneer we den oorsprong van 
het coördinatenstelsel naar dat punt overbrengen. Uit geeft de 
voorwaardevergelijkingen 

2P]a*b*(qaa*+p2b2) + Ab*[ - pb2]A + iq2a2+p2b2){a2 -b't + c*)-

-  a 2 b H a 2  -  b 2 ) i  =  0  ( 1 ) ,  

2Qla2b2(q2a2-i-j>2ó2) 4- Aa2i + qa2} —A-\-(q2a2-\-p2b2){a2—b2—c2) — 
-a2b\a2 -h2)>s=0 (2), 

P2\a'2b2(q2ua + rb2) + Ab2>, + Q2\a2i2(q2a2 + p2b2) + Aa2\ -

— pb2P\A + (92«2 + p2b2){u2 — b2 + c2) — a2b2(a2 -- b2)\ -j-

+ 1('-2Q\ — + {q2ci2 + p2b2,(a2 — b2 — c2) — a2b2{a2 — b2)\ — 

— {q2a2 p2b2 — 0 2i2)(52(t4 — 72a2c2 + p'^b* — l)2b2C2) = 0 . .(3), 

welke laatste zich met behulp van de beide andere vereenvoudigt 
tot 

pb2P\ A + {q2a2 + i>'2b2)(a2 — i2 + c2) — a2b2(a2 — 62)( + 

+  q a 2 Q \ A  -  ( q 2 a 2  +  p 2 b 2 ) { a 2  -  b 2  -  c 2 )  +  n 2 b 2 { a 2  -  b 2 ) [  +  

+ 2{q2a2 + p262 - aWfaW - q2a2G2 + 2^ - p2b2c2) = 0 .. (4). 

Lossen we nu P en Q uit de vergelijkingen (1) en (2) op en 
substitueeren we de gevonden waarden in (4), dan verkrijgen we 
eene derdemachtsvergelijking in A, die echter groote coëfficiënten 
heeft en dus zeer bewerkelijk is. We verkrijgen echter eene op­
lossing, indien we onderstellen, dat (P, Q, 0) ligt op de raak-
koorde van O ten opzichte der hoofddoorsnede, dus dat P en Q 
voldoen aan de betrekking 

p f j 2 P  4- q(i2Q = ci2q2 + b2p2 — u2l>2 (5). 

Elimineeren we nu P en Q uit (1), (4) en (5X, dan vinden we 
eene vierkantsvergelijking in A, die tot wortels heeft 

— 4- p'W) en — J(q2a2 -f p2b'2)(a2 -{- b2 — c2) -f a2b2(a2 — b2)[. 

Bij den laatsten wortel vinden we voor P en Q de waarden p en 
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q* - ó* 
—-—, die niet aan (1), (2) en (4) voldoen: bij den eersten wortel 

vinden we 

}2(i2(i2 — c2) -r p'-b2{2i- — a2 — c2) + a2i2{a2 — h2) 

2pb-\a2 - &SP 

f j 2 a 2 , 2 a 2  —  b 2  —  c 2 )  +  p 2 i 2 { a 2  —  c 2 )  —  a 2 h \ a 2  —  J 2 )  

2qa2{a2 — i2) ' 

welk stel wel voldoet. Dit zijn dus de coördinaten van den top 
van den gezochten kegel. De vergelijking van den kegel op de 
oude assen wordt 

(ri'\q'2a'2 + p'^h'-jz2 + (a2 —- b2)p2b*x2 — (a2 — b'2)q2a4ij2 -f 

+ ph2)q2a\b2 — c'2) + p2bH2h2 — a2 — c2) + a2b\a2 — b2)\x + 

+ qa2]q2(i2(2a2 — b2 — c2) p2b2(a2 — c2) — a2b\a2 — b2)\u — 

— {q2a2 + p2h2 — a2b2){q 2ai — qhl2c2 + i'2^4 — p2fj2c2) — ü. 

Brengen we de coördinaatassen evenwijdig aan zichzelf over 
naar den top van den kegel, dus naar het punt (P, (?, 0), dan 
gaat de vergelijking over in 

a2b\q2a2 + p 2b 2)z2 + i>2b\a2 — b2)x2 — q2a*(a2 — b2)y2 = 0. 

Uit deze vergelijking blijkt, dat onze nieuwe coördinaatvlakken 
symmetrievlakken van den kegel zijn. De as van den kegel staat 
loodrecht op het XZ-vlak, want de doorsneden niet vlakken even­
wijdig aan het XZ-vlak zijn ellipsen, die met vlakken evenwijdig 
aan een der beide andere coördinaatvlakken hyperbolen. 

33. Ten slotte zullen we nagaan, welken vorm de meetkun­
dige plaats aanneemt, als de vlakkenbundel vervangen wordt 
door eene reeks van evenwijdige vlakken. 

Verplaatsen we den oorsprong van coördinaten naar het mid­
delpunt der ellipsoïde, dan wordt de vergelijking van den ellip-
tischen cylinder, waarvan boven sprake was 

b2x2 + n2u2 + pb2x + qa2y = 0. 
(/ 

Laten we hierin p en q oneindig groot worden, zoo dat = \ 
P 

is, dan wordt deze vergelijking 

i2.f + a2\y — 0, 

d.i. de vergelijking van een plat vlak, loodrecht op het XY-vlak 
staande, en gaande door de middens van de koorden der hoofd-
doorsnede met richtingscoëfficiënt A. 
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De vergelijking van het 1 «ovengenoemde regelvlak wordt, als 
we de coördinaatassen naar M verplaatsen, 

\pb2(x + p) 4- qa3{y + g)^2 — [b-[x + p)2 -j- a-(i/ + y)- — 

- \ i { x + P )  - Xv + ?){-] —a2)^ 4-^):! + «V - ̂•)(y+?)•(• 

q 
Laten we ook hier p  en q  oneindig groot worden, zoo dat = A 

P 
blijft, dan gaat deze vergelijking over in 

(62+aW*M&M-«2A2-XV-y2+2Axy)|6V2-«2)+a^V-^-

Dit is de vergelijking van een hyperbolischen cylinder, die zijne 
as heeft in het symmetrievlak: de vergelijking van deze as is 

y — \x. 

De XY-doorsnede heeft tot vergelijking 

y  —  \ x ± V  ö2 + A2«2, 

d. z. de beide raaklijnen met richtingscoëfficiënt A aan de hoofd-
doorsnede getrokken. De meetkundige plaats der brandpunten 
wordt dus eene hyperbool, gelegen in het bovengenoemde platte 
vlak; de toppen van deze hyperbool zijn de raakpunten van raak­
lijnen met eene richtingcoëfficiënt A aan de hoofddoorsnede. 

84. De hij deze brandpunten behoorende richtlijnen zijn alle 
evenwijdig aan het XY-vlak, en snijden de Z-as; ze vormen dus 
een regelvlak, dat de Z-as tot richtlijn en het XY-vlak tot richt­
en symmetrievlak heeft. De afstand van eene richtlijn tot het 
XY-vlak is 

±  c a  l /  6 *  + -  ( g  -  A p ) 2  . 

I c'\b* + A2(i2) - u-b-\l + A2)' 

dus verkrijgen we de vergelijking van het regelvlak door A te 
elimineeren uit 

y  =  \ x  

en 

, / y + _ 

I c\b2 -f- A2a2) - a2b2 { l  +  A-j 

Do laatste vergelijking geeft voor elke waarde van z twee waar­
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den van A; dus door elk punt van de Z-as gaan twee beschrijvende 
lijnen en de Z-as is dubbellijn van het regelvlak. 

De eliminatie van X geeft als vergelijking van het regelvlak 

]c2(b2x2 + a2!/-) — a'2b2(x2 + y2)[z2 = c'jt-'x-'+ a2y2 — (qx — py)2's , 

waaruit blijkt, dat het een oppervlak van den vierden graad is. 
We verkrijgen bestaanbare richtlijnen in die vlakken, die de 

ellipsoïde snijden volgens onbestaanbare ellipsen; dus alleen als O 
buiten de hoofddoorsnede ligt, krijgen we een bestaanbaar opper­
vlak. 

35. Verplaatsen we den oorsprong van ons coördinatenstelsel 
naar het middelpunt der ellipsoïde, dan gaat de vergelijking van 
het oppervlak over in 

)b2{c2 - a2){x + r>y + a'-{c- - b2){y + q)2[z2 =. 

= c*\L'{x 4- p)2 -I- a2{y + ?)-' — {qx—wY's-

Laten we hierin p en q oneindig groot worden, maar zoo dat 

— = A blijft, dan wordt de vergelijking 

\h2[ü2  — c2) -f a2{b2—c2)\2\z2 + c*\b2 + a'-\2—\2x2—y2 2\xy\ — 0 

en deze stelt een hyperbolischen cylinder voor. 
De as van dezen cylinder ligt in het XY-vlak en heeft tot ver­

gelijking 

V  '  X x ;  

de XY-doorsnede bestaat uit de beide raaklijnen met eene rich­
tingscoëfficiënt A aan de hoofddoorsnede getrokken. 

Als we derhalve de ellipsoïde snijden door eene reeks van even­
wijdige vlakken, wordt het oppervlak der richtlijnen een hyper­
bolische cylinder, die de ellipsoïde aanraakt in de raakpunten dei-
raakvlakken uit de reeks. 

36. Als de us van dm vlakkenbundel evenwijdig is aan de jrootste 
as der ellipsoïde, vinden we bestaanbare brandpunten buiten het 
symmetrievlak in die vlakken van den bundel, die de ellipsoïde 
volgens bestaanbare ellipsen snijden. We verkrijgen dus hier 
altijd eene bestaanbare kromme. 
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De coördinaten van de brandpunten zijn 

pc2 + pc2 
- Xr/b2 

Z ~ c2 + X262 ' y ~ 'cr+\*b* ' 

1 )c--' + \-b- - {'! - ,V)-'{)aV + A^2) - ̂c-M + A8); 
L c* y2b'2 

Eliminatie van A geeft twee oppervlakken, welker doorsnede 
de gezochte meetkundige plaats is. Een daarvan is de cylinder, 
waarvan de vergelijking is 

c'rc2 -f- h2//2 — jic2.c •— qh2/J — 0. 

Deze heeft tot XY-doorsnede de ellips der middelpunten en zijne 
beschrijvende lijnen staan loodrecht op het XY-vlak. 

Een ander oppervlak is het regelvlak van den vierden graad, 
dat de Z-as tot richtlijn, het XY-vlak tot richt- en symmetrie-
vlak heeft, en waarvan de vergelijking is 

(pcix-\-qb2y)izi=\'2x2+62y:i—{qx—py)*\\a>!(.c2xi-\-biy2)—i2ci(x'i ry2)J. 

De meetkundige plaats der brandpunten is weer eene ruimte­
kromme van den vierden graad, de doorsnee.van twee opper­
vlakken van den tweeden graad. 

Ook in dit geval zijn een bol en een kegel te vinden, waarop de 
meetkundige plaats ligt. De coördinaten van het middelpunt en 
de straal van den bol, evenals de coördinaten van den top van 
den kegel, vinden we door in de vroeger afgeleide formules u, h 
en c respectievelijk door i, c en « te vervangen. De kegel staat 
ook hier met zijn as loodrecht op het XY-vlak. 

37. Verplaatsen we den oorsprong van het coördinatenstelsel 
naar het middelpunt der ellipsoïde, dan wordt de vergelijking van 
den bovengenoemden elliptischen cylinder 

c2x- 4- b-ij~ + pc-x 4- ql2// = ü 

en die van het regelvlak 

\pc\x 4- p) 4- qb'Hjf -f- q) {2z'i — 
= | r^x+pf+lriijrq )2 -iqx—pij)2 [) {a2—b2)c2(.f4 p)2+ (a2—c2)62(y+q)2 {. 

Laten we ;> en o oneindig groot worden, zoo dat /' = A is, dan 
P  

gaat de eerste over in 
(,2.r 4- ^2A'/ = 0 

d.i. de vergelijking van een plat vlak, dat loodrecht op het XY-
vlak staat volgens de lijn, die de middens verbindt van koorden 
der hoofddoorsnede met een richtingscoëfficiënt A. 



De vergelijking van het regelvlak wordt 

(c2 -f h-X-)-z- ^ Jc2 + b-\- - (y - Ax)-{|(«- - + (a2 - c*)h*\*\. 

Dit regelvlak gaat ilus over in een ellijitischen cylinder, waar­
van de in het symmetrievlak gelegen as tot vergelijking heeft 

;/ = \x 

en de XY-doorsnede bestaat uit de beide raaklijnen aan de hoofd-
doorsnede met eene richtingscoëfficiënt A. 

De meetkundige plaats der brandpunten is dus in dit geval eene 
ellips, gelegen in bovengenoemd vlak. Ze heeft met de hoofd-
doorsnede de raakpunten der raakvlakken uit de reeks gemeen. 

88. De afstand der richtlijnen tot het XY-vlak is in dit geval 

s I / c%+ A-6-' - (g - XpY 
± " I a2(c2 + A2é2) — i2c2(l + A2) 

Ze vormen weer een regelvlak van den vierden graad, dat de 
Z-as tot richt- en dubbellijn, het XY-vlak tot richt- en symmetrie­
vlak heeft. 

De vergelijking van dit oppervlak op onze assen is 

}c2(a2 — b - ) x "  +  ó2(a2 —  —  u { ) c ' x -  -f b - i f 1  —  ( < ] x  —  p y ) ' - [ .  

Verplaatsen we den oorsprong naar het middelpunt der ellip­
soïde, dan wordt de vergelijking op de nieuwe assen 

|c2(a2 — b'!){x 4-pY + b2(a2 — c2)(y + — 

— a4}c2^ 4-pY + b2iy + qY - iq* - P' jY I -

Laten we nu hierin p en q oneindig groot worden, zoo dat 

- — X is, dan gaat de vergelijking over in 
P 

|c2(rt2 - b2) 4- 62(a2 - c2)A2j22 = a4|c1!+ ^A2 - (y - Ax)2{. 

d.i. de vergelijking van een elliptischen cylinder, waarvan de as 
een richtingscoëfficiënt A heeft en welks XY-doorsnede de hoofd-
doorsnede der ellipsoïde aanraakt. 

39. Als de as van den vlakkenhundel evenwijdig is aan de middel­
bare as der ellipsoïde, verkrijgen we bestaanbare brandpunten buiten 
het XY-vlak in die vlakken uit den bundel, die onbestaanbare brand­
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punten in het XY-vlak geven: dus in de bestaanbare doorsneden, 
voorzoover haar richtingscoëfficiënt grooter en in de onbestaanbare, 
voorzoover haar richtingscoëfficiënt kleiner is dan die der cirkel-
doorsneden. De coördinaten van deze brandpunten zijn 

)>c- +• At/a2 pc'1 4- Xqa* x = , I/ = X —— , 
c2 t- A-a2 ' c- A-rt2 

^  V ) c 2  +  A2a2 - { q  -  \ p ) 2 [ ) b 2 ( c -  +  A^a2) - a2c2(l 4- A2)"{ 

c2 4-A-a2 

Deze vergelijkingen bepalen weer eene ruimtekromme van den 
vierden graad; ze ligt op een elliptischen cylinder met de verge­
lijking 

c-x- 4- a-y- — pc2x — qa-y — 0, 

en een regelvlak van den vierden graad, dat tot vergelijking heeft 

(pc'-x -i- qa'-iij-z- = 

= )c-x- + «2i/2 — (qx — puYWc^b* — a-)x- 4- «2(i2 — c2)y2{. 

Evenals in de voorgaande gevallen kunnen we ook een bol en een 
kegel aanwijzen, waarop de meetkundige plaats ligt. De verge­
lijkingen van deze oppervlakken verkrijgen we, als we in die, 
welke voor het eerste geval afgeleid zijn, b en c verwisselen. 

40. Terwijl in de beide voorgaande gevallen de meetkundige plaats 
der brandpunten niet door O ging, heeft dit hier in een bijzonder 
geval wel plaats. Voor deze brandpunten worden x en y nul 

wc2 c2(a2 — A2) 
voor A = — en z voor A2 = ——— (cirkeldoorsneden) Ze 

qa2 a2(62 - c2) 
zullen dus gelijktijdig nul worden en de kromme zal door O 
gaan onder de voorwaarde 

j/c- ^ c | ja2 — b-

qa2 a I h2 — c2' 

of 

9 = '• | b - - 
c

-

p a I a2 — b-

d.w.z. als de lijn OM toegevoegd is aan de richting der cirkel-
doorsneden met betrekking tot de hoofddoorsnede. 

41. Als we de assen evenwijdig aan zichzelf verplaatsen naar 
het middelpunt der ellipsoïde, wordt de vergelijking van den 
elliptischen cylinder 

t2.r2 4- «V + pc2x + qa2y — 0, 



47 

terwijl die van het regelvlak overgaat in 

}/>c2(a; 4- /') + qa'l{y + qVz2 = 

= |c2(a:+^)2-f a^+^)2—(fa:—^?/)2iJc2(i2—a2)(a:+ja)2-f a2(i2—c2)(y+^)2|. 

q 
Laten we hierin p en q oneindig groot worden, zoo dat — = A 

is, dan wordt de eerste vergelijking 

c-x + a2 Ay = 0, 

d.i. de vergelijking van een plat vlak, dat loodrecht op het XY-
vlak staat en door de middens van de koorden der hoofddoor-
snede met een richtingscoëfticiënt A gaat. 

De vergelijking van het regelvlak vereenvoudigt aich tot 

(c2 + AVjV = |c2 + X2a2—fy - Ax)2( )c2(ó2 - o2) + a2((52 - c2)A2j. 

Dit is de vergelijking van een cylinder van den tweeden graad, 
waarvan de in het XY-vlak gelegen as tot vergelijking heeft 

!/ = X j  , 

terwijl de XY-doorsnede bestaat uit de raaklijnen aan de hoofd-
doorsnede. 

c*(a2 — b-) 
Als A2 > —— is, dus wanneer A naar absolute waarde 

a-(b- — c2) 

grooter is dan de richtingscoëfficiënt der cirkeldoorsneden, is de 
cylinder elliptisch; dan is de meetkundige plaats der brandpunten 
dus eene ellips, gelegen in het bovengenoemde platte vlak. Is A 
naar absolute waarde kleiner dan de richtingscoëfficiënt der cirkel-
doorsneden, dan is de meetkundige plaats eene hyperbool. 

Is eindelijk A gelijk aan den richtingscoëfficiënt van de cirkel-
doorsneden , dan is z nul en valt de meetkundige plaats der brand­
punten dus samen met die der middelpunten: de rechte lijn, 
die de middens der koorden met een richtingscoëfficiënt A ver­
bindt, dubbel geteld. 

42. De afstand van de richtlijnen tot het XY-vlak is hier 

±jsl/ c8 + A'a2 - (g - Xp)2 

I iV2 + XV) - «2C2(1 + A2)' 

Ze vormen weer een regelvlak van den vierden graad, dat de 
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Z-as tot richt-en dubbellijn, het XY-vlak tot richt-en symmetrie-
vlak heeft. De vergelijking van dit regelvlak op onze assen is 

Jé2(c-x« + aY-) - ü'C'ix- + = ̂ !c2x2 -f rtV' - (F - Vy)-\-

Brengen we den oorsprong van het coördinatenstelsel naar M 
over, dan wordt de vergelijking 

S^(i2  - a*)(,x + p)8 + a-ib* -  c*){y + qY\z* = 

— b*\r-(x + p)2 + rt2(// + <?)2 — [qx — p i /) s l .  

Laten we hierin p en q oneindig groot worden, zoo dat — = A 

blijft, dan gaat ze over in 

|c2(62 - ̂2) + rt2(«2 - c2)A2{22 =• i4)f2 + XV - (y - Ax)2{. 

Dit is de vergelijking van een cylinder met de as in het sym-
metrievlak; de vergelijking van deze as is 

ij = Xx. 

Het is een elliptische cylinder, als A naar absolute waarde grooter 
is dan de richtingscoëfficiënt der cirkeldoorsneden en een hyperbo­
lische cylinder, wanneer A naar absolute waarde kleiner is. Zijn 
de vlakken uit de reeks evenwijdig aan de cirkeldoorsneden, dan 
gaat de vergelijking over in 

c2 4- f/2A2 - (// - Ax)2 = 0. 

Dit stelt de beide vlakken uit de reeks voor, die de ellipsoïde 
aanraken. 



TWEEDE AFDEELINGr. 

43. We zullen door meetkundige beschouwingen hierin een en 
ander over de boven besproken krommen afleiden. 

Elk vlak uit den bundel snijdt de ellipsoïde volgens eene hetzij 
bestaanbare, hetzij onbestaanbare ellips. Elk dezer ellipsen heeft 
twee paar brandpunten, een paar in het symmetrievlak, een paar 
daarbuiten, en twee paar richtlijnen, een paar loodrecht op het 
symmetrievlak, een paar evenwijdig aan dit vlak. Van elk is een 
paar bestaanbaar, een paar onbestaanbaar: de brandpunten in het 
symmetrievlak en de richtlijnen loodrecht op dat vlak zijn voor 
eene doorsnede bestaanbaar, als deze haar groote as in het sym­
metrievlak heeft. 

Daaruit volgt, dat, als de as van den vlakkenbundel evenwij­
dig is aan de kleinste as der ellipsoïde, alleen bestaanbare brand­
punten in het symmetrievlak gevonden worden uit bestaanbare 
doorsneden, brandpunten buiten het symmetrievlak uit onbestaan­
bare doorsneden. In het eerste geval zijn tevens bestaanbaar de 
richtlijnen loodrecht op het symmetrievlak, in het tweede geval 
die evenwijdig aan dat vlak. 

Als de as van den vlakkenbundel evenwijdig is aan de grootste 
as der ellipsoïde, is het juist omgekeerd. 

Terwijl dus in het eerste geval de meetkundige plaats der brand­
punten in het symmetrievlak geheel binnen de hoofddoorsnede ligt, 
ligt ze er hier geheel buiten. De doorsnede van den cylinder der 
richtlijnen met het symmetrievlak ligt in beide gevallen buiten de 
hoofddoorsnede der ellipsoïde. 

Als de as van den vlakkenbundel evenwijdig is aan de middel­
bare as der ellipsoïde, vormen de cirkeldoorsneden eene grens, 
zoodat we zoowel binnen als buiten de hoofddoorsnede bestaan-

4 
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bare brandpunten in het syminetrievlak verkrijgen. Voor de cirkel-
doorsneden vallen de vier brandpunten samen in het middelpunt; 
dus de meetkundige plaats der brandpunten in het symmetrievlak 
raakt aan de snijlijnen van het symmetrievlak met de vlakken 
der cirkeldoorsneden en de meetkundige plaats der andere brand­
punten gaat ook door die punten. De richtlijnen liggen in die 
vlakken oneindig ver; dus de meetkundige plaats der richtlijnen 
nadert asymptotisch tot de vlakken uit den bundel, die cirkeldoor­
sneden geven. 

De meetkundige plaats der brandpunten in het symmetrievlak 
zal eene vlakke kromme zijn, die der brandpunten buiten het 
symmetrievlak eene ruimtekromme. De richtlijnen loodrecht op 
het symmetrievlak vormen een cylinder, die evenwijdig aan dat 
vlak ten regelvlak, dat de as van den vlakkenbundel tot richt­
lijn, het vlak, door het middelpunt der ellipsoïde loodrecht op die 
as gebracht, tot richt- en symmetrievlak heeft. 

Voor de vlakken uit den bundel, die de ellipsoïde aanraken, 
reduceert zich de ellips van doorsnede tot een enkel punt; in dat 
punt vallen de vier brandpunten samen, en de richtlijnen vallen 
twee aan twee samen tot lijnen door dat punt. Daaruit volgt, 
dat de meetkundige plaats der brandpunten in het symmetrievlak 
en de rechte doorsnede van den cylinder van richtlijnen loodrecht 
op het symmetrievlak de hoofddoorsnede aanraken in de raak­
punten van de genoemde raakvlakken, dat de meetkundige plaats 
der brandpunten buiten het symmetrievlak ook door die punten 
gaat, en dat van de richtlijnen evenwijdig aan het symmetrie­
vlak er twee in die punten de hoofddoorsnede aanraken. 

44. W e  zullen nu vooreerst den graad afleiden van de vlakke 
kromme, die de meetkundige plaats is van de brandpunten in het 
symmetrievlak. Als we uit een brandpunt van eene kegelsnede eene 
lijn trekken naar een der onbestaanbare cirkelpunten in het onein­
dige, dan raakt deze lijn de kegelsnede aan, zooals zich door eene 
zeer eenvoudige berekening laat verifieeren. Hierdoor komt PLÜCKEB 
tot deze definitie van brandpunten: Een punt heet brandpunt van 
eene kromme, als de lijnen, uit dat punt naar de onbestaanbare 
cirkelpunten in het oneindige getrokken, die kromme aanraken. 
De oorsprong van ons vroeger aangenomen coördinatenstelsel 
behoort dus voor een zeker vlak tot de meetkundige plaats, als 
de lijnen, uit O naar de onbestaanbare cirkelpunten van dit vlak 
getrokken, de ellipsoïde aanraken. Deze lijnen moeten dus liggen 
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op feen kegel, ilie O tot top heeft en de ellipsoïde omhult, en 
tegelijk op een tweeden kegel, die u tot top heeft en den onbe-
staanbaren cirkel in het oneindige, die aan alle bollen gemeen is, 
tot richtlijn. Dit zijn twee kt'gels van den tweeden graad; ze 
hebben dus vier beschrijvende lijnen gemeen, die twee aan twee 
zullen liggen in een vlak van den bundel. Voor deze beide vlak­
ken behoort O dus tot de meetkundige plaats der brandpunten; 
derhalve is O dubbelpunt daarvan. Het is duidelijk, dat O het 
eenige dubbelpunt is. Elk vlak van den bundel, dat bestaanbare 
brandpunten in het symmetrievlak geeft, heeft deze in zijn snij­
lijn met het symmetrievlak; op die snijlijn liggen behalve U dus 
nog twee brandpunten. Dus is de kromme van den vierden graad. 

Al naarmate de bovengenoemde beschrijvende lijnen, die aan 
beide kegels gemeen zijn, bestaanbaar zijn, samenvallen of onbe­
staanbaar zijn, is O dubbelpunt met bestaanbare raaklijnen, keer­
punt of afgezonderd punt. Als de as van den vlakkenbundel 
evenwijdig is aan de grootste as der ellipsoïde, verkrijgen we alleen 
bestaanbare brandpunten uit onbestaanbare doorsneden, dus als 
O buiten de hoofddoorsnede der ellipsoïde ligt; daar is O dubbel­
punt met bestaanbare raaklijnen. In de beide andere gevallen is 
de focaalkegelsnede de grens tuschen de punten, waar de raak­
lijnen bestaanbaar, en die, waar ze onbestaanbaar zijn. Deze 
focaalkegelsnede is de meetkundige plaats van de puntbollen O', 
die de ellipsoïde dubbel aanraken en dit dus ook den kegel met O' 
tot top doen, die de ellipsoïde omhult. Terwijl dus in het algemeen 
de beide bovengenoemde kegels vier beschrijvende lijnen gemeen 
hebben, vallen deze hier twee aan twee samen tot twee lijnen, 
die liggen in één vlak loodrecht op het symmetrievlak. De beide 
dubbelpuntsraaklijnen vallen dan samen. Op de focaalkegelsnede 
wordt O dus keerpunt; aan de eene zijde zal U dan dubbelpunt 
met bestaanbare dubbelpuntsraaklijnen zijn, aan de andere zijde 
afgezonderd punt. 

40. De dubbelpuntsraaklijnen in O maken ter weerszijden gelijke 
hoeken met de normaal op de ellips door O, die confocaal is met 
de hoofddoorsnede. Dit laat zich in de onderstelling, dat O buiten 
de ellipsoïde ligt , op "de volgende wijze aantoonen. We spraken 
boven van den kegel, die O tot top heeft en de ellipsoïde omhult; 
deze heeft tot assen de as van den vlakkenbundel en de lijnen, 
die de hoeken middendoordeelen, die gevormd worden door de 
raaklijnen, uit O aan de hoofddoorsnede getrokken. Deze zelfde 
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lijnen zijn ook assen van den tweeden daar genoemden kegel, dus 
ook van elk oppervlak van den tweeden graad, dat gaat door de 
vier lijnen, die beide kegels gemeen hebben. Een dergelijk oppervlak 
wordt gevormd door het vlakkenpaar, loodrecht op het symme-
trievlak, dat die vier lijnen bevat; dus wordt de hoek tusschen de 
snijlijnen van die vlakken met het symmetrievlak middendoor-
gedeeld door de deellijnen van den hoek tusschen de raaklijnen uit 
O aan de hoofddoorsnede getrokken. Genoemd vlakkenpaar be­
paalt de dubbelpuntsraaklijnen in O, dus deze maken gelijke hoeken 
met de genoemde deellijnen. Tot het stelsel van kegels, die confo-
cale oppervlakken omhullen, waarmee we hier te doen hebben, 
behoort ook de kegel, die de confocale ellipsoïde door O omhult; 
deze kegel ontaardt in een plat vlak en een der assen is de 
loodlijn op de confocale ellips door O. De bovengenoemde deellijnen 
ziin derhalve de raaklijn en de normaal op de confocale ellips, dus 
de hoeken tusschen de dubbelpuntsraaklijnen in O worden door 
die raaklijn en normaal middendoorgedeeld. 

Wanneer O binnen de hoofddoorsnede ligt, gaat het bewijs in 
den bovengegeven vorm niet door; toch zal ook dan de eigenschap 
waar zijn, omdat de daarbij gebruikte hulpstellingen door het on­
bestaanbare heen continu zijn. 

Ligt O op de focaalkegelsnede, dan is deze focaalkegelsnede 
zelve de confocale ellips; waaruit volgt, dat de keerraaklijn moet 
samenvallen öf met de normaal öf met de raaklijn. 

Door de volgende redeneering kunnen we bewijzen, dat ze moet 
samenvallen met de normaal. Als ze in een punt van de focaal­
kegelsnede met de normaal samenvalt, zal dit zoo blijven, wanneer 
we O de focaalkegelsnede laten dooiioopen: het is dus voldoende 
wanneer we het voor één punt van die kegelsnede kunnen uit­
maken. Nemen we daarvoor een der toppen van de focaalkegel­
snede. Daar wordt de langs de raaklijn vallende koorde dei-
ellipsoïde in dat punt middendoorgedeeld, en de doorsnede van de 
ellipsoïde met een vlak loodrecht op het symmetrievlak volgens 
die raaklijn is in het algemeen geen cirkel; dus dat punt van de 
focaalkegelsnede is zeker geen brandpunt van die doorsnede en de 
keerraaklijn kan niet langs de raaklijn vallen. Eene doorsnede van 
de ellipsoïde met een vlak loodrecht op het symmetrievlak volgens 
de normaal op de focaalkegelsnede geeft daarentegen eene ellips 
waarvan deze top wel brandpunt is. 

46. Wat de brandpunten buiten het symmetrievlak aangaat . 



(lez(j liggen loodrecht boven en beneden de middelpunten der door­
sneden, waarin ze behooren. Deze middelpunten vormen eene ellips, 
gelijkvormig en gelijkstandig met de hoofddoorsnede der ellipsoïde, 
en gaande door het middelpunt der ellipsoïde en O. De oorsprong 
is het middelpunt van de doorsnede der ellipsoïde met een vlak, 
dat evenwijdig is aan het middelvlak, behoorende bij de richting 
OM. Dus de brandpunten van deze doorsnede, en deze alleen, 
liggen op de as van den vlakkenbundel: ze vallen niet samen 
met het middelpunt. Dus gaat de meetkundige plaats van deze 
brandpunten niet door den oorsprong, tenzij het middelvlak, dat 
behoort bij de richting OM, als doorsnede een cirkel geeft, d.w.z. 
tenzij OM toegevoegd is aan een der vlakken van cirkeldoor-
sneden. Dit geval kan zioh derhalve alleen voordoen, als de as 
van den vlakkenbundel evenwijdig is aan de middelbare as der 
ellipsoïde. 

In het algemeen liggen dus op de as van den vlakkenbundel 
twee brandpunten, afkomstig van het vlak van den bundel, dat 
evenwijdig is aan het middelvlak behoorende bij OM: elk vlak 
van den bundel, dat bestaanbare brandpunten buiten het sym-
metrievlak geeft, bevat er nog twee buiten die as, dus in het 
geheel vier. Dus is de meetkundige plaats dezer brandpunten eene 
ruimtekromme van den vierden graad. 

47. Deze ruimtekromme ligt op een bol. We hebben nl. vroeger 
reeds opgemerkt, dat de brandpunten der doorsneden die punten 
zijn, waaruit de raaklijnen aan de doorsnede door de onbe­
staanbare cirkelpunten in het oneindige gaan. De brandpunten 
van eene doorsnede zijn dus de snijpunten van de raaklijnenparen, 
uit de onbestaanbare cirkelpunten van het vlak dier doorsnede 
aan de doorsnede getrokken. Raakt nu de doorsnede aan de 
verbindingslijn der onbestaanbare cirkelpunten (de lijn in het on­
eindige), wat gebeurt als de doorsnede eene onbestaanbare para­
bool is, dan vallen de beide brandpunten buiten het symmetrie-
vlak met de onbestaanbare cirkelpunten samen. Dit bewijst dat 
de meetkundige plaats dier brandpunten door de onbestaanbare 
cirkelpunten in het oneindige van die twee bepaalde onbestaan­
bare vlakken gaat. Dit zijn de vlakken uit den bundel, die dooi­
de oneindig ver gelegen punten der hoofddoorsnede gaan; elk dezer 
beide vlakken geeft twee punten. Dus liggen de vier snijpunten 
van de meetkundige plaats met het vlak in het oneindige op 
den onbestaanbaren cirkel. 
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De meetkundige plaats nu is eene kromme van den vierden 
graad en, wijl ze elk der beschrijvende lijnen van den gevonden 
elliptischen cylinder in twee punten snijdt, noodzakelijk de door­
snede van twee oppervlakken van den tweeden graad: door de 
meetkundige plaats en een vijfde punt van den onbestaanbaren 
cirkel gaat dus ook een kwadratisch oppervlak, dat den geheelen 
cirkel bevatten en dus een bol zijn moet. De coördinaten van 
het middelpunt en de straal van dezen bol zijn bij de analytische 
behandeling afgeleid. 

48. De richtlijnen loodrecht op het symmetrievlak vormen een 
cylinder; van dezen cylinder is de as van den vlakkenbundel 
dubbellijn. Opdat nl. voor eenig vlak van den bundel deze as 
richtlijn van de doorsnede zij, moet het overeenkomstige brand­
punt liggen op de wederkeerige poollijn van die as ten opzichte 
van de ellipsoïde. Deze wederkeerige poollijn is in het symmetrie­
vlak de poollijn van O ten opzichte der hoofddoorsnede d. i. de 
verbindingslijn van de raakpunten der uit Ü aan de hoofddoor­
snede getrokken raaklijnen. Deze lijn snijdt de meetkundige 
plaats der brandpunten behalve in die raakpunten nog in twee 
andere punten en voor elk der beide vlakken uit den bundel, die 
door een dezer laatstgenoemde punten gaan, is de as van den 
vlakkenbundel richtlijn der doorsnede. Deze as is dus dubbellijn: 
in elk vlak van den bundel liggen nog twee richtlijnen , die niet 
met de as samenvallen, dus is de cylinder der richtlijnen van 
den vierden graad. 

49. De richtlijnen evenwijdig aan het symmetrievlak vormen 
een regelvlak, dat de as van den vlakkenbundel tot richtlijn, het 
symmetrievlak der ellipsoïde loodrecht op die as tot richt- en 
symmetrievlak heeft. Ook dit oppervlak heeft de as van den 
vlakkenbundel tot dubbellijn; we kunnen nl. aantoonen, dat door 
elk punt van die as twee richtlijnen gaan. Opdat de richtlijn 
eener doorsnede door een willekeurig punt P van die as ga, moet 
het overeenkomstige brandpunt liggen in het poolvlak van P ten 
opzichte der ellipsoïde. Omdat P op de as van den bundel ligt, 
gaat het poolvlak van P dooi" de wederkeerige poollijn van die 
as, d. i. door de poollijn van O ten opzichte der hoofddoorsnede. 
Dit poolvlak snijdt derhalve de meetkundige plaats der brand­
punten buiten het symmetrievlak behalve in de raakpunten der 
raaklijnen uit O nog in twee andere punten. Elk der beide vlakken 
van den bundel, die door deze laatste punten gaan, leveren een 
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doorsnede, waarvan de richtlijn door P gaat; dus door elk punt 
van de as gaan twee beschrijvende lijnen van het oppervlak en 
die as is dubbellijn. 

Brengen we nu door die as een vlak, dan bevat dit twee 
beschrijvende lijnen van het regelvlak. Eene willekeurige lijn, in 
dat vlak getrokken, snijdt elke dezer beschrijvende lijnen in één 
punt, en de as in een punt dat dubbel telt; dus snijdt ze het regel­
vlak in vier punten, m. a.w. dit regelvlak is van den vierden graad. 

50. Als de as van den vlakkenbundel oneindig ver ligt, en we 
de ellipsoïde dus snijden door eene reeks van evenwijdige vlakken, 
splitsen zich de gevonden meetkundige plaatsen. Voor de brand­
punten houden we dan in het eindige over eene kegelsnede in 
het symmetrievlak, en eene in een vlak loodrecht daarop: voor 
de richtlijnen een cylinder van den tweeden graad met zijn as 
loodrecht op het symmetrievlak, en een met zijn as in dat vlak. 
Het is duidelijk, dat het vlak loodrecht op het symmetrievlak, 
waarin brandpunten liggen, het middelvlak der ellipsoïde is, be­
boerende bij de richting der snijdende vlakken, en dat de as 
van den laatstgenoemden cylinder evenwijdig is aan de snijdende 
vlakken. 
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VERKLARING DER FIGUREN. 

De as van den vlakkenbundel is evenwijdig aan de kleinste as der 

ellipsoïde. 

Fig. I. Meetlcundif/e plaat* der brandpunten (blz. 11). 

/»=7; </ = 5; a — h — 3,8; c — 3.5. 

„ II. Meetkundige plaats der hrandpunten (blz. 12). 

/> — 'd- q =: 2; a — 5; b ~ 3.8; c — 3. 

,, III. Meetkundige plaats der brandpunten (blz. 12). 

/> = 0; y = 0; a — b; b — 3,8; c - 3,4. 

,, IV. Doorsnede van den richtlijnenci/linder (blz. 19). 

p — 4,72: </ — 4; a = o\ b — 3,8; c — 3. 

De as van den vlakkenbundel is evenwijdig aan de groote as dei-

ellipsoïde. 

Fig. V. Meetkundige plaats der brandpunten (blz. 22). 

p — 6,1; (/ — 4,75; a = 5; b — 3,8; c = 3. 

,, VI. Doorsnede van den richtlijnencylinder (blz. 24). 

/) -= 6,1; q = 4,75; a — b; b — 3,8; r — 3. 

De as van den vlakkenbundel is evenwijdig aan de middelbare as der 

ellipsoïde. 

Fig. VII. Meetkundige plaats der brandpunten (blz. 27). 

p — S', <7 = 4; a = 5; b — 3,8; c — 3. 

„ VIII. Meetkundige plaats d»;r brandpunten (blz. 27). 

p — 1,5; q = 2.5; « = 5; b — 3,8; c = 3. 

„ IX. Doorsnede van den richtljnencylinder (blz. 32). 

;> = 8; f/ = 4; a — b\ b — 3.8; c = 3. 

„ X. Doorsnede van den ric/itlijnencylimler (blz. 32). 

/»=1,5; q ~ 2.5; a = 5; b — 3,8; c = 3. 

N.15. De aangegeven maten, dit' centimeter.s voorstelden, zijn als ver­

houdingsgetallen op te vatten, wijl do oorspronkelijke figuren op verschil­

lende schaal overgebracht zijn. 





S T E L L I N G E N .  





S T E L L I N G E N .  

T. 

De iinalytisohe behandeling van vraagstukken als het voor­

gaande verdient de voorkeur boven eene meetkundige. 

II. 

Het is wensehelijk, dat de programma's voor de examens 

in de Faculteit der Wis- en Natuurkunde verandering onder­

gaan. vooral wat de Wiskunde betreft. 

III. 

Yoor het zoeken van den resultant van twee vergelijkingen 

is de methode BKZOUT-CAYLEY het meest aan te bevelen. 
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IV. 

De studie van ruimten met vier en meer afmetingen biedt 

te groote bezwaren aan, dan dat daarvan, althans voorloopig, 

groot voordeel is te verwachten voor de meetkunde in de 

ruimte met drie afmetingen. 

V. 

Men definieert massa het best als het standvastige quotient 

van kracht en versnelling. 

VI. 

De afleiding van het parallelogram van krachten uit dat 

der versnellingen is te verkiezen boven die, welke DESPEYROUS 

geeft in zijn Cours de Mécaniqiie. 

VII. 

Bij het onderwijs in de Mineralogie dient eene ruime plaats 

te worden gegeven aan de Silicaten. 

VIII. 

Het uitstralingsvermogen van eene stof hangt niet af van 



61 

de meerdere of mindere gladheid van het oppervlak. De 

uitstraling heeft niet alleen plaats door de oppervlakte, maar 

ook door de deelen, op korten afstand daaronder gelegen. 

IX. 

Het door THOMSON ontdekte verschijnsel, dat een elec-

trische stroom warmte meevoert, is nog niet verklaard. 

X. 

De hypothese van MAXWELL geeft eene bevredigende ver­

klaring omtrent het wezen der electrieiteit. 

XI. 

Voor het onderzoek van brekings-spectra is de spectrometer 

van ABBE verre te verkiezen boven de gewone spectrometers. 

XTI. 

Hoewel we niet weten, hoe deze invloed werkt, moeten 

we toch de periodieke veranderingen van de declinatie en de 

intensiteit van het aardmagnetisme toeschrijven aan den in­

vloed van zon en maan. 



XIII .  

De onderzoekingen van LOCKYER maken het waarschijn­

lijk, dat op de zon een aantal van onze elementen gedisso-

cieerd voorkomen. 

XIY. 

Het verdient de voorkeur in CO de zuurstof vierwaardig 

aan te nemen, eerder dan de koolstof tweewaardig voor te 

stellen. 

XV. 

De ringen van Öaturnus bestaan uit meteorieten. 

XYI. 

De hypothese van HKLMHOLTZ geeft de beste verklaring 

van het onderhouden der zonnewarmte. 
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