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CHAPITRE T*. Principe général de la Dyna-
migue , page x

Enoncé de ce principe, dont l'auteur est D’Alembert, et
d’aprés lequel on raméne toutes les questions de Dynamique
a de simples problitmes de Statique, n°® 350
Autre énoncé du méme principe, dont Favantage est de con-
duire immédiatement & des équations entre les données et
les inconnues de chaque probleme , - n® 351
En vertu de ce principe, les tensions des liens physiques d’un
systéme de points matériels, et les pressions exercées sur des
surfaces ou des courbes données, se déteriinent, dans Uétat
de mouvement, par les mémes régles que dans Uétat d’équi-
libre ; les forces motrices qui agissent sur les mobiles se
a
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décomposent en Jorces perdues, qui produisent ces tensions
ou pressions , ¢t en d’autres forces qui font varier les vi-
{esses des mobiles ; exemples de ce double effet des forces
données , n° 352
Extension du principe géncral de la Dynamique aux percus—
sions considérées comme des forces motrices qui ont lien
pendant un temps trés court et produisent des changemens
brusques de vitesse; influence que peut avoir le frottement
pendant P'action de ces forces, n° 353
Application du principe général au mouvement de deux corps
pesans posés sur des plans inclinés et liés par un fil inex-
tensible ; tension de ce fil; détermination des vitesses ini-
tiales , n® 354 et 355
Mouvement d’une chaine pesante posée sur deux plans in—
clinés ; dans quel caé la chaine demeurera en équilibre

n® 356
Mouvement vectiligne de deux points matériels soumis i leurs
répulsion ou attraction mutiuelles, n° 357

Les formules de ce mouvement s'étendent & deux corps solides
dont tous les points ont des vitesses paralléles & une méme
droite ; mouvement du boulet et du canon pendant que le
boulet est dans dme de la piéce ; hypothéses sur lesquelles
Ja loi de la force de la poudre est fondée ; caleul numérique
de la force de la poudre, d’aprés la vitesse du boulet a
la bouche du canon; remarque de Lagrange sur ce pro-
bleme, n® 358 et 35q

\pplication du principe de D’Alm_nbcrt au cas le plus simple
du choc des corps; données physiques de la question,, et hy-
pothéses nécessaires a sa solution , ® 360

Choe de deux corps mous ou dénués d’clasticité; définition de
la force wive; perle de force vive qui a toujours lien dans ce
choc, n°® 361

Choc de deux corps parfaitement €lastiques; conservation de

la somme des forces vives ; choc d’une série de billes en re-

pos par une bille en mouvement; les lois précédentes du
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choe des corps sphériques, mous ou élastiques, sont confir-

mées par 'expérience , n" 362 et 363
Conservation du mouvement du centre de gravité dans le choe
de deux corps spheriques, n°® 364

Théorie imparfaite de la résistance des milieux, dans laguelle
Cette résistance est assimilde 3 une suite de choes du mobile
contre les molécules du fluide qu’il traverse; expression de
Ia résistance sur une surface plane et sur chaque élément
d’une surface courbe; calenl de la résistance sur une sur—
face de révolution, et, en particulier, sur une sphére ,

n® 365 et 366

Le coeflicient de la résistance relative au mouvement des pro-
jectiles dans Vair, qui résulterait de cette theorie, n’est pas
d’accord avee Pobservation ; valeur de ce coefficient, que
Fon a déduite de Uexpérience; en quoi consiste réellement
la résistance des fluides ; elle n’a encore ¢lé déterminée,
d’aprés les lois de la Mécanique (n° 1g91), que dans le cas des
petites oscillations d’un pendule, n® 367

CHAPITRE II. Détermination des momens dinertie
et des axes principaux , page 42

Intégrales définies qui se. présenteront dams les €quations du
mouvement des corps solides, dont les masses seront dé-
composées, pour plus de simplicité, en €lémens infiniment
petits (n° o8); définition des momens d'inertie et des axes

principaux , n° 368
Caleul du moment d’inertic d’un parallélépipide rectangle,
Paxe étant une de ses arétes, n° 369
Calcul du moment d’inertie de Vellipsoide, par rapport & Pun
de ses axes de figure n® 370
Moment d’inertie d’une sphére composée de couches coneen—
riques de différentes densités, n° 3q¢

Les intégrales triples d’ot: dépendent, en général, les mowmens
d’inertie, se réduisent & des intégralos simples dans le cas

a..
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d’un sclide de révolution; application & la sphére , au ¢dne
et an cylindre , n 372 et 373
Connaissant le moment d’inertie d’un corps quelconque par
rapport & un axe passant par son centre de gravité, on en
déduit le moment d’inertie du méme corps par rapport i
un axe paralléle au premier, n® 374
Connaissant les momens d’inertic par rapport aux trois axes
principaux qui s¢ coupent en un point, on en conclut le
moment d’inertie relatif’ & un axe quelconque passant par

ce point, n° 375
Propriétés des momens d’inertie principaux, ou qui répondent
aux axes principanx, n° 356

Avant de démontrer Pexistence des axes principaux, et d’en
déterminer la direction , on rappelle d’abord les formules
générales de la transformation des coordonnées, n° 377

Les neuf coefficiens gui entrent dans ces formules sont des
fonctions de trois angles indépendans entre eux; definition
de ces trois angles; sens détermin€ suivant lequel ils devront
étre comptés , et comment ils pourront croitre dans le mou-
vement d’un corps solide ; valeurs des neuf coefficiens en
fonctions de ces trois angles ; moyen d’obtenir ces valeurs ,‘

1™ 378 et 379

On démontre qu'il existe toujours trois axes principaux rec—-
tangulaires qui se coupent, en chaque point d’un corps
quelconque , et 'on donne les formules propres i les dé-
termner , n® 380

11 n’y a qu'un seul systtme de trois axes principaux, quand
les trois momens d’inertie qui s’y rapportent sont inégaux ;
leur nombre est infini, lorsque deux de ces momens
sont égaux; si les momens d’inertie relatifs & trois axes
principaux , qui se coupent en un point, sont égatix , loutes
les droites passant par ce point sont des axes principaux ,
auxquels répondent des momens d'inertie égaux, - n°38;

Détermination des points singuliers, qui jouissent de ceqte

derniere propricte; application.-i Pellipsoide et au parallelé=

pipéde, 1% 382 et 383
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CHAPITRE III. Di mouvement dun corps solfde
autour dun axe fixe, page 77

§ 1. Mouvement de rotation uniforme , thid.

Définition de la witesse agngulaire commune a tous les points
d’un systéme de forme invariable, tournant autour d’un
axe fixe, n° 384

Détermination de cette vitesse, lorsque Jes points du systéme
ont éprouvé simultanément des percussions qui leur auraient
imprimé , s'ils étaient libres, des vitesses donuées, n° 385

Cas ou le systéme se change en un corps solide , frappé parun
ou plusieurs autres corps, qui lui restent attachés aprés
le choc, n° 386

Comment on peut déterminer la percussion que I'axe éprouve
a linstant du choc ; conditions nécessaires pour que l'axe
n’éprouve aucune percussion ; définition du centre de per-
cussion , n® 387 et 388

Pressions exercées sur 'axe pendant le mouvement de rota-
tion, et dues aux forces centrifuges de tous les points du
corps; proprieté générale des axes principaux dans le mou-
vement uniforme de rotation; propricété particulicre des
axes principaux qui passent par les centres de gravité du

mobile, n® 38g et 3go
g i Mouvement de rotation varié , page 92

Equation différentielle de ce mouvement ; différentielle de la
vitesse angulaire; on en déduit la vitesse constante prove—
nant d’une percussion , que 'on a précédemment donnée,

n" 391 et 392

Calcul des pressions totales exercées sur Paxe & un instant
quelconque , n® 393

Mouvement d’un pendule composé , dans le vide ; réduction
du pendule composé an pendule simple , n®** 394 et 395

Défivition du centre d'oscillation ; réciprocité du centre d'os—
cillation et du centre de suspension ; méthode fondde sur
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cette réciprocité , pour déterminer la longueur du pendule
simple, correspondant 4 un pendule donné; on fait voir que
pour un méme corps, il y a une infinité d’axes autour desquels
les petites oscillations ont la méme durée, n*396, 397, 398

Mouvewent d’un peudule composé, dans un milien résistant ;
la longueur du pendule simple qui a le méme mouvement 5
ne dépend pas de la résistance, n° 3gg

Monvement d'un treuil et de deux coTps pesans , suspendus an
cylindre et & la roue; application a la machine d’ #thood,

< n* foo et Jot

Pendule de Robins ; usage de ce pendule powr déterminer les
vitesses initiales des projectiles de Vartillerie, no® 402 et [o3

CHAPITRE 1V. Du mouvement d'un corps solide

autour d'un point fixe, page 121
§ 1. Formules préliminaires , ibid.

Lemouvement de rotation d’un systéme de forme invariable S
autour d’un point fixe, a lien autour d’une droite variable
d’un instant i Vautre, que Von appelle axe instantane de
rotation, n® foj

Détermination de la direction de cet axe, soit par rapport 4
des droites fixes dans Uintérieur du corps,, soit par rapport
a des droites fixes dans V'espace , n® fob

Expression de la vitesse angulaire de rotation da corps antonr
de Vaxe instantané ; décomposition de cette vitesse en
trois auires, autour de trois axes rectangulaires, fixes on
mobiles ; la composition et la décomposition des vitesses
de rotation se font suivant les mémes rvegles que eelles des
vitesses, de translation, n® job et foq

Composantes de la vitesse absolue d’un point quelconque dy

'corps, par rapport a trois axes fixes dans son intél‘ieur;
composantes de la force accélératrice, par rapport aux
mémes axes , 1n° 408

Momens des quantités de mouvement de tous les points dun
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corps & un instant quelcongue,; par rapport a trois axes
passant par le point fixe : cas ol ces trois droites sont les
axes principaux qui se coupent en €e point; signe de chacun
de ces momens , daprés le sens de la rotation autour de
Vaxe correspondant ; moment principal de ces mémes quan-
titds de mouvement, et direction de son axe, _ n°fog

Egquations différentielles qui ont liew ente les trois angles
du n® 378, d’on dépend la position du iobile a chaque
imstant, et les trois composantes de sa vitesse angulaire
pav rapport 4 ses trois axes priucipaux ; n® 410

Autres formules qui pourront étre utiles dans la suite, n® 411

§ II. Equations différenticlles du mouvement de rotation
autour d'un point fixe, page 136

Ces équations, au nombre de trois, s'obtiennent trés facile-
ment, an moyen des formules du n° {08 et dn principe
de D’Alembert ; on les réduit & leur forme la plus simple,
en rapportant les composantes de la force accélératrice
d’un point quelconque dumobile, & ses trois axes prin-
eipaux ; le probléeme général du mouvement de rotation
dépend de six éguations du premier ordre, savoir, celles
gu'on vient de former, et celles du u° f1o; cas on la
pesanteur est la seule force qui agit sur les points du
mobile, n®* 412 et 413

Quand ce mobile n'est soumis i aucune force motrice, ou
bien , quand il s"agit d’un corps pesant, et que le point
fixe est son centre de gravité, on parvient i intégrer les six
équations du mouvement de rotation . et a faire dépendre
les inconnues, de deux fonctions elliptiques ; dans ce mou—
vement , produit par des percussions initiales, les momens
des quantités da mouvement de tous les points du corps,
par rapport i des axes passant' par le point fixe, sont
constans ; leur moment principal et sa direction sont in-
variables, et cette considération facilite Uintégration des
€quations du problime , n™ 414, 15, 416 et 417

Détermination compléte des constantes arbitraires , contenucs
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dans les intégrales de ces équations, en supposant, pour
fixer les idées, que le mobile a éié frappé, A Porigine du
mouvement, par un autre €Orps qui y est resté attaché,

viij

n° 418
Diverses propri€tés générales du mouvement de rotation d’un
corps qui n’est soumis 4 aucune force motrice, 41g

Détermination de ce mouvement , plus simple que la précé—
dente, mais senlement approchée, lorsque axe instantané
de rotation sécarte constamment trés peu de I'un des trois
axes principaux du mobile, et qui se coupent au point fixe ;
onretrouve la propriété des axes principaux déja démontrée
dans le n® 38g; on fait voir, de plus, que le mouvement
est stable antour des axes du plus grand et du plus petit
moment d’inertie, et seulement instantané autounr du pre-
mier axe principal ; détermination des constantes arbitraires
dans le cas de la stabilité, n® 420, fa1 et fz2

Le monvement de rotation produit par des percussions ini—
tiales, devient plus simple , quand le mobile est un solide
de révolution, et que son axe de figure passe par le point
fixe; les inconnues se déterminent alors sans le seconrs des
fonctions elliptiques , n® 423

Autre démonstration de la stabilité du mouvement autour
de deux des axes principaux, n® f24

§ II1. Solution dun cas particulier du mouvement de rota~
tion d'un corps pesant , page 162

Le mobile est un solide de révolution dont 'axe de figure
passe par le point fixe; on appelle éguateur la section de
ce corps faite par ce point et perpendiculaire & cette droite ;
Ie mouvement paralléle 4 'équatenr est uniforme ; Vinter-
section de équateur et du plan horizoutal passant par le
point fixe, s’appellera la ligne des nceuds ; définition du
necud ascendant et distinction de son mouvement direct
et de son mouvement rétrograde sur le plan horizontal y

n®™ fa5 et 426

Dans ce cas, les six équations du mouvement de rotation sfinte-
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grent, et les itconnues du probleme s’expriment exactement
par des fonctions elliptiques ; détermination des constantes
arbitrairves , contenues dans les intégrales, n™ [27 et {28
Cas on le mobile se réduit 4 un point matériel , dont la
distance au point fixe est constante; on retrouve alors les
formules du n® 205 , relatives an pendule simple, n® /429
Lorsque I'axe de figure a été écarté de la verticale, et qua-
prés avoir imprimé au mobile une vitesse de rotation autour
de cette droite inclinde ; il est ensuite abandonnéa lni-
méme , on démontre que le mouvement du neud ascen—
dant sera direct ou rétrograde , selon que le centre de
gravité du corps sera situ¢ au-dessus ou au-dessous du
plan horizontal, passant par le point fixe ; quand la vi-
tesse de rotation est nulle, le mouvement du corps se
réduit & celui d'un pendule composé , n° 430
Ou applique les formules du numéro précédent , au cas on
I'axe de rotation a été, primitivement , trés peu écarté de la
verticale, et 1'on détermine de cette maniére les valenrs
approchées des angles d’on dépend la position du mobile a
un instant quelconque , n® 431
On applique les mémes formules au cas od Vinclinaison de
Véquateur demeure 4 peu prés invariable; il faut pour
cela que la vitesse de rotation soit trés rapide ; on déter—
mine, dans cette hypothése, les petites variations de 1'in-
clinaison de V'équateur , et le mouvement de la ligne des
neeads, qui est trés lent par rapport an mouvement de
rotation , et & peu prés uniforme ; ce cas est celui de la ma-
chine de Bohnenberger, < n° 432

CHAPITRE V. Du mouvement dun corps solide
=1 -
entierement libre , page 179
Décomposit'mn de ce mouvement en deux autres, 'un de
Totation autour d’un point du corps, l'autre de translation,

commun i fous ses points; cas o le second mouvement
est révolutif , et o chague vévolution s'achéve daus le




TABLE DES MATIERES,

meéme temps que chaque rotation; ce cag a lien dans le
mouvement des satellites , et, en particulier, dans le mou-
vement de la lune, qui tourne, en conséquence, constam—
ment la méme face vers la terre, n® 433
Détermination de la vitesse que prend le centre d’un corps
solide, sur lequel on exerce une ou plusienrs percussions
déterminées ; réciproquement, cette vitesse fait connaitre la
direction et Vintensité de la percussion, soit que le corps

- qui a frappé celui que l'on considére y soit resté attaché ;
ou qu’il s%en soit séparé aprés le choc, n® 434 et 435
Gomment on pourrait déterminer le mouvement initial de ro—
tation autour d’un point quelconque du mobile, si 'on
connaissait, en grandeur et en direction, la vitesse initiale
de ce point ; quand ce point est le centre de gravité , cette
connaissance est inutile, et le mouvement de rotation inj-
tial est le méme que si le centre de gravité demeurait en
Tepos n® 436
Détermination de I'axe instantané initial qui passe par le
centre de gravité, et de la vitesse angulaire antonr de cet
axe; cas oit cette droite est un des trois axes principaux qui
se coupent au centre de gravitd , n® 437
Equations différentielles du mouyement du centre de gravite ;
comment on formerait celles du mouvement de rotation
autour de ce point, n°® 438
Ces deux systemes d’équations différentielles, ainsi queles deux
mouveinens correspondans, sontindépendans 'un de Vautre,
dans le cas dun corps soumis  la seule action de Ia pesan~
teur; délermination compléte du mouvement d’un ellip-
soide pesant, frappé dans un plan perpendiculaire 4 'un de

ses irois axes de figure, 1 439
La meéme indépenddnce a lieu dans le cas d’une ephére com-—

posge de couches concentriques et dont tous les points sont
soumis & des attractions dirigées vers des centres fises oy
mobiles ; quand le mobile s’écarte de la ferme Spllérique,
ces attvactions influent sur son mouvement de rotation ;
perturbations du mouvement de la terre autour de son
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centre de gravité, dues i sa non-sphéricité, et produites par
les actions du soleil et de la lune ; ces forces , qui donnent
lien & la précession des égquinozes et i la nutation de Vaxe
de la terre, n’ont cependant aucunc influence sensible sur
la direction de cet axe dans lintérieur du globe, ni sur
la durée de sa rotation auntour de cette droite mobile
dans Pespace, ™ f4o et 441

L’invariahilité du jour sidéral et du jour moyen est confirmée
par les éclipses que les Chaldéens ont observyées; caleul qui
fait voir que la durée du jour moyen n’a pas varié d’un een-
titme de seconde en 2500 ans, n® 442 et 443

Examen des différens effets qui peuvent étre produits par le
frottement de la surface d’un projectile contre I'air dans
lequel il se meut, et par la résistance proprement dite de ce

fluide, % 444, 445 ev 446

CHAPITRE VI. Du mouvement d'un corps solide
pesant sur un plan donné, - page 207

§ I Cas oit l'on n'a pas égard au frotiement , iid,

On supposera que le mobile touche le plan donné par un seul
point de sa surface , pendant toute la durée du mouvement;
équations différentielles du mouvement du centre de gra-
vité et du mouvement de rotation autour de ce point,

44z

Equniiou résultante du contact du mobile avee le plan
donné, qui peut étre fixe ou avoir un mouvement donné ;
distinction entre le cas oit le point de contact se déplace a
la surface du mobile, et le cas oil ce point est constamment
Pextrémité d’une pointe, comme dans le jeu de la tou-
pie, n° 448

Cas on le plan donné est fixe et horizontal ; on indique ,
commne exemples, les petites oscillations d’un ellipsoide
homoggue on d’une sphére hétérogine ; on obtient deux in-
tégrales premiéves des équations différentielles du n° 447,
qui suffivont pour la solution rigoureuse du probleme, au
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moyen des fonctions elliptiques, quand le mobile est un
solide de révolution , n® 449 et 450
Mouvement d'un solide de révolution, terminé par une pointe,
et qui s’appuie, par son extrémité, sur un plan dont les os-
cillatious sent connues, n® 451
Quand le mobile a une vitesse de rotation trds rapide par rap-
port aux divers mouvemens du plan donné, on réduit les
équations différenticlles du probleme a la forme linéaire,
par la transformation dont Lagrange a fait usage dans le
cas de la Libration de la lune, n* 452 et 463
Intégration de ces équations linéaires; lenrs intégrales font
voir que les oscillations du plan sur lequel le corps sappuie,
s’affaiblissent dans le mouvement de son axe de figare , et
deviennent insensibles quand la rotation autour de cette
droite est suffisamment rapide ; moyen fondé sur ce résul—
tat, qui a €té proposé pour obtenir A& la mer un hori-
zon artificiel propre aux observations astronomiques ,
n® 454 et 455

§ IL. Cas oitU'on aégard au frottement, page 229

Lois du frottement d’un corps en mouvement, données par
Texpérience, n® 456
Mouvement d’un corps glissant sur un plan fixe horizontal , et
entrainé par un poids donné , n® 457 et 458
Intégrale de 'équation de ce mouvement, dans le eas o Pon
fait abstraction de la résistance de Vair; détermination du
coeflicient du frottement par deux moyens diflérens ; quand
ce coeflicient est connu, et que on incline le plan, on dé-
termine immédiatement le mouvement du méme corps sur
ce plan, n* 45q et 460
Conséguence de cette proposition, que le frottement est indeé-
pendant de ’étendue de la surface frotlante , et proportion—
nel & la pression totale; en quoi cette loi du frottement
consiste réellement ; examen de ce qui arriverait si la ma—
tiere de la surface frottante n’était pas partout la méme,
n? 461
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Double mouvenent d’un corps qui glisse sur un plan horizon~
tal, et qui tourne en méme temps autour d’un axe ver—
tical , n°® 462 et 463

Enoncé des différens cas que peut présenter le mouvement d’un
corps solide qui roule sur un plan; frottement de la pre-
miére et de la seconde espéce, n® 463 dis (%)

Mouvement d’une sphére qui roule sur un plan horizon-

tal n° 464

CHAPITRE VIL Du choc des corps de forme quel-
conque , page 254

En quoi consiste le probléme du choc des corps, dans le casle
plus général , n° 465
Equations fournies par le principe de D’Alembert, dans le cas
de deux corps de forme quelconque et entiérement libres,
n® 466 et 467

Indétermination du probleme, quand on n’a pas égard a la
compressibilité des mobiles; équation nécessaire 4 sa so-
lution, et gui résulte de cette compressibilité, quelque
petite qu’elle soit, n° 468
Medification des formules du n°® 467, provenant du degré
d’elasticité des mobiles; le probléme est complétement ré-
solu dans les deux cas des corps entiérement déaués d’é-
lasticité, et des corps parfaitement élastiques, n° 469
Le choc de deux corps n’altére pas les vitesses de leurs cen-
tres de gravité, parallelement au plan ‘tangent a leurs sur-
faces, mené par leur point de contact, non plus que les
momens de leurs quantités de mouvement , rapportés a
leur normale commune, n° 470
Quand cetie normale passe par le centre de gravité de I'un des
deux corps, son mouvement de rotation autour de ce
point est le méme avant et aprés le choc; cas ot cette

—

(*) Le numgrn ¢ui devrait se tronver au bas de la page 245 4 ¢t¢ omis par
conr. erl? - .y i . v a
erreur, et Pon est ohligé de ripéter le numéro préecdent.
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droite passe par les deux centres de gravité; cas o ces points
se mouvaient , en outre , sur cette normale avant le choe >
n® 471 et {q2

Choc de deux corps ¢lastiques égaux en masse:; choc d’un
corps parfaitement élastique, contre un ohstacle fixe ;
€galité de Vangle d’incidence et de V'angle de réflexion :
cette égalité n'a plus lieu, quand on a égard an frottement
du mobile contre le plan fixe, n® 413 et 414
On explique comment on peut tenir compte du frottement
d’un mobile contre un autre, pendant la durée du choe de
ces deux mobiles, n® §75
Influence du frottement et de la votation daus le choe d’une
sphére contre un plan fixe, tel que le choe d’un houlet
contre le terrein ; examen des diverses circonstances qui
peuvent se présemer, n* 476 et [1.:,.;.
Application des formules générales 3 un exemple ot la nor-
male commune aux deux mobiles ne passe pas par leur
eentre de gravité; calcul de la quantité de mouvement

. ¥ ” £l . = Pty
tmprimée a chacun d'eux, et qui mesare Uintensité du

choc, = n° 478
Modification des formules géncrales, dans les différens cas on
les deux corps qui se choquent ne sont pas enti¢rement
vy L0 7
libres , n° 479
Extension de ces formules au cas d’un nombre quelconque
de mobiles qui se choquent simultanément. Exemple Te—
latif & une sphére en repos, choquée par deux autres sphéres

en mouyement , n* 480 et 481
CHAPITRE VIU. Exemples du mouvemens d'un
corps flexcible, page 292
§ I*". Fibration d'une corde flexible , ibid.

Hypothéses que Von fait sur cette corde ; €quations diffe-
rentielles de son mouvement , n°® 482
Réduction de ces équations a la forme linéaire, dans le cas
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_des vibrations trés petites; les vibrations transversales ot les
vibrations longitudinales coexistent dans une méme corde,
et sont indépendantes les unes des autres ; ces deux sortes
de mouvemens dépendent d’une équation de méme forme,
aux différences partielles du second ordre, n® 483
Intégration de cette équation sous forme finie , n® 484
Détermination des deux fonctions arbitraires contenues dans
cette intégrale, pour toute la longueur de Ja corde , et pour
toutes les valeurs du temps, d’aprés la figure initiale de 1a
corde vibrant transversalement, et les vitesses initiales de

tous ses points , n°® 485
Construction géométrique de la figure de cette corde a un
instant quelconque , n® 486

Lois des vibrations transversales qui résultent de cette cons—
truction , et qui ont été confirmées par Pexpérience , soit
par rapport 4 la tension de la corde, soit par rapport & son
poids et a sa longueur ; 'élévation du ton est mesurée par
le nombre des vibrations dans Vunité de temps,  n° 487

Discontinuité des lignes employées dans la construction pré=
cédente ; restriction qu’on doit apporter  la discontinuité
de la courbe qui représente la figure initiale de la corde;
cette condition restrictive subsiste pendant toute la duréde
du mouvement , et fournit une des €quations nécessaires au
probléme, dans le cas d’une corde composée de deux parties
de wmatieres différentes, n* 488

Autre solution du probléme des cordes vibranies, dans la
quelle 'ordonnée conrante de la corde est exprimée par
une série de quantités périodiques , n° 489

Cas particuliers ot le ton d’une corde s’éleve au—dessus du
ton fondamental , et répond & une partie aliquote de sa
longuenr ; neeuds de vibrations qui ont lieu dans ces sortes
de cas, n° fgo

Lois des vibrations longitudinales d’une corde tendue, n® fgr

Rapport trpg simple entre leur nombre et celui des vibrations
ransversales de la méme corde n® fga
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§ 11. Pibrations longitudinales d'une verge élastique, page 316

Hypothéses que l'on fait sur cette verge; son mouvement
longitudinal dépend de la méme équation aux différences
partielles que celui de la corde tendue, et ne'differe de
celui-ci que par les conditions relatives aux extrémités de la
verge, n® 493 et 4of

Solution du probleme , analogue 4 celle du n® 48g ; lois des
vibrations dans les différens cas relatifs anx extrémités ;
élévation du ton fondamental, 34 raison des neuds de
vibrations , n® 495

Cas ofi_la verge s’étend indéfiniment ; propagation des ondes
sonotes dans une barre homogene, cylindrique ou pris—
matique; conditions pour qu'nne onde sonore ne se par—
tape pas en deux autres; comment la vitesse constante de
cette propagation se conclura du ton long'itwiinal d’une
verge ¢lastique de la méme matiére que la barre ,

, : ' n®* 496 et 4oy

Cas on la baire est terminée d'un coté ; réflexion du son &
cette extrémité; les lois de la propagation et de la ré-
flexion du son dans un canal eylindrique rempli d’air,
d’un gaz quelconque, ou d’un liguide, sont les mémes que
dans une barre solide; celles des vibrations des verges élas-
tiques conviennent aussi aux sons des flidtes, et des tuyaux
d’orgues, sauf les modifications relatives & Uembouchure,

n° 498
§ L Choc longitudinal des wverges €lastiques , page 331

Comment on pourra appliquer les formules du n°® 4g5 au
choc longitudinal des verges élastiques ; ce phénoméne
consiste dans l'action, 4 distance insensible, des points
extrémes des deux verges ; les vitesses de ces points varie-
ront trés rapidement , et seront inconnues pendant la dusée
du choc', n® 4o

Conditions pour que les deux verges se séparent aprés s'étre

rencontrées, et que le choc se termine, 0% 500 et 501
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Equations conumunes & tous les points des deux verges, ex-
“cepte les points extrémes par lesquels elles se choquent ,
n°® Sor

Application des formules du n° 495 au choc de deux yerges
entiérement libres ; sommation des sévies périodiques
qu’elles renferment ; on vérifie qu'elles représentent I'état
initial des deux verges, n* 502 et 503
Les deux verges de méme matiére et de méme diamétre se
séparent dans le seul cas on elles ont une méme longueur ;
durée de ce choc; échange des vitesses primitives ; cas
ou I'une des deux verges est composée de plusieurs parties,
dont une se sépare des autres aprés le choc, n° 504
Choc dune verge dont Iextrémité est fixe , par une verge
entierement libre ; réflexion de celle-ci avee une vitesse
¢gale et contraire 4 la vitesse primitive, quelles que soient
les longueurs des deux verges ; durée du choe, n® 505 et 506

§ IV. Digression sur les intézrales des équations auxr diffeé-
rences partielles , ‘ page 347

Le nombre des fonctions arbitraires que renferme lintégrale
compléte d'une équation aux différences partielles, peut
étre moindre que le nombre qui marque 'ordre de cette
€quation ; il peut changer avec la variable par rapport a
laquelle la série est ordonnée ; toutes les fonctions arbi—
traires peuvent disparaitre, et se trouver remplacées par
des séries infinies de constantes arbitraires; dans ce cas

" singulier, V'intégrale compléte est exprimée par la somme
d’un nombreillimité d’intégrales particuliéres, n* 507 et 508

Exemples tris simples de ces diverses transformations -

n°* Sog et 510
€s séries qui se présentent dans cet exemple , et Tintégrale
¢ Péquation donnée, pewvent s'exprimer sous forme finie,

AW moyen d'une intégrale définic, n” 511

Valeur d’une intégrale définie qu’on a souvent occasion d’em-
ployer

L

2612
Application de ces considérations géncrales aux équations

b
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lincaires relatives A des 'Problémes de Physique et de Mé~
canique ; leurs intégrales complétes s'expriment , généra-
lement , par des séiies d’exponentielles on de sinus et
cosinus, dont les exposans ou les arcs sont proportionnels
au temps; par la manitre dont elles sont obiennes, on
est certain quc ces expressions en séries, des inconnues d’un
probléeme, en renferment la solution la plus générale ; il y
a un procédé uniforme pont déterminer dans chague cas
les coefliciens de ces séries, d’aprés U'état initial du systéme ;
apres cette détermination , si Uon fait le temps égal  zévo
dans ces séries, on obtient des séries particulitres qui rve-
presentent les fonctions arhitraires velatives 4 eet état ini-
tial , mais senlement dans Vétendue du systéme, n° 513,
514, 515 et 516
Toute solution d’un probléme dans laquelle on 1'a pas véri—=
fié, @ posteriori, Uexactilude de ces derniéres séries, ou
démontré , & priori, la géndralité de Vintégrale en sévie dont
on a fait usage, doit étre regardée comme msuflisante,

n®51y
§V. Filbrations transversales d une verge élastique, page 368

On énonce les diverses sortes de vibrations dont une verge
élastigue est susceptible, et entre lesquelles Panalyse a fait
connaitre des rapports que U'expérience a confirmés, n® 5,8

fiquation du mouvement transversal, et conditions velatives
aux extrémités, n Sig

Caleul du coefficient que renferme cette équation, dans dif2
féventes hypothéses sur la section transversale de la verge,

n°® 520

Intégrale en série de celte équation , 2% Baz

Détermination des coefliciens de cetie série, d'apres Pétat ini-
tial de la verge, par le procédlé indiqué daus le ne 55,
formules du n° 516, relatives & P'état initial de Ia verge ;
cas ou elle doit prendre un mouvement de translation on de
rotation , n" Hao ot 553

On démontre, dans le cas de la verge libre par ses deux bouts,
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la réalité des racines de I’équation transcendante qui sert i
déterminer les coefliciens du temps sous les sinus et cosinus
contenus dans U'intégrale en série, n® a4
Condition pour que la verge exécate des vibrations isochrones;
les différens tons que la verge libre peut faire engendre, dé-
pendent des racines de 'éynation précédente ; toutes choses
d’ailleurs dgales, ils varient avec la figure de la section trans-
versale, el leur élévation’ est en Taison inverse du carrd de
la longuenr ; détermination des neeuds de vibration qui leur

correspondent, ' 525 et 526
Vibrations isochrones d'une verge encastrée par une extrémite,
et libre 4 'autre bout, n® baq

Caleul du nombre de vibrations correspondant au ton fonda—
mental et aux tons plus élevés, dans le cas de cette derniére
verge €lastique, et dans le cas de la verge libre aux deux

extrémites, n® 528
Comparaison des nombres de vibrations transversales ct Ton-
gitudinales d’'une méme verge, n° 5Sag

CHAPITRE IX. Eguaﬁmzs et proprietés géncrales du

mouvement durn sysiéme de corps, page 593
§ I, Egquations générales du mouvement , ihid.

Combinaison du principe de D’Alembert et du principe des vi-
tesses virtuelles, . n® 530
Elle conduit 4 une formule générale, d’ott 'on dédnira, par
un procédé uniforme, toutes les équations diflérenticlles du
mouvement d'un systeme de points matériels, dont la liai-
son mutuelle est exprimée par des équations données ; ce
procédé fera aussi counaitre les tensions des liens phiysi-
qnaes, et les pressions sur des surfaces ou sur des courbes
dounées, qui auront lien pendant le mouvement, n° 53;
On indigue l'usage de la méthode fondée sur la variation des
constantes arbitraires pour la résclution des €quations pré—
cedentes, 1 639,

b
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Cas ol I'une des éqnations, qui expriment l‘u liaison des points
du systeme, est une suite d'une ou de plusienrs autres de ces
€quations; exemple d’un probléme indéterminé, quand on
fait abstraction de Pextensibilité des liens physiques, et
détermipeé, quand on y a dgard, quelque petite qu'elle

soit , n°* 533 et 534
Formule analogue a celle du n® 531, et relative aux change-
mens brusques de vitesse 3 ] n° 535

Considération essenticlle & laquelle il faudra avoir égard dans
les usages qu’on fera de cette formule ; comment on tiendra
compte, dans eette formule, de 'effet du frottement pen—
dant la durde des changemens brusques; ce serait ine er—
reur d’y in Lrodu_irc les effets des forces mo[éculzzires, qui ¥
sont déja compris implicitement , n°* 536 et 53,

Equatious différentielles du |imuvs:mentl de translation ’un
systéme entierement libre, qui sont celles de son centre de
gravité , n° 538

Equations différentielles du mouvement de rotation du méme
systtme ; elles ‘conservent la méme forme ; soit que le
centre du mouvement soit un point fixe, pu quil soit le
centre de gravité du systéme, " pos 539 et 540

Les sommes des quantités de mouvement de tous les points
d’un systeme libre, suivant trois axes rectangulaires, et
leurs momens par rapport i ces ax@s , ne varicot pas dans
les changemens brusques de vitesse ; équations du mouye—
ment initial de translatioff ¢t de rotation du systéme ; com-
ment on peut les déduire des équations de ces mouvemens 3
un instant quc]mnque S n” 5"1" et 542

On retrouve, d'une autre maniére, les formules dy po 408, re-
latives aux vitesses de rotation; la similitude de Ia compo—
sition de ces vitesses et de la composition des vitesses de
trapslation, pent.conduire & ’analogie entre la composition

des momens et ceile des forees , e 543
§ IL. Lois générales des petiltes oscillations, Page 424

Développemens en séries des coordonnées des points du sys—
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tme, et des expressions des forces qui leur sont appli-
quées, n® 544

Formation des équations différenticlles linéaires et du secone
ordre , d’ou dépefidgnt les valeurs approchées des inconnucs
du probléme, auxquelles valeurs on s’arréte toujours dans
les questions de ce genre ; le nombre de ces équations, épal
a celui des inconnues indépendantes entre elles, peut s’éle~
ver depuis un jusqu’a trois fois le nombre des mobiles ;
quand les mobiles sont des points matéviels en nomhre in—
fini, les équations différenticlles se changent en dqustions
aux différences partielles, n® 545

Intégration générale de ces équations différentielles ; conse-
quences qui s'en déduisent; principe de la coexistence des

pelites oscillations, n* 546-¢t 5iq
Cas ot les oscillations ont lieuw dans un milien résistant,
n® 548

Exemples de la coexistence des petites oscillations ; applica—
tion du principe précédent au mouvement d’un point pe-
sant sur un ellipsoide , n® §4q

Autre théortme général , distinct du préeédent , et qu’on peut
appeler principe de la superposition des pelits mouyvemens;
applications nombreuses de ce principz, 1" 550 et 551

§ 1. Principes de la conservation du mouvement du centre
de graviié et de la conservation des aires, page 447

Loi générale de Végalité de Taction & la réaction., 1 559,
Principe de la conservation du'mouvement du centre de gra-
vité , fondé sar cette loi de la nature ; conséquences diverses
de ce principe, » n*553
Dans le wouvement d’un systeéme de points qui ne sont soumis
qua leurs actions mutnelles, les momens de leurs quanti-—
tés de mouvement sont constans, par rapport a trois axes
qui se coupent , soit en un point fixe, soit au centre de gra~
vité dy systéme, soit en un point animé d'un mouvement
rectiligne et uniforime ; le méme théoréme a encore lieu, par
Tapport & un point fixe, quand les mobiles sont, en outre,
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| sollicités par des forces dirigées vers ce point, n® 554, 555

xxij

et 556
Détermination du moment prineipal de ces quantités de mou-
I vement , et de la dircetion de son axe, . n° 557

. Dans le mouvement de rotation de la terre » Ce moment prin—

i cipal est indépendant du vefroidissement du globe, ‘des ex—

| plosions volcaniques, du souflle des vents, etc. ; consé-

: quence qui en résulte relativement a la durée du jour,

n® 558

| Autre énoncé des théorémes précédens ; principe de la conser-
vation des aires, - n® 569’

| Théoreme du plan invariable, dans toute sa geénéralité, n® 560

Usage de ce plan et d'une droite invariable dont il est ac—

compagné dans le systeme solaire , n® 561

Formules pour déterminer ce plan 4 un instant que]conque,

en ayant égard an monvement de translation et au mounve=-

ment de rotation des corps célestes; les termes qui proyien-

nent du mouvement de rotation dépendent de la constitu—

tion intérieure de ces corps, et demeureront toujours

i inconnus; on fait voir qu'en négligeant la partie variable

' de ces termes, il n’en résultera avcune erveur que les oh-

1 servations puissent jamais rendre seusible, n® 562
“Formules du plan invariable, rapportées an centre du so-

leil, n° 563

1| § IV. Principes des Jorces wives et de la moindre action,
: o Page 475

Equation el énonce du principe des forces vives, n® 564

| Conséquences immédiates de ce principe , . 1° 565

Caleul des forces vives dues aux forces qui émanent de cen-
tres fixes, aux attractions et, répulsions mutuelles des corps
du systeme, et & leurs poids, n° 566

Variation des forces vivés dues aux pressions contre des gyp—

faces mobiles, et aux frottemens; & Pégard de ces forees, le

théoréme du n° 564 n’a plus licu; on fait voir que les frot-

temens et les résistances des milieux preduisent loujours des
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diminutions de foree vive, qui finissent par andantir le
mouvement du systeme, quand Ces pertes ne sont pas 1'(:'1)&-
vées par d’autres forces , n® 567 et 568

Comment la force vive absolue d’un systéme se déduit de la
force vive due aux vitesses de ses différentes parties dans leur
mouvement relatil autour du centre de gravité; application
de I'équation générale du principe des forces vives an systtme
solaire ; usage de cetle équation pour reconnaitre si T'action
des comites a une influence sensible sur les mouvemens des
autres corps célestes, u® 56¢

La proposition relative i la stabilité de Péquilibre quon a
supposée dans le n° 347, est maintenant démontrée, i aide
du principe des forces vives, u® 570

fquation relative aux changemens brusques de vitesse, et
analogue a I'équation du principe des forees vives; vérifica-
tion de cette équation dans le mouvement initial d’un corps
solide autour d’un point fixe , n® 5yx

Au moyen de cette équation, on démontre qu’il y a toujours
perte de force vive dans le choc des corps dénuds d’élasti-
cité, augmentation dans les explosions qui séparent lés par-
ties des corps, et invariabilité dans le choce des corps par—
faitement élastiques, n® Sna

Lnoncé général du principe de la moindre action ; ce prin=
cipe, en cela différent des précédens, ne fait connaitre au—
cune intégrale des équations dif?ﬁrcn‘lielles du mouvement ;
vésumeé des intégrales qui sont fournies par les principes de
la conservation du mouvement-du centre de gravité, de la
conservation des aires et des forces vives, n® 593
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LIVRE CINQUIEME.

HYDROSTATIQUE.

CHAPITRE I*. Notions preliminaires, page 505

Objet de V'Hydrostatique ; comment on y considérera les

flnides, n® 574
Distinction entre Yes liquides, les fluides aériformes ct les va-
penrs, n° 575

Propriété caractéristique des fluides, que Pon prendra pour
une donnée de l'expérience, et qui servira de base 4 'Hydros-

iatique ; u® 546
Explication détaillée de cette propriété; définition de la pres—
sion rapportée 4 'unité de surface, n% 57 et 578
Démonstration du principe des vitesses virtuelles dans Véqui-
libre d’un liquide , _ ° 579
Pression exercée par un fluide elastique , - n° 580

CHAPITRE IL. Equations générales de Cequilibre
des _fluides, : page 517

Formation des équations générales, qui sont au nombre de
trois; entre la pression intérieure et les forces données,
n® 581 et 585

Condition & laquelle ces forces doivent satisfaire, pour que
]’équilibre_soi.t possible ; équation différentielle de Ia surface
libwre d’un’fluide, n® 583
Propriété de cette surface; définition des surfaces etdes couw
clies de niveau, . n’ 584
Eqnilihl‘e d’un liquide homogéne soumis & des atiractions di-
rigc’es vers des centres fixes ) n® 585
Condition relative aux, surfaces de niveau d’un liquide hétéro-
gene ou 'un fluide dlastique, n” 586
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Lois de la densité et de la pression dans un fluide €lastique en
¢quilibre , n° 587
Cas ol les forces qui agissent sur les points d'un fluide sont
leurs actions mutuelles; parmi ces forces, on ne doit pas te-
nir compte de celles qu’on appelle proprement forces molé-
culaires, et qui produisent la pression 4 laquelle on a déja eu
égard daus les équations générales de I'llydrostatique; ces
€quations sont™écessaires et m;ﬁ”wnfes pour 1’(-qu;111)1e des
fluides , 568
Figure constante d'un fluide qui tourne autour d’un axe ﬁXL :
ou équilibre des forces qui le sollicitent et des forces cen—

trifuges provenant de la rotation,, " %58y
Figure d'un liquide pesant, contenu dans un vase qui tourne
autour d’un axe vertical, n® 5go

La figure elliptique de révolution satisfait & I'équilibre d'un
liguide homogéne , tournant autour d’un axe fixe et soumis

a V'attraction mutuelle de ses points en raison inverse du
carré de la distance , pouryn que la vitesse de rotation ne
dépasse pas une certaine limite; en decd de cette li-
mite il y a toujours deux aplatissemens de lellipsoide,
qui répondent & une vitesse donnée ; au—deld, la figure
elliptique est impossible ; mais ce n’est que quand on sup-
pose Paplatissement trés petit,,” qu'il est démontré que la
figure elliptique soit la seule qui convienne A V’équilibre,
n° 591

Application des formules du numéro précédent; cas ou le
rapport de la force centrifuge a Vattraction totale, quia
lieu & Véquateur , est une trés petite fraction , comme dans
fe mouvement de rotation de la terre, n° 592
Différence essentielle entre les couches de miveau dans un
fluide soumis a T'action mutuelle de ses différens points, et
dans un fluide dont Jes points sont sollicités par des forces
dirigées vers des centres fixes ot donnés, n’ 503
quilibre d’un fluide dont les points s'attirent plopornou—
nellement & leurs distances mutuelles , n® bo4
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CHAPITRE IIl. De réguilibre des fluides pesais
page 554

Equilibre d’un liquide homogéne contenu dans un vase sl
pression sur le fond du vase est indépendante de sa forme ,

. n° 595

Equilibre de plusieurs liquides superposés ; valeur de la pres-
sion sur le fond du vase, n° 596
Lois de I'équilibre des liquides contenus dams des vases com-
muniquans , n° ‘597
Enumeération des applications principales dont ces lois sont
susceptibles ; siphon, presse hydrauligue , barométre 2
pompe, n°® 598
Pression exercée par un liquide sur une paroi plane inclinde 3
le centre de pression est toujours plus bas que le centre de
gravité , n® §gg
Exemples de la détermination du centre de pression, n® Goo
Pression exercée sur un corps ‘plongé dans cn liquide ; les
pressions horizontales se détruisent ; yésultante des pres-
sions verlicales, n% Gor ; Goz, Go3
Perte de poids d’un corps pesé dans un fluide ; détermina—
tion de la pesanteur spécifique, au moyen de la balance
Liydrostatique, n® Goj
Pression exercée par un liquide sur la surface entiére du vase
qui le contient ; principe des machines & réagiion , 1n° Go5

CHAPITRE 1V. De Uéguilibre et du mouvement des

corps flottans, page 579
Conditiens de V'équilibre d’un corps flogtant; probléme de
géométriec auguel se réduit la détermination des

positions

d’équilibre d’un corps homogéne , : 1° 6e6
Solution compléte de ce probléme, dans le cas dup prisme
triangulaire couchd horizontalement , n* 607 et o8

Cas ou la base de c¢ prisme est un triangle isoctle ; cas oit

clle est un triangle équilatéral, n% Gaog et Gro
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Equilibre d'nn prisme, d’un cylindre et d’un solide de ré-
volution, dans une situation verticale; usage des peése-
ligueurs , n° 611
Regle dn métacenire pour s’assurer, dans un cas particulier,
de la stabilité de I'équilibre d’un corps flottant, n° 612
Application du principe des forces vives au mouvement d’un
corps flottant de forme quelconque , trés peu éearté d’une
position d’équilibre; condition générale de la stabilité de
cet équilibre , n” 613, 614, 615 ct 616
Détermination des petites oscillations d’'un corps flottant,
symétrique par rapport a une section verticale; oscilla~
tions verticales du centre de gravité ; oscillations du corps
autour d’'un axe passant par ce point et perpendiculaire &
cette section 4 ; n® 617 et 618

CHAPITRE 'V. De la mesure des hauteurs par
Lobservation du barométre , - page Gog

La pression barométrique est €gale au poids de la colonfie
d’air sapérienre; sa diminution fera connaitre la hauteur
verticale de Vélévation , n® 61g

Masse totale de Fatmosphére comparée A celle de la terre ;
limite de la hauteur de Patmosphére ; décroissement de la
température & mesure qu'on s'éléve an-dessus de la terre ,

n® 6zo

Manomeétre ; usage qu'on pourrait faire de cet instrument
ponr comparer les intensités de la pesanteur & différentes
latitudes , n® G2

A température é;i_{alc, la densité d’un fluide élastique est
proportionnelle & la pression qu'il éprouve, ce qui cons—

- titue la loi de Mariotie , _ n® 622

Usage de cette loi pour calculer I'élévation de 1'eau dans
une pompe , quand il sc trouve de Vair au-dessous da
piston , ’ ne 623

Dilatation €gale et uniforme de tous les gaz par les vapeurs,
pour des degrés égaux de température , mesurés scgs une
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pression constante par le thermometre & air; coefficient de

- 1a dilatation pour chaque degré; ce coefficient, commun
a tous les fluides ¢lastiques, n’est pas rigoureusement
constant, quand la température est riesurée par un ther—
mométre 4 Mmercure ; déquation qui donne la pression en
fonction de la densité et de la température ; caleul du
rapport de la pression a la densité, dans Vair parfaite-
ment sec et dans Uair au mazimuwm dhumidité, pour la

, température zéros, n® 624 et 625
Equation d’équilibre d’une colonne verticale de Vatmosphére ;
loi de la pression et de la densité ; on vérifie que le poids
tolal de la colonne est équivalent a la pression inféricure ,
n® 626

Mouvement d’un ballon qui s’éléeve dans air, n° o7
Formule pour la mesure des hauteurs par Uobservation du
baromeétre ; le coeflicient constant de cette formule s'ac—
corde avee la moyenne d'un grand nombre de hauteurs
mesurées trigonoméiriquement, ne® 638
Modification qu'on doit faire subir i cette formule, d’aprés
la remarque du n° 255, quand on veut la faire sevvir i
calculer la hauteur d'un lien au-dessus du nivean de la mer :
exemple de ce caleul, n° 629
Formule moins exacte , mais plus simple que la précédente ,
et qui suffit aux usages ordinaires ; comment on peut subs-
tituer 4 I'observation du barometre, celle du degré de V-
bullition de I'ean &' différentes hauteurs, 1° 630
Remarques ‘relatives 4 la densité et a la force élastique ou
tension des vapeurs ; formule qui donne la densité de 1air
mouillé , d’aprés la tension de la vapeur qu'il renferme , et
la densité de lair parfaitement see, W63
Comparaison de latmosphére aqueuse qui se formenait , si
notre atmosphere n'existait pas, ala quantité de vapeur
d’ean que notre atmosphére peat contenir, SR 63

-
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CHAPITRE VI. De la force élastique et de la cha-
leur des gaz , page 637

Cas ot I'on a besoin de connaitre les variations de la pression
et de la température d'un gaz, produites par Lellcs de la
densité , sans que la quantit¢ de chaleur varie, n® 633

Définition de la chaleur spécifique , soit & volume constant,
soit a pression constante; équation aux différences par-
tielles d’oir dépend la quantité de chaleur en fonction
de la pression et de la densité, n° 634

Expérience propre 4 giéferminer Vaccroissement de tempé-
rature d'un gaz , correspondant i une petite condensation
sans perte de chaleur; calcul nameérique de cet aceroisse—
ment de tempdrature , qui peut aussi se déduire de la
vitesse du son , n® 635

Comment cet aceroissement de température est 1ié au rap-
port des deux chaleurs spéciﬁqﬁes du gaz; valews diffé-
rentes de ce rapport, donnédes par Vexpérience; on le
regarde comme indépendant de la température et de la
pression dans Pair atmosphérique , n® 636 et 637

Intégration de 'équation du n° 634, dans Phypothése de ce
rapport constant ; lois de la pression et de la température
en fonctions de la densité, quand la quantité de chaleur
est invariable , n’® 638

Expression dela quantité de chaleur en fonction de la tem-
pérature et de la densité , dans I'hypothése que la chaleur
‘spécifique du gaz est indépendante de la températore
mesurée par un thermométre & air; chaleur spécifique
en fonction de la pression ; application & Tair atmosphé—
Tique ; rapport des quantités de chalenr' perdue, par un
méme volume d’air, sous différentes pressions; ce rapport
est confirmé par I'expérience,, n® 639

Application des formules précédentes a la vapeur d’cau ; ve-
Inarque relative aux machines i vapeur & hautes pressions,

n% (4o et 64
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f Mouvement du piston dans une machine 3 vapeur; état de
la vapeur a un instant quelconque ; calcul de la force vive
produite par la chute ou U'élévation du piston ; déiente de
la vapeur, n° 642
| La foree élastique du mélange de plusienrs gaz est égale i
la somme des forces élastiques de ces fluides ; équation qui
détermine la chaleur specifique du mélange, d’apris celles
des gaz melangés, en proportion donnée ; le rapport des

chaleurs spécifiques a pression constante ¢t & volume cons-
tant, ne peut pas étre indépendant de la pression dans
les gaz melangés, n® 643 et 644

: LIVRE SIXIEME.

. HYDRODYNAMIQUE.
_}L' . CHAPITRE I*. Eguati&ns geénérales du mouvement
des fluides, page 663

Objet de Uhydrodynamique; observation relative a la pro-
priété caractéristique des fluides, sur laquelle sont fon-
dédes les équations générales de Véquilibwe des fluides ;
conparaison entre cette propriété et la loi dp"zllanjoue ; on
admetira, dans ce traité, que cetie propriétéia lien dans
Tétat de mouvement, 10 645

Expressions des composantes de la vitesse du fluide, en un
point et a un instant quelconques ; aceroissemens infini—
ment petits de ces composantes pour un méme point dy
fluide ; accroissement de la densité, et, genéralement ,

i d’une fonction quelconque du temps et des trois coordon-
‘. nées considérées comme des fonctions du temps , n° 646

Tguations différenticlles du mouvement des” fluides qui se

déduisent de celles de lear équilibre, par le principe de
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D’Alembert ; équation relative & la sarface libre d’un fluide
en mounvement , n® 647
Quatrieme équation du mouvement des fluides ; sa décompo-
sition en deux autres, dans le cas des liquides ; valeur de.
la pression en fonction de la tempcrature et de la den-
sité , dans le cas des fluides élastiques , n 648 et 649
Dans un liquide en mouvcment dont la température varvie
d'un point & un autre et avec le temps, la distribution
de ‘la chaleur dépend de la méme équation que dans un
corps solide hétérogene ; dans un fluide élastigue , cetle
équation doit étre vemplacée par unc autre, dont on in-
digue la formation, : n° 650
On explique pourquoi la quatrieme équation du mouvement
des fluides s’appelle équation de la conlinuité ; exemples
de mouvemens dans lesquels elle n’a pas lien , n? 651
Conditions relatives a la superficie des fluides, que Ton a
coutume d’ajonter aux équations de leur mouvement, dans
les différens problemes d’hydrodynamique, 652
Réduction des équations du mounyement des fluides & un
moindre nombre ¢t a wne forme plus simple , dans un
cas trés €tendu, n” 653
On démontre, en général, que sila condition nécessaire pour
que cette réduction ait lien , se vérific a Porigine du mou-
vement , clle sera satisfaite pendant toute sa duvée , n° 654
Mouvement d’un liquide qui tourne, saus changer de figure,
autour d’un axe fixe ; on retrouve, d’aprés les éguations
générales de ’hydrodynamique , U'équation de la surface
qu'on avait déduite précédemment (n° 58g) de I'équi-
libre des forces centrifages, jointes aux forces motrices des
points du fluide , n® 655

CHAPITRE TI. De la propagation du son, page 095

Indication des ouvrages ol I'on trouvera les principaux résul-

tats qui ont €t¢ déduits, jusqu’a présent, des équations
~ générales du monvement des fluides , n® 656
Equation générale aux différences particlles, d’ott dépend la
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théorie du son, daph la supposition du n° 653 y qui con=—
vient aux deux cas particuliers qWon va considérer > n° 657

Cas ol lair est contenu dans un tuyau cylindrique ; le
mouvement est le méme que suivant la longuenr d’une
verge dlastique; comment les différens tons d’un instru-
ment & vent peuvent servir & déterminer le rapport des
chaleurs spécifiques 3 volume constant et sous une pression
constante, pour les différens gaz que Yon fait vibrer dans
cet instrument , n® 658

Propagation du son a air libre, dans le cas ot le mouve-
ment est semblable en tous sens autour du centre de 1’é=
branlement; intégration, sous forme finie, de Téquation
relative & ce mouvement ; détermihation des deux fone—
tions arbitraires qu’elle renferme, n* 659 et 660

La vitesse de cette propagation est la méme que dans un
tuyaw cylindrigue; intensité du son & une grande distance
du licu de U'ébranlement ; elle dépend, toutes choses d’ail-
leurs égales, de la densité de 'air en cet endroit; & quoi
Yon doit attribuer, suivant Euler, la différence d’une
syllabe &4 une autre , chantées avec la méme foree et sur le
méme ton , _ n® 661

Coexistence des sons dans un air ébranlé simultanément ey
plusicurs  endroits, e 1% 662

Réflexion du son surun plan fixe,, qui s’étend indéfiniment
en tous sens n°® 663

Caleul numérique de la vitesse da son dans Pair; comparaison
du résultat de ce caleul & eelui de I'observation , n° 664

Différence entre les formules de la vitesse du son, donndes
par Newlon et pagglaplace; cause de la Propagation dn
son dans les vapeurs au maximum de densité j n° 665

Vitesse de la propagation du son dans l'ean, n° 666

CHAPITRE IMI. Du mouvement des fluides dans e
hypothése particuliére, page 721

On explique en quoi consiste cette hypolhésc, qui ne peut
conduire qu’a une solution approximative ; elle est connue
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sous la dénomination d’hypothése du parallélisme des
tranches; elle réduit le probléme a la détermination de
denx inconnues, savoir, la pression et la vitesse de chaque
tranche , n° 66y

Formules qui feront connaitre ces deux inconnues, en un
point quelconqgue du vase d’on le liquide s’écoule par un
orifice horizontal, lorsque Von connaitra la vitesse qui a
lieu a cet orifice, n” 668 et 6bg

Equations différentielles d’oir dépend cette vitesse et la
hautenr du niyveau du liquide au-dessus de Uorifice , n° 670

Solution compléte du probléme, et caleul de la dépense
du fluide, dans le cas ot le niveau du ligquide est entretenu
a une bauteur constante , n° Gyt

Cas ou le niveau est variable ; application au mouvement de
Veau qui sort d’un cylindre, par un onifice horizontal ,

n® 6ra2 et 673

Examen particulier du cas oa lorifice est trés petit; théo-
reme relatif 4 la vitesse du fluide & cet orifice , horizontal
ou incling , ' n® 674 et 675

La dépense obseryée s'écarte beaucoup de celle qui résulterait
de ce théorémne, dans le cas de lorifice en mince paroi ;
explication qu'on donne de cette différence; contraction
de la yeine fluide ; augmentation de la dépense produite
par un gjuigge, n® 696

Mouvement d’un fluide €lastique qui sort d’un vase par un
orifice,, dans I'hypothése du parallélisme des tranches ;
vitesse de I'écoulement; cas ou Vorifice est trés petit,

n® 677 et 778

ADDITION

Helative & Tusage du principe des forces vives dans le calcul
des machines en mouvement.

Objet de cette addition , n° g9
Définition des forces miouvantes et des forces résistantes ;
équation diffézentielle suffisante pour déterminer le mouve-

P
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ment d’une machine ; transformation de cette équation,
dans laquelle ces deux sortes de forces sont distinguces

‘ Tune de T'autre, n°* 680 et 681

i Equation du principe des forces vives, sous la forme ou on

U'emploie daus le calcul des machines en mouvement; défi-

! nition de la quantité de travail élémentaire, du travail

i moteur et du travail résistant, n°® 682

Quantité de travail due 4 la chute ou a I’élévation d'un poids ;

| unité dynamigue; mesures d’une quantité de travail et
d’'une force vive quelconques, en unités dynamiques ,

n° 683

Equations qui ont licu quand une machine part du repos

et quand clle est parvenue a un état permanent; considé-

ration du frottement et des autres résistances; effet gé~

néral d’une machine, n° 684
Définition et usage du volant dans les machines, n° 685
Effets nuisibles des choes et des changemens brusques de

vitesse dans les machines, n° 686

La diminution graduelle de la force vive, due aux frottemens
el aux résistances des milieux, peut aussi étre produite
_ par la communication d’'une partie du mouvement aux
i supports de la machine ; exemple de cet effet; ces diverses
causes délruisent totalement la force vive, et finissent par
réduire les machines au repos, quand les forces mouvantes
ont cessé d’agir, n° 687
Notion relative & la quantité de travail d’'un homme ou d’un
animal marchant et portant ou trainant un fardeau, sur

; une route horizontale ou inclinée, n° 688
Distinction des vitesses communes et des vitesses velatives des
différens points d'une machine en mouvement , 1° 684

Transformation de la formule pénérale du n® 531, dans
laquelle on distingue entre elles les différentes sortes de
forces qmi agissent sur les points d'nn systtme quel-

| conque, 1° 6go
| Application de cette formule transformée aux cas ou on
prend successivement. pour les déplacemens de ces points,
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ceux qui résultent de leurs vitesses absolues, et ceux qui
résultent de leurs vitesses relatives, n® 691 et 692

Equation des forces vives dues aux vitesses relatives des points
d’une machine ; équation résultante de la combinaison de
celle des forces vives dues aux vitesses absolues, et de celle
des forces vives dues aux vitesses relatives ; autre €quation.
qui se déduit de la précédente dans un eas particulier, et
qu'en peut regarder comme évidente en elle - méme 5

. n* 693 et 694

Application de cette derniere équation au choc d’un corps so-
lide contre un plan, et & la pression d’un corps pesant contre
un plan animé d’une vitesse donnde, n® 6g5

Usage de cette méme €quation, pour déterminer la pression
d’une veine fluide en mouvement contre un plan incliné
ou perpendiculaire & sa direction, en mouvement on en

repos, n® 66

FIN DE LA TABLE DES MATIERES DU SECOND YOLUME.




Supplément a Perrata due premier volume.

Page xxvi, lignes 7 et 8, chemins de fer; Zisez ponts snspendus
13, ligne 4, les perpendiculaires, lisez la perpendiculairve

i 17, 8, a=o, lisecz=a
157, 172 ¢n remontant, be, lisez Vbc
o, 10, Vaxe Qux, lisez Paxe Dz
2 S o
186G, 2 en remontant, %, lisez r (dans les trois équations)
348, 6 en reraontant, £= 3 &, lisez §=3&°
I ‘ o o, g en descendarit , ¢t 17€ en remontant, cos€ doit étre au nu-

. ; va 5 5
mérateur, au lien d'éire an dénominatenr

4175 5, il fant excepler la planéte Mercure, dont P'excentricits
/ surpasse un cingnidéme,
: 419, 1re, 56" anfay, lises 5o',m3429
¥l 11 424, cos &', lisez sin &
i 436, G, nt4-¢,liseznt4+e¢—w
' 510, are en remontant, n® 24, dsex nooby

Errata du second volume.

Page 230, ligne 5 en remontant, G, lisez

247, 4 en remontant, ajoutez n® 463 bis
ajo, 9, CG, lisez KG
afig, e, KOG, lisez KIGY

a, K'C/, lisez K’C
15, GK', lisez G'K’

3o1, 3, AGH, Zisez ACH
5, DG, lisez DC
4 302, g, la pointe, lisez les points
"ii?v 3, 5 Ii, lisez 3 11

5gb, =, AB, lisez AC
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DE MECANIQUE.
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LIVRE QUATRIEME.

o I} S

DYNAMIQUE,
SECONDE PARTIE.

CHAPITRE PREMIER.

PRINCIPE GENERAL DE LA DYNAMIQUE.

350. Lorsque des points matériels, soumis i des
forces données, sont liés entre eux d’une manitre
quelconque, ils prennent, a chaque instant, des vi-
tesses infiniment petites, différentes de celles que ces
forces leur imprimeraient s'ils €élaient libres. Ces
forces étant connues, ces dernidres vitesses le sont
aussi; et le probleme général de la Dynamique
consiste a en déduire, en grandeur et en dirvection,

Z.
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les accroissemens de vitesse qui ont réellement lieu.
Sa solution dépend d’un principe trés simple gque P'on
doith D’Alembert , et d'apres lequel on raméne toutes
les questions relatives an mouvement, a de simples
questions d’équilibre,, toujours résolubles par les re-
gles exposces dans le livre precédent.

Pour énoncer ce principe d'une manitre précise,
soient m la masse d’un des points matériels que l'on
considere, et ut la vitesse que la force qui le solli~
cite lui imprimerait, ¢l était libre, dans un temps =
infiniment petit. Appelons g7 T'accroissement de vi-
tesse qui aura également lieu pendant ce méme ins-
tant, et dont la direction différera, en général, de
celle de la vitesse donnée zr. Par la regle du paral-
1élogramme des forces, qui sapplique également aux
vitesses (n° 145), décomposons ur en deux autres vi-
tesses , dont 'une soit gt , el Vautre sera representée
par pr. La force motrice appliquée au mobile aura
le produit mu pour mesure ; celles qui seraient capa-
bles des vitesses gt et pt, auront pour valeurs mg
et mp; et nous pourrons regarder la force donnee
mu comme la résultante de la force myg, a laquelle est
dii Paccroissement de vitesse qui a réellement lieu ,
et de la force mp, dont U'effet est détruit parla haison
des points du systéme. Nous appellerons cetie der-
nitre la force perdue.

Désignons par les mémes letires avec des accens,
savoir, m', @, ¢’ P i, Y, p', ete., les quan—
tités analogues & m, &, §, p, qui répondent aux au-
tres points du systeme. Quels que soient leur nombre
ot leur liaison mutuelle, 1l est évident que les forces
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perdues mp , m'p’, m"p", etc., devront se faire équi-
libre ; car si cet équilibre n'avait pas lieu, ces forces
produiraient de certaines vitesses infiniment petites
pendant linstant T, et, par conséquent, g, ¢'t’,
¢"t", etc., ne seraient plus, contre Fhypothése, les
accroissemens de vitesse qui ont réellement lieu.

Clest en cela que consiste le principe de D’Alem-
bert. Au lieu des forces mp , m/p’, m/p", ete., on peut
meltre, dans les équations d’équilibre du systéme
que V'on considére, les quantités de mouvement mpT,
m'p't, m'p"r, qui leur sont proportionnelles, et
alors on dit qu'il y a équilibre entre les quantités de
mouvement infiniment petites, perdues dans chaque
instant par tous les points du systéme, en vertu de
leur liaison mutuelle.

551. On peut changer cet énoncé général en un
antre qui sera souvent plus commode.

Observons, pour cela, que mu étant la résultante
de mq et mp, chacune de ces composantes, la se~
conde par exemple, est aussi la résultante de mu et
de T'autre composante mq , prise en sens contraire de
sa direclion; en remplacant ainsi chacune des forces
perdues mp , m'p', m'p", cte., par les deux forces dont
elle est la résultante , nous voyons que le principe de
D’Alembert revient & dire quil y a constamment équi-
libre entre les forces données, qui agissent sur tous
les points d’un systeme de points matériels en mou-
vement, et les forces auxquelles sont dus les acerois—
semens infiniment petits de vitesse qui ont lien &
chaque instant , ces derniéres forces étant prises en
sens contraire de leurs directions. On remplacera, si

I,
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Ton veut, les premicres forces par les quantites de
mouvement mut , m'u'r, m"w't, etc., et les derniéres
par mgt , m'q's, m'q'r, etc., en donnant a chacune
des vitesses ¢, ¢/, q", etc., une direction contraire a
la sienne, et laissant & u, @', ', etc., leurs propres
directions.

Ce second énoncé a 'avanlage de conduire immé-
diatement & des équations entre les inconnues ¢, ¢/,
¢", ete., et les données du probleme , qui sont les vi-
tesses u, i, u', etc. Ces équations résulteront, soit
des conditions d’équilibre, soit des liaisons qui au-
vont lieu, dans ¢haque cas, entre les points du sys-
téme’; elles seront toujours en méme nombre que les
coordonnées de tous ces points (n° 342), et, consé-
quemment , en méme nombre que les composantes
des vitesses ¢, ¢', ¢", etc., paralleles aux axes de ces
coordonndes ; en sorle qu'clles feront connaltre, en
grande‘ur et en direction, les accroissemens de vitesse
de tous les mobiles & chaque instant; ce qui est,
comme nous 'avons dit, la solution générale du pro-
bleme de la Dynamique. Remonter ensnite de ces ac-
croissemens infiniment petits aux vitesses et aux
coordonnées du mobile en fonctions du temps, est
une question de calcul intégral.

552. Lorsque les forces mq , m'q’, m'q", ete., au-
ront é1é déterminées, si on les prend en sens con-
traire de leurs directions, et qu'on les compose avee
les forces données mu, m't’, m'd", ete., on aura les
forces perdues mp, m'p', m'p", ete. Cest & ces der-
nieres forces que sont dues les tensions des fils, des
verges €lastiques et de tous les liens physiques qui

i
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peuvent exister entre les différens points du systeme,
ainsi que les pressions exercées sur les surfaces et les
courbes données qu'ils peuvent étre obligés de par-
courir; et, d'aprés le premier ¢noncé du principe de
D’Alembert, ces pressions ou tensions se délermine-
ront, dans I'état de mouvement de systéme , par les
regles de la Statique appliquées aux forces per—
dues (0% 543).

Pendant le mouvement, une partie de la force
dounée, qui agit sur chaque mobile, est donc em-
ployée i faire varier sa vilesse, et n'a aucune in-
fluence sur les pressions ou tensions dont il s'agit; et
Vautre partie, qu'on regarde comme détruite ou per-
due, produit ces tensions ou pressions, et n'influe
nullement sur la vitesse. Lorsque le systéme est par-
venu & un état permanent dans lequel tous les points
qui le composent se meuvent uniformément, la pre-
micre partie de chague force est nulle, et la force en-
ticre est détruite, c'est-i-dire, employée 2 produire
les pressions contre les obstacles fixes, et les ten-
sions des liens physiques, comme si ce systéme
était en équilibre.

Supposons , dapres ccla, qu'une corde soit en
mouvement snivant sa longueur, et que des forces
données agissent 4 ses deux bouts suivant ses prolon-
gemens. Si ce mouvemen! demeure uniforme, les
deux forces seront égales, et leur valeur commune
exprimera la tension de la corde ; si, aun contraire,
les deux forces sont i négales, I'excés de la plus grande
sur ia plus petite sera employ€ a accélérer ou a re-

tarder le mouvement de la corde, et sa tension aura
| -3
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pour mesure la partie de la plus grande force dé-
truite par la plus petite, ou égale et contraire a celle-
ci, Par exemple, lorsqu'un cheval iraine un fardeau
sur une route, et que le mouvement du systéme de-
meure uniforme, V'effort du cheval, parallelement a
la route, est égal au poids du fardeau décomposé
suivant cette direction , plus le frotiement du fardeau
contre la route; il est constant quand Pétat de la
roule et son inclinaison ne varient pas; si on le sup-
pose transmis au fardean par le moyen de plusieurs
cordons paralleles entre eux et & la route, I'effort to-
tal sera égal 2 la somme des tensions de tous ces
cordons; et, dans la pratique, on mesure Veffort
exercé suivant chaque cordon par Pextension d’'un
ressort interposé suivant sa longueur. L'inclinaison
et I'état de la route ne changeant pas, si les efforts de
I'animal augmentent ou diminuent, le mouvement
du systeme saccélére ou se ralentit, sans que les
tengions éprouvent aucune variation. Lorsque la
route est horizontale, le froitement insensible, et
le mouvement uniforme, le cheval n’a d’autre force
a développer que celle qui est néeessaire pour sa
propre marche; il n'exerce aucun eflfort suivant les
cordons attachés au fardeau, et leurs tensions sont
constamment nulles.

355. Le principe de D'Alembert a aussi lieu rela—
tivement aux quantités de mouvement finies, per—
dues par des corps liés entre eux d'une manidre
quelconque, et sur lesquels on exerce des percus-
sions simultanées, qui ne sont autre chose que des
forces motrices agissant sur les mobhiles avee de trés
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grandes intensités et pendant de trés courts intervalles
de temps (n° 126).

Ainsi, supposous qu'une force de cette nature agisse
sur le point dont la masse est 72, pendant un iemps
fini, mais assez petit pour que le point m et tous les
autres points du systéme ne changent pas sensible-
ment de position dans cet intervalle de temps. Re-
présentons-le par ¢, et par U la vitesse de grandeur
finie que cette force imprimerait au point m, sl
était libre; et soit aussi Q la vitesse gu'elle lui im-
prime réellement , de sorte qu’au bout du temps e il
se trouve animé de la vitesse qu’il avait auparavant,
de la vitesse Q, et de celle qui lui est communiquée;
pendant le méme temps, par les forces moirices
qui peuvent agir sur le syteme , indépendamment des
percassions. Décomposons la vitesseU en deux antres,
Vune égale 4 Q, et 'autre que je représenterai par P.
Faisons des suppositions semblables a 'égard des au-
Lres. points m', m", elc., du systéme, et désignons,
par rapport 4 ces points, par U', Q';, P; U QY
P", etc., les quantités analogues a U, Q, P. L'équi~
libre existera dans le systeme, soit au commence-
ment, soit 4 la fin du temps ¢, entre les quantites de
meuvement perdues mP, m'l, m"P", etc.

En effet, décomposons la durée ¢ des percussions
en un nombre infini d’instans infiniment petits. Soient
T 'un de ces instans, mez T, m'a't, m'=w"t", ete.,
les parties infiniment petites de mP, m'P’, m"P", ete.,
perdues pendant cet instant, et, comme precédem—
ment, mpr, m'p't', mpc", etc., les quantites infini-
ment petites de mouvement, provenant des forces
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motrices, et perdues dans ce méme instant. D'apres
I'énoncé du n° 550, il y aura équilibre, dans le sys-
teme, entre ces deux groupes de quantités de mou-
vement ; chacune des équations relatives 4 cet équi-
libre sera de la forme :

Amar 4+ A'w'a't + N'm'"a"t 4= ete.
+ Bmpr 4+ Bm/p'r 4+ B'm'p'tr - ete.=o,

en désignant par A, A, A", ete., B, B, B, etc., des
coefficiens dépendans des positions des mobiles; et
cette équation subsistera pendant toute la durée e des
percussions. La somme des valeurs de son premier
membre qui répondent a tous les instans de cette du-
rée, sera donc égale & zéro; mais, dans cette som-
mation, on pourra regarder les coefliciens comme
invariables, puisque, par hypothése, les positions des
points m, m’, m", etc., ne changent pas sensiblement
pendant toute la durée des percussions; de plus, les
sommes des valeurs de mwv, m'a'v; m'aw'z, ete. ,
seront les quantités de mouvement mP, m'P’,
m'P", etc. ; celles de mpr, m'p't, m"p"r, etc., pour-
ront étre négligées par rapport aux premiéres, parce
que les effets des forces motrices, telles que des poids
et des attractions dirigés vers des centres fixes on mo-
biles, pendant les durées des percussions, sont génc-
ralement insensibles par rapport aux effets de ces
autres forces ; par conséquent, nous aurons

AmP + A'm'P’ + A"w'P" 4 cte. = o.

Il en sera de méme a I'égard de toutes les équations
déquilibre du systéme , qui subsisteront toutes entre
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les quantités de mouvement perdues mP, m'P,
m'P", ele.; ce qu'il sagissait de faire voir.

A cause de linvariabilité des coefliciens A, A,
A", etc., pendant la durée des percussions, ces équa-
tions se rapportent indifféremment au commence
ment ou i la fin du temps . Pour plus de commo-
dilé, on a supposé cetie durée la méme pour toulss
les percussions; ce qui est permis évidemment,
pourvu que ¢ soit la durde la plus longue des percus-
sions que l'on considere en méme temps.

Ces percussions proviendront, en général, des
chocs des mobiles entre eux ou contre des obstacles
fixes. Il pourra arriver que pendant le temps ¢, ces
corps glissent un tant soit peu 'un contire Jautre ou
contre ces obstacles; ils éprouveront alors des (rotte-
mens qui leur enleveront de certaines quantités de
mouvement : or, on ne peut pas négliger ces quan~
tités comme celles qui proviennent de la pesanteur et
des atiractions ; car le frotiement est une force pro-
portionneile a la pression, c'est-a-dire, une force
qui enléve aux mobiles, dans chaque instant, des
quantités de mouvement infiniment petites, propor-
tionnelles a celle que la pression pourrait leur impri-
mer dans le méme instant ; d'ou 1l résulte que Jes ef-
fets des frottemens, pendant le temps ¢, peuvent étre
comparables i ceux des percussions. Ainsi, quand il y
aura un glissement des mobiles pendant la durée des
percussions, il fandra établir 1'équilibre entre les
quantités de mouvement perdues par les frotiemens
et celles que nous avong représentées par mP, m'P’,
m"P’, etc. On pourra, si 'on veut, remplacer les vi-
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tesses P, P!, P’, etc., par leurs composantes, c'est-a—
dire, par des vitesses égales et eontraires 2 Q,
Q" ete., et par les vitesses U, U', U, ele., prises dans
leurs propres directions.

Cette extension du principe général de la Dyna-
mique aux quantités de mouvement de grandeur fi-
nie, servira a déterminer les vitesses des corps dun
systeme, soit & 'origine du mouvement, soit pendant
sa durée, quand ils se rencontrent ou qu’ils viennent
choquer des obstacles fixes, et, généralement, lors-
que les vitesses des mobiles éprouvent ce qu’on ap-
pelle des changemens brusques.

554. Les différentes applications dn principe géné-
ral de la Dynamique, que nous aurons i faire dans
la suite de ce Traité, seront relatives & des mobiles
entre lesquels il existe des liens physiques quelcon-
ques , qui agissent, en outre, I'an sur Yautre par
yoie d’attraction ou de répulsion & distance, et qui
éprouvent des percussions & des instans particuliers.
Mais avant d’aller plus loin, je crois utile de don-
ner, dans ce chapitre, un exemple simple de cha-
cune de ces trois circonstances, pour servir de dé-
veloppement aux généralités qu'on vient d’exposer.

Considérons d’abord , comme dans le quatrieme
cas du n° 32q, deux corps pesans, altachés aux ex—
trémités d'un fil qu'on regarde comme inextensible,
et posés sur deux plans inclinés, adossés Yun 3
Pautre. Soient % la hauteur commune de ces deux
plans, Z la longueur de I'in d’eux, 7 celle de V'au-
tre, m la masse du corps posé sur le premier, m'
celle du corps posé sur le second, et g la gravité.
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Si l'on fait abstraction du frottement, la force ac-
célératrice du premier mobile sera égale a4 la com~
posante de la pesanteur suivant le premier plan,

¥ \ ; 2 .
laquelle est égale 2 =, et la force accélératrice du
q gale s &,

. ho ook
second mobile sera de méme ‘i—, Désignons, an bout

du temps £, par ¢ la vilesse commune i tous les
points de m, et par ¢’ celle de tous les points de m';
et convenons de regarder ces vitesses comme posi-
tives ou comme négatives, selon que les mobiles
descendent ou s'élevent. Pendant Uinstant df, v et ¢
angmenteront de dv et dv'; mais, pendant ce méme
instani, les forces accélératrices imprimeraient aux
mohiles, s'i]s étaient libres, les vitesses positives

rIt et - “ 7 dt : en vertu de la liaison des deux corps,
le'a vltesqee qu’ils perdent pendant Pinstant df sont
done & dt —dvet =5 P O , pour que les

denx qudutlfes de mouvement correspondantes se
fassent équilibre (n° 350), 1l faut évidemment quelles
solent égales ; par cousequeul on anra

h h
m gsz — dp) = 5}—, dt — dv’). (1)

De plus, les deux vitesses ¢ et ¢ sout égales et de
signe contraire; car, dans le mouvement dont il
sagit, Pune des deux masses descend et Vautre s'é-
leve, en parcourant des espaces égaux sur les plans
JLIClmcn: On a donc

V= — ¢

; dy =— — db.
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Je substitue cette valeur de dv dans I'équation (1);
d'ou je déduis ensuite

A (nzl" — m'l)fz

- e ) gt

et, en mtegrant,

(ml’ — m'kh
9 = m)_f)l_ gt -+ ¢;
¢ étant la constante arbitraire.

Si 'on multiplie par dt et qu'on intégre de nou-
veau, on aura lespace parcouru par m sur son
plan incliné ; mais cette valear de v sullit pour mon-
trer que son mouvement est uniformément accéléré
ou retardé, selon qu'on a ml'> m'l ou ml < 'l
En vertu de l'équation ¢ = — ¢, le contraire a
lieu & l'égard de m'.

Fappelle T la tension du fil auquel les deux mo-
biles sont attaches, laquelle est due & la force per-
due a chaque instant par chacun de ces deux corps.
Cette force motrice a pour valeur 'une des quanti-
tés de mouvement qui forment les deux membres
de I'équation (1), divisée par d¢; par conséquent,

T = m gh JV) .
7

on a
¥ dr
et, en mettant pour dv sa valeur preeedente , il

vient
T — £+ L) mm'f;_g )
= mFm)iF

3 iq o v mhg <
valeur qui se réduit 2 — - comme cela devait étre,
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dans le cas de mi' = m'l, qui est celui de Féqui-
libre. Quant & la pression exercée sur chaque plan
incling, elle est due 2 la composante perpendicu-
laire & ce plan, du poids du corps qu’il supporte,
et la méme que dans I'état d’équilibre.

555. La constante ¢ est la vitesse initiale de m;
si les deux corps sont partis de I'état de repos, on a
¢=o0; mais si I'un d’eux, ou lous les deux, ont
éprouvé une percussion 2 Vorigine du mouvement,
il faudra en deduire leurs vitesses initiales.

Supposons donc qu’a l'origine du mouvement les
mobiles.m et m' ont éprouvé simultanément des per-
cussions qui auraient imprimé, suivant les prolon-
gemens du fil auquel ils sont attachés, une vitesse
@ a tous les points de m, et une vitesse @’ a tous les
poinis de m/, si ces deux corps eussent été libres.
Comme leurs vitesses initiales sont ¢ et —¢, il s'en~
suit qu'a cette origine les quantités de mouvement
perdues ont €élé, en grandeur et en direction ,
m(a—c) et m'(a' 4 ¢); pour qulelles se fassent
équilibre , d’apres le n° 353, il faudra qu'elles soient
égales; on aura done

m(a — c¢) = m' (@ 4+ ¢);.
d’'ou l'on tire

ma — m'a

m +4-m'

La percussion que le fil a subie & cet instant 5 Sui-
vant chacun de ses prolongemens, est due i I'une on
Tautre de ces quantités de mouvement perdues, dont
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la valeur commune est

mm' (a4 a)
e |

en sorte que la percussion initiale du fil est la méme
que g'il était suspendu verticalement & un point fixe,
el quun corps attaché i son extrémité inféricure firt
frappé, dans le sens de la pesanteur, par un second
corps animé de cette quantité de mouvement et qui
se réunit au premier.

356. Au lien de deux corps pesans, on en pour-
rait considérer trois ou un plus grand nombre, posés
sur une suite de plans inclinés, et dont chacan se-
rait 1ié an suivant par un fil inextensible : le mou-
vement de ce systéme de corps serait de la méme
nature et se déterminerait de la méme maniére que
précédemment.

On peut aussi remplacer les deux corps que l'on
vient de considérer, par une chaine pesante, posée
sur les deux plaus inclinés. Ea la supposant homo-
geéne et d'une Cpaisseur constante, et désignant, an
bout du temps ¢, par x et .z’ les longueurs de ses denx
parlies, leurs masses seront entre elles comme ces
quantités , de sorte qu’il faudra d’abord remplacer,
dans I'équation (1), m et m/ par = et x'. De plus ,
pendant V'instant d¢, la premiere de ces deux parties
augmente de I'élément dx, qui prend la vitesse ¢
commune a tous ses points; pour cetle raison, la
quantité de mouvement perdue par cette partie sera
diminuée d’une quantité positive ou négative, et
égn]c a vdx. Par une ralson semblable , 1a quan-
tit¢ de mouvement perdue par la seconde partie
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de la chaine pendant le méme instant, devra étre di-
minuée d'une quantité égale a v'dx’: il faudra donc,
€0 outre, retrancher vdx et v'dx’ du premier et du
second membre de cette équation (1), qui deviendra,
de cette maniére, .

ah h
x (“’—;1 a’t-—-dw) —vdr = ' gT’: dt — n’v’) — v'dx’,

Si Fon appelle 2 la longueur constante de la chaine
entiére, on aura

r =+ =2, der—+4dr' =o:

les vitesses ¢ et ¢ de ses deux parties seront d’ailleurs

e g it

3

V= — =
dt’ ar.2

d'otr il vésulte da'=—dx et vdx = v'dx’; et, en éli-
minant x” et do’ de Iéquation du mouvement, il vient
d*x
T S z ——
P a'r + € = o,
ou I'on a fait, pour abréger,

eh (14 1) ch
o — 2 o ——
=, £=¢

¥ I ’ 5 " . = .
Lintégrale cdmplete de cetie equation linéaire esi

I — AL
J’:(l@m -'—bt? ﬁ-l—m,

en désignant par e la base des logarithmes népé-
riens, et par g et b les deux constantes arbitraires ,
dont on déterminera les valeurs d’apres celles de x et
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g , qui répondent a ¢ = o. Lorsque toute la chalne se

trouvera sur un méme plan, cest-i-dire, lorsque la
différence x— ' sera devenue égale 4 == A, le mou-
vement changera de nature, et deviendra uniformé-
ment accéléré,

Pour que la chaine demeurit en repos, il faudrait
qu'on elit a =0 et b = o ; d’ou l'on conclut

Al ; Al

lar YL N aaalt 7

ce qui fait voir que dans I'état d’équilibre les deux
parties x et x’ de la chaine sont entre elles comme
les Jongueurs [ et ' des plans inclinés sur lesquels
elles sont posées; en sorte que ses deux extrémiids se
trouvent dans une meéme droite horizontale. Récipro-
quement, si cctte condition est remplie & un instant
déterminé, et qua cet instant les points de la chaine
ne recoivent aucune vitesse, 'équilibre aura lieu ;
car la proportion )

AR ST e g

Al L oqee

donnant 77 pour la valeur de &, on aura, i 'ins-
tant dont il slagit,

—al

el
ae '+ be == o;
et la vitesse étant supposée nulle, on aura, en méme
temps,

i

dx at —r ot
= qoe — bae = 0

&

dlon il resulte e =0 et 6 = 0.
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557. Pour second exemple de Tapplication du
principe genéral de la Dynamique, considérons le
Mouvement de deux points matériels soumis 2 leur
répulsion mutuelle; et, pour réduire la question an
cas le plus simple, supposons qu’on ne leur imprime
ducune vitesse initiale, perpendiculaire i la droite
qui va de I'un 2 Pautre; en sorte que leurs mouve-
mens aient lieu sur une méme ligne droite , donnée
de position.

Soient m et m’ leurs masses; au bout du temps £,
désignons par & el ' leurs distances 3 un point fixe,
pris sur cette ligne, et par ¢ et ¢ leurs vitesses , de
sorte qu'on ait,  cet instant,

dr ’ dr’

=z, V=
En méme temps, soit R la force répulsive agissant en
Sens opposes sur m et m, et qui tendra, pour fixer
les idées, & augmenter la distance 2 et & diminuer
la distance 2. Pendant I'instant dt, cette force mo-

S g . . Rdit |
trice imprimera une vitesse 2 la masse m’ ; €,

comme ‘l'augmentation de vitesse de m/ est réelle-
ment dv', il sensuit que sa vitesse et sa quantité

de mouvement perdues pendant cel instant seront
Rd¢

w— @' et Rdt — m'dy'. La quantité de mouve-
ment perdue par m, dans le méme sens et dans le
méme instant, sera aussi — Rt — mdp. Or, ces
denx points matériels étant dailleurs entierement
libres, il faudra, pour T'équilibre de ces quantités
de mouvement, qyelles soient séparément nulles ;

a. 2
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par conséquent, on aura
mdy 4 Rdt = o, mdd' — Rdt = o.

Soit  la distance comprise entre les deux points
matériels m et m/, de sorte quon ait

J:"—-.r:r, dx' — dr = dr.
A cause de dx — vdt et dx'=1v'dt, on tirera des
. €quations précédentes
f. mdy 4= m'dv' = o, amudy 4 2m'v'dy’ = 2Rdr.

En intégrant et désignant par c-et ¢’ les deux cons-
tantes arbitraires, on aura done

my—my=c, me*—4=mt= 2fRdr+4¢'.

La force R sera une fonction donnée de r; on pourra
donc obtenir l'intégrale [Rdr exactement ou par ap-
proximation ;.et si lon désigne par & la valeur de r
4 lorigine du mouvement, et qu'on suppose cette
intégrale nulle quand r= 2, sa valeur, & un instant
quelconque, sera une fonction de r et & que je re-
présenterai par f(r, o). Soient aussi @ et a' les vi-
tesses initiales de m et m’; on aura, a la fois,

— = —— "
r=a, flr,a)=o, v=a, vV=da,
et, conséquemment,
— 'at == 4 I s,
c=ma-++ma, ¢ =mg'-4ma*,;
d’ots il résultera, & un instant quelconque,

my = mle! — ma —=m'a’, 1 (
me* = m'"* = of (r, &) + ma* 4 m'a’. | 1)
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Ces derniéres équations feront conmaitre, i cha-
que instant, les vitesses des deux mobiles en fone-
lions de leur distance mutuelle : on en conclut que
toutes les fois que cette distance redeviendra la
méme , les carrés ¢* et ¢'* reprendront aussi les
mémes valeurs, et que chaque mobile reprendra une
€gale vitesse, dans le méme sens ou en sens con-
traire.
Connaissant ¢ et ¢ en fonctions de r, on aura

dr

7
V o—

dt =

b

pour déterminer, par une nouvelle intégration, la
valeur de ¢ en fonction de r, ou réciproquement.
Diailleurs, en multi pliant la premiére des €quations (1)
par dt, intégrant et désignant par b la constante ar-
bitraire, 1l vient

mx = m'z' = (ma—4 m'a’) t 4 b.

On connaitra & d’aprés les positions initiales des deux
mobiles; et cette équation, jointe a xl—x=p,
fera connaitre leurs positions 4 un instant quelcon-
que, c’est-a-dire, les valeurs de « et 2’ en fonctions
de r ou de #; ce qui sera la solution compléte du
probléme.

Si I'action mutuelle des deux mobhiles était altrac--
tive, il faudrait changer le signe de R, et par suite
celui de f(r, ), dans les formules précédentes. Si
cette force était une répulsion i certaines distances "
el une attraction a d’autres distances, on prendrait
pour R une fonction de r qui changerait de signe

2o
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dans I’étendue des valeurs de la variable. Dans tous
les cas, il résulte de I'équation précédente que l'ac-
' tion mutuelle des deux mobiles n'altere pas le mou-
vement de leur centre de gravité; car son premier
membre, divisé par m - m', exprime la distance de
ce centre a l'origine fixe des x et &'; en sorte que
le mouvement du centre de gravité est uniforme et
indépendant de la force R.
558. Les équations (1) conviennent aussi an mou-
“ vement de deux corps solides, de grandeur quelcon-
que, soumis 4 la force R, et dont les masses sont m
i et m’, pourva que les vitesses de tous les poinis de
ces deux corps soient constamment paralléles & une
;‘ : droite donnée. Cette force R, répulsive on attractive,
! peut alors provenir d’un ressort qui se dilate ou se
contracte entre les deux mobiles contre lesquels il
est appuyé par ses extrémités; ou bien encore, on
peut supposer que la force R provient d'un fluide
i glastique qui se développe entre ces deux corps, et
Jil les repousse en sens contraire I'un de lautre.
b Ce dernier cas est celut du mouvement du boulet
| et du canon , pendant que le premier parcourt 'dme
) de la piece. On prendra alors pour m la masse du
i boulet, et pour m’ celle du canon. 11 faudra, pour
[ faire usage des formules précédentes, supposer que
: la totalité de la poudre se réduit en gaz a Torigine
_du mouvement. La longueur 'de la charge sera 1a
distance initiale & des deux mobiles; et quand cette
distance sera devenue 7, la force R exprimera la pres-
i sion que le gaz, ainsi dilaté, exercera sur chacun de
! ces deux corps. Il faudra, en outre, faire une suppo-
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sition sur la valeur de R en fonction de r. Or,sila
temperature du gaz demenrait constante pendant sa
dilatation, la force R, d’apres la loi de Mariotte, se~
rait en raison inverse des espaces qu'il occuperait
dans I'intérieur du canon. Soit done % la pression
rapportée & 'unité de surface, exercée par le gaz a
linstant ot la poudre vient de senflammer et o il
occupe encore le méme espace que la charge. Dési-
gnons par » la section de la charge perpendiculaire
a sa longueur, qui est aussi la section intérienre de la
piece;; ke sera la valenr de R a Porigine du mouve-

ment; et, dans le cas de la température constante,,
on aurait

kaz
B_ = _’
%
a I'instant qui répond i la distance r des deus mo-
biles; car, & ces deux époques, les espaces occupes
par le gaz sont enire eux comme les longueurs 2
et r.

Cette expression de R est celle quon a génerale-
menl adoptée , quoiqu’elle soit fondée sur deux h y-
potheses inexactes : la totalité de la charge ne se ré-
duit pas en gaz avant le départ du boulet; et pendant
sa dilatation dans 'ame de la piéce, le gaz formé doit
éprouver de trés grandes diminutions de température.
Mais ces deux causes influcnt en sens contraire sur le
décroissement de la valeur de R : la seconde tend
évidemment A rendre ce décroissement plus rapide ,
tandis que Leffet de la premiere doit étre de le ralen-
tir, & raison des nouvelles quaatités de gaz qui vien-
neut successivement sajouler i la quantité imitale.
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On suppose que ces deux causes contraires se com-
pensent & peu prés, et I'on fait abstraction de leur
influence sur Pexpression de R en fonction de 7.

Cela étant, d'aprés la valeur de R qu'on vient
d’écrire,, on aura '

f(r, a) = koa logé,

en observant que lintégrale f(r, «) est supposée
nulle pour r = a. On regarde comme nulles les
vitesses initiales du boulet et du canon (*); en fai-
(i sant donc @ =o0 et @' = o dans les équations (1),
il et y substituant cette valeur de f(r, «), nous au-
| Tons

i my—m'v=o0, m—4mv*—=skpa log e
| r
;3| Soient / la longueur de I'ime, V la vitesse da

boulet a la bouche du canon, V' la vitesse corres-
pondante du recul; on aura, a la fois,

T (S e i AT
et U'on déduira des équations précédentes

:!‘i it o' kan 5 { |
‘ = m (m - m') Ug;.,

ce qui fera connaitre la vitesse de projection: V.,
Abhstraction faite du signe, celle du recul sera égale

i cette vitesse V multipliée par le rapport 22,
m

(*) Fayez Vexamen de ce point de la question dans le
21; cahier du Journal de P Ecole Polytechnique, page 11
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En égalant 4 zéro la différentielle de V* par rap-

port & &, on déterminera la longueur de la charge

qui répond , toutes choses d’ailleurs égales, au maxi-

mum de la vitesse de projection. On a, de cette
maniére,

]ogé =05

et comme ce logarithme est nepérien, il sensuit
quen désignant, i 1’(_)11dinaire , par e la base de ces
logarithmes, on aura [ = ez ; de sorte que la va-
leur de 2z dont il s'agit surpassera un peu le tiers
de la longueur I de la piece.

55g. La masse m’ comprenant celle de la piece
et de l'affitt, est toujours trés grande par rapport a
celle du boulet; en réduisant donc & m' le divi-
seur m - m' de la valeur de V*, on aura sim-
plement
Ve el (a)

i -

Pour faire usage de cetle formule, il sera néces-
saire de connaitre la constante &, qui représente la
force élastique de la poudre réduite en gaz, i 'ins-
tant de sa plus grande intensité. Soit, pour cela,
D la densité de la poudre dans son état naturel;
la masse de la charge sera Dwo ; en supposant son
poids égal au tiers du poids du boulet, on aura
donc

m — 3Dowa ;

et 'on tivera de I'équation (2)
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3DV

k=

2 log -
[- 4

Cette quantité % sera la pression maxima du gaz
de la poudre, rapportée a l'unité de surface; pour
la comparer i la pression atmosphérique, soient o
cette autre pression, % la hauteur barométrique ,
# la densité du mercure, et g la gravité; on sura
e g“(g_
Soient aussi M le module des tables de logarithmes
i . I .
ordinaires, et A le logarithme de 5 Pris dans ces
' tables, de sorte qu'on ait
4
A= M lOg = :
il résultera de ces valeurs

k __ 3MDV-

®  ahegh’

A la température ordinaire d’environ 18°, je prends
pour les densités de la poudre et du mercure
i D = 0,8335, p = 15,548;
i on a aussi
g = ¢g=80896, & = 0",76 ;
. et & cause de
il M = 0,4342945,
) la formule précédente deviendra

k iy V=
- = (0,0053761) —.

=
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Dans le cas de la piece de 24, chargée au tiers du
poids du boulet, on a

i 1369
V = 463“‘, = 1_35__ :
et il en résulte
o 114‘2.@'.

Relativement a la piéce de 12, on a de méme

s, I 1248
V = 4957, = = 1 :

% 99

ce qui donne
k= 1187.@.

En prepant la moyenne de ces deux valeurs de #,
qui devraient étre égales si la théorie était rigoureuse
et que les données fussent exactes, nous aurons donc

k — 1165.%.

Telle serait la valeur de % qu'il faudrait employer
dans la formule (2); mais cette expression de V> ne peut
élre regardée que comme une formule empirique ,
d'abord 4 raison des hypothéses sur lesquelles elle est
fondée, et, en outre, parce que dans le calcul direct
du mouvement du boulet dans I'ime de la picce, il
aurail fallu avoir égard & la masse de la poudre ré-
duite en gaz. En méme temps que ce flnide pousse
cn sens opposés le boulet et le canon, une partie de
la force qu'il développe est employée a transporter
Sa propre masse, qui n'est pas négligeable par rap-
port a celle du projectile; et I'on concoit qu’il en
doit résulter une vitesse de projection moindre que
si, la force €lastique de la poudre restant la méme ,
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sa masse €tait insensible, comme le suppose 'analyse
précédente. Cette remarque, due & Lagrange, prouve
la nécessité de considérer  la fois les mouvemens de
la poudre et des deux masses m et m/, pendant que le
boulet est dans la piéee; mais alors la question se
complique , et la difficulté du calcul ne permet guere
d’arriver & aucun résultat utile pour la pratique. Clest
donc a I'expérience qu'il vaudra mieux recourir pour
déterminer les vitesses de projection des corps lancés
par les bouches a feu. Indépendamment de la consi-
dération des portées, que nous avons déja indiquée
(n°® 216), il existe un autre moyen d’obtenir ces vi-
tesses, dont 1l sera queshon dans un des chapitres
sulvans.

360. Appliquons encore le principe de I’Alembert
au cas le plus simple du choc des corps , et suppo-
sons qu'il s'agisse de deux spheres homogeénes, dont
les centres se meuvent sur une méme ligne droite ,
et dont tous les points décrivent des paralléles a cette
droite.

Soient m et m' les masses de ces deux corps; dési-
goons par ¢ et ¢ leurs vitesses, lorsquiils commen-
cent a se toucher, c’est-a-dire, au premier instant du
choc : v et ¢ seront de méme signe ou de signes con-
traires , selon que les deux mobiles iront a la suite ou
au-devant I'un de l'autre. Dans les deux cas, nous
regarderons la vitesse v comme positive; et, apres le
choc, la vitesse de chacun des deux mobiles sera po-
sitive ou négative, suivant qu'elle sera dirigée dans le
sens de cetle vitesse de m avant le choc ou en sens
contraire.
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Quelque durs que soient les deux mobiles, ils sont
toujours plus ou moins compressibles; a raison de la
différence de leurs vitesses ¢ et ¢, ils vont donc se
comprimer, en sappuyant l'un contre lautre; et,
pendant cette compression, la vitesse de 'un des deux
corps, de m, par exemple, diminuera par degrés in-
finiment petits, et celle de m' augmentera de méme,
jusqu’a ce que ces deux vitesses soient devenues dgales.
Or, a partir de cet instant, 1l y aura deux cas distincts
a considerer.

1° 81 les deux spheéres sont entierement dénuées
d’élasticité, elles cesseront d'agir l'une sur Iautre &
Pinstant ou leurs vitesses se seront ainsi nivelées, et
continueront de se mouvoir avec une vitesse com-
mune, en restant juxtaposées et conservant les formes
que la compression leur aura données.

2° 8i, au contraire, les deux sphéres sont élasti-
ques, elles tendront & reprendre leur forme natu-
relle; en y revenant, et sappuyant toujours I'une
countre l'autre, la vitesse de m continuera de décroiire
graduellement, et celle de m' continuera d’augmen-
ter : il y aura enfin un instant ol ces deux corps se
sépareront, et ce sera la fin du choc. Or, dans le cas
d’une parfaite élasticité, on suppose que la seconde
partie du choc est lout-a-fait semblable & la premiere;
qu'a la fin du choc, les deux corps ont repris exacte-
ment leur forme sphérique, et une vitesse commune
a tous les points de chacun d'eux ; et que, pendant sa
seconde partie, ils perdent ou gagnent des quantités
de mouvement égales & celles qu'ils ont déja perdues
ou gagnées pendant la premicre.
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Le probléme du choc de deux sphéres ne présen-
terait aucune difficulté nouvelle, et rentrerait dans
celui du n® 357, si leurs rayons élaient infiniment
petits. Pour le résoudre complétement, lorsque leurs
rayons ont une grandeur finie, il faudrait avoir égard
& la propigation du mouvement dans leurs masses ,
et déterminer I'état des deux corps & un instant quel-
conque de la durée du phénoméne; ce quon peut
regarder comme impossible, dans Vétat actuel de la
science. Nous admettrons donc les suppositions qu'on
vient d'expliquer comme ¢tant les données de la
question dont nous allons nous occuper ; et en com-
binant ces données avec le principe de D’Alembert :
appliqué aux quantités de mouvement de grandeur
finie, il ne s'agira plus que de déterminer les vitesses
des deux sphéres a la fin du choe, d’aprés leurs
masses et leurs vitesses primitives, soit quand ces
deux corps sont entierement dénuds d’élasticité, soit
quand ils sont parfaitement €lastiques. 1l 0’y a que
les corps mous qui n'aient pas d'élasticité sensible ;
la plupart des corps durs reviennent & leur forme
primitive, lorsqu'ils ne sont pas brisés par le choc.

5G1. Dans le cas des corps mous, soit z la yi-
tesse apres le choc, laguelle est commune aux deux
spheres ; la vitesse perdue par m sera ¢ — u, et la
vitesse gagnée par m’ sera z— ¢, Si donc ces denx
corps allaient au-devant 'un de l'autre avee ces yi-
tesses ¢ —u et u—¢', 1l faudrait, d’apres le prin-
cipe du n° 353, quils se fissent équilibre ; ce qui
exige (n° 127) que les quantités de mouvement cor-
respondantes & ces vitesses soient égales, Nous au-
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rons done

m(y — H.) = m (u — ("');
d'ot1 Yon tire

e =12’

B= (a)

pour la valenr de # qu’il sagissait d’obtenir.

Si m' est en repos avant le choc, et qu raison
de sa deunsité, cette masse soit extrémement grande
et comme infinie, par rapport & m, on aura sen-
siblement # = 0. La masse m' représentera alors un
obstacle fixe; et le corps , dénué d’élasticité, sera
réduit au repos par le choc contre cet obstacle.

On appelle force vive d'un point matériel, ou,
plus généralement, d’un corps dont tous les points
ont la méme vitesse, le produit de sa masse par le
carré de cetle vitesse. La somme des forces vives de
m et m" est donc me* 4= m'e"* avant le choc, et
mu® 4 m'u® aprés le choe. Or, il résulte de la for-
maule (a) que la seconde somme est toujours moin-
dre que la premiére ; car, sans altérer leur différence

my* == m'* — et — mlyr
ou peut en retrancher la quantité
2u (my = m'v' — mu — m'u),

qui est nulle, en vertu de Iéquation (a); et cette
différence devient alors

mo — u® 4 m' (u — VP,

qui est une quantité positive.
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Il y a donc toujours perte de force vive dans le
choc de deux sphéres dont la matiére est dénuée de
{oute e’lasticité; et cetle pETlE est égale , comme on
voit, 4 la somme des forces vives dues aux vitesses
p—1u et u— ', per'due et gagnée par ces deux
corps. Ce résultat est un cas particulier d’un théo-
réme général qui est dit a Carnot, et U ot dé-
montrerons par la suite.

562. Dans la premiére partie du choc, cest-a-dire,
jusqu'a l'instant de la plus grande compression , les
deux sphéres se comporient toujours de méme, quel
que soit leur degré d’élasticité ; en sorte que la vi-
tesse z qu'on vient de déterminer, est toujours celle
qui leur est commune a cet instant. Pendant cette
premiére partie, la diminution de la vitesse de m et
l’augmentatiOn de celle de m' sont done ¢ — u et
u— ¢'. Or, si ces deux sphéres sont parfaitement
élastiques, m éprouvera, dans la seconde partie du
choc, une seconde diminution de vitesse égale a la
premiére , et, conséquemment, sa vitesse a la fin du
choc sera v — 2 (v — ) ou au — ¢. En méme lemps,
m' éprouvera une seconde augmentation de vitesse
c’gale A u— v, et sa vitesse finale sera ¢' 42 (u — V)
ou 21— ¢'. Si donc on appelle V et V' les vitesses de
m et m', apres le choc, on aura

(]
V=ou—v, V =au—y;
la valeur de # étant toujours donnée par la for-

mule (a).
En retranchant ces vitesses 'une de Vautre, on a

V—-—V=¢y—¢;
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ce qui montre que dans ce choc la vitesse relative des
deux mobiles change de signe et conserve la méme
grandeur.

Si la masse m’ est regardée comme infinie, a rai-
son de sa densité, par rapport & la masse m, et qu'on
ait ¢' = 0, on aura u = o, et, par consequent,
V = — ¢; don il résulte que quand une sphere,
douée d'une élasticité parfaite, vient frapper un
obstacle fixe, elle est réfléchie avec une vitesse égale
et contraire a celle qu'elle avait avant le choc. S’il
sagit, par exemple, d'une sphere pesante, qui tombe
dans le vide, sur un plan horizontal et inébranlable,
elle devra remonter & sa hauteur primitive.

La somme des forces vives sera la méme avant et
apres le choe, ou, autrement dit, on aura

my* = m'v'* = m(2u — v)* 4+ m'(au — v')*;
€quation qui se réduit a
Gu(mee - m'u — my — ! =0,
et qui est identique, en vertu de la formule (a).

[l n'y a donc aucune perte de force vive dans le
choc de deux sphéres parfaitement élastiques ; et ce
résultat, comme celui que présente le choc de denx
spheres non élastiques, est compris dans un théoréme

général , qu'on démontrera aussi dans un autre cha-
pitre.

5653. Silon suppose m’ ==, On aura
aw=—v4v, V=v, V=q.

Il y a done échange de vitesse dans le choc de deux
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sphéres parfaitement élastiques, dont les masses sont
égales; et si I'une des deux est en repos avant le
choe, l'autre demeurera en repos apres le choc, et
la premiere prendra la vitesse primiiive de la se-
conde.

11 suit de 1a que si l'on a une série de hilles égales
en masse, et dont les centres soient rangés en ligne
droite; que la premiére seit seule ¢n mouvement,
et que sa vitesse , qui sera désignée par v, soit diri-
gée suivant cette droite et du coté des autres billes;
cette premiere bille sera réduite au repos en cho-
quant la deuxiéme ; celle-ci prendra la vitesse v, avec

‘laquelle elle ira choquer la troisiéme, et sera ensuite

réduite au repos; la troisieme prendra la vitesse v,
quelle perdra en choquant la quatrieme; et ainsi de
suite, jusqu'a la derniére, qui conservera la vitesse o,
Apres cette suite de chocs, toutes les billes seront
donc en repos, excepté la dernitre, qui se trouvera
animée de la vitesse que la premiere avait primitive-
ment; et comme ce résultat est indépendant de la
grandeur des intervalles compris entre les billes con-
sécutives, il est naturel d’en conclure quil aura en—
core lieu quand ces intervalles disparaitront, et que
les billes, choquées par la premiére » Seront en
contact.

Ainsi, lorsqu'une série d'un nombre quelconque
de billes parfaitement élastiques, en repos, juxtapo-
sées, égales en masse, et dont les centres sont en ligne
droite, sera choquée par une autre bille élastique ,
e’gale a chacune d’elles, et en mouvement suivant la
ligne des centres, celle-ci se réunira i la série qui
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demeurera en repos, excepté la bille placée a lautre
extrémité, laquelle se détachera seule avec la vitesse
de la bille choquante : c’est, en effet, ce qu’on a sou-
vent Poccasion de vérifier, avec des billes de billard
par exemple.

>

En général, les lois du choc des corps sphériques,
mous ou durs, qui sonl les conséquences des hypo-
theses du n° 360, ont été confirmdées par de nom-
breuses expériences, faites sur des billes égales ou
inégales, de méme matitre ou de matiére diffé-
rente, et dont les vitesses avaient entre elles diffé-
r'ens rapports.

364. Le mouvement du centre de gravité d’un
systeme de corps n'est jamais altéré par le choc ou
toute autre action mutuelle des mobiles. On démon-
trera par la suite, dans toute sa généralité, cette im-
portante proposition, dont on a déja vu le cas le
plus simple dans le n° 557, et qu'on peut aunssi véri-
fier dans le choe des corps sphériques, mous ou par-
faitement élastiques.

Pour cela, soient & et 2/, au bout du temps £, les
distances des centres de m et m' i un point fixe de la
droite sur laquelle ils se meuvent. Soit aussi, a cet
instant, x, la distance au méme point du cenire de
gravité de m et m’; nous aurons (n° 65)

A e dafl
(m == m)x, = mx 4+ m'x'.

On en déduit, en différentiant ,

o dx, =l g: / E_, b
(n?—‘i_?”}d‘! _"m‘rlt—'-m ai ()

2, 3
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£ I . i
équation qui fera connaitre la vitesse ?} du centre

de gravité, correspondante aux vitesses des deux
spheres. Or, avant le choc, on a

dr dz' ’
— — ¢

R R M
et, conséquemment,

dx, my - m'y
dt m—m

Aprés le choc, on a

d.r__d:r:’__
e e s

dans le cas des corps mous, et

dx % & dx’
A TR 2 di

= au — ¢,
dans le cas des corps ¢lastiques. En substituant succes-
sivement ces valeurs dans I'équation (4), et ayant
AP : ry we O
: a équation (a n e ol s
¢gard a P'équation (a), on en déduit — % dans
les deux cas; ce qui est la méme valeur qu'avant le
choc, en vertu de cette équation (). Par conséquent,

le choc de deux spheres ne change rien au mouye-
ment de leur centre de gravité.

Comme la vitesse de ce point est toujours la somme
des quantités de mouvement des corps, divisée par
la somme de leurs masses, cela revient 4 dire que
dans le choc de deux corps sphériques, mous o
¢lastiques, la somme des quantités de mouyvement
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ne change pas, en ayant égard, dans cette somme ,
aux signes des vitesses.

Si la vitesse ¢’ de m’ est nulle, et que cetie masse
SOit trés petite par rapport & m, la quantité de mou.
vement imprimée 4 m’ et enlevée a m, sera, a trés peun
pres, m'viou 2m'v, selon que ces €orps seront dénués
d’élasticité ou parfailement élastiques.

365. Jusqu'a présent, on a assimilé la résistance
des fluides & une suite de chocs du mobile contre les
molécules du milien qu'il traverse ; quoique, selon
moi, la théorie de la résistance fondée sur celie con-
sidération doive étre abandonnée, il est bon , cepen-
dant, de Pexpliquer ici en peu de mots.

Supposons que le mobile soit un cylindre droit
qui se meut dans le sens de sa longueur. Soit
Taire de sa hase, perpendiculaire & cette dimension
et a la direction du mouvement; solent aussi m la
masse du-mobile, et p la densité du fluide, liquide
ou aériforme, dans lequel il se meut. Au hout du
femps Z, appelons ¢ sa vitesse, et x la distance de sa
base antérieure 4 un point fixe, pris sur la perpen-
diculaire & ce plan, de sorte qu'on ait dax = vdt. Dans
Vinstant d1, cette hase parcourra V'espace da; le mo-
hile frappera donc tous les points matériels du fluide,
compris dans une tranche dont la base est @, la hau-
teur dx, et la masse pwdzx. Or, on considére tous ces
points comme isolds et n'ayant aucune action sur le
fluide environnant; et, dans cette hypothése,, on
prend pour la diminution de la quantité de mouye-
ment €prouvée par le mobile pendant cet instant de,
le produit de sa vitesse v et de la masse frappée

3




36 TRAITE DE MECANIQUE.
pwdx, ou le double de ce produit, selon que V'on
compare ce choc i celui des corps dénués de toute

élasticité, ou qu'on lassimile au choc des corps

parfaitement élastiques. Lia premiere valeur vpwda
est celle qui g'écarte le moins de Vexpérience ; en
Padeptant done, et observant que mde éprouve la
varialion de la quantité de mouvement de la masse
m, dans l'mstant d#, nous aurons

mdy = — vpwdx ;

et en meltant pour da sa valeur odt, et diyisant
par dt , il en résulte

pour la force motrice provenant de la rédsistance
exercée sur une surface plane, perpendiculaire a la
direction du mounvement.

Cette résistance est, comme on voit, proportion-
neile 4 la densite du fluide, a la surface sur laquelle
elle s'exerce, et au carré de la vitesse du mobile.
En appelant % la hauteur due a cette vitesse, et g
la gr:wité , Cest-a-dire , en faisant v*= agh, sa va-
leur devient 2grwh; en sorte qu'elle est égale au
poids d'un cylindre du fluide qui aurait pour base
la surface perpendiculaire a la direction de la vi-

' tesse , et pour hautenr le double de celle dont un

corps pesant devrait tomber dans le vide, pour ac-
quérir cette méme vitesse.

Si la direetion du mouvement n’est pas perpen-
diculaire & la surface plane qui éprouve la résis-
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tance , on décompose la vitesse du mobile en deux
autres, T'nue perpendiculaire, et I'autre parallele i
¢e plan; on suppose que la vitesse paralléle ne
donne lieu qui un frottement dont on fait abstrac-
tion, et que la résistance proprement dite est la
méme que si la vitesse normale existait scule : cest
pourquoi Von substitue cette composante 3 la vi-
tesse ¢ dans la valeur précédente de la résistance ,
qui devient alors pwe® cos* i; ;i étant langle que
fait Ja normale 4 la surface @, avec la direction de
la vitesse .

366. En admettant ce résultat, et I'étendant aux
¢lémens infiniment petits des surfaces courbes, on
en conclut, par le calcul intégral, la résistance
€prouvée par un corps solide de forme quelconque.

Pour plus de simplicité, supposons qu’il sagisse
d'un solide de révolution, dont tous les points de-
crivent, avec la vitesse ¢, des paralléles & son axe
de figure. Soient AB cei axe (tig. 17), et AMB sa
courbe géndératrice prenons cet axe pour celui des
abscisses ; et appelons & et 3 Pabscisse CP et Uor-
donnée PM d’un poini quelconque M de cette courbe.
Supposons que la plus grande section du solide , per-
pendiculaire 4 I'axe de figure , soit celle qui répond
au point C, origine des coordonnées, et que CD soit ,
en conséquence , la plus grande ordonnée de la
courbe AMB. Le mouvement ayant lieu de B vers
A, la portion de la surface qui éprouvera la resis-
tance du milieu sera celle qui répond a la partie
DMA de cette courbe. Soit ds V'élément  différen—
tiel de cette courbe an point queiconque M; on
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aura

08 I — =
() o ?

pour le cosinus de Vangle que la normale en ce
point, fait avec I'axe des a, cest-a-dire, avec la di-
| rection du mouvement; et cet angle sera le méme
dans toute I'étendue de la zone engendrée par ds
it en tournant autour de AB, dout la surface est 27y ds.
' Chacun des élémens plans de cette zone éprouvera
donc une résistance niormale qui sera égale au pro-
duit de cet élément, maultiplié par ¢v* cos* i. En |
décomposant cetie force en deux autres, 'une per-
pendiculaire et Yautre parallele & Taxe AB, il est
évident que les composantes perpendiculaires 4 AB
se détruiront deux a deux; dailleurs, chaque com-
posante paralléle & AB aura pour valeur la vésis-
tance normale & la zone, multiplide par cos i; par
conséquent , la somme de ces composantes, pour la
zone entiére, sera égale au produit de la surface
awyds, de pv*cosi, el de cosi, ou a ampely ;sz,
| d’apres la valeur de cosi.
11 suit de 14 qu'en appelant R la résistance lotale
bt éprouvée par le solide en sens contraire de son mou-
vement, et faisant CA=a, nous aurons

.i P 3 . a § a.f)f

“‘ ] V= 27pV e J R ((‘)
ul pour la valeur de celie force motrice.

I Si le mobile est une sphere, le point C sera son
centre, ¢t @ son rayon. En désignant par § T'angle
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MCA, on aura

r=asinl, dy=—acos 0l ds= adf;

et 1l en resultera
7 .
R— gﬂpu’a‘f cos? f sin 6d8 = 5 mpare;
a

ce qui montre que la résistance éprouvée par une
sphére est la moitié de celle qui aurait lieu sur le
cylindre circonscrit, dont wa® serait la base per-
pendiculaire 4 la direction du mouvement.

567. Cest & Newton quest dii ce premier es-
sal sur la résistance des fluides; et c’est lui qui a
determiné , le premier, le mouvement des corps
soumis a une force dépendante de leur vitesse. En
comparant le résultat de son caleul au temps observé
de la chute d'une sphere qui tombe dans Vair, d’'une
grande hauteur, il a reconnu quil faudrait, pour ac-
corder I'un avec l'autre, réduire 2 moitié la valeur
prééédente de R.

D’apres d’autres expériences, faites par Borda, cette
valeur doit étre seulement réduite aux trois cin-
quiemes; ce qui donne

3
R = —mpa*e~.
10

En appelant D la densité de la sphere, sa masse sera

4:7])(13 - Ay = 3
3—; et si I'on divise R par cette masse, et quon

appelle ¢ la force accélératrice qui en proviendra, on
aura
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gl
® = FoDa’
ce qui est, effectivement, 'expression de la résistance
que les auteurs de Balistique ont adoptée le plus gé-
néralement, et que nous avons citée dans le n°® 216,
En vertu de la formule (¢), la détermination du
solide de révolution qui eéprouve la moindre résis-
tance, consiste a trouver la courbe génératrice de ce
d}":;

. 3 > a -
solide pour laquelle l'intégrale ﬂ Y 5o est un mi-

nimum; probléeme qu'on résoudra sans difficulté par
les régles du calcul des variations, et dont Newton a
donné la solution avant que dautres geéomeétres se
fussent occupés de ce genre de questions,, mais sans
diquer la méthode qu’il a suivie pour y parvenir.
Cette théorie de la résistance repose, comme on Ia
vu, sur une comparaison vague de l'action du fluide
au choc des corps, et sur la supposition inadmis-
sible que, dans ce choc, les moléeules du fluide agis-
sent 1solément sur le mobile et nullement I'une sur
Vautre. Elle est démentie par l'observation, quant a
la grandeur absolue que le calcul donne 3 peu pres
double de celle qui vrésulterait de V'expérience ; ell
Test ausst par rapport a la loi de la résistance en fone-
tion de la vitesse,, qui serait toujours proportionnsile
au carré de la vitesse, suivant cette théorie, tandig
quil résulte du décroissement observé des ampli-
tudes, dans les tres petites oscillations dy pend-n]e
(n° 187), que cette force est seulement proportion-
nelle aux trés petites vitesses. La résistance qu'un

€

fluide, liquide ou aériforme, oppose au mouvement
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d'un corps solide, se compose d'un frottement contre
la surface, et de la résultante des pressions que ce
fluide exerce sur cette surface tout entiére. Pour dé-
terminer convenablement cette seconde partie, qui
est la résistance proprement dite, il faut considérer &
la fois les mouvemens du corps et du fluide, comme
je 'ai fait dans le mémoire déja cité (n® 1gr). Cette
force peut étre différente dans le mouvement oscilla-
toire et dans le mouvement progressif, dans les li-
quides et dans les gaz ; el, dans ceux-ci, elle peut dé-
pendre de leur température, et non pas seulement de
leur densité; ce qui serait important a vérifier par
Pexpérience.
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CHAPITRE 1I.

PETERMINATION DES MOMENS D INERTIE ET DES AXES
PRINCIPAUX.

368. Dans les chapitres suivans, nous considére-
rous les différens cas du mouvement d'un corps so-
lide. Pour former les équations de son mouvement,
nous le diviserons en parties insensibles, mais de
grandeur finie, comprenant néanmoins des nombres
immenses de molécules. Quoique ce corps soit formé
de molécules disjointes, les sommes relatives 4 ses
parties insensibles pourront étre changées , sans er-
reur appréciable, en intégrales définies, comme dans
le n° g8; et, dans tout ce qui va suivre, on pourra
traiter les parties dont il s'agit comme des infiniment
petits.

Les intégrales définies que les équations du mou-

vement renfermeront seront au nombre de mneuf,
savoir :

fxdm, [fydm, [zdm,
Sxydm, [zxdm, [yzdm,

[atdm, [ydm, [fadm;

dm ¢tant I'élément différentiel de la masse, qui ré-
pond aux trois coordonnées rectangulaires s Rk
et Jes intégrales s'étendant 4 la masse entitre du mo-
bile, que nous désigncrons par M.
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Les trois premitres dépendent de la position du

centre de gravité; et si on appelle x,, 7., z,, ses
trois coordonnées, on aura (n°91)

Jxdm=Mz,, [ydn=DMy., [zdm=Mz,;

en sorte que chacune de ces intégrales sera nulle,
lorsqu’on prendra ce point pour l'origine des coor-
données.

Quelle que soit cetle origine, on prouvera plus
loin qu’on peut toujours déterminer la direction des
trois axés de maniére qu'on ait

[fxydm=0, [zxdmn=o, [yzdm=o.
Les trois axes rectangulaires des x, ¥, 3, qui font
ainsi disparaitre ces trois intégrales , s'appellent des
axes principaii.

Quant aux trois derniéres des neuf intégrales, on

les exprimera au moyen de trois autrcs que nous re-
présenterons par A, B, G, et qui seront

A=/ y*~+-2*)dn, B=((z"+a*)din, C=/ (x*4-y*)dm;
d'ou l'on tire

afzdm = A 4+ B — C,

2fy'dn= C 4= A — B,

ofx*dn= B 4 C — A.
On appelle, en général , moment d’inertie d'un corps
par rapport 2 une droite quelconque, la somme des
¢lémens de sa masse, multipliés par les carrés de
leurs distances 4 cette droite. Ainsi, A, B, C, seront
les momens d'inertie du mobile par rapport aux axes
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des x, », %; car, par exemple, y* -4 z* est le carré
de la distance de dm A P'axe des x., Lorsque ces droites
seront des axes principaux, nous appellerons A ,
B, C, des momens d'inertie principaux.

Le centre de gravité et les axes principaux ont
Yavantage de simplifier les équations du mouvement,
en faisant disparaitre une partie de leurs termes,
quand on les prend pour origine et pour axes des
coordounées; ils jouissent, en outre, de propriétés
trés importantes dans la Dynamique, ainsi qu'on le
verra par la suite.

369. La détermination des momens d’inertie est
un probleme de calcul intégral, que P'on réscudra
toujours exactement ou par la méthode des quadra-
Lures.

L’exemple le plus simple est le caleul du moment
d’inertie d'un parallélépipide rectangle et homogéne,
par rapport 2 I'une de ses arétes. Prenons trois de ses
aretes adjacentes pour axes des x, ¥, z, et désignons
par a, b, ¢, leurs longueurs ; puis divisons chacune de
ces lrois droites en une infinité de parties infiniment
petites. En menant par tous les points de division, des
plans paralléles aux faces du paraliélépipede, on aura
trois sérics de plans qui le® partageront en élémens
infiniment petits dans leurs trois dimensions, Le vo-
lume de l'élément qui répond aux trois coordonnées
x, ¥, %, sera évidemment dxdydz; on aura done
pour sa masse

dm = pdxdydz;

pétant la densité du parallélépipede, que I'on sup-
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pose comstante. Par conséquent, le moment d'inertie
C, par vapport & I'aréte qu'on a prise pour axe des z,
et donl la longueur est ¢, sera

C = pfff(a* + ) dxdy ds.

On étendra cette intégrale triple 4 tous les €lé-
mens du parallélépipéde donné, en intégrant, dans
un ordre quelconque, depuis =0, y==o0, =0,
jusqu'a x=a, y=~, z==c; ce qui doune, sans
aucune difficalté,

= a‘he abe
C=5(5 + F)

ou, ce qui est la méme chose,
C=3M(a® 4 b*);
M étant la masse dua corps, de sorie qu'on ait
M — Fa-bC. '
On aura de méme
B=1iM(c*+a*), A= M + ),

pour les momens d'inertie du méme corps, par rap-
port aux arétes dont les longueurs sont & et a.

370. Pour second exemple, calculons le moment
d'inertie d'un cllipsoide homogéne par rapport a
Pun de ses trois axes de figure.

L’équation de sa surface sera

_+Ub_ =g —= Ly ((I)

en désignant par 2a, 2b, 2¢, les longucurs de ses
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trois diametres principaux , que l'on prend pour
axes des &, 7, z. Son moment d'inertie, par rap-
l port & l'axe des z, sera exprimé par la méme inté-
i grale triple que dans le probléeme précédent; la
"f";|| constante p étant toujours la densité du corps. Pour
fi obtenir ceite intégrale triple, qui doit étre étendue
It 4 la masse entitre de Vellipsoide , jintégrerai d'a-
fl bord par rapport a z, en regardant x et y comme
! des constantes; ensuite, par rapport 4 7, en con-
'J‘ | tinuant de regarder x comme coustante, et, enfin,
f par rapport a 2. On peut suivre I'ordre qu'on veut
b dans ces trois intégrations successives; celui que je
| choisis revient a concevoir Iellipsoide partagé en
| une infinité de tranches elliptiques, paralléles au
it plan des y et z; chaque tranche partagée de méme en
une infinité de parallélépipedes paralléles i Paxe des
z, et terminés a la surface ; et chaque parallélépipede
i en élémens infiniment petits dans leurs trois dimen~
| sions. Les limites de l'intégrale relative 4 z seront les
:; | deux valeurs de cette variable qui sont données par
il I'équation (a); cette intégrale définie exprimera, en
i fonction de x et », le moment d'inertic de I'un
F i quelconque des parallélépipédes. Lintégrale relative
‘ a y aura pour limites les deux valeurs de cette va—
riable, qui répondent a la méme valeur de x, dans
I'équation de la section de Tellipsoide par le plan
des x et y; elle exprimera le moment d’inertie de Ja
tranche parallele au plan des 7 et z, qui se trouve &

i la distance x de ce plan. Enfin, I'intégrale velative &
! 2 sera prise depuis x =-— @ jusqua x =4, et elle
‘w:‘f exprimera le moment d'inertie de l’eIlipso‘ide entier.
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En imégmnt par rapport 2 z, il vient

(x* 4+ 7*) zdx dy -+ constante.

Les deux limites données par I'équation (a) sont

e
=

a5

asr?

Ak

— e § —— A

E==xc b*

I'intégrale définie sera donc

2pcx*\/ 1—‘%—— ;i,‘dx({yq— ::sf(?_)f‘\/ 1-—‘%;— %dx({y.

Si T'on fait, pour abréger,

L |
bn brx —
a* ¢

Uintégrale relative 2 y de la premiére partie de la
formule précédente , deviendra

cad. o e R
2!"‘:2 x/\/r.n____‘},- df’

L’équation de la section de Pellipsoide par le plan
des x et y, savoir :

s z*
FT =1

donne y = =7 pour les denx limites de Fintégrale
relative 4 5 ; et, comme on a

VBT S

il en vésulie » en remettant pour r* sa valeur,

T 5
Ech'de\/l—‘g'T — ;;;({y = %i—c— (a*x* — x¥) dx.
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En intégrant par rapport 2 & depuis x=—a jus-
qua & ==a, on aura donc

: : —
! Vel f o P o ih
1l B T L gmpaoc
2chf:r2)§-’/1 F_c?dxdj—-_——m ;
I sans nouveaux calculs, et par de simples changemens
I de lettres, on aura de méme

l S hwob’ac
m' 2FC fﬁ,-ﬂ k'/l ____-?(_}_)' —— a_ln(j‘.x.{g}, _— L"l__fls ;

i par conséquent, le moment d'inertie C par rapport
I 4 Vaxe des z, qui est la somme de ces deux dernieres
i intégrales , aura pour valeur
Axpabe

It = A —(a? 7).
|t €= T~ (a* + &)
i On obtiendra de méme les momens d’inertie B et
is A par rapport aux axes des y et des x. La masse
de Tellipsoide ¢tant M, on aura, d’aprés son vo-
lume (n° 3g)
ik M = fmpabe

fi§ L e

| et les trois momens d’inertie, par rapport aux diame-
'igi‘ tres 2a, 2b, 2c, seront
|l

A=M(b*+c*), B=gM(c*+a%), C=M(a’4-5*).

' Ces diamétres sent les trois axes principaux du
}‘. corps, qui se coupent & son centre de gravité ; car en
h les prenant pour axes des &, 7, 2, les trois intégrales

[fxydm, [zedm, [ "y zdm , étendues a lellipsoide en-
tier, sont zéro, puisque chacune d’elles se compose
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d’elémens qui sont, deux a*deux, égaux et de signe
contraire.

On voit que parmi les trois quantités A, B, C, la
plus grande et la plus petite sont eelles qui répon~
dent au plus petit et au' plus grand des trois diame-
tres; ce qui est d’ailleurs évident, par la définition
des momens d'inertie.

37 1. Dans le cas d'une sphére, on a a =5b=—¢; les
trois momens d'inertie deviennent égaux entre eux ,

t sont exprimés par - a®, §ile rayon a augmente
et sont exp 5 par —zfa’, & y g ¢
d’un infiniment petit, et se change en @ —4da , I'ac-
b >
croissement correspondant de ce moment d'inertie de
la sphére, savoir, — patda, exprimera le moment
p - 4 - 3 b}

d'inertic de la couche sphérique, dont les rayons
intérieur et extérieur sont a- et -a -4 da. Maintenant,
supposons que la sphére ne soit pas homogéne , mais
qu’elle soit seulement composée de couches concen-
triques et homogenes, de maniére qu’en appelant
le rayon d'une couche quelconque, la densité p soit
une fonction donnée de r. Pour avoir le moment
d'inertie de-la sphére entiére, il faudra intégrer celui

4 B
de cette couche quelconque, savoir, = prédr, par

rapport a 7, et étendre I'intégrale au vayon entier de
la sphére; donc, en désignant ce rayon par ¢, on

aura
87 [‘f'
A
2 ridr,
S

pouar le moment d'inertie demandé.
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Si on le compare 4 celai d'une sphere homogene
du méme rayon, et dont la densité soit égale 4 la
densité moyenne de celle que l'on considere, il est
aisé de voir qu’il devra étre, par la définition des
momens d'inertie,, et qu'il sera effectivement , d’apres
son expression , plus grand ou plus petit, selon que
la densité p croitra ou décroitra continuellement du
centre & la surface.

572. Le calcul du moment d’inertie d'un corps ho-
mogéne, lerminé par une surface de révolution, se
réduit 3 une seule intégration dépendante de la courbe
génél‘alri_cc, quand on le prend par rapport a 'axe
de figure. On décomposera alors le solide en anneaux
circulaires, d’une épaisseur et d'une largeur infini-
ment petiies, dont chacun ait son centre dans l'axe ,
et soit compris, d’'une part, entre devx plans perpen-
diculaires 2 l'axe, et d’'une autre part, entre denx
surfaces cylindriques , dont cette droite sera l'axe
commun. En appelant r le rayon de la surface inté-
rieure , 7= dr celui de Ja surface extérieure, et dx la
distance des deux plans, le volume d’'un anneau sera
7 (r <+ dry*daxe —wr*dx, ou amrrdrdae , en négligeant
le terme infiniment petit du troisieme ordre. Sa
masse sera donc awprdrdx , en désignant par p la
densité du corps; et comme tous les points de cet
anneau sont & la méme distance r de Vaxe de figure,
le produit mw,—w“drdx, de cette masse et de %, expri-
mera son moment d’inertie par rapport i cet axe.
Donc si cet axe et la courbe génératrice sont la
droite AB et 1a ligne AMB (fig. 17), et qu'on fasse

AP = x, PM =y,
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ou aura le moment d'inertie de la tranche mfiniment
mince du solide de révolution, perpendiculaire 3 AB
et correspondante au point P, en inte’grant swpridrdac
depuis r=—=o Jusqua r=y, ce qui donne * 7p yidx.
Done aussi, si I'on désigne par [ la longueur de I'axe
AB, et par ¢ le moment d’inertie du solide entier, on
obtiendra la valeur de w en intégrant ceite différen—
tielle 3 wpytdax, depuis =0 jusqua o= L,etilen
résultera

!
= évrpﬂ) P, (6)

Si Ton désigne par e et € des valeurs doundes de
x , telles que T'on ait e << € et € < [, il suffira d’in-
tégrer depuis &x=a jusqua x=—=~&, pour avoir le
moment dinertie de la tranche du solide comprise
entre les deux plans perpendiculaires & I'axe, dont &
ct € sont les distances au point A. Si ce corps est un
solide creux, compris entre deux surfaces de révolu-
tion qui ont le méme axe AB, on aura son moment
d’'inertie, en regardant ce corps comme la différence
de deux solides de révolution, dont on relranchera ,
'un de I'autre, les momens d’inertie relatifs & l'axe
communr. Enfin, si 'on demandait le moment d'iner-
tie d'une portion du solide de révolution , comprise
entre deux plans menés par l'axe de figure, il est
€vident que ce moment, par rapport a cet axe, serait
4 celui du solide entier comme I'angle des deux plans
est & quatre angles droits.

573. En prenant la demi- circonférence d'un cercle
pour la génératrice AMB, et désignant le rayon par
a, on anra
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¥t = aax — X%,

pour la valeur de y* qu'il faudra substituer dans la
formule (b); et si 'on demande le moment d'inertie
du segment sphérique dont la fleche est «, pris par
rapport au diamétre perpendiculaire a sa base, il
faudra intégrer, dans cette formule, depuis & =0
jusqu’a x = a.; ce qui donne

S SR | LA =
'u'_:a.wfd(?} . aa&—l—-S).

Dans le cas de la sphére entiére, on fera & =24, et

z , 87 pa® ; 3
A il en résultera p = ——, comme précédemment.

Si la géuératrice est une droife passant par le point
A, et qui fasse, avec 'axe AB, un angle dont la tan-
gente soit 8, on aura

y = fx.
Je substitue cette valeur dans 'eéquation (5), et j'in-
i | tégre depuis x=a jusqua x==€; il vient
po= Lt (65 — af).

| Cette valeur sera celle du moment d'inertie d’'an
".”:" cone tronqué, pris par rapport a son axe de figure.

! En appelant @ et 5 les rayons de ses deux bases,
i et % sa hauteur, nous aurons -

{l ea:(,’&, 6C=b, g—cz—_—-h;

et nous pourrons ecrire la valear de w soms Ia
forme

p =5 wph(at 4 a*b - a*b* 4= ab® - b*).
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Dans le cas d’'un cone entier, on fera ) =0 et
M ¢étant sa masse, on aura

M = ;7#pha*, mn = 3 Ma.

Quand le cone tronqué se changera en un cylindre,
on fera b= a; et la masse €tant toujours M, il
en résultera

M = #pha*, p = ;Ma.

574. Connaissant le moment d’inertie d'un corps
par rapport a un axe passant par le centre de gra-
vité, on en conclut aisément le moment d'inertie
du méme corps, rapporté a tout autre axe paral-
lele au premier.

En effet, placons Yorigine des coordonnées au
Ccentre de gravité, et prenons le premier axe pour
celui des z, Soient & et € les coordonnées du point
ou le second axe coupe le plan des x et ¥, auquel
ce second axe est aussi perpendiculaire. Désignons
par a la distance du centre de gravité au second
axe ; par r la distance d’'un élément quelconque dm
du corps au premier axe; par r' la distance du
méme point matériel au second axe. Le moment
d'inertie connu sera fr*dm, et celui qu'on demande
sera fr'*dm; ces inlégrales s'étendant 2 la masse en-
titre du solide. Or, nous aurons

=g a)'4-{ y—CP=a +y*—aax—26y—-u*4-E
en multipliant par dm, intégrant et observant que

X pr=r, a'C=a
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on aura donc¢

Ji*dm= fr*dm — sqfxdm — 26f ydn + a*fidm;

mais les intégrales Jxdm et fydm sont nulles,
cause que le centre de gravité est sur I'axe des z
(n® 568); de plus, fdm est la masse entiere du corps,
que je représenterai par M; par conséquent , 'équa-
tion précédente se réduit i

J*dm = fr*dm 4 Ma-.

Ainsi 'on aura le-moment dinertie demandé, en
ajoutant a celui qui est donné la masse du corps,
multipliée par le carré de la distance du centre de
gravité au nouvel axe.

D'aprés cette régle, on asra immédiatement le
moment d’inertie d’'une sphere homogene on com-
posée de couches concentriques, par rapport & un
axe quelconque, puisque ce moment est connu par
rapport a tous les axes passant par le centre de fi-
gure, qui est aussi le centre de gravité.

Dans un corps quelconque, le moment d’inertie
Par rapport a un axe passant par son centre de gra-
vité, sera plus petit que par rapport a tout autre
axe parallele a celui-la. Les momens d’inertie d’un
méme corps seront égaux, par Tapport i tous les
axes paralleles entre eux, et éualement éloignés du
centre de gravilé : leur valear commune augmentera
a mesure qu'ils s'éloigneront de ce point.

575. Non-seulement le moment d'inertie d’un
corps varie avec la position absolue de I'aye

auquel
on le rapporte , mais il change aussi ayec la

direction
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de cette droite. Pour montrer comment ceite direc—
tion influe sur la grandeur du moment d'inertie d’un
corps quelconque, proposons-nous de trouver celui
de la masse M par rapport a un axe mené par l'ori-
gine des coordonnées, et qui fasse avec les axes des
x, ¥, 2, les trois angles donnes a, €, o,

Soient p la perpendiculaire abaissée de 1'élément
dim sur le nouvel axe, D la distance de ce point ma-
tériel & Vorigine des coordonncées, J' 'angle compris
entre la ligne D et le nouvel axe. Les coordonnées
de dm étant ¢, ¥, z, les cosinus des angles que fait
la direction de son rayon vecteur D avec les axes
de ces coordonnées, seront %, JI_;’ ]z—.); par consé-
quent , on aura (n° g)

%

COSJ‘:D

cosa+%cos€+%c057.

D’ailleurs, on a
p=Dsind,  p*=D*— (D cosd)*;
en substituant donc pour D cos J' la formule préce-
dente, multipliée par D, et mettant x* -+ y*4 2*
au lieu de D2, il en résultera
p* = a* sin*e - y*sin* € - z*sin®y
— 2xyc0s & c0s € — 2207 COs & €O Y—275€08 6 COS ) 5
d’oti I'on conclut ;
S pdm=sin*a. fx*dm +sin°6 . [y*dm—+sin*y [z*dm
— acesacos 6. faydm— 2 cosacosy . fazdm
“— 2¢0s € cos y. [ yzdm.
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Au moyen de cetle formule, on aura donc le mo-
ment d'inertie fp*dm, rvelatif & un axe de direction
donnée, et passant par lorigine des coordonnées,
quand on connaitra les six intégrales fx*dm, [y dm,
fzdmy, fxydm, faxzdm, [yzdm, clendues a la masse
entiere du corps, et relatives aux axes des coordon-
nées. Si ces trois droites sont des axes principanx,
les trois dernieres inlég:‘ales seront nulles (n° 368),
et Ja formule précédente se réduira &

Sprdm=sim*c . [x*dm - sin*€ . [y dm—~-sin*y. [Z*dmn.
Mais, en vertu de I'équation

cos®a 4 cos’ £ = cos*y = 1,
nous avons

sin* @ = cos’ 6 - cos*y,
sin* § =

sin"y == cos’ 2 -+ cos* € ;

cos*y - cos*z,

ce qui change la valear de jj)"clm en celle-c1 :

[prdm = ([y*dm -4~ [z*dm) cos* «
+ (f2*dm + fx*dm)cos* €,
=+ (fxrdm - [y*dm) cos® y ;

donc en réunissant chaque couple d'intégrates en une
seale, et désignant par A, B, G, comme dans le
n° 368, les momens d'inertie par rapport aux axes
des x, ¥, z, nous aurons finalement

fptdm = A cos* . + B c0s* € 4- Ccos*y. (c)

Ainsi, il suffica de connaitre les trois momens
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d'inerlie relatifs aux trois axes principaux qui se
coupent en un point doone, pour en conclure immé-
diatement le moment d'inertie cotrespondant 4 un
axe quelconque, passant par ce point; et, en com-
binant ce résultat ayec celul du numéro précedent ;
on voit que le caleul de tous les momens d’inertie
d'un méme corps se réduira a déterminer les trois
momens d’inertie principaux’ qui répondent & son
centre de gravite. Ayant calculé, par exemple (n° 570),
les valeurs de ces trois momens d'inertie, dans le
cas de l'ellipsoide homogéne , nous pouvons regar-
der comme connu le moment d'inertie de ce corps,
par rapport a un axe quelconque.

376. Le plus grand et le plus petit des trois mo-
mens d'inertie principaux A, B, C, qui entrent dans
la formule (¢), sont aussi le plus grand et le plus pe-
tit-de tous les momens d'inertic du méme corps, par

rapport aux axes passant par lorigine des coor-
donndes.

Soit, en effet, A la plus grande des trois quantilés
A, B, C; en mettant 1 —cos*6 —cos*y 2 la place
de cos* @ dans I'équation (c), on aura

Spdm=A—(A—B)cos*6 —(A—C) cosy;
d'ou 'on conclut que fp*dm est moindre que A,
quels que soient les angles € et 9. De méme, C étant

la plus petite des trois quantités A, B, C, <1 'on met
Péquation (c) sous la forme

Jp*din = C 4 (A — C) cos* @ 4+ (A — B) cos* €,

on voit quon a constamment fp*dm > C.
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Dans le cas particulier out les trois quantités A ,
B, C, sont égales, on a aussi /p*dm = A, quelle que
soit la' direction de I'axe auquel le moment d’inertie
fp*dm est rapporté; donc alors les momens d’inertie
sont égaux par rapport a tous les axes passant par
Vorigine des coordonnées. Ue cas est celui de la
sphére homogéne ou composée de couches concen-
triques, lorsque l'origine des coordonnées est placée
& son centre; il a également lieu pour le cube, l'oc-
tatdre régulier et d'autres corps homogenes, dont les
trois momens d'inertie principaux ne peuvent différer
entre eux , en placant toujours l'origine des coordon-
nées a leur centre de figure,

Si I'on a seulement A =B, I'éguation (¢) se ré-
duoira 4

Sprdm = Asin*y -+ Ccos®y;

et cette valeur de fp*dm étant indépendante des an-
gles o et &, le moment d’inertie sera le méme par
rapport & tous les axes menés par l'origine des coor-
données, qui font un méme angle 3 avec l'axe des z.
Ce cas est celui d'un solide de révolution homogene,
quand cette droite est son axe de figure.

D’apres ce qu'on a déja vu dans le n° 574 , nous
pouvons dire, maintenant, que le plus petit de tous
les momens d’inertic qu'un méme corps puisse avotr,
répond & I'un des trois axes principaux qui se coupent
a son centre de gravité. Ainsi, par exemple, le plus
petit de tous les momens d'inertie d'un ellipsoide

" homogene , se rapporte au plus grand de ses trois
diameétres conjugués rectangulaires.
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577. Nous allons *actucllement démonirer Pexis-
tence des axes principaux que nous avons supposée
jusqu'a présent, et déterminer leur direction pour
chaque point d’un corps de forme quelconque; mais,
pour cela, 1l est nécessaire de rappeler les formules
générales de la transformation des coordonndes ,
dont nous aurons besoin, d’ailleurs, dans d’autres
occasions.

Soient &, 7, z, les trois coordonnées d'un point
quelconque M, rapportées’ aux axes rectangulaires
Oz, Oy, Oz (fig. 2). Désignons par x,, y,, z,, les
coordonnées du méme point, ayant la méme origine,
el rapportdes aux trois axes Ox,, Oy, , 0z,, qui sont
aussi perpendiculaires entre eux. Du point M, abais—
sons des perpendiculaires MP et MK sur I'axe Ox et
sur le plan des x, et 7,, et du point K, une perpen-
diculaire KH sur 'axe O, ; en sorte qu'on ait

OP=ux, OH=ux,, KH=y,, MK =z,.

La projection sur I'axe Ox, de la ligne briséc MKHO,
sera OF; les projections de ses parties OH; KIT, MK,
seront égales a ces droites, multipliées par les cosinus
des angles que les axes des «,, 7,, z,, font avec Paxe
Ox; en en faisant la somme, on aura done

x =z, cos x0x, + y,c0s 20y, 4z cos 20z,

La figure suppose ces trois angles aigus, et les trois
coordonnées x,, 7,, z,, positives; auquel cas leurs
projections tombent sur la direction méme de Ox,
et doivent s'ajouter en grandeur absolue; mais il est
facile de s'assurer que cette équation subsistera dans
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tous les cas, en ayant égard aux signes des coordon-
neées x,, ¥;, %, des cosinus, et de V'abscisse x. Par
excmple, on verra aisément que si Iabscisse x, est
negative, et I'angle 20, aigu, ou bien, si cette abs-
cisse est positive, et cet angle obtus, la projection de
OH tombera sur le prolongement de Ox, et la va-
leur absolue de cette projection devra étre retran-
chée ; et I'on verra, au conlraire, qu'elle devra étre
ajoulée, quand cette abscisse &, sera négative,’ et
qu'en méme temps l'angle 20a, sera obtus; ce qui
s'accorde, dans les denx cas, avee le signe du produit
x,cos x0x,

On verra de méme que les projections de la ligne
brisce MKHO sur les axes Oy et Oz, oun sur leurs
prolongemens, sont toujours égales'a y et z. Cela
€tant, si nous faisens

cos x0x,=a, cosxOy, =b, cosalz=c,
cos y0x,=a', cosyOy, =¥, cos g0z,

cos 20x,=a", cos 0y, =10", cos 20z, =¢",

nous aurons
x=a'rf+é)r;+cz,!
i ’ !
7= da, 4 By ez, ¢ (1)
= a'z, 4 Uy, 4 "z,
Ces neufs cosinus @, b, elc., sont liés entre eux
par six équations, savoir :
at+a*+d*=1, abt-a't'+d"t" =,
/ a L § [;
b’-—l—[)"—f—b”’:l, ac --ac -—f-a"c”:o, F:?;\
c __!_ &s + o — 3 be + ble! + f)"(.‘”:o,

La premiere, par exemple, résulte de ce que a. @',
l y | I ’ { b ’
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a, sont les cosinus des angles que fait une méme
droite Ox, avec les trois axes rectangulaires O, Oy,
0z; et la quatriéme, de ce que cette droite O, et la
ligne Oy, , 2 laquelle répondent les cosinus 5, &, 3",
sont perpendiculaires 'une a 'autre. On obtient aussi
ces six équations en substituant les valeurs de a,
s 2, dans I'équation
et T e 7
dont les deux membres sont le carré de OM, et qui
doit étre identique.
En ayant égard aux équations (2), les équations (1)
donnent, réciproquement,
; ax -+ dy + a'z, {
¥ bx A4 by + bz, (3)
z, cx + ey 4 'z S

£

[

et l'on peut remplacer les équations (2) par celles—ci :
at 4+ b 4 e*=1, aa' 4 bb 4 cc' = o,

a = b =1, aad4-bb"+4cc"= o, % (4)
a4 b4 =1, da"- b6+ "= o.

La comparaison de ces formules avec celles du
n° 277 montre clairement I'analagie qui existe entre
les projections des lignes droites et celles des surfaces
planes, d'ot: résulte Videntité de la composition des
forces représentées par des portions de dreites, avec
la composition des momens représentés par des aires
planes.

578. Dans la transformation des coordonndes, on
devradonc considérer six des neuf coefficiens ¢, b,etc.,
comme des fonctions des trois autres, déterminées
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soit par les équations (2), soit par les équations (4) ;
mais il vaudra mieux exprimer ces neuf coefficiens,
au moyen de trois nouvelles quantités , par des for-
mules qui satisferont aux équations (2) ou (4).

Pour cela, supposons que la droite NON' ( fig. 3)
soit I'intersection du plan des x, et y, avec le plan
des x et y; et faisons

NOx = -4/, No.x" =2, 205[2 §:

ces trois angles i, @, 0, détermineront, sans
ambiguité, la position des axes des x,, 7,, z,, par
rapport a ceux des x, ¥, z, pourva que l'on con-
vienne prealablement du sens dans lequel ces an-
gles seront comptés. Pour plus de commodité, je sup-
poserai que le plan des x et y soit horizontal , et que
I'axe vertical des z positives soit dirigé dans le sens
de la pesanteur.

L’angle § s'étendra depuis zéro jusqu’a 180°; selon
qu’ll sera aigu ou obius, l'axe 03z, sera situé au-des-
sous ou au-dessus du plan des x et y: pour =0,
0z, coincidera avec Oz, et pour §= 180°, Oz, tom-

“bera sur le prolongement de 0z.

Dans le mouvement d’un corps solide autour du
point O, les axes Ox,, Oy,, Oz,, seront des droites
fixes dans son intérieur et mobiles avec lui, et les
axes Ox, Oy, Oz, seront des droites fixes dans les—
pace. Il pourra alors arriver que les angles | et @
soient positifs ou négatifs, et qu'ils Comprennent une
ou plusieurs circon(€rences; mais, & un instant quel-
congue, on aura toujours

N=onmu, @=2im-y,
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en désignant par 7 et i des nombres entiers, positifs
ou négalifs, ou zéro, et par « et ¢ des variables po-
silives et moindres que 277, Or, langle % sera compts,
a partir de la droite O, dans le sens indiqué par la
fleche s; de sorte que, par exemple, la droite ON
coincidera avec Ox pour u=o0, avec le prolonge-
ment de Oy pour u=qoe, avec celui de Oz pour
u=180" et avec Oy pour z= 270°. L’angle v sera
compté, a partir de ON, au-dessus du plan des 2
et y, de maniére que l'axe Oz, se trouvera au-dessus
de ce plan, quand ¢ sera moindre que 18v° et au~
dessous quand cel angle surpassera 180°. Pour v=o,
Paxe Ox, coincidera avec la droite ON , et pour
¥=180°, avec le prolongement ON’ de ON. Dans
tous les cas, I'angle 6, aigu ou obtus, sera I'angle
diedre dont l'aréte est ON, et dont les faces sont les
angles NOa et NOwx,, réduits a leurs parties z ét v, La
figure suppose que les trois angles z, v, 8, soientaigus.

Cela posé, lorsque Pangle -l sera donné, on por-
tera sa partie « sur le plan horizontal , i partir de
I'axe Ox, et dans le sens de la fleche s ; ce qui déter-
minera la position de la droite ON. L'angle ¢ étant
aussi donné, on portera d'abord sa partie v sur le
plan horizontal, a partir de la droite ON, et dans Je
sens de la fleche s/, c'est-a-dire, en sens contraire de
§; ensuite, on fera tourner le plan de Pangle ¢ an-
tour de ON, de maniere que la partie de @ adjacente
2 ON s¢leve au-dessus du plan horizontal. Quand ce
plan aura décrit I'a ngle donné §, I'autre coté de Pangle
@ sera la véritable position de I'axe O, au~dessus ou
au-dessous du plan horizontal, suivant gu'on aura
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lon que I'angle f sera aigu ou obtus.

qu’on vient d'expliquer, on a

maniére suivante d'y parvenir.
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v < 180° ou ¢ > 180° En augmentant,
plan, langle z de go°, on aura la position de Iaxe Oy ;
et aprés avoir mené une perpendiculaire a ce plan,
on prendra pour Oz, la partie de cette droite , com-
prise au-dessous ou au-dessus du plan horizontal , se-

a = coslsin~) sin@ 4 cosA cos o,
b = cosbBsinl cosp — cosdsing,
¢ = sin fsin4,

@ = cosfcosn] sin@ — sinA cos @,
b' = cosfcos~) cos@ - sinl sing@,
¢' = sinf cos ),

a'== — sinfsin ¢,

b= — sinfcos o,

" = cos f.

On verilie aisément que ces valeurs de @, 5, ete.
rendent identiques les équations (3) et (4), et qu'il
n'en résulte ancune relation entre les angles L , 0, 6.

379. Qumque_cea formules (3) soient générale—
ment connues, 1l ne sera pas inutile d'indiquer la

(

dans son

Les trois axes Ox;, Oy, , Oz,, étant ainsi comple-
lement déterminés par rapport aux axes Ox, Oy, Oz,
au moyen des angles ), @, 6, il faut que les neuf co-
sinus @, b, etc., soient des fonctions de ces trois an-
gles; et, en effet, en leur donnant les directions

On sait que «, €, 7, ¢tant les trois angles d'un
triangle sphérique quelconque; et A Tangle opposé
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au cOté o, on a

C0s & = cos A sin 6 siny + cos € cos 3.

Or, si nous imaginons une sphére déerite da point
O comme centre, et d’un rayon quelconque, nous
aurons d'abord sur cette surface un triangle formé
par les trois arcs qui répondent aux angles NOx,
NOz, , 20x,, dans lequel I'angle opposé au dernjer
cOté sera €gal a §; donc, i cause de NOJ-'—-—‘:«L et
NOx,= o, on aura

cos 20z, = a = cos §sin | sin @ -~ cos -] cos ¢.

Cetle équation ayant lieu pour des valeurs quelcon-
ques de @ et -}, on peut supposer que ¢ devienne
@ +-go°; alors, I'axe O, prendra la place de Oy,,
Pangle #0z, deviendra x0y,, et 'on aura

c0s 20y, = b == cos § sin ~} cos @ — cos |, sin @.

De méme , en mettant N +gocala place de +}, dans
Péquation précédente, l'axe Qx se chan gera dauns
Taxe Oy, et Vangle x0z, deviendra y0z,; de sorte
que l'on aura

cos y0x,==a' = cos 8 cos - sin @ — sin ~ cos .

Et si Yon met 4 la fois dans cette €quation précédente
4 -+ go° et @ 4 go° au lieu de 4 et ¢, I'angle 20,
sera remplace par 'angle 0y, et il en résultera

€05 30y, = J' = cos i cos , cos @ - sin ] sin @.

Considérons de méme le triangle sphérique dont
les trois eotés répondent aux angles NOux, NOz,,

3, 5L
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20z, L'angle opposé au dernier coté est go°— 6;
de plus, on a NOx =+ et NOz, = go°. En faisant
A=go°—0, =1, y=00° a=ux0z,, I'équation
générale se réduira donc a

COS 110;{ i ] sin 8 sin '\],‘ ~
d’ot1 'on conclut aussi

cos ¥0z = ¢’ = sin § cos
) g ?

en mettant + --go° 4 la place de | ; ce qui change
Paxe Ox dans Oy, et I'angle 20z, dans 'angle y0z,.

Enfin, dans le triangle sphérique dont les cOtés
répondent aux angles NOz, NOx, , z0z,, Pangle op-
posé au dernier coté est égal a B—i—go", et I'on a
NOz = go° et NOx,=@. Si donc on fait A=go°+0,
6=go°, y=¢, a=1z0x,, dans I'équation géné-
rale , on aura

cos z0x, = a" = —sin f sin ¢.
En mettant @ -+ go° a la place de ¢, dans ce résultat,

Paxe Ox, se changera en Oy,, et l'angle z0x, en
30y, ; par conséquent, nous aurons aussi

cos z0y, = &' = —sin b cos @.
Quant au neuvieme cosinus ¢, on a
" ¢" = cos 20z, = cos 0.

580. Supposons maintenant que les axes des coor-
données x,, 7,, z,, soient les axes principaux qui se
coupent au point 0; d’apres leur définition (n° 568),
on aura :
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S ydm=o, fzxdun=o, [rzdm=o; (a)

et il s'agira de prouver que ces trois équations don-
nent toujours pour les angles ¢, <, 0, des valeurs
réelles,

En faisant, pour abréger,
X=uaxcos~l —ysin,
Y =axcoslsin L 4 ycosfcos) — zsmn,

et substituant les formules (5) dans les équations (),
nous aurans

x,=Ysinp-+ X cos @,
¥y, = Ycos&p—X sin e,
2, == 2 sin § sin L - 5 sin 0 cos | 4= z cos §.

Au moyen de ees valeurs, la premiére équation (a)
prend la forme

sin 29 /(X* — Y2)dm = 2 cos 20/ XYdm, (b)
et les deux dermeres deviennent
cos @[ Yzdm — sin¢ [Xzdm = o,
sin ¢ Yz dm 4 cos @/ Xzdm = o.

En ajoutant ces dernicres équations apres les avoir
multipliées par cos@ et sin@, ou par — sin@ et
cos @, elles seront remplacées par celles-ci :

Yzdm — o Xzdm = o,
¢ 4 i

qui ne contiennent plus l'angle ¢. J'y mets pour
X, Y, 5,, leurs valews, et je fais

(%, ]
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fxdm=f, [ydm=g, [zdn=h,
[ysdm= f', [redn=g'; foeydn=FK;

ces SIX mtégrales s'étendant a la masse entiere du
: corps que l'on considere. Il en resulte

(fsin*y 4 24'sin | cos ~} -+ g cos* — £) sinl 8 cos B
~+ (g'sin )+ f” cosAl) (cos*l —sin*f)=o,

(%' (cos*  —sin*~L) + (f — g) sin ) cos ] sin 6
+ (g’ cosL — f'sin])cos § =o.

Or, st nous faisons

/3 1
tan i Slﬂ = COos e
8 ’4' o '\L r + u? \/ 14 u"’

la seconde de ces deux équations dounera

(f'u—g)V/ TP
(i ) + (f— g)u’
et la premiere prendra la forme

[(f— Ry ahutg—F] S2EL

+gu+) =(gu—+[) tang*8.

En y mettant pour tang § sa valeur, elle devient

tang § =

[(f—hu* 4 2ke +g — K] (f'u—g)

A (=) (f—g)ul(g'u+f")= “i';ff’fﬂ 1:__ ?}}.\_l ?:"L) ‘

son premier membre est la méme chose que

[h'— g8/~ f b — (B — [+ 8 W) ) (1)

par conséquent, on aura finalement
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[88"—hg'— f KA — [+ & B YITH (1—w) - f—)u]
T @+, (S u—g)r=o. @

Ainsi, les équations (a) sont remplacées par les
€quations (), (c), (d). Or, cette derniére étant du
troisieme degré, elle aura au moins une racine
réelle; on aura donc une valeur réelle de z ou
tang , a laquelle répondront un angle -l moindra
que ; 7, et un autre égal au premier augmenté de Ty
qui appartiendront aux deux parties ON et ON’ de
I'intersection du plan inconnu des , et ¥, avec le

plan donné des x et y. A cause du radical v/1} 2,
V'équation (c) donnera ensuite deux valeurs de tang§,
¢gales et de signe contraire, qui appartiendront i
un angle aigu et a son supplément, et, conséquem-
ment, a l'axe Oz et a son prolongement. Enfin, on
tirera de I'équation (4) une valeur réelle de lang 2@y
a laquelle répondront deux valeurs de @, dont I'una
sera moindre que Ior, et autre egale a la premiere
augmentée de ;7. La premiére étant prise poun
la valeur de l'angle NOx , la seconde sera celle de
Tangle NOy, ; et, en effet, tout étant semblable par
rapport aux deux axes Ox, et Oy, ils devaient étre
déterminés par une méme équation.

On voit de méme que les trois racines de Iéqua~
tion (d) devront étre réelles, et qu'elles représente~
ront les tangentes des angles compris entre 'axe Qg
et les trois droites suivant lesquelles les plans des
coordoanées x, , y,, z,, viennent couper le plan des
« et y; car ces trois tangentes doivent étre données
par une méme équalion, puisqu’on ne saurait expri=
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mer, dans le calcul, aucune différence entre les trois
axes principaux dont on cherche la position.

Nous conclurons donc de cette analyse qu'il existe
toujours irois axes principaux rectangulaires qui se
coupent en un point domné O, et qu'en général ce
systtme d'axes principaux est unique. Pour qu'il
en existat plusieurs , il faudrait que I'équation (d) firt
d'un degré supérieur au troisieme, et qu'elle elit trois
fois autant de racines réelles qu'il y aurait de ces
systémes; mais, dans certains cas, les équations dont

‘dépendent les valeurs de -, 8, @, deviennent iden-

tiques, et alors les axes principaux sont en nombre
infini, Nous pourrions déterminer ces cas particuliers
par I'examen des équations dont il s'agit ; mais on
¥ parviendra plus facilement par les considérations
sulvantes.

381. D’apres les formules (1) et les équations (a),
qui caractérisent les axes principaux Oux, 0y, 0z,
on a évidemment

fxydm = aalfxdm + bb'(y dm - cc'fz dm,
[rxdm = ad'fix dm - bb"[y *din = cc"fz dm,
Sryzdm =dd fx dm + b8y dm 4 c'c"fz *dm.

Or, si les trois intégrales fxxpdm, [y, *dm, fzadm

sont dgales, ces valeurs de faxydm, [zxdm, | };dm,
se réduisent 4 zéro, en verin des trois dernidres
équations (4); par conséquent, dans ce cas, les
droites Ox, Oy, Oz, forment un second systéme
d’axes principaux; et comme leur direction reste

absolument indéterminée par vapport aux axes Ox,,
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0r,, 0z, il sensuit que tous les systémes d’axes
rectangulaires qu'on peut mener par le point 0, sont
des axes principaux. Ce cas est_celui ot les trois
momens d'inertie principaux sont égaux; car; de ce
qu'on suppose

Jxrdm = [yrdm = [z dm,
il en résulte
S Am =1 it ) dm=f (5 7).

Si deux seulement des trois momens d'inertie
principaux sont égaux, par exemple, ceux qui se
rapportent aux axes Ox, et Oy,, de maniére qu’on
ait

S(p =+ 20)dm = f(xp 4 22)dm,
il existera encore un nombre infini de systémes
d’axes principaux, qui auront tous un axe commun,
savoir, 'axe Oz,. En effet, dans ce cas, les deux inté-
grales [y *dm et fx*dm seront égales; et, en vertu
des derniéres équations (4), les valeurs de fxydm,
Jzxdm, [yzdm, pourront se mettre sous la forme :

Sxydm = cc (fz2dm — [ dm),
Srxdm = cc"(fzdm — fx dm),
[ rzdm = c'c"(fz2dm — [x2dm).

Or, si Ton fait coincider 'axe Oz avec I'axe principal

Oz, les angles 20z, et y0z, seront droits ; on aura
donc ¢ =o et ¢'==o0, et, par conséquent,

[xydm=o, [zxdn=o, Syzdm =o..




na TRAITE DE MECANIQUE.
Donc, dans ce cas, tout systeme forme de l'axe 0z,
et de deux autres axes rectangulaires, menés arhi-
trairement par le point O dans, le plan ¥0x,, sera
un systeme d’axes priucipaux.

Enfin, lorsque les trois momens d’inertie princi-
paux sont inégaux, on peut étre certain qu'il n'existe
qu'un seul sysiéme d’axes principaux ; car, soit A le
plus grand de ces trois momens inégaux ; supposons,
pour un moment, quil existe un second systeme
d’axes principaux, el désignons par A’ le plus grand
des trois momens qui s’y rapportent : il faudrait,
d’aprés le théoreme du n® 576, qu'on eut a la fois
A>A et A'>A; ce qui est impossible, et rend
inadmissible la suppositiond’un second systeme d'axes
principaux.

382. Les points d'un corps, quand il en existe,
pour lesquels les trois momens d'inertie principaux,
et, par conséquent, tous les momens d’inertie, sont
égaux, jouissent, comme on le verra par la suite,
d’une propriété remarquable, relativement a la rota-
tion de ce corps. Il est donc utile de les déterminer;
et voici comment on y parvient.

Supposons que l'origine des eoordonnées x, v, z,
soit placée au centre de gravité du mobile, et que
ces coordonnées solent rapportées aux trois axes
principaux qui se coupent en ce point; désignons
par A, B, C, les momens d’inertie relatifs i ces axes
des &, 7, z; nous aurons (n° 363)
fxdn =0, [ydmn =o, [zdm =o,

i yzdm=o, fzxdm=o0, [. xydm=o
S e)dm=A, f(x*+z")dm=B, [(o*+y*)din=C;
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toutes ces intégrales s’étendant i la masse entiere du
mobile.

Soient o, €, v, les coordonnées inconnues d'un
des points demandés, rapportées aux axes des 2, 7,
%, de sorte qu'on ait, pour ce point particulier, x=—a,
¥ =£&, z=1. Transportons-y l'origine des coor-
données, sans changer la divection des axes; les coor-
données de I'élément dm deviendront x—e, 5 g
z— 1. Mais si 'on veut que les momens d’inertie re-
latifs & toutes les droites qui passent par cette nou-
velle origine soient égaux, il faut que tfoutes ces
droites soient des axes principaux, puisque, d’aprés
le numéro précédent, I'une de ces conditions est une
suite nécessaire de I'autre. Les axes des coordounnées
& —a, y— 6, —7, étant donc des axes principaux,
on aura

S (& —a2)( y—8dm= fxydm—afydm —&(xdm 4 a5fdm=aq,
S(& —v)(x—a)dm— (zxdm — yfxdm— ofrdmt-yafdm=—o,
S(r—8)(z—v)dm= [yzdm — §fzdm —y [ydm Cyfdm=—o;

€quations qui se réduisent a
a€=o0, y2=o0, 6y=o0,

en vertu des précédentes. Or, pour satisfaire & ces
équations, il est nécessaire que deux des trois quan-
tités &, €, 7, soient nulles. Si dounc le point demandé
existe, il ne peut se trouver que sur l'un des axes des
coordonnées x, ¥, z, clest-a-dire, sur Uun des trois
axes principaux qui se coupent au centre de gravité.

Je .fais € =0 et 3 =0; ce qui revient & supposer
le point demandé, sur I'axe des «, 4 une distance a
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de ce centre. Alors les momens d'inertie relatifs 4 ce
point, seront A, par rapport a laxe des x, et, en
vertu du théoréeme du n° 574, B~ Mea? et C —+Me?,
par rapport aux paralléles aux axes des » et des z, en
désignant par M Ja masse du corps. D’aprés la condi-
tion du probléme, on aura done

B+ Ma*—=C 4+ Ma* = A

mais pour que ces équations seient possibles, il faut
qu'on ait B=0C; et quand ces deux quantités se-
ront effectivement €gales, on aura

Ma* = A — C;

3

il faudra donc encore qu'on ait A > C, afin que
la quantité « soit réelle. Cela étant, on aura pour
a deux valeurs réelles, égales et de signe contraire,

SavoIr :
A—C
ot = & \/—ﬂ—-; (e)

par conséquent , il existera deux points qui joui-
ront de la propriété demandée, el seront situés sur
l'axe des x, & égale distance de part & d’autre du
centre de gravité.

Ainsi, lorsque les trois momens d’inertie A s PGy
d’un corps, relatifs aux axes principaux qui se cou-
pent A son centre de gravité, sont égaux, il n'existe
aucun autre point du corps pour lequel les mo-
mens d'inertie soient lous égaux ; mais si deux de ces
trois momens sont égaux, et que le moment inégal
soit le plus grand des trois, il existe, sur Vaxe du
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plus grand moment , deux points pour lesquels tous
les momens d'inertie seront égaux, et dont les po-
sitions sont déterminées par la formule (o).

585. En appliquant ces résultats & I'ellipsoide lo-
mogéne, on voit que s'il s'agit d'un ellipsoide quel-
conque dont les trois diameires principaux sont
inégaux, il n’y aura aucun*point, en dedans ou en
dehors du corps, par rapport auquel tous les mo-
mens d’inertie soient égaux ; mais s1 l'on considére
un ellipsoide de révolution engendré par une ellipse
tournant autour de son petit axe, 1l y aura deux
points sur cet axe ou sur son prolongement, qui
joutront de la propriété dont il s'agit; car, dans ce
cas, deux des trois morfiens relatifs aux diameétres
principaux serout égaux, et le moment inégal répon-
dant au plus petit diamétre, sera le plus grand des
trois.

Si T'on appelle a et & les demi-axes de Tellipse gé-
nératrice, et qu'on suppose a <&, de sorte que a
soit le demi-axe de révolution, on aura

A=:Mb*, B=C=IiM(a*+b7),

en faisant & = ¢ dans les formules da n° 570: d'apres
la formule (), on aura donc

i

pour la distance des poinis demandés au centre de
I'ellipsoide. Selon qu'on aura b* > 6a* ou b* < 6a?,
ces points se trouveront sur le prolongement de I'axe
de révolution, en dehors du corps , ou sur laxe
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méme, en dedans du corps; dans le cas de b* = 6,
ces deux poinis se trouveront a la surface, et coinci-
deront avec les poles de Lellipsoide.

Les axes principaux d'un parallélépipede rectangle,
qui se coupent & son centre de gravité, sont évidem-
ment paralleles a ses arétes. En appelant donc @, b, ¢,
les demi-longueurs de ses trois cotés adjacens , les
momens d'inertie relatifs 4 ces axes se déduiront de
ceux du n° 369, qui répondent 2 ses arétes, en y
mettant 2a, 256, 2¢, au lieu de a, b, ¢, et en en retran-
chant, d’aprés le théoréme du n°® 374, les preduiis
M(b*+c*), M(e*+a*); M(a*+-5%). De cette maniére,

on aura

A= ;M(b°+¢*), B=3M(t°4-a*), C=iM(a*+5%);
M étant toujours la masse du parallélépipede, dont
le volume est maintenant % abe. Je suppose done
quon ail b=-¢, afin de rendre égaux les momens
d’inertie B et C, et, de plus, a << b, pour que A
soit plus grand que C. L’équation (e) donne alors
(F—a

3 r

[ A~

et selon qu'on aura b > 2a, b=2a, b < 2a, les
deux points demandés seront situés en dehors du
mobile, & sa surface, ou dans son intérieur,
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CHAPITRE IlI.

DU MOUVEMENT B°UN CORPS SOLIDE AUTOUR DYUN
AXE FIXE.

§ 1. Mouvement de rotation uniforme.

384. Lorsqu'un systéme de points matériels, liés
entre eux d'une maniére invariable, tourne autour
d'un axe fixe, auquel ils sont aussi invariablement
attachés, ils décrivent des cercles perpendiculaires &
cet axe, et qui ont leurs centres sur cette droite. Les
arcs décrits dans le méme temps par deax poinis
différens , sont semblables et d’'un méme nombre de
degrés ; leurs vitesses absolues sont entre elles comme
leurs distances & cet axe; et I'on appelle wvitesse an-
gulaire du systéme, la vitesse absolue des points dont
la distance & I'axe est Iunité. En la désignant par o,
et la distance d'un point quelconque i Yaxe de rota-
tion par r, la vitesse absolue de ce point sera rw.
Cette quantité », commune & tous les points, variera
avec le temps , quand les points du systéme seront
soumis a des forces motrices, qui produiront un mou-
vement varié ; elle demeurera constante dans le cas
du mouvement uniforme, produit par des percus-
sions exercées simultanément sur les différentes par-
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ties du systeme, qui aura ensuite été abandonné i
lui-méme. Cest de ce dernier cas que nous allons
d’abord nous occuper.

535. Soient m, m', m', etc., les masses des points
matériels que nous considérons, et r, 7, 1, ete., leurs
distances i I'axe de rotation. Supposons que des per-=
cussions simultandes solent exercées sur tous ces
points; chacune de ces forces se décomposera en
deux autres, I'une parallele a Paxe, lautre dirigée
dans un plan perpendiculaire & cette droite ; et 'on
pourra faire abstraction de la premiere, dont leffet
sera évidemment détruit par la résistance de 'axe fixe.
Soient donc ¢, ¢, ¢, ete., les vitesses dirigéesdans des
plans perpendiculaires a I'axe fixe, qui seraient im=
primées a m,m’, m’, elc.,sices points malériels étaient
libres. En désignant par @ la vitesse angulaire du
systeme qui en résultera, ces points prendront des
vitesses rw, ', 7', etc., perpendiculaires a I'axe et
aux rayons 7, r/, 1", etc. ; et, d'apres le principe du
n® 353, il y aura équilibre entre les quantités de
mouvement my, m'v', m"y", etc., prises dans leurs di-
rections données , et les quantités de mouvement
circulaire mro , m'r'w, m"r'w , ete., prises en sens
contraire du mouvement du systéme, qui aura reel-
lement lieu.

Pour former I'équation de cet équilibre, projetons
les points m, nt', m, etc., et les directions des vi-
tesses que nous considérons, sur un plan perpendi-
culaire 4 Paxe fixe. Soit Oz cet axe (fig, 4); faisons
passer le plan de projection par le point O; sur ce
plan, soient P la projection de m, PA la projection
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de la vitesse ¢, et PN celle de la vitesse rw, laquelle
est perpendiculaire au rayon 7 ou OP. Soit aussi p la
perpendiculaire OF, abaissée de O sur la droite PA ;
les momens des forces my et mro, projetées suivant
PA et PN, seront mop et mr*»; et si on appelle
aussi p’, p", elc., les perpendiculaires abaissées du
méme point O sur les projections des autres vitesses
o', ¢, elc., on aura

mrte + m'r*e + m"r'e 4 etc.
= myp + mvp’ 4+ m'v"p" 4 elc.,

pour I'équation d’équilibre demandée (n° 267).

Lorsque parmi les percussions simultandes, il y en
aura qui tendront a faire tourner le systéme dans un
sens, et d’autres dans le sens opposé, il faudra pren-
dre, avec des signes contraires, les momens des unes
et des autres dans le second membre de cette équa-
tion. Le systéme tournera dans le sens des forces qui
donneront la plus grande somme de momens , abs=
traction faite du signe. En representant par L la
somme, positive ou négative , de tous ces momens
pris avec des signes convenables, on tirera de I'équa-
tion précédente

L

o =ty
Zmr

= 1ndiquant une somme qui s'étend & tous les points
du systéme,

81 toutes les vitesses v, ¢/, 0", ete., sont égales, L sera
le produit de leur valeur commune v et de Ia somme
mp == m'p' A " 4= ete. ;s si, de plus, ces vitesses
sont toules paralléles entre elles, et qu'on méne par
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I'axe Oz, un plan paralléle 4 leur direction commune,
p» P> p's etc,, seront les distances des points m, m/,
m', etc. , a ce plan ; et, d’apres les signes qu'on don-
nera aux termes de L, il faudra les considérer comme
positives ou comme négatives, selon que les points
m, m', m", ete., seront situés d'un coté ou de l'autre
de ce plan. Par conséquent, M désignant la somme
des masses m, m/, m", etc., et ¢ la distance po-
sitive ou négative de son centre de gravité a ce méme
plan, nous aurons (n® 65)

mp -+ m'p' 4+ m'p" - etc. = Mg;

il en résultera L = Mug, et la valeur de » de-
viendra
Mg

Smr

Si la vitesse ¢ est imprimée seulement & une partie
des points du systéme, et qu'on ne communique di-
rectement aucune vitesse a I'autre partie, on aura de
méme

b

TS 7 i
w étant la somme des masses qui ont recu la vitesse
¢, et f Ja distance du centre de gravité de cette
partie du systéme au plan mené par l'axe fixe, pa-

rallélement 4 la direction de ¢.

386. Supposons actuellement que le systeme des
points m, m!, m", eic., soit un corps solide; il suf-
fira alors de changer, dans les formules précédentes,
la masse m d'un point quelconque dans I'élément
différentiel de la masse du corps, que nous repré-
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seniterons par dm, et la somme = en une inté-
grale, [, quantité Zmr* deviendra donc J’intégr::lc
Sr*dm, étendue i la masse entiére du corps, et elle
€xprimera son moment d'inerlie Par rapport a Vaxe
de rotation ; par conséquent, la derniére formule se
changera en celle-ci :

& = j;‘:i_:n (1)

Cette formule se rapportera au cas d'un corps solide
retenu parun axe fixe, et frappé par un auntre corps qui
sattache au premier, de sorte que ces denx corps n'en
forment plus qu'un seul , tournant antourde Paxe fixe
avec la vitesse angulaire . La masse du corps cho-
quantest u, sa vitesse avantle choce, qui était commune
a tous ses points et perpendiculaire & la direciion de
Vaxe fixe, est o, et J exprime la distance de son
centre de gravité 2 un plan paralléle 4 cetie vitesse et
Passant par 'axe de rotation. L'intégrale /i*dmn devra
sétendre aux deux masses réunies aprés le choe. 8i
le- corps choquant ne restait pas attache & Tautre
apres le choc, la détermination de Ja vitesse angu-
laire de celui-ci serait un probleme difiérent , dont
nous nous occuperons dans un auntre chapitre.

Quand le corps retenu par un axe fixe sera choque
simultanément par plusieurs masses w, ', ", ete, ,
animées de vitesses ¢, v, o, ete., perpendiculaires
a la direction de Faxe, qui se réuniront & ce corps
aprés le choc, on aura, pour la vilesse angulaive
qui sera produite,

o ff\:}'+ EVE 4 @' 4 ete.
Sridm 2

=]
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Vintégrale s'étendant 3 la masse totale, et f, f7,
"5 ete:, désignant les distances des centres de gra-
vité de m, w, !, ete., & des plans menés par I'axe
de rotation, parallelement aux vitesses ¢, o/, ¢, etc.
Ayant pris avee le signe + le premier terme du
numérateur de ceite formule, on prendra les au-
tres termes avece le signe - ou avec le signe —
selon que les percussions correspondantes tendront
4 faive tourner dans le sens de celle qui répond au
premier terme, ou dans le sens opposé; et selon
que la valeur de @ se trouvera posilive ou néga-
tive, la rotation aura lieu daus le sens de cette foree
ou en sens contraive, (Juand on aura @ = o, le
s_ys[éme restera en repos, et toutes les pm‘cussim\s
se feront équilibre. Au lien d’étre simultandes, si
elles sont successives, la valeur de @, aprés tous
les chocs , sera encore donnée par la formule précé-

dente; caraprés un premier choc le mouvement est
le méme a chaque instant, que si ce choc avait lien
actuellement ; par conséquent, on peut supposer
qu’il ait lieu a l'instant du second choc, pour déter-
miner la vitesse angulaire apreés la seconde percus-
sion; et ainsi de suite.

587. Lorsque le mouvement de rotation com-
mence autour d’'un axe fixe, cette droite €prouve des
percussions quil est important de déterminer; elles
sont dues aux quantités de mouvement perdues, &
cette époque, par les différens points du mobile, qui
se font équilibre an moyen de l'axe fixe, et doivent,
eonséquemment, se réduire a des perenssions dont
les directions rvenconirent cet axe, ou lui sont pa-
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: Les percussions paralléles se déterminent
mmédiatement; ce sont les Composantes, suivant
Cette direction, des quantités de mouvement qui
ont €t imprimdes au mobile : nous en ferons ahs-
traction , comme dans le u° 385 ; et nous suppo-
serons que le mouvement de rotation soit celui
qui a été produit par un choc perpendiculaire & la
direction de l'axe fixe, et auquel répond la for-
mule (1).

ralleleg.

Prencns le point P pour le centre de gravité de t,
et la droite PA pour la direction de ‘sa vitesse avant
le choc, de maniére que [ soit la distance OF de cette
droite 2 I'axe Oz. Dans e plan perpendiculaire 3 cet
axe fixe, et comprenant la droite PA, menons par le
point O de cet axe deux autres axes rectangulaires
Ox et Oy. Soient x, ¥, z, les trois coordonndes de
dm, rapportées aux axes Ox, Oy, 0z; la vitesse re
de ce point matériel étant perpendiculaire au rayon r
et paralléle an plan des x et ¥, 1l est aisé de voir
que les cosinus des angles qu'elle fait avec ces trois

axes sont — 2, £ et zéro en supposant que la ro
sout —, 2 » en supposant q

tation ait lieu dans le sens indiqué par la fleche s ;
par conséquent, elle se décomposera en deux vitesscs
—J® etxw, paralleles aux axes Ox et Oy. Les com-
Posantes des quantités de mouvement de tous les
points dy corps suivant ces directions, seront done
— @[ydm et wfxdm, ou, ce qui est la méme chose,
— oMy, et oMx,, en désignant toujours par M Ia
masse entiere apres le choc, et representant par x, et
7, les valeurs de o et » qui répondent 2 son centre
6..
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de gravité. Les sommes des momens de toutes ces
quantilés de mouvement, par rapport au plan des a
et y, seront — @fyzdm et afazdm; elles devront
étre égales (n° 54) aux momens des forces totales
— @fydm et ofxdm, par rapport au méme plan,
cest-d-dire, & — oMy 2 et @Max 7", en appelant 2/
et 2 les distances de ces deux forces a ce plan; on
aura donc

My & = [yzdm, Mxz'= fazdm, (2}
pour déterminer ces deux quantités z’ et 2", positives

ou négatives.
Cela posé, les quantités de mouvement perdues

par tous les points de la masse M, et qui se font équi-
libre au moyen de I'zxe fixe, pourront étre rempla-
wées par une force @My, parallele a l'axc des x et si-
tuée i ila distance z' du plan des & et y, par unc
force — wMax,, paralléle a I'axe des y et situde a
la distance z” de ce plan, et par la force uv, 2 la-
quelle on conserve sa direction, du point P vers le
point A. Ces trois forces se reduiront au moins a
deux , qui rencontreront laxe fixe, et exprime-
vont' les percussions qu’il éprouve, perpendiculai-
rement 2 sa longueur. Quand elles se réduiront i
une seule , 'axe éprouvera une percussion u nique, et
il suffira que le point ou il sera rencoutré par cette
force soit supposé fixe, pour que cek axe puisse ré=
sister,

388, Si la droite Oz est un des trois axes prin-
cipaux de M, qui se coupent au powt O, on aura

fxzdm = o, [rzdm = o.
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Les distances 2 et z” seront donc nulles; et les
forces oMy, et — wMax,, ainsi que la force o,
€tant toutes trois comprises dans le plan des x et y,
la percussion unique, & laquelle elles se réduiront ,
passera par le point 0. Pour en déterminer la gran—
deur et la direction, soient R cette force, a et 4 les
angles qu'elle fait avee les axes Ox et Oy, z et € les
angles que fait la droite PA avec des paralléles i ces
axes, menées par le point P ; nous aurons

Recosa = pvcos o + oMy, ,

Reosbh = pvcos€ — oM, ;

et comme la valeur de ® est donnéde par la for-
mule (1), et que les coordonnées x, ¢t y, du centre
de gravité de M sont aussi connues, il n’y aura rien
dinconnu dans ces valeurs des deux composantes
de la foree R.

Puisque cette résultante doit passer par le point
0, il faudra que la somme des momens de ses trois
composantes , par rapport 4 ce peint, soit égale a
zéro. Or, en désignant par »' et & les distances aux
axes Ox et Oy des forces @My, et — wMux,, parals
leles & ces droites, et ayant égard au sens dans le
quel ces denx forces et la percussion wv tendront
a faire tourner autour du point O, on en con=
clura

oMy, y' + oMxax’ — pof = o;

J étant toujours la perpendiculaire OF abaissée du
point M sur Ia droite PA. Cest, en effet, ce quiil
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est aisé de vérifier; car en considérant les momens
par rapport aux plans des x et z et des y et 3, de
toutes les quantitdés de mouvement paralléles 2 ces

plans, dont les sommes sont — @My, et wMx,,
on aura

My y = [y*dn, Mxx' = [x*dm,

et ces valeurs, jointes a celles de @, rendent iden-
tique I'équation précédente.

Pour que l'axe fixe n’éprouve aucune percygsion,
il est aisé de voir qu'il faut d’abord que les Jis-
tances z' et Z’ soient nulles; en vertu des équa-
“tious (2), cela ne peut donc arriver que quand la
droite Oz est un des axes principaux qui se coupent
au pont O, ainsi que nous venons de le supposer.
Cette condition remplie, il faut, en outre, que la
force R soit nulle; ce qui exige quion ait

preose = — oMy,, uvcosb = oMz,
On en déduit

X COSea

— C—I—I:O:‘,

¥, cos

équation qui exprime que la droite PA doit éire
perpendiculaire au plan passant par l'axe fixe et par
le cenire de graviié de M. De plus; en désignant
par 7, la distance de ce point a cet axe, les dqua-
tions précédentes donneront

prer = e M2 (x,’ -‘P—J’,’) = &'M*r?;

et si 'on met pour @ sa valeur fournie par la for-
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mule (1), on en conclura

\

& Jridm
o sl
Ainsi, quand un corps solide, retenu par un axe
fixe, est frappé par un second corps dont la masse
demeure attachée i celle du premier, il faut, pour
qu’il n’y ait aucune percussion sur Vaxe fixe, 1°. que
le choc soit dirigé dans le plan de deux droites qui
font, avec I'axe fixe,, un systéme rectangulaire d’axes
principaux du corps formé des deux masses réunies;
2°. que sa direction soit perpendiculaire au plan du
centre de gravité de ce corps et de I'axe fixe; 3°. que
cette direction PA rencontre ce plan en un point
dont la disiance J & Yaxe de rotation est donnée par
la formule précédente. Ce poiut est ce qu'on appelle
le centre de percussion.
389. Pendant qu'un corps solide tourne autour
un axe fixe, les forces centrifuges de ses diflérens
points exercent sur cet axe des pressions que nous
allons déterminer, et qui sont les. seules qui aient

&

lieu dans le mouvement uniforme ou les points du
mobile ne sont sollicités par aucune force motrice.
En conservant les notations préeédentes, on aura
re»*dm (n® 16g) pour la force centrifuge de I'élément
dmn , dont la vitesse est 7w, et qui déerit un cercle du
rayon r; et comme celte force est dirigée suivant le
prolongement de r, les cosinus des angles qu'elle fait

=i o | ¥ ’ -
4vec les axes des X, F, B4 seront s et zéro. Si

donc on la transporte au point ou sa direction ren-
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contre axe Oz, elle pourra étre remplacée par deux
forces comprises dans les plans 20z et »0z, paralidles
aux axes Ox et Oy, et égalés a xe*dm et yordmn. La
meéme chose ayant lieu pour tous les élémens du
mobile, on en conclut que laxe Oz sera tivé, sui-
vant ces directions, par des forces qui auront pour
valewrs @*fedm et @*(ydm, ou, ce qui est la méme
chose, &*Mx, et &*My,, d'aprés les notations pré-
cédentes. On voit aussi que les distances 2’ et z” de
ces deux pressions totales, au plan des x et y, se-
ront données par les équations

Mx s = fazdm, Myz"= (yzdm, (3)

inverses des équations (2) relatives aux percussions,

Lorsqu'on aura z'=2" les deux pressions w*Mzx,
¢t w’My, , seront appliquées en un méme point de
l'axe 0z; elles se réduiront a une seule force perpen-
diculaire a cette droite, dirigée dans le plan qui com-
prend le centre de gravité du mobile, et dont »*Mr,
sera la valeur; 7 étant Ja distance de ee centre a 'axe
fixe. .

Ce cas aura lieu toutes les fois que Oz sera un des
irols axes principaux qui se coupent au point 0. Dans
ce cas, les seconds membres des équations (3) seront
nuls, et 'on aura 2’ =o0 et 2" = 0. La pression
unique que l'axe éprouvera pendant le mouvernent
de rotation passera donc par le point ; en sorte
quil suffira que ce point soit fixe, pour que ceite
pression soit déirvite, et que 'axe demeure immo-
bile. Quel que soit le point fixe O appartenant 4 un

“corps solide; ou lié invariablement i ce corps, il vy a

)
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donc loujours trois droites rectangulaires, passant par
€€ poiant, autour desquelles le corps peuat tourner,
Sans que ces axes de rotation se déplacent, et comme
8'ls éiaient enticrement fixes.

Telle est la propriété relative au mouvement unj—
forme de rotation, dont jouissent les droites que
lous avons nommeées axes principauzx. Elle leny ap-
paritent exclusivement ; car si le corps tourne autour
d’'une droite Oz, qui ne soit pas un des trois axes
principaux relatifs au point fixe 0 » les deux pres-
sions @*Mux, et @*My, seront, en genéral , irréducti-
bles a une seule, ou bien, si elles se réduisent & une
seule, a cause de z’ = 2", ceite pression unique pas-
Sera par un point différent de O ; par conséquent, il
faudra qu’un second point, ou Faxe entier, soit sup-
posé fixe, pour que les pressions dues aux forces
centrifuges soient détruites, et que Taxe de rotation
ne soit pas déplacé pendant le mouvement, °

Quand un corps retenu par un point fixe 0, et qui
n'est soumis & aucune force motrice » aura commencé
a tourner autour d’'vn des trois axes qui se coupent
en ce pomt, le mouvement continuera indéfiniment

sautour de cette droite. Cela aura lieu, par exemple,
st le mobile est mis en mouvement par un choc di-
rigé dans le plan des deux autres axes principaux re-
latifs & ce point O, puisqu’alors d’aprés le numéro
précédent, les percussious qu'éprouvera Paxe, dans
le premier moment, se réduiront i une seule qui
PASSETa par ce point fixe, et sera détruite par sa ré-
sistance. 8i O est un des points particuliers pour les-
quels tous les momens d'inertie sont égaux, l'axe au~
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tour duquel le corps commencera & fourner sera
nécessairement un axe principal ; et, de quelque ma-
niere que le carps soit mis en mouvement autour de
ce point fixe , Vaxe de rotation demeurera immobile.
Ainsi, un.ellipsoide de révolution, ou un parallélé-
pipede, retenu par un des puiuls dont nous avons
déterming précédemment la position (n° 553), tour-
nera toujours autour dun axe immobile. Il en sera
de méme 4 I'égard d'une sphére dont le centre est
fixe, ou d'un cube retenu par le point situé a I'inter-
section de ses trois diagonales; et de plus, dans ces
deux derniers cas, le point fixe étantle centre de gra-
vité, laxe de rotation demeurera encore immohile,
quoique le corps soit pesant. Dans le cas genéral , les
forces motrices qui agivont sur le mobile, produi-
ront, comme les forces centrifuges, d(,s pressions sur
I'axe de rotation, qui contribueront & le déplacer,
quand elles ne se réduiront pas & une seule force pas-
sant par le point fixe.

590. Si la droite Oz est ua des trois axes prinei-
paux qui se coupent an centre de gravité G du corps
que Yon considére, elle sera encore un des trois axes
principaux de ce méme corps au point quelconque Og

le sa direction. En effet, soit 9 la distance 0G de ce

ct,ntae au point O, Sans changer la direction précé-

dente des coordonnées x, 7 %, transportons leur

origine au point G; celles de 'élément guelconque

dm deviendront .r, ¥y 3—"y; €ty d'apl‘és la défimtion

des axes principaux, on aura

,ﬁr (x- o ;1:) dm :_[.r:dnz _— f-?f-‘f[f!& =265
Sy (z=—=2)dm = fyzdm — y [ydm = o.
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De plus, le point G étant sur l'axe des z, on a
Sxdm = o et fydm = o; il en résulte donc
JSxzdm = o et fyzdm = o; dot T'on conclut que
Oz est un des trois axes principaux qui se coupent
au point 0.

On déterminera la direction des deux autres axes
principaux dans le plan des a et ¥, par la transfor-
mation des coordonnées. Soient o’ el 7" celles de din
pir rapport a ces deux autres axes; il faudra qu'on
ait * :
[xy'dn=o0, fxzdn—o0, [yzdn=o;

mais si ['on appelle b I'angle compris entre axe des
a’ et celui des @, on aura

x'=uxcosl —ysinl, y=axsinf-4ycosh;

or, en substituant ces valeurs dans les équations pré-
cédentes, les deux dernitres disparaissent & cause de
Sxzdm = o et [yzdm = o; la premiére devient

(cos* 8 — sin® 8) fxydm - sin @ cos § (fx*dm — [y*dm)=o;

et Pon en tirera la valeur de §. Les intégrales que
cette équation renferme pourront changer de valeur
avec la position du point O; en sorte que le long
de l'axe Oz, les deux autres axes principaux ne se~
ront pas, en général, paralleles & enx-mémes.

Les quatre équations

Jrdm=o, frzdm=o, [ydm=o0, [yzdm=o,

ayant lien en méme temps, il suit des deux pre-
mieres que les pressions paralléles et comprises dans
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le plan des.x et z, qui proviennent des forces cen—
trifuges, se véduisent & deux forces dgales et di-
rectement opposées; et en vertu des deux derniéres
équations, la méme chose a lieu & égard des com-
posantes comprises dans le plan des y et z. Par
conséqucnt, lorsclu’un corps tourne autour de l'un
des trois axes principaux qui se coupent 2 son centre
de gravité, les forces centrifuges de tous ses points
ne produisent aucune pression sur I'axe de rotation ;
et si_le mouvement a commencé autour d'un tel
axe, il continuera indéfiniment, sans que cette droite
ait aucun point fixe, en supposant toujours qu’au-
cune force motrice n'agit sur le mobile.

Ce résultat est évident dans le cas d’un ellipsoide
tournant aulour d'un de ses trois axes de figure ;
car tout étant symétrique autour de chacune de ces
droites, il n'y aurait pas de raison pour qu'clle
éprouvat une pression dans un sens piutdt que dans
le sens oppose.

§ II. Mowvement de rotation varié.

591. Soit toujours dm vn élément quelconque de
la masse du mobile, tournant aviour de Vaxe fixe
Oz (fig: 5). Par un point 0, pris arbitrairement
sur celte droite, menons deux autres axes fixes Ox
et Oy, perpendiculaires entre eux et & Taxe Oz; et
au bout du. temps quelconque ¢, désignons par x,

7y %, les trois coordonndes de dm, rapportées a ces

axes Oz, Oy, 0z, Au méme instant, les compo-
santes de la vitesse, paralléles a ces droites, seront
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dx dy

E! o g: Or, quelles que soient les forces appli-
queées i V'élément din, je les décompose paralléle-
ment a ces mémes axes; et, au bout du temps ¢z,
Je désigne par X, Y, Z, les composantes suivant
les , ¥, z, positives, de la force accélératrice don.
née qui agit sur ce point matériel. Si ce point était

4 de dy dz :
libre, les composantes — (%, FE de la vitesse ,

augmenteraient de Xdz, Ydr, Zdt, pendant Iins-—
tant dZ (n° 147); mais ces fonctions du temps aug-

4 iz - dx
mentent réellement de leurs différentielles 4. &*

dt’
7 dr; dz ; s
d. 4> @75 par conséquent, les vitesses perdues

pendant l'instant df, suivant les directions des coor-
données , sont

- dx 7 dy ; dz
Lf{t—({-z, ldt_d.x’ de—'dt.a.

En les multipliant par dm, et divisant
aura

(X— %;) dm, (3 o %g')dm-, (Z Qe

de

par dt, on

)dm,

pour les composantes de la force perdue par Pélé-
went dm, pendant cet instant d, i raison de s

a liai-
. 2 = 7

son avec les antres points du corps et avee Paxe de
rotation. Doxc, en vertu du principe du n® 550, I'é-
quilibre devra avoir lien autour de cet axe fixe,
enire de semblables forces appliquées & tous les points
du mobile.

Pouz former Véquation de cet equilibre, il suffira
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de mettre les deux premicres des trois forces prece-
dentes 2 la place de P cos« et Pcos€, dans le pre-
mier terme de I'équation (5) du n° 266, et d'égaler
ensuite a zéro la somme des valeurs de cette quan—
tité, pour tous les points du corps, laquelle somme
sera une intégrale étendue a la masse entitre. En
faisant passer les différentielles dans le premier mem-
bre et les forces données dans le second ; nous aurons,
de cette maniere,

[(= o —r ) dm = [(@¥ —yX)dm, (1)

pour I'équation demandée, qui sera celle du mouve-
ment de rotation autour de Vaxe des z.

502. Soit  la vitesse anfulaire au bout du temps £;
ct supposons que l'on considere cette quantité comme
positive ou comme négative, selon que le mouve-
ment de rotation aura lieu dans le sens indiqué par
la fleche s, ou dans le sens opposé. Soit aussi r le
rayon du cercle que décrit din, ou la perpendiculaire
abaissée de ce point sur U'axe Oz; sa vitesse absolue
sera re, et on aura

de 5 dy
T e, g = xe,

pour les valeurs de ces deux composantes, En effet , 81
P estla projection de dim surle plandes x et y, et qu'on
tive le rayon OP et la perpendiculaire ()PP’ 3 0P, la-
quelle coupe en Q et Q' les axes Ox et Oy, on aura

VP ==t I & e VT x
DP =r, cos QP = —=, cos yQ'P' = ol
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etrcomme la vitesse 7@ sera parallele A la droite
QPP ce sera par ces cosinus qu’il faudra la mul-
tiplier, pour avoir les valeurs de ses composantes
(}“l‘ (;';«'
d? et -{[!7 #

En ohservant que a* 4 »* = 1", on déduit de
ces valeurs

xdy — ydx = r'odt. (2)

Je difiérentie par rapport a £; a cause que le rayon r
est constant, on a

xdy — yd'x = ridedt;

et do étant une quantilé commune i tous les poinis
du corps, qui doit étre regardée comme constanle
dans T'intégration relative & dm, I'équation (1) de-
vient

Z:f frdm = (Y — X)) dm; (3)

ce qui fera connaitre la valeur de dem, correspondanie
a une position donnée du mobile.

Si l'on décompose la force accélératrice qui agit
sur dm en deux autres, I'une parallele a l'axe Oz,
et Vautre comprise dans un plan perpendiculaire 2
celte droite, on pourra faire abstraction de la pre-
miere, qui ne peut contribuer au mouvement de ro-
tation; la seconde , que j'appellerai @, sera la résul-
tante de X et Y. Je projeite les trois forces X, Y, ¢,
sur le plan des = et y; je suppose que PC soit la
direction de ‘@ ainsi projetée ; et jappelle % la per-
pendiculaire OH abaissée du pointO sur PCou sur son
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prolongement. Eu considérani les momens par rap-
port au point O, on aura (n° 46)

Y — yX = = /o,

selon que la force @ tendra i faire tourner dans le
sens de la fleche s, ou dans le sens opposé. Fappelle
ausst J' 'angle Q'PC que fait la droite PC avec Ia
perpendiculaire PQ' au rayon OP, menée danc le
sens indiqué par la fleche s. Cet angle sera aigu ou
obtus, selon qu'on devra prendre le signe supérieur
ou le signe inférieur dans 'équation précédente ; 4
cause de OP = r, on aura donc toujours
k= roosd;

et, au moyen de ces valeurs, Véquation (3) de-
viendra

7l
;—{:[ r‘dm — [ro cos d'dm.

Or, si les forces données n'agissent sur le mobile que
pendant un temps trés court; qu'elles soient néan-
moins capables de produire, pendant cet intervalle
de temps, des vitesses données qui ne soient pas trés
petites ; et que pendant ce méme temps les directions
de ces forces, non plus que les positions des points
du mobile, ne changent pas sensiblement, on aura,
en intégrant par-rapport a ¢ les deux membres de
cette €quation ,

r.?fr’{ﬁn = [ivcosd' dm ;

¢ étant Pintégrale /odf pendant la durée de Paction
des forces, cest-ii-dire, la vitesse que la percussion
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exercée sur din imprimerait 4 ce point matériel , sil
était entiérement libre. Cetle équation est celle du
Mouvement uniforme de rotation, et I'on en dé-
duira, sans difficulté, les formules du n° 586,

Dans le mouvement varié , Téquation (3) se change
€n une équation différentielle du second ordre 5 ae
laguelle dépend la position du mobile & chaque ins-
tant, et sa vilesse en fonction du temps, ainsi qu'on
le verra tout & 'heure par un exemple; mais anpapa-
vant il counvient de déterminer les pressions que l'axe
de rotation éprouve pendant la durde du mou-
vement.

593. Je considérerai seulement les pressions per-
pendiculaires 4 cet axe Oz, qui sont dues aux compo-
Santes paralléles anx axes Ox et Oy, des forces perdues
par tous les points du mobile, dont les résultantes
devront couper I'axe fixe.

En appelant U et V les sommes de toutes ces forees,
on aura, d’apres le n° 501,

Us [ (X = G)dn, V= [(Y=52) dm;

et si l'on désigne par # et ¢ les distances des forces
totales U et V au plan des 2 et ¥, on aura
ausst (ne 54)

Uu ::f(X == %f) zdm, Vo :_—-_f Y — ij—) zdm,

de*

FLit dr  dy
En vertu des valeurs precédentes de = et "}?}' on a
i

. 7
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d*x da o o B0 x
7&;:’- f— _.:) d? — Ef_ e '——‘)' -(-f? — 0GR,
d’f — dw 93
= +( dt _'Tdt Je.

J'élimine g;f au moyen de 'équation (3); je désigne

par «, et ¥, les valeurs de x et y qui répondent aun
centre de gravité du mobile, et par M sa masse, de
sorte qu'on ait

Jxdm = Mzx,, [frdn = My,;

d*x d?
en substituant ensuite les valeurs de ° = et Tfr%’ dans

les formules précédentes, elles devienuent

llE== I\lx > +jkdﬂl+ J’fk-l'Y j}x)dm

jr*dm .

v — ]M)"’GJ’ + fo]”Z. 55 'r:j.(‘:rY _]}&) dm

frdm 8
Uu = o'fxzdm -+ [zXdm ﬁz‘f’“-f}'iznjy)\)dm’
Vo = @*fyzdm + [zXdm — fxzdm.lgizfrl;:y).&)dm.

Quand la vitesse angulaire @ sera connue, ces équa-
tions feront connaitre les pressions U et V paralléles
aux axes Ox et Oy, que 'axe Oz aura i supporter,
et les distances u et ¢ comprises entre le point O et
les points d’application de U et V sur cet axe. Lors-
que les forces X et Y sont nulles, ces résultats coin-
cident avee ceux du n® 58g. Quand la droite Oz passe
par le centre de gravité du mobile, on a ax,=o0 ¢t
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J,=09, et, conséquemment ,

U= [Xdn, V = {Ydm;

en sorte que la charge totale de I'axe fixe est la méme
que dans I'état d’équilibre ; mais elle est, en général,
autrement distribuée. Si I'axe fixe est, en outre, un
des axes principaux qui se coupenl au centre de gra-
vité, on a aussi fxzdm=o et __fyzdm —o0; il eg'ré-
snlte

Uu = [zXdm, Vv = [zYdm;

et la charge de l'axe se trouve partagée, dans I'état
de mouvement, comme dans I'état d'équilibre.

594. Appliquons actuellement 'équation (3) au
cas d'nn corps pesant, tournant autour d'un axe
horizontal.

Sil'on désigne par g la pesanteur, ¢t qu'on sup-
pose I'axe Oy vertical et dirigé dans le sens de cette
force, on aura

Xi=. gy = g;
et, a cause de fxdm = Mz, , V'équation (3) se ré-
duira i

%? Srdm = gMx,. (4)

Au bout du temps ¢, désignons par f langle com .
pris entre le plan mobile qui passe par le centre de
gravité dn corps et le plan fixe des y et z; angle que
nous regarderons comme positif ou comme négatif,
selon que le plan mobile se trouvera, relativement
au plan fixe, du ¢oté de axe des @ positives ou du

70
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cité opposé. Soit @ la distance constante du centre de
gravilé a l'axe Oz; on aura

,x'; —t aSi[l 9 H

‘et, d'apres le sens de la vitesse @, positive ou néga-

tiye , on aura aussi
d3
G = — =3

P
L ]

ce qu'on déduit également de I'équation (2), appli-
quée au cenire de gravité, c'est-a-dire, aux valeurs
xsinf, ycosB, a, de &, y, r. Soit enfin MA* le
moment d’'inertie du corps par rapport & un axe
passant par son ceutre de gravité et parallele 2 Qz;
% sera une ligne de grandear donnée; et, d’apres le
théoréme du n°® 374, nous aurons

Sirdm = M(a* + k),

pour le moment d’inertie par rapport a l'axe de ro-
tation.
Au moyen de ces valeurs de x,, @, [r*dm, V'équa-
tion {4) devient
420 gasin

dr T T @R

En multipliant par 2df, et intégrant, on aura donc

di 2g'a cos 8

dr* at - k2

-‘.:L‘;

¢ étant la constanle arbitraire. 81 'on suppose quon
ait, a Porigine du mouvement,

di

& = ik

:d'ﬁ *
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cetle constante aura pour valeur

25 Cos a
ar-fe= ?

c = * —

et il en résultera, a un instant quelconque ,

dasg sga (cosa — cos b)
de T & = A

Q. (@

Cette équation est celle du mouvement d’'un pen-
dule de forme quelconque, tournant autour d’un axe
horizoutal. Dans son état d'équilibre, le plan passant
par son centre de gravité et par I'axe fixe est hori-
zontal, et 'on a a=0, Q=0, §=o0. On écarte
le corps de cetle position, de sorte que ces deux plans
comprennent un angle donné «. Si on I'abandonne
ensuite a lui-méme, on aura Q==o0; si, au con-
traire, le mobile éprouve une percussion i Porigine
de son mouvement, la vitesse initiale © devra étro
déterminée parles régles du n° 586, ou donnée d’une
maniere quelconque; et, dans tous les: cas, I'équa-
tion (@) fera conmaitre la vitesse angulaire du mobile
a un instant quelconque, d’apres la position de son
centre de gravité. En la résolvant par rappoit & df,
et intégrant, on aura la valeur de # en fonction de 6
ou réciproquement; ce qui déterminera la position
variable de ce centre, et, par conséquent, celle du
mobile a chaque instant.

595. 8ice corps pesant se réduit & un point matériel,
attaché a I'axe Oz par un fil inextensible et inflexible,,
dont on néglige la masse, et qui soit perpendiculaire 2
0z, on aura le cas du pendule simple, d’apres la défi-
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nition da n° 17g. En appelant  sa longueur, on aura
a=1; M sera Ja masse du point matiériel ; et le mo-
ment d'inertie M (a*~-4*) devra se réduire au pro-
duit de cette masse et du carré de sa distance 7 &
Yaxe fixe. On aura donc £ = o; par conséquent,
Véquation (a), appliquée a ce cas particulier, de-
viendra

d5t 2g
S -t ¥ (cose — cosl) = Q2; (b)
et, en effet, il est aisé de vérifier qu'elle s’accorde
avec l'équation (1) du n° 180, relative au mouve-
ment du pendule simple.

En comparant les équations (a) et (b), on voit
que ce mouvement coincidera avec celui d’un pen-

dule quelconque, toutes les fois que les coefficiens
22 2ga 3 2 = o
~ et Zop o par lesquels ces deux équations diffe-
rent I'une de I'antre, seront égaux , clest-i-dire,
lorsqu’on aura

l=a-—{—§. (c)

Cest donc d’aprés cette formule que T'on calculera,
ainsi que nous l'avons annoncé dans le n° 179, la
longueur du pendule simple, correspondant & un
pendule donné; les denx quantités a et k quelle
renferme pourront toujours se déterminer exacte-
ment, ¢u par appmximation » 40 moyen des regles
connues, quand on connaitra la forme du pendule
COMPOSE.

Lorsque ce pendule fera de tres petites oscilla~
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tions, il en sera de méme 3 Pégard du pendule
simple. 8i l'on désigne par T la durée d’une oscil-
lation entiére, on aura donc (n° 182)

i!

™

En comptant, pendant un temps considérable , le
nombre des oscillations du pendule composé, et di-
visant le lemps total par ce nombre, on aura la
valeur de T; et en la substituant, dans cette der—
niere formule, avec la valeur de [ correspondante
au pendule qu'on aunra employé, on en conclura,
comme nous I'avons déja expliqué (n® 1g2), la me-
sure de la pesanteur g avec une extréme précision.
Les longueurs du pendule simple étant entre elles
comme les carrés des durdes des petites oscillations,
si Pon appelle A la longueur du pendule a secondes,

¢t quion prenne la seconde pour unité, on aura
aussi

T:W\/g_:f’ B

1
-'f; ’
pour calculer la valeur de A d’aprés celles de Zet T.
596. Si l'on trace dans l'intérienr du pendule
composé, au-dessous de-son cenire de gravité et
dans le plan de ce centre et de I'axe de rotation .
uhe droite paralléle i cet axe, dont / soit la distance
2 ce méme axe, le mouvement des points de cette pa-
rallele ne sera ni accéléré ni retardé par leur liaison
avee les autres points du corps. Parmi tous les points
de cette droite, on appelle proprement centre d'os~
cillation le point situé sur la méme perpendiculaire
a l'axe que le centre de graviié.

7
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Soient ABD (ﬁg. 6) la section du pendule perpeu-
diculaire a Paxe de rotation et passant par son centre
de gravilé, G ce centre, et C le point ol cette section
est coupée par Vaxe ; prolongeons la droite CG jus—
quen 0, de sorte qu'on ait

G =a, GO = A

(?,

ct, conséquemment,
4 ".ﬂ .
G0 = a4 = L.

Le point O sera le centre d'olsci]lation; et apres avoir
fait osciller le pendule donné autour de I'axe per-
pendiculaire 4 la section ABD et passant par le point
C, si on le renverse et qu'on le fasse osciller de nou-
veau autour de l'axe passant par le point O et per-
pendiculaire 4 cette méme section,, le point G devien-
dra le centre d’oscillation ; théoreme que 'on énonce
ordinairement en disant que les centres C et O de
suspension et d’oscillation, sont réciproques 'un de
Pautre.

En effet, dans les deux cas, le moment d’inertie
MA® est le méme, puisqu’il se rapporte toujours i
Yaxe perpendiculaire 3 ABD et passant par le point G;
en sorte que la quantité & ne changera pas. De plus,
soit O le point du pl‘olongement de 0G qui sera le
centre d'oscillation, quand O sera deveny le centre
de suspension ; en appelant I la distance 00, sa ya-
leur se déduira de la formule (¢}, en y mettant 0G au

! - k* .
lieu de CG, cest-a-dire, —au lieu de «; on aura
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dorc - >
l.:
l’::-:-+-ﬂ=l, OO’:CD;
144
et , conséquemment , le point O’ coincidera avec le
point C.
3g7. La durée des oscillations izés petites, autour
des deux axes perpendiculaires 8 ABD et passant
par les points C et O, est la méme et égale 2

:j;r \/ {:; [ étant toujours la distance CO. Réciproque-
o]

ment, si la durée des oscillations trés petites est la
méme autour de deux axes paralleles, dont le plan
contient le centre de gravité G, et qui n'en sont pas
€quidistans, leur distance mutuelle sera la longueur
[ du pendule simple qui oscille aussi dans le méme
temps.

En effet, soient a et @' les distances indgales du
centre de gravité i ces deux droites paralléles, et,
conséquemment, a - @ leur distance mutnelle ;
soit aussi MA* le moment d'inertie par rapport i axe
parallele passant par le centre de gravité. Puisque la
durée des oscillations est la méme autour des deux
droites, il faudra qu'on ait

e ke
, _
[ = J 4 =3
d+ = + =

d'ou Yon tire

donc, en rejetant la premiere valeur de &', nous
AUrons




TRAITE DE MECANIQUE.

-

@
62-'—:1’=a+

Par conséquent, si I'on mesure la distanuce 4 -+ af
des deux axes \.ync]]ronts on aura la longueur du
pendule sm]pl:, qui correspond a la durée commune
de leurs oscillations.

Ce moyen a été employé avec succeés, en An-
gleterre, pour déterminer la longueur du pendulu
simple , sans aucun calcul relatif i la forme du pe n—
dule composé (*).

598. Il y a une infinité d'axes différens autour
desquels les petites oscillations d’un méme corps
sont d’égale durce.

abord, 1l est évident que la valeur de 7 et la
durée des oscillations seront les mémes pour tous
les axes de suspension paralléles entre enx et équi-
distans du centre de gravité, puisque, pour lous
ces axes, les quantités k et a, comprises dans la
formule (), ne vartent pas. On peut aussi changer
la direction de ces axes et leur distance au centre
de gravité, sans que la valeur de [ soit changée;
car si I'on appelle a, €, 5, les angles que la pa-
rallele a Taxe de suspension, menée par le centre
de gravité, fait avec les t#is axes principaux qm
se coupent en ce pOI ot , et que Foun defﬂgne pm‘ >
B, C, les momens dmartle relatils a ces axes, et
par M:{", comme précédemment, celui qui répond 4 la
parallele, on aura, d’apres I'équation (¢) du ne 375,

¥) Transactions philosophigues, année 188§,
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Mk — A cos*e -+ Bcos*€ 4 C cos® Aie
et, par conséquent ,

A cos® ¢ =+ B cos® § 4 ( cos®y
e Ma -

Or, on peut évidemment donner a a, «, €, 3,
une infinité de valeurs différentes, pour lesquelles
cette valeur de / restera la méme. ;

Si I'on voulait que cette fonction ¢ fut un minimum
par rapport aux variables @, a, 6, ¥, il résulte de sa
forme quen supposant A la plus petite des trois cons-
tantes A, B, C, il faudrait d'abord quon eit 2 =o,
€ =go°, 3 =go°, et, conséquemment,

= Ma*4 A

S LMt
; ] 43 X A
d'oti Pon conclut, par la regle ordimaire, a = \/ 5
pour la valeur de @ qui répond au minimum, et.

l=2 \/ = our ce minimum. :
'=2\/ 5 P 4 .

599. Nous savons que la résistance d'un: milieu
n'influe pas sur la durée des petites oscillations du
pendule simple, d'une longueur donnée (n°1go); mais
il faut aussi prouver que cetie force ne change pas
non plus la longueur du pendule simple, dont le
mouvement est le méme dans l'air que celui d'un
pendule donné, dans ce méme fluide.

Or, pour déterminer ce mouvement, il faut joindre
aux forces Xdm et Ydm , que renferme le second
membre de Véquation (3), et qui agissent sur tous
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les points de la masse du mobile, les composantes
de la résistance de T'air, exercée sur les élémens de
sa surface, Supposons donc que cetie résistance soit
exprimée, géndralement , par la somme de plusicurs
puissances de la vilesse, et, pour une vitesse quel-
conque v, représentons-la, sur 'uniié de surface par

Av* Y Av* 4 Av? - ete. ;

A, A, A", ete., 2, @/, a", ete., étant des constantes
données. Soit p la distance d’un point M de la sur-
face du pendule , a Paxe de rotation ; sa vitesse, an
bout du temps #, sera pw, en désignant toujours
par o la vitesse angulaire a cet instant. Si ’on ap-
pelle ¢ l'angle que fait sa divection avee Ia partie
intérieure de la normale en ce point, on aura pe2 COS €
pour sa composante suivant cette droite; et d’apres
ce qu'on a dit précédemment (n°® 365 ), Cest cette
composante normale qu’il faudra employer pour la

~vitesse ¢, dans l'expression de la résistance qui ré-
® pond au point M. En appelant ds Vélément diffé-

rentiel de la surfale, en ce méme point, et Rds la
résistance exercée sur cet élément, on aura done

R = Af*w”cos™c 4 AP w* cos™e 4~ etc,

Je désigne par u et v les angles que fait la normale
intéricure au point M, avec des paralléles aux axes
des x et des y, menées par ce point; les compo-
santes de la résistance suivanl ces droites seront
Reos uds et Reosyds; et sil'on appelle af et 7 les
valeurs de & et y qui répondent au point M, on aura

& 'Reos vds — ¥R cos pds |
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pour la partie du second membre de Péquation (3),
relative 2 'élément do ; par conséquent, en prenant
]’iﬂtégrale de cette quantité dans toute la portion de
a surface du mobile qui éprouve la résistance du
milien, on aurala quantité qu'on devra ajouter a ce
second membre , pour avoir égard & cette résistance,
Je fais, pour abréger,
x'cosy —-r)*’ cosp = {,

et cette quantité aura pour expression :

) e r ’
Ao*ftr*cos sds A'o*[7¥ cos” edz 4 elc.

1l est visible que  est la longueur de la plus courte
distance entre I'axe de suspension et Ja direction de la
vilesse pw du point M, comprise dans un plan per-
pendiculaire & cet axe; ¢ ue dépend done pas du

lemps, non plus que T'angle ¢ et le rayon p; par con-
sequent, si 'on fait

o JOpteostids =1, [ cosede = 5/, ete.
ces intégrales 3, 3/, 37, etc. , seront des conslantes
dépendantes de la forme du corps, et dont les valeurs
pourront étre différentes dans deux oscillations con—
sécutives. Pour déterminer leurs limites , On circons-
crira_au mobile, dans sa position d’équilibre, un
cylindre perpendiculaive au plan vertical passant par
Paxe fixe; la courbe de contact de ce cylindre avee
la surface du corps divisera cette surface en denx
parties, dont I'une éprouvera la résistance de Vajp 3
pendant que le mobile se monvra dans un sens , @t
laulre, pendant qu’il se mouvra dans le sens op-
poseé; ces intégrales devront donc s'étendre 3 Fune
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de ces deux parties pour une oscillation entiére , et
3 Tautre partie pour P'oscillation suivante; et quand
ces deux parties seront différentes, les valeurs de 5,
%', %" ete., le seront aussi dans deux oscillations
conséculives. Ces valeurs ne changeront pas, dans le
cas d'un mouvement révolutif.

Cela posé, aprés avoir ajouté la quantité précé-
dente au second membre de I'équation (3), ou, ce
qui est la méme chose , aprés avoir retranché cette
quantité divisée par le moment d'inertie M(a* -+ £*),

d*y =
de la valeur de == du ©v°® 394, nous aurons

dd __ gasinb Ay - Ay “,
ar a® <} & M(a*4-%% 8 Dl(a"_}.l'c‘)w —elc. -
pour I'équation du mouvement dun pendule quel-
conque dans un milieu résistant. On aura de méme
akl e o it 4
ar =—p8nl—Bs"—Bo®—etc.,

pour l'équation du mouvement du pendule simple
dont la longueur est /; B, B/, B, etc., désignant
des coefliciens constans. _

Les vitesses et les positions initiales des deux mo-
biles étant supposées les mémes, si I'on veut que
leurs mouvemens le soient aussi, il suffira et il sera
nécessaire de prendre

St Ee B Ay - Alns

ey Ty Wor Ty B =1t etc.;
{ a* -k (a* + &) M(a* 7+ ?

ce qui détermine la valeur de 7, qui coincidera avec
la formule (¢), et celles de B, B, B”, ctc., pour
toute la durée de chaque oscillation.
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Ainsi, quelles que soient la forme d’'un pendule et
la loi de la résistance du milieu dans lequel il se
"eut, on voit qu’il y a toujours un pendule simple
dont le mouvement est le méme que celui du pendule
donng; que la résistance du milieu dans lequel le
pendule simple doit se mouvoir, se déduit de celle
du milien donné, et de la forme du pendule com-~
posé ; et que la longueur du pendule simple pe dé-
pend que de cette forme, et nullement de la résis—
tance.

Toutefois, il n’en résulte pas que la longueur de ce
pendule correspondant & un pendule donné, soit la
méme dans l'air et dans le vide : la perte de poids
que le pendule composé éprouve dans 'air, et qui
west pas la méme dans I'état de mouvement que
dans I'état de repos, tuflue sur la longueur du pen-
dule simple, véduite au vide , ainsi que nous I'ayons
‘déja dit (n° 191 ).

4o00. Pour déterminer le mouvement d’un treuil
et de deux poids suspendus, I'un ala roue et Vautre
au cylindre , on formera , comme dans le n° 591, la
somme des momens des forces perdues & chaque ins-
tant par tous les points du treuil, puis on ajoulera a
cette somme les momens des forces perdues dans le
méme instant par ces deux poids, et on égalera &
zéro la somme totale de tous ces momens. Or,
Supposons qu'une corde soit enroulée sur la roue et
attachée par un bout a un point de sa circonférence ,
et désignons par m la masse du corps suspendu ver-
ticalement 2 lautre bout; soit aussi 7' la ‘masse du
corps suspendu verlicalement & Textrémité d’une
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seconde corde enroulée sar le cylindre et attachée
par l'autre extrémité a sa surface; au bout du temps ¢,
si U'on appelle & et #' les distances des centres de
gravité de m et m’ au plan horizontal passant par
l'axe du treuil, les forces perdues par ces masses pen-

. d*u &
dant I'instant dt, seront m (g—— F)et m’(g —_ d:iJ;

leurs momens par rapport 4 l'axe du treuil, se
déduiront de ces forces en multipliant la premiére
par le rayon de la roue que jappellerai ¢, et la
seconde par le rayon du cylindre que je désignerai
par ¢'; et parce que ces forces tendent i faire tourner
le treuil en sens contraire I'une de Pautre , il faudra
donner le signe -+ au moment de I'une, et le signe —
au moment de lautre. Pour fixer les idées, je sup-
poseral que ce soit la premiére force qui tende a faire
tourner le treuil dans le sens ou il tourne réellement,
ou, autrement dit, je supposerai que ce soit la
masse m qui descende et la masse m’ qui s'éleve. On
en conclut que le second membre de I'équation (5)
se trouvera augmenté de gme — gm'c’, et son pre-

; d*u L T ol
mier membre , de m ZEe—m —= ¢ ; d'ailleurs Vin-

tégrale que contient le second membre sera z€ro ,
parce qu'elle doit s'étendre 4 tous les points du trenil >

dont le centre de gravité est sur Paxe de rotation ;
on aura donc

da d’u &*u’
= [rdm <~ me — ==t = = glme — m'c") ,

pour I'équation du mouvement du treuil et des deux
masses m et m',
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Pendant toute la durée de ce mouvement » la vitesse
du

7 de m est égale a la vitesse co du point de la roue

ou la corde commence i se détacher de sa circonfé-

. s du’
rence , et dont le rayon est horizontal; la vitesse <7

de m’ est de méme égale et contraire 4 la vitesse ¢'m
du point de la surface du cylindre, dont le rayon
est aussi horizontal , et qui est situé de I'autre cHté de
I'axe : on a donc constamment

du du'

r
— =W, —=—=—=rc%:
dt T dt 5

au moyen de quoi, I'équation précédente devient

d
(MA* - mc* - m'c™) »3;1 = g(mec — m'c’),

en désignant par M la masse du treuil , et par MA4* son
moment d'inertie par rapport 4 I'axe de rotation.

Si Ton suppose nulles, ponr plus de simplicité ,
les vitesses initiales du treuil et des masses m et m/ 2
on aura, a un instant quelconque,

2y (me —m'cgr
el, sans aller plus loin, on voit que le mouvement
du treuil sera uniformément accéléré.

Les tensions des cordes auxquelles les masses m
et m’ sont attachées, anront pour mesure les forces

perdues par ces masses; en les désignant par T et T',
on aura dope

7 u 0 du
Pzl g =2 A=) o (. e _ﬁ') :
¢ o de /7’ T o dix ) ?

2. 5
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et si Yon appelle p, p', P, les poids de ces corps et
du treuil, de sorte qu'on ait

p= mg, p = mg, p= Mg,
on conclura des équations précédentes

¢ — ple’)pe , e — p'e'Yp’ e’
L P‘xffzqﬁ?%?w E :P"‘ﬁ(ixf—f;?
A cause que le poids p descend, ce qui suppose
pe > p'c’, latension T sera moindre que ce poids,
qui serait sa valeur dans l'état d’équilibre, et la
tension T' sera plus grande que p'.

Les pressions exercées sar l'axe du treuil par les
forces centrifuges de ses différens points, se détrui-
sent évidemment deux a deux, 2 cause de la symé-
trie de ce corps aulour de cette droite. La charge
totale que I'axe éprouvera pendant le mouvement,
se composera donc seulement du poids du treuil et
des tensions T et T; de sorte qu'en appelant IT cette
force verticale, on aura

nN=P-4 T+ T.
En substituant pour T et T’ lears valeurs, il en pré-
sultera

1T ‘ R (]JC——-P’U’)a

ce qui montre que cetle charge est toujours moindre
que celle qui a licu dans Pétat d'équilibre , et qui est
éga]e aP+4-p4p.

401. On appliquera ces différentes formules 2 la
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machine &’ Athood , en y faisant ¢/ = ¢ ; et elles fe-
ront connaitre toutes les circonstances du mouve -
ment des deux poids inégaux p et p/, dont Pun
monte et 'antre descend dans cet appareil.

Si Ton appelle, par exemple, % la hauteur dont
le poids p descend dans un temps donné 8§, on aura
la valeur de % en intégrant celle de du ou de codr,
depuis = o jusqua £ ==08; ce qui donne

‘E{P - ‘”’)(.!g.sr_'
Plo+(p 4+ p)e*

}1. =

Les poids P, p, p', ainsi que le rayon de laroue, sont
donnés; la quantité &* peut étre calculée dapres la
forme de la roue; et l'on peat mesurer la hauteur /.
Par conséquent, si le temps § est donné par Pobser-
vation, cette formule fera connaitre la valeur de g.
Mais quelque soin qu'on apporle dans cette expeé-
rience,, elle ne sera jamais susceptible d’une précision
comparable i celle du pendule ; car, dans celle-ci,
la durde de chaque oscillation s'obtient en divisant le
temps pendant lequel le pendule a oseillé, par le
nombre ires grand des oscillations qu'il a faites: ce
qui rendra toujours l'crreur & craindre, sur la durée
d'une seule oscillation, beaucoup moindre que Per-

reur mévitable sur la mesure du temps § dans la
machine 4’ 4thood.

On fait ici abstraction de 1a masse du fil au quel sont
suspendas les deux poids p et p'; il serait facile &'y
avoirégard dela fnéme maniere que dans le probléme
du 1°356; mais alors 1a 16i du mouvement serait plus
compliquée. On néglige aussi la résistance que Fair

: 8.
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oppose aux mouvemens des deux poids pet p': pour
en alténuer leffet, et aussi pour rendre le temps §
plus facile 4 mesurer, on ralentira ces mouve-
mens , en diminuant exces de I'un de ces poids sur
Yautre.

402. On a aussi employé le pendule pour détermi-
ner la vitcsse des projectiles de Vartillerie. Cette ma-
chine est ce qu'on appelle le pendule de Robins, du
nom de l'ingénieur qui en a le premier fait usage: elle
consiste en une masse irés considérable, retenue par
un axe horizontal solidement fixé. Le boulet dont on
veut connaitre la vilesse, pénctre dans cette masse
sans la traverser, et met le pendule en mouvement ;
on mesure la grandeur de l'arc que décrit un point
déterminé de la masse totale ; d’ol1 'on conclut facile-
ment sa quantité de mouvement, et, conséquemment,
la vitesse du boalet a I'instant ou il a atteint le pen~
dule.

Soient, en effet, AEBF (fig. 7) une section du
pendule par un plan perpendiculaire i l'axe fixe
et par son cenire de gravité, G ce centre, O le
centre d’oscillation (n° 396), C le point ou cette sec-
tion coupe l'axe, de sorte que CGN soit une droite
verticale, dans I'état d’équilibre. Soient aussi B le
point ou le prolongement de cette droile rencontre
la surface inférieure du pendule , BB Iarc de cercle
qui sera décrit par ce point b et dont C est le centre,
E le centre de l'ouverture circulaire que le boulet
fait & la surface du pendule, ou, plus généralement,
la projection de ce point sur le plan de la section
AEBF. Appelons « la masse du boulet, ¢ sa vitesse




DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 1iq
3 Iinstant du choc, f la perpendiculaire abaissée du
point C sur la direction de ¢, projetée sur le plan de
AEBF, M la masse du pendule et du boulet, a la dis-
tance du centre de gravité de M a Paxe fixe, M{a*4£*)
son moment d'inertie par rapport a cet axe ; nous au-
rons (n° 586)

=
o= st

pour la valeur de Q qu'il faudra subslituer dans I'e-
quation (a) du n° 394, dans laquelle on fera aussi
=0, puisque le pendule part de sa position d'équi-
libre. Tl s’en écartera jusqu’a ce que la vitesse angu-
laire soit nulle ; par conséquent, si I'on désigne par g
Yangle BCB/, on aura, d’apres cette équation (a),

el i

e ks T2 [ s [ :
W@ L Bt 908 )

g clant la gravité. En désignant par b la corde de
Yarc BB, et par ¢ le rayon CB, nous aurons

(5
cosb =1 — —.
2et
Je substitue cette valeur dans I'équation’ précé-
dente, et jen déduis ensuite celle de ¢*; ce qui
donne

g n‘gab®

= e (Bt AR

‘f
2 ¢étant le rapport de M & u, qui sera un tres grand
nombre donng.

Toutes les autres quantités contenues dans cette
formule seront aussi connues. La distance ¢ se. me~




18 TRAITE DE MECANIQUL.

sure immediatement; la corde 4 est donuée au
moyen dun ruban attaché au point B, et pas-
sant dans un anneau fixement attaché au terrein :
la partie de ce ruban qui se déroule et traverse I'an-
neau pendant I'élévation da pendule, est eflective-
ment ¢gale & 4. Si le tir est horizontal , la quantité of
est la distance de Yaxe de la piece 4 I'axe de rotation ;
si le tir s'écarte un peu de I'horizontalité, auquel cas
la droite qui va du point E 4 la bouche du canon
n'est plus horizontale, il est facile de caleuler, avec
une approximation suffisante, la quantité quil faut
ajouler a la distance des deux axes, ou qu'il en faut
rveteancher, pour avoir la valeur de f. Quant aux
quantités a et &, on peut les calculer d'aprés la forme
du pendule et les densités de ses parties; mais lears
valeurs s'obtiennent aussi par I'expérience.

On attache une corde 2 la partie inférieure du
pendule; on fait passer cette corde sur une barre
fixe, paralléle & l'axe de ce mobile, et élevée i la
méme hauteur, au-dessus du terrein ; puis, a autre
bout de la corde, on suspend un poids qui souléve
le pendule jusqu'a ce que son centre de gravité se
trouve uu niveau de I'axe et de la harre. Dans cette
position, si Pon appelle M’ le poids suspendu 4 la
corde, et a’la distance donnée de la barre 4 l'axe, on
a cette proportion :

a:ad M: M
a1 fait connaitre la valeur de a.

Si Pon fait faire au pendule de petites oscillations,
et qu'on appelle T la durée d’une oscillation enti¢re,
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et I la distance du centre d'oscillation i I'axe de sus-
pension , on aura (n° 595)

I a'+- k*
T-:-..-n'\/-, l = = 3
g

a

d’ou l'on tire
gT%a

@t g BT

et la valeur de % sera connue d’aprés celle de a. Au
moyen de cette valeur de a* -~ &*, on aura, plus
simplement ,

= ngTab

pour I'expression de la vitesse du boulet.

4053. 8ila bouche du canon n'est pas trés ¢loignée
du pendule, la valeur de v, donnée par cette for-
mule, différera peu de la vitesse de projection du
boulet; et en supposant connu le coefficient de la ré-
sistance de I'air, il sera facile de calculer, au moyen
de la formule (5) du n° 212, la quantité dont on de-~
vra augmenter cette quantité ¢, pour avoir la vitesse
de projection, Mais on obtiendra immédiatement la
grandeur de cette derniére vitesse, en attachant fixe-

ment le canon au pendule : la quantilé de mouve- ‘

ment imprimée au pendule, ainsi compos€, sera
alors la masse w du boulet, multipliée par la vitesse
du boulet 4 la bouche du canon , dont le recul, arai-
son de la compressibilité de la matiére, ne commen-
cera pas sensiblement avant que le projectile ait par-
couru toute la longueur de la piece; par conséquent,
la valeur de ¢, donnée par la formule («), sera celle
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de la vitesse de projection, sans aucune correclion .
¢t sans qu'on ait besoin de connaiire le coefficient
de la résistance.

En tirant successivement & différentes distances
données du pendule, avec un méme canon, chargé
de la méme maniére, on aura autant de valeurs de v,
dont les différences entre elles et avec celle que 'on
obtient quand le canon fait partie du pendule, pour-
ront servir a vérifier la loi de la résistance de Iair,
sur laquelle est fondée la formule (5) du n® 212, et 2
déterminer le coeficient de cette résistance.

On a fait, en Angleterre, un grand nombre d'ex-
périences au moyen du pendule de Robins, employé
des deux maniéres que nous venons dindiquer (*).
Une des conséquences les plus générales qu'on en a
déduites, consiste en ce que, toutes choses d’ailleurs
¢gales, les carrés des vitesses de projection sont &
pen pres enire enx comme les poids des charges, et
que ce rapport approche d'autant plus d’étre exact,
que la longueur de la charge est moins considérable ’
relativement a celle du canon,

(") Nowuvelies expériences d Artillerie, par Ch, Hutton ;
ouvrage traduit de Panglais, Ia premidre

partie par Villan-
troys, et la seconde par M. Terquem.
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ARV

WA AR

CHAPITRE IV.

DU MOUVEMENT I°UN CORPS SOLIDE AUTOUR DUN
POINT FIXE.

§ Ie. Formules pr‘éliminm'res.

404. Considérons d’abord en lui-méme, et inde-
pendamment des forces qui le produisent, le mouve-
ment de rotation d’un corps solide de figure quel-
conque, autour d'un point fixe appartenant a ce corps,
ou qui y soit invariablement attaché.

SoientO (fig. 3) ce point; Ox, Oy, 0z, troisaxes fixes
et rectangulaires, choisis arbitrairement; Ox,, Oy,
0z,, trois autres axes rectangulaires, {ixes dansle corps,
et mohiles avec lui autour du point 0. Dans la suite,
nous supposerons que ces derniéres droites sont les
axes principaux du corps; mais maintenant leurs di~
rections sont entierement arbitraires. Soient aussi
x, y, z, les coordonnées d'un point quelconque M
du corps, rapportées aux premiers axes, et Z,; ¥, 5,5
ses coordonnées rapportées aux axes Ox,, Oy,, Oz,

En conservant toutes les notations du n° 5'}7 s 1OUS
aurons
x = ax, + by, + ¢z,
T ri ’
Q.x',"i— b)j+ CZJ ?
! ) LIl -
a'z, 4= by, 4 %,

1l

®l S

ll
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et les neuf coefficiens a, &, eic., seront lids enire
eux par les équations (2), ou par les équations (4),
de ce numeéro.

1l est évident que ces quantités a, b, efc., sont les
mémes, a chaque instant, pour tous les points du
corps; mais elles varient pendant le mouvement, et
I'on doit les considérer comme des fonctions du
lemps. Au contraire, les coordonnées x,, 7,, z,, va-
rient d’un point 4 un autre du mobile ; mais elles
restent constamment les mémes pour un méme point,
et ne varient pas avec le temps. En représentant donc

le temps par 2, et différentiant par rapport i cette va-
riable, on aura

dz da db de
. ‘rf;i'? +J",£_§‘ e = “r gz ?
dy da’ db’ dc’
7 BT e ol S i ol I
dz da" dp" " dc"
&= g et A
dz dy dz
dt’ dt? dat’
tant quelconque, les composantes paralléles anx axes
0z, Oy, 0z, de la vitesse du point M. Si donc on
veut conmaitre les points du corps dont la vitesse est
nulle 4 cet instant, on les déterminera en égalant ces

quantités & zéro ; ce qui donne

Ces valeurs de exprimeront, a un ins-

xda 4+ ydb 4+ zde = o,
xda + ydb + zdd =0, v (1)
xda" ydb"-+ zdc"= o,

Or, en ajoutant ces équations, apres les avoir mul-
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tiplides par ¢, ¢/, ¢"; faisant, pour abréger,
cdb--¢'db'4-c"db"=pdt, eda-+-¢ 'da' 4-¢"da"=—qdt;
et ohservant que 1'équation 4"+ ¢"=1 donne
ede 4 ¢'de’ 4 ¢"de" = o, il vient

By e Gl T

Si Pon ajoute ces mémes équations ( 1), aprés les ayoir
multiplides par b, &', 8", on trouve

re, — pi, = 0,
en faisant , pour abréger,
bda - bda 4 b'dd' = rdt,

et observant que V'équation b*~- b'*~4b"*== 1 donne
bdb - b'db' 4 b'db" = o, et que, d’apres I'équation

be 4= b'¢' 4 0"c" = o du n° 377, on a aussi
bdeA-b'de'+-b"de" = — cdb — ¢'db’— c"db"==—pdt.
Enfin, les équations (1) étant multipliées par a, @', a",
et ensuite ajoutées, il en résulte

gz, — Ty, = 0;
car on a ada - a'dd -+ a'da’' = o, a cause de
a* 4 g'* 4 g™ = 1; et, de plus, les équations
bad-ba 4-b'a' =0 et ca+c'd +c'a"=o0 du
numeéro cité donnent
adb+- a'db'4-a"db"'—=— bda—b'da —b"da'— — rdt,
ade—-a'de'4-q"de"—= — cda—c'da'—c"da’"=qdt.

Au licu des équalions (1), nous aurons, de cetle
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manieére,

PYi—9%,=0, re,—p5,=0, gz,—ry,—o. (2)
Chacune de celles-ci est comprise dans les deux au-
tres; et elles appartiennent & une droite passant par
Yorigine O des coordonnées.

11 suit donc de cette analyse que tous les points du
corps, dont la vitesse est nulle & un instant quelcon-
que , sont rangés sur une droite passant par le centre
de rotation. Cette droite peut étre regardée comme
immobile pendant un instant infiniment petit; donc,
pendant cet instant, le corps tonrne autour de cette
droite comme autour d’un axe fixe; et 'on doit se
représenter le mouvement de rotation d’un corps
solide autour d’un point fixe, comme ayant lieu, a
chaque instaut, autour d’'un axe qui reste immobile
pendant un intervalle de temps infiniment petit. En
geéncéral, la position de cet axe dans lintérienr du
corps change, d'un instant 4 Pautre, pendant. le
mouvement; et, pour cette raison, on I'appelle
Vaxe instantané de rotation.

405. Supposons que la droite I0T soit cet axe
au bout du temps,; les équations (2) seront celles
de ses projections sur les trois plans des coordon—
nées x,, ¥,, %3 dou I'on conclut facilement

et
Vir+ ¢+’

e o
Vrrres | O

I

cos [0x, =
cos 10y, =

Cos ]0,’.'-f —_ mﬁ—f

"
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Lors donc que les trois quantités p, g, r, se-
ront conuues, on pourra assigoer la position de 'axe
instantané, par rapport aux axes mobiles Ox,, Oy,
OZ’; et, d'apri:s le signe qu’Oll donnera au radical , la
partie OI de cette droite, & laquelle ces formules ap-
partiendront, sera complétement déterminée : doré-
navant , nous regarderons toujours ce radical comme
une quantité positive.

Toutes les fois que p, ¢, T, seront des constantes,
I'axe de rotation restera fixe dans le corps, cest-a-
dire, qu'il le traversera constamment dans les mémes
points. Or, les points du corps dont la vitesse est
nulle & chaque instant, étant toujours les mémes, ils
demeureront immobiles pendant toute la durée du
mouyement ; donc, dans ce cas, I'axe de rotation sera
aussi une droite fixe dans l'espace.

D'zprés Péquation (2) du n® g, et les notations
du n® 377, on aura

cos 10x = a cos 10x, 4 b cos 10y, 4~ ccos 10z,

cos 10y = a'cos 10x, 4 b'cos 10y, 4 ¢'cos 10z,

cos 10z = a'cos [0, 4 0"cos 10y, 4-c"cos 10z, ;

en vertu des équations (5), on aura donc

ap 4+ by + cr

e [ e el e
\/P‘*_i..?u_i_r‘s
i fom L) :.v
cos 10y = SLELIEEE Y (4
- V!"“‘i‘{[‘—}- r*
cos 10z == & ‘pb'gc'r

VPt gr)

pour déterminer la

direction de l'axe instantané, par

s = —

S——=
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i rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz. 1l en résulte que

quand p, g, r, seront des quantités constantes , les
numerateurs de ces formules devront aussi étre in—

! dépendans de #; ce qu'on vérifiera, effectivement .
dans la suite.

406. Puisqu’a chaque instant e mouvement a lieu

autour de la droite I0I' comme autour d’un axe fixe,
il en résulte que tous les points du corps ont, pen-
dant un instant infiniment petit, une méme vitesse
angulaire autour de cet axe (u® 384). Pour en déter—
miner la valeur, considérons le point qui se trouve
sur Yaxe Oz, 4 une distance du point O égale a
Funité; nous aurons, relativernent 4 ce peint, x,—o,
Y,= 0, z,==1; sa vitesse absolue sera donc

'dx* dy” dz* \/dc" =+ dc’* 4 de™
ettt dr 8
3 ) = > d.'!.' t{r dz

d’apres les valeurs précédentes de T a3 o

Yon aura, pour sa distance 3 'axe de rotation -

sin 10z, = \/1 — cos® 10z = <V BLEgT ;
Vet e+

douc, en divisant la vitesse absolue par cette dis-
tance, nous aurons

1/;1(.5_'_ de + dC’u _!'_'-—’——‘a
Verga VETTFR,

pour la vitesse angulaire. Or, nous avons

—})({Z:‘:bdf)—l—-b’dc’—j—b”dﬁ”, g(ft:ar’!(,'-!-n'(fc"—f-n”(f(‘"’
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d’ou V'on déduit, en ayant égard aux équations du
n® 577 ’

(p*-g*)dt*=dc-dec"* 4-dc"*—(cde~-c'dc'+-c"dc");

quantité qui se réduit a de*~ dc™ 4~ dc"™, a cause de
ede - ¢'de’ 4 ¢"dc" =o. Donc, en appelant & la
Vitesse angulaire au bout du teraps ¢, et la considé-
rant comme une quantité posilive, on aura sim-
plement

© =Vp+g+r.

On voit que cette vitesse sera constante toules les
fois que la position de 'axe de rotation sera inva-
rable; mais la proposition inverse n'est pas égale-
ment vraie; et il est possible que l'axe instantané
change de position, sans que la vitesse angulaire
change de valeur, ou, autrement dit, il est possible

que les quantités p, ¢, r, soient variables, et que la
valeur de @ demeure constante.

407. On appelle p, g, r, les composantes rectan—
gulaires de la vitesse de rotation @ autour des axes

Ox,, Oy,, Oz, ; et I'on dit aussi que chacune de ces
trois quaritités est la vitesse angulaire du mobile
autour de I'axe correspondant.

Or, les équations (3) peuvent étre remplacées par

P=wacoslOx,, ¢ =wcos I0y,, r=w®cosl0z,;
et l'on peut écrire les équations (4) sous cette forme :
@cos10x = ap + bg + cr,

@cos 10y = a'p + blg+ c'r,
@cosl0z = qa'p4 b+ c"r;
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d’'os 'on conclut que la décomposition des vitesses
de rotation suit les mémes lois que celle des vitesses de
translation, en remplacant les directions de celles-ci
par les directions des axes de rotation.

La résultante » étant une quantité positive , et
ayant pris la partie déterminée OI de la droite TOT'
pour V'axe auquel elle se rapporte, les composantes p,
q » y dont les axes sont Ox,, Oy,, Oz,, seront posi~
tives ou négatives , selon que ces droites feront des
angles aigus ou obtus avec I'axe OI; et générale-
ment, on devra regarder comme égales, mais de
signes contraires, les composantes de o 'rapportées
aux deux parties d'une méme droite, ou dont les
axes serout le prolongement l'un de l'autre,

408 Non-seulement on peut, au moyen des trois
quantités ps q; r, détermmer la vitesse angulaire
du corps et la position de son axe de rotation, par
rapport aux axes mobiles Ox,, Oy, Oz, mais on
peut aussi exprimer les vitesses et les forces accélé~
ratrices de ses différens points, décomposées suivant
ces trols axes ; ce qui nous servira, comme on le verra
bientdt, a trouver de la maniére la plus directe, les
¢quations de son mouvement de rotation.

En effet, les composantes de la vitesse du point M

Stant dz dy dz ar rapport ¢ i

étant ==, —, o5 P pport aux axes fixes Qx,
Oy, Oz, il s'ensuit que les composantes de la méme
vitessc, par rapport aux axes O-T,, Oj’,; 0Os,,
seront
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dz - bl n dz
a o @ - —+ a 7
dx ¢ dy b ds
b 7 + b 773 -+ dr ?
" dx dy iy dz

"!"'L,E"f_‘b dz ?

a]’:-iprt":s les notations du n® 377, et parce, que la
composition des vitesses suit les mémes lois que celle
des forces. Or, en substituant dans ces expressions
(—;‘2— : g;, du n°® 404, et effec-
tuant des réductions qu'on a déja faites dans ce nu-
meéro, on trouve

dr

dx
les valeurs de —-,
dt

= dx i ’ t"{’}’ ] ds - A&
A S R ST
dx pdy i dz T
’E - b 7 —+ b o rae, — pz,,

dx 4.y i ds
drae it Al ol o 7 = P,— 9%,

par conséquent, les trois quantités gz —r1y,, re,—ps, ,
py,—qx,, qui sont nulles pour tous les points du
corps situes sur l'axe instantané de rotation, expri-
ment , pour un autre point quelconque M, les com-
Posantes de sa vitesse , paralleles aux droites Ox,,
Oy,, 0z,
On tire de ces derniéres équations , en ayant égard

a celles du n° 377,

dx . 5
d — a(qs,—ry) = b(re, — pz,) + c(pr, — qx),
"i?‘ ! 1 f

B - s L1/ - af
f“ a(_(!_,-’——..j:}:‘)—*— I\in——flc‘.)—‘—b.{;)f{—'q.rf),
dz

— o i LB AT = I . =
@ .= GG ) A8, —pa) = py— g2)5

. 9
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et en différentiant par rapport a ¢, il vient

jt—:“ =a (z,dqg—y dr)4-b(x,dr—zdp) 4-e( ¥ dp—azx dq)
—+(gz,—ry da-+(re,—pz )db-(py —qzx )dc

d’ L

Eg:af(zquﬁf Ar) (. dr—z dp)~-c'(y dp—ax,dg)
~H(gz,—ry Jda'4-(roe~pz )db'4-(py —qax,)de',

5}?:{1" (z,dg—y Ar)+-0"(ox,dr—sz dp)+-c"(y dp - x dq)
Hgz 7y Jda'+(rz—pz )db"+(py ,—qac ).

Les quantités i—f : %2’_ 3 %;Tz,sont les composantes
paralleles aux axes fixes Ox, Oy, Oz, de la force
accélératrice du point M ; si donc on désigne par p,
q,, I,y les composantes de la méme force paralléles

aux axes Ox,, Oy,, Oz,, on aura

d."l‘ i dj" ! d';
B=a&gs 4 4 50 3 450
T d'z o dy d?z
?:—LW-{—Z’F-}-””M,

d:.t' f["_}' 2.
r= ¢ — - ¢ -+ e
/ “© A ¢ di < s>

- rd r *
Or; en substitnant les valeurs précédentes de i{/—'? {
ar
d"’_)“ dz . v - ] ,d e
Fo 0 gp» ¢t tasant des réductions semblables X

celles du n® 404, on trouve

pAt=zdq—y dr+(py,—q2,)qdt+(pz,—rac )rdt ,
qdt=2 dr—zdp 4~ (qz,— ry rdt+(gac,— py Ypdt.,
rdt=y dp—x dg-}-(rx,—pz \pdi 4 {ry, — gz )qdt;

b &

et en divisant pagd’, on aura les valeurs de P Q5% s
!
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exprimées au moyen des variables p, ¢, r, et de
leurs différentielles.

40g. 8i 'on consideére a un instant quelconque les
quantités de mouvement dont tous les points du
corps sont animés, lenr moment par rapport & cha-
can des trois axes Ox,, Oy, , 03, smivant la définition
du n® 275, paurront encore s'exprimer au moyen des
gnantités p, g, r.

Pour le faire voir, soit dm 1'élément différenticl
de la masse du corps qui répond an point M, et dont
les coordonnées sont x, ¥, 2,3 les composantes paral-
leles aux axes Ox,, Oy, 0z, de sa quantité de mou-
vement seront les produits des vitesses gz, — 1y,
rx, — pz, , py, — qx,, multipliées par dm ; en desi-
gnant par L, M, N, les momens par rapport aux
axes Oz,, Oy, , Ox,, des quantités de mouvement de
tous les points du corps, on aura donc, daprés ce
qu'on a vu dans le n° 274,

L = f[(!‘.}.'l, i le)‘x‘l L (9’-’3, =y ’.T.r)ff}d"n"
M= .[‘I:("}':'"‘/ sl 7_‘)‘;)5, L5 (P..Tf — q‘rl)m.']dm ’

ey, — 9x)r,
les intégrales s'étendant a la masse entiére du mobile.
On .slmphf:er:t ces valeurs en prenant pour Oz, , Oy,
Oz, , les trois axes principftux du corps qui se coupent
au point 0 ; ce qui rendra nulles les trois intégrales
f-r,]“ dm , _[L xdm , [y zdm; eten de-.lgnani par A,

» U, les trois momens d'inertie ]‘ﬂ!ﬂ(‘lp’lll\ de sorte
qn'on ajt

z,)3 Jdm ;

S sdm = A,
f(zl’ —i—.'t';’)rfm == B
S22 4 y)dm =
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on aura simplement
L =C, M=By, N= Ap.

Les qmntil‘és r, g, p,auront done constamment les
mémes signes que L, M, N; par conséquent , leurs
signes depmdmnt du sens dans lequel le corps tour-
nera autour de chacun des trois axes principaux : se-
lon, par exemple, que le corps tournera, paralléle~
ment au plan a,0y,, de Ox, vers Oy, ou daus le sens
opposé, le moment L (u° 274) et par suite la vitesse r,
seront des nuantlh}- pomtwcs ou des qu:mtltes nermu-
ves; et, réciproquement , le signe de 7 fera a connaitre,
a chaque instant, le sens de rotation autour de 0z,.

D'apres les théorémes du n® 281, si I'on (](.S;fr”e
par G le moment principal des quantités de mouve-
ment que nous umSIdelons , 0D aura

G = «’;-A’p‘ -4~ 13713' + Cr;
en regardant ce radical comme une quantité posi-
tive; si la droite Om (fig. 8) est Yaxe de ce mo-

ment, sa direction par rapport aux axes mohiles 05,
0y,, Oz,, sera déterminée par les formules
cos mOx, = E(P , cos mQy, = Eg, cnsmOz:%r; (5)
et pour déterminer sa dirvection Par rapport aux ayes
fixes Ox , Oy, Oz, on aura

GcosmOx = Apa + Bgb 4 Cre :

G cos m0y = Apa’ + Bgb' 4 Cre, ( (6)

G cos m0z = Apa’+ Bgb" Cre"; f
¢quations dont les seconds membres sont les momens
des quantités dé mouvement du mobile p

ar 1'app01‘§
aux axes fixes Ox, Oy, Oz.
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410. La position de ce mobile 4 chaque instant,
par rapport aux axes fixes , dépend des irois angles
+,8,0,dan 378 ; car au moyen de ces angles,
les trois sections du corps que I'on a prises pour les
plans mobiles des coordonnées x,, y,, z,, sont dé-
termindes de position a 'égard de ces plans fixes ; et
il suffit méme de connaitre la position de denx sec-
tions non paralléles d'un corps solide, pour que les
positions de tous les points de ce corps soient entiere-
ment connues. D'ailleurs, quand les angles |, 8, 0,
seront conuus , les coefficiens a, &, etc., le seront
aussi , et l'on connaitra , par conséquent, les cosrdon-
nées x, y, 5, d'un point quelconque du mobile. Le
probléme du mouvement de rotation autour d'un point
fixe se réduit donc, en derniere analyse, a déter~
miner en fonctions du temps, les valeurs de +}, 6, @.
Or, quand les valeurs de p, ¢, r, sont connues,
celles de ces trois angles dépendent de trois équations
du premier ordre, que 'on obtiendra en substituant
les valeurs de a, &, etc. (n° 378), en fonctions de L,
8, 0, et celles de leurs difféventielles, dans les yaleurs
de pdt, gdt , rdt , savoir : .
pdt = — bde — bdc’ — b'dc"
qdi adec + a'dc' 4+ a'de",
rdt bda = b'da' -~ b'da".
_ Les valeurs de ¢, ¢/, ¢", ne contenant pas 'angle o,
i s'ensuit que celles de pdt et gdt ne contiendront
P;’fs sa différenticlle ; et comme les valeursde b, ¥/,
b" , se déduisent de celles de a, a', @', en augmen-
tant @ dnn angle droit, la valeur de — pdt se déduira
de méme de celle de gdt. Le coeflicient de dp sera

1
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I'unité dans la valeur de rdé ; car d'apres les formules

dun’® 378, ona
BRI e
dp =™ "7 dp

d'ou il résulte

da"
=0, = =y,

, da , da p Aar S y o .
pour la valeur de ce coefficient. Toutes réductions
faites, la substitution des valeurs de a, 4, etc. , dans
celles de pdt , qdt , rdt, donne

pdt = sin @ sin §d"], — ecos odl, !
gdt = cos @ sin fd} ~ sin @ df, (
rdt = dp — cos O,

7

On peut remarquer que I'angle -l n'entre pas dans
ces formules ; et, en effet, langle <) ou NOx étant
complé a partir d’un axe Ox entiérement arbitraire,
les valeurs de p, ¢, », ne doivent pas changer quand
On augmente ou diminue cet angle d’une quantité
constante.

Puisque rest la vitesse angulaire du mobile autour
de I'axe Oz 1» 1l Sensnit que rd¢ doit étre Pangle deécrit
dans le plan des @, et y, pendant Vinstant dz par
chacun des axes Ox, et Oy, ; cet angle serait do, sila
droite ON, a partir de laquelle on compte l’gngge @
dans ce méme plan, €tait immobile ; mais dans I'ins-
tant d¢, l'angle NOx augmente de dy,, dont la pro=
jection est cos’Ad sur le plan des x, et y,; et, selon
que Vangle § est aigu ou obtas, il est aisé¢ de voir
que la différenticlle do doit étre diminude ou aug-
mentée de cetle projection, pour avoir le déplace-
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ment de Ox, ou Oy, , par rapport 4% une dreite fixe
dans le plan de ces axés. Par conséqueunt on aura,
dans tous les cas, rdt=do— cos §d{,, comme on
vient de le trouver.

%11, 11 existe entre les cosinus &, b, etc., et les
quantités p, ¢, r, des relations qui peuvent étre
atiles dans beaucoup d’occasions, et qui sont expri-
mées par les équations différentielles
de = (ag—bp)dt, dd—(a'g—b'p)dL, de"=(a"g—0b"p)dt,
db=(cp—ar)dt, db' = (' p—a'r)dt, dl'=(e"p—a"r)dt,
da=(br—cg)dt, da'=('r—c'g)dt, da"=(b'r—c"q)d.

(8)

On obtient les trois premiéres de ces équations, en
ajoutant les équations
ade 4+ a'dc’ + a'dc” = qdt,
bdes- bde! A+ b'dc" = — pdt,
. o e 7 ot
cde i cde' + c'de” = o,
aprés les avoir multiplides respectivement, soit par @,
b, ¢, soit par @, b', ¢, soit par &', b", ", et en
ayant égard aux €quations du n° 377. On obtient les
trois suivantes, en opérant d'une maniére analogue
sur les équations :
cdb - cdb + 'db" = pdt,
adb + d'db' 4 d'dt’ = — rdt,
bdb + b'db - b'db" 0;
et en opérant de méme sur les équations
bda 4+ Vda' + b'dd' = vdt,
eda - c'dd! 4 c"da" = — qdt,
ada +4 dda' + a'dd’' = o,

i

on parvient aux trois dernieres cquaiions (8).
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On a encore les équations

i‘ pda ~ qdb + ‘cdr —= o 3
&l pda' 4 qdb’ + cdr' = o,
K pda’" 4 gdb"+ cdr’"= o
(qui sont une conséquence immediate des peuf equa~
#i tions (8), et qui servent i vérifier I'invariabilite des
i 3

| numerateurs des formules (4), lorsque p, ¢, r, sont
des quantités constantes.

2

S I Equations du mouvement de rotation autour
) - pe
dun point fixe.

412. Tout ce qui précede étant etabli, Supposons

i maintenant que des forces motrices dounées agissent

sur tous les elémens du mobile, et cherchons, en

ayant égard a ces forces, les équations différen—

tielles de son mouveraent autour du point fixe 0.

Au bout du temps ¢ quelcongue, désignons par

Xdm, Xdm, Zdm, les trois composantes paral-

leles aux axes principaux Oux,, 0y,, Oz, de la

force motrice de I'élément din. Si ce point matériel

était libre, ces forces lui imprimeraient, dans I'ins-

tant dt , suivant leurs directions, les vitesses Xdt,

Y, dt , Z,dt. Les accroissemens de vitesse quil recoit

réellemrent, suivant ces directions , sont [eg quan-

r tités p,de, qde, rdt, du n® 408 ; les composantes

de la force perdue par Félément dm, pendant I'ins-
tant dt , sont donc

;; X, —p)dm, (Y,—gq)dm, (Z, — r) dni.

i Le corps sera done en équilibre (n° 350), en sup-
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posant tous ses élémens sollicités par de semblables
forces. Or, les équations d’équilibre d'un corps so-
lide,, autour d'un point fixe, sont au nombre de
trois (n° 266), qui serout, relativement a ces {orces,

Y, —q)x,— (X, —p)yildmn=0o,
f[X,—p)z —(Z, —r)x]dn=o,
[12,— 1)y, — (¥, —g)5,)dn=0
les intégrales s'étendant 2 la masse entiere du mo-
bile.

La considération des axes principaux simplifie les
termes resultant de la substitation des valeurs de p,,
4,5 T, sous les signes [°. En observant qualors les in-
tegrales (x,y dm, [zx,dm, [y zdm, sout nulles, et
désignant par A, B, C, les trois momens d'inertie
principaux du mobile, de sorte que A, B, C, repré-
sentent les mémes intégrales que dans le n° 40q , et
qu'on ait, par conséquent,

[(x} — 7)dm = B — A,
f(z} —x)dm = A — G,
flyr — z)dm = C.— B,

les trois équations précédentes deviendront
Cdr 4 (B — A) pgdt = Rdt, {
Bdg 4+ (A — C)rpdt = Qdt, (@)
Adp + (C — B) grdt = Pdt, ‘
ou l'on g fa3¢ , pour abréger,
S(2Y, — yX)dm= R,
f(zX, — aZ)dm = Q,
Iz, — zY)Ydm = P.
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415. Les composantes X, Y, , Z , étant celles des
forces données, suivant les axes mobiles Ox,, Oy,
0z,, leurs valeurs dépendront de la direction de ces
droites dans I'espace, ou des trois angles <, 0, ¢;
les quantités P, Q, R, seront donc des fonctions de

L, 8, @, données dans chaque cas particulier ; par
couséquent, le probléeme du mouvement de rotation
d’'un corps solide autour d’un point fixe, conduit a six
équations différenticlles du premier ordre, entre les
six inconnues p, g, r, 4, 0, @, et ]a variable £, savoir,
les trois équations (a), jointes aux irois équations (7)
dun® 410. En éliminant, dans les premieres équations,
les trois inconnues p, ¢, r, au moyen des dernicres
équations, on obtiendrait trois équations différen-
tielles du second ordre, relatives a L, 6, 9, qui
sont les.inconnues définitives du probléme ; mais il
vaut mieux conserver les six €équations du premier
ordre.

Nous nouas bornerons a considérer le cas ou la pe-
santeur est la seule force qui agisse sur les points du
mobile. Prenons, dans ce cas, I'axe 0z vertical et di-
rigé dans le sens de cette force constante, que nous
représenterons par g; ses trois composantes suivant
les axes Oz, , Oy, , Oz, , seront

Xf = g(z", YJ e g()”, Z, = gc""_
a cause de (n° 377)
a’ = cos z.(),;;c, , b'=cos I-Q‘}“’ , c'=—=cos 20z, ;

et st lon désigne par M la masse du mobile, et par
a, 6, ¥, les trois coordonnées constantes de son
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centre de gravité, par rapporta ces axes mobiles, de
sorte qu’on ait

o/ xdn=DMe, [rdm= ME, [zdm=DMy,
il en résultera _
R = (ab' — C(L"j Mg,
Q = (a' — a)Mg,
P = (6" — 3b")Mg.

Les équations (a) deviendront donc

Bedg+ (A — C) rpdt = (a" — ac") Mgdt,

Cdr + (B— A) pgdt = (ab" — €a")Mgdt,
0
Adp+(C— B) grdt = (6¢" — 5 b")Mgdt, %

auxquelles il faudra joindre les équations (7) et
celles—ci (n° 378) :

a'=—sinbsing, 0'=—sinBcosg, ¢ = cosb. (c)

414. On parvient facilement & intégrer les équa-
tions (b) , lorsque leurs seconds membres sont nuls ;
ce qui a lieu quand on fait abstraction de la pesan~
teur, ou bien, lorsque le point fixe O est le centre de
gravité du mobile, et ou l'on a, conséquemment,
a=0,6=0,y=o0.

Les équations (b) se réduisent alors a

Cdr + (B — A)pgdt = o,
Bdy 4+ (A — C)rpdt = o, (d)
Aa’[) I (C — B)Q’I‘({i = 0.

Or, st on les multiplie par 7, ¢, p, ¢t qu'on les ajoute,
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il vient _
Crdr 4 Bgdy + Apdp — o;.
el, en intégrant, on a
Cr* 4+ By + Apt =k (e)
h étant une constante arbitraire. Si 'on ajoute ces
mémes équations, apreés les avoir multipliées par Cr,
Bq, Ap, il en résulte
Cordr 4 Bgdg -} Atpdp — o ;
d’'ou l'on tire, en antégrant ,
Cr + B'g* 4 A% = &°; (N
k* étant une seconde constante arbitraire ,
peut éire qu’une quantité positive, ainsi que
miére.

Ces équations (e) et (/) dounent

qui ne
la pre-

s om B—BR B—0)C* | B_Ah4 (A—C)Cr
P A—B)A AT ey B—AE -

En, substituant les valeurs de p et ¢ daus la premiére
équation (d), et la résolvant ensuite par rapport a ¢,
on a ‘

= AB.Cdr 2 ks
[k*—BE + (B — C) CreJ3 [Ah— k4 (C —4) G 27
On regardera le dénominatenr comme ype quantite
constamment positive; et 'on prendra, au numéra—
teur, le signe - ou le signe —, selon que la différen-
tielle dr sera positive ou négative, afin que le temps
soit toujours croissant, et sa différentielle toujours
positive.

dt =
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En intégrant celte formule (g), on aura la valeur
de # en fonction de r; d'ou l'on conclura, récipro-
quement, la valeur de 7 en fonction de # : les valeurs
des trois quantités p, g, r, peuvent donc étre censées
connues en fonctions de cette variable , ou du moins
elles ne dépendent plus que d'uue seule intégrale,
qui se réduira toujours aux fonctions elliptiqués (*).

On obtiendra cette intégrale sous forme finie,
sans le secours de ces fonctions, lorsque deux des
trois momens d'inertie A, B, C, seront égaux, ou lors-
que la constante £* sera égale i 'une des trois quan~
tites Ak, B%:, Ch.

415. Silon examine avec attention la forme des
€quations (d), et qu'on ait égard aux formules (8)
dun® 411, on parvient a découvrir d'autres équations
immédiatement intégrables.

En effet, j'ajoute les équations (d), aprés les avoir
multiplides parc, b, a;ce qui donne

[cdr =4 (ag — bp)rdt] C - |bdg +- (cp — ar) qdt] B
~+ [adp 4 (br — cq) pdt] A = o,

ou bien, en vertu des trois premieres formules (8),
€d.cr+ Bd.bg + Ad.ap =o.
On trouvera semblablement

Cd.c'r+Bd.bg4 Ad.a'p=o0,
Cd.c'r+-Bd . b'g+ Ad.d’p=o.

,*‘ - 7, . H A i 2 1
(") Poyez, suy ce point, le premier volume de la Théorre

» P ;| T

des Fonctions elliptiques.
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En intégrant, on aura donc

Cre 4+ Bgb - Apa = 1,
Cre' 4 Bgb' 4 Apa'= [, (%)
Cre" 4~ Bgb"+ Apa’= 1",
L, I, I", étant des constantes arbitraires.
Ces trois intégrales ne sont pas des équations dis—
tinctes entre elles; car si I'on ajoute leurs carrés, on
trouve, en ayant égard aux équations du ne 377,

B e B’g’ +Atpt= - "

résultat qui rentre dans I'équation (f), et dou l'on
conclut, entre les constantes &, 7, I, 1", Ia relation
L Py e — e,

Si l'on substitue dans ces équations (), ala place
de a, b, ete., leurs valeurs en fonctions de Ay
0, @ (n° 378), on obtiendra trois équations entre
les 'six variables <L, 8, ¢, p, ¢, 7, et les cons-
tantes arbitraires Z, ', 1", qui devront étre des inté-
grales des équations (7) du n® 410; et Clest, en effet,
ce qu'il est aisé de verifier. Comme ces trois inté-
grales n'équivalent qu'a deux équations réellement
distinctes, il sensuit qu’il doit exister une troisieme
intégrale des équations (7); mais avant de la chep-
cher, 1l est nécessaire de voir ce que signiﬁem_ les
équations (£).

416. D’aprés ce gqu'on a va dans le ne 409, elles
montrent que les momens des quantités de mouve-
ment de tous les points du mobile, par rapport aux
axes fixes Ox, Oy, Oz, sont constans et égaux a [,
{', ", pendant toute la durée du mouyement. En les
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comparant aux formules (6) de ce numéro, et obser-
vant qu'en vertu de I'équation (f), le moment prin-
cipal G est égal a la constante £, regardée comme po-
sitive, on aura

7 "

{ 2 ! Rea L
cosmx =3, €08 mOy = 3, cosmOz=r7,

pour déterminer la direction de l'axe. O.m de ce mo-
ment, qui demeurera immobile, anst que le plan
perpendiculaire a cette droite. La posi.tion de Taxe
Om changera par rapport aux axes mobiles Ox,, Oy,
Oz,; mais on la retrouvera, & chaque instant, au
moyen des formules (5) du n® 409, dans lesquelles
on peut supposer connues les quantités p, g, . On
pourra done assigner, a4 un instant quelconque, le
point ou cette droite rencontre la surface du mo-
bile, et la trace, sur cette surface, de la section du
plan mobile perpendiculaire & ceite droite.

Ainsi, lorsqu’un corps solide tourne autour d’un
point fixe, en vertu dune ou plusieurs impulsions
primilives, sans qu'aucune force motrice agisse sur
ses points, il existe un plan passant par le point fixe,
qui demeure invariable pendant le mouvement, et
dont on peut déterminer la position, & chaque ins-
tant, par rapport aux plans mobiles des axes priuci-
Paux du corps.

Nous aurons occasion, dans la suite, de généraliser
¢e théoréme ; mainienant, il va nous servir i trouver
la troisieme intégrale des équations (7).

417. Llaxe Om éiant immobile , nous pouvons le
prendre pour Vaxe fixe Oz , dont la direction est ar-
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bitraire ; nous aurons alors

cos mOx, = cos 20x, = 4",

cos mQy, = cos z0y,

Il

.y

cos m0z, = cos =0z

A cause de G = k et des formules (5) du n® 4og, il
en résultera

A i B ir
=%—}, /)’:/,—:?, r,"’:%;
les équations (¢) deviendront donc
: : Ap . Bg Cr .
smﬁsmcp:—v%, sinf cosp=—£, COSG:T; ()

clles s'accorderont entre elles, en vertu de léqua-
tion (j), et serviront a determmer les angles @
et §, en fonctions du temps, d'apreés les valeurs de

}J ’ q g3 T
i Maintenant, si 'on élimine § entre les deux pre-
miéres équations (7) du n® 410, on aura

sin® B = sin § sin @ pdt -+ sin f cos @ gdt ;

J'ou I'on tire, en vertu des équations précédentes,

d =— L Rl ;

! donc, i cause de I'équation (e}, on aura
: h— Cr

el en substituant la formule (g) a la place de dt, il en
résultera une valear de d<, dont I'i intégration se ré-
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duira aussi anx fonctions elliptiques, et qui s'oblien-
dra sous forme finie dans les mémes cas que l'inté-
grale de dt. De cette maniére, on connaitra donc la
valeur du troisieme angle + en fonction de 7, et, par
conséquent , en fonction de .

Les quantités 4 — Cr* et k» — C*r* étant positives,
en vertu des équations (e) et (f)» et & étant aussi
une quantité positive, il en résulte que la vitesse an-~

e ay : e
gulaire o e b loujeurs negative, et que le mouve-

ment de la droite ON aura constamment lieu dans le
méme sens. A cause que l'angle -, est compté dans le
sens indiqué par la fleche s (n° 578), ce mouvement
se fera en sens contraire, c’est-a-dire, de T'axe Ox
vers laxe Oy ; sa direction constante Gépendra donc
du sens de Paxe Oy, que nous déterminerons tout a
Theure.

418. Les valeurs des six variables p, ¢, 1, <, b, e,
résultant de notre analyse, seront des fonctions du
temps, qui contiendront, en outre, quatre constantes
arbitraires, savoir, k, 2, et les deux constantes qui
seront introduites par l'intégration des formules (g)
et (k). Les intégrales completes des équations (7) et
(d), dont ces valeurs dépendent, dev raient renfer—
mer six constantes arbitraires ; mais le choix que nous
venons de faire, de 'axe Om du moment principal ,
Pour Pun des axes des coordonnées &, 7, 3, a fait
disparaitre deux de ces constantes; car, Om coinci-
dz,mt avee Oz, les angles mOx et m0y sont droits, et,
(;apres les formules du n® l/I]_E)’ il en résulte I'==o et

= 0. Nous n'ayons donc plus , pour achever la 50~

= io
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lution compléte du prol)léme, qu'a déterminer, au
moyen des dounées initiales du mouvement, les
quatre constantes restantes, et les parties des droites
passant par le point O, auxquelles répondent les an-
gles variables, pendant foute la durée du mou-
vement.

Pour cela, supposons que le mobile dont on con-
sidere le mouvement de rotation , soit formé, comme
dans le n° 386, de deux corps, dont I'un était en re-
pos et retenu par le point fixe O, et dont l'autre,
animé d’une vitesse donnée , est venn frapper le pre-
mier, et s’y attacher. Soient x la masse du corps cho-
quant, ¢ la vitesse commune 4 tous ses poinis avant
le choc, FE la direction initiale de son centre de
gravité, HEK la section du mobile par le plan de
cette droite FE et du point O, et f la longueur de la
perpendiculaire OL, abaissée de ce point sur cette
droite. La pereussion qui a produit le mouvement
de rotation sera dirigée swivant FE, et égale a po.
D’aprés le principe du n® 353, si 'on prend en sens
contraire de leurs directions les quantités de mouve-
ment de tous les points du mobile, qui auront lien
immeédiatement apres le choe, I'équilibre devra exis-
ter entre ces quantités de mouvement finies et la
force py prise dans sa direction; or, pour cet équi-
libre,, il faudra (n° 282) que le moment uof de cette
foree soit égal au moment principal de ces quantitcs
de mouvement , et que les axes de ces deux momens
soient dans le prolongement I'nm de autre. Puis~
que ce moment principal, quon a appelé G, est
constamment égal 2 & (n° 416), on aura done d’abord
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k= pvf,
pour la valeur de cette conslante positive.

De plus, si 'on méne par le poiat O I'axe du mo-
ment pof, perpendiculaire a la section donnée EHK
du mobile, cette droite sera aussi axe du moment
principal, que nous avons pris pour l'axe 0z ; les di-
rections Ox; , 0y, , Oz,, des trois axes principaux du
mobile , seront également domnées & lorigine du
mouvenient ; les angles que font ces droites avec Oz
seront donc connus; et, d’aprés le numéro précé-
dent, nous aurons

__ Kk cos 20z, _ kcoszQy, . kcosz0z,

A ? ()r == B H flie— ¢ ? (l)

pour les valeurs initialesde p, ¢, r. En les subslituant
dans I'équation (), on aura la valeur de la constante /.

On prendra arbitrairement pour les droites Ox, ,
Oy,, Oz, , les parties qu'on voudra des axes princi-
paux du mobile qui se coupent amn point 0 ; mais
apres les avoir choisies, et avoir fixé les points de la
surface du mobile ou ces poriions de droites yvien-
nent aboutir, elle ne devront plus changer pendant le
nouvement.

Le sens de la percussion exercée sur le mobile, sui-
vant la direction FE, déterminera celui de la rota-
‘,“)U: autour de chacun des axes*Ox,, Oy, Oz, 2
Forigine du mouvement, et, par conséquent, les si-
gnes des valeurs initiales de p, ¢, 7 (n® 4og). On
5‘_1111‘21 done aussi, d'aprés les équations précédentes,
si les angles 20a: ] 20y, , 20z, , sont d'abord aigus

I0ee
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ou obtus ; et il suffira d’avoir égard a I'un de ces an-
gles, plus petit on plus grand que go°, pour déter-
miner la partie de la perpendiculaire au plan de la
section HEK, qu’on devra prendre pour I'axe Oz ou
Om, et qui sera, pendant toute la durée du mouve-
ment, Vaxe du moment principal des quantités de
mouvemens de tous les points du mobile.
L’intersection NON' du plan de la section HEK et
du plan des axes Ox, et Oy,, sera aussi connue, a
Torigine du mouvement. Pour connaitre la partie ON
de cette droite, a laquelle répondent constamment les
angles | et @, il suffira donc de savoir si, a cetle
époque , @ ou NOx, est un angle aigu, ou un angle
aign augmenté de 180°; et comme on a

cosz0x, = —sin Bsin@y cosz0y,=—sinfcoso,

il suffira d'avoir égard au signe de I'un de ces cosi-
nus, ou de la valeur initiale d'une des quantités p
et g.

La droite fixe Ox est entiérement arbitraire dans
le plan de la section HEK. Pour plus de simplicité,
je supposerai qu’elle coincide avec la position initiale
de ON. En faisant ) = o dans les valeurs de @', ¥/, ¢/,
du n° 378, on aura, a Uorigine du mouvernent 5

cos y0x = cosfsing, cosyOy=cosb cosg, cos y0z=sinf.
4

Connaissant les valeurs initiales des angles § et @, ai-
gus ou obtus, il suffira donc de considérer le signe
de cos yOx, ou cos y0y,, pour connaitre la partie de
]a perpendiculaire 2 O ou ON, qu’on devra prendre
pour I'axe fixe Oy, et, par conséquent, le sens de la
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vitesse ‘—;f‘!*, qui aura lieu de ON vers Oy, et restera le

méme pendant tout le mouvement.

Toutes choses restant d’aillears les mémes, sile sens
du choc primitif est seul changé > les valeurs initiales-
de p, g, 1, changeront toutes 1rois de signe; en sup-
posant que les angles primitifs f et ¢ fussent aigns
avant ce changement, ils deviendront 7 —0 et 7+¢;
et les droites Oz et ON se changeront dans leurs pro-
longemens. En mettant o7 — § et # -} @ au lieu de 6
et @ dans les équations précédentes, il n'en résultera
aucun changement pour les valeurs imitiales des an-
gles y0z, , y0y,, y0z,. La droite Oy restera donc la

: : . dd -
méme ; mais la vitesse angulaire T etant toujours

négative et dirigée de Ox vers Oy, et Ox coincidant
actuellement avec ON’, le sens de cetle vilesse aura
changé avec celuni de la percussion primitive.

Enfin, on déterminera les constantes arbitraires
qui seront ajoutées aux intégrales des formules (g) et
(k), de maniere qu'on ait £ = o et l =0, alorigine

. du mouvement, c'est-a-dire,, pour la valeur initiale et
donnée de 7.

419. Maintenant, nous ferons remarquer quelques
propriétés generales du mouvement que nous venons
de déterminer.

1% D'aprés les formules du n° 408, le carré de la
vitesse de I'élément din du mobile, 2 un instant quel-
conque, a pour expression

(qzl = 1:)’;.\)2 =i (T’W, T P':r)ﬂ +(PJ: =T (I.‘L’;"-

En multipliant cetie quantité par dm, on aura la force
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vive de ce point matériel (n° 361); el en intégrant
ensuite, dans toute I'étendue de la masse du corps ,
on obtiendra la somme des forces vives dont il est
animé au bout du temps ¢ Or, en supprimant les
termes multipliés par [, v, dm, [z2dm, (v zdm , a
cause que les coordonnées x, , JY,s %/, soot rapportées
a des axes principaux, et ayant égard aux valeurs
des momens d'inertic A, B, C, on a, pour cette
somme,

Ap* 4+ Bg* + Cre;

donc, en vertu de I'équation (¢), la somme des forces
vives de tous les points du mobile est constante pen-
dant le mouvement.

2°. 8i Pon appelle @ la vitesse angulaire autour
de I'axe du moment principal , qui coincide constam-
meunt avee 0z, cette composante de la vitesse o, re-
lative a l'axe instantané, se déduira de celle-ci, en la
multipliant par le cosinus de T'angle que iait 'axe
instantané avec laxe Oz; d'apres le n° 4o7, on
aura done

0 — cz”[) e b"q -+ &"r;-

et si on substitue pour a", ", ¢", leurs valeurs trou-
PO no ? 3 Py "

vées dans le n® 417, et qu'on ait egard a Péqua-
tion (e), il en résultera

La vitesse angulaire du mobile, parallélement au
plan dans lequel la percussion primitive a en lied,
est donc constante el égale 4 la somme des forces
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vives de tous les points du corps, divisée par le mo-
ment de cette percussion par rapport au centre fixe.

53°. Sotent «', y', 2, les coordonnées d'un point
quelconque de l'axe instantan€ , rapportées aux axes
Ox, , Oy, Oz,, et « la distance de ce point & leur
P

l-’{ r -
=5 L 3, sont les cosinus

32

origine (0. En observant que
des angles que font ces droites avee 'axe instantane
n° 1 aura

.ﬁ 407) 5 OF

'. pu e b o
= ==, 3-= —;

@ o @

. g , : . u*
s1 done on multiplie les équations (e) et (f) par ;:_“' 5

elles deviendront

-
Ax'™ - By'* 4 Cz* =’%:j, 5
Atz By 4 (2 = k: ;

JEa L ) u* &
et si 'on élimine = entre celles—ci , on aura

A(k* —AR)x"* 4-B(k* — BR)y'* + C(k* — Ch)s"* =0 ;

d'ou Ton conclut que V'axe instantané de rotation
demeure tonjours sur la surface d'un ¢dne du second
degré, que Fon peut tracer dans l'intérieur du mo-
bile, lorsque les constantes % et 4 sont connues. Ce
C’(")nc se change en un plan , quand le earré de k& est
€gal 4 Yan des produits A% , B, Ck; il devient un
Cfm.e droit 4 bhase circulaire , ayant pour axe 'un des
trois axes prinei paux relatifs & ce point, toutes les fois
que deux des, coefficiens de l'équation précédente
sont égaux.
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42 Liaxe Om ou Oz du moment principal des quan-
lités de mouvement , étant immobile, la suite des
droites suivant lesquelles il iraverse le corps pendant
le mouvement, se trouvera sur un cdne qui a le
point O pour sommet. Or, ce cone est aussi du se-
cond degré, comme le précédent. En effet, si I'on
appelle «”, ", 2", les trois coordonnées d’'un point
quelconque de I'axe Om , rapportées aux axes Uz, ,
Oy,, Oz, et si l'on désigne par #, la distance de cg
point & l'origine O, on aura

o A N N (A B
at =S4, -yt =b'd, rz-esrdim
et, par conséquent,

EP= Lt", Bq:ﬂi, Cr= 2%

u, u, u

En substituant ces valeurs dans les équations (€)
et (f) , il vient

_&9 z” 2 ke J.'-'a J2 Jl‘.'"s
Tl e el S il

z"s ___I_),.Un + xﬂ: f— lea;

et par I'élimination de #,*, on en conclut :

EAR b i B G
pour I'équation de la surface du cone dont il ¢agit.
5°. Pour que ce come et le précédent ne soient
pas imagiuaires, il faudra que les quantités k*— Ah,
k*— Bh, k*— Ch, ne soicnt pas ‘toutes trois de
méme signe. Cela étant, si Aest le plus grand et C le
plus petit des trois momens d’inertie principaux, les
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denx quantités k*— Ak et k*— C# devront étre de si-
gnes contraires. Or, selon que la troisieme quantiié
%*— BF aura le méme signe que k*—Ak ou k*— Ch,
les sections de ces deux cones seront des ellipses per-
pendiculaires & laxe du plus grand ou a laxe du
plus petit moment d'inertie. Par conséquent, pendant
toute la durée du mouvement, laxe instantané de
rotation ne sécartera de I'un de ces deux axes prin-

_cipaux, que de quantités limitées; et, en meme
temps , cel axe principal ne s'écartera non plus que
de quantités limitées, de Yaxe Om perpendiculaire an
plan de la percussion primitive ct du point O.

420. Lorsque I'axe instantané de rotation O (fig:53)
Sécarle tres peu de l'un des trois axes principaux,
par exemple de I'axe Oz, pendant toute la durée du
mouyement, on peut déterminer sa position et celle
du mobile i un instant quelconque, d'une maniere
trés simple, et sans recourir aux fonetions ellipti-
ques. A la vérité, cette autre solution du probléme
n'est qu'approchée; mais on pourra pousser lap-
proximation aussi loin qu'on voudra : celle & laquelle
nous nous arréterons suffira pour compléter ce qui a
¢té dit dans le n° 389 , sur les propriétés mécanigues
des axes principaux.

Nous avons (n° 406 )

! ’ b - o)

Vangle 10z, .ctant tres petit par hypothese , p et g se-
ront deux fractions trés petites de 75 si I'on néglige
leur produit, la premi¢re équation (d) se réduit
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a dr=o0, et donne r =73 n élant une cons-
- tﬂﬂte arbitrail‘e qui expl’fﬂlel‘& Ia Vi[essc de I'Olﬂ-
Ly tion du corps, ou la valeur de / P g
i négligeant aussi les carrés de p et gq. Les
| équations (d) deviendront

Bdy -~ (A — Clnpdt = o, 1 ()
Adp 4- (C — B)ngdt = o. |

Pour les intégrer, je fais

, en
deux autres

p = €sin(n't 4 ¥)s § = 6 cos(n't - ¥ )s
&, € ¥, 7', étant des quantités constantes. En subs-
: tituant ces valeurs de p et ¢ dans les équations (1),
| . H - 0 .
et supprimant ensuite le sinus ou cosinus qui se
trouve facteur commun i tous lenps

termes , il
vient

B BG’H'—(A—C)GR:O, AGHI—-(B-—C)(;'%:();

d’ot 'on tire

£ A—C)(B—~T)
n=n Ot ot
: € = aVAA—T),

€ ='a \/B(B — C);
e élant une eonstante qut restera arbitraire

» alnst
que . Si donc on fait , pour abréger,

A—CB—=0 23
— e
il en résultera
p=a V"B?B ace C) sin (d'nt - ) | (2)
1=« VAR—C)cos (Pnt o), |

pour les intégrales complétes des équations (1)

2
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§i l'on projette I'axe instantané Ol sur le plan des x,

ety,, et quon appelle { Fangle que fait cetle projec-
tion avec l'axe des y,, onaura

g
tang { = l;;;

de plus, la valeur de sin 10z, se réduit a
: L A
sin 10z, = ;\/1) + ¢

au degré d'approximation ou l'on s'est arvété; par
conséquent , les valeurs précédentes de p et ¢ feront
counaitre immédiatement, 4 chaque instant , la po-
sition de I'axe de rotation dans l'intéricur du mobile.
Oua va voir les conséquences qui en résultent.

421. 8i, a lorigine du mouvement, cette droite
a coincidé exactement avee I'axe Oz, ; il fandra quon
ait p=o0 et g=o0, quand # =073 ce qui exige que
la constante « soit nulle. Alors on aura constamment
p=o0 et g==o0; et 'axe instantané¢ OI coincidera ,
pendant toute la durée du mouvement, avec I'axe
0z,, qui demeurera immobile (n° 405). Lors donc
que le corps retenu par le point fixe O aura commence
a tourner autour de I'un des trois axes principaux
qui se coupent en ce poinl, il continuera indefini-
ment & tourner autour de cet axe, comme sl était
enlitrement fixe ; ce qui est la proposition dun® 38g.

Mais, si a Porigine du mouvement l'axe Ol s'é-
cartait un peu de 0z, les valeurs initiales de p et g,
et, conséquemment, la constante 2, seront seule-
ment trés petites. Or, pour que les valeurs de p et ¢
demeurent toujours trés petites, il faut que la cons-
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tante J' soit réelle ; car, lorsqu'elle est imaginaire,
le sinus et le cosinus contenus dans les équations (2)
se changent, par les formules connues, en expo-
neatielles réelles, et les valeurs de p et g, qui en
résultent , croissent indéfiniment avec le temps z.
La réalité de J' exige que le moment principal C soit
le plus grand ou le plus petit des trois momens
d’inertie A, B, C. Donc, quand T'axe instantané de
rotalion a ¢t¢ un tant soit peu écarté de I'axe prin-~
cipal qui répond au moment d’inertie moyen, cet
ecart augmente avec le temps, et ne reste pas ren-
fermé entre de ires petites limites; et , au contraire,
lorsqu’on Ya un peu écarté de V'axe principal auquel
répond le plus grand ou le plus petit moment d’i-
nertie, il s’en éloigne trés peu, et ne fait que de trés
petites oscillations pendant toute la durée du mou-
vement.

il y a donc une différence essentielle entre les trois
axes principaux du mobile qui se coupent au point
fixe O : en supposant que A soit la plus grande, et Cla
plus petite des trois quantités A, B, C, le mouvement
de rotation est stable autour des axesOx, et 0z, et ne
peut étre qu’instantané autour de I'axe Oy,. 87l s"agit,
par exemple, d'un ellipsoide homogéne, retenu par
son centre de figure, le mouvement est stable autour
du plus grand ou du plus petit de ses trois diamétres
principaux, et non stable autour de son diametre
moyen.

422. Dans le cas de l'instabilit¢ du mouvement;
les formules (2) u’exprimcrout les valeurs appro-
chées de p et g que pendant les premiers instans d&
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mouvement, et tant qu'clles seront trés petites,
comme le supposent les équations (1), dont elles
sont déduites. Pour avoir les valeursdep, ¢, r, a
un instant quelconque, il faudra alors recourir a la
solution rigoureuse du probléme. Dans le cas de la
stabilité, les valeurs approchées de p et ¢, données
par les équations (2), subsisteront pendant toute la
durée du mouvement; et Von déterminera de la
manicre suivante celles des trois angles L, 6, .

Je supposerai , comme dans le n° 418, que le mou-
vement a été produit par le choc d'une masse u, dont
tous les points avaicnt une vitesse v, paralléle & une
droite FE (fig. 8), passant par le centre de gravité
de w, et comprise dans le plan des x et y. Les
équations (i) auront lieu comme précédemment ; et
en désignant toujours par f la distance de cette droite
au point 0, la quantité &k qu'elles renferment sera
encore le moment pvf de la percussion initiale. Au
moyen de r=n et des formules (2), ces équa-
tions (i) deviendront

sinfsing = — a i]—;%;"ﬂ sin(J'nt == 5),
sinflcos@ = — a EK-:-“{?—_& cos{d'nt -+ %), (3)
Cn :
cos § = o ‘

Les angles § et ¢ étant donnés & T'origine du mou-
vement, si I'on fait # == o dans les deux premieres de
ces équations, on en déduira les valeurs des deux
constantes « et 5, Ces deux équations feront ensuite
connaitre les valeurs de @ et 8 & un instant quel-
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conque, apreés que la constante z aura aussi été déter=
minée. Il faudra que « soit une’ quantité irés petite,
pour que les valeurs de p et ¢, données par les équa-
tions (2), soient trés petites, comme on I'a suppose.
Cela étant , 6 sera constamment un irés petit angle,
et l'axe principal Oz,, dont sécarte irés peu laxe
instantané de rotation, s'écartera lui-miéme tres peu
de J'axe Oz perpendiculaire 4 la direction FE de la
percussion primitive.

En négligeant le carvé de 6, la troisieme équa-
tion (3) se réduit a

2 _/ = Cn %
ce qui fera connditre la constante 7, qui sera, a tres
peu pres, la vitesse augulaire du mobile autour de
I'axe instantane.

La troisieme équation (7) du n° 410 se réduira de

8
méme a

ndt = dp — di ;

«d'ou Yon tire

Noe=c 4 @ — nt;
¢ ¢tant une constante arbitraive, que I'on détermi-
nera d’aprés les valeurs iuitiales de @ et L. Cette der-
nieére équation fera ensuite connaltre l’angle 2L & un
instant quelconque ; ce qui complete la solution du
probleme.

425. Lorsque le mobile est un solide de révolu-
tion, dont Oz, est I'axe de figure, on a B=A; Ia
premicre €quation (d) se réduit & dr= o r est done
une constante arbitraire 72; et toutes les formules du
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n° 430, ainsi que les équations (3), ont lieu rigou-
reusement.

L’angle @ n'est plus assujelti & étre trés petit ;
mais , en vertu de la troisitme équation (3), sa valear
est constante pendant le mouvement; en sorte que
Paxe de figure du mobile décrit, un cbne droit &
base circulaire , autour de la droite Oz perpendicu-
laire & la direction FE du choc primitif. En désignant
par ¢ la valeur constante et donnée de cet angle §,
on aura

uvf cos ¢ = Cn,

pour déterminer la constante 7n. D'@prés les deux
Premiéres équations (3), on aura aussi

wrof*sin® e = a*A’(A — C),

pPour déterminer la constante a@; et en vertu des

equaimns {2) la vitesse angulaire » ‘autour de l'axe
nstantané sera (n° 406 )

o= VT

Ce qui montre que cette vitesse sera constante, de
Maniere que le mobile lournera uniformément, soit
Autour de I'axe instantané, en vertu de cette vitesse ,

$oit autour de son axe de ﬁgm‘e en verlu de la vi-
iESSe 7.

Les deux premieres équations (3) donnent aussi
tang ¢ —tang (dnt +4), o=Jni}-.
La froisieme équation (7) du n° 410 devient

ndt = Jdndt — cos ed ;
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en désignant par ¢ une constante arbitraire, on en
déduit
— d') nt ;
(x MBS i -

\LH—:L—-—H—»—_,

COS ¢ AT

par conséquent, lﬁngle @, compté sur un plan per-
pendiculaire 4 1'axe de figure, et I'angle o , compté
sur le plan du choc primitif et du point O, varient
I'un et Pantre uniformément.

424. La stabilit¢ du mouvement autour des axes
principaux du plus grand et du plus petit moment
d’inertie, ayant é1é conclue des équations (2), quine
sont quappraghdes, on pourrait conserver quelque
doute sur 'exactitude de celte conclusion; mais on
démonire rigourcusement la stabilité dont 1l sagit ,
au moyen des intégrales exactes (e) et ( J) des équna-
tions du mouvement.

En effet, en multipliaot la premiére par C, et la
retranchant de la seconde, on a

AA—C)p+BB—Cg=D; ()

D désignant, pour abréger, la constante k* — Ck. Si
donc Vaxe instantané s’écarte trés peu de I'axe prin-
cipal Oz, a l'origine du mouvement, de sorte que
les quantités p et ¢ soient trés petites a cette époque,
la constante D sera aussi trés petite; d'ont je conclus
que les valeurs dg p et g devront rester tres petites
pendant toute la durée du mouvement, lorsque les
deux différences A —C et B—C seront de méme
signe; car il faudra, en vertu de 'équation (4), que
leurs carrés, multipliés par des quantités de méme
sigﬂc, et ensuite ajoutés, donnent constamment une
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somme trés petite. On peut méme, dans ce cas,
fixer des limites aux valeurs de p et ¢, et I'on voit
qu'on aura toujours

D : D 4 -
P< ta=g>1 <sE=0r

Mais si les différences A— C et B— C sont de
signe contraire, et que la constante D soit encore
supposée tres pelite, on concoit que l'équation (4)
pourra néanmoins étre satisfaile, sans que les va-
leurs de p et ¢ solent astreintes & demeurer constam-
ment trés petites; et, en effet, Uanalyse du n® 420
montre qualors ces valeurs ne sauraient étre sup-
posées tres petites pendant toute la durée du mou-
vement. '

Au reste, les axes principaux relatifs au point fixe
O sont les sculs axes qui puissent rester les mémes
dans lintérieur du mobile, et demeurer en repos,
quand ils ne sont pas entierement fixes, ainsi qu'on
I'a déja vu dans le n° 58. Cela résulte actuellement
des équations (d). En effet, pour que I'axe instantané
de rotation conserve toujours la méme position, il
faut que les trois quantités p, ¢, r, soient constantes.
On a donc dp=o0, dg=o0, dr=0; ce qui réduit
les équations {d) 2

B—A)pg=o0, A—Crp=0, (C—B)gr=o.

Si les trois momens d'inertie A , B, G, sont inégaux,
il faudra supposer nulles denx des trois quantités p,
q, ', pour satisfaire & ces équations; et alors l'axe
instantané coincidera avec l'un des trois axes Ox,,

2. It
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0y,, Oz,. St deux de ces trois momens d'inertie sont
égaux, de sorte que I'on ait B—=A, par exemple, la
premiére équation disparaitra, et Uon satisfera aux
deux autres en prenant r = o. L'axe instantané sera
donc alors situé dans le plan des deux axes O, et Oy ;
mais on sait que, dans un pareil cas, toutes les droites
comprises dans ce plan, et passant par le point O,
sont des axes principaux ; I'axe de rotation immobile
sera donc encore un axe principal. Enfin, lorsqu’on
aA =B =C(, ces trois équations sont identiques, et
I'on peut prendre les valeurs de p, g, r, arbitraire-
ment ; mais aussi, dans ce cas particulier, toutes les
droites qui passent par le point O sont des axes prin-
cipaux ; par conséquent, dans tous les cas, I'axe de
rotation, §'il demeure immobile, ne pourra étre qu'un
axe principal.

S L. Solutior. dun cas particulier de mouvement de
rotation d'un corps pesant.

425. Lorsque le point fixe O n’est pas le centre de
gravité du mobile, et qu'on ne fait point abstraction
de la pesanteur, on nest parvenu, jusqu’a présent,
a intégrer le systeme des équations (7) et (b) des
n® 4toet 415, que quand le mobile est un solide de
révolution, et que le point O appartient i son axe de
figure. Cest ce cas particulier que nous allons main-
tenant considérer.

Supposons que V'axe principal Oz, soit 1'axe de fi-
gure, et qu'on ait, par conséquent, B = A. Suppo-
sons aussi que le centre de gravité G du mobile (fig-9)
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appartienne 4 I'axe des z, positives, de sorte qu'on ait
(0° 413) @ =0 et E=o0, et que y soit une quantité
positive et donnée, qui représente la distance OG.
L’axe Oz étant vertical et dirigé dans le sens de la
pesanteur, I'angle § ou z0z, sera aigu ou obtus , se-
lon que le point G se trouvera au-dess?us ou au-dessus
du plan horizontal mené par le point O. Dans ces
deux cas, les équations (0) deviendront

Cdr = o,
Adg — (C — A)rpdi = yaMgdt, (1)
Adp + (C — A)rgdt = — 70" Mgdt ;

les quantités a” et b" qu'elles renferment étant ., d'a=~
prés les équations (¢) ,

a'=—sinfsing, ' =—sinbcose:

Nous appellerons équateur du mobile la section
perpendiculaire & son axe de figure, et passant par le
point O. Soient NEN'E’ cette section, et NON' Ia
droite suivant laquelle elle coupe le plan horizontal
mene par ce point fixe. Toutes les droites qui passent
par ce point et sont comprises. dans cetie section,
étant des axes principaux, l'angle ¢ pourra se rap-
porter & l'une quelconque d'entre elles; et E étant
un point déterminé du mobile, on ponrra prendre
}?Dur ¢ l'angle NOE. L'angle , dont la troisieme
€quation () renferme la différentielle, sera Vangle

%, compté a parlir d'une droite fixe Oux, menée
fll‘bltl:airement dans le plan horizontal. On aura done,
4 un mstant quelconque,

0z,=0, NOE=¢, NOx==1;

Il..
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et l'on a suffisamment expliqué, dans le n® 3-8, com-
ment la position du mobile sera déterminée, sans au-
cune ambiguité, au moyen des trois angles v, P
et f. :

426. En désigunant par 7 une constante arbitraire,
on aura r=mn, d’aprés la premicre équation (1). Le
mouvement de rotation du corps sera donc uniforme,
parallelement & son équatenr. Pour définir la direc-
tion de ce mouvement , nous supposerons que le point
N soit le nceud ascendant de I'équateur; en sorte que,
quand le point E parviendra au point N, son-rayon
EO s'élevera au-dessus du plan horizontal, en vertu
de la vitesse angulaire 7, qui sera alors une quantité
positive. En effet, d’aprés la troisieme équation (7)
du n° 410, on aura

dp = ndt + cosbd.  (2)

Lorsque le point E est en N, 'angle ¢ est zéro ou un
multiple de 27; et; dans l'instant suivant, il s’éle-
vera ou sabaissera, selon que I'angle ¢ augmentera
ou diminuera (n° 3~ 8) donc, pour que Ic point E
s'éléve comme on le suppose, en ayant seulement
égard au mouvement du corps paralléelement 3 son
équateur, il faudra que le premier terme de dp soit
positif.

Cela étant, si son second terme est aussi positif, il
augmentera la valeur de d@, qui sera donc plus grande
que si le nceud N était immobile ; par conséquent ,
son mouvement pr (}jete sur lequatcm sera recro-
grade, ou en sens contraire du mouvement du corps,
parallélement a ce plan. Le contraire aura lieu, et le
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mouvement du nceud sera direet, lorsque le second
terme de la valeur de dp sera négatif. Dans le second
cas, si le second terme l'emportait sur le premier, la
valeur compléte de dp serait négative, et le point E,
parvenu en N, s'abaisserait au-dessous du plan hori-
zontal, au lieu de s'élever au-dessus; mais cela n’em-
pécherait pas que N ne fut toujours le nceud ascen-
dant, eu égard au mouvement du corps autour de
son axe de figure.

Ainsi , le sens du mouvement du neend ascendant
N dépendra du signe qu'aura, a chaque instant, le
produit de cos 8 et d ; et ce mouvement sera direct
ou rétrograde, selon que cos et d-l seront de signe
contraire ou de méme signe.

427. En ajoutant les équations (1), aprés les avoir
multipliées par ¢, 8", a’, les seconds membres des

deux derniéres s¢ détruisent, et I'on trouve , comme
dans le »° 415,

Cd.rc" 4+ Ad.qb" 4+ Ad.pa’ = 0;

donc, i cause de r="n, ¢ = cosf, et des valeursde
{ = r
a' et b, on aura, en integrant,

Cncose—A(psinesin-¢-—|—gs]n@cns@)=[-; (3)

I étant une constante arbitraire, qui exprimera,
comme dans le numéro cité, le moment des quanti-
tés de mouyement de tous les points du corps par
rapport a Paxe 0z. Dans le mouvement que nous con-
sidérons, le moment de ces quantilés de mouyvement
est donc une quantité constanlc, mais seulement par
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rapport a l'axe vertical, et non plus par rapport a
tous les axes passant par le point 0,

Vajoute encore les deux dernidres équatians (1),
apres les avoir multiplides par g et p; ce qui donne

A (pdp - qdq) =9 ( psin B cosp— gsmlsin @) Mgz,

Mais, en vertu des deux premiéres équations (7) du
n® 410, on a '

psin9cos¢-—~qsinﬂsiuq}_—_—_—sin€§;

on aura donc

A(pdp qelq) ST Mgy sin 8.4 ;
et en intégrant et désignant par 4 la constante arb;—
traire, il en résultera

Alp + ¢) = 2Mgy cos § - 2, (4)

Dapres les équations ( 7) quon vient de citer, on a
d’ailleurs

W . Lo Wb

pemlsin @ 4 gsinf cos @ = sin* § 2¥,

dt
= d? di?
P Rgt=sintl e

au moyen de quoi les équations (3) et (4) pourront
ctre changées en celles-cis

Cr cos § — A sin® 8 :—if ==l
NG , Lo (42
; (.s.m en’—r -~ []}) = 2Mg> cos §4- 2. ]

Les €quations (2) et (5) donneront des valeurs de
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dt, dl, dp, dont chacune sera de la forme Fidf; il
ne s'agira donc plus que d'intégrer ces trois formules
différentielles , pour avoigles valeurs de ¢, <, @, en
fonctions de § ; or, leurs trois intégrales se réduiront,
dans tous les cas, aux fonctions elliptiques. Mais,
sans recourir 4 ces fonctions, on pourra aussi oble-
nir des valeurs approchées ded, o, 8, en fonctions
de ¢, dans les exemples que nous donuerons plus bas,
apres avoir déterminé les trois constanies arbitraires
n, 1, h, que contiennent les équations précédentes.
Les trois nouvelles constantes qui seront renfermées
dans leurs intégrales, se détermineront d'aprés les
valeurs de ), @, 8, qui répondent & ¢=o: celle
de B sera donnée ; on prendra, si 'on veut, | = o et
® = o, pour les valeurs initiales de < et @.

428. Quelles que soient les quantités de mouve-
ment que prendront les points du corps a ]’ori'gine
du mouvement, leur moment principal relatif au
point O, et 1a direction de son axe, seront connus,
d’apres les percussions qu’on aura exercées sur le mo-
bile & cet instant, et auxquelles ces quantités de mou-
vement inconnues, prises en sens contraire de leurs
directions, devront faire équilibre (n° 353).

Par la régle du n® 281, je décompose ce moment
principal en trois autres momens, dont les axes rec-
tangulaires soient la partie Oz, de I'axe de figure qui
comprend le centre de gravité G, une droite perpen-
diculaire 3 Oz, et contenue dans le plan vertical® de

z2et Oz, et une droite horizontale perpendiculaire
4 ce plan. Ces trois droites étant des axes principasX,
le moment par rapport 2 Oz, aura Cr ou Gz pour ¥a-
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leur (n® 4og); il ferait donc connaitre la valeur de 7 ;

. Mais je supposerai, au contraire, cette vitesse don—

née directement, et je *endrai Crn pour ce mo-
ment, .

Je désignerai par p le moment par rapport au se~
cond axe, et par m le moment par rapport a l'axe
horizontal; en sorte que la valeur initiale du moment
principal sera \/Cn* 4= u* 4 m*; 4 cause de B—A et
r==n, son carré est A*(p* - ¢*) 4 C*n? (n° 40g), a
un instant quelconque ; si done on appelle « la va-
leur initiale de Iangle §, on aura, en vertu de I'é—
quation (4),

(2Mgycosa -+ A)A = p* 1 m*,
a l'origine du mouvement; ce qui donne

: .
b= ’-‘—n-% — aMgy cos .

L'axe du moment désigné par w fera un angle
& - 9o° avec 0z; axe du moment m étant perpen—
diculaire & cette verticale, ce moment n’influera pas
sur le moment / par rapport & Oz; d’apres expres-
sion générale de E du n°® 281, nous aurons done sim-
plement

{ = Cn cos@ — psin o,

On devra se rappeler que dans ceg valeurs de 7
et /, l'angle o sera aigu ou obtus » selon qu’a Tori-
gine du mouvement , le centre de gravité G du
mobile se trouyera au-dessous on au-dessus du plan
horizontal , passant par le point 0,

429. Pour vérifier ces différentes formules, je
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suppose que la masse M du mobile soit concenirée a
son centre de gravité, et qu’il s¢ change en un pen-
dule simple dont ¥ sera la longueur.

Dans ce cas, on n’aura point a considérer I'angle ¢,
et le mouvement dépendra seulement des angles «|
et §. Si le point matériel G a recu, a Torigine,
une vitesse & perpendiculaire 2 GO et dirigée dans
le plan GOz, et une yitesse & perpendiculaire &
ce plan, on aura

= M}]f;, m = MyF.

On apra aussi

Il en résultera
b= (k* 4 K+ — 2gy cos e) M, I=—Myksina;

les équations (5) deviendront

ysin“ﬂ% = ksina,

2 o
o (sin 8 ‘fif_._}_i;l) = k*~ K* 4= 2¢9/(cos § —cos 2);
et il est aisé de les faire coincider avec les équa-=
tions (5) et (G) du n® 205.

La premicre , multipliée par 47dt; exprime que
Vaire décrite autour du point O pendant Vinstant dt,
par la projection horizontale du rayon vecteur GO
du mohile, est constante et égale a sa valeur ini-
tiale L5/ksina, Le premier membre de la seconde
est le carré de la vitesse de ce point matériel, au
bout du lemps £; et k* 4= A® étant le carré de cette




10 TRAITE DE MECANIQUE.
vitesse & l'origine du mouvement » cette équation est
la formule du n° 15,

430. Dans le cas d’un corps qui ne se réduit pas
& un point matériel, si Lon écarte le mobile de sa
position d’équilibre, quion lui imprime une vilesse
de rotation autour de son axe de figure , et qu'on I'a-
bandonne ensuite 4 lai-méme, les deux quantités
et m seront nulles, on anra

!l = Cncosa, h = — aMgy cos

et les équations (5) deviendront

sin* del =5 CT:-I (eosB — cos o),
. Ladd AP Mg, (6)
sin* o

L 05§ — coser)
2+ 7z = == (cosb — cosa).

En vertu de la seconde, la différence cosfl— cos @
est toujours positive ; en vertu de la premiére , la
différentielle dv] le sera donc aussi ; par conséquent
(n®426), le mouvemeni du neeud ascendant N sera
direct, quand cos § sera négatif, ce qui suppose le
centre de gravité G au-dessus du plan Lerizontal
passant par le point O; et ce mouvement sera ré-
trograde, lorsque G sera au-dessous de ce
qui répond 4. cos§ positif.

Quand 7 sera zéro, la difféventiclle dy, et par
suite la différentielle dp donnée par I'équation (2),
serout zéro ; les angles < et @ seront done constans,
et pourront étre supposés nuls ; le mouvement se
changera ‘dans celui du pendule ordinaire, autour

d'un axe horizontal par rapport auquel le moment

plan, ce
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d’inertie est Aj; et, effectivement, en faisant d=o
dans la seconde équation (6), elle se réduit a I'équa-
tion () du n°® 394, quand on suppose dans celle-ci
la vitesse initiale égale a zcro.

T S d- ; .
L’élimination de Tf entre les deux équations (6)

donne
sin*f i—fnzf‘lf [sin*#—26*(cosb—cosa)](cosb—cos), (7)

en faisant pour abréger,

My _ 1 C*n® 4g5*
% P T g

= 9

A A

ou l'on peut remarquer que A est la longueur du
pendule simple qui ferait ses oscillations dans le
méme temps que le mobile, si la vitesse n était
nulle. En méme temps, la premitre équation (6)
deviendra

sin’ﬂ%l' = 36 \/% (cost-—cosa), (8)

en regardant € comme une quantité positive et
donnée.

Les valeurs approchées de f et ¢ qu'on tirera de
ces équations (7) et (8), et celle de @ qui résultera
de I'équation (2), s'exprimeront aisément sous forme
finie, dans les deux cas dont nous allons nous oc-
cuper.

431. Je suppose d’abord que la parﬁe Ozr de l'axe
de figure qui contient le centre de gravité G du
mobile ait €té trés peu écartée de la verticale 0z a
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I'origine du mouvement, de sorte que l'angle « soit
trés petit; angle § le sera aussi, puisqu’on a tou-
jourscos §>> cos @; et, en négligeant les quatriemes
puissances de z et § dans les développemens de cos «
et cos fl, les équations (7) et (8) deviendront

92 %} — §[(1 + G!)Ba =5 g’c&’](&" R 62) F

" (9)
o3 = eyl =,

La premiére montre que 8, qui doit toujours étre
une quantité positive (n° 378), n'excédera jamais o ,

et ne sera pas moindre que . En la résolvant

Ce
) Vi &
par rapport a dt, on a
3
< o = 0df
e G \/é'_ b
VIO F OF —Cal@—5) »
ou l'on regardera toujours le dénominateur comme
une quantité positive, et 'on prendra le signe infé-

rieur ou le signe supérieur, selon que § croitra ou
décroitra.

Pour faciliter I'intégration, je fais

dt

= a sinu, d = & €0S udu;
il en résulte

d. cos
\/%dt:. S i b

VI—(r T hcovnr’

En intégrant , on aura donc

;\/% V1 467 = e F=arc(sin= V14 G cosu) ;
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¢ étant la constante arbitraire. Pour =0, onall=«
et cos u = o0; langle qui répond au sinus zéro est
zéro ou un multiple quelconque de 7; on a donc
¢ = iw, en désignant par  un nombre extier posi-
tif, négatif ou zéro; et en remettant pour cos x sa
valeur, on aura

£ \/’% v r—ﬁ;:hﬁarc(sinz\/ H;ga \/m.)_

L’angle § décroissant d’abord depuis =« jusqu’a
f = 7%‘&; , on prendra le signe supérieur eti=o;

croissant ensuite depuis cette derniére valeur jusqua

8=, on prendra le signe inférieur et i= 1;
décroissant de nouvean, depuis =2 jusqua
e gﬂ.

T L prendra le signe supérieur et i —2;

c:.

et ainsi de suite. Clest de cette maniére qu’on doit
déterminer la constante arbitraire, ajoutée a un arc
de cercle que I'on considére comme une fonction de
son sinus; mais il est plus simple de passer de T'are
au sinus, avant cette détermination.

A un instant quelconque , on aura, d’apres 'équa-
tion précédente,

" i oal a* = M
G_a—msmt\/ = -

En appelant T le temps pendant lequel l'angle 6
passera de sa plus grande valeur o a sa plus petite

valeur, qui suit immédiatement, ou reviendra de la
MR
pius petite a la plus grande, on en conclut
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Au moyen de cette valeur de 6*, celle do dn,
est donnée par la seconde equation (), sera

qui

d¢= C\/%(I+C’Jdt ___g\/f_dt;

gﬁ + ('_'033 i \/&t@
A

en mtégrant et supposant qu’on ait =0 quand
t=—o0, onen déduit "

€ tang ¢ \/é,-(l—_-l-ﬂ

A
— ta =——*—.___—_——__ — 5
+ ml:mg sy :’ Ct\/x’

formule qui déterminera le mouvement rétrograde
du nceud ascendant N sur le plan horizontal passant
par le point 0. Si la constante € nlest pas nulle,
les valeurs de I'are compris dans cette formule seront

arc(tang=o0 ) =10, arc (tang =o)==,
arc(tang =-—cw)=127, etc.,
au boutdes premier, deuxiéme, troisiéme, ete., inter-
valles de temps T; par conséquent, I'arc parcouru

par le point N pendant le premier intervalle de
temps T, sera

¥ Lot
R S S
T e )
E Vige

pendant les deux premiers interyalles T , 1l sera

\!' w5

ps === 7]‘ e S S
Vi 5
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au bout des trois premiers, on aura
3 2wt
V= ;'fj" =m V:_—i-—fi 5
et ainsi de suite. Il en résulte que les ares parcourus
par le nccud N pendant les intervalles T successifs

seront tous égaux entre eux, €t auront pour va-
leur commune

~1
(=

L
E+virevi+e’
laquelle est d’autant moindre, que la constante € sera
un plus grand nombre.

Quant 2 la valeur de @, si l'on néglige le carré
de § dans I'équation (2), et qu'on suppose ¢ =0
quand { =0, on aura

@ = nt + ~;
ce qui achevera de déterminer la position du mo-
bile 2 un instant quelconque.

432. Quel que soit 'angle «, supposons actuel-
lement que I'angle 8 demeure a peu prés constant,

¢t par conséquent trés peu différent de 2, pendant
toute la durée du mouvement. Faisons dome
§ = a — u, di = — du;

et considérons z comme une variable trés petite. En

négligeant les puissances de u supérieures au carré,
on aura

sin*f — gin*ae — wsin 20 = % cos 2z,

cos § — cos @ = usin @ —  u*cosa;

et a ce degré d'approximation , I'équation (7) donue
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A du? ) . )
g dpn — 2usina — w(coseq - 464

d’oit Pon tire

e du
g Mas aet ot S0 L
‘/;\ dt e ‘/2;.- SN ot — g (coSw - 43._,) .

En intégrant et observant que u=o0 quand t=o,
il vient

@ TR =
Z \/% (cosaz - 4&):3]“:[“05: a3’ u(cose - 455

sin 'z

et, par conséquent,

sine g - arr
—_ — ‘St\/tl S~ 4C°
74 cos st 4E [1 co X (Cos e+~ 4C )],
Pour que la variable  soil toujours tres petite ,
comme je l'al supposé, il faudra que la quantité € soit
trés grande; ce qui exige, ‘en général, quon ait
imprime au mobile une tres grande vitesse de rota-
tion autour de son axe de figure. On pourra alors
metire 4€* 4 la place de cos - 46*, ct l'on aura,
plus simplement ,

. Db e
0 — ijfbsmwsm Er \/A.

En mettant 2 —u au liea de § dans I'équation (8),
négligeant le carré de u, et Supposant que Pangle o

ne soit pas nul, ce qui permet Je supprimer le fac-
teur sin® o, eommun aux déeux membres , nous au-

ons
o ' \/E int '\/é
_(?T = b; J\Slﬂ G£ ;;




DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 1419
d'olr 'on tire

r g i ool R
b= 2tV/§ = geoinit Ve

En vertu de I'équation (2), oD aura, en méme
temps,
® = nt + Jcosa,

en supposant les angles @ et . nuls a Torigine du
mouvement ; et la position du mobile, & un instant
quelcongue , sera complétement déterminée.

On conclut de § — & — u, et de cette valeur
de i, 1% que quand le mobile que nous consi-
dérons a recu une trés grande vitesse de rotation
autour de son axe de figure; aprés que cette droite
a été éeartée de la direction verhicale, son équa-
teur conserve une inclinaison 4 peu pres constante,
sur le plan horizontal passant par le point O, pen-
dant toute la durée du mouvement gqui en ré-
sulte; 2° q-u’en méme temps l'intersection de ces
deux plans prend un. mouyement a irés peu pres
uniforme, trés lent par rapport a la rotation du
mobile , et qui est direct ou rétrograde , comme
on Ja déja dit (n° 450), selon que le centre de
gravité du’corps est au-dessus ou au-dessous du
pl’an harizontal. Pourvu que l'angle # ne soit pas
zero, l'angle -} et le mouvement du nceud sont in-
dépendans de sa grandeur. L'inégalité « de V'inclinai~
son de Péquatenr, et celle qui a lieu dans le mouve-
ment du newnd, sont d’autant moins sensibles, que la

rotalion est plys rapide, et fa quantité & un plus
grand nombre.
2.
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Il existe, dans beaucoup de cabinets de physique,
une machine de Bohnenberger, qui represente fide-
lement toutes les circonstances de ce mouvement
de rotation, de méme que la machine d’Athood
montre aux yeux toutes les circonstances du mou-
vement des corps graves. Le mouvement de rota-
tion est produit au moyen d’un fil enroulé sur 1%-
quateur du mobile, et attaché & 'un de ses points,
que Yon déroule rapidement, comme dans le jeu de
la toupie.

On remarquera que quand « est zéro, § Iest aussi;
ce qui rend I'équation (8) identique, et 'angle + in-
délerminé ; langle @ —A) , égal a nz, représente
alors le mouvement du corps autour de son axe de
figure,, qui demeure constamment vertical.
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AAARAAAAAA VAR A LAY 3 L ARAA

CHAPITRE V.

DU MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE ENTIEREMENT
LIBRE.

435.-Pour se représenter avec plus de facilité le
mouvement d'un corps solide dans I'espace, ony substi-
tue deux autres mouvemens, I'un de rofation, autour
d’un des points du mobile, et Vautre de Zranslation,
commun 4 tous ses points. Cela revient évidemment
a regarder, 3 un instant quelconque , la vitesse de
chaque point corame la resultante de deux autres vi-
tesses, dont I'une soit €gale et parallele a celle du
point que on prend pour centre du mouvement de
rolation, et dont Pautre scit particuliere & chaque
I“n")inf du mobile : en ayant sculement égard aux vi=
tesses pm‘iiculiéres, le corps tourne autour du centre,
comme autour d'un point fixe; et, en vertu de la vi-
tesse commune, tOLUS 5€8 }‘;Oin is sont transportés dans
Vespace ,  d’'un  mouvement commun qui n'aliére
en aucune maniere le mouvement de rotation.

Le mouvement de translation peut étre révolutif
autour d'un autre corps en repos ou lui-méme en
mouvement. Il o'y a pas de rotation touies les fois
quune face ou une section déterminée du mobile
reste constamment parallele a elle-mémie; il'y a, au
contraire, rotation dans le méme temps que la yévo-
lution, lorsque le mobile tourné constamment la

12..
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méme face vers le corps central. Clest ce second cas
qui-a lieu dans le mouvement des satellites autour de
leurs planetes. La lune tourne toujours la méme face
vers la terre; et le rayon vecteur qui va du centre
de la terre au centre de la lune, rencontre tonjours
en un ménte point la surface du satellite (0° 141);
d'olr il résulte que la rotation de la lune sur elle-
méme et sa révolution autour de la terre , Sache-
vent dans un méme temps, lequel est 27,52166. On
démontre, dans la Mecanique céleste, que V'égalité de
ces deux mouvemens subsistera toujours, quoique le
mouvement révolutif saccélére de sitele en siecle
(m° 244); en sorte que le mouvement de rotation
participe également a cette accélération »d
a assigné la cause.

Tant qu'on aura senlement pour but de décompo-
ser le mouvement d’un corps en deux mouvemens
plus simples et plus faciles & concevoir, on pourra
choisir arhitrairement le centre dy mouvement de
rotation ; mais lorsqu'il s'agira de déterminer effec-
tivement ces deux mouvemens, nous prendrons pour
ce point le centre de gravité du mobile , parce qu’a-
lors, dans le premier instant , ces deux mouvemens
se deétermineront indépendamment I'un de 'aytye , et
quil en sera de méme, dans plusieurs eag, pendant
toute leur durée : le choix de ce ¢entre de rotation
rendra toujours plus simples les €quations différen-
tielles des deux monvemens, ainsi qu'on va le
voir.

434. Appelons G le centre de gravité du mobile ,
M sa masse , et dm un élément quelc

ont La place

ongue de M. Au
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bout du temps ¢, compté depuis I'origine du mou-
vement, désignons par &, 7, 3, les trois coordonnées
rectangulaires de ce point materiel, et par «,, v, , z,,

celles du point G par rapport aux mémes axes. Nous
aurons

Mx, = fzedm, My,=[ydm, Mz, = [zdm,

en étendant les intégrales 4 la masse entiere. Si I'on
différentie ces équations par rappori a £, on pourra
effectuer cette opération sous les signes /. On aura,
de cette maniére,

de,  dr pdre  dy dz,  fdz,
M I"__f"?zdm’ M'I_‘['Idm’ Mﬁ_fd_tdm’ (1)

et, pour en conclure les composantes de la vitesse
initiale du centre de gravité, il suffira de connaitre
les valeurs de ces derniéres intégrales a l'origine du
mouvement.

Pour cela, supposons qua cette époque des parties
iy ' ele. , de M, recoivent des vitesses qui soient
les mémes ln)our tous les points de chacune d'elles, et
que nous représenterons par ¢, ¢', ¢, €lc.; en sorte
qu'elles prendraient les quantités de mouvement uv,
R, n" ete., si elles étaient libres. D’aprés le prin-
cipe du n° 353, I'équilibre doit exister enlre ces quan-
tl‘tés de mouvement, prises en sens contraire de leurs
du‘ections, et celles que prendront réellement; dans
le premier moment, tous les points du mobile, les-
quelles seront, paralléelement aux axes &, y, z, les va-

AMEECT i 1 dz . ;
leurs initiales de %;—r din, g dn , = dm, relativement
& i .
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a I'élément dm. Or, les directions des vitesses ¢, ¢,
¢y etc., élant données, on pourra décomposer, pa-
rallélement A ces axes, les quantités de mouvement
qui leur correspondent. Si donc on désigne par P,
Q, R, les sommes de ces composantes, suivant les
directions des x, 7, z, positives, et si I'on observe
que, par hypothése , le mouvement est entiérement
libre, il faudra qu'on ait, pour I'équilibre dout il
s'agit ,

dx dy, L, dz
de din =P, fm.,fm__ Q, [Fdm=R,

pour la valeur particuliére #==o0. Les €quations (1)
deviendront donc
- dz dy dz
M d,t’=P, Mj’:(\, M - =R, " {a)

a l'origine du mouvement; et I'on en conclut que la
vitesse initiale du centre de gravité sera la méme, en
grandeur et en direction, que si la masse entiére M
du mobile y était concentrée, et que toutes les quan-
tités de mouvement uv, u'v’, 2", ete., ou leurs com-
posantes P, Q, R, y fussent appliquées parallelement
a leurs directions respectives.

435. On peut supposer que 2, u', ©, ete., sont
les masses de corps animés des vitesses ¢, o', oll\ ety
qui sout venus frapper simultanément un autre corps
en repos, et y sont restes attachds, pour former une
masse totale M, dont le centre de gravité G a pris la
vitesse qui a pour ses trois composantes les valears de
dz, dy,

dz, ; - .
Ly données par les équations (2).
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Le probleme serait diffévent si les corps choquans
ne restaient pas attachés au corps choqué aprés les
percussions. Concevons qu'une masse M en repos soit
frappée par un autre corps en mouvement, qui touche
M en un seul point E (fig. 10) de sa surface ; suppo-
sons, de plus, que pendant la durée du choc il 0’y
ait pas de glissement de I'un des corps sur lautre,
ou du moins, sl y en a un d'ave tres petite éten-
due, faisons abstraction du frottement considérable
auquel il pourrait donner liea (n° 353 ); supposons ,
enfin, que EF soit la normale en E 4 la surface de M,
et comprise dans l'intériedr du corps. On verra, daus
un autre chapitre, que le mouvement de M sera le
méme que si une certaine partie u de la masse, dont
le centre de gravité serait situé sur EF, recevait, sui-
vant cetle direction , une certaine vitesse ¢, commune
a tous ses points. La droite EF est donc la direction
du choc ; et son intensité, c'esi~a-dire, la quantité de
mouvement pv, sera déterminée, dans ce chapitre,
d’apres le mouvement du corps choquant et la forme
des deux corps, élastiques ou non élastiques.

Cela étant, si on appelle V la vitesse que prendra
le centre de gravité G de M, elle sera dirigée snivant
la droite GD, parali¢le a EF, et elle aura pour va-
leur le rapport de uo 2 M, de sorte que 'on aura

MV = puv.

He’cipmqucmem , si la vitesse V du centre de gravité
est donnée par 1'observation, en la multipliant par
M? on aura la quantité de mouvement qui a élé im~-
primeée au corps choqué, suivant la partie intérieure
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de lanormale a la surface, menée par le point E ou
le choc a eu lieu 5 propriété qui appartient exclusi-
vement au centre de gravité G, et qui n’aurait pas
lieu, en général, pour la vitesse que prend le point
E, ou tout autre point de M, situé ou non sur la di-
rection du choe.

456. Afin que Pon voie plus clairement comment
le mouvement de rotation d’un corps se trouve sim-
plifi¢, quand on le rapporte 4 son centre de gravité,
supposons d'abord que Ton' veuille déterminer ce
mouvement avtour d'un point déterminé C (fig. 11)
de ce corps, que nous ferons ensuite coincider avec
son centre de gravité G. '

Soient CA, en grandeur et en direction, Ja vitesse
du point C, et BD celle d'un autre point quelconque
B du mobile. Par le point B, tirons une droite BE
égale et parallele 2 CA, et achevons le parallélo-
gramme BEDF. On pourra remplacer la vitesse BD
par ses deux composantes BE et BF; et si Pon dé-
compose de méme les vitesses de tous les points du
mobile, ils auront tous une vitesse commune, égale
et parallele 3 CA , et chacun d’eux aura, en oulre, une
vitesse particaliere. Or, si Pon imprime au point B et
atous les autres points du corps, une vitesse égale, pa-
rallele et contraire & CA, on réduira le point C au re-
pos, sans altérer le mouvement de rotation autour
de ce point, qui sera dii aux vitesses particuliéres des
autres points, savoir, BF pour le point B. Pour dé-
terminer ce mouvement, on pourra donc considérer
C comme un point fixe, aprés avoir Imprimé a tous
les élémens du corps, des quantités de mouyement
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égales aux produits'de leurs masses et de la vitesse
CA, et dirigées en sens contraire de CA. Or, la résul-
tante de toutes ces forces paralleles et proportion-
nelles aux masses, sera égale 4 leur somine, et pas-
sera par le centre de gravité G, comme la résul-
tante des forces qui proviennent de la pesanteur;
par conséquent, si l'on désigne par U la vitesse CA,
et toujours par M la masse du mobile, il suffira de
joindre aux quantités de mouvement données, qui
peuvent étre imprimées simultanément a différentes
parties de M, une autre quantité de mouvement
MU, dirigée suivant la droite GA’, parallele et con-
traire 3 CA. On déterminera ensuite le mouvement
de rotation autour du point C, par les régles du
chapitve précédent, et comme si C élait un point
fixe.

Cette détermination exigera donc que l'on con-
naisse la vitesse U du point C; mais lorsque ce
point sera le centre de gravité G, il ‘est évident
qu'aprés avoir appliqué au mabile 1la quantité de
mounvement MU, dont la direction passera par ce
point G, on en pourra faire abstraction ; ear une
force quelconque » passant par le cenire d’'un mou-
vement de rotation , ne peut influer en ancune ma-
uitre sur ce mouvement, puisqu'elle né saurait faire
tourner le corps autour de ce point, plutét danps un
SEDS que dans le sens opposé.

LO[IC}uons done que quand on imprime simultané-
ment des quantités de mouvement données, en gran-
deur et en direction , 2 différentes parties d'un corps
solide, le mobile commence 2 tourner autour de son
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centre de gravité, comme autour d'un point fixe, et
sans qu'on soit obligé d’ajouter aucune autre quan-
tité de mouvement 4 celles qui sont dennées,

437. En combinant ce théoréme avee ce qui pré-
cede, on déterminera completement le mouvement
itial d'wa corps solide de forme quelconque , de
quelque maniére qu'il soit produit.

Pour fixer les iddes, supposons que le mobile dont
le centre de gravité est G (fig. 10), et dont la masse
est M, soit frappé en un point E de sa surface par uu
autre corps qui s'en détache a pres le choc. En pre-
hant pour son mouvement de translation ecelui da
point G, et ayant seulement égard 2 ce mouvement,
tous les points du mobile déerfront, dans Je premier
instant, des droites paralléles 2 la normale EF ; on
pourra toujours, comme on I'a dit tout i Iheure
déterminer leur vitesse com mune, qui sera la vitesse
compléte dn point G ; mais, pour plus de simplicité,
je la supposerai donnée par 'observation s et je la re-
présepterai par V. Indépendamment de ce mouve-
ment de translation, le corps iouriera autour du
point G comme s'il était fixe, et qu'une partie de la
masse M, dont le centre de gravité serait sur la droite
EF, reciit une quantité de mouvement éq:_;im},gu‘w a
MV. Par conséquent,, dans le premier moment, la
direction de I'axe instantané de rof;
angulaire du mobile antour de cet axe, se déiermi-
nerent d'apres les équations (1) du
lesquelles on fera

ation et la vitesse

n°® 418, dans

k == MV/;
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Jf étant Ja perpendiculaire GL, abaissée du point G sur
la droite EF.

Appelons , pour cela, » cette vitesse angulaire , et
a, €, %, les angles que faitla direction de Iaxe ins-
tantané avec les trois axes principaux du mobile qui
se conpent au point G ; soit aussi HEK la section du
mobile qui renferme le point G et la droite EF; par
le poiut G, élevons sur ce plan une perpendiculaive,
et représentons par &, b, c, les:angles qu'elle fera
avec les axes auxquels répondentia, €, y: d'aprés
les équations (Z) et les formules (5) du n® 405, nous
aurons

Awcosa— kcosa, BwcosE=kcosb, Cowcosy=lcosc;

A, B, C, étant les trois momens d’ineriie du mobile
par rapport aux mémes axes. On en déduit

k* cos®* a k2 cos® b I cos* e

P A ibep ke ST
&= Az + P + s e

Les valeurs de a, b, ¢, seront données dans chaque
cas; on connaitya donc la vitesse @; €t les équations
précedentes détermineront les angles @, €, 5, cesl~
a~dire, la direction de I'axe instantané.

Si la perpendiculaive a la section HEK coincide
avec 'un des Irois axes principaux, de sorte qu'on
ait, par exemple, a=90°% b=gv’, ¢=o, il en
résultera ¢ = go°, £ = oo, c =0, €t Paxe instan-
tc:né coincidera aussi avec le ménie axe principal;
d'olt il suit gi'un corps libre, qui est frappé dans Je
plan de deux des trois axes principaux relatifs & son
centre de gravité, commencera i lourner autour du
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troisieme axe. En mettant pour £ gy valeur, célle de
la vitesse initiale de rotation sera, dans ce cas .
Réciproquement, il est aisé de conclure des équations
précédentes que le mobile ne pent commencer &
tourner autour de la perpendiculaire au plan de la
section HEK , de maniére que e, €, 7 , soient égaux
aux angles @, b, ¢, ou i leurs supplemens, & moins
que cette perpendiculaire ne soit un des axes princi-
Paux qui se coupent au point G.

Lorsque le mobile sera une sphére homogéne ou
composeée de couches concentriques, la perpendicu-
laire EF passera par le point G, qui sera son centre
de figure. On auradone f=o, f=o , @==0; en
sorte que le mobile ne prendra aucun mouvement de
rotation. Quand on parvient, par une percussion, a
faire tourner sur elle-méme une spheére entiérement
libre, clest toujours parce que le corps choquant
glisse plus ou moins sur cette sphére, et le mouve—
ment de rotation est alors produit par le frottement
qui a lien pendant la durée du choc.

Quelle que soit la forme du corps choqué, i le
corps choquant s’y attache, les formuyles précé=
dentes auront encore lieu, en Y mettant la quantité
de mouvement du second corps avant le choc,
a la place de MV, et prenant pour J la perpendi-
culaire abaissée du centre de gravité des deux masses,
sur la direction primitive du centre de gravité da
second corps : A, B, C, seront alors les momens
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d’inertie principaux du corps formé des deux masses
réunies.

438. Occupons-nous maintenant du mouvement
de la masse M au bout d’'un temps quelconque #, et
considérons successivement ses mouvemens de trans-
lation et de rotation, rapportés I'un et Vautre 4 son
centre de gravité.

1°. A cet instant, soient X, Y, Z, les compo-
sanles paralléles aux axes des x, 7, %, de la force
accélératrice domnée qui agit sur’ I'élément quel-
conque dm ; les forces perdues par ce point maté-
viel, pendant linstant dt , seront (n° 391 )

(t2yim, (1= 52)dn, (2=,

parallelement aux mémes axes. Le mobile étant en-
ticrement libre , il faudra pour I'équilibre des forces
perdues par tous ses €lémens, que les intégrales de
ces quantités, étendues 2 la masse entiére, soient
€gales a zéro; par conséquent , on aura

[ Sar d"
%dem-_:f Zdm, f %%d.rn:f Ydm, f If—dm:f L.

Mais en différentiant de houvean les équations (1),
on a

d? a 2 L diz A2z
1 e i o ._’—f_~ o
=] s dim, M2 =/ 2 dmM—=] — dm;

il en resultera donc

dtz, e ; A ‘
M 77 =/Xdm, Mr—%}' = [Ydm, Mf:j Zdm; (5)
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d’ot Tou conclut que pendant toute la durde du
mouvement, le centre de gravité G du mobile se
meut comme. si sa masse entitre M y était concen-
irée , et que les forces motrices qui agissent sur tous
ses points, ou leurs composantes, y fussent appli-
quées parallélement a lears directions.

2°. Aprés avoir détruit, comme-dans le n® 456,
le mouvement de {iranslation initial da meobile ,
supposons qu’a chaque instant on communique
tous ses points des accroissemens de vitesse infini-
ment petits, égaux et de direction contraire 3 celui
qui a lieu, au méme instant, pour le point:G. Ce point
sera réduit au repos pendant toute la duréde du mou-
vernent ; et la rotation aufour de ce méme point ne
sera point altérée. Or, cela revient évidemment 2
appliquer, pendant toute In‘durée du mouvement ; &
tous les élémens du mobile, des forces accéléra-
trices égales et.contraires i celle du centre de gravité;
les forces motrices correspondantes étant paralléles et
proportionnelles aux masses de ces points matériels,
leur résultante passera constamment par le point G;
on en pourra donc faireabstraction, en déterminant le
mouvement de rotatipn autour de G. Par conséqueut,
cemouvement sera le ménte, a chaque instant, que sl
G était un point fixe, et que les forces qui agissent,
a cet instant, sur le mobile, ne fussent pas chan-
gees.

Ces deux théoremes sont semhblables & ceux des
n° 434 et 436, qui se rapportent i Yorigine du mou-
vement; mais il ne s'ensuit pas que pendant toute
sa durée, le mouvement de translation du mobile




DYNAMIOUE, SECONDE PARTIE. 191
et son mouvement de rotation autour du centre de
gravité, soient indépendans l'un de autre, et puis-
sent se déterminer séparément, comme a cette ori-
gine, Les équations (5) seront celles du mouvement
de translation , et les équations (7) et (@) des n® 410
et 412, cclles du mouverent de rotation, en pre-
nant , dans celles-¢i, le centre de gravité G pour
l’originc des coordennées. Or, qua’nd les forces mo-
trices appliquées aux différens points du mobile dé-
pendront de leurs positions absolues dans Tespace,
les coordonnées de ces points, dont ces forces seront
des fonctions données, entreront & la fois dans ces
deux systiémes d'équations différentielles , qui ne
pourront plus sintégrer séparément , et les deux
mouvemens qui dépendent de ces équations, influe-
ront Pun sur autre. On ne pourra, généralement,
intégrer’ ces dquations différentielles simultanées et
déterminer les deux mouvemens du mobile, que
par aft}proxim:i tion ; toutefois, ils seront indépendans
P'un de V'autre dans deux cas-particuliers que nous al-
ions considérer.

435 Si le mobile n’est soumis qua la seule ac-
tion de la pesanteur , les équatious (5) seront celles

u mouyvement d’un point matériel pesant, dans le
vide ; quels que soient la. forme du corps solide et
SN miouyvement autour de son centre de gravité ,
¢e point décrira donc dans Vespace une parabole
tangente & la direction de sa vitesse initiale , dont le
parameélre dépendra de la grandeur de cette vitesse;
et son mouwvement sur cette courbe sera le méme
que celui d'un point matériel isolé (n° 208). P'un
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autre coi¢, le poids du corps étant une force appli-
quée constamment 4 son centre de gravité, il n'aura
aucune influence sur le mouvement de rotation
autour de ce point, qui sera uniquement di aux
percussions initiales, et le méme que si le centre de
gravité ne se déplacait pas.

Supposous, par exemple, que le corps soit un
ellipsoide homogéune , frappé par un autre corps
qui le touche au point E de sa surface (fig. 10) ; la
droite GD, paralléle 4 la normale EF, sera la tangente
a la parabole que le point G va décrire; et lon
construira aisément cette courbe , d’aprés la vilesse
initiale du point G, que je représenterai par V. Con-
cevons , de plus, que la section HEK dy point G
et de la droite EF comprenne deux des axes de
figure de lellipsoide ; @ et b étant leurs demi-lon-
gueurs, G le moment d’inertie par rapport au troi-
sieme axe, et M la masse du corps, on aura (n°® 370)

C = tM(a* + B).

Or, le mobile devra tourner autour du point G,
comme s'il était dénué de pesanteur, et que ce point
ne prit aucun mounvement ; mais alors Paxe perpendi-
culaire 4 la section HEK demeurerait tout entier 1m-
mobile (n** 589 et 437); et sa vitesse angulaire de
rotation serait donnée par la formule relative au mou~
vement initial d’'un corps solide autour d’'un axe fixe-
Donc, en 13 désignant par @, observant que la quan-
tité de mouyement imprimée au mobile est équiva~
lente & MV, et appelant 1 la perpendiculaive Gl
ahaissée du point G sur la droite EF, nous aurans,
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d’apres la formule (1) da n° 586,
1V,
© = —-——Gf ;
ou bien , en mettant pour C sa valeur,
BN & e
— (,z"—‘-b‘. [

Les deux vitesses @ et V sont ainsi lides 'une 3
Vautre, parce quelles résultent toute$ deux d'une
méme percussion.

Ainsi, tous les points du mobile décriront des
paraboles paralleles a la trajectoire de son centre de
figure ; et, en méme temps, le corps tournera uni-
formément autour de l'axe perpendiculaire a la sec~
tion HEK, qui sera emporlé en restant constamment
parallele & lni-méme.

440. Si le mobile est une sphére homogéne ou
composée de couches concentriques, dont . tous les
points soient aitirés ou repoussés en raison inverse
du carré des distauces, par les points d’autres corps
en repos ou en mouvement, la résultante de toutes
ces forces sera la méme que si la masse entiére du
mobile était réunie a son centre de gravité; car cha-
Cune d'elles sera égale et contraire 4 la réaction de
la sphere sur le centre dont elle émane, Par.con-
S€quent , le centre de gravité se mouvra comme un
point isolé , soumis 4 des attractions ou répulsions
donndes ; et le mouvement de rotation du mobile
sera indépendam de ces forces, et le méme que sile
centre de gravité demeurait en repos; en sorte/que,

2 13




194 TRAITE DE MECANIQUE.,

. dans ce cas, les deux mouvemens de translation et

de rotation seront encore indépendans 'un de 'autre.

Abstraction faile de la non-sphéricité parfaite des
couches de la terre, elle tournerait done constam-
ment et uniformément autour d'un de ses diamétres,

gqui serait toujours le méme et demeurerait toujours

paralléle a lui-méme; en méme temps le mouvement
elliptique de son centre de gravité autour du soleil
serait troublé par Paction des autres planétes, mais
rigoureusement indépendant du mouvement de rota-
tion.

441. 11 n'en est plus de méme lorsqu’on a égard &
Paplatissement du sphéroide terrestre. D’abord , si
I'axe de rotation n’a pas coincidé exactement, i Popi-

ine du mouvement, avec 'axe de figure , 'axe ins-
tantané de rotation oscillera autour de cette droite
(n® 421), et renconirera successivement la terre en
différens points de sa surface. Les poles et I'équateur
se déplaceraient donc i la surface du globe; et il
en résulterait , pour les différens lieux de la terre,
des changemens dans leurs latitudes géographiques.
E’amplitude de ces oscillations serait arbitraire ; mais
lenr durée dépendrait des différences entre les mo-
mens d'inertie de la terre; et, daprés ce qu’on sait
sur ces différences , cette durée serait d’un pen moins
d'une année. Or, dans cet intervalle de temps , les
observations les plus précises ne font connajire au-
cune variation dans la distance du zénith d'un lien
déterminé de la terre au point ol Paxe de rotation
va rencontrer le ciel. Il en faut donc conelure que les
oscillations ' dont il s'agit, si elles ont existé antre~
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fois , sont devenues tout-a-fait insensibles & 1’é-
poque actuelle; en sorte qu’il nexiste plus mainte-
nant que les forces permanentes, provenant des
attractions du soleil, de la lune et des planétes sur
le sphéroide terrestre, qui puissent faive varier la
direction de I'axe de rotation de la terre.

Or, a raison de la non-sphéricité des couches de
la terre, ces forces renferment une partie, ala vérité
trés petite par rapport aux attractions sur le sphé-
roide entier , dont la direction ne passe pas constam-
ment par son ceutre de gravité, Clest cette partie qui
produit les perturbations du mouvement de rotation,
savoir, la précession des équinoxes et la nutation de
Paxe de la terre.

En vertu de la précession , la rétrogradation an-
uuelle des équinoxes sur I'écliptique fixe de: 1800
est de 50",56482 ; sur le plan de Vorbite de la terre,
rendu mobile par Vaction des autres planétes, ¢'est—
a~dire, sur I'écliptique vraie, elle est un peu moindre,
et égale a 50",25427, comme nous I'avons déja dit
dans un autre endroit (n° 219 ).

La nutation est une oscillation de 'axe de la terve
qui sapproche et s’éloigne alternativement de la per-
pPendiculaire an plan de Pécliptique : elle est duc a
Vattraction de la lune ; sa période est celle du mou-
Vement des nceuds de I'orbite lunaire , ou denviron
18 aus ; et son amplitude s'éleve 4 9",40 (n° 223),
“I supposant la masse de la lune égale 4 un soizante-~
quinziéme de celle de la terre.

Les actions du soleil et de la lune sur le sphéroide
terrestre ne produisent qu’une variation tres lente et

e
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ui ne sera sensible qu'apres une longue suite de
siecles, dans I'inclinaison de 'équatenr sur écliptique;
la diminution annuelle de I'obliquité de I'écliptique ,
que Pon observe et qui sélevait & 0",45714 au com-
mencement du siécle, est due aux actions planétaires
qui font varier le plan'de orbite de la terre (n° 244).

Un examen approfondi de la question a fait voir
que les mémes forces qui produisent les variations
que nous venons d'indiquer dans la direction absolue,
ou rapportée a des lignes fixes, de I'axe de rolation de
la terre, sont impuissantes pour déplacer cet axe, dans
I'intérieur du sphéroide, von plus que pour faire
varier sa vitesse de rotalion. Ainsi, la terre tourne
constamment autour d'un méme diamétre, qui est
son axe de figure ; et son mouvement est uniforme
autour de cette droite mobile, dont la direction
change continuellement dans I'espace. Le jour sidéral
est donc constant; il en résulte que le jour moyen
(n” 111) l'est aussi, ou, du moins, il n'est soumis
qu'a une variation séculaire tout-a-fait insensible ; et
I'une ou Pautre de ces durées peuvent éire prises pour
unité de temps.

Pour tout ce qui concerne cetie importante theéo-
rvie, dont je n'al pu ici quindiquer succinctement
les principaux résultats , je renverrai & mon Mémoire
sur le mouvement de-la terre autour de son centre de
gravité, inséré dans le tome VI des Mémoires de
I Acadéinie des Sciences,

442. Llinvariabilité du jour est confirmée par les
observations les plus anciennes, qui font voir queé
sa durée n'a pas changé d’un centieme de seconde,
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par exemple, depuis 2500 ans, ainsi que nous allons
Pexpliquer.

Si la durée du jour était variable, les longitudes
et les latitudes du soleil , de la lune et des autres
corps célestes , calculées en la supposant constante,
ne s’accorderaient plus avec les longitudes et les lati-
tudes observées ; le mouvement de la lune antour de
la terre , & cause de sa rapidité, serait le plus propre
4 nous éclairer sur ce point; et sila variation du jour
était progressive, les différences entre le calcul et
I'observation seraient d’autant plus grandes qu'elles
se rapporteraient a des époques plus éloignées de Ia
notre.

Cela étant , soient / et /' les longitudes vraies de la
lune et du soleil & une époque déterminée. Silon
sait qu'a cette époque il y a eu une éclipse de lune ou
de soleil, la différence {—I' devra s'écgrter d'un
multiple de 18¢°, dune quantité moindre que la
demi-somme des diamétres du soleil et de la lune ; si
donc on appelle &' cette différence , abstraction faite
di multiple de 180° qu'elle peut contenir, il faudra
que J' n'excede pas un demi-degré, et soit méme, en
général, beaucoup au~dessous de cette limite. Or, on
2 calcnlé, dansla Connaissance des Tems de 1800, les
valeurs de 4' qui répondent 2 27 éclipses observées
par les Chaldéens, les Greces et les Arabes; les valeurs
qWon a {pouvées pourcette différence sont tantdt en
plus, taniby en moins, et toutes trés petites. La plus
grande, quj répond & une éclipse observée 382 ans
avantére chrélienne, s'éleve s — 27'41"; pour 'éclipse
La plus ancienue, ohscrvée par les Chaldéens 720 ans




198 TRAITE DE MECANIQUE.

avaut nolre ére, la valeur de &' est 2" seulement. Cette
comparaison prouve l'exactitude des tables lunaires
que nous possédons, et la nécessité des inégalitds
seculaires que Laplace y a introduites, Elle fait anssi
voir que la durée du jour, qu'on a supposée constante
dans le calenl des longitudes de la lune et du soleil,
West, en effet, sujette & aucune variation progres-
sive. Mais pour qu’il ne reste ancun doute sur ce
point important, calculons la valeur de ', corres-
pondante a I'éclipse la plus ancienne, qui résulterait
d’une semblablé variation , 81 elle existait.

443. Prenons pour unité lintervalle de terps qui
forme aujourd’hui le jour moyen; supposons que,
depuis une dpoque  trés éloignée, cette durde ait
diminué, d’'un jour au suivant, de la quantité cons-
tante . Soit n le moyen mouvement de la lune,
c'est-a-dire, le nombre de degrés qu’elle décrit dans
chaque unité de temps , abstractionsfaite des inéga~
lités de son mouvement vrai; les ares parcourus
aujourd’hui et les jours préeédens seront 1, n(1-4-a),
n(i-2a), n(14-3a), ete.; et I'are décrit pendant
un trés grand nombre # de jours, sera nt—f-jant(t—1),
ou, X tres peu pres, nt-iant*. Le terme 7y est
déja compris dans la valeur de 1, calculée d’aprés
les tables , en considérant le jour comme constant :
la variation du jour augmenterait done de sant*, la
longitude vraie de la lune, & une époque séparée
de nous par un nombre ¢ de jours. Celle du soleil ,
a la méme époque, serait augmentée de L an'se, en
appelant 7’ le moyen mouvement diurne du soleil ;

a raison seulement de la variation du jour, on aurait
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donc a cette ‘époque

la(n—n)r= d5 (1)

et, par rapport a I'éclipse observée 720 ans avant
notre tre, ce serait toute la valeur de la différence
des longitudes de la lune et du soleil, puisque cette
différence , calculée en supposant le jour constant,
nest que de 2” , ou a pen pres nulle.

Soit i e nombre de siécles contenus dans lenombre ¢
de jours; on aura

t = (36525)i.

Soient aussi

€ = (36520)a, m=(36525)n, m = (36525) n':
I'équation (1) se changera en celle-ci :

18m — ni)i* = J,

dans laquelle & sera maintenant la diminution sécu-
laire du jour, et m et m' représentgront les mouve-
mens séculaires de la lune et du soleil: D'aprés leurs

valeurs déterminées au moyen des observations mo-
del‘nes, ona

m — m ‘= 445268°,

en négligeant les fractions de degrés. Cr, si Ton
suppose que le jour a diminué d’un dix-millionieme
depuis la plus ancienne éclipse caldéenne , on aura

6i = o0,0000001 , [ = 20,52;
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et il en résultera '

4 = 34';

valeur qui rendrait impossible 'éclipse observée.

On ne peut donc pas admettre que la durée du
jour ait diminué de ceite fraction, un peu moindre
qu'un centiéme de seconde, dans un intervalle de temps
qui surpasse vingt-cing siécles. S'il existait des varia-
tions périodiques dans la durée du jour, il en résul-
terait des illusions dans la mesure da temps , qui
produiraient des inégalités apparentes dans les mou-
vemens des astres. Ces inégalités seraient faciles &
distinguer, parce qu'elles suivraient toutes la méme
loi, pour la lune, le soleil et les planétes, et que
leurs grandeurs seraient proportionnelles , pour cha-
cun de ces corps, a la rapidité de son mouvement.
Les astronomes n’ont reconnu aucune inégalité de
cette nature dans les mouvemens des corps célestes.
Ainsi l'observation , d’accord avec la théorie, prouve
que la durée du jour moyen n’est sujette 4 aucune
variation , périgdique ou progressive, qui ait une
grandeur sensible.

444. Revenons actuellement 2 Vobjet spécial de ce
chapitre,

Lorsqu’un corps solide se meut dans I'air ou dans
un autre fluide, les résistances exercées sur tous les
points de sa surface doivent étre transportées paral-
lelement & elles-mémes , avec le poids du corps, a
son centre de gravité ; et le mouvement de ce centre
est celui d'un point matériel pesant, dans un milieu
résistant; la masse de ce point étant celle du corps,
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et sa force motrice, provenant de la résistance,
une force dont les composantes dépendront de la
forme du mobile, des vitesses des différens élémens
de sa surfale, et des condensations ou dilatations
du fluide en contact avec ces élémens. En méme
temps le mobile tournera autour de son centre de
gravité, comme si la vitesse de ce point était nulle,
et que les vitesses des points de la surface fussent,
heanmomq celles qui ont récllement lieu. & cba—
que instant. 1! en résulte que la résistance du mi-
lieu influera, 4 la fois, sur le mouvement de
translation et sur le mouvement de rotation du
mobile, et que, pour un corps de forme quelcon-
que , ces deux mouvemens dépendront l'un de
Vauire et ne pourront pas . étre déterminés sépa-
rement.

Si le mobile est une sphére homogéne ou com-
posee de couches concentriques , laquc]le on ‘ait
lmpl’lme aucune vitesse de rotalion 2 lorlglne du
mouvement, il ne s'en prodaira aucune pendant toute
la durée de ce mouvement, qui sera un simple mouve-
ment de translation, dans lequel tous les points du
mobile auront 2 chaque instant des vitesses paralleles
et égales entre clles. En effet, si I'on mene alors par
le centre de la sphere , une tangente i la courbe qu'il
décrit, il est éyident que fout sera sem blable antour
de cette droite, soit pour les vitesses des points de
la surface , soit pour les condensations ou dilatations
du fluide environnant. Par conséquent, la résultante
des résistances exercées sur tous les points de la
surface, passera constamment par le centre de figure,
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qui est aussi le centre de gravité » et elle ne pourra
produire aucun mouvement de rotation. Les con-
- deusations ou dilatations du finide en contact avec les
€lémens de la suiface, dépendront de la%itesse com-
mune a tous les'points du mobile , et seront , dail-
leurs, différentes pour les différentes sections per-
pendiculaires 2 la langente qu'on a menée par le
cenire. Done aussi la résultante des résistances exté-
rieures , qui coincidera avee cette tangente, ne pourra
dépendre que de cette vitesse, de l'étendue de la
surface, et de la force elastique naturelle dn fluide;
et le mouvement du centre de gravité sera celui d'un
point matériel isolé , dont la masse est celle du corps,
et anquel on applique la résultante dont il S’ag—it 3
coniinuellement dirigée en sens contraire de sa vi-
lesse, et, en outre, le poids du mobile. Clest ce
que-nous avons supposé dans le n°® a0, 4 I'égard
des projectiles de Lartillerie, supposés parfaitement
sphériques et homogénes.

Dans ce cas, le centre d’un boulet ne peut pas sor-
tir du plan vertical passant par la direction de sa
vitesse initiale, et par rapport auquel tout est sem-
blable d’un ¢oté et de I'antre. Mais si le projectile g%é-
carte un peu de la forme sphérique, ou ¢l n’y pas
Ja méme densité dans toute son étendue, la résul-
tante des résistances extérieures, qui sont normales 2
5a sul‘face, ne passera p]us constamment par le centre
de gravité; elle produira donc un mouvement de ro-
talion ; et si elle n'est pas toujours comprise dans le
plan vertical ol Ie centre de gravité commence 4 sé
mouvoir, elle le fera sorkir de ce plan ; en sorte que
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la trajectoire du projectile, rapportée a son centre
de gravité, ne sera plus une courbe plane. Tout cela
est facile i concevoir, i 'égard d'un projectile non-
sphérique ou non homogéne; mais J'ajouterai que ,
abstraction faite du défaut d’ homogeu€ité ou de sphé-
ricité, si le boulet a recu, 4 la houche du canon, une
Vitesse de rotation , le frottement de sa surface contre
l’air, pendant son mouvement, pourra encove faire
sortir d’'un plan vertical son centre de gravité et de
ﬁgul\e'

445. Pour le faire yoir, soient G (fig. 12) le centre
de gravité et de figure d'un corps sphérique et ho-
mogene , et AGB le, diametre tangent & sa trajectoire.
Supposons, pour plus de simplicité , que I'axe de ro-
‘Talion qui passe par le point G, soit perpendiculaire
4 ce diametre. Soient ADBE la section du mobile ,
perpendiculaire a cet axe, et DGE un diamétre de
cette section , qui coupe AGB i angle droit. Suppo-
sons aussi que le mouvement du point G a lieu de A
vers B, ou dans le sens indiqué par la fleche s, et le
mouvement de rotation dans le sens indique par les
fleches placées en A, D, B, E. Le frottement de
cthaque élément de la surface contre air, qui nai-
tra du mouvement de rotation, sera une force tan-
gente i la surface, et dirigée en sens contraire de
Ce mouvement; Sur chaque section paralléle 4 ADBE,
1l variera d’un point a un autre, a raison de la dif-
fémnce de densité du fluide. En avant du projec-
tile, le fluide sera condensé; en arriére, il sera di-
laté ; par conséquent, le frottement sera le plus grand
du coté du point B, et le plus petit du coié du point
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A. On conclut de 13 que si I'on transporte au point
G, parallelement 3 elles-mémes, toutes les forces
provenant du frottement exercé i la surface , il en
résultera une force dirigée suivant la partie GD du
diametre DGE. Fappellerai ¥ cette force , P-la
poids du corps, et R la résistance proprement dite
du milieu, transportée au point G, et dirigée sui-
vant la partie GA du diamétre AGB. La force mo-
trice du point G sera la résultante des trois forces
F, P, R, etsa force accélératrice, cette résultante di-
visée par la masse du projectile.

Cela posé, si I'axe de rotation est vertical, et com-
pris, par conséquent, dans le plan des denx forces P ot
R, Jadirection GD de la force F sera perpendiculaire
& ce plan; elle fera donc sortir Ie mobile de ce plan
vertical, en le poussant du coté dn point D ; et , dans
ce cas, la trdjectoire du point G sera une courhe &
double courbure. 8i, au contraire, l'axe de rotation
est horizontal, la direction GD de Ia force F sera
comprise dans le plan vertical des forces P et R , qui
sera celui de la section ADBE; par conséquent, le
point G ne sortira pas de ce plan, et sa trajectoire
sera plane.

446. Dans ce dernier cas, on voit que la compo-
sante verticale de la force T augnmieniera ou dimi-
nuera le poids P, selon que la fléche *A sera dirigée
vers le haut ou vers le bas. La force F sera verticale,
et celte diminution ou augmentation de poids’y l2
plus grande, quand la direction AB sera horizontale.
Ainsi, dans le tir horizontal » €l en supposant que le
boulet tourne autour d’'un axe horizontal ; perpen-
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diculaive i la direction du tir, le frottement du pro-
jectile contre l'air augmentera sou poids et dimi-
nuera la portée, lorsque la partie antérieure de ce
corps tournera de bas en haut; et quand cette par-
lie tournera de haut en bas, le frottement dimi-
nuera le poids et augmentera la portée. Il pourrait
méme arriver , dans ce second €as, que la trajec-
toire devint convexe vers le terren : il suffirait,
pour cela, que la rotation fit assez rapide pour
rendre la force F plus grande que le poids P ; mais
alors le frottement diminuerait la vitesse de rota-
tion, la force ¥ décroitrait, et finirait par deve-
nir moindre que P; ce qui ramenerait la trajectoire
4 sa forme concave vers le tereein, comme a Yor-
dinaire.

Ces considératicns, jointes a celles du numéro
précédent,, montrent qu'indépendamment du defaut
de sphéricité ou d’homogénéité du boulet, le frot-
tement de sa surface contre l'air, provenant du
mouvement de rotation quil peut avoir contracté
en roulant dams l'ame du canon, est une circons-
tance qui peut influer, soit sur la justesse du tir,
parce que ce frottement fait sortir le centre du
boulet du plan vertical de projection, soit sur li-
négalité des portées, a cause que cetie force ang-
mente ou diminue le poids du mobile. Toutefois,
on doit observer quaucun de ces effets n'aura lieu,
si le houlet tourne autour du diametre AB, dans
le sens duquel il se meut; car alors le frottement
est égal et contraire pour deux €lémens opposés de
chaque seciion de la surface , perpendiculaire i Vaxe
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de rotation; d'oir il résulte que les forces prove-
nant du frottement exercé sur tous les ¢lémens,
€tant transportées au centre de gravité, s’y détrui-
ront deux a deux; en sorte que le monvement de
e point me sera pas dérangé par le frottement to-
tal, di 4 la rotation.
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VAR AA AN

AN AL MARAMARAAAA AR IAA AV AR AAVIAY

CHAPITRE VL

DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE PESANT SUR UN
r
PLAN DONNE.

§ Tr. Cas o lon Wa pas égard au [frottement.

447. Pour simplifier, je supposerai que le mobile
ue touche le plan donué qu'én un seul point, que
j’appellemi K, et qui variera, en général, sur sa sur-
-face et sur le plan. Les forces perdues dans chaque
instant infiniment petit devant se faire équilibre , il
{andra gu’elies se réduisent & une seule force, passant
par le point K, normale au plan donné, et dirigée de
maniere quelle tende a appuyer le mobile sur ce
plan. Cette résultante sera la pression que ce plan
éprouvera, et qui sera détruite par sa résistance, que
je veprésenterai par R. En joignanl au poids du
corps la force R, de grandeur inconnue, On pourra
Fa_il‘e abstraction: du plaa donné, et considérer le mo-
bile comme entierement libre.

Son centre de gravité, que jappelleal G, se mou-
Vra donc comme un point matériel isolé, dont la
masse serait celle du mobhile, et auquel on applique-
rail, paralltlement i leurs directions, le poids de ce
corps et la force R. Au bout du temps., je représen—
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terai par x,, ¥,, z,, les coordonnées du point G,
rapportées & des axes fixes et rectangulaires, et par
A, £, 7, les angles que la direction de la force R fait
avec des paralléles & ces axes, menées par le point K.
En supposant I'axe des z, positives, vertical et dirigé
de bas en haut, et en appelant g la pesanteur et M
la masse du corps, nous aurons

MEE L Rgoa,

de
A diy, T
M—dci — ¥, (r)

1%z :
MZZ = Rcosy — Mg
v T

pour les trois équations différentielles du mouve-
ment du point G. Si le plan donné est fixe, les
angles A, p, v, seront constans et donnés; s'il est
en mouvement , nous Supposerons que ce mouve-
ment soit connu, et ne puisse pas étre modifié par
celut du corps: A, w@, v, seront alors des fonc-
tions données de 7. Le mobile étant un corps pe-
sant, il faudra, pour qu’il ne se détache pas de ce
plan, fixe 6u mobile, qu’il soit toujours situé au-
dessus; en sorte que la composante verticale R cos v
de la résistance du plan sera constamment positive,
et v.un angle aigu : les denx autres angles donnés
A el g pourront élre aigus ou obtus,

En méme temps, le corps tournera autour du
point G comme autour d'un point fixe, en vertu
des forces R et Mg, appliquées aux points K et &
(n° 438); mais le poids Mg n’influcra pas sur €€
mouvement de rotation , dont les équations diffe—
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rentielles ne dépendront que de la force R: Potir les
former,; on prendra pour les seconds membres des
€quations (@) du n° 412,les momens multipliés par dt,
de la force R, par rapport aux irois axes principaux
du mobile, qui se coupent au point G. En appelant
@, €, 7, les coordonnées du point K rapportées &
ces axes,'et A, u/, v/, les angles que fait la direc-
tion de la force R avec les paralleles & ces mémes
axes, menées par le point K, ces momens seront

aRcospu' — GER cosw,
R cos A" — aR cos v/,
€R cos »' — 7R cos p/,

et les équations (a) deviendront

Bdg 4 (A—C) rpdt = Ry co8 A'— acos v') 1;,

Cdr4-(B — A) pgdt = R(z cos p'— € cos A’gt, s
(2)
Adp—-(C— B) grdt = R(€ cos ' —7 cosp’)dt ;

A, B, C, désignant les momens d’inertie qui répon-
dent respectivemc'ﬂt aux meémes axes que les angles

- ;
N, w'yof, et que les cm&;osa‘ntes Ps G, T, de la vi-
lesse angulaire de rotation (n°® 407).

Il y faudra joindre les équations (7) du ne £10
savoir :

pdt = sin §sin odl — cos @df,
qdt = sin 0 cos pd. - sin pdl, (3)
rdt = dp — cos bd.

Nous supposerons que les neuf cosinus a, &, ete.,
dont Jes valeurs en fonctions de @), §, ont été

a2, 14
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données dans le n° 378, sont ceux des angles que font
les axes fixes des coordonnées x,, ¥, , z,, du point G,
avec des paralléles anx axes principaux relatifs i ce
point, menées par Porigine de ces coordonnées ; et ,
d’apres la signification des angles 2, p, », X', &', ¥,
et I'équation (2)du n° g, nous aurons alors

»

cosp' = acos A + a'cosp 4+ a’cosy,
cosp’ = beosA + b cospz + beosy, § (4)
cos ¥ = ceos A 4 ¢'cosp == ¢" cosvy,

pour les valenrs de cos A", cosp', cosy’, quon devra
substitner dans les équations (2).

La position du mobile a un instant quelconque, par
rapport aux plans fixes des x,, 7., z,, sera comple-
tement déterminée au moyen de ces coordonndes et
des troi angles ¢, 4, 8, précédemment définis
(n° 378) ; la position de 'axe instantané de rotation,
dans Vintérieur du mobile, et sa vitesse autour de cet
axe, dépendront, en outre, des trois quantités p,
g, r: la solution du probleme consistera donc a dé-~
duire des neuf équations (¥ (2), (3), les valeurs de
ces neuf inconnues en fonctions de #; mais comme
ces équations renferment la force R et les trois coor-
données a, 6, 7, qui sont aussi inconnues, il faudra
encore quatre autres €quations, que l'on obtiendra
de la maniére suivante.

448 Soit L une fonction donnée de «, €, 5 , et
représentons par Li— o, I'équation de la surface du
mobile, rapportée i ses axes principaux qui se cou-
pent au point G Si nous faisons
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dLN® dLN* dENT1~1
v=[@+@+ &) ]
nous aurons (n°® 21)

COS/‘\':V%, cosu’:\rz—g, ——V@, (5)
ou I'on prendm le signe de V de maniére que les an-
gles X, ', v/, se rapportent ala parne intérieure de la
normale a la surface du mobile, qui sera la partie
supérieure de la normale an plan donné. L'une de
ces équations sera une suite des deux autres. En met-
tant les formules (4) a la place de cos A, cos g, cos 1,
¢t les joignant ensuile 2 'équation L =o0, on aura
déja trois des quatre équations demandées.

Si I'on représente par x, ¥, 3, les coordonnées
courantes du plan donné, rapportées aux meémes
axes fixes que x,, ¥y %5 €t en observant que A,

#; v, sont les angles que fait la normale a ce plan
avec ces axes, on aura, pour son équation ,

A COSA = yeosp == zcosy = {;

¢ étant une quantité donnée, qui sera constante,
quand le plan donné sera fixe, et, généralement,
une fonction donnée de ¢. D'ailleurs, en supposant
que &, ¥, z, répondent au point K qui appartient &
¢e plan, on aura, d’aprés les formules du n° 57y,

x, + aa + b6 + ¢y,

7+ da+ e+ ¢y, b (6)

z, + a”ac—{— bffg_'_ LH ;

Les valeurs de x, ¥, =, devront donc satisfaire a
1.

&£
¥

-
&

!
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V'équation précédente ; en les substituant dans cette

équation, et ayant dgard ‘aux formules (4), on
aura

.08 A (€08 o~ 7,€08 ¥ €08 A'4-Ceosp’ +yeosy' =7,  (7)

pour la quatrieme équation quil s'agissait dob-
tenir,

Lorsque le mobile sera terminé par une pointe ,
et quil touchera constamment le plan donné par
son extrémité , les coordonnées «, €, ¥, du point
K seront constantes, et donndes d’'apres la position
de cette pointe sur la surface et ses distances aux
plans des axes principaux du mobile , qui se cou-
pent au point G. Mais les équations (5) n'auront
plus lieu en un point de cette nature; I'équation (7),
qui exprime que ce point appartient au plan donné,
subsistera toujours; et il suffira de la joindre aux
équations du numéro précédent, pour déterminer
les neuf inconnues du probleme et la grandeur de
la force R que ces équations renferment,

449. Quand le plan donné sera fixe et horizon—
tal, on le prendra pour le plan des coordonnées x
et 7; 1l en résuliera

€CoOsA—0, COSK=—O0, CoOsy=1, [::,J-

r

ce qui réduira les formules (4) 4
I r
cos A =a", cosu = b, cosy'=c".

En vertu des deux premiéres équations (1), le mou-
vement horizontal du point G sera rectiligne et
uniforme ; sa vitesse, parallelement ay plan donné,
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dépendra de la percussion horizontale que le mo-~
bile aura éprouvée & l'origine du mouvemént. La
troisiéme équation (1) donnera

d'z, .
R=M (%% +g)s
ce qui fera connaitre la valeur de R, quand celle
de z, aura été déterminée. En méme temps, les
€équations (2) deviendront

Cdr—- (B—A) pde =M +g ) (ab'—Ea")dt,
Bdy + (A— C) rpdt =M("g+g) (ya'—ac")dt,p ®)
Adp—{- (C—B)grdt= M(‘%'_‘_ g) (ch__?brf)dt;

et I'équation (7) se changera en celle-ci :
z, = ala -4 6 4 ¢y =0, (9)

de laquelle on tirera la valeur de z,, pour la subs-
tituer dans les équations précédentes.

Ainsi, dans ce cas, le probleme dépendra des
équations (3) et (8), qui serviront a déterminer p,
g, 7,0, , 8, en fonctions de £, comme daus
le mouvement d'un corps solide autour d’'un point
fixe. Si le point K varie & la surface du mobile, il
faudra éliminer de ces équations les quantités «,
€,%, au moyen de L == o et des formules (5),
qui seronl maintenant

dl dL

dL
g%l Il X o Ve 10
&' — dq’ b _.Vd';, ¢ _Vd?. ( )
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Si, au contraire, K est constamment le méme point
de la surface du mobile, on mettra dans les équa-
tions (8), a la place de @, €, 3, les coordonnées
constantes et données de ce point. Ce second cas sera
celui du mouvement de la zoupie sur un plan hori-
zontal, abstraction faite du frottement de la pointe K
contre ce plan.

Dans I'état d’équilibre d’'un corps pesant sur un
plan fixe et horizontal, la droite GK sera verticale ;
si cet €tat est stable, et qu'aprés en avoir écarté le
meobile un tant soit peu, on labandonne & lui-
méme, il fera des oscillations trés petites, que l'on
déterminera, aussi approximativement qu’on vou-
dra, au moyer des équations précédentes. Je me
contente d'indiquer cet exemple, comme un exer-
cice de calcul. On pourra supposer, pour fixer les
1dées et simplifier la question, que le mobile soit un
ellipsoide homogéne, ou bien une sphére dont le
centre de gravité ne coincide pas avec le centre de
figure.

450. On peut obtenir deux intégrales premiéres
des équations (8).

D'abord en les ajoutant aprés les avoir multipliées
par ¢, 8", a" , leurs seconds membres disparaissent ,
et, en intdgrant, on trouve , comme dans le n° 415,

AKLHP -+ Bb”{{ “+ Ce'r = I;

[ étant une constante arbitraire qui exprimera la
somme des momens des quantités de mouyement de
tous les points du corps, par rapport a un axe ver-
tical passant par le point G.
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Pour obtenir une seconde intégrale de ces mémes

€quations (8), je les ajoute, apres les avoir multi-
pliées par 1, ¢, p; ce qui donne

Crdr -} Bgdg + Apdp _-M(d = +g) [ez b'r— c"g)

+ E(c'p — d'r) + 7y (a"q—¥"p)) dt,
ou bien, i cause des trois dernieres €équations (8) du
n® 411,

Cr(!r—f—Bgdg-f—Apdp_-M( Tt ada' -6V de")
En - différentia® lequauon (9), par rappmt it

on a

dz, 4= ada' - Edb'+yde" =—(a"da—+b"dE 4-cd"y).

Or, le second membre de cette équation -est nul ,
quand K est toujours le méme point de la surface du
mobile , puisque alors ses coordonnées «, &, ¥, sont
constantes. 1] est encore zéro, lorsque K se déplace
4% cette surface; car, en vertu des équations (10) ,
on a

a"da~-b"d6—+c"dy=V (id.-[—dL J€+ ﬂ"}' =VdL;
4 dz T dy

quantité nulle, i cause que l'on a L=0 pendant
toute la durée du mouvement , et, conséquemment,
dL: = o, On aura donc, dans ces deux cas,

ada’ 4~ Edb" + ydc" = — dz,;
ol il résulte
rf a,

Crdr - Bgdg + Apdp =M (= ¢ )rL, =0y
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ct, en intégrant,

3 tz®
€+ B + A + M(Gr + 252 = &

% étant la constante arbitraire.

Ces deux intégrales suffiront pour résoudre le
probléme; lorsqu’il s'agira d'un solide homogene
terminé par une surface de réyolution ; ce qui a
lieu , par exemple, dans le cas de la toupie. L’axe
de figure est la droite GK ;%n supposant que C soit
le moment d’inertie qui répond & cet axe, on aura

2

‘B="14A, a=o, €% o;
¥ sera la longueur de GK; et, d'apres I'équation (9)
etc"=cos f, on aura

Z, = —'9 cos f,

pour Tordonnée verticale du point G. La premiere
¢quation (8) donnera r=n, en désignant par z une
constante arbitraire qui représentera la vitesse de
- rotation du mobile autour de son axe de figure.
Mais d’apres les valeurs de a" et 3" (n°378), et lesdeux
premieres -équations (3), on a
a t3

a'p—-b'g—=—sin*f %,-1’ » P*F P =sm*j iT‘L - f% ;

les deux intégrales qu'on a trouyées deviendront
done

Cncosf — Asiu’@% = Iy
. dil» 2 ~ 42
A ( sin* 8 gii-{-%) = M(-y’ sin* § j—i-—-a'ygcosﬂ) =h,

en,comprenant — Cr* dans la constante j,
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Ces deux derniéres équations feront connaitre , au
moyen des fonctions elliptiques, les valeurs de + et Z
en fonctions de §; Ja troisieme €quation (3) donmera
ensuite la valeur de ¢ ; et le probléme sera résolu,
comme celui du n° 425, dont NOuUs nous sommes
Occupés en detail. '

451. Le mobile étant toujours un solide de ré-
volution homogéne et terminé par une pointe;, et
ce corps touchant constamment le plan donné ,
par Dextrémité K de cette poinle , supposons main=
tenant que ce plan soit en mouvement, de sorte
que les angles A, u, v, et la quantité { soient des
fonctions données de ¢. I axe de figure répondant
au moment d'inertie C, les deux auntres momens B
et A seront égaux, les coordonnées « et 6 seront
zéro, et 9 exprimera la longueur de GK. En dési-
gnaut par n une constante arbitraire, Ja premiere
équation (2) donnera encore r==n ; en sorte que la
vitesse angulaire du mobile autour de son axe de
figure, sera constante, comme- dans le cas du plan
fixe. Si I'on a égard aux formules (4), les deux
autres équations (2) deviendront

Adg 4- (A— Cynpdt = Ry(acos » + d'cos =+ a'cosy)de, } )
Adp — (A —C)ngds=—Ry(beos r-b'cos i +b"cos ») dt.

L'équation (7) deviendra de méme
F,C08A4- 57,08 42,008 vy (ccosa--c cosp-ccosy) = ¢ ; (12)

et les équations (1) et (2) ne changeront pas.
e systtme des équations (1), (3), (11), (12)-
devra done servir & déterminer les neuf inconnucs
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Py @ @, 0, 25 715 2, R ; mais Vintégration rigou-
reuse de ces équations est impossible ; et, pour en
dédgire des valeurs approchées des inconnues , qui
ne soient pas trés compliquées, on est obligé de
restreindre la généralité de la question, par diffé~
rentes suppositions que lon énoncera 3 mesure
qu'elles seront nécessaires.

452. Je supposerai, en premier lien, que la rota-
tion du mobile autour de son axe de figure est trés
rapide, et que les différens mouvemens du plan
donné sont tres lents par rapport & cette rotation ;
en sorte que, si, par exemple, la perpendiculaire
au plan donné, menée par le point K, oscille de
part et d’autre ou tourne autour de la verticale qui
passe par ce méme point, la durée de chaque oscil-
lation ou de chaque révolution soit trés grande ,
relativement i une révolution du mobile autour de
laxe KG ; et de méme, si le plan donné exécute des
oscillations parallélement 4 lni-méme.

Je supposerai, secondement , que les angles § et
varient aussi trés lentement par rapport i I'angle @ ;
hypothése qui devra étre confirmée a posteriori par
les valeurs que I'on obtiendra pour ces trois angles.

En négligeant, dans une premiére approximation ,
la difféventielle d que contient la troisieme équa-
tion (5), et en supposant quon ait p=o0 quand
£=0, on aura @ =nt, 4 un instant quelconque.
Au moyen des formules du n® 578, on aura alors

acos A+ a' cos u 4 a" cosy = P sin nt - Q cos nt,
beos A 0" cos = " cos y = P cos nf — Qsin nt,
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ou l'on a fait, pour abréger,

P — cos Acos §sin A 4 cos coscos L — cosysin 8,
Q= cos Acos, — cosp sin 5
et les équations (11) deviendront

Adg + (A — C)npdt =Ry(P sin nt -+ Qcos nz)de
Adp — (A — C)ngdt = Ry (Qsinnt — P cos nt)d:.

Or, dans la seconde hypothese, les quantités P et Q
Varieront trés lentement; il en sera de méme, comme
on le verra tout & I'heure, i Végard de R; en inté-
grant ces cqu.ltmnq , on pourra donc considérer,
dans une premiere qppmmmanon, P,Q,R, comme
des quantités constantes, et n'avoir egard qu a la
Variation de sin n¢ et cos nt dans leurs seconds mem-
bres. Si m est une trés petite fraction de 2, et que le
coeflicient de sin n¢ contienne, par exemple , un
lerme qui ait cos mt pour factcur, sin nt devrait étre
remplacé par : sin (n = m)t 4 5 sin (7t 7ess m}t, en re-
gardant comme constant le coefficient de sin nz, cela
revient donc a négliger mt a V'égard de n¢, du moins
dans la premiére apprommatmn.

: De cette maniére, les intégrales completes des
Cquations précédentes seront

P= Dsm( C}m+b & -;C)m V(Qcosm ~ Psinni),

= A—CQ) —C)nt

7 —Dgorrr = ( — Jnd (”‘ (’ s .+. (Qmmz—wam}

]ci’»et E étant les deux constantes arbilraives. Pour les
elerminer, je suppose qu'a l'origine du mouyement,
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V'axe instantané de rotation a coincidé avee V'axe de
ﬁgme on aura alors p==o0 et ¢ = o, quand t=0;
et si Lon désigne par P/, Q, R, les valeurs de P,

Q, R, qui ont eu lien, 4 la méme époque , il en
rcsultem

o R'Q' - Sl
E= " Cn ? D= Cn °

Nous aurons donc, & un instant quelconque,
S, Ay s A—C) nt (A—-—C)rzf
P GI:R(P sin —+ Q'co =i )
— R(P sin nz <4~ Q cos nz ):' 3
¥ [pefpr. (A=Cyne (A=C)n
(] —_— CR[R (P CGS—"_A— -—Q S§1 n—ﬁ—[)

— R(P cos nt — Q sin nz )]

En faisant @ = nt dans les deux premiéres équa-
tions (3) , on en déduit,

sinldy, = (psinnt 4+ qcos ni)ds,
di = (gsinnt — pcosnt)dt;

€t.en y mettant pour pet g leurs valeurs précédentes,
1l vient

sin ] = yat [:R (P’

= +Q'sin C”‘) RP],

& <" R(P'sin ﬂ —Qeos ) +RQ ]

Or, s1 C n'est pas une treés pelite fraction de A, il
faudra, pour que § et -} varient trés lentement »
comme on l'a supposé, que les termes dépendans de
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sin % et cos C—}{ disparaissent dans ces formules ;
condition que l'on remplira toujours , en supposant
qu’a Porigine du mouvement, V'axe de figure KG
coincidait avec la perpendiculaire au plan donné.

En effet , 4 I'origine du mouvement, soient ¢ I'angle
que la perpendiculaire au plan donné fait avec la
verticale, et ¢ 'angle que sa projection horizontale
fait avec la droite d’ot1 'on compte 'angle . A cette
époque , on aura (n° 8) .

COSy = COS €, COSpM=Ssinecoss, cosA==sinéesine ,

et en supposant que +! et § soient les valeurs ini-
tiales de + et f, il en résultera

P = cos §'sinecos (¢ — ') — sinb'cos e,

Q' = sin ¢sin (€ —al’).

Or, si I'axe de figure a été perpendicnlaire au plan

donné, quand le mouvement a commencé, on aura

\],’z ¢ et ' =¢; d'ou il résultera P’=o0 et Q' =o;
» ’ . ro» 1

ce qui réduit les formules précédentes a

RPydt  RQyde

Sin 9 a’..'l‘ —_—— U 3 t’m —_ o - (15)

453. Maintenant, il faut encore supposer que la
Perpendiculaire au plan donné et Faxe de figure du
mobile, s'écartent trés pen de la direction verticale ,
Pendant toule la durée du mouvement. Le supplé-
ment de I'angle § sera constamment trés petit; car §
est Pangle obtus , compris entre la- verticale menée
de bas en haut par le point G, et la droite menée
de G vers le point K qui est au-dessous de G. Nous
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négligerons le carré de sin 8, et nous prendrous
€os U = — 1. Les quantit€s cos A et cos x seront trés
petites; en né¢ghgeant leurs carrés, on aura cosy — 1.
On a d’ailleurs ( n° 578 )

c=sinfsin, ¢'=sinfcos, ¢"=cosf=——;.

En négligeant done les produits sin § cosi et cos COSHL,
I'équation (12) donnera

B =3+ { — 2,008 X — 7, cos 4.
-

Si donc, indépendamment de la Ppetitesse de cos A et
cos i, les oscillations verticales du plan donné sont
aussi supposées trés pelites , les variations de z, le
seront également; la valeur de R, dounée par la
troisieme €quation (1) , savoir,

R = Mg + M %=

qen?
différera trées peu de Mg ; et si on néglige les pro-
: d* i
duils de a;—,ff et de chacune des quantités cos A,

cos @, sin 1, il suffira de mettre Mg i la place de R,
dans les équations (13). En y mettant aussi les va-
leurs de P et Q, elles deviendront

. M . 3 .
sin Bd) = f--?—: (sin @ — cos Asin ) — COS 14 cos \Hfﬁ,

Mgy e i
i(; (cosAcos — ¢osusin AL )dt.

dff =

Les deux. premiéres équations (1) deviendront, en
méme temps,
&z, d*y, »
g = BCOos A, dn- = 8cosp. (14)
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En différentiant par rapport a ¢ les valeurs dec et ¢,
et mettant /) an licu de d.sin 8, on a

de = sin | dff - cos ~} sin 84 ,
de' = cosl di — sin} sin 0dy;

et si Pon substitue dans ces formules, a la place de
sin §d. et df , lears valeurs précedentes , il en yé-
sulte

de — c'mdt = — mcospdt, |
de' + cmdt = mcos Adt, §

ou I'on a fait , pour abréger,

-1\%";% ——

Ainsi la question est réduite inalement a l'intégra-
tion de ces equations linéaires, a coefliciens cons-
tans et du premier ordre , par rapport aux ncon-—
nues ¢ et ¢/. Clest aussi en employant ces mémes in-
connues, cest-a-dire, sinf sin o} et sinfcosl , dans
le probleme du mouvement de la lune autour de son
centre de gravité, que Lagrange a ramené 2 la forme
linéaire les équations différentielles de ce probleme ;
te qui Va conduit & V'explication complete du phé .
homene de la libration , qu'il n’avait pas donnée dans
Ses premiéres recherches sur ce sujet.

454. En intégrant les équations (15) par la mé-
thode ordinaire , désignant par & et &” les deux cons-
tantes arbitraires , et pemettant pour ¢ et ¢/ ec que
ces leltves représentent, on &
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sinfsin} = % sinmt - &'cos mt
— msinintf{cosusinnit — cosAcosmt)di
— mcosmif{cospeosmi -+ cosA sin mit)dt,
sinfeos = kcos mt — K'sin mt '
—mcosméf{cosusinme — cosA cos me ¢
~+msinmif(cosucosmt 4~ cosA sinme)dt. )

(16)

Je supposerai que les intégrales indiquées dans ces
formules commencent avee t, et je représenterat ,
comme plus haut, par @ et <’ les valeurs initiales de f
et +} ; en faisanl £==0, on aura

k = sinb cos~}!, & = sin 8'sinAl’
pour les valeurs de £ et &', qui seront nulles, lorsque
I'axe de figure du mobile sera vertical 3 Porigine du
mouvement , auquel cas on aura § = o,

Lovsque les valeurs de cos A et cos & en fonctions
de ¢, seront effectivement donndes , on effectuera
les intégrations indiquées, et les équations (16) feront
connaitre les valeurs de § et |, et, par conséquent,
la position de I'axe de figure du mobile, & wn instant
quelconque. D'aprés la troisieme équation (5), on
aura , en méme temps,

P = nt — ~ 4,

en y faisant cos § == — 1, el supposant ¢ — o, quand
¢=o. Les deux premicres équations ( 5), dans les~
quelles on fera simplement @ — nt , donneront les
valeurs de p et ¢, lesquelles, en les joignant & r=1,
détermineront, & un instant quelconque, Paxe de ro-
tation et la vitesse angulaire du mobile autour de cet
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axe. Enfin, par deux intégrations successives, on
tirera des équations (14) les valeurs de x, et y, en
fonctions de z; dou Von déduira immédiatement
celles de z, et R.

Lesvaleursapprochées de toutesles inconnues du pro.
bleme seront donc déterminées, au moyen des valeurs
données de cos A et cos @. Au moyen de ces valeurs
approchées, on pourra calculer Cell.es des quantités
qu'on a négligées dans cetle premiére approxima—
tion ; en ayant égard, [dans une seconde approxi-
mation, 4 ces quantités ainsi calculées, on parviendra
a d’autres valeurs des inconnues, plus approchées que
les premieres; et, si I'on continue de cette maniére ,
on obtiendra, par le procédé général des approxi-
mations successives, des expressions des inconnues,
aussi approchées qu'on voudra, Nous nous arré-
terons a la premiere approximation; la seconde et

les suivantes n’auraient d’autre difficulté que leur
longueur.

455. La vitesse de rotation » , imprimée au mo-
bile autour de son axe de figure, étant supposée
trés grande, la quantité m sera genéralement tres
petite. 11 résulte donc des formules (16) que les varia-
tions de cos A et cos g, provenant des petites oscilla-
tions de la mormale au plan donné sur lequel le
mobile s'appuie, seront irés affaiblies dans la valeur
de §. Par conséquent , si le mobile est terming a sa
partie supérieure par une surface plane perpendicu-
laire 3 son axe de figure, et qu'a 'orvigine du mou-
vemenl cette surface soit horizontale et Paxe ver-
tical, ce qui fera disparaitre les termes multiplies

15
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par k et &', cette surface conservera sensiblement son
horizontalité pendant toute la durée du mouvement,
malgré les petites oscillations du plan donné, et cela
d'autant plus exactement que la vitesse de rotation
imprimée au mobile sera plus considérable. Clest sur
ce principe qu'est fondé le moyen qui a été proposé
pour obtenir i la mer, indépendamment des mou-
vemens de roulis et de tangage du vaisseau, un
horizon artificiel qui puisse servir aux observations
astronomiques.

A raison de la petitesse de m, on peut considérer
sin m¢ et cosmt comme des quantilés constantes
dans les intégrales que contiennent les formules (16).
Ainsi, par exemple, en intégrant par partie, on
aura

Jeosicosmidi=cosmifcosidi-+msinmif[cosrdi*4etc.;

et si les variations de cos A sont trés rapides par
rapport a celles de sinm¢ et cosmt, quoique ires
lentes par rapport a la rotation du mobile, cette
L série sera trés convergente et pourra se réduire & son
i premiér terme; ce qui revient a considérer cos mt
comme constant dans U'intégrale /tos A cosmidy,

: De cette maniere , et en supposant £ =o¢ et i —o,
H les formules (16) se réduiront a

sin §sin | = —mfcos pudt, sinfcos, = mfcos AdL-

Si 'on suppose aussi que le centre de gravité du
mobile n’ait recu , & I'origine du mouvement, aucune

vitesse horizontale, de sorte qu'on ait %' — o €t
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dy -
%IL =210 quand t = o, les equations (14) donneront

ri = gfcosadt, dj - = gfcospdt ;

les intégrales commencant avec ¢, comme dans les
équations précédentes. En les éliminant et remettant
pour m sa valeur, on aura donc
My drj

o e sinfl cos ) =

My d=z,
Cn dr’

sinf sind =—

La différence de signe dans ces deux formules pro-
vient de ce que l'angle | augmentant de go°, l'axe
des abscisses positives va tomber sur l'axe des or-
données négatives, et celui-ci sur l'axe des abscisses
positives (n° 378 ) ; en sorte qu'en mettant ~, 4 go°
dans la premiére formule, il y faut, en méme

temps, changer y, en —x,; ce qui donue la seconde
formule.

En” divisant ces équations l'une par Vautre , il
_vient
dy.
tang = — Zi%
Or, si 'on meéne par le point G un plan perpendicu-
laire 2 l'axe de figure GK, « est 'angle que fait I'in-
tersection: de cet équateur du mobile et du plan ho-
rizontal des.x, et ¥, , avec axe des x,; d'ailleurs, les
Variablesyxc, ‘et y, sont les coordonnées de la projec-
1'1011 d}.lfapﬂﬁﬂt G sur ce plan hOllZOﬂtal 3 1l en résulte
dOllc que cette intersection est constamment paral]ele
2 la_tangente i la courbe décrite par la projection
horizontale du eentre de gravité du mobile. Si I'on
5. .
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appelle « la vitesse horizontale de ce point, de sorte
qu’on ait

8 e gl
i o :
Qn aura aussi
M'}u
sin f = —4&
Cn ?

pour le sinus de l'inclinaison du mobile sur le plan
horizontal , laquelle inclinaison est le supplément de
langle 6.

Ces différentes formules, et les conseéquences qui
sen déduisent, subsisteront tant que la vitesse » de
rotation du mobile autour de son axe de figure sera
tres grande ; mais la résistance de lair et le frotte-
ment de la pointe K contre le plan sur lequel le mo-
bile s'appuie, diminueront continucllement cette vi-
tesse ; et quand elle aura cessé d'étre trés grande ,
Yaxe GK s'écartera de plus en plus de la direction
verticale, et le mobile finira par tomber sur ce plan,
comme dans le cas de la toupie ordinaire.

On doit aussi observer que les oscillations verti-
cales du plan donné, d’oi il résulte des variations al-
ternatives de la quantité ¢, n'ont aucune influence
sur les variations des angles A et . Mais si le plan,
donné g'éleve au s'abaisse verticalement d'un mouve-
ment uniformément aceéléré | 13 quantité. ¢ comprise
dans son équation (n° 448), renfermera un terme
== 38'¢", dans lequel g’ représentera une iquantité
constante et positive. La valeur de R dogt o a fait
usage dans le n° 453, au hen déire I\-’fg.;:‘ggj;a:iali)l'st

U~ g e T X e
M(g==g§); on devra denc remplacer g paiig=8
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dans la valeur de m; en sorte quun mouvement de
cette nature influera sur les variations de 0 et <. Sile
plan donné s'abaisse , auquel cas on devra prendre le
signe inférieur devant g', il faudra quon ait g' < g,
sans quoi la valeur de R deviendrait négative ; ce qui
signifierait que le mobile cesserait de S'appuyer sur
le plan donné, qui tomberait plus vite que ce corps
pesant, et sen détacherait par conséquent.

§ II. Cas ow l'on a egard au Jrottement.

456. Dans l'état actuel de Ja science; les lois du
frottement des corps en mouvement ne peuvent ¢lre
déterminées que par 'expérience ; avant d’introduire
cetle force, d’'un genre particulier, dans les équations
du mouyement d’un corps qui s'appuic sur un plan
donné, nous allens donc faire connaitre les résultats.
généraux de I'observation sur cette matiére (*).

1°. Le frottement d'un corps solide sur un autre
est indépendant de la vitesse du mobile ;

2°. 11 ne dépend pas non plus de P'étendue de la
surface frottante; :

3°. Il est proportionucl 2 la pression lotale exercée
sur cette surface.

_ Ces deux derniéres lois sont celles qul ont aussi
Yieu dans Pétat de repos (n° 26g), a linstant ol I'é-

e ———

(*) Les expériences les plus récentes sur ce sujet important
Sont celles de M. Morin, officier d’artillerie attaché & VEcole
de ?‘ltetz, dont le travail est inséré dans le tome V des Mé=
Moires présentés a PAcadémie des Sciences.
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quilibre va se rompre, et quand le contact des corps
a duré assez long-temps pour que le frottement ait
atteint son maximemn. :

Relativement & un fluide qui coule sur un corps
solide, le frottement suit des lois.différentes. On ad-
met, d'aprés Iexpérience, qu'il est alors proportion-
nel a la vitesse du fluide et 3 Pétendue de la surface 3
et qu'il ne dépend pas de la pression. Quand il g'agit
d'un fluide aériforme, il y a lieu de croire que le
frottement augmente ou diminue avec la densité ,
comme nous I'avons supposé dans le n° 444 ; de sorte
qu'a température égale, il se trouve dépendre indi-
rectement de la grandeur de la pression.

457. Supposons actuellement qu’un corps solide,
dont la base est une surface plane d’une étendue
quelconque, soit posé sur un plan fixe et horizontal,
et que la verticale menée par son centre de gravité
G (fig. 13) rencontre le plan fixe dans I'étendue de
cette base, ce qui est la condition nécessaire et cuffi-
sante de I'équilibre. Soient M sa masse, et P son
poids. En un point A de sa surface, situé dans le
plan horizontal mené par le point G, attachons une
corde qui vienne passer sur une poulie fixe B , de
_ sorte que BA soit le prolongement de GA. A Pextré-
I mité inférieure C de cette corde, suspendons un
autre corps dont la masse soit M/, et le poids P’, et
qui ait son centre de gravité G sur la ver
née -par le point C.

i L’équilibre subsistera tant que le poids P’, aug-
‘1‘ menté du poids de Ia partie verticale de la corde
I sera moindre que le frottement de M sur le plan fixe,

ticale me-
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et de la corde sur la poulie B; et si P’ augmente
graduellement, 'équilibre se¢ rompra i Pinstant ou
P’ surpassera cette somme de frottemens, diminuée du
poids de la corde verticale. SiVon neéglige ce dernier
poids relativement 4 F', et que I'on désigne par F et
F’ les frottemens de M contre le plan fixe et de la
corde contre la poulie fixe, qui ont lien immédiate-
ment avant la rupture de I'équilibre, on aura

p—=F L F.

La pression exercée sur la base de M est le poids P
de ce corps; le frottement F est donc proportionnel a
P. D’aprés ce quion a vu dans le n° 302, le frotte—
ment I’ est aussi proportiouncl 4 la force F; par con-
Sequent , on a

Pl iR oo B TPy

en désignant par f et f’ des fractions indépendantes
des grandeurs de P et F. Au moyen de ces valeurs,,
]’équatiou précédente devient

o i i .6
d’ou l'on tire

2 1 P’

A
Le poids P’ étant connu 4 linstant ol 'équilibre
COmmence 4 se rompre, ceile équation déterminera
la valeur de f > relative au corps M et au plan hori-
20ntal sur lequel il est posé, quand on connaitra la
valeur de f" qui répond a la corde et a la gorge de
ta poulic, Le moyen indiqué dans le n® 269 fait con-
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naitre cette valeur de f, indépendamment d’aucune
autre quantité de méme nature, dapres Pangle sous
lequel le mobile commence 2 glisser sur un plan que
T'on incline graduellement.

458. Deés que le poids P/, augmenté du poids
de la corde verticale, Pemportera un tant soit peu
sur la quantité F 4 F, Yéquilibre sera rompu,
et, a plus forte raison, pour un poids P’ encore
plus grand. Le corps M glissera sur le plan hori-
zontal, et M’ descendra verticalement. Pendant ce
mouvement, jappellerai H le frottement de M contre
ce plan, qui sera une fraction donnée de la pression
P. Quant & la poulie B, on pourra supposer qu'elle
est enlierement fixe el demeure immobile , ou bien,
qu'elle tourne autour dun axe Lorizontal, perpen-
diculaire au plan de la corde ABC. Dans le premier
cas, il y aura, pendant le mouvement, un certain
frottement H' contre la poulie, qui sera différent de
F’, et devra étre ajouté & I; dans le second eas , St
lacorde ne glisse aucunement sur la poulie, il 0’y aura
aucun frottement de I'nne conire I'autre : mais il fau-
dra tenir compte du mouvement communiqué i la
poulie par l'intermédiaire de la corde, comme s elle
¥y €tait agtachée. Je supposerai que ce soit le second
de ces deux cas qui ait lieu.

Pour former I'équation du mouvement, ddsi-
gnons, au bout du temps quelconque ¢, par z et
z* les parties horizontale et verticale de la corde
ABC, et par w et u' leurs masses. Les vitesses de M

dz!

. . d .
etM', a cetinstant, semnt—d—f et 75 €t Pon pourrd
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- e 3 dz?  da® s sl
représenter par @ -z et @ 7o 1e5'lLalStanCGS de I'an
exercées i leurs surfaces; a et @' etant des constaules
qui dépendront de leur forme et de leur étendue. Si
Yon appelle g la gravité, les forces motrices appli-
quées au systeme seront donc le poids (M' + 1) g >

L =, : o dz? P
diminué de la résistance @' —» et la force horizon-

;s dz*
tale H , angmentée de la resistance 4 ;. Leurs mo-
mens , par rapport a I'axe de la poulie B, devront se
retrancher Pun de I'autre; et en appelant ¢ le rayon

de cette poulie circulaire , on aura
fz'2 dz?
(M oo B e i ——
c[\M—i-p.)g a' — H—a dt*]’ (a)
pour leur différence. Les forces motrices qui au-

" ront effectivement lieu seront (M' ~ ) %{;i dans

le sens vertical , — (M 4~ &) % dans le sens horizon-
tal, et celles de tous les points de la poulie. Les
momens de toutes ces forces par rapport a Vaxe de

la poulie devront gajouter ; et la vitesse angu-

-

laire de la poulie étant % g,'—::—, si 'on représente
par in sa masse, et par m 12 son moment d'inertie relatif
ii?ﬂpa}e, on en conclura , comme dans le n° 392,
“é‘ %:"7 pour le moment de ces dernieres forces par
Fapport a cet axe; par conséquent, la somme des

Momens des forces effectives; par rapport au méme
axe, sera

T4 ™) 24 5 O

D dr
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Or, pour que les forces motrices appliquées au sys-
teme fassent équilibre, au moyen de 'axe de la poulie,
aux forces effectives , prises en sens contraire de leur
direction , il faudra que les deux quantités (a) et (b)
soient égales entre elles; d'ou il vésultera

: ‘ kN dz : d’z

M+ ) =M ) T
7 d.'af»"g z*

= (M == 'M.-’)g e II — a A a@ de°

La corde ABC étant regardée comme inextensible ,
la somme de ses parties sera constante ; en appelant /
sa longueur totale, on aura donc

dz' dz &7 Iz
. b MOF L SR e Rk
2=z =I, o= T g = o

Soient @ le poids de la corde entiere, et p le poids
de la masse m de la poulie, on aura aussi

oot 01 !
GMFTER

) B =@ —

~ 3

y EM=p;

ou a également

et parce que le frottement H est proportionnel au
poids P, on a, en oulre,

SO

en désignant par % un coefficient indépendant de P-
Au moyen de ces différentes valeurs, I'équation du
mouvement deviendra
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k2N d'z

—_—_g[hP — P — @ + 'E;-{—(a—{-a’) ‘%;]

459. Elle n'est point intégrable sous forme finie, a
moins qu'on ne néglige les termes qui proviennent
de la résistance de Vair; ce qui la réduit a

d’z

oz
dee 'g_lﬁ+g“=0’

en faisant , pour abréger,

14 S | ) -
P M+j{,‘ 2ol S K_Qp__g.
PPl PP =+E
Son intégrale complete sera alors

G _eE
::Cct\/t 4 Ce ﬁ\/g +-f-.-l;

L]

C et '/ étant les deux constantes arbitraires, ete la
base des logarithmes népériens.

En substituant celte valeur de z dans les termes
de I'équation du mouvement qui proviennent de la
I‘Jésistance de lair, et intégrant de mouveau cette
€quation, on aura une valeur de z plus approchée ;
Mais nous nous arvéterons a la précédente ; et pour
déterminer les constantes C et €', Jappellerai 5 la

Ls SR dz
Nd]eur nitiale de z j oI aura z = Y ct -(-{% =0, quarld

t =o0; d'ou il résulie
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! i ;
C+{j+%:y, C— (€ = o0;

ce qui donne
I al

o=l e =

9 a6 ?

et , par conséquent ,

LR

2

LA

§ EE

ol g %)(e!\/g—ke_l\/%\ S

a9+

un instant quelconque.

Si I'on appelle @ le temps que le poids P emploiera
a atteindre la poulie B, cest-i-dire » @ parcourir la
distance 3, on aura i la fois =8¢t z=o; d'on
I'on conclut

[ a5
(al—é’})(ee \/T ~+e \/f ) = 2el.

Lorsque § sera donné par I'observation, cette équa-
tion servira a déterminer la valeur de o, et, par
suite; celle du coefficient % relatif au frottement du
poids P en mouvement sur le plan horizontal. Dans
cetle expérience, on pourra prendre pour P’ un poids
quelconque, pourvu qu’il surpasse le frottement qui
a lieu dans Iétat d'équilibre. Si le poidsa est trés
petit par rapport aux poids P et P/ - -dorn Yne tE
petite fraction, ¢t 'on pourra développer les expo-
nentielles en séries thés convergenles , suivant les
puissances de €. De cette maniére, on aura

v = (al — €3) (ian “= :i?,td: - eltﬁ); ;

24
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et si l'on néglige tout-a-fait la quantité €, on aura
simplement

y = sgeb’

ce qui doit étre, en effet, puisque alors le mouvement
du poids P est uniformément acecéléré,

Quel que soit le mouavement du systeme que nous
considérons, la tension de la partie horizentale de
la corde ABC est constamment égale ala plus petite
des deux forces qui agissent  ses extrémités (n® 352),
Cest-a-dire , au frottement I augmenté de la résis-
tance de V'air, exercée sur la surface de M. Elle est
donc constante et égale a H, ou hP, pendant toute
la durée du mouvement, lorsqu'on fait abstragtion
de la résistance de lair; et sa valeur, mesurée par
Vextension d'un ressort placé dans la longueur de
cette corde , péut aussi servir & déterminer le coef-
ficient 7.

460. Les valeurs que l'expérience a données pour
ce coefficient , soit par Vobservation du temps 8, soit
par la mesure de la tension de la corde, varient avec
le degré de poli des surfaces frottantes et la ‘matiere
des corps ; elles ne dépendent pas, comme celles du
coeflicient f (n° 26g), du temps pendant lequel les
corps ont été en contact avant de glisser 'un sur
Pautre. Quand celles-ci ont atteint leur maximum ,
elles surpassent toujours les valeurs correspondantes
de %; en sorte que, dans l'état de mouvement , le
frottement H est moindre que le frottement F qui
2 lieu & linstant ob Iéquilibre va commencer & se
fompre; et la tension de la corde en mouvement est
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aussi plus petite que celle qui avait lieu au dernier
moment de I'équilibre.

Le poids P étant en repos, I'équilibre subsiste tant
que le poids P’ est plus petit que F; mais on a re-
marqué que si P/, quoique moindre que F, surpasse
notablement H, il suffit d’agiter un peu le plan hori-
zontal, par: de petites percussions, pour que le
poids P se mette en mouvement.

Quand le coeflicient % est connu, il est facile de
déterminer le mouvement du poids P sur un plan
incliné. Je désignerai par i l'inclinaison de ce plan sur
un plan horizontal , qui devra surpasser I'angle sous
lequel I'équilibre commencera i se rompre , ou étre
tel quion ait tangi > f (n° 26q). Les composantes
de P, paralleles et perpendiculaires i ce plan, seront
PsinietP cos i. La premiére, diminuée du frotte-
ment H, sera la force motrice du mobile, dont M est
la masse ; en appelant z I'espace parcourn au bout du
temps ¢, on aura donc

d*z e
M T = Psini — H.

Dailleurs , la pression sur ce plan étant l'autre
composante P cos i, on aura. aussi

H = FAPcosi;

a cause de P=DMg, I'équation précédente deviendra
donc

d*z : b
s (1 — hcml)gsmz;

ce qui montre que le mouvement sera uniformé-
ment acceléré, et le méme que si le frottement
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n'existait pas, et que le sinus de I'inclinaison fit
diminué dans le rapport de 1— /% cot i & I'unité. Cette
quantité 1—/ coti est positive ; puisque l'on a, par
hypothése, & < f et feoti < 1.

461. Le frottement H étant proportionnel 4 la
pression , et indépendant de I'étendue de la surface
frottante, il s'ensuit que les poids P et P’ dun® 457,
restant les mémes, le mouvement de P sur le plan
horizontal ne changera pas, quelle que soit 'étendue
de sa hase , pourvu qu’elle ait toujours le méme degré
de poli. Ainsi, en prenant pour ce corps un parallé-
Iépipede rectangle, d’'une matiére homogeéne , et dont
toutes les faces soient également polies , son mouve-
Ment horizontal sera toujours le méme, si on le pose
Successivement sur chacune de ses faces; et il en sera
€ncore de méme, sur un plan incliné, sansle secours
du poids P'.

Au reste, cette proposition, que le frottement est
indépendant de 'étenduc et du contourdela base de P,
et simplement proportionnel ad poids P, revient i dire
qu’a chaque point de cette base, le frottement est pro-
portionnel a la pression relative a ce point. En effet :
soient b cette base, dz I'un de ses élémens différenticls,
€t pds la pression verticale que supporte cet élément,
de sorte que p représente la pression rapportée i
Vunite de sirface. Tl Gidra que la résultante des
Pressions exercées sur tous les élémens de & , Tepro-
tiUise le poids P appliqué au centre de gravité G ;
1l faudra donc qu'on ait

Jpde = P; (a)
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et si-Fon mene par la projection du point G sur le
plan fixe, denx axes horizontaux et rectangulaires,
dont I'un sera, par exemple, la projection de la
droite GB, ct qu'on appelle x la distance de ds & cette
projection, et y sa distance & T'autre axe, on devra
aussi avoir

fxpdsr =0, [ypdr = o; (b)

ces intégrales et celle que contient I'équation (a) s'é-
tendant a la base b tout entiere. Cela étant, supposons
le frottement de I'élément ds sur le plan fixe, propor-
tionnel a la pression pde quil éprouve , et représen-
tons-le par Zpds, en désignant par % un coefficient
indépendant de p et relatif 2 la nature de la sur-
face do ; nous aurons

H = fhpds,

pour le frottement total; et comme les frottemens
de tous les ¢lemens sont paralleles 2 la direction
GB du mouvement, si 'on appelle x, la distance
de leur résultante H au plan vertical passant par la
droite GB, on aura également

Hx, = fhxpds.
Or, si la base du mobile a le méme degré de poli

dans toute son étendue, le coefficient % sera constant
et il en résultera

D= kfpdo="HP, Hz, = bfepds = o;

par conséquent, le fyottement total ne dépendra que
du poids P, quels que sotent 'étendue et le contot®
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de sa base; et la direction de cette force tombant
a cause de x, = o, dans le plan vertical passant par
la droite GB, elle ne pourra imprimer aucune rota-
tion au mobile, dont le mouvement sera paralléle &
ce plan, comme on I'a supposé.

Lorsque les centres de gravite du poids P et de la
.base  sont situéds sur une méme perpendiculaire &
cette base, comme dans le cas dun prisme on dun
cylindre vertical , on satisfait aux équations (a) et (),
€n supposant la pression p constante et égale au rap-
port de P a b. Réciproquement, pour une valeur
tonstante de p, les equations (%) donnent

fxdsr = o, frds = o;

Ce qui exige que le centre de gravité de & coincide
vec la projection horizontale du point G; par con-
séquent, lorsque cette condition n’est pas remplie, la
pression p varie nécessairement d’'un point 4 un autre
de la base du mobile. La détermination de sa valeur
en un point quelconque est alors un probléme trés
difficile, qu'on ne peut résoudre qu'en ayant égard 4
la flexibilité de la matiére du mobile et a celle du
Plan horizontal sur lequel il s'appuie, et qui donne- _
vait lieu, sans cette copsidération, a une indéter—
Mination apparente, comme dans le probléme du
¥ 2o,

_Si I'on suppose que les deux centres de gravité
SOlent sur une méme verticale, on aura donc i la
fois, quel que soit le coefficient 72,

p= g’ H= _Ef}gdf_,' , X[ hdr = fhads.

2. 16
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Par conséquent, la base restant la méme, le frotte-
ment total H sera proportionnel au poids P, comme
si le degré de poli était le méme dans toute 'étendue
de cette base; mais, en général, on n'aura plus
x, = o0, la direction de la force H ne coincidera plus
avee la projection horizontale de la droite GB, et
quand le poids P’ entrainera l¢ poids P sur le plan
horizontal , le frottement fera tourner le mobile au-
tour de la verticale qui passe par son centre de
gravité G.

462. Le poids P etant toujours posé sur un plan
fixe horizontal , &t la projection horizontale du point
G coincidant avec le centre de gravité de la base 5 ,
supposons que l'on imprime & ce corps, par un
moyen quelconque , des quantités de mouvement
paralléles au plan fixe, qui ne le fassent pas trébu-
cher, c'est-a-dire, qui ne détachent pas sa base b
de ce plan. Le mobile prendra deux mouvemens
horizontaux , I'un de transiation, qui sera celui de
son centre de gravité G, et Vautre de rotation, au-
tour de la verticale passant par ce point. Or, il s'a-
git d’examiner Pinfluence du frottement sur ces deux
mouvemens différens.

Représentons par lﬂfda le’rfrottemcnté X { par

) prouve pat
I'élément do de b, et dont la direction sera con-
traire 4 celle de la vitesse de cet élément. Appe-
lons r sa distance a Paxe de rotation; au bout du
temps £, désignons par x et y les coordonndes rec-
mngulaires du centre de gravité de 5 . rapportées
3 des axes fixes mends arbitrairement dans le plan

-
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horizontal, et par § Pangle que fait r avec le pro-
longement de x. Les coordonnées de s seront , au
méme instant, & +4 reos § et y 4 rsing; et si
Yon désigne par ¢ la vitesse , et par o et € les an-
gles que fait sa direction avec des paralléles aux axes
des x et y, on aura

dx 'Sin-gdﬂ
Veos @ == - — I's de?

(1)

dy } dd
vcosC_-I-f—rCOSe&—f,

pour les deux composantes de cette vitesse. Celles
du frottement scront, ea méme temps,

hP hP
— %cas adr, — i{; cos ..

Or, le mouvement du cenire de gravité G étant le
méme que si la masse du mobile y était concentrée ,
et que les forces motricés de tous ses points y fussent
appliquées parallément 4 leurs directions, nous au~
rons, pour les équations de ¢e mouvement ,

@ ;ﬂ'
%‘T = — £ feos ads, 1
' )

B ,79
% = iglfcos-(?dar, ) -

et Ten - 3 =
0 désignant par g la gravité, de sorte qie 7 soit la

Masse, et supposant le coefficient % constant dans
toute 'étendue de b.

En méme temps, le mobile tournera autour de Ia
Verticale passant par le point G, comme si cetie
droite €tait fixe, et que les forces qui agissent sur ce

1B,
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eorps ne fussent pas changées. Le moment du frot-
tement de do sera égal 4 la différence des momens
de ses deux composantes, et aura pour valeur

RP cos Grlu- hP cos :!rla*

o sﬂ—l—

rsinfl,

en supposant que la rotation a lieu dans le sens ou
I'angle § augmente, cest-a-dire, de I'axe des x positives
vers celui des y positives. Cela étant, si I'on désigne
par » la vitesse angulaire du mobile au bout du

2

Pk 48 .
temps £, et par — son moment d’inertie par rapport
a Vaxe de rotation, on aura (n° %gg)

do

h
k2 - = !gf(cos € cos  — cos e sin ) rds, (3)

pour Vequation du mouvement autour de cet axe,
i " ; 0 s
dans laquelle on fera w = 5 €t U'on étendra I'inté-

grale 2 la base entiére & du mobile.

Dans ces équatious (2) et (3), les variables , y, f,
ne sont pas séparées; les mouvemens de translation
et de rotation dépendent ainsi 'un de l'autre, et ne
peuvent étre déterminés, en géne’lal que par ap-
proximation. Il y a deux cas qui peuvent se résgudre
aisémer}, et que nous allons considérer,

463. Si le centre de gravité G demeure en Tepos »

dz dy s - %
onaura 7~ —oet 5 =o0; M équations (1) don-

neront

cosaz=—sinf, cos€=cosh, v__ff-if'

dt’



DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 245
et pour que les équations (2) soient satisfaites, il fau~
dra que lés intégrales fsin 8dr et fcos 8dr soient
nulles ; ce qui ne dépendra que du contour de b, et
aura lieu, par exemple, toutes les fois qu'il sera sy-
métrique autour du centre de gravité de cette base.
L'équation (3) deviendra

. do A el -
k o= — ?ﬁdﬂ",
d’ou I'on tire
de heg

&= T

en appelant ¢ la constante frds. Le mouvement de
rotation sera donc uniformément retardé; et si 'on
appelle Q la vitesse initiale angulaire , on aura, & un
instant quelconque ,

ce qui montre que ce mouvement se ierminera au

2

hos bk
bout d'un temps exprime par R

aura w = o, et le corps sera en repos.

, pour lequel on

Lorsque la vitesse de rotation sera , au contraire,
ires petite par rapport a celle du mouvement de

4 o v di
translation , et qu'on négligera le carré de r 559 les

€quations (1) donneront

a-n TN dx . ar dé
¢ ..__u’—z(m-smﬂ——acosﬁ)r(ﬁ,

en désignant par » la yitesse du point G, de sorts
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qu'on ait

| Tl di’ d—‘)‘;&.
A dt* de*

=

Oun déduira de 13 et des mémes équations (1)

€] s 6 rdi

H o H+ u —Sln = j)

Wl 8 e r[y m*‘

] COS“"‘:ETE (dzCSG—F-—-Sl 9) =
i (h, dx rdf

| £0s 6 = —n,t -}-HJ 8-{— ~ sin 9) T

Lorigine des coordonnées polaires r et § étant le
1 eentre de gravité de la base 4, on a d'ailleurs

frsinfds —= o, ficosbdr = o

Cela étant, si on substitue ces valeurs de cos o et
cos € danc les équations (2), et si Ion observe que

il fdz =15, elles deviendront
T . S (L)
T v dt? df T u di- \V
Pour plus de simplicité, je supposerai la base b symé-
’mque autour de son centre de gravité, de maniere
K quwon ait

il S coslsinfds = o, fr*sin*fds = fr* cos*ldy — by*;

¥ €tant une ligne donnée. Par la substitution des
valeurs de cos o et cos €, léquation (3) se ré-
b duira alors 3

ks L. d°8 J‘sz’y db

g L7 (3 e (PP (=@

"!_:“ k de T u e’ (‘)/

i at
en observant que w=—= -
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Les intégrales complétes des équations (4) sont -

dy __

5 = (@ — hgt)sm e;

-:—':= (a — hgt) cos e,

@ et ¢ étant les deux constantes arbitraires. On en
déduit
u = a — hgt;

et I'on voit que le mouvement du point G sera uni-
formément retardé, et que @ et e seront la vitesse
initiale et Vangle que sa direction fait avec l'axe
des x. L’équation (5) devient

diey 715’3/ df.

ar. Pla—pfet) dt ’

son intégrale compléte est done
1) hgt ’f’
2 (e o

en désignant par £ la counslante arbitraire, qui ex-—
primera la vitesse angulaire initiale. Les valeurs de

iy i‘; ou w, seront d'autant plus approchées, que

le produit de © et de Ja plus grande valear de 7 sera
une plus petite fractio® de la vitesse #; elles mon-
trent que les mouvemens de translation et de ro-
tation finiront ensembl@@®au bout d'un temps égal
a i‘E

Lorsquun corps solide se meut sur un plan fixe,
en le touchant constamment par un seul point de
sa surface, il peut arriver plusicurs cas quil im-
Porte de distinguer.
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1°0 Le corps peut rouler, sans glisser, sur le plan
fixe, de maniére que les deux courbes tracées sur ce
plan et sur la surface du mobile, qui sont les lieux
géométriques de leurs points de contact sueccessifs,
aient constamment des longueurs égales,

2°. Le mobile peut tourner sur lui-méme, en tou-
chant constamment le plan fixe, en un méme point
de ce plan.

3°. Le corps peut glisser sans tourner, de sorte que
le point de contact soil constamment le méme point
de sa surface.

4°. Enfin, il peut glisser et tourner i la fois sur le
plan fixe. P

Dans le denxieme et dans le troisieme cas, le frot-
tement du mobile contre le plan fixe est le méme
que si le contact avait une étendue quelconque; sa
grandeur est proportionnelle a la pression qui a lieu
au point de contact, et sa direction contraire a celle
de la vitesse de ce point. En le désignant par II, et
la pression par P, on a H = /P ; le coefficient % élant
le méme que dans le n° 458. Cette loi est une consé-
quence de ce que le frottement est indépendant de
V'étendue du contact; elle #arait besoin, toutefois,
d’étre vérifide par des expériences directes. La force
H est ce qu'on appelle un"fotiement de la premiére
espece.

Dans le premier cas, le frottement du mobile
contre le plan fixe se nomme un frottement de se-
conde espéce I’observation fait voir que cette force
est géndéralement trés pelite, et peut éire négligee.
Dans le dernier eas, les deux especes de frottement
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ont lieu en méme temps; on néglige celui de la se-
conde espéce par rapport au frottement de la pre-
miére espece , qui est dirigé, i chaque instant, en sens
contraire de la vitesse du point de contact, et tou-
jours proportionnel 4 la pression en ce point.

Ces résultats ne conviennent pas au cas ol le point
de contact est I'extrémité d’'une pointe, ou quand il
appartient & une aréte vive; ils auront encore lieu
lorsque le mobile sera un cylindre qui touchera le
plan fixe suivant une ligne droite; ct, toutes les fois
que sa surface n'aura ni pointes ni arétes vives, ils
suffiront pour former les équations différentielles des
mounvemens de translation et de rotation. I’exemple
Suivant montrera comment on en devra faire usage
pour cet objet. '

464. Je suppose que le mobile soit une sphére ho-
mogene, posée sur un plan fixe horizontal. On im-
prime & ce corps un mouvement de rolation autour
d'un diamétre horizomtal , et 4 son centre une vitesse
horizorgtale et perpsﬁiwlaire a ce diametre. Il est
évident que le mobile tournera autour de ce dia-
meétre, qui sera transporté parallelement a-lui-méme
et au plan fixe, et que le centre de figure et de gra-
Vvité décrira une droite horizontale , dans le plan ver-
tical perpendiculaire  I'axe de rotation. Il g'agit de
déterminer, & un instant quelconque, les vitesses de
Ces deux mouvemens.

La figure 14 représente une section du mobile,
Perpendiculaire & son axe de rotation et passant par
Son centre G.La droite AKB est la section du plan fixe;
la paralléle CGD est la droite que décrit le point G,
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et le contact , au hout du temps quelconque £, a lieu au
point K, A cet instant, soient x Ja distance CG, comp-

e . g T . .
tee a partir du point fixe C, [?E la vitesse du point G,

® la vitesse angulaire du mobile autour de son axe
de rotation, qui sera regardée comme positive ou
comme négative, selon gue la rotation aura lieu dans
le sens indiqué par la fleche s ou en sens contraire.
En appelant, au méme instant, v la vitesse absolue
du point K, et désignant par ¢ le rayon CG. de la
sphere, on aura
i — g——f - cor.

Selon que cette quantité sera positive ou negative ,
le point K s'avancera vers B ou vers A ; et le frot-
tement qui a liea en ce point K en sens contraire
de v, sera dirigé suivant KA ou suivant KB. Quand
on a ¢ = 0, le corps roule sans glisser, et le frotte=
ment n'est plus que de la seco*]e espece.

Cela posé, désignons topjolirs par P le poids du

.z P &5 2
corps , par g lagravité, par ey le moment d'inertie

par rapport 2 l'axe de rotation , et par AP le frot-
tement au point K. En supposani, pour fixer les
idées, la vitesse v positive, et, conséquemment, le
frottement dirige suivant KA, les equations différen-
tielles des mouvemens de translation et de rotation

seront

dx , da
F—_:—f?g, A:T““—'i"cgf: (a)

car le centre G devra se mouvoir comme si la masse
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P : T T
z du mobile y était réunie, et que le frottement y

fat appliqué parallélement & sa direction; et, en
méme temps, le mobile devra tourner autour de
son axe de rotation , comme si cet axe était fixe, et
que le point d’application du frottement et le sens
de cette force ne fussent pas changés. Le mobile étant
une sphére, on a aussi

2c*

B o= 55

les équations précédentes auraient encore lieu , mais
avec une valeur différente de A*, si ce corps était
un solide de révolution, ou un cylindre droit &
base circulaire, tournant , dans ces deux cas , autour
de Vaxe de figure.

En supposant le coefficient /: constant, et intégrant
les équations (a), on a
%:a—hge, w:a—f%f; (b)
a et o étant les deux constantes arbitraires qui repre-
dx
(¢

senteront les valeurs initiales des vitesses 7

et w. On

dura , en méme temps,
Cﬁ
= - ca — (1 e F)]th.

Par hypothése, la constante a-ca est positive ;
la vitesse ¢ I'est donc aussi pendant un temps 4,
au hout duquel elle est nulle , et qui a pour valeur

§— (ateakt e ce

(e + Ngh — nhe 7
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dans le cas de la sphére. Pendant lintervalle de

A dx
temps §, les valeurs précédentes de 7 et @ sub-
sisteront, etlesdeux mouvemens du mobile seront uni-

formément retardés. Au hout d'un temps égal a é’ la

dx 5 .
valeur de 7 sera nulle; si done ce temps est moindre

que 0, ce qui aura lieu si 'on a
2Ca
@< 5

x dx Y ; 3 ¥y
la vitesse 5z deviendra négative au-dela de =2 |

(7
et le centre de la sphere rétrogradera. Cest ce qui
arrive , par exemple, ]01'squ’0n fra'ppe une hille de
billard de maniére & la faire tourner rapidement
autour d'un diamétre horizontal et 4 faire avancer
en méme temps son centre avec une moindre vitesse,
en sorte que les quantités @ et a solent loutes deux
positives et satisfassent A Iinégalité précédente. Le
frottement contre le tapis détruit bientdt le mou-
vement de translation ; mais le mouvement de rota-
tion subsistant encore , le frottement continue d’agir
en sens contraire de ce dernier mouvement; et c'est
cette force, transportee au cenire de gravité , qui le
ramene vers son point de départ.

Si S a l’origine du mouvement, Ia sphére ne tourne

) 1 L
pas, de s_o::te quon ail a=o¢, ou, plus généra
lement , si Pon a

2Ca
a > %
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. v . .
la vitesse ;;:f ne deviendra pas nulle avant la vi-

tesse ¢, et le centre G ne rétrogradera pas. Mais
dans tous les cas, au bout du temps f, le point
d’appui K du mobile n’ayant plus de vitesse , le frot—
tement 2P de la premiére espéce disparaitra; la sphere
Continuera de rouler sans glisser ; et il se produira un,
frottement qui ne sera, plus que de la seconde

x : dx .
espece. Les vitesses 7 ete deviendront constantes,

ou ne décroitront plus que tres lentement ; leurs va-

leurs seront celles des formules (8), qui répondent
a ==, savoir :

dx Sa— 2ca 2ca — Ha

G A P i 5

1 e

Ainsi, leffet général du frottement ordinaire ou
te la premiére espece, est de réduire au repos les
corps qui glissent sans tourner, et de réduire seu-
lement a 'uniformité et a Pégalité, en sens opposés ,
les deux mouvemens des corps qui glissent et roulent
en méme temps. Dans un vide parfait, le roulement
du mobile qui résnlte de ces deux mouvemens , sub-
sisterait indéfiniment , et le frottement de la seconde
espece mainliendrait la vitesse ¢ nulle, €t leg deux

. dz , : . % ;
vitesses — ¢t w €gales el contraires. Mais la. ré-
sistance de l'aip trouble cetle égalité ; le frottemeiit
de la premiére espeéce reparait , et le concours de

ces deux forces finit par réduire le mobile & 1état
de repos.
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bile (n® 418 ) seront gz— ry, IX —pz, py—qx;"
par conséquent, on aura celles de sa vitesse absolue .
en y ajoutant les composanies &, v, w , de la vitesse
du point G ; ce qui donne

Uqz—ry, v—tre—pz, W+ py — ga.

Je désigne par u,, v, w,,;p;q,, 7, ce que de-
viennentz, v, w, p, ¢, r, immédialement apres le
choc. En observant que le point dont les coordonnées
sont x, 7, z, ne change pas sensiblement de posi-
tion pendant le choc, les trois composantes précé-
dentes deviendront

UHqE=Tys CrE—pz, Wtpy—gazx;

et comme Jes axes Gz, Gy, Gz, auxquels elles sont
paralléles, sont aussi supposés immobhiles peadant
le choce,, on aura les vitesses perdues par ce point sui-
vant ces axes,; en retranchant ces derniéres quantités
des précédentes. Si donc on désigne par din I'élément
de la masse M qui répond aux coordounées x, Py 2
nous aurons

[u et = (Q = 9’;):’ o (J" === r,})‘id“l,

[v —, +(r— n)x—(p — p)zldm,

[w—w, 4 (p = PV — (¢ — g)xldm,
pour les composantes paralleles i Gz, Gy, Gz, de la

quantité de mouvement perdue par dm , pendant l2
durée du choc,

En vertu du principe général de la Dynamique
(n® 353, les quantités de mouvement ainsi perdues
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par M et M' devront se faire équilibre; et d’apres
€€ qu'on a vu dans le n°® 265, on formera les équations
d’équilibre de ces deux corps solides, appuyés I'un
Contre 'autre, en considérant chacun d’eux isolément,
apres avoir joint aux forces relatives & M, une force
nconnue N, dirigée suivant KH , et aux forces ap-
Pliquées 2 M/, la méme force N agissant an point K
suivant KH'.

Ces forces N, dirigées suivant KH et KI, seront
les quantités de mouvement imprimées par le choe
aux masses M et M’; et, avant d'écrire les équations
(].’équilibre » ou peut remarquer que les effets du
choc, quelles serviront 4 déterminer , seront les
Mémes, pour la masse M, par exemple, que st 'on
appliquait 4 une partie arbitraire » de cette masse 2
dyant son centre de gravité sur la droite KH, une vi-
Tesse & parallele a KH, et telle que lon etit uhk=N;
car il est évident que la résultante des quantités de
mouvement de g serait N, en grandeur et en direc-
tion : la percussion exercée sur M, suivant KI, équi-
vaut donc toujours, comme nous 'avons dit dans le
ne 435, a des vitesses éga]es, impriméus, parallele-
Ment a cette normale KH, a tous les points d’une
Partic de M, qui a son centre de gravité sur cette
droite,

467. Cela posé, deésignons par a, b, ¢, les trois
“Oordonuées de K, rapportées aux axes G, Gy, Gz,
Clpar «, £, 9, les angles que la droite KH fait avec
des paralléles a ces axes, menées par le point K; les
SIX équations d’équilibre des quantités de mouve-
Tent perdues par tous les points de M, seront

2, A5,
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CHAPITRE VII.

DU CHOC DES CORPS DE FORME QUELCONGUE.

465. La position et,létat d’un corps solide en
mouvement, sont complétement déterminés 3 un
, instant donné, lorsque V'on connait , a cet instant,
les coordonnées de son centre de gravite, les com-
posantes de la vitesse de ce point, les directions des
trois axes principaux qui se coupent en ce méme
point , et les composantes de la vitesse angulaire de
rotation autour de ces trois axes. Si ce corps est
rencontré par un autre mobile, pour lequel toutes
ces choses soient également comnues, les compo -
santes de leurs vitesses de translation et de rotation
seront changées par le choc, mais non pas les posi-
tions de leurs centres de gravité, ni les directions
de leurs axes principaux ; car, quoique le choc me
soit pas instantané , cependant la durée de ce phé-
nomene est toujours assez petite pour gu'on puisse
faire abstraction du déplacement des différens points
des deux mobiles pendant qu'il s’accomplit, et,
par conséquent, pour qu'on puisse considérer comme
sensiblement immobiles leurs Centres de gravité et les
points des denx mobiles qui appartiennent’ A leurs
axes principaux. Le probléme da choe ey corps
aura donc pour objet de déterminer, en grandeur et
en direction, leurs vitesses de translation et de rota*
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*tion aprés le choc, an moyen de ces mémes quantités
avant le choc, et d’aprés la forme et'la situation rela-
tives des mobiles.

Nous allons donner la solation générale de ce pro-
bleme, dans les deux cas extrémes ou les mobiles
sont mous et dénués d’élasticité , et ou ces corps sont
au contraire parfaitement élastiques.

466. Supposons d’abord que les mobiles soient
au nombre de deux , qu'ils se touchent par'un seul
Point , et gu'ils soient entierement libres. Soient M
et M’ leurs masses , G et G/ (fig. 15) leurs centres
de gravité, K leur point de contact, HKH' la nor-
male & leurs surfaces en ce point. Soient aussi G,
Gy, Gz, les axes principaux de M, et G'x', Gy,
G'z') ceux de M.

Immédiatement avaut le choc , désignons par w,
v, w , les composantes de la vitesse de & suivant
lesaxes G, Gy, Gz ; appelons en méme temps @ la
vilesse angulaire de M autour. de l'axe instantané
de rotation, passant par le point G, et p, g, r, les
trois composantes de celie vitesse, autour des mémes

j) q r
@ ?

axes Gae, Gy, Gz ; en sorte que 25 ;. soient les

Cosinus 88s angles que l'axe instantané fait avee ces
vois droites (n° 407 ), et qu'on ait

&= p* + ¢ 4 r.
Cela étant, si x, 7, z, sont les trois coordonnées
d'uy point quelconque de M, rapportées aux axes

%, Gy, Gz, les composantes de sa vitesse, paral-
leles 5 ges axes et provenant de la rotlation du mo-
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N cos &= [Tu —u,~+ (g—q,)2—(r—r)yldm=n0,
N c0s € + [Tv — v, ~+ (r — r)x~—(p—p,) 5 Jdm =0,
N cos 5 =+ [ [w—w - (p—p,) y—(9—q,) xldn=o,

W(a('osg——bcostz)

[y — ¢, (r==r)ax — (p—p,) 2] xdm

—fTu— u, + (4 —1) — (r— r)7lydn=o0,
N (c cos o — @ €05 %)

:.\ +f|:’.l‘t = u.r + (q = gjz o (r S r!).)_:l Zvdfn

9 —[w—w, + (p— p)y — (4 —q)*] xdm=0,
N (b cos 3 — ¢ cos £)

AW —w, + (p—p)y — (q=—q)x]ydm
e —fv — ¢, = (r —r)x — (p—p)z|zdn =o;

les iniégrales s'étendant i la masse entiére M.

| A cause que le point G est le centre de gravité
kil de M, ct gque Gz, Gy, Gz, sont ses axes princi-
paux, on a

Jxdm =o, [rdm =o, [zxdm =o,
fradm=o0, [zxdm=o, fxydm=o.

Demguonq, de plus, par A, B, C, les momens d’iner-
tie de M par rapport 4 ces meémes axes, de sorte
qu’on ait

=f(y’+z‘)d’n B=/ 2=pa*)dim, C:f(xg_h’.s)dm,

bt & En observant que fr{m == \‘I ]CS SIX equa[l()ns d’ equl’
libre se réduiront a
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Neosa + M(u — u)
Neos€ + M(¢ — o)
Ncosy 4+ M(w —w,) = o,
N{acos€—bcosa)4C(r—r)=o0, (1)
N(ccosa—acosy)+B(g—g)=o,

N (b cosy—ccos &) +A(p—p)=o.

Il

Par rapport 2 M ct & ses axes principaux G'x’,
Gi}f’, G'z/, je désignerai les quantilés qui entrent dans
ces équations par les mémes lettres, avec un trait su-
périeur; en sorte que, par exemple, &/, e, 5/, se~
ront les angles que fait la droite KH' avec des paral-
Icles & ces axes, menées par le point K, et que o/,
b', ¢', seront les coordonnées de ce point, rapportées
a ces mémes axes. En observant que la grandeur de
N doit étre la méme pour les deux corps M et M, les
équations d’équilibre des quantités de mouvement
perdues par M’ scront

Ncosa ' +MN (@ — u)=0,

Ncos€' M (¢ — v/)=0,

Ncosy' M (w—w/)=0, (2)

N(a'cos€ — U cosa') + C (¥ —r/)=0,

N (¢'cos &' — a cos 3') -+ B'(¢—q/) =0,

N (b'cos 5 —¢' cos €)+ A'(p'—p,/)=0.

» ., 4 I (4§ !
Outre les douze mconnues u,, v,, W,y &/, ¢/, w,/,

Pis g5 7,5 P's 4/> /s que contiennent ces douze
équations (1) et (2), elles renferment encore I'incon~-
nue N ; elles seront donc en nombre insuffisant pour
déterminer ces treize inconnues ; et il y faudra joindre

17
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une treizieme équation, que L'on obtiendra par la
considération suivante, dans le cas des corps dénués
d’elasticité.

468. La solution du probleme serait, en effet, in-
déterminée , si on considérait les deux mobiles
comme absolument durs, et gu’on fit abstraction de
la compression qu’ils éprouvent pendant la durée du
choc. Mais en ayant égard i cette compression, quel-
que petite qu'on la suppose, on concoit qu’elle est
due a ce que les points des deux mobiles, par les-
quels ils viennent se toucher, n'ont pas la méme
vitesse suivant la normale commune a leurs sur-
faces. A raison de la différence des vitesses normales
de ces deux points, les deux corps s'appuient et se
compriment graduellement I'an contre Vautre ; en
méme temps, cetle différence diminue par degrés
infiniment petits, jusqu’a ce qu’elle ait entierement
disparu; el quand les deux mobiles sont dénués d’é-
lasticité, le phénomeéne du choc est achevé a l'ins-
tant ou ceite différence est devenue nulle, et ces

" deux corps conservent la forme qu’ils ont prise a

cet instant de leur plus grande compression. Cest
cette égalité des vitesses normales des deux points
de contact, & la fin du choc, qui fournit la trei-
zitme équation demandée, et qui fait disparaitre
I'indétermination du probléme.

En tant que le point K appartient au corps M,
ses coordonnées, rapportées aux axes Gu, Gy, Gz,
sont @, b, ¢; en les substituant 4 la place de x,
¥, %, dans les formules du n° 466, on a, immé-
diatement apreés le choc, #~4~q,c — rb, o4 r.a—p,es
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W, = p,b —g,a, pour les composantes de sa vitesse
paralléles 4 ces trois axes; et comme o, &, ¥, sont
les angles que la droite KH fait avec les directions
de ces composantes, on en conclut

(“u - q.c— r‘j;) €os & (V, e Pac) cos6
_’_(ﬂr’—l— ‘be— gla) COS ¥,

pour la vitesse finale de ce point suivant cette droite.
Si I'on considére le méme point K comme faisant
partic du corps M’, sa vitesse apres le choc, sui-
vant la direction KH’, sera

(u4-q/c'— r/b')cosa’ 4 (v/4r/a’ —p/c’) cos €'

' “+(w,/+p,/b'—g/a) cosy'.
Or, pour que, dans les deux cas, la vitesse nmor-
male du point K soit la méme, et dirigée dams le
méme sens, il faudra que ces deux dernieres quan-
tités soient égales et de signe contraire, ou que
lear somme soit nulle; par conséquent, on aura

(0, 4q,6—rb)cosa—(u/+q,'c’—r/b')cos a!
~+(v, J-r,a—p,c)cos E4-(o/4r/a'—p, c"\cos (4 (3)
(w,~-p,b—q @) cosy—+(w,+p/b'—q, a’)eosy'=0.

Les équations (1), (2), (3), du premier degré,
par rapport aux inconnues N, u,, v,, €iC., donne-
ront, dans chaque cas particulier, des valeurs en-
térement déterminées pour ces quantilés, qui fe-
ront connaitre 1'état des deux mobiles apres le choc,
et les quantités de mouvement, egales et contraires,
que la percussion lenr aura imprimées suivant la
normale commune a leurs surfaces.
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469. Maintenant, si les deux corps sont élasti-
ques, il faudra distinguer trois époques successives
dans le phénoméne du choc : la premiére répondra
a linstant ot les deux mobiles commencent i se
toucher par un point K de leurs surfaces; la deuxiéme

sera celle de leur plus grande compression, ot les

vitesses normales du point K seront égales et dans
le méme sens pour ces deux corps; la troisieme
sera la fin du choc, ou les deux mobiles se sépa=
reront 'un de l'autre, apres avoir repris exactement
leurs formes primitives, s'ils sont supposés parfai-
tement élastiques.

. Depuis la premiére jusqu’a la seconde €poque, le
phénoméne est le méme que si les deux mobiles
etaient dénués d'élasticité. Ainsi, l'on déterminera,
au moyen des équations précédentes, les douze com-
posantes %, , v, , etc., des vitesses de translation et
de rotation des mobiles & I'instant de leur plus grande
compression, et la quantité de mouvement N que
chacun des deux corps aura recue , suivant KH pour
M, et suivant KH’ pour M'. Depuis la deuxiéme épo-
que jusqu’a la troisieme, ces deux corps, en reve-
nant a leurs formes primitives, recevront , suivant
ces directions, une nonvelle quantité de mouvement,
qui sera encore égale a2 N, dans le
élasticité, Par conséquent , ceite seconde partie du
phénomeéne devra étre considérde comme une se-
conde percussion, identique avec
exercée sur des corps animés des

cas d'une parfaite

la premiére, mais
vitesses de transla-
tion et de rotation qui ont lieu 4 la fin

de la pre-
miere partie.
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D'apres ce principe, eonforme a ce qui a déja été
expliqué dans le n® 360, si 'on appelle, & la troi-
sieme époque, U, V, W, les composantes de la vitesse
du point G, suivant les axes Gz, Gy, Gz, et P,
Q,R, les composantes de la vitesse angulalre de M
autour des mémes axes, on aura, pour déternmner ces
six inconnues, les six équations

Ncosa + M(x, — U) 0,
Ncos€ + M(e, — V) = o,
Necosy 4+ M(@w,—W) = o,
N(acos & — beosa) + C(r, — R)
N(ccosa — acosy) + B(g,— Q)
N(bcosy — ccos6) + A(p— B) = o,

Il

qui se déduisent des équations (1), en y mettant U,
V,W,P,Q,R,alaplacede, v,, W, P,y 4,5 T,»
et ces derniéres quantités au lieude u, v, w, p, ¢, 15
et en conservant la quantité N.

Pour faire disparaitre les inconnues intermédiaires
Wy Oy Wos Py G0 Ty jajoute chacune de ces Six
équations 4 'équation (1) qui lui correspond ; ce qui
df)nne
2Ncosa 4= M(u — U) =
aNcos€ 4 M(¢v — V) =
aN cosy = M(w—W) = o,
2N (acoqg — beosa) + C(r — R)
aN(ccose — acosy) 4+ B(g — Q) =
2N (bcosy — ccos€) + Af(p — P) = o.

I

Ces équations (4) sont celles de Péquilibre des
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quantités de mouvement perdues par M pendant Ia
durée totale du choc, jointes i la quantité de mou -
vement aN imprimée a cette masse, suivant la di-
rection KH, pendant cette méme percussion. On y
mettra pour N la valeur de cette inconnue, qu’on ti-
rera de I'équation (3), aprés y avoir substitud les va-
leurs des inconnues #,, ¢, etc., u', v/, ele., données
par les équations (1) et (2). Nous nous dispenserons
d’écrire ici I'expression générale de cette quantité N,
qui serait trés compliquéde, et dont on calculera , sans
difficulté, la valeur numeérique , dans chaque cas
particulier. Si les deux mobiles n’étaient pas suppo-
sés parfaitement élastiques, N serait moindre dans
la seconde partie du choc que dans la premiére ; il
faudrait prendre alors pour sa valeur, dans la seconde
partie, une fraction f de sa valeur, déduite des équa-
tions (1), (2), (3), et meitre (1 4+ )N ila place de
2N dans les équations (4). Cette fraction f dépen-
drait du degré d'élasticité des deux mobiles , et ne
pourrait se déterminer que par des expériences faites
sur des corps de la méme matiére, dans le cas le plus
simple, par rapport a leur forme et & leur mouvement
primitif. Nous nous bornerons 4 considérer le cas de
I'élasticité parfaite, en observant, toutefois, que la
remarque qui termine le n° 466 a également lieu,
quel que soit le degré de Vélasticité,

Quant au corps M/, si l'on désigne, a la fin du
choc, par U/, V/, W/, Ies composantes de la vitesse
de G/ suivant les axes G/ x', Gly', G'z', et par P’, Q;
R', les composantes de Ia vitesse angulaire de M/ au-
tour de ces axes, on aura pour déterminer ces si%
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Inconnues des équations semblables aux €quations (4),
savoir :

aN cos o' M (2 —U)=o,

2Ncos€ +M (v — V) =o,

2N cos 5’ -+ M/ (w'—W')=o,

2N (@' cos €' — b cos @) - C' (¥ —R’) = o, [ ()
2N (¢'cos @' —a’ cos 3/)+B' (¢ —Q') = o,

2N (4" cos 9’ — ¢’ cos €') 4-A'(p' —P") = o.

Telle est donc la solution compléte et générale du
Probleme du choc, dans le cas de deux corps entié-
rement libres, dénués de toute élasticité , ou parfai-
tement élastiques. On létendra, sans difficulté , au
choc simultané de trois ou d’un plus grand nombre
de mobiles; nous en donnerons plus bas un exemple.

470. On peut conclure des équations ‘précédentes
que le choc des corps M et M’ n'altére nullement
les vitesses de leurs centres de gravité G et G/, pa-
rallelement au plan tangent commun en K i leurs
deux surfaces.

En effet, par le point G, menons une droite pa-
rallele a ce plan, qui fasse des angles A, &, v, avee
les axes G, Gy, Gz; cette droite étant perpendicu-
laire 3 la paralléle 2 KH, menée par le méme point G,
on aura

COS ¢ €08 A =~ €086 €OS g =}~ €0S J €OSY = ¢ ;

€t, dlapres cela, si 'on ajoute les trois premieres
®quations (1) ou (4), apres les avoir multiplides par
€Os A, cos e, cos v, il en résultera
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2 COSA == ¢ COS b~ COS ¥ == U LOSA—~- ¢, COS ot ,COS ¥
=Ucos x4 Vcosp—+Wecosy ;

ce qui montre que la vitesse de G, suivant une direc-
tion quelconque, paralléle au plan tangent en K, sera
la méme avant et aprés le choc des corps mous ou
€lastiques. Il suffira done, pour connaitre, en gran-
deur et en direction , la vitesse finale de G, de déter-
miner, dans chaque cas, la vitesse de ce point aprés
le choc, paralltlement 4 la normale KH, et de la
composer avec la vitesse de G paralléle au plan tan-
genten K, qui avait lieu auparavant, et qui n’aura pas
changé pendant la percussion. La méme chose aura
lieu relativement au centre de gravité G’ de M.

En ajoutant les trois derniéres équations (1) ou (4) ,
apres les avoir multipliées par cos %, cos €, cosa;
il vient
Creos y4-Bg cosé+A p cosz = Creosy - Bg,cos € + Ap cos

— CR cosy 4+ BQcos 5 AP cos .

Or, ces trois quantiiés égales sont les momens par
rapport a l'axe KH (n°® foq), des quantités de mou-
vement dont sont animés tous les points de M, avant
le choc,  I'instant de la plus grande compression, 4la
findu choc; d'ou il résulte quela percussion ne change
rien & la grandeur de ce moment, pour le mobile M,
et, de méme, pour le mobile M/, mous ou élastiques.
471. Appliquons maintenant i différens exemples
les équations générales que nous avons obtenues.
Supposons d’abord que la normale KH au point de
contact des deux mobiles, passe par le centre de gra-
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vité G de M, de maniére quelle soit la droite KGH
(fig. 16). D'aprés la signification des lettres o,

s ¥y b, c, il est aisé de voir qu'on aura, dans

Ce cas,

acos€ = bcosa,
ceosa = @ACOSY,
beosy = ccos € ;

alors les trois dernitres équations (1) et (4) don-
Deront

P':P= q',:q, r,=r, P:IJ, Q:q, R:r;

Ce qui signifie que la direction de l'axe instantané deM
et la vitesse de rotation seront les mémes immédiate-
Ment ayant et aprés le choc. Donc, toutes les fois que
la normale au point de contact passe par le centre de
gravité de I'un’des deux mobiles mous ou élas-
tiques, le choc ne change rien au mouvement de
rotation de celui-ci, et n'influe que sur son mouve-
ment de translation.

Si la méme normale passe aussi par le centre de

grayité G’ de M', de sorte qu'on ait également

acos€ =¥ cosa,
¢ cosa’' = a' cos?,
b cosy = ¢ eos €,

les vitesses de rotation disparaitront de I'équation 5)»
qui se rédnira a

u-: cos & v cos & - w, cos » -/ cos &
Sl .cos6’ 7] w/'cosy =0;

mais les trois premiéres équations (1) et (2) donuent
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N=M [(z,— u)cosa. ~+(v, — v)cos€ +(w —w)ecos 3], }
N=M"[(zz,—u')cose’4-(v,/—v")cos€’+(w,'—1)cosy'];
et en divisant ces équations par M et M et les ajou-
tant ensuite a la précédente , il en résulte

N N

3f i % ¢os & -+ ¢ cos € - wcosy + ' cos a'
~+ ¢'cos €' 4-w' cos ' = o.

Or, si GL et G'L’ sont les directions de G et G’ avant

le choc et 6 et 8" leurs vitesses initiales , on aura

fcosHGL = wucose == vcos6 — wcosy,
0 cos H'G'L! = w'cosa’+ v'cos& 4+ wicosy’,
d’apres ce que les lettres u, v, w,a, &, 3, &/, V' ,w/,
a', €'y 9/, représentent. On aura donc
N — _ MMGcos HGL foosH'G'L)
= M F W ’
pour la valeur de N, qui devra étre essentiellement
positive : lorsqu’elle sera négative, on en conclura
qu'il n'y a pas de choc entre les deux mobiles M et M.
De méme, si G{ et G'I’ sont les directions de G

et G’ & l'instant de la plus grande compression des
deux mobiles, et §, et § leurs vitesses au méme ins-
tant, on aura aussi

B, cos HGI = ucos & + vcos & - W €0s Y,

6,/ cosH'G'l' = u',cos o'~ v/cos 6 4 w/cosy';

et de ces diverses équations, on conclut

9 CcOos HGI — M0 cos HGL — M’8’cos B'G/1/

M 4+ M ’

Bt uncllG e H'G'L' — Mfcos HGL (7)

M+ W ’
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pour les composantes des vitesses de G et G' suivant
GH et G'H', 2 I'instaut que nous considérons. Elles
sont, comme on voit, égales et contraires; d'ou il
suit qu'a l'instant de la plus grande compression ,
les centres de gravité des deux mobiles ont la méme
Vitesse, en grandeur et en direction , suivant la nor—
male au point de contact K. Dans le cas des corps
Mous , celte vitesse normale sera celle qui aura licu
apres le choc. Lorsque les deux mobiles seront par-
faitement élastiques , on aura

8, cos HGI = Ucosz -+ Veos€ + Weosy,
B/cosH'G' = U'cosa'+V'cos 6" 4 W' cosy/ ;

€0 supposant que les vitesses 6, et 94’ et les direc-
tions GZ et G'I' se rapportent & la fin du choc. Donc,
€1 vertu des trois premiéres équations (4) et (5), et
de la valenr qu'on vient de trouver pour N, nous
aurons .
6, cos HG/ (M—N")3 COS:E;?L—Z{VI%PEDBH{G'L' )
el awesiior, ()
B cos HGE = MM cosHG'L' — aMécosHGL
‘ M ’

Pour les composantes des vitesses finales de G et ¢/
Suivant les directions GH et G'H'.

472. Dans le cas particulier ou les deux points G
€ G’ se meuvent, avant le choc, sur la normale
HKH’, leurs vitesses perpendiculaires a cefte droite
Seront nulles, el elles le seront encore apres le choc ;
€h sorte que I'on aura

Cos HGL = == 1, cos HGI = =+ ;,
cos HG'L  — =+ , €OS HG!/'= == 1 -
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selon le sens de leurs directions, en considérant,
dans tous les cas, les vitesses 0, 6, 8, 8, comme des
quantités positives.

Si G et G’ vont dans le méme sens avant le choc,
par exemple , de H' vers I, I'angle HGL sera zéro,
et Iangle H'G'L' égal & deux droits; en vertu des
équations (7), on aura donc

MA4-M'¢

cos HGl=1, cosH'G'l' = —1, §,=0/= M

Si, au contraire, G et G’ vont au-devant I'un de
Yantre avant le choe, de maniere que le point G se
meuve de H vers II', et le point G/, de H vers H,
on aura cos HGL = cos HG'L/ = — 1, et les équa-
tions (7) donneront
il

cosHiGl=1, cosH GF=ker, === T2 17
les signes supérieurs ou inférieurs ayant lien se-
lon que la différence M — M'6’ sera positive ou
négative. On appliquera de méme les formules (8) 3

ces deux hypotheses.

Ces résultats coincident avec ceux qu'on a obtenus
dans les n® 561 et 362, relativement au choc des
corps sphériques et homogeénes ; mais on voit de plus
quils sont indépendans de la forme de ces corps et
de leur mouvement de rotation, et qu'ils supposent
seulement que les centres de gravité des deux mobiles
se meuvent, avant le choc, surla normale au point
de contact.

47%. SiTon suppose B‘IIZM, les e’quatio'ns f\t;)
deviennent
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8 cosHGI =—Ffcos H'G'L, §’cosH'G'I'—=—f cosHGIT,

d'on P'on conclut gque dans le choc de deux corps
Parfaitement élastiques et égaux en masses, les cen-
tres de gravilé des deux mobiles échangent leurs
vitésses paralleles a la normale au point de contact,
lbrsque celte normale, commune aux deux surfaces
en ce point , passe a la fois par ces deux centres.

Quand le point G’ sera en repos avant le choc, en
sorte qu'on ait §' = o, et que, de plus, la masse M, 3
raison de sa densité, scra tres petite et négligeable par
rapport & M/, on aura, en vertu des équations (7)

0, cos HGl = o, 8/ cos HG'! = o;
en sorte que les centres de gravité G et G’ de deux
Corps mous n'auroni, dans ce cas, aucune vitesse
normale apres le choe. Mais, en' vertu des équa-
tions (8), si ces corps sont, au contraire, parfaite-
ment €lastiques, on aura
B cosH'G'l' = o, 8,cosHG! = — fcos HGL ;

ce qui monire que le centre de gravité G’ ne prendra
aucune vilesse, et que G prendra, aprés le choe -
une vitesse normale égale et contraire a celle qu’il
avait auparavant.

Il est aisé d'en conclure que le centre de grayité G
Sera réfléchi en faisant avec la normale au point de
Contact des deux mobiles, V'angle de réflexion égal
a l'angle d'incidence.

En effet, prenons sur le prolongement de GI.
(fig. 17) , une partic gG pour, représenter, avant le
choc, la vitesse de G, qui se mouvra de g vers G ; soit
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toujours GH la normale au point de contact des deux
mobiles , laquelle passe, par hypothese, par le point
G ; décomposons la vitesse gG en deux antres , Pune
alx, divigée suivant cette normale, et 'antre G paral-
léleau plan tangent : la seconde ne sera pas changée par
le choc, et la premiére sera changde en une vitesse cG
égale et conliraire & aG. Donc, si on achéve le rec-
tangle Gbdc , et qu'on prolonge la diagonale Gd d’une
quantité GI = Gd, la vitesse du point G, aprés
le choc, sera GI, en grandeur et en direction; par
conséquent , 'angle de réflexion HGI, sera égal
a I'angle d’incidence HGg, et, de plus, la vitesse du
mobile aura la méme grandeur avant et apres le choc.
Ce cas est celui d'un corps élastique qui vient rencon-
trer un obstacle fixe, doué également d'une parfaite
elasticite.

474- Lorsque les mobiles sont des sphéres homo-
genes, la condition que la normale HKH' ( fig. 16)
passe par leurs centres de gravité G et G/, est tou-
jours remplie. Par conséquent, si ces corps sont par-
faitement €lastiques , ils échangeront, en se cho-
quant, leurs vitesses dans le sens de la droite qui va
d’un centre i I'autre, et conserveront, sans altération,
leurs vitesses perpendiculaires a cette droite; et,
quand ils viendront frapper un obstacle fixe et aussi
parfaitement élastique, ils se réfléchiront en fajsant
Yangle de réflexion égal 2 I'angle d'incidence.

Cest sur ces principes qu'est fondé le jeu de bil-
lard; mais il faut observer que non-seulement ils
supposent Uélasticité parfaite des bandes et des billes,
mais que la non-altération, par le choc, de la vitess¢
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des mobiles, soit paralltlement a leur plan tangent
Commun, soil parallelement aux bandes qu'ils ren-
Contrent, n'a lien que quand on fait ahstraclion du
frottement provenant de leur rotationet du glissement
Q'une surface sur Pautre. On va voir, par exemple ,
que 'angle de réflexion dépend de la rotation de Ia
bille, et qu’il nest plus égal a I'angle d’mcidence ,
quand on tient compte du frottement de la bille
Contre la bande. La méme chose a lien dans le rico-
chet d'un boulet : le frottement de ce projectile contre
le terrein et sa vitesse de Totation influent aussi sur
Pangle de réflexion, qui peut étre, pour cetie raison,
différent de I'angle d'incidence.

Cette question nous fournira Yoccasion d'expli-
uer comment on doit avoir égard au frottement dans
le choc des corps, et de compléter ce que nous avons
dit, sur ce genre de résistances, dans le second para-
graphe du chapitre précédent. Nous allons d’abord
exposer les principes qui nous guideront dans celte
matiere délicate; on y est conduit par Ianalogie;
mais ils auraient besoin, ainsi que les conséquences
qui s'en déduisent, d'étre confirmés par des expé-
riences directes.

475. En formant les équations d'équilibre des quan-
litds de mouvement perdues dans le choc, par les
deux masses M et M/, nous n'avons point tenu compte
dﬁS quantités de mouvement produites par les poids

€ ces corps pendant la durée de la percussion, parce

que cette durde étant trés petite, ces quantités, qui

ui sont proportionnelles, sont aussi trés petites, et

Peuvent éire négligées par rapport a celles que les
2. 18




294 TRAITE DE MECANIQUE.
mobiles recoivent de leur choc mutuel. Mais 1l wen
est pas de méme, comme nous l'avons déja remar-
qué (n° 353), 4 I'égard du frottement qui a lien pen-
dant le choc, lorsque les surfaces des deux mobiles
en contact glissent 'une sur 'autre. Quoiqu'on n’ait
pas fait d'ebservations sur l'intensité de ce frottement,
on peut supposer, par induction, qu’il suit les lois
générales du frotiement des corps soumis i des pres-
sions proprement dites, puisque la percussion n’est
autre chose qu'une pression d’une trés grande inten-
sité, exercée pendant un temps tres courl. On peut
donc admettre que pendant la durée du choc le
frottement, a chaque instant, est proportionnel a Ja
srandeur de la pression normale , qui appuie, a cet
instant, les deux mcbiles I'un contre V'autre ; qu'il
est dirigé , pour chaque mobile, en sens contraire
de la vitesse relative du glissement de ce mobile
sur I'autre, et indépendant de la grandeur de cette
vitesse; et qulil disparait, ou devient négligeable,
quand le glissement se change en un simple rou-
lement.

Or, 12 quantité totale de mouvement imprimée a
M suivant la normale KH (fig. 15 ), 2 été repré-
sentée par N, quand ces deux mobiles sont dénués
d’élasticité, ou par 2N, quand ils sont parfaitement
¢lastiques. 81 donc, pendant toute la durvée du choc;
la surface de M glisse , daus ane méme divection,
sur celle de M/, et qu'on appelle Q la quantité de
mouvement imprimée & M par le frottement , en
sens contraire de cette direction; on aura Q=/AN,
dans le cas des corps dénués d'élasticité, et Q =2AN;
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dans le cas des corps parfaitement €lastiques ; £
étant un coeflicient qui ne dépend que de la na-
ture des surfaces de M et M, au point de contact
K, et pour lequel on pourra prendre celui qui a
6té déterming par l'expérience, relativement i des
Pressions ordinaires (n° 459)-

Si le glissement a lien dans un sens pendant une
Partie du choc, et dans le sens opposé pendant
Vautre pariie , on aura Q =4(N —N), en
désignant par N’ et N” les quantités de mouvement
Produites par la percussion pendant ces deux par-
lies du choc, de sorte que N ou 2N soit lear somme
N’—}—N”, et en sapposant N'> N". 8i, 4 la fin de
la premiére partie, le glissement se change en un
simple roulement, on prendra Q= AN/, en négli-
geant le frottement de la seconde espéce , qui aura
lieu pendant la seconde partie.

En appelant Q' ce que Q devient relativement a
M, il est évident que Q' sera, dans tous les cas 3
une quantité de mouvement égale et directement
opposée a Q; car la pression normale que M exerce
sur M pendant toute la durée du choc, est de méme
grandeur que celle de M sar M, et la vitesse relative
du glissernent de M’ sur M est toujours égale et con-
traire & celle du glissement de "M sur M.

1l résulte de 1a que pour former les équations d’é-
quilibre des quantités de mouvement perdues pen-
dant le choc par le corps M, en ayant égard au
rl'ottcan:lent, il suffira de joindre a la quantité de
Mouvement N oun 2N, imprimeée & ce mobile suivant
4 Dormale KH, une antre quantité de mouvement

13 .
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Q, perpendiculaire 2 KH , et exprimée comme on
vientde le dire ; et que pour obtenir, en méme temps,
les équations relatives a M, il faudra joindre a la
quantité de mouvement N ou 2N, dirigée suivant
KH', une quantité de mouvement Q' égale et con-
traire 4 Q. Clest ce que unous allons faire, dans le cas
du choc d’un projectile sphérique et homogéne contre
un obstacle fixe.

476. Pour fixer les idées, je supposerai que I'obs-
tacle fixe que la sphére M vient frapper est un plan
horizontal , el que cette sphére tourne, avantle choc,
autour d'un axe horizontal , perpendiculaire a la di-
rection GH de son centre de gravité. La figure 18 re-
présente une section du plan fixe et de M par ce plan
vertical. Tout étant semblable de part et d'autre de
cettesection, le point Gne s'écartera point de ce dernier
plan pendant le choc, M continuera de tourner au-
tour du diametre perpendiculaire & ce méme plan ,
et le point de contact K glissera, pendant cette per-
cussion, le long de AB, intersection de ce plan ver-
tical et du plan fixe.

Immédiatement avant le choc, j'appelle @ la vitesse
horizontale de G, dirigée suivant GD, & sa vitesse
verticale, dirigée suivant GK, et 3 I'angle d’incidence
HGK, de sorte qu'on*ait

tan =2

Y=gy

Le mobile M étant supposé parfaitement élastique »
ainsi que l'obstacle fixe qu’il vient frapper, il perdr?
d’abord, en se comprimant, sa quantité de mouve~
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ment verticale Mb; puis il reprendra, en revenant a
sa figure primitive, une quantité de mouvement
égale et contraire; én sorte quapres le choc, le
centre de gravité G aura une vitesse verticale 4, di-
rigée suivant le prolongement GE de GK. 8i donc on
appelle, 4 cette époque, a' sa vitesse horizontale, di-
rigée suivant GD, ou en sens contraire , selon quielle
sera positive ou négative; que GH' soit la direction de
Ce point, et quon désigne par 3’ l'angle de ré-
flexion EGH', on aura

tang 3’ = %

La droite GH' sera située a gauche de la verticale
EK, comme la droite GH, ou i droite de EK, selon
que la quantité @’ sera positive ou négative. Pour que
angle de réflexion soit égal a I'angle d'incidence, il
faudra que cette vitesse @’ soit positive et égale & &;
la différence 3’ —9 de ces deux angles sera toujours
de méme signe que @' — a ; et le point G rétrogra-
dera quand la vitesse a' sera négative.

Soit aussi @ la vitesse angulaire de rotation de M
avant le choc, laquelle vitesse sera considérée comme
Positive ou comme négative, selon quelle aura lieu
dans le sens indiqué par la fleche s, ou dans le sens
Opposé. Désignons par &' ce que devient cette vitesse
Angulaire apres le choce. Le probléme consistera a dé-
terminer les valeurs de @' et &' d’aprés celles de a et
%. Selon gque la vitesse absolue du point K sera posi-
t“’.e ou négative, cest-a-dire, dirigée suivant KA ou
Suivant KB, pendant une partie de la durée du choc,
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ou pendant sa durée entitre, la solution présentera
différens cas distincts, que nous allons examiner suc-
cessivement dans le numéro suivant,

477~ Je supposerai, en premier lieu, que la vi-
tesse du point K soit positive, ou dirigée suivant
KA, pendant toute la durée du choc. En appelant ¢
le rayon GK de M, cette vitesse sera @ —ex an
commencement ; et a’' 4~ ca’ i la fin; de sorte que
ces deux quantités deyront étre positives. La quan-
tité totale de mouvement imprimée a M suivant GK,,
soit pendant que le mobile se comprime, soit pen-
dant qu’il revient a sa figure primitive, étant egale
& 2Mb, la quantité de mouvement provenant du frot-
tement, et dirigée suivant KB, sera 2AMb, d’aprés le
n° 475; par conséquent, la vitesse horizontale o’ du
centre de gravité G apres le choce, sera la méme que
si la masse M y était réunie, et que les quantités de
mouvement Ma et 2AMb y fussent appliquées, en
sens contraire 'une de l'autre ; ce qui donne

a = a — ahb.

En observant que 2 Mc* est le moment d’inertie de
M par rapport 4 son axe de rotation, et que 2/iMébe
est le moment, par rappori au méme axe, du frot-
iement dirigé suivant KB, on verra, sans difficulté
que la diminuation @ — o de la vitesse angulaire de
rotation sera déterminée par I'équation

2 Me® (d- — af) = 2iMbe ;

d'on 'on tire
Skl

ol o= ) —

o
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De ces valeurs de a' et ¢/, il résultera
a' 4 co' = a 4 ¢ — 7hb;

et cette quantité o'+ ca’ devant etre positive dans
le cas que nous examinons, 11 faudra que la quantité
@ - cee, aussi positive, soit plus grande que 7hb.
Quand cette condition aura lieu, on aura

tang ' = %— oh = tangy — 2k,

pour déterminer 'angle de réflexion 5 dapres langle
d'incidence 5 et le coeflicient h.

81 Ia vitesse absolue du point K est constamment
Négative, ou divigée suivant KB, le frottement sera
dirigé suivant KA, et il suflira de changer les signes
des termes multip]iés'par k, dans les formules du
cas précédent, qui deviendront

, h
d = a-+2hb, a'—=a -} 5%’), tangy' == tang 3 2A.

Pour que ce cas ait lieu, il faudra que la vitesse ini-
tiale du point K soit en sens contraire de celle de G;
Ce qui suppose que la rotation primitive ait lieu dans
¢ sens opposé a celui qui est indiqué par la fleche s
A cause de

a +cd! = a -+ co -+ 7hD,

il faudra, en outre, que cette quantité ndgative
@<~ ce. Pemporte sur le terme positil' nhb. Dans ce
second cas, Vangle de réflexion surpassera I'angle
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mﬂidence, tandis

que, daos le premier cas, 7/ était
moindre que 5.

La vitesse du point K étant Positive au commence-
ment du choc, si elle devient zéro 3 un certain ins-
tant de sa durée, et qu’elle reste ensuite nulle jusqu’a
la fin, on prendra, d’aprés le n® 495, RM (b 4 5')
pour Peffet total du frottement, en désignant par 5’
la vitesse verticale de G 4 I'instant dont il s'agit , et
regardant 4’ comme une quantité négative ou posi-
tive, selon que cet instant arrivera pendant que le
mobile se comprime, ou pendant qu’il-revient i sa
figure primitive. On en conclura, comme dans le
Premier cas,

a’:a—&(b -1—3)’), o= — fi’fii‘-g’_'),

2c
et, par suite,

tang 3’ = tangq — s :_é).
St la vitesse du point K est zéro deés le commence-
ment du choc, on aura ¥ — — b; et le frottement
étant nul, ou de la seconde espece, pendant toute la
durée de la percussion, il n'influcra pas sur les va-
leurs de @/, o/, tang 7', 8i, au contraire, la vitesse de
K ne devient nulle qua la fin du choc, on qura
b' = b, et ces formules coincideront ayee celles du
premier cas. Généralement, la valeyy de &/
connue, et Fon saura seulement qu’elle ne peut pas
dépasser == 4; mais comme on suppose nulle la vi-
tesse finale du point K, il faudra qu’on ait

sera in=

@ ~+ct =g ca— %fe(f’)—kb’)::.o;,
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d'ou l'on tire

2

h(b + ¥) = E_Ef._‘;‘_”_)

et, par conséquent,

RN tangy’ = tangy — 2(%:—91)-

La vyitesse du point K étant positive dans une
Premiére partie du choc, si elle devient négative
dans Ja partie suivante, et que b soit la vitesse
Verticale, positive ou négative, de G, a linstant
de ce changement de signe, les quantilés de mou-
Yement imprimées a M, suivant la direction de KG,
seront M (b 4 2') et M (b — &') pendant ces deux
Parties de la percussion. D'aprés le n° 475, on pren-
dra donc ZM (b + ') — AM (b — &') pour la quantité
totale de mouvement produite par le frottement sui-
vant la direction KB ou KA, selon qu’elle sera posi—
tive ou négative; et comme cette quantité se réduit
a 2hMb’, on en conclut que les formules relatives 2
ce quatrieme cas se déduiront de celles du premier,
en y mettant ' au lieu de 5. On y changera le signe
de %, comme dans le second cas, si la vitesse de K a
d'abord été négative, pour devenir ensuite positive.
Mais la quantité &' n'étant pas donnée , ces formules
ne feront pas connaitre la diminution ou I'augmen-
tation de Pangle de réflexion, et I'on saura seulement
que Pune ou Pautre est moindre que dans le premier
9u le second cas.

La question scrait encore plus compliquée, si le
Projectile tournait autour d'un axe qui ne fat pas
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perpendiculaire, comme nous Vavons supposé, au
plan vertical dans lequel le point G se meut avant le
choc. Le frottement ferait alors sortir ce point de son
plan pendant la percussion ; et non seulement Pangle
de réflexion différerait de l'angle d'incidence, mais
encore ces deux aug]cs ne seraient p]us compris dans
un méme plan vertical.

458. Maintenant, pour montrer, indépendamment
du frottement, l'influence du choc sur le mouve-
ment de rotation , prenons un exemple simple, dans
lequel la normale au point de contact des deux
mobiles, qu’on peut regarder comme la direction
dn choc, ne passe pas par le centre de gravité de
I'un de ces deux corps.

Supposons que dans le choc I'axe instantané de ro-
tation de M coincide avec I'un des axes principaux
qui se coupent a son centre de gravité , par exemple,
avec l'axe Gz (fig. 15); on aura alors p=o0 el ¢ = o.
Supposons aussi que le point K et la normale com-
mune aux deux surfaces en ce point, soient compris
dans le plan des axes G et Gy ; ce qui rendra nulles
les deux quantités ¢ et cos 9. En faisant

p=o0, =0, C = 0, COS};:O,
dans les deux dernieres équations (1) ou (4), on en
conclat p,=o0 ¢t g, =0, ou P=oet Q=o0; en
sorte que , dans les deux cas des corps mous et des
corps elastiques , I'axe de rotation coincidera encore
apres le choc, avec l'axe Gz, et le choc changers
senlement la vilesse de rotation saus changer l'axe
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instantané, conformément 5 ce que nous avons déja
vu dans le n° 457.

Prenons pour le corps M’ une sphére homogene.
La direction du choc passera par son centre de gra-
vité ; on aura donc, comme dans le n° 471,

@'cosC'—Db'cose’, ¢'cosa'=a'cos) ' b'eosy'=c"cost’ ;
en ayant égard auX suppositions précédentes, I'équa-
tion (5) se réduira a

(acos€ — beos a)r,+ u,cose p,cos6
+ u/cosa’ + v, €08 € 4+ w/ cosy == 0;
et, en la combinant avec les équations (6), on en
déduit

Nl
gt (acos 6 — beosa)r, - ucosa ~+ vcosE
4+ i cosa’ 4 v'cos €’ 4 W cosy’ = o-
Menons parle point K des paralleles aux directions
des vitesses § et §' de G et G’ avant le choc; soient &'
et JM1es angles que ces paralleles fontavec KH ; nous
aurons 7

ucosa - veosé = fcosd',
u cos o' 4='cosb! 4 wcosy' = — f cos 47,

pour les composantes de 8 et §' suivant cette partie
de la normale au point K; et en élimmant r, au
moyen de la quatrieme équation (1), V'équation pré-
cédente deviendra

N i ,.

XN I (acost — beose)’N 2

Mttt - (:(15‘-‘)-- " 4 (acos& — b cose)r
~+ fcosd — BcosJ' = 0;
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N MM'C[(b cos 2 — acost)r 4 §'cos & — 8 cos 4]
T (M + M)C + MM'(5cos a—acosC)

Au moyen de cette valeur de N, les trois premiéres
€quations (1) ou (4), selon que les mobiles seront
meus ou élastiques, feront connaitre les trois com—
posantes z,, v, w,, ou U, V, W, de la vitesse de G
apres le choc, et les trois premiéres équations (2)
ou (5) détermineront de méme celles de la vitesse
finale de G'. Quant & la valeur de r,oude R, elle se
déduira de la quatriéme équation (1) ou (4).

La quantité N doit toujours étre positive, comme
nous avons déja remarqué; et quand sa valeur sera
négative, il n’y aura pas de choc entre les deux
mobiles. Le dénominateur de cette valeur est positif,
ainsi que le facteur MM/C de' son numérateur. Les
quantités f et §', contenues dans Pautre facteur, sont
aussi positives; les quantités a, b, cos 2, cosC,
cos &', cos ", pourront étre positives ou négatives ;
et leurs signes seront donnés dans chaque cas parti-
culier. A cause de p=o0 et ¢=o, rsera, abstrac-
tion faite du signe , la vitesse de rotation avant le
choc. Pour savoir le signe quon devra lui donner
dans la valeur de N, je considére un point situé sur
laxe Gz, & I'unité de distance du point G; la vitesse
de ce point , parallelement 4 laxe Gy, sera v -7
avant le choc (n° 466); don I'on conclut que sa
partic r devra étre positive ou négative , selon que le
mouvement de rotation primitif aura ea lieu , de
Iaxe Gx vers Paxe Gy, ou de l'axe Gy vers I'axe G#»
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cest-a-dire, dans le sens de la fleche 5 ou dans le sens
opposé. Apres le choc, la rotation aura aussi licu dans
le premier sens ou dans le second,, selon que la valeur
de r, ou de R sera positive ou négative.

479. Jusqu'ici nous avons supposé les deux corps
M et M entiérement libres; mais 'ils sont retenus
par un point ou un axe fixe, la détermination de leurs
mouvemens aprés le choc dépendra toujours des
mémes principes, et ne différera que par le nombre
des équations qu'on aura a considérer. 5

Par exemple , si le mobile M est retenu par un
point fixe G, les trois premiéres équations du n® 467
ne seront plus nécessaires pour l'équilibre de M et
des quantités de mouvement perdues, pendant le
choc , par tous les points de ce corps. Ce point fixe G
ne sera  pas toujours, comme précédcmment 5 Je
centre de gravité de M, et les intégrales fzcdm, [ydm,
f=dm , ne seront plus nulles ; mais les six quantités
U, vy W, u,v,, w,, seront zéro; et en prenant pour
Gx, Gy, Gz, les trois axes principaux de M qui se
coupent en ce point G, les trois derniéres équations
d’équilibre se réduiront encore a

N(acos& — beosa) 4 C(r — 1,)

N(ccosa — acosy) + B(g— q,)
N (bcosy — ccos€) 4 A(p— p,)

[
P

comme dans le numéro cité. En y joignant les six
€quations (2) relatives au corps M, que je conti-
Nuerai de supposer enticrement libre, et I'équa-
Yion (3), dans laquelle on fera #,=o0, ¢,=o, w,=0,
On aura les dix équations nécessaires pour détermmner
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la valeur de N, et les mouvemens des deux corps
aprés le choc, lorsqu’on les supposera dénués d'élas-
ticité. Qnand ils seront parfaitement élastiques , on
remplacera les trois équations préeédentes par les
trois derniéres équalions (4), et I'on fera usage des
€quations (5) au lieu des équations (2).

51 le corps M est retenu par un axe fixe Gz, qui
e sera plus un axe principal, la quatritme équation
dun” 467 sera seule nécessaire pour I'équilibre de N
gt des quantités de mouvement perdues par M.
Comme l'axe de rotation coincide alors avec Gz,
avant et apres le choec, on aura p=o, g=o,
P, =0, §,—o0; et les trois composantes de la vitesse de
G étant aussi nulles, cette équation se réduira encore i

N(acos€ — beosa) -4 Clr — ) = o3
C étant toujours le moment d'inertie par rapport 4
I'axe Gz. On la remplacera par

2aN(acos € — bceosa) - C(r — R) = o,

lorsque les deux mobiles seront parfaitement élas-
liques ; et en y joignant 'équation (3) et celles qui
répondent au corps M’, on aura toutes les équations
necessaires pour déterminer N et les mouvemens des
deux mobiles aprés le choc.

480. Au lieu de deux corps seulement, si trois
ou un plus. grand nombre de mobiles se choquent
simultanément, on formera les équations d'équi-
libre des quantités de mouvement perdues , dans
le. choc, par chacun de ces corps, en le consi-
dérant isolément , apres avoir joint aux cluamilés
de mouvement perdues par tous ses points, o au~
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tres forces inconnues N, N', IN', ete., appliquées aux
points de contact de ce corps avec tous les aulres,
et dirigées, de dehors en dedans, suivant la normale A
sa surface. Pour tous les mobiles;, ces forces inconnues
seront en méme nombre que les points de contact
de ces corps; car elles représenteront des quantilés
de mouvement égales et contraires pour les deux
mobiles ¢ni se touchcnl en chaque point. Mais, &
I instant de la plus apande (,Ulllpl‘U-:;lOll ;e ESt—a—dlre
a la fin du choe des corps dénuds d'élasticité, 1e—
quation (3) aura licu pour chaque point de contact;
d'ou il résulte qu'on aura toujours un nombre suffi-
sant d'équations , pour déterminer, & cet instant,
Iétat de tous les mobiles, et les valeurs de N, N*,
N, eic. Quand les mobiles serout parfaitement élas-
tiques , on obtiendra la solution du probleme, pour
chacun d’eux séparément, par la considération em-
ployée dans le n° 46q.

481. Pour donner un exemple simple de cetle
solution générale, soient M, M', w, les masses de
trois sphéres homogenes, donl les centres sont G,
G/, C tﬁg. 1g). Supposons que p soil en repos avant
le choc, et que cette sphere soit frappée simultané-
ment par M et M’, qui la touchent aux points K
el K'. §i M et M’ ont un mouvement de rotation
avant le choc, 1l me sera pas changé par le choce;
et n'en prenant aucun pendant celte percussion, on
aura seylement 4 ‘déterminer, en grandeur et cn di-
rection , les vitesses de G, G, G, apres le choc,
4 moyen des vilesses et des directions de G et
LW paravant.
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Désignons donc , avant le,choc, para, b,c,; les
composanies de la vitesse de G, paralléles & trois
axes fixes et rectangulaires, Ox, Oy, Oz, et par o',
&, ¢!, les composantes de la vitesse de G/, paralléles
aux mémes axes. Représentons paru, ¢, w, ', v v,
ce que deviennent ces six composantes 4 l'instant de
la plus grande compression , et par Uy 9, W, , les
composantes suivant les mémes axes, de la vitesse de
C a cet instant. Soient aussi «, €, 5, les angles
compris entre le rayon KC et des paralléles aux
axes Ox, Oy, Oz, menées par le pomnt K, eta’, €,
¥'5 les angles que fait le rayon K'C avec des paralléles
a ces axes, menées par le point K. Appelons, i Pins-
tant dont il s’agit, N la gunantité de mouvement com-
muniquée a x par M suivant KC, oua M par p sui-
vant KG, et N' celle qui est communiquée & p gar M/
suivant K'C, oua M’ par i suivant K'G’. Les neuf
équations d’équilibre des quantités de mouvement
perdues, et des forces N et N', qu'il suffira de con-
sidérer, seront

M(a — u) — N cos a
M — ¢) — N cos €
M(¢c —w) — N cos »
M(a' —u') — N cos o
M (p' — ¢') — N'cos &'
M (¢ —w') — N'cos o
N cos & - N' cos &’ — pu,
Ncos € + N’ cos &' — uo,
Ncos;—f—N’cos;f’—,uw,z 0

i

Il

I
QR & & .oNONm

y (a)

ll

Il

I
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en observant que KG et KG' sont les prolongemens
de KC et K'C".

L équation (5), appliquée aux points K et K/, don-
nera, en méme temps,

U cos e =L ¥ COS G - weosy =—=1u cosz - veos€ =~ W cos v (b

A ¢ i o

U cos ' v cosb' 4 w cosy’— u'cosz 4-v cosb' w'cosy’; )
; y

et 'on aura, de ceite maniere, les onze équations
nécessaires et suffisantes pour déterminer les onze
inconnues N, N, u, ¢, etc.

Si nous faisons

€0s & cos o -+ cos 6.cas 6’ —= cosy cos ) = cos JY
@ cosa + b cos€ - ¢ cosy = k,
a cosa' 4 b eos€ 4 ' cosy = K,

d' sera 'angle GCG/, et £ et X' représenteront les vi-
tesses primitives de G et G’ suivant GK et GK'. En
observant que

cos*a—+cos*b-4cos*y =1, cos*e'~-cos*C'4-cos*y'=1,

les équations (a) donneront

; N
u cosa = v cos€ 4+ w cosy = Kk

B
i = N*
@ cosa! 4+ ¢ cos €+ weosy =k — &,
) N + N’ cos &
U cose - v cos € 4 w,Co8y = - .
i
N+ N cos &
u,cos o' 4 ¢,cos 6 - w,cosy = ——"3

2u moyen de quoi les équations (8) deviendront
2 !9
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Muk = N(M + p) + N'M cos J,
Mk = N'(M/+ p) + NM’ cosd';

d’ot Ton tire

N E(M 4 p) Mpe — MM cos &
T (M 4 ) (M 4 ) — MM cos* &7
B (M) M'ps — MM g cos & -
(M + ) (M’ g2) — MM 'cos®d ’

N!

valeurs qui devront toujours étre des quantités po-
sitivés. Aprés qu'on les aura substituées dans les équa-
i tions (a), on en déduira immédiatement les valeurs
H des neuf composantes u, v, ete. , des vitesses de G,
G, C, qui auront lieu a la fin du choc, lorsque les
trois mobiles seront dénuds d’élasticite,

S’ils sont, au contraire, parfaitement elastiques ,
et qu'on désigne, a la fin du choc simultané de ces
trois corps, par U, V, W, les composantes de la vi-
! tesse de G, par U, V', W', celles de la vitesse de G/,

par U, V,, W, , celles de la vitesse C, on aura, par
la considération deja employée dans le n® 469, ces
neuf équations :

M(z — U) — N cosa = o,
M(¢ — V) — N cos& = o,
i M(w—W) —Ncosy = o,
‘ M’(u’-—-U’) — N'cosat' = o,
M/(y) — V') — N’hosé”: 0,
MF(W W’)— N COS" = o,

i N cosa - N'cos &'+ pe(u, — U) = o,
Ncos€ 4 N’ cos &' ~+ . (p, ——V) =3,
N cosy 4 N'cos 5/ +u(w,—W) = o.

En ajoutant chacune d’elles i celle qui Jui correspond
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Parmi les équations (a), il vient

M(a — U) — 2N cos ¢ =
M(b — V) — aN cos € = o,
M(c —W) — aN cos y =

M (a' —TU') — 2N'cos @’ = o,
M/(b' — V') — 2N'cos 6'= o,
M'(c' —W') — aN'cos ' = o,
2N cos & -+ 2N'cos «'— U, = o,
sNeos 6 -~ 2N'cos 6'—uV, = o,
aNecosy + 2N'cos )/ — pW = o ;

et il ne restera plus qu’a substituer dans ces derniéres
€quations les valeurs précédentes de N et N’, pour en
fléduire ensuite immédiatement les valeurs des neuf
inconnues U, V, W, U, V, W, U,, V,, W,.

Les vitesses finales des points G, G/, C, seraient
encore les mémes, si les choecs de M et de M’ contre
t, au lien d’étre simultanés, se succédaient a un
trés petit intervalle de temps, de sorte que ces trois
points ne se fussent pas sensiblement déplacés pen-
dant ce temps trés court. Les durées trés courtes
des deux chocs, simultanés ou successifs, peuvent
aussi étre inégales, et linstant de la plus grande
Compression n’étre pas le meme aux points K et K'.

g..
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CHAPITRE VIIL.

EXEMPLES DU MOUVEMENT D°UN CORPS FLEVIBLE.

——

§ 1. Fibrations d’une corde fexible.

482. Soit AMB (fig. 20 ) une corde parfaitement
Hexible, trés pen extensible, homogéne et partout
de la méme épaisseur , tendue suivani sa longueur
par une force équivalente & un poids donng @, et
attachee par ses deux extrémitds 4 des points fixes A
et B. On néglige son poids par rapport i @; et on la
regarde, par conséquent, comme rectiligne dans son
état d’équilibre. Cela étant, supposons qu’on 'écarte
un lant soit peu de cette direction, et qu'on im-
prime de petites vitesses i tous ses points; cette corde
oscillera de part et d’autre de la droite AMB; et il
sagit de déterminer, & un instant quelconq;;e, 52
position et les vitesses de ses différens points,

Au hout du temps quelcongue Z, su
cette corde forme la courhe AM'B, pl
courbure, dans laquelle M’ est |a
le point quelconque M. Soit P |
sur la droite AMB; faisons

pposons que
ane ou a double
position qu’a prise
a projection de M’

AM = », AP — 4 -+ w:
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et représentons par y €t z les deux autres coordon-
nées de M’, perpendiculaires entre elles a I'axe AB.
Les déplacemens des points de la corde étant suppo-
Sés tres petits, les variables , 7, %, seront aussi tres
Petites, et la question consistera a déterminer leurs
valeurs en fonctions de x et £. L

Appelons ds I'élément différentiel de la counrbe
AM'B, qui répond au point M/, et ¢ la densité de la
ctorde en ce point, multipliée par laire de la section
Perpendiculaire & sa longueur en ce méme point, de
serte que eds soit 'élément de sa masse. Dans I'état
d’équilibre , les élémens de cetie masse sont propor-
tionnels aux longueurs, puisque la corde est homo-
gene et d'une épaisseur constante; la longueur de
Vélément qui répond au point M est dix; sa masse sera
done %’—;’. , en appelant p et I le poids et la longueur
de la corde entitre, et g la gravité; et comme la
masse de cet €lémentne doit pas changer pendant le
mouvement, on anra constarnment

s == ‘tﬂz—l
gl

Si cet élément eds était sollicité par une foree mo-
Uice donnée, dont les composantes paralleles aux
4xes des coordonnées fussent représentées par Xeds,
\‘T&c‘h‘, Zzds , les composantes snivant ces axes, de la
force perdue pendant I'instant dt , seraient

- du . d: 7 d’z 7
(k -— 7 ) ecds . (1 = E{) ._wjfi.S', ([j — ar éﬂ’&';

Par conséquent, pour avoir les équations d'équilibre




agf TRAITE DE MECANIQUE.
de ces forces, qui seront celles du mouyvement de la
corde, il faudrait mettre
, d*u d*y diz
At e alomghy Simag,
a la place de X, Y, Z, dans les équations (1) du
n® 298, et y substituer pour eds sa valeur preéce-

dente. Or, les quantités X, Y, Z, étant nulles, par
hypothése, il en résulte

] Td(z <+ u) p du

= gl dr
dy r

d.T = £ dx , (1)

gl drf
dz p d%

l

dx ,

Il

T étant la tension de I'élément eds, et en observant
que x - u est 'abscisse du point M’ auquel ces équa-
tions répondent. Elles ne sont intégrables que quand
on les a réduites a la forme linéaire, par la con-
sideration du peun d’étendue des vibrations de la
corde.

483. L’élément de la longuneur de la corde éiant dx
dans P'état d’équilibre et étant devenu ds dans I'état
de mouvement, et les tensions qu'il éprouve , dans
ces deux gtats, ayant @ et T pour mesures , leur
différence T — @ devra étre proportionnelle av
rapport de son extension ds — dx & sa longucu
primitive dz (n° 288) ; on aura donc

g (ds — dx) i

T — = e -
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g étant un poids constant et donné , qui dépendra de
la matiere et de I'épaisseur de la corde. D’ailléurs,
on a

ds* = (dx <+ du)* -+ dy® + dz*;
de plus, si non-seulement les points de la courbe AM'B,
mais aussi les directions de ses tangentes, s'écartent peu
. e dy
de la droite AMB, les quantites 7= et - seront de
trés petites fractions ; en négligeant leurs carres , 1l
en résultera donc

d
ds = dx - du , T=W+q3§;
t e ¥ (ol e | duit du dy t
et si I'on neglige ega ement les produits - - €

du d : . 3
T d_j , les équations (1) deviendront

A g e dehil. A L

d? [ 24 L) 2 3 1,
w_ . dw dy__ _,dYF diz __ d% (2)

‘et 'on a fait, pour abréger,

{’iq, -_ a’, gl_@_

= s e
]) 3 I)

Les variables u, ¥, 3, étant séparées dans ces équa-
tions (2), on en conclut que les vibrations de la
corde , paralléles aux axes de"#, ¥, %, seront indé-
pendantes entre elles, et coexisteront ensemble , sans
Sinfluencer mutuellement. On voit, de plus, que les
vibrations fransversales seront les mémes dans le
sens des y et dans le sens des 2; en sorte quil suflira
de considérer les premigres , par exemple. Quant aux
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vibrations longitudinales , nous vVOyons aussi, en com-
i parant la premiére des équations (2) a I'une des deux
derniéres, qu'elles suivront les mémes lois que les
i autres, dont elles ne différeront que par la grandeur
du coeflicient *, qui surpassera a* dans le rapport
de ¢ 2 w.

484. L’équation aux différences partielles du second
i ordre

2y

| a pour intégra]e compléte

". Y = f(x+at)+F(x—at); (3)

J et F désignant les deux fonctions arbitraires. En
effet, quelle que soit une fonction <, on a

(;.‘5 dy (xz = at) i dA (x == a1)
[l dt dx -/
LI dd(rta) d(x = a) )

d'ou l'on conclut

_ d2y d°f (x4 at)  CF@x—ar)
il dr P dz* il dz* ?

et comme on a aussi

| diy _ &fCHa) | dF(e—ay

dz* — dx? e

dx

ces valeurs rendent identique Téquation donnée.
i Si le temps ¢ est compté a partir de Iorigine da

mouvement , et qu’on res:arde a, ou %/’/ﬁr comime
: R Mo
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une quantité positive , & - at sera une quantité po-
sitive - pendant toute la durée du mouvement, et
& — gt une quantité négalive , 0u une quantité po-
sitive ‘et moindre que l Si donc on désigne par {
une variable positive, il suffira, pour pouvoir faire
usage de la formule (3), de connailre les valeurs de
JC et F(—{), depuis {==0 jusqu'a { ==, et celles
de Fz, depuis { =o Juqqua ¢ = 1. Or, on détermi-
llLra comme on va le voir, ces valeurs de f7 et

(—*“Z par la condition de Yimmobilité des points
AetB pendant tout le mouvement, combinée avee
Pétat initial de la corde.

485. Supposons qu'on ait, a lorigine du mou-
Vement 3

d '
7=z, Z'=¢%;
tes deux fonetions @ et ¢« seront nulles pour x —o0
¢t pour x =1, et donnces, depuis x=o ju.ﬂicju’i’f,
ax=1, par la figure initiale de la corde et d’aprés
les vitesses imprimeées, a cette époque, i ses différens
points, En faisant = o dans la formule (5) et dans
sa différentielle par rapport a ¢, on aura

- 1 1F
ox = fxr -+ Fx, cpr__ai‘[f—— L((}LL

€L s1 on fait
I
;j‘;b’xdx e
et gu’ N : A0 !
t qu'on metie { an lien de o, on en déduira

fE = jor + 101, F{ = tor — 10C. (4)
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La fonction ®f contiendra une constante arbitraire;
mais il est évident qu'elle disparaitra dans la for-
mule (3), qui se compose de la somme des valeurs
de f7 et F¢, relatives & deux valeurs différentes de 7.
On peut donc faire absiraction de cette constante,
et supposer, pour fixer les idées, que la fonction
®f s'évanouisse, quand  ==o0. Les ¢équations (4)
feront alors connaitre les valeurs de f7 et F¢ , mais
seulement depuis {=o jusqu’a { = [, puisque les
fonctions @7 et ®¢ ne sont données que dans cet in-
tervalle.

Les points A et B étant fixes, il faudra que les
valeurs de y qui répondent 4 x =0 et x =1, soient
constamment nulles. En faisant at=¢, on aura
donc, d’apres I'équation (3),

SE+F(—=0=0, f(I+L)+F(I—{) =0, (5)
pour toutes les valeurs de la variable positive Z.

En vertu de la premiére de ces deux équations,
les valeurs de F( — ) seront égales et de signe con-
traire a celles de f¢. Si 'on met dans la seconde
équation (5), /47 i la place de 7, et qu'on la re-
tranche ensuite de la premiére, il vient

flal 4 ) = f¢;

ce qui fera connaitre [, depuis f=o, jusqu’:'i
{=® ., quand cette fonction aura été déterminée;
depuis {= o jusqu'a { = 2l. Enfin, en supposant
¢ < I, et mettant I —Z & la place de 7, dans la se-
conde équation (5), on a

f(al—{)=— KL,
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Par conséquent, les valeurs de f(2/—{), depuis
{ = o jusqu’a { =1, ou, ce qui est la méme chose,
celles de f¢ depuis { =1 jusqua {=2l, seront
connues, d’aprés les valeurs de FZ, depuis {=0
jusqua f =1
Ainsi, les valeurs de [ et F{ étant données par
les équations (4), depuis{==0 jusqu'a =1, les
équations (5) détermineront celles de f(I4-¢) et de
F(—7), depuis { =0 jusqua { = . On con-
naitra donc toutes les valeurs de ces deux fonctions,
d'onr dépendent celles de y , pour tous les points de |
la corde et & un instant quelconque du mouve-
"cgzz et % s &t

2 d s
par suite, celles de d—‘f, seront aussi connues; et les

ment. Les valeurs cor:'esPondantes de

dz g o
valeurs de z et = s'obtiendront de la méme mamere.

Par conséquent, on connaitra la figure de la corde,
et les vitesses transversales de tous ses points & nn
instant quelconque; ce qui est la solution compléte
du probleme, en ce qui concerne le mouvement
de la corde, perpendiculairement a sa direchion na-
turelle.

Il o’y a rien, dans la question, qui puisse servir a
déterminer les valeurs de f(—{), non plus que
celles de F7, qui répondraient a ¢ >1; de sorte que
Ces parties des deux fonctions arbitraires, dont
l’usage de la formule (3) n’exige pas la connaissance ,
resteront tout-a-fait indéterminées.

486. Pour connaitre la valeur de y qui résnltera
des équations (5), (4), (5), je considérerai SUCCESSI-
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vement la partie de cette valeur provenant de la
figure initiale de la corde » ou de la fonction x| et
celle qui provient des vitesses initiales de ses diffé-
rens points, ou de lafonction ¢'c.

1°. A l'origine du mouvement, soit ACB (fig. 21)
la projection donnée de la corde sur le plan des x
et y, de sorte qu'en prenant sur AB la partie AD=g,
Pordonnée correspondante DC soit @x. Apres avoir
prolongé AB, je trace la courbe BC/A’ , €gale a ACB,
mais inyersement placée, de manitre que, si 'on prend
BD' = RD, l'ordonnée D'C’ soit égale et de signe
contraire & DC. Sur les deux prolongemens de AA, e
répeéte indéfiniment la courbe ACBC'A’; en sorte que
A'C"B'C"A" soit la position que prendrait ACBC'A’
si cette courbe glissait parallélement i Paxe des &
jusqua ce que A vinten A’ et A’ en A", et que
ACBC A, soit 1a position de A'C'BCA, apres avoir
glissé de méme jusqu’a ce que A’ vinten AetAen A ;
et de méme au-deld de A" et de A,. Cela fait, si on
prend deux abscisses

AE:x—f—at, AE = x — at,
dont la seconde pourra étre positive on négative , et
qu'on éléve les ordonnées correspondantes EF et B'F,
positives ou négatives , leur demi-somme

3(EF + ET),
sera la partie de y dépendante de la figure initiale de
la corde.

2°. Supposons que les ordonnées de 1a courbe ACB,
au lieu d'étre les déplacemens primitifs des points-d¢
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la corde, représentent maintenant leurs vitesses ini-
liales, divisées par a; en sorte quen prenant AD=u,

on ait DC = % @'x. Tracons une aultre courbe AGH
(fig. 22), telle qu'a 'abscisse AD = x réponde I'or-
donnée DG = -~ ~ [¢'xdx = ®x. L'intégrale com-

mencant avee x, et la fonction @'a étant aussi nulle ,

quand ax = o, cette courbe touchera I'axe des x an
point A. Si lou prend AB = [, et que BH soit
Yordonnée correspondante, on aura

l f ’rv L
BH = afo@utd.r,

el la tangente en H sera parallele a I'axe des abs-
Cisses, a cause que I'on a ¢'ax=o0, quand x=1 Je
trace la courbe HC'A’, égale a2 ACH, et placée de
maniére qu’en prenant BD' _BD on ait D'C'=DC;
puis je répete indéfiniment la courbe ACHC'A/, sur
les deux prolongemens de AA’, comme dans la cons-
truction précédente; et cela fait, si lon prend deux
abscisses

AK = x + at, AK' = x — at,

- .- ’ -

dont la seconde pourra étre positive ou negative , et
’ 2l r

qulon éléve les ordonnées correspondantes KL et K'L/,

Positives ou négatives, on aura

L(KL — K1),

Pnur la partie de ¥ qui vesulie des vilesses initiales
des points de la corde.
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i La valeur compléte de y sera done

y = i(EF + EF') + XKL — K'L/); (a)

et la méme construction donnera la valeur corres-

ar »3
| vondante de 2. En effet, on a
‘ I dt

i d.EF__d.EF  d4EF _  4.EF
i = s e TR R e
w dXL ~ dXL  dKL . dXL

dt i dr ? B T dr

i on aura donc

dr _a¢d.EF _ d.E¥N  a¢dKL |, d.KT
i dt — a2\dz =~  d=x ) 2\ dx dr )

b Or, si 'on méne par la pointe F, ¥, I, 1/ (fig. 21

et 22), les tangentes Ff, ¥'f’, L, L'l', et les droites F.x,

‘. Fx, Lz, Lz, paralléles 4 'axe des « et dirigées dans
le sens des a positives, on aura aussi

I d.EF

- d.EF ;
‘{ —1—1'-;:-— a— tang xF/, W‘ —_ Tang a’F’f’t »
i d.KL KT ,
— — tang xLi, — = tang xL'l';

it il en résultera donc

I dJ = (tanﬂ xFf— tang -Ll‘j ),

i; ./b

; == (tang xbl - tang xL'V); 0)

il formule dans laquelle les angles seront tOu;omb
! mgus mais positifs ou negatlfs, ce que la figare -~
i diquera pour chacun des points F, F, L, L’
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On constrnira de la méme maniére les valeurs
d—.—
de z =
et T
48+. Tl résulte de la construction des courbes repré-
sentées par les figures 21 et 22, que quand le produit

g 7 . d
at augmente de 21, I'ordonnée y et la vitesse R‘{ , €X=

primées par les formules (a) et (), reprennent les
Valeurs qu'elles avaient auparavant. Ll en est de

A dz
méme & l'égard des valeurs de z et T Par con-

séquent , la corde revient au méme état, pour
sa forme et pour les vitesses transversales de tous
Ses points, au bout de chaque intervalle de temps

: ol . :
€gal 32" Dans le vide, et en supposant les points
a

A et B rigoureusement fixes, la corde exécute-
rait donc une suite indéfinie de petites oscillations
dont la durée serait 2:! , pour chaque oscillation en-
tiere , allée et le retour compris. Mais la résistance
de l'air et la communication d’une partie du mouve-
ment de la corde & ses points extrémes A et B,
affaiblissent graduellement les amplitudes de ses os-
cillations, et finissent par les anéantir, sans altérer sen-
siblement I'isochronisme ; résultat semblable a celui
que nous a présenté le mouvement du pendule dans
Faip (n° 190), et que je me contente d’indiquep
Comme une conséquence de I'analyse , confirmée par
Lobservation.

Si donc on désigne par T la durée dune vibration
Ou oscillation entiére de la corde, et par nle nombre
des vibrations qui auront lieu dans l'unité de temps,
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on aura

2l T 1 o7y
T =2 —s/£ 3 Tt 2,
a ga 2 pt

Le: ton d'une corde sonore est d’autant plus élevé
qu’elle’ fait un plus grand nombre de vibrations en
un temps donné; il est donc déterminé par le nom~-
hre n, lequel est, comme on voit, indépendant de
la grandeur des amplitudes, supposées trés petites.
Pour une méme corde, ce nombre est proportionnel
a la racine carrée de la tension @ ; pour deux cordes
d'une méme matiére et d'une méme épaisseur, le
poids p est proporiionnel a la longueur I, et Je
nombre z, a tension égale, en raison inverse de cette
longueur ; enfin, pour deux cordes de méme’ lon-
guecur et également tendues, n est en raison inverse
des racines carrées de leur poids. Ces difféventes lois
ont été confirmées depuis long-temps par Pexpériences
Toutefois il y a des cas dont nous parlerons bientdt,
ou la corde , i raison de son -état initial , se divise
en parties égales, jointes par des points qui demeu-
rent immobiles pendant toute la durée du mouve-
ment; ce qui ¢léve le ton proportionneliement at
nombre de ces parties aliquotes.

~ Siles points de la corde n'ont pas de vitesses ini~
tiales , on aura simplement

« Dor, pr sy A a S 1 I
¥y =3 EF 4 EHF y = E(tang.rl‘f-tangxl'f/’;'

En considérant avec attention la forme de la courb®
représentée par la figure 21, on verra que toutes les
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lois que et sera un multiple quelconque de Z, la vitesse
(;2- sera nulle , et la corde reprendra la méme figure,
Mais située dans des positions alternitivement in-
verses I'une de I'autre. ACB (fig. 23) étant sa figure,
quand ¢ = o, ce sera encore sa figure et sa‘position,
quand @t sera un multiple pair de Z; mais lorsque at
sera un multiple impair de Z, la corde prendra la
position inverse AC'B, telle qu’en faisant AD'=BD,
on am D'C' = — DC. Dans ces deux positions ex-
trémes ACB et AC'R, les vitesses transversales de
tous les points de la corde seront zéro ; et la corde
emploiera le temps ;T d'woe demi-vibration, a
Passer de 'une a l'autre.

488. En général, les parties des lignes que repré-
sentent les figures 21 et 22 ne sont pas les prolon-
gemens analytiques I'une de Pautre; ces lignes for-
ment des courbes disconiinues, c'est- a-dire, des
courbes dont tous les poinis ne sont pas assujettis 4
la méme équation entre I'abscisse et'ordonnée; mais,
aux points de jonction A, B,, A, B, A/, B, etc.
(fig. 21),A,, H, A, H, A, H, etc. (fig. 22),
de deux portions différentes, la tangente esi toujours
COmmune aux deux parties adjacentes. La courbe
Yelative 4 la forme initiale de la corde, et celle qui
Teprésente Ja loi des vitesses imprimées i tous ses
Points, peuvent aussi étre des courbes discontinues,
Pourvug quen chacun des points ou leur forme
d’ange, la tangente reste néanmoins la méme pour
les deuy parties adjacentes.

Cette vestriction est fondée sur ce que par leur

2.

20
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nature ; la force accélératrice d'un point matériel el
la vitesse dont il est animé , sont toujours des quan-
tités finies, existantes et mesurables; en sorte que,
dans les prob]émes de Dynamique, les fonctions
du temps qui expriment les vitesses et.les forces
accélératrices des différens points d'un mobile , ne
doivent jamais devenir infinies. Ici, la condition re-
lative aux vitesses est remplie; car les vitesses trans-
versales s’expriment par la. formule (5), au moyen
des tangentes de certains angles, multiplides par la
constante @ ; et par hypothese, ces angles ne s’eléevent
jamais a go°, ctsont, au contraire, toujours trés petits.
Quant aux forces accélératrices, elles deviendraient
infinies, dans les points ot deax portions de la corde
se couperaient sous un angle fini, et ces forces croi-
traient sans limite, prés de semblables points de
jonction.

En effet, soient m et m' (fig. 20) deux points de
la corde, trés rapprochés de M’ et dont nous ren-
drons ensuile les distances a ce point infiniment
petites. Considérons, a un instant quelconque, les
forces qui agissent sur la portion mM'm” de la corde;
Cest-a~dire, les tensions qui ont lieu & ses extré-
mités , et sont dirigées suivant les parties m# et m'l
des tangentes en m €t m'. Représentons ces tension®
par Het H', et par u la masse de mM'm’. Pour que
la force act.demtrlce parallele 4 AB | de cette petit€
masse , ne devienne pas infinie quand _sera infi=
niment petite, il faudra que la (hﬂem,nre H—H' soit
ires petite et au moins proportionnelle 4 x. De p]uq»
les composanies de H et H' perpendiculaives 2 AB
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= s o b : » dy dy
et paralleles a axe des y, seront H (3:;) et H' I:E] 3
en substituant j—i a z;r , comme dans le n° 483, et
r s dy Cdy N dy e,
désignant par (:?:r) et [Ié:] les valeurs de <7 qui ré-

Poudent a m et m'. La force motrice qui tire g vers
AB, aura alors pour valeur

4y —w [L]

5] (E —w |zl
Pour que la force accélératrice correspondante ne
Soit pas exirémement grande, et ne devienne pas
tnfinie, quand la masse p sera infiniment petite ; il
sera donc nécessaire que cette diffécence soit aussi trés
petite, et au moins proportionnglle 4 £ ; et comme
les quantités H et H’ different déja trés peu l'une
de lautre, il faudra qu’il en soit de méme A I'égard

dy d i e i

de (d;x) et [ﬁ? , dont la différence devra étre infi-

niment petite, quand les points m et m' seront infi-
niment rapprochés de M. Donc, en aucun endroit
de la corde et & aucun instant, les tangentes mh
et m'k’, en deux points infiniment voisins , ne pour-
ront se couper sous un angle fini; ce qulil s'agissait
de faire voir.

Cette conclusion aura encore lieu, lorsque la corde
Sera composée de deux parties de matieres diffé-
Yéntes : a leur point de jonciion ; Yordonnée 7 et son

. ~ . 7 dy .
Coefficient différentiel < devront avoir constamment

UNe méme valeur pour ces deux parties; ce qui four-

20
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' nira, comme la fixité des poinis extrémes, des
équations indispensables pour la détermination des
fonctions arbitraires, et sans lesquelles la solution du
| probléme serait indétermince (*).

489. D’Alembert a résolu le premier le probleme
¥ des cordes vibrantes; la solution qu’il en a donnée
il est celle qu'on vient d’exposer, et qui est fondée
‘ sur lintégration, sous forme finie, de I'équation
il ‘(—;‘% = a* i,‘;‘ mais au moyen de la formule (a)
i du n° 323, on peut aussi résoudre cette question
i d'une autre maniére.

1 Quelles que soient les fonctions données g et ¢'x,
pourvu qu’elles soient nulles, quand x = o et quand
| x =1, on a, dapres la formule citée

’ ap .

‘ @x‘—_z(f sin 1L<pxdx)sm—— l

B @’x:—z(f sin i’f——qprrlx) r-:m—wi S

()

i pour toutes les valeurs de x, depuis x=o0 jusqua
x=1 inclusivement, c’est-a-dire, pour toute la lon-
gueur de la corde; i étant un nombre entier gt po-
i sitif, et les cqractermnqucq = indiquant des sommes
qui Sétendent a toutes les valearsde 7, depuis i =
jusquhs i=co. D'un autre coié, toute expressmﬂ
I telle que

(¥) Foyez, pour cette solution, le Journal de P Ecole
i F](l)gytff‘hﬂl:gu(’, XVIII® cahier, page 4j2.
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> = (A sin aat - Bcos aat jsin(ax + 6), (b)

satisfait, comme il est facile de le veérifier, & I'é-
quation donnée

diy dy .
ac a dzt? (©)

A, B, a, 6, étant des constantes arbitraires. D'aprés
cela, si 'on prend

J‘——E(I sm———(px'(f.x’ )5111 22 cos m;t ”
1 '.r . imat ( )
mz (f :m I cpxr.x‘) n—-sin ——, |

cette valeur de y satisfera a toutes les conditions du
probléeme, et en renfermera, conséquemment, la
solution. 2

En effet , chacan des termes des sommes = satis-
fera séparément ‘a, I'équation (c); par conséquent,
ces sommes y satisferont aussi, puisque cette équa~
tion est linéaire. Si 'on fait x =090 ou x=1{ dans
la’ formule (d), ona y=o0, quel que soit £; ce qui
remplit la condition de la fixité des points extrémes
de la corde. Enfin, la formule (d) donne

I ., ixx . Inx irat

3: — 3 = ( f sin 1— qi.r’dr’) sin Z—W—— cos ——
(¢)
S’w‘a - zrml
Z(f 5111-— cp;ccix)tsm——su —54

Bk 2 dy
et si V'on fait £=0 dans ces valeurs de y et ;é%, elles
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deviennent @x et @', en vertu de I'équation (a); ce

qui satisfait & I'état initial de la corde, dans toute sa

geénéralité. :
Cetteautresolution du probléme estdue & Lagrange,

- qui‘a aussi fait voir qu'elle coincide avee celle de

D’Alembert. .
Avant Lagrange, D. Bernouilli avait déja résolu
le probléeme des cordes vibrantes, en prenant pour

J une valeur composée de termes compris dans la

formule (5), et assujettis 4 devenir nuls, quel que
soit Z, pour x=o et pour x=1, c'esi-a-dire, au
moyen de Pexpression

. ¢ ? - =X
gl= (A sin 3; ~+ B cos Hli{) sin E;
« amat 2mat . 2
o (A’ sin —— - Blcos Tn) sin 2;—1'

L3l

: wat 3wat . 3mx
. (A" sin STG -+ B'cos —Tza‘) sin %‘2 "

eic.,

(f)

dans laguelle A, A", A", etc., B, B, B", elc., sont
des constantes arbitraires. Il manquait i cette solu=
tion, pour éire compléte, la détermination de ces
coefliciens,, d’aprés un état initial de la corde, donné
arbitrairement ; ce qui étail, sous Je rapport de I'a-
nalyse, la difficulté principale de la question : celté
formule ( £} suffisait, dailleurs, pour faire connaitre
les différens modes de vibrations transversales des
cordes sonores, et les lois de ces vibrations.

490. Les formules (d) et (&) mettent en évidence
les lois du mouvement de la corde vibrante, que l'on
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a énoncées dans le n° 487; elles montrent aussi que
le ton peut quelguefois gélever, comme on la dit
dans ce numéro , et le nombre 7 des vibrations dans
Punité de temps, devenir un multiple de sa valeur
générale, sans que la tension de la eorde Jait été
changée.
En effet, supposons que les valeurs de px"et @'’
soient telles que 'on ait

i o TR l . dmx
\fu P’ sin —7— dx'=o0, f; o'x’ sin de’:b, (g)

pour toutes les valeurs de i qui ne sont pas des mul-
tiples d'un nombre donné m; conditions que Yon
peut- remplir d'une infinité de maniéres différentes.
Les formules (d) et (e) ne renfermeront que des si~

. . mwal h
nus et cosinus des multiples de —— ; par conse-

quent , V'état et la position de la corde redeviendront
les mémes toutes les fois que af augmentera d'un

. 14 3 \
multiple de :1'_7:; etd’apres la valeurdea, celle du nom-

bre n, d’ou dépend V'élévaticn du ton (n’ 487) , sera

.
—

m ),
e 't./. : >
-~ o ¥ pl

Cest-a-dire, qu'il se trouvera augmenté dans le rap-
port de m a Tanité.
Dans ce eas, la formule (d) ne contiendra que les

mald

sinus des multiples de —~ jromau donc eonstam-~

ment y = o pour les points équidistans N, N,
N’ etc., de la corde (fig. 24), qui répondent a
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i ol of ;
m? — m? = s €lC.; en sorte que ces poinls,
au nombre de m — 1, demeureront immobiles ’
comme les points extrémes A et B, pendant toute la
durée du mouvement, Pour celte raison » on appelle
les points N, N’, N", etc., des naouds de vibrations.
A lorigine du mouvement, ils n’auront recu aucune
vitesse, et n'auront pas été écartés de la droite AB.
Les parties de la corde ACN » NON’, N'C'N”, etc.,
situéswalternativement d’un cdté et de autre de AB,
vibrerout comme des cordes isolées, dont les lon-

x =

gueurs AN, NN', N'N", etc., sont toutes egales a éz,

et dont les vibrations isochrones et simultanées s'ef-
ol

fectueront dans un temps égal 3 2
- ma

La maniere la plus simple de satisfaire aux condi-
tions.exprimées par les équations (g) est de prendre,
par exemple,

. Myx
Qx = hsin 7 s Oz = o;

% étant une constante donnée. Cela suppose que les
points de la corde n’ont pas recu de vitesses initiales,
et qua l'origine du mouvement elle éiait formée de
m parties égales et situées alternativement d’un coté
et de Pauire de AB. Chacune de ces parties de courbe
est ce qu'on appelle une #rochoide, qui a pour lon-

guenr 225 et pour hauteur %. Dans ce cas, la for-

mule (d) se réduit au seul terme de la premiére par-
tie, qui répond & /== m. En eflectunant I'intégrationt
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relative & 2/, on a simplement

. AT mzal
gt ksm—f——cos T

la figure de la corde est donc composée, pendant
toute la durée du mouvement, dun nombre m de
trochoides, d'une largeur constante et d’'une hauteur
Variable ; et elle coincide avec la droite AB, toutes les

i : i - !
fois que at est un multiple impair de . Cette solu-

tion particuliere du probleme des cordes vibrantes
est celle que Taylor avait donnée, avant que la solu-
lion générale fiit connue.

491. Tout ce que nous ayons dit par rapport aux
vibrations transversales s'applique immédiatement
aux vibrations longitudinales. Il suffira, pour avoir
4 un instant quelconque expression de la variable %
du n° 482, de mettre dans celle qu'gn a trouvée pour
7, la constante & du n° 483 4 la place de a. On pren-
dra alors pour ¢z le déplacement du point M (fig. 20)
a Vorigine du mouvement, suivant la Jongueur de la
corde, c'est-a-dire, la valeur initiale de"MP; et ¢/x
exprimera la vitesse initiale du point M, suivant MB
ou MA, selon qu'elle sera positive ou négative. Ces
fonctions @ et @'x seront données arbitrairement,
depuis x = o jusqua x=1; et si elles changent de
forme dans cet intervalle, il faudra que, pour les
valeurs de 2 ou cela arrivera, chacune de ces fonc-
tions et son coeficient différentiel aient cependant la

Mméme valeur dans les deux parties adjacentes de la
Corde, -
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Il résulte de la que si I'on appelle T la durée en~
tiere d’une vibration longitudinale, c’est-i-dire, I'in-
tervalle entre deux états identiques de la corde, et
n' le nombre de ces vibrations dans 'unité de temps,
nous aurons (n°® 487) ;

P 2y /E}—T, = i\(/g—r‘i
e - gq 2V pl
+ Ce nombre »’ et le ton de la corde qu'il déter-
mine, ne dépendent pas de sa tension @ ; cependant
Vobservation indique que le ton longitudinal s’éléve
un peu quand la tension augmente; circonstance
qu’on peut attribuer a ce que la longueur de la corde,
comprise entre les poinis A et B, restant la méme,
soun poids p diminue quand on I'étend davantage.
492. En comparant ce nombre 7’ i celui des vibra—
tions transversales de la méme corde, on a

= n\/g;
@

en sorte que, toutes choses d'ailleurs égales, le ton
provenant des vibrations longitudinales sera plus
aigu que celui qui répond aux vibrations transyer-
sales, dans le rapport de \/g a \/a,

Le poids ¢ est la tension qu’il faudrait employer
pour doubler la longueur naturelle de la corde , et
supposant que la loi de son extension fit constante-
En effet, si Pon suppose que, pour une tension don-
née A, la longueur d'une pactie quelconque de F]ﬂ
corde augmente dans le rapport de 1 4 4 & P'unit€s
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I'élément adjacent au point M, qui éprouve succes-
sivement les tensions @ et T dans V'état d’équilibie et
dans I'état de mouvement, augmentera dans les rap-

ports de I—I—J:r

dx et ds, dans ces deux états, seront donc entre elles
comme A -Jw est 4 A--JT; en sorte que l'on
aura '

et de 14 %T a l'unité; les longueurs

ds At JT
dr — A4 =’
dou I'on tire _
d's—dr e J\(T—m’)
dx = A %

en négligeant le carré de la fraction d'. D'apresles va-
leurs de ds— do- et de T—a du n° 483, on aura done
A
== s
par conséquent, g.sera la tension qui répondrait i
d' = 1, ou qui doublerait la longueur de la corde, si
son allongement croissait toujours uniformément.
Comme la tension @ d'une corde sonore est tou-
Jours trés éloignée de celle quil faudrait employer
pour en doubler la longueur, il s'ensuit que le rapport
s . \ . r
'\/ _{ de #' & n est toujours tres considérable. On
Peut le déterminer, a priori, d’apres I'allongement de

la corde produit par la tension @, €t mesuré direc-

tement ; car si 'on appelle ¥ cet al]ongement, on
rg
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puisque d'l est celui qui répond a la tension Aj; et en
substituant cetie valeur de @ et celle de q dans ex-

:
pression de % , 1l vient
=
& e iV
d’ou I'on conclut, réciproquement,
n 2
pour la valeur de l'allongement 3, d’apres celle

n 5
de =

# /f
;:

{Ce rapport tres simple du nombre des vibrations
longitudinales & celui des vibrations transversales
d’une méme corde, a €té vérifié par une expérience
que M. Cagniard-Latour a faite sur une corde treés
longue, dont les vibrations transversales étaient vi-
sibles et assez lentes pour qu'on piit les compter.

§ IL. Fibrations longitudinales d'une wverge
élastique.

493. Cette verge sera homogene ; et, dans son état
niturel, je la supposerai prismatique ou cylindrique?
la figure 25 représente alors une section faite par le
filet moyen AB, c'est-a-dire, par la droite qui passé
par les centres de gravité de toutes les sections de 12
verge perpendiculaire 2 sa longueur (n° 514). St Ia
verge est, par exemple, un cylindre & base circulaires
AB est son axe de figure; son diamétre est tres petifs
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et, dans tous les cas, les dimensions des sections nor-
males sont trés petites par rapport a la longueur de
cette droite ; maiselles sont, cependant, assez grandes
Pour que la verge résiste a la flexion, et soit ce qu'on
appelle une verge élastique (n° 506).

Dans le mouvement longitudinal de ceite verge,
que nous allons d’abord considérer, tous les points
appartenant & une méme section normale auront, &
chaque instant, la méme vitesse paralicle a AB; en
Sorte qu'il suffira de déterminer le mouvement d'un
Poiat quelconque M de cette droite.

Prenons sur cette droite un: point fixe C; et, dans
L'état naturel de la verge , représentons par « la dis-
tance CM, qui sera positive ou négative, selon que
M appartiendra & la partie CB ou a la partie CA de
AB. Dans 'état de mouvement, soit M', au bout
du temps ¢, la position que prendra ce point M;
faisons MM’ = u; et considérons z comme une
quantité positive ou négative, selon que ce dépla-
cement aura lieu du c6té de B ou du coté de A,
de sorte qu'on ait toujours CM'=ax . Il s'agira
de déterminer la valenc de u, en fonction de x
£t 1

Appelons p le poids de la.verge, I sa longueur
B, et g la gravité. Dans Iétat naturel de la verge,
4 masse de I'élément qui répond au point M, et

: dx
W a dx pour longueur, sera PCT Cette masse ne
o

dlangera pas pendant le mouvement; et si Vélément
€t sollicité par une force accélératrice X, dirigée
ans le sens M'B on M'A, selon qu'elle sera posi-
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tive ou mégative, sa force perdue pendant lins-
tant dt sera

o 2)

el X de* /)
Demgnom par T la tension du méme élément qul
agit a son extrémité M', et sera une quantité
positive ou négative, selon qu'elle aura lieu du
dedans en dehors , ou du dehors en dedans;

T+Z§ dx exprimera la tension qui agira, en sens

contraire de T, i l'autre extrémité de cet élément;
il sera donc_tiré, dans le sens M'B, par une force

égale & d— —dx ; et, pour équilibre de celte force et

de la precedentc, il faudra qu'on ait

dT d’u
I(X dr ) ol

ce qui s'agéorde avec I'équation (a) du n® 316.

Aux deux bouts A et B, il faudra, en outre,
que la valeur de T soit égale & une force partuu'
ller'e, qui agira suivant AB a lextrémité A,
suivant le prolongement de AB i Iextrémité B,

494. La longueur maturelle de 1'élément que nows
considérons étant dx, et sa longueur uu,._narlt
do =+ du , quand il est soumis A la tension T, o2
aura

du

.r.[‘ —_ ({J_;;

q désignant un coefficient constant , dont la valeurs
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donnée par 'observation, sera
g =.F"
81 Yon “représente par d'7 lallongcment total de la
Verge , lorsqu’elle est soumise 4 une tension cons-
tamc et donnée A (n° 492)-

Je supposerai qu’aucune force donnée n'agit sur
les points de la verge; on fera alors X'— o dans
IEquatwn du mouvement; el en y mettant pour T
sa valeur, il en resultera

du _d*u .
i = L

ou Yon a fait, pour abréger,

I D-
g——] — e
1)
On aura, en oulre,
du du
== § = - T —T 1y
i dx’ 95

en désignant par v la vitesse du point M', et par s la
dilatatiofi de la verge en ce méme point. Quand la
Valeur de s sera négative, cette dilatation se chan-
gera en une contraction; et la tension T agira dans
le sens M’A ou dans le sens M'B, selon qu'il y aura
effectivement , dilatation ou contraction.

L'état de 1a verge, 4 un instant quelconque , sera

one connu lorsqu’m_ aura déterminé z en fonction
9¢ x et #; mais, pour obtenir sa valeur, il faudra
Joindre 3 lcqmuon (1) celles qui répondent a I'état
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initial de la verge et & ses extrémités. Or, quand
t=o0, je supposeral quon ait

!
= ¢x, v =Qux,

de sorte que @ et ¢'x soient des fonetions. données
arbitrairément , depuis x— o jusqua x =/, en pre-
nant pour C la position initiale de A. De plus, 2
chaque extrémité fixe de la verge, il faudra qu'on ait
u = 0; pendant toute la durée du mouvement ; et T
exprimera la pression que ce point fixe aura & sup-
porter. A chaque extrémité libre qui ne sera sol-
licitée par aucune force donnée, il faudra qu’on ait
du

de méme T =0, ou —= =0, pour toutes les va-
leurs de 2.

495. On résoudra’ ee sysieme d’équations de la
méme maniére que celles qui répondent aux cordes
vibrantes, soit en partant de Iintégrale sous forme
finie de I'équation (1), soit par des formules sembla-
bles a celles du n® 489. Voici, en employant ces for-
mules, les résultats qui répondent aux différentes
hypothéses qu'on peut faire sur les extrémités de Iz
verge.

1°. Si les deux points A et B sont fixes, 1l faudra
que les fonetions dommées @ ct. ¢'x soient nulles
pour x=o0 et pour x =1, ¢t I'on aura, comme
dans le numéro cité,

—E(f qm——— CP-AE ﬂ'.x‘ qu—ﬁc_oq%et

_,g(f ol 'd’)  sin T sin =2,
._-i?r . sin ¢ dx ; s ; S 7
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Toutes les fois que az augmentera de 2l, cette

valeur de u et celles de ¢ et s qui s'en déduisent ; et

Par suite I'état de la verge, redeviendront les mémes

qu’auparavant; par conséquent , si I'on appelle T la

durée d’une vibration entiere, et 27 le nombre des
Vibrations dans l'unité de temps, on aura

al Pl I
T-—-Ezz\/é:?“, 73—'2 pl
en sorte que le ton sera le méme que si la verge était
une corde flexible vibrant longitudinalcment.
2°. 8i le point A est fixe et le point B entiérement
libre, il faudra que’les fonctions @ et 3% solent nul -

les, quand x=o, et que 'on ait aussi %’f = 0 quand

& = [ ; I'expression de % sera alors
2 i foi—1)xz' (2i—1)wz  (2i—1)mat
Y—"" : ! ot . / CO8—
= (‘/'O e dx )mu Py ey

4 = /‘1 o (@E=Omx’ N (ai—t)ar |, (si-1)mat
- ,.(l 1 SiD g dx );}-_—lsln——— s

{7
xa al sy

les sommes = s'étendant toujours a toutes les valeurs
du nombre entier i, depuis =1 jusqu'a i=co. En
eflet, tous les termes de cette valenr de u satisfont &
Péquation (1); ils remplissent, quél que soit 7, les
iny due,
conditions =0 quand x=o0, et —- =0 quand
%=/, qui répondent a ce second cas ; et, pour £ = o,
On en dedut :
o g : =
M= Q= EE( sin U2 cpx'd.r')sm (2 —t)wz
{ [} I

—_—
2
2 2

s .  — o J ’ ' i T =1
& =0x = ;E([ sm(?‘—'~2~'—z)ff—¢’x dx )sm(m g

S, ?

21
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ce qui est effectivement vrai, en vertu de I'équa-
tion (7) du n° 326.

Lavaleurde u et celles de ¢ et de s qu'on en déduit,
redeviendront les mémes, toutes les fois que a?
augmentera d’'un multiple quelconque de 4/; par
conséquent , si I'on appelle T' la durée d'une vibra-
tion entiere de la verge, ou Vintervalle compris

entre deux retours consécutifs de la verge au meéme

23

état , on aura
Fiae i
-~

Cette durée sera donc double de celle qui avait lieu
dans le premier cas, et le nombre des vibrations

dans I'unité de temps sera seulement moitie. Done le
ton longitudinal d’'une verge fixe 4 un bout et libre a
son autre extrémité, est i une octave au-dessous du
ton de la méme verge fixe par ses deux bouts; ce
qui est effectivement confirmé par I'expérience.

%e. Enfin, sila verge est libre i ses deux bouts, les

dox }
valeurs de —rg devront étre nulles pour x =0 el

our 2 = [ . et Ton aura, dans ce cas,
¥ b

s e aup 140 ( J"f S R inx ixal
= - x dx = cos 2'dx’ | cos —— p ity
i f-u px il = ks cos 7008 —
iwal,

t i 2 LA 1 imx
S o o ( f €05 — o'2'dz’ V=cos = sin —— ¢
lju @ - = % 7 p'x'dx 5 €08 —= Sin 7

les sommes S s'étendant, comme précédemment, 2
toutes les valeurs du nombre entier i, depuis i="1
jusqua i=% . :

Cette valeur de u satisfait, effectivement, a I'équa-
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; TR N grre) v il
Yon (1), ainsi qua la condition 3_?:_-—_-0 pour x=o
et pour x =1, qui doit aveir lieu, quel que soit #,

dans ce troisieme cas. Pour #==0 , elle donne

z o T
u :q:'.r"_—}f @I’d.t'—{-;z(f cos—% @xdx)ms lfi:'
J o o

B "l / w1 ,) Ira
ST S o e it 0S8 ——ad'2'di’ Jeos 2
=0 f,[f: cpzdx+l (ﬁ 7 ¢ T v

®e qui s'accorde avec la formule (8) du n° 326.
i ’ , . ’
Lorsque f @'x'dx’ n'est pas zéro, la verge, indé-

o D

Pendamment de ses vibrations, 2 un mouvement pro-
gressif et uniforme, dont la vitesse , commune 4 tous
S¢s points, est égale a cette intégrale divisée par L. Si

on la suppose nulle, la verge reviendra au méme etat
PP ’ ’

pour les valeurs de ¢ qui différeront entre elles v

2/ r
7 en sorte que la durée de cha-

d'un multiple de

cune de ses vibrations, et leur nombre dans 'unité
de temps, seront les mémes que dans le premier cas,
Il en resultera donc que le ton d'une verge fixe par
les deux bouts, est a Vunisson de celui de la méme
verge entierement libre; ce qui est aussi conforme 4
]’expérience.

Au reste , il ne s'agit, dans ce qui précede , que
du ton fondamental, oule plus bas, d'une verge
€lastique. La remarque du n° 4go sur les noeuds de
Vibrations et sur les élévations de ton qui leur cor-
Yespondent , s'étendra sans difficulté au mouvement
de cette verge, dans chacun des cas quon. vient
Texaminer.
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496. Quand la verge dont nous considérons le
mouvement longitudinal, sétendra indéfiniment de
part et d'autre du point C, on n'aura plus a tenir
compte de ce qui arrive a ses deux bouts, et les
valeurs de la vitesse v et de la dilatation s, relatives
a un point et un instant quelconques, se déduiront
immédiatement de I'intégrale’ de I'équation (1) sous
forme finie, dans laquelle il suffira de déterminer
les deux fonctions arbitraires, d’apres les valeurs ini-
tiales de v ets, qui seront données en fonctions de .
Cette intégrale est

u = @lx 4+ at) 4 (x — at);
¢ et 2 indiquant les deux fonctions arbitraires. On
en déduit, a un instant quelconque,

L N dp (x -+ at) dl (z — at)
=v=a( LY ),

dr dx

de dp(x 4+ at) & (r — at)
i dz =4 dr

Pour ¢ = 0, je suppose qu'on ait

s s < 8 ="K,
Dans le cas que nous considérons, ces deux fonctions
seront données pour toutes les valeurs positives ot

négatives de la variable; en faisant ¢=—=¢ daps les
formules précédentes, on aura

doz dix dpx dy x
- s e e S S
d'ou I'on tire
dex 1o S dlx g
?}-:;Fr—i-;‘jx, = =.;‘-F.r—:4_j.r,
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et, par conséquent,

do(x + a
__(%‘) =iF{_’m+at}—l— Elaf(x"*'“t)’
dl(x—a
J(ff—rt). __—-.;F(x_af,)‘—— if(.r__ag)_

Quels que soient # el x, on aura donc

v=1 flx+at)+1i flx—al)
+2F (2 +at)—; F(x —ar),

s =__ f(x+at)—  f(x—at)
+ 1 F (x 4-at) 43 F(x—at); )

formules qui feront connaitre I'éfat de la verge & un
instant quelconque; ce qui est la solution compléte
du probléeme.

497 Ces équations (2) renferment les lois de la
propagation des ondes sonores le long d’une verge
¢lastique , el, généralement, dans une barre solide,
homogene , d'une longueur indéfinie, et dont les
sections perpendiculaires a cette longueur sont par-
tout les mémes et d'une petite étendue.

Le son partant du point C, la barre aura été
€branlée , a I'origine du mouvement ; dans une éten-
due peu considérable, de part et d'autre de ce point.
En désignant par 22 la longueur de Tébranlement
Primitif , les fonctions fx et Fa seront nulles de-
Puis o= o« jusqu'a x= o, et depuis o = — &
jusqu'a o =— o ; elles seront données arbitraire~
ment et indépendamment I'ine de Vautre, pour
toutes les valeurs de a comprises entre ==« ; et les

(2)
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fonctions f(x+at), f(x—at), F(x—tat), Fla—at),
n‘auront aussi de valeurs différentes de zéro que
quand ld quantité o 4 @t ou x — at, contenue
sous le signe f ou F, sera plus grande que —«,
et plus petite que «, en ayant égard aux signes
et en regardant 4 comme une quantité positive.
D'apres cela, dés que at aura surpassé 22, on aura
v=0 et s==0 pour tous les points compris dans
I'étendue de Vébranlement primitif; en sorte que le
mouvement de cette partie de la barre ne durera que

.1 A

pendant un temps égal & —~. Pour un point M situé

a
au-dela de cet ébranlement , du codté des x positives,
on aura >

x>e, flx+at)y=eo, Fix+ at) == o;

el les équations (2) se réduiront A

c:=if(x—at)——ZF(.r-—a.t),

I

S=— = fle—at)4 1 F (x —at) ;
d’ou 1l résulte
P = ——— s,

Tant qu'on aura x > at -+ «, ces valeurs de ¢ et $
seront nulles ; elles le redeviendront des qu'on aura
x < at— a; I'ébranlement parviendra donc au point

u; , T —
M au bout d’un temps égal 4 ~——; sa durée sera

24 . e - r oA -
—; et la partie de la barre qui sera ébranlée 4 la fois,

et dont M fera partie, aura 24 pour longueur. Les
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mémes résultals auront liew du coté des x néga-
lives.

Ainsi, de part et d’autre de I'ébranlement primi-
tif, il se produira une onde sonore, d'une étendue
constante et égale a celle de cet ébranlement, qui se
propagera uniformément avec la vitesse a. Les vi-
tesses propres que prendront successivement les
points de la barre , ne varieront pas avec leurs dis-
tances au lieu de Pébranlement primitif ; en sorte que
Vintensité du son, qui dépend de la grandeur de ees
Vitesses, sera constante, et ne s'affaiblira pas en se
propageant ; ce¢ qui tieat & ce que cetie propaga-
tion a lieu dans une barre cylindrique ou pris-
matique. .

Dans Vétendue d'une onde sonore, la vitesse ne
sera pas, comme en tous les points de I'ébranlement
primitif, indépendante de la dilatation correspon-
dante : I'une sera proportionnelle 2 'autre, en vertu
de I'équation v = —was, qui montre que Ja vitesse v
du point quelconque M est une fraction de la vilesse
de propagati(m , exprimée par la dilatation s gui ré-
pond au méme point, et que le mouvement propre
de M aura lieu en*sens contiraire ou dans le sens de la
propagation , selon qu’il y aura en ce point dilatation
on condensation.

Il est important de remarquer que c'est & raison de
Ce rapport entre ¢ et s, que chaque onde sonore pro-
duite ne se partage pas en deux autres, et se propage
dans un senl sens. Si ce rapport existait dans toute
Péiendue de D'ébranlement primitif, le mouvement
ne se propagerait anssi que d'mn senl coté, Ainsi, en
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supposant quon ait fx = — aFux, les équatidns (2)
se réduiront 4

v= f(x—at), J:——&_f(.x'-—at];

pour les valeurs de négatives et plus grandes que
— e, abstraction faite du signe, on aura donc ¢y — o
¢t § = 0 ; en sorte que le mouvement ne se propa-
gera pas au-dela de I'ébranlement primitif du coté des
x,négatives, 1l en serait de méme du coté des x posi-
tives, si 'on supposait fxr = aFz.

Dapres ce qu'on a vadans le n® 495, la vitesse a
de la propagation du son dans une barre indéfinie,
pourra se conclure de la durée des vibrations lon-
gitudinales d'une verge élastique, de la méme ma-
tiere et d’'une longueur donnée. En supposant cette
verge fixe ou libre a ses deux houts, la valear de
@ sera égale au double de sa longueur divisde par
la durée de chacune de ses vibrations, laquelle du-
rée se deduira de leur nombre dans I'unité de temps,
et, par conséquent, du ton le plus bas de la verge:
on doublerait le résultat de cette division, si Ja
verge étail fixe & une seule extrémité.

498. Au lieu de s’étendre indéfiniment dans le
sens des a positives, si la barre est terminde en u#
point B, situé en dehors de U'ébranlement primitif, le
son , apres étre parvenu en B, sera réfléchi vers le
point G; et il se formera un dcho en ce point B, soit
quon le suppose fixe, ou qulil soit entiérement
libre.

Je représente par ¢ la distance CB , qui sera plus
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grande que 2. Dans le cas ou B est un point fixe, 1l
faudra qu’on ait constamment ¥ =0 pour x=c. Or,
on remplira cette condition en remplacant les for-
muleg (2) par celles-ci :

0= —;f(x -+ at) + %f{.x — at) —'if(ﬂc——x’—-az)
-~ (;J F(x=at)— S F(x— at) -l—gF[zc—-.r—at),
$ :fuf(x -+ at) —Q%f(tr— at) —;—af(zc—x—at)
+ LF (x +af) + ; F(x — at) 4 Flac—z—at),

Sans que ces expressions cessent de représenter I'état
initial de la barre, et sans que la valeur de , qui
sen déduit d’apres les équations

du du

/ey S e
cesse de satisfaire a I'équation (1).

En effet, la variable & n’étant plus grande que ¢
pour aucun point de la barre, et ¢ surpassant , on
a a¢c — x > a, et, conséquemment, f(2c—a)=0o
et F(ac — a)=o0; douil vésulte » = fir et s =Fx,
quand ¢ = o. A cause de ¢'> &, On a aussi
fle—4at) = o et F(c—+at) = o; ce qui donne

¥=o, pour x=rc et quel que soit z. Enfin, on a

: s dv ds
ldenthuemeut =g e la valeur de z, dont la

différentielle compléte est vdt 4 sdz, sera la somme
dune fonction de @ — at el d’une fonction de
% 4~ at, qui satisfera, par conséquent, i l'équa-
tion ().
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Cela posé ; pour un point M tel que l'ou ait x> a,
les quantités fla + at) et F (x =+ at) seront nulles,
et les valenrs précédentes de ¢ et s se réduiront 4

- o v,
V=9 9, S=_E+E’

en faisant, pour abréger,
X% a £ g ol
;f(x-—rzt)—;F(x—at)__v,

| SF(zc—x—at) -—g‘f{zc——-.;r'—at):v,

La quantité o' cessera d’étre nulle quand on aura
at > x — a.; elle le redeviendra pour at — x» -+ a;
le temps continuant de croitre, v, cessera d’étre zéro
pour af = a¢c — x — &, et le redeviendra pour
at=a¢c—x -4 a; d'ou I'on conclut que le point M
éprouvera deux ébranlemens séparés 'un de Pautre

+ . .« 2fc —x o .
par un intervalle de temps égal 2 77‘77—--&-i;—) . Le

premier sera le son divect, et le second le son ré-
fléchi ; ils auront I'un et I'autre la méme intensite . el
s¢ propageront avec la méme vitesse @ ; ¢t comme,
d’apres le sens de la propagatiou, I'un répondra i ¢’ et
i Pautrea—v,, onvoit qu'il y aura, pour tous les deux,
' le méme rapport entre la vilesse propre du point M
et la dilatation positive ou négative dont elle sera ac-
compagnée. On trouvera les mémes résultats en sup-
posant que le point B soit entiérement libre ) :auquel
cas on devra ayoip constamment s =0 pour x = -

Ces lois de la propagation ¢t de la réflexion du son
dans une barre solide , ont également licu dans le €25
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de I'air contenu dans un canal cylindrique ou prisma-
tique, tres élroit; celles des vibrations longitadi-
nales d'une verge élastique, qu'on a exposées dans Ie
u° 4g5, conviennent aussi aux vibrations de Pair ren-
fermé dans un tuyau d'une longueur donnée, cuvert
ou fermié i ses extrémités, ¢est-a-dire, aux sons des
fliites, en faisant abstractiou, toutefos, des modifi-
Cations qui sont dues & l'embouchure 4

§ II. Choc longitudinal des verges élastiques.

499- Les formules du n° 495 sappliquent au choc
de deux ou plusicurs verges élastiques, formées
dune méme matiére, ayant la méme section uor-
male, et dont les filets moyens se meuvent sur une
méme ligne droite. Pour cela, pendant toute la du-
rée du comtact de ces corps, on les considérera
comme une seule verge élastique, cylindrique ou
prismatique , dont I'état, -variable d’un instant
I'antre, sera déterminé par ces formules dans toute
sa_longueur, excepté dans une étendue de gran-
deur insensible, de part et d'autre des’ points de
jonction.

En effet, considérons seulement deux verges élas—
tiqmes dont AE et FB (fig. 26 ) soient les filets
Moyens, Lorsquen se rapprochant & raison de la

e TN

&) Foyez, sur ce poinl , mon Mémoire sur le Mouvement

.des Sluides élastiques dans les tuyaux cylindrigues et sur la

Théorie des instrumens & vent, qui fait partie du tome 1T des
Mémoires de T Académie des Sciences.
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différence de leurs vitesses, la distance EF de leurs
extrémités E et F sera devenue insensible, et ne sur-
passera plus le rayon d'activité des forces molécu-
laires, les molécules extrémes de lune des deux
verges commenceront 2 agir sur celles de l'autre, et
réciproquement ; cette action mutuelle subsistera, en
vartant . d’intensité, tant que la distance EF sera
moindre que le rayon dlactivité; la force totale
pourra étre répulsive ou attractive; et cest réelle-
ment dans cetle action i distance insensible , des
points extrémes des deux corps, que consiste le phé-
nomene du choc. Or, la loi de l'action moléculaire en
fonction de la distance nous. étant incounue , on
ne pourra pas déterminer la valeur de EF en fone-
tion du temps, non plus que les variations de vitesse
que les points extrémes des deux verges éprouveront
en vertu de cetle force; en sorte que si e et f sont
des points de AE et FB, situés & des distances de E
et F', nsensibles et moindres que le rayon d’activité
moléculaire, les vitesses des points matériels apparte-
naut aux tranches qui ont eE et Ff pour épaisseurs,
seront inconnues pendant toute la durée du choc-
Mais au-dela de eet f, et dans toute 'étendue de Ae
et (B, I'équation (1) du n° 494 aura lieu, et I'état
de ces deux parties de la verge totale se déterminera;
# un instant quelcouque, au moyen de Pintégrale de
celle équation, suivant lhypothese que l'on fera sof
les deux bouts A et B, fixes ou mobiles, ¢est-2-dires
an moyen des différentes formules du n° 495 , dans.
lesquelles on n'aura plus qu'a mettre des valeurs conr
venables pour les functions arbitraires px et ¢'x.
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500. Les forces moléculaires variant trés rapide-
Mment avec la distance, il s'ensuit que les vitesses in-
Connues des points extrémes des deux verges varie-
ront de méme; de sorte qu'a un instant quelconque
les vitesses des points E et F pourront différer heau-
Coup de celles des points e et _f, quoique les distances
€E et fF soient insensibles. Il en sera de méme 3 I'é-
gard des vitesses des points e et f, comparées 'une &
}’autre, que nous déterminerons d’apres leurs valeurs
Iitiales, et yui seront indgales et pourront méme
avoir des signes différens; mais on démontrera,
Comme dans le n° 488, que la tension T, positive
Ou négative, devra étre sensiblement la méme en ces
Points e et f» saus quoi la force accélératrice de la
Masse de grandeur insensible, comprise entre les
sections normales en ces mémes points, deviendrait
extrémement grande et comme infinie.

Avant le choc, nous supposercns que chacune des
deux verges a la méme vitesse dans toute son étén-

due ; dans cet état, la tension T sera nulle pour tous
les points des deux mobiles : au commencement du
choc, clest-a dire, lorsque la distance EF atteindra
le rayon d'activité moléculaire, on aura done T=o
aux points ¢ et f, comme dans tous les autres. La
tension , toujours égale pour ces deux points ex-
trémes, cessera ensuite d'étre nulle : nous cn déter-
Mminerons la valeur ; et I'on verra qu'elle redeviendra
Z€ro apres un certain intervalle de temps. Or, si &
Celte époque les vitesses des points e et f permettent
que les deux verges se séparent, cest-a-dire, si ces
Vitesses sont dirigées en sens contraires, ou bien, si
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elles sout dirigées dans le méme sens, et que la vi-
tesse du point qui va devanl soit la plus grande, les
deux verges se sépareront effectivement, et le choc
sera terminé. Mais si, 2 I'époque dont il s'agit, les vi-
lesses de e et f ne remplissent pas I'une de ces deux
conditions, le choc recommencera, pour ainsi dire ;
la tension, égale aux poinls ¢ et f, reparaitra ; puis
elle redeviendra nulle au bout d'un nouvel intervalle
de temps; et ainsi de suite,, de maniére que les deux
verges ne se sépareront pas, et vibreront comme une
verge unique , dont la longueur est AB.

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour
que le choc se termine, el que 'une des deux verges
se détache de Pautre, est le concours de ces deux
circonstances : 1°. il est nécessaive que la tension
soit nulle aux points ¢ et f, afin que les deux verges
ne sappuient pas I'une contre lautre; 2° il faut,
en méme temps, que les vitesses de ces deux points
sotent dirigées en sens contraire, ou bien, qu’elles
soient dirigées dans le méme sens, et que celle du
point qui va, devant soit la plus grande.

Quant aux deux bouts A et B, nous supposerons
successivement qu’ils sont libres tous les deux, et
quun seul est libre et lautre fixe.

501, Désignons par ¢ et ¢’ les Iongtmurs AE el
FB des deax verges, et par I la distance totale AB;
de sorte qu'en négligeant la distance insensible BF,
on ait ¢+ ¢' = ! pendant toute la durée du choe:
Soit M un' point quelconque appartenant 3 AE ov
FB; immédiatement avant le choc, appelons = 12
distance du point M 4 un point- fixe , pris sur la
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dr'mle AB, et qni sera la position du point A i cet
instant. Au bout du lemps 7, compté de cette épo-~
que, soit & - u la dlstance du méme point M a
e point fixe; nous aurons

q @
‘—% = a’i—;; (1)
@ €tant une constante qui représenlera la vitesse de
la propagation du son dans la matiére dont les deux
Verges sont formées (n° 497)-
On aura, en méme temps,

d“’
V= -, { L qgi;,
Pour la vitesse v du point M, et pour la tension T,
Positive ou négative, qui aura lieu en ce méme
Point ; g désignant une constante donnée. La dila-
talion qu1 accompagne la vitesse ¢ se déduira de T,

el aura 7 ‘T pour valeur.

Ces trois équations auront lien pour toutes les va-
leurs de a, depuis x = o jusqu'a x==1, exceplé
celles qui répondraient a des poinis situés entre ¢
et £, et qui différeraient, conséquemment, de ¢ d'une
Quantité insensible en plus ou en moins.

502. Pour i=o0, on aura u=o0 dans toute ]a
]“ngeur de AB; ainsi, il faudra supprimer le terme
Uépendant de @x, dans les: formules du ne 495.
Examinons d'abord le cas o les denx houts AetB
Sont entierement libres.

Soit % la vitesse commune 4 tous les points de AE,
2 Vinstant o le choe commence, laquelle vitesse
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sera supposée positive, ou dirigée de A vers B. Soit
aussi /' la vitesse des pointsde FB, au méme instant ,
qui sera positive ou négative, selon que les deux
verges iront a la suite ou & la rencontre I'une de
Iautre. Ces constantes % et /' seront données, et leur |
différence & — %’ devra étre une quantité positive ,
afin que le choc ait licu. Dans I'expression de # re-
lative au troisiéme cas du n° 495, il faudra prendre
pour @'x une fonction qui soit égale a /%, depuis
=0 jusqua une valeur de x un tant soit pew
moindre que ¢, et égale a %', depuis une valeur
de x un tant soit peu plus grande que ¢, jusqu’®
x =1, ou, sensiblement, x = ¢ 4~ ¢’. On aur2
alors , sans erreur appréciable ,

!
ﬁ ¢'x'dx' = he + K¢,
: "2’ cos i Aot = (h R') si e,
E @ I 7 2 L= 12 ) SIN T,
et, 4 cause de @z’ =0, l'expression de # deviendra

i af 1 . mel iwx . iwdl
e o LA el ey o 7 ey Iy Ly iz T . Iwak,
u=(he-+h'c') ; ~+ = (A—H)= = sin——cos 7 sin—-;
la somme = s'étendant i toutes les valeurs du nombre
entier et positif i, depuis i =1 j usqu'a i = o .
On aura donc, dans ce premier cas,

= hoad b N2 B Js L 1AC BT imat
v._l(?zt'*f-ﬁc)—l-w(}? i )Z=sin 7 €0s—-cos ,l ()
- ae pre 1= ITC o mE s frzf :

T= M(Ft—fz.)zfsm 7 Sin ——sin —— ;

et si 'on appelle m et m les masses dés deux verges
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proportionnelles 2 leurs longueurs ¢ et ¢!, le pre-

mier ierme de cette valeur de ¢ est la vilesse
iy
fﬁi:;—-%,h de leur centre de gravité. Si les deux
Vilesses k et /' sont égales et de méme signe, on
aura constamment v=~%» et T=0; et, en effet,
les deux verges vont alors & la suite I'une de Vautre,
avec une vitesse commune, et sans se comprimer.
Les séries périodiques et convergentes que ces for-
mules renferment sont comprises parmi celles dont
on sait déterminer les sommes exactement. Pour
toutes les valeurs données de x el £, ces sommes se
déduiront , sans difficulté, de la formule connue

il =sin § — % sin 204 1sin 50—~isin4f4-etc., (3)

dans laquelle § est une variable renfermée entre les
limites == 7 exclusivement. On pourra donc calculer
les valeurs exactes de la vitesse ¢ et de la tension e
a chaque instant et en un point quelconque de
Ae et fB; ce qui est la solution complete du pro-
bleme.

Il y a plusicurs manicres de parvenir a la for-
mule (3), On I'obtient, par exemple, en différentiant
Par rapport & x, I'équation (8) du n” 520, apres y
Avoir mis * pour @x; ce qui donne

1 wx Iwde\ . im
o X anla M e e ) S1N 2
.X’._—z-Z(‘[:)LL cOs T 7

e

Cquation qui a lien pour les valeurs de & moindres
que /, et dans Jaquelle la somme = s'étend 4 toutes
€s valeurs du nombre entier i, depuis i=1 jusqu’a

2 22
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i == . En effectuant V'intégration par les regles or-
dinaires, on a

l imx’ ixdy’ 247

fa . —— » '
VB GOSN —2=="s —_— COS ITT 3
0 l [ ix :

on aura donc

T CoS Ir . iwxX

— 81N
5 i

résultat qui coincide avec 'équation (3), en faisant
= =14
[
503. En vertu de la seconde équation (2), la va-
leur de T est nulle, non-seulement quand = o,
mais aussi quand £ est un multiple quelconque |

) ’ . .
de —; elle l'est aussi, quel que soit £, aux deux
bouts A et B, qui répondent 4 x —oetxr =1
F 2 K . i e
Si ¢ est zéro ou un multiple pair de = la premiere
équation (2) donne
¢ :} (ke 4 R'c")
I ; 1 in(e—a) I ime4 x)T
._[...;(k_fz )[E 7 sin 7 +2:‘ sin -—-—l___J,
ou, ce qui est }a méme chose ,

1
v=7 (he 4 K'¢)

.._f(h—h’) I:z:(:'_'_)‘sinlﬂr(ﬂ 4—1‘)_}_2(—-‘ l):sinm(c —x):l’
¥ : d Z 7 )

/

(4)

4 cause de ¢ +¢' =l et cosim = (— 1)\, Or, on peut
,onp
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prendre L;—xi pour § dans la formule (3); et il
en résulte

== e = L 'i(_‘i_;‘f_)
i I 2/

SiYon a x < ¢, Cest-a-dire, si le point M appartient
a Ae, on pourra aussi prendre pour § la quantité
vig_l-}- :c)’ qui sera moindre que 77 ; on aura donc

e g S S g SR R (4=

(=1 sin A = — +—)

= z I «f 7

et ces valeurs réduiront I'équation (4) a v = 4. 81,
au contraire, le point M appartient a fB, on aura

*>¢ et al — ¢ — x < 1; on pourra done
pPrendre
7 (2l — '—x)
8 — Sl
a cause de
. i Fx) . ix(al — ¢ — )
s5in — = Bl ‘“—ﬂ"—'—'—-",

la formule (3) donnera

(—1)t . in (¢4 x) o) 7 (2l —'— 2) |
N el ¥ A e

g

€1, ang moyen de ceite valeur et de celle de

2(-—; D Gy L E—-_r), Véquation (4) se rédumira 2

V= hr

Lees vitesses initiales /& et ' des deux parties Ae et
JSB de la verge totale, sont donc ainsi vérifides. On
¥oit, de plus, qu'elles ont lieu non-seulement quand

g
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£ ==0, mais aussi toutes les fois que £ est un mul-
3 . l v ‘ ,
tiple pair de —; et comme a ces époques T est zéro
pour la verge entiere, il s'ensuit que, pour toutes
ces valeurs de #, les deux parties de la verge se trou-
veront dans le méme ¢état qu'au commencement du
choc.

On peut remarquer que la premiére équation (2)
serait en défaut, si on Pappliquait & la vitesse initiale
du point E; car si I'on y fait £=o0, et qu'on ait
exactement x =r¢, il en résultera

ixc

= L (ke + Ky + 2 (h— k)= S sin 7.

Or, d’aprés 'équation (3), on a

=i ? -
(—.:-)- si Ii;f —_ :—;;
on aurait donc v =~'; ce qui ne serait vrai que dan$
le cas de ' =%, ou I'état de la partie correspon-
dante a ¢E ne peut différer de celui du reste de la
verge. Mais nous avons dit que, dans le cas général,
cette partie et celle qui répond 2 Ff ne sont pas com-
prises dans les équations du mouvement.

i : , I
8i ¢ est un multiple impair de ;,la premiére équa-
tion (2) donne immeédiatement
v-—» (he 4= R'e’)
A= 2(h— k')[z(__s e e gt} —‘) ”fc‘*'ﬂ]

Or, en comparant cette valeur de ¢ i la formule (4)»
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on voit qu'elles se déduisent I'une de l'autre par Y'é-
change des lettres % et 2/, ¢ et ¢’; dou l'on conclut,
sans nouveau calcul, que quand ¢ est un multiple
- 4 I : T )
Impair de -, les points qui répondent & une valeur

de o moindre que ¢’, auront la vitesse %/, et ceux qui
répondent 4 2> ¢, la vitesse h; c'est-a-dire , que si G
est un point tel que 'on ait AG=c'et GB=c¢, et
qu'on prenne g et g’ & des distances insensibies de
part et d’autre de G, la vitesse 2’ aura lieu dans la
partie Ag, et la vitesse 2 dans la partie g'B.

504. 11 résulte de ceite discussion que si lon a
c=¢/, la partie Ae aura la vitesse A’ au bout du

temps t._—_.-l& , et la partie fB, la vitesse /& au bout

do méme temps; el comme a cet instant la ten-
sion T est partout égale 2 zéro, et que, par hy-
pothése , on a &> #/, il s'ensuit que les deux verges
se sépareront I'mne de Pautre (n® 500); en sorte

. ; =
que, dans ce cas, la durée du choc aura éte =
1 &

et les deux mobiles, parfaitement elastiques et égaax
en masse, auront fait, apres le choc, échange de
leurs vitesses avant le choc.

Réciproquement, si les longueurs ¢ et ¢’ sont dif-
férentes, le choc ne finira pas, et les deux verges
élastiques ne pourront pas se séparer; car les épo-
ques oh la tension est nulle coincideront toujours
avec celles d’'une vitesse commune et égale, soit a &y
soit & %!, pour les deux extrémiiés E et F, ou, plus
exactement, pour les deux poiuls ¢ et f.
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Mais si Pon a ¢/ > ¢, auquel cas le point G appar-
tiendra & /B, et si I'on suppose que la verge élas-
tique soit coupée en ce point, de sorte que la partie
FB soit elle-méme formée de deux parties FG et GB,
qui avaient une méme vitesse 4 avant le choe, la

’ . £
partie GB se séparera au bout du temps £ = ~ En

effet, & cet instant, la tension T sera nulle, et les
vitesses &' et & des points g et g’ permettront la dis-
jonction des parties AG et GB. Aprés le choc, dont la

- i
durée aura été -, comme dans le cas de ¢ — ¢, la
€

partie GB se mouvra avec la vitesse %, et les parties
AE et FG, avec la vitesse commune %'. La méme
chose aurait encore lieu si les trois parties AE , FG,
GB, étaient elles-mémes coupées et divisées en d’au-
Ires portions égales ou inégales, pourvu qu'avant Je
choc toutes les portions de AE eussent une méme vi-
tesse /2, et toutes les portions de FG et GB une vi-
tesse commune /',

Ainsi, supposons, par exemple, quune verge ho-
mogene, prismatique ou cylindrique, soit coupée
én un nomhre n—- 7' de parties égales; et im prirons
une vitesse £ aux n premieres parties, avec laquelle
elles viendront chequer la série des 7’ autres parties,
qui seront en repos avant cette percussion. Si 7 sur=
passe 7', aucune partie ne se séparera, et elles seront
toutes transportées dans le sens du choe, en oscillant
suivant cette direction, et faisant entendre le 00
correspondant & la longueur entitre de la verges
libre par ses deux bouts; mais st Pona #'>n, 165
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parties antérieures, au nombre de n, se détacheront
des aulres, pour se mouvolr avec une vitesse com-—
mune et égale a %, et les n’ autres parties demeure-
ront en repos et juxtaposées. Ce résultat, étendu par
analogie 4 une série de sphéres , comprend le phéno-
mene dont il a été question dans le n® 363.

505. Considérons maintenant le cas ou le point A
est fixe. Avant le choc, supposons que la partie AE
soit en repos, et que tous les points de la partic FB
Qlent une vitesse commune et négative, que nous
représenterons par — k. 11 faudra alors faire usage
de 'expression de u relative au second cas du n° 495,
dans Jaquelle on fera ¢’ = o depuis x =0 jusqu’a
XT=c, et Q'x = — k depuis x =c¢ jusqua
X=c—+¢'=1. A cause de ¢x =0, pour toates les
valeurs de , il en résultera

8k 1 (2i—1)rc . {(2i—1)ax . (20—1)wat
== - cos sin L —sIn :
ma  (21—i)* af af X 2l ?

&

d’ou 'on tire

4k R (R A =
P cns(” Lt sin(—n 20 o8 m
7 2l—1 2l 2l o7 (5)
T= {ifii{.\; = cos(?'i_[)mluo i i I(r,;_..lj'mt !j
w  21—1 2l al al

formules dans lesquelles les séries sont du genre de
celles dont on sait déterminer les sommes, et qui
I'ernnt connaitre exactement la vitesse et la tension ,

3 chaque instant, en un point douné de Ae ou

de /B.

On emploiera, & cet effet, la formule connue
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7

7= cos G—-%cos 36+ %cos 50+ ete., (6)

qui a lieu pour toutes les valeurs de § comprises
eénire == J 7 exclusivement, et qui se déduit, par
exemple , de la formule (-) du n° 326, en la dif-
férentiant aprés y avoir mis 2 au lien de Px, et en

. . b 4
y faisant ensuite — — .
of

506. En vertu de la seconde équation (5), la ten-
sion T est nulle en tous les points des deux verges,
lorsque ¢ est zéro ou wn multiple quelconque

a2l
de Z
. X e 2 2f
S1 £ est zéro ou un multiple pair de > la. pre-
P p
{ a?

miére équation (5) donne

e e Il sin(zi_:)r(x"}'cj—‘,——sin{zi_])”(x_c) b v
a7 21 al ol

ou, ce qui est la méme chose,

=

x 2f— 1 2l ("J
(—1) (28— Da(z + ) f

— 22:‘—1 €os =T 5
3 - (27 —3 ;
a cause de ¢+ ¢’ =1 el sm( 2_}»_-:_(_1)’

Or, d'aprés I'état initial des deux verges, cette for-
mule, en tant qu'elle se rapporte a ¢ — o, doit s€
réduire 2 v=— o pour x < ¢, et & p— — % pour
x> ¢; et cest d’abord ce qu'il sagit de vérifier-

J
En prenant 75(—1:!‘,_6—) pour f dans Péquation (6)»
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il en résulte

o . NG L e o
20— 1 2l

=13

Quand on 2 x < ¢, on peut aussi prendre
- ;
L e

= pour f; ce qui donne

ES:J_}SCOS(_?':_I)_NZHC_) — 2
2

21 —1I

’i,

et ces formules réduisent, effectivement, l'équa-
Hon () 4 v =o0. Quand on a x> ¢, on aura ausst
al — gz — ¢' < 1; en prenant done

§ — w(2l—x—¢)

2l 2

et observant que

cos (2t — 1) w(x +¢) e aion (21 —1) & (2 — 22 — &)
al ) 2

la formule (6) donnera

i) ol — 1) #(x <+ ¢ -
\ Ext COS( )7 (& + ¢) = 7
2 —1 2 , 4

. moyen de quoi et de la valeur précédente de

(—a) f— )@ (x—C) 152 - sy
< ;;%cos E_,'_)_EI.(E—-(—'—) , Péquation (7) se réduira

A 9=k, comme cela doit étre.
i . r : af
LOrsque ¢ est un multiple impair de = la valeur

de v, donnée par la premiére équation (5), est égale
t de signe contraire & celle qui a lieu quand £ est
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- . p alis o - ; ;
zero ou un multiple pair de —; :lsensu:ldoncqu au
= :

; . T ;
bout d’un temps égal a 2—;—, tous les points de Ae ont

“ des vitesses nulles, et tous ceux de fB, des vitesses
positives et égales & & ; et comme 4 cet instant la ten-
sion T est partout égale i zéro, il en résulte que la
verge FB se détachera de la verge AE, et sera ré-
fléchie avec une vitesse égale et contraire & celle
qu’elle avait avant le choc. '
Ainsi, le choc de la verge FB contre la verge AE, '
qui s'appuic en A contre un obstacle fixe, durera

X weal 5 5 L
pendant un temps dgal & — > et sera conforme a ce
(¢

qui a été dit, dans le n° 362, sur la réflexion d’un
corps parfaitement élastique. On peut aussi remar-
quer quau milieu du choe, ¢est-a-dire, au hon!
) g e e

d'un temps égal i o> On aura ¢ =0, d’apres la pre-
miére équation (5), pour toutes les valeurs de x: en
sorte qu'a cet instant la verge choquanie FB aur?
perdu toute sa vitesse, et la verge AE n’aura aus$!
aucun mouvement. Au méme instant, on aura, et
vertu de la seconde équation (5),

[ LY 27— 1) 7 (T — ¢

It T—._-?_ﬁ[z( Y cos! 5% (Raoe)

el 27 —I =f

(= (aim )@ o]
-+ 2 cos “—“—z—“]

d'our Yon conclura, par le méme caleul que pour
: - k ,
I'equation (7)), T:_-?,T ou T = o, selon quoP

aura & < ¢ ou x> ¢. Au milieu du choe, la ten~
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sion est donc nulle pour toute I'étendue de la verge
choquante; mais la verge choquée est condensée uni-
formément ; et c'est la pression qu'elle exerce dans le
sens AE, ou de dedans en dehors, qui fait rebondir
la verge choquante.

S IV. Digression sur les intégrales des cquations aux
différences partielles.

507. Si T'on exceple un petit nombre d’équations
aux différences partielles, celles d'un ordre supe-
Tieur au premier me sont point intégrables sous
forme finie, lors méme qu’il s'agit d’équations li-
néaires. Pour résoudre les problémes qui conduisent
a ges équations, onest donc obligé, le plus souvent ,
de recourir 4 leurs intégrales en séries ; et il faut alors
qu'on soit certain, dans chaque cas, que la gérie
dont on fait usage a toute la généralité que com-
porte I'équation donnée aux différences partielles,
et qu'elle renferme des fonctions arbitraires en nom-
bre suffisant pour exprimer l'intégrale compleéte de
cette équation. Or, il v’y a pas de regle générale i
¢e sujet: ce nombre peut étre moindre que celul
Gui marque I'ordre de I'équation donnée , cu des
différences partielles les plus élevées quelle ren-
ferme ; il change avec la quantité suivant les puis—
sances de laquelle la série est ordonnée ; et il peut
Méme arriver que toutes les fonctions arbitraires
disparaissent, ef que la série ne contienne plus
q@'nn nombre infini de constantes arbitraires, sans
Telle cesse , néanmoins, d’'exprimer lintégrale com-
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plete. Ce sont ces diverses circonstances que nous
allons examiner, d’abord en genéral , et ensuite plus
particulierement , en ce qui concerne les €quations
linéaires auxquelles on est conduit dans Ia plupart
des problemes de Mécanique et de Physique.

508. Soit z une fonction d’un nombre quelconque
de variables indépendautes #, x, Ys %, ete. Sup-
posons que cetle fonclion doive satisfaire 4 une équa-
tion donnée aux différences partielles, que nous re-
présenterons par L = o. Qnelle que soit la valeur
de u, on peunt toujours la concevoir développée en
série ordonnée suivant les puissances de I'une des va-
riables z, 2, y,z, ete., ou, plus généralement , d’une
aulre quantité § dépendante d’une ou plusieurs de
ces variables. Soit donc

u = P§* 4+ QF 4 R§ 4= etc. ; ()

@y 6, y,ete., P, Q, R, ete., étant des exposans
et des coefficiens indéterminds. Si je substitue cette
valeur de # dans I'équation L = 0, que je déve-
loppe ensuite L suivant les puissances de 8, et queé
j'égale séparément 2 zéro les coefficiens de tous 1€
termes de ce développement, J'aurai une série d'é-
quations, dont chacune renfermera une variable in-
dépendante de moins que Li=o0; et si je parviens
4 abtenir les valeurs les plus générales de «, 6
¥, ete., P, Q, R, ete., qui satisfassent i cette
suite d’équaiions, la série (@) sera aussi la valeur
la p]us générale de u qui satisfera 3 l’équaliml
L=o0. Selon la quantité § qu'on choisira, on aurd
ainsi différentes expressions de u en série, qui S€”
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ront toutes, sous des formes équivalentes, Iinté-
grale compléte de L= 0; en sorie que si cette in—
tégrale peut aussi s'exprimer sous forme finie, chacune
de ces séries en sera un développement différent,
et pourra toujours sen déduire. Toutefois, lors—
qu'on sera parvenu, dapres les autres conditions
du probleme qui aura conduit a 'équation L=o,
3 déterminer toutes les quantités arbitraires que con-
tiendra la série (a), il faudra quelle soit conver-
gente pour quon en puisse faire usage; et st elle
devient divergente pour des valeurs de f, on de-
vra changer cette quantité, et remplacer la série (a)
Par une autre , ordonnée suivant les puissances d'une
variable différente.

Cela posé, en prenant pour L=o0, des équations
lindaires de différens ordres, on verra que les coef-
ficiens P, O, R, etc., déterminés de la maniére la
plus géuérale, peuvent néanmoins renfermer des
nombres inégaux de fonctions arbitraires, selon que
la série () sera ordonnce suivant les puissances de
telle ou telle variable f; et 'on verra méme, comme
nous l'avons dit plus haut, qu'il pourra arriver que
toutes les fonctions arbitraires disparaissent de celte
Série, qui ne renfermera plus alors que des cons-
tantes arbitraires en nombre infini, et qui n'en sera
Pas moins Vintégrale compléte de I'équation L=o0.
Le caractere distinctif de cette forme singuliere de
Pintégrale compléle, sans aucune fonction arbitraire,
d'une équation lindaire aux différences partielles,
Consiste en ce que tous les termes de la série qui
A représente se déterminent indépendamment les
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uns des autres, et satisfont séparément a I'équation
donnce, de maniére que la valeur générale de
est la somme d’'un nombre infini de valeurs parti-
culieres de cette fonction.

5e9. Soit, pour exemple, I'équation trés sim-
ple, linéaire et aux différences partielles du second
ordre,

du d’u

dans laquelle @ est une constante donnée.’ Si l'on
développe la valeur de « suivant les puissances de ¢,
on trouve pour la série la plus générale qui satis-
fasse & cette équation

f@_x o a‘t® digx @ dipx

= ¢x -+ ai ! X s : " )
= ¢ dr* ' 1.2 dxt 1.2.3 dat -+ ete.; (¢

@ étant une fonction arbitraire. Sous cette forme,
Pintégrale compléte de I'équation () ne comporte
don¢ qu’une seule fonction arbitraire, laquelle re-
présente la valeur de # qui répond & #=o0. Mais
si 'on développe la valeur générale de u supivant
les puissances de «, on trouve

x* dilie ¥ d3ls
w =t 4 1.2 adt ' 1.2.3.4 a’dr + ete. (d)
v d¥t a0 d ¥t

+x¥t 4 I.2.3 EE?+I?31~§ a’dti_,_etc';

}2 et ¥t étant deux fonctions arbitraives, qui expri-

du . 3
ment les valeurs de # et 4 » relatives & z —o. Par

conséquent, sous cetle autre forme, I'intégrale co~
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plete de Iéquation (b) renferme deux fonctions arbi-
traires,

Ces deux séries sobtiennent par la méthode des
Coefficiens et des exposans indéterminés, en faisant
Successivement §==7 et == dans la série (@). On
les déduit aussi du théoreme de Taylor; car on a,
d’aprés ce théoreme,

(¢t —a)" =k

4= 4 (t—a) U 4 —=U"+ %%U’"—i— etc. ,

1.2 2
€n désignant par @ une valeur particuliere de 7, et

Supposant

welle du __ vrp A% __ du
u=0U, E"U’ W—U’ —d}sﬁ_U , etc.,

Pour cette valeur £ =e. Or, 'équation (b) et ses dif-
féventielles successives par rapport a ¢ donnent

d2U
U’ —_— QE ¥
40U’ d:U0
e —
V=ege =&
sz UL Loty CE
U= a dz* & dx8 ?
etc.

La quantité U resiera donc seule arbitraire, et 'on
Ara

dU . a(t—ay 4T
U=U-+a(t —a) = -+ ——(;——‘)—H T - elc. ;

€€ qui coincide avec la série (¢), quand on prend
“Cro pour la constante a, cest-a-dire, quand on
develﬂppe sutvant les puissances de ¢, et que len
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fait U = @x. On obtiendra semblablement la sé-
rie (d).

Ces deux séries (c) et (d) peuvent, au reste, se
transformer I'une dans l'autre. En effet, développons
@x suivant les puissances de x, et soit

LY Dz Ezt a5 :
e s Tt s m

g
ou l'on désigne par A, B, C, D, E, F, etc., des cons-
tantes arbitraires; nous aurons

dgx Ex"
T’f.r—’ =l +D1’.‘ + :—l——

digax
dxt
etc.;

Fz?
33 Seae

 §

=E- Fx -}-etc. ,

au moyen de quot la série (c) deviendra

Ea'e

1.2

u = A - Cat - + etc.
-+ (B =+ Dat - l:aﬁ; -~ etc.)qf
+ (€ + Bat + ote.) =

I-
I

+ (D + Fat + atc.) —-5

-+ efc,

Or, si 'on fait
A + Cat 4
B +Daz -

Ea?¢®
I.%
Fa'p

a
1.2

=+ etc. =q¢,

~+etc. =¥¢,

ol ¢ el ¥t seront deux fonctions arbitraires et
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pendantes 'une de 'autre ; on en déduira

d
C 4 Eai + etc. -’——'a—jr;:

d¥i

D 4 Fat 4 etc. = 7

etc. ;

et la valeur précédente de u coincidera avec la sé—
tie (d). On transformera semblablement cette série (d)
dans la série (c).

510. Maintenant, demgnons, a lordmanc, par e
!a base des logarithmes népériens, et prenons § =e*.
La série (a) deviendra

u="Pe** 4 Qe + Re¥* =}~ etc: ;

les coefficiens P, Q, R, etc., seront des fonctions

de #, et les exposans @, €, 7, etc., des quantitds
constantes. On aura donec

du dP d()

dR
%= Z° Tt

Sy OI e 3
e +d€c -} etc. ,

j_:-— a*Pe*™ 4= (:T“Qec’r =+ 9*Re¥* - etc.

En substituant ces valeurs dans I'équation (), et
€galant ensuite les coefficiens des termes semblahles
dans les deux membres, on en conclut

dap

dQ i
ar = axz*P, %‘:aé”Q, ‘-&—:H}“R, ete. ;

Par conséquent,; les exposans‘a, €, ¥, elc., resteront

2 23
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arbitraires, et 'on aura

P=Ae", Q=Be"!, R=Ce", etc.,

en désignant aussi par A, B, C, etc., des constantes
arbitraires. Donc il en résultera

ueraa’teax_l_BeaC’teCm+Ceﬂ'}f‘f87.z+ctc., (C:’

pour Fintégrale complete de I'équation (3), ordonnée
suivant les puissances de 'exponentielle e*; série qui
est aussi le développement de cette intégrale, or-
donnée suivant les puissances de e'. Or, on voit que
cette série (e) ne contient explicitement aucune
fonction arbitraire ; qu'elle renferme seulement denx
séries infinies A, B, C, etc., #, €, 9, etc. , de cons-
tantes arbitraires ; et que chacun de ses termes satis
fait isolément 4 I'équation ().

En développant cette expression de # suivant les
puissances de £, on a

u= Ae** 4 Be*" 4 Ce™ - ete.
~+ (Azte™™ 4 BE2e* - Cyter” ~-ete.) at
+ (Aate™ 4 B | Cybe?™ - etc.) ?’%
~+ elc. ;
et si Pon fait
A 4 Be - Ce* 4 etc. — ox,

@x sera une fonction arbitraire, on aura
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Aare® 4-BE* 4= Cyre?™ - ete. = ‘i{jﬂ:

d s ?
Cxr = d*@:r
Aate* -BEte"™ -} Cyfe?™ - ete. = =

etc. ,

et la série (¢) coincidera avec la série (¢). On fera
de méme coincider la série (¢) avec la série (d), en
développant la premiére suivant les puissances de x,
pour la rendre comparable 2 la seconde.

511. Chacune des deux séries (c) et (e) peut étre
exprimée sous forme finie, au moyen dune méme
iﬂte’grale définie. ’

D’abord, en désignant par » un nombre entier po-
sitif, on a évidemment

£l

f e~ 'do = o.
o

f__::e—w‘dw = k;

en désignant par g une constante positive, et meitant

Soit aussi

w\getVgde 4 la place de @ et dw, les limites
de cette intégrale ne seront pas changées, et Ton
aura

oW - _l i
fi o=

1 - 2
d'on Yon tire

1.3.5'..2.'1 —]
fm e— % "y == k,

— ot

en différentiant 2 fois de suite par rapport & g, et
23..
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faisant ensuite g == 1. Au moyen de ces valeurs, la
formule (¢) pourra s’écrire ainsi :

p R — dpx | fetat d*éx
= Tin e e
/.'./ -—ac(‘p i dx P = daed

8o'aty/ at dipx . 16atae diga
1.2.3 - dz’ ' 1.2.3.4 dxt

_I_

- etc. ) e—w'da;

et, d'apres le théoreme de Taylor, elie se réduira 2

= % f_m e~ (x 420 Vat) dw. ()

Quelle que soit la constante 2, on ne changera pas
oo

non plus les limites de I'intégrale f e~de, en v

-—Z0

mettant & — a Vat au lien de @; on aura donc

@w —_—
= x 13 — r e e
f g—wrtaeaVat —2at oy —— L ;

—l

d'ou T'on tire
4] =
erat — ;[ e~ graaV/ at g,
of —D

On exprimera de méme les autres exponentielles (!u;
entrent dans la série (¢), laquelle deviendra, de ceti€
maniere ,
e = o —
it—= E./_D:[Aﬂu (r+2alVay __]__ Bet(x 4+ 20V al)
- Ce» (= + 2w Vi) —+etc.] e " dw.

Or, st nous faisons, comme plus haut

Ae” 4 Be™™ 4 Ce™ 4 ete. = o,
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nous aurons, en méme temps,

wa
<
~3

Apafx +20Va)) o BetE+ 20/ i)
- Cer (z+20V at) -ete. = QX —+ awn/at) ;
L
e qui fait coincider la valeur preCELleﬂte de 1 avec
la formule (f)- 54§

Cette équation ( f) est, sous forme fi_u.le » Vintéprale
compléte de I'équation (b); elle ne 1'en_(crme, comme
on voit, qu'une seule fonction arbitraire , qui se dé-
terminera immeédiatement d’apres la valeur de z re-
lative 4 ¢ = o. Toulefois, cette forme de l'intégrale
compléte suppose que cette valear de %, qui sera celle
de ga, croisse avec la variable dans un moindre
rapport que e**, et que le produit e—*@x s'évanouisse
pour & = == , sans quoi la quantité comprise sous
le signe [ croitrait indéfiniment avec @, pour toutes
les valeurs de ¢ différentes de zéro, et V'intégrale dé—
finic , dont les limites sont @ = == oo , aurait géné—
calement une valeur infinie, ce qui est inadmis-
sible.

Si nous faisons , pour un moment,

dex dipe™% Ly
e T PO G SR

nous déduirons de I'équationt ( f);
du a ,(": —® ] /F wdw
e — e . 2\ at) —
di =5 k., _we Cp (T—‘— " ) ‘/Ei,
x

f?fu_ a 2 ot - S ‘
a——== 7 /‘_,‘,_,"' o (x4 2@ \/m) de ;

!

en ini¢grant par partie, et supposant que le produit
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de e~ et ¢’ (x + 20 Vat) $'évanouisse anx deux li-
mites, on a

ads

[‘.“‘;0 1‘3_”.¢’(1‘+ 2w ‘/ﬂ:—!) --‘/.(:_# :f_co e_“lcb"(:r-f-?.a V-a_tjdw;

. pos P du
ce qui fail coincider la valeur de 7 avec celle de

3

a ;ﬁ » et satisfait, par conséquenty, 4 Péquation ®).

En partant de la série (), on parviendrait & une
intégrale sous forme finie de cette équation , moins

simple que la formule (), et qui contiendrait deux
fonctions arbitraires.
512. La valeur connue de la quantité %, renferméde

dans les formules précédentes, est \/7. On 'obtient,
par exemple, en employant successivement deux

variables différentes sous le signe f, de maniére
quon ait
k =fw e—=dx, 'k ::J{m e~ dy;
—0 —

d’ou l'on conclut

== f _: e—I“dxf _: e~ dy= f _d; f :} e~ dxdy,

2 cause que les deux vdriables x et J sont indépen-
dantes I'une de 'autre. Si donc on fait

fy=r, & V=3,

d’ou il résultera

k‘:fj@fjﬂzdx@r,
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et si l'on regarde x, ¥, z, comme les coordonnées
couranies d'une surface, &* sera le volume terminé
par cette surface de révolution, et prolongé indéfini-
ment autour de son axe de figure, qui sera l'axe
des z. Or, on obtiendra la valeur de ce volume en le
décomposant en un nombre infini de tranches cylin-
driques, dont cette droite sera I'axe commun. Le
volume de une de ces tranches infiniment minces,
dont les surfaces intérieure et extérieure auront r
et r—-dr pour rayons, sera égal au produit de sa
base amrdr, multiplié par sa hauteur z ou e—";
le yolume entier s'en déduira, évidemment, en in-
tégrant depuis r = 0 jusqua r== o ; par consé-
Juent, on aura

w0
= zvrf e—""rdr = n,
o

el k= \V7; ce qu'il Sagissait de trouver.

Je ferai-remarquer qu'en prenant @x = co0s.x, et
mettant a* au lieu de at dans Yéquation (c), on
aura

‘ at af
=(1—a*"4—=
" (I gis 1.2 1.243

e etc.) cosx ,
ou, ce qui est la méme chose,
U =— e—* CcosX.

L’équation () devient, en méme temps,

BEs VL; f:;e—m’ cos (& = 220)dw ;

mais on a evidemment
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o
f e~ o8 20wdn — 2f e~ cos Aaw clw .
—_—0 © -

o
f e sin 20welw =o0;
o —0

d’'oti 'on conclut

2C08 7T

€L
u= = f €% oS 2ctdw ;
Ve Jo

et en égalant cette valeur de z 4 'une des précédentes,
on a

s =
f e~ cos 28w do — ﬁ e—at,
o 2

On peut donner une valeur imaginaire 4 la cons-

tante & dans cette équation ; et.sil’on ymet e \/—1 an
lieu de ¢, on aura

‘/;we__n’ (e'z:w e '-‘““’) dw = \/;e.d:'

On a souvent occasion d’employer ces formules,
qui se présentaient ici naturellement , et que 'on ob-
tient aussi par d’autres moyens.

515. Les équations aux différences partielles aux-
quelles on est conduit, dans la plupart des problémes
de Mécanique ou de Physique, sont lindaires 4 I'é-
gard d'une inconnue w, du premier ou du second
ordre par vapport an temps, et généralement 2
quatre variables indépendantes, dont % est fonction,
savoir, le temps, que nous représenterons par £, et
les trois coordonnées d’un point quelconque du sys-
téme dont on s'occupe, que nous désignerons par &5
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¥, z. 8i Uon excepte leur dernier terme, indépendant
de u et qu'on peut toujours faire disparaitre, elles ne
contiennent pas celte variable £ explicitement, cest-
a-dire, quedans ces équations les coefliciens ne sont
fonctions que de oz, y, z. Or, L=0 étant une de ces
équations sans dernier termey, si l'on prend f=-¢", la
séric (a) deviendra fin
= Pest Qe’-}ﬁz fe Rt -}- ete. ; (g)

et si l'on substitue, dans L, cetie série (g) au lien
de %, il est aisé de voir quil en résultera
L = (Ma* 4 Na + 0) et 4 (M'E* 4 N'€ 4 0') e
- (M"9* 4 Ny 4 0") e+ etc. ;
M, N, 0, étant des quantités qui ne contiennent
que Vinconnue P, d'oit se déduiront M', N, O, en y
mettant Q au lieu de P, puis M, N", 0", par la subs-
titution de R 4 la place de Q, et ainsi de suile.
Toutes les quantités M, M’, M", etc., seront nulles,
lorsque I'équation L= o ne sera que du premier
ordre, par rapport a . Dans tous les cas, cette ¢qua-
tion donnée L = o se décomposera en celles—ci :
Mz* 4 Ne 4+ Og— o,
M€ 4 N+ 0= o,
I\L’[”}'n“i‘“ N”‘}/—]— 0"'=— o,
ett.

(%)

Pay consequent, les exposans @, 6, 7, elc., seront
‘eS8 constantes arhbitraires; les coefliciens P, Q,
Ifl, etc., se détermineront indépendamment T'un de
dutre ; an moyen de ces équatiOnS (k}, qui sont

1 e rat o)
Sutes semblables; et tous les termes de la série (),
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c'est-a~dire, de lintégrale compléte de I'équation
Li=o, ordonnde suivant les puissances de I'expo-
uentielle ¢', serout des intégrales particulidres de
cette méme équation.

Les équations (%) seront lindaires, comme L =o,
par rapport a linconnue que chacune d’elles ren-
fermera. Si L ne conlient qu'une seule des trois
coordonnées x, ¥, z, elles seront simplement des
équations différentielles; et alors la série (g) ne ren-
fermera que des constantes arbitraires, savoir, a, 6,
7> etc., et les constantes qui seront introduites par
Vintégration des équations (%). Quand elles seront aux
diflérences partielles , on pourra souvent les traiter
comme l'équation L=o, et exprimer leurs intégrales
complétes en séries d'intégrales particulitres.

514. On peut donner une autre forme i la sé-
rie (g), en y changeant les exponentielles en sinus et
cosinus. Soient, en effet, A, u, v, etc., d’autres
constantes arbitraires, et p, ¢, r, etc., p/, q'yr', etces
d'antres inconnues. Si 'on met dans cette série
=V —1, = u\/—1, 2=y \V/—1, etc., au lien d€
@, 6, ¥, etc.; qu'on y remplace P, Q, R, etc., par
1p=Eip V=1, +q== V=1, 3rekir v, etcs
et que 'on prenne ensuite la somme des valeurs de #

qui répondront aux deux signes de \/—1, OF
aura

U= p cos AL == q cos ut -} r cos vt - etc. } (i)
~+ p'sin Az | ¢'sin pt -1 sin vt -+ ete.

Pour la généralité de Vintégrale de L= o, expti-

mée indifféremment par cette derniére formule 0%
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Par la série (g), il faudra que les conslantes A, p,
Y, etc., aussi bien que «, €, %, etc., soient réelles ou
Imaginaires; mais il y a des problemes dans lesquels
€8 valeurs déterminées de A, p, 7, ete., seront
toutes réelles, ei d'autres dans lesquels aucune des
Valeurs de «, €, 9, etc., ne sera imaginaire. Dans le
Premier cas, il conviendra d’employer la formule (¢),
€t dans le second, la formule (g); et lors méme que
"équation L = o sera intégrable sous forme finie , il
al‘rivera souvent, dans des problémes de Mécanique
%u de Physique, que Vexpression de son intégrale,
2 moyen de I'une ou Tauire de ces deux séries,
Sera plus propre que l'intégrale sous forme finie, 2
dire découvrir toutes les circonstances du phéno-
mene dont on s'occupera. Les questions relatives aux
Petites oscillations des points d'un corps élastique ou
Q'un fluide , qu'on 2 un peu écartés de leur état d%é-
quilibre, sont celles ol il conviendra d’employer les
expressions des inconnues sous la forme de lasérie ().
Lorsque les valeurs généralesde P, Q, R, elc., et,
par suite, celles de p, ¢, 7, ete., p', ¢/, ¥, ele., ne.
Yenfermeront que des constantes arbitraires, Ia for-
Mule (i) s'écrira plus brievement de cette maniére :

i .Ep cos AL = Zp’sin AL;

les caractéristiques = indiquant des sommes qui s'é-
tendent A toutes les valeurs possibles, reelles ou ima-
Sinaires de 2 et des autres constantes arbitraires, con-
tenues dang p et p'. On pourra, si I'on veut, faire
Croitre ces valeurs par degrés infiniment petits , et
Yemplacer Jes sommes = par des intégrales; mais
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cette autre forme équivalente de I'expression de #
n'a ancun avantage; et il vaut mieux conserver 12
precedente.

515. Indépendamment des équations aux diffé~
rences partielles qui conviennent & tous les points
du systeme, il y a toujours, dans les divers pro-
blémes de Physique ou de Mécanique, dautres
équations qui n'ont lieu que pour les points ex-
trémes; telles sont, par exemple, dans le problemé
des vibrations longitudinales d’une verge élastique
les  équations relatives 4 la fixité ou & lentiere Ii-
berté des deux bouts de cette verge. Ces équations
particuliéres serviront, dans chaque cas, i déter-
miner les valewrs dune partie des quantités arbi-
traires que renfermera la série (g) ou la série (i)
quant a celles de ces quantités qui resteront encore
mdéterminées aprés quion aura eu égard a toutes
les équations de ce genre, elles dépendront de 1'é-
tat imitial du systéme. Pour en obtenir les valeurss
jai suivi, dans un grand nombre de problemé?
différens , un procédé uniforme , que je crois ap”
plicable a tous les cas, soit que la question ne pre”
sente qu’une senle inconnue z, et ne conduise qu?
une seule équation L=o0, soit qu'il y ait a deter-
Winer plusieurs inconnues dépendantes d’un é%{‘l
nombre d'équations aux différences partielles, b
néaires et simultanées. Ce procédé général a auss!
I'avantage de fournir, dans chaque exemple; la de-
monstration de la réalité des constantes a, 6, s €tC
oun des constantes X » &5 ¥, ete, qui dépendent d‘::'
quations trauscendantes quelquefois trés compliqueess
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et dont il serait souvent difficile de déterminer antre-
ment la nature des racines. :

Lexemple que nous donnerons de Tapplication
de cette méthode, dans le paragraphe suivant, suf-
lirg pour l'expliquer, et pour gu'on puisse l'em-
ployer dans d’autres problemes. Au moyen de ceite
méthode, on déterminera, sans aucunc difficulté ,
les vibrations longitudinales des verges élastiques,
dang les trois cas du n® 495, et 'on sera conduit,
Qune maniére plus directe, aux mémes formules
que dans ce numéro. Pour exemple dune question
dépendante de plusieurs équations aux différenees
Partielles, jindiqueral le-choc longitudinal de deux
ou plusieurs verges élastiques, formées de matieres
différentes ; question qui a €té résolue dans le pa-
ragraphe précédent, pour le cas particulier de I'ho-
mogénéité, el dont je supprime ici la solution ge-
nérale, a4 cause de la longueur des formules qui
s’y rapportent.

516. Supposons que le temps ¢ soit compté a
partir de l'origine du mouvement ; et soient

s du .
Iﬁ:.f\‘r,k]-? 5), g — F (..'I,‘, 23 :),

les valeurs de l'inconnue u et de son coeflicient diffe-
Yentiel par rapport a £, qui répondent a £ = o;
d.e sorte que f(x, 7, 2) et F (x, y, 2)solent des fonc-
tions dounées arbitraivement pour toutes les valeurs
des coordonndes x, ¥, 2, qul répondent aux points
] - . ol = \
@un sysieme dont on considére les vibrations. Aprés
qu'on anra déterminé toutes les quanltités arbitraires

;
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que renferme la série (i), d'aprés I'état initial de
ce systeme, et en ayant égard aux équations parti-
culiéres qui peuvent avoir lien & ses extrémités , 1l
faudra que cette série et son coefficient différentiel
eoincident, pour £= o, avec les fouctions S, 7,9
et F(x, y, z), dans les limites du systéme. Ainsi,
il faudra qu'on ait

Jx, 7,8 =p~+ g+ r+ e, ) ®
Flx, 7, 2) =2p' 4 pg+v' + ete.; |

ce qui fournira un développement, ou une trans-
formation d'un genre particulier, pour chacune des
fonctions quelconques f(x, X z) et F(x, y, z)
transformation qui ne sera pas idemique , ef n’aura
lieu que pour des valeurs limitées des variabjes 2
Js 2
Quoique le plus souvent on ne puisse pas de-
montrer directement Pexactitude de ces équations (£),
cependant il ne peut rester aucun doute A cet égard.
En effet, d’apres les considérations précédentes, 12
série (i) représente certainement I'intégrale com-
plete de I'équation L = o, clest-a-dire, la yalenr
la plus générale de u qui puisse satisfaire 3 cette
¢quation. Par hypothése, on a déterming leg quan-
tités arbitraires que cette seérie renferme , au moyen
des autres conditions du probléme qui a conduit 2
celte équation L=o0; si ces conditions ne sont pas
incompatibles | et que le probléme soit susccptihlc
d’une solution , il faut done quaprés cette détermi-
nation , la série (i) exprime la valeur de z & u%
“instant quelconque et en un point quelconque du
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systeme ; par comséquent, en faisant {=o dans
Cette série et dams celle qu'on en déduit par la dif-
férentiation .relative & ¢, elles devront representer

g s d \ .
les valeurs initiales de u et EE , cest—a-~dire, les

fonctions Sx, 7, 2) et F(z, y, 2), quelles quelles
Soient, mais seulement pour les valeurs de z,
Y z, comprises dans les llmltes du systeme que
lon consrdere

Dans I'exemple du mouvement longitudinal d'une
Verge élastique, les séries (&) représenteront, pour
toute la longueur de cettc verge, et dans les diffé-
Tentes hypotheses relatives a ses extrémites, les deux
fonctions arbitraires qu on a demgneeq par ¢x el ¢'x
dans le n° 495 ; et ces séries coincideront avec les
expressions de @x et ¢’x, dont on a fait usage dans
Ce numéro, et qu'on avait démontrées duparavant.

517. La conclusion de tout ce qui précéde est que,
pour exprimer dans un probléme relatif aux. petites
vibrations des corps, et dans d'autres questions de
Physique, chaque inconnue, au moyen de la série (g)
ou (i), il est nécessaire d'avoir démontré, préalable~
ment, que cette série représente la valeur la plus gé-
nérale de I'inconnue qui puisse satisfaire & I'équation
dux différences partielles dont elle dépend, et, en-
Suite, de déterminer toutes les quantités arbitraires
que gette seérie renferme, au moyen des données par-
ticuligres du problemc, qui répondent aux extré-
Miiés du systeme et & son état initial; ou bien , il
faut connaitre y @ priori, connme dans le n°® 495, des
EXpressions en série de la valeur initiale et arbitraive
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de chaque inconnue, dont tous les térmes, multi~
pli€s par des sinus ou cosinus d’ares proportionnels
au temps, ou par des exponentielles, satisfassent iso-
lément 4 I'équation donnée aux différences partielles
¢t aux autres equations relatives aux points extrémes
du systéme. On doit regarder comme incompléte une
selution dans laquelle on n’a pas démontré, 4 priori;
la généralité de la série (8) on (i) dont on fait usage;
ou dans laquelle on ne vérifie pas, 4 posteriori, que
cette série peut représenter la valeur initiale de cha-
que inconnue, quelle que soit cette valeur, dans toute
I'éiendue du systeme, y compris les points extrémes-
D’apres ce qui précede, la premiére méthode sera tou-
jours applicable; la seconde ne le serait que dans un
tres petit nombre de cas particuliers.

S V. Fibrations transversales d’une verge
élastique.

518.« Les verges élastiques sont susceptibles de
quatre sortes de vibrations, auxquelles répondent des
tons différens, et qui peuvent coexister dans un€
méme verge, droite ou courbe dans son état naturel-
Ces vibrations sont longitudinales, transyersaless
normales, tournantes ou produites par la torsion-
Les vibrations normales consistent en des djlatations
et condensalions alternatives des sections de la verges
perpendiculaires & sa longueur ; elles n’ont pas encore
été détermindes par la théorie. Les trois antres especes
de vibrations l'ont été ; et Vanalyse m’a fait connaitres
entre les tons qui leur correspondent, des rapports
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que l'expérience a confirmés, ou que les physiciens
avaient déjd remarqués. Telle est, par exemple,
Pobservation curicuse que Pon doit a Chladni, et
Suivant laquelle une verge encastrée par un bout et
libre par autre, rend wn ton plus grave d'une guinte,
101‘squ’on la fait vibrer par torsion, que quand elle
vihre longitudinalement ; cela revient a dil:e que le
ton quelle rend daus le premier cas est le méme que
celui qu'elle ferait entendre dans le second, si sa
longueur était augmentée dans le rapport de 3 i 2
Or,. y'ai trouvé que ce rapport devrait étre celui de
Vio & 2; ce qui differe & peine d'un vingtieme
du  résultat que Chladni a énoncé en nombre
rond.

Je renverrai, pour les développemens de cette
partie impormnt:e de la Physique mathématique, au
mémoire sur I'Equilibre et le mouvement des corps
élastiques, que j'ai déja cité (n° 506 ), et o je me
suis aussi occupé des vibrations des membranes flexi-
bles et des plaques élastiques. Tl suffira, dans ce
Traité, d’avoir considéré les cas les moins compli--
qués de ce genre de questions, qui sont ceux des
tordes vibrantes et des vibrations longitudinales des
Verges élastiques, auxquels nous allons encore ajouter
€ cas des vibrations transversales.

_519. Noas supposerons, comme dans le cas des
Vibrations longitudinales (n° 493), qu'il s'agisse d’une
Verge homagéne, et, dauns son éfat nalurel], prisma-
t'f[,ue ou cylindrique; nous supposcrous, de plus,
quelle n’éprouve aucune torsion sur elle-méme ; en
“orte que tous les points de chaque filet longitudinal

p
2.4
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ne sortent pas d'un méme plan pendant toute la du-
rée du mouvement.

Soient AMB (fig. 27) la direction rectiligne du
filet moyen dans I'état naturel de la verge, { sa lon-
gueur, et x la distance AM du point quelconque M 2
Pextrémité A. Au bout du temps £, supposons que M
soit transporté en M’; abaissons de M’ Ia perpendicu-
laire M'P sur AB ; et faisons

MP ="y, "MP =y,

Si ces deux variables u et y sont supposées constam-~
ment tres pelites, et qu'on néglige, en conséquence,
leurs carrés et leurs produits , leurs valeurs en fonc-
tions de ¢ et « dépendront, comme dans le cas des
cordes yibrantes (n° 483), d'équations linéaires dans
lesquelles ces inconnues seront séparées ; les mouve-
mens treés petits, dans le sens longitudinal et dans le
sens transversal, coexisteront donc sans s'influencer
mutuellement ; et comme nous avons déterminé ,
d’une maniére compléte, le mouvement longitudinal,
nous pourrens maintenant en faire abstraction. Je
ferai donc #= o, de sorte que tous les points du filet
moyen oscilleront sur des droites perpendiculaires #
sa direction naturelle, et que x et » seront, & un
instant quelconque, les coordonnées courantes de ]f‘:
courbe plane A'M'B’, formée par ce filet. Je feral
aussi abstraction des petits mouvemens de djlatatio?
ou de condensation qui pourront avoir lieu dans
chaque section de la verge, perpendiculaire & 5
longueur; le mouvement qu’il Sagira de détermine®
sera alors le méme pour tous les points d’'une meme
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section ; et il suffira de considérer celui du point
qui appartient au filet moyen.

L’équation de ce mouvement iransversal se de-
duira de l'équation (f) du n° 320, en y mettant

a2y 2 diy . -
Y—E,?{- , ou simplement —T;Z; au lien de Y, si

Pon suppose qu'aucune force donnée n'est appli-
quée aux différens points de la verge. Cette équa-
tion sera donc

dy

Mok e S \
a:‘*—b = 03 (1)

dxt

b* étant une constante positive, qui dépendra de la
matiére de la verge, de I'étendue et de la figure de
la section normale.

Outre cette équation (1), commune a tous les points
du' filet moyen, il y aura des équations relatives &
ses extrémités , qui seront les mémes que dans le pro-
bléme de I'équilibre. A cet égard, il pourra se pré-
senter six cas différens , selon qu’a chacun des deux
bouts la verge sera encastrée, ou seulement appuyée,
ou entierement libre. Mais comme ces six cas se trai-
teraient de la méme maniere,, nous nous hornerons i
en considcrer un seul en détail, et nous supposerons
que la verge soit enticrement libre & ses deux bouts
A et B, auxquels ne sera d’ailleurs appliquée aucune
force particuliére.

Cela étant, pour toutes les valeurs de £, nous au-
*ous (n° 320)

bk 3
i %%:0, %20’ {(2)

> 1) b e
a Pextrémité A’ et
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72 d3
.x‘::/,l‘y'—'o 24

a Pextrémité B'.

on aura, a la fois,

dy

relatives a ¢ pour la fonction @'z,

. — 8%

a .
P

da® T R g T

A Torigine du mouvement, la courbe du filet
moyen et les vitesses imprimées i tous ses points se~
ront connues ; si donc on compte le temps £ 2 partir
de cette origine, et qu'on représente par @x et ¢'x
des fonctions données depuis x =o jusqu'a x =1,

t=o0, y=¢x, L=

Ces fonctions arbitraires @x et @’z devront, toute-
fois, remplir les conditions relatives & x = o et
x =1, qul serout exprimées par les équations (2)
et (3) pour la fonction @z, et par lears différentielles

Ainsi, la question que nous'aurons i résoudre con-
sistera & trouver la valeur de y, en fonction de # et 2,
qui satisfait aux équations (1), (2), (3), (4), dont la
premiere est la seule qui ait lien pour toutes les va-
leurs de ces deux variables. Mais, auparavant, il est
hon de comparer, pour une méme verge élastique;
le coeflicient & qui entre dans I'équation de son mow~
vement transversal, et le coefficient &z conteny dans
I'équation de son mouvement longitudinal.

520, En désignant par g la gravité, par ple pDidS
de la verge, et par ¢ la tension qu’il faudrait em-
ployer pour doubler sa longueur 7, on 2 (n® 494)
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Le produit de Ja densité de la verge et de I'aire de sa
n . g ’ « P » A s,
section normale sera égal a a1 et daprés l'équa-

Lion ( f) du n° 320, d’ou V'on a déduit I'équation (1)
u mouvement transversal, on aura
le [k
b= & f vurdu;  (5)
B Sk
u, v, k, k', ayant la méme signification que dans le
» Vg By I, AY
n° 514, et la constante # du méme numéro €tant la
valeur de g, rapportée 4 'unité de surface, de sorte
qu'on a
§ = aw,

en appelant  P'aire de la section normale de la verge.
Faisons aussi

k
f_ » vitdu = wh*;

h sera une ligne dont la valeur dépendra de I'éten-
due et de Ia forme de son contour; et il en résultera

b — 4%
T
d’otz I'on conclut
b = ah.

Si la section normale de la verge est un rectangle
dont la base soit perpendiculaire au plan de la
courbe A'M'B’, et la hauteur égale a 2¢, on aura

- B
W==ove, K—k=¢, oh =i'f utdu = 3vé*;
—

et 1l en résultera
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(243
=
Dans le cas d’une verge cylindrique, dont le rayon
sera représenté par €, on aura

| o=mu¢, K=k=c, o—=aVeE—u;

d’ot1 'on déduira d’abord

wh* = 5 7el,
et, ensuite,,

| b = Lae.

Supposons encore que la section normale de la
verge soit un triangle isoscéle, qui ait sa base per-
pendiculaire au plan de la courbe A'M'B’; et, pour
fixer les idées , supposons aussi que ce plan soit ver-
tical, et que la base du triangle réponde a la face
supérieure de la verge. Appelons A cette base, et 2¢
la hauteur ; nous aurons tou jours

@ = Ag;

mwais la valeur de % sera différente, selon que la face
supérieure de la verge tournera sa convexité par en
haut ou par en bas (n° 515). Dans le premier cas, OT
aura
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el, par consequent,

4%
-3
@1

L:’“__‘;

JN\

Dans le sccond cas, on aura

".‘_-..
S

.
o 1
%

-

| &
—~
wi
-t
o
™~
o
-

W&

on en deduira

et, ensuite,
=
b = as \/H
3

Ces résultals nous serviront, plus loin, a compa-
ver entre cux les tons dune méme verge élastique,
lorsqu'elle exécute des vibrations longitudinales , ou
des vibrations transversales.

521. Maintenant, soient p el ¢ des fonctions de &,
et m une constante par rapport a ¢ et 4 x. Pour sa-
tisfaire a 'équation (1), prenons

y = psmm*bt 4 gcosm*bt ;

cetle équaticn devant subsister pour ioules les va-
leurs de ¢, il faudra quon ait
]

dip d4g

- = mt -1 = mtg;

dxt ' dxt 7
€L, en integrant ces deux équations différenticlles du
fuatrieme ordre, il vient
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il P = Asinmx 4 A’ cosmx
| - 1B(e™ — o) - 1B/ (e A o),
¢ = Csinmx + €' cos ma

_i_ _;_ D(em-‘r A e—-m.r) + %D‘ (emx 4= e—m.z') ;

A,A, B,B, C, C,D, D, étant les huit constantes
arbitraires, et e désignant la base des logarithmes
népériens.

A cause de la forme linéaire de I'équation (1), on
¥y satisfera encore en prenant

J == Zp sin m*bt - Zq cos m*bt ,

et etendant les sommes = 4 touies les valeurs POssi-
bles, réelles ou imaginaires, de m et des huit autres
constantes A, A', etc. De plus, cette valeur de y sera
Vintégrale compléte de P'équation (1), d'aprés les
considérations qu'on a exposdes dans le paragraphe
precédent.

51 on la substitue dans les équations (2) et (3), qui
ont lieu pour toutes les valeurs de ¢, et, par consé-
quent, pour tous les termes des sommes = pris se-
parément, on aura

dp dapr ¢ diq dig
(-h::o, }F‘— ) ?{E’__Q—U’ F5=0,

pour & =9 et pour x=1_{ En mettant pour p et ¢
leurs valeurs précédentes, il en résulte d’abord

B=A', B=A, D=C, D=C,

et, en outre,
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A (asinml— e 4 e™) =Al(e"'+ e — 2 cosml),
A'(2sinml 4™ — e =A (2 cos ml — e"'— ¢—™),
C (2sinml—e™ 4 e—) =C' (™ 4 e~ — 2 cosml),
C (2sinml e — e=™)=C{2cos ml — e™ — =),
Or, en multipliant membre 2 niembre les deux pre-

miéres ou les deux derniéres de ces quatre équations,
et supprimant, dans les produits, le facteur commun

AA"ou CC', on a
= sl —iml a 1] ol p—mila__
4 sin®* ml — (e*'— e P4-(2cosml —e™—e~ ™ *= o,
ou bien, en réduisant,
(e 4 e™)cosml — 2 = 0; (a)

équation qui servira 4 déterminer les valeurs de m.
Les valeurs de A, A, etc., qu'on tirera des équations
précédentes, seront d’ailleurs

B=A = E( 4 ™ — 2cosml),
B'= A'= E (2sin fmi — e™ 4 ™),
D= C = E{(e” 4 e — acosml),

D'= C' = E(asingml — e* 4 e™);

E et E’ étant deux nouvelles constantes qui resteront
1indéterminées.
En faisant, pour abreger,

X= (e e~ ™ == 2008 ml) (sin mx 4= 3 " — L g—m=)
~+ (2 sinmi — e~ e=") (cos mx = ;€™ - Le=mr),

la valeur précédente de y deviendra

y=ZX (E sin m*bt 4 E cos m*bt);  (b)
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la somme 3 s'étendant toujours i toutes les valeurs
possibles de E et E/, mais seulement i toutes valeurs
de m données par I'équation (a). Pour toutes ces va-
leurs, on aura

X _ &K _ (©)
d= 0 G = 9 J

pour x==o0 et pour x =[; et, quelles que soient les
quantités m et x, on aura identiquement
diX

I = mtX. (d)

522. Il ne reste plus qua déterminer les valeurs
des coefliciens E et E', relatives 2 chaque valeur de m,
d’apres I'état initial de la verge; ce quon va faire,
en suivant le procédé général dont il a été parlé dans
le n° 5:5.

Remarquons d'abord que si m est une racine de
I'équation (a}, il en sera de méme i V'égard de —m,
mV—1, —mV—1; de plus, les valeurs corres-
pondantes de X ne différeront enire elles que par le
signe , ou par un facteur Y/ —1; d'on il résulte qu'on
pourra réunir en un seul terme, dans la formule (5),
les termes qui répondent & ces quatre racines, et n’é-
tendre ensuite la somme = qu'a des valeurs réelles et
positives de m, ou bien, 3 des valeurs composees
d'une partie réelle et d’une partie imaginaire, siil en
existait , dont la partie réelle serait positive. D""
celte maniére, si m et m’ sont deux racines de Ie-

quation (@) dont on fera usage , m' et m/* différeront
de == m et =m>. :
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Cela étant convenu, je multiplie I'équation (1)

par Xdx, puis j'integre depuis x=0 jusqua x=1;
ce qui donne

“Ldt Xy 5 . v diy v
\/“ Wd‘.x—l—bﬁx-‘ﬂ_—l_dx—-o.
En intégrant par partie , On aura
dX d’y , X dy dX )

f X ﬂ E dz* dz da®
3 dX d2y d diX
-_[X-d_r_‘- dz d'r‘+d.r“ d.r d.:r:5 :|+f dl%fdx'

Les termes compris entre les parentheses répondent a
x=1, et ceux qui sont renfermés entre des cro-
chets, 2 & == 0 ; ils se détruisent les uns et les autres,
en vertu des équations (2), (3), (4), relatives a ces
limites ; et, d'aprés I'équation (d), qui a lieu pour
toutes les valeurs de &, st 'on met m*X a la place de

diX .
—— sous le signe [, on aura

dxt
f ldv‘ (]x—-m‘*f Xj(fx

Donc, i cause de

2% [ Xyde
Lt Xy e (ol k XNydx
fretde = <o,
nous aurons
d* f}s;d
e - bF m*f\_}dx

L'intégrale compléte de cette €quation différen—
tielle du second ordre est
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l
[ X_yd:r = Hcos m*bt 4+ H'sin mtht ;
o 0

H et I désignant les deux constantes arbitraires.
i Pour les déterminer, je fais 2= o dans cette formule
et dans sa différentielle par rapport a ¢; et, en ayant
¢égard aux équations (4), il en vésulte

z ii . Aetid ’
H:L Xoxde, W= mf Xo'x de.
Quel que soit £, on aura donc

szfr.fx :ftX(pxdx.cos m*bt

(e)
e L%PﬁJX@'xdx.sin m*bt.

Je substitue la formule (3) 2 la place de 7 dans le
premier membre de cette équation (¢); son second
| membre ne contenant que cos m*bt et sin m*bi, si
m' est une racine de Péquation (a), telle que m' et
m’* different de == m et ==m?*, comme on la supposé
lout & I'heure, il faudra que le terme correspondant
a m’ disparaisse du premier membre ; ce qui exige
qu’on ait

[ XXde = 05 (f)

X désignant ce que X devient quand on y change m
en m’. Mais pour le cas de m'=m, on conclura de ceii€
| méme équation (¢),

E [ Xedr = - f:fxcpzx- T,
' E’f;lX%!.z-r_: f:Xgm dx 3
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¢e qui fera connaitre les valeurs de E et E' en fonc-

tions de mz, au moyen desquelles la formule (b) de-
viendra

f Xexdz f erxd:r

¥ —————— cosm*hi —— sin m*lit &)
f Xdx bm? l‘dx

Cette expression de y et la valeur de 2 = qm sen

déduit, ne renfermant plus rien d'inconnu, elles fe-
ront connaitre , a chaque instant, 'ordonnée et Ia vi-
tesse d'un point quelconque M’ de la courbe A'M'B’;
Ce qui est la solution compléte du probléme. L'inté-

' R ;
grale f X*dx s'obtiendra, sous forme finie, par

les regles ordinaires; les valeurs des mtegrale‘;
f Xoxdx et f X@'xdx , ne pourront, générale-

Ment, se calculer que par la méthode des quadratures.
525. Si l'on fait £=o dans les expressions de ¥

et Z , on aura, dapres les équations {4) et (g),
}up.rri"c ]
?
f Xogk dx

\

% Xfp'.?:dr
oo x| Ta T S

f Xdz

s deux formules semblables auront lieu pour des

Ce
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fonctions quelconques @x et ¢'x continues ou dis-
continues, mais seulement depuis x = o jusqua
x = [, et en observant qu'elles ne conviendront
aux valeurs extrémes de x que quand celles de ces
fonctions rempliront la condition énoncée précé-
demment (n° 519). Quoique nous ne puissions pas
démontrer ces formules directement, elles n'en sont
pas moins certaines, ainsi quon I'a expliqué dans
le n° 5:6.

Dans le cas particulier ol tous les points de la
verge onl recu primitivement une vitesse commune
et une vitesse proportionnelle 4 leurs distances 2
son milieu, il est évident qu'elle doit prendre un
mouvement de translation et un mouvement de ro-
tation, sans aucune courbure ni vibrations., Clest
aussi ce qu'on peut conclure de ces €quations (%) et
de la formule (g).

En désignant par ¢ et 3 deux guantités cons-
tantes, on a alors

Pr=0, Qr=c-y(x—1l);

et si Pon différentie la seconde équation (%), et qu'on
ait égard a 'équation (d), on en conclut

fJer’.r dz
{
f Xedz

i étant un nombre entier et positif. Pap conséquent ,
le développement suivant les puissances de ¢, de 1
partie

= Xm‘f" = 0;
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l
_fu Xo'zdz X sin m*bt

o e it e LR
2 mth 2
[ xXede
o 0
de la formule (g), se réduira & son premier lerme
b
f X¢'x dr
10

= —— 1
[‘ Xoda

lequel aura pour valeur @'x, cu vertu de la seconde
équation (k). Douc, 2 cause de @ =o et de la ya-
leur de ¢'x, la formule (g) sera simplement

y=[c 4y (x' =31}z,
ctomme cela doit étre.

524. Au moyen de I'équation (f), on peut prou-
ver que I'équation (a) n'admet aucune racine compo-
sée d’'une partie reelle ¢t d’une partie imaginaire.

En effet,, supposons qu’il existe une racine telle que
J + g \V/—1;ily en aura une autre quine différerade
celle-la que par le signe de \/—1, et sera f —gV/—1;
ou pourra donc prendre , dans I'équation (f),

m= f+4g W m’:f—-g\x’:?;

Setg désignant des quantités réelles dont aucune
’ r A
nest zéro. On aura, en méme temps,

X=F4GV=i, X=F—Gv=r;

’ 2 . . ’ ’ r
F et G étant aussi des quantites reelles, Par conse-
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quent, I'équation ( f) deviendra

fl(l"‘—[—-G’) dr=o;

i équation impossible , puisqu'il faudrait pour qu'elle
ett lieu , qu'une intégrale dont tous les élémens sont
positifs, et qui en exprime la somme (n® 13), fut
€gale a zéro. Donc aussi la supposition d'une raciné
f =8V —1 est inadmissible.

Cette derniére équation serait encore inadmissible |
‘ si_f ou g était zéro; mais alors on ne pourrait plus
'. prendre f4 gV —1et f— g\ —1 pour m et m';
car équation (f) suppose que m’ et m'* different de
= m et ==m*; ce qui n'aurait pas lieu daus le cas ot
I'une des deux quantités J et g serait nulle,

525. Pour la racine m=o de Véquation (a), le
terme correspondant de la formule (g) se présenteé
sous la forme 2; on obtiendra sa véritable valeur en
supposant que m soit seulement une quantité infini-
ment petite. On aura alors

X=/4m*l{x—1Ll), cosm*bt=1, sin m*bt = mht;

et le terme dont il sagit sera

[ﬁ{(i’)x-—l)@xdr—l—{[: (B — !)cp’xfix](ail#).

' vépond a des mouvemens de translation et de rol-
tion communs i tous les points de la verge ; nous €
ferons abstraction ; et en nayant point égard a la ra-
cine mM=0, tous les termes de I, série (g) seront pE
riodiques.
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Mais si I'on fait attention que les différentes va-
leurs de m sout incommensurables, on voit qu’il n’ar-
rivera pas, en général, que tous les poinis de la verge
reviennent, en méme temps, a leur état primitif,
ou, autrement, dit, une verge élastique n’exécutera
pas dans tous les cas, comme une corde tendue, des
vihrations transversales isochrones. Pour que Il'iso-
chronisme ait lieu, et pour que la verge fasse en-
tendre un son unique et appréciable, il faudra que,
d’aprés sa courbure et les vitesses de ses points a I'o-
rigine du mouvement, tous les termes de la for-
mule (g) disparaissent, excepté un seul, et qu'elle se
réduise 4 la forme

y=X(Esinm*bt 4 E cos m*bt), (i)

ou I'on a remis, pour abréger, les constantes E et E'
a la place de leurs valeurs trouvées plus haut. Lors-
que la formule (g) se réduira & un petit nombre de
termes, la verge fera entendre 4 la fois plusieurs sons
distincts, dont les tons ne pourront pas étre comparés
enlre eux exaclement.
526. Désignons par A une valeur numérique de
bt r '’ - - A
ml tirée de I'équation (@), de sorle qu'on ait m = 7.
Soit T la durée d'une vibration entitre de la verge,
Correspondante a cette racine m, et n le nombre de
Vibrations dans l'unité de temps. D'apres I'équa-
Yon (i), on aura

aml? J\I‘b
LS %o, B apid
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en sorte gue les différens tons que peut faire entendre
une verge pliée daus le méme sens, vibrant transver-
salement et libre par ses dero}; bouts, dépendront des
valeurs de A, et le plus grave, ou le ton fondamen-
tal, répondra & la plus petite de ces.valeurs.

1l est évident que la quantité 5*, donnée par la
formule (5), ne dépend pas de la longueur /de la
verge; sil s'agit d'une verge eylindrique ou circu-
laire, on voit aussi que ceite quantilé est propor-
tionnelle au carré du diametre. Pour deux verges
cylindriques et formées de la méme matiere, et
pour le méme ordre de vibrations, c'est-a-dire , pour
la méme wvaleur de A, le nombre n sera donc en
raison directe de V'épaisseur et mverse du carré de
la longueur.

8'il s'agit d'une verge prismatique, elle fera en-
tendre, en général, deux sons différens, selon
quelle vibrera transversalement dans un sens ot
dans un autre. Ainsi, ¢n supposant, par exemples
que la section normale soit un rectangle, et qu'ont
fasse vibrer successivement la verge, de manier®
que la base ou la hauteur du rectangle soit perpen”
diculaire au plan de la courbe A'M'B/, les valeurs
successives de 7 seront entre elles comme cette hatt
teur et cette base, pour le méme ordre de vibre
tions. Lorsque la section normale sera triangulaircy
comne dans le troisitme exemple du n° 520, If‘
valeur de &* ne sera pas la méme pendant denx dem!
vibrations successives; leurs durées seront donc in€~
gales; ce qui wempéchera pas les vibrations entiercs
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d’étre isochrones, en supposant toujours que la for-
mule (g) se réduise a un seul terme.

En égalant a zéro le facteur X de la formule (i),
on déterminera les valeurs de x qui répondent aux
neeuds de vibrations, ¢est-a-dire, aux points im-
mobiles sur la droite AB, pour chaque valeur de m,
ou pour chaque fon que la verge peut faire en-
tendre.

527. Lorsque la verge élastique que nous consi-
dérons sera encaslrée a son extrémité A et hibre a
son auntre bout, le filet moyen demeurera tangent
en A, 2 la droite AB, pendant toute la durée du
mouvement; de sorte que les équations (2) du pro-
bleme précédent devront étre remplacées par

dy
X =0, J =0, = =0
On modifiera, en conséquence et sans aucune dif-
ficulté , Fanalyse précédente; et l'on trouvera que
la valeur générale de ) sera encore exprimee par
la formule (g); mais les valeurs de m, quon y
devra employer, devront étre tirées de V'équation

(e 4 e™)cosml 4 2 = o, (&)

qui ne differe de I'équation (a) que par le signe du
dernier terme : la valeur qu'on prendra pour X sera,
€0 méme temps,

X= (el = e—™+4- 208 mi) (sin M — 3 e L g=1e)
~(2sin ml -4 e — e~™) (cos mx — 1" — =Y.

Pour que la verge, vibrant ainsi transversalement
25..
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ne fasse entendre qu'un seul son, il faudra que ;
d’aprés son état initial, la formule (g) se réduise 2
un seul terme ou i la tormule (¢) , comme dans le
cas précédent. Si I'on désigne par A" une valeur po-
sitive de ml, tirée de 'équation (@'); par T la du-
. . ; : y .
rée d’'une vibration correspondante 2 m=7 , et par
n' le nombre de vibrations dans l'unité de temps,
on aura

a g |
T = 2;;;, = :Tl;zs'

et tout ce que I'on a dit, dans le numéro précé-
dent, sur la comparaison des tons des verges libres
a leurs deux bouts, s'appliquera egalement au cas des
verges encastrées a I'une de leurs extrémités: on dé-
terminera aussi les ncends de vibrations qui accom-
pagneront chaque ton rendu par une méme verge
en égalant a zéro la valeur précédente de X.

528. Pour résoudre, par approximation, les équa-
tions (a) et (a'), je désigne par i un nombre entief
positif ou zéro, et je fais

ml= A= ;(2i 4+ 1)w = J,
dans l’équﬂtion (a), et
ynz — ":'(?l + 1) "T J\/

dans I'équation (a'); J' et J' étant des quanhtes po-
sitives et qui ne peuvent pas surpasser L. Je prends
les signes supérieurs ou inférieurs devant ces mou~
velles inconnues, selon que 7 est pair ou impdir 7
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et, de cette maniére, les équations (a) et (a') de-
viennent

: 2
sin J\: Tt 70 —ifait)a =52
e e e ° e ®
st 2
sind'= prmga =F e i F0 (
e e g e

D’apres les limites de J' et JY, il est aisé de voir
que chacune de ces inconnues n’aura guune seule va-
leur pour chaque valeur de i; celle de 4, pouri=o,
sera J' = L7 ; et comme elle répond a m=o, 1l en
faudra faire abstraction. Pour i=1, on a §=0,01797,
en négligeant J' dans le second membre de la pre-
migre équation (k) ; et si 'on y substitue cette premiere
valeur approchée de d', on aura, plus exactement,

& = o0,01965.

Les valeurs de d relatives & i= 2, i=3, elc., se-
ront encore plus petites que celle-ci ; les valeurs de 2.
différeront donc trés peu des multiples impairs de
o ; et, d’apres Iexpression du nombre 7, les tons
de la verge libre par les deux bouts formeront, a
trés peu prés, une série croissante comme les carrés
des nombres 3, 5, 7, cte. La plus petite valeur de A,
Correspondante au son le plus grave, est

A= 4 0 = 4AoT

Dans le cas de i=o0, aprés quelques essais, on
ouve, 3 un degré suffisant d’approximation ,

J” = 0,50451 -
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La plus petite valeur de A’ sera done

N = im - J" = 1,87811.

En comparant donc son carre i celui de la valeur preé-
cédente de A, et observant que ces carrés sont entre

eux comme les nombres n' et # des vibrations, on
aura

r

TE
- =0,15715,

pour le rapport da ton le plus grave de la verge en-
castrée par un de ses bouts, 2 celui de la méme verge
libre & ses deux extrémités. Les autres valeurs de d"
sont trés petites; les valeurs correspondantes de A’
seront donc, a trés peu pres, les multiples 5, 5,
7, ete., de Zwr; et les tons de la verge encastrée,
le ton le plus grave excepté,, formeront une sé-
rie croissante comme les carrés de ces nombres im-
pairs.

L’expérience a confirmé depuis long-temps tout ce
que la théorie a fait connaitre relativement aux sé-
ries de tons que font entendre les verges clastiques;
libres ou génées par leurs extrémités, i la position
des nceuds qui accompagnent ces différens modes dé
vibrations, et aux rapports des tons, suivant les lon~
gueurs et les épaisseurs. Nous allons maintenant com=
parer entre eux les tons, ou les nombres de vibrations
transversales et longitudinales d’'une méme verge
élastique. L’observation a aussi confirmd , sur C€
point, les résultats du calcul,

529. Je supposerai, pour fixer les idédes, que 1
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verge soit libre a ses deux bouts dans ces deux sortes
de vibrations, et je me hornerai a considérer le ton
le plus grave pour les unes et pour les autres.

En employant la plus petite valeur de A trouvée
dans le numéro précédent, on aura

A r4503) 0
o (7S03)D

— (5,56082) 7.,

2al?

pour le nombre de vibrations transversales dans
I'unité de temps. 8il'on désigne par z, le nombre de
vibrations longitudinales dans le méme temps, on
aura, d'apres le troisieme cas du n°® 495,

formule indépendante de la matiére de la verge, au
moyen de laquelle on conclura le ton transversal du
ton longitudinal , ou réciproquement.

La grandeur de la ligne A qu'elle renferme dépen-
dra de la figure de la section normale, et sera pro-
portionnelle, toutes choses d’ailleurs égales, a I'é-
Paisseur. Cette dimension étaut tres petite relativement
alg longueur 7, il sensuit que le ton des vibrations
Iransyersales sera tres grave par rapport & lautre; ce
qui est conforme aux observations qu'on fait le plus
Communément. D'aprés le n° 520, si la verge est un -
¢ylindre dont le rayon soit €, on a h=1¢; et sielle
st un parallélépipede, et que ¢ soit aussi la demi-




392 TRAITE DE MECANIQUE.

épaisseur, on a f ==

— ; on aura donc, dans ces
Vv a
deux cas,

I (7,12:64)%, n = (7,12164) %

Comme le nombre 7, est indépendant de la figure et
des dimensions de la section normale, il s'ensuit que
pour les mémes grandeurs de ¢ et de , le nombre de
vibrations transversales est plus petit dans le premier

cas que dans le second, dans le rapport de Vv 5
aa (%)

(*) Pour la comparaison de ces formules 4 Iobservation,
voyes les Annales de Chimie et de Physique , tome XXXVI,
Puge 86.
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FAAATAARIA IR AMARAMAN AAARMARIAA AARIAA LA AL VA

CHAPITRE IX.

EQUATIONS ET PROPRIETES GENERALES DU
MOUVEMENT D’UN SYSTEME DE CORPS.

§ 1. Equations genérales de ce mouvement.

530. Puisque les forces perdues par tous les points
du systeme pendant la durée de chaque iustant doi-
vent se faire continuellement équilibre (n°® 550), si
Von applique a ces forces le principe des vitesses vir-
tuelles, on obtiendra une formule générale, de la-
quelle on pourra déduire, dans chaque cas, toutes
les équations du mouvement, de méme que l'on dé-
duit toutes celles de I'équilibre, de I'équation géné-
rale des vitesses virtuelles. Quelque naturelle que
paraisse cette combinaison du principe général de la
Dynamique avec celui de I'équilibre, on ne I'a pas
faite cependant a I'époque ou le premier de ces deux
principes a ét¢ connu, et quoique le second eiit été
donné auparavant dans toute sa généralité. Ce rap-
prochement des denx principes est dit & Lagrange ,
qui a réduit, par 2, a un procédé uniforme les so-
lutions de tous les problemes de Mécanique , ou du
moins la formation des équations différentielles dont
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ils dépendent. Clest ce procédé général que nous al-
lons maintenant exposer, en observant, toutefois,
que l'ordre qui a été suivi dans ce Traité, ou l'on a
résolu directement les problemes relatifs aux corps
solides et aux corps flexibles, en allant du plus sim-
ple au plus composé, a paru plus propre i une
étude approfondie de la Mécanique et 4 I'enseigne-
ment de cette science, que T'on ne doit pas consi-
dérer senlement sous un point de vue abstrait et in-
dependant des circonstances physiques.

531. Soient m, m', m", etc., les masses des points
du systéme dont nous allons nous occuper. Au hout
du temps ¢, compté depuis Porigine du mouvement 3
désignons par x, 75 %, les trois coordonnées rectan-
gulaires de m, et par X, Y, Z, les composantes de la
force accélératrice appliquée i ce point matériel , di-
rigées suivant les prolongemens de ¥, %, dans le
sens positif. Convenons aussi de représenter par les
mémes lettres, avec des accens, les quantités homo-
logues qui répondent aux autres points m’, m”, ete.
Les composantes suivant les directions de X, Y, Z
de la force perdue par ce point quelconque m pendant
Vinstant d#, seront

o(x 5, (-2, n(a_s2)
par conséquent, I'équilibre aura lieu dans le systeme;
en supposant le point m sollicité par ces forces, et
chacun des autres points m', m", ete. , par des forces
semblables. Or, on formera I'équation générale de
cet équilibre, en mettant dans I'équation (¢)dun® 347
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les trois composantes précédentes a la place de X,
Y, Z; ce qui donne

Em(}{—%)}x—{—zm(l'—%%)é‘y-l—im(z —%‘z)«é\z =o0; (1)

les sommes = s'étendant 2 tous les points m, m/,
m', etc., du systeme, et se composant, par conse-
quent, d'un nombre de parties égal au nombre de ces
points.

Nous supposerons, comme dans le nnméro cité,
que les liaisons de ces points matériels sont expri-
mées par les équations

L=o; Li=G@a, L"=lo, ett,, I {9)

dans lesquelles L, L/, ", etc., sont des fonctions
données des variables x, 7, 2z, a/, etc., ou d'une
partie d'entre elles, qui peuvent aussi renfermer le
temps ¢ explicitement. Si, par exemple, le point m
est assujetli a demeurer sur une surface qui change
de forme graducllement, ou qui soit en mouvement
dans Pespace , et que Li=o représente 'équation de
cetle surface, I, sera alors une fonchion donnée de
Xy ¥y 5y L

Quoique les forces dont I'équation (1) exprime I'¢é-
quilibre répondent 4 des quantités de mouvement
Perdues pendant la durée du temps d¢, et que pen-
dant cet instant les positions des points m, m/,
m', ete. , changent infiniment peu, on peut, néan-
“}C.’ins, supposer que cet équilibre a licu dans les po-
Stliﬂns que ces points occupent au hout du temps 7,
test-iedire, que I'on peul {aire abstraction de lewr
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changement de position pendant Uinstant dt, qui ne
saurait altérer les quantités de mouvement perdues
pendant qu'il Seffectue, que d’un infiniment petit du
second ordre, et les forces motrices correspondantes,
que d’un infiniment petit du premier ordre. Les dé-
placemens infiniment petits que suppose le principe
des vitesses virtuelles, et qui sont exprimés, suivant
les directions des coordonnées, par 'z, dy, J'z, pour
le point m, par &x', 4y, 47, pour le point 77/, etc.,
doivent donc satisfaire aux conditions du systeme ,
telles qu'elles sont 4 la fin du temps #; par consé-
quent, il faudra que les équations (2) aient encore
lieu quand on y mettra x + J'x, y+dy,z4+Jdz,
x4 Ja, ete., a la place de «, y, z, 2/, elc. , sans
faire varier le temps # qu'elles pourraient contenir
explicilement; d’ot U'on conclut, comme dans le
n® 341,

% A‘x+§—;é‘j + Ly - %‘,J‘x’—{-etc.:o,

dz
dL’ 4L’ dL’ dL’
T J\:t’-{—@ dy -+ = dz - o dx'Hetc.=o0,|3)

dL” dL’ dL* o dL" o,
_fj;fj‘x+EJJ+ EJA i w dI,J\JL‘ -+etc. =o,

ete,

Au moyen de ces équations, on éliminera dans 1€
premier membre de I'équation (1) une partie des
quantités due, dY, etc., puis on égalera i zéro 1€°
coefliciens de chacune des quantités restantes. En em~
ployant, comme dans le n° 342, la méthode de
facteurs indéterminés, on sera conduit, de cet®
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manigre, aux équations

d r i
m —— =mX -+-?\ +?\’ -‘E R ik - etc.,, )
m ‘f; = mY +A —[—-A +A” L +etc.,

ﬁ ]-J

m%T..._.mZ —{-—P\d— /\'dL
e : cdL nd

L =m'X +A—+3\ A pl ,+etc.,

etc. ,

e }\" ~+ etc., > (4)

-

dang lesquelles A, A/, A", etc., sont des facteurs dont
les valeurs feront connaitre les forces provenant de la
liaison des points du systeme, et de la résistance des
surfaces ou des courbes sur lesquelles ils peuvent étre
astreinis & se mouvoir (n® 343). :

Les équations (2) et (4) seront toujours en méme
nombre que toutes les inconnues du probleme, sa-
voir: les quantités A, 2', A", etc., en nombre égal a
celui des équalions (2), et les coordennées des points
m, m', m', eic., en nombre triple de celui de ces
moblles, et egal au nombre des équations (4) ; elles
suffiront donc pour déterminer, dans tous les cas, les
valeurs de tontes ces inconnues en fonctions du
temps.

532. Supposons que les forces données qui agissent
Sur tous les points du systeme se partagent en deux
8roupes, de sorte qu'on ait

X=P4U, Y=Q+V, Z
X=P4+U, Y=Q+V, Z

etc. ;

R + W,
R’ 4 W/,

Il

I
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sUpposous aussi qu'on soil parvenu a intégrer les
équatious différentielles du probleme, en ayant sea~
lement égard aux forces P, Q, R, F', Q, R, etc.; et
soient a, b, ¢, etc., les constantes arbitraires que
renfermeront ces intégrales, On étendra cette solu-
tion aux forces completes X, Y, Z, X', Y, Z/, etc.,
au moyen de la méthode fondée sur la variation des
constantes arbiiraires, dont le principe a éte exposé
dans le n° 229. Les différentielles des quantités @,
b, ¢, etc., devenues variables, seront linéaires par
rapport A U, V, W, U, V', W/, etc., et de I3

forme :

da = AU ~+ BV - CW 4 AT’ + etc.,

db = AU BV CW 4 AU+ ete.,
de = AU + BV CW + AU+ eic.,
etc: ;

A, B, etc., étant des fonctions des mémes incon~
nues @, b, ¢, ete. Par la, les équations differen~
tielles secondes du probléme se trouveront changées
en un nombre double d'équations différentielles du
premier ordre; mais cette transformation sera pris-
cipalement utile, lorsque les forces secondaires U,V
W, U/, etc., seront trés petites par rapport aux
forces primitives P, Q, R, P/, etc.; ce qui pe™”
mettra, dans une premiére approximation, de CO™
sidérer comme constantes les quantités a, b, ¢, €€+
que renferment les coefficiens A, B, efc., et, cO”
séquemment, de déduire des formmules précédentﬁs’
par l'intégration immédiaté ou par la méthode des
quadratures, les parties variables de ces inconnues
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Cest Lagrange qui a ainsi étendu & tous les pro-
blemes de la Mécanique la méthode de la variation
des counstantes arbitraires, a laquelle il avait ramenc,
autrefois , la théorie des solutions particuliéres des
équations différenticlles, et dont il avait aussi fait
d'autres applications moins générales. Mais il s'était
borné & donner les expressions générales des quan-
titds U, V, W, U', V!, W/, etc., en fonctions li-
néaires des différentielles da, db, dc, ete.; et il res-
tait 4 trouver les formules inverses qui donnent
directement , dans le cas geénéral, les différentielles
des inconnues «, b, ¢, etc., en fonctions linéaires .
des forces U, V, W, etc., et a démontrer, d'une
maniere directe et générale, les propriétés im-
portantes dont jouissent leurs coefficiens A, B,
C, etc. Cest ce qui a été fait dans les mémoires
que j'al insérés, sur ce sujet, dans le 15° cahier du
Journal de IEcole Polytechnique, et dans le tome I
des Mémoires de I'Académie des Sciences, et aux-
quels je me contente de renvoyerde lecteur, curieux
de connaitre cette théorie dans tous ses détails et
les conséquences qu'on en a déduites.-En appliquant
successivement les expressions générales de da, Jb,
de, etc., au probleme du mouvement dun point
atériel attiré vers un centre fixe sutvant une fouc-
tion queleconque, et au probleme du mouvement
dun corps solide autour d'un point fixe, on ob-
tient Jes mémes expressions pour les différentielles
d.es constantes homologues dans ces deux problémes,
S différens Tun de Vautre; et par 1a les deux ques-
tions principales de PAstronomie, savoir, la déter-
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mination du mouvement des corps célestes, considérés
comme des points matériels isolés, et la détermination
du mouvement de ces corps autour de leurs centres de
gravité respeclifs, se trouvent ramendes aux mémes
formules et dépendre de la méme analyse.

533. 1l est évident que si Pune des équations (2)
est une suite des autres, I'une des quantités A, A,
A", ete. , devra rester indéterminde , puisque alors on
pourra supprimer ou conserver arbitrairement cette
équation superflue. Si a et b sont des constantes
données, et qu'on ait, par exemple,

L” == (IL + bLf,

chacune des trois premieres céquations (2) n’ajou-
tera rien anx conditions exprimées par les deux au-
tres, et, conséquemment, Fune des irois inconnues
A, Aly A", devra rester indéterminéde. Clest effecti-
vement ce qui aura lien; car si Uon fait

Adad = pu, N4 b =y,

ces trois inconnues se réduiront, dans les équa-
tions (4), aux deux quantités u et #', qui pour-
ront seules étre détermindes au moyen de ces équa~
tions, et dont on pourra seulement déduire les yaleuts
de deux des trois quantités A, A/, A",

Si le point matériel m est assujetti & rester 4 des
distances constantes et données de trois points fixes
A, Al A" (fig. 28), sa position sera comp]élemeﬂt
déterminée ; ses coordonnées auront donc des va-
leurs conslantes; et les trois premicres équations (4)
se reduiront i des équations d’équilibre , qui déter-
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mineront les tensions.des fils Am , A'm, A'm, par
lesquels le mobile m sera attaché aux trois points
fixes. Si ce point matdriel est assujetti'd demeurer 2
une distance constante d'un quatriéme point fixe A”,
I'une des quatre distances Am, A'm, A"m, A"m, sera
déterminée d’apres les trois autres ; une des quatre
conditions données étant aiusi une suite de trois
Qentre elles, la tension de I'un des quatre fils Am
A'm, N'm, A"m, demeurera indéterminéde, d’apres
ce qu’'on vient de dire, et conformément i ce qu'on
avait dit déja daus le n® 292. Appelons, en effet, 1,
L, 1%, 1", les quatre distances données’; désignons par
@, b, ¢, les trois coordonnées de A, pay' e, b, ¢,
‘celles de A/, eic. ; nous aurons

L =Vl — a)f+— 67 FG=c)—1 =o,
L =v\(x —4'p +(r—=b)+(z— ¢Y—1I' =o,
Vs V(= adr+0— b7 EE—=—1"=o,
| R A= "s-'/l(x —-(lmfl " (j' _[Jrff),_f_ (5 __cm)._ ZIH=0 >

pour les équations (2); et si I'on représente par
€, 7, des valeurs constantes de x, ¥, z, qui satisfont
s I .

4 Ces quatre équations, on aura

mX -y M““l"“) + "3(‘}—"'3 Qedi=din "_(ilj )

77 =84
:_ # o . I _b" "’g-_-_ 0]
mY-i_A( lb)_{_a(cl‘ b}_’_a(ﬁp‘ )+A(Imb}=0,

3 Pl =) .r.—--' TR S
mZ+AF?ch+?L(Y L) A‘—%U_cl _{ytw t’):C’!

e

Pour les équations (4), qui laisseront indéterminée

2, 26
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I'une des quatre quantités A, A', A", A", lesquelles
sont, comme on I'a dit dans le n° 345, les tensions
des fils Am, A'm, A"m, A"m. Mais, quelque peun ex-
tensibles que soient ces fils, si 'on a égard a cette
circonstance physique, le point matériel m fera de
petites vibrations, qui seront complétement déter-
minées, ainsi que les tensions des quatre fils, a cha-
que inslant.

534. Pour le faire voir, supposons, pour fixer les
idées, que la force qui agit sur le point m soit la pe-
santeur, que nous représenterons par g. En prenant
I'axe des z vertical et dirigé dans le sens de cette force,
ses trois composantes seront X =0, N=p,L=—7r.
Appelons ¢, ¢, ¢, ¢, les extensions que les quatre
filsZ, 7, I", I", éprouveraient si le poids mg était sus-
pendu verticalement a leur extrémité inférieure ;
sotent ¢, ¢, 2", {", les extensions de ces mémes fils
au bout du temps #, pendant le mouvement ; leurs
tensions au méme instant auront pour valeurs (n® 288)

gml{ gm{ gm{
k] 2 o

gmg”

" 2 K ’ ’It .

Le mobile m n’étant plus assujetti 2 demeurer a des
distances constantes de A, A’, A", A”, on devra sup~
primer les termes des équations (4) qui ont A, A
A", A™, pour facteurs, et qui provenaient de ces cO"”
ditions ; mais, d’un autre ¢bté, il faudra joindre %
poids de ce point matériel les quatre forces préce
dentes, dirigées de m vers A , de m vers A’, de m V€™
A", de m vers A" ; ce §ii revient a substituer, da’fs
les équations (4), les valeurs précédentes de L, L
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L", L™, en y faisant , en méme temps,

__—gml __—gml’ —gm{" — o
ST ST N=Tr, RN

Au bout du temps £, soient aussi
rx=ao+4u, y=064v, z=9%+w;

a, &, 5, étant les mémes constantes que précédem-—
Ment, et #, v, w, des variables trés petites, dont
ous négligerons les carrés et les produits ; il en ré-
sultera

{ =
= jlle—aYu+ (€ —8)o+ (y — ],
U= plle —dYu o4 € — 80 + (o — e,
Z:m____ _lf,;[(a _am)u e (g _bm)v of- O" -—C”’JW];

| -

(@ Qs + (€ = &)y + (o — o],

et, relativement 4 ces inconnues #, ¢, w, les équa<
tions (4) seront linéaires, et se réduiront a

d‘:li —'(d_—-—(l)i: (a—a')@' (‘:!"""Aﬂ"JZ_:” (‘z_am)cw
e -]-gt_ T +_—l’s' <+ g -+ i ]:0,

Lo | FE—b7 , G007 €=, E=bng
‘a-rn_ +§_ Il + ( lr‘l + { l"l"_ + __'F?—' =0,

d‘w —( v N7 el Iy .
y—clf o fy—cW' | (y—=c)E ,ly—2)

-3??‘}‘3' Il : 3 rs"l L +_l’”£mi- ZERS
Leurs intégrales s'obtiendront par les régles ordi-
fMaires ; elles renfermeront six constantes arbitraires =
que Ton déterminera de maniére qua I'origine du
Mouvement les fils Am, A'm » A"m, A", aient leurs

ab .
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longueurs naturelles 7, I, &', 1", et que' la vitesse
initiale de m soit zéro, clest-a-dire, de maniere que

1 . i die, dv  dw 5 Iles
» [ =4 r 1L — —_ =}
€S SIX qudntltcs, I, v, W, G’ a2 solent nulles

ror
404

quand £ = o. Cela fait, ces mtégrales feront connai-
tre, a un instant quelconque, les valenrsde u, ¢, w,
ou la position du peint m ; et les extensions &3
¢ L, ¢, des quatre fils, ainsi que leurs tensions
au meéme instant, seront aussi délerminédes. La méme
analyse peut facilement s’étendre au cas ou le point
m serait retenn par cing ou un plus grand  nombre
de fils attachés 4 des points fixes.

Si l'on suppose nulles les quantités%ﬁ} v, w, et
qu’on supprime, en conséquence, les premiers termes
des trois dernicres des sept équations précédentes,
les valeurs de u, v, w, ¢, O, 2", {", qu'on déduira
de ces sept équations, répondront & I'état d’équilibre
du poids de m et des quatre fils de suspension.

535. Nous avons expliqué, dans le n° 553, com~
ment le principe de D’Alembert a aussi lieu dans le
cas d'un changement brusque de vitesse, résultant d€
ce que des forces qu'on nomme impulsions ou peél=
cussions , agissent sur les mobiles avec de grandes
inlensilés, pendant des intervalles de temps extréf
mement petits, et leur impriment des vitesses qit
Peuvent étre ires grandes, sans que les points de ces
corps soient déplacés sensiblement. L'équation four-
ni¢ par la combinaison de ce principe avec celut des
vitesses virtuelles sappliquera done égalementy@ €5
sories de cas. Aingj, supposons que des forces de €€
genre soient appliquées simultanément ause point
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malériels m, m', w', ete., du systéme qud nous con-
stdérons. Désignons par A , B, C, les vitesses données
et paralléles aux axes des coordonnées, que ces forces
imprimernieut au point m s’ était libre, et par a,
b, e, les vitesses inconnues qu'il prendra réellement,
suivant ces mémes directions, Appelons A/, B/, €/,
a, b, ¢', les quantités homologues relativement au
point '3 A", B, C", &, b", ¢!, celles qui répondent
an point m"; ete. Les quantités de mouvement per-
dues suivant les directions des coordonndes scront

m(A — a), m(B — b, m(C — ¢,

Pour le point m, et de méme pour tous les aulres;
Par conséquent, si I'on applique & ce systeme de
forces I'équation (e) du n° 341, on aura

Em [(A— a)dax 4~ (B— b)d'y 4 (C— c)dz]=0; (5)

la somme = s'étendant A tous les points du systéme ,
et du, dy, Iz, éiant les aceroissemens qu'on attribue
aux coordonnées du point quelconque m.

Si les liaisons des points du systéme sont toujours
exprimées par les équations (2), il faudra que Jux
9y, 'z, et les accroissemens Jix’, £y, J7, dad", ete.,
des coordonnées des autres points ', m'", ete. , satis-
fassent anx équations (3); au moyen de ces équations,
On éliminera donc de la formule (5) une partie des
‘hantités dix, Jy, ete.; puis on égalera i zéro les
Coefliciens des quantités restantes. En employant ,
“omume plus haut, la méthode des facteurs indétei-
]Am__",ésy leurs valeurs feront connaitre les percussions
QU eprouveront les liens matériels des points d sys-
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teme, par l'effet d'un changement brusque de vitesse,
et les percussions normales aux surfaces ou aux
courbes sur lesquelles ces points sont astreints & se
mouvoir.

536. Lorsqu'on voudra appliquer I'équation (5) &
un changement brusque de vitesse produit par le
choc des corps du systéme entre eux , ou contre des
obstacles fixes, il y aura plusieurs observations im-
poriantes a faire.

Soient M et M’ (fig. 2g) deux de ces corps solides,
K leur point de contact, HKH’ la normale com-
mune a leurs surfaces en ce point. Les déplacemens
des différens points de ces mobiles pendant toute la
durée du choc, étant regardés comme insensibles,
I'équilibre des quantités de mouvement perdues peut
se rapporter a tel instant qu’on voudra de cette du-—
rée (n° 353); en sorte qu'ayant pris pour A, B, C,
les composantes de la vitesse d'un point quelconque
au commencement da choc, on peut prendre, en
méme temps, pour a, b, ¢, les composantes de 53
vitesse 4 un instant quelconque de ce phénoméne;
et les vitesses de tous les points du systéme, qui v&~
rient trés rapidement pendant cette durée, devront
toujours satisfaire aux conditions de cet équilibre-
Mais pour que ces conditions soient exprimées par
'équation des vitesses virtuelles, il faut que les dé-
placemens infiniment petits qu’on attribue aux points
du systeme , solent compatibles avec sa nature et ave®
la disposition relative de ses parties 4 'instant que I'on
considere; et, de plus, il est nécessaire que la méme
chose ait lieu Pégard des déplacemens directement
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contraires (n° 331). Ainsi, par exemple, si un point
matériel en équilibre est posé sur la surface d'un
corps solide , contre lequel il gappuie, ce point peut
se mouvoir en tous sens sur le plan tangent a cette
surface, et dans uu sens seulement sur la normale.
Cela étant, Péquation des vitesses virtuelles a lieu
pour tous les déplacemens tangentiels , parce que les
!le'placemens opposés sont également possihles ; mais
elle ne subsiste pas pour le déplacement normal , &
cause de l’impossibilité du déplacement contraire.

1l résulte de cette observation que si I'on veut ap-
pliquer 'équation (5) a une époque déterminée de la
durée du choc, et que g et @’ soient, & cet instant,
les points matériels de M et M’ qui répondent au
point de contact K , on pourra attribuer 2 p et p' des
déplacemens infiniment petits, tout-a-fait arbitraires
et indépendans l'un de Vautre, suivant le plan tan-
gent en K ; mais les déplacemens de w et p’ suivant la
normale, devront étre égaux et dirigés suivant la
méme partie KH ou KH' de cette droite ; car sils
étaient inégaux, ou qu'ils n’eussent pas lieu dans un
méme sens, ces deplacemens ou les déplacemens
contraires des points p et g/, seraient impossibles, et
1’équati0n (5) ne leur serait point applicable. Cest
fflute d’avoir fait attention a celte condilion essen-
lelle, que quelques auteurs ont mal interpreté I'é-
quation dont il s'agit. |

$i un troisitme corps solide M” touche M’ au point
K, oula normale commune 4 leurs surfaces est la
d.l‘oite LKL, et que m/' et m” soient les points maté-
Mels de M’ et M" qui répondront & K, & Vinstant qué

S| P =)

=

et
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Yon cousidére pendant la durée du choc, il faudra
aussi que les déplacemens infiniment petits; attribués
a m et m" suivant cette normale, soient égaux et de
méme sens dans I'équation (5); et de méme pour tous
les ponts de contact des corps du systeme , lorsque
plusieurs d’entre eux viennent se choquer simultané-
ment, Dans le cas du choc d'un de ces corps contre
un obstacle fixe, le déplacement normal du point de
¢ontact devra étre supposé nul, puisqu'il ne serait pas
possible dans le sens opposé,

537. Quand les deux mobiles M et M’ ghsseront
Pon sur antre pendant la durée du choe, il faudra
avoir égard, dans 'équation (5), au frottement qui
en résultera, et qui pourra étre irds considérable ,
eamme on I'a dit dans le n° 553,

La quantité de mouvement infiniment petite que
celte force enlevera, pendant chaque instant, aux
deux mobiles M et M/, en sens contraire des vitesses
des points matériels y et 1/ qui répondent au point
de contact K , sera proportionuelle i celle que M aura
communiquée & M’ snivant KH/, on M’ 4 M suivant
KH , pendant l¢é méme instant. Done, en supposant
que le frottement conserve la méme direction , pou¥
chaque mobile , pendant tonte la durde du chog, €t
quon représente par U la quantite finie de mow~
vement communiquée par un mobile & l'autre ; 50
vant les parties KH on KH' de la normale; peudﬂ”!
cette méme durde , le frottement total pourra &r¢
représenté par £7J; J étant un coeflicient qui ne det
pendra que de Ja nature des deax corps prés de le™

] " : s i |
point de contact, Cette foree devra &pe appliquee® ™
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en sens contraire du glissement de @, et 2 M en
sens contraire du glissement de #'. En supposant
done que ces mouvemens aient lieu suivant les denx
parties KF et KI’ d'une tangente FKF’ aux deux
mobiles , et qu'on représente par p et P les pro~
Jections sur cette droite , des déplacemens infiniment
petits attribués, dans I'équation (5), aux points
et w', on aura :

— fO(p + P>

pour le terme qu’il faudra ajouter au premier mems
bre de cette équation, a raison du frollement que
nous considérons : la quantité p est positive ou
négative , selon que cette projection tombera suw
la direction KF du mouvement de g ou sur son
prolongement KF', et de méme la projection p' sera

positive on négative, suivant qu'elle tombera sur
KF” ou sur KF.

On introduira de semblables termes dans Yéqua-
tion (5), pour lous les points dans lesquels deux des
corps du systéme viendront se choquer. La considé-
vation de ces termes est nécessaire dans la pratique ;
-l‘ewmplﬁ du n® 477 suflit pour montrer Pinfluence
que ces termes, ou les frottemens dont ils provien-
Nent, peavent avoir sur les pchUSSiOHS; mais on
en-fait ahstraction lorsqu’il sagit des théoremes gé-
Beraux sur le choc des corps; et, dans la suite,
Mous les supposerons nuls ou insensibles.

On néglige aussi les quantités de mouvement pro-
‘(Uites par le poids des mobiles pendant la duréde du
<hoc, attendu que ces quanlités sont proportion-
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nelles & cette durée, et, conséquemment, insensibles.
Quant aux quantités de mouvement produites par Jes
attractions moléculaires qui se développent pendant
le choc, soit d"un corps & un autre, quand Ia distance
de leur surface est devenue insensible, soit dans I'in-
tévieur de chaque corps, & raison des compressions
ou dilatations qu'il éprouve, on en a déja tenu
compte daus 'équation (5), et leurs composantes to-
tales sont précisément les quantités qui ont été re-
présentées par mA, mB, mC, pour le point quel-
conque 7.

538. Lorsqu'un systéme de points matériels est
entitrement libre dans Vespace, de sorte que les
équations (2) qui expriment leur liaison , ne contien-
nent que les distances mutuelles de ces points, dont
aucun n'est supposé fixe, ou assujetti a demeurer sur
une surface ou sur une courbe donnée, on peut dé-
composer le mouvement d’'un tel systéme dans I’es~
pace, comme nous I'avons fait précédemment pour unt
corps solide entiérement libre (n° 455), en deux mou
vemens plus simples : I'un de translation, commun 3
tous les points du systeme, et qui sera celui de so®
centre de gravilé; l'auntre de rotation autour de €€
centre. Nous allons déduire successivemeni de 12
formule (1) les équations différentielles de ces dev™
mouvemens, :

D’aprés la nature du systéme, il est évident quon
peut déplacer a la fois tous ses points d’'une MEME
quantité, suivant une méme direction que]conqu‘3
Supposons que «, €, 3, expriment les projections de
ce deplacement commun sur les trois axes des €09%~
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données; on aura alors
& = Jr = dx’
€= dy =&y =7’

y=dz = ! = P, etc.;

&z, - ete.,

|

ete.,

|

Yéquation (1) deviendra donc
@ (X — ddif)+@zn(f—%{)+yzm(z ) eo;

et comme les trois quantités 2, €, v, sont indépen-
dantes entre elles, cette équation se décomposera en

celles-ci :

p2 m%;{ =3mX, Em% =ZmY, Emj—:f= =mZ. (6)

Or, si I'on appelle x,, ¥, %, les trois coordon-
nées du cenire de gravité du systeme, on aura

o Em=—Zmx, y,Zm=3IZmy, zZ, == Zmz;
d’'ou l'on déduit

it Iz
— L b
de* 2n 2 die?

dy, d'y
2 Sm=2m =
de des?

d’z, d°z
=N —— 3
dr Zm 210 57

Par conséquent, on aura

diy

e | &y d'z -
di 2m=2=mX, E’%‘ Sm—=3mY, }?’-‘l Em=3mZ, (7)

Pour les équations différenticlles du mouvement du
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centre de gravité, qui sera le mbuvement de trans-
lation du systéme. Elles montrent que le centre de
gravité de lout systeme entierement libre, est le
méme que si les masses de tous les mobiles y étaient
réunies, et-que leurs forces motrices ¥ tussent trans-
portées parall¢lement 4 leurs directions, comme dans
le cas d'un seul corps solide (n= 438 ).

Si, parmi les points i, m'y m", etc. , il ¥ en avait
qui fussent assujettis & se mouvoir sur des sarfaces
données, les équations (6) et (7) pourraient encore
subsister, en joignant aux forces donndes, d’auntres
forces inconnues en grandeur, perpendiculairves a ces
surfaces, et qui exprimeraient leurs résistances; ce qui
permettrait ensuite de faire abstraction des surfaces
données, et de considérer les points m, m/, m", etc.,
tomme appartenant a un systeme entiérement libre-

539. La nature d’un tel systéme permet aussi de
faire tourner 4 la fois tous ses points autour d'un
méme axe, et d'une méme quantité angulaire , de
manicre que leurs distances mutuelles we varient pas:
Supposons que cetie droite passe par lorigine des
coordonnées. Sofeut A, u, », les angles que fait 58
direction arbitraire avec les axes des X, ¥, %351 nous
faisons pour un moment

dat - J\J}J e Jzt — k2,
les cosinus degs angles que fait la direction du dépla~
cement de m, ayvec des paralleles aux trois axes, m€”
, % dx -y Iz
nees par ce point, seront T =

. - " . . - ./ n;-'-
direction est comprise dans un plan pcrpcndwu]d”

; et comme cette
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a l'axe de rotation, il fandra qu'on ait

& &y Jz
~ cos A + ;}71 cos p - = Cos ¥ = o,

3 . = i Sy

De plus, l'axe de rotation passant par Porigine des
Coordonnées, la guantite x* 4~ y* -- z* ne varilera pas
pendant le déplacement de m ; on aura donc aussi

xdx + ydy + zdz = 0;

el I'on tire sans difficulié , de ces deux dernires
€quations ,

dz = (ycosA — xcosu)e,
dy = (xcos vy — z-cos A )&, (8)
dar= (zcosp — ycosy)e;

¢ elant un facleur indéterminé. On aura de méme

4z = (y" cosA — x'cospu)é,
dy' = (&' cos v — zcos A )¢,

da' = (2 cospp — ¥y cosv ) ¢

¢ étant aunssi un facteur indéterminé qui devra étre
égal i ¢, pour que le mouvement de rotation soit le
Méme pour m et pour 7', et que la distance de ces
eux peints ne varie pas. En effet, le carré de cette
distance étant (x—ax' P+ {y—7y p(2—=2),
et les formules précédentes rendant déja constantes
€s deny parties &%= y*~-z* et a4+ de cette
Hantité , il faut que la variation de xx’ - yy' 4 zz/
SOt aussi nulle ; d’on il résulte

X' ¥ &y A4 odz g 2’ -y dy' + 2d2 = 0;
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ou bien, en meitant pour Jx, &z, ete., leurs va-
leurs,

[(xly —y'x) cos v 4= (2'x — 2'z) cos
+(r'z—zy)cosA] (e —¢' )=0;
équation qui ne peut subsister pour tous les points
du systeme, qu'autant qu'on anra ¢ =z,
Je substitue les formules (8) 4 la place de Jx, ',
d'z, dans 'équation (1). En observant que ¢, cos A,

€os i, cos v, sont des quantités communes & tous les
points du systéme, il vient

ecosvzm[x (%——Y)——y(%-;—:——X)]
~}-ecos u=m l:z (‘fﬂf-— X)r—.r(j-%—- Z)]
- ecos AZm [)‘ (j—f-——— Z ) —z %}—f— Y)]:o;

et a cause que les coefliciens des sommes = sont trois
quantités indépendantes entre elles, cette €quation s¢
décomposera en trois autres, savoir :

& @
=m (= 35— Gr)=3m (X —7X),

a &
=m(z ﬁ—xﬁ):ian(zX—xZ), ¢

d'z dy
Zn(r =2k )=3m(yZ—aX),

lesquelles équations seront celles du mouvement d€
rotation d’un systéme entiérement libve, autour d'u
point fixe quion peut prendre arbitrairement, et O%
I'on placera l'origine des coordonnées. Ces équations
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subsisteront encore, lorsque tous les points m, m/,
m', etc., ou une partie d’entre eux, seront assujettis
3 rester & des distances données d¢ cette origine,
puisque les valeurs de J'x, d'x', etc., dont on a fait
usage, satisfont a cette cendition.

Si le systéme se réduit a un seul point, le mouve-
ment de rotation ne se distinguera pas du mouvement
de translation ; les équations (9) ne seront effective—
ment qu'une combinaison des équations (6); et I'on
voit, de plus , que chacune d'elles sera ung suite des
deux autres; car en supposant que le systéme se ré-
duise au point , et ajoutant les équations (g) apres
les ayoir multipliées par z, ¥, x, il en résultera une
€quation identique.

Au lien de faire tourner le systeme autour d’un
axe quelconque, pour obtenir ala fois les trois équa-
tions (g), on obtiendrait plus simplement chacune
Q’elles, en faisant coincider cette droite, comme dans
le n° 340, avec I'un des axes des coordonnées ; mais
le calcul précédent a Pavantage de montrer que la
considération d'un mouvement autour d’'un axe quel-
conque ne peut donner que les trois équations (g),
de méme que la considération d’'un mouvement pa-~
rallele 4 un axe quelconque ne peut donner que les
trois équations (6).

8l y a, dans le systeme , un axe fixe , et qu'on le
Prenne pour celui des z, par exemple, la premiére
€quation (g) subsistera seule , et sera celle du mou-
vement de rotation autour d'un axe fixe, comme
dans le cas d’'un corps solide ( n® 391 i3

540. Dans le cas d'un systéme entiérement libre, oit
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les équations (6) et (9) ont lieu simultanément, trans-
portons Porigine des coordonnées an point du sys-
teme dont les coordonnées variables seront repré-'
sentées par x,, ¥,, %, relativement i la premiere
origine; et faisons, pour cela,

x =x, A%, ¥ =rity,, =14z,

2 e ! o e ol — -
'lrf':‘l‘hlﬂ‘x.'f Ik +.,Vf’! “-"'_*'-‘|+‘~',,1
ete. ;

’

en sorie que x,, ¥, 3, x/, y/, z!, ete. , soient
les coordonnées de m, m/, ete., rapportées a la nou
velle origine. La premiére équation (g) pourra d'a-
bord s'écrire ainsi :

T, Zm ([51—3: e Y) —y3m (r?‘r \>

d*y dx = L
-+ Zm (.r, Se— I_) =ZIm(xY—yX);

les termes multipliés par x, et 7. se détruisent, er
vertu des deux premiéres équations (6); et en ache”
vanl la substitution des valeurs précédentes de %
&/, etc. , dans la partie restante du premier membres
on aura

rp‘?..l dnx' L d:lj,.r d ".1', )

2, — = Zmy, - Zm (.1", =Y
— Zm{xY
=2m(xY—yX),

quelle que soit 'origine mobile des coordonnées. Mais
s1 ce point cst le centre de gravité du systéme, $es
sommes Smax, et iy, seront nulles; par consequents
d.“}qt

<Nl i
les termaes multipliés bt £
les te multipliés par —= et 5

’ diﬁpiu‘aitl'ont
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encore comme ceux qui avalent , et ¥, pour facteurs;
ce qui simplifiera Péquation précédente. En faisant
des réductions semblables sur les deux autres équa-
tions (y), nous aurons

s ]
2m (2, 52—,

c‘T’) = Zm(xY—1X),

de
d%E; diz
zm(:i—d_r__ = dt‘)—Em( X—xZ), (10)
Zm ?‘Eﬁi—— 4y =Zm(yZ—:zY),
il i g dt’

pour les trois éguations du mouvement de rotation
du systeme autour de son centre de graviié. En les
Comparant aux €quations (), on voit que ce mouve-
Ment sera le méme que si le centre de gravité était
Un point fixe, et que les forces données, qui agissent
sur tous les points du systeme, ne fussent pas chan-
geées; propriété qui n’appartient qu’au centre de gra-
vité, et que nous avions déja trouvée (n°® 438 ) dans
le cas d’un corps solide entiérement libre.

541. 8iT'on donne aux quantités J'oe, Iy, ete., que
renferme I'équation (5), les mémes valeurs que dans
le n° 538, on en déduira

2ma = EmA, Zmb=—3ZmB, Zmc=3mC; (11)

Ce qui montre que dans les changemens brusques de
wte55e la somme des quantités de mouvement de
toug ltq poinis d'un s_ysteme entierement libre de-
Weure Ja méme , parallclement & (‘haql.c axe des
“ordounées, et, par conséquent, suivant une di=
T€Ction quc]couiuc Ii en résulte aussi que Ja gran-
“eur et la direction de la vitesse du centre de gra-

-
<.
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vité ne changent pas non plus; car les composantes
de cette vitesse, avant et apres le changement brus-
que, sont les deux membres de chacune des équa-
tions (11), divisés par la masse totale =m. Ainsi,
dans le choc de deux ou d'un plus grand nombre
de corps, de nature et de forme quelcongues, Ia
vitesse de leur cenire de gravité et la quantilé to-
tale de mouvement suivant chaque direction, n’é~
prouvent jamais ancun changement, comme nous
Favons déji vu dans un cas particulier (n° 364).
Sia, b, c,a,l, ¢, etc., sont les composantes
des vitesses initiales. de m, m/, etc., et A, B, C,
A’, B, €, ete., les composantes des vitesses qui
Feur seraient imprimées d’'une maniére quelcogque a
Yorigine du mouvement, si ces points matériels
étaient 1s0dds, on aura

fi‘

dy,
e =ma, %—Em: =mb, - 2 = Zme ;

dt

¢t, par conséquent,
dx, ;8 dy, ) dz, b3
7 2m=3mA, Z'Em=3ImB, ' Zm = =ml,

pour £=o0; équations qui feront connaitre les com-
posantes de la vitesse initiale du centre de gravité ,
d’apres les vitesses données A , A’ ete. , ou seulement
d’a2prés la somme totale des, quantités de mouvement
communiquées au systéme parallélement aux tro®
axes des coordonnées, h

Je mets encore dans Véquation (5) les formules (8
4 la Pl;_.ce de Jx, &'y, d'z, et jen: conelug
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=m(xb ;_}'a) = Zm (xB -~ yA),
Em(za — xc)= ZEm {zA —xC), (12)
Em (yec— zb) = Zm (yC— zB);

te qui fait voir que, dans les changemens l)rusqugs
de yitesse, les momens des quantités de mouvement
de tous les points d’'un systéme entiérement libre
restent les mémes, par rapport a un axe quelconque;
théoréme qui subsiste encore, lorsque le systeme ren-
ferme un ou plusieurs points fixes, pourvu que ces
Points appartiennent a axe des momens.
En supposant que ces équations (12) répondent 4
‘origine du moavement, de sorte qu’on ait
dr dy

i —

dz
T SR

= a—m £

dr

2

pour Z=o, et en transportant, comme dans le nu-
méro précédent, I'origine des coordonnées au centre
de gravilé du systéme, qu'on suppose entierement
libre, on changera ces équations en celle-ci :

dy ; g n'xr i 7
=m (..T.‘I Z =y E[> = Zm (‘r:B '__flA) 3

dzx, dz, ol t 5
= ( g — %) = Em(zA —a ),

; dz,. - dj‘; B, N 7
n (7, 5 ) = TGS ),

dar.ls lesquelles x,, ¥,, %, sont les coordonuées du
Pf)mt quelconque m , relativement i la wouvelle ori-
Stue. Ces équations seront celles du nrouvenient ini-
bl dy systeme autour de son centre de gravité; et
“Omme elles ne renferment pas les composantes de la

27
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vitesse de ce point, il s'ensuit que ce mouvement de
rotation sera le méme que si le centre de gravité
était un point fixe, et que les vitesses données A,
A, etc., qui sonl comprises dans les seconds mem-

j20

bres, ne fussent pas changées ; résultat conforme i ce-
lui que nous avons déja trouvé, d'une autre maniére,
pour le cas d'un corps solide (n® 436).

542. Nous ferons remarquer que les équations (11)
et (12) peuvent se déduire des équations (6) et (g);
en supposant, dans celles-ci, que mX, mY, mZ,
m'X’, m'Y', m'Z, etc., soient les composantes de
forces motrices agissant sur les points m, n/, etc. ,
avec une grande intensité, et susceptibles de produire
peadant un trés court intervalle de temps, que nous
représenterons par 9, des quantités de mouvement
données mA, mB, mC, m'A/, m'B', m'C/, ete.

En effet, d’aprés cela, on aura

[ixamn, frams, [umc

et si les points du systéme sont en repos au commen”
cement du temps 0, et que @, b, ¢, &, b, ¢, etc-»
solent les composantes de leurs vitesses i la fin de cé!
intervalle de temps, on aura aussi

8 g4 6 r'f”}' "6 g2z
fﬂkl,—__-dtmn-, /;a?a’z‘":_b, / cdt=1¢;

J oo d e

wf

pour le point quelcgnque m.

Or, en multipliant la premiere équation (6) par dt,
et mntegrant ensnite ses deux membres depuis = ©
jusqua = f, on a




DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE, Aar

8 AL a0 i
21?3[ Ti.!f — Enzf Xt ;

Ce qui coincide, d'apres ce qui précede, avec la pre-
iere équation (11); et de méme pour les deux au-
tres équations (6) et (11).

De plus, si I'on fait abstraction des déplacemens
des points m, m/, m", etc., pendant le temps b, et
Gue Pon considére, en conséquence, leurs coordon-
lées comme constantes pendant P'action des forces
données , on déduira de la premiere équation (9)

b doy 0 ds
Zm (x. f (7,!1 dt —y. f %{I rfz)

! a

= 0 (.r.‘ﬁs\'a’l-———]’.‘[f Xf/f);

C¢ qui n'est autre chose que la premiere équa—
tion (12), en verta des suppositions précédentes ; et
'on conclura de méme les deux autres équations (1 2)
des deux derniéres équations (g).

543. Les accroissemens des coordonnées dont on a
fait usage dans le n° 53¢, supposent que les distances
des points du systeme entre eux et 4 Vorigine des
Coordonnées, sont invariables; leurs expressions ,
divisdes par dt, doivent donc coincider avec les com-
Posantes de la vitesse, relatives aux élémens d’un corps
Solide, tournant autour d’'un point fixe; ce qu’il ne
Sera pas inutile de vérifier.
cofs]l;r ce_la , solent ?x, [_)}.1‘,. O% (fig. 30), les axes des

nnees, et OI I'axe qui répond aux angles 2,
"'_" ¥» du n° 539, autour duquel on fait tourner le
Wsleme @une quantité infiniment petite. Pans co:

=

R

e ——r
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mouvement, les points du systeme décrivent des ares
de cercle semblables, et ont tous la méme vitesse an-
gulaire; pour la connaitre, il suffira de déterminer
celle d’'un point K, qui se trouvait, par exemple ,
sur l'axe 0z an commencement de linstant d¢. Or,
pour ce point, on a x=0 et y =0; ce qui reduJ
les formules (8) a

dx=1zscospm, dy=-—zecosr, dJz=0;
la vitesse absolue du point K sera donc

It 4 d Iz __ zsiny
de* ST

a cause de cos® A 4 cos®* -~ cos*y = 1. Sa distance
Faxe Ol est z sin » ; par conséquent, on aura = pour

sa vitesse angulaire, qui sera celle de tout le sys=
teme.
En la représentant par w, on aura donc &= wd’;
et si 'on fait
@COSA=p, GCOSU==¢, @COSY=T,

les formules (8) deviendront

S=Op—=0), F=(ar—m), = (xq—7);

résultats qui coincident avec ceux du n° 408, en pré”
nant, dans ceux-ci, les directions des axes u:n’)hlle5
Ox,, Oy, 0z,, a l'instant que l'on considere, pour
celles des axes fixes et arbitraires Ox , Oy, 0z.

On peut remarquer que si le plan m.OL décrit '3~
bord un angle rdt autour de 'axe 0z, et que le mo"~
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vement ait lieu de Oz vers Oy, ou dans le sens indi-
qué par la fleche s, on aura les aceroisseniens des
coordonnées x, ¥, z, du point in, en faisant p=oet
g=o0 dans les valeurs de dx, J¥; J'%; par consé-
quent, ses trois coordonnées deviendront

x — yrdt, y = ardt, 2

Apres ce premier mouvement, si le plan mOy déerit
un angle gd¢ autour de laxe Oy, et en allant de Yaxe
0z vers 'axe Ox, les accroissemens des coordonnges
de m s'obtiendront en faisant p=o etr=o dans les
valeurs de d'a, d'y, 4z, et y mettant ensuite les
trois coordonnées précédentes a la place de x, 7, z;
d'our il résulte quaprés ce second mouvement les
Coordonnées du point m seront

X — yrdt 4 zqdt, y -+ xrdt, z— (a — yrdt) qdt ;

et la troisiétme se réduira i z — xgdt, en négligeant
Uinfiniment petit du second ordre. Enfin, aprés le
second mouvement, si le plan mOx décrit un angle
pdt autour de l'axe Ox, et en allant de 'axe Oy vers
Yaxe 0z, on trouvera, en négligeant les infiniment
petits du secound ordre,

X (2g—yr)dt, y4(xr—zp)dt, s+ (yp—xg)dt,

Pour les trois coordonnées du point m; & la fin du
troisisme mouvement, qui Gtaient primitivement
o 5t

On conclut de la que si un point m tourne successi=
Vement autour de trois axes rectangulaires, avec des
Vitesses angulaires p, ¢, r, €t pendant des justans
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égaux, son déplacement final sera le méme que sl
etit tourné pendant un de ces instans, avee une vi-
lesse angulaire », antour d'un seul axe, faisant avec
les trois premiers des angles dont les cosinus sont
{:’, g, ;f Cette remarque, relative aux trois vitesses de
rotation p, ¢, r, qu'on appelle les composantes de la
Vitesse @ (n” 4o7), sapplique également aux compo-
santes d'une vitesse de translation,

La composition des vitesses de rotation suit les
mémes lois, et est comprise dans les mémes formules
que celle des vitesses de translation; en partant de cette
analogie de ces deux sortes de mouvement, on en
peut déduire Uidentité de la composition des momens
et de la composition des forces, quE nous avons con-
clue (n° 281) d’une semblable analogie entre les
projections des lignes droites et les projections des
surfaces.

S 1L Lois genérales des petites oscillations.

544. Indépendamment des mouvemens de trans-
lation et de rotation communs a tous les points d'an
systeme quelconque, et dans lesquels leurs distances
ne varient pas, il y a d’autres mouvemens ou €5
mobiles s’¢loignent et se rapprochent les uns des s
tres. Or, si leurs déplacemens sont constamment 1
petils, on peut réduire le probleme a des équation®
linéaires, et déterminer, par approximation , les coor”
données des mobiles en fonctions du temps. Des phe-
nomenes tres nombreux et trés variés dépendent
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de ces ‘petits mouvemens oscillatoires , dont nous al-
lons maintenant faire connaitre les lois générales.

Soient 7 le nombre des mobiles m, m', m”, etc., et
v le nombre des équations (2) du n® 551, qui expri-
ment les conditions du systeme. Le nombre des coor-
données de ces points matériels sera 53¢, et. si I'on fait
5i — y = n, les équations (2) détermineront un
nombre v de coordonnées en fonctions des 7 autres,
Ou, plus généralement , toutes les coordonnées pour—
ront étre détermindes au moyen de ces équations,
en fouctions de » variables indépendantes. Je re-
Présenterai par «, €, 7, etc., les valeurs initiales
‘de ces n variables, et par a—-u, €+ ¢, ¥ +w, etc.,
lears valeurs au bout du temps Z; et je supposerai
que les inconnues u, v, w, elc., soient de tres
Petites quantités pendant toute la durée du mou-
vement. Chacune des coordounnées des mobiles sera
une fonction donnée de @ 4 u, € 4 v, 3 4w, etc.,
qui pourrait, en outre, renfermer le temps Z, si
celte variable entrait explicitement dans les équa-
tions {2). Ces fonctions pourront se développer en
séries trés convergentes , ordonnées suivant les puis-
sances et les produits de u, v, w, etc. Je représen-
terai ces développemens par

= p ~ au— by 4 cw -+ etc.

e L for - 1wt hue = kuw -+ low-elc., -
Y =p, 4 a4+ b,y v -elc.

—ie L i tg Wi h uv -k av=1L w4 ete.
=po ap 4 by 4 e,w - eic.

Fle,t-pL fior g -kl A et
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X'=p" 4 a'tu+ by 4= ' - ete.
+rewt 4 2 flo gt B
—+ Fuw 4 low -+ ete. ,

_ Y=p,+au+ b o4 wtete.
1‘ et 41 fler 18w + B aw

= K uw 4 1 ow <+ ete. ,
2 =p a4 by 4 c' 4= ete.

+aeut - Lo 2 gl =k e

+ Kuw - I ow - ete.,
ete. ;
€t je supposerai que les équations (2) ne contien~
nent pas le terme ¢ explicitement, auquel cas tous
les coefficiens des puissances et des produits de ,
¢y w, etc., dans ces séries, scront des constantes
données. Si le systtme avait un mouvement de
translation ou de rotation commun 4 tous ses points,
il faudrait comprendre les parties variables de leurs
coordonnées, qui en résulteraient » dans les pre-
miers termes P ,‘p, » efc.; mais, pour plus de sim-
plicité, je supposerai que cette circonstance n’a pas
lieu; et ces premiers termes seront anssi des cons
lantes données.

Lescomposantes des forces qui agissent sur les points
m, w'y m, etc. , étant des fonctions données de leurs
coordonnées,, si I'on substitue dans leurs expressions
Ies valeurs de X, ¥, €lc., on pourra ensuite les déve-
1 lopper suivant les puissances et les produits de #, ¢»
Ei’ w, ele. De cette maniere, on aura dong
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X =P 4 Au + By -+ Cw —+ etc.,

Y — P, + Au- By Cw 4 etc.,
Z = P, 4+ Au-+ By C,w - etc.,
X' — P 4 Au -+ By | Cw - ete.,
Y = P',+ A u+ B+ Cw etc,

Z’ - Prn+ A’au"" B’=p+ C’nw+ etc'?

ete. ;

les premiers termes P, P,, etc., et tous les coeffi-
ciens A, A, , etc. , étant des fonctions données de p,
Ps, etc., @, b, elc., qui pourraient, en outre, ren—
fermer le temps ¢, si cette variable entrait explicite-
ment dans les expressions des forces données. Nous
supposerons que cela n'a pas lieu; et nous regarde-
rons les quantités P, P,, etc., A, A,, elc,, comme
des constantes données.

545. Cela posé, pour appliquer I'équation (1) du
n° 551 au mouvement que nous considérons, il fau-
dra attribuer aux variables indépendantes u, ¢,
w, etc., des accroissemens infiniment petits, qu'on
représentera par d'u, d'v, 4'w, etc.; puis substituer,
dans cette équation (1), les valeurs correspondantes
de dx, Jy, d'z, qui seront, en négligeant les infini-
Ment petits du second ordre,

S =i (@ + eu + ho = kw =+ ete)d'u
+ (b + fo + hu+ lw + etc.)dv
-+ (¢ == gw = ku lv 4 etc.)d'w
- etc.,




428 TRAITE DE MECANIQUE.

i (@t e~ b kv < ete.) d'u
+ Gt v+ hadt Lw + ete) S0
+ (ed-gwad hut Lo 4 etc.)d
=+ etc.., s

% e =it et~ by kv - ete.) J'u
+ (b foo+ b Lw ~+ ete.) Jv
+ (c. +g.w—+ ket Ly - ete.) S'w
—ete;

formules d’ot1 1'on déduira les valeurs de dx', &y,
J'z’, en ajoutant un trait supérieur 4 toutes les cons-
lantes; celles de dx", &', J2" en en ajoutant
deux; etc. La substitution de ces valeurs de Ja,
dy, ete., étant eflfectuée, on égalera a zéro, dans le
premier membre de équation (1), le coefficient de
chacune des quantités d'u, J'v, Hw, etc., qui sont

arbitraires et indépendantes. De cetle maniére, on
aura

Zh [(%-X) (@ 4+ eu - ko 4 ki - elc.)

—!—-(%—Y)(;z.-!- et I kw |- etc.)
- (%_; i Z) (an + C,lL + ]}Q{'»-f— A‘QIV + (}[C.)] =3

d*x
=m [(HT—'X) (6 4+ fo 4+ hu 4 by -+ ete.)

d? R ]
E%-—\_)(b,-f_j,u_'.. houe - Lo - etc. )

s

- K&".!'T == Z) (b, - St = fae - Ly - clc.)] = 0>
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zm [(%——X)(( +gw + ku + lo "} eic.)
-+ (C;;)—— Y) (e,-tgw ku- Ly =+ etc.)
-+ (dfﬂ — Z)((Jn gw ku+ Ly -+ e‘tc.)] =0,

eic. :

»

les sommes = s'étendant toujours & tous les points
m, m', m", etc., du systeme.

1l restera encore & substituer dans ces équations, a
la place de &, 7, etc., X, Y, etc., leurs valeurs pre-
cédentes. La substitution faite, on négligera, dans
Une premiére approximation, les carrés et les pro-
duits de u, v, w, etc., ainsi que les produits de
ces inconnues et de leurs. coefliciens différentiels
d- e d*v d*w ; L
JE’ gpc Ie » St qui sont aussi des quantités
constammment tres petites; il en résultera alors un
nombre n d’équations linéaires a coefliciens cons—
tans, que nous indiquerons par (a), et dont cha-
cune sera de la forme :

r" u

et L J,,4+1 d,l—%—ctcn ,

(@)
——Lru-i-liv 4 Kw 4-ete. =0Q;

1@‘* coefficiens D, E, F, etc., G, H, K, elc., ainsi que
la quantite Q, dmdnant des fnmflons données des
Constantes qui entrent dans les valeurs précédentes
de x, 7, elc., X, Y, elc.

Aprés avoir déterminé les valeurs approchées de

“; ¥, w, efe., au moyen de ces 1 équations;, on les
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substituera dans les termes des équations rigonreuses,
qu'on a négligés dans cette premiére approximation ;
les nouvelles équations qui en résulteront différeront

" des premiéres en ce que leurs seconds membres, au

liecu d'étre constans, seront des fonctions connues
de z; on en déduira d’autres valeurs de u, ¢, w, etc.,
plus approchées que les premiéres; et ainsi de suite,
par la méthode des approximations successives. Nous
nous bornerons & la premiére approximation , suivant
Pusage ordinaire dans les questions de ce genve.
Quand les points matériels m, ', m, etc., seront en
nombre infini, les équalidns (a) se changeront en
équations aux différences partielles, communes 2
tous les points du systeme, et dont le nombre sera
toujours égal a celui des inconnues %, ¢, w, ete
Clest ce que I'on a vu, par exemple, dans le probleme
des cordes vibrantes (n°® 483), ol ces inconnues
sont au nombre de trois, qui expriment les déplace-
mens d'un point quelconque de la corde suivant trois
directions rectangulaires, et dont les valeurs dépen-
dent de trois équations aux différences partielles, du
second ordre par rapport i £,

546. Les %econds membres des €quations (@) et les
coefficiens qui entrent dans les premiers , étant des
quantités constantes , on pourra toujours faire dispa-
raitre ces seconds membres, en augmentant chacun®
des inconnues #, v, w, etc. , d'une quantité cons-
taute, qu'on déterminera facilement. Sans restreindre
la généralité de ja question , nous pouvons donc
supposer quen a @ — o dans chacune des éqﬂ"*”
tions (@); €¢ qui vevient a dire que les valeurs inl-
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tiales 2, €, 9, elc., des n variables indépendantes,
répondent 4 un état d'équilibre du systéme, dont
on I'a écarté en déplacant un tant soit peu les points
m, m/, m", etc., et leur imprimant de trés petites
Vitesses. Ces déplacemens et ces vilesses devant étre
compatibles avec les liaisons des poinis du systeme,
Ce ne sont pas les valeurs initiales des coordonnées
x, y, elc., et de leurs premiers coefficiens différen-
dx dy
dt’ dt’
dans chaque cas, mais seulement les valeurs initiales
des inconnues indépendantes u, ¢, w, etc., et de
du dv dw
di’di’ a?©

On satisfera aux équations () sans seconds mem-
bres, en prenant

lelg etc., qui sont données arbitrairement

leurs coefficiens différentiels tc.

u = RN sin (z \/;—3 — ), i

v = RN/ sin (z \/E — ), ( (8)
w = RN'sin (¢ Vp — 7),

etos:;

R et r étant des constantes arbitraires, dont la se-
tonde pourra étre supposée positive et moindre que
7z, el p, N, N, N, etc., deésignant des constantes
qu’il s'agira de déterminer. La substitution de ces
Valeurs de u, v, w, etc., dans les équations (a),
donnera ¢videmment un nombre 7 d’équations de
Cette forme :

(DN EN'FIN"-+ etc.) p = GN-+HN'+ KN'}- etc.

Eu €liminant entre elles un nombre n —1 des quan-
Utés N, N, N, etc., la ™ sen ira en méme temps,
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et 'on aura, pour déterminer f, une équation du de-
gr¢ 71, que je représenterai par

ST

De plus, les valeurs de 7 — 1 des quantités N, N,
N’, etc., par exemple,, de N, N", ete. , qu'on tirerd
de ces mémes équations, seront des fractions ration-
nelles du degré n, par rapport 2 p, ayant un déno-
minateur commun, et multipliées toutes par la
quantité N, qui restera indélerminée. En faisant
eelle-ci égale au dénominateur commun , les 7 quan-
tités N, IV, N”, etc., seront exprimées symetrique-~
ment par des pelynomes du degré n relativement
a p. Or, a cause de la forme lindaire des €équa-
tions (&), on y satisfera non-seulement par les va-
leurs précédentes de u, v, w, etc., relatives & telle
racine quon voudra de Péquation A = o, mais
aussi en prenant pour #, ¢, w, etc., les sommes d€
toutes ces valeurs particuliéres, dans lesquelles on
pourra changer les constantes R et r en méme temp®
que la racine de A = 0. Si donc on appelie p»
Piy fas €lC., les racines de cette équation, et qu’ont
represente par N, N,, N,, etc., les valeurs cor-
respondantes de N; par N, N',, N',, etc., celles
de N'; etc., on satisfera aux équations (a) av
moyen de

u=RN sin(z‘.\/ﬁ-—r)-{-«lily, sin(t\/f:—r,}—}—etc.,j

v = RN'si n(t\/;—-i')—{—ﬁ, N’,si rl(if\/;,-—-r,j +-etc., { (c)
e B.N"Sill(ﬁ\/tg—ﬁ'\d—l{ N? sin(t\/'p#,—r,_]-{-e tc., '\
etfe.
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R, R,, B,, etc., r, r,, 1., etc., étant des cons—

tantes arbitraires; et comme elles sont au nombre de

n, 1l s'ensuit que ces formules (¢) seront les 7 inté-

grales completes des équations (a), dont chacune est
du second ordre.

Dans chaque cas, on déterminera les valeurs de
R cosr, R,cosr,, etc., Rsinr, R,sinr,, €etc., au
moyen des valeurs données pour £=o0, des 2n quan-

du dy  dw

Utés u, v, w, elc., =, or» 7 etc. Toutes ces va-
leurs étant supposées trés petites, celles de R, R, ,
R,, etc., le seront aussi; par conséquent , si toutes
Ies racines p, p., pa, etc., de I'équation A = o, sont
réelles et positives, les valeurs de u, ¢, w, etc., en
fonctions de ¢, seront périodiques et demeureront
tres petites, comme on I'a supposé pendant toute la
durée du mouvement. Mais si une on plusieurs de
Ces racines sont imaginaires ou négatives, les termes
qui leur correspondront dans les équations (8) se
changeront, par les formules connues, en exponen-
tielles, et croitront indéfiniment; par conséquent,
les valeurs de u, v, w, etc., quelque petites qu’elles
dient été 4 lorigine du mouvement, finiront par ces-
ser de I'étre ; et les formules (¢) ne pourront plus re-
Présenter les valeurs approéhées de ces inconnues, que
Pendant un temps peu considérable. Dans le premier
€as, que nous allons examiner spécialement , I'état d’é-
Quilibre, d’ou le systéme a été un peu écarté, est un
€tat stable ; dans le second cas, cet equilihre est non
Stable | du moins relativement aux dérangemens
pr umhfq . pour lesquels les coefliciens R, B, R, eic.,

2. 28
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des termes non périodiques, ne sont pas égaux 2
7Zer0.

547. Lorsque tous les coefficiens R, R,, R,, etc.,
sont nuls, excepté le premier, par exemple, les for-
mules (¢) se réduisent aux formules (4). En négli-
geant toujours les carrés et les produits de ¢, u,
w, etc., on aura donc simplement (n° 544 )

xrx=p +(aN - bN'4 eN"--etc.)R sin {i\/g—")’
7 =p.A(@N4 5N+ N'+ ete.\Rsin (8/p—1),
z = p,~+(a,N ~+ b,N'+4- ¢ N'~-etc. )R sin (ey/p—r1),
'==p’ A (@'N 4= b'N'4= 'N"+-ete.)Rsin (27 /f—7),
Y'=p' A (@ N+4-b' N'+4-¢' N'4etc.)Rsin (i p—r),
2 = p' ;4 (' N4-b' N'+-¢' N+ etc. ) Rsin (1y/ (j-—-:) :

etc.

Les premiers termes p, P:» €tc., étant constans ,
ainsi que les coefliciens des seconds termes , il
s'ensuit que, dans ce cas, tous les points du systeme
feront, suivant la direction de chacune de leurs coor-
données, des oscillations isochrones et d’une ampli-
tude constante, dont la durée sera la méme et égale

L

2 - A
; T/i" pour tous ces mobiles, ¢t dans toutes 13
?

directions. Les rapports des amplitudes pour deux
points ou deux directions différentes, seront détermi~
nés, et dépendront de la nature du systéme et de la
racine p de 'équation A = o. Leur grandeur ab-
solue, dépendante du facteur R, sera arbitraire, €t
v'influera pas sur la durée des oscillations. TouS
les mobiles reviendront & la fois & leur position

|

(JJ
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d’équilibre , qui répondent, par hypothése (n° 546),
4 us=0,ve=0, W0, €, G0 & =2p),
Y =p., elc.; le premier retour aura lieu au bout

d'un temps ¢ = "/—';, qui dépendra, amsi que R,

de leur dérangement primitif.

Un systéme de points matériels, dans lequel Ia
liaison de ces points laisse un nombre 2 de varia-
bles indépendantes, et qu'on dérangera un tant soit
peu d'un état d’équilibre, pourra prendre un nom-
bre n de mouvemens semblables au précédent, qui
répondront aux n racines de I'équation A =o0. De
plus, en vertu des formules (¢) et des valeurs cor-
respondantes des coordonnées x, y, etc., lous ces
petits mouvemens , ou seulement quelques uns d'en-
tre eux, pourront avoir lien en méme temps dans ce
systéme ; et réciproquement, quel que soit son dé-
rangement initial, on pourra toujours décomposer
le mouvement de chacun de ces points, parallele-
ment a chaque axe des coordonnées, en un nombre n,
ou moindre que 7, d'oscillations simples, comme
celles qui répondent aux équations (d), dont les
durées indépendantes du dérangement initial seront
3‘;1 , 22 27 | ete. Quand ces durées seront toutes

P Ve Vi
Commensurables, le systtme entier reviendra an
I'néIne état au bout de chaque intervalle de temps
€gal & la plus longue; clest ce qui a leu, par exem-
ble, dans le mouvement des cordes vibrantes, et n'a
Pas lieu dans le mouvement transversal des yerges
€lastiques (n® 490 et 525).

28..
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C'est dans ce théoréme général que consisle le prin-
cipe de la coexistence des petites oscillations. 11 2
encore lieu lorsque le nombre des points m, iy

2", ete., du systéme est infini; le nombre des oseil-
lations simples, qui sont alors possibles, peut étre
aussi infini ; mais leurs durées et les rapports de lenrs
amplitudes n’en sont pas moins des quantités déter-
minées. Ainsi, dans le mouvement transversal d’uné
corde tendue, dont la longueur, le poids et la ten-
sion sont /, p et @, et en désignant par g la gravité,
les durées des oscillations simples ne peuvent éire

que la quantité 2 \/ *;%_ et ses sous-multiples ; et,

d’apres la formule (d) du n® 489, les amplitudes de
loscillation qui répond au sous-multiple quelcon-

2 . IWE 3
que i, sont entre elles dans le rapport de sin —— 2

sin 2=, pour des points de la corde, dont x et &

sont les distances a 'une de ses extrémités.

548. Lorsque les points m, m’, m", etc., oscille~
ront dans un milieu résistant, les composantes ¥ s
Y, etc., des forces qui Jes sollicitent, renfermeront dans

dr d g
leurs etpreﬁ.smns les composantes — —% , etc. , des

d H
vitesses de ces mobiles. Si la résistance du milieu €3t
proportionnelle au carré ou a une puissance supe”
rieure de la vitesse, elle n'influera pas sur le mouve~

meat du systeme , au degré d’approximation ou 00
dut v
nous sommes arrété, parce que les termes 7 i’

dw® : : ; - T A0S
:?;T , elc., qui en résulteraient dans les expressiof®
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de X, Y, etc., sont du méme ordre de petitesse que
les quantités qui ont é1é négligées. Mais si les mou-
vemens des points m , m’, m", etc., sont peu rapides,
il fandra , comme dans le cas des trés petites oscilla-
tions d’un pendule simple (n° 187 ), supposer la ré-
sistance proportionnelle  la premiére puissance de
la vitesse; supposition qui introduira dans les ex—
pressions X, Y, etc., et par suite dans les équa—
dy dz

- S dx
tions (a), des termes multipliés par —, =, —, €

f1C.5
qu’on ne devra pas négliger.

Ces équations, que jindiquerai par (¢), seront alors
de la forme

d'u dv i
4+ Gu - He 4+ Kw 4 etc. (e)
du d
d

d
=D'E+E'%+F'—;?+etc.;

D', E/, F/, etc., étant aussi des coefficiens constans,
qui seront proportionnels & la densité du milieu, et
généralement trés petits par rapport a ceux qui en-
trent dans le premier membre. Or, on satisfera a ce
systéme d’équations au moyen des formules (5) mul-
tipliées par des exponentielles, cest-a-dire, en pre-
Dant

u = RNsin(t \Vp — ,E
RN'sin (t \/ﬁ i T R
RN"sin (£ \p — r)e_“,.S

V

l

w

Il

ete. ;
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e désignant la base des logarithmes népériens, et w, o,
o", etc., étant des quantités constantes et trés petites.
Je négligerai leurs carrés et les produits de ces incon-
nues et des coefficiens D', E/, F/, etc. Les valeurs de %,
v, w, ele., satisfaisant déja aux équations (e) sans
seconds membres, lorsque I'on fait abstraction des
exponentielles , leur substitution dans les équa~
tions(e) donnera un nombre 2 d'équations de la forme,

2DNw + 2EN' o' 4= oF N0 ete.=D'N4-E'N'-ete-;

d'oi I'on tirera les valeurs des » inconnues w, o'
", ete.

Ces valeurs seront positives, parce que effet de
la résistance d'un milieu est de diminuer graduelle-
ment les amplitudes des oscillations. Cette diminu-
tion sera plus ou moins rapide pour les diverses va-
riables indépendantes u, ¢, w, etc. ; elle dépendra
augsi de la racine p de I'équation A=o, qui entre
dans les valeurs de N, N', N, etc. ; en sorte que les
amplitudes des oscillations simples dont le systeme
est suscepiible, ne décroitront pas toutes avec un®
méme rapidité. La résistance du milieu n’aura d’ail-
leurs ancune influence sur la durée de chaque sorte

a

d’oscillation , qui sera toujours ;—u pour celle q“i
répond 2 la racine p. En prenant les sﬁommes des for-
mules (f), relatives i toutes les racines de I’équaﬁon
A=0, on aura, comme précédemment , les V2~
leurs les plus générales de u; ¢, w, ete.

549- 11 résulte du principe du n° 547, que si 1és
points d'un systéme sont tellement liés entre €uX:
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qu'il ne reste qu'une seule variable indépendante , ils
ue pourront faire quune seule espece d'oscillations,
pour lesquelles ladurée et les rapports des amplitudes
relatives aux différens mobiles , dépendront des
forces qui les sollicitent, et de la nature du systéme.
Ce cas aura lieu, par exemple , dans le mouvement
de deux poinis matériels m et m’, attachés T'un a
Vautre par un fil d’une longueur constante, et obli-
gés de se mouvoir sur des courbes données.

Si, au coutraire, les points 7z, m!, m", ete., ne
sont pas liés entre eux ni assujettis & demeurer sur
des surfaces ou sur des courbes données , ce qui
n'empéche pas qu'ils ne soient soumis 2 leurs attrac-
tions ou répulsions mutuelles et a d’autres forces
semblables dirigées vers des points fixes , toutes leurs
coordonnées seront des variables indépendantes; et ,
dans ce cas, inverse du précédent, Ic nombre des
oscillations simples qui pourront avoir lieu, sera
triple de celui de ces points matériels. Clest ce qui
arrive effectivement dans le probleme du n® 534,
velatif au monvement trés petil d'un point m, consi-
déré comme enticrement libre, et soumisa des ferces
dirigées vers quatre points fixes.

Pour donmer encore un exemple de I'application
d_u principe précédent, considérons les petites oscilla~
tious d’un point matériel pesant m, sur la surface d'un
ellipsoide dont I'un des axes est vertical. Soient 2¢ la
bngueur de cet axe, 2a et 20 celles des deux axes
horizontanx , ct conséquemment

‘r'. 4 A2 5;
el e e — == T ,
hinel e :
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Iéquation de la surface, quand I'origine des coordon~
nées est a son centre. Si I'on transporte cette origine
au point le plus bas, et que les 5 positives soient
dirigées de bas en haut, il faudra metire ¢ —z, au
lieu de z, dans cette équation. Les oscillations du
mobile étant supposées trés petites, de part et d’autre
de ce point inférieur, les abscisses horizontales x et
de m le seront aussi, et son ordonnée verticale z sera
trés petite par rapport a x et y. En négligeant le
carré de z, apres la substitution de ¢ — z i la place
de z, on aura alors

cx* cy*

Bl 2“n+ 367

et si I'on appelle % et % les rayons de courbure des
deux sections principales de la surface, relatifs 2
son point le plus has, ouax=o0 ety =0, on en
déduira

k:%, k=

Cela posé, dans cette question, les variables indé~
pendantes sont au nombre de deux, savoir x et /'
le mobile ne peut donc exéeuter que deux sortes d'05°
cillations simples; et son mouvement le plus général,
résuliera de la coexistence de ces deux mouyemens
particuliers. Or, siI'on écartait le mobile du point Je
plus bas de Tellipsoide, dans la section dont I'axe
horizontal est 2a, et qu'on lui imprimat une vitessé
dirigée dans le plan de cette section , il est évident
qu'il n’en sortirait pas pendant tout son mouvement-
En désignant par g la gravité, la durée de ces pe-
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: e 24 j hi
tites oscillations serait alors 27 2 comme celle du

pendule simple dont la longueur est h (o° 183); et,
a un instant quelconque, on aurait

X = Rsin(t\/‘% — r), gy = 0;

R et r étant, comme précédemment, dcux constantes
arbitraires. Dans le cas ou les petites oscillations au-
raient lieu dans le plan de la section dont I'axe hori-

" ; k )
zontal est 20 , leur durée serait 271‘\/§ , et I'on au-

rait, 4 un instant quelconque,

e J‘:R’sin(t\/%—r’);

R’et 7/ étant aussi deux constantes arbitraires. Donc,
les valeurs les plus générales de x et ) seront les
sommes de ces valeurs particuliéres, c'est-a-dire

x:Rsin(t\/% - r),y:R’sin(t\/%—r’).

Pour déterminer les quatre constantes arbitraires
R, R, r, ¥, supposons qu'on a, a lorigine du
Mouvement,

e dx

d .
-_0, x

= R £ AR,
Py y=9, =0 5=9;

Il

il en résultera

Rsinr = — p, R'sin?’ = — ¢,

I

y

Reosr = p 5 R’{:Osr’:q'\/é—?;
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par conséquent, en ayant égard aux valeurs de % et £,

nous aurons, a un instant quelconque >

X =pcost|'/gc smt‘/gc,
a

gC
\/ Ve

j Y = gcosit—>— + — sin .

,I' q ‘/gc b

I Dans le cas de a=5b=r¢c, ces formules doiyent

coincider avec celles du n° 207, en faisant , comme

dans celles-ci ,

x = afcos, y = allsinl.

i En effet , elles deviennent alors

: A
a fcos :pcost\/f—;-l-_p’\/‘ésinz\/g,

aHsiﬂ\L=qcost\/§ +q’\/§siut\/§;

mais dans ce numero on a supposé

1 .
==z, N =o, ?{:0, aﬁ%ﬁ—’:(ﬁ\/ga, \

quand £ == 0; ce qui exige qu'on prenne
pP=qaza, p’:o, g=o, g": g\/’g{z;

il en résultera done

: A g.
BSIH\L:Cbmt\/a;

i Qcosq,:—_acost;/"%,

d’ou Fon tire
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L €) F L(wr — C)cos 22 /8,

atang ] = Ctangt\/g,

comme dans le numéro cité.

550. Supposons généralement qu’on ait
v="U, ¢=V, w=W, ete,

pour les valeurs des variables indépendantes a un ins-
lant quelconque, quand on a

i SRS (e~ RS- 1 AT G
du dy div

T Z =Y [ =W ete.,

l

a longme du mouvement; supposons quon ait
aussi, & un instant quelconque,

71t AT T4 w=W', eic.,

lorsquen a

u=u, g =it s wsEw, s eles :
du 4 dv i dsw 1y
G s SN =, S

pour ¢ = o ; et ainsi de suite. Je dis qu'on aura, au
bout du temps ¢ quelconque,

u=U=4+U 4 U 4 ete.,

o=V + V 4+ V' L elc.,

w=W =+ W' 4 W' etc., (‘{")

elc. ,

lorsquion suppose , a4 l'origine du mouvement,
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U= u, 4 u’' + w,' - etc.,
v =9 4 o' + 0" 4 ete.,
w= w, -+ w'+ w4+ etc.,
etc. ,

du ' 1l
= + u' 4+ u' 4 elc.,
di

d_;’ =9, 4 v/ 4+ 0" 4 ete.,
dw

Z= Wt w4 w4 et
etc.

4

En effet, d'apres les premiéres suppositions qu'on
a faites sur les valeurs initiales de z, v, W, eic.,
du dv  dw

i T o e, les formules (g) satisferont éyi-
demment pour #=o0.4 ces dernjéres équations; de
plus, les valeurs particuliéres de z, ¢, w, etc., sa-
tisfaisant, par hypotheése, aux équations différen~
ticlles du mouvement, leurs sommes ou les for-
mules (g) y satisferont aussi, puisque ces équations
sont linéaires, et ne renferment pas de termes indé-
pendans des inconunes u, v, w, etc. (n° 546); les
formules (g) rempliront donc toutes les conditions
de la question, et seront , par conséquent , les yaleur®
des inconnues 4 un instant quelconque.

551. Ce théoreme geénéral peut étre appelé le
principe de la superposition des petits mouyemens:
On ne doit pas le confondre avec celui de la coexis
tence des petites oscillations : il est mdépendant des
lois particuliéres des petits mouvemens que l'on cot”
sidere , et résulte seulement de ce que les déplace=
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mens et les vitesses des mobiles sont traités comme
des infiniment pelits, puisqu'on néglige leurs pro-
duils et leurs puissances supérieures a la premiére.

En vertu de ce principe, les ondes sonores qui
partent de différens points, se propagent et se super-
posent dans l'air sans se modifier ; en sorle qu’a
chaque instant le déplacement et la vitesse d’une mo-
lécule d'air, suivant une direction quelconque, sont
les sommes des déplacemens et des vitesses qui ré-
pondraient i toutes ces ondes considérées isolément ;
ce qui nous permet d’entendre distinctement et sans
cenfasion plusieurs sons a la fois, produits par diffé-
rens corps sonores. Lés sons simultanés peuvent aussi
résulter de la coexistence des petites oscillations dans
un méme corps sonore. Ainsi, par exemple , lors-
quune corde tendue exécute, en méme temps, les
oscillations isochrones qui répondent a sa longueur
entiére , et celles dont la durée correspond an tiers
de cetle longueur, le mouvement de lair est le
méme que si deux cordes, dont les longueurs seraient
entre elles comme un est a trois , exécutaient simul-
tanément les vibrations les plus lentes dont elles sont
susceptibles ; et I'on entend, en méme temps, le ton
fondamental de la corde donnée, et un autre ton plus
€levé, qui est la quinte de Voctave supéricure. Clest
dussi pour cela que 'on entend distinctement les
Sons produits par les vibrations longitudinales et par
les vibrations transversales , qui ont lieu a la fois dans
Une méme corde tendue, ou dans une méme verge
élasﬁque.

Daprés le méme principe , les ondes produifes en
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plusieurs points de la surface de V'eau » 8¢ propagent
simultanément autour de ces centres différens , et
Peuvent se croiser en tous sens a cette surface , sans
se modifier mutuellement ; de maniére qu'a un ins-
tant quelconque V'élévation de l'eau, en tel point
qu'on voudra, est la somme des élévations positives
ou négatives qui auraient lien en vertu de toutes ces
endes considérées isolément.

L'explication qu'on donne du phénoméne des in-
terférences, dans la théorie des ondulations lumi-
neases , est aussi fondde sur le principe de la super-
position des petits mouvemens, qui est, comme on
voit, susceptible de nombreuses applications.

Pour le compléter, nous ajouterons que si des
{forces émanées de centres mobiles agissent sur les
points du systeme, les seconds membres des équa-
tions (@) de leurs petits mouvemens (n° 545) , seront
des fonctions linéaires des composantes de ces forces
données. Il en sera de méme a I'égard des intégrales
complétes de ces mémes équations différentielles i
d’ot Ton conclut que les parties de , ¢, w, ete. , in”
dépendantes de D'état initial du systéme, et, paf
suite, les parties semblables des coordonnées des
mobiles, seront les sommes des valeurs qu'elles a4~
raient si les forces données agissaient séparément:
Ainsi , par exemple, dans le phénoméne des HBE
rées, élévation totale de la mer en chaque point
et a chaque instant est la somme des élévations
prises avee leurs signes, qui seraient causées PAT
les actions isolées du soleil et de la lune ; et cest
pour cela que, toutes choses égales dailleurs, 1€5
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hautes mers sont les plus considérables dans les
syzygies, et les moindres dans les quadratures.

§ Il Principes de la conservation du mouvement
du centre de gravité, et de la conservation des aires.

552, Puisque le mouvement du cenire de gra-
vité d'un systeme entiérement libre est le méme
que si les masses de tous les mobiles y étaient réu-
nies, et que leurs forces motrices y fussent trans-
portées parallelement 4 leurs directions, il s'ensuit
que les forces données dont les composantes paral-
léles 1 chaque coordonnde seront égales et contraires,
Wentreront pas dans les équations différentielles de
¢e mouvement. Or, ce cas est celui des forces mo-
trices provenant des actions mutuelles des points
du systeme , en vertu de la loi géuérale de Yaction
égale & la réaction , qui s'observe toujours dans la
nature, ainsi qu'on va l'expliquer.

Si un point matériel situé en M agit sur un autre
point situé en M/, et lul imprime ou tend & lui im~
primer, dans un instant, une quantité de mouvement
nfiniment petite, que je représenterai par ¢, on ob-
Sérve toujours :

1°. Que cette action est dirigée suivant la droite
mende du point M' vers le point M, ou suivant
SOB prolongement au-dela de M;

2*. Qu'en méme temps le point situé en M’ réagit
sur le point situé en M, suivant la droite qui va

ge M vers M/, ou suivant son prolongement au-dela
e M.
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3°. Que cette réaction communique ou tend 2 com-
muniquer au point situé en M une quantiié de mou-
vement précisément égale a .

On dit qu'il y.a attraction ou répulsion entre ces
deux points matériels, selon que leur action mutuelle
tend a augmenter ou a diminuer la distance MM
sils sont enticrement libres, et que leurs masses
soient représentées par m et m’, les vitesses qu'ils

prendront seront £ et £ | cest-a-dire, en raiso?
n m

inverse de leurs masses, et les quantités dont ils s€
rapprocheront ou s'écarteront, pendant un temps
infiniment petit, seront égales 4 ces vitesses mul-
tipliées par la moitié de ce temps (n° 114) : d’ailleurs,
la quantité p pourra dépendre de la nature des corps
auxquels m et m' appartiennent, ou en étre indépen-
dante et proportionnelle au produit mm' de ces
masses (n° 241), comme dans le cas de I'attractio®
universelle.

La premiére des trois propositions quon vien
d’énoncer peut éire regardée comme évidente f-‘“
elle-méme ; car des quantités de matiére m et 7
étant ledmtes a des dimensions infiniment pelltBSr
et placées & une distance finie 'une de lautre, il y
aurait aucune raison pour que l'action d'un de €€°
points sur autre s'exercat d'un coté déterminé de 12
droite qui les Jomt el autour de laquelle tout est
semblable ; mais les deux autres propositions ne
peuvent étre pour nous que les résultats de I'expe”
rience , geénéralises par induction et confirmes par
toutes les conséquences qui s'en déduisent. En effet,
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nous ne pouvons regarder comme impossible ,
pi‘mrr qu un p(nm materiel m -wl‘;se sur un autl e m

sans que celui-ci réagisse sur lc premicr, en sens
contraire et avec une égale intensité. Ainsi, nous ad-
mettrons le principe de la réaction égale et contraire
4 Vaction comme une loi générale de la nature , qui
nous est donnée parl'observation, de méme que la loi

de V'attraction universelle, en raison inverse du carré
de la distance.

fr
4 ‘~I9

553. Cela posé, si tous les points matériels d'un
systeme entierement libre ne sont soumis qu’a leurs
actions mutuelles, ces forces motrices, transportdes
au centre de gravité du systéme, s’y détruiront denx &
deux ; le mouvement de ce centre sera done rectiligne
et uniforme, et conservera constamment sa vitesse et
sa direction initiales ; cesqui a fait donner a ce théo-

réme le nom de principe de la conservation du mou-
vement di centre de gravité,

Ce mouvement n’est pas altéré par le choc des LOI‘p‘;
quel que soit leur degré d’élasticité (n® 541); et, en
effet, le phénomene du choc est produit, comme
nous l'avons déja dit (n° 4gg), par les actions mu-
tuelles des molécules du corps choquant et du corps
thoqué, qui sexercent' 2 des distances insensibles,
Mais de grandeur finie, et pouar lesquelles 1a loi de la
*action, égale et contraire & V'action , ne peut man-—
quer d'ayoir lien. Par la méme raison, si un corps
solide est en mouvement, et qu’il soit brisé par une
®xplosion intérieure, la direction et la vitesse du

o
““ilre de gravité de toutes ses parties, ap|es cette
explosion , seront les mémes que la direction et la vi-

29
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tesse du centre de gravité qui avaient liea aupara~
vant. En général, les changemens brusques de vitesse
qui accompagnent les chocs ou les explosions, sont
les effets des actions mutuelles des molécules; ces
forces varient dans de trés grands rapports, quand les
molécules se rapprochent ou s'éloignent les unes des
autres; et, par suite, elles font varier de méme
les vitesses des corps pendant de trés courts intervalles
de temps.

Le principe dont il sagit est indépendant de 12
liaison des points du systéme , pourvu quaucun d’eux
ne soit lié & d’autres points étrangers au systeme queé
Von considére , et ne soit pas assujetti 2 se mouvoil
sur une surface on sur une courbe fixe ou mobile.
Des conditions de cette espece, sil en existait, don-
neraient naissance a des farces qu'il faudrait trans-
porter au centre de gravité, et qui pourraient faire
varier sa vitesse. Il en sera de méme, lorsqu’il y aurd
des forces appliquées ‘aux points du systéme qui 1€
proviendront pas de leurs actions mutuelles; et, dan®
ce cas, les actions mutuelles pourront influer indire¢”
tement sur le mouvement du centre de gravité, en di-
minuant ou augmentant les distances des points du
systéme aux points fixes ou mobiles d'ou émanent les
forces étrangéres, et changeant, par conséquent, leuts
tensités.

L'inertie d’'un point matériel consiste en ce q
ne peut se mettre de lui-méme en mouvement, ™
modilier aucunement le mouvement qu’il a rec® >
sans le secours de forces émanant d’auires pointss
Iipertie d'un systtme de corps consiste, de méme »

a'il
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en ce que Paction mutuclle de ses parties ne peut
Produire ni modifier le mouvement de son centre de
gravité, sans le secours de points d'appui ou de forces
étrangeres. Ainsi, le mouvement du centre de gra-
vité du soleil, des planétes, des satellites et des co-
métes, doit étre rectiligne et uniforme dans U'espace,
abstraction faite de l'action exercée par les étoiles
sur tous ces corps, ci de la résistance du milieu, si
elle existe. :

La maniére dont les différentes parties d'un muscle
agissent I'une sur I'autre, pour produire ses mouve-
mens, nous est inconnue ; nous ignorerons peut-éire
toujours par quel moyen la volonté met ces parties
de nature diverse dans la disposition respective, né-
cessaire pour qu'elles exercent actuellement leurs at-
tractions ou répulsions mutuelles : quoi qu'il en soit,
nous ne pouvons pas douter que ces actions ne soient

soumises a la loi de réciprocité, comme toutes les
autres forces naturelles; d’ou il résulte qu’un animal ,

de quelque maniére qu'il s’y prenne, ne peul jamais
déplacer son centre de gravité par sa seule volonté,
et sans le secours d'un point d’appui extérieur.

'homme et les animaux peuvent élever ou abaisser
Verticalement leur centre de gravité, en sappuyant
sur la terre; ils peuvent aussi s'avancer horizontale-
Ment, 3 I'aide du frottement contre sa surface; maisla
locomotion leur serait impossible sur un plan parfaige-
Ment poli, ol cette résistance serait tout-a-fait insen-
sihle, Dans le vol des oiseaux, c’est le centre de gra-
Vité de Panimal et de toute la masse d'air qu’il met
€I Mouyement, qui demeure constamment en repos;

2G..
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et, dans le vide, il ne pourrait parvenir & déplacer
son propre centre de gravité, quelle que fat la rapi-
dité du mouvement de ses ailes.

Il n'y a pas de doute, non plus, que les fluides
impondérables ne snient soumis 4 la loi de réaction
égale et contraire a l'action, et que le principe de
1a conservation du mouvement du centre de gravité ,
qui en est la conséquence, ne doive aussi s'observer
dans leurs mouvemens, comme dans celui de ioutes
les autres substances, dont ils ne different que par
leur extréme ténuité. Ainsi, lorsque Iélectricité, la
chaleur, la lumiere, s’échappent d’un mobile par un
seul cHté, ce corps doit reculer en sens contraire ,
afin que le centre de gravité du systeme entier de-
tneure en TEpos; mais la quantité de mouvement
qu’il prendra ne sera sensible, qu'autant que celle
du fluide impondérable le sera également, malgré
la petitesse de sa masse, el a raison de la grandeur de
sa vitesse. Clest ce qui ne peut-étre décidé que par des
expériences trés délicates.

554. Non-seulement les forces provenant de 1'ac
tion mutuclle des points m, m’, m”, etc. , d'un s§~
{éme entierement libre, n'entrent pas dans les équ?”
tions (7) de leur mouvement de translation , ma®
elles disparaissent aussi des équations (g) de sont
mouvement de rotation autour de Vorigine des
cdordonnées (n> 538 et 53g).

En effet, soit F la force provenant de l'ac
mutuelle de m et m', qui est la méme pour
deux points matériels, et dirigée, sion la suppos®
attraclive, de m vers m' pour le point m, et de 7

fiom

ces
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vers m pour le point m'. En appelant ¢ la distance
de ces deux points, les cosinus des angles que fait
la droite mum/', avec des paralleles aux axes des x,
¥, z, menées par le point m, seront

:rf gt .:r’ =1} :}__ zr__ z ’
? » iy TS ]
p P P

relativement i la force F, on aura donc

-t : i AF -
Sdhnass./ L mY — =k , ml="—
¢ ‘ ‘

mX = (

pour les composantes de Ia force motrice du point m ;
et I'on trouvera de méme

’ —x)F o I T z—2F
n K' (x—z) , m'Y' = (y=—y )E , m'Z =( )E x
P P P

pour les composantes de la force motrice de m', pro-

venanl de cette force F. Or, d’apres ces valeurs, nous
aurons

m(xY — yX) 4= m' (&Y — yX)
m(zX — aZ) 4 m' (ZX' — x'Z)
m(yZ — 2X) + m'(y'Z — 2Y) = o;

I

0,

I

0,

Par conséquent, les termes provenant de Taction
I’“Utue]l]e des points do S_"y%temv se détruisent deux
4 deux dans les seconds membres des équations (9)
530,
Si donc il o’ y apas d'autres forces motrices qui
Agissent sur les pmuiq m, m', m', etc., le mou-
Vement de rotation du systeme autour de l'origine

H€S coordonnées, sera uniquement déi aux vitesses
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initiales qui ont é1é imprimées i ces points; en
sorte que sans le secours de forces étrangéres ou de
points d’appui pris au dehors, c'est-i-dire, parla
seule action mutuelle de ses parties, un systeme
quelconque de corps ne peut produire aucun mou-
vement de translation ou de rotation commun 2
tous ses points, ni modifier, en aucune maniére,
celui qu’il a recu primitivement.

555. Les scconds membres des équations (g) se-
ront encore zéro, lorsque les points du systeme, in-
dépendamment deleurs actions mutuelles, seront aussi
sollicités par des forces dirigées vers lorigine des
coordonnées; car pour une semblable force, ap-
pliquée au point m, les composantes mX, mY, mZ,
sont entre elles comme les coordonnées x, ¥, z, de
ce point ; on a done

oY = ¥X, z2X = z&, yI = 3Y;

et le terme qui en provient disparait de chacun®
des équations ().

Ainsi, dans tout systéme entierement libre, ou q“‘
ne renferme qu'un seul point fixe, et dont ]es pomfb
m, m/, m", etc., sont soumis a leurs actions Mm%~
tuelles et a des forces dirigées vers ce point fix€:
en le prenant pour origine des coordonnées , on aur®

l‘.['ﬂ: A
=) = o
sz d°z
=m (._, 71_’ = o 7;*—) = 0,5 (a)

Sim Ay e
- () z!.!‘ = ar —-_— N

m
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§'il n'y a aucun point fixe dans le systéme, et que

les mobiles soient uniquement soumis a leurs actions

mutuelles, on pourra prendre tel point qu'on vou-

dra pour origine des coordonnées; et comme dans

Ce méme cas, les équations (7) du n° 538, se ré-
duiront a

.Emix——é =m dT—'O’ sm2 ,_-0, (),

il s'ensuit qu'on pourra aussi prendre pour cette
origine, un point qui ait un mouvement rectiligne
et uniforme dans l'espace.
En effet, en désignant par a, €, 7, les coordon~
nées de ce point mobile, on aura
A o e 'y

— = 0 _— —2 = 0
de 20 % In 05

pour y transporter l'origine des coordounées, il fau-
dra faire

x=m+'x:’ f=g+‘;r,l’ ‘3=7+:}!

relativement au point quelconque m ; or, en substi-
tuant ces valeurs, dans la premiere équation (), on.
Peut la mettre sous la forme

dﬂ
Em(x e ci:ﬁ)'l'dﬁzma‘"'_?ﬁsmjf
g
-l-czZm—-—QEH(‘T 0;

%W moyen des équations précédentes, elle se réduira.
done 3

Az,
=m (J', lt“ N )__ (835
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et I'on trouvera de méme que les deux autres équa-
tions (@) ne changent pas de forme, et deviennent
T L d'z =%l
,Em(ﬁ—d—zr—( ) ==

’
xl) d[) 2

ST T
Em(]Id—P-—A-.J—(F) =0

quand on transporte l'origine des coordonnédes,an
point dont le mouvement est rectiligne et uniforme.

Dans le cas dont il sagit, le mouvemert du centre
de gravité du systéme étant rectiligne ef uniforme
(n° 5553), il en résulte que les équations (&) devront
subsister en prenant ce centré pour origine des
coordonnées,

556. En multipliant les équations (a) par dt, et
observant quon a

e d’x dy L
g —rg =d=g —r 3,
o dig iy / . dz iz
i e '_((“’E—"tﬁ)’

4 o GRS dz dry .
R T R 4 e i s

N

3

S ps _ = k.
Intégrant et designant par ¢, ¢/, ¢", les constant€
arbitraires, il vient

dx dz :
Em(z 5 —2 ) =¢

dz dy o
=m (_r ;e Ff) ok C”;\\_

= ey i N i )
Em(xm '—fﬁl) —= c,(
/
(
2
|




DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 457
équations qui montrent que dans le mouvement
d’un systéme entiérement libre, ou les mobiles ne
sont soumis qu'a leurs actions mutuelles, ou 4 des
forces dirigées vers un centre fixe, les momens des
quantités de mouvement de tous les poinis du sys-
téme, par rapport & irois axes rectangulaires qui se
cou punt en ce pointa et par conséquent, par rapport
4 loute autre droite mende par ce méme point, sont
des quantités constantes. Ces momens ne changeront
pas de valeur, dans le choc des corps du systeme,
ou dans 'explosion d’'un ou de plusieurs d’entre eux,
puisque les forces qui produisent ces phénoménes,
sont des actions mutyelles de leurs molécules ; ce qui
saccorde avec le résultat du n° 541.

§'il n’y a pas de forces dirigées vers un point fixe,
1] résulté@du numéro précédent, que ce théoréme aura
encore lieu, par rapport 2 un axe quelconque qui
se meut parallelement a Ini-méme , en passant cons-
tamment par le centre de gravité du systeme, ou,
plus généralement, par un point dont le mouvement
est rectiligne ‘et uniforme. Dans ce méme cas, on
conclut des équations (b), que les sommes des quan-
tités de monvement de tous les points du systéme, sui-
Vant trois directionsrectangulaires, ei conséquemment
Suivant une direction quelconque, sont éga.lemeu,t des
Quantités constantes; théorcme qu'on peut aussi re-
garder comme renfermé dans celui qui répond aux
Momens de ces forces, en éloignant & U'infini le centre
des momens et Lorigine des coordonnées.

557, Les valeurs des constantes ¢, ¢, ¢, dé-
pendront de la direction des axes rectangulaires,
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qu'on prendra pour ceux des coordonnées; mais si
Ton fait

et = ¢* o4 " = 30,

la quantité  sera non-seulement indépendante de ¢,
mais aussi de cette direction ; car elle exprime le
mement principal d'un systeme de forces (n° 281),
dont la valeur ne peut pas dépendre de la direction
arbitraire des droites suivant lesquelles ces forces
sont décomposées. Lorsqu’il nexiste pas de point
fixe dans le systéme, on trouvera donc une méme
valeur de 7, en la calculant & deux époques diffé-
rentes du mouvement, et prenant Je centre de gra~
Vit€ pour origine des coordonnées, quelle que soit
d’ailleurs leur direction, différente ou la méme, 2
ces deux époques. Dans ces calculs, on n’emploiera
que des positions et des vitesses relatives de§ mobiles
aux époques données, savoir, les perpendiculaires
I, ¥» %, abaissées de chaque point m sur trois plans
rectangulaires, menés arbitrairement par le centre de

dr dy d:

gravité, et les exces — , des composantes

de la vitesse de m, paralléles 4 leurs intersections,
sur les composantes de la vitesse du centre de gra-
vité suivant lgs mémes directions. Lors méme qu'i!
serait survenu entre les deux époques pour Iesque]lc‘s
on aura ainsi calculé la valeur de 5, un ou plu-
sieurs chocs ou explosions des corps du systéme
cette valeur ne serait pas ehangée, pourva que, davs
le cas d’'une explosion, on comprit dans le caleul d,e
la seconde €poque toutes les parties du corps brise:
Sidonc on la trouvait différente i la seconde époqué
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de ce qu’elle était a la premiere, 01 €N pourrait con-
clure que des forces étrangeres ont agi, dans I'inter-
valle, sur les mobiles, ou bien quils ont choqué
d’autres corps qui ne font pas partie du systeme.

Si Ton appelle @, o, o, les angles que fait
l'axe du moment pringipal avec les axes des z,
¥, x, dont l'origine est au centre de gravité, on
aura (n° 281)

2 "
cos @ = E, cosa.’_-_-;—,, cos a”':_%;
en supposant donc que ces axes solent constamment
paralléles & eux-mémes, les quantités ¢, gy e ne
changeront pas, et la direction de Vaxe du moment
principal sera aussi inyariable, comme la grandeur
du momentqui ¢’y rapporte. Laméme chose a lieu par
rapport & un point fixe, lorsqu’il y en a un dans le
systeme, et quon le prend pour origine des coor-
données ; ce qu'on a déja vu dans le n° 416, rela-
tivement & un corps solide.

558. 1l est important d'observer que les termes pro-
venant de I'action mutuelle du systéme disparaissent
dans les seconds membres des équations (9) dun° 53¢,
lors méme que intensité de cette aclion varie avec le
temps , indépendamment de la distance, c'est-a-dire,
lorsque les composantes de cette force renferment le
temps ¢ explicitement. Les équations (¢), et, par
conséquent, l'invariabilité du moment principal et
de la direction de son axe, onl donc encore lieu dans
Ce cas, qui se présente, par exemple, quand les
pounts du systéme perdent, sous forme rayounante,
nne partic de leur chaleur propre; ce qui - dimi-




460 TRAITE DE MECANIQUE.
nue, a distance égale, Pintensité de leur action
.mutuelle.

Alnsi, en faisant abstraction de Faction du soleil
et de la lune sur la masse de la terre, et supposant
que nolre planéte, autrefois i ’état gazeux , s'est soli-
difide par le refroidissement, sans perdre aucune par-
tie de sa matiére pondérable, on peut assurer que,
dans cette transformation, le moment principal des
quantités de mouvement de tous ses points n’a pas
changé de grandeur, ni son axe de direction. Cette
droite est devenue I'axe de figure de la terre, autour
duquel elle tourne maintenant ; et, dans ce mouve-
ment, il est aisé de voir (n° 386) que l'on a

¥ = oMA,

pour la valeur du moment principal ; & étant la vi-
tesse angulaire de rotation, M la masse , et M4 le
moment d'inertie par rapport a 'axe de figure. Si Je
refroidissement et la rotation de la terve continuent
encore actuellement , et que son rayon diminue en
conséquence, la valeur de £ diminuera dans le méme
rapport; a cause que la quantité 5 est constante, la
valeur de @ augmentera donc en raison inverse du
carré de &, et la durée du jour décroitra proportion-
nellement au carré du rayon. Une diminution , due 2
Cette cause, d'un dix-millionieme sar la durée do
JOUr, supposerait un décroissement d’un ‘vingt-mil-
lioniéme sy 1, lougueur du rayon; et comme on €5t
certain que le jour n’a pas éprouvé tette diminution
depuis 2500 ans (n° 443), 1l en résulte que le rayo?
moyen de la terre n’a pas varié d'un vingl-millio—
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nieme, ou d'a peu pres 5 metres, dans ce long in-
tervalle de temps, par l'effet du refroidissement, si
la température moyenne de la terre n'est pas encore
parvenue a un €lat permanent.

Les tremblemens de terre, les explosions volcani-
ques, le souflle des vents contre les cotes, les frotte-~
mens et les pressions de la mer sur la partie solide du
sphéroide terrestre, répondant a des actions mutuelles
des parties du systéme, il n’en peul résulter aucure
Variation de la quantité 3 ; et les déplacemens de ces
parties qui ont lieu dans toutes ces circonstances, n’é-
tant pas assez considérables pour produire des chan-
gemens sensibles dans la valeur de &, ces causes di-
Verses ne produiront aucune altération appréciable
dans la rapidité de la vitesse @, ni dans la durée du
Jour.

55g. Les théoremes qui se déduisent des équa-
tions (¢) peuvent encore sénoncer d'une autre ma-
niére. > e

Observons, pourcela, que la formule J(xdy—ydx)
est I'aire déerite pendant V'instant d¢, ou la différen-
tielle de laire décrite pendant le temps ¢, par le
rayon vecteur de la projection du point m sur le
plan des x et 7, en allant de l'axe des x positives
vers Vaxe des 9 positives (n° 154 ). La formule
% (zdox — xdz) est de méme ta différenticlle de l'aire
décrite par le rayon vecteur de la projection du
T:H‘ame point m, sur le plan des z et x, en allant de
]a?ie des z vers Vaxe des a; et 3(yds— zdy) ex-
Prime la différentielle de l'aire décrite par le rayon
Vectenr de la projection de ce point sur le plan
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des y et z, en allant de l'axe des y vers J'axe
des z.

Cela posé, considérons les aires comme des quan-
tités positives ou négatives, selon qu'elles sont dé-
crites sur chaque plan, dans le sens qu'on vient d'in-
diquer, ou dans le sens opposé. Soit £A la somme
des aires décrites, pendant le temps #, par les rayons
vecteurs des projections de tous les points du sys-
téme, et multipliées respectivement par leurs masses
i, m’, m", m", etc. Appelons 2’ la somme des aires dé-
crites sur le plan des z et x, pendant le méme temps,
par les rayons vecteurs des projections de ces points
matériels, et multipliée aussi par leurs masses. Soit en-
fin £ A" la somme des aires décrites sur le plan des 7
et z, pendant ce temps £, parles rayons vecteurs des
projections de ces mémes points, multiplides de
méme par leurs masses. Ces trois sommes seront des
fonctions de £, dont les valeurs s’évanouiront avec
cette variable, et qui auront pour différentielles

LdA = : Zm(xdy — ydx),
tdN = t3Zm(zde — xdz),’
1d\"= LZEm (ydz — zdy).
En vertu des équations (c), on aura donc
dr=cdt, dN'=c'dt, d\N'=c"d¢;
el, en intégrant, on en déduit
AS=ct, N=dt, ="

Donc, dans le mouvement d'un systeme entiérement
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libre , dont les points ne sont soumis qu’a leurs ac-
tions mutuelles, les sommes des aires représentées
par 1A, 1A, 22" sont proportionnelles au temps
employé & les décrire, et les sommes des aires dé-
crites pendant Punité de temps, conservent leurs va-
leurs initiales pendant toute la durée du mouvement;
e centre des aires étant un point fixe, le centre de
grayité du systeme, ou tout autre point dont le
mouvement est rectiligne et uniforme.

Cest en cela que consiste le principe de la conser-
vation des aires. 11 a encore lieu lorsqu’il existe dans
le systeme un point fixe vers lequel sont dirigées des
forces agissant sur un ou plusieurs des mobiles,
pourvu que l'on prenne alors ce point fixe pour
centre des aires; ce qui comprend le théoréme du
u° 154, relatif 3 un point matériel isolé.

Nous ferons remarquer que, quand les points 7,
m’, m", ete., tournent dans un méme sens autour du
centre des aires, comme les centres des planétes au-
tour du soleil, il en sera de méme a Végard de
leurs projections sur les plans des coordonnées; de
sorte que tous les termes des semmes A, A, 22",
auront le méme signe : ils auront, au contraire,
des signes différens, et ces sommes pourront étre
d.'ES quiintités positives ou négatives, lorsqu'une par-
tie des mobiles tournera dans un sens, et lautre
Partie dans le sens opposé, comme dans le mou-
Vement des cométes autour du- soleil.

5Go. Maintenant , soient O (fig. 31), le centre
des aives, fixe on mobile ; O, Oy, 0z, les directions
des axes rectangulaires des coordonnées; M et M,

T e T
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les positions du point quelconque m au bout des
temps £ ¢t ¢ - di; P et P, les projections de M
et M, sur le plan des & et 5. Le triangle MOM  sera
1"aire plane décrite, pendant l'instant d¢, par le rayon
vecleur de m, et il aura pour projection sur le
plan des et y, le triangle POP,, ou Iaire décrite
pendant cet instant, par le rayon vecteur de la pro=
jection de m sur ce plan. Les projections de MOM,
sur les deux autres plans des coordonnées, seront
aussi les aires décrites par les rayons vecteurs des
projections dem sur ces plans. Il en sera de méme
pour les aires décrites dans 'espace , pendant toutes
les parties infiniznent petites du temps ¢, par les
rayons vecteurs de tous les points du systeme, et
multiplices par leurs masses, ou, autrement dit, pour
toules ces aires augmentées dans le rapporl des masses
m, m', m", etc., a l'unité. Par conséquent, les quan-
tités A, 12, 22", qu'on vient de considérer, serosl
les sommes des projections de ces aires infiniment
petites, sur les trois plans des coordonnées; et l'on
pourra appliquer & ce systeme d’aires planes et #
leurs projections, les théorémes des nos 276 et sul”
vans.

Ainsi , parmi tous les plans quon peut faire pasﬁef
par le point @, il y en a un sur lequel la“somm®
des projections des aires planes , prises avec les signe®
qui résultent du sens du mouvement pounr chacu?®
d’elles, est un macimum. Si I'on désigne par # Ja
valeur de cette aire maxima , en aura

M= A o A Vs



DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 465

€t, st OH est la perpendiculaire 2 son plan, et qu'on
fasse

:OH — é‘, _}‘OH —_— G"? ’XI‘OH = é”,
On aura aussi

A ' N A
cosE = —, cosb'=2, cosf'==.
¥ # it

Or, -d’aprés les valeurs de 2, A/, A", ces formules
sont la méme chose que

4
c c

T

C

cos =5, cos€'=—, cosb"==
v .

” o ()

¢, c, ¢’ y, étant les mémes constantes que précé-
demiment. 1l en résulte done que la direction du
plan-de l'aive maxima demeurera constante pendant
toute la durée du mouvement, et que la normale
a ce plan menée par le centre desaires coincidera tou—
jours avec l'axe du moment principal des quantites
de mouvement de lous les points du systéme.

On conclut de la que dans le mouvement de toyt
systeme enticrentent libre, dont les points matériels
ne sont soumis qu’a leurs actions mutuelles, il existe
un plan, passant par le centre de gravité, qui de-
Meure constamment parallele a lui-méme, et dont
on peut, & chaque instant, déterminer la direction
41 moyen des masses de tous ces points, de leurs
Coordonnées rapportées au centre de gravilé comme
Origine, et des excés des composantes de leurs vi-
lesses sur celles de Ja vitesse de ce centre,

Ce théortme est dii & Laplace, qui a donné au
plan dont i sagit la dénomination de plan invai-

o
o0
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riable, et qui a proposé d’en faire nsage, en Astro-
nomie, pour rapporler i sa direction counstante les
directions variables (n® 244) des plans des orbites
planétaires.

56:. Cest au plan de l'orbite de la terre, et a une
droite menée, dans ce plan, par le centre du soleil
et parallelement a la ligne des équinoxes, que les
astronomes rapportent les positions des astres et les
divections des plans dans lesquels ils se meuvent.
L’écliptique vraie et la ligne des équinoxes étant en
mouvement dans l'espace , on détermine leurs posi-
tions, 2 un instant donné, en les comparant a celles
des étoiles; mais on peut craindre que les mouve-
mens propres des étoiles, qui sont inconnus pour la
plupart, ne nous induisent en erreur sur les dépla-
cemens absolus de Porbite de la terre, apres plu-
sieurs siécles ; et, pour prévenir cet embarras, il est
bon de pouvoir assigner sa direction vraie 4 un ins~
tant quelconque.

Supposons done que le plan des x et y soit le plan
de Vécliptique 2 un instant donné, ou, plus exacte~
ment , un plan paralléle i celui de cette écliptique
et mené par le centre de gravité O du systeme 50~
laire. Par le point O (fig. 52), menons arbitrairement
dans ce plan les axes O et Oy ; et d’aprés les coordo®”
nées et les vitesses actuelles de tous les points du sy~
téme solaire, rapportées aux axes rectangulaires 07
0y, Oz, et les masses de ces points, supposons auss*
qll'Oﬂ ait calculé les valeurs des quantités ¢, ¢, '
Si OH est la perpendiculaire au plan invariable de
ce systtme, et EOE' l'intersection de ce plan aveé®
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celui des x et ¥, les équations (d) donneront

(a

) c
cos HOz = f; , tangEOx= =; (e)

ce qui fait connaitre la direction du plan invariable
Par rapport & celui des x et ». Mais pour en con-
clure, réciproquement, la direction absolue du plan
de Técliptique, parallele a celui des et y, il faut
encore qu'il existe, sur le plan invariable, une droite
qui demeure constamment parallele a elle-méme, et
dont la direction soit connue a chaque instant. OK
€tant cette droite, on connaitra I'angle KOx 4 I'épo-
que que I'on considere; de cet angle, joint 4 HOz et
EOx, on déduira Yangle EOK; et les deux angles
HOz et EOK détermineront complétement la direc-
tion absolue du plan de 'écliptique.

Or, V'existence du plan invariable, dans le systéme
solaire,, suppose, implicitement, que Von fait abstrac-
tion de Vaction des étoiles sur le soleil et sur les pla-
netes, et que toutes les parties du systéme sont sou-
mises uniquement a leurs actions mutuelles. Mais,
dans ce cas, le mouvement du centre de gravité O
est rectiligne et uniforme ; par conséquent, a moins
que la direction de ce mouvement ne soit exactement
Perpendiculaire au plan invariable, on aura une
fll‘Oite OK, toujours parallele a elle-méme, en pro-
J¢lant sur ce plan la droite que déerit le point O dans

‘espace. On ne voit pas une auire ligne qu'on puisse

Prendre pour la droite OK ; mais pour faire usage de

Celle que nous indiquons, il faut quion ait préala-

lement déterminé , par Vobservation, la direction
Jols
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du mouvement du centre de gravité de notre uni-
Vers, que¢ nous ne connaissons encore que trés im-
parfaitement,

En comparant les valenrs des an gles HOz et LOK,
déterminées a deux époques différentes, on connai-
tra les déplacemens réels de I'écliptique qui ont en
lien dans l'intervalle, et que le senl angle HOz, in-
clinaison du plan mobile sur le plan invariable , ne
sufliraitpas pourdéterminer com pletement. Toutefois,
si les quantités ¢’ et ¢” sont trés petites par rapport a
¢, l'angle HOz sera aussi trés petit, et de trés petiles
différences dans les valeurs de ¢ et ¢” en produiront
de ires grandes dans les valeurs de EOx, et, par
suite, de Pangle EOK ; en sorte qu'il paraitrait, dans
ce cas, que Lintersection OE de Péeliptique et da
plan invariable aurait éprouvé un déplacement tres
considérable sur ce plan. Mais, en geéneral, ce dépla~
cement ne serait pas réel; car les petites différences
des valeurs de ¢’ et ¢” proviendront, en grande par~
tie, des erreurs inévitables dans les observations qut
servent a déterminer ces valeurs, et des quantité®
qu'on est obligé de négliger en les calculant. .

Au reste, quand Pangle HOz est trés petit, Cest-a”
"dire,, quand Pécliptique est tres peu inclinde sur-le
plan invariable, l'angle EOK , qu'on peut alors 1res
diflicilement déterminer, 1’ que tres peu d'influence
sur la direction vraie du plan de Vorbite de la
terre.

562. Le nombre et les masses des combtes n0US
étant inconnus , on sera obligé de négliger les termfs
qui leur correspondent dans les valeurs de R
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relatives au systéme solaire ; mais les valeurs de ¢, ¢/,
<", données par les formules (¢) seront tres peu altérées
par cette omission, vu la petitesse de ces masses , et
parce que les termes de ces formules, qui correspon-
dent aux cométes, se détruisent, en grande partie ,
par I'opposition des signes (n°® 550).

On calculera de la maniére suivante les parties
de ¢, ¢, ¢, qui répondent au soleil, aux planetes et
aux satellites.

Soient M la masse d’un de ces corps, et dm I'élé-
ment de cette masse, dont x, 7, z, sont les coordon-
Nées rapportées aux axes Oux, Oy, Oz. Appelons x,,
15 %, les coordonnées du centre de gravité de M,
Par rapport aux mémes axes, et x,, 7,, 3,, les coor-
données de dm, rapportées a des paralleles a ces axes,
Mences par ce centre de gravité; de sorte quon ait,
2 un instant quelconque ,

XT=& 4+ x, Y=r.+53, =2 -+ 2z,
dx drx, de, dy  dy, dy, sda  dz dz
=& T a—ata wa—at

L’origine des coordonnéeés x,, y,, z, élant aw
tentre de gravité de M, on a

fxdmn = o, f[frdm = o, fzdn = o,

€t, par conséquent ,

dx P dz

' dm = & dm = —dmn = o;
dt 0, = dm 0, or 0;
1 1 £ , 5 N 5y "
“Sintégraless'étendant i lamasseentiere. D apres cela,

&i 5 0 dJ’: L'ir i d;,_
Von substitue les valeurs de w, 7, z, a7 (“r{" de*
4
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dans la premiére équation (¢), et qu'on y change m
etZ en dmet [, on trouve

c=M(2 % —y B )t fl2, 2 — 5, %0 dms

ce qui montre que le moment des quantités de mou-
vement de M, par rapport 4 l'axe Oz, se compose
de deux parties : la premiére ne dépend que du
mouvement du centre de gravité de M, et est la
méme que si cette masse était concentrée en ce point;
la seconde est indépendante de ce mouvement, et la
méme que si le centre degravité de M était en repos;
et que l'axe Oz fut transporté en ce point, parallele-
ment a lui-méme. Le méme résultat s'applique aux
quantités ¢" et ¢”, et a encore lieu par rapport i up
axe quelconque.

Maintenant, soient A, B, C, les momens d'inerti€
de M, par rapport & ses trois axes principaux qui 5¢
coupent i son centre de gravité; p, ¢, r, les compo~
santes de sa vitesse angulaire de rotation, relatives
aux mémes axes; A, i, v, les angles que font lenr®
directions avec. une paralléle 4 l'axe Oz, mene€
par leur point dintersection; d’aprés ce quon a V¥
dans le n° 409, DOUs aurons

d d.
S —, 5 )dm=Apcosa+-Bgcosp-Greos”

pour le moment, par rapport & cetie parallele, d‘es
quantités de mouvement de tous les points de M,
provenant de sa votation autcur de son centre de
gravité. Il s'ensuit que la valeur compléte de ¢ s€¥?
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1y : .
e==3M (.’L‘.%——J’,%) 43 (Ap cos a4-Byeos eCreosy) 5 ()

les deux sommes = s'étendant au soleil ; a toutes les
planétes et a leurs satellites, et se composant pay
conséquent de 50 termes. Or, les rapports de A, B,
C, a M, dépendant de la constitution intérieure de
ce corps M, ils nous seront, sans doute, toujours in-
connus : nous savons seulement que ces trois rapporis
different peu I'un de Vautre, 4 cause de la forme &
peu prés sphérique des corps célestes; et qu'ils sont
moindres que si ces corps élaient homogenes, parce
que les densités des couches concentrigues vont en
décroissant du centre a la surface de M. IL serait
donc impossible de calculer la valeur de ¢, et de
méme, les valeurs de ¢’ et ¢”, si 'on devait avoir
égard i la partie de chacune de ces quantités, qui
provient de la rotation des corps célestes. Mais quelles
que soientla forme de M et sa constitution intérieure,
la partie de Ap cos A —+ Bgcos i =+ Creosy, qui est
due 4 Vétat initial de ce corps solide, demeure cons-
tante pendant toute la durée de son mouvement
(n® 416); en sorte que cette quantité ne peut varier,
Pour chaque corps céleste, qu'a raison des attrac-
tions des autres corps, en tant que leur résultante
e passe pas exactement par le centre de gravité de
M, Cest-a-dire, en tant qu'elles s'exercent sur la
Partie non sphérique de M. 1l en résulte que pour
chaque corps céleste, la partie variable du second
te:‘m_e de la formule ( f) est tres petite, et peut étre
negligée par rapport a la partic du premier terme,
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relalive au méme corps. Ainsi, par exemple, en
désignant par % le rayon du globe terrestre, par @
la vitesse angulaire de son mouvement de rotation y
qui a lieu autour de son axe de figure, et par &
Yangle que fait cet axe avec la parallele & Paxe Oz, le
second terme de la formule ( f)> qui répond i la

M

terre, sera moindre que 2—5'12 @cos d', qui en serait Ja
valeur, si la terre était homogéne; soient aussi p et
8 le rayon moyen de l'orbite de la terre et sa vitesse
moyenne dans son mouvement annuel; de premier
terme de la formule ( f) relatif 4 la terre, aura par
conséquent Mp*§ pour valeur; or, si Vaxe Oz est
perpendiculaire au plan de cette orbite, auquel cas
d" représentera I'obliquité de l'écliptique, on verra
qu'une variation de cing degrés dans la grandeurde
cetangle, ne produirait pasune variation dans la valeur

2

2 . . . - Y
de wcosd', qui soit un eent-millionieme de 12
5 > q

quantité Mp*). On s'en assuvera , én observant que I‘?
rapportde » & § excede a peine 566, que celuidep @
k est environ 24000, et Vangle J', & peu prés 23° 28"
Hen sera de méme i I'égard de toutes les autres pla-
netes. Par rapport au soleil, il y a lieu de croire que
la partie variable du second terme de la formule (f)
qui lui correspond , est tout-a-fait insensible, i caust
de sa forme sphérique qui résulte des observations
et que Yon peut aussi supposer a ses couches 1nle~
rieuves, i raison de la petitesse de la force centrifuge
comparée a la pesanteur, dans les différens points
de ce corps (n°® 250); d’ou 'on conclut que la résul-
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tante des attractions des planetes doit passer cons-
tamment par son centre de gravité, et ne produire
aucune perturbation dans son mouvement de rotation
autour de ce point.

D’aprés ces considérations , si I'on fait passer dans
le premier membre de P'équation (f)s le second
terme de son second membre, on pourra comprendre
dans la constante ¢, la partie invariable de ce second
terme ; prise avec un signe contraire ; et en ‘négli-
geant seulement sa partie variable, et opérant’ de
méme sur les équations qui donnent les valenrs de
¢’ et ¢, on aura, avec une approximation bien supé-
rieure & celle des observations,

g5 =M (.x‘,‘%'— —_ )’,%),
¢=3M(s T — 22, 5 ().

d.zl d e
o = EM(y, Tt == 2

7

565. Les coordonnées &, , ¥,, Z,, qui entrent dans
ces formules, ont leur origine au centre de gravité
du systeme solaire; pour plus de commodité, il est
bon de la transporter au®tentre de gravité du soleil,

Pour cela, soient g, h, k, les coordonnées de ce
point rapporiées aux mémes axes qUE Ty, ¥y, Z,;
appelons a, ¥, z, les coordonnées du cenire de
gravité de M, rapportées a des axes paralléles, pas-
sant par le centre de gravité du soleil; nous aurons

Lic=ax —g, Vi =F— AR A — 0 SO

en substituant ces valeurs dans la premiere équa-

!_.
?%
!
i
[
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tion (g), elle deviendra donc

c=3M (ac‘%— ‘;i:) +(g'f-i—":—n kf%)zM

dy dx dg dh !

et 'on transformera de méme les expressions de ¢’ et
¢". Dailleurs, T'origine des coordonnées x,, Fiv Bis
étant au centre de gravité du systeme, on en con-
clut

&M = Mz, #i3M = 3My, i=M = =Mz,
et, par conséquent,

de dh

dg sar__<ardx dh

ey A by o
SM=3M 2T, ZsM=3m £,

dt

Au moyen de ces équations, jélimine g, £, £,
dg dh dk : . -
—5} s > 0 des expressions de ¢, ¢/, ¢, qui devien-

nent finalement
i dy dx
1 gy . d
— (ZM.x-.EME — 3My.3M E%)’

’ dz " de

()
~ 5 (M . 3ME — M2 M &

dt/?
L P dz d
c"=Z=M (]- e e g

S dz T dy
s (M. =M £ sz, =m <y
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Les coordonnées x, ¥, 2z, du centre de gravité
de chaque plancte ou satellite, et les composantes
ff dy dz
dr? i di?
comme des données de I'observation aux différentes
époques pour lesquelles on voudra calculer les va-
leurs de ¢, ¢, ¢, et, par suite, les angles HOz et EOx
relatifs 4 la direction du plan invariable, au moyen
des équations (e). Lorigine des coordonnées €tant
actuellement le centre du soleil, les sommes = qui
Sy rapportent, ne contiendront pas la masse du
soleil, laquelle se trouvera seulement dans =M, et
rendra conséquemment ires petit le second terme
de chacune des formules (%) par rapport au premier.

de sa vitesse , pourront étre regardées

§ IV. Principes des forces wvives et de la moindre
action.

564. Lorsque les équations (2) du n® 531 ne
renfermeront pas le temps explicitement, on satisfera
aux équations (3) du méme numéro , en prenant pour
dax, &y, I'z, 42, etc., les différentielles dx, dy, dz,
dx', ete., relatives A cette variable ; car alors ces
derniéres équations deviendront les différentielles
Completes des premiéres, Savoir :

dl = 0, dL’ = o, dl" = o, ete. ;

€t les quantités L, L', 1", ete., étant nulles par hy-
Pothise , péndant toute la durée du mouvement,
leurs différentielles compléles, prises en considérant
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Xy Y3, X'y ete., comme des fonctions de ¢, sont
auss! €gales 4 zéro. Mais s L, par exemple, renferme

le temps explicitement, sa différenticlle complete
sera

dl. dL il 3
dL :?l?dt —1-2;_([.1- -+ o dy - etc.;

et en prenant
dx=dx, &y =dy, Jz=— dz, dx'=dx’, etc.,

la premiére équation (5) ne s'accordera ayee I'équation
dlLi=o, que pour les valeurs particuliéres de ¢, s'il

. dL
¢n existe, pour lesquelles on aura - — 0. Je sup-

poserai. dans ce qui va suivre, que les conditions du
systeme de points matériels m » ™, m", ete., expri-
mées par les équations (2), sont indépendantes du
temps Z; les quantités I, L/, L7, etc. , seront, d’ail-
leurs, des fonctions quelconques des coordonnées de
ces mobiles, qui ne contiendront pas seulement leurs
distances mutuelles, et le systeme pourra renfermer
des points fixes et des points assujettis 4 demeurer
sur des surfaces ou sur des courbes immaobiles,

Cela étant, si I'on substitue les valeurs précédentes
de S, Iy, etc., dans Péquation (1) du numéro cité;
elle deyiendra :

.IJ Jﬁ i s

= Zm(Xdx 4 Ydy -4 Zdz).

En appelant o, ¢5 o', ete., les vitesses des points 72, 77 ;

m", elc., au bout dy temps £, on aura, relativement
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au point quelconque m,

f}.TCq' d.J-R dz‘l %
. — PRGN — 1 Vit
dr + de + dr ’

et en différentiant par rapport i ¢, il en résultera

d*x d"‘?-

T A &z,
sdot = 5 O bl e Ay dz;

ce qui changera I'équation précédente en celle-ci:
1d.sme* = Sm(Xdx + Ydy + Zdz). (a)

Maintenant, si les points du systeme sont atlirés
ou repoussés par des centres fixes, et que ces forces
soient des fonctions quelconques de la distance, la
formule Xdr 4~ Ydy 4+ Zdz sera une différentielle
exacte (n° 158), pour chacun des mobiles en parti-
culier. Si les points m, m', m", etc., sont, en outre,
soumis & leurs actions mutuelles, dont les intensites
soient aussi des fonctions de la distance, et qui sa-
tisfassent & la loi de la réaction, égale et contraire 3
Vaction, la somme des quantités Xdoe 4 Ydy +Zdz
et X'dx' 4+ Y'dy' 4-Z'd<, relatives a laction mu-
tuelle de m et m', sera encore une différentielle
exacle (n° 546); et de méme pour toutes les autres
parties de la somme X, prises deux 4 deux. 1l suit
done de 13 que &il o’y a dans le systeme aucune foree
dirigée vers un centre mobile étranger, qui intro-
duirait Je temps # dans les expresqions de X, Y, elc.,
01 aucune résistance d’'un milieu, pour laqucllc ces
©Xpressions renfermeraient les vitesses des mobiles,
el que les points m, m’, m", clc., ne soient soumis
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qua leurs actions mutuelles, et 3 des attractions ou
répulsions, émanant de centres fixes, on aura

Zm (Xdx + Ydy + Zdz) = do(a ¥, 5, &'y etc)s

@ désignant une fonction donnée des coordonnées
de m, m', m", etc., qui dépendra des lois de ces
forces en fonctions des distances.

Alors, en intégrant I'équation (@) et désignant par
C la constante arbitraire, nous aurons

Zmy* = C + 20(x, y, z, &, etc.).

Pour éliminer C, soicnt %, ', &7, etc., les vitesses
initiales de m, m', m", ete. ; désignons par a, b
¢, les coordennées initiales de m, par a', ', ¢,
celles de m’, etc.; on aura i lorigine du mouve-
ment

7

Emk* = C + 20(a, b, ¢, a', ete.);

et en retranchant cette équation de la précédente, il
en résultera, a un instant quelconque,

Emv*—ZEmk*=20(x, y, 3,2, etc.)—a¢(a, b, c, a'). (B)

Les quantités Zme* et Sm/* sont les sommes des forees
vives de tous les points du systéme a cet jnstant €t
alorigine dumouvement; cette équation signifie don¢
que la différence de ces deux sommes ne dépend queé
des coordonnées des mobiles, a ces deux époques,
et nullement de leurs liaisons ni des chemins qu’”f;
ont suivis pour passer de leurs positions initiales #
celles qu'ils occupent au bout du temps £. Cest en cel?
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que consiste la loi du mouvement, a laquelle on a
donné le nom de principe des forces vives.

565. On en dédunit comme conséquences immé-
diates,

r*. Que la somme des forces yives est constante,
toutes les fois que les points du systeme ne sont
Soumis  ancane force motrice, et que leurs vitesses
ne yarient, en grandeur et en direction , qu'a raison
de leurs liaisons mutuelles, ou de I'obligation ot
ils peuvent étre de se mouvyoir sur des surfaces o
sur des courbes fixes et données.

2, Que si tous les points du systeme occupent
les mémes positions a deux époques différentes, les
Sommes de leurs forces vives seront aussi les mémes
2 ces deux époques.

Les forces qui produisent le choc des corps de na-
ture quelconque, étant les actions réciproques de leurs
molécules (n° 553), il s'ensuit que I'équation () alieu
pendant toute la durée de ce phénomene. Or, davs
le choc des corps doués d'une élasticité parfaite,, on
suppose que les mobiles reprennent exactement,
apres la percussion , la forme quiils avaient aupara-
Vant, et que tous leurs points reviennent a leurs po-
Sitions primitives; si donc cela a lien effectivement
Pour deux ou plusieurs corps de forme quelconque,
lorsqu’ils commencent & se séparer apres s'étre cho-
qués, la somme des forces vives de tous leurs points
sera Ja méme & cet instant , que dans le premier mo-
Ment de la percussion, ou, autrement dit, il n’y aura
ducune perte de force vive dans le systeme, ainst
que nous Yavons déja vu (n° %61), dans le cas par-
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ticulier de deux sphéres homogénes, dont les centres
se meuvent suivant une méme droite,

566. Si I'on représente par R la force dattraction
ou de répulsion qui émane d'un centre fixe, et agit
sur le point m, et qu'on appelle 7 la distance mutuelle
de ces deux points, on aura (n® 158),

m (Xdx + Ydy 4~ Zdz) = == Rddr;

le signe supérieur ayant lieu dans le cas de la force
répulsive , et le signe inférieur dans le cas de Ia force
attractive, et R désignant une fonction donnée de 7
que l'on regardera toujours comme une quantilé
positive. Par counséquent , si la distance r est @
a l'origine du mouvement, et z au bout du temps 7,

1 - = ~
onaura==2 [ Rdr pour la variation de la force
o oa

vive du systeme, produite par la force R, pendant
le temps £, clest-a-dire, pour la partic du second
membre de I'équation (5), qui répond i cette force:
Lorsqu’elle sera répulsive, il ¥ aura done augmen~
tation ou diminution de force vive, selon que la dis~
tance r aura augmenté ou diminué; et le contrai™®
aura lieu quand Ia force R sera attractive.

D’apres ce qu'on a vu dans le n° 346, il en ser®
de méme 4 I'égard des actions mutuclles des points
du systéme; et, en effet, si l'on appelle, comme dan®
le no 554, F l'aclion mutuelle de m et m', par exent”
Ple, et p la distance mm’, on aura

B aF

&' —a) I : (' —p)F i g el
mX =:F(—“ L, mY :;*3 L4 5 rrr.4_+h*;”
(z—a")T (r—3OF z—z)F

'R = ARG m’Y':_.?,_. T m’Z’:$—*i"" *
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selon que la force F sera répulsive ou atiractive; a
cause de

F= (@ — £+ —F + =,
rdp = (x—x') (dx — dx")
Fr—7) (dy — dy)+(a—7) (ds—d),

il en résultera donc

m (Xdx 4= Ydy + Zdz)
_‘_Jna(xfdxr_‘__Yrd),f_i_zf(;f) . iFdF,

pour la partie du second membre de l'équa-
tion (a), qui répond 2 la force F, et par conséquent,

== f !‘de paur la variation de la force vive du
[-3

systéme qui produira cette force, pendant que la
distance p passera de p=2 a p=u. Le signe supé-
ricur ayant lieu dans le cas d'un action répulsive, et
la quantité F étant toujours positive, on voit qu'il y
aura augmentation ou diminution de force vive,
selon que 'on aura > 2 ou u<<a, cest-a-dire,
selon que la distance p aura augmenté ou diminué :
on en conclut, par exemple, que l'action mutuelle
des molécules d'un gaz qui tend 2 augmenter leurs
distances mutuelles, produit toujours une augmen-
tation de force vive, dans le systeme dont ce fluide
f‘{i‘l: partie, lorsqu’il se dilate effectivement, et une
diminution quand il se condense. Le signe inférieur
aura lieu devant la quantité précédente, et la force
F produira des effets inverses, lorsqu'elle sera at-
fractive.

On voit encore qu’un poids I appliqué & une ma-

¥ 31
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chine’'ou & un systéme quelconque de points mate~
riels, y produira une augmentation de force vive , ex-
primée par le produit 2Pk, en sabaissant d'une hau-
teur verticale %, ct une diminution égale aussi a 2P,
en g'élevant de la méme hauteur, quel que soit
d'ailleurs le chemin , en ligne droite ou courbe, qu'il
suivra dans ces deux cas. ‘
567. Si le point m est assujetti a demeurer sur une |
surface mobile, et que L = o soit 'équation de cetie
surface, L sera une fonction donnée de x, 7, z, &
En appelant N la résistance de cette surface, dirigee
suivant une des deux parties de la normale, et e?
faisant, pour abréger

el e ruae |

il en résultera .
L

mX — NV(il— Y—Nvd, mé = NV é—:

pour les composantes de cette force inconnue N. La

partie du second membre de I'équation (a) qul re-

| pond a cette force, sera donc

m (Xeda--Yedy+ Zdz) =NV (3 dw—t- ﬂd 22 ds);

et comme en différentiant completement l’équation

Li=o, parrapportat, x, y, z, ona

dt-—i—f[‘dr +_[{7+dL_=0’ |

" . r - 1 dL
on VoLt que cette partie peut se réduire a —ij;;} dt-

Pour avoirégard a la force N, dans le calcul de la forc®
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viveda systeme, il faudra donc ajouterledonblede V'in-
tégrale de cette quantité an second membre de I’équa-
tion (6); par conséquent, lavariationde force vive, qui
sera produite par la force N, pendant le temps #, aura

dL 56, ; .
pour ;valeur — 2 f NV — dt; Vintégrale étant prise

de maniére qu'elle soit nulle, quand Z=o.
Cette variation pourra étre positive ou négative, se-
. 1L . v oyl
lon le signe de ‘E , et selon celni de V, qui dépendra du

sens dans lequel la force N s’exercera. La grandeur de
cette résistance N dépendant en partie de la force cen-
trifuge du point 7, pourla connaitre etcalculer en con-
séquence la valeur de I'intégrale précédente, il faudra
quelavitesse du point m et sa trajectoive aient €té préa-
lablement déterminées; ce qui suppose le probleme
dont on s'occupe résolu en ce qui concerne le point
m. La variation de force vive produite, par celte
force inconnue, ne sera pas indépendante du chemin
que ce point m aura suivi en allant d’une position a
une autre; le principe des forces vives, tel qu'on l'a
énoncé plus haut, n'aura plus lieu; et, en effet, sa
démonstration suppose que I'équation L = o, ne con-
lUent pas le temps ¢ explicitement.

568. Ce principe waura pas lieu non plus, quoique
la surface dont L = o est Uéquation soit immobile,
lol‘Sque Pon aura égard au frottement du point m
contre cette surface ; la variation de force vive pro-
duite par lefrottement , dépendra de la pression, qui
est égale et contraire i la force inconnue N; on ne
hourra donc pas calculer, @ priori, la grandeur de

s
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cette variation ; mais il est facile de prouver que l'ef-
fet du frottement sera toujours une diminution de
force vive.

En effet, i cause que le frottement est proportion-
nel & la pression, on pourra représenter celui du
point m, contre la surface dont I'équation est L = o,
par fN, en désignant par f une fraction donnée
qui sera une quantité positive, ainsi que inconnue N-
De plus, la direction du frottement étant tangente a
la trajectoire du mobile, et dirigée en sens. contraire
de savitesse, sil’on appelle s I'arc décrit par le point m
pendant le temps ¢, les composantes de la force fN,
seronl

TANE I g A e
parallelement aux axes des x, ¥, z; donc, 4 cause de
dae* 4 dy* 4= dz* = dis*, le terme du second membre
de I'équation (@), qui provient de cette force ; se ré-
duira 3 — fNds; et il en résultera, dans le second
membre de I'équation (5), un terme — » fNds,
dans lequel on prendra Vintégrale de maniére qu'elle
s'évanouisse avec g, et qui exprimera évidemment
une diminution de force vive.

Ce résultat conviendra également au cas ou un
corps du systéme glissera sur autre: en prenant pour
ds Vélément de la courbe décrite par lear point de
c?n.taCt en verty de ce gliSSement, pour Nla pressiﬂﬂ
reciproque de ces deux corps, et pour f un coefficient
dépendant de la nature de leur surface, la quanﬁié
— :'_4/1 f Nds exprimera encore la diminution de force
vive due a ce frottement.
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On verra de méme que la résistance d'un milien
produira aussi constamment une diminution de force
vive, qui dépendra de la vitesse des mobiles. Ainsi,
les frottemens des parties d'un systeme, entre elles
ou ‘contre des obstagles fixes, et les résistances du
milighque les mobiles traversent, diminuent conti-
nuellement la somme des forces vives de tous ces
corps; et c'est de cette maniére que ces forces finis—
sent toujours par réduire au repos le systeme entier,
¢il a été mis en mouvement, puis ensuite abandonné
3 lui-méme, sans étre soumis a d'autres forces mo-
trices qui puissent reproduire incessamment les forces
Vives détruites par ces résistances. Cest ce-que fait,
par exemple, la force du ressort dans les pendules
ordinaires : son action restitue an corps oscillant la
force vive quil aurait perdue sans cela, a chaque
retour 4 la verticale, et le fait ainsi remonter cons-
iamment 4 la méme hauteur , malgré la résistance
de Vair et les frottemens. Dans les horloges 4 poids,
la force vive perdue est restituée au pendule par un
poids, qui descend un iant soit peu pendant chaque
oscillation.
56¢. Si Y'on représente par &, , ¥1s %o les coordon-
nées du centre de gravité du systeme des points ma-
teriels m, m', m", etc. , 2 un instant quelconque, et
QWon fasse

=, Az, y =0+ Ir *=54+ 5

de sorte que x,, 7,, z,, soient les coordonnées du
point quelconque 2, l.ap},o.-:ées a ce centre comme
Ul'lgme, on aura
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dx dy dz
S L — o3y WA S M —t ==

i & di PRI ERO
i et a cause de

dx*—- dy® - dz*
—— e B TS Tl
(H.-. 7

il en résultera : !

_fdrdyitdz® da *-dy *-dz}?
i Zmy? _(_"W ) Zm~-Zm (_'_dt__)'

ou, ce qui est la méme chose,
STt — o ASun L Zmw )},

en désignant par ¢, la vitesse du centre de gravite, et
par v, la vilesse du poiat m dans son meuvement
autour de ce centre, Par conséquent, on aura Ja
somme des forces vives absolues de tous les poinls
i du systeme, en ajoutant le produit du carré de la
vitesse de leur ceritre de gravité et de la somme de
leurs' masses , & la somme des forces vives de tous ces
mémes points dans leur mouvement relatif autour d¢
ce centre.

D’apréscethéoréme, silon appelle mla masse de I'n?
descorps célestes, U la somme des forces vives de tous
ses points dans son mouvement de rotation autour d€
sou centre de gravité, et qu'on désigne par u la vitess
de ce centre dans V'espace, on aura U—- mau?, pour Ia
» somme des forces vives absolues de m. En appliquant
I'équation () au systéme solaire, on aura donc

ZU-Smur =D - 2p (o, 1% 3, 2%, etC.);

les sommes = s'étendant au soleil, aux planétes, a8%
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satellites, et méme aux comeétes,'si leurs masses étaient
connues; D ¢tant une constante arbitraire dépendante
des positions et des vitesses de tous Ces corps aun
instant donné; et @ désignant une fonction relative a
leurs attractions mutuelles. En vertu du méme théo-
réme, On aura aussi

Smuw* = V*Em <4 Zm (J—E;ﬂ“ﬁd—i’—);
en désignant par V la vitesse du centre de gravilé du
systéme solaire dans espace, et par &, ¥;» %5 les
eoordonnées du centre de figure de m, rapporiees a
ce centre de gravité comme origine. Par conséquent,.
Véquation des forces vives deviendra

L..ﬂ. d an iy d"ll.
EU 4 Ve=m + Em(dT’ s i; z’)

=D 4 20(x, 7,2, %, etc.). (¢)

Pour obtenir I'expression de la fonction @, obser-
vons qu'a raison de la forme a peu prés sphérique
des corps célestes, et de la petitesse de leurs dimen-
sions par rapport aux distances qui les séparent, on
peut les considérer comme des masses réunies a leurs
centres de gravité (n° 242). Soient donc f Tintensité
de Dattraction universelle a lunité de distance et
rapportée i des masses prises pour anité, m et m’ les
masses de deux de ces corps, ¢l p la distance de leurs
centres de gravité; leur atiraction mutuelle sera

Jmm' i )
e et le terme correspondant de la fonction @

3
H 5 rm X )
Ara pour valeur A I d’ou 11 résultera
P > ]
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Cp('r:‘?', Z, .’l", etc.) =3z m;n » \

pour sa valeur compléte; la somme = s'étendant 2
tous les corps célestes, pris deux a deux.
Observons maintenant, pour simplifier I'équa-
, tion (c), que sil'on ne tient pas compte de l'action des
étoiles sur les corps du systéme solaire, le mouve-
ment de son centre de gravité est rectiligne et uni-
forme, et la vitesse V, une quantité constaute; de
plus, abstraction faite des perturbations du mouve-
ment de rotation de chacun des corps célestes, qut
Proviennent des attractions de tous les autres sur la
partic non sphérique de celui que Yon considere,
la quantité U est aussi eonstante pour chaque corps
en particulier (2°419); si donc on néglige la partie va-
riable de ZU, et qu'on metie une autre constante C,
a la place de D — =ml — V:sm, I'équation (¢)
il deviendra

Im (LR EN G _aps ™ (@)
de P

Si l'onveut transporter I'origine des coordonnéesatt
centre de figure du soleil , on désignera par g, &, ks
il les coordonnées de ce point, dont Vorigine est a%
centre de gravité du systéme solaire; par x, ¥, %7 ‘
! les coordonnées du centre de m, rapportées i celui du
i soleil, de sorte qu'on ait

&, —Ciet==Ng y1=‘}'—-k, z‘=:—-]i"

pour les coordonuées du centre de i, dont I'origine
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est au centre de gravité du s_ystéme. 11 en résultera

dg dx dz
Ezm.—imd—t Em Zm—t-, d.s Em_}:m—

et a cause de

de?+dy*-dz? dx* +dj 4= dz
Em( 7 )._2 ( dz“ n)
dg . dx d ﬁ
2 EZH;-&}- — 27 n Em

) (dg — dfa + dk* )zln

Féquation (d) se changera en celle-ci :

=m (d—x—i%f idsk o [( m —) e (Zm —g)
+(zm ) ]=¢— fzﬂ

apres Pélimi Loyl o6
P ination des quantités —2 5’ @ dr

. mrn
Les sommes =, excepté Em et = T’nc compren-

dront plus la masse du soleil. On peut aussi- séparer
de ces deux sommes les termes relatifs a cet astre,
lesquels sont

Mmnz M’ Mm"
M ’ '-T* . _}T ’ —,:,— 2 etc.,

en appelant M la masse du soleil, et 7, r, ', ete.,

b f
les distances des centres de m, m', m', ete., au

centre de M. De cette maniere V'équation des forces

Vives, appliquée au systéme solaire, deviendra fina=

€inent
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da - dys 4 done I dz\? dry\’®
i i (= e AL b e ). ST ot = =
x e M-[-Em[(zm dt) - (E"‘ di

~_ (Zrn fld_z()g] =(C— 2 fM= z:—— 3 f= ’—”—:3- 5

les sommes = ne s'étendant plus quaux planétes, aux
satellites et aux comeétes, s'il est possible ; et Vori-
gine de leurs coordounées étant actuellement au
centre du soleil.

Nous ferons remarquer, A cette occasion, que le
moyen le plus direct de savoir si Uensemble des ac-
tions des cometes exerce une influence sensible dans
le systéme du monde, serait de calculer, i des époques
€loignées I'une de Pantre, la valeur de la quantité G,
déduite de cette équation, d’aprés les vitesses rela-
tives, les distances mutuelles, et les masses des antres
corps célestes, & ces différentes époques : si T'on
trouvait des valeurs de C sensiblement inégales, on
pourrait attribuer leurs variations i I'action des co-
metes, en négligeant toujours Vaction des étoiles , et
en supposant qu’il 0’y ait eu ni choc, ni explosion
dans lintervalle; car on verra bientdt que les chan-
gemens brusques de vitesse altérent la somme des
forces vives du systéme, et font changer, par consé-
quent, la valeur de la quantité C,

570. D'aprés ce quon a vu dans le n° 546, la
fonction désignée par ¢ dans Péquation (4), est up
MAXINLM ou un minimumn pour les valeurs dgs, coor-
données x, y, z. x', ete., qui répondent i une
positi(lrl d’équilibre du systéme; il s'ensuit donc que
Ja somme des forces vives de ious ses points cesse
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d’aagmenter ou de diminuer, toutes les fois que le
Systéme, pendant son mouvement, passe dans une
position ou il demeunrerait en équilibre, si ses points
w'avaient pas de vitesses acquises ; €t comme les
maxima et les minima de cette fonction du temps
devront étre alternatifs, il en résulte aussi que les
positions d’équilibre par lesquelles le systéme passera,
seront alternativement stables et non stables; celles-
¢i répondant aux minima de la fonction @, et celles-1a
A ses maxima.

Toutefois, le caractere distinetif des deux états d'é-
quilibre a été seulement énoncé dans le n° 347; et
il nous reste i prouver qu'en effet, la stabilité de I'é-
quilibre a lien, quand la fonction @ est un maximum;
ce que nous allons faire au moyen de Véquation (b).

Pour cela supposons que &, b,c, a,b,c,ete,
soient les coordonnées des points m, m/, m’ ,ete.,
dans un état d’équilibre du systeme ; supposons ausst
quon les écarte un tant soit peu de leurs positions,
et qu’on leur imprime de trés petites vitesses /e
k', etc.; au bout du temps 7, soient

w:a-—|—p,)f=b+q,z:c+.r,
x=d+p, e e R 4,
etc.,

les coordonnées des mémes points; il gagira de faire
voir que les variables p, g, T p'yetes, demeureront
toujours tres petites, si la quan tité @ (2,9, ¢, al, ete.),
est un maximumn,

_En effet, je développe ¢ (%, 0 2 x, etc.)
suivant Jes puissances et les produits de p, ¢» T
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P> etc. Par la propriété commune aux mawima ¢ I
aux minima, la somme des termes dependans des '
Premiéres puissances de ces variables sera toujours
nulle, quel que soit le nombre des variables indé-
pendantes que la question comporte. On démontre
aussi, dans le calcul différentiel, que la somme

des termes dépendans des carrds et des produits

de p, q, r, p', eic., c’est-a-dire, la somme des
termes du second ordre par rapport a ces quan-
tités, pourrase décomposer dans le cas du maximum,

en plusieurs carrés, pris avec le signe —, et dont le
nombre est celui des variables indépendantes. En

[ désignant par R, le reste de la série comprenant les
termes du troisieme ordre et des ordres superieurs,

on aunra donc

o(x,7,3,a,ete.) = ola,b,c, a,etc.)

— (8" 45"+ 5" ctc.) + R;

s, 8, s", ete. , étant des fonctions linéaires de Paqr
ry p'y ete., qui seront toutes nulles en méme temp#
que ces variables. La substitution de cette valeur dé
¢ dans Véquation () donne

a 2t = L Zmk* — (s* 8" 4 s"* - eic,) 4 R.

Or, au commencement du mouvement, les varia-
bles p, ¢, r, p', ete., sont d’abord tres petites; tant .
fi qu'il en est ainsi, les quantités s, ', 5", ete. , sont 622~
lement trés petites ; et » Téciproquement, & desvalew'®
ires 'Pﬂﬁtes de 5y 5!: 5"2 etc. , COTl‘CSPOndcnt tUﬂjourH [
i de semblables valeurs de p, ¢, », p', ete. Diailleurs, |
pour de telles valeurs | chaque terme du secont ‘
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ordre est plus grand, abstraction faite de signe, que
R, qui ne renferme que des termes d’un ordre supé-
rieur au second ; par conséquent, tant que fous les
carrés s°, s', &', elc. , sont encore trés petits, cha-
cun d’eux surpasse la valeur de R.

Cela posé , nous sommes en droit de conclure que
toutes les quantités s, &', 5", etc., demeureront tou-
Jours trés petites, et que chacune d'elles ne surpas—
Sera jamais V/E3k*; car, ces quantités variant par de-
grés continus, cela ne pourrait arriver avant que la
plus grande d'entre elles, qui sera s, par exemple ,
ne soit devenue égale 3 V2 3k*; et comme cette va-
leur de s serait encore trés petite , puisque touies les
quantités k, &, A", etc., sont tres petites, par hypo-
thése, on aurait 4 la fois

Sa=tBb, s >Ry >R, ste;
3 EZmot = — (s 45" f-elc.) - R;

ce qui serait absurde, puisque £ Smo® est essentielle—
ment une quantité positive. Donc aussi les variables
P, q, T, p', etc., resteront constamment trés petites,
et le systeme ne fera quosciller autour de sa position
@’équilibre, qui est alors un équilibre stable; ce quon
S¢ proposait de démontrer.

Lorsque la quantité @(a, b, ¢, a, elc.) est un
Minimum, la somme des termes du second ordre, dans
le développement de o (x , 2, X'y etc.), est une

PP ’ g
quantité positive ; l’équallon des forces vives peut
"]91‘5 subsister, sans que les variables p, g, r, p/, elc.,
Solent toujours trés petites; mais cela ne suflit pas
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pour en conclure qu'elles cesseront, en effet, de Pétre
au bout d'un certain temps, quelque petites qu'on
les suppose a l'origine du mouvement , ainsi que les
vitesses initiales k, &', &", etc.; et ce nlest qu'en dé-
terminant, dans chaque probléme; leurs valeurs en
fonctions de ¢, qu'on pourra s'assurer qu'elles ne sont
pas limitées.

571. Les vitesses initiales, dont les composantes
ont €té représeniées par a, b, ¢, o, ¥, ¢, ete. , dans
le n° 535, et que les points m, m/, m", etc., ont prises
effectivement, quand le mouvement du systéme @
commencé, satisfont nécessairement aux conditions
données qui lient les mobiles entre eux et & d’autres
points de P'espace; et comme, par hypothése, ces
conditions sont exprimées par des équations, savoir,
par les équations (2) du v 551, il s'ensuit que s
Ion désigne par ¢ un temps infiniment petit, et
qu’on prenne

daez=ac, dy=bs, Jz=ce, Jax'=a's, etcs

les déplacemens des points m, m!, m", etc., qui
répondent a ces accroissemens de leurs coordonnées,
et aussi les déplacemens contraires, satisferont sux
conditions données, c’est-a-dire, aux équations (3)s
qui ont été déduites des équations (2) dans le n° 551-
On pourra done employer ces valeurs de dr, Jy, efce
dans Péquation (5) du n° 555 ; en sorte qu’a lori-
gine du mouvement, et en supprimant le facteur ¢
commun a tous les ternies, on aura cette dquation

=305 (e)

Em[(A—a)a+ B—b)b4 (C—c)¢
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entre les composantes A, B, C, A', etc., des vitesses
que les points m, m, m", etc., prendraient sils
étaient libres et isolés, et cclles des vitesses qu'ils
Prennent réellement.

1) est facile de vérifier ceite équation dans le mou-
Vement initial de rotation d'un corps solide autour
d’un point fixe. Eo eflet, changeons m en dm et =
en [ et faisons

- fla* - br 4 e)dm= f;
de sorte que £ represenie la somme des forces vives

de tous les points du corps. L’équation préccdente
deviendra

[(Aa+Bb+4Ce)dmn=rh.  (f)

D’ailleurs, on aura (n® 408)
s gt b:mc, = BBy . . C RPN TTR, 5

x,, ¥, %,5 ¢tant les trois coordonnées de dm, rap-
portées aux axes principaux du corps qui se coupent
au point fixe, et p, g, r, désignant les compo-
santes de la vitesse de rotation autour de ces mémes
axes. De plus, en appelant £ le moment principal
velatif au point fixe, des quantités de mouvement
imprimées 4 tous les points du corps, et «, €, v, les
augles que V'axe de ce moment fait avec les axes de
X157, 5,, on aura :

S(Bx, —Ay)dm=Fkcosy,
8 (Az, — Ca,)dm = kcos 6,
S(Cy, — Bz)dm=hcosa
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car il est évident que les premiers membres de ces
équations sont les momens, par rapport aux axes des
%3 ¥, %, des quantités de moavement dont % est Ié
moment principal; en sorte que les valeurs de ces
intégrales doivent se déduire de la valeur de k,enla
multipliant par cosy, cos €, cosa (n® 281). Or, si l'on
substitue les valeurs de a, b, ¢, dans I'équation ( f):
et quon ait égard 4 ces dernitres équations , 7
vient

k(peosa—qcos € +rcosy)=rh;

donc, en désignant par @ la composante de la vitesst
angulaire de rotation autour de laxe du moment
principal , de sorte qu’on ait

@=pcosa--qgcos€ 4 rcosy,

il en résultera
ka = h;

ce qui saccorde avec le théoréme du n° 419 , d’apré®
lequel cette composante de la vitesse de rotation €5t
égale i la somme des forces vives, divisée par le mo~
ment principal des quantités de mouvement.

572. Maintenaat, §'il survient pendant Je mouve-
ment un changement brusque dans les vitesses des
mobiles, on pourra prendre pour d'x, &'y, ete., dav®
Téquation (5) du n° 535, les déplacemens infinimest
petits de tous les points du systéme , qui ont effective”
mentlien 3 une époque quelconque de ce changemen's
pourvu qu'a cet instant, comme on I’s expliqué dans
le numéro suivant, les points par lesquelsles partiesd?
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Systeme sont en contact, ajent une méme vitesse,
pour les deux parties adjacentes, dans le sens normal
a leur surface commune. Cela étant, il y aura deux
Cas distinets 2 examiner.
1°. Si le changement brusque est produit par la
rencontre de deux ou plusieurs corps du systeme, ou
par le choc de ces mobiles contre des obstacles fixes,
la condition dont il s'agit sera remplie 2 l'instant de
la plus grande compression (n° 468). En supposant
donc que les composantes a, b, ¢, @, etc., des vitesses
des mobiles se rapportent a cet instant, et A, B, C,
A/, etc., au commencement du choc, on pourra
prendre, comme dans le numéro précédent ,

dw=ae, Jy=bs, Jo=ce, Sax'=als, etc.;

et I'équation (¢) aura lieu entre les composantes des
vitesses & ces deux époques, qui seront celles du com-
mencement et de la fin du choc, lorsque les mobiles
n'auront aucune élasticité. Or , celte €quation (¢)
donne

=m (Aa+ Bb -4 Cc) = Zm (a* 4 b*4-¢*);
et comme on a identiquement
Sm [(A —a)* + (B — b =4 (C—¢)']
=3m(A*=-B* 4 C*) + Sm(a*+ 5" ¢*)
) — 23m (Aa~+Bb 4+ Ce),
i en résulte '
S (A* 4B+ C*) — Zm (@ + b* 4- ¢*)
=Zm[A—a) 4+ B—"5)+4(C—0a)*];
3z

o
“ia
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ensorle que I'exceés delasomme des forces vives de tous
les points du systéme avant le choc, sur la somme
des forces vives aprés le choc, est une certaine
somme de forces vives, et, conséquemment, une
quantité positive. Par conséquent; dans les change-
mens brusques de vitesse, provenant du choc des
corps dénués d’élasticité, entre eux ou contre des

‘obstacles fixes, il y a toujours perte de force vive,

ainsi que nous I'avons déja vu, dans le choc de deax
corps sphériques et homogenes, dont les centres se
meuvent sur une méme droite (n° 361).

2°. Lorsque le changement brusque sera produit
par des explosions intérieures qui briseront un ou
plusieurs corps du systéme, ce sont les composantes
A, B, C, A/, etc., des vitesses au commencement da
phénomene, et non pas les composantes a, b, ¢,
@', elc., des vitesses finales, qui satisferont i la con-
dition du n° 536; en sorte que, dans ce cas, on D€
pourra plus employer les valeurs précédentes de J's
dy, etc., dans 'équation (5) du n® 555. Mais en dé-
signant toujours par ¢ un temps infiniment petit, 07
pourra prendre

dx=A~Ae, Jy=Bs, I2=0C¢, ' =A%, eic:s
ce qui changera I'équation (5) en celle-ci :
2m[(A—a) A+ (B—b)B+ (C—¢)C]=0;
d’ou l'on déduit

Zm (@ == bt o %) — Zm (A* + B* 4 C*)
= Zm[a — AP (5 —B)+(c —C)];
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e qui montre que la somme des forces vives de tous
les points des parties des mobiles, aprés lexplosion,
est toujours plus grande que la somme de leurs forces
Vives avant I'explosion. Il est évident, en effet, que si
les mobiles sont en repos avant Ia séparation de leurs
Parties, celte séparation sera toujours suivie d’une
augmentation de force vive; mais, en vertu du théo-
Teme qu'on vient d’énoncer, quels que soient les
iouvemens de translation et de rotation d’un corps,
le changement brusque produit par une explosion
Intérieure, donnera toujours licu 2 une augmenta-
tion de force vive, et non pas & une diminution,
Comme dans le cas d'une rencontre de corps dénués
Délasticité.

Sans qu'il soit nécessaire de rien ajouter i ce que
Nous avons dit, dans le n° 469, sur le choc des corps
€lastiques, on voit que la premiere partie de ce phe-
nomeéne, depuis le commencement jusqu’a l'instant
dela plus grande compression , peut étre assimilée au
premier des deux cas précédens, et la seconde par—
tie, depuis cet instant jusqu’a la séparation des mo-
biles, au second de ces deux cas : il y a donc perte
de force vive pendant la premiére partie, et accrois—
Sement pendant la seconde. De plus, si les mobiles
Sont parfaitement élastiques, de sorte qu'ils repren-—
lent, en se séparant, la méme forme qu’ils avaient
“Vflrlt le choc, et que les deux parties du pliénoméne
SOlent exaclement semblables, l'augmentation de
f(?rce vive, pendant la seconde partie, sera égale ala

Minution qui aura en lien pendant la premiére ; par
“Onséquent , la somme des forces vives du systeme sera
E aa.
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la méme avant et apres le choe, conformément a ce
qu'on a vu dans le n* 565. Cela suppose, toutefois,
gqu'on fasse abstraction'de la perte de force vive, qul
aura toujours lieu (u® 568), &l y a glissement et
frottement des corps I'an contre 'autre pendant 12
durée de leur contact.

575. Le principe de la moindre action, qu'il nous
reste a considérer, consiste en ce que, dans le mou-
vement d'un systéme de corps pour lequel le prin-
cipe des forces vives a lieu, si 'on fait le produit de
la vitesse de chaque point matériel du systeme, de s2
masse el de l'élément de sa trajectoire; que I'on
prenne la somme des produits semblables pour tous
les mohiles; et qu'on intégre cette somnie, depuis
une position donnée* du systeme jusqu’a une autre
position aussi donnée, la valeur de cette intégrale
sera généralement un minimum.

Ce théoréme est une extension de celui du n® 160,
et se démontre de la méme maniére ; clest pourquo*
uous en supprimerons la démonstration , pour abré-
ger. Si I'on appelle ds I'élément de la tmjectoi"“'
de m, dont la vitesse est ¢, ce sera Pintégrale de
Zmyds qui aura, en général, une valeur minim®;
mais dans quelques cas, comme dauns celui du mov”
vementd'un point matériel sur une surface fermée, '€
minimum pourra étre remplacé par le maacimum; et
ce que Pon démontre seulement, cest que la varid”
tion mnfiniment petite de [Smods est toujours égale
h z€ro.

A cause de ds = vdy, l'intégrale dont il agit !
la méme chose que Ve, en faisant V — Sme* 1€
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Principe de la moindre action revient donc a dire
que liatégrale da produit de la force vive du sys-
leme et de I'élément du temps, est généralement un
mmzmmn en sorte que, dans la nature, un s_ystem(,
de corps est transporté d’une position dans unc autre,
en dépensant la moindre quantité possible de force
Vive. Lorsque les mobiles ne sont soumis & aucnne
force motrice, la quantité V est constante (n* 505),
et c’est le temps du trajet qui est un mininum.

Si I'on compare le principe de la moindre action
aux principes des forces vives, de la conservation dun
wouvement du centre de gravité, et de la conserva-
lion des aires, on voit que le premier nest qu'une
regle_pour former les équations d:i‘ﬁ,renhelleb du
mouVement, maintenant inutile, puisqu’on obtient
Ces équations d'une maniére plus directe’et plus gé=
nérale, au moyen de la formule (t) du n® 531; tandis
que les autres principes, outre qu ils renferment des

pl‘opnctes m]porlantcs du mouvement, onl encore
lavdnlage de fournir des intégrales de ces équations

différentielles , qui sont les seules que T'on connaisse
dans la plupart des problemes.

Le principe de la conservation du mouvement du
Centre de gravité fournit trois intégrales en quantités
finjes , 3AVOIT :

Smax = a=m - At,

Smy = b=m -+ Bi,
Smz = c¢=m 4 Ct;

i

@, b, ¢, A, B, C, étant les six coustantes arbitsaires,
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dont les trois premiéres représentent les coordonnées
du centre de gravité du systéme 2 'origine du mou-
vement, et les trois autres sont les sommes des quan-
tités de mouvement imprimées, & cette époque, &
tous les points du systéme, parallélement aux axes des
coordonnées.

Les intégrales qui résultent du principe de la con-

servation des aires sont trois intégrales premiéres ;
savoir:

2m(xdy — ydx) = cdt,
Zm(zdx — xds) = cdt,
ZEm (ydz — zdy) = c"dt;

¢, ¢’y ¢", étant les trois constantes arbitraires qui ex~
priment les' momens des quantilés de mouvement
initiales de tous les points du systéme, par rapport
aux axes des z, y, 2, ou le double des aires déeritess
dans P'unité de temps, autour de ces mémes axes.

Enfin, le principe des forces vives ne fournit qu'uné
seule intégrale, qui est 'équation (6) du n° 564, ¢t
qu'on peut écrire ainsi :

a P& dz¥ .
1Zm dij';{; = Z):D-{-‘P(&”-‘; J» 3, &y ele:)

D étant une constante arbitraire.
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LIVRE CINQUIEME.

HYDROSTATIQUE.

CHAPITRE PREMIER..

NOTIONS PRELIMINATRES.

574. L' Hydrostatique est la partie de la Statique
qui traite de Iéquilibre des fluides. On y considere
un fluide comme un amas de points matériels qui
codent an moindre effort que Von fait pour les sépa-
rer les uns des autres. Les fluides que la nature nous
présente approchent plus ou moins de cet état de
fluidité parfaite; I'adhérence qui existe entre les mo-
lécules de plusieurs de ces substances, et qui produit
ce quon appelle leur viscosité, soppose  la sépara-
tion de leurs parties; mais, dans la théorie que nous
allons exposer, nous ne nous occuperons que des
fluides parfaits; et, si 'on excepte quelques liquides
ot la yiscosité est trés considérable, les lois de l'é~
quilibre auxquelles nous parviendrons s'applique~
ront, sans erreur sensible, & tous les autres fluides-
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*Ces substances, comme les corps solides, sont coni-
posées de molécules disjointes, et séparées par des
espaces vides; mais si Fon divise un fluide en parties
d'une étendue insensible, dont chacune renferme )
néanmoins, un nombre immense de molécules, on
pourra adettre que les conditions d'équilibre de
chaque partie sont les mémes que si elle était infini-
ment petite, qu'elle conservat toujours sa fluidité ,
et qu'elle etit pour densité celle du corps, telle qu'on
Fa définie dans le n° g8. Cela revient i considérer un
fluide comme une masse continue, dont la densité
est constante, ou variable par degrés insensibles.

575. On distingue deux sortes de fluides » savoir :
les liquides et les fluides acriformes.

On appelle aussi les liquides des fluides incompres-
sibles; mais , dans la réalité, ce sont des substances
qui ne se compriment sensiblement que sous des
pressions extrémement grandes. Si par exemple , unt
cylindre vertical est rempli d’ean jusqu’a une certainé
hauteur; que cette ean n’éprouve dabord aucune
pression a sa partie supérieure , et qu’elle soit ensuité
chargée d’un poids équivalent a la pression atmos~
phérique, V'observation a fait voir que la hauteut
primitive de 'ean diminue senlement de 46 millie~
niémes, en supposant que le cylindre conserve sov
diamétre, et que ses parois ne cadent pas & la pression
qui leur est transmise par le liquide. En augmcﬂm“t
Ja charge dy liquide, et la portant a plusiears cet”
taines de pressions atmosphériques, lexpérience 2
donneé une condensation de Ieau croissante dans 1
méme rapporl que cette charge. Le mercure est €7
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core moins compressible que I'eau ; et, quelque effort
que P'on ait fait, on n'est pas parvenu a diminuer son
volume d’une maniére appréciable.

Les fluides aériformes, comprenant Vair atmosphe-
rique et les différens gaz, sont compressibles et doués
d’une parfaite élasticité; en sorte qu'ils peuvent chan=
ger, i la fois, de forme et de volume par la compres-
sion , et revenir exactement  leur forme primitive des
que cette compression a cessé. On les nomme aussi,
pour cette raison, des fluides élastiques.

Les vapeurs sont également des fluides élastiques;
mais , pour une température donnée, un espace aussi
donné ne peut contenir quune quantité déterminée
de vapeur; de maniere que si la vapeur a atteint
cette limite, et qu'on diminue un tant soit peu, soit
Iespace, soit la température, une portion de vapeur
se liquéfie. I.’expérience a prouvé que ce M I
de vapeur est le méme , & température égale, dans un
espace vide d'air et dans un espace rempli d’air plus ou
moins dilaté ou comprimé. La densité de la vapeur
est, en général, peu considérable, relativement a
celle du liquide dont elle provient; mais, quand un
liquide est contenu dans un vase fermé , dont 1] oc-
cupe , par exemple, le tiers ou la moitié, et qu'on
¢léeve sa température a un trés haut degré , le li-
quide tout entier , aprés s'étre dilaté , se réduit su-
bitement en une vapeur transparente dont la densité
est le tiers ou la moitié de la deunsité primitive de
C¢ méme liquide.

Lair et les gaz sont appelés des fluides pcrmrméh!-\‘ 4
Par opposition anx vapeurs ; mais il y a lien de eroire
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qu’ils peuvent étre liquéfiés par une trés grande com-
pression ou par un trés grand refroidissement ; et
c’est, en effet, ce que 'on a veérifié a I'égard de plu-
sieurs d’entre eux.

576. La propriété caractéristique des fluides, qui
les distingue essentiellement des corps solides et qui
servira de base  la théorie de leur équilibre, est la
faculté qu'ils ont de transmettre également, en tous
sens, les pressions exercées i leurs surfaces. Dans
mon Mémoire sur les Equa,tiom génerales de [ équi-
libre et du mouvement des corps élastiques et des
Jluides (*), j’ai fait voir comment cette propriété
provient d'une disposition respective des molécules
du fluide, & laquelle il revient trés rapidement quand
il a été comprimé ou dilaté; et comment la résultante
des attractions et répulsions moléculaires , qui pro-
duit les pressions intérieures, peut varier dans un
trés grand rapport, pour les trés pelites variations
de distance des molécules, qui ont lien dans les li~
quides. Mais , dans cet ouvrage, on regardera la pro-
priété dont il s’agit comme une donnée de Vexpé-~
rience , admise par tous les physiciens et les géometres
qui se sont occupés de I'Hydrostatique, et dont
Pexactitude ne peut laisser aucun doute. Clest ainsi
qu'en traitant de Iéquilibre de la lame élasti~
que (n* 506), nous sommes partis d’un principe s~

condaire , au lien de remonter aux actions molect”
laires dont il dérive.

(¥) Journal de U Ecole Polytechnique, ~o¢ cahier.
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%77. Pour nous former une idée précise du prin-
cipe de l'égalité de pression en tous sens, considerons
d’abord les fluides incompressibles.

Supposons qu'un vase prismatique, droit et posé
sur un plan horizontal, dont ABCD (fig. 35) repré-
sente une section verticale, soit rempli: jusquen EF
d’un liquide, tel que l'ean, par exemple ; supposons
aussi que I'on recouvre celte eau d’un piston hori-
zontal qui ferme le vase exactement. Pour simplifier
la question, faisons abstraction de la pesanteur de
Veau, de sorte que ce fluide n'exerce, par lui-méme,
aucune pression sur les parois du vase; enfin, posons
sur le piston un poids donné P, comprenant le poids
méme du piston. Il est évident que la base horizon-
tale du prisme sera pressée de la méme maniere que
si le poids P était posé immédiatement sur cette base,
et quil fat distribué uniformément sur toute son
étendue. Tous ses points éprouveront des pressions
verticales égales entre elles; la pression qui en résul-
tera, pour une portion quelconque 2 de cette base ,
sera proportimmelle 4 a: elle équivaudra 4 une force
verticale, appliquée au centre de gravité de l'aire o,

- Pa : A2
et exprimée par —, €n désignant par a laire de la

base entitre du prisme, qui est aussi celle de la base
du piston en contact avec le liquide. Or, le principe
de I'égalité de pression en tous sens, consisle en ce
que la pression que le poids P exerce a la partie su-
périeure de I'eau , se transmet, par I'intermédiaire du
fluide , non-seulgment sur la hase du vase , mais en-
core sur ses faces latérales : tous les points du vase
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sont egalement pressés dans des directions perpendi-
culaires aux parois ; et une aire «, prise sur une des
faces latérales du prisme, éprouve la méme pression

o - L . .
= 2 que si elle faisait partie de sa hase horizontale.

Généralement , supposons que le vase ait la forme
d’'un polyedre quelconque, dont la figure 54 repré-
senle une section. Ce vase étant fermé de toutes
parts, et fixement attaché, concevons qu'il soit rem-
pli exactement d’un liquide sans pesanteur. Si I'on
enleéve une face de ce vase, el quon la remplace par
un piston, auquel on applique une force dounée P,

perpendiculaire 4 la surface du liquide adjacent , le
vase et le fluide demeureront en repos, et, d’apres le
principe que nous expliquons, la pression que la
force P exerce sur la surface adjacente, se transmet-
tra, par l'intermédiaire du liquide, sur toutes les
faces du polyédre. Tous les points du vase, en y com-
prenant les points de la base dua piston, seront éga-
lement pressés de dedans en dehors, suivant les
directions perpendiculaires aux parois ; et, relati-
vement & une aire «, prise sur une de ces parois ;
ou sur la surface du piston, la pression sera uné
force perpendiculaire 4 son plan, appliquée i son

: By » 1 PI{- ¢ 3 . o
centre de grayite, et dgale 3 — 5 a étant l'aire en

tiere de la base du piston, en contact avee le li-
quide.

Cette pression transmise s'exerce de la méme ma-
niére dans intérieur du liquide; et si I'on y considere
une portion du liquide terminde pardes faces planes,
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ou un polyedre solide qu y soit plongé, chaque par-
tie # de I'une des faces éprouvera aussi, de dehors
_ : N
en dedans, la pression normale ¢gale a &5

On étend, sans difficulté, ces résultats au eas ot la
surface pressée n'est plus supposée plane; il suffit
alors de la décomposer en élémens infiniment peiits,
que l'on regardera comme les faces planes d'un po-
lyedre infinitésimal ; et si 'on désigne par @ laire

; . Pa .
d'un de ces élémens, on aura — pour la pression

normale qu'il éprouve; a étant toujours l'aire du

piston , et P la force pex‘pcndi(}ulaire qui y est appli-
’ =~ - .' =c L

quée. En désignant par p la pression constante qu'e-

prouverait une aire plane égale a I'unité, on aura
P : :
-~ =p, et les produits pw et paz exprimeront les

pressions sur l'élément @ et sur laire plane égale

a e.

Si le liquide a un certain degré de viscosité, la pro-
priété de presser également en tous sens a encore
lieu; seulement, il arrive que la pression ne se trans-
met pas latéralement avec la méme rapidité que sui-
vant la direciion méme de la foree P; mais, apres un
temps convenable, la pression latérale devient égale
a la pression directe; et cest a cet instant que lon
considere 1'équilibre du liguide.

578. Quand le liguide contenu dans un vase est
Pesant, il transmet les pressions que I'on exerce & sa
surface , de Ja méme maniére que quand il est dénué
de pesanteur ; mais il exerce en outre; sur les parois
du vase, une pression due & son poids et variable
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d’un point & un autre : il en est de méme A l’ég.'u‘d
d'un liquide dont les points sont sollicitds par la pe-
santeur et par d'autres forces données, et qui de-
meure en equilibre dans un vase. Si les parois du
Vvase sont nécessaires 4 I'équilibre, en sorte qu'en n'y
puisse pas faire une ouverture sans que le liquide ne
s'échappe aussitot , il en faudra conclure que les pa-
rois éprouvent, en chaque point, une pression parti-
culi¢cre, dirigée de dedans en dehors, suivant une
normale a la surface du vase ; car ce n'est que suivant
cette direction qu'une surface peut empécher de se
mouvoir un point matériel en contact avec elle y
et détraire, par sa résistance, la force motrice de
ce mobile.

La méme chose a lieu dans Pintériear du liquide,
comme on l'a dit dans le numéro précédent, soit sur
des portions du liquide méme, soit sur des corps qui y
sont plongés. La pression en un point quelconque est
une quantitéinconnue, que nous déterminerons dans Ja
suite, el qui dépendra de la position de ce point et
des forces motrices appliquées au fluide. Comme elle
change, en général, d'un point & un autre, on ne
peut la supposer rigoureusement constante que dans
une étendue infiniment petite ; or, pour mesurer la
pression exereée sur un élément déterminé d'une sur-
face, on concoit une aire plane, que Fon prend pour
unité, et qui éprouve, dans toute son c¢tendue, 12
meénme pression que cet élément : p étant la pression
totale que cette aire supporie, et @ l'étendue infini-
ment petite de cet élément, le produit pe> sera lfl
pression correspondante a cet élément, et normale 2
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la surface dont il fait partie. Le coeflicient p sera
une fonction des coordonnées de ce méme élément,
que nous appellerons la pression rapportée a Uunité
de surface.

Cela posé, si I'on enléve une portion plane de
la surface du vase, qu'on la remplace par un pis-
ton de méme étendue, et qu'on applique a ce pis-
ton une force égale et contraire a celle que cette
portion du vase éprouvait, il est évident que l'é-
quilibre subsistera comme auparavant. De plus, si
le vase est fermé de toutes parts, partout en con~
tact avec le liquide , et fixement attaché , I'équilibre
ne sera pas non plus troublé en ajoutant a cette
premicre force une autre force quelconque Pj car
les forces appliquées aux points du fluide étant en
équilibre,, tout doit se passer, relativement a cette
force P, comme si ces forces n'existaient pas, et de
méme que dans le numéro précédent. Par conséquent,
la pression exercée par cette force P, sur la surface du
liquide en contact avec le piston, sera transmise
également en tous senms, par lintermédiaire du
fluide, et la pr‘ession p , rapportée a I'unité de sur-
face, se trouvera augmentée , en chaque point, d’'une
quantité constante et égale a 2; a ¢tant toujours
Faire du piston, en contact avec le liquide.

Il est important de distinguer , comme nous le
faisons jici, les deux sortes de pressions qui sont
exercées sur les parois d'un vase contenant un li-
‘I“}de en équilibre, on que supportent les pariies
mémes de ce fluide : I'une de ces pressions, gui
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varie dun poiat 2 un autre, est due au poids et
aux autres forces motrices de la masse flaide ; I'autre,
qui est partout la méme, provient des forces appli-
quées a sa surface, et fransmises par son intermédiaire-
Ces deux pressions s'ajoutent en chaque point, pour
former la pression totale.

579. D'aprés la propriété de transmeltre également
en tous sens les pressions exercées sur sa surface, un
fluide incompressible, conlenu dans un vase fixe-
ment attaché, doit étre regardé comme une véritable
wachine ; car une machine est, en général , un ap-
pareil au moyen duquel une force agit sur des points
qui sont hors de sa direction, et exerce sur ces
points des efforts plus grands on plus petits que si
clle y était immédiatement appliquée, ce qui est le
cas de la force P, que nous avons considérée dans les
numeros precédens.

Le principe des vitesses virtuelles s'observe dans
I'équilibre de cette machine, comme dans celui de
toutes les autres machines connues. Pour le prouvers
considérons un vase immobile et de forme quelcon~
que (fig- 35), qui ait un nombre quelconque d’ou~
vertures; a chacune de ces ouvertures, appliquon®
un cylindre qui se prolonge indéfiniment en dehors
du vase ; emplissons ce vase d'un liquide, tel que
I'ean, dont nous ne considérerons pas la pesantenr ;
supposons que l'eau s'étende dans tous les C}'li“'
dres, jusqu’a une certdine distance de leurs orificess
et quelle y soit terminée par des surfaces planes, per~
peu(]iculaires aux longueurs des cylindres; Cllﬁ”f
posons sur ces surfaces EF, E'F, E'F", ete., des
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Pistons qui les recouvrent exactement, et qui puis-
sent ; néanmoins, glisser sans frottement le long des
cylindres. Soient a, o, 4", etc., les bases de ces pis—
tons, qui sont aussi celles des cylindres; appliquons
a.ces corps des forces P, P', P", etc., perpendiculaires
a leurs bases, et dirigées de dehors en dedans; et
‘Supposons que ces forces données, qui agiront I'une
sur l'autre par lintermédiaire de l'eau, se fassent
équilibre. Dans cet état, la pression rapportée 4 I'u~
nit¢ de surface doit étre la méme sur toutes les pa-
rois du vase, en y comprenant les bases des pis-
tons (n* 577). Si donc on la représente par p, on
aura pa, p'a, p'a, etc., pour les pressions totales
que supportent de dedans en dehors les bases des
pistons. Pour I'équilibre, ces pressions doivent étre
respectivement égales aux forees P, ¥/, P", ete.; par
Consequent , on aura

P=ap, P=dp, P'=da'p, etc. (a)
L’une de ces équations servira & déterminer la valeur
de p; et en la substituant dans toutes les autres, on
aura les équations d’équilibre du systéme, qui seront
en nombre égal a celui des pistons moins un.

Maintenant , imaginons, conformément & I'énoncé
du principe des vitesses virtuelles , que I'on déplace
les parties du systeme, de maniére que les pistons
*épondent actuellement aux sections CD s 0
D", etc., des cylindres. Une partie de ces corps
4Ura avancé, et I'autre partie aura reculé ; je repré-
S€lteraj leurs déplacemens par &, %', A", etc.; et je

“Onsidéreraj ces quantités comme positives ou comme
3, 33
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négalives, selon que les pistons auront avancé ou re-
culé. Ainsi, dans la figure, la distance % comiprise
entre les sections EF et CD, est positive, et la distance
k' comprise ‘entre les sections EF” et €D, est néga-
tive. Les volumes d’ean qui sortent des cylindres
pour entrer dans le vase, répondent aux valeurs po-
sitives de &, 7', B, etc., et ceux qui sortent du vase
pour entrer dans les cylindres, & leurs valeurs néga-
tives; les uns et les autres seront exprimés par les
produits ah, k', a'k', etc., abstraction faite des
signes. Par conséquent , Yeau étant considérée comme
incompressible, et la figure du vase comme invaria-

“ble, la somme de ces produits , positifs ou négatifs,
devra étre nulle, et I'on aura

ah - a'h' 4 a"h" +etc. = 0. (&)

Je muliiplie cette équation par p; et en ayant égard
aux équations (a), 1l vient

Ph+4Ph PR Fetc.=0; . (¢)

ce qui est I'équation résultante du gprincipe des vi-
tesses virtuelles , appliqué aux forces P, P/, P, efe.,
et aux déplacemens %, %', &', ete., de leurs points
d’application.

La condition du systtme, qui est ici I'invariabi-
lité du volume du liquide , est exprimée par I'équa-
tion (b). Non-seulement les déplacemens 7, 7,
A", ete. , remplissent cette condition , mais aussi les
déplacemens contraires — h, — Ik, —R", etc. , ainsi
que l'exige le principe des vitesses virtuelles (n°® 351 ):
Les quanlités &, A, A", etc., peuvent avoir des
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grandeurs finics, pourvu qu'aucun des pistons n'en-
tre dans le vase, et ne sorte du cylindre ou il doit
étre contenu.

580. Le principe de I'égalité de pression en tous
Sens convient aux fluides élastiques. comme aux ]i-
quides; mais relativement aux premiers, il n'est pas
Necessaire que des forces motrices agissent sur leurs
molécules, ou qu'on exerce des pressions sur leurs
Surfaces, pour quils pressent eux-mémes les parois
des vases qui les contiennent; il suflit pour eela de
leur élasticité, en vertu de laquelle ces fluides font
continuellement effort pour occuper un plus grand
volume. En sapposant done qu’une masse d’zir, d'un
gaz ou d'ane vapeur, soit contenue dans un vase
fermé de toutes parts, et qa'on fasse abstraction de
la pesanteur du fluide, les parois du vase éprouve-
ront des pressions €gales en tous leurs points, et
dirigées de dedans en dehors, suivant les normales 4
Ces parois. La préssion rapportée a Funité de surface
sera la méme dans toute Uétendue du vase; pour la
déterminer, on fera une ouverture en un endroit du
Vase, pris an hasard ; on y appliquera un piston, et
& ce corps, la force nécessaire pour le maintenir en
€quilibre ; en divisant cette force par l'aire de la bage
du piston en contact avec le fluide, on aura la pres-
Sion demandée; et I'on trouvera toujours le méme
quotient, quel que soit I'endroit ou le piston aura
€t€ appliqué. Si, par exemple, le vase représenté par
la figure 35, est rempli d'un floide élastique, les
forces P, P', P, etc., quion devra appliquer aux
pistons qui ferment les cylindres, pour les empécher

33..




516 TRAITE DE MEGANIQUE.

de glisser, scront proportionnelles aux bases a, a';
a', etc.; le rapport de chaque force a la base corres-
pondante, sera le méme pour tous les pistons; et
Péquation (c) aura encore lieu, mais seulement pour
les mouvemens,du systéme dans lesquels le volume
total du fluide ne changera pas.

Cette pression constante qu'un .fluide élastique
exerce sur les parois du vase qui le renferme,
dépend de sa matiere, de sa densité et de sa tem-
pérature. On la nomme aussi la force élastique du
fluide. L’expérience prouve que pour un méme
fluide, et la température ne changeant pas, la force
élastique est proportionnelle a la deusité; de sorte
quen désignant par p la mesure de la force élasti~
que, c'est-a-dire, la pression rapporice a V'unité de
surface , et par p la densité, on a dans chaque
fluide ,

p = kp;
% étant un coefficient qui ne dépend plus que de la
matiére et de la température du fluide.

Lorsqu'on aura égard i la pesanteur du fluide,
ou plus généralement, lorsque ses molécules seront

sollicitées par des forces données, la pression p variera
d’un point-a un autre du vase, suivant une loi dé-

pendante de ces forces, et qu'on déterminera dans la
suite.
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CHAPITRE 11.

EQUATIONS GENERALES DE L’EQUILIBRE DES
FLUIDES.

581. Pour traiter la question de la maniére la plus
générale , considérons .une masse fluide ABCD
(fig. 36), homogene ou hétérogene , compressible on
incompressible, dont tous les points maltériels sont
sollicités par des forces données, et proposons-nous
d’exprimer par des équations les conditions de son
€quilibre,

Soient x, y, 7, les coordonnées d'un point quel-
conque M de cette masse, paralleles aux axes rectan-
gulaires Ox, Oy, 0z; nous supposerons, pour fixer
les idées, le plan des x et » horizontal, I'axe Oz
dirigé dans le sens de la pesanteur, et la masse ABCD
comprise au-dessous du plan des x ety , dans I'angle
triedre des trois plans des coordonnées positives.
Partageons la masse fluide en parties que nous trai-
terons comme des élémens infiniment petits , d'apres
ce qu'on a dit précédemment (n° 574); supposons
Ces élémens compris entre des plans infiniment rap-
prochés I'un de l'antre, et paralléles a ceux des coor
données ; de sorte que ces élémens soient des parallé-
lépipedes rectangles, dont les cotés adjacens seront
Paralléles aux axes et égaux aux différentielles des
coordennées ; les deux bases horizontales de eelui qui
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répond au point quelconque M, et qui est repré-
senté dans la figure, seront égales & dxdy; il aura ds
pour sa hauteur vérticale MM, et dxdydz pour son
volume.

En appelant p, la densité du fluide en ce point
M, telle quelle a été définie dans le n° 08, et dési-
gant par dm I'édlément différentiel de la masse cor-
respondant a ce méme point, on aura donc

dm = pdxdyds.

Le facteur ¢ sera une quantité constante dans les
liquides homogénes, abstraction faite des petites
compressions qu'ils éprouveront et qui pourront étre
inégales en des points différens; p sera une fonction
connue on inconnue des coordonnées i, 7 5, dans
les liguides hétérogenes, et dans les fluides élastiques
qui ne seront pas partout également comprimés.

Soient aussi Xdm, Ydm, Zdm, les composantes
paralléles aux axes des xc, g, z, de la force motrice
donnée qui-agit sur I'élément dm, de sorte que X,
Y, Z, soient lescomposantes de cette force rapportéé
a l'unité de masse, ou de la foree accélératrice relative
an point M. Chacune de ces trois quantités sera un®
fonction de «, ¥, z, dont on regardera les valeurs
€omme positives ou comme négatives, selon que la
force qu’elle représente tendra A augmenter ou a di-
minuer la coordonnée 2 laquelle elle est paralléle:
1/élément dm sera, en oulre, pressé de dehors er
dedans sur ses six faces, par le fluide envirennant ;
et, pour quil demeure en repos, ces pressions exie
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vicures devront faire équilibre aux forces intérieures
Xdm, Ydm ; Zdm.

Cela étant, désignons par pdx dy , la pression
verticale qui s'exerce sur la base supérieure dee dy,
dans le sens de la pesanteur, de maniére que p
exprime la pression rapportée a I'unité de surface,
qui répond 2 celte base infiniment petite (n° 577)-
Cette quantité p sera une fonction inconnue des
coordonnées #, ¥, z; au point M’, dont les coor-
données sont x, 7, Z+ dz, elle deviendra p- %{1:,
et elle exprimera la pression verticale, rapportéea l'u-
mité de surface et relative  la base inférieure de dm.
Cette seconde base éprouvera donc, dans le sens de la

. ' e d
pesanteur, une pression égalea (p - EE dz)dxdy; la

résistance du fluidesurlequel'élément dimest appuy¢,
sera une forceégale et contraire acette pression;ensorte
que cet élément sera poussé verticalement parles deux

. el
forces contraires pdax dyet (p -+ _;; d;) dady , oupar

o - dp o
une force égale a leur difference Ei—:dx dy dz et dirigée

du bas en haut. Or, pour que ccf élément dm ne
Sélove ni nesabaisse, il faudra que cette force soit
dgale & la composante verticale Zdm de la force mo-
trice, qui agit dans le sens oppose'; par conséquent ,
on aura d’abord

%{—' dxdy ds = Zdm.

Ou trouyvera de méme les équaliuus
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dg dr
% daedydz = Ydm, 7 dxdyds = Xdm,

qui seront nécessaires pour que I'élément dm ne se
meuve ni dans le sens des ¥, ni dans le sens des x,
et dans lesquelles ¢ et r représentent les pressions
rapportées a lI'unité de surface, qui répondent aux
faces de dm , paralléles aux plans des x ¢t zetdes 7
et z, et les plus voisines de ces plans. En substituant
dans ces trois équations, la valeur précédente de dm,

et supprimant le facteur commun dedy dz, elles
deviennent

dP__,,r dq__ dr__
t};‘—'rﬁ: @'—PY: ;E'——FX (l)

582. Observons actuellement que si les élémens
daus lesquels nous avons partagé la masse ABCD,
Gtaient solides, de sorte que cette masse fiit un assem-
blage de parallélépipedes rectangles, solides et juxta-
posés, il n’y aurait aucune relation nécessaire cntre
les pressions que chacun de ces parallélépipedes
éprouverait sur ses faces non paralléles; I'élément
dm pourrait, p#r exemple, éprouver une pressiont
quelconque sur ses bases horizontales, et n'en épron”
ver aucune sur ses faces verticales; mais cet élément
infiniment petit devant éire considéré comme fluide,
aussibien que toutes les parties de la masse totale, qui
auraient une grandeur finie (n° 574), il suit de 12
propriété fondamentale des fluides, que les trois quan-
tités p, ¢, r, doivent étre égales entre elles, ou du
moins, qu'il ne peut exister eutre elles qu'une diffé-
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rence infiniment petite, négligeable dans les équa-
tions (1).

En effet, la pression que le fluide environnant
exerce sur chacune des faces du parallélépipéde
da dydz, se transmet sur les autres faces, par Pinter-
médiaire du fluide , dont 'élément dm est cOmMpOse;
cette transmission se fait de la maniére que 'on a ex-
pliquée précédemment, et d'oix il résulte quayant
appelé pdxdy la pression qui a lieu de dehors en
dedans, sur la base horizontale supérieure, il faudra
représenter, en méme temps, par pdx dz et pdy dz,
les pressions transmises sur les faces latérales, et qui
Jexerceront de dedans en dehors; de plus, a ‘ces
pressions transmises, il faudra ajouter celles qui ré-
sultent de la force motrice du fluide dm ; par consé-
quent, si I'on appelle  la pression due a cette force,
et exercée , par exemple, sur la face dydz, la plus
voisine du plan desy et z, on aura pdy dz -7 pour
la pression totale, quia lieu de dedans en dehors, on
de droite a gauche, sur cette méme face. D'un autre
coté, la pression provenant du fluide environnant,
et exercée de dehors en dedans, ou de gauche a droite,
sur cette face d]d:': a éte représentée par F‘d‘)’dz,;
cette force est la résistance que le fluide environnant
Oppose 4 la pression intérieure pdy dz=~7 ; par con-
S€quent il faut qu'on ait

rdydz = pdyds =+ -

Or, quoique la valeur de 7 soil nconnue, nous
sOmmes certain , néanmoins, que cetle quantité ne
peut dtre quun infiniment petit du troisiéme ordre,
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comme la force motricede dm, dont ell¢ provient ; en
négligeant donc 7 parrapport i pdy dz, nous aurons
r=p; et lon prouvera de méme que 'on doit aussi
avoir g =p.

La conclusion serait encore la méme, si I'élément
dm, au lieu d’étre un parallélépipéde rectangle, était
un polyedre quelconque dont toutes les dimensions
fussent toujours infiniment petites; et Fon démon-
trerait de la méme maniére, que la pression extérieure
exercée normalement sur toutes ses faces parle fluide
environnant, est proportionnelle a leurs aires respec-
tives, et indépendante de la force motrice du polye-
dre. Il sensuit donc que tous les élémens de surface
qui passent par le point M, éprouvent une méme
pression rapportée a I'unité de surface, et que siw
est 'airede 'un d’entre cux, la pression normale qu'il
supporte, sur I'un ou l'autre de ses deux cOtés, est
égale 2 pw, quelle que soit la direction du plan au-
quel 1l appartient.

D'apres la condition r==g¢=p, les équations (1)
deviennent

PaiX, Loy, L=pz; (3)
et elles sont maintenant les équations générales de
I'Hydrostatique,, qu'il s'agissait de trouver.

583. Les conditions d’équilibre qu'elles exprlment
se réduisent, dans chaque cas particulier, & ce qu'on
puisse trouver pour p une fonction de x, y, z, qui
satisfasse en méme temps a ces trois équations. Or
si on les ajoute aprés les avoir multiplides par 5
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dy, dz, il vient. '

dp = p (Xdo + Yy + Zd5);  (3)

il faudra donc, pour que la valear de p soit possible,
que le produitdep et dela formule Xdz-+=Ydy-+Zdz,
soit une différentielle exacte d’une fonction de trois
variables indépendantes x, 7, z. Réciproquement,
quand cette condition sera remplie , on prendra pour
p l'intégrale de ce produit, et I'on satisfera de cette
maniére aux équations (2)-

En mettant dans cette valenr de p, a la place de
x, 73 %, les coordonnées dun point quelconque de
la surface de ABCD, on aura la pression qui aura
lieu en ce point sur la paroi du vase dans lequel
cette masse fluide sera contenue; pression qui sera
toujours détruite, pourvu que cette paroi soit fixe et
susceptible dune résistance indéfinie; mais dans
les endroits ol le vase est ouvert, et ou le fluide est
enticrement libre, rien ne pourra détruire la pres—
sion p; par conséquent, il faudra que sa valeur soit
nulle, pour tous les points de la surface libre d'une
masse fluide en équilibre ; ce qui donne

Xdx + Ydy + Zdz = o, (4)

Pour I'équation différentielle de cette surface.

Cette équation subsistera encore lorsqu’on exercera
une pression constante a la surface libre du fluide ;
car alors il faudra qu'on ait dp =0, pour lous ses
P?i“ts; et la densité p n'étant pas nulle, Véquation‘(4)
résulte alors de la formule (3). Si I'on exercait, par
un moyen quelconque, une pression variable d'an
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point & un autre de la surface libre d'un fluide , et
que cette pression rapportée 4 I'unité de surface, fiat
représentée par f (v, ¥, z), il faudrait que la valeur
de p, tirde de I'équation (4) coincidat, pour tous les
points dela surface libre, avec cette fonction donnée
de x, y, z; et, dans ce ¢as , Péquation différentielle
de cette surface serait

p(Xdxe 4 Ydy + Zdz) —= adf(x,.y 4 2).

Dans lasuite, nous supposerons toujours que Ia pres-
sion extérieure est nulle ou constante dans toute I'é-
tendue de la surface libre d’un fluide en équilibre.

La pression p étant proportionnelle & la densité,
dans les fluides €lastiques (n° 580), il sensuit que
cette pression ne peut jamais étre zéro dans un fluide
de cette nature, tant que la densité n’est pas nulle,
c'est-i-dire , tant que le fluide existe, ct qu’il n'a pas
perdu, par le froid, toute sa force elastique. Un fluide
élastique ne peut donc étre en équilibre que quand
il est contenu dans un vase fermé de toutes parts, ot
bien lorsqu'on exerce i sa surface des pressions diri-
gées de dehors en dedans.

584. 1l suit de I'équation (4), que la résultante
des forces accélératrices X, Y, Z , qui agissent suf
chaque point d'un liquide en équilibre, appartenant
4 sa surface libre, est perpendiculaire & cette supfaces
soit qu'il n'y ait ancune pression extérieure, soit
quon exerce  cette surface une pression constant€
d'un point & un autre. En effet, tracons sur la sur-
face libre une courhe quelconque, et soit ds I'élément
difierentiel de cette gcourbe » correspondant au pﬂi“t
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dont les coordonnées sont &, ¥, 3, de sorte que
dx dy dz % 5

e soientlescosinusdesangles que latangente
a cette courbe, en ce méme point, fait avec des paralle-
les aux axes des coordonnées. Appelons R la résultante
des forces X, Y, Z; les cosinus des angles que fait sa

. . . X ¥l .
direction avec ces paralléles, seront 3, 3, 3 O St
Yon divise I'équation (4) par Rds, on aura

Xde ,Ydy | Zds__
R R TRE Y

ce qui montre que la direction de la force R, et la
tangente 2 la courbe qu'on a tracée arbitrairement
sur la surface , sont perpendiculaires I'une a T'autre,
et, par.conséquent, que cette direction coincide avec
la normale au point que l'on considére. Cette force
agira , en général ; de dehors en dedans; mais quand
la pression extérieure ne sera pas nulle, elle pourra
étre dirigée, an contraire , de dedans en dehors.

Si Yon intégre P’équation (4), et qu'on donne i la
constante arbitraire, conienue dans sor iniégrale,
autant de valeurs particulieres qu'on voudra, les
€quations déterminées qui en résulteront, appartien~
dront & autant de surfaces, dont chacune aura I'é-
Quation (4) pour équation différentielle, et jouira,
par conséquent , des propriétés d'étre également
Pressée dans toute son étendue et de couper 3 angle
droit , en tous ses points, la direction de la résultante
des forces X, Y, Z. Celles de ces surfaces qui passent
dans Pintérieur du fluide, daprés la valeur de la
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constante arbitraire, sont ¢e qu'on appelle des sur=
Jaces de niveau. Si I'on fait crolire cette constante
par degrés infiniment petits, on divisera la masse
fluide en une infinité de couches infiniment minces,
et comprises entre deux surfaces de nivean consecu-
tives, que V'on nomme » pour ceite raison, des con~
ches de niveau.

La valeur de la constante qui répond a la surface
extéricure se déterminera, dans chaque cas, d'apres
le volume donné du liquide ; en sorte que la pression
extérieure n’aura aucune influence, ni sur la figure
d’équilibre, ni sur les dimensions de ce fluide regardé
comme incompressible. L'équilibre ne sera pas trou~
blé si le liquide vient & se solidifier ; il S'ensuit done
qu’une pression constante et normale, exercée de de-
hors en dedans sur tous les élémens de la surface
d’un corps liquide ou solide, se détruit d’elle-méme;
et ne peut imprimer & ce corps aucun mouvement
de translation ou de rotation. Pour un liquide , cet
équilibre des pressions extérieures résulte de la pro-
priété caractéristique des fluides, de transmettre éga-
lement en tous sens les pressions exercées i leur sur-
face (n° 577); on vérifiera, par la suite, qu'il est
indépendant de cette propriété, et qu'il a également
lieu pour un corps solide de forme quelcouque'_

585. Supposons actuellement que le fluide en équt
Yibre soit formé d'une nratiere homogéne, et qu'il %t
partout la méme température et la mérme denSit?'
La quantité p étant constante » 1l faudra, d’apres ]’ef
quation (3), que ka formule Xdux ~+ Ydy - Zd= aOTf
la différentielle exacte d’une fonetion de trois yaria-
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bles indépendantes. Si cela n'a pas lieu, Péquilibre
est impossible dans la masse fluide, quelque forme
quon lui donne, et lors méme qu'elle serait ren-
fermée dans tn vase fermé de toutes parts.

Mais la condition d’intégrabilité est toujours rem-
plie & Végard des forces de la nature, qui sont des
attractions ou des répulsions , dont les intensités va-
rient en fonctions des distances aux centres dont elles
émanent (n° 158). L'équilibre d'un liquide homogeéne,
soumis & de semblables forcés, sera donc possible; et
pour qu'il ait lieu effectivement,, il faudra donner au
fluide une forme , telle que sa surface libre coupe &
angle droit, dans toute son étendue, la résultante de
ces forces attractives ou répulsives.

Si, par exemple, la masse fluide est entierement
libre ; que Yon exerce & sa surface une pression cons-
tante, et qu'il 0’y ait qu'une seule force dirigée vers
un centre fixe, la figure de la masse ABCD, en équi-
libre autour de ce point, sera une sphere qui aura
ce point pour centre, ct dont le rayon se déduira
du volume donné de cette masse. En supposant que
la force dirigée vers le centre fixe soit une attraction
en raisen inverse du carré de la distance, désignant
Par g l'intensité de cette force accélératrice a la sur-
face du liquide, par a sou rayon, et par @ la pres-
slop exiéricure, %‘-} sera lattraction 2 la distance 5
€t I'on conclura de V'équation (4)

p =@ +€f’—f — P,

pour la pression 2 la méme distance. La méme chose
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aura lieu si I'on remplace le centre fixe par une sphere
solide dont tous les points aitirent ceux du liquide
en raison inverse du carré de la. distance; mais alors
¢ étant le rayon de cette sphere, la valeur.de p ué
sappliquera qu'aux valeurs de r comprises depuis
r=c jusqua r=a. Lorsqu’on changera l'attraction
en une force répulsive, il suffira de changer le signe
de g; en sorte que I'on aura

gpa®
=

il N e

La plus petite valeur de p répondra a r=¢, ¢t

sera

gra(a—c)
P —_ W — -——C—'-".
Il faudra qu'elle soit positive, sans quoi la couche li-
quide se deétacherait du corps solide, et serait dis-
persée dans l'espace; par consequent » il faudra

que la pression extérieure @ surpasse la quannlﬂ
a (a C
ﬂ-{-}-——). En général , il est nécessaire , dans I'équi-

libre d’un fluide, que la pression p ait une valeur
positive dans toute I'étendue de sa masse, afin queé
les parties contigués sappuient partout 'une contré
Yautre, et que le fluide ne se divise pas.

Quand le rayon ¢ esl tres grand, la force attractive
dirigée vers le centre de la sphere est sensiblement pa-
ralléle, et la surface du liquide, sensiblement plane
et perpendiculaire a la direction de cette force , dans
une €tendue peu considérable. Ce cas est celui d'uz
llqmde pesant, que nous considérerons spécialement
dans le chapitre suivant.
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586. Quelles que soient les forces d’attractionr ou
de répulsion-dirigées vers des centres fixes qui agis-

sent suf tous les poinls d’une masse fluide ABCD,
faisons

Xdz 4 Ydy + Zdz = dp;

¢ désignant une fonction des coordonnées x, ¥, z,
dépendante des lois de ces forces en fonctions des
distances.

L’équation (3) deviendra alors
dp = fd<p.

Pour qu'elle subsiste quand la densité p sera variable,
il faudra que cette densité soit une fonction de Ia
quantité @; et, réciproquement, lorsque cette con-
dition sera remplie, il y aura toujours une valeur de
P qui satisfera a cette équation d’équilibre. Or, d'aprés
Péquation (4), la quantité @ est constante dans toute
Iétendue de chaque couche de niveau; dans un
fluide hétérogene et dans un fluide compressible en
équilibre, il est donc nécessaire que la densité soit
constante dans loute l'étendue d'une méme couche ;
et la couche superficielle, soumise a nne pression
constante et dounée, étant une couche de niveau , il
faut aussi qu'elle ait une méme densité, dans toute
son etendue.

Si le fluide est incompressible, la densité p pourra
étre une fonction quelconque , continue ou disconti-
nue , de la quantité ¢ ; quand elle sera donnée, on
en ccnclura la valeur de p en fonction de p, en inté-

&, 34
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grant la formule pdp, et déterminant la constante ar-
bitraire d’apres la grandeur constante, et aussi don-
née, de la pression extédrieure.

Dans le cas d'un liquide hétérogéne soumis & une
force centrale, il faudra, pour I'équilibre, que sa masse
soit formée de couches sphériques et concentriques,
dont la densité sera la méme dans toute I'étendue de
chacune d’elles, et pourra varier arbitrairement d'ane
couche a une autre. De méme, si plusieurs liquides
pesans sont contenus dans un vase, il faudra, pour
Péquilibre, que chaque eouche horizontale et infini-
mient mince ne contienne qu'un seul liquide; condi-
dition qui sera remplie, si la surface supéricure,
qu'on suppose soumise & une pression constante, et
les surfaces de séparation de deux liquides consécu-
tifs, sont toutes planes et horizontales. La stabilité
de Véquilibre exigera, de plus, que les densités des
liquides superposés décroissent, en allant du liquid"
le plus bas au liquide le plus élevé, afin que Je
centre de gravité de ce systeme de corps pesaus, soit
le plus bas possible (n° 348). :

587. Dans un fluide élastique, la densité est lice
la pression (n°580), et ne peut plus étre donnée ar-
bitrairement, comme dans un fluide incompressibl€
et hétérogene. En divisant les équations dp = pdo ¢t
p==/kp l'ape par l'autre, il vient

d

2 = st )
Si la température est partout la méme, % sera un€
quantilé constante ; et , en intégrant, on aura
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R
ESY. S

ek, ()

T

I)=@'6 » P=

pour exprimer les loisde la pression et de la densiié,
dans I'état d'équilibre du fluide ; e désignant la base
des logarithmes népériens , et @ étant une constante
arbitraire, qui exprimera une certaine pression , et se
déterminera d'apres la pression qui aura licu en un
point donné.

Si la température varie d'un point 4 un autre, k
variera également; mais pour que I'équation (5) sub-
siste, il faudra que cette quantité soit une fonction
de ¢, qui pourra étre donnée arbitrairement. La
température devra donc étre aussi une fonction de ¢;
par conséquent, la températuce est constante dans
toute I'étendue de chaque couche de niveau d'un
fluide élastique en équilibre. Cette condition étant
remplie, il faudra remplacer les équations (6) par
celles-ci :

9 de
k = k
p= @e y P .

Abstraction faite de la force centrifuge etde lanan-
sphéricité de la terre, la pesanteur des molécules
Qair est dirigée vers le centre de la terre, et les cou-
ches de niveau de la terre sont sphériques el concen-
triques. Pour que l'atmosphére demeurat en équi-
libre, il faudrait donc que la température fit partont
la méme, 3 une méme hauteur au-dessus de la sur-
f‘_ice de la terre, et quelle ne variit quavec I'éléva-
tion des couches concentrigues. Or, il n'en est pas

3.
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ainsi ; et le soleil échauffe inégalement les différens
points de la surface de la terre et de chaque couche
atmospherique. La température dépendant de la la-
titude, cette circonstance empéche I'equilibre d'a-
voir l:eu et produit des vents permanens, que l'on
observe, en effet, prés de I'équateur. An reste , Ia
condition de lequlhble des couches atmosPherlques
ne pourrait rien nous apprendre, relativement 2 la
variation de la températare dans le sens vertical ; car
Iéquation (5) a lieu, quelle que soit Ja valeur de k
en fonction de @, et; par conséquent, quelle que soit
la loi de cette variation.

Lorsque la masse ABCD est composée de plusieurs
gaz de nature diverse, les conditions & équilibre

peuvent étre remplies de deux maniéres différentes:
quand ces gaz sont parfaitement mélés ensemble,
de sorte quils forment un fluide homogéne dans
toutes ses parties; et quand ils sont, au contraire
disposés en couches superposées, dont les surfaces de
séparation sont toutes des surfaces de niveau. Le
premier cas a lieu dans I'atmosphére dont la compo~
sition a été trouvee la méme i toutes les hauteurs:
Cet état d'un mélange parfait est celui de I'équilibre
le plus stable; et quand deux gaz différens sont su-
perposés dans un vase fermé de toutes parts, ils fi-
nissent, a la lungue par se méler exactement, 2
moins qu’on ne parvienne i garantlr le vase qui con-
tient ces fluides, des plus petites agitations.

588. Les centres des forces attractives ou répul”
sives, qui agissent sur chaque point M de la masse
fluide ABUD, peuvent étre tous les autres points ma~
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teriels de cette masse. Dans ce cas, les composantes
X, Y, Z, de la force accélératrice totale du point M,
se composeront d'une infinité de termes; ce qui
n'empéchera pas qu'elles ne soient de certaines fonc-
tions de x, y, 5, communes a tous les’ points des
fluides, en supposant que la loi naturelle de Faction
égale et contraire & la réaction, ait lieu dans leurs
attractions et répulsions mutuelles, et que tous ces
points soient d’ailleurs soumis aux: mémes forces
¢trangeres.

Dans la nature, ces actions mutuclles sont de deux
sortes differentes : les unes varient en raison inyverse
du carré de la distance, et les intensités des autres
sont exprimées par des fonctions qui décroissent aveg
une extréme rapidité et w'ont de valeurs 'sensibles
que pour des distances insensibles. On calculera les
composantes totales X, Y, Z, des forces de la pre-
miere espece, en partageant la masse de ABCD en
élémens infiniment petits (n° g8) , et faisant ensuite,
par le calcul intégral , les sommes des attraclions ou
répulsions de tous ces points, suivant chaque direc~
tion. Quant aux actions de ]a seconde espece, que
Yon appelle proprement les forces moléculaires, et
qui sont attractives ou répulsives, selon que lattrac-
tion de la matiére pondérable est plus grande ou plus
Petite que la répulsion calorifique, on ne devra pas
en tenir comple dans le caleul des forces X, Y, Z,
relatives 2 un point intérieur M; car ce sont précisé-
ment ces forces moléculaires qui produisent la pres-
siom p, égale en tous sens autour de M, a laquelle on
2 déja cu égard en formant les équations d'équilibre.

}“

,[‘
|
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Il résulte de cette ‘derniére considération , que les
équations (2) auxquelles on est parvenu, sont les con-
ditions d’équilibre , ndeessaires et suffisantes , de
toutes les forces, y compris les actions moléculaires,
qui agissent sur un élément quelconque dm de la
masse fluide; en sorie que I'équilibre a lieu , certai-
nement, quand il existe une valeur de p qui satisfait
a ces équations pour tous les points du fluide, qui
coincide avec la valeur dommée directement de la
pression a la surface libre, et qui ne devient hégative
en aucun point, afin que les parties du fluide restent
contigugds. _

Si la loi des forées moléculaires, en fonction dela
distance, était donnée, et qu'on pht déduire de ces
forces T'expression de la quantité p en fonction de
l'intervalle moyen des molécules (n° 98), on substi-
tuerait cette expression dans les équations (2); l'une
d’elles déterminerait la grandeur de cet intervalle,
qui a lieu, dans Pétat d'équilibre, autour du point M;
et les deux autres exprimeraient les conditions dé
cet équilibre. La valeur numérique de p résulte-
rait ensuite de celle de Vintervalle moyen , ou.de
la valeur correspondante de la densité; et jai ex-
pliqué, dans le mémoire cité précédemment (n® 576)s
comment cette pression p peut varier, dans de 1rés
grands rapports, pour les trés petites variations dé
la densité qu'on observe dans les liquides. Mais 18
détermination directe de la pression p étant impos
sible, on est obligé de déduire sa valeur des con-
ditions mémes de Péquilibre , ou de 1a formule (3)»
qui en est la conséquence.
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Lorsque le point M est situé 4 la surface du
fluide , on qu'il n'en est éloigné que d'une distance
moindre que le rayon d’activite des forces molécu=
laives, ‘on doit avoir égard i ces forces et a la va-
riation rapide de la densité super{'icielle, dans le
calcul des composantes X, Y, Z, et, par suite, de
la valeur de_p, déduite de la formule ( 3). Il en
résulte uhe influence des forces moléculaires sur la
figare du liquide en équilibre, qui n'est pas sensi—
ble, en genéral, et qui ne le devient que dans les
espaces capillaires. On 0’y aura point égard dans ce
"Praité ; et, pour tout ce qui concerne les phéno-
menes de la capillarité, je renverrai a la Nouvelle
théorie de UAction capillaire, que j'ai publiée il y
a deux ans.

589. Si un liquide homogene ou hétérogéne
tourne uniformément autour d’un axe fixe, les for-
mules précédentes feront connailre les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'il conserve une fi-
gure permancutc, el se meuve comme un corps so-
lide. 1l suffira pour cela, de joindre aux composantes
X, Y, Z, celles de la force centrifuge qui résulte
de cette rotation.

Prenons alors 'axe de rotation pour celui des z.
Soit r la distance du point quelconque M a cette
droite , de sorte qu'on ait

" =t .
Appelons « la vilesse angulaire conslante et com-

Mune i tous les points du fluide; re sera la vitesse
absolue du point M; et comme il déerira un cercle
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dont le rayon estr, la force centrifuge aura ra* pour
valeur (n° 194). Cette force étant dirigée suivant le
prolongement de r, on obtiendra ses composantes
paralléles aux axes des x et des » en la multipliant

ar ~et’; ce qui donne xa® et ye*, quil fiudra
P G 9" o 1 JeE, gt

ajouter aux forces X et Y; et comme la force Z ne
changera pas, la formule (35) deviendra

dp = p (Xdx - Ydy + Zdz 4 a*xdx 4-a*ydy). (a)

La quantité comprise entre les parenthéses sera
encore une différenticlle exacte, savoir, la différen—
tielle de la fonetion @ du n°® 586, augmentée de
ToX(x* == 3*); ou de £ 2*r*. Par conséquent, la forme
permanente sera possible; et si la surface libre du
liquide éprouve une pression constante dans toute
son étendue , I'équation commune a celte surface ef
a toutes les surfaces de niveau sera

Xdx ++ Ydy + Zdz+ o (vdxe + ydy) = o. (B)

Dans le cas d’un liquide homogene , il suffira que
la surface libre soit déterminée parl'intégrale de cette
équation différentielle, dont on déterminera la cons~
lante arbitraire , d’aprés le volume entier du liquide
comme on le verra tout a 'heure par un exemple-
Dans le cas d'un liquide hétérogene, il faudra, de
plus, quil se compose de couches homogenes, dont
les figures seront aussi déterminées par I'intégrale de
cette méme équation, et qui ne différeront de 13
figure extérienre, que par les valeurs de la cons=
tante arbitraire.
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5g0. Appliquons Véquation (b) au cas d'un liquide

homogéne, soumis a la pesanteur, lournant autour

d'un axe vertical , et contenu dans un vase ouvert a
sa partie supéricure.

En appelant g la gravité, et comptant les z posi-
tives dans le sens contraire i cette force, nous au-
rons

X =0,  Yie=.0, 4 =858

I2équation (b) deviendra donc
gds = &*(xdx -+ ydy);

d’otr I'on tire en intégrant, et désignant par ¢ la cons-
tante arbitraire

e ;-ig(a:“ + ") + ¢;

ce qui montre que la figure libre du liquide sera
celle d'un paraboloide de révolution dont 'axe sera
celui de la rotation.

Pour déterminer la constante ¢, supposons que
le vase soit un cylindre vertical a base circulaire,
dont l'axe de figure soit I'axe des z ou de rotation.
Appelons a son rayon, et % la hauteur due a la vi-
tesse absolue aa-de la surface, de sorte qu'on ait
a*a?= 2gh , et par conséquent z== E;'—: -+ ¢. Soit
aussi b la hauteur de I'ean avant le mouvement; 7a*b
sera le volume du liquide qui ne cbangera pas pen-
dant la rotation; or, en divisant le paraboloide en

couches cy]indriques et infiniment ninces, qui atent
pour axe commun celui des z, on aura 27wrdr pour
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la base, et awzrdr pour le volume de la couche dont
le rayon est r et I'épaisseur dr; ce volume total s'ob-
tiendra donc en intégrant 2mzrdr depuis r =o jus-
qua r=a; d'ou on conclut

a*h — zf: zrdr,

En substituant pour r sa valeur et effectuant I'inté-
gralion, on en déduit
c=0>b— 2p,

pour la valeur de ¢.

L’équation de la surface supérieure du liquide sera
done

2= {;—’: + b — LA

La plus petite et la plus grande valeur de = qui
répondent & r= o et r = a, sevont b— Lth et
b=~ 1Lh; en sorte que l'abaissement du liquide dans
I'axe et son élévation 4 la circonférence , qui résul-
teront de la rotation, seront les mémes, et auront
pour valeur la moitié de la hauteur due i la vitesse de
la circonférence.

5gt. Quand les forces dont X, Y, Z, sont les
composantes, proviennent des attractions de tous le$
points duliquide, en raison inverse du carré des dis-
tances, ou suivant d’autres lois, les valeurs totales
de X, Y, Z, dépendent, en général, dela forme du
liquide et de ses couches de niveau; et, réciproque-
ment, cette forme dépend des valeurs de ces compo”
santes. Celte dépendance mutuelle des attractions du
fluide et de sa figure, rend la détermination de celle~

.
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ci tres difficile au moyen de V'équation (4). Lors
méme quele liquide est homogtne, on w'est parvenu
i résoudre ce probleme , dans le cas ordinaire de l'at-
traction en raison inverse du carré des distances,
qu'en supposant la force centrifnge peu considérable,
de manitre que le fluide s'écarte peu de la forme
sphérique qu’il pourrait prendre si cette force était
tont-a-fait nulle, c'est-a-dire, si le fluide était en
repos. On démontre alors, par une analyse fondée
sur la considération des séries, et qui ne peut pas
trouver place ici, que la figure du fluide est néces—
sairement celle d'un €llipsoide de révolution, dout
on détermine laplatissement, d'aprés la grandeur
de la force centrifuge & I'équateur, comparée a l'at-
traction du fluide au méme point.

Mais , il est facile de vérifier que la figure ellipti-
que satisfait toujours a I'équation (), lorsque la
vitesse « ne dépasse pas une certaine limite, et qu’il
y a alors deux ellipsoides de révolution qui répon-
dent & une méme valear de cette vitesse de rotation.
Supposons, en effet, que la surface du fluide, dans son
état permanent, a pour équaiion

zﬂ. Ia + .:}nﬁ

o e o )

qui est celle d'un cllipsoide de révolution, donil'axe
de figure el le diametre de I'équateur ont ac et

=9 (C)

2¢ /T 49~ pour longueurs. Appelons X,Y, Z,les
Composantes de la force accélératrice provenant de
Pattraction totale de ce corps sur le point de sa sur-
face qui répond & x, y, 7, et dirigées suivant les
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prolongemens de ces coordonnées, clest-a~dire , €n
sens contraire des composantes dont on a donné les
expressions. dans le n® 106. En changeant les signes
de ces expressions, et observant que F7pe® (1 1-92)
est la-masse de l'ellipsoide , nous aurons
X = z:n-ﬁ:r
_yi
25foy :
ys 12 —(1 2% arc (tang =97,

7z = [Lﬁ( l—+ V)
7‘5

[> —(1 47 arc (tang =5 )1,
Y

I

[arc (tang = ¥) — ¥l ;

S ¢étant, comme dans le n° cité, l'intensité de l'at-
traction i 'unité de distance, et entré des masses
dont chacune est égale & I'unité. Il s'agira donc de
prouver que ces valeurs, jointes 2 I'équation (c), sa-
tisfont a I'équation (b). Or, en les substituant dans
cette équation, multipliant tous ses termes par 3°,
ce qul suppose que 3 ne soit pas zéro, et faisant
pour abréger

d’

T — €
= iy 4
il vient

Ly =2 (149 arc(tang =13) + "] (xdx + ydy)
+ (1497 [arc(tang = ) — 3] zdz =0}

en différentiant I'équation (¢), on a
xdx - ydy (r + 9% 2de = o;

et, pour que cette équation différentielle coincide
avee la précédente » 1l est nécessaire et il sufhit qu on
ait
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i)—L (14 are (tang:y)-}-e‘y“: arc(tang=y5)—7,
ou bien en réduisant

i’é__}_—;_i_‘r—:a — arc (tang = 5) = 05 (d)

en sorte qu’il ne restera plus qu'a s'assurer si cette
équation a des racines réelles, et 4 en déterminer le
nombre.

Pour cela, je représente par € son premier mem-
bre, et je suppose que I'on trace la courbe dont et €
sont I'abscisse et I'ordonnée courantes : cette courbe
coupera I'axe des abscisses I'origine ; mais la racine
% =0 est étrangére a la question, tant que la vitesse &
el par suite & n'est pas zéro. Lies autres racines de 1'é=
quation (d) sont deux i deux €gales et de signes
contraires; mais il suffira de considérer ses racines
positives, par exemple, attendu que I'équation (c) ne
contient que le carré de 9.

Céla étant, si I'on égale i zéro la différentielle de €,
on irouve

et + 2(56 — Y + 9E =0, (e)

pour déterminer les abscisses correspondantes aux
mazima et aux minima de cette ordonnée. Or, cette
équation étant du second degré par rapport a 5*, il
Yensuit qu’il ne peut exister qu’un maximum et un
minimum de chaque c6té de Porigine des ahscisses;
@6t Yon conelut d’abord que la courbe ne pourra
Couper qu'en deux points I'axe des abscisses positives,
au-dela de cette origine ; en sorte qu'il existera, au
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plus, deux racines réelles et positives de 'équation (d)-
Observons en outre, que si les équations () et (¢) ont
lieu pour une méme valeur de %, la ¢ourbe touchera
l'axe des abscisses en un point qui répondra & une
racine double de V'équation (d). Or, on tire de I'é-
quation (e),

a2

) -~ ;

(r+2*) (94+2)’
en substituant cette valeur dans I'équation (d), il vient

79" + 3oy’ - 29y
(4% G+ (947
€quation qui ne peut avoir qu’une senle racine posi-
tive, outre ¥ ==o. Cette racine existe effective-
ment; et par des essais, on trouve pour sa valeur
approchée

— arc(tang — :V);

¥ == 2595,
La valeur correspondante de & est
E = 0,1125;

d’o1 nous pouvons conclure que pour des valeurs (¢
¢ plus petites que cette fraction, il y a deux inter-
sections distinctes de l'axe des abscisses posilives, ¢l
deux racines inégales de V'équation (d); que powr
cette valeur de ¢, ces intersections se changent en ol
contact, et les deux racines deviennent égales ; et
quenfin, pour des valeurs plus grandes de £, les -
tersections n'ont plus lieu, non plus que les racines
réelles de Péquation (d). Il est certain que ces raci”
nes répondent aux moindres valeurs de &, et no¥
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pas aux plus grandes; car pour ¢ = , I'équation (d)
wa aucune racine différente de zéro; et, au, con-
traire, quand e est une irés petite {raction, on dé-
termine aisément les deux racines réelles de cette
€quation.

Lorsqu'on aura déterminé, au moyen de l'équa-
tion (), les deux valeurs approchées dey qui répon-
dent & une valeur donnée de ¢ moindre que la frac-
tion précédente, les valeurs précédentes de X, Y, 2,
feront connaitre lattraction du fluide en un point
queleonque de son intérieur ou de sa surface, et on
déduira les valeurs de ¢, du volume ausst donné du
liquide. Quand la valeur de ¢ surpassera cette frae-
tion, on ne sera pas en droit d’en conclure que la
figure permanente dn liquide soit impossible, mais
seulement qu'elle ne peut pas étre un ellipsoide de
révolution ; car si 'on excepte le cas oiz 'on suppose
cette figure tres peu différente d'une sphere, on n'a
point encore démontré que la figure elliptique de
révolution soit la seule qui convienne & Péquilibre
des forces centrifuges et des actions mutuelles des
molécules: on n'a méme pas prouvé que la sphére
soit la seule figure que puisse prendre une masse
fluide en repos, dont les molécules sattirent mu~
tuellement, quelque naturel que cela paraisse.

5g2. Si la quantité e est une ires petite fraction,
on satisfait a l'équation (d)en prenant pour oy une
Guantité tres petite. On a alors

arc (tang = 3) = ¥ — 37" - ete.,

I 1 2°
___.—____——}--EH:.'
34+ 3 9 y
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et en substituant ces valeurs dans I'équation (d), sup-
primant le facteur 7, commun  tous les termes ; et
négligeant ensuite les puissances de 7 supérieures 2
la premiére, on trouve

2

ce qui répond 2 un ellipsoide trés peu aplati. L’apla-
tissement sera & peu prés 1g0, puisque les deux
demi-axes sont ¢ et ¢ \/7 —+%* On pourra prendre
a*c pour la force centrifuge & T'équateur, et *mffc
pour l'attraction en un point de la surface ; ce qui se-
rait les valeurs exactes de ces deux forces, sile corps
€lait exactement sphérique. Le rapportde la premiére
a la seconde est égal a 5¢; par conséquent, lorsqu’un
fluide homogene tourne autour d'un axe fixe , et s'é~
carte trés peu de la figure sphérique, son aplatisse-
ment est égal a cing fois la force centrifuge a I'équa-
tion divisée par quatre fois 'attraction i la surface. 02
démontre aussi que si le fluide est composé de cou~
ches trés peu aplaties, dont les densités décroissent
du centre a la surface, Vaplatissement sera toujours
plus petit que dans le cas de I'homogénéité, et ce-
pendant plus grand que les deux cinquitmes de
celui qui répond i ce cas.

Dans le mouvement de rotation de la terre, le
rapport de la force centrifuge i la pesanteur, ou 2
Pattraction terrestre, est environ (m® 177) & 1é-
quateur. Si la terre était une masse fluide homogene
son aplatisserent - serait done ;1 , dont les deux

cinquiemes sont % : sa valeur 1_ qui résulte de
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Vobservation, est comprise entre ces deux limites,
comme dans le cas d'une masse fluide dont la densité
décroit du centre i la surface.

En faisant
z=¢, V= —{-}T’ = c V1 + 7%,

dans les valeurs de Z et /X Y*, et déyeloppant
eusuite suivant les puissances de 3, on trouve

Z :—%ﬁf(r -f-% -I—EIC.),

J.T-— 7% -'ﬂ‘,f o 3 %
VXL Y= — l:;F—(I e Tz —]—(:t(:.),

2

pour les attractions qui ont lieu aux poles et i I'équa-
teur. Jajoute a la seconde la force centrifuge a’c,
dont la valenr est 4f=pce, ou le produit de wfec et

3 ufr" A 5 ! B 2 o
de :—;- , Qapres ce qui précede; il vient
VXV et = - fofic (—X4+ etc.),

'pour la pesanteur a 'équateur. En en retranchant la
pesanteur Z au pdle, et divisant par celle~¢i, ‘ona

K RefpX fteriel Lyas 0 1l

€n sorle qu'en négligeant le carré de 3*, ce rapport
2. 423 . 1 : ;
o5t cgal a laplatissement 5" €l par couséquent;

la somme de ces deux quantités a ‘pour valeur eing
tois da force centvifuge divisée par le double dé 1a

2. 35
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pesanteur a 'équateur, conformément au théoveme
cité dans le n°® 193.

Dans ce méme cas d'une trés petite valeur de ¢, on
satisfait encore & 'équation (d) au moyen d'une tres
grande valeur de 7. Oh a identiquement

arc(tang = 3) = ;@ — arc (t:mg — ;) :

pour une semblable valeur de 3, on aura donc, en
série convergente,

I 1 I I 1
on a de méme
I X 3
;2—;-_—3'—-}-;"—;1+et(:.,

et en substituant ces développemens dans I'équa-
tion (d), on en déduira ensuite une valeur de 5 or-
donnée suivant les puissances croissantes de ¢, sa-
voir,

x

8
y=4 —-;-{—etc.,

qui sera la seconde racine réelle de cetie équation-

Pour de plus grands détails sur cette importante
théorie et sur son application & la figure de la terres
je renverrai aux tomes Il et V de la Mécaniqué
céleste,

593. 1l y a une différence essentielle entre les sur-
faces de niveau, tracées dans I'intérienr d’un liquide
soumis a Vaction mutuelle de tous ses points et
celles qui sont décrites dans un fluide dont les points
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ne sont sollicités que par des forces étrangeres,
Cest-i-dire, par des attractions ou répulsions qui.
emanent de centres fixes, et sont fonctions des dis—
tances a ces centres. Supposons que ABCD (fig. 37)
soit la surface libre d'un liquide en repos, ou tour-
nant, pour plus de généralité, autour d’un axe fixe.
Soit EFGH une surface de niveau tracée dans son in-
térieur; et appelons R la résultante de toutes les
forces qui agissent au point quelconque M de cetie
surface. Dans les deux cas qu'on vient de distinguer,
cette force sera dirigée suivant Ja normale NMP en
ce point; or, dans le second cas, sa grandeur et sa
direction ne dépendant d’ancune action des points du
fluide, elle restera encore perpendiculaire 4 la sur-
face EFGH, si I'on enléve la couche du liquide com-
prise entre EFGH et ABCD; de sorle qu’aprés cette
soustraction, le liquide terminé par EFGH demeu-
rera encore en équilibre : mais dans le cas des actions
mutuelles des points du systéme, la force R dépen-
dra de 'action de ce liquide intérieur et de celle de
la couche extérieure ; elle changera, en général, de
grandeur et de direction, lorsqu'on supprimera la
couche comprise entre ABCD et EFGH, et l'.équilii)re
du liquide terminé par EFGH n’aura plus lieu. Pour
quiil se rétablisse, il faudra que la surface EFGH
change, et devienne perpendiculaire, en chaque
Point M, & la seule partie de la force R qui sub-
Sistera.

L'action de la couche extérieure, comprise cntre
ABCD et EFGH , sera nulle sur tous les points du
fluide intérieur et de la surface EFGH, lorsque la

39,4
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masse entiere du fluide sera homogeéne, quelle sé-
cartera peu de la figure sphérique, et que ses points
ne seront sollicités que par leurs attractions mutuelles
en raison inverse du carré des distances, et par la
force centrifuge. En effet, toutes les surfaces de ni-
veau sont alers des ellipsoides semblables, et, consé-
quemment , la couche comprise entre deux de ces sur-
faces ABCD et EFGH, n'exerce aucune action sur 1es
points situés dans 'espace intérieur (n° 105 ). Mais
cette nullité de l'action d'une couche terminée par
deux surfaces de niveau, sur le fluide intérieur, n’est
pas une condition de I'équilibre des fluides; les forces
étant toujours celles qu'on vient de supposer, ellen’a
plus lieu, par exemple, lorsque le liquide est hété—
rogene ; ce qui rend dissemblables les surfaces de ni-
veau , qui sont encore clliptiques, et telles que I'el-
lipticité de la surface quelconque EFGH dépend de
I'épaisseur et de la constitution de la couche exté-
rieure (*).

Dans le cas particulier de Fhomogénéité, on peut
enlever ou retablir i volontd Ja couche elliptique com*
prise entre ABCD et EFGH, sans troubler I'équilibre
ni changer la forme du fluide mtérieur, en supposant
que la vitesse de rotation soit toujours la méme, Mais
il y a aussi d’autres couches qu'on peut ajouter at
fluide terminé par EFGH , et qui ne troublent pas
son équilibre, quoique lear attraction ne seit pas
nulle su v les pomts de ce liquide. 1l est eévident que la

IS

*) Mécanique oéleste, torig IT, pages 85 et snivarntes.
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surface exlérieure de la couche additive peut étre uw
ellipsoide semblable 2 EFGH, et ayant pour centre
un point de I'axe de rotation différent du point 0. La
surface exiérienre de cette couche peut aussi avoir
ce poiut pour centre, et ¢tre un ellipsoide dont 'apla-
tissement soit différent de celui de la surface inté-
rieure, Pour le faire voir, soient ABCD et A'B/CD!
(fig. 38) les deux ellipsoides diffévens qui satisfont &
la condition d'équilibre d'un méme fluide homaogéne,
tournant autour d’un axe fixe avee une vitesse angu-
laire donnée (n° 591) ; soient aussi EFGH et EF'GTY'
deux surfaces de niveau, tracées daus l'intérieur de
ces ellipsoides , semblables aux surfaces extérieures,
ayant'le méme centre O que. celles-ci, et se cou-
pant au peint M : sans troubler Véquilibre du li-
quide terminé par EFGH, on y pourra ajouter la
couche comprise enire les deux surfaces EFGH et
A’B'C'D’, dissemblables et concentriques. On remar-
quera que non-seulement 'action de cetie couche
additive sur les points du liquide intérieur et de la
surface EFGH, n’est pas nulle, mais que. cette ac-
tion sur chaque point de la surface n'est pas diri-
gée suivant la normale. Ainsi, au point M, Vac-
tion de la couche comprise entre les surfaces EFGI
et A'B'C'D', n'est pas dirigée suivant la normale NMP
i la premiére surface ; car déja Vaction du liquide
intérieur, terming par cetie surface, est dirigée sui-
vant NMP; et si Uaction de la couche additive avait
aussi cette direction, laction de la masse totale,
lerminée par la surface A’B'C'DY, serait encore di~
rigee suiyant cetle normale, tandis qu'elle doit I'étre
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suivant la normale N'MP’ i l'autre surface de ni-
veau E'F'G'H’.

Quelles que soient les forces qui agissent sur up
fluide homogéne ou hétérogéne tournant autour
d’'un axe fixe, on ne doit pas perdre de vue que
la seule condition d’équilibre est I'existence d’une
quantité p qui satisfasse & Véquation (a), et qui soit
nulle ou constante 3 la surface libre du liquide.
Toute autre condition qu'on y voudrait ajouter est
déja comprise dans celle-la, ou ne se vérifiera pas-

594. Parmi les différentes lois d'attraction, il y
en a une qui n'est pas celle de la nature, mais qui
jouit d’une propriété remarquable. Cette loi est celle
d’une action mutuelle en raison directe de la dis-
tance, et la propriété dont il s'agit consiste en ce
que la résultante des actions de tous les points d'un
corps, sur un point quelconque, est indépendante
de la forme et de la constitution de ce corps, ho=
mogéne ou hétérogéne , et la méme que si la masse
entiere était réunie a son centre de gravité.

En eflet, soient x, y, %, les coordonnées du
point attiré, &/, 5/, #, celles d'un point- attirant,
# la masse de ce second point matériel , xz la dis-
tance des deux points, Auz la force accélératrice
dirigée du premier point vers le second; f gtant
un coefficient constant. Les composantes de cette
force suivant des paralléles aux axes des coordon-
nées , menées par le point atiiré, seront k p(x'— ) s
kp (¥ =99, kp(z'=+z), puisque les cosinus des
angles que fait sa direction avee ces droiles 50’nt
les différences & — x, 3" — y, 2 — z, diyis€es
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par u. Par conséquent , si 'on appelle X, ¥, Z,
les composantes totales de la force accélératrice du
point attiré; on aura

X = kZpx’ — kaxZp,
Y = kE,u.f' — k2w,
Z = k2ps' — kiZp;

les sommes = s'étendant 4 tous les points du corps
attirant. Or, si 'on appelle m la masse entiére de
ce corps, et Xy Fis % les trois coordonnées de
son centre de gravité, on aura

Su = m,
B’ = mx, ,
Zuy' = my.,
Spz = maz;

1l en résultera donc

X = km(x, — )4
Y = km(yi— )
Z = kmn(z, — 2);

équations qui renferment évidemment la proposition
qu’il s'agissait de démontrer.
En substituant ces valeurs de X, Y, Z, dans I'e-

: o’ 4
quation (b), et faisant, pour abréger, — = ¢, il
Vient

(%, — &) dac 4 (o, — ) dy + (za—2)dz
A e (xdx 4-ydy)==0;.
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d’et Yon tirve, en intégrant et désignant par ¢ la
constante arbitraire,

(@—2)k (7 =7 G —a)— () =

Cette equation sera celle des surfaces de niveau
dans un liquide tournant aulour de Tlaxe des z,
dont les points s'attivent en raison directe de la dis-
tance ; elle fait voir que toutes ces sarfaces seront
concentriques et du second degré. De plus, si I'on
transporte l'origine des coordonnées & leur centre
commun , c'est-a-dire,; au centre de gravité du fluide;
les premiéres puissances des coordonnées courantes
devront disparaitre; ce qui ne peut avoir lieu, 2
moins qu'en n'ait x, = o, =0, z,—o0. L'équa-

lion précédente se réduit donc &

e (=)@ tr)=c; ()

par conséquent, les surfaces de niveau sont des ellip-
soides ou des hyperboloides de révolution , selon
quon a &< 1 0u &> 1; et, dans les deux cas, elles
ont toutes le méme axe de figure, qui est I'axe
de rotation.

Le volume du liquide étant donné, Ihyperbolgide
w'est possible que quand le fluide est conteyy dans
un vase , et alors I'équation ( f) s'applique seulement
a la partie libre de sa surface. Lors donc qu’on 2
¢>1, la figure permanente d'un liquide libre d€
toutes parts est impossible , dans le cas des forces que
nous considérons. 8i 'on a ¢ < 1, toutes les surfaces
de niveau sont des ellipsoides qui difiérent par les
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valeurs de ¢. Pour déterminer la valeur de cette
quantité qui répond A la surface extéricure, on éga-
lera le volume de l'ellipsoide , dont l'expression est
;’im{? V’{-‘
3(1—¢e)’
quable que , dans cet exemple, la loi des densités des
couches dua fluide n’a aucune influence sur sa figure
extérieure et sur celle de ses couches de niyeau,

au volume douné du liquidc. Il est remar-
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CHAPITRE I1I.

DE L’]E'.QUILIBI\E DES FLUIDES PESANS.

595. Soit ABCD (fig. 39) un vase ouvert a sa par-
tie supérieure, et dont la base horizontale AB est
posée sur un plan fixe. Supposons qu'un liquide pe-
sant et homogeéne s'éleve dans ce vase jusqu’en A'B'.
Pour I'équilibre de ce liquide, il faudra que la sur-
face libre A'B’ soit horizontale ou perpendicalaire 2
la direction de la pesanteur, et cet équilibre ne sera
pas troublé, si 'on exerce sur cette surface une pres-
sion constante et de grandeur quelconque.

La pression rapportée & I'unité de surface sera la
méme dans toute I'étendue de chaque section hori-
zontale du liquide; en la désignant par p a la pro-
fondeur z au-dessous de AP, et appelant p la den-
sité constante du liquide, et g la gravité, onm aurd
dp = pgdz, d'aprés 'équation (3) du n°® 583. En in-
légrant, on aura donc

P = gz -+ @;

@ étant la pression extérieure, qui sera genéralement
la pression atmosphérique qui répond i z— ¢, Cette
pression constante se transmettra , sans altération »
sur tous les élémens des parois du vase et des corps
plongés dans le liquide ; elle Sajoutera, en chaque
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point (n°578), 4 la pression variable due a la pesan-
teur du liquide. Il sera donc toujours facile d’y avoir
égard ; et, pour plus de simplicite, nous pouvoos la
supposer nulle, et réduire I'équation précédente a

p = pgs

Soient b la hase AB du vase, P la pression totale
exercée sur celte base, h la distance de A'B’ a cette

méme base, ou la hauteur du liquide; nous aurons
a la fois

e P= bp = pgbh;

ce qui monire que la pression exercée sur la base ho-
vizontale du vase est égale au poids d'un eylindre
rempli du liquide, qui aurait pour base celle du
vase, pour hauteur celle du liquide, et dont le vo-
lume et la masse seraient, conséquemment, bh et pbh.

Cette pression P est donc indépendante de la forme
du vase ; en sorte que pour les trois vases représentés
par la figure 4o, qui ont des bases équivalentes, po-
sées sur un meéme plan horizontal, et dans lesquels
un méme liquide s’éléve a une hauteur qui est aussi
la méme , les pressions exercées sur leurs bases sont
égales , quoique I'un des vases soit un cylindre droit,
qu'un autre sélargisse en partant de la base, et
que le troisieme aille en se rétrécissant. Cette pres-
sion est, pour chacune des trois bases, le poids du
liquide contenu dans le vase cylindrique ; résultat
irés yemarquable, qui est pleinement confirmé par
l’exlbérience. i

Dans le cas de plusieurs liquides superposés dans




556 TRAITE DE MEGANIQUE.
un vase, il saffira, et il sera ndcessaire pour leur
équilibre - que la surface de séparation de deux li-
quides conséeutifs soit horizontale (n® 586); et, en
effet, si cela est, chaque nouveau liquide super-
posé exercera sur tous les points de sa base une
pression constante , qui ne troublera pas Yéquilibre
du liquide inférieur. Voici comment on pourra deé-
terminer la pression totale exercée sur le fond du
vase.

596. Versons sur le fluide en €quilibre dans le
vase ABCD (fig. 5¢) un nouvean liguide , dont la
densité soit ¢/, qui ait sa surface supéricure AR’
horizontale , comme celle du premier , et qui s%é-
léve & une hauteur 4 au-dessus du niveau A'B' du
premier; ces deux fluides demeureront en équilibre
dans le vase. En appelant &’ T'aire de A'BY, qui est
la base du second fluide , il exercera sur cette base
une pression égale a p'gh'd. Cette pression  sera
transmise , par lintermédiaire du liquide inférienr;
sur le fond AB du vase; et Paire de AB étant b,
il en résultera, sur cetie surface plane , une pres-
sion exprimée par p'gh'b (ne 577_); par conséquent,
la pression totale exercée par les deéux fluides sur
la base horizontale du vase , sera PR - p'gh'h.

Si Ton verse un troisitme liquide dans le vase;
dont Ia surface A”B" soit encore horizontale, V'équi-
libre ne sera pas troublé; p” étant sa densité , B la
hauteur de son niveau A"”B" au-dessus de Ja surface
supérieure A”B" dy second liquide, et 4" I'aire de cette
dernicre surface, ce troisieme liquide exercera sur 52
base A"B’, une pression égale i pghb" , qui sera
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transmise par le second liquide, et deviendra p"gh"d’
sur la surface supérieure A'B’ ou &' du liquide infé-
rieur; cette pression sera transmise de méme, par
Iintermédiaire du liquide inférieur, et deviendra
p"gh"d sur le fond AB du vase; par conséquent, les
trois liquides superposés exerceront sur le fond du
vase une pression égale a pghb - p'gh'b -+ p'gh"b,
ou (ph~ 'k 4 p"R") gb-

En continuant ainsi, on voit que quand un nom-
bre quelconque de liquides de différentes densités, sont
superposés et en équilibre dans un vase, la pression
qu’ils exercent sur la base horizontale de ce vase,
ne dépend que de I'étendue de cette base, des
épaisseurs des différens fluides, et de leurs densités.
Dans le cas d'un vase cylindrique et vertical, elle sera
¢gale & la somme des poids de tous les fluides; et
elle ne variera pas quand on changera la forme du
vase,, pourvu que sa base ne change pas d'étendue,
non plus que Vépaisseur et la densité de chaque li-
quide.

Ce résultat étant indépendant de Pépaisseur des cou-
ches horizontales, il subsiste encore lorsque ces couches
sont infiniment minces, ¢'est-a-dire, lorsque la den-
sité de la masse fluide varie par degrés continus
dans le sens vertical, et convient, par COUSéquent s
2ux fluides compressibles. 1 est également yrai quand -
la pesanteur varie d'une couche a l'autre avec la den~
Sité ; ce qui arrive lorsque la hauteur du fluide n’est
Pas négligeable par rapport an rayon de la terre.
Cest aussi ce que Yon peut déduire de I'équation
dp =pgdsz, qui convient 4 Véquilibre de tous les
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fluides pesans, compressibles ou non, et dans laquelle
on peut supposer la gravité g et la densité p, fonctions
de I'ordonnée verticale z.

597. Considérons actuellement Péquilibre des li-
quides pesans contenus dans plusieurs vases, et qui
peuvent s’écouler de I'un dans lautre par des ou-
vertures latérales. Si I'on ferme 4 la fois toutes ces
ouvertures, I'équilibre ne sera pas trouble; il faudra
donc d’abord que les liquides soient disposés, dans
chaque vase, par couches horizontales; mais cetle
condition ne suffira pas; et il faudra encore, quand
les ouvertures ne seront plus fermées, qu’il existe un
certain rapport entre les élévations des liquides dans
les vases différens , qui dépendra du rapport de leurs
densités.

§'il n’y a qu'un seul liquide répandu dans plusieurs
vases communiquans, il faudra que le niveau de ce
liquide soit le méme dans tous ces yases. En effet,
considérons un liquide homogeéne contenu dans deux
vases, par exemple, qui communiquent latéralement
par le canal EF (fig. 41), et qui sont posés sur des
plans fixes horizontaux. Supposons que ce liquide
s'€leve jusqu'en AB dans I'un des vases, et jusqu’en CD
dans lautre, et que ces deux sections horizontales né
soient pas dans un méme plan, de sorte quen pro-
longeant le plan de la section CD de I'un des vases
il vienne couper l'autre vase, suivant une section 28
située a une distance o' au-dessous de AB. Si I'équi~
libre existe dans cet élat, il ne sera pas troublé e®
remplacant la section ouverte CD par une paroi fixé*
le fluide compris entre AB et 26, exercera sur 2€ un€
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pression égale a pgyd', en appelant p sa densité, et y
l'aire de cette section a6; cette pression se transmettra,
par Vintermédiaive du liquide coutenu dans les deux
vases, jusque sur la paroi CD; et il en résultera, sur
ce plan horizontal , une pression dirigée de bas en
haut et exprimée par pgyc, en désignant par ¢ laire
de CD. Par conséquent, I'équilibre n’aura plus lieu
dés que I'on enlevera la paroi CD, a moins que la
différence de niveau J' du liquide dans les deux va-
ses, ne soit nulle ; ce qu'il s'agissait de démontrer.

Les deux sections AB et CD étant comprises dans
un méme plan, si I'on verse au-dessus de AB un
liquide qui s'éleve jusqu’en A'B’, et dont la densité
soit ¢/, il exercera sur AB une pression égale a ¢'ghh;
b et k étant laire de AB et la distance comprise
entre les sections horizontales AB et A'B’. Cette pres-
sion se transmettra sur CD, ou elle sera égale a ¢'gch,
et sexercera de bas en haut; et pour la détruire, il
faudra fermer le vase en CD par une paroi fixe, ou
verser au -dessus de CD un fluide dont la pression sur
CD soit égale et coutraire a p'gch. Dans ce dernier
cas, si le fluide s'éleve jusqu'en C'D’, que I'on repré-
sente par p, 52 densité , et par k la distance comprise
entre D' et CD, la pression exercée par ce fluide
sur CD, sera pgkc; et pour Y'équilibre, il faundra qu’on
ait p=¢'h.

On voit donc que pour I'équilibre des liquides dif-
férens contenus dans des vases communiquans, il est
nécessaire que leurs densités soient en raison inverse
de leurs élévations au-dessus des sections de ces vases,
faites par un méme plan horizontal. §i I'on verse de
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nouveatix liquides au-dessus de cenx qu'on vient de
cousidérer, on verra de méme quen désignant par
by K, X5 ete., les dpaisseurs de ces liquides dans
Tun des vases, et par p’, ¢", p”, etc., leurs densités,
et en representant par £, 4, , kisete;0,,p,, P, s elCyy
les quantités analogues dans un autre vase, il faudra
quon ait 'équation

BAAp'B A (R A el = p Kefp ke ke M et

d’on il résultera que les pressions rapportées a I'unité
de surface seront égales.sur les deux surfaces supe-
rieures AB et CD du liquide homogéne qui va d’un
vase a lautre, et qui peut étre celui dont la densite
est ¢, ou celui dont la densitéest p;» ou plus gengra-~
lement un autre liquide quelconque, pourvy que les
deuxsurfaces AB et CD, qui le terminent, soient com-~
prises dans un méme plan horizontal.

On peut remarquer que des couches infinjment
minces, comprises dans des vases différens, et conte-.
nucs entre les mémes plans horizontaux, éprouveront
la méme pression rapportée a I'unité de surface ; mais
au-dessus du plan qui termine le liguide inférieur;
elles pourront contenirdes liquides différens ; en sorte
que les propriétés des couches de niveau, oy perpen-
diculaires  la direction de la pesanteur, ont hien lieuts
quant a I'égalité des pressions, mais non plus quant
a Ihomogénéité du liquide (n° 586), lorsque ses cou”
ches sont interrompues par des parois fies,

508. Les lois de Iéquilibre des fluides pesans, dan®
des vases cOmmuniquans, sont susceptibles d'un grand
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nombre d'applications dont nous nous hornerons 3
indiquer les plus communes,

Celle qui se présente la premiire, et que nous ne
ferons qu’énoncer, est la théorie des nivellemens et
des instrumens quon appelle des niveauz.

Dans le sipkon, dont les deux branches Souvrent
4 leur partie supérieure , et qui contient de l'eau ou
un autre liquide, I'équilibre a lien quand les deux
extrémités du fluide sont comprises dans un méme
plan, quelle que soit Ja grandeur de la pression at-
mosphérique en cesdeux points. L’équilibre peutaussi
exister dans le siphon renversé, pourvu qu'alors la
pression atmosphérique ait une grandeur convenable.

Soient ABC (fig. 42), ce tube renversé, B son point
le plus haut, E et F les points ot le liquide sarréte
dans ses deux branches, et qui sont situés dans yn
méme plan horizontal. Si ’on appelle p la densité
du liquide et % la hauteur du point B au-dessus de
ce plan, la pression rapportée 4 I'unité de surface,
exercée par le liquide en ces points E et F sera égale
a pgh; ct en appelant @ la pression atmosphé-
Tique qui s'exerce de bas en haut en chacun de ces
Poinis, il faudra doncqu'on ait @ > pgh, ou tout an
Plus, @ = rgh, pour que cette pression empéche le
iquide de s’écouler. Dansle second cas, la pression gy
Point B sera nulle; dans le premier, elle sera €gale &
@ —pgh; etsilon avait @ < pgh, la pression au point

Serait négalive, le liquide se diviserait en ce point,
€t S'écoulerait par les deux branches du siphon. Au
r‘fsitf, dans le siphon renversé, Péquilibre du liquide
Lest qu'instantan, et ne pentsobserver qu’a raison de

Z, 36
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'adhérence de ses molécules enire clles ou contre
Pintérieur du tube; dés que son extrémité F est an
peu au-dessous ou au-dessus de son extrémité E,
Fexces de la pression atmosphérique sur-la pression
du liquide, est plus grand ou plus petit au point E
quau point I, et le liquide s'écoule par la branche
BC ou par la branche BA- du siphon. Dans T'usage
ordinaire de ce tube renversé, la branche la plus
courte BA est plougée dans un vase H, conienant un
liquide qui s'éléve jusquan point D du tube; on fait
le vide, en aspirant Vair que ce tube renferme; le
_liquide séleve au-dessus de son niveau primitif, jus-
qu'a ce qu'il ait atteint le sommet B du tube; il des-
cend ensuite jusqu’an point.C, puis il s'écoule par
cette extrémité du tube. L’ceoulement sarvréterait,
lorsque le point D, en s'abaissant dans la branche BA,
se trouverait au-dessous du point C; ce qui ne peut
arriver , puisqu’on suppose que AD est la plus courte
des deux branches du tube.

La presse hydrauliqgue, dont Vinvention est atiri-
buée a Pascal, consiste en une caisse prismatique el
verticale II (fig. 43), ouverte a sa pariic supérieure;
et remplic d’eau jusqu’en AB. Un couvercle placé sut
AB, ferme exactement la caisse, ¢t peut Cependmlf
glisser le long de ses parois. Au-dessous de AB ¢
trouve une ouverture G, a laguelle on adapte un tube
condéCDE, dont la branche verticale DE est ouvert€
i sa partie supéricure E. L'eau de la caisse s'écoul®
par lorifice C; et, a cause du convercle posé 3:"1'
AB, ce hiquide séleve, dans le tube DE, jusquat
potnt ¥, situé au~dessus da prolongement de cetl®
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section horizontale AB. Cela étant, si Von ajoute au
poids du couvercle un nouveau poids X, le liquide
s'abaissera en A’B’ dans la caisse H, et s'élevera en I
dans le tube DE. Par cette addition de X, la pression
rapportée a Puuité de surface sera plus grande en A'B/

> . e 1.
qu'en AB, de la quantilé -, en désignant par & Paire

de la section horizontale de H; en méme temps, la
pression, aussi rapportéc i I'unité de surface, et due
au poids de l'eau contenue dauns le tube vertical DE,
augmentera d'une quantité fgx, en désignant par p la
densité du liquide , et par & Pélévation du point I
au-dessus du pomt F. Pour que I'équilibre sub-
siste, 1l faudra done qu'on ait

X = pgbx;

équation qui fera connaltre le poids X d’aprés lob-
servation de 2. On a soin que b soit une irés grande
surface, afin que des élévations peu considérables de
Peau dans le tube vertical, puissent répondre a de
trées grandes charges du couvercle mobile, ¢t servir
i les mesurer. La section horizontale du tube est ires
petite par rapport a &, et il en résulte que les abais-
semens du couvercle dans la caisse H sont tres petigg,
Par rapport aux élévations du liquide dans le tuhe ;
Car si I'on appelle y la distance comprise enire AB o
A'B, et ¢ la section horizontale du tube, on ayp
‘jf)"—‘: cac , puisque le volume tolal de I'eau doit gipe
nvariable. Le tube DE pourrait, au veste,, n'étre ni
Vertical, ni cylindrique; et la formule précédente
donnerait tonjours la valeur de X, pourva que a fit

36.,
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la distance comprise entre les deux niveaux du li-
quide en I et en I,

Un barométre est, en général, un tube ABC
(fig. 44), dont les deux branches BA et BC sont ver-
ticales, et qui est fermé & I'extrémité A de BA , et
ouvert 4 I'extrémité C de BC. On fait exactement le
vide dans ce tube, puis on y verse du mercure, qui
seleve jusqu'en D dans la branche AB, eta une moin-
dre hauteur, jusqu’en E, dans la branche ouverte CB-
8i 'on méne par le point E un plan horizontal qui
coupe en F la branche AB, le mercure situé au-des-
sous de ce plan scra de lui-méme en équilibre ; et,
pour que cet état subsiste , il faudra que les pressions
rapportées a 'unité de surface, qui sont exercées en
F par le mercure FD, et en E par l'atmosphere,
soient égales entre elles. D'aprés cela, j'appelle @ ia
pression atmosphérique, je désigne par m la densité
du mercure, €t par % la hauteur verticale du point D
au-dessus du point F, c'est-a-dire, la différence des
niveaux D et F du fluide dans les deux branches duo
baromeétre; la pression du mercure au point F aur3
pour valeur le produit mgh, et Fon aura, consé-
quemment ,

mgh = .

[’équilibre du mercure ne sera pas troublé, si I'o?
imagine que la branche BC se prolonge verticale~
ment jusqu'a l'extrémité de I'atmosphére ; par cot”
séquent , la pression atmosphérique @ , qui fait équI~
libre & celle du mercure, n'est autre chose queé le
poids de lair contenu dans un cylindre verticd
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ayant pour base I'unité de surface, et s'étendant
indéfiniment dans Vatmosphére : il dépend du dé-
croissement de la pesanteur, a mesure que I'on s'é-
leve au~-dessus de la surface de la terre, de la den-
sité ct de la température des couches d'air, et des
quantités de vapeur d'eau quelles peuvent conte-
nir. Ce peids pouvant varier dans un méme lien
de la terre , la hauteur barométrique # varic aussi;
elle change encore de grandeur, a raison des venls
verlicaux, qui rendent la pression atmosphérique
plus grande ou plus petite qulelle ne serait dans
Pétat de repos de Tair: a Paris, la valeur la plus
communue de % est o™,76.

Si Von remplagait le mercure par un aulre li-
quide dans le barometre, la hauteur h changerait
en raison inverse de la densité de ce liquide, com-
parée a celle du mercure, en supposaut toujours
quil y ait un vide sensiblement parfait, au-dessus
du nivean D, dans la brauche fermde du barome-
tre. Pour leau, cette dlévation % est d'environ
10™,4; et Cest aussi la plus grande hauteur a la-
quelle V'eau puisse gélever dans une pompe, au-
dessus de son niveau extérieur. Quand il existe une
couche d'air entre la surface du liquide et le pis—
ton, cet air se dilate; il exerce sar le liquide in-
térieur une pression moindre que celle de Latmos-
phére, mais qui diminue I'élévation de Veau, et la
réduit 4 wne grandeur que nous déterminerons dans
un autre chapitre.

599. Nous allons maintenanl nous gccuper du
calcul des pressions exXercees par les liquides pesans
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sur les parois inclindes ou courbes des vases qui les
couticunent, el sur les surfaces des corps solides qui
¥y sont plon%s

La pl'esswn exercee par un hqmde homogene sur
une paroi plane inclinée, est égale au poxds d'un
prisme de ce liquide qui aurait pour base cette pa-
rol1, et pour hauteur la distance de son centre de
gravité au niveau du liquide. En effet, soient & un
€lément de cette paroi, et z sa distance au nivean
du liquide ; la pression sur cet élément sera pe ou
F5%@, en mettant pour p sa valeur précédente (n° 505);
et comme les pressions sur tous les élémens sont
perpendiculaires & la paroi plane, la résultante de
ces forces paralléles aura pour valenr le pmdmt de
Fo et de Vintégrale de ze, élendune 4 Ia paroi en-
tiere. Or, cette intégrale est égale & &z,, en appe-
lant 5 lalre de la paroi, et z, la distance de son
cenlre de gravih‘: au niveau du liquide ; la valeur
de la pression sur le plan incling sera done pghz, s
conformément & Pénoncé du théoréme.

Dans le cas de plusiears liquides superposés dans
le vase, on déterminera séparément les pressions
exercées ou transmises sur la paroi inclinée, par
chacun de ces liquides; et leur somme sera Ia pres”
sion fotale que cette surface plane aura a suppor-

Lia pression « de l'atmosphére augmentef“
Celte  pression totale d'une quantité égale a ba-
Tous les points de la hase horizontale du vase
prouvant des pressions égales, la résultante de €65
forces paralleles passe par le centre de gravité de
cette base; mais, dans le cas d'une paroi mclmbc
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les élémens inférieurs éprouveront des pressions plus
grandes que celles des élémens supérieurs; et le point
ou la résultante totale vient percer la paroi, qu'on
peut appeler le centre de pression, sera toujours plus
bas que le centre de gravité de cette méme surface,
Quand une paroi planc, plongée dans un liquide ho-
nogene , tourne autour de son centre de gravité, la
pression qu'elle éprouve ne change pas de grandeur,
mais le point d’application de cette force normale et
counstante change de position sur ceite surface.

6oo. Pour donner un exemple de la détermina-
tion du centre de pression , supposons que la paroi
plane soit un trapéze ABCD (fig. 45), dont les deux
bases AB ¢t CD sont horizontales. Si nous partageons
cette surface en élémens paralléles 2 ces bases et d’une
hanteur infiniment petite, chacun de ces elémens
¢prouvera la méme pression dans toute sa longueur,
et son centre de pression sera silué a son milieu; or,
si l'on prolonge les cotés AC et BD du trapeze, jus-
qu'en leur peint de rencontre K, el qu'on mene la
droite KH, qui va de ce point au milieu H de AB,
cette droite passera aussi par Je milien G de CD, et
par les milieux de tous les élémens du trapeze; elle
renfermera donc le centre de pression demandé ; et
il ne sagira que de déterminer la distance de ce
point 4 AB.

Soient & celte distance, x celle d'un élément
quelconque & la méme base AB, u la lengueur MN
de cet élément, z sa distance au nivean du fluide, 2
Ja bauteur du trapéze. Llaire de cet élément ct la
pression qu'il éprouve seront udix et pgzudax ; la pres-
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sion totale aura pour valeur f Pgeudax; et d'apres

o]

la théorie des momens des forces paralléles , On aura

A 7
!
& ozidr — xporude,
./[‘I Fb ./:J Pg A

Soit aussi ¢ la distance de AB au nivean du li-
quide; appelons « T'angle compris entre le plan ver-
tical, qui va de cette droite au niveau du liquide,
et le prolongement du plan du trapéze; on aura

2= -4 xeosa;

et si Fon substitue cette valeur de z dans I'équation
précédente, et qu'on supprime le facteur gp constant
¢t commun 4 ses deux membres, il en résultera

lrf. il
! ( c f udx -~ cos.a. f :mer]x)
(4] (4]
I h
= f vl - cos . f Xudx,
o o

Je désignerai par a et b les longueurs des deux hases
AB et CD, etpark Ia perpendiculaire ahaissée du
point K sur CD ou &. La perpendiculaire abaissée du
méme point sur AB ou a sera /% - k, et sur MN ou
u, elle sera k 4- 2 — x; et ces droites a, b, u,étant
paralleles, on aura

utbi kb — 2k,
abukA4k:k

Je tire la valeur de k, de la seconde proportions
- - . LY . .
puis je la substitue dans la premiére; ce qui donné
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bh o, ah — (a—D)x
a—1b’ i TG

b 4

i—
En mettant cette valeur de « dans I'équation précé-
dente, et effectuant les intégrations, on en déduit

ohe (@ 4 2b) 4k (a - 30) cos«
6c (@ - 0) + 2k (@ + 20)cose.

| —

Par conséquent, si 'on méne a cclte distance 2ty
une paralléle EF a la droite’AB, le point P, ouelle
coupera la ligne GII, qui va du milieu de AB a celui
de CD, sera le centre de pression du trapeze.

La figure 45 suppose que la hase supérieure AB
soit Ja plus grande; si le contraire avait lieu, il est
aisé de voir qu'il suffirait de remplacer Yangle a par
son supplément, ou de changer le signe de cos e,
dans cette formule.

Dans le cas de & = go°, la paroi est horizontale, et
la formule se réduit &

. h(a+420)

BN ey !

ce qui coincide, effectivement , avec la distance du
centre de gravité du trapeze a sa hase a.

Quel que soit I'angle a, si cette base esta flenr
deaw, ona c=o, et la valeur générale de x' de-
Vient

, __ h(a+3b)

T a(a+4 20) ?
de sorte qu'elle est, dans ce cas, indépendante de
Vinclinaison de la pavoi, Le trapéze se changera en un




570 TRAITE DE MECANIQUE.
parallélogramme, quand on suppose b = a3 et Fon a
alors

5 e -%/Z.
Il se change en un triangle dans les deux cas de b —o
¢l a=o0; pour lesquels on aura

Pl 2h, 2k
Dans le premier cas, clest la base du triangle qui est
a flewr deau, et x' estla distance du cenire de
pression & cette base; dans le second cas, &’ est la
distance au sommet qui se trouve i la surface du li-
quide. ‘

Gor. Sur une portion de surface courbe, les pres-
sions se détermineront en décomposant d’abord Ja
pression normale 3 chaque élément, en trois forces
paralleles aux axes des coordonnées , et calculant
ensuite par des intégrales doubles, les composanles
totales suivant ces trois d weclions, lesquelles compo-
santes se réduironi au moins 4 deux forces, qui
pourront, le plus souvent, n'étre pas réductibles 2
une seule (n° 264). Mais quand il s'agira des pressions
exercées sur la surface entiére d’un corps plongé daus
un fluide, la réduction i une seule force aupa tou-

jours lieu, et cette résultante unique scra verticale,

ainsi qu'on va le voir.

Soit AMB (tig. 46)le corps dont il est question ;
désignons par x, 7, 5, les coordonnées rectangulaires
du point quelconque M de sa surface, ot prenons l¢
niveau du fluide pour le plin des & et ¥, et laxe
des z vertical et dirvigé daus le sens de la pesanteur-
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Appelons @ I'élément différentiel de la surface, et p
la pression rapportée i l'unité de surface, qui répon-
dent au point M, de sorte que p@ soit la pression
exercée sur cet élément, et dirigée suivantla normale
intérieure MN. La valeur de p sera la méme pour
tous les points qui sont & la méme distance = du ni-
vean du liquide, scit que ce fluide stagnant soit ho-
mogene , ou qu'il soit senlement composc de couches
horizontales dont la densité ne varie que d'une cou-
che & une autre. Soient encore &, €, %, les angles que
fait la normale MN avec des paralléles aux axes des x,
o, 5, menées par le point M dans I'mtérieur du corps.
Enfin, projetons w sur les trois plans des coordon-
nées, et désignons les projections de cet élément,
par a sur le plan des y et z, par b sur celui des z et
x, et par ¢ sur celul des @ et y. En observant que
a, £, 7, sont aussi les inclinaisons du plan tangent
en M sur ces trois plans , nous aurons (n° 10)

4 — wcose, b= ocosE, ¢ = @COSY;

et si Yon multiplie ces équations par p, il en résul-
tera

pa=pwcosa, pb=pwcos €, pc=pecosy;

ce qui montre que les pmduits P, pb, pe, sont les
composantes paralleles aux axes des @, ¥, 2, dela
Pression normale pw; en sorte que la composante
perpendiculaire a chaque plan des coordonnées, et,
généralement a un plan quelconque, se deduit de P&
en y remplacant I'élément @ par sa projection sur ce
plan.
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Cela posé, le corps AMB étant terminé de toutes
parts; il y a, au moins, un second élément de sa sur-
face qui a la méme projection sur chaque plan donné,
que l'élément w. Ainsi, en abaissant du point M,
une perpendiculaire MP sup Je plan des y et z, cette
perpendiculaire, ou son prolongement, rencontrera la
surface du corps en un point M’, et la projection de
Félément o' qui répond a ce point, sera égale & asur ce
plan, comme celle de . Les deux €élémens étant situés
2 la méme distance du nivean du liquide, éprouve-
ront les pressions normales pP» et po’, qui seront
entre elles comme les aires @ et o , dont le rapport
peut avoir une grandeur quelconque. Mais leurs
composantes paralléles a I'axe des a, auront une
valear commune Pa, et les forces pe et po’ agissant
suivant les normales intérieures MN et M'N, ces
Composantes égales agiront évidemment en sens con-
traire 'une de Fautre, savoir, de M vers M’ au point
M, et de M’ vers M au point M’, Pap conséquent la
composante paralléle & Y'axe des x, de la pression
exercée sur w, sera détruite par la composante sui-
vant la méme direction, de la pression exercéde sur
un auire élément «’. On verra de méme que la com~
posante de pw, paralléle 4 I'axe des ¥, sera aussi
détruite par la composante suivant celte direction, de
la pression relative 3 un troisiéme élément, leque!
répondra ay point out la perpendiculaire abaissée dtt
point M sur e plan des 2 et z, rencontrera une se=
conde fois la surface du corps. Or, on conclut de Ia
que Ces composantes horizontales des pressions cxer-
cées sur les élémens de la surface du corps plongé, s¢
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détruisent dans chacune des sections horizontales et
infiniment minces, et, conséquemment, sur sa sur-
face entiére. Il s'ensuit donc aussi que toutés ces
pressions se rédunisent a une seule force, qui est la
résultante de leurs composantes verticales, et qui
provient de la prépondérance de la valeur de p dans
la partie inférieure du corps.

Si p résultait d'une pression exercée a la surface du
liquide, sa valeur serait constante dans toutel'étendue
de la surface AMB; et les composantes des pressions
se détruiraient deux 4 deux , dans le sens vertical auss:
bienque suivant lesdirections hovizontales. Quelle que
soit la forme d'un corps solide ou fluide, une pres-
sion conslante et normale, exercée en tous les poimts
de sa surface, ne peut donc produire ni un mouve~
ment de translation, ni un mouvement de rotalion,
comme nous l'avons dit précédemment (n° 584).

602. Pour déterminer la résultante des pressions
verticales exercées sur AMB, j’abaisse du point quel-
conque M une perpendiculaire sur le plan horizon-
tal des x et y, qui rencontre en M, cette surface AMB.
Les élémens @ et o, , qui répondent aux points M et
M,, auront une méme projection ¢ sur ce plan; mais
les pressious rapportées & I'unité de surface y seront
différentes; et si on les désigne par p et p,, le filet
du corps que terminent ces deux élémens, ct dont la
longueur est MN, sera poussé verticalement de bas
en haut par une force pc—pc- Je suppose, pour
plus de simplicité, que le liquide dans lequel le
corps est plongé soit homogene; je représente par p
sa densité, et par ! la longuenr de MM,, on aura
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p—P=rgl, et la pression verticale pglc sera le poids
du volume /¢ du liquide, cest-a-dire, le poids du
volume du liquide dont ce filet du corps occupe la
place. En décomposant le corps en filets verticanx et
infiniment minces, chacun de ces filets sera poussé de
bas en haut par une semblable force; d’'ot1 I'on conelut
que la résultante de toutes les pressions verticales ne
différeradu poids des filets fluides remplacés par ceux
du corps plongé, que par le sens de son action; en
sorte qu'elle sera égale an poids total du volume du
flnide que déplace ce corps solide, et appliquée en sens
contraire de la pesanteur, au centre de gravité de ce
volume ; lequel centre de gravil€ se confondra avec
celui du corps méme, lorsque celui-ci sera homo-
gene.

Si le corps n’était pas entitrement plongé dans le
liquide, on pourrait, dans le calcul de Iz pression
qu’il éprouve, faire abstraction de sa partie situee
au-dessus du nivean du liguide; le point M, appar-
tiendrait alous a Ja section du corps faite par le pro-
longement du plan de ce niveau ; et, en prenant
P,=0, ce cas rentrerait daus le précédent. La ré-
sultante des pressions verticales, qui sera toujows
celle de toutes les pressions, aura alors pour vaicn_u‘
le poids du volume dn liquide déplacé par la parti€
plongée du corps flottant, et pour point d’applica-
tion le centre de gravilé de ce méme volume. .

603. Ces résultats ont encore lieu, lorsque le li-
quide est composé de couches horizontales. On y par-
vient aussi par une considération indirecte, quil est
bon d'indiquer,
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I’équilibre ayant lieu dans ce liquide, il ne sera
pas troublé si 'on solidifie une partie quelconque du
liquide , de sorte que cetle partie devienne un corps
plongé ou flottant. Or, pour que les pl‘CSSiOHS nor-
males exercées sur la surface de ce corps par le li-
quide environnant, fassent équilibre au poids de cette
partie solide, il faudra qu'elles se réduisent a une
seule force égale et directement contraire & son poids.
Dailleurs, st l'on remplace la partie solidifide du li-
quide par un autre corps qui ait exactement la
ménie surface, il lest évident que rien ne sera change
aux pressions du fluide environnant ; par con-
séquent, les pressions exercées sur la surface d'un
corps plongé en tout ou en partie dans un liquide
stagnant , homogéne ou hétérogéne , se réduisent
toujours & une force unique, €égale au poids total des
conches horizontales du liquide, dont ce corps oc-
cupe la place, et appliquée, en sens contraire de la
pesanteur, au cenirve de gravité de ces mémes couches.
On corclut de la que, pour 'équilibre d'un corps
enticrement plongé dans un liquide, 1l faut que sa
densité moyenne soit égale a celle du liquide dont il
occupe la place, et que son centre de gravité, et ce-
lui de cette portion de ]iquide , soient situés sur une
méme verticale. La seconde condition est toujours
remplie, quand le corps est homogene, ainst que le
liquide. Quant aux corps qui ne sont IMMErges qu’en
pariie, et qui flottent a la surface du liquide , nous
examinerons,les conditions de leur équilihl'c dans le
chapitre suivant.
604. Ordinaivement, on énonce le principe de
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I'Hydrostatique qu'on vient de démontrer, en disant
qu'un corps plongé dans un liquide, y perd une par-
tie de son poids, égale an poids du fluide qu’il dé-
place (n° 191).

Il en résulte que pour avoir le véritable poids d'un
corps, il doit étre pesé dans le vide. Deux corps pe=
sés dans Vair, dans I'eau, ou dans tout autre fluide,
et qui se font équilibre au moyen dune balance
exacte, ont des poids réellement différens, 3 moins
que leurs volumes ne soient équivalens. Le poids le
plus grand est celui du corps qui a le plus grand vo-
lume, puisque ayant éprouvé une plus grande perte
dans le fluide, il y fait encore équilibre A l'antre.

Si un méme corps est pesé suceessivement dans le

vide et dans l'ean, et que P soit son poids dans Je
vide, et P’ son poids dans l'eau, P ¢t P—P seront
les poids absolus de ce corps et de l'eau sous un
méme volume ; ils sont donc entre eux comme Jes
densités de ces denx substances (n° 6o ). Par consé-
quent, si I'on prend pour unité la densité de I'eau , et
qu'on appelle D celle du corps, on aura

P

D =

Clest d’apres cette formule qu'on délermine Jeg den—
sités des corps qui peuvent étre peses dans ['eau,
sans s’y dissoudre, au moyen de la balance hydros-
talique.

605. La démonstration du n® 601 s’applique éga-
lement aux parvois latérales d’un vase qui coniient ult
liquide ; et l'on en cenclura que les composantes ho-
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rizontales des pressions exercées de dedans en dehors,
sur toute la surface intérieure du vase, se défraisent
deux & deux ; en sorle que si le fond du vase'est posé
sar un plan fixe et horizontal, Paction des flaides
qu’il contient ne pourra pas le mettre en, mouve—
ment ; ce qui résulte aussi du principe de la conser-
vation du mouvement du centre de gravité (n°® 553).
Mais si 'on fait une ouverture 4 Pune des parois la-
térales ; au~dessous du niveau du liquide, celui-ci s'é-
coulera par cet orifice; et la pression 'ayant plus
lieu sur la partic de la parei qu'on a enlevée ,‘celle
qui est exercée a la partie opposée du vase ne sera
plus détruite ; par consequent, ce vase sera mis en
mouvement en sens conlraire de I'écoulement du
fluide. Ce prineipe est celni des différentes sortes de
machines & réaction , et sur lequel est fondé le moyen
proposé par D. Bernouilli, pour mouvoir les hateaux
sans le secours des rames ui du vent.

On verra _aussi, par le méme raisonnement que
dans len® Go2a, que la pression totale exercée sur le
fond du vase et sur ses parois latérales, est toujours
égale au poids du fluide qu’il contient, et appliquée,,
dans le sens de la pesanteur, au centre de gravité de
¢e fluide, Chaque filet vertical du fluide, qui va, sans
interruptioa, de son niveau a un point quelconque
4 vase, exerce sur ce point une pression normale 4
dont 15 composante est égale au poids de ce méme fi-
let. Celui qui rencontre en deux points la surface in-
terieure du vase, comprenant le fond et les parois
]ate’ra]e5, exerce en ces deux points des pressions

ont les composantes verticales sont di rigées en sens
2, 39

i'
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|
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contraire I'une de I'autre. La composante qui répond
au point inférieur, est dirigée dans le sens de la pe-
sauteur, et 'emporte sur Fautre d'une quantité égale
au poids de ce filet; et, de cette maniere, la résul-
lante des pressions verticales de tous ces filets fluides,
n'est autre chose que le poids méme du fluide en
question.

1 faut distinguer cette pression de celle qui a lieu
seulement sur le fond du vase (n°595), et qui n'est
égale au peids du fluide que quand le vase est un cy-
lindre ou un prisme droit. Elle est moindre que ce
poids, lorsque le vase s'élargit en allant du fond & sa
parlie superieure, parce que les filets verticaux du
fluide, qui partent de son niveau, et sont interceptés
par les parois latérales, ne pressent pas sur le fond
du vase; elle est, au contraire, plus grande que le
poids du liquide, quand le vase- va en se rétrécis-
sant, parce que les filels verticaux qui partent du
fond du vase, et sont interceptés par les parois la-
térales, exercent néanmoins la méme' pression ver-
ticale sur le fond du vase, que s'ils s'étendaient
jusqu’au niveau du liquide ; ce qui manque au poids
de chacun de ces filets incomplets, étant remplacé pat
Ia résistance de la paroi & laquelle ils viennent aboutit
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CHAPITRE IV.

DE L'EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES CORPS
FLOTTANS.

606, Pour quun corps pesant puisse se tenir en
équiljbre & la surface d'un liquide stagnant, il est né-
cessaire que son poids soit moindre que celui d'un
volume de ce fluide égal au sien; toutefois, il y a des
cas ou 1l se forme autour d'un corps flottant un es—
pace vide de peu d'étendue, qui doit étre ajouté a
son volume, et qui diminue, conséquemment, sa
densilé moyenne; de sorte que des corps d’un petit
volume peuvent surnager, quoique leur densité pro-
pre surpasse celle du liquide. Nous ferons abstraction
de cette circonstance, qui se rapporte a la théorie
des phénomenes capillaires, dont il ne sera pas ques-
tion dans ce Traité (n° 588).

La densité du corps solide, sil est homogeéne, oy
sa densité moyenne , s'il ne l'est pas, étant moindre
que celle du liquide, le corps s'enfonce dans Je
fluide, jusqu’a ce que le poids du liquide qu'il d¢-
Place soit devenu égal a son poids entier; et quand
cette égalité a lieu, le corps reste en équilibre | sj son
centre de gravité et celui du fluide déplacé sont si-
tués sur une méme verticale; car la pression du li-
quide qui doit faire équilibre au poids du corps, est

37.-
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égale au poids du liquide déplace, et appliquée a son
centre de gravilé, en sens conlraire de la pesan-
teur (n° 6o2). :

Si le corps flottant est homogene, aussi bien que
le liquide, le centre de gravité du liquide déplacé
coincide avec celui de la portion immergée du corps.
Dans I'état d'équilibre, le volume de cetle partie du
corps est a celui du corps entier, comme la densité
du corps est a celle du liquide ; et la détermination
des positions d’équilibre d'un corps flottant sg réduit
a un probleme de Géométrie, dont voici I'énoncé.
Couper un corps par un pian, de maniére que le vo-
lume d'un segment soit a celui da corps, dans un
rapport donné , et que les centres de gravité du seg-
menl et du corps se trouvent surune méme perpen-
diculaire au plan coupant. Quand on a déterminé une
section du corps qui satisfait 4 ces deux conditions,
on la place au niveau du liquide, de maniére que le
segment dont on a considéré le volume, soit situé
au-dessous, et 'on a une des positions d’équilibre du
corps flottant. _

Dans chaque cas particulier, on exprimera Ces
deux conditions par des équations, dont la solution
complete fera connaitre toutes les positions d’équi~
hibre de ce corps. Quelquefois leur nombre sera in-
fini, comme dans le cas des solides de révolution
dont I'axe est horizoutal ; d’autres fois, ce nombre ser2
fini et déterminé ; mais il serait difficile de démon—
trer, d& priori, qu’il y a toujours une position d'équi-
libre , quelle gue soit la forme du corps.

607. Je choisirai , pour exemple du probleme®
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qu'on vient d'énoncer, le cas d'un prisme droit et
triangulaire , dont les arctes sont horizontales. Le
plan coupant leur sera évidemment paralléle; de
plus, sa direction sera indépendante de la distance
comprise entre les deux bases. On pourra done faire
abstraction de la longueur du prisme, et déterminer
seulement l'intersection du plan coupant et de l'une
des deux hases ; de sorte que le probleme se rappor-
tera 4 la Géométrie plane ; ce qui aurait lieu égale-

ment daus le cas d'un prisme ou d’un cylindre hori-

zontal a base quelconque.

Soit ABC (fig. 47) I'une des bases du prisme donné.
Il peut arriver que denx sommets de ce triangle soient
plongés dans le liquide,, ou qu'il 'y en ait qu’un seul
au-dessus du niveau. J'examinerai d’abord le cas d’un
seul sommet immergeé; on verra ensuite comment
Pauire cas se ramene i celui-la. Soient donc G ce som-
met immergé, et MN Vintersection du plan coupantet
de la base ABC, qu'il sagit de déterminer, et qui re-
présentera le niveau du liquide. Jappelleraia, b, c,
les cotés donnés de ce triangle ABC, quisont respec-
tivement opposés aux angles A, B, C; et je dési-
gnerai par x et ¥ les cotés inconnus CM et CN du
triangle MNC ; de sorte qu'on ait

BC=g, AC=15b, AB=¢, (M=x, CN=y.

. _ B ala

L’aire d’'un triangle quelconque est €gaié au pro -
duit de deux de ses cotés et du sinus de Fangle com-
Pris; on aura donc

2

ABC =2 absinC, MNC={axysinC
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Le prisme entier et le prisme plongé dans le liquide

sont entre eux comme leurs bases ABC et MN C; on
doit donc ayoir

MNC : ABC :: r : 138

r étant une quantité plus petite que l'unité , qui re—
présente le rapport de la densité du corps flottant a
celle du liquide. En mettant pour ABC et MNC leurs
valeurs précédentes, cette proportion donne

xy = rab. (1)

Maintenant, soit D le milieu de la base AB; me-
nons la droile CD, et prenons sur cette ligne DG=1DC;
le point G sera le centre de gravité du triangle ABC.
De méme, E étant le milieu de MN » 81 Ton prend
sur CE une partic EF =1 CE, le point F sera le
centre de gravité de MNC. La droite GF devra donc
étre perpendiculaire & MN ; mais, i cause que les li-
gnes CD et CE sont coupdes en parties proportion-
nelles aux points G et F » les droites DE et GF sont
paralléles ; par conseéquent, la droite DE, qui joint
lesmilieux des deux basesAB et M » est aussi perpen-
diculaire &8 MN; et il en résulte que les deux obli-
ques DM et DN sont égales.

Réciproquement, si I'on a DM =DN, 13 groite
DE sera perpendiculaire &4 MN | ainsi que sa paralléle
GF; done, pour que la droite qui joint les deux
centres de gravité G et F soit perpendiculaire 4 10~
tersection MN, il est nécessaire et il suffit que les va-
leurs de DM et DN soient égales.

Cela étant, faisons CD=4#%, et désignons par #
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et € les denx parties DCA et DCB de l'angle ACB. En
considérant les deux triangles DCM et DCN, ncus
aurons

DM — A* & x* — akx €OS &,
ﬁa = B 4 - 2hy cos 63

et en égalant ces deux valeurs, il en résultera
8
2 shxcosa = y* — 2hycosE. (2)

Les équations (1) et (2) sont celles qui devront
servir & déterminer et y. Par I'élimination de y,
on en déduit

24— 2h® cos & = 2hrabax cos € — r*arb*=o0. (3)

On tirera donc la valeur de x de celte équation du
quatriéme degré; et I'on aura y = '?ab pour la va-
leur correspondanie de 7.

L’équation (3) étant d'un degré pair, et ayant son
dernier terme négatif , il sensuit qu'elle a une racine
positive et une négative. Les deux autres racines peu-
vent étre réelles ou imaginaires. Si elles sont réelles,
la végle de Descartes fait voir que 'équation (3) aura
lrois racines positives, et une racine négative;caren
considérant les signes de ses termes, et soit qu'on
donne le signe -} ou le signe — au troisieme terme ,
qu'on y peut comprendre avec un coefficient nul, on
trouve toujours trois variations et Une permanence.
Les inconnues x et y, qui sont les cOtés du triangle
MNC, ne pouvant étre que des quantités positives,
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respecltivement moindres que les cotés CA et CB du
triangle ABC, on rejettera donc, comme étrangeres a
la question, la racine négative de I'équation (3), les
valeurs de 2 plus grandes que a, et celles qui don-
neraient une valeur de y plus grande que b, Ainsi,
il y aura, au plus, trois positions d’équilibre pour
lesquelles le sommet C est seul plongé dans le li-
quide.

608. Si I'on suppose ce sommet hors de fluide, et
les deux points A et B au-dessous du niveau MN, le
probléme sera le méme que dans le cas précédent ,
avec cette seule différence que la quantité » devra
étre remplacée par 1— r dans les équations (1) et (3).
En effet, le triangle ABC, et ses deux parties MNC et
MNBA , ayant leurs centres de gravité sur une méme
droite, et ceux de ABC et de la seconde partie de-
vant étre situés sur une perpendiculaire 4 MN, il fau-
dra toujours que les triangles ABC et MNC aient
aussi leurs centres de gravité sur cette perpendicu-
laire ; en sorte que 'on aura d’abord, sans aucun
changement, I'équation (2), qui exprime cette con=
dition. P'ailleurs, la proportion

MNBA : ABC :; r : 1,

qui doit aveir lieu maintenant, peut étre changée
en celle-ci :
MNC : ABC :: 1 — r : 13

ce qui change aussi Péquation (1) en cette autre:

ay = (1 — r)ab.
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En gen servant pour éliminer y de 'équation (2),
on retrouvera 'équation (3), dans laquelle le rapport
r sera remplacé par 1 —7, cest-a-dire, que l'on
aura

@i — 2z cos a2k (1 — 1) abz cos §— (1—r)* @V =0, (§)

En raisonnant comme précédemment, on conclura
de cette équation, qulil y a au plus trois positions
d’équilibre, pour lesquelles les deux sommets AetB
du solide sont plongés dans le fluide.

Si T'on considére successivement les {rois sommets
A, B, C, et si 'on examine, pour chaque sommet,
Jes cas ou il est seul plongé dans le fluide et seul
hors du fluide, on déterminera toutes les positions
horizontales d’équilibre du prisme donué; et il ré-
sulte de ce qui précéde, que ce nombre ne pourra
jamais étre plus grand que dix-huit.

6og. Lorsque le triangle ABC est isoscele, on peut
se passer de I'équation (5) ou (4), et résoudre direc=
tement les équations en & et y. Je suppose qu'on ait
h=a, les triangles CAD et CBD seront reclangles
et égaux; on aura

£ =a, k= a — i, acosa = k;
et les équations (1) et (2) deviendrent
By, gt et ATy ey =, (5
r=ra, yr—axt— LD —m)=0. ()

On y satisfait d’abord , en prenant

xr =y =4 \/;;
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valeurs qui sont admissibles, 2 cause de r< et
a \/;< a. Il en résulte une premiére position d'é-
quilibre, dans laquelle le triangle MNC est isoscele,
et ou la base AB du triangle ABC sera paralléle 3 MN
ou horizontale. En changeant 7 en 1 —r, on aura
une seconde position, on le point C sera situé
hors du liquide, et la base AB toujours horizontale.
Mais il peut aussi exister d’autres positions d’équi-
libre, pour lesquelles cette base sera inclinée.

En effet, sil'on supprime le facteur y—x de la
seconde équation (5), il vient

Celle~ci et la premicre équation (5) donnant'la
somme et le produit des deux inconnues et ¥, i
s’ensuit que ces quantités seront les deux racines
d’'une méme équation du second degré, lesquelles
racines auront pour expression

ﬁ [4a* — c* == \/(Lja' — ¢*)* — 16rat].
1

On prendra successivement chacune d’elles pour =
et Vautre pour ¥ ; et quand elles seront toutes deux
réelles et moindres que a, il en résultera deyx nou-
velles positions d’équilibre, dans lesquelles ]a base

B sera située hors du liquide. En mettant 1 — r au
lieu de r, et supposant toujours les racines 1'éellf3‘5
plus petites que @, on aura deux autres positions 0¥
cette base sera immergée.
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Lorsque les deux racines qu'on vient d’écrire sont
égales, la hase AB est horizontale , et ces nouvelles
positions d’équilibre doivent rentrer dans les précé-
dentes; et, effectivement, on a alors 4at—c=4a*\/r,
ce qui donne y =xr=a V.

G1o. Dans le cas du triangle équilatéral, on fera
c=—a, dans les formules précédentes. Les valeurs
égales de x et ) ne seront pas changées; leurs valeurs
inégales deviendront

*( = Vo — 100,
dans le cas d’un seul sommet immergé , et
& —_—
E(ﬁ =+ V16r — 7),

dans le cas d’un seul sommet hors du liquide. II s’a-
gira done de savoir quelle doit étre la fraction r,
pour que ces valeurs soient réelles et moindres
que a.

Or, siYon a r< % et > 1, la premiére formule
sera réelle, et ses deux valeurs seront moindres que
a; hors de ces limites, cette formule sera imaginaire,
ou bien une de ses valeurs surpassera a; el de méme,
Pour que les valeurs de la seconde formule soient
réelles et plus petites que a, il est nécessaire et il
suffit que lon ait 7 < + el > 5. On voit.donc que
depuis r=-3= jusqu’a r=s3, la premieére formule
sera seule admissible; que ce sera, au contraire, la
seconde qui sera seule admissible depuis =% jus~
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qu'a 7=7; et que pour r > our< Z, les deux
formules deyront étre rejetées.

Comme tout est semblable par rapport aux trois
sommets du triangle €quilatéral, le nombre des po-
sitions d'équilibre sera toujours un multiple de trois,
et ce nombre total pourra étre six ou dix -huit, sui-
vant la valeur de .,

611. Outre leurs positions horizontales d’équilibre,
les, prismes et les cylindres homogénes ont aussi des
positions d’équilibre, dans lesquelles leurs arétes
sont verticales, et leurs bases, paralléles au niveaun du
liquide, et qui sont doubles pour chaque corps,
parce que I'une ou l'antre des deux bases peut étre
plongée dans le fluide. Un prisme vertical et sa
partie immergée ont leurs centres de gravité sur une
méme perpendiculaire au niveau ; le rapport de leurs
volumes est le méme que celui de leurs hauteurs ;
et, par conséquent, la hauteur du prisme immergé
est & celle du prisme entier, comme la densité .du
corps est a celle du liquide, ce qui suffit pour déter=
miner 'enfoncement du corps dans son état d'équi~
libre.

Les solides de révolution, et généralement tous
les corps symétriques autour d'un axe, ont de méme
deux positions d’équilibre dans lesquelles cette dx'oiiie
est wverticale, et qu'on déterminera sans difficultés
Supposons qu'il s'agisse , par exemple, d’un ellipsoide
homogene, dont les trois demi-axes soient 4 5 b4y €3
placons T'axe 2¢ verticalement, et soit z la distance
du plan des deux autres axesa la section 4  fleur deatts
« €tant une inconnue positive ou negative, selon que
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celte section se trouvera an-dessous ou au-dessus du
centre de I'ellipsoide. Soit aussi Z 'aire de la section
horizontale de ce corps, faite i une distance quel-
conque z de son centre; le volume du demi-ellipsoide

> or . r
etant abe , on aura celui du segment plonge, en re-

tranchant de 3 abe, lintégrale f :Zdz, qui exprime

la valeur de la tranche comprise entre la section & fleur
d’eau et la section horizontale faite par le centre du
corps, et qui aura le méme signe que . Dans le cas
d’équilibre , on aura done

2 u A
= abe — Zidz =¥ aber;
3 Tog oply

r étant toujours le rapport de la densité du corps
flottant a celle du lignide. Ce corps étant un ellip-
soide, on aura (n° 8qg)

Z = Z—éf)(c’ — 2*);

et 'équation d’équilibre deviendra
u — 3c*u — 2(2r — 1)c® = o.

Elle aura toujours une seule racine réelle, com-
Prise entre ==¢, qui sera positive ou négative, selon
que 'on amra r>> % ou 7 << £, Dans les cas exirémes
de r—=o0 et r=1 , cette racine sera u= ¢ et
U= —,

: Un corps symétrique autour d'un axe vertical ,
©lant plongé suceessiverent et par la méme partie,,
dans différens liquides, s'y enfoncera de quantitcs
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dont les volumes seront en raison inverse des densilés
de ces fluides. Clest sur ce principe qu’est fondé V'u-
sage du pése-liqueur ou aréométre, pour comparer
entre elles les densités de divers fluides.

Gr2. Parmi les différentes positions d’équilibre d'un
méme corps solide flottant i la surface d'un liquide,
il y ena qui‘sont stables, et d’antres qui ne le sont
pas; et d'aprés ce qu'on a vu dans le n° 570, si l'on
fait tourner ce corps autour d'un axe horizontal,
pour fixer les idées, ses positions successives d’équi-
libre seront alternativement stables et instantanédes-
Il importe de distinguer avec soin les premiéres des
derniéres, qui ne subsistent assez de temps pour étre
observées, qu'a raison d'une petite adhérence du
corps flottant, au liquide avec lequel il est en con-
tact.

Supposons d'abord que le corps flottant soit par-
faitement symétrique, pour la forme et pour la den-
sité de ses parties, de part et d’autre d’une section
verticale ABCD (fig. 48). Soit G son centre de gra~
vité, qui appartiendra i cette section. Dans son état
d’équilibre, soit aussi AC la droite oli cette section
est coupée par le niveau du liquide, prolongé dans
Iintérieur du corps, et H le centre de gravité du vo-

590

- lume du fluide déplacé par le corps; ce point appar-

tiendra aussi 4 la section ABCD, et se trouvera sur
la perpendiculaire BGK , abaissée du point G sur 1a
droite AC, Quand le corps sera homogéne, H sera
au-dessous de G, comme la figure le suppose ; mais
quznd on aura lesté le corps flottant, c’est—é-di're,
guand on aura augmenté. la densité de sa partie 0=
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férieure, le point G powrra tomber au-dessous du
point H. '

Cela étant, concevons que V'on écarte un peu le
corps flottant de sa position d’équilibre,, en le faisant
tourner autour d’un axe perpendiculaire a ABCD, et
I'abandennant ensuite a lui-méme sans vitesse ini-
tiale. Quel que soit le mouvement que le corps pren-
dra, la section ABCD demeurera toujours verticale,
et comprendra constamment le centre de gravité G.
Dans cette nouvelle position, soit A'C’ (fig. 4g), la
droite qui représente le miveau du liquide, et qui
coupe AC au point E, de maniére que le segment du
. corps qui répond a AEA', soit entré dans le liquide,
et que celui qui répond 4 CEC', en soit sorti. Je sup-
poserai égaux les volumes de ces deux segmens; il
en résulte que le volume du liquide déplacé par le
corps n'aura pas changé ; le poids de ce volume de
fluide sera donc encore égal & celui du corps, comme
dans I'état d’équilibre ; or, le centre de gravité G du
corps flottant doit se mouvoir comme si la masse de
ce corps y était réunie, et que le poids de ce corps
et la Pt‘ession du fluide y fussent appliquées (n® 438);
et ces deux forces verticales agissant en sens con-
traire Pune de Vautre, et étant éga}es dans notre
h_)’pothéé.e, on n'aura point a considérer le mouve-
ment du point G.

Soient H' le centre de gravité du volume du liquide
déplacé, aprés que le corps a été écarté de sa position
d’équilibre. Ce point appartiendra, comme le centre de
gravité G, a la section ABCD; mais ils ne seront plus
Situds, en général | surla méne vertiwale; la pression
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du flaide fera donc tourner le corps aufour d'une
droite passant par le point G, et perpendiculaire s la
section ABCD ; et il sagira de savoir si ce mouvement
tendra & ramener le corps 4 sa position d’équilibre,
ou i l'en écarter davantage, et i le faire chapirer.
Or, siTon méne par le point 1’ la verticale H'M,
qui rencontre la droite BGK perpendiculaire 3 AC,
au point M, il est évident que la pression du fluide
qui s'exerce de bas en haut suivant la direction H'M,
tendra a ramener la droite BGK 4 sa position verti-
cale, correspondante & Véquilibre, ou i I'en écarter
davantage, sejon que le point M sera situé au-dessus
ou au-dessous du point G. Daus le premier cas, 1'é-
quilibre sera stable, et dans le second, il ne le sera
pas. Quand le point M et le point G coincideront, le
corps restera encore en €quilibre, dans la position
voisine de la premicre, ou on I'aura placé.
» 8i le centre de gravité G tombe au-dessous de
celui du volume du liquide déplacé, qui était H, dans
I'état d'équilibre, c’est-a~dire, si ce point G se trouve
entre les poiats B et H, sur la ligne BK, le point M
se trouvera au-dessus de G, et Véquilibre sera né-
cessairement stable. Si, au contraire, le point G est
au-dessus de H, comme dans le cas d’uii corps homo-
gene, le point M pourra se trouver au-dessus gn au”
dessous de G, et I'équilibre pourra étre stable ou non
stable. Le point M, dont la considération sert & dis~
tinguer 'un de lautre, les deux états d’équilibre d'un
corps flottant, symétrique par rapport & une sectio®
verticale, est ce quon appelle le métacentre. Mais nous
allons donuer une autre régle, déduite du principe
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des forces vives pour s'assurer, dans tous les cas, de
la stabilité de cet ¢équilibre.

615. Pour cela, considérons un corps d'une forme
quelconque , homogene ou hétérogene, en €quilibre
i la surface de Vean. Soient ABCD (fig: 50), la sec-
tion de ce corps par le nivean de I'eau prolongé dans
son intérieur, G le centre de gravité du mobile, H
celui du volume d’cau déplacé par la partie immer-
gée de ce corps, V le volume dé cette partia, et M la
masse du corps entier; puisquion le suppose en équi-
libre, la droite GH est perpendiculaire au plan ABCD,
et:la masse d’ean déplacée est égale a celle du corps,
de sorte qu'en appelant p la densité de I'eau, on a

M=V,

Supposons qu'on éleve la section ABCD au-dessus
du niveau de l'eau (fig. 51), ou qu'on l'abaisse au-
dessous, d'une quantité tres petite ; qu'en méme
temps, on incline un tant soit pen le plan de cette
section ; et, pour plus de généralité, qu'on imprime
aussi de petites vitesses aux poinis du mobile. Lé-
quilibre sera troublé; et la question de la stabilité
consistera A examiner si, par suite du mouvement
que le corps prendra, la section ABCD, fixe dans I'in -
térieur du mobile, sécartera de plus en plus du
nivean de l'eau, ou si elle tendra a y revenir, en
oscillant de part et d'autre de ce niveau. Pendant 1o
mouvement qui aura lieu, le niveau naturel de 'eau
coupe le corps flottant suivant une section variable
dans son intérieur, qu'on appelle le plan de floytai-
son. A un instant quelconque, soient A'B'C/D’ cette

2. 38
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section ; AB"CD"” une autre section variable de c@
corps, faite par un plan horizontal qui passe par le
centre de graviié de la seciion ABCD ; AC I'intersec-
tion de ABCD et AB"CD", variable sur ABED ; § l'in-
chinaison mutuelle de ces deux sections ; ¢ la distance
de AB"CD" an plan de flottaison, laquelle distance
sera regardée comme positive ou comme négative ,
suivant que cette section. se trouvera au-dessons ou
au-dessus du nivean de l'eau. Les quantités variables
8 et ¢ sont supposées trés—petites 4 Uorigine du mou-
vement; il s’agira de savoir si elles resteront trés
petites pendant toute sa durée. :

614. Enappelant z la vitesse variable d’an élément
quelconque ofm de la masse du mobile, la somme des
forces vives de tous ses points sera donnée par l'in-
tégrale firdm étendue a la masse entiere, et l'équa-
tion qui résulte du principe général des forces vives;
sera de la forme (n° 564)

firdn — ¢ -+ 20; (a)

¢ étant une constante arbitraire, et @ une fonction
dépendaute des forces qui sont appliquées aux points
du mobile.

Ces forces sont la gravité, qui zgit sur tous ses
poiuts , et les pressions verticales que le fluide
exerce sur la parlie immergée de la surface du corps;
or, on peut substituer a ces pressions des forces mo~
trices agissant sur tous les élémens dm de sa masse s
qui sont situds au-dessous du nivean de J'eau, €n
prenant pour chaque élément une force dirigée €8
sens contraire de la peésanteur, ef f:ﬂflg‘*‘ an Emi(]_‘; du
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volume d’eau qu'il remplace; car la résultante de ces
forces motrices aura la méme grandeur, la méme
direction et le méme point d’application, que celle
des pressions verticales (n° Goz2). De cctle maniere,
en désignant par g la gravité et par dv I'élément du
volume du mobile qui correspond al'élément dm de
sa masse, la force motrice de din sera gdim— O‘g‘f‘t'v
si ce point materiel se trouve au- d(_b\()ll‘-s dua niveau -
de Veau, et gdm s'il se trouve au~dessus. Soit de plus
z la distance variable de dm au plan de flotiaison,
positive ou négative, suivant que dm sera an-dessous
on au-dessus de ce plan; il résulte de la valeur pé-
nerile de la fonction ¢, donnée dans le n° 564, que
dansg la question qui nous occupe, on devia avoir

¢ = fzgdm — fzgpdy;

la premiére de ces deux intégrales s'étendant & la
masse enticre du corps flottant , et lasecoude, seule-
ment & la partie immergde de son volunie.

En abaissant du centre de gravité G de la masse B,
une per pendiculaire GE sur le plan A'B'C'D', et
{aisant GE=z,, on aura d’abord

Szgdm = . gMz,,

pour la valeur de la premicre intégrale. Je partage
la seconde en deux parties Pune relative an va-
lume V situé an-dessous de ARCD, dans Pétat d'équi-
libre, Lautre pelative an volume compris ('n!m Fos
sections ABCD et A!B DY, .]dl alors !_;\ pz! pour la
valeur de la premiére p'utl s 5 étant la distance va-
riable du centre de gravile i H du volume ¥V an plan

= g
pel o BE™
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de flottaison , c’est-a-dire, la longueur de la perpen-
diculaire IIF abaissée du point H sur le plan A'B'C'D'.
En représentant done pour un moment par 4 la va-
leur de I'intégrale fzdy, étendue i tous les élémens
dv du volume contenu entre ABCD et A'B'C'D, gpk
sera la seconde partie de la seconde intégrale com-
prise dans I'expression de ¢, et nous aurons

¢ = gMz, — gpVz' — g¢k,

pour la yaleur compléte de cette quantité. Mais la
droite GH étant perpendiculaire au plan ABCD, l'an-
gle qu’elle fait avecla verticale GE est P'inclinaison 8
du plan ABCD sur un plan horizontal; si don on
appelle a la longueur constante de GH, on aura

z, == 2 == acos¥;

le sigue supérieur ayant lieu quand le point G est
au~dessous du point H, et le signe inférieur dans le
cas contraire. En substituant cette valeur de z, dans
celle de @, et observant que M= Vyp, il vient

¢ = =k gpaVcosb — gpk;

et il ne restera plus qua déterminer la valeur de
I'ntégrale représentée par k.

615. Pour l'obtenir, je décompose Vaire de 1a sec-
tion ABCD en élémens infiniment petits; je les pro-
jette tous sur le plan de flottaison A'B'C'D’; ¢ce qut
divise le volume compris entre ces deux sections dt
COTps, en une infinité de cylindres verticaux qui ont
pour bases les projections horizontales des élémens de
ABCD. Je coupe ensuite un eylindre quelconque par
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une infipité de plans horizontaux, et je prends pour
’élément dy du volume que je considére,, la partie
de ce cylindre comprise entre deux plans consécutifs,
dont les distances au plan de flottaison sont z et
2 dz, de sorte que cet élément soit égal 2 la basc
du cylindre, multipliée par dz. Or, dx étantl’élément
différentiel de la section ABCD, la projection hori-
zontale, ou la base du cylindre correspondant, sera
dAcos §, puisque § est linclinaison du plan de dA
sur le plan de projection; on aura donc

dv = dzdi.cos U ;

par conséquent, l'intégrale fzdv, relative a l'un des
eylindres verticaux, sera le produitde dA .cos §, etde
fzdz, ou égale a Ly*cosd.dA, en appelant y la
hauteur de ce cylindre , ou la perpendiculaire abais-
sée de da sur le plan de flottaison. La quantité quon
a représentée par k sera donc
k= Lcos 0fp*dr;

Iintégrale s'étendant & laire entiere de ABCD.

La perpendiculaire y se compose de deux parties :
I'une comprise entre les deux plans paralleles AB'CD’
et AB'CD", qu'on a représentée par {, lantre comprise
entre dA et le second plan , qui sera égale a [sinfi, en
désignant par [ la distance de cet ¢lément a lintersec-
tion AC des deux plans ABCD et AB"CD"; onaura donc

Jrasaf = Isinf,

ou V'on regardera [ comme une quantité positive o
négative, selon que dA se trouvera au-dessous on
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au-dessus du second plan. En substituant cette va-
leur daus I'équation précédente, et observant que
et | sont constantes dans Pintégration indiquée, il
vient

k= 1% cos bfdr 4-sinf cos §fdA - sin*Acos Bl

Jappelle & aire de la seetion ABCD, ou la valeur
de fela; la droite AB renfermant, par hypothése, le
ceatre de gravité de cette section, Uintégrale fld est
nulle ; et si l'on fait

jlhﬁlr/ T fi)j/s,

de sorte que 9 soit une ligne dépendante de la figure
et de Pétendue de ABCD, on aura finalement

A = Lhcosb (C* - %*sin? 'f

Cette formule n'est pas rigoureusement la valeur
de %; pour qulelle le fit, il fandrait que le volume
compris entre les sections A’B'CD! et ABCD fit un
cylindre vertical , tronqué par le plan de la section
ABCD ; mais quelle que soit sa forme, on concoit que
la valeur exacte de £ doit différver trés peu de la pré-
cédente, tant que les variables Z et B sont treés pe-
tites; et il est facile de §assurer que la différence de
¢es valeurs est une quantité du troisieme ordre @&
Péaard de £ et §. En substituant la valeur approchee
de % daiis Pexpression de ¢, faisant aussi

i—;—-f—c!(_'.,

- bt gs a6 =
:‘1119__9—-2—3—;—{1(:., L{)bg——l-—-

el 1:155;3%30.;1::[ wus les termes du troisiemie ordre par
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apport a ces variables f et ¢, nous aurons donc
¢ ==k gpVa== 5 gpVal — { gpb (0 -+ 2%61),
ce {‘ini change l’équat]mn (a) en celle-ci:
Jurdm - go b5 + (b VD) =, (B)

en comprenant le terme == agpVa dans la constante
arbilraire c.

616. La valeur de cette constante se déterminera
daprés les valeurs de #, 7, §, a Yorigine du mouve-
ment, qui sont supposées tres petites; ¢ est donc aussi
une quantité fres pefite; et, de plus, Péquation (b)
mountre que sa valeur est positive, si le coefficient
by2==Va est positif, quand le mouvement commence.
8i ce coeficient reste positif pendant toute la durce
du mouvement, on peut cg-)uc]urc de cette meme
équation, par le raisonnement déja employé dans le
n® 570, que les variables 7 et i demecureront cons—
tamment trés petites; de maniére quon aura A un
imstant quelconque;

f] ! ;"‘/_______C____ ” - /_:"/ .
. <Y gi(by* = Va) e \a @b’

ce qui fait voir que la stabilité de I'équilibre du corps
flottant tient au signe de la quantité b)* ==Va, et
que cel équilibre sera stable tontes les fois que cetle
quantité sera positive 4 lorigine et pendant toute
-la durée du mouvement,

Llintégrale fi*da, qui est représentée par by®, ve
peut élre qu'une quantité positive, puisque tous §6s
élemens sont positifs. Le terme == Va doit étre pris
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avecle signe -, quand le point G est plus bas que le
point H; done, dans ce cas, le cocflicient by2==Va
est positif, et Péquilibre est stable. Lors donc que le
centre de gravité de la masse entiere d'un ‘corps flot-
tant est plus bas que celui du volume dlean qu’il
déplace dans sa position d’équilibre, on peut étre
certain de la stabilité de cet équilibre par rapport 2
tous les petits mouvemens qu’il est possible d'impri-
mer a ce corps.

8i, au contraire, le point H est plus bas que le
point G, le terme == Ve doit étre pris avec le signe —;
il faut alors qu'on ait by* > Va, pour que le coeffi-
cient by* == Va soit positif, et quon puisse assurer
la stabilité de Yéquilibre. Or, la grandeur de la ligne
7 varie avec la position de la droite AC, qui passe
toujours par le centre de gravité de la section ABCD,
et peut tourner autour 'Je ce point pendant la durde
du mouvement; mais en faisant faire 4 la droite AC ;
une révolution entitre, il est évident quil y aura
une position dans laquelle la ligne 5 sera plus petite
que dans toute autre position; si donc on calcule
cette plus petite valear de 5, et qu'on trouve
by* > Va, il sera certain que le coefficient by*+Va
ne peut devenir négatif, et, par conséquent, que
Yéquilibre est stable.

Dans un vaisseau, par exemple, il est aisé de voir
que la droite AC, a laquelle répond le minimum de
lintégrale [dy, est la ligne qui va de la proue A Ia.
poupe. On partagera donc aire de la section i fleur
d’eart en €lémens infiniment pelils; puis on déter—
minera par le calcul mtégral la somme de tous ces
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¢lémens, multipliés respectivement par le carré de
leurs distances a cette ligne ; et pourvu que cette in-
tégrale surpasse le produit du volume d'eau déplacé
par le vaisseau , et de la distance du centre de gravité
de ce volume a celul du vaisseau, on pourra assurer
que I'équilibre est stable, par rapport a tous les petits
mouvemens du vaisseau, 1brs méme que le second
centre de gravité sera plus élevé que le premier.

Gi7. Apreés nous étre occupé de 'équilibre et de
la stabilité des corps flottans , nous allons actuelle-
ment déterminer leur mouvement, lorsqu'on les a
un pen écartés dune position d’équilibre stable.
Pour résoudre la question d'une maniere compléte,
il faudrait avoir égard a la fois a ce mouvement et a
celui du liquide ; cest ce que je ticherai de faire dans
un autre ouvrage. Maintenant, je ne tiendrai pas
compte du mouvement du fluide; et pour simplifier
le probleme, relativement au corps solide, je sup-
poserai quil soit symétrique de part et d’aulre d'un
plan, qui restera vertical pendant tout le mou-
vement.

Ce plan renferme les centres de gravité G et H du
mobile et du volume de fluide qu’il déplace dans son
€tat d'équilibre. Dans cet état, la droite GH est ver-
ticale ; on Pincline en la faisant tourner dans ce plan
autour du point G; puis on abaisse ou on éleve, pa-
rallélement 4 elle-méme, cette droite dans ce méme
Plan; on abandonne ensuite le mobile 4 Paction de
la pesanteur et du fluide environnant, sans lui impri-
mer aucune vitesse initiale ; et il est évident que la
section du mobile faite par le plan dout il gagit, et
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qui le coupe en deux parties s métriques , demen-
rera constamment verticale. L'intersection AC des
sections ABCD et AB'CD", restera toujours perpen-
diculaire & ce plan vertical ; et comme la droite AG
renferme, ‘par hypothése, le centre de gravite de
ABCD, il s'ensuit que ce centre sera le poiant K ou
clle coupe ce méme plali, el que la droite AC ren-
contrera toujours le contour de ABCD dans les
mémes points A et C. Indépendamment de la symé-
trie du corps par rapport au plan perpendiculaire
a AC, je supposerai, en outre, pour simplifier en-
core plus la question, que la droite GK soit perpen—
diculaire au plan de la section ABCD; ce qui aura
lieu, par exemple, lorsque le plan des denx droites
GK et AC coupera aussi le mobile en deunx parties
symeétriques.

An bout da temps queleconque ¢, compté de ori-
gine du mouvement, je représenterai par z, la dis—
tance GE du point G au plan fixe AB'CTY, par £ la
distance mutuelle des deux plans horizontaux AB'CD"
et A'B'CDY, par § langle KGE compris entre la droite
GR et la verticale GE, par y la distance de I'élément
quelconque da de la section ABCD au plan A'B'C'D’,
el par a sa distance au plan vertical mené par [t:‘
point G et parallele & la droite AKC. Je désignerat
aussi par / la distance constante de cet élément 3 cette
droite , et par la longueur donnée de GK. J] est aisé
d‘c Voir qu'on aura

7= -J-/tcos H, J:r;—}— lsin 6, x=/I¢cosb — /e sin B,

i]{l l,r')li I‘(‘;_:ﬂi'(}t.'l'u. f, -‘L{J & , COmme '\ii"'; ([“lu!l!ilfj:; PO-
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sitives ou mégalives, selon que Pélément dar est &
droite ou & “auch de la droite AKC, que ladraite CK
se trouve i droite ou a gauchg dela verticale GE, et
que le plan AB"CD" est au-dessous ou RR, T 1 DY
A'B'C'D. Enfin, b étant l'aire de la section ABCD
et 3 la méme lighe que précédemment, on aura
aussi :

fdx=b, fldr=o, [fldr=by*; (1)

les intdgrales s'étendant i tous les élémens de b.
Les variables £ et 8 feront connaiire la pObIlIOH du
mobile & chaque instant. Pour £t — 0, on aura
: 7
f—=a, =%, ::—i'—_"n, j—zzu,
parce qu'on suppose nulles les vitesses initiales de
tous les points du corps, et en désignant par = et &
des quantités tres petites et données. Le probleme
consistera i déterminer les valeurs de § et £ en fone-
tious d* ¢, en supposant que ces variables demeurent
tres petit pulddut loute la durée du mouvement;
supp 't n qui permet de négliger le carré de g etle

=1
produit de § et 7, et de considérer comme un cylindre
U‘onquf.a-, le volumc compris entre ABCD et A'B'C/D.
6:8. Le centre de gravité G se monvra comme si
la masgse M du mobile y était réunie, et que le
Poids Mg du .corps ct la lt’hltl.,ﬂﬂf.{_. des pressions du
]mm; ¥y fussent appll ués. Cette résultante est dmgce
1 sens contraire de Mg ; elle est égale a (V +U)eg,
en désignuul par ¥V le \ome dean ucpl.lf_e par le

Wobile dans son état d sctum}u‘i‘, et par VU ce vo-
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lume au hout du temps ¢. La (orce motrice du point G,
dirigée dans le sens de la pesanteur , sera donc
Mg — (V U) pg, ou simplement —Upg, a cause
de M = Vp; sa vitesse initidle étant nulle , il ne
sortira pas de la verticale ou il se trouve a l'ori-
gine da mouvement, et I'équation de son mouye-
ment sur cette droile sera

gz, y
M—> = — pgl.

Abstraction faite du signe , U est le volume com-
pris entre les deux sections ABCD et A'B'C'D’; de
sorte qu'en décomposant ce volume en prismes ver-
ticaux , comme précédemment, on aura

U = fycosfda;

lintégrale s'étendaut 4 tous les élémens de b. En

mettant pour y sa valeur précédente, on en con-
clut

U = b7 cos .

Si donc on prend T'unité pour cos f§ dans cette va-
leur et dans celle de 3,, quon les substitue ensuite
dans’ I'équation du mouvement du point G, et

3
qu'on y mette aussi Vp au lien de M, il vient

8o _
7 e B b ()

Enméme temps, le mobile tournera autour du point
G, comme il était fixe, et que les forces qui le
sollicitent ne fussent pas changées (n° 438). Ce
mouvement de rotation aura donc liey autour d¢
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'axe mené par le point G, et perpendiculaire au
plan qui coupe le mobile en deux parties symétri-
ques, et il sera dfi uniquement aux pressions du
fluide environnant , puisque le poids du corps passe
conslamment par ce point; par conséquent, I'équa-
tion de ce mouvement sera (n° 392)

Mk % — g,
en désignant par MA* le moment d’inertie du corps
par rapport a l'axe de rotation, par @ sa vitesse
angulaire de rotation au bout du temps ¢z, et par
le moment total des pressions au méme instant et
par rapport au méme axe. On regardera la vitesse
& comme positive ou comme négative , selon quele
mouvement aura lieu dans le sens indiqué par la

fleche s, ou dans le sens opposé ; de sorte que l'on
aura

d) dw d*

=g A
et, ccla étant, on devra prendre avec le signe -
ou avec le signe —, dans la valeur de p, les mo.
mens des pressions qui tendront i faire tourner
dans le sens de la fleche s, ou dans le sens opposé,
Or, le moment total x pourra se diviser en deux
parties, l'une relalive au volume constant V & o
Yautre au volume variable U. La partic de la pres-
sion correspondante au premier volume est égale 4
Vg, appliquée au point H, et dirigée suivant HF;
4 perpendiculaire abaissée du point G sur cette
droite prolongée, sil est nécessaire, a pour valeur
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asinfl, ey désignant par « la distance GH : la pre-
miere partie du moment w sera donc ==Vapgsin
ou l'on prendra le signe supérieur ou le sigrnc -

a férieur, sclon que le point H sera plus haut ‘ou
I plus bas que le point G. Quant a la pariic de @
i qui répond a U, si l'on décompose toujours ce vo-
5 lume en prismes verticanx, et que Pon conmsidere
1t la pression correspondante au prisme quelconque

yeosbda, laquelle est égale et contraire au poids du vo-
lume d’eau qu'il déplace, on aura fgay cos BdA pour
le moment de ceite pression, c¢t, par conséquent,
pgfxy cos fdx pourla seconde partie de z; 'intégrale
i s'étendant a Vaire b tout entiere. En smetiant pour a

‘ et 3 leurs valeurs, ct ayant égard aux équations (1),
b cetle quantité deviendra (92 cos f§ - hD)pgh cosfsinf;
| par conséquent, la valeur complete de u sera |
It ! o= (by* cos* Q== Va - bh cos 8) rg sin 6.

Je réduis, dans ceite valeur, cos § et sinf & Vu-
nité ek & 6, el je néglige le produit de 7 et 6; p
je la substitue, avec les valeurs de M et de o , dams

it Péquation du mouvement de rotation » qui-devient,
de celle maniére ,

4%

Le probleme dépend donc des deux équations .
différentielles /o) et (3); et comme les variables fef
y sont separées, il s'ensuit que le mouvement de
rotation du corps flottant et celui de son centre de
;,;mviiff seronl indépendans Tun de Pauive : -circons-
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lance qui tienta ce qu'on 2 supposé la droite GK ,

qui va du centre de gravité du mobile a-celul de
ABCD, perpendiculaire 2 cette sectiou.

En integrant ces deux équations, et déterminant

les constantes arbitraires daprés les valeurs initiales

det, 8,

(]t: ({ﬂ o 4
—_ — d
de * dt?

e ; o — gcos| = 2o e et
__._gcosuk/‘.__, &Ma(,os[ﬂ_ = ]

I ordonnée verticale du centre de gravité étant
cgale & h4C, quam] on neéghge le careé de 0, il
gensuit que le mouvement de ce point sera le meme
ique celui d'un pendule simple dont la longueur serait
4+ Pour que la valeur de § ne croisse pas indéfini-
ment, Cest-a-dire, pour que I'équilibre, d'ou Fon a
éearté le corps flottant, soit stable ; il faudra et il
suffira que la quantité by* == Va soit positive ; ce
qui saccorde avec le théoreme dun® 616. Cette con-
dition élant remplie, 1¢s oscillations de la droite GK,
de part et dautre de 1a verticale GE, seront lés
mémes que celles d’une pendule simple qui aurait

N> ‘

SR e longueur.

81 le corps flottant n'était pas symeétrique de part et
dautre du plan des droites GK et AKC , et que la per-
pendiculaire ahaissée du point G sur la section ABCD
différit dela droite GK, les variables et f ne seraient
plus séparées dans les ¢quations (2) et (3); la pre-

AR ) J z: LT d*h
miere yrenfermerait un terme mu]i]plte par T et ]:
1 Ai*
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seconde un terme qui aurait ¢ pour facteur; les mou-
vemens de rotation et du point G ne serajent plus
indépendans 'un de Fautre ; et le mobile pourrait
exécuter quatre sortes d'oscillations simples, dans les-
quelles son mouvement se décomposerait toujours,
conformément au principe de la coexistence des
petites oscillations, et qui se réduisent 4 deux dans
le cas particulier que nous venons de considerer.
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nAAN AMARMR

CHAPITRE V.

DE LA MESURE DES HAUTEURS PAR L*0BSERVATION
DU BAROMETRE.

G1g. D’apres ce qu'on a vu dans le n° 598, I'équa-
tion d’équilibre du mercure contenu dans la branche
fermée du barométre, et de la pression atmosphé-
rique qui a lieu dans la branche ouverte, est

mgh = @; (1)

@ désignant cette pression rapporiée a l'uniteé de
surface, g la gravité, m la densité du mercure, et
la différence de nivean de ce fluide dans les deux
branches du barometre; et en supposant qulil n'y
ait aucune pression sensible au-dessus de son niveau
dans la branche fermée.

De ce que I'équilibre ne doit pas étre troublé , si
I'on suppose que la branche ouverte du barometre
se prolonge jusqu'aux limites de I'atmosphére, nous

" ayons conclu que la pression @ est le poids d'une

colonne verticale et cylindrique de atmosphere, qui
aurait pour base 'unité de surface et pour hauteur
celle de ce fluide. Ce poids est donc celui d'un cy-
lindre de mercure, de méme base, et dont la hauteur
est enyiron o™,76; etil en résulte que la pression de
ljatmosphére sur chaque metre carre de la surface de
la terre, est 2 peu pres dix mille kilogrammes.

2. 39
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Quand on s'éléve au-dessus de cette surface, la
hauteur et le poids de la colonne d'air qui presse sur
le mercure du baromeétre, diminuent de plus en plus;
la hauteur % doit donc aussi diminuer, et il doit exis-
ter un rapport entre cette hauwteur et celle dont on
s'est élevé, qui fera connaitre 'une au moyen de
I'dutre. Cette détermination sera F'objet spécial de ce
chapitre ; mais auparavant, il convient de tiver quel-
ques conséquences de I'équation (1), et d'exposer les
lois de la pression de Iair ou d’un gaz quelconque,
relativement & sa densité et h sa température.

620. En appelant 8 la surface totale de la terre,
exprimée en metres carrés , la masse de atmosphére
sera égale & mS (o™,76); m étant toujours la densité
du mercure. La masse de la terre est LJd'Sr, en désic
gnant par r son rayon, et par J' sa densité moyenne.
Si donc la fraction f représente le rapport de la pre-
miere masse 4 la seconde, on aura

- 3m(o®,46)
.f = J’, 2

el comme on a
27T = 40000000™, M= 13,5975, &= 57,50,

on en conclura
J = 0,0000008854 ;

en sorte que la masse de l'aimosphere est un pett
moindre qu'un millionieme de celle de la tepre.

_Si Tair avait la méme densité dans tonfe la hau~
teur de la colonne atmosphérique, la hauteur dé
cette colonne et la hauteur % du mercure dans 1€ -
baromeire seraient en raison inverse des densil€s
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de l'air et du mercure ; en appelant / la hauteur de
Patmosphére, dans cette hypothése, et désignaut par p
la densité de Dair a la température zéro et sous la
pression baroméirique 0™,76, on aura donc

= '—;z'(o’“,-;rﬁ);
et & cause de (n°6r1)
"_F' = 10462,
il en résulte, a trés peu pres,
[ = 7g50™.

L’atmosphere doit évidemment s'étendre beaucoup
plus haut, puisque la densité et le poids de ses couches
diminuent 2 mesure gu’elles s'élevent au-dessus de la

q r
surface de la terre. On fixera une limite qu'elle ne
peut atteindre, en déterminant la hanleur alaquelle
la force.centrifuge est égale a la pesanteur; car au-

: de]h, la force centrifuge disperserait les molécules

d’air dans lespace Cest a I'équateur que cette li-
mite est le moins élevée; or, en ce lieu, la force

g ‘
centrifuge est g (n" 178) a la surface de 1a terre;

a une hauteur z au-dcsms de cette surface, elle de-
glr+2

28gr
F;-T-‘T\"‘ , en désignant par 7 le rayon de la terre; la
limite dont il sagit sera donc déterminée par 1'¢-
fuation

Vient , et lintensité de la pesanteur est

r4z . i 2
28gr . (r+4 2"’
de laquelle on tire, pour cette limite

39..
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3
z = 1(\/28g — 1),

c'est-a-dire, a peu pres cing fois le rayon de la terre.
Mais il y a lien de croire que, bien avant d’atteindre
a une si grande hauteur, Pair est liquéfié par le .
froid, qui augmente rapidement & mesure qu'on s’é-
léve dans 'atmosphére. Nous ne connaissons pas la
loi de cette augmentation 4 l'air libre, quil ne faut
pas confondre avec celle que l'on observe sur les
montagnes, ou la température de V'air et celle du sol
sinfluencent mutuellement; la seule donnde que
ous ayons sur ce sujet, est celle qui résulte de 'ascen-
sion aédrostatique de M. Gay-Lussac, dans laquelle il
s'estélevéa une hauteur de 6980™: les temperatures de
Iair & la surface de la terre et & cetie hauteur dtajent
de 30°75 et — ¢°,50, du thermométre centigrade ;
ce qui fait une diminution d’environ un degré pour
175" d’élévation, en supposant le décroissement de
la chaleur uniforme.

621. Silon ferme en C (fig. 44), la branche ou-
verte du barométre, ou, plus généralement, si I'on
place cette branche dauns un vase H fermé de toutes
parts (fig. 52), I'équilibre du systéme ne sera pas
troublé : ce sera alors la pression exercée en Epar I'air
ctontenu dans ce vase, qui fera équilibre & celle de Ia
colonne DF du mercure, suspendue dans la branche
fermée, au-dessus de son miveau E dans la hranche
ouverte. Cette pression rapportée a lunité de surface ,
ou ¢e qu'on appelle la force élastique de I'air, aura
don¢ pour mesure la pression mgh du mercure, €t ‘
elle sera eéquivalente au poids @ de la colonme: at=
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mosphérique. Un baromeétre. qui s'ouvre ainsi dans
un vase fermé, et qui sert & mesurer la force élasti-
que de Vair on d'un fluide quelconque, “contenu
dans ce vase, s'appelle alors un manométre. Le poids
mgh du mercure dépend de la nature, de la densité
et de la température de ce fluide élastique.

Si l'on transporte un manomeétre d’'un lieu dans
un autre, et que la température et la densité de l'air
contenu daus le vase H soient les mémes en ces deux
endroits, il faudra que la haateur du mercure varie
en’ raison inverse de la gravité, afin que le poids de
la colonne de mercure reste le méme. L’observation
de cette hauteur & des latitudes différentes pourrait
done servir 2 mesurer les variations de la pesanteur ;
mais, pour l'exactitude de cette mesure, il faudra
avoir égard & I'augmentation du volume occupé par
Iair contenu dans H, qui résultera d’'une augmenta-
tion de hauteur du mercure dans la branche fermée.

Ainsi , supposons que g et % soient la gravité et la
hauteur DF du mercdre, en un lieu de la terre; le
manometre étant transporté en un autre lieu ; et la
température étant restée la méme, supposons que le
mercure se soit élevé de D en I dans la branche fer-
mée, et qu'il se soit abaissé, en méme temps, de E
en F/ dans la branche ouverte ; menons par le point I/
un plan horizontal, qui coupe en ¥’ la branche fer~
mée ; désignons par /' la différence DT’ de niveau du
mercure dans les deux branches, et par g’ la gravité
corvespondante. Les pressions barométriques seront
entre elles comme gk et g'k', dans les deux observa-
tons; elles seront proportionnelles aux densités du
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fluide contenu dans H, et, par comséquent, en rai-
son inverse des volumes qu’il eccupera dans ce vase:
en appelant ces volumes V et V', on aura done
oy
P L, LT
Or, si 'on appelle ¢ Vaire de la section horizontale
du tube au point D, le volume du mercure compris .
entre D et D' sera (' — &) ¢ ; mais, 4 cause de Pin-
compressibilité de ce fluide, il faudra, quelle que
soit la forme du vase H, que le volume 'V surpasse
V de cette quantité (A'— &) ¢ ; on aura done

‘V’:V-—{—(ﬁ'——-b)c;

et 'on conclura de I'équation précédente

g Vi

£ = WFa—hage’
pour le rapport des intensités de la pesanteur’ dans
les deux Heux des observations. Mais , quelque soin
que l'on apporte dans la mesure des quantités que
cette formule renferme, ce Procédé sera toujours
beaucoup moins susceptible dexactitude que celui
qui est fondé€ sur les expériences du pendule.

Gi22. Maintenant, fermons en € (fig. 44)1a branche
ouverte du barométre, et ouvrons en A la branche
qui était fermde; la pression atmosphérique sajou-
tant i celle du mercure, I'air contenu dans EQ va se
comprimer, et, conséquemment, le niveay dy mer-
cure s'élevera dans cette branche et s'abajssera dans
Yautre. Ajontons dans cette autre branche une nou-
velle quantité de mercure, de manitre que la diffé~
rence de niveau dans les deux branches soit encore
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égale & 2, comme auparavant. Dans cet €tat, si le mer-
curesestélevé de Den D' etde EenE, etque l'on meéne
par le point E' un plan horizontal qui coupe Pautre

‘hranche en F/, on aura D'F'=DF. Au point F’, la
pression du mercure sera mgh ; en ajoutant la pression
atmosphérique @, quia lieu au niveau D, on aura
mgh - @, ou 2mgh ; par conséquent , la force élas~
tique de T'air contenu dans CE/, qui s'exerce sur le
nivean E' et qui fait équilibre a cette pression totale ,
sera double de celle qui avait lien quand, Lair occupait
Vespace CE. Or, Vexpérience prouve que l'espace CE!
est moitié de CE; elle fait voir aussi que sil'on triple
la pression par une addition conyvenahle de mercure,
Vespace occupé par l'air est réduit au tiers; et, géné-
ralement, on trouve que le volume du fluide varie
en raison inverse de la pression quil éprouve, ou,
autrement dit, que la densité croit dans le méme
rapport que la force ¢lastique.

Cette proportionnalité est ce quon-appelle la loi de
Mariotte,, du nom du physicien qui I'a déduite de
I'observation. Elle suppose que le fluide n'éprouve
ancune variation de température ; en sorte que; pour
Vobserver exactement , il faut donner a lair contenu
dans CE, le temps de perdre laugmentation de tem~
pérature qu’il acquiert par la compressiou, et de re-
Yenir 4 sa température primitive. Elle a lieu pour
tous les gaz , et aussi pour les yapeurs, €n supposant
la pression moindre que celle qui les réduit en li-
quides, Enfin, elle subsiste ¢galement pour les me-
langes de différens fluides ; et s1, par exemple , deux
gaz ont lg méme température et un méme yolume X

&
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que p soit la force élastique de Pun et P celle de
Fautre | et qu'on les réunisse sous le volume V, la
température du mélange sera encore la méme ,etla
force élastique , ou la pression qu’il exerce sur I'unité
de surface, deviendra Py,

623. Au moyen de la loi de Mariotte, on peut fa-
cilement calculer I’élévation de 'eau dans une pompe,
lorsqu'il existe de Tair entre ce liquide et le piston ;
laquelle élévation serait 10",4 , comme nous lavons
dit précédemment (n® 598 ), si Peau était en contact
avec le piston.

Pour cela, soient ABCD (fig. 53) le tuyau cylin-
drique et vertical d’une pompe , plongé dans Feay
Jusqu'en EF, et GH Ia base horizontale du piston. La
pression atmosphérique s'exerce sur le niveay exté~
rieur de I'eau, qui est le méme que le niveau inté-
rieur EF. Cette pression, rapporlée i l'unité de sur-
face, sera égale & gl, en prenant la densité de leau
pour unité, et désignant par /la hauteur 10™,4 de la
colonne d’eau qui lui ferait équilibre. L’espace con-
tenu entre EF et GH est rempli dair, dont la force élas-
tique fait équilibre  Ia pression extérieure, et a aussi
gl pour mesure. Dans cet état, Jappelle @ la hautenr
donnéde de GH au-dessus de EF ; Je suppose ensuite
quon é€leve le piston jusqu'en G'H, et je désigne par
¢ la hauteur aussi donnée de G'H’ au-dessus de GH.
L'eau sédlevera , dans l'intérieur de la pompe , jus-
quentE'R, ¥ une hiutear'a au-dessus de EF, et s'a—
baissera en dehors, au niveau d'une section EF, de
pompe, située A une distance ¥ au-dessous de EF. En
appelant & la section horizontale de la pompe, et €
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celle du réservoir daus lequel elle est plongée, on aura
d’abord
bz

grssTg,
a raison de I'incompressibilité du liquide; et 12 ques-
tion se réduira & déterminer la valeur de x.

Or, lair qui occupait l'espace EFHG, occupera
maintenant 'espace E'F'H'G’; et celui-ci élant a l'an-
tre comme @ ~- ¢ — x est a.a, il s'ensuit que la force
élastique gl du fluide sera diminuée dans le rapport

gla C , :
—=2 . Ce sera la pre
S giag Ppression

rapportée a I'unité de surface qui aura licu suf™B'F’;
en l'ajoutant 4 la pression de l'eau comprise entre
E'F' et EF,, dont la valeur est g (x 4-5), on aura la
pression lotale exercée sur le nivean intérieur EF,,
qui devra faire équilibre 4 la pression extérieure g ;
e qui exige qu'on ait

la

axc—zx

inverse , et deviendra

bx
20 A T i L,
en supprimant le facteur commun g, et substituant

pour y sa valeur préccédente. Cette équation est du
second degré , et peut s'écrire ainsi :

: 2*—z (If +a—~+c)=4clf=o,
en réduisant, et faisant, pour abréger,
€
5t ik
En résolvant cette équation , on trouvera deux va-
leurs réellesetpositivesde ac ; mais il estaisé de voirque
Vune d’elles sera toujours inadmissible. En effet, I'é1é-
*vation x-y de I'ean au-dessus du niveau extérieur, ne
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peut pas surpasser /3 A cause de a2 < y=;—;, on a donc
x < fl; dailleurs, il est évident qu'on doit aussi
avoir & < a—-¢; or, la somme des deux racines de
Péquation précédente étant Sl a--c, sil'une est
plus petite que a=-¢, Pautre sera plus grande que f1,
ou bien, si I'une est moindre que JL, Tautre surpas-
sera a - ¢ ; par conséquent, I'une des deux racines
sera seule admissible, el T'auire devra étre rejetée
comme étrangere  la question.

En vertu de I'équation d’équilibre, la force élas-
tiqqc.a{%a_—x , de Tair contenu entre E'F’ et G'H’,
est égale & gl — g (=~ ). 1l en résulte sur la base
inféricure du piston, une pression dirigée en sens
contraire de la pesanteur, et égale 2 glb —g(x =4-y)b.
La base supérieure de ce corps est poussée en sens
contraire par la pression atmosphérique, égale s glb;
la charge que le piston supporte, ou l'excés de cetie
seconde force sur la premiére, est donc g(x 4 )b,
cest-a-dire , le poids de Teau contenue entre EF, et
E'F’, et élevée au-dessus'du niveau extérieur ; ce
qu'on peut regarder, & priori, comme éyident.

624. Il nous reste actuellement % considérer la loi
de la force élastique de I'air, relativement 4 sa tem pé-
rature.

8i Lair et différens gaz , soumis & une pression cons-
tante, et la méme pour tous, sont placés dans une
enceinte dont Ja température varie d’'un instant
Vautre, Yobservation prouve que tous ces fluides
se dilatent également. En prenant up d'eux , air
par exemple, pour thermomeétre » Cest-i=dire , e’
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divisant sa dilatation totale en parties égales, qui
marqueront les degrés de la température, il en ré-
‘sulte que les accroissemens de volume de tous ces
gaz seront les mémes pour des augmentations égales
de température, et proportionnels a ces augmen-
tations. L'observalion prouve aussi que, dans une
étendue trés considérable, les indications du ther-
mometre 2 air different trés peu de celles du ther-
mometre 2 mercure ; en sorte que, dans cette
étendue, la dilatation d’un gaz quelconque est pro-
portionnelle a son accroissement de température,
indiquée par, les degrés du thermometre ordinaire.
Eufin, de zéro a 100°, cest-a-dire, de la temp"éra—
ture de la glace fondante i celle de I'eau bouil-
lante, M. Gay-Lussac a trouvé que le volume de
I'air soumis 4 une pression constante, et, par consé-
quent , celui djun gaz quelconque, augmentent dans le
rapport de I'unité a 1,375 ce qui donne une dilata-
tion de 0,00375, pour chaque degré du thermometre
centigrade.

D’apres cela, soient V le volume d'un gaz quelcon-
que, » la température zéro, @ sa force élastique, et
D sa densité. La pression @, rapporice a I'uuité de
surface, restant la méme, et le nombre de degrés de
“la température devenant §, désignons par V' et D' ce
que deviendront le volume et la densité du gaz;
hous aurons

V=V (1 &+ drg) s
en faisant
o = 0,00375 3

et comme la densité varie en raison inverse du vo-
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lume, nous aurons aussi
y D

;_‘ . = T

- Maintenant, supposons qu'on fasse varier la pressiont

sans changer la température 8. Soient p et p ce que

deviennent simultanément la pression et la den-

i sit€, qui étaient @ et D'; d’apres la loi de Mariotte ,
‘ on aura

el en mettant pour D' sa valeur précédente, ct

). _ fai%’lt -
o D

il en résultera
; p=1lp(x +af), (3)

{ pour Pexpression de la force élastique @fun gaz quel-

' conque, en fonction desa densité et desa température-

625. Cette formule convient aux gaz, aux vapeurs;

et 4 leurs mélanges. La température § étant indi-
quée par le thermométre 2 mercure, elle a lien pour
les valeurs négatives de 0, jusqu’a environ — 36°, ou
I un peu moindres que la température de la congélation
" dece fluide. Elle a aussi €té véritide pour des tempéra-
tures qui surpassaient beaucoup 100°; et la différence :
entre les lois de dilatation de 'air et du mercure , né
f commence i devenir un pen considérable que quand
' x s€leve a environ 300° (*).

S Sions
(*) Foyez, sur ce point, le Mémore de MM, Petjt et Dulong:
ins¢ré dans le 18® cahier du Journal de 7 fi ool Polytechnique-
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Le coefficient & est différent pour les différens
fluides. Relativement 4 L'air atmosphérique, MM. Biot
et Arago ont trouvé, & I'Observatoire de Paris ,
';)l = 10462,
pour le rapport de la densité du mercure a celle de
I'air, sous la pression barométrique de 0,76, et ala
température zéro (n° 61). En faisant donc, en méme
temps,
@ = mGh, -k = 0%;76,

Ja valeur de % sera
k = (7951,12)G;

et, dans cette valeur, il faudra prendre pour G la
e - A n A 7 n . ¥
gravité an lieu ou le rapport o @ €te déterminé ,

Cest-a-dire, 4 la latitude de Paris, pour laquelle on a
G = 9",808g6.

Le coeflicient de G se rapporte a l'air parfaite-
ment sec ; si lair était humide, sa densité serait
moindre, sous la méme pression et a la méme tem-
pérature, et la valeur de / varierait en raison inverse
de cette densité. Sous la pression barométrique de
o",~6, et a la température zéro, soit, par exem-
ple, ' le rapport de la densité de Pair au maxi-
mum d’humidité, a la densité de lair parfaitement
sec; on aura, comme on le verra plus loin,

. o
0\ O'".’;("—-O'“,onﬁ{)S 10 o™,00508

d=

e T T 0N g6 o974

<
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par conséquent, en divisant la valeur préeédente
de k par cette valeur de &', on aura la valeur de %
qui répond au maximuwm d’humidité de l'air, sa-
voir :

k' = 5g71™,09.

626. Maintenant, nous formeronssans difficulté les
différentes équations d’équilibre d’une colonne atmos-
phérique.Supposons que cette colonne soit eylindrique
etverticale, et qu’elle ait sa base a la surface de la terre
et s'étende jusqu'a la limite de Patmosphére. Soit A
Vaire de sa section horizontale. Divisons cette colonne
en couches horizontales infiniment minces, et sup-
posons la surface A assez peun étendue pour que la
densité et la température ne varient pas sensiblement
d’un point & un autre d’une couche quelconque. Ap-
pelons p, ¢, 8, Ia foree élastique de lair, sa densité
et sa température, qui ont lien & la distance z de la
surface de la terre. Soit aunssi g’ la gravité i cetle
méme distance ; Ag'sdz sera le poids de Ia couche dont
Pépaisseur est dz, et dont les deux faces répondent a
z et z— dz. La pression qu'elle éprouve sur sa face
supérieure sera Ap ; celle qui aura lieu sur sa face in~

e . d, .
férieure aura pour expression A (p — (—g dz). Mais en

passant de la premiére 2 la seconde face, la pression
doit augmenter du poids Ag'pdz; il faudra done
qu'on ait

A(p = %t[;) = Ap 4 Ag’pdz,

ou simplement
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dp= — g'rdz; (5

ce qui toincide avec I'équation qu’on déduira de la
formule (3) du n° 583, en y faisant

X=o0, Y=gq, Z=—¢g"

En éliminant p au moyen de I'équation (2), il
vient . :

) Loy i o

e k(i )"
Si T'on appelle rle rayon dela terre et g la pesanteur
4 sa surface, on aura

I gr'

g = {':+' .’5)“’
4 la hauteur z, en négligeant la variation dela force
. centrifuge, ainsi que I'action de la masse d’air comprise
entre les deux surfaces sphériques et concentriques
dont les rayons sont r et r—-z, laquelle action n’entre
pas dans la valeur de g, et devrait sajouter a celle
de g' (n° 101). Nous aurons, de cette maniére ,

dp gridz

= T IEFS

Pour intégrer cette formule, il faudrait eacore
connaitre I'expression de § en fonction de z; mais la
loi des températures ¢tant inconnue, on est obligé de
considérer § comme une constante; et l'on prend
dans chaque cas, pour sa valeur, %a moyenne des
températures qui répondent aux points extrémes de
la colonne d'air 2 laguelle on applique cette équation.
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Son intégrale est alors
-

s il Sl e e 3 .,
log p = k(v 4= af) (r-z) +G

(. étant la constante arbitraire. En désignant par @
la pression atmmphex ique qui a lieu a la surface de
la terre, on aura a la fois

z=0, p=a@, loga = k[[_’_aﬁ) -+ C;
et 1l en résultera, a une hauteur quelconque z au-
dessus de cette Surface g

gt gra ;
log; I k{t4-al) (r42z)° (4)

En vertu de cette équation et de la formule (2), et

en désignant par e la base des logarithmes népériens,
on aura maintenant

= —grs
— etk o w k(!+aﬂ)(r+'-)
B F=rara)®

pour les explesswnq de la force élastique et de la
densité de l'air, depuis la surface du globe jusqu’a la
hauteur ol ce fluide a perdu. par le froid toute son
élasticité.

D’aprés ce qu'on a dit dans le n° 61g, le poids de
la colonne atmosphérique qui a pour base Punité de
- surface,. doit étre équivalent a la pression @ relative
au point le plus bas; et, en effet, ce poids est donné

par lmtegla]ef pg'dz, dont la valeur est @, d'a-

pres les expressions de p et de g'.
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627. La force motrice d'un hallon gui s'éléve ver-
ticalement dans 'atmosphére, estl'excés du poids de
Vair qu'il déplace & chaque instant, sur son propre
poids. En appelapt @ sa masse et V son volume,

cette force sera donc Vpg' — ue’, ala hauteur z
au-dessus de la terre; par conséquent, on aura
diz .
pogaviNp iy g

pour I'équation différentielle du mouvement vertical
de ce corps, au bout du temps quelconque z. Si I'on
appelle ¢ sa densité moyenne, de sorte quon ait
pw=cV, et qu'on substitue pour p et g’ leurs valeurs
précédentes, cette équation deviendra
— grz

e ¥E =gr RICE TR

de: k(1 J-af) (r+4- 2)* (r+z)9'
En multipliant par 2dz, intégrant et désignant par C
la constante arbitraire , 1l vient

—grz

cdz? K1+ ab) (r+2) 2cgr®
2 = C — amwe -+ i

Si I'on suppose que le mobile soit parti de la sur-
face de la terre avec une vilesse nulle, on aura a la

. dz . f .

fois z=o0 et — =03 il faudra donc quon ait
dat
C = 2 — 20873
et il en résultera
—grz i

dz* 2% [] Kt +al) (r + :)] . 2grs

| — ¢ i

pour le carré de la vitesse 2 une hauteur quelconque.

2. fo

e = _=.

|
|
1

=
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En résolvant cette équation par rapport & df, on dé-
terminera ensuite par la méthode des quadratuleb,
le temps que le mobile emploiera 2 parvenir a une
hauteur donnée. .

En égalant a zéro la valeur de on détermi-

a’ 2 ¥
nera la hautenr & laquelle le mobile demeurerait en
équilibre, §'il y parvenait sans vitesse acquise; et de

x , . dz* ;
méme 'équation = = 0, fera connaitre la plus

grande hauteur 2 laquelle le ballon s’éleverait dans
Patmosphere, en supposant que sa masse et son vo-
lume ne varient pas. La premiére de ces deux hau-
teurs s'exprimera au moyen d’un logarithme ; la se~
conde dépendra dune équation transcendante, et
ne pourra se calculer que par approximation.

628. Proposons-nous maintenant d’appliquer 1'é-
quation (4) a la mesure des hauteurs verticales.

Soient % et %' les hauteurs du mercure dans le ha—-
rometre , a la station inférieure et 4 la station supé-
rieure; T et T' les températures correspondantes
du mercure; ¢ et ¢ celles de l'air, qui seront
différentes de T et T', lorsque le mercure du ba-
rometre n'aura pas eu le temps de se mettre, pen-
dant les observations, en équilibre de température
avec I'air environnant. Si m est la densité du mercure

‘ sl . T—T
a la station inférieure , (1 - W) in. sera sa den-—
sité & la station supérieure , parce que la densité de

ce fluide augmente de pour chaque degré de di-

1
5550
minution dans la température. Pouy plus de simphi=
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s P
ciié, nous comprendrons le facteur 14— — dans
8550
la hauteur A/, qui sera alors la hauteur ohservée,
multipliée par cette quantiié, et nous supposerons
ensuite que m soit la densité du mercure anx denx
stations. De cette maniére, nous aurons

mgr'h’ .
(r4 2’
au moyen de quoi I'équation (4) deviendra

w=mgh, p=mg'h=

r zZ 'z

log &+ 4+ 2log “E2 = /f(l—l-ié)(r‘—,‘—z)' (5)
Ainsi quon l'a dit plus haut, il faudra prendre

1 (¢4 pour §. La valeur de 2 est 0,00375 pour
Pair sec, aussi bien que pour celui qui renferme
la vapeur d’eau en quanlité constante, et dans une
proportion quelconque. Mais il faut observer que,
quand la température s'éleve, la quantité de vapeur
augmente, en général , dans I'atmosphere; et comme
la densité de la vapeur serait a celle de I'air comme
10 est & 16, sous la pression ordinaire 0,76, il
Sensuit que la densité de I'air libre , dont la tem-
pérature augmente , doit diminuer dans un plus
grand rapport que cclui qui répond au coeflicient
0,00375. Pour tenir compte, autant qu’il est pos-
sible , de la quantité de vapeur qui se trouve dans
Fatmosphére, nous augmenterons donc le coefli-
cient z; et, pour la commodité du calcul , nous
le ferons égal & 0,004 ; en sorte que nous aurons

a(t = )
1000

af =
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Les logarithmes qui entrent dans le premier mem-
bre de I'équation précédente, sont népériens ; pour
les convertir en logarithmes ordinaires, je multi-
plie cette équation par le module de ceux-ci , que
JVappelle M, et dont la valeur est ;

M = 0,4342045.

La gravité g que renferme son second membre, est ‘
celle qui répond 4 la station inférieure et i la la-
titude du lieu de I'observation. En désignant cet angle

par + , et comparant la gravité g a celle qui entre

dans les,valeurs de % du n® 625 et qui répond a

la latitude de Paris, on aura

(X — 0,002588 cos 2.)) G
I — 0;002588 C0sS 2 (4/8" 50 ]4.”).

o =
o

D'ailleurs, les coefficiens de G dans ces deux va-
leurs de % répondant , I'un 4 Pextréme sécheresse
de l'air, et l'autre i son extréme humidité, on peut
prendre la demi-somme de ces deux quantilés , ou
796110, pour le coefficient qui convient i I'état
ordinaire de Patmosphére. On aura alors

%[1-—— 0,002588 cos 2 (48° 50 T = (18337=,46) G ;

et, au moyen de cette valeur, jointe a celle de g,
on tirera de I'équation (5)

(18337, 46) [:1 - ?‘%'-'ij k (
e —— & 20 = ]Og—— ALY
= [ R (G‘

I'— 0,002588 cos 2.f

- 2 log (' =+ ;:)]([ * ;)’ g
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formule dans laquelle les logarithmes sorit actuellc;
ment ceux qui ont pour base le nombre 10.

Pour faire usage de cette équation , on négligera

i z
d’abord la fraction _ contenue dans son second mem-

bre; ce qui fera connalire une premiere valeur ap-
prochée de z : en la substituant dans ce second mem-
bre, on obtiendra une seconde valeur de z, plus
approchée que la premiere, et a laquelle on pourra
toujours s'arréter.

En remplacant le nombre 18357,46 par un coef-
ficient inconnu a dans cette équation, et détermi-
nant @ d’aprés la moyenne d'un grand nombre de
hauteurs z, mesurées trigonométriquement, on trouve

a = 18336™;
ce qui difiere trés peu du coefficient 18337,46, que
nous avons calculé directement.

629. Si I'on veut employer la formnle (6) a deter-
miner Pélévation d'un lieu de la terre, au-dessus du
niveau de la mer, on supposera que T, ¢/, &, se rap-
portent a ce lieu, et T, £, k, au bord de la mer qui
en est le moins éloigné; et, pour plus d’exactitude ,
on devra prendre pour < une latitude moyenne entre
celles de ces deux points. D’apres la remarque du
u® 255, il fandra aussi avoir égard, dans I'expression
de la pesanteur g/, a Paction de la couche de la terre
dont la hauteur est z; en supposant sa densité égale

4 la moitié de la densité moyeune de la terre; on a
310]'5

i
al
I
1
o}

o
i
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et, a cause de la petitesse de la fraction ; » on trou-

vera qu'en faisant usage de cetle pesanteur g, la
a5 Z

quantite 14- -, contenue daus la formule (6), deyra

A I3 52

etre remplacée par 1 4 &

Pour donner un exemple du calcul de cette for-
mule, ainsi modifide, je prends celui qui est cité
dans V'dnnuaire du Bureau des Longitudes, et qui

s¢ rapporte & la hauteur de Guanaxuato au-dessus du
niveau de la mer.

Les données de cet exemple sont ;
/] =0",76815, T =—p e afe 57
k' =o™60095, T'=—¢— 21°3, =ar°.
La hauteur #/, corrigée ct multiplide par le facteur
e T il :
1+ —ze—, qui doit étre employée dans la for-
mule (6), devient

k' = o™,60158.

: o . . . zZ
" En négligeant la fraction - dans cette formule , on
trouve

—_— n 2
20599 ,

pour la premiére valeur approchée de z; el en sphs-
tituant cette valeur dans la méme formule, prenant

5z i z o 24 1
1+ 5= au lien de 1 -4 ~» comme il Vient d’étre dit,
et observant qu'on a

r = 63566198™,
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on obtient
z = 2081“‘,96,

pour la hauteur demandée,, laquelle est moindre que
celle de V' Annuaire, & peu pres 2 métres ef demi,
630. Lorsque la bauteur z n'est pas tres considé-

rable, on peut négliger la fraction ; dans la for-

mule (6), et remplacer en méme lemps le nombre
18337™,46 , par un coefficient plus grand. Celui qui
résulte d'observations nombreuses que Ramond a
faites dans le midi de la France, est 18593 metres.
La latitude correspondante est & peu pres ) ESA6Y;
et, cela étant, I'équation (6) se réduit a
zre=i'183g5™ [1 i z—(—fo-goi—):l log;};

ce qui est la formule harométrique dont on fait le
plus communément usage.

Dans un méme vase , et sous la méme pression at-
mosphérique, Pébullition dé 'eau distillée commence
loujours } une méme température, et cette tempeéra-
ture Sabaisse b mesure que la pression extérieure
diminue. Si donc on avait formé, par Vexpérience ,
une table des températures ol lean commence i
bouillir, sous des pressions déeroissantes par des
différences trés petites, et qu'on portat un Vase con-
tenant de Veau, a différentes hauteurs au-dessus de la
terre, les températures ol celte eau commencerait &
bouillir, feraient connaitre, au moyen de la table
que nous supposons, les hauteurs barométriques o=
respondantes, que Pon pourrait employer dans la.
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formule précédente. Clest de cette manidre qu'on a
proposé de déterminer les différences de hauteur
au-dessus de la terre, par I'observation de I'ébulli-
tion de I'eau, et sans recourir explicitement aux me-
sures du barometre.

631. Je terminerai ce chapitre par quelques re-
marques relatives au poids et i la force elastique des
vapeurs, laquelle force est aussi ce quon appelle la
tension de ces fluides.

Si un vase fermé renferme un liquide en quantité
suffisante pour fournir toute la vapeur qui peut sy
former, celle qui séleve de ce liquide atteint, plus
ou moins vite, un maximum qui ne dépend que de
la température, et qui est le méme quand le vase est
vide d’air, ou quand il contient de lair ou un gaz
quelconque, condensé ou dilaté. Soit que celte quan-
tité de vapeur ait atteint son mazximum , ou qu’elle
soit encore au-dessous, sa tension sajoute & la force
élastique du gaz sec, et la somme forme la force élas-
tigue du mélange. A la méme température, la tension
maxima est différente pour les différentes vapeurs ; et
la loi qu’elle suit, pour une méme vapeur, n’est pas
encoreconnue en fonction de la température. Relative-
ment a la vapeur d'eau, les expériences les plus éten-
dues qu'on a faites, jusqu'a présent, sont celles des
commissaires de I'Académie des Sciences, dont il est
réndu compte dans les tomes X et XI de ses Mé-
moires,

La force élastique maaima de la vapeur d’eau,
formée dans le vide, i la température de 18°,75
par exemple, €st mesurée par une hauteur baro-
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métrique de 07,016, Quand elle se produit dans
Pair sec, A ceite température el sous la pression
ordinaire 0,76, sa force élastique s'ajoute i cette
pression, et I'expérience donne effectivement 0,776
pour la pression exercée par le mélange.

Si I'on pouvait, sass liquéfier la vapeur isolée ,
élever sa tension de o™,016 & 0™,76, sa densité, d’a-
prés la détermination de M. Gay-Lussac, serait a
celle de lair sec, sous la méme pression et a la
méme température, dans le rapport de 10 4 10.
En vertu de la loi de Mariotte , la densité de la
vapeur que mOUS Prenons pour exemple est donc

10 0,016 Lt ; il
22,222 celle de Tair, a la température de 18°,75
16° 0,76

et sous la pression de o™,76, étant prise pour unité.
Par conséquent , si 'on appelle P le poids d'un litre
de cet air, et P’ celui d'un litre de la vapenr d'eau,
On aura

P
s
P._TG.

A la température zéro, P serait égal & 1000 grammes,
divisé par 769,4 (n° 61); pour obtenir sa valeur a la
température de 18°,75, il faut diviser ce quotient par
X 4 (18,75) (0,00575), d’aprés la loi de la densité de
Vair; il en résulte

P = 1%,21433,
et I'on en déduit

P' = o¥,01597.

Le poids d’'un litre de vapeur, a la température de
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18%735, et a son maximum de densité , doit aussi
étre celui de la plus grande quantité de vapeur que
peut contenir un litre d’air 2 cette tempeérature, et
quelle que soit sa densité, Or, par une expérience di-
recte , Saussure a trouvé 1o grains pour le plus grand
poids de la vapeur d’ean qui peut se former dans
un pied cube d’air, sous la pression ordinaire et 4 la
température donnée; d’ou il résulte (0,01546) gram-
mes pour le décimeétre cube; ce qui differe peu du
résultat précéden.
Généralement , sous une pression barométrique %,
et 4 une température quelconque, si 'on appelle A
la densité de Pair sec, A’ celle de Fair mouillé, et
a la tension de Tair qu’il renferme, on aura
3 ]
A = %(k —a = w:—;:L)av,);
car un volume quelconque A d’air mouillé se com-
posera d'un pareil volume d'air sec, dont la force
¢lastique serail réduite & % — a , et la densité a
%(k ~— a), joint 2 un égal volume de vapeur qui
. 10 a
aurait T
somme de ces deux densités, multipliées par A,
exprimera la masse AA’dn mélange ; et en suppri=
mant le facteur commun A, on aura 'équation
précédente. Cette équation servira & déterminer le
poids d’un volume donné dair mouillé , d’apres
le poids de ce volume dair sec 4 la méme tempe-
rature, et la tension de la vapeur contenue dans
aic mouillé, En y fajsant 7 — o™,»6, supposant

A pour densité; par conséquent, la
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que la temperature soit zéro , ct observant qu’a
cette température la tension maxima de la vapeur
deau est 0™,00508, on en déduira la valeur de J&'
du n° 625.

652. Si 'atmosphére qui nous enveloppe n'existait
pas, elleserait rem placée par unc autre atmosph ere for-
mée de la vapeur d ean qui s'éleveraitde la mer. La loi
des densités de ses couches et sa hauteur totale dépen-
draient de la loi de la température, qui aurait lien
dans cetle atmosphére de vapeur aqueuse, et que nous
ne pouvonsaucunement connaitre; mais, quelle qu’elle
soit, le poids total d'une colonne verticale cylindrique
de cette vapeur, ayant pour base I'unité de surface,
sera toujours égal a sa force élastique qui répond a son
point le plus bas (n® 626); et quand sa densité en ce
point aura atteint son maximum, cette force ne de-
pendra plus que de la température correspondante. A
la vérité, nous ignorons aussiquelle pourrait élre cette
température;; etil y alieu de croire qu'elle serait beau-
coup inférieure a celle qui a lieu maintenant a la
surface de la terre, parce que le fluide qui se trouve-
rait en contact avec cette surface, aurait une densiie
beaucoup moindre que celle de T'air ordinaire. Pour
fixer les idées, supposons que la température dont il
s'agit soit emcore 18%75. Le poids de la colonne
d’atmosphére aqueuse ayant pour hase un décimetre
carré, ne pourra pasexcéder celui d'un prisme de mer-
cure qui aurait la méme base , et o™,016 pour hau-
teur, cest-a-dire, le poids de 16 centitmes d'un
litre de mercure, ou 4 peu pres 2300 grammes. Le
poids de toute la vapeur d'cau qui peut étre con-
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tenue dans une colonne d’air de notre atmosphere ,
dépend de Ia loi du décroissement de Ja température
dans le sens vertical, et ne saurait étre calculé ;
mais si la base de la colonne est un décimetre carré 3
et la température inférieure 18%75, on s'assurera ai-
sément que ce poids doit surpasser 2300 grammes,
en observant que, dans toute la partie de cette co-
lonune dont la température différera peu de 18°75,
et jusqua la hauteur ou la pression ne sera pas re-
duite a2 0™,016, chaque litre d’air peut renfermer en-
viron 16 milligrammes de vapeur.

Ainsi, I'atmosphére qui presse sur la surface de la
terre, n'est pas, comme on le disait autrefois, la
cause qui empéche les liquides de se vaporiser et de
se disperser dans l'espace; au contraire, sa présence
permet aux vapeurs de se maintenir, au-dessus de la
terre, en plus grande quantité que si 'atmosphére
n'existait pas.
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CHAPITRE VI.

DE LA FORCE ELASTIQUE ET DE LA CHALEUR
DES GAZ.

635. La loi de Mariotte suppose, comme nous
Pavons dit (n® 622), qu'on a laissé au fluide, dilaté
ou condensé, le temps de revenir a sa temperature
primitive. Si I'on ne prend pas cette précaution, la
température augmente ou diminue en méme temps
que la densite, et la force élastique croissant ou dé-
croissant ainsi, a4 raison de la densité et & raison de
la température, on concoit quelle doit varier, pour
un méme fluide, dans un plus grand rapport que sa
densité. Lorsque le fluide est contenu dans un vase
dont les parois sont imperméables & la chaleur, il
conserve tout son calorique, en se condensant ou en
se dilatant , et sa température augmenie ou diminue
en conséguence. 11 en est de méme ioutes les fois
que ses variations de densité sont assez rapides pour
que sa chaleur propre n’ait pas le temps, dans le cas
de la condensation , de s'échapper sous forme rayon-
nante, ou de se communiquer , par le contact, aux
corps voisins, et pour que, dans le cas de la dilata-
tion, ces corps ne puissent communiquer au fluide,
]3_11'1‘ le rayonnement cun par le contact, une quan-—
tité sensible de calorique. Cest ce qu'on “supposc,
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par cxemple, comme on Fexpliquera par la suite,
relativement aux variations de densité qui ont lien
dans les ondes sonores, et dont la durée nest que de
quelques milliémes de seconde. Dans cetie question ,
et dans beaucoup d'autres, il serait Important de
connalive 'expression de la force élastique d’un gaz,
en fonction de la densilé, et I'élévation ou I'abajs-
sement correspondant de la température , lorsque
la quantité de chaleur de la masse fluide demeure
invariable. Mais nous manquons, dans I’état actuel
de la science, des données nécessaires pour la solu-
tion compleéte de ce probléme; et je vais exposer,
dans ce chapitre, ce que le caleul et Pexpérience
nous ont appris, jusqu'a présent, sur cette ma-
tiere.

634. Soient p la densité d'un gaz, § sa tempéra-
ture en degrés du thermométre centigrade , et p la
pression qu’il exerce sur chaque unité de surface,
ou la mesure de sa force élastique; on aura (n® 6G24)

P =kp(r + aby; (1)

e et k étant deux coefficiens indépendans de pet 8,
dont le premier est le méme pour tous les gaz et
€gal 2 0,00375, et dont le second doit étre dogné
pour chaque gaz en particulier. '

La quantité totale de chaleur contenue dans up
poids donné d'un corps, dans un gramme, par exem-
ple, ne saurait éire calculée; on la regarde comme
inépuisable, et comme extrémement grande par rap-
port aux quantités dont clle varie quand ce corps
change e’ densité oun de tempeérature ; et ce sonl
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ces quantites additives ou soustractives que 'on com-
pare entre elles, et que I'on soumet au calcul. Ainsi,
nous désignerons par ¢ l'excés de la quantité de
chaleur contenue dans un gramme du gaz que nous
considérons , sur celle que ce gramme renferme,
lorsque le gaz a une température et une densilé
choisies arbitrairement, qui serent, pour fixer les
idées, la température zéro et la densité correspon:-
dante 2 la pression ordinaire de o™,76. Cette quan-
tité ¢ sera ume fonction de p, ¢, f, ou simple-
ment de p et p, puisque ces trois variables sont
liées entre elles par I'équation précédente. On aura
donc

g = f(p, p);

J indiquant une fonction dont il s'agira de déter—
miner la forme.

La chaleur spécifique de ce gramme de fluide est
la quantité de chaleur qu’il faudrait lui cm‘pmuni—-
quer pour élever sa température d'un degré, ou,
pour ainsi dire, la vitesse de I'accroissement de g

A ] - dy -
par rapport & §, dont T'expression sera —=. Mais on

pourra la considérer sous deux points de vue: dif-
férens : en supposant la pression p comstanle, et
laissant au gaz la liberté de se dilater, ou bien en
le tenant sous un volume constant, et supposant
que la pression p augmente avec la température. En
Vertu de I'équation (1), on a

- e =, S
T = i’
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quand on regarde p comme une constante, et

dp__ ap
d T T4 a8’

lorsqu'on suppose p invariable. Si donc on appelle
¢ la chaleur spécifique du gaz a pression constante,
et ¢, sa chaleur spécifique 4 volume constant, de
sorte qu’on ait

s dg dp __dg dp
T & & T dp ds?
il en résultera

dg ap . __dg ep \
it v e e TR

et, par conséquent,

dgq dg z
f e & APy =i gt {5)
en désignant par 3 le rapport des deux chalevrs
specifiques , c'est-a-dire, en faisant

Il est évident, a priori, que ce rapport 3 doit
surpasser I'unité; car il faut plus de chaleur pour
augmenter la température d’un gaz, et le dilater
en méme temps, que pour augmenter sa tempéra-
ture d'une méme quantité , sans €carter ses molé-
cules. Mais Vexpérience peut scule faire connaitre
la valeur de 9 pour les différens gaz , et comment
cette valeur dépend de la pression et de la densité-
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Ceite valeur se déduit, comme on le verra tout &
I'heure, de I'accroissement de la température cor-
respondant 4 une petite condensation du gaz, sans
aucune perte de chaleur.

655. Représentons toujours par § la température
du gaz; et soit 8+ ce qu'elle devient apres que
la densité du fluide a été augmentée, par une com-
pression tres rapide, dans le rapport de 14 d' a
I'unité ; J' étant une trés petite fraction. Si la perie
de chaleur, pendant la durée de cette compression ,
a 6té insensible, I'accroissement de température w
correspondant a la trés petite condensation J', est
la quantité quil sagira d'abord de déterminer par
I'expérience suivante.

Pour cela, suppesons que le gaz soit de l'air at-
mosphérique contenu dans un vaisseau fermé, et
dout la pression, la densité et la température soient
les mémes qu'a lextérieur, ou nous supposerons
qu’elles sont représentées par p, p, 0, pendant toute
la durée de I'observation. On enléve une petite por-
tion de l'air intérieur; et, aprés que Dair restant a
vepris sa température primitive, on désigne par p'
et p' sa pression et sa densité. On rétablit ensuite la
communication avec l'air extérieur; la pression, la
densité et la température augmentent en méme
temps; en sorte quaprés un temps trés court, la
pression intérieure est égale a la pression qui a lieu
au dehors. A cet instant, on interrompt la commu-
nication, et 'on désigne par p” et 0+ » la densité
et la température intérieures. Enfin, cet accroisse-
ment » de la température se dissipe; et, sans que la

s, A
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densité p" varie, la pression intérieure diminue, et
devient p”.

Lia densité de V'air intérieur ayant passé tres rapi~
dement de ¢’ & ¢", sil'on prend ,

J\ e F”— PJ‘

=

P

et qu'on fasse abstraction de la petite quantité de
chaleur qui a pu étre absorbée par le vase, pendant
le 1temps de ce passage, 'accroissement de tempéra-
ture w sera celui qui répond & la condensation J, et
dont on cherche la valeur. L'indication d’un ther-
momeétre plongé dans l'air intérieur, serait trop lente
pour faire connaltre cette augmentation de tempera~
ture, qui ne subsiste que pendant un temps tres
court; mais on peut conclure la valeur de v, des trois
pressions p, p’, p", ou des trois hauteurs baromé-
triques correspondantes, que l'on a le temps d’ob-
server. :

En effet, il y a deux époques, dans Pexpérience
quon vient de décrire, oi la méme température 8
répond a des densités différentes p' et p”, et aux
pressions données p’ et p”. D'apres la loi de Mariotte,
on a donc '

.ﬂ” e PR
;=
et, conséquemment,

4 2

sy P =K

ce qui fait connaitre la condensation &'. De plus, ¥
a aussi deux époques ou la méme densité ¢’ a lien
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pour les“températﬁs §4 @ et §, sous les pressions
p et p". D'aprés la loi des forces élastiques 4 égale
densité, on aura donc aussi

T e il SRR 1
g 1 -af 7 (4)
d'ott I'on tirera la valeur de @ correspondante & la
condensation J'. :
Dans une experience faite par MM. Desormes et

Clément, ou le passage de la densité p' 4 la densité p"
s'est effectué en moins d'une demi-seconde, on a eun

p=0",7665, p'=o%,7527, p'=0",7620;
ce qui donne
4= 0,0155:

On avait aussi §=12°,5; et, & cause de #=0,00375,
on déduit de I'équation (4)

Gl==.3% 5158,

d’on 1l resulte que pour une condensation de 0,0135;
sans pertede chaleur, 1a température de Pair augmen-
terait de 1°,3173, ou d’a peu pres un degré pour une
condensation

b 0,01331

1,3193

= 0,0101,

Cet aceroissement de tempeérature peut aussi ge
déduire de la vitesse du son; et de cette maniére

*3

J avais trouvé, autrefois, un accroissement d’un de-

ot . 1
gre pour une condensation —7» sans perte de cha-

Ao
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leur; résultat dont 'expérience
s’écarte pas beaucoup.

€ nous citons ne

636. Maintenant, je dis que le rapport 9 du

n® 634 a pour expression
g
i +(x+acﬁ)é“' ()

Supposons, en effet, que la force élastique et la tem-
pérature d’un gaz étant, comme précédemment, p
et 0, la condensation & soit équivalente 2 celle
que le fluide éprouve, lorsqu'on diminue un tant
soit peu sa température, sans changer la pression. En

désignant par ¢ cette petite variation de température,,
on aura

elg
d = o
Appelons T la quantité de chaleur qu’il faudrait com-
muniquer & un gramme du gaz que P'on considére ,
pour élever sa température , de f — ¢ 4 §, sans chan-
ger la pression p; la chaleur spécifique, & pression
constante , ¢tant ¢, on aura aussi

= c:c

Aprés cette communication de chaleur, Supposons
que I'on comprime subitement ce fluide, de ma-
niere 3 le ramener a son volume primitif ; il éprou-
vera alors la condensation d'; et s'il n'a perdu aucune
quantité de chaleur, sa température aura augmenté
de @, et sera devenue 8 ~+ @. Dans cet état, la
pression du fluide sera devenue plus grande que 73
mais, sans changer le volume , si on laisse la tem-




HYDROSTATIQUE, 645
pérature sabaisser jusqu'a 8 — e, cette pression
diminuera aussi, et redeviendra égale a p, Pendant
cet abaissement, le gaz perdra une quantité de cha-
leur proportionnelle & la petite diminution de tem-
pérature ¢, el exprimée par ¢, (¢ -+ @) sipuis-
que ¢, est sa chaleur spécifique a volume conSlant,
Le volumc, la température et la pression étant les
mémes , apres cette perte de chaleur, qu'ils étaient
avant que la quantité de chaleur T edt été commu-
niquée au fluide, il est nécessaire que la perte
¢,(¢ 4 ) de chaleur soit égale & T'; on a donc

ce = ¢,(c - o);
d’'onr l'on tire

c @
7=T=l+_-
; ’

et, en ayant égard a la valeur précédente de J',
celte valeur de 3 coincide avec la formule (5).

657. Si nous metlons, dans cette formule 4 ;P

au lieu de J', et pour w sa valeur tirde de I'équa-
tion (4), nous aurons
) — p)p
=+ 4 £20
ce qui fera connaitre la valeur de 7, d'apres les
Pressions p, p', p", ou les hauteurs barométriques
COI‘l‘csﬁOndantes, qui résultera de Vexpérience ci-
dessus décrite.
En faisant usage des valeurs numériques de p,
P, p", précédemment citées, on trouve
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5 = 1;3482,
pour la valeur du rapport des deux chaleurs spé-
cifiques ¢ et ¢,, dans le cas de lair atmosphérique.

MM. Gay-Lussac et Weller ont obtenu, par un

proé@dc "nalogue , une valeur de ce rapport un
peu ilférente , savoir :

¥y =i 1,5748 ;
et s se sont assurés que cette quantité est indé-
pendante de la température et de la pression de
Tair; en sorte que dans I'équation (3), appliquée
& ce fluide, on pourra considérer 5 comme une
quantité constante. Par un procédé différent, M. Du-
long a trouvé, pour Yair parfaitement sec (¥),

o = 1,421,
et une valeur sensiblement égale 4 celle-ci pour le
gaz oxigene et pour le gaz hydrogéne. Mais pour
d’autres fluides, tels que l'acide carbonique et le gaz
oléfiant, ce procédé, que mous indiquerons par la
suite, a donné des valeurs tres inégales de 7, et
moindres que la précédente ; de maniére que ce rap-
port dépend, en genéral, de la nature du gaz au-
quel il répond.

638. En regardant 3 comme une quantité cons-

tante, I'intégrale de Péquation (3) aux diffévences

partielles est :
;)

g2 NG 15

(5

(¥ Mémotres de U Académie des Sciences, tome X.
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f désignant la fonction arbitraire. On aura récipro-
quement

P = oq,

et, i cause de I'équation (1),
— L ¥yt Lig3
8 = aszF = T

@ étaut une fonction inverse de f.

La quantité g restant la méme, si p, p, 0, devien-
nent p', ¢, 6', on aura de méme

y Ty AN 1
p=r"0q, b=_gp" 09— .

On a - == 266,67 ; et pour que f et ' solent des de-
- 7; et pour qu

grés centigrades, il faudra que ce facteur de leurs
expressions exprime de semblables degrés. En élimi-
nant , en outre,, @7 entre ces dernieres équations et les
précédentes, il en résultera

.= Pr v 4
F=r)s %
» : - o~
@:@%ﬂn+@ey — 266°,67

Ces équations (6) contiennent les lois de la force
élastique et de la. température des gaz, comprimés
ou dilatés sans aucune variation dans leur quantité
de chaleur; elles sont fondées sur la seule hypothese
que le rapport 3 des deux chaleurs specifiques ne va-
rie pas, pour un méme fluide, avee la pression et la
température ; hypothése qui a ¢té vérifide, quant 2
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Vair atmosphérique,, par les expériences citées dans
le numeéro précédent.

639. 11 faut faire une seconde supposition pour
déterminer la fonction arbitraire f que renferme la
valeur de ¢. La plus simple est d'admettre que, sous
une pression constante, un gaz se dilate uniformé-
ment pour des augmentations égales de quantité de
chaleur; ce qui revient 4 dire que la chaleur spéei-
fique c est constante, lorsque Paccroissement d’'un de-
gré de température auquel elle répond (n°® 634) est
mesuré par un thermomeétre i air. Dans cette hypo-
thése, ¢ devra étre une fonction linéaire de §; er,

si 'on substitue , dans la fonction S 1a valeur de p
tirée de I'équation (1), on a

g = f[akp’i‘_l G+ 9)];

on aura dong

q:A—'—B(266°,67+g)}U;—15 (7)

A et B étant des quantités indépendantes de p et 0,
et relatives i la nature du gaz que I'on considére.

D’apres les équations (2), on aura

LI : B

et pour connaitre la chaleur spécifique d'un gaz, &
pression constante ou 4 densité constante » sous toutes
les pressions, il suffira qu’elle soit connue sous une
pression déterminée. Selon MM, Laroche et Bérard ,
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on a, par exemple, ¢==0,266g pour l'air sec, sous
la pression de 0™,76; la chaleur spécifique de 1'ean
étant prise pour unité. En appelant @ la pression
correspondante 4 cette hauteur bammetuque on
aura donc

0,2669 = B@';—I;

et si lon appelle aussi % la hanteur du barometre ,
exprimée en metres, et qui répond & la pression quel-
. R .
conque p, de sorte quon ait g e il en ré-
?

sultera
¢ = 0,2609. (0—’]39)1 EF

d'ou I'on déduira la valeur de ¢,, en divisant par la
constante 3. Comme ceite constante est plus grande
que l'unité, ce qui rend positif I'exposant 1 —5, on
voit que la chaleur spécifique d'un gramme d'air
diminuera, quand sa force élastique ou la hauteur £
angmentera.

Si I'on désigne par m la quantité de chaleur per-
due par un gramme d’air, quand sa température s'a—
baissera de n degrés, sans que la force élastique
Varie, on aura

m = n(0,2669) ( )

A volume égal, et pour une méme température Pl'l—
mitive, le poids de cet air sera augmenté dans le
lapport de &' a k, sous une pression mesurée par une
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autre hauteur % du barométre. En appelant n?
la quantité de chaleur perdue par ce méme volume
sous cette autre pression, et pour I'abaissement n de
température, nous aurons donc

’ h'n o 0,76\1 '_:_
i = T (0,26(}9) ('—b',‘—) ¥ ,
d'or T'on déduit

™ —
e R 2
pour le rapport des quantités de chaleur perdue
par un méme volume d’air, sous des pressions diffé-
rentes.
Dans un cas ou 'on avait

B = 17,0058, & = o™,7405,

MM. Laroche et Bérard ont trouvé

!

g = 1,3396;

en prenant la moyenne de deux observations. Pour
ces valeurs de £ et &/, et en faisant 5 = 1,421, la
formule donne

e’

= 1,2405 ;
ce qui ne différe pas sensiblement du résultat de
I'expérience.

640. Si Yon veut appliquer la fO]‘H!llle (7) a la va-
peur deau, il faudra supposer :

1°. Que quand un grammede vapeur est formé , €t
qu'il ne s'en précipite aucune partie, ni ne s'en ajoute
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de nouvelle, le rapport représenté pax 7 de sa cha-
leur spécifique a pression constante, a sa chaleur spé-
cifique sous un volume constant, ne var ie pas avec
la tempeérature et la densite’;

2% Que la quantité de chaleur nécessaire pour
élever la température de ce gramme de vapeur, d'an
nombre quelconque de degrés, soit sous une pression
constante , soit sous un volume invariable, est pro-
portionnelle & ce nombre, la température étant mar-
quée par un thermometre a air?

Cela posé, si l'on appelle C la quantité de chaleur
nécessaire pour converlir en vapeur, sous la pres-
sion baroméirique de o™,76, et a une temperature
de 100°, un gramme d’eau dont la température pri-
mitive €tait zéro; que I'on désigne par g la quanule
de chaleur qu’il faudrmt employer pour vaporiser ce
méme gramme d'eau, et donner a la vapeur une
température § sous la pression quelconque p; enfin,
que P'on désigne par ¢ la chaleur speécifique de la va-
peur d’eau sous la pression constante de o™,76, et
que I'on remplace dans I'équation (7), la pression p
par la hauteur barométrique qui lui sert de mesure,
et que nous représenterons par /2, il faudra que cette
formule donne g =C, quand % = 07,76 et B=100°,

et z“j;i = ¢, lorsque % = o™,76. Or, en déterminant,

d’'aprés ces conditions, les deux constantes arbi-
traires A et B qu'elle renferme, elle devient enguite

_-:C-—{;-C[( 266°,67 4-0) (0 . ) ¥ -——ah(n ,()7] (8)




652 TRAITE DE MECANIQUE.

I serait a désirer que le degré d'exactitude de cetle
formule ft vérifié par I'expérience, et que les trois
constantes C, ¢, 3, qu'elle renferme, fassent déter-
minées avec précision. Si I'on prend pour unité la
chaleur spécifique d'un gramme d’ean 2 la tempéra-
tare zéro, ona

C = 550 »
en adoptant pour C la moyenne des valeurs de cette
quantité, que différens physiciens ont obtenues. En
méme temps, on afira

¢ = 0,847,

d’aprés une expérience assez peu concluante, et qui
meériterait d’éire répétée. Quant 2 la valenr de 5 ,
elle nous est, jusqu’a présent , tout-a-fait inconnue.

641. Soit que la densité p de la vapeur d’eau cor-
respondante & la pression p et a la température §, ait
atteint son maximum, ou qu'elle soit au-dessous, I'é-
quation (1), qui convient aux vapeurs et aux gaz
permanens, fera toujours connaitre la valeur de p,
quand celles de p et f seront données. En appelant D
la densité a la température de 100° et sous la pres-
sion ordinaire de 0™,76, et désignant , comme précé-
demment, par % la hauteur barometrique qui répond
4 p, on déduira de cette équation (2)

Dk 366°,67

Le poids d’un litre d'air sec, a la température zéro

et sous la pression de o™,76, étant 1¥,31435 (n° 631),
18,21433

il deviendra 5355 > Ou 0*,883, & la températare
3
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de 100°; et le poids d'un litre de vapeur d’eau,
a la méme température et sous la méme pression,
sera +2(0*,883), ou 0,55; par conséquent, on aura

vp 2 vh 2015 ,66

p (0989 =G5 566,67 +9°
pour le poids d'un volume ¢ de vapeur, & la tempé-
rature 0 et sous la pression quelconque %. Donc, en
appelant V la quantité de chaleur nécessaire pour
former ce poids de vapeur, Vean étant primitivement
a la température zéro, V sera le produit de ce nom-
bre de grammes et de la quantité ¢ donnée par la
formule (8); en sorte que nous aurons

V — vhg 2015 ,66
. 0™,56 " 266,67 46

L'unité a laquelle cette quantité V se trouve rappor-
tée, est la quantité de chaleur nécessaire pour éle-
ver, de zéro & un degré, la température d'un gramme
d'ean; et cetle unilé est, comme on sait, égale &
soixante-quinze fois la quantité de chaleur qu'il faut
employer pour liquéfier un gramme de glace 4 la
température zéro, sans €lever cette température.
Diverses observations ont porté plusieurs physi-
ciens & penser que quand la vapeur d'eau a atteint
le maximum de densité, correspondant a sa tempé-
vature, la quantité de chaleur que nous avons dési-
gnée par ¢ me varie plus avee cette température.
Clest & cet état que Y'on emploie ce fluide dang les
machines & vapeur: le rapport de la quantité de
chaleur produite V a sa tension %, serait donc alors,




654 TRAITE DE MECANIQUE,

toutes choses d’ailleurs égales, en raison inverse deé
266°,67 - 0; par conséquent, le rapport de la dé-
pense de chaleur a I'effort exercé sur le piston, qui
a h pour mesure, diminuerait quand ¥a température
deviendrait plus grande, et ce rapport serait le moin-
dre dans les machines & haute pression. Mais 'écono-
mie de combustible qui en résulterait en leur faveur
serait loin de répondre a celle que l'expérience pa~
rait indiquer; et c’est sans doute 4 d’autres circons—
tances que ces machines doivent leur avantage re-
latif.

642. Concevons que la partie du cylindre vertical
ABCD (fig. 53), qui est comprise entre la surface EF
de l'eau et la base GH d'un piston, soit remplie par
de la vapeur d’'ean au maximum de densité, corres-
pondant & la température 8 de cette vapeur, de I'eau
inférieure, du cylindre et du piston. Dans cet éfat,
supposons que la force élastique de-la vapeur fasse
équilibre au poids du piston:, de sorte qu'en appelant
p cette force, P ce poids, y compris la pression exté-
rieure que le piston supporte, et A I'aire de sa base
horizontale, on ait

P=}\p.

Sil'on augmente le poids P, et quildevienne P17,
le piston descendra, et 'espace occupé par la vapeur
diminuera; mais comme on I'a supposé 4 son maxi-
mum de densité, une partie se liquéfiera; et si la tem-
pérature § estinvariable, la pression p lesera aussi. A
la vérité, dans le premier momentde Ia compression,
la températare § augmentera, de telle sorte que 1a




HYDROSTATIQUE. 655
liquéfaction pourra n'avoir pas lieu d'abord, et la
pression p pourra augmenter. Mais si lemouvement
du piston n'est pas extrémement rapide, cette aug-
mentation de température disparaitra avant que le
déplacement de ce mobile soit appréciable, et 'on
devra considérer et p comme constantes pendant tout
son mouvement. Il faut aussi remarquer que la con-
densation du fluide, qui le réduit en eau, et qul est
produite immédiatement a la partie supérieure GH
en coniact avec le piston, se transmet jusqu'en EF,
dans un temps extrémement court, pendant lequel
le déplacement du piston est insensible; d'ol il suit
que la densité du fluide est sensiblement la méme
dans toute sa hauteur, pendant la chute du piston.
Cela étant, la force motrice de ce corps sera cons-
tante et c¢gale al'exces de P -~ sur Ap, ou aIl;
abstraction faite du frottement contre les parois du
cylindre, son mouvement sera donc uniformément
aceéléré ; et si l'on fait aussi abstraction du mouve-
ment communiqué a la vapeur, cest-a-dire, si I'on
néglige sa masse par rapport a celle du poids IT, la
force accélératrice de ce mouvement sera la pesanteur
diminuée daus le rapportde I1a P[], Par consé-
quent, si I'on appelle /la hauteur de GH au-dessus
de EF, la force vive produite par la chute totale du
piston aura 2 I1 / pour valeur.

Le piston étant d’abord arrété en GH, supposons
que la température de I'eau inférieure soit subitement
abaissée et devienne &', moindre que 8. La couche de
vapeur eun contact avec EF se liquéfiera par le froid;
elle sera remplacée par une autre qui se liquéfiera de
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méme; et, si la masse d’eau est assez grande pour
que ces couches successives de vapeur ne fassent pas
varier sensiblement sa températare, les liquéfactions
continueront jusqua ce que la masse entitre de la
vapeur ait la force €lastique p’, qu} répond 4 la tem-
pérature 8' et & son maximum de densité velatif i
cette température. Cependant, la température de la
colonne de vapeur ne sera pas la méme, non plus
que la densité, dans toute sa hauteur; et ce serait un
probleme curieux que de déterminer les lois de sa
temperature et de sa densité d’aprés les températures §
et §/, qui ont lieu constamment 4 ses deux extrémités,
et en regardant la densité de chaque couche comme
une fonction de sa température, telle que la force
élastique soit constante et égale 2 p'. Cette constance
de la pression dans toute la hauteur de la colonne
de vapeur est évidemment la condition d’équilibre
de ses couches successives; et quand l'équilibre s'est
établi, il est également évident que la.valeur de la
pression constante ne peut pas excéder celle qui ré-
pond & la plus petite des deux températures § et 0/,
tandis qu'elle peut éire moindre que la force élasti-
que correspondante a la plas grande. L’expérience
montre, au reste, quela vapeur parvient, dans un
temps extrémement court, a I'état d’équilibre dont il
sagit ; en sorte que si une vapeur d'eau, i son mazi-
mum de densité et de pression, est contenue dans un
espace fermé dont les parois aient partout sq propre
température, et qu'on vienne a abaisser inégalement
la température d’une partie de ces parois , une partie
de la vapeur se liquéfiera, et la partie restante pren-
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dra dans toute son étendue, avec une tres grande
rapidité, la force élastique maxima qui répond i la
moindre iempérature.

Cela posé, lorsque le piston ne sera plus retenu, il
descendra, et 'on verra, comme dans le cas précé-
dent, que son mouvement sera uniformément accé-
léré, sa force motrice égale a P—ap' ou a(p—p'),
sa force accélératrice égale & la pesanteur multiplide

var le rapport £ ot enfin, la force vive pro-
I PP P P

duite par la chute totale, égale & a2a(p — pY)L.
Quand le piston est parvenu en EF, si I'on éléve la
température de l'eau inférieure, et que ce liquide
produise une vapeur dont la pression constante sur
la base du piston soit plus grande que le poids de ce
corps, il remontera d'un mouvement uniformé-
ment accéléré, et la force vive produite, quand il
aura parcouru uue longueur 7, sera égale au dou-
ble de ' multiplié par 'exces de cette pression sur ce
poids, en faisant toujours abstraction du frottement.

Clest d’apres ces considérations que Fon calcule la
force vive due a la chute ou & l'ascension du piston
dans les machines a vapeur; laquelle force se distri-
bue ensuite dans le systéme auquel la machine est
dppliquée, et sy trouve en partic détruite par les
frottemens, ct en partie employée 4 produire un cffet
utile. Le calcul serait différent, si la densité de 1,
Vapeur contenue dans le corps de pompe n’élajt pas
au maaimian; ce qui arrive, en effet, pendant ce qu'on
appelle la detente de la vapeur, cest-a-dire , pendant
quon interrompl la communication de ce fide

2. :i’).
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avee la chandiere, et que la vapeurse dilate, sans qu'il
s’en ajoute de nouvelle : le mouvement du piston est
alors celui que nous avons considéré dans le n° 358;
et d'aprés ce que nous avons vu dans le numéro
snivant, la force vive produite pendant quil parcourt

I

4 e s T
une longueur quelconque, a pour valeur 2pv log =

en désignant par ¢ le volume primitif du fluide, et
par p et p' ses forces élastiques au commencement ct
4 la fin du mouvement.

643. Il nous reste maintenant a considérer les forces
élastiques et les quantiiés de chaleur des mclanges de

plusicurs gaz, comparées i celles de ces fluides.
Supposons qu'on ait deux gaz différens, a la méme

température § et sous la méme pression p, dont
les volumes soient @ et ¢'. 81 on les superpose dans
un vase fermé, dont la capacité soit a 4a’, il est
évident qu'ils pourront s’y tenir en équilibre , puis-
qu'ils ont la méme température, et qu'ils exerceront
P'un contre I'autre la méme pression; mais l'expé-
rience prouve que cet équilibre n'est pas stable : elle
fait voir que ces deux fluides se pénétrent graduelle-
ment jusqu’a ce qu'ils soient parfaitement mélés; et
elle montre aussi que, dans cette opération, il n’y
a aucune variation de température, ni aucune perte
ou ahsorption de chaleur; en sorte quapres un cer-
tain temps, différent pour les diffévens fluides, on a
un mélange homogene dans lequel la proportion des
deux gaz est partout la méme, et dont Ja tempéra-
ture et la force élastique sont toujours § et p. De




TYDROSTATIQUE. 659
un autre résultat que I'expérience vérifie également.

Si T'on a denx gaz mélés ensemble et remplissant
un volume v, & la température 6, et si T'on désigne
parpetp’ les pressions rapportées & I'unité desurface,
que ces deux gaz supporteni séparément 2 la méme
température et sous ce volume ¢, la force élastique
du mélange sera p—-p'. En effet, supposons d’abord
que les deux gaz soient séparés, et qu'on ait p' > p.
Si 'on dilate le gaz soumis & la pression p', sans
changer sa température, et de maniére que sa force
élastique se réduise 2 p, son volume sera alors

“JL')” d’apres la oi de Mariotte. Supposons ensuite
qu'on superpose les deux gaz dans un vase fermeé,
e
dont la capacité soit v | %’ , ou ;(p —+ p’); ces gaz
se méleront sans variation de température , d’aprés ce
qu'on vient de dire; et il en résultera un melange
homogene a la température § et sous la pression p.
Or, la loi de Mariotte s'appliquant aux mélanges des
gaz , aussi bien quiaux gaz simples, si 'on comprime
ce mélange sans changement de température, jusqu'a

1 . ’ o< liy
ce que son volume : (p+ p') soit réduit a v, sa force

¢lastique p deviendra p~p'; ce quil s'agissait de
démontrer. Le méme principe aura également lieu
pour trois eu un plus grand nombre de gaz, et pour
un mélange de gaz et de vapeurs : la pression du
mélange sera toujours la somme des pressions que ces
fluides supporteraient isolément, a la méme tempé-
ratyre et sous le méme volume que le meélange.

42.-
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644. Soient actuellement 2 et »' les nombres de
grammes de deux gaz, mélés ensemble et remplissant
un volume v, a la température § etsous la pression p;
désignons par ¢ et ¢’ les chaleurs spécifiques d'un
gramme de ces gaz, sous une pression constante et
égale a p, et par ¢” la chaleur spécifique dun
gramme du melange sous la méme pression; on
aura

(n + a)e" ="ne 4+ n'c'. (9)

En effet, je suppose que les deux gaz, au lien
d’étre parfaitement mélés, ne soient que superposés,
de sorte qu’ils occupent des portions séparées a et @'
du volume ¢; d’apreés ce qu'on a dit tout a I'heure,
la quantité.de chaleur sera la méme dans les denx gaz
séparés et dans le mélange de ces deux gaz; et cette
dgalité de chaleur subsistera encore, si I'on augmente
d'un degré la température § des deux gaz et du
meélange. Or, pour cette augmentation, il faudra com-
muniquer, la pression p restant la méme, une quan-
tité (n ')€" de chaleur au mélange, et des quan-
tités ne et n'c’ aux deux gaz. La premiére quantité
devra donc étre égale a la somme des deux autres ;
ce qui donne I'équatien (g), que l'on étendra sans
peine & un nombre quelconque de fluides élastiques.
Elle donnera la chaleur spécifique d'un mélange ,
lorsque celles de tous les gaz ou vapeurs qui le com-
posent, et les proportions de ces fluides, seront con-
nues ; ‘réciproquement, on pourra s'en servir pour
déterminer la chaleur spécifique de I'un des compo-
sans, d'aprés celles de tous les autres et du mélange;
et I'on peut remarquer qu'elles ne supposent pas gue
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les chaleurs spécifiques des gaz mélangés soient in-
dépendantes de leur commune temperature.

Au lieu de considérer les chaleurs spécifiques ¢,
¢, ¢, des gaz et du mélange sous une pression
constante, on aurait pu considérer, de la méme
maniére , leurs chaleurs spécifiques 2 volume cons-
_tant; et en les désignant par ¢, ¢/, ¢/, on serait
parvenu a une équation semblable a la précédente,
Savoir :

(n 4+ n)c! = ne, + nlgt (10)

Or, si I'on fait

on tirera des équations (g) et (10)

R
1" nmye, L nYye, |

& “ne, e (r1)

équation qui fera connaitre le rapport 9" relatif au
mélange , quand les quantités semblables et 9/, et
les valeurs de ¢, et ¢, seront connues pour les deux
gaz mélangés. Soit qu'on prenne = 1,375 ou
¥ =1,421 (n° 637) pour la valeur de 7 relative 4 Vair
sec, et quelle que soit la valeur inconnue de 3/’ qui ré-
pond 4 la vapeur d’cau, la valeur de 9" relative a
Pair ordinaire différera peu de 3, a cause de la petite
proportion de vapeur que cet air renferme.
D’aprés ce quon a vu dans le n°® 639, si les rap-
ports 3 et 3 sont indépendans de la pression p,
mais différens pour les deux gaz, les quantités ¢,
et ¢/ seront exprimées par des puissances inégales

i
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de p; d'ou il résultera, en vertu de I'équation (11),
que le rapport 3" relalif au mélange ne pourra pas
étre aussi indépendant de la pression. L'hypothese
de l'invariabilité du rapport de la chaleur spécifique
d’un méme fluide sous une pression conslante, i sa
chaleur spécifique sous un méme volume, et les
formnles que nous en avons déduites, ne peuvent
done¢ convenir en méme temps aux gaz simples,
ponr lesquels ce rapport n'est pas le méme, et i
leurs mélanges en proportion quelconque; ct si ce
rapport a paru conslant dans les expériences faites
sur Fair & différentes pressions (n° 657, c'est parce
quil est sensiblement le méme pour lair et I'oxi-
géne, et, par conséquent aussi, pour l'oxigéne et
I'azote dont I'air est composé.
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LIVRE SIXIEME.

HYDRODYNAMIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT DES
FLUIDES,

645. Les équations de I'équilibre des fluides que
nous avons trouvées dans le n> 582, sont fondées sur
la propriét¢ caractéristique commune aux liguidés
et aux fluides a¢riformes, de transmettre également
en tous sens les pressions appliquées a leur surface ,
et d'exercer autour de chaque point de leur masse,
en vertu de I'action moléculaire , des pressions égales
suivant toutes les directions. Cette propri¢té, comme
nous l'avons dit précédemment (n® 576), tient & ce
que les molécules d'un fluide qu'on a comprimé ou
dilaté reviennent trés promptemept a une dispositigh
semblable a celle qui avait lieu primitivement au-
tour d'un point quelconque, de telle sorte qu'apres
sa compression ou sa dilatation, un fluide est un
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systéme de points matériels semblable & ce qu'il était
auparayant, et seulement construit sur une plus pe-
tite ou une plus grande échelle. Le temps de ce re-
tour & un €tat semblable n’influe pas sur les lois de
Yéquilibre, que V'on n’observe jamais qu’aprés qu'il
est écoulé; mais, quelque petit qu’il soit, on com-
prend quil peut influer sur les lois de leur mouve-
ment, surtout davs le cas ou les vibrations des molé-
cules fluides s'exécutent avee une grande rapidité; de
maniere que le prineipe de I'égalité de pression en tous
sens peut convenir a I'Il ydrostatique, et n’étre pas
toujours applicable 4 I'Z7 jdrorf)vzczmique} C’est-a-dire,
a la partie de la Mécanique qui traite du mouvement
des fluides.

Une différence analogue entre I'état d’équilibre et
Pétat de mouvemeut, a déja été remarquée par La-
place, relativement 4 Ia loi de Mariotte. Cette loi
exige que la température du fluide soit redevenue la
méme, aprés la compression, quelle était aupara-

nt; et le principe de Pégalité de pression en tous
sens suppose , de méme, que les molécules du fluide
ont eu le temps de revenir & une disposition respec-
tive semblable i leur disposition premiére. Eile n’a
plus lieu , ou doit étre modifiée, dans les vibrations
trés rapides des gaz, ou la température primitive
na pas le temps de se rélablir; et, de méme, le
Principe de I'égalité de pression en tous seng n'est pas
rigoureusement et, toujours applicable ayux mouve-
mens des liquides et des fluides aériformes. On a re-
connu dans la vitesse de propagation du son, l'in-
fluence de cette modification de la loi de Mariotte;
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et il y a sans doute aussi des phénomenes du mouve-
mentdes fluides, en général , qui dépendent de la non-
égalilé parfaite de pression en tous sens, résultant dela
cause que nous indiquons. Ceite circonslance intro-
duit dans les équations générales dn mouvement des
fluides, des termes qui ne peuvent se déduire de leurs
équations d’équilibre; j'y ai eu égard dans le Mé-
moire déja cité (n°® 5-6), et je me propose de reve-
nir, par la suite, sur cette importante considération.
Mais dans ce Traité, je supposerai, suivant la ‘mé-
thode qu’on suit ordinairement, la propricté de I'é-
galité de pression en tous sens, commune a l'état
d’équilibre et & I'étal de mouvement; et, dans ceite
hypothese, les équations de 'Hydrostatique, fondées
sur cette propriété, s'étendront immédiatement i
I'Hydrodynamique, au moyen du principe de D’Alem-
bert, qui est applicable a tous les systtmes de points
materiels.

616. Considérons de nouveau la masse fluide
ABCD (fig. 56), dont nous avons déterminé les
équations d’équilibre ; supposons maintenant qu’elle
soit en mouvement, et que toutes les notations du
n° 581 répondent a la fin du temps quelconque ¢,
compté depuis Iorigine de ce mouvement. Ainsi, la
masse fluide est homogéne ou hétérogene, liquide
ou aériforme ; ¢, 7, z, sont, au bout du temps ¢,
les coordonnées d’un élément quelconque dm de
=ette masse ; p représente la densité du finide qui a
lieu en ce point et i cet instant ; et Xdm, Ydm, Zdm,
sont les composantes paralléles aux axes des «, 7, 5,
de la force molrice de dm 2 ce méme instant. Les
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quantités X, Y, Z, seront des fonetions données

dex, y, z, quand elles proviendront d’attractions

ou de répulsions qui émanent de centres fixes; ces
fonctions données renfermeront le temps explicite-
ment, quand les centres des forces seront en mou-
vement. Lorsque ces points seront cenx du fluide,
X, Y, Z, seront des fonctions de x, X 2y &, dé-
pendantes de sa figure & chaque instant, ct de la
loi des densités dans son intérieur.

Les coordonnées x, v, z, varieront avec le temps;
elle varieront aussi d’un point a un autre du fluide ;
et si l'on désigne par ', 3", 2/, leurs valeurs initia-
les, c'est-a-dire, les coordonndes du point de espace
qu'occupait 'élément din & Porigine du mouvement,
les coordonnées x, ¥, z, de ce méme ¢lément an
bout du temps ¢, serout des fonclions inconnues de
x', ¥, 2, ¢:la solution complete du probléme
consisterait & déterminer ces trois fonctions de quatre
variables indépendantes.

Si l'on appelle %, v, w, les composantes paral-
leles aux axes Ox, Oy, Oz, de la vitesse dont 1'élé-
ment dm est animé au bout du temps #, on aura

7s 2
u—_—j—,‘;, vzg}'f‘, w-—:%; (1)
on pourra regarder #, v, w, comme des fonctions
Inconnues, soit de ¢, x', ', ', soit de ¢, Xy I 5585
c'est sous ce second point de vue que nous considé-
Yerons ces trois quantités; et alorsy pour avoir leurs
accroissemens dans Uinstant dZ , il faudra les différen-
tier par rapport a ¢ et par rapport aux coordonnces
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x, ¥,z Or,silon désigne par ¢ une fonction quel-
conque de £, x, y, %, et par ¢'dt sa differentielle
prise par rapport & ¢ et aux variables x, 7, z, con-
sidérées comme des fonctions de £, on aura, par la
régle connue de la différentiation des fonctions de
fonctions,

dg , dg de | dg dy | dq ds
h— =% =4 o et et
9= di e dr dt i dy dt dz di’

ou bien, en ayant égard aux équations (1),

/ d dyg oy,
sl 1 “4 9y
- g T il dx = dy T dz (2)

En désignant les accroissemens de u, v, w, par

w'dt, v'dt, w'dt, nous aurons donc

du du du du
b s ks
@ =l ot dx g dy +w dz ?
dv dv dv dv
r — i ) — ]
o= — -+ == -+ ¢ Iy = s
1 A dwv dw dw
Wil + u dx . ¥ ;f_}d +w dz?

et, de cette maniére, les composantes de la vitesse
d'un méme élément dm, dans les deux positions
qu’il occupe successivement, seront z, v, W, et
u-twdt, v+ o'dt, w-wdt.

Quant i la densité p, ce sera une constanie donnde,
si le fluide est homogene et considéré comme in-
compressible; il s'agit d'un liquide hétérogeéne, la
densité ¢, qui répond & un ¢lement déterming cm,
sera une fonction donnée de ses irois coordomnées
initiales «, §', 2'; enfin, sile fluide est compressi-
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ble, cette densité p sera une fonction connue de 7,
2y 5 s dont la valeur initiale sera seulement
donnée. Excepté le cas ol 7 est une constante , cetie
densité, rapportée i la position de dm au bout da
temps £, devra toujours étre considérée comme une
fonction inconnue de =, Y 2, t. 8il'on désigne alors
par p'dt, son accroissement pendant l'instant dt, on
aura, d’apres la formule (2),
P ——_g-l—u%—}-vaj—ﬂ—[—wg;;

et dans le cas d'un fluide incompressible, homogene
ou hétérogene, cette valeur de ¢’ devra se réduire 2
ZETO.

647. Les composantes de la force perdue par I'é-
lément dim pendant Vinstant df, seront

(X —u)dm, (Y—¢)dm, (Z— w')dmn;

en substitnant donc X —u', Y — ¢/, Z — w,ala
placede X, Y, Z, dansles €quations (2) du n° 582,
1l en résultera ces trois équations de son mouvement :

p étant la pression rapportée a I'unité de surface :
qui a lien au bout du temps £, au point qui 1‘ép0nd
aux coordonnées x, ¥, z, et qu'on suppose la méme
suivant toutes les directions.

Si ce point appartient a une paroi fixe, p exprimera
la pressien normale que cette surface aura & sup~
porter, €t qui devra étre détruite par sa résistance-
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Si ce point appartient i la surface libre d'un liguide,
il faudra qu'on ait p=o0, ou plus généralement,
dp==0; en sorte que I'équation différentielle de la
surface libre du liquide en mouvement, sera

X —u)de+ (Y —¢)dy 4 (Z —w") dz=o.

D’apres la remarque du n°® 585, il faudra que la
valeur de p, quand on Faura déterminée, soit cons—
tamment positive dans I'intérieur de ce liquide, si
I'on veut que sa masse ne se divise pas pendant le
mouvement : quand clle sera négative en un point
d’une paroi, ce qui me pourra avoir lieu que pour
un liquide, cette surface cessera d’étre pressée de
dehors en dedans, et le liquide s’en détachera.

Au moyen des valeurs de #/, ¢', w', les équations
précédentes deviennent

P s ST dx dy a2

 § d]}_ dy dv E’E’_ n’fv =
L o Sl e ST
1 1_7 dw dw dw diwv

p dz-_° & dz dy iz

Comme la quantité p qu’elle renferme est, ainsi que
chacune des vitesses u, ¢, w, une fonction inconrue
de x, y, z, ¢, il y faudra joindre une quairicme
équation, lorsque la quantité p sera une constante
donneée, et deux autres équations, dansle cas général
ou cette quantité est aussi une fonction Inconnue de
x,y, s, t. Ces équations s'obtiendront de la maniére
suivante.

648. Chacun des élémens dm de la masse fluide
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changera de forme pendant instant d¢, et il chan-
gera méme de volume, si le fluide est compressible;
mais comme sa masse devra toujours rester la méme,
il s'ensuit que le produit de son volume au bout du
temps ¢ - di, et de sadensite p - p'dt qui répond au
méme instant, devra étre le méme qu’au bout du
temps ¢; par conséquent, la variation de ce produit
dans l'instant dt sera ¢gale a zéro; ce qui fournira
une nouvelle ¢quation générale du mouvement.
Pour la former, considérons le parallélépipede
rectangle dont le volume était drdydz, a la fin du
temps ¢, et cherchons la forme que prendra cet élé-
ment du fluide 2 la fin du temps ¢--d¢. Soit M(fig. 54)
le sommet de ce parallélépipéde qui répond aux
coordonnées x, ¥, z; soient aussi MA, MB, MC, les
trois cOtés adjacens a ce sommet et respectivement
paralléles aux axes Ox, Oy, Oz; en sorte qu'on ait

MA = dx, MB = dy, MC = dz;

supposons que D, E, F, G, sont les quatre autres
sommets, et que pendant l'instant , les huit points
M,A,B,C,D, E,F, G, soient transportés en M,
A,B,C, D, E,F, G; je dis que le polyedre
dont ces derniers points sont les sommets, sera un
paralléiépipede obliquangle; et pour le prouver, je
vais déterminer et comparer entre elles les longueurs
de ses douze cotés M'A’, M'B, ele.

Les coordonnées x, ¥, z, du point M deviennent

x == udt, y =4 vdt, 7~ wdt,

au bout de I'instant d¢; ces quantités sont donc les
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coordonnées du point M'; on en déduira celles de
tout autre sommet, en y remplacant &, ¥, z, par
les coordonnées primitives de ce sommet ; ainsi, Pon
aura les coordonnées de C', en y conservant x et y,
et mettant z1-dz ala placede z, parce que &, ¥, 54-dz
sont les coordonnées de (. De cette maniére, les
coordonndes de €', seront

X 4 udt - ﬂ dz dt,

¥+ vdt —d'i dz dt,
: div
z = dz 4 wdi - - dz dt;
et, en les comparant & celles de M’, on en conclura

\/(du) dzrd® _{__(HD dz>di> - (d +ﬂdzdﬁ)

en ex;ra_yant la racine carrée et négligeant les infini-
ment petits du troisicme ordre, on aura done

MC' = ds + 2 ds de.

Les coordonnées de D' se déduiront de celles de
M/, et les coordonnées de G', de celles de €, en y
mettant o 4 dx et ¥ - dy & la place de x et y; par
conséquent, la longueur du coté D'G’ se déduira de
méme de celle du coté M/ C’; ce qui donne

DG = da+ 22 dadt -+ - deedc

donc, en négligcaut les deux dermers termes, qui
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sont du troisieme ordre, la valeur de D'G’ sera la
méme que celle de M'C’. On trouvera de la méme
manicre, que les cotés A’E’ et B'F’ sont égaux an edté
M'C’, aux quantités prés du troisicme ordre; en sorte
que 'on aura

MC = A'E’ = BT' = D'G..

Si l'on change z en y, et w en v, dans la valeur de
M'C, elle deviendra celle de M'B/, savoir :

MB = dy -+ % dy d ;

en changeant de méme zen x et wen %, on aura la
valeur de M'A’, qui sera

MA' = d -+ 7 dxdt;
¢t Yon trouvera aussi
MB = AD' =F = EG,
MA' = B = CE = F'G'.

Nous voyons donc que les cOtés égaux entre eux
dans le parallélépipede primitif, sont encore restés
égaux apres son changement de forme : le parallélisme
de ses cOtés est une conséquence de leur égalité; par
conséquent, l'élément de volume que nous considé-
rous conserve, a la fin de dz, la forme d'un parallé-
lépipede, mais qui n'est pas rectangle, comme an
commencement de cet instant.

On aura le volume de ce parallélépipide obliquan-
gle, en multipliant I'une de ses faces, par exemple ,
la face M'A'D'B', par la perpendiculaive C'P' abais-




IIYDRODYNAMIQUE. 67
sée du point € sur cette face; V'aive du parallélo-
gramme M'A'D'B’ est égale au produit de ses deux
cotés M'A’ et M'B’, ‘multiplié par le sinus de Iangle
A'M'B'; et la perpendlculalrc. C'P’ se déduit du ¢bié
('M’, en le multipliant par sin C'M'P’; par conséquent,

le volume du nouveau parallélépipede aura pour
valeur

MA" . M'B'. M'C’. sin AM'B'. sin C'MEP.

Or, les angles A'M'D’ et C'M'P’ étaient droits dans le
parallélépipéde primitif; chacun d’eux ne peut donc
maintenant différer d’un angle droit, que d'une quan-
tité infiniment petite; le sinus de chacun de ces
angles ne différera donc de l'unité, que d’un infini-
ment petit du second ordre; par conséquent, si Ion
néglige les infiniment petits du cinquiéme ordre, il
faudra faire sin AM'B'=1 et sin CM'P'== 1, dans
le produit précédent; ce qui le réduit a
MA'. M'B". M'C.

Donc, en mettant pour chacun des facteurs sa
valeur précédente, effectuant la multiplication, et
négligeant  toujours les infiniment petits du cin-
quieme ordre, ce 'produil sera

( + 3 - - dt + = de + n’r) dxdyds.

Tel est donc, 3'la ﬁn‘du ten’ip" =it le volume
de Téiément qui était dedydsz, d 12 fin du temps £
En méme t(’l’ﬂ]aa, la densité p est devenue p - pldr;
en:multipliant done ce volume par p - pds, et re-

2. 43




694 TRAITE DE MECANIQUE.
tranchant du produit la masse primitive pdx dy ds ,
on aura la variation de cette masse pendant l'instant
dt; et cette variation devant étre nulle, il en résul-
tera I'équation

P’ +P(dr+d_;r dw)__o,

en négligeant les infiniment petits du cinquieme
ordre ,%t supprimant ensuite le facteur dz dx dy dz,
commun i tous les termes. Par conséquent, dapres
la valeur de p’ du numéro précédent, la quatrieme
équation du mouvement qu’il sagissait de former,
sera

dp d. Fu

T P R0n )

649. Cette équation appartiendra aux liquides et
aux floides aériformes; mais la quantité p’ étant
nulle, dans le cas des liquides regardés comme in-
compressibles, cette équation se partagera en deux
autres, savoir :

%—l—ui—‘p-{-vi{f—[-wﬂ: f
dw (5)
+ + 7 =

En les joignant aux trois équations (3), on aura un
nombre d'équations égal 4 celut des cing inconnues
PrPsrtiy v, w, quelles doivent servir 4 déterminer
en fonctions de x, 7, z, . Quand le liquide est ho-
mogene, la densité p est une constante donnée; ce
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qui réduit les inconnues a quatre, et fait en méme
temps disparaitre la premiére équation (5).

Relativement aux fluides élastiques, on n’a aussi
que quatre équations, savoir, les équations (3) et (4);
mais alors ld densité est liée i la pression; ce qui
réduit 2 une senle les deux inconnues p et p. Si Fon
suppose que la température soit la méme dans toute
la masse du fluide a I'état de repos, les dilatations
ou compressions des élémens de ce fluide, qui auront
licu pendanl son mouvement, feront varier cetie
température , et la pression p ne sera plus propor-
tionnelle a la densité g, dans I'état de mouvement,
comme elle I'est dans I'état d’équilibre. On verra,
dans la suite, comment on peutavoir égard a cette cir-
constance, dans le cas d'un mouvement trés rapide.
Maintenant je supposerai qu’il s'agisse d’un mouve-
ment assez lent pour qu’elle n’ait aucuue influence
sensible ; en sorte que l'expressioa de p en fonction
de Ps soit celle qui convient i I'état dequlllbre
savoir (n 624),

= k(1 + 28); (6)

§ désignant la tempe'rature commune i tous les points
du fluide, « le coefficient 0,00375 de la dilatation
des gaz, et k une constante relative 4 la matiere du
fluide que l'on considere.

Lorsque les valeurs de p, p, #, v, w, auront été
déterminées, soit au moyen des cinq €équations (3)
et (5), soit d'aprés les cing équations (3), (4), (6),
on en déduira les valeurs de &, 7, z, en fonctions de
¢, et deleurs valeurs initiales ', ¥/, z’, an moyen des

e
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équations (1). Les intégrales de toutes ces équations
aux différences partielles renfermeront des fonctions
arbitraives, qui resteront encore & déterminer, d'a-
pres 1'état initial du fluide, et au moyen de certaines
conditions relatives & sa surface dont il sera question
plus bas.

650. Quand la température n’est pas la méme dans
toute la masse fluide i lorigine du mouvement, elle
varie ensuite d’un point & ux autre, et, pour un méme
point, d'un instant a lautre; en sorte que'si I'on
désigne , au bout du temps #, par 0, la température
qui répond aux points dont &, y, =, sont les coor-
dounées, cette quantité f est une fonction inconnue
de £, =, 5, 5, et pour la déterminer il faut joindre
une nouvelle équation aux précédentes. Cette équa-
tion sera différente dans les deux cas d’'un liquide et
d’'un fluide aériforme, que nous allons successive-
ment considérer.

1°. Supposons qu’il s'agisse d'un'liquide homogene,
tel que l'eau, pour fixer les idées. La température §
variant d’un point 2 un autre, la densité p variera
de méme, et sera une fonction déterminée de 8, que
je représenterai par f8(*). La quantité ¢ ne sera
plus nulle, et 'équation (4) ne se décomposera plus
dans les deux équations (5). La chaleur spécifique
du liquide et la mesure de sa conductibilité seront
aussi des forctions déterminées de 8; mais si on
suppose que la communication de la chaleur dans

{’} Pour la forme de cettefonction, voyez le Trailé de p,{.,;_,,r_
sigue de M. Biot, tome 17, chapitre X1
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Vintérieur de Veau, ait lien comme dans un corps
solide, par un rayonnement a distance insensible,
'équation relative au mouvement de la chaleur dans
ur® corps hétérogene, que jai trouvée autrefois,
sappliquera a Ja masse d’eau que nous considérons
car elle fait connaitre Vaccroissement instantané de
température quia lieu en un point quelconque d'un
corps, dans lequel la chaleur spécifique et la condue-
tibilité varient arbitraitement d’'un point 2 un autre;
et d’aprés la maniére dont elle a été formée, clle ne
dépend -pas du mouvement du point matériel que
Ton considére, nmon plus que du mouvement des
points circonvoisins. Ainsi, en appelant 8'dt Vaccrois-
sement de @ pendant Uinstant d¢, on aura (¥)

d.h‘%i d.hj_; d. h‘ng
;o' oy i 5
gﬂ SR, ) . dy i dz ’ (7)

équation dans laquelle on fera, d'apres la formule (2),

@ (] i
= z4+u %+ué+w%,
el o g et Aicont des fonclions de 0, quirepresentent
la chaleur spécifique rapportée 4 l'unité de masse, et
la mesure de la conductibilité. Chacune de ces fone-
lions est censée connue, ainsi que fB,de maniére
que les équations (3), (4), (7), seront en nombre
égal a celui des inconnues 8, p, u, v, W, quelles .
ronferment. Dans le cas d’un liquide hétérogene,, les

—

(¥) Journal de I'Ecole Polytechnigue, 19° caliier, page 87.
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trois quantités p, g, %, relatives au point de sa masse
dont les coordonnées sont x, ¥, z, dépendraient de
la température § et de la matiére du fluide en ce
point, et seraient, par conséquent, des fonctidns
données de § et des coordonnées initiales x', ', 7,
de ce méme point.

2°. Sile fluide que lon considére est une masse
d’air ou d’'un gaz quelconque, dont la température
0 varie d'un point 2 une autre , et que dans I'état de
mouvement, la pression soit toujours supposée pro-
portionnelle 2 la densité, comme dans le n°® précé-
dent, I'équation (6) aura toujours lieu ; mais I'équa-
tion (7) ne subsistera plus; car elle est fondée sur
T'hypothése que la communication de la chaleur dans
lintérieur du corps se fait par un rayonnement i
distance insensible; et, au contraire, la chaleur
rayonnante traverse les fluides aériformes, dans de
trés grandes épaisseurs; en sorte qu'il y a échange de
chaleur entre des molécules trés éloignées I'une de
l'autre. Cette équation devra donc étré remplacée par
une autre, que l'on joindra aux équations (5), (4),
(6), afin d’en avoir un nombre égal a celui des in-
connues p, p, 8, u, ¢, w. Dans le probleme des
vents alisés, par exemple, qui sont produits par les
différences de température des couches atmosphéri-
ques, on formera celte sixieme équation de la ma-
niére suivante, qu’il nous suflira mainténant d’indi-
quer. -

La quantité de chaleur recue pendant I'instant d%,
par l'élément quelconque @ de la masse fluide, €t
qu’on peut supposer proportionuelle 3 dimdt, se com-
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pose de la chaleur solaire absorhée par din pendant
cet instant dt, A laquelle il faut d’abord ajouter la cha-
leur rayonnante que cet €lément recoit, dans ce méme
instant, d'une partie de la surface de la terre et de la
partie de I'atmosphere dont la comrnunication avec
dm n'est point interrompue par cette surface, et, en
outre, la portion de chaleur qui peut étre communi~
quée 2 dm par les élémens circonvoisins, comme
dans les corps solides. En retranchant de cette somme
la quantité de chaleur émise au dehors par I'élément
dm, pendant Tinstant df, soit par communication,
soit par rayonnement a grande distance, on aura
T'augmentation instantanée de la chaleur de dm, que
Yon peut représenter par Admdt; A étant un coefli-
cient dont je me borne a indiquer Vorigine. D'un
autre cOté, cette augmentation de chaleur est égale
a gh'didm, en designant toujours par g et bde, la
chaleur specifique rapportée a lunité de masse, et
I'accroissement instantané de température;- on aura
donc 8dmde = gh'dmdi, ou A = gl pour I'équation
demandée, qu'on devra substituer a 'équation (7).

651. Avant d’aller plus loin, il y a une remarque
importante a faire relativement a I'équation (4)

D’aprés la maniere dont elle a été formée, elle
exprime que la masse de édlément différentiel dm dw
fluide ne varie pas pendant I'instant dt; mais c'est:
pour abréger que l'on a considéré le volume de cette
partie du fluide comme infiniment petit; et si I'on
divise le volume total en parties de grandeur finie;
mais insensible , dont chacune renferme néanmoins
wn nombre extrémement grand de moléculesy Vé—+
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quation (4) exprime réellement que chacune de ces
parties renferme toujours les mémes moléeules, et
que, par conséquent , sa masse est invariable. Clest
pour cela qu'elle est désignée sous la dénomination
d'équation de la.continuité du fluide: Or, il existe des
mouvemens danslesquels cetie continuité n'a pas lieu,
et.ou Lon ne doit plus faire usage de Véquation qui
s’y rapporte.

Supposons, parexemple, que de Feau soit contenue
dans un' cylindre vertical, ouvert & sa partie supe-
rieure. Si; I'on échauffe le liquide par en haut, la
température seracroissante, et la densité décroissante,
en allant du fond a la surface; la masse fluide s'al-
longera, les couckes horizontales se remplaceront
successivement, et I'équation de la continuité sappli-
quera a ce mouvement. Mais si le liquide est échauffé
par en bas, la densité sera croissante et la tempé-
rature décroissante de bas en haut- & la rigueur, les
couches horizontales pourront encore se remplacer
successivement ; mais un pareil'mouvement ne serait
pas stable; et I'observation montre que les moldcules
d’eau s'élevent du fond vers la surface, en traversant
les couches supérieures. Toutes les parties tres pelites
du liquide ne sont pas constamiment formées des
mémes 'moléeules; I'équation (4) n'a done pas lien
daxis cegenre de mouvement; et il est méme doutenx
que les équations (3), fondées sur e principe de
T'égalité de pression en tous seus; puissent sy appli-
quer; em sorte que , dans.l'état actuel de la science,
nous N'avens aucun moyen de déterminer le maou-
vernent d'un liquide dont les couches se traversent
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mutuellement, les unes en mentant, les autres en
descendant. La méme remarque sapplique aux
mouvemens verticaux ‘qui peuvent exister 'dans
chaque colonne atmosphérique, dont les couches in—
férieures, échauflées par le contactiavec la terre, et
devenues plus légeres, s'élévent en traversant les
couches supérieures. La détermination deces mouve—
mens, d'un genre différent de ceux qu'on a considérés
© jusqu’a présent, et leur influence sur les variations
diurnes du bargmeétre, sontdes questions sur lesquelles)
il importe d’appeler Pattention des géometres.

652. Dans les mouvemens des fluides que Ton
soumet au calcul, on a coutume de 'supposer que
les points qui se trouvent, & une époque détermindée,
sar une paroi fixe ou mobile, ou qui appartiennent
a la surface libre d'un liquide , demeureront sur cette-
paroi, rou appartiendront & - cette surface , pendant
toute la durée du mouvement; en ‘sorte ‘que Fon
exclut:les mouvemens trés compliqués dans lesquels
des points d’un fluide, aprés avoir appartenu a sa su-
perlicie,, rentreraient dans lintérieur de la masse,
ou réciproquement ; et 'on exclut, méme les cas ou
des points d'un liquide passeraient alternativement
de la surface libre a la surface en contact avec une
paroi fixe ou mobile. Ces -conditions particulieres
auxquelles on assujettit les mouvemens que 'on con-
sidére, s'expriment par les équations suivantes,

Soient toujours x, ¥, z, les coordonnées variables
d’un point du fluide, et

f('{: Xy s 5) — 0,
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Péquation d'une surface fixe ou mobile qui passe par
ce point au bout du temps ¢, et que nous appelle-
rons S, pour abréger. Désignons aussi par «', ', 2,
les coordonnées initiales du méme point, de sorte
que x, y, z, soient des fonctions de ¢, x’, ¥/, 7.
Si 'on substitue leurs valeurs dans Péquation donnée,
elle se changera en

Biz, 24 o', 2 ="0;

et fous les points du fluide dont les coordonnées
initiales salisferont a cette équation , seront ceux qui
appartiennent , au bout du temps #, & la surface S;
par censéquent , pour que ces points soient constam-
ment les mémes, il faudra que la fonction F pe
renferme pas la variable £ Si donc S est la surface
libre, ou celle d'une paroi fixe ou mobile, il faudra
que la fonction f(¢, x, ¥, z) soit indépendante
de ¢, en y regardant x, y, z, comme des fonctions
de ces variables; sa différentielle compléte par rap-
port a ¢ devra donc étre nulle; et d’apres la formule
(2), on aura
r{-i‘,{—]—-ui—,—{—}—vj;—}:—}-w%:o, (8)

pour exprimer la condition ci-dessus ¢noncée.

Dans le cas d'une paroi fixe , la fonction fne ren-
fermera pas explicitement le temps £; en la repré-
sentant par L, de sorte que L =0 soit l’équation
donnée de la paroi, Uéquation (8) deviendra

dL dL dL
uﬁ}-{-v@-i-w—az-__o‘ (9)
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Si l'on désigne par { la résultante des vitesses

w, v, w, et par 2, 6,9, les angles qu'elle fait avec

les directions des x, ¥, %; si l'on appelle aussia, 5,

¢, les angles que faitla normale & la paroi avec les
mémes directions, et qu'on fasse

dLN? dL\® dLy?
&)+ (&) + (@ =»
on aura, en méme temps,

u= (cosa, v = {cos€, w = Zcosy,

dL dL dL
5 = Acosa, P da Acosb,a—; = Acosc¢;

et, en substituant ces valeurs dans I'équation (g), et

supprimant ensuite le facteur commun (A, elle de-
viendra

cosa cosa = cos6 cosbh =~ cos y cosc = o.

Cette équation (g) signifie done que la vitesse de
chaque point de fluide adjacent & une paroi fixe, est
normale & cette surface ; et, en effet, c’est la condi-
tion nécessaire et suflisante pour que ce point ne se
détache pas de la paroi, et ne fasse que glisser sup
sa surface. ‘

A la surface libre d'un liquide, la pression p est,
en général, une quantité constante; mais elle pour-
rait dépendre de ¢ et étre seulement indépendante de
a, ¥, %, sila pression extérieure, commune i tous
les points de cette surface, variait avec le temps; en
la désignant par T, T'équation de la surface libre
sera donc p— T=o; ct en meltant p—T a la
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place de f dans I'équation (8) on aura

dp dp dT .
+u"+s'-[—’+ L=75 " (i)

pour I'équation qui aura lieu en méme temps que
p— T =0, ou en méme temps que I'équation diffé-
rentielle de la surface libre , qui 'a été donnée dans le
n° 647.

Nous ferons remarquer que les équations (8), (g),
(10) auront encore lieu , sans erreur sensible, lorsque
les points du fluide ne s'écarteront de sa superficie,
que:de quantités insensibles. Par conséquent, si l'on
considere , comme dans le numéro précédent,
une portion du fluide dont les dimensions scient de
grandeur finie, mais insensibles, et qui contienne
néanmoins un nombre immense de molécules, et si
Yon suppose quune partle de sa surface appartienne
a celle du fluide, 4 une époque déterminée, ces
équations exprimeront, en réalité, que cela aura
lieu pendant toute la durée du mouvement. Cette
partie commune aux deux surfaces, pourra, d'ailleurs,
varier en étendue dans des rapports quelconques;
et la petite portion de fluide doat il s'agit, en se dé-
placant a la superficie du fluide, pourra s'étendre
ou se rétrécir sans que son volume change dans le
cas d'un liquide, ou sa masse dans le cas d'un fluide
quelconque. Ainsi, par exemple, lorsqu'un liquide
pesant oscille dans un vase ouvert a sa partie supé-
rieure, Vétendue de’sa surface libre et celle de sa

surface de contact avec les parois du wase varient
pendant le mouvement, de sorte que le nombre des
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points matériels du liquide, qui sontsitués i I'ane on
Tautre de ces deux surfaces, n’est pas constamment
le méme ; mais les équations (g) et (10) peuvent
avoir lieu néanmoins, si I'on considére quelles ne
répondent pas seulement a des points isolés, mais
qu'elles se rapportent a de petites portions do li-
quide, de grandeur insensible et de forme variable.

Ces équations particulires que Lagrange a intro-
duites dans la théorie des fluides, concourront,
dans chaque cas, avec I'état initial du systérne,-a
déterminer les fonctions arbitraires qui seront conte-
nues dans les équations du mouvement.

655. Dans un cas tres étendu, on peut reduire les
trois équations (3) & une équation aux différences
partielles du premier ordre, et faire dépendre d’'une
seule quantité, les trois inconnues z, v, w. Cecas a
lieu, lorsque la formule wdx ~ vdy + wdz est une
différentielle exacte d'une fonction de x, 7, 2, re~
gardées comme des variables indépendantes, et que
le fluide dont on s'occupe cst homogene et partout a
la méme température, dans son état d'équilibre.

Soit alors

udx =+ vdy -+ wdz = do;
¢ désignant une fonction inconnue des quaire va-
riables #, x, y, z, mais la différentielle d@ étant

prise seulementpar rapporta x, y, 2, de sorle qu'on
ait
dp dp ) dgp ;
il — ;E“' [ L—lj-‘, W = =3~ (n)

D'aprés la nature des forces X, Y, Z, qui provien-
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nent toujours d’attractions ou de répulsions, dont les
centres sont des points fixes ou mobiles, ou les points
mémes du fluide, on a aussi

Xde + Ydy + Zdz = dV,
et, par conséquent,

dav av dv
X — E’ Y = CZ'V-'-’ Z —_——
V étant une fonction de ¢, x, y, z, qui n'est diffé~
renti€e que par rapport 3 &, 7, z. Dans le cas d’'un
fluide élastique dont la densité est constante & I'état

de repos, l'intégrale f ‘iﬁ s'exprimera par un loga-

rithme, si I'on suppose que la loi de Mariotte ait en-
core lieu a I'état de mouvement; sil'on tient compte
des variations de température qui accompagnent
celles de la densité pendant le mouvement, cette
intégrale sera une autre fonction de p; et dans le cas

- - 1 4 hd 1 I
d'un liquide homogene, elle se réduira 4 = p, abs-
p

traction faite de la constante arbitraire. Pour com-
prendre tous ces cas en un seul, je ferai

2=

dp _dP xdp__ dP
=" dx’ T dy T &y

il en résultera

vy _ap
R R

dz?

et au moyen de ees valeurs et des précédentes, les
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€quations (5) deviendront

®_aV_de _do Zo _dg e _ dp o
dr = dz  dzdi  dz dx* T dydedy — dz dxds’
dP 4V d*p do d'gp dp d'o __ dp &¢
dy — dr dydt dy dydc dy dy* dz dydz?
dP __ dV d*p dy d'p do d'¢ dp dp

=@ ddi  dr dedr  dr dedy . dz dz* "

Je les ajoute apres les avoir multipliées par dx, dy,
dz; il vient

v = S0 [ + ()4

et tous les termes de cette équation étant des diffe-
rentielles exactes a trois variables x, 7, z, on en
déduit immeédiatement

V_p="24 {(j—’;) + (j—j) & (gf)] @)

La constante arbitraire qu'on devrait ajouter dans
cette intégration , peut étre censée contenue dans la
quantité inconnue @, et I'on peut regarder les inté-
grales V et P comme des quantités entierement dé-
terminées.

Cette équation, qui remplacera les trois équations
(3), fera connaitre la valeur de p, quand celle de ¢
sera déterminée; les équations (a) détermineront
aussi les trois inconnues u, ¢, w; et quant i la va-
leur de @, elle se déduira de Iéquation (4), qui de-
vient
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do dz dp
d.p— daopi=—= pe==

dp P ¥ g dy T 25 :

de dx dy =i fly e 8 (€)

Dans le cas d’'un flnide incompressible,, cette équation
se réduira a

&'p d'p d'g A
dxn + al‘y.n + E _— 07

dans le cas d’un flnide aériforme, on ¥ mettra pour p
sa valeur en fonction de P> et pour p sa valeur ti-
rée de I'équation (b).

654. Pour que la formule uday - vdy 4= wdz soit
une différentielle exacte pendant toute la durée du
mouvement, il faut qu'elle le soit i Porigine , et que
les valeurs initiales de u, v, w, qui sont donndes
arbitrairement en fonctions de «, Y, 2, satisfassent
aux conditions d'intégrabilité. Réciproquement, on
admet qu’il suffit que cette formule soit une diffé-
rentielle exacte relativement 4 une valeur déterminée
de z, pour qu’elle le soit aussi pour toutes les valeurs
de cette quantité;; mais cette proposition n’a pas toute
la généralité qu'on Iui suppose. Voici comment on
la_démontre.

Soit £, une valeur particuliere de ¢; SUPPOSOIis
que pour cette valeur on ait

wde = vdy - wdz = do ;

@, €tant une fonction de x, ¥, 2. Si Top désigne
par € un intervalle de temps infiniment petit, et que
le temps # devienne ¢, - ¢, les quantités z, ¢,
varieronl aussi; et en supposant que leurs expres-

W,
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sions en fonctions de £ soient développables cuwant
les, puissances de ¢, on aura

L
dp, £y dp,
U T "'_'rfy+w WS g ey,

et, par conséquent,
udax 4 ody +wdz = do, - e(udx - v dy +=wdz) ;

en désignant par , v, , w,, des fonctions de x, ¥, z.

Pour avoir les valeurs des différences partielles
d o
%’ d_: &%, qui entrent dans les équations (3), il

faudra dlfferentlcl‘ ces valeurs de u, v, W, par rap-
port a ¢; ce qui donne

=

2w, Z=p, Py,

dt 7l #2p A .
En les substituant avec celles de u, v, w, et de leurs
différences partielles relatives a x, 7, z, dans ces
équations, et supprimant ensuite les termes multi-
pliés par ¢, il vient

I ﬂ-’——x-——-'u dp, d°¢, dp, d',  dp, d’e,
s dr™ ¢~ dzx dr*  dydedy  dz dzdz’
VP e iy e P800, A0 SRR,
¢ E.y_ 4 dr dydz dy dr* dz dyds’
Idj) Z—?i’—%ﬂ——%d—%—i_%@!°
¢ 33 s 7 dr dzdx dy dzdy dz dz» ?

d’ou1 U'on tire, d’apres les notations précédentes
udx —+ v dy 4 wds
1 /d@ r.f@
:dV—-(]P‘—‘;d- \d‘l.)+ )+(

2.
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etd’onr il résulte que la quantité (1 dxe9 dy-4-widz)e,
dont s'accroit la formule uda —+ vdy < wdz pendant
le temps ¢, sera uneifférentielle exacte. Par consé-
quent, cette formule sera une différentielle exacte au
bout du temps’ ¢, 4 €, puisqu’on suppose qu'elle
'est au bout du temps £ ; elle le sera au bout du
temps £, 2¢, puisqu'elle Test au hout du temps
t,=¢; et ainsi de suite. Et comme on peut prendre ¢
positif ou négatif, on en conclut que cetie formule
udox + vdy 4 wdz est une différentielle exacte pour
toutes les valeurs de #, si l'on s'est assuré qu’elle
le soit pour telle valeur qu'on voudra de cette va-
-riable.

Mais cette démomnstration suppose que les valeurs
de u, v, w, qui répondent a £ - ¢, peuvent se
développer suivant les puissances de ¢, ou, ce qui
revient au méme, elle suppose que les expressions
de u, v, w, en fonctions de #, satisfont aux équa-
tions du probleme et a toutes celles qui sen dé-
duisent par des différentiations relatives & #. Or,
cela n'a pas toujours lieu a 'égard des expressions
de u, v, w, en séries d'exponentielles et de sinus
ou cosinus, dont les exposaus et les ares sont pro-
portionnelsa ¢ ; et la démoustration étant endéfaut, la
proposition peut aussi étre, et elle est effective-
ment en défaut, dans certains cas dont j’ai rencon-
iré des exemples. Dans chaque probleme . les ex-
pressions de u, ¢, w, dont il Sagit, satisfont aunx
equations relatives A la masse et 3 la surface du
fluide en mouvement; en y déterminant conve-
nablement les’ coefficiens des exponentielles et des
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sinus ou cosinus, elles représentent U'état initial et
donné de tous les points du flaide; et si les séries
. qui en résultent sont d’ailleurs convergentes, cela
suffit pour qu'elles renferment la solution de Ia
question, quoiquun de leurs caractéres particuliers
soit de ne pas toujours satisfaire aux équations qui
se déduisent de celles du mouvement, par de nou-
velles différentiations,

655.La condition d’intégeabilité de la formule
udx = vdy 4~ wdz n’a pas lien dans le mouvement
d'un fluide qui tourne, sans changer de forme, au-
tour d'un axe fixe. En effet, les composantes de la
vitesse d'un point quelconque sont alors les mémes
que dans le cas d'un corps solide; en prenant donc

Paxe fixe pour celui des z, et désignant par » la

vitesse angulaire de rotation, on aura (n° 587)
U=— YR, P==X®, W=0;
d'ou il résulte

udae == vdy 4 wdy = & (xdy — ydzx) ;

quantité qui n’est point une différentielle exacte ,
puisque le facteur w est indépendant des coordonnées
xiet y.

Il en résulte que pour déterminer la pression p
en un point quelconque, il faudra recourir, dapg
cei exemple , aux équations (3). Or, en y mettant
les valeurs de z, v, w, et considérant & comme
une quantité constante par rapport a £, aussi hien
que par rapport a x, 7, %, 1l vient

44
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10'_;?_ ; vdp 4 L dp_
" dI—X-—[—GJ-I’, ;%‘,——Y‘I'wf: ;z—z:
'ou l'on tire

L dp = Xz - Ydy + Zds + & (wdx+ rdy)

¢quation qui coincide avec celle qu'on a irouvée dans

° 580, par la considération de I'équilibre des
‘orces données qui agissent sur tous les points du
fluide, et de leurs forces centrifuges résultant de son
mouvement de rotation.
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ARVAAVARA UV Y

: - CHAPITRE 1I.

DPE LA PROPAGATION DU SON.

656. Il n'entre pas dans le plan de.cet ouvrage, de
faire connaitre les résultats nombreux qui ont €té dé-
duits des équations générales du mouvement des flui-
des qu'on vient de donner ; je me contenterai dindi-
quer les ouvrages daus lesquels on peut les trouver
Dans le chapitresuivant, je déterminerai le mouvemc:;
d'un fluide qui s'écoule dans un vase, dapreés un
hypothése particuliere et approximative , générale-
ment suffisante pour la pratique ; et, dans celui-ci,
je prendrai pour exemples de application des équa-
tions générales , les cas les plus simples de la théorie
du son. ‘

1°. On trouvera, dans les tomes II et V de la
M¢écanique céleste , tout ce qui est connu jusqu’a
présent sur les oscillations de la mer et de 'almos—
phére , produites par les attractions de la lune et du
soleil.

2°, Le tome II de la Mécanique analytiqie ren-
ferme la délermination, .par le moyen de séries con-
vergentes, du mouvement d'un liquide pesant, soit
dans un canal trés étroit, soit dans un vase tres pro-
fond.

5. Relativement aux oscillations de ce liquide
dans un vase d'ume profondeur que]coﬁque 5.je
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renverrai au Mémoire que j'ai ins€ré, sur ce sujet,
dans lggtome XIX du Journal de M. Gergonne,

4°. *Pour le probléme de Ia propagation des ondes
a la surface et dans lintérieur d’'une eau stagnanie ,
je renverrai de méme & mon Mémoire inséré dans le
tome I** de I'"Académie des Sciences.

5°. Sur Fécoulement des fluides élastiques dans les
vases et dans les tuyaux, on peut consulter le Mémoire
de M. Navyier, qui fait partie du tome IX de cette
Académie. :

6°. Eufin, pour tout ce qui concerne la théorie du’
son, et, géuéralement, la propagation du mouve-
ment dans un milien ¢lastique ou dans plusieurs mi-
lieux superposés, jindiquerai les Mémoires que j'ai
écrits sur ce sujet, et qui font partie du 14° cahier du
Journal de U'Ecole Polytechnique, et des tomes 1l
et X de I'’Académie des Sciences.

657. Pour donner une application des équations
générales, considérons un fluide élastique homogene,
dont la température et la densité soient partout les
mémes dans son état d’équilibre, et qu’on ait écarté un
tant soit-peu de cel état, de sorte que pendant tout le
mouvement qui en résultera, les vitesses de ses dif-
férens points soient trés petites, et les condensations
ou dilatations dont elles seront accom pagnées soient
aussi de trés petites fractions. Nous négligerons, en
conséquence, les carrés et les produils de ces quan-
1ités ; ce qui réduira les équations du mouvement a
la forme linéaire , et permettra d’'en obtenir les inié-
grales sous forme finic. Nous ferons aussi les forces
X, Y, Z, égales a zéro, afin que la densité du fluide,
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dans I’état d'équilibre, soit constante, comme nous
le supposons.

Soit D cette densité ; p étant celle qui a lieu dans
I'état de mouvemeni, au bout du temps ¢ et au
point dont les coordonnées sont x, y, z, on aura

=D 4 ),

" en désignant par s une fraction positive ou négative ,
qu’on suppose tres petite. Soient aussi /& et gmh la
hauteur et la pression barométriques qui répondent a
la densité D ; g représentant la gravité, et m la den-
sité du mercure. Dans I'état de mouvement, la pres-
sion p, qui répond a la densité p, serait gmh(1+5),
d'aprés la loi de Mariotte , si la température du fluide
était invariable; mais, & raison de la condensation
positive ou négative s, la température augmente ou
diminue; et si Je mouvement est assez rapide pour
que le fluide n'ait pas le temps de revenir a sa
température primitive, la pression variera dans un
plus grand rapport que la densité. Nous suppose-
rons donc qu'on ait, en général,

p=gmh{(x 4 s = 0);
& désignant une quantité de méme signe que §, et
qui en est une certaine fonction. A cause de la peti-
tesse de s, on peut supposer cette quantité ¢ propor-
tionnelle a s, et faire
¢ = 6s;
€ ¢tant un coefficient positif et indépendant de .
Au moyen de ces valeurs, on aura

dp = gmh (1 4= 6)ds;
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et il en résultera

f%ﬁ = a'log (14 3s),

en supposant que I'intégrale s’évanouisse avee s, et
faisant, pour abréger,

- gmh(x -6
e s,
St T'on néglige le carré de s et qu'on prenne cette
intégrale pour la valeur de la quantité P comprise
dans Péquation (5) du n° 653, on aura

e ey
o= o

s e . 3 " dp dpg dp
en négligeant aussi les carrés des vitesses T 3 dz
et supprimant le terme V qui provient des forces X,

Y, Z, cette équation () deviendra

T dp
e s (1)
et en la joignant aux équations (a), savoir,
dyp dp dep
U= —, p:E:?:’ W= —, (2)

ces quatre équations feront connaitre la condensa-
tion, la grandeur et la direction de la vitesse dg
fluide, au bout du temps ¢ et an point dont Jes
coordonnées sont x, ¥, z, lorsque la fonction @ aura
€té déterminée en fonction de x, ¥ %,k

Si les déplacemens des points du fluide sont aussi
supposés trés petits, c'est-i-dire, si Jes points du
fluide ne font que de trés petites oscillations, et n’ont
pas un mouvement commun de translation ou de




HYDRODYNAMIQUE. 697
rotation, les variables &, y, z, différeront tres peu
des coordonnées initiales x', »*, 7', du point auquel
elles répondent ; on pourra les regarder comme éga-
les & x', g/, &, en intégrant les valeurs de udt,
vdt , wdt , pour en déduire, & un instant quelconque,
les déplacemens de ce point suivant les irois axes
des coordonnées; et alors, on aura

x—x'= fudt, y—y' =fodt, z—2z'=fwdt;

les inlégrales étant prises de maniére qu'elles s'éva-
nouissent quand Z== 0.

Quant 2 la quantité @, pour obtenir I'équation dont
elle dépend, je mets D (1 +5) a la place de p dans
Péquation (c) du numéro cité; et en négligeant les
dp do dp :

produits de s et de e 1l vient

ds do d*p dp
atmtTpte=

ou bien, en substituant pour s sa valeur précé-
dente,
d'p
de

a0 d'e d'o d'g
= a* Py =} ;5,; == dz2)" (5)

Ces équations (1), (2), (5), sont celles de la théoric
du son dans un air dont la température et la densité
sont constantes. Elles supposent que la formule
udax - vdy ~-sdz soit une différentielle exacte; ce
qui a licu, effectivement, dans les deux cas particu—
lers auxquels nous allens les appliquer.

658. Supposons, d’abord, que Yair soit contenu
dans un tuyau cylindrique, et que ses points se
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meuvent parallélement a I'axe, qui sera horizontal ,
afin que la pesanteur ne fasse pas varier la densité.
En prenant 'axe des a dans cette direction » On aura
Y= 0 el w = 0; la quantité ¢ ne sera fonction
que de x et #; et l'équation (3) se réduira
d'o . 20
@ = 4o

On en déduira les mémes conséquences que de
I'équation (1) du n° 494, relative aux vibrations
longitudinales d’'une verge élastique. Quand le tuyau
se prolongera indéfiniment, @ sera la vitesse de Ia
propagation du son suivant sa longueur; quand il
sera terminé, et d'une longueur /, le nombre des
vibrations du fluide, dans I'unité de temps, corres-
pondant au sor le plus grave, sera en raison inverse
de I; quand le ton s'élevera » ce nombre croitra dans
le méme rapport que celui des neends de vibrations;
et en désignant par A la distance comprise entre deux
neeuds conséeutifs , et par n le nombre correspondant
des vibrations, on aura

a
n = —
2

En ces points, la vitesse des molécules d’air est nulle,
et la condensation s ne l'est pas; il y a, au contraire,
d'autres points ol cette condensation est zérg , et ol
le fluide est en mouvement. Les distances qui sépa-
rent ces autres points sont les mémes que pour les
pl‘e!ﬂiEI‘S, comme on peut le voir par les formules du
n° 495. Us jouissent d’une propriété qui sert a les
déterminer par Pexpérience, et qui Wappartient qu'a
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eux. Si on fait une ouverture a la paroi du tuyau
en I'un de ces points ou la condensation est nulle,
et quon établisse la communication avec Pair exté-
rieur , le mouvement du fluide intérieur n'est ancu-
nement changé, non plus que le toun quiil fait en-
tendre. En prenant pour A la distance de deux de
cespoints consécutifs, et pour 7 le nombre correspon-
daut au ton observé, I'équation précédente fera con-
naitre la valeur de @, et par suite celle de la quan-~
tité €, contenue dans Vexpression de cette vitesse.
L'usage, pour cet objet, du ton €levé qui répond &
une partie aliquote de 7, est préférable a celui du
ton fondamental , qui peut étre influencé par le mode
dinsufflation du tuyau et par les circonstances rela-
tives a l'embouchure. Cest de cette maniére que
M. Dulong a déterminé, pour l'air et différens gaz,
les valeurs de la quantité 3 du n® 637; laquelle
quantité est égalea 1 -6, comme on le verra tout
a I'heure.

659. Pour second exemple, je supposerai que la
masse d'air sétende indéfiniment en touns sens, €t
qu'elle soit ébranlée semblablement, suivant toutes
les directions, autour d’gu point fixe que je prendrai
pour erigine des coordonnées. Si l'on appelle r, au
bout du temps ¢, le rayon vecteur du point qui ré~
pond a x, y, z, et { sa vitesse, elle sera dirigée
suivant ce rayon, et sa grandeur sera une fonction
de r et £, ainsi que la condensation s; car il est évi-
dent que tout doit étre symétrique autour de Pori-
gine des coordonnées, pendant toute la durée du
mouvement. On aura
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et & cause de

Pl e Eprypy xdx = yda - zdz = rdr ;

il en résultera
ude 4= vdy + wdz = {dr;

en sorte que cette formule sera la différentielle exacte
d’une fonction de r et ¢ Cette fonction étant la
quaniité @, déterminde par I'équation (3), on aura

AR
E:_':'d‘?.:

pour la résultante des vitesses «, ¢, w.

En la différentiant par rapport a &, ¥, z, on aura
aussi

do

dp _ dp Jy dp__dp z
dr dy dr

— do = A
—dr 7 dyr " dr r* d& " .drr’

en différentiant une seconde fois, il vient

(Pﬂ)_ d‘$ at . iiip J"’—I—Z,
d* T drr 7 T oo ]

do o g , dp 2
I + dr

dy* = dr 7
| dp dp z* dp z* 4+
dt T dr e .~ 7

et, d'aprés ces valeurs , I'équalion (3) devient

2o . rdp | 2 dp
& =B\ T ah
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ou, ce quiest la méme chose,
dre __ . d.rp

Y (4)

Son intégrale complete est (n° 484)
rg = f(r -+ at) 4 Ftr — at);

f et F deésignant les deux fonctions arbitraires. Si
donc on fait

ﬂ_’f;’- ’ sz__ ’
Tf;""fz’ dz =¥z,

pour une variable quelconque z, on déduira de cette
intégrale

¢ = < [fir+at)+ F (r—at)]
——[flr+a)+F(r—an], \ (5)
. i[F’(r-— at) — f'(r-+at)];

et ces formules feront connaitre la vitesse et la con-
densation en un point et 4 un instant quelconques,
aprés quon aura déterminé les fonctions /et f”.pour
toutes les valeurs de r-f-ai, qui est une variable
_positive, et les fonctions F et ¥ pour toutes les va-
leurs positives ou négatives de r — at.

660. Tout étant semblable, par h ypothese , autour
de l'origine des coordonnées, il faut que le centre de
I'ébranlement du fluide demeure immobile pendant
toute la durée du mouvement; il est donc nécessaire
que la prenl'.iél‘e formule (5) s’évanouisse ayec r; ce
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qui exige que quand ce rayon est infiniment petit,
on ait ‘

Sf(r+ at) + F(r — at) = Tr,

S'r 4= at) +F(r — at) = T;
T désignant une fonction inconnue de £ En faisant
le rayon r tout-a-fait nul dans la premiére de ces
équations et dans.sa différentielle par rapport a at,
savoir,

flr =+ at) — F(r — at) = 55@

de’?

et mettant z au lieu de aZ, on aura done
S24+F(—z)=0, [flz—F(—z)=o0, (6)

mais seulement pour les valeurs positives de z. Ces
équations feront connaitre les valeurs de F(— z) et
F/(—z), d'apres cellede fz et fz; en sorte qu'il ne
restera plus qua déterminer les valeurs de fz, £z,
Fz, F'z, pour toutes les valeurs positives de z.

- "y B ney
Pour cela, soient «Lr et - ¥r les valeurs initiales

de ¢ et s, de sorte que Lr et ¥r désignent des
fonctions donuées depuis r=—o jusqua r=o= , dont
la premiere devra étre nulle pour 7= o, et qui sont
toutes deux de certaines vitesses. En faisant /=— o,
dans les équations (5), nous aurons

1 1
d,;ﬁ‘ rf.;l"r

R

dFr dfr

Aar et

dr ?
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d'ou V'on tire

e =y g()
7
Fr‘i‘r_— Y.or--c;

en représentant par b et ¢ deux constantes arbitraires,
et faisant

CArdr = ., ff¥rdr = Y,

on pourra supposer que ces deux intégrales s'éva-
nouissent pour telle valeur qu'on voudra de r; nous
prendrons tout a ’heure r =<0 pour cette valeur.

Sil'on a seulement égard aux constantes b et ¢,
les équations précédentes donneront

Jfr= 3tbr — jr, f'r=
Fr = 1br -+ ¢, F'r

Il

Bl Bim

on en conclut,

J(r + af)
J(r ~+ at)

pour r > af, on aura aussi

1b(r 4+ at) — ke,
+b;

I

F(r — at) = 3b(r — at) + 3¢
F'(r — at) = 153

pour r < at, on aura
flat — 1) = sh(at — 1) — %c,
Sflat—r = 3b;
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et en vertu des équations (6) il en résultera

F(r — at) = 3b(r — at) 4 ic,

F'(r — at) = 1b,
comme dans le cag de r > aél@ifr, en substituant ces
différentes valeurs dans les formtiles (5), on trouvera
quelles se réduisent 2 zéro; de sorte que les deux
constantes arbitraires & et ¢ disparaissent des expres-
sions de ¢ et s.

En en faisant donc abstraction, et mettant z au

lieu de » dans les équations (7) et dans leurs diffé-
rentielles, il vient :

[z = 1zl.z —1¥,.3,

f!z = -‘_-\],,z+§z(-\],z—?z), {8)
Fo= to.s4 19,

Fs = o+ 33 (Vat¥2),

pour les galeurs qui restaient a trouver.

Les formules (5) ne contiendront plus rien d'in-
connu, et renfermeront, par conséquent, la solu-
tion complete du probleme. On peut remarquer que
rien, dans la question, ne pourrait servir a déter-
miner les valeurs de f(— z), dont les formules (5)
n’exigent pas la connaissance.

661. Voici maintenant les conséquences relatives
4 la théorie du son, qui se déduisent de ces for-
mules.

Soit ¢ le rayon de I'ébranlement primitif, en sorte
que }r et ¥r aient des valeurs données arbitraire-
ment depuis r = o jusqu'a I = ¢, et soient zér0
depuis r==e jusqu’a r=o. Les intégrales -J,r et
¥, seront des quantités constantes pour toutes les




HYDRODYNAMIQUE. nak
valeurs de z qui surpassent ¢; et comme on les
suppose nulles pour 7 = ®, elles le seront aussi
depuis 7 = ¢ jusqu'a r=0. ‘

Cela posé, si l'on considére d’abord un point du
fluide compris dans étendue de I'ébranlement pri-
mitif, on aura 7 <& Tant que £ sera moindre que

~ : e , les valeurs de Sf(r=-at)et S (P4 at)ne seront

pasnulles, eton les déduira deséquations (8); 11 en sera
de méme a I'égard des valeurs de F(r—atz) et F'(r—at),

r
tant qu’on aura << ;; quand £ surpassera g, CeHes—
ci se déduirvont de celles de f(at —r) et Sfllat—r),
au moyen des équations (6); enfin, quand le temps ¢

; e
sera devenu plus grand que 2—

, tous les termes
des formules (5) seront nuls, et tous les poinis
contenus dans I’étendue de I'dbranlement primitif
seront revenus a l'état de repos. Ainsi, pour tous
les points compris dans la sphére dont le rayon
est ¢, la durée du mouvement décroitra, du centre
h i - 2
a la surface, enire les limites ;z et 75

En dehors de I'ébranlement primitif, on aura
r—at>e; ce qui fera disparaitre f(r-- at) et
S'(r=at) des formules (5), et les réduira a

{ = . F(r—at)— L F(r—at),

L 7
i —;F{J‘ (lt),

quand on :

-

r>at, ou bien, cn vertu des équa-

5 =

’
49
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tions (i)'} iy

I

7 L flat — ) — flat —r)
4 = S at r)—!— - flat—r),

i #=
yi= = (e —ul] S

lorsqu'on a at> r. Les valeurs des quantilés com—
prises dans ces expressions de £ et s scront données
par.les formules (8); elles seront nulles tant qu'en
aura r > at-- ¢, et le redeviendront des qu’on aura
r< at—e; dou I'on conclut que le son se propa-
gera a lair libre avec la méme vitesse @ que dans
Vintérieur d'un tuyau cylindrique; que le mouve-
mentde chagque molécule d’air subsistera pendant un
intervalle de temps €gal a % , et que la largeur de

'onde sonore sera égale au diametre 2¢ de V'ébranle-
ment primitif.

A une grande distance du centre de cet ébranle-
ment, on pourra négliger les seeonds termes des va-
leurs de ¢, qui sont divisés par 7%, par rapport anx
premiers qui ne l¢ sont que par r; on aura alors,
pendant toute la durée du mouvement ,

comme dans le n® {97, ot s représentait la dilatation
au lien de la condensation. La vilesse propre des
molécules d’air décroitra alors en raison inverse de 7.
On suppose lintensité du son proportionnelle au carré
de celte vitesse;; en sorte qua une grande distance du
lien de 'ébranlement primitif, elle décroitra en rai-
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son 1nverse du carcé de cette dislance; ce qui parait
conforme a l'expérience. :

Ces résultats ont encore lien, lorsque I'ébranle—
ment n'est pas le méme en tous'sens. A une distance
considérable par rapport 4 son diamétre , la vitesse du
son est uniforme et égale & la constante @ , les ondes
ont une forme & peu prés sphérique, et, suivant la
direction de chaque rayon, lintensité du son varie
en raison inverse du carré de la distance, quelle que
soit, d'ailleurs, sa variation en passant d’un rayon i
un autre. Cette intensité décroit aussi avee la den-
sité du milieu ol le son est produit; en sorte que,
pal‘.éxe.]nple, elle diminue & mesure qu'on approche
du sommet d'une haute montagne. En considérant Ia
propagation du son dans un air composé de couches
de différentes densités, on trouve qu'a distance égale,
son intensité ne depend que de la densité au lien de
Iébranlement primitif; d’on il résulte qu'une per-
sonne placée dans un ballon, doit entendre le hruit
quon fait & la surface de la terre, comme si elle était
a cette surfuce; tandis que le bruit qu’elle ferait serait
enlendu, a celte surface, cotnme si 'on était dans la
couche almosphérique ou se trouve 'aérostat.

Si I'intensite du son dépend de la grandeur des vi-
tesses des molécules d'air qui frappeunt l'organe de
I'ouie, silélévation du ton est réglée sur le nomhye
de ces coups dans un méme temps, ¢est-a-dire , gup
Ia répétition plus ou moins fréquente des vibrations
de I'air, on peut se demander ce qui fait la différence
d'une syllabe a une autre, chantées avee une méme
force et sur un méme ton. Selon Euler, cette diflé-

45.-
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rence doit étre attribuée i la forme de la fonction
qui exprime la oi des vitesses successives de I'air
pendant chaque vibration ; de maniére que l'or-
gane de la voix aurait la faculté de donner i cette
fonction la forme convenable, et I'organe de l'onie,
la faculté d'en apprécier les formes diverses.

662. Sans que la forme de I’equaixon (4) soit chan-
gee, on peut transporler I'origine des coordonnées en
d’antres points du fluide. D'apreés cela, si Pon désigne
par r,, r,, r,, etc., les rayons vecleurs d’'un méme
point, comptés de ces diverses origines, et si I'on sup-
pose successivement que @ soit fonction de £ et de cha-
cun de ces rayons, on satisfera Véquation ({pau
moyen de la valeur de @ du n° G5g, et des valeurs qul
sen déduisent, en y mettant r,, 1, , r, , etc., au lieu
der, et dmngedm a chaque fois les fonctions arbi-
teaires. A canse de la forme linéaire de cette équation,
on y satisfera donc aussi en prenant pour @ la somme
de toutes ces valeurs particuliéres; ce qui donne

= f 0+ at) + F(r — a]
b il [f('+nt)—r—1“(:_._a;)
I."f.u("n+ at) - F,-,("’,,—“ at}]

- et

(9)

Or, on conclura de cette formule, que i Pair est
¢hbranlé simultanément autour de chacune des ori-

e - : « 2l
gwes de r, r, 7, ctc., la condensation ;.? en un

point et a in instant quelconques, qui sera toujours
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donnée par I'équation (1), aura pour valeur lasomme
des condensations qui auraient lien en vertu de tous
ces ébranlemens isolés. De plus, en vertu des équa-
tiens (2), les composantcs de la vitesse au bout du

‘temps £, et en un point M, dont &, y, %, sout les
coordonnées par rapport a 'origine de r, auront pour
expressions

do __dodr , dodr, , do dr,

W = == e e AT :
P T T A R P B
dp __ de dr dg dr, c_!’@ dr,
e F dr d_j dr'i rf} dr, dy ~+ete.,
dp dp dr dp dr, dp dr
“’”E—'E}E&""a& d., cr”fl1+ etc. 3

- . dp dp dp ¢
les différences partielles 37 T etc. ¢lant

prises en regardant r, r,, r,, etc., comme des va-
riables indépendantes. Mais, si I'on appellex,, 7,,
z,, les coordonnées de M rapportces a Vorigine de 7,
et a des axes paralleles a ceux des ¢, ¥, z, ces coor-
données x,, 7,, z,, ne différeront de x, 7, z, que
d'une quantite constante; de sorte que 'on aura

dr, dr;. ok s ey dr, dr

e s

dz— dz, r,’ dr dy,” r’ & :
on aura de méme
l.{L” —] ﬂ d!'f.’ e -}"ﬂ d”u _.'-’2{’
dx r.? dy T e 7
en‘désignant par a,, y,, 5,» les coordonndes du
méme point, dont Yorigine est celle de r,; et ainsi
de suite. Les formules précédentes deviendront done
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* .
d@ x ;{p T dp x
==t et — 2 — 2L J. e
17} e & 7 -3 dr, 7. T ele.,
1 = dp . do v, do X o
! (f}" b d‘l; ?’ + E.?' F-',, + (—[L.,
dp z dg z, * .dp z
e S o e e — cte.
W dr r d’.’ "_, + (!j"” }‘” + 3

d'olt 'on conclut que la résultante de u, ¢, w, sera
la méme que celle des vitesses g,?, o ;—:—@', ete., di-
rigées suivant les ra yons vecteurs Py T, oGy ety
par conséquent, en vertu de la formule (9), la
méme, en grandeur et en direction , que si tous les
€branlemens autour des centres de ces rayons avaient
lien isolément; ce qui saccorde avec le principe de
la superposition des petits mouvemens.

0663. Cette formule (g) servira aussi 4 déterminer
la réflexion du son sur un plan fixe.

Pour tela, supposons que la masse d’air soit ter—
minée par un plan fixe AB (fig. 55), et que I'ébran-
lement primitif ait eu lieu autour du point C, origine
du rayon yecteur r, et ne se soit pas efendu jusqu’au
plan AB. De ce’ point, abaissons la perpendiculaire
CD sur ce plan; prolongeons-la d’'une quantité DC,,
égale & CD; supposons que C, soit Vorigine de s
et prenons la droite CDC, pour axe des & et des x,
En appelant % la longueur de CB; on auvra 2 — 7 et
%,=— F, pour lous les points du plan AB; pour
ces valeurs de & et «,, il faudra donc que la vitesse
i, perpendiculaire & ce plan, soit constamment nalle
(n® 652). Or, on satisfera i celte condition et & I'état

e . & 1 . \
initial du ﬂmde, en prenant pour ¢ la formule (o)
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réduite & ses deux premiers termes, savoir :
1+ p .
o=/ (r<4-at)+F (r—at)]
1 -, o - =
+ = Lf i (+at) - F, (r, —at)],

el déterminant convenablement les fonctions arbi-
traives f, F, f,, F,.

En effet, on déterminera les deux premieres,
comme précédemment, d’apres I'état initial du fluide
autour du point C; les points qui répondent & r, </,
n’appartenant pas au fluide , on pourra “donner telle
valeur qu'on voudra a chacune des fonctions it et
¥ r, sans altérer cet €lat initial ; on pourra donc pret-
dre pourles fonctions indiquées par f, et I, les ménies
fonctions qu'on aura trouvées pour ceilés dont les in-
dicessent f et F; la formule précédente deviendra
alors

1 “ \ S
o =-Lf (r4at)+ ¥ (r—at)] ]
O =
1 : : ({10)
2L at) P r—a)], |
et ne renfermera plus rien d'inconnu. De plus, pour
tous les points du plan AB, on a r,=r; on aura

20 . "

done ?? = ;; et comme on aaussl pources ménies
Tl

points & =rh et &, = — £, il en résultera u=0; en

sorte que la formule (10) représentera P'état mnitial du
fluide, et remplira la condition refative aux points
adjacens au plan AB; ce qu'il sagissait d'obtenir,
Soit M le point du flaide dout les rayons yecteurs
CM et C M sont » ¢t r,; en vertu des deux parties de
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la formule (10), e point sera d’abord éhrani¢ au hout

7 ’ y I
d'un temps ¢égal a

E 2 ]
» et ensvile au hout d'un

—_—

: - 5 :
temps égal & + " en désignant toujours par ¢ le

rayon de I'ébranlement primitif, Le premier mouve-
ment produira le son direct, et le second le son ré-
fléchi. Celui-ci sera le méme’ que si le plan AB
n'existait pas, et qu'un second ebranlement identique
avec celui qui a licu autour du point C, aiteun lieu
simultanément autour du point C,. 1l se propagera
avec la méme vites® 4 que le son direct, et aura
I'intensité correspondante 4 la distance CM, ou a
la ligue brisée CEM, en supposant que E soit le point
ou le rayon C M coupe le plan AB. Enfin EF étant
la normale & ce plan, les deux parties CE et ME dy
rayon sonore qui se réfléchit au point E, feront I'an—
gle d’incidence CEF égal 3 Yangle de réflexion MEF.
Ainsi, il résulte de la formule (10) que les lois de Ia
réflexion du son sur un plan fixe sont exactement les
mémes que celles de la lumiére.

664. Comparons maintenant la viteste ¢ , donnée
par la théorie, a celle qui a été déterminée par 'ex-
périence; et pour cela, voyonsd'abord ce que signifie
la quantité € contenue dans son expression.

Dapres les valeursde p, p, o, dun° 657, on a

gmbp (1 4 5 4 E3)
el o
ou plus simplement

gml.

1U == D {;(1-}-@5}}
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en négligeant le carré de 5. Supposons que » soit
Paugmentation de température qui répond i cette
condensation s; de sorte que la température’, qui
était § dans T'état d’équilibre, devienne 0 4=y au
bout du temps £, dans I'état de mouvement. A cet
instant, la pression p, la densité p et la tempéra-
ture § 4 », auront lieu simultanément; d'aprés
I'équation (1) du n® 624, on aura donc "

p=kp[1 42 (8- n)],

en désignant par k& un coefficient indépendant de la
densité¢ et de la température, et par o le coefficient
0,00375 defla dilatation des gaz. Daus I'état d’équi-
libre, on a

p=gmk, p =D, n=o;
appliguée a cet état, I'équation précédente sera donc
gmh = kD (1 + «f);

par conséquent, on aura, dans l'état de mouve-

ment, .
i bm-ﬁ ( \
P i P + l -+ al
et, en comiparapt cette valeur de p ala formule (a),
1l en résultera
a1 et
AT —|—a:8j-s"
Or, si T'on suppose les vibrations de l'air assez ra-
pides pour que la condensation s ait lieu sans aucsne
perte de chalenr, on pourra mettre s et » & la place
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de J' et @ dans V'équation (5) du n® 656; ce qui
donne ;
1 4+ 6 = 5
¥ étant le rapport de la chaleur spécifique de l'air
sous une pression constante, & sa chaleur spéeifique
sous un volume constant.
La valeur de a* du n° 657 deviendra, de cette
maniére,
s gmhy
at = S5,
Si lon appelle A la densité de 'air sous la pression
gmh et ala température zéro, on aura (n° 624)

et par conséquent,

@ = /S0 (4 ab) ()

Puisque la quantité 3 est regardée comme .indé-
pendante de la température et de la pression (n°® 637),
on voit , 1°. que la vitesse @ croitra avec la tempé-
rature § dans le rapport de \/1 - 2f & l'unité; 2"
qu’elle ne variera pas avec les hauteurs barométri-
ques, puisque ~ el A croissent en géme temps et
dang le méme rapport. Les académiciens francais en-
voyés au Pérou, pour la mesure d'un are du méri-
dien, ont, en effet, trouvéa peu pres la méme vitesse
du son 3 Quito, ol la pression baromélrique n'était pas
tout-a-fait de o™, 55, qu’a Paris, oi1 elle s'¢léve a o™, 76-
L'étal hygrométrigue de V'air doit influer un pea sur
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la valeur de @:la densité diminuant, toutes choses
d’ailleurs €gales, & mesure que L'air contient une plus
grande quaniité de vapeur, la vitesse @ augmentera
avec le degré d’bumidité; mais d’apres les données
du n° 631, alatempérature de 18°75, par exémple,
la densité de l'air sec excede a peine de 1, celle de
I'air chargé du maximum de vapeur; ce qui ne fait
qu’une variation de ;i; pour la vitesse du son dans
ces deux €lats exirémes de Ihygrométre.

Dans l'expérience la plus récente que l'on a faite
sur la vitesse du son, les commissaires du Bureau
des Longitudes ont trouvé

a = 340™,8q,
en prenant la seconde pour unité, et la température
de Pair étant 15°,g du thermomeétre centigrade. Or,
si Yon fait dans la formule (b)

~ 743
g = 980896, % = o",76, < = 10,402,
¢ = 9,00875, 0 = ,15%0: 95 07495

on en déduit
v = 10590,075

ce qui differe peu du resultat de I'observation. En
prenant (n° 657),
T4,
et conservant toutes les autres données, on troyve
a = 342",69,

dont la différence avec l'observation est en sens.con-
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traire de la précédente, et toujours trés petite. Si
Yon se sert de la vitesse observée, pour déterminer la
_ valeur dey au moyen de la formule
a'A
& e g T (RIS S
“ i gmh(1 == af)’

on obtient, d’aprés les données précédentes,
¥ = 1,4061.

G65. Il ne faut pas perdre de vue, en comparant
cette derniére valeur de 3 2 celle qui la précéde,
qu'elles supposent I'une et I'autre la dilatation ou la
condensation de I'air assez rapide pour que la quan-
tité de chaleur du fluide n'ait pas le temps de varier
sensiblement. Or, dans la propagation du son & l'air
libre, d'ott 'on a déduit la valeur 9 = 1,4061, il est
possible que la chaleur s'échappe ou revienne plus
facilement sous forme rayonnante, que dans le son
produit par I'air renfermé dans un tube , dont la con-
sidération a donné l'autre valeur 3 = 1,421, et o la
quantité de chaleur de chaque couche d’air ne peut
guére varier que par le conlact avec les parois du
tube. Cette remarque pourrait expliquer la différence
des deux résultats, et porterait & penser que la plus
grande valeur de % est la plus exacte.

En n'ayant poiat égm‘.d a cette quantité, la vitesse

e At gmh =
du son, réduite & \/ Sy est celle que Newton a

donnée. Elle est trop petite de plus d'un sixiéme.
- Pour quelle s'accordit avec l'expérience, Lagrange
avait remarqué qu’il faudrait supposer que la prossion
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variat dans un plus grand rapport que la densité, et

fut proportionnelle a peu prés a la puissance #; et,
en effet, en négligeant le carré de s, la valeur de p,
dont nous ayons fait usage , est

P = gmh(t -4 s) 1+C,‘

pour la densité D (1+-5), Mais il n'a assigné aucune
cause de cette variation plus rapide de la force élas-
tique de Fair; et clest Laplace qui I'a attribuée, le
premier, a la variation de température dont les con—
densations et les dilatations alternatives de Iair sont
accompagnées dans le phénomeéne du son.

Cest a cette méme cause qu'c‘:.;t due la propagation
du son dans la vapeur d’ean au maxinuum de densite.
Silon fait vibrer un corps $8nore dans un vaisseaun
fermé, qui coutienne cette vapeur non mélangée
d’air, Yexpérience prouve que le son se produit dans
celte vapeur et sentend au dehors. Or, si la tempeé-
rature de la couche de vapeur adjacente a ce corps
sonore n'était pas augmentée, quand elle est con-
densee par les vibrations de ce corps, elle se réduirait
en eau et se précipiterait sur ce corps, puisquon.la
suppoese au maximuim de densité relatif a la tempéra-
ture de l'espace ou elle se trouve; mais sa tempéra—
ture augmentant par la compression, la couche ad-
jacente au corps sonore peut se maintenir i Pétat
de vapear: eile condense ensui"te la couche suiv.‘mte,
celle-ci, la couche qui vient aprés, et ainsi de suite;
de sorte que le son se propage, comme dans yp gaz
permanent, jusqu’a la paroi intérieure du vase. Les
dilatations des couches de vapeur, qui snivent leurs
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"condensalions , sont accompagnees d'une diminution
de température, qui ne les véduit pas non plus en
eau, puisquc leur densité diminue en méme tempe,
et descend au-dessous du maximum relatif dla tem-
pérature de I'espace ou se passe le phénomene.

(66. En considérant 'eau comme un fluide un pen
compressible et parfaitement élastique, le son s’y
propagera suivant les mémes lois que dans une masse
d'air. Parvenu a la surface de l'eau, le son sera en
partie transmis dans Vair extérieur, et en partie ré-
fléchi dans l'eau; dans ce partage, la direction des
ondes sonores, lransmise et réfléchie, se déterminera
suivant les lois de ].; réfraction et de la réflexion de
la lumiére. La vitesae‘:tgu son réfléchi sera la méme
que celle du son directi'et les rapports des intensités
du son transmis et du son rélléchi entre elles et avec
I'intensité du son direct, dépendront du rapport des
vitesses de la propagation du son dans les deux mi-
lieux superposés, c'est-a-dire, dans lair et dans
Tean. Clest ce qu'on peut voir dans les, mémoires
cités au commencement de ce chapitre; ici, nous
nous bornerons a caleuler la valeur numeérique de la
vitesse du son dans une masse d'eau.

D’apres ce qu'on a vu, dans le cas d'un fluide €las-
tique, cette vitesse sera la méme que si I'ean €tait con-
tenue dans un tube trés étroit et d'une largeur cons-
tante; ct, dans ce cas, cetle vitesse est aussi la méme
que celle dela propagation du mouvement, suivant la
longueur d'une verge elastique de la méme maticre

[ic3

2 1
que Leau. Or, supposons qu'une colonne d'eau con-
tenue dans un cylindre vertical , soit chargée d’'uan
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poids A a sa partie supérieure ; soient / sa longueur
naturelle, et [— JI, ce qu'elle devient par Yeffet de
cette pression; de sorte que J' soit une fraction trés
petite, qui exprime la condensation du liquide;
soient aussi p son poids, et g la gravité; si Von fait,
comme dans le n° 494,

A i
} f— g.’ DJJ[ —_— ﬂ’,

a sera la vitesse demandée, ainsi qu'on I’a yu dans le
n° 497. :

Appelons & la section horizontale de la colonne
d’eau ; supposons que la charge A soit égale au poids
d'une colonne de mercure qui aurait b pour hase, et
dont la hauteur serait représentée par k; désignons
ausst par 7 la densité du mercure, et par p celle de
Veau ; nous aurons

A = gmhb, p = gpld;

et il en résultera

s B

. e

en sorte qu'il suflira pour calculer la valeur de «, de
connaitre la fraction J' relative & une hanteur don-

a

nee /.
A la température de 10 degrés centigrades, le
physicien anglais Canton a trouvé

d' = 0,000046,

sous une charge équivalente a la pression ordi-
naire de l'atmosphere. Ce résultat a ¢été confirmé,
comme on I'a dit précédemment (n® 575), par les
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experiences récentes qu'on a faites soiis des pressions
plus considérables, et qui ont donné une condensa-
tion proportionnelle 4 la pression et €gale i la valeur
précédente de &', pour chaque pression atmosphéri-
que. De plus, ces expériences, quelque grande qu’ait
été la pression, n'ont indiqué ancune augmentation
sensible de température; en sorte quil n’y a pas lieu
de croire que la propagation du son dans 'eau, soit
accompaguée , comme dans I'air, d’une variation de
température qui puisse influcr sur sa vitesse. Cela
étant, si l'on substitue cette valeur de J' dans la for-
mule précédente, et qu'on y fasse

§ = 9%,808g6, A = o0™,46, :;f = 13,5975,

on en deduit
a = 1484™;

de maniere que la vitesse du son dans Vean surpasse
ie quadruple de sa vitesse dans 'air.
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CHAPITRE TIL

DU MOUVEMENT. DES FLUIDES, DANS UNE HYPOTBESE
PARTICULIERE. ‘[g-

667. La supposition que mous admettons dans ce
chapitre est connue sous la dénomination &’y po-
these du parallélisme des tranches. Elle consiste a
supposer que quand un fluide pesant, de Vean, par
exemple, s'écoule dans un vase, et sort par un ori=
fice horizontal pratiqué au fond du vase, les tranches
horizontales et infiniment minces se remplacent suc-
cessivement , en demeurant paralléles 4 elles-mémes.
Cela revient a négliger les différences dés vitesses ver-
ticales des points qui apparliennent 3 une méme tran-
che horizontale » et a regarder chaquc tranche comme
composée des mémes paints du fluide pendant toute
la durée du mouvement. On néglige aussi les vitesses
horizontales , qu'on suppose trés petites par rapport
aux vitesses verticales, et qui influent peu sur la vi-
tesse verticale commune a tous les points d'une méme
tranche. Ces supposilions sont d’autant plus con-
formes a l'observation ; que les dimensions horizop-
tales du vase varient moins, et que leurs différences,-
d’une tranche a une autre, sont plus petites, en égard
a la hauteur du liguide an-dessus de Vorifice, Quand
ces conditions sont remplies , on observe, en effet,

2, . 46
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que des parcellesd’'une poussiére 1égere, jetées dans le
* liquide et entrainées par son mouvement, se meuvent,
a peu pres verticalement, avec une vitesse & pen pres
égale pour toutes les parcelles qui se trouvent dans une
méme tranche horizontale. Elles conservent ces di-
rections tant qu’elles ne sont pas trés rapprochées de
Porifice ; quaud elles en sont a de petites distances , et
que Vétentlue de orifice differe notablement de celle
des sections inférieures du vase, elles prennent des
directions obliques, qui montrent qu'alors le paral-
Iélisme des tranches cesse d’étre admissible; car il y
a lieu de croire que ces légeres particules g'attachent
au liquide, et prennent exactement le mouvement
des points auxquels elles répondent.

Dans 'hypothese du parallelisme des tranches , telle
que nous I'expliquons, on aura donc seulement deux
inconnues & déterminer, en fonctions de deux varia-
bles, savoir: la vitesse d'une tranche quelconque et la
pression qu’elle éprouve, en fonctions de la distance
a un plan horizontal et du temps. La question sera
ainsi réduite & sa plus grande simplicité, et suscep-
tible, comme on va le voir, d’une solution compléte,
dans le cas d’un fluide homogéne et incompressible,

668. Soient ABCD (fig. 56 ) le vase, AB lorifice
horizontal , EF le niveau du liquide, O# un axe ver-
tical, sur lequel on compte les distances des tranches
horizontales & un point fixe O, ou au plan horizon-
tal mené par ce point. Soit aussi MNM'N’ une tran-
che quelconque, comprise entre deux sections hori-
zontales MN et M/N’ du vase, dont la distance anm
point O est a au bout du temps ¢ quelconque, et
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dont I'épaissenr est dex. Appelons ¢ sa vitesse au
méme instant, et p la pression rapportée i Punité de
surface, qui a lieu sur la base supérieure MN, et est
transmise, par le fluide, sur la base inférieure M/N/
et sur les parois MM’ et NN du vase. Désignons par y
Taire de la section MN du vase, qui sera donnée ,
dans chaque exemple, en. fonction de z. Enfin 5
soient g la gravité et ¢ la densité fonstante du
fluide ; la question consistera,, comme on vient de le
dire, a déterminer les valeurs de v et p en fonctions
de £ et .

La masse de la trauche que nous considérons sera
le produit pydze de la densité p et de son volume Yl
Si elle était libre, sa vitesse augmenterait de gelt
pendant l'instant d#; elle augmente réellement de
dy ; la vitesse perdue est donc gdt — dv; et 'on a

pour la force perdue’, clest-a-dire, pour la partie
du poids gpydar détruite par la pression des autres
tranches. D'apres le principe de D’Alembert, il y
aura donc equilibre dans le fluide, si I'on suppose
toutes ses tranches sollicitées par de semblables
forces ; dans cet état, la pression py qui a liea sur la
base supérieure MN de la tranche pydz, se transmet-
tra, en raison des surfaces (n° 577), sur la base in-
férienre M'IN', et deviendra, conséquemment, Py, en
désignant par y' laire de M'N’; par conséquent, si
'on ajoute a cette pression transmise, la force motrice
précédente, on aura la pression totale exercée sur
16.-
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M'IN'; et en représentant par p' cette pression, rap-
portée a Vunité de surface, il en résultera

Py =pr + (5 — 3) ey

Or, les quantités p’ et y' sont ce que deviennent p
et », quand on y met 2 -~ dx au lien de x; en qé-
gligeant les Infiniment petits da second ordre, on
aura donc

P —p+dxdx, y' —J‘-I-d - dzx,
ct, conséquemment,
' d
(p'— p)o'= T ydx;

ce qui réduit l’équatiou précédeute a celle-ci :

P=is—%) ‘O

que l'on obtient aussi en mettant g— j—: a la place

de X dans la troisieme équation d’équilibre du
n° 582.

669 La seconde équation néeessaire pour déter-
miner les deux inconnues p et ¢, sera fournie par la
COI]SldL.I‘aUOD del’ mcompresmbﬂltc du fluide. Tl en ré-
sulte que le volume du fluide qui passe, pendant l'ins-

tantdt, par chaque section horizontale du vase , doit
étre le méme pour toutes les sections ; par consequent,
les vitesses du fluide quirépondent, en méme tempq,

deux sections différentes du vase, doivent étre réci-
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proquement proportionnelles aux aires de ces sec-
tionss Si done on appelle z, au bout du temps 7, la
vitessé qui a lieu & Torifice horizontal AB; que I'on
représente par o laire de cet orifice, et que I'on com-
pare cette vilesse & celle qui répond 4 la section quel -
conque MN , on aura

V.'u::e:r.._]';

d'ou l'on tire

kS

Dans cette valeur de v, z est une fonction de z, et
 une fonction de x; on peut donc en prendre la
différentielle par rapport 4 I'une ou a lautre de ces
deux variables : la différentielle relative 4 x expri-
merait la différence entre les vitesses de deux tran-
ches consécutives, qui ont lieu au méme instant ; en
différentiant par rapport a #, on aurait la différence
entre les vitesses de deux tranches du fluide, qui re-
pondent successivement a la méme section du vase ;
mais pour avoir la différence entre les vitesses succes-
sives d'une méme tranche, qui se déplace pendant
Pinstant df, il faut différentier a la fois la valeur
de v par rapport aux deux variables ¢ et x, en con-
sidérant la seconde comme une fonction de la pre-
miere ; ce qui donne

dv o dir an dy dx

—_— e e— —— ——

@& = ya&  pded

4y " dx , . e
On a dlailleurs —==v; et en ayant égard a I'équa-
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dv __ a du a’u® dy
dt — ydi T 7 dx
: 7 dy =
13 = s - -
C’est cette valeur de 7 qu il faut employer dans

Yéquation (1), qui devient, en conséquence ,

ap L . ) ap du a'ut dy
dr — 8P — ¥y dt ¥ dz

Je multiplie ses deux membres par dx ; j'intégre en-

suite par rapport & x; et en observant qu’alors les

by {7 A ' . :
o p mme des
quantités z el — doivent étre regardées com ,

constantes, 1l vient

- : du pdr e’ gt
P=¢e+gpr—ap - g

¢ étant la constante arbitraire qui peut étre une fone-~
tion de #. Pour la déterminer, Je représente par @ la
pression atmosphérique , et je suppose que ce soit
celle qui a lieu 4 la surface supérienre EF du liquide.
Avant que le mouvement commence » cette surface
est horizontale; et comme on admet que chaque

tranche horizontale se compose constamment deg

mémes points du fluide , il s'ensuit que la surface
EF demeurera horizontale pendant toute ]a durée
du mouvement. Au hout du temps ¢, je désigne
par B la distance de EF au point O, et par @ Vaire
de cette section variable du vase, de sorte que @
soit la méme fonction de § que 5 est de a ; on
aura a la fois
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P—:_f@‘, x:ﬂ, ’)f‘=€£|;

g s da y
et si on suppose que lintégrale f 7 commence a

a =0, léquation précédente donnera

f=a@ +

a’pu® i
e = BF8s

au moyen de quoi, cette dquation deviendra
p=aatgp(v—B) —ap 2 j_f.’_ (= —2). @)

Les équations (2) et (3) feront connaitre immédia-
tement les valeurs des deux inconnues ¢ et p, lors-
qu'on aura déterminé la valeur de u.

670. Pour cela, jobserve que la pression qui a
lieu i Yorifice AB sera donnée : si le liquide s’écoule
dans T'air libre, elle sera la pression atmosphérique,
comme & son niveau EF; s1l s’écoule dans le vide,
elle sera zéro; pour plus de généralité, je supposerai
que T'écoulement a lieu dans un air dont la force
élastique est égale a la pression @, diminuéde de la
pression gpe correspondante & une hauteur donnee ¢
da liquide; en sorte qu'en appelant /la distance de.
Yorifice AB au point O, on aura constamment

1)_—_@‘—5‘98,

pour x=1I.J ’appelle aussi % la hauteur duwniveau EF
du liquide au-dessus de cet orifice, ou la différence

1— 0, et je représente par - la valeur de I'intégrale

Iz, . Gl
f (—;, étendue au volume gntier du liquide ; de ma~




728 TRAITE DE MECANIQUE.

niére que A soit une ligne, dont la Jongueur sera une

fonction de &, dépendante de la figure du vase, et

donnée dans chaque exemple. A T'orifice, on aura

donc,, en méme temps, la valeur précedente de p, et
6+ h dy 1

re=a, F—=I0{=04-F, f =

;) F A

par conséquent, I'équation (3), appliquée 4 celte sec-
tion du vase, deviendra

a2 du i 5 -
ghteo)—3 Z—Cuw=d, * (4
en faisant, pour abréger,

&
I'——g;_.é’-

On peut remarquer que cette quantite numerique
£* sera toujours une quantité positive et moindre
que l'unité ; car, pour qu'elle devint neégative, il fau-
drait que Tlaire de- la plus petite section du vase
surpassat celle de Torifice, et le liquide se détache-
rait du vase & Uendroit de cette section minime , qui
deviendrait le véritable orifice par lequel I'écoule-
ment - aurait lieu. _
 Lorsque le niveau du liquide sera entretenu 2 une
hauteur constante au-dessus de Vorifice, les trois

_quantités %z, 8, 2, seront des constantes donpges , et

Véquation (4) suffira pour déterminer la valeur de u
en fonetion de ¢ Quand le niveau EF s'abajssera pen-
dant Téconlement du liquide, % sera une variable
qu'il faudra aussi déterminer en fonction de . Or,a ce

" dié 3
mveal, Ol a y —g et W=—=3 et a cause que la
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- dlf dh
somme 9-—1—]'1 est une constante l, O 4 aussi ;I—t-:._.m;
en vertu de ’équation (2) on aura donc,
d].l. au
T, =0; (%)

et les valeurs de et 4 dépendront des deux équations
différentielles (4) et (5), qui sont du premier ordre.
On déterminera les deux constantes arbitraires que .
leurs intégrales contiendront, au moyen de la hau-
teur initiale du liquide, et en observant qu'on a
n=0, a l'origine du mouvement.

Soit que le niveau s’abaisse ou qu'il ne varie pas,
si l'on appelle ¢ le volume du liquide sorti du vase
au bout du temps ¢, sa différenticlle sera égale au
volume awudt de la tranche qui traverse l'orifice AB
pendant I'instant df; on aura donc

dy = audt, q = afudt;

Vintégrale étant prise de manicre qu'elle s'évanouisse
quand 7= o.

Nousallons appliquer successivement ces différentes
formules aux deux cas du niveau constant et du ni-
veau variable.

671. Dans le premier cas, 'équation (4) donne

oadu

Adt = oy

d’oir I'on tire, en mettant & au licu de Iz-]-.c’ , et
intégrant
¢ ow V2B LG

)\t = T e
TV agh g\/zgh—-ﬁ’u
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on najoute pas de constante arbitraire,, parce qu’on
doit avoir #=o0, quand #=o0. On pourra, sans chan-

ger cette formule, regarder, a volonté, € et \/2g%,
comme des quantités positives ou négatives ; nous les
supposerons positives. L'on aura réciproquement ,

Eat ‘/@1

Vogh— Cu=(Vagh+Cu)e” ~ = , (6)

© en désignant, comme 2 Yordinaire, par e la base des
logarithmes népériens. A mesure que ¢ augmentera,
le second membre de cette équation diminuera; au
bout d'un certain temps, il sera sensiblement nul;
et & parlir de cette époque, la vitesse z aura une
valeur i peu prés constante, savoir :

— %. \/23[2.

En chaque point du vase, la pression p et la vitesse ¢
varieront avec la vitesse #, et deviendront sensi-
blement constantes en méme temps que . Si I'on

. o ;
fait ;,—:I =0, dans la formule (3), et quion y mette

pour « sa valeur précédente, on aura

gohfa
p==+gr(z—0)+E(5—%),

pour la valeur finale de p, relative au point quel-
conque M.

Dans I'état d’équilibre, la pression en ce point
serait W-{-gp(x—- 8) ; elle est donc augmentée ou di-
minuée par le mouvement du liquide, sclon que le
dernier terme de cette for mule est positif ou négatif,
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C'est-a-dire, selon que la seetion horizontale MN ou

7, est plus grande ou plus petite que la section EF
ou .

L’équation (6) donne

eV agh &/ 2gh
Vaghf € ™ — e ™ .
i = — L= ]
g Ext V aghy Cat Y/ 2gh
e 2z + 8_ 24

a cause de g = afudt, et de ¢ == o quand-i = 0, on
aura donc '

,_ 2“,] o i €at ‘/@ _ Ear \/a?h_
q = Fo og | aa + e za 5
pour le volume de liquide sorti du vase pendant le
temps ¢. Au bout d'un certain temps, on pourra né-
gliger la seconde exponentielle, par rapport a la
premiere , et I'on aura simplement
tal/2gh
N N T i

2% Jog 2
o
Le¢ premier terme est le volume correspondant a la

- 1 = ’
vitesse constante & \/2gh de I’écounlement; le volume

total est plus petit, parce quau commencement la
valeur variable de z est moindre que cette vitesse
finale.

672. Dans le cas du niveau variable, je considere

u comme une fonction de %, et j'élimine d¢ entre les
équations (4) et (5); ce qui donne

‘ a’udu
h

I
oh bt o)L
2 adh > O

’
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en comprenant toujours la constante ¢ dans k. Jap-
pelle z Ja hauteur due i la vitesse x, desorte qu'on ait

u' = 2gz, udu = gdz.

L’équation précédente se change en une équation
linéaire, savoir :

dz £ am A Jah

T s s =50, (7)

[ L]

dont I'intégrale s'obtiendra, comme on sait, sous
forme finie. :
Connaissant z et u en fonctions de %, I'équa-

tion, (5) donnera £ en fonction de %, par une in-
tégration immédiate; en sorte que P'on connaitra le

temps écoulé, quand le niveau du liquide sera 3 une
hauteur % au-dessus de l'orifice, et, réciproquement,
la hauteur % du niveau EF au bout d’un temps quel-
conque Z. On aura le temps entier de I'écoulement
de tout le liquide, en intégrant la valeur de d depuis
la valeur initiale de % jusqu'a &A= o. Quant au vo-
lume ¢ du fluide écoulé, il sera, a chaque instant,
¢gal au volume du vase compris entre le niveau va- -
riable et le niveau initial. _
673. Supposons, par exemple, que le vase soit un
cylindre vertical , terminé par un segment de surface
dont la fleche est tres petite et dans lequel est percé
Yorifice horizontal AB. Soient a l'aire constante de
1a section horizontale du cylindre, etz e rapport de
@i @, de sorte qu'on ait
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En faisant abstraction du segment inférieur du vase
qu’on suppose tres petit, on pourra prendre
e

1
ﬁ3=ﬂ, ]’:(E, K——-a

’

dans I'équation (7), qui deviendra alors

dz (' —1)z .
e -+ n 0.

Son intégrale complete est

BRY s S

. 2_"21

en désignant par C la constante arbitraire. Si on ap-
pellc H la valeur initiale de %, il faudra que % s'éva-
nonisse pour z=1H; ce qui exige qu'on ait

L= i i

2 —n’
d’onr il résultera, a un instant quelconque,

z = 2k (Hz_’f:km_'——-fl).

2 — n*

On aura, en méme temps,

_\/llz—n’hn’—‘z_ 3
u = nVaghV ———, (8)

2 — n?

et, en vertu de I'équation (5),
dt _(gh__ \/ __;2—_#;
=T Ve Vg (9)

C'est donc cette formule qu’il (audra intégrer pour
obtenir ¢ en fonction de £. Dans le cas de n =1, on
¥

&
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aura
dh’

di = — Vo =5 H
d'otr Yon tire
i = \/E \/H_—Ffz,
et, par conséquent,
H—h=1gt,

comme cela doit étre, puisque lorifice étant alors
égal & 1a base du cylindre, le mouvement,du fluide -
doit éire le méme que celui d'un corps solide pesant
qui tombe dans le vide. La formule (g) s'intégre
encore sous forme finie, lorsqu'on a n*==3; et cela
n'a lieu que pour cette valeur et pour 7*= v. Mais
son intégrale définie, prise depuis z=H jusqu’a
h=o0, qui exprime le temps de 'écoulement entier
du liquide, pourra toujours se réduire 4 des trans-
cendantes que M. Legendre a nommées integrales
Eulériennes de la seconde espece, et dont il a donné
des tables numeériques. Jai effectué ailleurs cette
réduction (*); ici je me bornerai 4 appliquer la for-
mule (g) au cas de #* = 2, ou elle se présente sous
la forme 2.
D’apres la régle ordinaire, sa véritable valeur est
dt = — —dkz (log.g _é.
V 2gh 2

(*) Correspondance sur I'Ecole Pol_'ylechm'gue , tome TII,
page 284-

»
»
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Or, si lon fait
h = He—2>, dh = — fHe—*"xdx ;

i en résultera
dif = o \/—I-{ e—xda.
g

Les limites relatives & x , qui répondent & h=H
et h= o, seront x = 0 et x = ®; si donc on
appelle T le temps de I'écoulement total , on aura

WL e
T=2\/-£[f e“I’dx=\/_fF’
g vo &
L ’ = .
en observant que lintégrale f e—**dx est la moi-
2]

oo =
tié de f _ e =dx,quia \/7 pour valeur, comme on
I'a yudansle n® 512. 1l s'ensuit que le temps T est
celui des petites oscillations d'un pendule simple,

dont la longueur serait 2 H.
T

6-4. Lorsque lorifice AB est trés petit par ra

74 q el par. sipe
port aux sections horizontales du vase, on peut ne-
gliger le lerme multiplié par e dans 'équation (4),

3 " du A .
a moins que le facteur. 7= ne soit tres grand ; ce

qui a lieu, en effet, au commencement du mou-
yement , on la vitesse w varie avec une grande ra-
pidité. On peut aussi y mettre T'unité a la place
de €; et alors, soit que le niveau EF sabaisse ou
quil ne varie pas, Péquation (4) se réduit i

g(h 4 ¢) — 34" ='0;
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d’ou l'on tire
— y’zg(k -+ C ).

1l en résulte ce théoréme : que la vitesse d’un liquide
qui sert d’un vase par un tres petit orifice, est éoale 2
celle qu'un corps pesant acquerrait en tombant dans
le vide, d’'une hauteur égale a celle du niveau du
liquide au-dessus de cet orifice,, quand les pressions
supérieure et inférieure sont égales, ou, plus géné-
ralement, de la hauteur du niveau, augmentée de la
constante ¢, quand ces deux pressions sont inégales.

Dans le cas du niveaw constant, ce théoréme ré-
sulte de la valeur finale de u, trouvée dansle n® 671,
en y faisant £ = 1. Il résulte aussi de la formule (8),
’appliquée au cas ou n est un trés grand nombre, afin
que Torifice soit une tres petite partie de la section
horizontale @ du cylindre. On peut alors mettre 7* 4
la place de 7*—a; ce qui change dabord la for-

mule (8) en celle-ci :
i = \/2gk \/1 =1 (%)l;_

Or, des que A sera notablement moindre que H,

X I/ z :
la puissance »* da rapport {T sera une fIres pelite

fraction, et cette valeur de wu se réduira, a trés pen
prés, b u=Vagh.

Lorifice AB étant tres petit, si la section MN
n'est pas trés voisine de cetle ouverture, le rap~

a® P W .
port 742 qui entre dans la formule (3), sera trés

petit ; le rapport :—h Iest également; on pourra donc
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supprimer le dernier terme de cette formule ; et si
I'on néglige aussi le terme multiplié para, elle se

réduira a

P=7+ gp(xr — 0);

d’'ou l'on conclut que, dans le cas d'un irés petit
orifice, la pression en tous les points du vase éloj-
gnés de cetie ouverture, est sensiblement la méme
pendanl le mouvement que dans I'état d’équilibre.

675. L’hypothése du parallélisme des tranches
cxige, en géneral, que l'orifice soit hOrizontal,- mais,
dans le cas d’un trés petit orifice, on I'admet encore
lorsque le liquide s'écoule par une ouverture latd-
rale, dont le plan a une inclinaison quelconqgue, et
peut méme étre vertical. L'ohservation fait voir qu’a-
lors le liquide situé & peu de distance au-dessous de
cetie petite ouverture , demeure stagnant, et que les
tranches horizontales situées a une pareille distance
au-dessus de cette méme ouverture, descendent pa=
ralitlement a elles-mémes; en sorte que le parallé-
lisme des tranches n'est troublé, comme dans le cas
d’'un petit orifice horizontal, que pour la partie du
liquide tres voisine de lorifice. On pourra done
prendre \/28 (h—¢), pour la vilesse d’un liquide
qui s'écoule par une tres pelite ouverture, quelie que
soit 'inclinaigen de cet orifice; % étant la hauteyp va-
riable ou coMtante du niveau du liquide au-dessyg
‘du centre de Lorifice, et ¢ la constante provenant de
la différence des pressions extérieures qui répondent
a ce niveau et & cette ouverture. Si le vase et placé
dans le vide, de sorte que les deux pressions et cette

-
2. 4::
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constante soient vulles, les molécules du liguide au-
vont, en sortant du vase, la vitesse Vagh due & la
hauteur %, qui ési aussi la vilesse nécessaire pour
sélever, dans le vide, & cetie haatedr (B° 130). Pav
conséguent, si l'on donne au fluide, an moyen d'un
tuyaw, une diveclion verticale, il remontera, au de-
hors, & la hauteur de son niveau inlérieur; ce qui
est, en effet, conforme a 'expérience. Généralement,
les molécules du fluide décrivont dans le vide, apres
un trés court intervalle de temps, des paraboles dout
la tangente & leur point de départ dépendra de la
direction du jet, et le parameltre , de la hauteur % ou

fo 4 ¢, si la constante ¢ n'est pas nulle.

La pression p sera sensiblement la méme que dans
I'état d'équilibre, excepté a lorifice, ou elle sera
éoale & @ —gpe, an lien de @ 4 gph. Or, si elle
était aussi égale & @ -4~ gph sur cetfte partie du
vase, les pressions horvizontales se délruiraient,
les pressions verticales se réduiraient au poids du
liquide , augmenté de la pression @w qui a leun
sur la surfice du niveau; d'ot T'on peut conclure
que, dans I'état de monvement, la charge totale
que le vase anra & supporter se composera de la
pression verticale qui aurait lieu dans Fetat d'équi-
libre, et d’'une force mormale aun plan de¢ lorifice,
dirvigde de dehors en dedans du vas@, et égale a
Uexcés de la pression (@ - gph) 2 s la pression
(@—gpe)a, oua gplh--c)e, en disignant tou-
jours par « Laire irés pelite de cet orifice.

656, Dans le cas d'un niveau conslant et d'un ori-
fica tres petit, horizontal ou incling, la dépense pen=
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dant le temps 2, c'est-a-dire, le volume ¢ du liquide

qui sort du vase avec la vitesse \/2gh, sera

g == % \/5371_,

ce qui vésulte aussi de la valeur finale de ¢ trouvée
dans le n° 671, en y négligeant le carré de «. Mais en
ne doit pas oublier que T'hypothése du parall¢lisme
des tranches, sur laguelle cetle valeur de g est fon-
dée, n'est qu'une approxiniation dont le.degré d'exac-
titude nc peut pas étre evalué & prieri, et dont les
résultats ne doivent pas étre employées sans restric-
tion. Or, Texpérience ne s'accorde pas toujours avee
cette valeur théorique de la dépense, %
§i la paroi du vase m'est pas trés mince, et que
Pouverture pratiquce dans son épaisseur soit dvasée
intérieurement, de telle sorte que le fluide qui s'é-—
coule hors du vase soit un cylindre vertical , ou un
cylindre recourbe dont les sections normales soient
constantes et égales a l'aire ¢ de Torifice, prise sur
la surface extéricure du vase; dans ce cas, disons-
nous, la dépense observée s'accorde avec la valeur
précédente de ¢. Mais dans le cas d'un orifice en
mince paroi, la depense observiée est toujours pro-
portionnelle a aire de l'orifice, et & la racine carrée
de I'¢lévation. du wiveau, comme dans la formuyle
théorique; mais elle s'écarte de cette formule dang
sa valeur absolue, qui en differe par un facteur 4 pen
prés constant et moindre que l'unite. Daprés les
gexpériences qui méritent le plus de confiance, ce
factér est 0,625 en sorte que la valeur de ¢, dont on

47~

-
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fait usage dans la pmtique , est

= (0,62 ) at \/2gh,

pour un tres petit orifice en mince paroi, et une
hauteur du niveau assez grande par rapport aux di-
mensions de celte ouverture , horizontale on inclinée,

On atiribue cette différence aux directions incli-
nées que prennent les molécules du liquide en ap-
prochant de Porifice, que je supposg horizontal, pour
fixer les idées; directions qulelles conservent apres
avoir traversé la mince paroi du vase. Il ert résulte
que la veine fluide extérieure se rétréeit, jusqu’a une
petite distance du vase, ou la section transversale
&t i son minimum , pour devenir énsuite constante,
Ce phénomene est ce qu'on appelle la contraction
de la veine fluide. L'écoulement du fluide est le
méme que si lorifice €tait la section de la veine a
Vendroit de sa plus grande contraction, de maniere
que si I'on désigne par 2’ Vaire de celte section, et
par A’ sa distance constante au niveau du liquide, la
dépense sera exprimée par a't\/agh’, ou, i trés
pen prés, par @'z \/ag 2ch , & cause du peu de différence
de /' et k; ov, en eflet, par des mesures directes de
la section &' comparée a Torifice «, on trouve que
ces deux quantités sont dans un rapport a peu prés
indépendant de .2, et que l'on a constamment
a' = (0,62) .

Si Vo adapte a l'orifice en mince paroi, un ajr-
tagecy lindrique en dehorsduvase, p erpcndlculmre aud.
plau de l'orifice, et par lequel lec()ulem(:nt aura licu,
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I'expérience montre que la dépense est augmentée, et
peut sélever aux qualre cinqui¢mes du résultat de la
théorie. Si cet ajutage est enfoncé dans lintérieur
du vase, la dépense est, au contraire, diminuée, et
réduite 3 ‘moitié de la dépense théorique ; en sorte
que, dans la valeur précédente de ¢, le facteur 0,62
doit étre remplacé par 0,80 dans le premier cas, et
par 0,50 dans le second. Je me borne i citer succinc—~
tement ces résultats de 'observation, qui n'ont été
ramenés , jusqua présent, a aucune théorie.

677. On admet aussi Phypothese du parallélisme
des tranches dans le mouvement dun fluide élasti-
que qui sort d'un vase par un orifice quelconque ; et
elle s'écarte peu de la vérité, quand les sections du
vase, paralléles au plan de Vorifice, ne différent pas
beaucoup l'une de Fautre, ct que la Jongueur du vase
est assez grande par rapport a leurs dimensions.

Dans ce cas, on peut faire abstraction de la pesan-
teur, et supposer que le mouvement soit uniquement
di1 a_la force élastique du fluide , plus grande ou plus
petite a l'intérieur du vase quen dehors. On suppri-
mera donc le terme dépendant de g dans l'équa-
tion (1), qui convient aux liquides et anx fluides
élastiques. De plus, la différenticlle de v, qulelle
renferme , devant étre prise par rapport az et a la
variable x considérée comme fonction de £, on aura

dl-'

dv ;. de o,
dy = = 1t e — dt

At 2

5 - 3 1
et, comme on a aussi "*_z: ¢V, cetle equation de-
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viendra
oy s e e

Le fluide étant compressible, il n'en passera plus
un méme volume, & chaque instant, par toutes les
sections du vase , et I'équation (2) n’aura pas lieu. La
masse de fluide qui passe pendautlinstant d¢ par la
section MN, sera égale 2 pyvdl; cesera cette méme
masse qui passera , I'instant d’apres, en changeant de
volume, parla section M'IN'; et pendant toute la durée
du mouvement, sa grandeur he variera pas. La dif-
férentielle du produit gye, prise par rapport a et
a la variable x cousidérée comme une fouction de ¢,
sera donc nulle; et a cause que y n'est fonction que

, 1z
de x, ctqu'ona %,; =y, on en conclura
[2
dy d.w s =Pt e
B iy 7 gt I S =0 g

Enfin, siT'on suppose que la température demeure
constante pendant le mouvement, dans toyte la
masse du flunide, on aura

k étant un coefficient constant et donné.

r * » sy
Cela posé , en mcttam*}; au heu de p dans les

équations (a) el (), on aura deux équations aux
différences particlles. du premier ordre , pour déter-
miner, en fonctions'de x et £, les deux inconnues ¢
grables sous
forme finie, etles valeursde v et p ne pourront s'eb-

et p du probleme. Elles ne sont pas inté
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tenir que par approximalion. Ces valeurs renferme-
ront deux fonctions arbitraires, que on détermi-
nera d’apres deux conditions particulicres; pour cela,
je supposerai, d'une part, que I'dcoulement ait licu-
a lair libre, en sorte qu'en désignant par @ Ja pres—
sion atmosphérique, rapportée a I'unité de surface,
on ait conslamment p ==, 4 I'orifice AB. D’un autre
coté, je supposerai aussi que le vase soit en commu-
nication avec un gazométre d’une grande capacité ,
au moyen duquel on entretienne une pression cons-
tante et dennée , sur une section EF du fluide, paral-
lele & AB et de position fixe, de manitre qu'en
désignant par @' cette pression rapportée a I'unité de
surface, on ait aussi p=a’, en cet endroit du vase ,
pendant toute la durée du mouvement. Si donc on
comple la distance @ a partic du plan EF, et qu'on
appelle / la distance comprise entre AB ct EF, on
aura , quel que soit ¢, p=@ pour x=o0, et p=a
pour & =1; ce qui servira a déterminer les deux
fonctions arbitraires , et 4 compléter la colution du
probléme. Mais cette solution est trop compliqude
pour qu'on en puisse dédunire aucun résultat utile; et,
dans la pmliquv., il suffit de connaitre la vitesse
constante de 'écoulement du fluide par Porifice AB,
lorsque la pression p- et la vitesse «¢ sont deve-
nues counstantes en clmquc puint du vase ; ce qui
arrive, en général , aprés un trés court inlervalle
de temps.

S i dv dp
byh‘. Faisons donc -:{E: o ¢l r-;!-:ﬂ, dans les

¢quations (a) et (5); elles'se reduiront & denx équa-




44 TRAITE DE MECANIQUE,
tions différentielles , savoir :

| kdp ¥ d dpv
! };d—x+"2£‘=0, pvd$+j—4‘——0, ((‘)
a cause de p= kp.

L’intégrale de la seconde.de ces équations est

TP = c;

¢ €tant la constante arbitraire. En désignant toujours

par a Porifice AB, et par « ia vitesse du fluide & cet

orifice, de sorte qu'on ait 4 Ia fos y=a, v=u,

p:@-, et, par conséquent, ¢ = awwu, il en résul-
" tera, en un point quelconque du vase,

&L

s @

En substituant cette valeur de ¢ dans la premiére
équation (c), il vient
{‘l 1
]i‘ dp & wiu? .E’
_— Y = 05
_p dz ay. - dx
d'ou l'on tire, en intégrant et désignant par ¢’ la
constante arbitraire, ,
mg‘fm‘ﬁ_?f: ey r i
Py -
Je désigne par a laire de la section EF, de sorte
quwen ait, en méme temps, y=a ¢t p=a’; on
aura done

4 log p

&
g 7 '

k log @ o i sC,

et, en retranchant cette équation de la précédente,
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iog £, b et e esiono (o)

Les équations (d) et () feront connaitre la yitesse
et la pression en un point quelconque du vase, dés
que l'on connaitra la vitesse u relative a lorifice.
Or, en faisant p—=@ et y = «, dans I'équation (e),
on en conclut

® (I_%).-_—.zklog%’; (f)

d'ot1 T'on tirera la valeur de w. On fera, dans cette
formule ,

=2l

en appelant g la gravité, et r le rapport de la densité
du mercure a celle du fluide intérieur, sous une
pression barométrique dont la hauteur est /%, le vo~
lume du fluide qui sortira du vase pendant le temps ¢
aura pour valeur aut.

Quand Torifice sera trés petit, on remarquera,
comme dans le n® 675, qu'il ne sera plus nécessaire
qu’il soit parallele & la section EF, c’est-a-dire , qu’il
pourra étre pratiqué a la partie latérale du vase, et
avoir une inclinaison quelconque sur le plan de cette
section. On pourra alors négliger le terme dépendant

de :—' dans le premier membre de 'équation (f) qui
deviendra

log =
u* = 2grh.log —;

par conséquent , la vitesse de I'écoulement du fluide
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par un trés petit orifice, sera celle qui seraitdue i une
hauteur rk, multipliée par le logarithme népérien du

4

L - . . i &) »
rapport —. La supposition qu'on a faite d’une tempe-

rature invariable pendant toute la durée du mouvye-
ment exige que la vitesse z ne soit pas trés considé-
rable, sans quoi la température varierait comme dans
la propagation du son.
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ADDITION

Relative & Tusage du principe des forces vives , dans
le calcul des machines en mouvement.

679. Le principe des vitesses virtuelles donne im-
médiatement les conditions d’équilibre des forces
appliquées aux machines ; celui des forces vives ren-
ferme de méme la théorie de leur mouvement, et
fournit le moyen le plus direct de calculer les effets
des forces qui leur sont appliquées. Cet usage du
principe des forces vives forme , pour ainsi dive, le
point de jonction de la Mécanique rationnelle et de
la Mécanique industrielle. Cest pourquol jal cru
devoir donner succinctement , dans cette addition, les
notions les plus générales sur cette maticre. Pour de
plus grands développemens, jindiguerai les lecons
de M. Navier, 2 I'cole des Ponts-et-Chaussées; ot -
de M. Poncelet, a 'Ecole de IArtillerie et du Génie,
qui ont é1¢ seulement lithographiées, mais auxquelles
ces savans professeurs donneront sins doute plus de
publiciteé.

680. Les machines sont des instrumens bu des Y8
temies de corps solides, propres & transporter laction
des forces, d'une parlic a une autre de ces assem-
blages.

Quand nne machine est en mouvement, certains
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points sont donc soumis a des forces donuées, et d’au-
tres parlies exercent des pressions sur les corps exté-
rieurs, ou sont pressées réciproquement par ces
corps que la machine est destinde 4 deplacer on 2
déformer. Les premiéres forces sappellent forces mou-
vantes ; leurs points d'application’ se meuvent sui-
vant leurs directions, ou, plus généralement, les
directions des mouvemens de ces points font desangles
aigus avec celles de ces forces. Par opposition, on
nomme forces resistantes, les pressions exercées par
les corps extérieurs ; el les directions des mouvemens
de leurs poinis d’application sont contraires a celles
de ces forces, ou, du moins, elles font avec celles-ci
des angles obtus. =
La laison des parties d une machine est telle,

qu’elle ne peut prendre, en général, que deux mou-
vemens directement opposés I'un & 'autre; il s'ensuit
donc que , quand le sens du mouvement qu’elle prend
effectivement est connu, il suffit d’'une seule équation
pour déterminer ce mouvement d'une maniére com-
plete. Cette équation est celle que I'on obtient en inté-
grant les deux membres de 'équation (a) du n° 564,
SAVOIT :

3 d.Zmy* = Em(Xdx - Ydy 4 Zdz). (a)

Au bout d'un temps quelconque £, compté depuis
Iongme dft mouvement, ¢ represente la vitesse du
pointdont x, ¥y, z , sont les trois coordonnédes rap-
portees a des axes fixes et rectangulaires ; m est la
masse de ce polnt, dx, t’{'}’, dz, sont les pI'OJECIlOnS,
sur ces axes, de V'espace qu'il parcourt pendant l'ins-
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tant dt; on désigne par mX, mY, mZ , les compo-
santes de sa force motrice paralleles & ces mémes
axes , et les sommes = s'étendent & tous les points
du systéeme.

681, Avant d’aller plus loin, il 1mporte de distin~
guer, dans le second membre de lc.r{uatmn (tt), les
termes qui proviennent des forces mouvantes ct ceux
qui résultent des forces résistantes, et de leur donner
une autre forme.

Pourcela, soient P une des forces mouvantes, et e,
€, 7, les angles que fait sa direction avec des paral-
léles aux axes des x, ¥, 5; relativement a cette force,
on aura

X =Pcosa, mY=Pcos€, mZ=Pcosy.

Soient aussi ds I'espace décrit par son point d’appli-
cation pendant Uinstant dz, et A, p, v, les angles
que faitda direction de ds avec ses projections dix,
dy, dz, de-sorte qu'on ait

de=dscosA, dy=dscosp, dz=ds cosy.

Désignons enfin par dp la projection de ds sur la di-
rection de la force P, et par ¢ I'angle compris entre
dp et ds ; nous aurons

dp=dscosz, coST==C0s% COSA~-COSECOSK—-CU8YCOsy ;
et, de ces diverses équations , on déduira
m{Xda - Ydy 4 Zdz) =Pdp ,

pour le terme du second membre de lequatton (a),
qui répond a la fovce P.

En désignant par Q une des f{orces rdsistantes , ct
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par dq la projection sur le prolosgement de sa direc-
tion, de I'espace parcouru pendant Vinstant d¢ par
son point d’application, on trouvera d¢ méme — Qdy
pour le terme de. ce second membre qui provient de
la force Q. De cette manieére, I'équation (@) prendra
la forme
2 d.Zmy* = ZPdp — =Qdq; (b)

I'unc des sommes = contenues dans son second
membre s'étendant 3 toutes les forces mouvantes de
Ia machine, et Pautre & toutes les forces résistantes.
D’apres les hypothéses qu'on a faites sur les directions
de ces deux sortes de forces, eu égard au sens des
mouvemens des poinis ol elles agissent, les quan-
tites dp et dg sont positives, ainsi que P et Q, el com
séquemment, les sommes = ne se composent que de
termes positifs.

682. En désignant par & la vitesse mnitial@dn point
quelconque i, ou la valeur de ¢ qui répond'a ¢=a,
et intégrant les deux membres de I'équation (), on
aura

s 2me* — 2 Emk* = [EPdp — [2Qdy; (c)

les intégrales dtant prises de maniere qu'elles s'éva-
nouissent & Porigine du mouvement.

Clest sous celte forme quon emploie Péqua-
tion des forces vives, pour calculer les effets des
machines en monvement ;. elle coincide ayee I'équa-
tion (6) du n° 564 , lorsqu’on peut effectuer les inté-
gl‘:ltions mdiquées dans son second membre.

Les produits Pdp et Qdy, dont les sommes sont
soumises & ces intégrations, ont recu différentes dé-
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nominations : on les appelle quarntités daction , mo-
mens Cactivité, effets dynamiques, des forees P et Q.
1l serait & désiver qu'on les désignat toujours par un
méme nom. M. Coriolis a propesé de les nommer
quantités de travail élémentaire; nous adopterons
cette dénomination. Les sommes ZPdp et 2Qdy se-
ront donc les quantités de travail élémentaire , pro-
duites pendant un méme instant par toutes les {forces
mouvantes et toutes les forces résistantes; et leurs
intégrales [EPdp et fZQdg exprimeront le ¢ravail
moteur et le travail résistant qui ont eu lieu dans la
machine , depuis I'origine du mouvement j usqu’a
I'instant que I'on considere. :

Ainsi, V'équatien (¢) signifiera que, dans une ma-
chine en mouvement, Paccroissement, pendant un
temps quelconque, de la demi-somme des forces
vives de toutes ses parties, est loujours égal a I'excés
du travail moteur sur le travail résistant , pendant le
méme temps.

685. Si la force mouvanie P, ou la force résis-
tante Q, est un poids I, qui descende, dans le premier
cas , d'une hauteur verticale %, ou qui monte, ddns
le sccond cas, 2 la méme hauteur, le travail moteur
ou résistant qui en résullera, aura pour valeur le pro-
duit Pk, guel quc soit le chemin parcourn par ce
poids, de manicre que % soit toujours la projection
v c{llldlb de la lzn'n!; droite ou courbe que son centre
de gravité a suivie. Si cette ligne est fermeée ou pré-
sente des sinuosités, il v aura eu alternativement
travail moleur et travail résistant; et & étant la diffé-
rence de nivean du point de départ et du point dar-
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rivée , [Tisera'exces du premier travail sur le second.

Dans le cas ol il n’y a pas dalternatives, la quantité

de travail correspondante & un poids IT élevé i une
o P

hauteur %, équivaut & la quantité de travail qui
q q q

répond & un autre poids [T’ élevé 4 une hauteur A/,

£ T Ik ‘
telle que P'on ait ' = =

Quelle que soit la force P ouQ, Vintégrale f/Pdp ou
JQdg est toujours équivalente au produit d'un poids
I1 et d’'une hauteur % ; et pour comparer entre eux et
exprimer en nombres des travaux de différente na-
ture, on peut ainsi les assimiler 2 des poids donnés,
€levés a des hauteurs donudes. On prend alors pour
unité de travail, que l'on appelle communément
unité dynamique , le travail correspondant 2 un poids
de 1000 kilogrammes, qu’on éleve a la hauteur d’un
metre,, ou qui descend d'un metre de hauteur ver-
ticale. Cela élant, si I'on calcule les valeurs nu-
mériques des intégrales [Pdp et fQdy, en prenant
1000 kilogrammes pour unilé de force, et le métre
pour unité linéaire, les nomhres que 'on obtiendra
de. cetle maniére exprimeront, en unités dynami-
ques, les quantités de travail représentées par ces in-
tégrales. Une somme quelconque de force vive, telle
que 5 =y, par exemplc, pourra aussi étre exp;-i-
inée en unités dynamiques; car si I'on appelle / ia
hauteur due a la vitesse ¢, g la gravité, et P le poids
de m, on aura

o = 2gl, p = gm, 3EZmy* = 3pl;

ct cctle somme est de la méme nature que les inté-

grales ["Pdp et £Qdg, ou que le produit TI4.
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684. Lorsque la machine part du repos, I'équa-
tion (¢) se réduit a

1Zmy* = [ZPdp — f2Qdq. (d)

Son premier membre étant une quantité essentielle-
ment positive, il faut que dans les premiers momens
le travail moteur 'emporte sur le travail résistant.
Mais les vitesses des points de la machine ne pouvant
pas croitre indéfiniment, ce premier membre at-
teint son maxinmuwm au bout d’un certain temps, qui
est généralement pen considérable. Par un moyen
qui sera indiqué tout-a-T'heure, on fait en sorte qu’a
partir de cet instant du maximum, la demi-somme
*Smy* des forces vives demeure constante, ou n’é-
prouve plus que de trés petites variations; et I'on
dit alors que la machine est parvenue 2 son état
permanent. Dans cet €tat constant, on a, en diffé-
rentiant l'équation précédente,

=Pdp = =Qdg; .

de maniere que la machine n'a plus d'auire effet que
de changer, a chaque instant, le travail moteur élé-
mentaire en une quantité égale de travail résistant.
Mais il importe d’observer que la quantité /=Qdq de
travail résistant dans lequel se change le travail mo-
teur [=Pdp, pendant un temps quelconque, pe
comprend pas seulement le travail qu'on veut exécu-
ter au moyen de cet instrument; lintégrale [30Qdy
comprend aussi le travail resistaut qui proyient du
frottement des parties de la machine, entre elles ou
2. 49
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contre des corps étrangers, et de la résistance du
milieu dans lequel la machine est en mouvement.

Pour avoir égard, par exemple, aux {rottemens,
1l faut, d’apreés ce qu'on a vu dans le n® 568, ajouter
3 lintégrale /=Qdg, provenant du travail résistant
proprement dit, une antre intégrale /SfNds, dans
laquelle f est le coefficient du frottement, N la
pression mutuelle des parties frottantes, et ds I'élé-
ment de la courbe décrite par leur point de con-
tact. Cette addition changera V'équation (d) en
celle-ci :

13my* = [EPdp — [2Qdg — (= fNds. (e)

11 suit de ]a que quand une machine a atteint son
état permanent, la quantii¢ de travaill fEPdp, pro-
duite pendant un temps donné, par les forces mou-
vantes, n'est pas représentée en totalité par la partie
utile [=Qdg du travail résistant, laquelle partie est
toujours moindre que le travail moteur [ZPdp, de
toute la quantité de travail correspondante aux frot-
temens et aux autres résistances. Une machine est
d’autant meilleure que le travail utile 2Qdy appro-
che davantage d’étre égal au travail moteur /ZPdp;
mais la premiére intégrale ne peut, quelle que soit
la combinaison des parties de la machine, étre égale
2 la seconde, ni, a plus forte raison, la surpasser.
Parmi les machines imparfaites, ou le travail utile
n’élait qu'une tres petite fraction du travail moteur,
et ot la plus grande partie de celui-ci se trouvait
absorbée par les frottemens, On peut citer, pour
exemple, Vancienne machine de Marly: le travail
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moteur consisiait en une chute d’'une partie consi-
dérable des eaux de la Seine, et le travail utile
était l'élévation d'une quantité d’ean 2 une hauteur
qui était bien loin de compenser I'exiguité de son
volume.

685. Les quantités qui constituent essentiellement
une wachine sont la partie & laquelle sont appli-
quées les forces mouvantes, celle qui est en contact
avec le corps que 'on a pour ohjet de mouvoir ou
de déformer, et la partie intermédiaire qui transmet
P'action des forces mouyantes. Quand on a satisfait
aux conditions de la solidité , il importe, pour 'éco-
nomie des frais de construction et pour la diminu-
tion des frotlemens, que la masse totale de la ma-
chine soit la plus petite possible; mais il y a une
autre considération, qui exige que I'on angmente cette
masse , et quon ajoule aux trois parties essenticlles
dont elle se compose, une autre piece qu'on appelle
un volant, et qui consiste, en général, en un corps
solide tournant autour d'un axe fixe horizontal.

Les mouvemens des trois premiéres parties d'une
machine étant alternatifs ou vévolutifs , la demi-
somme X Zmv* des forces vives qui s’y rapportent,
aprés quelle a atteint son maximum, devient une
quantité périodique ; il en est de méme, par consé—
.quent, & I'égard du second membre de I'équation (e);
en sorte que si la machine était réduite a ses trois
parties essentielles, le travail moteur et le travail ré-
sistant, en comprenant dans celui-ci les effets des
frottemens, 'emporteraient alternativement I'un sur
Yautre ; et si les variations alternatives du travail mo-

2
40
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teur [ZPdp, et dc la partie = fINds du travail vésis-
tant, n’étaient pas réglées exactement sur les périodes
de la machine, la quantité /=Qdyg de travail utile va-
rierait continuellement. Or, pour la bomne exécu-
tion des ouvrages que I'on veut effectuer au moyen
d'une machine, il est indispensable, le plus son-
vent, que le travail utile approche, autant que pos-
sible,, de l'uniformité; et clest a remplir cette con-
dition que le volant est destiné.

En effet, soient dm un élément de la masse du
volant, et r sa distance i J’axe de rotation; appe-
lons @ la vitesse angulaire autour de cet axe, com-
mune a tous les élémens dm, et qui peut varier
d'un instant 2 un autre; ro sera la vitesse absolue
de dm; par conséquent, la somme des forces vives
de toute la masse du volant aura pour valeur /F*o*dm,
ou, ce qui est la méme chose, le produit ue*, en dé-
signant par p le moment d'inertie du volant par rap-
portason axe, clest-d-dire, I'intégrale fr*dm étendue
asa masse entiére. Sidonc on ajoute § pw* au pre-
mier membre de I'équation (e), et si I'on suppose
que la demi-somme + Zm¢* se rapporte aux trois
autres parties de la machine, on aura

3 p@* = Zme* =[EPdp — f2Qdq — [ 3 fNds ;
d’'ou 'on tire
2Qdg = R — :pe?,
en fasant, pour abréger,

R = [2Pdp — [3 fNds — Lz,
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Or, on concoit que les variations de @ peuvent
eire réglées sur celles de cette quantité R, de ma-
niére que la variation totale de R — % ue* soit ré-
duite &4 de trés petites amplitudes, et que, par con-
séquent, le travail résistant soit & peu preés invariable
dans V'état permanent de la machine : on concoit
aussi que, toutes choses d’aillenrs égales, les varia~
tions de la vitesse ® du volant seront dautant
moindres, que son moment d'inertic @ sera plus
grand.

686. Par l'addition d'un volant, Ia dépense de
travail moteur nécessaire pour mettre la machine en
mouvement et pour accroilre la force vive totale
jusqua ce qu'elle soit parvenue au maximum, se
trouve augmentée; mais quand la machine est arri-
vée a son ¢état permanent, les masses de ses diflé-
rentes parties n'ont plus d'influence sur son travaii ,
si-ce n'est celle de leur poids sur les frottemens.

Pendant le mouvement de la machine, ¢l sur-
vient un choc de ses parties entre elles ou contre des -
corps €trangers, et qu'aprés le choc les points de
contact aient une vitesse commune dans le sens nor-
mal aux surfaces, 1l y aura diminution de force vive
dans le systéme; si les parties qui se sont choquées
se séparent, en vertu de leur élasticité, 1] y aura en-
core perte de force vive, quand ces parties ne seront
pas parfaitement élastiques; et quand elles le seront,
il y aura perte de force vive dans la premiére partie
du choc, puis une augmentation précisément égale
celte perte dans la seconde partie (n° 572). Par consé-
quent, pour ramener la machine a son état perma-
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nent , sans qu'il y aitrdiminution dans la quantité de
travail résistaut, il faudra que les forces mouvantes
fassent une nouvelle dépense de travail moteur, sem-
blable & celle qui a eu lieu i lorigine du mouve-
ment, et égale 4 la moitié de la force vive perdue
dans le choc. Cest pourquoi, indépendamment du
dommage que les chocs produisent dans les ma-
chines, 1l est encore nécessaire de les éviter, pour
I'économie des forces mouvantes.

687. En général, le travail résistant qui provient
des frottemens et de Vaction du milieu, est une quan-
tité continuellement croissante ; pour quil y ait un
travail utile, ou, senlement, pour que le mouvement
de la machine soit entretenu, il est donc nécessaire
que la quantité de travail moteur croisse également
avec le temps, dans un rapport.au moins égal a ce-
Iui de l'accroissement du travail résistant, Sicela n'a
pas lieu, le travail résistant finira par éire égal an
travail moteur : & cet instant, la demi-somme des
forces vives de tous les points du systéme sera nulle ;
les vitesses de tous ces poinis seront zéro, et la ma-
chine s’arrétera et se trouvera réduile au repos.

Anx frottemens et aux résistances des milieux qui
produisent cet épuisement graduel de la force vive,
on pent encore ajouter la communication d’une par-
tie du mouvement de la machine a ses supports, la-
quelle partie va ensuile se perdre dans le sol sur le~
quel la machine est établie. Cette communication ne
provient pas seulement du défaut de solidité des sup-
ports; elle a aussi lieu en vertu de leur élasticité,
qui permet au mouvemeat de s’y propager de la
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méme maniére que le son ; et il peut résulter de celte
propagation une diminution de vitesse des parties de
la machine, semblable a celle qui serait produite par
la résistance d'un milien J'ai donné un exemple de
cet effet singnlier, dans lc meuvement d’'un pendule
suspendu i l'extrémité d’une verge ¢lastique et hori-
zontale, d'une longueur indéfinie (*).

Quand on supprime l'action des forces mouvantes,
et que le travail utile de la machine a aussi cessé,
équation des forces vives se change en celle-ci :

LZmv* = L Emk* — [ZfNds;

Smk* etant la somme des forces vives de tous les
points du systeme a cet instant, Zme* celte somme
a une époque subséquente, et (= fNds comprenant
le travail qui provient des frottemens, de la résis-
tance du milien et de la perte du moavement par les
supports. Or, ce dernier terme sera bientot egal &
13mk*; la force vive de la machine se irouvera
complétement €puisée, et la machine cessera de se
mouvoir, comme on I'a déja dit dans le n® 568.
688. Quand un homme transporte son propre
poids, que jappellerai IT, a une hauteur verticale %
au-dessus de son point de départ, la quantité de tra-
vail produite est expriméc par [k, dapres la régle
du n° 653 ; mais cette quantité donnerait une idée
fres imparfaite des efforts musculaires qui ont été
faits, et de la force totale que cet homme a deye-

(% Additions & la Connaissance des Tems pour Van-
née 1833, page 26.
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loppée. I serait difficile d’en oblenir une mesure
exacte; on peut seulement faire voir qu’elle doit sur-
passer, souvent de beaucoup, la quantité précédente,
qui serait nulle si la hauteur % était zéro, quoique ,
certainement, il y ait une quantité de travail méea-
nique correspondante & la marche d’'un' homme sur
un plan horizontal.

Dans cette marche, je suppose que Thomme ait
d’abord le pied gauche en avant du pied droit; son
centre de gravité est alors abaissé, au-dessous de sa
position naturelle, d’une quantité que je désignerai
par ¢. En s'appuyant sur son pied gauche, et aidant
du frottement de ce pied contre le sol , 'homme ra-
meéne son pied droit au nivean du pied gauche, puis
le pied droit devance le pied gaunche, et va se poser
sur le sol; ce qui fait un pas entier, composé de
deux parties. Or, dans la premiére partie, 'homme
souleve son centre de gravité de la hauteur ¢, et
produit par 12 une quantité de travail égale a Ig; il
imprime , ad méme instant, 4 ce point une vitesse
horizontale , que je désignerai par @, 2 la fin du
premier demi-pas; ce qui répond 4 une autre quan-
tité de travail équivalente & Ia demi- force vive

¥ 11a*

2

, en designant par g la gravité, On devrait

2 « 1 Ila® : ; .
encore ajouter a — —, la partie de la demi-somme
3 g L

des forces vives provenant des vitesses relatives de
tous les autres points du corps (n° 569); mais )en
ferai abstraction dans ceile évalualion , qui ne peut
élre (lu‘un apercu. Je supposrjl'ai auss que le se-
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cond ‘demi- pas a lien en vertu de la vitesse ac-
quise a la fin du premier, et du poids dulcorps
qul retombe sur le sol, de manictre que, pen-
dant le .second deml—paq I'homme w'exerce plus
aucun effort, et que les vitesses verticale et hori-
zontale, dont son centre de gravxte se trouve en-
core animé 2 la fin du pas entier, soient détruites
par le choc et le frottement de son pied droit contre
le sol. Dans cette hypothetse, la quantité de tra-

vail de 'homme pendant le pas entier sera la somme

y O HTH, ou Il (¢4 ), en appelant « la hau-
te]

teur due a la vitesse @, de sorte qu'on ait ¢* = 2ga.

Il suit de la que dans un nombre n de pas égaux
et semblables, la quantité de travail d'un homme ou
d’un animal, portant un fardeau et marchant sur une
route horizontale, aura pour yaleur 7K (¢ + 2), en
désignant par K son poids IT augmenté de celui du
fardeau. Si le poids total a été élevé verticalement &
une hauteur % au-dessus du point de départ, il fau-
dra ajouter K% ala quantité nK (e 4-a); et sile far-
deau est trainé sur une route, ou il éprouve un frot-
tement qui soit représenté par une partie F de son
poids, il en résnltera une autre augmentation de
travail égale a F/, en appelant / la longueur duy
trajet.

68g. Dans le calcul des effets des machines en
mouvement, il est souveu%tilc de distinguer les
vitesses communes et les vitesses relatives de leurs
différens points. Pour cela, soient toujours #, 7,
z, au bout du temps ¢, les coordonnées du point

~y
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quelconque dont la masse est m; a cet instant, les

_ de dy d
composantes de sa vitesse absolue seront = -a% ’ %;

et, au bout du temps -} dt, les coordonndes de
ce méme point deviendront x - dx , j-dy,
%+ dz. Or, on peut décomposer le mouvement du
systéme, pendant l'instant d¢, en un mouvement de
translation et de rotation commun 2 tous ses points,
dans lequel leurs distances soient mvariables, et en
des mouvemens particuliers ol ces distances varient
convenablement. TFappellerai d'x, dy, dz, les ac-
croissemens de x, ¥, z, qui proviennent du mouve-
ment commun, etd,x, d y, dz, ceux qui résultent
du mouvement relatif de m, de sorte qu'on ait

dr=dx+dzx, dr=dy+ Y, dz=dz4dz.

Pour ce point m, jappellerai aussi «', ¢, w', les
trois composantes de la vitesse commune qu'on re-
gardera comme des fonctions données de ¢ 2
et qui seront

' dx i d r . d'z

—_ - P = =5 W = -3

dr ? dt’

. z oz, il dz
celles desa vitesse relative seront aussi i

on aura

dy dz

dax dx dy } z
' TR Sl e )

gl ' 4 ’
o e S

pour les composantes de sa vitesse ahsolue; et en
differentiant, il en résultera
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dx _ du dddx
dar T dr + dr ?
dys  dd dd y
@ =t (f)
d'z div’ ddz
P77 B e Ol

pour les forces accélératrices de ce point m, suivant
les axes des coordonnées ; les différentielles relatives
a ¢ qui sont indiquées, étant prises par rapport a
cette variable et aux coordonnées x, y, z, regardées
comme des fonctions de £.

Sice point m est astreint a se mouvoir sur une sur-
face qui peut éire fixe ou mobile, mais dont la
forme est invariable, il devra demeunrer constam-
ment sur cettesurface, en vertu de sa vitesse absolue,
et 'on pourra aussi supposer quiil y resterait cons—
tamment, en verlu du mouvement commun du §ys=
teme. En représentant par Li=o0, l'équation de la
surface, Li sera une fonction donnée des coordonnées
de m , rappertées a des axes mobiles qui participent
au mouvement commun, et cette quantité pourra
élre changée en une fonction du temps et des coor-
donndes de m rapportées 3 des axes fixes, Cest-h-
dire, en une fonction de ¢, x, y, 2. L'équation
Li==o"deyra subsister, lorsqu'on y remplacera ces
quatre variables, soit par ¢~ dt, x 4=dx, y +dy,
z—ds, dans le mouvement absolu de m, soit par
tdt, x+dzx, T dy, z-d'z, dans le mou~
vement commun du systeme. En négligeant les infi-
niment petits du second ordre, on aura done simul-
tanément
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dl, dL
o+ o (dx 4 d )

> i) :
+jj, (d)"'f-d,])—l—% (dz4dz) = o,

SIS R e S

et, par conséquent,
dL . dlL. dL
= ax A+ dy +zdz=o0. (g)

Cela posé, nous allons chercher la somme des
forces vives dues aux vitesses relatives de tous les
points du systtme, et la comparer 2 la somme des
forces vives qui résultent de leurs vitesses absolues.

6go. Reprenons, pour cela, la formule générale
du n° 531, de laquelle on a déduit Véquation («) du
n°® 680, et formons successivement les termes de cette
formule; relatifs aux différentes sortes de forces qui
peuvent agir sur le systeme que l'on considére.

Désignons d'abord par P une des forces extérieures
et données; dp étant la projection du déplacement
de son point d'application, sur sa direction, et en
regardant cetle projeclion comme une quantité po-
sitive ou. négative, selon qu'elle tombe sur la direc-
tion méme de P ou sur son prolongement, od aura,
comme dans le n° 681,

mXdxe -+ Yy +ZJz) =Pdp,

pour Ja partie de la formule citée , qui résulte de cette
force P.
Soit ausst R I'action mutuelle de deux points du
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systeme dont les masses sont m et m'; appelons r la
distance mm', dont R est une certaine fonction ; 257,
z, 2,y , 2, étant les coordonnées de m et-m', on
aura

Pre=(—x) =y —y P4 (z—45)%
et si Jr exprime la variation de rqui résulte de leurs

accroissemens dx, 'y, 'z, Ja’, Iy, 4'z’, on aura
aussl

rdr = (x — x') (Jx — Ix')
+(r —7) Gy —Jr) + (3 —7) (I — ).
Les composantes de la force R appliquée au point m,

seront
IRl L)

r 2

(r — R
mY = =& .)’_rf_),
mZ, ==k (z—z)_li’

r

et celles de la méme force appliquée au point m',

- (' —x) R
WX === E=0
" (. —rR
mY =k,
T (z —-‘z}R;

T

d'ot1 I'on conclut

m (L\LJ\-%' -+ Yd'y + ZJz)
4 m' (X'dx’' + Y&y + Z'dd) === R,

pour la partie de la formule générale, provenant
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de l1a force R; le signe supérieur ou le signe infé-
rieur ayant lien, selon que cette force est répulsive
ou atiractive.

Si le point m est astreint a demeurer sur la surface
dont on a représenté I'équation par L= o, dans le
numéro précédent, et que U'on appelle  I'élément
de cetie surface auquel le point m répond au bout
du temps ¢, et ®@U la résistance qu’il en éprouve,
cette force sera normale & la position actuelle de @;
on aura donc pour ses composantes

mX = «UV Z—L , mY=oUV ah , mZ=wlV d—L,
T dy dz

cn faisant, pour abréger,

V=[G + & + @]

et si l'on fait amssi
( - J'x + J —i—chP,.) = du,

il en résultera wUdz, pour le terme de la for-
mule générale qui provient de la résistance wU.
Le facteur U exprimera cette résistance rappor-
tée i l'unité de surface; J'w sera la projection du
déplacement de 7 sur la normale a Iélément o ;
elle aura un signe ambigu, a cause du radical V, et'on
regardera du comme une quanlité positive on néga-
tive, selon que la projection du déplacement de m
tombera sur la direction méme de la résistance oU,
ou sur son prolongement.
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Qutre la résistance normale de la surface sur la-
quelle le point m est assujetti a se mouvorr, il éprou-
vera encore une resistance tangentielle provenant du
frottement contre cette surface; et si Von désigne
cette force par @F, et par d's la projection du dépla-
cement du poini matériel m sur sa trajectoire, ilen
résultera @FJ's, pour le terme correspondant de la
formule du n°531. .

D’aprés cela, cette formule pourra s'écrire ainsi :

'”(df ST o +5 - 9% )

h
=3Pdp == ZRJr + ZwUdu —ZwFds; ®)

la somme = du premier membre répondant a tous
les points du systéme, et les sommes = du second
membre s'étendant , la premiére aux points qui sont
soumis 4 des forces motrices extérieures, la seconde
aux actions mutuelles de tous les points du systeme
pris deux & deux, la troisicme et la quatrieme a tous
les élémens des surfaces résistantes et frottantes. Cela
posé , si Pobligation d'une partie des points du sys-
téme, de demeurer sur ces surfaces, est la seule
condition qui restreigne les mouvemens du systéeme
entier, on pourra maintenant considérer tous ces
points comme entiérement libres, et faire telle hypo-
thése qu'on voudra sur les variations Jx, &'y, &'z,
des coordonnées d’un point quelconque.
6g1. Je supposerai d'abord qu'on prenne

J‘_r.:.dx, J‘)":df, Jdz = dz

3

de sorte que le de'placemen't du point quelconque m
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soit celui quia lieu effectivement pendant linstant dt.
On aura, en méme temps , dr=dr; et Pon rempla-
cera dp, du, s, par dp, du, ds, qui représentent
les projections du déplacement réel du point m sur
les directions des forees P, »U, «F. En appelant ¢,
la vitesse d’un point quelconque m, et observant

qu'on a
&z dry P )
- doe - a‘zf (g’y—]—-dt2 dz = - d..P,

'équation (%) deviendra
1d. 2mv* = ZPdp == ZRdr + ZeoUduy — Zo¥ds.
En intégrant, on aura donc

1 Smet — LEmk 1

= [3Pdp == [SRdr 4/ SeUdu— [SuFds; §

k étant la valeur initiale de ¢ , et les intégrales com-
mencant a l'origine du mouvemeat.

Le terme /=Pdp comprendra la partie du travail
moteur qui répond au poids du systeme ; et si Fon
appelle I ce poids, et { la hauteur verticale dont le
centre de gravité sera lombé pendant le temps 7,
cette partie sera égale a IZ.

Lorsque les distances des points du systeme que
'on considére demeureront invariables pendant le
mouvement, on aura dr==0, €t le terme [=Rdr
disparaitra de léquation (i). Sl s'agit d’un fluide ,
ce terme comprendra les attractions ou répulsions
mutuelles de ses points, qui s'’élendent & de grandes
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distances ; il comprendra aussi les actions mutuelles
qu’on appelle pmprement forces moléculaires (n°588),
qui ne s'étendent qu'a des distances insensibles, et qui
prodm%ent les pressions intérieures, auxquelles on
n’a point eu égard en formant I'équation (i), La valeur
de cette intégrale [SRdr dépendra du changement de
forme et des condensalions ou dilatations du fluide
pendaut son mouvement; et pour les tres pchtes va-
riations de densité qui ont lieu dans le hquude elle
pourra varier dans de tres gmnds rapports, a raison
des forces moléculaires ou des pressions intérieures
qui en résultent (n° 556).

Les sommes ZoUdu et SwFds comprises sous les
deux dernieres intégrales, sont elles-mémes des in-
légrales doubles étendues a tous les clémens o des
surfaces résistantes et frottantes. Si la partie du sys—
téeme qui frotte contre une de ces surfaces est un corps
solide, la force @F sera indépendante de la vitesse de
ce corps, et proportionnelle, pour chaque élément w,
a la pression correapondante laquelle est égale et
contraire & la résistance wU. Si cette partie frottante
du systéme est un fluide , la force »F dépendra de sa
vitesse relative, et sera indépendante de la pression
(n° 456 ). Lorsque la surface dont L = o est I'éqna~
tion, sera immobile, la projection du déplacemem
de m sur la normale A cette surface sera nulle pmsquﬁ
le pomt ™ est assujetti a demeurer sur cetle surface ;
on aara donc du=o0; ce qui fera disparaitre lmtc—
grale fZoUdu; et sil'on fait, de plus, abstraction du
frottement , I'éqnation (7) se réduira 2 I'équation or-
dinaire des forces vives.

= 4

20 =249
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i
Ggz. Prenons actuellement

dr = dfx‘, r.’\j = d:f! dz = d{;;

de maniére que les déplacemens des points du sys-
teme que suppose l'équation (%), soient leurs dépla-
cemens relatifs. Désignons par dp,du, ds, les pro-
jections des déplacemens relatifs des points ou sont
appliquées les forces P, U, F, sur leurs directions.
Les valeurs de J'p, du, ds, qui répondent a celles
de &z, Jy, &z, que nous employons, seront d,

du,ds. De plus, les autres parties d'x, dy, dz,
des différentielles totales dx, dy, dz, n'influant pas,

par hypothése, sur les distances mutuelles des points
du systéme, &'r se changera dans la différentielle dr,

comme dans le numeéro précédent. L’équation (%)
deviendra donc

am(a,t‘ da:'-}- = d + d;* ) @
= 2Pd p == ZRdr+ ZwlUdu — Zde,s.

Sil'on appelle v, la vitesse relative du point m, dont

dr dy dz
les composantes sont ——, -, —=, on aura

cI_r
“dt b e (d‘ 4

ct, en différentiant,

w4 ddj z
—d o, V= dﬁ d'J x4 — ’y+dt°d"'

En vertu des équations (/) , on aura done
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ik et dy d’z 4.
g Gr Tt gpdy + Fde
T Byl dv' iy diw!
== ;:d.(" +—_€H (l,.'l’.‘-!-——‘? C{‘.J +"d—£d.,2.

Diailleurs, siTon metda, d,y,dz, dans Dexpres-
sion de Ju du n° 6go, pour avoir celle de du, on
aura

- /dL L iy
du=V\V (?— da %d!j-f-jé ¢

dx

Yk
Iz );

quantité nulle, en vertu de I'équation (8). Au moyen
de ces valeurs, 'équation (%) prendra }a forme

i oy du’ dv’ B b 3
Sd.Zmw? + Zm (:77 dax +:_1.:'df~7 +— ds )
= ZPd p+=3Rdr — SwFds ;
et, en intégrant, il en résultera 4

iZmy *—iZmhk = [3Pd p=t [ SRdr—{ ZFd s

Tu’ v’ dw’ 3
__fzm(%({.r-—}—é; d'?_'_T;dfz); (4)

k, étant la valeur initiale de v,, et les intégrales com -
mencant a lorigine du mouvement.

693. Cette équation (7) fera connaitre Vaccroisse-
ment , pendant le temps £, de la demi-somme des
forces vives, dues aux vitesses relatives de tous leg
points du systéme.

En faisant divectement dans la  formule générale
dun® 531, Phypothése qui nous a conduits 3 I'équa-
tion (1), c'est-a~dire , en Y mettant d‘,x, (Z‘ Frdz,
au lien de dx, J'y, J%, on aura

49--
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i
Zm d - d.x'-—[— d +(I; .;-)
= Zm (Xdx -+ 'id,]' - Zdz),
ou hien , d'aprés ce qui précede,

s d.me?

_.Zml:(X —-d" \ d +(Y—— du) -l—(é—-dw )d ]

la somme = du second membre s’étendant 2 toutes les
forces qui agissent sur les points du systénie, excepté
les forces provenant des résistances normales des sur-
faces lixes ou mobhiles, que les valeurs prises pour 'z,
4y, J'z, ont la propriété de faire disparaitre. Or, si
Yon appelle H la force dont les trois composantes
sont

: v’ o dw’
m(X i (\ —_ c—{:)’ m(é = '?I’T)’

etdhla projecl;iou du deplacement relatif de son
point d’application sur sa direction, on aura

m (X —iff) a’x+m(Y—-——)

—[—-m(Z—fh—v— dz=t=Hdfk,

selon quc cette projection d /i tombera sur la direc-
tion méme de la force H, ou sur son pr OIOncremem
Dou¢, en conservant H et d /i dans le pr‘ermer cas, et
cmployant L et d/ dans le sccond, on en conclura

22 — 2 3mk* = [EHdh— [5Ld];

la somme ZHd /; s'étendant a toutes les forces mou-
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vantes du systeme, et la somme. ZLd1 & toutes les
forces resistantes:

Cette derniére équation n'est anire chose que 1'é-
quation (/) préseniée sous une forme différente. En
la comparant a 'équation (d), on voit que le principe
des forces vives a encore lien a I'dgard des vitesses
relatives des points du systéme, telles qu'elles ont
été delinies dans le n° 68g, pourvu que I'on rem-
place les forces données P et Q, par d’autres forces H
et L, qui dépendent des premiéres et du mouvement
commun du systeme. :

Ce théoreme est dix a M. Coriolis. 1l peut étre em-
ployé utilement dans heaucoup de questions étran-
geres a ce traité de Meécanique rationnelle, et pour
lesquelles nous renverrons au mémoire de l'anteur
sur le principe des forces vives dans les mouvemens
relatifs des machines (*). !

6g94. Le terme JZRdr, qui provient des forces
moléculaires, est le méme dans les deux équations
(i)et (§); le plus souvent, le terme qui répond aux
frottemens est ausst Jle méme dans le mouvement ab—
solu et dans le mouvement relatif du systéme, et ne
change pas, par conséquent, en passant d’une équa-
tion & lautre; alors, en retranchant la seconde de
ces équations de la premiere, on aura

(=5}

me(w__ 9!;)___ Eﬂl( ’_Afs):sz(dp = (],P)
-+ Zm(% dat d, g4 2 d ) ysoUdu.{ (")

S

(*y Journal de PEcole Polytechnique, 21° cahier,




774 TRAITE DE MECANIQUE.

5i les forces P se réduisent aux poidsdes différentes
partics du systtme; que 'on appelle IT e poids to-
tal, et ¢’ la hauteur verticale que décrit son ceutre
de gravité pendant le temps £, dans le mouvement

commun & tous ses points, il est aisé de voir que
Yon aura aussi

[ZP(dp — dp) = mp". -

De plus, ¢l n'y a qu'une seule surface résistante,
et que ce soit, par exemple, un plan qui se meut
parallelement 2 luni-méme, on pourra prendre, pour
le mouvement commun du systeme, le mouvement
donné de ce plan, car il satisfait aux deux conditions
dun’ 68g : il ne changera pas les distances mutuelles
des points du systéme, et il n’empéchera pas les points
quisont en contact avee ce plan mobile, de demeurer
a sa sarface. D'ailleurs, il est évident que ce moave-
ment étant perpendiculaire au plan mobile, il n'in-
fluera aucunement sur les vitesses relatives des points
qui glissent sur ce plan, non plus que sur les tra~
jectoires quils y décrivent; d’on il résulte que le
travail résistant di au frottement contre ce plan, sera
le méme dans le mouvement absolu et dans le mou-
vement relatif, comme le suppose I'équation (m).

Pour simplifier encore cette équation , j¢ suppose
que le mouvement du plan résistant soit uniforme ;
€n sorte que teus ses points décrivent des perpendi-
culaives a sa position initiale , @VEC Une vyitesse com-
mune, qui sera rendue, par un moyen quelconque,
invariable et indépendante de Iaction du systéme
sur ce plan. Ses composantes &', ¢, w' seront cons-
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tantes, et 'on-aura

. gdu’ dv' div’ 4
[zm =5 dax - w5t dy -+ fdt_d“) =0
En désignant cette vitesse par a, et pare l'angle
que sa direction fait avec celle de la pesanteur, on
aura aussi
' = atcose.

Soit, en outre, Q la pression exercée, au bout du
temps £, sur la surface entiére du plan donné, et dans
le sens de la vitesse a. Le travail résistant qui ré-
pond & cette force prise en sens contraire de sa direc-
tion, clest-a-dire, a la résistance du plan, sera
— fQadt, pendant la durce du temps £, en supposant
que D'intégrale s’évanouisse avec cette variable. En
faisant passer le facteur « en dehors du signe [, nous

aurons donc
SZaUdu = — afQdt,

pour la valeur du dernier terme de I'équation (m),
laquelle deviendra

1Sm( fo—te )—1 Sm(v*—v ) Tatcosa=af Qa-'t. (n)

La vitesse ¢, est la résultante de ¢ etde la vitesse @
prise en sens coutraire de sa direction; si donc, on
représente par ¢, langle que fait la direction de la
vitesse ¢ avec celle de @, on aura

P == ¢* — 2a9COSE -+ a*;

et si on désigne par &' la valeur initiale de ¢, on
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aura de méme

A = k* — 2ak cos S 4 a*;
d'ou il résulte

Em(k* — k?) = a ZEmk cos ! — ta*Zm ,

Em(v: — = a Emveos e— ~a*=Zm:;
4 2 2

Blm B

ce qui change I'équation (72) en celle-ci ,
Zmkcosd — Zmy cose - [tcos 2 = fQdz, (o)

apres qu'on a supprimé le facteur 4 commun a tous
ses termes.

Les sommes =mk cos I et Emecos & expriment, an
commencement et & la fin du temps ¢, les quantités
de mouvement de fous les points du systeme , dans
le sens perpendiculaire an plan donné; le produit
I1£ cos z est la quantité de mouvement produite sui-
vant la méme direction par le poids IT du systéme,
pendant la durée du temps ¢; et lintégrale fQds
est la quantité de mouvement déiruite pendant ce
temps par la résistance du plan donné. Or, il est
évident que cette derniére quantité doit éire égale a
l'excés de la premiére somme sur la seconde, aug-
menté de la quantité [T cosz; en sorie que l’équa—
tion précédente, qui exprime cetle égalité, peut étre
regardée comme une vérification de notre analyse.

695. Lorsque la vitesse /& de chaque point du sys-
teme se changera brusquement dans la® vitesse ¢,
Vaction du systéme sur le plan donné sera une per-
cussion ; pendant sa durée trées courte, on pourra
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negliger effel IT# cos 2 de la pesanteur; et Ja quantité
de mouvement détruite par le plan sera Yexces de
Zmk cos d' sur =my cose.

Si le systeme est un corps solide situé au~dessus
du plan, et qui demeure juxta-posé a sa surface aprés
le choc, la composante vcos e de la vitesse vsera la
méme, a cet instant, pour tous les points du corps,
et égale & la constante a; en différentiant I'équa-
tion (o) par rapport & £, on aura donc

ITcosa =— Q;

ct, en effet, la vitesse du plan étant invariable , par
hypothése, il faut que sa résistance détruise inces-
samment les accélérations de la gravité, qui auraient
lien perpendiculairement 2 sa surface; il faut donc
que cette force soit égale et contraire i Ja compo-
sante du poids IT suivant cette direction, et que la
pression () soit égale a cette composante.

On peutremarquer que, quand l'angle « est obtus, la
valeur précédente de Q ale signe—. Mais on a supposé
plus haat que la pression exercée sur ce plan était
dirigee daus le seus de la vitesse a; et, si le con-
traire avait lieu, 1l faudrait changer le signe de Q
dans toutes les équations précédentes. Or, la pres-
sion Q s'exerce effectivement en sens contraire de la
vitesse @, lorsque l'angle @ est obtus; la valeur
de Q est done alors — I1cos &, ou, aulrement dit,
celte valeur est toujours I cos , abstraction faite du
signe,

6y6. L'équation (o), évidente en elle-méme, peut
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servir & déterminer la pression d'une veine fluide en
mouvement sur un plan AB ( fig. 57 ), animé de la
vitesse @ perpendiculaire i ce plan, et dont la di-
rection fait, avec celle de la pesanteur, un angle «.

Pour fixer les idées, supposons que le liguide sorte
d’un vase par un orifice horizontal, et qu'il forme,
au-dessous de la contraction de la veine (n°* 676) , un
cylindre vertical dont tous les points ont une vi-
tesse commune et verticale, que nous désignerons
par 3. Supposens aussi que le miveau du liquide
soit entretenu & une hauteur constante dans le
vase; ce qui rendra la vitesse 9 indépendante du
temps.

Jusqu’a une section horizontale CD, fiite 4 une
petite distance au-dessus du plan AB, la veine con-
servera sa forme cylindrique et sa vitesse 9 ; elle
s'étendra ensuite sur ce plan, et finira par le débhor-
der. Au bout d'un certain temps, le fluide parvien-
dra & un état permanent, dans lequel la vitesse de
chaque molécule ne dépendra plus que du licu
qu'elle occupe, et ou la pression en un point quel-
conque du plan AB sera aussi indépendante du
ternps. Clest dans cet €tat qu'il s'agira de déterminer
la pression tolale Q, exercée sur la surface enticre
du plan.

La partie de cette pression due au poids du li-
quide, sera la composante de ce poids, perpendicu-
laire au plan AB, défalcation faite de la partic de ce
meéme poids, c[tn est soutenue par les parois du vase

d’ou le liquide s'écoule. Comme il sera tonjours fa-
cile d'y avoir égard, dans chaque cas particulier,




ADDITION. 19
nous en ferons abstraction, et nous ferons, en con~
séquence, [T==o0, dans I'équation (o). Il est évident
qu'on pourra aussi , dans les sommes Zmk cos ' et
=my cos ¢, ne pas tenir compte des molécules du li-
quide situées au-dessus de CD, puisqu’elles conser-
vent toujours la méme vitesse, ce qui fait dispa-
raitre la différence de ces deux sommes. Enfin, si le
diametre de la veine fluide est trés petit, 1'épaisseur
de la couche liquide sera aussi treés petite, & une
petite distance autour de I'axe de la veine. A cetle
distance , les vitesses relatives des points de la cou-
che seront sensiblement paralleles au plan AB, dans
toute I'épaisseur de la couche, ou, ce qui est ia
méme chose, leurs composantes perpendiculaires
a ce plan seront égales a a. De plus, cette partie
du fluide comprise entre AB et CD sera beaucoup
plus considérable que la partie voisine de I'axe de la
veine, si la surface du plan AB est trés grande par
rapport a la section CD ; on pourra donc alors pren-
dre @, sans erreur sensible, pour la composante
¢ cos ¢ de la vitesse ¢ de chaque point du fluide con-
tenu entre AB et CD.

Cela posé, soit C'D’ une autre section de la veine
fluide , faite au-dessus de CD, et telle que le volume
compris entre CD et C'D’ soit équivalent au volume
de fluide compris entre AB et CD. Appelons b le temps
que le premier volume du liquide em ploie & traverser
la section CD et & se changer dans le second volume.
Supposons que les sommes Zmk cos d et Emocose, de
I'équation (0), €tendues a tous les points du second
volume, se rapporient au commengement et a la fin
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du temps 0. Au commencement, fous ces points
étaient situés au-dessus de CD, et avaient, consé-
quemment, une vitesse 3 , faisant un angle o avec
la vitesse a ; pour un point quelconque m, on a
done

k=17, d=ua, kcosd = ycosa.

A la fin du temps §, on a, comme on vient de le
dire,
pcose = a,

pour un point quelconque m du liquide contenu
entre AB ct CD. Si donc on appelle p la masse de ce
liquide, il en résultera

Zmk cos d' — Zmp cos € = p (7 cos & — a).

D'ailleurs, la pression Q élant constante, linté-
grale [Qdt est égale au produit Qf, pour la du-
rée du temps §; daprés 'équation (o), nous an-
rons dornc

m(y cos & — a) = QF.

Soit n le nombre de fois que le temps § est con-—
tenu dans un temps £ quelconque ; 72w sera la masse
du liquide qui traversera la section CD pendant le
temps z. Mais cette masse sera aussi pcyz, en ap-
pelant p la densité du liquide, ¢ Taire de la sec-
tion €D, et observant que 9 est la vitesse constante
de I'écoulement a travers cette section; on aura,




ADDITION. 781
par consequent ,

np = feyt;

si I'on multiplic I'équation précédente par n, que
I'on y substitue cette valeur de ny , et qu'on sup-
prime ensuite le facteur £, commun & tous ses termgs,
on a finalement

Q = pey(ycosa — a),

pour la valeur de la pression qu'on se proposait de
déterminer.

On devra se rappeler que cette formule suppose
Fangle o aigu; quand il sera obtus, il faudra, comme
on I'a dit plus haut, changer le signe de Q; en sorte
que l'on aura alors

Q = pcy(y cos a + a).

Ces deux expressions de Q supposent aussi que le
plan AB est entierement recouvert par la veine fluide
épanouie sur sa surface; ce qui exige que « ne soit
pas un angle droit, et, quen général, il s'écarle
sensiblement de go°. Quand le mouvement du plan
est vertical, on a 2 =0, ou 2 == 180°, et, consé-
quemment ,

Q=rer(y = @)

le signe supérieur ayant lieu lorsque le plan se meut
dans le sens de la pesanteur, et le signe inféricur
dans le cas contraire. Si l'on a «=o0, et que 7 soit
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la vitesse due a la hauteur %, et g la gravité, an

aura
Q = agpch;

en sorte que la pression () sera, dans ce cas, le poids
d'une portion de la veine cylindrique égale en lon-
gueur i A.




Tiveete de Wevanegee pres W Ladvware, : lome . 7Y







Tome ll. L2,

Trecdle de ”f”{'f!/l/’r/‘ﬂ(’ de H. Lorvvorn.

P
=

N

i)

’,/"—‘-_
i
.
AT
e







Trvedte do Mot VI/HZIM' e M Loy,

Tome . L. 3.

2
| ig. g

|
|
£y D i
g e i {
A /B |
\ n I
: |
e i l
A
1
n
| - o
n—| /h/,_/_,[
&
g Jie"
I b
¥
/
-
o, 40
/-,5/‘ 7[()) D
- L NG
/
/
I’: “‘.
C == 3k W o "
G| ;,'
m‘ ,"
/
S
A 15
| |
o In'
=gy ‘
Frg.ihd.
G H
Y I
|
U I
. [
e 21,
v
|
|
« D
















AT,

o s NS e I
O S e e g e L L ) g e R T T A e e B T S e e

T



http://www.tcpdf.org

