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Yoorwoord

Bij het instuderen van een nieuw ballet heeft een danser(es) veel baat bij een perfek-
te beheersing van de basisbewegingen. Tijdens de opleiding worden die basistech-
nieken intensief geoefend aan de barre (zie voorplaat). Een professionele danser(es)
werkt ook aan de barre, onder andere om de spieren soepel te houden.

Het nieuwe ballet als geheel wordt ingestudeerd onder leiding van een choreograaf.
Het werken aan de barre is een individuele aktiviteit.

Bij het werken aan een wiskundig probleem zijn er ook altijd momenten dat er een
beroep gedaan wordt op de beheersing van een basistechniek, het oplossen van een
vergelijking, het berekenen van een oppervlakte, ...

Dit oefenboek is bedoeld om zelfstandig bezig te zijn met technieken en vaardighe-
den. Deels gaat het om dingen die je vroeger al gehad hebt, deels bevat het (extra)
ocfenstof bij nieuw geleerde onderwerpen uit de ° gewone’ boekjes.

In principe is er telkens een blokje van oefenlessen rond één boekje gegroepeerd.
Ieder blokje wordt gevolgd door een serie Denkertjes: opgaven die net even wat
meer kreativiteit vragen dan de gewone oefeningen.

Het motto van dit boek is duidelijk:

Oéefening baart kunst
Daarbij hoef je zeker niet gefrustreerd te raken als blijkt dat de een van nature wat
hoger reikt dan de ander.

Grand battements naar opzij, waarin je kunt zien
dat een meisje een natuurlijke extensie bezit.



OEFENLES 1: Goniometrische verhoudingen




Opgaven

1. Rechthoek met diagonaal.
a. Bereken sin a, cos a, tan a.
b. Bereken sin 3, cos B, tan . 3

c. Bereken a en B met je reken- B
machientje. o
(Geef je antwoorden in één 4

decimaal nauwkeurig.)

2. Driehoek met hoogtelijn.

A 4

Bereken sin a, cos o, tan o.

Bereken sin B, cos B, tan B.

Bereken o en B (in 1 decimaal nauwkeurig).
Hoe groot is de hoek tussen ACen BC ?

oo oo

3. De ‘tekendriehoeken’.

helft van

gelijkbenig
gelijkzijdige driehoek :

rechthoekig

N -

2 V2

0
'
N

a. Controleer de getallen bij de zijden met de stelling van Pythagoras.
b. Vulin: sind5° = 1.2 sin30° =.. sin 60° = ...

cos 45° = ... cos 30° = ... cos 60° =...

tan 45° = ... tan 30° =... tan 60° = ...



lemand berekent sin 45° met behulp
van dit plaatje.

; 1
Resultaat: sin 45° = — 2
J2

Ogenschijnlijk een andere uitkomst
dan bij 3b. Of toch dezelfde?

Vier lijnen in een vierkant maken
vier hoeken met de basis van klein
naar groot: o, B, v, O.

Zij verdelen de rechterzijde van het 1
vierkant in vier gelijke stukken. {

a. Bereken tan a, tan B, tan v, tan 8.
b. Isdit waar: 1
B=20,y=3cend=40?

c. Als de hoek groter wordt, wordt
ook de tangens van die hoek groter.
Geldt dat ook voor de sinus?
En voor de cosinus?

Een paaltje is 1 m hoog. zon
De schaduw van het paaltje is
2 m lang. P
Hoe groot is de hoek die de e
sonnestralen metde grond ’

maken?

(Die hoek geeft de ‘hoogte’ T

van de zon aan.) )

.ot
-

lemand meet de hoogte van de zon met een hoekmeter: resultaat: 60°.
Vervolgens meet hij dat de schaduw van de berk in zijn tuin 2,40 m lang
is.

Hoe hoog is die berk?

Een vliegtuig stijgt onder een hoek van 20° tot een hoogte van 5 km is

bereikt.
Hoeveel km heeft het vliiegtuig afgelegd om die hoogte te bereiken?



OEFENLES 2: Ontbinden in factoren

24 =12 x-2

10=12-2

Opgaven
1. Ontbind in factoren (van de eerste graad):
a. a+10a+24 d. X —100x + 900
b. x°+20x- 44 e. X +103x+ 300
c. y2-15y+50 f. YP—y+90
2. Ontbind in factoren, indien mogelijk
a. a°+8a d. x*-100
b. y*-12y e. -1
C. p2 +p f. m+4
3. Gegeven de vorm x2 + kx— 36
Neem voor k achtereenvolgens 5, 9, 0 en 35 en ontbind in elk van die
gevallen de vorm in factoren.
4. x+6 0% 2 125436 ™' @+ 12x+35 Y (x45) (x+7)

a. Controleer deze berekening.

b. Doe hetzelfde met:
X+4; x=7, y+11; y—11; p+1;p



18 is ‘overgeboekt' naar het linkerlid

linkerlid ontbonden in factoren

Opgaven

5. Los op door ontbinding in factoren:
a. t2+45=18t c. y2+64=16y
b. 4x+45=x? d. x2=64x

6. Eris één getal dat voldoet aan x2— x=12en ook aan x2 + 7x=-12.
Welk getal is dat?

7. lemand lost X + 6x = 40 als volgt op:
x(x + 6) = 40
x=40of x+6 =40
x =40 of x=34
Geef commentaar.

8. Los op en controleer je antwoorden door invullen in de vergelijking:
a. X +12x=85 d. (u-11)(u+11)=104
b. x(x—10)=24 e. I(t+99)=100

c. (y-7)y+3)=39 f. (x-5)%=81



OEFENLES 3: Lineaire functies

ng van de vorm:

De cosficiént a van x is bepalend voor de helling van de en wordt
daarom hellingscoéficiént (of richtingscosfficient) genoemd.
De constante bis bepalend voor o plaats waar de fjn de y-as snijdt.

1. a. Controleer of de drie grafieken in overeenstemming zijn met de
bijpehorende vergelijkingen.
b. Stel je voor dat de eerste twee grafieken in één rooster staan.
Die grafieken hebben dan één snijpunt.
Bereken de codrdinaten van dat snijpunt.

¢. Dezelfde vraag voor de tweede en de derde grafiek.
2. Geef bij elk van onderstaande grafieken een vergelijking van de vorm
y=ax+b

y y y
10 ,_:, } anapaas . . é 10 e g........g...: 10 ...é.... B St et IE




* Bij het noteren var
tie-symbool £
_ Een voorbeeld v

3. Gegeven is de functie f(x) = 3x + 18.

a.

Bereken f(4), f0), f18), f(-6), f(g)

ife flinelic ig: 100 -

b. Welke getallen moeten op de plaats van de puntjes staan?
f.)=21;f.)=102;f.)=18;f.)=0;f..)=4

4. Gegeven de vergelijking: y = ax + 4.

a. Kies voor a achtereenvolgens 2, :—23 0, -4 en teken steeds de grafiek
bij de zo ontstane functie (vier grafieken in één plaatje).

De lineaire functies van de vorm y = ax + 4 vormen een (oneindig grote)
familie. Elk familielid heeft een grafiek die de y-as snijdt in het punt (0,4).
De familieleden onderscheiden zich van elkaar door de hellingscoéffi-
ciént van de grafiek.

b.

Er is één familielid waarvan de grafiek door het punt (10,34) gaat.
Welke hellingscoéfficiént (dus, welke a) hoort bij die functie?

Hiernaast zie je het lijnstuk AB.
Vanuit het punt (0,4) vertrekken on-
eindig veel recht lijnen. Sommige lij-
nen treffen AB, andere niet.

Welke lijnen door (0,4) treffen AB?
(Geef je antwoord in de vorm:

y = ax + 4 waarbij voor a geldt: ...... )

Naast het lijnstuk AB is nu ook CD
getekend.

Welke lijnen uit (0,4) treffen zowel
AB als CD?

(Let op: de schaal van de tekening is
verkleind).

5. Gegeven de vergelijking y=1,5x+ b
a. Kies voor b achtereenvolgens 2, 0, -3 en teken de grafiek bij de zo

De lineaire functies van de vorm y = 1,5x + b vormen een familie.

ontstane functies.

1 0 an E -
4‘;. ':?.‘.. ".- cdanba ....*
.3:-":} "3:"_1 o ‘A{ 3,31
;" ¢, X
5 10
Yy
201 T I B IE L
10}-Bt-4-
'@.w
A :
i i X
10 20

b. Van welke familieleden snijdt de grafiek de x-as tussen (-10,0) en

(4,0)?



6. Gegeven:y is een lineaire functie van x.
Bepaal een passende formule in elk van de volgende gevallen:

b.
c.
d

De grafiek gaat door de punten (5,10) en (10,5).
De grafiek gaat door de punten (-3,4) en (2,19).
De grafiek snijdt de codrdinaatassen in (0,12) en (24,0).

De hellingscoéfficiént van de grafiek is 1 % en de grafiek gaat door

het punt (16,-7).

De grafiek is evenwijdig met de lijn x — 2y = 4 en snijdt de lijn
X+ y=28in het punt (10,-2).



OEFENLES 4: De a, b, c-formule

1. a. Schrijf de vierkantsvergelijking op met a =3, b=8,c=28.
b. Bereken de discriminant.
c. Bereken de twee oplossingen van de vergelijking.

2. Los de volgende vierkantsvergelijkingen op met behulp van de a, b, ¢

formule.

a. 2x2-3x-35=0 e. 5 +6x=-1

b. x¥*-26x+69=0 f. 6x° +5x=-1

c. 6X+x-57=0 g. X +22x+122=0
d. ¥+71x+12}=0 h. 2-22x+121=0

3. Een vierkantsvergelijking waarbij X de coéfficiént 1 heeft, is van de
vorm: X2 + px + g=0.

a. Geef een formule van de oplossingen van deze vergelijking, uitge-
druktinpen q.

b. Aan welke voorwaarde moeten p en g voldoen, wil de vergelijking
twee (verschillende) oplossingen hebben?

*) In het door ons gebruikte getallensysteem



o

1 overgeboekt naar links

bP—dac=2%-411=8

VB = V42 = 242 _
"oplossingen van x + |
in benaderingen van deze

1+v26n -1 V2 zj
K is men vaak geint

4. Los de volgende vierkantsvergelijkingen op. Geef van de oplossingen
die niet ‘mooi’ uitkomen, ook een benadering in 2 decimalen nauwkeu-

rig.
a. X*=x+3 e. 5x%+1 =4x

b. ¥=x-3 f. 5x° =4x

c. 3F +1=4x g. 5%°=4

d. 4 +1=4x h. X% +0,01 =0,25x

5. Werk uit tot je een herkenbare vergelijking hebt en los op:
a. (2x+1)(3x+2)=4x+3 c. (U—4)°=(8+u)(8-u)
b. (y—=1)(+5=56B-y(1+y d. t{t—8) + 32 =4(t-1)

6. Bekijk onderstaand schema:

x op te lossen uit:
+bx+c=0
|
Bereken: b° - 4ac
|
@ nee |
b —4ac=0 L
ia -
(1) ’ (2) B @
vergelijking vergelijking vergelijking
heeft 2 oplossingen heeft 1 oplossing heeft geen oplossing

a. Leg uit wat dit schema inhoudt.
b. Bedenk zelf een vergelijking zodat geval (1) zich voordoet.
c. Dezelfde vraag voor (2) en voor (3).
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OEFENLES 5: Kwadratische functies en parabolen.

1. Teken de grafieken van:
a. y=%x2 c. y=x+1
b. y=(%x)2 d. y=(x+1)
2. a. Teken in één figuur de grafieken van:
- _ 1
_.éxz 2 en y=-zx+1
b. Bereken de codrdinaten van de snijpunten van beide grafieken.
3. a. Tekenin één figuur de grafieken van:
fix) =-2x° +5 en g(x) = %xz—z
b. Een van beide grafieken is een dalparabool, de andere een bergpa-
rabool. Welke is dalparabool, welke is bergparabool?
c. Bereken de codrdinaten van elk van de snijpunten van de grafieken

van f en g.
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4. Alle parabolen die de y-as als symmetrie-as hebben en de oorsprong als
top vormen een familie. De familienaam is: y = px2.

Familieleden zijn bijvoorbeeld: y = 2x2, y = Ieny=-2

Welke parabolen die deel uitmaken van de familie gaan door het zwarte
vierkant?

5. Het ruimteschip R viiegt langs een parabolische baan y = px2.
De bemanning kan invioed op de baan uitoefenen door op het moment
dat O gepasseerd wordt de p-waarde in te stellen.

Hoe zou je zelf de p-waarde instellen als je het ruimteschip door de bei-
de openingen AB en CD moest sturen?
(Geef alle mogelijkheden)

y

4.. +* + * *




=13+

6. Bekijk geval (3): fix) = -x2 + 4x
Een begin van een x-y-tabel :

x| o] 1]2] 3]

vyl ofafa]s]
A A
Twee punten die even hoog op de grafiek liggen zijn (1,3) en (3,3).
a. Welke lijn is symmetrie-as van de grafiek?
b. Welk punt is de top?

c. Teken de grafiek van f{x) = -x® + 4x

7. Bekijk geval (4): fix) = x¥* = 3x + 5.

a. De grafiek snijdt de y-as in (0,5)
Welk ander punt (...,5) ligt op de grafiek?

Welke lijn is de symmetrie-as?
Welk punt is de top?

d. Tekende grafiekvany = x° = 3x + 5

8. fix)=x+2x-15
a. Losxoput:fix)=0
b. Teken de grafiek van f.
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DENKERTJES

De vergelijking x> — x = 120 en x° + x = 30 hebben één gemeenschap-
pelijke oplossing.
Welk getal is dat?

Een oprit van 200 m lengte heeft de eerste 100 m een hellingshoek van
20° en de tweede 100 m een hellingshoek van 10°.

Men wil de oprit verbouwen zodat er geen ‘knik’ meer inzit.

De opdrachtgever denkt dat de hellingshoek15° moet worden.

Heeft die opdrachtgever gelijk? Zo nee, hoe groot moet de hellingshoek
dan zijn en hoe lang wordt de oprit?

(1012 + 25)2 — (1012 - 25)2 = 10™.
Bereken m.

Vanuit de oorsprong is een grafiek getekend, bestaande uit stukken
rechte lijnen.

De hellingscoéfficiénten zijn achtereenvolgens 1, % % %, %
6
5
4 .—-"""'—-/
/’
//
3
2 ™
1

O(J‘i2345678910‘1112131415

De grafiek wordt op deze wijze voortgezet tot en met het lijnstuk met hel-
1

100°

Wat zijn de cobrdinaten van het eindpunt?

lingscoéfficiént




.

DENKERTJES
5.
/N\N\ ANE BRbi
6. In 2+ 13x + 42 worden achtereenvolgens de getallen 0, 1, 2, 3,4,5,6,
enz. ingevuld.
Wat je ook invult, de uitkomst is altijd een even getal. Bewijs dit.
7. Eén rechte lijn verdeelt het viak in 2 gebieden.
Twee rechte lijnen verdelen het viak in (maximaal) 4 gebieden.
a. In hoeveel gebieden (maximaal) wordt het viak verdeeld door 3 lij-
nen? En door 4 lijnen? En door 5 lijnen?
b. Hoeveel gebieden krijg je maximaal bij 1, 2, 3, 4 of 5 cirkels?
8. Je kent natuurlijk de stelling van Pythagoras.

Een beroemde rechthoekige driehoek is die met zijden 3, 4 en 5
(3% + 4% =59

3
De vraag is nu: bestaat er meer rechthoekige driehoeken, waarvan de
zijden drie opeenvolgende natuurlijke getallen zijn?
Aanwijzing: stel de kleinste zijde x




-

OEFENLES 6: Oppervlakte




% T u

Oefeningen

1. Tussen de rails:

2 2 4

Bereken: opp. | ; opp. Il ; opp. lll ; opp. IV.

2. Dwarsdoorsnede van een dijk (maten in meters).

it

_é_

Bereken de opperviakte van de dwarsdoorsnede.

3. a. Teken een scherphoekige driehoek met een opperviakte van 12 cm?.
b. Teken een stomphoekige driehoek met dezelfde opperviakte.

c. Teken ook een trapezium met een opperviakte van 12 cm?.

4. a. Zijgevel van een huis.
Bereken de opperviakte
van deze gevel.
(antwoord in één cijfer 7 7
achter de komma).

b. Zijgevel van een huis dat
even hoog en diep is.
De nok ligt 2 m uit het
midden.
Bereken de opperviakte
van deze gevel.
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5. Controleer bovenstaande formules voor o = 90°.

6. Bereken de oppervlakte van elk van onderstaande figuren.
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OEFENLES 7: Gelijkvormige figuren

JGWMHIS

NAOVINNUM

| N NANUFACTURED AT UDDEVALLA /[T
&1 |"\ TAnDsTICKSFABRIX, SWEDEN./Y|ERE |

- b‘;’uunﬁaun U]

- Bis een vergroting van A: de zijden van
- We zeggen: de vermenigvuldingsfactor vi
- Omgekeerd is A een verkleining van
~ De vermenigvuildigingsfactor van B n:

Opgaven

1. a. De figuren A en D zijn ook gelijkvormig.
Hoe groot is de vermenigvuldigingsfactor van A naar D?

b. Waaraan kun je zien dat A en C niet gelijkvormig zijn?

c. Alle lengte-afmetingen bij B zijn 2 keer zo groot als de overeenkom-
stige afmetingen bij A.
Bijvoorbeeld: de spanwijdte van de vleugels van de zwaluw op B is
2 keer zo groot als de overeenkomstige spanwijdte op A.
Hoe zit dat met de overeenkomstige hoeken op beide figuren (bij-
voorbeeld de hoek van de zwaluwstaart op A en op B)?

d. Hoe verhouden zich de opperviakten van A en B? en van A en D?
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2. I, Il en Il zijn gelijkvormige L-figuren.

a. Hoe groot is de vermenigvuldi- T
gingsfactor van / naar I ? s
En van /I naar /Il ?

b. Vulin: oppll= ... maal opp /.
opp lll= ......... maal opp /1. 10

3. Driehoek PQR s gelijkvormig met driehoek ABC.
a. Hoe groot is de vermenigvuldigingsfactor van ABC naar PQR.

b. Trek de figuur over en controleer dat de linen AP, BQ en CR door
één punt gaan.

c. Hoe verhouden de opperviakten van ABC en PQR zich?
C

Als twee ;gelukvormlgeifguren (dle ni
- plaatst dat overeenkomstige zijden even jdig
lijnen van overeenkomstrge punten door een vas
~In de hier getekende situatie zeggen - |
- Bis het beeld van A bij een vermemgvuldfgmg.vanu:t het cenrru_ 7 O met

factor 2. (of: A is het beeld van B bij
3_'5.,centrum O met factor 11
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Bekijk de figuur bij opgave 2.
De overeenkomstige zijden van I, Il en lll zijn evenwijdig.
Waar ligt het centrum van de vermenigvuldiging?

Driehoek Fis vermenigvuldigd vanuit O. Het beeld is F".
Vind in elk van de volgende situaties de vermenigvuldigingsfactor en be-
reken daarna de met ? gemerkte lijnstukken.

a. N b.

2




6.

7

-9 -

In de volgende figuren is het dwarslijntje in de driehoek evenwijdig met
een zijde. Bereken in elk van de gevallen lijnstuk x.

Aanwijzing: in elk van de situaties is een centrale vermenigvuldiging in
het spel. Bepaal eerst het centrum en de vermenigvuldigingsfactor; stel
vervolgens een vergelijking op met x als onbekende.

c

a. c.
5
E
D
3 B
X
A c
b d
D 30
A E
25N/ &

orekenen AD

- Bereken x in elk van de volgende situaties (het dwarslijntje in de drie-
hoek is steeds evenwijdig met een zijde).
C
X E 4 C
3 4
D > E
X
4 L
A a B
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OEFENLES 8: Evenredigheden in figuren

Opgaven
1. Bekijk bovenstaande figuur en stel QC=Xx.

a. Leid uit de evenredigheid % = g een vergelijking af in xen los x op.

b. In dezelfde figuur is de lijn
QR /! PB getekend.
De driehoeken APQ en QRC zijn

gelijkvormig.
Wat is de vermenigvuldigingstactor
van APQ naar QRC?
_ AP
c. Verklaar de evenredigheid: 4 _C = PB

en bereken hiermee QC.

2. Gegeven: RS/ PQ// AB.

CR RS,

a. Geldt: g5 = PO
CR _CS,

b. Geldt: 5= 353 ?
PQ

cP
c. Geldt: TA= AB ?
d. Bereken SQen QB.
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3. In rechthoek ABCD met AB=4en BC=3is M het midden van DC.

De driehoeken DSM en BSA zijn gelijkvormig.

f—t—M 4 C
?
S
3
A 4 B

.DS _ MS _ 1
a. Verklaar: SB=GA=3

b. Bereken de stukken waarin de diagonaal BD wordt verdeeld door

liinstuk AM.

4. Gegeven: ABCDis een paral-
lellogram en DE = %DC

Hoe groot is elk van de vol-
gende verhoudingen:

DE . FE . DF,
EC ' EB’ AF’

5. Gegeven: RS, PQ en AB
loodrecht op CD.

a. Bereken RSen PQ.

_ opp. CRS CR
b. Geldt: oPp.CAB = TA ?

c. Bereken de verhouding
van de oppervlakten van
RSC, PQSR en ABQP.

F
E C
B
C
3
S
3
Q
_ﬁ\\\\B
D
12 —>
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6. Gegeven: BC// DEen DC// FE

a. Maak de evenredigheid af:

AB _AC _ BC
AD = T .

AB AD
b. Verklaar: BD = DF

c. Bereken DEen EF.

7. Vier evenwijdige verbindingen van twee snijdende lijnen /en m.
Bereken de stukjes op /.

“0 2 P ? Q?R ? S

8. AD, BE en CF staan loodrecht op AB.

Bereken EF.
E
F/
D 5
2
A B
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OEFENLES 9 Functies in de meetkunde

1. Ineen driehoek ABC met basis 15 en hoogte 12 liggen P en Q op de zij-
den AC en BC zodat PQ // AB.
PQ ligt op een afstand x van de top C.

a0 oo

v
A 15 B

Bereken PQin het geval x = 3.

Bereken PQ ook voor x = 6.
Druk PQ uit in x.
Teken een grafiek van PQ als functie van x voor 0 < x< 12.

2. Bekijk bovenstaand voorbeeld.

a.

b
c.
d

Toon aan dat de opperviakte van driechoek PQC gelijk is aan gxz.
Druk de oppervlakte van vierhoek ABPQ uit in x
Controleer je formule voor x= 0 en voor x = 12.

. Teken de grafiek van opperviakte ABPQ als functie van x.

(denk aan het domein!)
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=57 .

In driehoek RST met basis 10 en
hoogte 15 ligt lijnstuk PQ // RS op
een afstand x van de basis RS.

a.
b.

Bereken PQin het geval x = 3.

Druk TU uit in x en teken de
grafiek van TU als functie van x

Druk PQuit in xenteken ook de
grafiek van PQ als functie van
.

R

U

10

)

A 4

Door rechthoek ABCD vanuit A te vermenigvuldigen met een factor klei-
ner dan 1, schuift C over de diagonaal AC.

Hierbij ontstaat bijvoorbeeld een
rechthoek met een opperviakie die
een kwart is van de opperviakte
van de oorspronkelijke rechthoek.

a.

b.

Welke zijden heeft die nieuwe
rechthoek?

Laat x de vermenigvuldigings-
factor zijn (0 < x <1).

Druk de opperviakte van de
nieuwe rechthoek uit in x.

10

Op dezelfde rechthoek van 10 bij 6 wordt nu een ander inkrimpingspro-
ces toegepast: van de rechterkant en van de bovenkant worden even
brede repen afgesneden. C beweegt nu niet langs diagonaal AC

a.
b.

Hoe beweegt C dan wel?

Noem de breedte van de afge-
sneden repen x.

Druk de opperviakte van de
nieuwe rechthoek uit in x.

Hoe breed moeten de afgesne-
den repen zijn om een recht-
hoek te maken met opperviakte
die een kwart is van de opper-
vlakte van de oorspronkelijke
rechthoek?

(Los dit probeem op met behulp van een vergelijking!)

D
X




6.
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In de rechthoekige driehoek ABC
beweegt het vertikale lijnstuk PQ.
De afstand van P tot A wordt x ge-
steld.

a. Druk de omtrek van driehoek
APQuitin x.

b. Voorwelke xis de omtrek van
APQ de helft van de omtrek
van ABC?

c. Drukde opperviakte van vier-
hoek PBCQ uit in x.

d. Voor welke x is de opperviak-
te van PBCQ de helft van de
opperviakte van ABC?

In de situatie van opgave 6 wordt
PQ omgecirkeld vanuit Q; dat
geeft het punt Rop AC.
Vervolgens wordt A omgecirkeld
vanuit A; dat geeft het punt S op
AB.

Toon aan dat voor elke x het punt
S precies in het midden van lijn-
stuk AP komt.

r'y

v

¥



-29-

OEFENLES 10: Regelmatige veelhoeken

De eerste Philips grammofoon-versterker-iuidspreker (1937) : RS T —

De luidspreker op de foto heeft de vorm van een regelmatige zeven-
hoek alle zuden zun even Iang en alle (blnnen )hoeken zun even groot
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1. Met behulp van een 'klokverdeling’ van
de cirkel kun je vier verschillende regel-
matige veelhoeken tekenen.

Maak een klokverdeling.
Neem een cirkel met straal 3 cm en te-
ken daarin de bedoelde veelhoeken.

2. Van een regelmatige achthoek is een middeipuntshoek 45°.
Daaruit volgt dan dat de hoeken van de achthoek gelijk zijn aan 135°.

middelpuntshoeken hoeken van de veelhoek

a. Bereken middelpuntshoeken en hoeken achtereenvolgens van een
regelmatige 3-hoek, 4-hoek, 5-hoek, 6-hoek, n-hoek.

b. Een andere manier om de hoeken van een regelmatige veelhoek te
berekenen is door gebruik te maken van de hoekensom:

veelhoek | hoekensom

3-hoek 180°
4-hoek 360°
5-hoek 540°
6-hoek 720°

Bereken via de hoekensom de hoeken van een regelmatige 5-hoek,
6-hoek, 8-hoek, n-hoek.

¢. Gana of de formules die je bija en b voor de n-hoek hebt gevonden,
dezelfde uitkomst geven voor n= 3,45, ...

3. Een regelmatige 8-hoek is beschreven in een cirkel met straal r.

Toon aan dat de oppervlakte van de 8-hoek gelijk is aan 2r2J§.
(Aanwijzing: verdeel de achthoek in 8 driehoeken.)




o

4. Hieronder zie je hoe een regelmatige vijfhoek kan worden geknoopt.

a. Teken een regelmatige 5-hoek met behulp van je gradenboog.

b. Teken alle diagonalen in de 5-hoek. Er ontstaat dan de bekende 5-
punts-ster. Hoe groot zijn de hoeken van de punten van die ster?

c. Van een regelmatige 5-hoek is gegeven dat hij precies past in een
cirkel met een straal van 10 cm.
Bereken de opperviakte van de 5-hoek, afgerond op een geheel
aantal cm?,

5. a. Geefde exacte uitdrukking voor de opperviakte van een regelmatige
6-hoek en van een regelmatige 12-hoek (beide in een cirkel met
straal r).

b. Bereken in twee decimalen nauwkeurig de opperviakte van een re-
gelmatige 36-hoek, in een cirkel met straal 30.

c. Druk de opperviakte van een regelmatige n-hoek uit in r (= straal van
de omgeschreven cirkel) en n.
Wat kun je van die oppervlakie zeggen als n een heel groot getal is?

6. De middens A, B, C, D, E, Fvan zes
ribben van de kubus zijn de hoek-
punten van een regelmatige 6-hoek.
De ribbe van de kubus heeft de leng-
te 2.

a. Bereken de straal van de omge-
schreven cirkel van de zeshoek.

b. Bereken de opperviakte van de
zeshoek.
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DENKERTJES

2

Onderzoek in elk van de onderstaande figuren of de gebieden A en B
gelijk van oppervlakte zijn.

2.

Bewijs:
Als 22+a-10=0 dan a*+2a®+a%-100=0

Een dambord heeft 100 velden.
Uit die velden kunnen vierkanten
worden samengesteld, zoals de
drie in de figuur hiernaast.

Hoeveel vierkanten kun je in to-
taal op een dambord vinden?

Een massieve cilinder (hoogte 6
cm, straal 3 cm) is precies in het
midden geplaatst van een cilin-
der met dezelfde hoogte en
straal 5 cm.

Tussen beide cilinders ontstaat
een ringvormige ruimte. Daarin
wordt een stokje opgeborgen.

Hoe lang is het langste stokje dat
nog net in die ruimte past?

Bewijs dat voor elk viertal getallen a, b, ¢, dgeldt:
(& + b2)( + d?) = (ad - bc)? + (ac + ba)?
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DENKERTJES

6. De ster bestaat uit twee gelijkzij-
dige driehoeken met zijde 3.

Bereken de opperviakte van het
overlappingsgebied

7. Door alle ‘negatieve stukken’ van de grafiek van een functie te spiegelen
in de x-as ontstaat er de grafiek van ‘de absolute waarde van f
Notatie zie plaatje.

y = fix) l y=11x1
AN
/Y \

Teken de grafiek van :

y=|x-21; y=1x-41; y=1-1]; y=112-1]-1|

8. Een patroon van vierkanten en cirkels.

a. Beredeneer dat de vermenigvuldigingsfactor van het op eéen na
grootste vierkant naar het grootste vierkant exact gelijk is aan J2.

b. Bereken de vermenigvuldigingsfactor van het allerkleinste vierkant
naar het allergrootste.

= =
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OEFENLES 11: Vergelijkingen

Opgaven
1. Los xop uit:
a. x2=25(x-4) e. 3x2=14x
b. 24 +3x%=27x f. 3x%=14x+5
c. 12-x=%x2 g. (x-8)(x+3)=26
d. %x2+§x=-1 h. x(x+1) =1
2. a. Vande vergelijking (x- 5) (x + 2) (2x-1) = 0 kun je de drie oplossin-

gen direkt zien.
Welke zijn dat?

b. Los top uit: (2t- 5) (3t+18) (2-H =0
C. Los yopuit: (y-6) (6y+1) (y2-25) =0
d. Bedenk een vergelijking waarvan 3, -5 en 12 de oplossingen zijn.
Vier vergelijkingen en drie oplossingsplaatjes.
a. (x-4)(x+1)%=0 (1) .
b. (x-4)(x2+1)=0 2) o 5
c. (x2-16)(x+1)=0 (3) - . .
d. x2+3x-4=0
Welk oplossingsplaatje hoort bij welke vergelijking?
Los x op uit:
a. (4x-9)(x2+4)=0
b. (4x% -9)(x2-4)=0
c. x(x+3)(7x-2)=0
d. x(x+3)%(7x-228%=0
e. (x-9)(x%-15x+56)=0
f. (x2-x-56)(x2+2x-120)=0
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5. Los op:
a. xX°-17x%+70x=0 e. x34+36x=0
b. y3+11y%2+18y=0 f. y3+36y2=0
c. t3-36t2=0 g. t3+2f=212
d. ud+36u=13u? h. u*+22u®=13u3

6. Maak het oplossingsplaatje bij:
a. (x+5)(x2+9)=10(x+5)  d. x(x®-8x+6)=-x
b. (x2+1)(3x-5)=5(x%+1) e. (x-1)2=(x-1)(6x+1)
c. (x2-4)(3x-5)=x2-4 f. (x-1)3=(x-1)(6x+1)
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OEFENLES 12: Tekenverloop

maner is het
ken we ons tot

1. Dit plaatje hoort bij (x- 1) - (x - 4).
28 10

_ | | |

I I I

3 -2 -1 0

2

| |
| i
2 3 -

——_ O
lo—
N+ @

Bij de x-waarde -3, -1, 1, 3, 5, 7 zijn de waarden van het produkt
(x-1) - (x - 4) aan de bovenkant van de getallenlijn vermeld.

a. Controleer die waarden.

b. Neem het plaatje over en vul ook de waarden in bij
=-2,0,34,6.

c. Op grond van de uitkomsten zou je kunnen vermoeden dat
(x-1) - (x-4) alleen een negatieve uitkomst heeft als xtussen 1 en
4 ligt. Daarbij moet je bedenken dat x niet geheel hoeft te zijn.

Hoe kun je beredeneren dat (x - 1) - (x - 4) inderdaad negatief moet
zijn, als x tussen 1 en 4 ligt?

* Als jo allaen gelnterasseerd bent n het ai of st posiief il van ds uit

 komst, geeft een getalleniijn met ‘plussen’ en 'minne ' voldoende info

matie.

Inhetgeval van (x- 1) (x-4).

laat

het te

D
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2. Bekijk het produkt (x - 2) (2x - 5).

Plaatje:
5 36 21 10 3 0 1 6 15 28 45
| | | | | | | | | | |
1 1 | 1 | | | 1 | | |
3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 x

a. Controleer het plaatje.

b. Op grond van dit plaatje zou je kunnen denken dat het produkt
(x - 2) - (2x - 5) geen negatieve uitkomst kan hebben. Dat is echter
niet zo.
Laat zien dat (x - 2) - (2x - 5) wel degelijk negatief kan zijn.

c. Maak een plaatje van het tekenverloop van (x - 2) (2x - 5).

3. Vier produkten, twee tekenverlopen.
Welk tekenverloop hoort bij welk produkt?

a. (x-1)(x-3) qrrrQ- - gr =
1 3

b. (x-1)(3-X) @ -~ 9++Q- -
1 3

c. (1-x) (x-3)

d. (1-x(3-x)
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4. Schets het tekenverloop van:
a.

Ll = A

(x-2)(x-3)
(x-2) (x+3)
(2-x)(x-8)
(8x-5) (x-1)
x+7)(x+1)

-39 -

sa ~

el
O

x (x- 6)
(x-6)2

(2x + 1)2

(x-4) (x-1) (x+2)
(x-3)% (2x + 3)

5. Bedenk bij elk tekenverloop een produkt dat erbij past:

a.

++9--(|J+++
1 I
3 7
--(I)++(I)---
] 1
3 7
++(|)++(I)+++
3 7
++?++-:-+++
3 7
--(i]++?+++
3 7
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OEFENLES 13: Machtsfuncties en vergelijkingen

1. De oplossingen van de volgende vergelijkingen zijn ‘mooi’, dat wil zeg-
gen: het zijn gehele getallen. Je kunt ze vinden door proberen.
Let ook op het verschil tussen vergelijkingen met even en oneven macht
van x. Voorbeelden:

X=15
X°=225 ==L _ .5 X% = -225 geen oplossingen
x3=64 —» x=4 B =-63 —> x=-4
a. x2=625 d. x°=243

b. x3=125 e. x8=1
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2. Bekijk nog eens het plaatje 'nis even'.
a. Verklaar uit het plaatje dat er geen enkel reéel getal is dat voldoet
aan x%=-1.
b. Voor welke x geldt: x* < 81?

De lijn y = asnijdt de grafiek van y = x4 intwee punten die op afstand
3 van elkaar liggen.
Bereken a.

3. Bekijk nu het plaatje 'n is oneven'.
a. Voorwelke x geldt & <2772

In het algemeen verandert de oplossing van de vergeliking x" = aals n

verandert en a gelijk blijft. Dus X3 = a, x° = a, X’ = a, enz. hebben ver-
schillende oplossingen.

b. Voorwelke keuzen van a hebben X = a, X = a, X = a, enz. allemaal
dezelfde oplossing?

I prin

 het is vaak handig te weten hoe groot d

dit geval kun je meteen zien dat 125
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4. a. De positieve oplossing van de vergelijking x 4 = 125 kan ook met de
worteltoets worden berekend Hoe?

b. Bekijk de vergelukmg x8 = 100. Door drie keer de worteltoets te ge-
bruiken vind je de posmeve oplossing.
Geef die oplossing in 2 decimalen nauwkeurig

 Metc de worteltoets kun Je dus Oplossmgen vmden van hogere machts ver-

: 'ge]ukmgen als x%=125¢en x ' = 100. Maar Iang met alle hogere machts
-';vergelukmgen kun je op due manler aanpakken L -

Neem als voorbeeld: x -—23 .
i-Toets in 28 LNV | [ xY |5]

De toetst xY werkt alleen voor posmevq,g_‘ _
%2 =-28 kun je oplossen door eerst te kijken na
X '_‘.5"'28 heeﬁ als oplossmg x— -1 94?29 “g; -

5. Geef de oplossing(en) (ook eventueel negatieve oplossingen) van de
volgende vergelijkingen. Rond daarbij af op 2 decimalen.

a. x3=100 d. x6=%
b. x4=125 e. x3=-12
c. x°=250 f. x5=2x

6. Hiernaast zie je de grafiek
vany=x%eny=1x
Die grafieken hebben twee
snijpunten O en A.
Bereken de codrdinaten van

Ain 2 decimalen nauwkeurig. A
0
7. Losop:
a. (x2-5)(x2+1)=0 c. (x*+36)(x2-6)=0
(x3-5)(x3+1)=0 d. (x2-2)(x%-4)=0

*)  De oplossing wordt ook wel de 5-machtswortel uit 28 genoemd.
In het boekje 'werken met standaardfuncties’ wordt hierop teruggekomen.
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OEFENLES 14: Ongelijkheden

'-Voorbeeld e -
Van een rechthoeklge tuin zijn de a
~metingen 20 en 30 meter. De tuinma
‘wil langs twee zuden een border aan
_leggen die overal even breed is. De
. oppervlakte( '0) van het overbluven
de stuk moet meer dan 375 m2 zun
 Kortweg: O> 375..
De vraag is nu: hoe breed mag

:'Oplossmg
:-Stel de breedte van d

‘Van0<x<59eldt {x 5)(x 45)>0

:,_Dus O (20 x) (30 x) < -
_Er moet nu gelden O> 375, dus x2 .50
] De aanpak voor een derge[uke ongelykheid kal

borderzun‘?

In dlt geval

- 50x+225'>0
(x 5)(x 45)>0

e -
0 5 _:j;:‘;::'

endus O>375.

- De border mag dus tussen de 0 en 5 meter breed zu .

1.

Laat met deze methode ((1) t/m (4)) zien dat:
a. ¥+x>12 voor x>3 of x<-4

b. X¥<7x-10 voor 2<x<5
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2. Losop:
a. x*<5x+14 C. x(x+12)>28
b. 10x<x? d. x(x-4)<3x

3. Gegeven de ongelijkheid: -X2 + 8x + 20 > 0.
lemand lost deze als volgt op:

X2 —8x-20>0 (a)

(x=10) (x+2)>0 (b)
++ 0 - 0 + + ()
vy 2 10 ]

X<-2 x>10 (d)

Deze oplossing is FOUT!
a. Inwelke van de vier stappen (a), (b), (c), (d) is de fout gemaakt?
b. Hoe kun je de fout herstellen?

.";}:'Nog een voorbeeld

i -:;__: "’f(lmks._en rechts tegengestelde nemen )

'rf'r_'-_"-:_“-daarbu draait ‘>" oml) e -
°-4 ~ (4xovergeboekt naar Imkerhd)
x'(X;f'j?} _(x + 2) <0 (hnkerhd ontbonden i in factoren)
+_+ o --0+4+4 _' (tekenverloop)

 (afgelezen uittekenverioop).

42 - x25 x
100 > 36x 2
2+4<0
(x2+4)(6-x <0

- o

il =

*)Voorbeeld: 18 < 25, maar -18 > -25
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Gegeven zijn de ongelijkheden:

6x-x2>0 (1) X(x-6) <0 4)
-x%>-6x (2 x3>6x2 (5)
x2>6x (3) x3(x-6)2<0  (6)

Vier van de zes hebben dezelfde oplossingsverzameling.
Welke zijn dat?

Bekijk opnieuw het voorbeeld van de tuinman.
De voorwaarde is nu dat het overblijvend stuk een opperviakte van meer
dan 400 m? moet hebben.
a. Ga na dat nu de ongelijkheid wordt:
x2-50x+200>0

b Het linkerlid laat zich nu niet gemakkelijk ontbinden in factoren.
Stel daarom eerst: x 2 - 50x + 200 = 0
en los x (exact) op met de abe-formule.

c. Schets nu het tekenverloop van x 2 - 50x + 200.
(houd daarbij rekening met 0 < x < 20)

d. Geef de maximale breedte van de border in dm nauwkeurig. *.)

Dido heeft een touw van 50 m lengte. Zij gebruikt dit om een rechthoekig
stuk land aan drie zijden te begrenzen; de vierde zijde wordt door een
sloot begrensd. Ze mag echter niet meer dan 200 m* grond uitzetten.

sloot

1 L 1 -
1

—x 1 t
80—

a. Noem de breedte van het stuk grond (in m) x.
Verklaar nu: x(50 - 2x) <200

b. Los de ongelijkheid van a. op.
Welke breedten zijn toegestaan voor Dido’s stuk land?

d. Hoe verandert het antwoord als zij niet meer dan 250 m? mag uitzet-
ten? (geef de grenswaarden in dm nauwkeurig)

*.) Voorbeelden van een uitkomst in dm nauwkeurig zijn: 2,7m of 27 dm.
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OEFENLES 15: Snijpunten met de x-as

1. fix) =5(x- 2)(x - 6) is een kwadratische functie. De vorm is die van een
ontbinding in factoren: één constante factor en twee lineaire factoren.

Die vorm is handig als je de snijpunten van de grafiek met de x-as wilt
weten.

a. Welke snijpunten heeft de grafiek met de x-as?
b. Hoe kun je hieruit de codrdinaten van de top vinden?
c. Teken een grafiek van £
(Neem op de x-as de eenheid 1 cm en op de y-as de eenheid 1 mm)

2. a. Ontbind elk van de volgende kwadratische functies in lineaire facto-
ren: fix)=x2+2x-15, g(x)=3x2-6x-9, h(x)=-x2 +4x
Bereken voor elk van die functies de snijpunten met de x-as.

c. Teken van elk van die funkties een grafiek.

Hiernaast zie je de grafiek van een
kwadratische functie getekend.
Omdat do grafiek do x-as snijdt in de
_punten met x=2e

Iunnen we

3. Berekenin bovenstaand voorbeeld de codrdinaten van de top en contro-
leer je antwoord in de grafiek.
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4. Lang niet iedere kwadratische functie kan worden ontbonden in lineaire
factoren.
Hieronder staan vier grafieken van kwadratische functies.

a.
b.

y 8ty
8 61
L 4—
4 2
2t X
6
; -X
2 0 2 4 6
y
I - — X
8
X = + ¥ {
8 6 4 -2

Welke is zeker niet te ontbinden in lineaire factoren?
Geef bij de andere drie functies de ontbinding in factoren.

5. In de figuur hiernaast zie je de grafiek van een derde-graadsfunctie f.
Een formule bij fis:

y:

a- (x-1)(x- 3)(x- 5) AN /.
-1 n 1 2 Ws 6

2|
_3 ]
Verklaar dit.
-4
Bereken a.
Spiegel de grafiek S
van f in de x-as. |

Hoe wordt de formule?
Dezelfde vraag voor spiegeling in de y-as.

De grafiek van fwordt in horizontale richting verschoven zo dat het
middelste snijpunt met de x-as in de oorsprong komt.
Welke formule hoort er bij de nieuwe grafiek?
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DENKERTJES

Wat is het volgende getal in de rij?
121, 441, 961, 1681, ...

Los x en y op uit: Bryp=72
X+y=6

Een houten kubus is opgebouwd
uit 13 zwarte en 14 witte kubus-
jes. Nergens liggen twee kubus-
jes van dezelfde kleur naast el-
kaar.

Een houtworm bevindt zich in
het hart van de grote kubus. Hij
wil zich een weg eten door de
kubus en daarbij elk zwart en elk
wit kubusje één keer aandoen.
Kan dat? Kun je ook uitleggen
waarom?

APl Q L A o/

B

figuur 1 figuur 2
In figuur 1 is lijnstuk AB (op y = 1) geprojecteerd door stralen vanuit O:
dat geetft lijnstuk PQop y = 4.
In figuur 2 is AB geprojecteerd volgens halve parabolen.
In beide situaties heeft AB de lengte 1.

a. Hoe lang is PQin de eerste situatie?
Hangt de lengte van PQ af van de plaats van AB op de lijn y=1?

b. Dezelfde vragen voor de tweede situatie.
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DENKERTJES

5. Hoeveel verschillende oplossingen heetft

(x=1) (@ =2) (P =3) (¥*—4) ®-5) (x¥—6) (x =7) (x®-8) =07

Welke oplossing is het grootst?

6. De boomblaadjes in onderstaande figuur zijn getekend op een stramien
van rechthoekige driehoeken met hoeken van 30° en 60°.
Alle driehoeken en ook alle blaadjes zijn gelijkvormig.

a. Bereken de (exacte) vermenigvuldigingsfactor van blaadje 1 naar
blaadje 2.

b. Op de as zijn 14 grijze blaadjes in verticale stand getekend.
Bereken de vermenigvuldigingsfactor van het allerkleinste blaadje
naar blaadje 2.

c. Opde as is ook een groot wit boomblad getekend.
Hoe verhoudt de oppervlakte van dat blad zich tot blaadje 1?
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OEFENLES 16: Gevels en vijfhoeken

1.

2.

De speciale dakvorm van het
huis op de foto wordt 'mansarde-
dak’ genoemd

Hieronder zie je op schaal 1:100 het vooraanzicht van een huis met zo’'n
type dak getekend.

im

b
Fali

2m

A 4 4m

Het huis is 10 meter diep.

a.
b.
c.

Teken op schaal 1:100 het bovenaanzicht van het dak.
Bereken de opperviakte van het dak.

Het dak bestaat uit vier delen met twee aan twee verschillende hel-
lingshoeken.
Bereken die hellingshoeken.

De breedte ABis 8.

Van een ander mansardedak zijn de vier schui-
ne stukken elk 4 meter lang.

De hellingshoek van het steilste stuk is 75°. A B

a. Bereken de hoogte van D boven de zoldervioer AB.

b. Hoeveel % van de zoldervioer ligt onder de steile dakstukken AD en
BC?

c. Bereken de hellingshoek van de dakstukken DN en NC.

d. Hoe hoog ligt de nok boven de zoldervioer?
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Van vijffhoek ABCND heeft de basis AB de lengte 6 en zijn de andere zij-
den 3.
Stel je voor dat in de hoekpunten scharnieren zijn aangebracht.

Hoek A (= a) kan nu veranderen van 90° tot 0°. Daar bij moet de vijfhoek
symmetrisch blijven en mag N niet lager komen dan D.

a. Voor o =90°is ABCND een vierhoek.

Kan ABCND ook een driehoek zijn? Zo ja, voor welke hoek o?

b. Bereken (met behulp van je zakrekenmachine) voor de gevallen
o =75° 600, ..., 0°achtereenvolgens de hellingshoek 3 van DN en
de hoogte van N boven AB.

hellingshoek AD
(=a)

hellingshoek DN
=)

hoogte boven AB

90°
787

00

3

c. De hoogte van N boven de basis ABis een functie van a.
Teken de grafiek van die functie.
Neem de horizontale as zo:

] 1 1 L 1 1
0 15° 30° 45° B0° 75° 90°

d. Bija = 75°vind je een zekere hoogte van N.

Bij welke andere hoek a ligt N even hoog?
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OEFENLES 17: Omtrek en oppervlakte van een cirkel

Opgaven

1. Bepaal de omtrek en opperviakte van de volgende door cirkelstukken en
lijnstukken begrensde gebieden.

a. b.

~

A

(
Y
N

v

N
v

60°

A
v
A
v
N
v
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hek

hek

Om het vierkante veld A is een hek geplaatst dat overal 1 meter van de
rand van het veld afligt.
Hetzelfde is gedaan om veld B (regelmatige zeshoek).

a. Het hek is langer dan de omtrek van A.
Hoe groot is het verschil?

b. Dezelfde vraag voor B.

Een lichaam bestaat uit drie cilinders.
(zie het figuur hiernaast)

a. Bereken de inhoud van dat lichaam.
b. Bereken de totale opperviakte.

De opperviakte van een bol met straal ris 4nr? en de inhoud is %nra.

Een bol met straal rpast in een cilinder.
(raakt aan cilindermantel en aan
grond en bovenvlak)

a. Bereken de verhouding van de
inhouden van cilinder en bol.

b. Laat zien dat de oppervlakte van
de bol gelijk is aan de opperviakte
van de cilindermantel.
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OEFENLES 18: Verschuiven van grafieken

1. a. Teken de grafiek van y= x2 voor —2< x<2 (n.

b. Verschuif de grafiek van y = x2in verticale richting 3 eenheden om-
hoog, zo krijg je grafiek II.
Welke formule hoort er bij 11?

¢. Verschuif de grafiek van y = x2in vertikale richting % eenheid om-
laag, zo krijg je grafiek Ill.
Welke formule hoort er bij 11?7

2. Tekenvoor -1 <x<1 in één figuur de grafieken van y = -x3,
y= —x%+2 en y= ~x%=4,

3. Gegeven zijn de parabolen y= x? ), y= (x—2)2 (Nyen y=(x+ 1)2(III).
a. Wat zijn de codrdinaten van de top van |, van Il en van 111?
b. Teken |, Il en lllin één figuur tussen de lijnen y =0 en y = 4.

c. Il ontstaat uit | docr een verschuiving in horizontale richting over 2
eenheden. Is de verschuiving naar rechts of naar links?

d. Door welke verschuiving ontstaat Il uit 1?7

4. Gegeven de grafiek van f(x) = x4

De grafiek van g is ontstaan uit de grafiek van fdoor verschuiving over
100 eenheden naar rechts.

a. Bereken g(101), g(99), g(102), g(98).
b. Druk g(x) uitin x (controleer je resultaat met de antwoorden bij a).

c. Hoe ontstaat de grafiek van h(x) = (x + 50)4 uit de grafiek van
f()f) = X4?

5. Teken in één figuur de grafieken van y=x2, y=(x-3)%en
y=(x-3)?+2

6. Teken in één figuur de grafieken van: y= 1x2 y=1(x+2)%en

y=%u+2F+m

=
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X-as

lis de grafiek van y = x voor —1 < x<1
Geef bij elk van de grafieken I1, Ill, IV en V een passende vergelijking.

8. Hieronder zie je de grafiek van f(x) = J/x.

= e e — 3

a. Controleer de grafiek voor x=1,x=4,x=9.
b. Inwelk punt snijdt de grafiek de lijn y = 4?

c. Teken de grafiek van g(x) = Jx=2.
d. Teken ook de grafiek van f(x) = Jx+3 +1.
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OEFENLES 19: Vergelijkingen

De vergelijking x2 = 324 heeft 2 oplossingen, namelijk 18 en -18.

Het oplossingsschema:  x2= 324
x%= 182
—
x=18 X=-18
In het algemeen: x2=¢? (cpositief)
x=c X=-C
1. Losop:
a. x2=144 d. x2=41
b. 5x2 =405 e. x2+41=0
c. %x2=12 f. x3=8

Bovenstaand schema kan nog wat algemener:

Tre—— 2 2

Toegepast op (x+41)2 = 25komter:

l

N <— |

X =-36 X=—46
2. Losop:
a. (x+25)%=225 d. (x-1)7=1
b. (x-10)%=49 e. (3x+2)°=4

c (2x-1)2=100 f. 3.(x+2)2%=192
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3. Maak zelf schema’s voor:

a.
b.
C.
4. Losop:
a. (x+8)7°=27 d. (5x+1)°=32
b. (x—1)*=10000 e. J30x-11 =13
c. Jx+7=6 f. (6x-5)*=1
Voorbeeld:

Losop: (2x+7)7 = (1 —x)?

| |

3x = -6 2x+7 = -1+X
| !

X = -2 x = 8

5. Losop:
a. (x—10)2=(4-3x7°
b. (x—10)=(4-3x°
c. (P-2x=(6-x°
d. (@ +2)*=(8x-10)*
e. (@-x—372=(3%+x-1)
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OEFENLES 20: Grafiek en tekenverloop

1. De grafiek van f(x) = x* + x— 2.

a. Geef het tekenverloop bij deze
functie.

b. De grafiek van f wordt verticaal
verschoven. Het tekenverloop T e
verandert hierdoor. Geef het te- 3 S
kenverloop in het geval dat de
verschuiving 2
(1) 4 eenheden omlaag is. A 3
(2) 2 eenheden omhoog is. ol duleaatan

c. Dittekenverloop past bij een verticale verschuiving van de grafiek:
+ + l;) — - 9 + +

-4 3
Over welke afstand is de grafiek verschoven?
++ 0+ +
d. Dezelfde vraag bij dit tekenverloop: ]
2

Q-Grafeken en tekenverlopen kunnen gebrunkt worden bu het oplossen van.
:ongelukheden o Sl apy .

Voorbeeld: Los op x2 4x<12-_.-

Manter1:: o
Gebruik de grafnek van f(x} x2 4x o L
_Kijk naar het deel van de graflek onder e
delijny=12. . L

De snupunten van de grafiek met dle Iun
_volgenuit:

'x2—_4_x-12-->x2 4x—12 0 L

(x+2) (x 6) 0 _rE;:'

. '-'-‘x;:z x=6

_',‘Manlerz e :
}ﬁmet behulp van een tekenverlcop e i e
FP—dx-12<0 ?"';;--:-i- (12 overgeboekt naar Imkerlrd)

: (x + 2) (x 6) < 0 L (I:nkerhd ontbonden in factoren)

(tekenvenoc:p) e
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Gebruik de grafiek van het voorbeeld bij het oplossen van:
a. x°—4x>-3.
b. ¥-4x<-5

De grafiek van f(x) = x° — 3.

a. Geef het tekenverloop bij deze
grafiek.

;]
-
—

n '
—

b. De grafiek van fwordt 4 eenheden ;
omhooggeschoven. S - _
Geef het tekenverloop dat bij de
verschoven grafiek past.

c. Dit tekenverloop krijg je bij een e =0 + + +
verticale verschuiving van de gra- |
fiek. 4
Over welke afstand is de grafiek
verschoven?
d. Dezelfde vraag bij dit tekenver- -———=0+0-04+ +
loop. f—t—ri
1
Hiernaast zie je de grafiek y
van fix) = x* — 8
a. Het tekenverloop bij de grafiek:
++ 0 - - P =0+ +
1 I I
242 0 2.2

]
wt

Laat zien dat de getallen
2./2 en -2./2 kloppen.

b. Losop: X' -8x>—7.
Gebruik daarbij de grafiek.

c. Losop:x*-8x2<9
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d. Bekijk alle verticale verschuivingen van de grafiek van f.
ledere verschuiving geeft een ander tekenverloop.
Daarbij zijn 5 verschillende ‘typen’ te onderscheiden:

(1) ++++++

2) ++0++0+ +

(5) + +0 - = === - - - 0 + +

Geef bij ieder van de vijf typen aan welke verschuivingen van de gra-
fiek erbij passen.

(Bij (1), (3) en (5) zijn er meerdere mogelijkheden!)
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5. Hiernaast zie je de grafieken van y
fx)=-X° +4x+5eng(x) =-x+9. \

a. Bereken de codrdinaten van de
snijpunten A en B.

b. Lees uit de grafiek af voor welke
waarden van x geldt:
fix) < g(x).
c. Geef hettekenverloop van de ver-
schilfunctie V(x) = fix) — g(x).

N

Y
6. Drie grafieken in één figuur:
fix) = X3 -3x
g(x) = X3 -3x°
h(x) = -2x
a. Losop: 1. fix) = g(x)
2. fix) = h(x) / X
3. g(x) = h(x)

b. Geef het tekenverloop van
Vi(x) = f(x) - g(x)
Vo(x) = fix) = h(x)
Va(x) = g(x) = hix)

7. fx)=x*+233, g(x) =% + 6x°

a. Bereken de coérdinaten van de
snijpunten A, Ben C.

b. Tekenverloop van de verschil-
functie V.

- =—0++0++0--
I l ;

Welke verschilfunctie is dat:
V(x) = fix) - g(x) of
V(x) = g(x) — f(x)

c. Voor welke x geldt:

423 > 33 + 6. | ~
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DENKERTJES

Twee routes van S naar F,
Ais een halve cirkel met straal r.
B bestaat acht even grote halve cirkels.

a. Welke route is het langst?

b. Tussen Sen Fis ook een route van 100 halve cirkeltjes.
Hoe lang is die route?

Welke oplossingen heeft de vergelijking:
cosx=x%+17

De getallen 52 — aen 5./2 + a zijn elkaars omgekeerde.
Bereken a.

De lijnen /: y = (5-2./6)xen m: y = (5 + 2./6 )x zijn elkaars spiegelbeeld
ten opzichte van de lijn y = x.
Bewijs dit.

Een cirkel raakt aan de zijden
van een regelmatige zeshoek.
De straal van de cirkel is r.

Druk de omtrek en de opperviak-
te van de zeshoek uit in r.
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DENKERTJES

6. Alsfix)=adc +bx+cmeta=0

en d=b? —4ac
e [F01%-d
dan.ﬂx)_-——jﬁ;——

7. Hoe kun je met 6 even grote lucifers vier gelijkzijdige driehoeken ma-
ken,waarvan de lucifers de zijden zijn?

S0

8. De aarde, bij benadering een bol met straal 6400 km, draait in 24 uur éen
keer om de as NZ

a. Hoeveel graden draait een punt van de evenaar in drie uur?
Hoeveel km legt dat punt ongeveer in drie uur af?

b. Dezelfde vragen voor een punt in Oslo (dat ligt op 60° Noorder-
breedte; zie tekening).
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OEFENLES 21: Het zwaartepunt van een driehoek

1.

In driehoek 123 is punt 4 het midden van lijnstuk 23, 5 het midden van
12, 6 van 24, 7 van 25 en 8 van 26.

1

3 4 6 8 2

Hoe verhouden zich de opperviakten van de driehoeken 123 en 2787
Beredeneer je antwoord.

Aan het punt van een driehoek van stevig karton wordt een touwtje be-
vestigd. De driehoek wordt vervolgens aan dat touwtje opgehangen.

touw

De stand van de hangende driehoek is nu zodanig dat de lijn in het ver-
lengde van het touw de driehoek verdeelt in stukken met gelijke opper-
viakte.

Beredeneer dat hieruit volgt dat die lijn de basis van de driehoek in ge-
lijke stukken verdeelt.

 Afspraak: De lijn die door een hoekpunt van een driehoek gaat en die .

~ de tegenoverliggende zijde i

n twee gelijke stukken verdeelt, is een

_ zwaartelijn van de driehoek.

~ Een zwaartelijn verdeelt de driehoek in twee delen met ge lijke opper-
o Make.
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3. In driehoek ABC zijn de zwaartelijnen AP en CR met snijpunt Z gete-
kend. Verder zijn Pen R verbonden.

c

A
R B

a. Verklaar: PR/ AC.

b. De driehoeken ACZ en PRZ zijn gelijkvormig.
Hoe verhouden zich de overeenkomstige zijden van de driehoeken
ACZen PRZ?

c. Hoe verhouden zich de oppervlakten van de drichoeken ACZ en
PRZ?

d. Gegeven is nog dat de opperviakte van driehoek ABC gelijk is aan
12. De lijnen AP, CR, en PR verdelen de driehoek in vijf delen.
Schrijf in elk deel hoe groot de opperviakte van dat deel is.

 elkaar verdelen i

De drie zwaartelijnen van
Dit punt Z wordt het zwaartepunt van de driehoek genoem
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4. De drie zwaartelijnen AP, BQ en CRvan driehoek ABC snijden elkaar in
Z
c

A ) B

Beredeneer dat de opperviakten van de deeldriehoekjes AZR, BZR, enz.
aan elkaar gelijk zijn.

5. Gegeven zijn de punten A, Ben C op eén lijn en punt D buiten die lijn
verbonden met A, Ben C. Zen Z’ zijn de zwaartepunten van ABC en
BCD.

Bewijs dat geldt: ZZ" // ACen ZZ " = % AC.

(aanwijzing: trek twee geschikte zwaartelijnen).
D

A B C

6. ABCDis een parallellogram.
Mis het midden van AB en Nis het midden van DC.
AC snijdt DMin Sen BNin T.

a. Bewijs dat S het zwaartepunt is van driehoek ADB,
b. Bewijs: AS=ST=TC.
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OEFENLES 22: Hoogtelijnen in een driehoek

1. Teken de hoogtelijnen en het hoogtepunt bij deze driehoeken.

i

2. Van een gelijkbenige driehoek zijn de zijden 12, 12 en 8.
Bereken de lengte van de hoogtelijn uit de top.

3. Van drichoek ABC is gegeven: AC = 20 en hoek A = 67°.
Bereken de hoogtelijn uit C (in een decimaal nauwkeurig).

:‘Z.ZBe!angruk zun Iengteberekem ger I
jf’;_berekenlngen van oppervlakte ‘inhoud et
;-*_De manler van berekenen is afhanke 1j
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Van driehoek ABC zijn de zijden 13, 14 en 15; de oppervlakte van de
driehoek is 84.
Bereken de drie hoogtelijnen in driehoek ABC.

ADis hoogtelijn in de rechthoe- c
kige driehoek ABC.

a. Verklaar:
ADx BC= CAx AB

b. Bereken CB en vervolgens
AD.

A 12 B

Van een gelijkbenige driehoek is de basis 6 en de hoogtelijn uit de top 4.
Bereken de beide andere hoogtelijnen van de driehoek.

D ¢ ABCDis een parallellogram.
AC = 28.

Opperviakte ABCD = 196.

Bereken DE.

Bereken AD, BD, CD.

D c ABCD is een rechthoek.
Bereken AE en EF.
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10. Aan een recht afgezaagd driekantig staafje wordt een aantal metingen
verricht. Van drie ervan is de uitkomst (in mm) inmiddels bekend.
Bereken de uitkomsten die de overige metingen zullen geven.

Bereken AE

AB=5 AC=12
Bereken AD en DE.

12.
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OEFENLES 23: De cosinusregel

1

Gegeven: a=5, b=8, y=60°
Laat met behulp van de cosinusregel
zien dat cgelijkis aan 7.

Als de zijde BC om C draait veran-
dert AB van lengte.

a. Hoe langis ABals y=90°7
b. Hoelangis ABals y=120°7

c. Hoelangis ABalsy=180°?
Klopt de cosinusregel nu nog?

Gegeven: a="5, b= 8, f§ = 60°.

Te berekenen: ¢

Nu zit de gevraagde zijde niet tegen-
over de gegeven hoek.

Toch kan de cosinusregel worden
gebruikt; niet met ¢, maar met 82 in
het linkerlid:
82=5%2+c%-2-5-¢c"cos 60°.

Bereken c.
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Bereken de ontbrekende zijde in elk van de volgende driehoeken.

4 5 6 " &
?
70
? . 2 .

Als de drie zijden van een driehoek gegeven zijn, is elke hoek te bere-

ken.

a. Schrijf de cosinusregel op met
62 in het linkerlid en laat zien: 5

=1
cose. = -

b. Bereken a in graden en in éen
decimaal nauwkeurig. 6

Bereken DB en vervolgens LC.

in een rechthoekig assenstelsel c
Oxyz zijn gegeven de punten
A(5,0,0), B(0,9,0) en C(0,0,12)

a. Bereken AB, BC, CA.

b. Bereken de hoeken van
driehoek ABC.

12
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OEFENLES 24: Lijnen en viakken

. '-”;s'-gaat door (bevat} o ,_:‘::-f;
s evenerd|g met o ellG g
:_‘r‘-snudt e

1. Vulin onderstaande regels
passende ribben of zijvlakken
van het torentje in:

a. lijn ABis evenwijdig met lijn .......
lijn AB kruist lijn .......
lijn CG is evenwijdig met vilak .......
lijn CGligtinvlak .......

vlak EHT gaat door de lijn .......
viak EHT snijdt lijn .......

vlak BCGF is evenwijdig met viak ....... 4 - o
viak BCGF snijdt viak ...... T~

STe@~®ao00m

2. De middelpunten P, Q, R en Svan vier grensvlakken van een kubus lig-
genin één viak V.

Het vlak V kun je naar alle
kanten uitgebreid denken.
Behalve P zijn er dan nog
oneindig veel snijpunten
van V met grondvlak W.

Wat weet je van de ligging van al die snijpunten?
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3. Prisma op balk.
Viak KFGL snijdt vlak BCFG in
de lijn FG. Vlak KFGL snijdt ook
het viak ABCD. (KFGL en ABCD

kun je immers naar alle kanten
uitbreiden).
i
Teken de snijlijn van viak KFGL Al [T .
met het viak ABCD. T~

Piramide op balk.
Teken de snijlijnen van de vlakken TEF,
TFG, THG en THE met het viak ABCD.

5. Een balk staat op een viak V.
Pen Q zijn hoekpunten van de balk.
Ken L liggen op ribben van de balk.

P

...........

Teken de snijpunten van QL en van PK met viak V.
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6. 1,2, 3 en 4 zijn hoekpunten of middelpunten van ribben van de kubus.
Gain elk van de gevallen na of 1, 2, 3 en 4 in één viak liggen.

- o omm owm omm mm mm e wm wm owm w-
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OEFENLES 25: Gebroken vormen

. X+2 2x 2x
1. Voorbeelden van gebroken vormen zijn 75+ 45 ' Bx
a. Bereken i:g achtereenvolgens voor x= 3, X = -1, x= %

2x 2x
b. Dezelfde opdracht voor 375 €nVoor g5y .

a _ = _— -
2. a. Bereken =7 voora=1,a=6,a=4,1ena=4,01.

b. Bereken #+4a yoora=1,a=6,a=4,1ena=4,01.
#-16

c. Kunje 27 berekenen voor a=4?
En voor a=07?

urlij

 Dat komt omdat teller en noemer be
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3. Vereenvoudig, indien mogelijk:

a. 1‘-‘0"7 ; _1‘;‘0;_% . y+y

» Iy +y+y+y
X X
b. % s rzw S o
c a ; _a . a
* 8+a L Ba ' Ba+a
5x . ) X+
d. T0x ' Xy ’ _yT)}:_

4. a. i*g kun je niet vereenvoudigen tot £

Kun je wel een waarde van x vinden, waarvan j:* 2

‘toevallig’ ge-
lijk is aan %?

2x
x+5 -

b. Dezelfde opdracht voor

. Bekuk :opgave'
az+ ‘a'

'm_factoren

5. Vereenvoudig de volgende breuken:

a. XX ) X2 - 2x . X -25
X+ x ' X + 5x ; X2 + 5x
b. 2y-6 _ 2y -6 , 2y-6
3y-9 ' ﬁ-g ' ¥ -3y
B g +2 . #+4a3+3 . a -1
#+3a+2 ' #+6a+5 #+a-2
d. X+6 . X-x-6 . 3x%-18x+24

X +12x+36 ' X+7x+10 ' 3x +9x-30
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6. a. Bereken —2_voor achtereenvolgens x=1, 2, %,-2
1 +lx
b. Bereken ook x2+X1 voor die waarden.

143
: ” a .
7. a. Laat zien dat geldt: 5" 2%35
y-3 ?
b. Ook: —¥ = ¥~1
y+‘1y +1

8. Vereenvoudig de samengestelde breuken:

-2 1
a 1+3 . X 1 X . =%
- —1_1 ’ 1-—1 ] m L Y+_T
X X
14+ 1+1 14 _4_2
b __Z g Y : Y_Z : %1

T
<=

T
S

T
L
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OEFENLES 26: Gebroken vergelijkingen

Opgaven
1. Los de volgende vergelijkingen op.
Controleer steeds je antwoord door invullen

X+2 -5 —4  _
a' ﬁ_—g d- —;:3-—1

—4
e. 3% =1

Kruislings vermenigvuldigen kan e

Bekijk het voorbeeld: 4= = £




= 79«

2. Los de volgende vergelijkingen op (wees kritisch!)

3x+30 _ -9  _
8 Fym =2 C Ziax =
b, X-4 _o» d. X-Ix#10
: X-2 " X-8x+15

3. Los op en controleer je oplossing door invullen:

83 _ X x=1
a X 12 c. x+1~ 16
2 _ X
b x-1~ 18 d X+1 x-1
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4. Controleer doorinvullen dat 1 en -1 % inderdaad voldoen aan
X+3

T =2X

5. Los xop uit:
a. 23 _x46 . "2;4 =4
b. X5 =x-1 d. x+1=22%

7. a. Lostopuit: — =2

b.lﬁsuopum;%-

1

c. Los yop uit: Vi 1

d.lﬂsxopumf;ii¥r=2
+X-
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OEFENLES 27: Vergelijkingen met sinus en cosinus

1. Los xop uit:
a. cos(3x+ 1)=cos2
b. sindx= sin%rc

2. Los xop uit:
a. 8sinx=4
b. 8cos2x=-4

sin(x— gn) = 342

. cos(2x—1m)=-1 J2

2

2 sinx—1 =3 sinx

. 5cosx=0
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3. a. Tekenin één figuur de grafieken van
fix) =2 sinx+1 en g(x) =2 -sinx

b. Bereken de x-coérdinaten van de snijpunten tussen 0 en 2.
4. a. Teken de grafiek van de funktie y = cos(x— 1r)

b. Bereken de y-co6rdinaten van het snijpunt met de lijn x = %n in twee
decimalen nauwkeurig.

c. Bereken de x-codrdinaten van de snijpunten met de lijn y = % intwee
decimalen nauwkeurig.

5. Hieronder zie je de grafiek van fix) = 2./3 sinx

3 .........................................................

a. Voor welke xtussen 0 en 2x geldt: f{x) < 0?
b. Voor welke xtussen 0 en 2x geldt: f(x) > 3?

6. Los xop uit:

1 1
a. = /2 e e = &
Cosx J_ & sinx -
1 1 _2
O Shax =2 d Exrz=3
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