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[ENEISE IS S TRIN S Gr:

1. Eene geheele transcendentale functie is eene functie
die holomorph is in het geheele eindige gebied en die het

punt 2= oo tot essentieel kritiek punt heeft. Zulk eene

functie kan voorgesteld worden door eene oneindig voort-
loopende reeks, gerangschikt volgens de opklimmende machten
van de variabele z,

- .'[] 2 - .;: .:“ *}

A
L1() |

welke convergeert voor alle eindige waarden van z. en die
we (7 (z) zullen noemen.

Deze geheele transcendentale functies hebben met de

geheele rationeele functies veel punten van overcenkomst,
maar ook punten van verschil. Een van deze punten van

verschil wordt ons geleverd door de ontbinding in factoren.

Zijn de nullen van eene geheele rationeele functie /' (2)
van den m graad

iy dgs.Qus « v 4 5 & ¢ U

waarbii we zullen onderstellen, dat geen dezer grootheden
gelijk aan nul 18, dan kan deze functie geschreven worden
In den vorm:

[(2) /.W):Hq(l - }

(ol

Hierdoor zou men geneigd zijn om , wanneer van een




oeheele transcendentale functie G (2) de nullen gegeven zijn
door de reeks

T O (ST R e 1.0 L e s
in eene zoodanige volgorde, dat

lim ol — 00

¥y — O
terwijl we wederom onderstellen, dat geen dezer grootheden
nul is, deze functie te schrijven in den vorm

G (‘.1") —— GO ] (] — _':_}_
ye=—1

[t

Dit is echter in het algemeen foutief, omdat het oneindige
product in het tweede lid aan eene bepaalde voorwaarde
moet voldoen, om eene functie te kunnen voorstellen, die
lll'rlullml‘]n]l is in het geheele eindige gebied.

2. Om deze voorwaarde op te sporen, merken we in de
eerste plaats op, dat het oneindige product

[ (14 b,)
y =1
waarin
Oy Da'sitOs Bdn e 5 oo 5 80YS
complexe cotallen wvoorstellen, stellir convergeert, wanneer
de reeks

40405+ ....4b ..

absoluut cenvergeert, d. w, z. wanneer de reeks der moduli
van de ftermen dezer reeks convereeert., Het oneindice
product wordt in dit geval ook absoluut convergent genoemd.

Van zulk een absoluut convergeerend product kan bewezen
worden, dat de waarde er van niet athangt van de volgorde
of van de groepeering der factoren, zoodat men met zulk
een oneindig product mag handelen als met een product van
cen eindig aantal factoren, Dit geldt niet voor oneindige
producten, waarvan de convergentie niet absoluut is, en daar
eigenschap toch gaarne wenschen te behouden.
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stellen we als voorwaarde, dat de oneindige producten, die
we behandelen, absoluut convergent zijn.

Ook kan nog bewezen worden, dat een absoluut conver-
geerend product alleen dan nul kan zijn, wanneer een der

f actoren nul is,
3. Beschouwen we thans het oneindige product

P= 11 (1+u),

vy =1
waarin

NI: f"'), H‘,, AT / AR

holomorphe functies van 2z zijn in een zeker gebied (K).
Opdat dit oneindige product eene holomorphe functie van 2
in het gebied (#) voorstelle, moet in de eerste plaats het
oneindige product absoluut convergent zijn in het gebied (L)
en in de tweede plaats moet het in dit gebied uniform
convergent zijn, d. w. z. met elk positief getal ¢ moet men
een  positief getal #» kunnen doen overeenkomen zoodanig,
dat, voor alle waarden van z in het gebied (Z)

P—P, | < ¢

wanneer n > r en waarin £, het product der eerste n
factoren 1 -+ u, voorstelt.

Het oneindige product zal uniform convergent zijn in een
zeker gebied, wanneer dit het geval is in dat gebied met
de reeks

R KA R PR A S
Het oneindige product

X

[T (14 u,)
¥ 1

zal dus eene holomorphe functie van
: gebied (), wanneer de reeks

2 voorstellen in het

fw |4 [ |+ us |+ ii |4, ....

uniform convergeert in dat gebied,

Daar elke functie, die holomorph is in zeker gebied (H),




dat den oorsprong bevat, ontwikkeld kan worden in eene

geheele reeks in 2, waarvan de convergentiecirkel geheel en
al in (/) ligt, kunnen we dus ook zeggen, dat, wanneer
van de reeksen
u,—=b, 04+ b,12+0b,222+...+b, .20 +...(r=1,2,...)
de stralen der convergentiecirkels gelijk of grooter zijn dan
een bepaald positief getal 4, en wanneer de reeks
lwy |+ | ws |+ s | +..... 4+ |w | 4.....
uniform convergent is voor alle waarden van z, die voldoen
aan de voorwaarde | z | ¢ 4, dat dan, voor die waarden
van 2z, het oneindige product
o ’ A
1 (14 w)
=1
eene holomorphe functie van z voorstelt, die dus onbwikkeld
kan worden in eene geheele reeks in z, welke convergeert
voor de waarden van 2 waarbij | z | ¢ 4.
4, Een bijzonder geval van het bovenstaande is vool
hetgeen later zal behandeld worden van oroot belang,
Stellen we dat de reeks met dubbelen ingang

x

E 3 f',". 7. | i

e

' 18 =0
convergent 1s.
De voorwaarden, noodig en voldoende hiervoor, zijn:
1°. dat de reeksen
|l Do |+ b1 d| 4| b, d* | +.....
convergent zijn, voor alle waarden van p. Noemen we de
gommen hiervan ., ;
20 dat de reeks van positieve grootheden
Ay +- A3 4- 43 ... ..
convergent is,
Zijn deze voorwaarden vervuld, dan is, daar
w,=b, 0 +b124+b, 8224 ..... b, .2+

dus




voor alle waarden van 2z, waarbi] |2 | = 4,

| u, | = 4.

De reeks

fn | A s | s | A - |

voor alle waarden van z, die voldoen aan de voorwaarde
| 2| = 4, en dus zal het oneindige product

P= 11 (14 u)
v 1

is dus, zooals gemakkelijk in te zien is, uniform convergent

voor die waarden van z eene holomorphe functie van z zijn,
die dus in eene geheele reeks in z ontwikkeld kan worden.

5. Merken we nog ten slotte op, dat wanneer eene functie,
holomorph in zeker gebied (E), bepaald is door een in dat
gebied absoluut en uniform convergeerend oneindig produet,
de logarithmische afgeleide van die functie gevonden kan
worden door de som te nemen van de logarithmische afge-
leiden der factoren van het product, wanneer ten minste z
niet eene zoodanige waarde heeft, dat een der factoren nul
i8: waarin dus ligt opgesloten, dat de reeks, gevormd door
de loearithmische afeeleiden der factoren van het oneindige
product uniform convergeert in het gebied (%), wanneer we
hiervan uitzonderen de punten gelegen in de onmiddelijke
nabijheid van de in (&) gelegen nulpunten der functie.

Ziin we in het bijzonder geval, dat hierboven is aangehaald,
dan is die reeks in het beschreven gebied ook absoluut
convergent.

6  Keeren we nu terug tot ons punt van uitgang We
kunnen thans dus zeggen, dat het oneindige product

“:I'l](l ’}

e¢ene holomorphe functie van 2z in het geheele eindige gebied
zal voorstellen, wanneer de reeks
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uniform convergeert voor alle eindige waarden van z. In dit
eenvoudige geval verandert deze conditie dus in de voor-
waarde;, dat de reeks
1

convergent moet zijn.

| divergeert, kan het

@ |

3ij de gevallen dat de reeks X i
=1

voorkomen, zooals we zien zullen, dat toch een oneindig

product, samengesteld uit de factoren [l - i] eene holo-

ty

morphe functie van z in het geheele eindige gebied voorstelt.
Men mag dan echter de volgorde der factoren niet willekeurig
veranderen, maar moet deze behouden zooals ze gegeven 18
geworden door de methode, waardoor de holomorphe functie
gebracht is in den vorm van een oneindig product. In dit
geval zal het dus wenschelijk zijn. de productuitdrukking
zoodanig te veranderen, dat op de volgorde der factoren niet
meer gelet behoeft te worden.

]

r“ | | |
In de meeste gevallen echter zal, als de reeks X i
o ] (L, |

divergeert, dit ook het geval zijn met het oneindige product

-,IJII (] 7 "-, ]

. oo 8o } ’ | :
De in het geheele eindige gebied holomorphe functie & §
\~ )
]li_.]\'t\lll'hvl'hl heeft tot nullen de reeks
1, — 2, 2
. ." l : '
en nu is zoowel de reeks Y , als het oneindige product

¥ 1 (1.4
x —~
[ (l + }
v 1\ r
divergent. Hieruit blijkt dus, dat, wanneer het in die gevallen
toch mogelijk is tot eene ontbinding in factoren te komen,




die factoren een ingewikkelder vorm zullen hebben, dan we
tot dusver hebben ondersteld.

7. Cavchay 1) is de eerste geweest, die getracht heeft eene
nitdrukking voor de ontbinding in factoren te vinden. Door
toepassing van de rekening met résidu’s komt hij tot het
volgende resultaat:

Zijn de nullen van eene geheele transcendentale functie f(2)

S 0
/

1R Ta YA TR f ks ca b e s L (5o R ps s || 2
en hunne graden
R N T T S TR
dan kunnen we schrijven:
/‘ (1) = (u‘, - f}"v o= I:.fi _I‘r,f'»: i
[ (t) @ — to.
waarin € eene gesloten kromme is, die door geen enkele der
punten @, heen gaat, en waarin het productteeken [I betrek-
king heeft op alle punten «, gelegen binnen O, Verder zin
t en t twee gewone punten gelegen binnen €, en is
z2—1t] (2)
g—t f (&)

Laat men nu de kromme € al grooter en grooter worden,

P (2) = log

zoodat ten slotte al haar punten in het oneindige komen te
[ (t)

uiteedrukt als een oneindig product
({o)

ligeen, dan wordt dus

(L, t

)". vermenigvuldigd met een  expo-
a, ta '

van factoren (
nentieblen factor

¢- 2w _f‘f-j"'
waarin de integraal te nemen is langs den omtrek van eene

coheel in het oneindige liggende kromme.
Deze formule van Caveny kan niet beschouwd worden als

Y Caveny. Bxerciees do Mathématiques, t. 111, Zie Brior et Bovquer,

‘[.h"’“l‘i" des fnnt-linll-\ l'”ill:illlh.\‘ l‘ll. 11 P 305 o, v,




o

eene reeds geheel en al afgewerkte uitdrukking voor [i(E)
omdat de daarin nog voorkomende integraal niet uitgewerkt
1. Wel kan de formule gebruikt worden om haar toe te
passen op bepaalde voorbeelden, vooral wanneer de gegeven
functie zoodanig is, dat we eene reeks krommen ¢ kunnen
bedenken, waarvoor de inftegraal meer en meer tot nul
nadert, bij het oneindig worden van de krommen ¢. We
verkrijgen dan [ (£) uitgedrukt in den vorm van een oneindig
product, welk oneindig product dus convergent moet Zijn
maar in de meeste gevallen niet absoluut convergent, zal
vezen, Daar echter de opeenvolging der krommen € bekend
is, kennen we van dit oneindige product de opeenvolging
der factoren.

Laten we echter in het algemeen de kromme € op eene
willekeurige wijze oneindig worden, dan zal in den regel het
oneindige product divergent zijn, en dan moet ook de integraal
oneindig zijn, omdat, wanneer deze eindig is en dus de
exponentieele factor eene steeds van nul verschillende functie
bepaalt, de toevoeging van dien factor het divergeerende
product niet tot eene eindige waarde kan terugbrengen.
Hieruit kunnen we besluiten, dat het wellicht mogelijk moet
zijn den exponentieelen factor te splitsen in een oneindig
aantal factoren e (0, zoodanig, dat het oneindige product
van.de factoren (a, — ty». e? wel absoluut en ook uniform
convergeert,

8. Werkelijk is het Wrierstrass gelukt de onthinding in
factoren van eene geheele transcendentale functie op deze
wijze tot stand te brengen '). De mogelijkheid daartoe heeft
hij niet afgeleid it eene beschouwing van de formule van
CAvcny, maar uit de formule van Gauss voor de onthinding

I

in factoren van de reeds vroeger vermelde functie fri 1)
(2 )

3

') WeIgrsTRASS. Zur Theorie der eindeutigen analytisechen Functionen,
Abh. der Kionigl. Akad. der Wissenschaften zu Berlin 1876, Ook in de

Abhandlungen aus der Functionenlehre.




Gauss schrijft deze functie in den vorm van het volgende
absoluut en uniform convergeerende oneindige product :

A2

- 1%
clog () )
II]-,[ —-—) AL

Hierdoor is WeiErsTraASS er toe gekomen om te trachten de
vraag op te lossen, of niet elke geheele transcendentale
functie voorgesteld zou kunnen worden als een oneindie
product van factoren van den vorm

(kg4 Detl,

of

waarin ¢ (2) eene geheele rationeele of transcendentale functie
is en & en ¢ constanten zijn. Zulk een factor noemt
WEIERSTRASS eene priemfunctie.

Fene priemfunctie is dus geen lineaire functie van z, maar
heeft, evenals deze, slechts een enkel nulpunt en een enkel
kritieck punt. Duiden we het kritieke punt door ¢ aan, dan
I8 de meest algemeene vorm van zulk eene priemfunctie

9. We zullen in het volgende beginnen met de behandeling
van de methode van WrimrsTrAss, en deze doen volgen door
twee andere methoden, die tot hetzelfde doel leiden. maar
eerst opgesteld zijn, nadat de uitkomst van WeierstrAsSs
lwlu-nrl was, n. 1. de methoden van MirTAG-LEFFLER en van

I>;1:|1'11;'| stellen we ons voor, een hoofdstuk te wijden aan
de bespreking van het geslacht van eene functie en aan de
bepaling van den uitwendigen exponentieelen factor, om dan
té -Komen tot de behandeling van eenige voorbeelden, waarbij
we echter gelegenheid zullen hebben nog verscheidene zaken
van meer algemeenen aard te bespreken, o. a. het bepalen
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van den productvorm van eene functie, die door eene lineaire

substitutie uit eene gegeven functie wordt afgeleid.
Vervolgens wenschen we over te gaan tot eene uitvoerige
behandeling van de kwestie van het geslacht der afgeleide
cener functie van gegeven geslacht, en dan te eindigen
met het vermelden van eenige andere eigenschappen, die
gevonden zijn door verschillende schrijvers, die zich onledig
hebben gehouden met het door ons te behandelen onderwerp.




Hi (L ORED SHEERSE
MeTHODE VAN \WEIERSTRASS.
1. Is gegeven eene oneindige reeks van grootheden
iy gy gy oia o o L A T
die alle van nul verschillen en die voldoen aan de conditie
lim | a, 0,
¥ x
dan zal in enkele gevallen de recks
St !
v.—l | (t,
convergent zijn. De reeks
» o
WY e
l“-] ty :
zal dan dus voor alle eindige waarden van 2 uniform conver-
gent zijn.
[n vele cevallen is eerst de reeks
“ ¥ ’J
S l
ol s
. waarin « een geheel positief getal > 1 18, convergent.
. .
[n die gevallen zal dus de reeks
X | 13
N i e |
ye=1 | Oy |
uniform convergent zijn voor alle eindige waarden van
|
|
{
: \

|
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In het algemeen echter moeten we veronderstellen, dat we -

geen getal ¢ kunnen aangeven, waardoor de reeks
Jre

S |
y=11 (& |
convergent wordt. Dit is bijv. het geval '), wanneer de
grootheden a, zijn
log 2, log 8, log 4,..... .
Stellen we toch

g % ’ L )¢
= y—a\log y) ’

dan is
= o ]

bir ””.r/ ;,'Fl

Verder is
n — 1 _ i ]
(g ny= — (logny* — (log n)*"
De tweede term van het tweede lid nadert tot nul,
wanneer n oneindig groot wordt, maar de eerste term van
het tweede lid neemt met n oneindig toe. Dus is de reeks

\,‘ ( ] ]u
v _-j !,"’_‘f ¥V

2. In die gevallen is het echter steeds mogelijk eene

steeds divergent,

oneindige reeks geheele getallen
Myy May Myy o v .. Yl s
die ieder = 0 zijn, te bepalen, zoodanig dat de reeks
. et ]
W A -
>—3 (ly s
uniform convergent 18 voor alle eindice waarden van z.
We hebben hiertoe slechts een oneindig aantal positieve

ool heden

1) Zie HErMITE, Cours & la faculté des Sciences 4me éd. p. 86,




-
e

aan te nemen, waarvan ¢ < 1 en die eene convergente reeks
vormen, en dan getallen m, te bepalen, zoodanig dat
1

L,
£y

o | o 1
S = !
e bl Oy
uniform convergent maken, voor alle eindige waarden van z.
Om dit te bewijzen, stellen we, dat | 2 | ¢ | @, | en houden
ons alleen bezig met de termen
= v m, 41
N = 2
_I‘J' fr!’
Nemen we & 200 aan, dat | = | =< ¢, dan is voor alle
tl, !
volgende termen |~ | = &, en dus
ey 1T
~ 1
| 2 . 1
' o,
zoodat we verkrijgen
r v |m 41
N\ ~ i oAb 1 Ak s o
= a | { IR=T=N g = 0 f frens
2 e nl L e
en daar het tweede lid eene eindige waarde heeft, is dit
ook het geval met het eerste lid. Het eerste lid is dus eene
uniform convergente recks voor alle waarden van z. die
voldoen aan de voorwaarde | 2 | ¢ | @, |, en hetzelfde zal dus
het geval zijn met de reeks
5 - 1
o | 2
ve=11 @
die er slechts door een eindig aantal termen van verschilt.
B Daar verder a, willekeurig is aangenomen, kunnen we dus

zegeren, dab bovenstaande reeks uniform convergent is voor

alle eindige waarden van z.

Nemen we bijv. voor de oneindige reeks &, &, &, ... de
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reeks e, ¢, &,....., dan is hier & =&, dus m, = v — 1.
Voor de getallen m, kunnen we dus kiezen de getallen
Py Tl ol b

en we kunnen dus zeggen, dat steeds, voor alle eindige
waarden van z, de reeks

X ~ ¥
ey ) = i
;«—li ”? 1

uniform convergent zal zijn.
We kunnen nog opmerken, dat het geval, waarin
| ¢

! -~

el
uniform convergeert, op te vatten is als een bijzonder geval
van heteeen hier het laatst is behandeld. We hebben dan
slechts alle getallen m, gelijk aan u — 1" te nemen.

3. WeiErsTrASS plaatst zich dan ook dadelijk op het meest
aloemeene standpunt, en onderstelt dus dat er eene oneindige
recks grootheden

(y, a, Agy v o o« A
goceven is, die alle van nul verschillen, en die voldoen aan
de voorwaarde
lim | a, l 0 ,

1l verder, dat er aan deze ;[1‘(;(.11]14[--]] :m‘:t'\'cu-;{li 1S eene

reeks positieve geheele getallen

M1y, Moy Mgy o o o0 5 9 Myg o ¢ 0 04
zoodanig , dat
X v < 1
N 2
y=11 @y |

eene uniform convergente reeks is voor alle eindige waarden
Vel

Hij bewijst dan:

1" dat er steeds eene geheele transcendentale functie
G. (2) te construeeren is, die de gegeven reeks a, tot

nulpunten heeft, en
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20, dat elke andere geheele transcendentale functie, die
dezelfde nulpunten heeft als Go(2), gebracht kan worden in
den vorm:
e@®, Gy(2)
p waarin G (2) eene . geheele rationeele of transcendentale
functie is.
4. Wrrstrass voert daarbij nog in de volgende hulp-
orootheden :
f (0=l
E(ax, = (1 —x)e*
Fi(ns2)—= (1 =xp)e"* j e
B (x,m)=(1—a)e=1"
Deze functies B (x, m) kunnen geschreven worden in den
vorm van eene reeks
1+t ldfagantdib . o Famamtid L.
welke convergeert voor alle eindige waarden van & en waarin
de codéflicienten
ek e o L .‘ffg,
redel zijn en Kleiner dan de eenheid in absolute waarde.
Dit berust op de volgende stelling:
Zijn fN=a+ay+.....4ay 4
en p(z)=bg+h x4 ..... DLt~
twee geheele reeksen, en is de 2% reeks absoluut convergent
VOOr | x| ¢4 en alsdan ‘q () = B, en is de 1#t¢ reeks
absoluut convergent voor y B, terwijl 4 en B positieve
cotallen voorstellen, dan kan, wanneer we in de 1%° reeks
stellen y = ¢ (), die reeks geschreven worden als geheele
| recks in . welke absoluut en uniform convergeert voor de

waarden van a waarvoor | x| { 4.
In het geval der functie

E(x, m) (1 ,l'}f'.rl :




P AH G hHE {f gk
() =—= —4+ —1+..... db =
’ ) | [ + Ay

zoodat dus /[¢ (x)] en dus ook (1 — &) f[¢ ()] als ceheele

recks in « geschreven kan worden, die voor alle eindige

waarden van x convergeert. | -'
Daar voor | x| <1

M H I:: w4 1
Ef)(f p —— e —— =i =1 <@ aa's HL ! b s = T~
Jifi=sgsr L=t 2 m T om1

is voor die waarden van x,
E (%, nl) —_ (] = aH e i—z g m+1 3

— — m+1l1 m+2

Vervanet men nu in

— v .
y door
» 1 ,
s ; I o
1t *E i, 1t -!— _4] -----

T

dan ziet men dat de ontwikkeling van £ (a, m) moet zijn

| gyttt agamtd, . o T

Deze coiflicienten «p; moeten nu in absolute waarde kleiner
dan de eenheid zijn. Door toch in

[ (Y)
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dan is het duidelijk, dat men eene dergelijke ontwikkeling
verkrijgt, waarvan de coéflicienten echter deels grooter deels

dezelfde zijn.
Nu is echter voor |« | ¢ 1:

dus
fll-[r'_r (J}l: r"‘l""ﬁl- e — 1 —?— Px--a -:—1' 'z‘—.....,

waaruit dus volet:

Om =1\ (T =L T A S AT )
Verder is dan:
)f:(\.!'. A r==1{ x) (1 + .'}|.l‘-1-.>';.f': e (L )
14— Da+-(fs— f)ia? .. ...
=14 x™ : - @ 2 T2 4+ . apat Vel b i
waaruit dus volgt:
: (9 | = l.
Vervangt men dus in de reeks
b o T Tl ity T TS

a door een positief getal & kleiner dan 1 en de coéflicienten e,
door hunne absolute waarden, dan 18 de som van die reeks
kleiner dan

4 1
>
Y
] )
[~

5, Construeeren we nu met de geseven reeks croot-
heden a, en de daarbij bepaalde getallen e, de functies

en vormen we verder met deze functies het oneindige product

[l E ( o ]
¥ 1 Ly

l[.‘\,]I ]\'””“p“ we }w'\\':‘l'/,I‘” " |{{” !lll ['}l"i“l“:’“ ili'li(!llt'i Ill‘.“*"h”“
en uniform convergeert voor elke eindige waarde van 2 en

dus eene geheele transcendentale functie van z definieert.

0




oneindig toenemen,
dat | a, |

product

is dan

absoluut en unifor
aall

hel

die wvoldoen
38

verkeeren

18 conver

namelijk

eIl oo,

l,l J

7Zij A een willeke
waarden van z waarvoor | 2

A, als »

terwijl we dan tev
vervangen door A,
door hunne absolute waarden, de

h"iiill'fl lh']..il‘;f!"!ll (5 t). De 1"-v1;_-

18

urig positief getal en beschouwen we die
| I {

— 1.

A

. [
| Gy |

Daar de grootheden

etal p aan te geven, zoodanig

Q|

|"i"]]
Beschouwen we dan het oneindig

IS er

1LY,

" H E t” k n‘

B kan ceschreven worden in den vorm:

wanneer we in , (

— 1 1-u, (2)

~ )y

dat, 2

welen,

orootheden

8]

115 :
a, en de coéflicienten ;'

de 4

som van die reeks kleiner

dat het oneindige product

s \

1 -4 rf,(::t

n convercent 18 voor alle waarden van 2
de voorwaarde | 2 A. daar. we hier

bijzondere geval, dat we in de inleiding

met dubbelen ingang

-l/_~

“.,H"i;‘_‘.i' voorwaarden:
]u' Il {, ]..-:_-w“
i )
o' ol DS el IS o DA
CONVEras nt 10 K 1 LR 1% el 11 11 NET
l'u =01 eI in deze reexksen to ' :“: /00018
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we zooeven gezien hebben kleiner dan

i A ‘ 4 (1
o Ta|—4
20 dat de reeks
| \ 1 q 1
‘l." " ‘1‘. 355 KRy b TS = Ldly =T & & & 2

convergent is. De som van deze reeks toch is kleiner dan
die van
x A |my,+1
=] :
‘JMP ”'—‘ I tty = ‘I ‘

on deze reeks is converzent, omdat de wverhouding van hare
1+

termen met de overeenkomstige van de convergente reeks
x | 1 1
[
ve=pl O

de eenheid tot limiet heeft, als » oneindig toeneemt.
Het oneindige product

is dus absoluut en uniform convergent voor alle waarden
van z, waarbij | 2| = 4, en daar de toevoeging van he
eindice aantal factoren

1 f( : )
v 1 (ly

niets aan de convergentie zal veranderen, is dus het onemdige
product

\' 1 { |

ook absoluut en uniform convergent voor de waarden van

waarbij | & | A, en daar 4 willekeurig is aangenomen, 18
dit product zelfs voor alle eindige waarden van 2z absoluut en
uniform converegent. Het kan dus ontwikkeld worden in
cene eoheele reeks in 2, die voor alle eindige waarden van 2

convergeert.
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Daar het oneindige product alleen nul kan worden als een
der factoren nul Wnlwlf, en daar de factor

slechts nul wordt voor z — a,, hebben we dus eene geheele
transcendentale functie van z, (1 ‘,5-').- in den vorm van een
oneindig product, geconstrueerd, die de gegeven reeks

1, a2, U

tot nulpunten heeft.

6. Deze functie Gy (2) is wl ter niet de eenige, die aan
de vraag voldoet. De functie & . Go (2) bijv. heett natuuarlijk
dezeltde nullen als Gg (2) en geen enkele andere, daar de
factor ¢ voor geen eindige waarde van 2 nul wordt.

Wanneer we dus onderstellen, dat de geheele transcenden-
tale functie @ (z) dezelfde nullen heett als G (2), dan kunnen
we vragen den meest algemeenen vorm van G (2) te bepalen.
(r(2)
(79 (2)
is eene functie, die voor elke eindige waarde van z eene

Het quotient . dat we zullen aanduiden door G (2),

pindice van nul verschillende \\':a:n'liv heeft.,  Daaruit volgt
dat de functie
| ol "'l (2)
Gi(2) dz '
voor elke eindige waarde van 2z eeng¢ eindige waarde heett
dus ontwikkeld kan worden in eene reeks

Oy Cyz 1 Oy 28

|
—t

'“" i” II"E- L{f'lll'l'l" "i]]t“f.‘j" '_f*‘||i|-|| convereeenrt,

[nteereeren we deze functie tusschen de grenzen U en z,
dan verkrijgen we:

J’U",l' frl| (2) - (/ ‘%* I!“| A = (_". =3 : ,,,,, — (/ (r (2)

Gy (2) = Cef®
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en dus G (2) = Ce“0 Gy (2),
waarin G (2) eene geheele rationeele of transcendentale functie
18, die voor z — 0 verdwijnt, en waarin

s\

Gy (V)

of daar Gy (U)="13

= ()
7. Is de oorsprong ook nog een nulpunt van de orde A

van de functie G (2), dan moeten we den factor 2*
toevoegen en verkrijgen:

nog

G (2) = O 2O G (2),

waarin nu

De meest aleemeene vorm dus voor eene geheele trans-
cendentale functie, die de gegeven reeks «a, tot nulpunten
heeft en  daarenboven nogz in den oorsprong nul wordt

G(2)= Cz*e"® ] /( - .m_}
¥ 1 4

G - s (—)
00 1] (1= L )er=17'%
v 1 4

We hebben hierbij stilzwijgend aangenomen, dat de nullen
a, alle enkelvoudige nullen waren.

[s de orde van de nul a,, p,, dan ondergaat de voorgaande
redeneering geen verandering, en dan verkrijgen we voor G (2):

: ‘ -4 l i(~‘)| ’l
G(2)=0zre’® ] ;(l 'f' R A

(,

We kunnen echter ook eenvoudigheidshalve de voorgaande
tormule wel Dblijven behouden, wanneer we dan slechts
onderstellen, dat de nul @, ook p, keer voorkomt in de reeks

y, gy Usgs v v s




De factoren E {H m.,) ziin alle priemfuncties, zooals we

o,
deze vroeger gedefinicerd hebben. Ook kunnen we den
= (=

factor C. de A factoren z en den factor 9@ als zoodanig

oy
aTn

opvatten, waardoor dus bewezen is, dat elke geheele trans-
cendentale functie voorgesteld kan worden als een product
van priemfuncties.

Hebben we het bijzondere geval, dat de reeks
Ll

x
o
=11 Q

convergeert, dan wordt de algemeene vorm

en convergeert reeds de reeks

Heeft de functie G (2) geen nullen, dan is de algemeen

en heeft ze slechts een eindig aantal nullen @, day .. . 7,

behalve 2 0, dan is

G ()= C 2> ¢f ;I“l.ll



HOOFDSTUK IL

1. Differenticeren we logarithmisch de door WEeIE
covonden formule:

- - § \" |
G (2)=Czriedle |] 'I ] :
ye=1 ,

dan verkrijgen we:

A

heteeen dus wordt voor het geval, daf
nul zijn,
G (2)

- G (2) -
riz)

148

en dit weer voor het geval, dat

of, wanneer we




il {-"‘} — G (2)+ X
G (%) y—1

r i —1 ~ \F
1o st (' )
iy e = T T (72

en wanneer u = 1, dus o =0 is,

G’ (2) =58 < [
S (e 1S | ===}
{,l' (:J v =21 | LiRte—t{ls;

Zooals we reeds in de inleiding hebben opgemerkt, moeten
de tweede leden van deze vergelijkingen absoluut en uniform
convergent zijn in het geheele eindige gebied, ultgezonderd
de plaatsen in de onmiddelijke nabijheid der nulpunten «,,
wanneer we eenmaal weten, dat het oneindige product van
‘WEIERSTRASS absoluut en uniform convergent is in het geheele
eindige gebied.

Omgekeerd zal men door uit te gaan van eene beschouwing
dier tweede leden, dat is dus eigenlijk van
]

1 o — (1

N

door integratie kunnen komen tot de productuitdrukking van
G (2). Dit is het dan ook heteeen Mirrac-LerrrLer doet in
zijne methode, zooals deze ons wordt medegedeeld in den
Cours van HeryiTE '),

We zullen hierbij gebruik maken van de volgende
stelling, die analoog is met die, welke we als bijzonder geval
in de inleiding bij de oneindige producten hebben behandeld.

De reeks

wWaarin %y, a, ..... . Uy, ..... functies zijn van z, die
ontwikkeld kunnen worden in reeksen als
!J"I: e fpypr ki Iy A i _f;"'-_l,ﬂ,’_,..p

| - L . P . V, ™ LI

i, - /;;

waarvan de stralen der convergentiecirkels gelijk of grooter
ziin dan een bepaald positief getal A, zal absoluut en

uniform convergent zijn voor alle waarden van 2z, die voldoen

1) HERMITE, t. a



9=
aan de voorwaarde | 2 | = 4 en zal voor die waarden van z
in een geheele reeks in 2z ontwikkeld kunnen worden, als de
reeks met dubbelen ingang

| b4 8

| L48
>
-

convergeert. De condities hiertoe noodig hebben we reeds
in de inleiding opgzegeven (§ 4).
3. Zij dan wederom de reeks a,, waarbij

| @, [0 en lim | a,| = oo,

de reeks der enkelvoudize nullen van eene geheele transcen-
dentale functie G (2).
Beschouwen we nu eerst het eenvoudige geval, dat de reeks

Y i
=1| O
convergeert.
Zij voor y» = p, | a, | » 4, dan kan elke term van de reeks
< i
=

ontwikkeld worden in eene geheele reeks in z

| 1 1 | ; z2*
> (L, ( o 7 7 A fl."," ¥

byot+b1240, 3288 4.....,

welke reeksen alle convergeeren voor de waarden van z
waarvoor | 2 A.

Vervangen we dan in deze reeksen z door A en de groot-
heden a, door hunne moduli, dan zijn de sommen van deze

recksen

.—-
.
—
[
1<

| s y | 1

convergent., omdat de verhouding der termen met de




istige van de convergente reeks

ot

overeenko

de eenheid tot limiet heeft, bij het grooter worden van .

Hieruit volgt dus, dat de reeks met dubbelen ingang

X = |

AN 3 h -

— ,A:u | B
convergent is, dus dab de reeks

absoluut en uniform convergent is voor de waard

waarvoor |z | = A. Voegen we aan deze
eindige aantal termen

waarvan de som oneindig wordt in de punten
Unt g qeeiits w By Al I’

dan zal dus de reeks

<
=147 (,

absoluut en uniform convergent zijn voor alle waarden van z,

laat

waarvoor | z | = A, uiteezonderd de plaatsen in de onmidde-

lijke nabijheid van de punten

th + Ua il

Daar - verder de grootheid A willekeurig 18 aangenomen,

kunnen we dus ook zegeen, dat de reeks

]

absoluut en uniform convergent is voor alle eindige waarden

van de punten

. . T (2),
funeuie

1.3

¢ nabijheid

van z, uitgezonderd de plaatsen in de onmiddelijk



eindige waarde van =z,

punten a,,

die niet samenvalt met een der

en nu is te bewijzen dat het verschil

G’ (2 ) * 1

—. 3% =

G~ 1212 — oy

zelfs in die punten eene
Daar G (z) nul

schrijven:

tr (%)

oehed

vaarin £ (z) eene

nul wordt in het punt z -

Hieruit leiden we dus
G’ (2)
(7 (8)
en dus
G (&)
."r' (Z)
hetgeen eene eindige wa

Daar de

wordt

andere termen van de

egindigce waarde heeft.

in het punt z = a,, kunnen we

— . uHi(z),

= (3
le transcendentale functie is, die nief
Sy By

afs
il .

< o [1{(<3)
M'u]w ill‘\!‘ Vert voor 2 (..

N I
= -
eindig zijn voor 2 i, , heeft dus
Q (5 s
+ (2) Ly [
in dit punt eene eindige waarde.
Dit zelfde kunnen we natuurlijk bewljzen voor alle andere
punten in de reeks a, voorkomende
De functie
G (2) < |
(7 (<) y —] o (l,
zal dus absoluut en uniform convergent zijn in het geheele

eindigo

reeks in z, die

en die we gelijkstellen

. . ) i
VOOl .Il"'

cobied . en kan dus ontwikkeld worden in eene geheele

arden van z convergeert

ide

eindige wa

aan de afeels (' (2) van eene




) Q

—

holomorphe functie. We hebben dus

G’ (2) i 1 ,
—_— :\_ - — (7 {;).
G@  ,212—a,

[ntegreeren we deze vergelijking tusschen 0 en z, dan
verkrijgen we

G (2) = 1 ; . i =
(_.'_ = N 3 ]f;:'"j (2 —a,) — ['u.rj(\- - r.ﬁ_]s — (4 (:_'],

log 2
v =1

wanneer G (2) die integraal is van G’ (), welke voor z = (
verdwijnt, en ¢ = G (0).

log G(2)=1logC+ G+ I log ‘1 — J
= . (

y
G (&)= (0 i'-"'-"' H { ] — — ‘
1 l’!’.} J

dezelfde uitdrukking, die ook WEIERSTRASS ceeft.

4, Wanneer eerst de reeks
T | 1
e |
_] F'c'.‘

waarin w » 0, convergeert, dan zal de reeks
J‘ 'I

N
=12 — 0Oy
niet absoluut en uniform convergent zijn, maar dan zal.

wanneer we invoeren het polynominm

A ay ) i 1 ’ 1 ~ \1
p ( 2 ' L 2 i R - e 2
“a, (l, a4, ab ;. a” O T

N L ( a o
v =1 12 = L e (,)

wel absoluut en uniform convergent zijn voor alle eindige
waarden van z, uitgezonderd de plaatsen in de onmiddelijke
nabijheid van de nulpunten a,.
Voor y =p en|z| = A kunnen we toch schrijven:
2 2 . | 2¥ "
|

N n ” . I o ~ w 41 “
12 (l,) o, % ly (, ay
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en vervangen we hierin z door A en a, door den modulus.
dan is de som van die reeks

Daar nu de reeks

< A |#+1
V‘Tf- “'a i
convergeert, 1s dit ook het geval met de reeks

/
r

De reeks

is dus absoluut en uniform convergent voor alle waarden
van 2z, waarvoor | z | = A,  waaruit dus weer volet. dat
'Il‘ ['l't‘]l\_'r%

°

>"| f’{;-l(: ”‘;"
absoluut en uniform convergent is voor alle eindiee waarden
van z, uitgezonderd de plaatsen in de onmiddelijke nabijheid
van de nulpunten ,.

De functie

G’ (2) o 2 G’ (2) o I -:_}" H
G (2) Ve 1 Oy e (2 () Gr (2) a1 L2 (, ' S\ R

zal nu weer, ook in de punten a,, eene eindige waarde
hebben, Immers
G (2) el | - H (2) -
GG a*(z—a) z—a, ' H() ar(z—a)
H' (2) 2 (> H’ (2) L aie vty n i
" H(2) ar(-a) H(2) ARSI, N R L

hetgeen eene eindige waarde oplevert voor 2 (L.




Bovenstaande functie kan dus weer ontwikkeld worden in
eene geheele reeks in z, G’ (2), die in het geheele eindige
vlak convergeert. We kunnen dus weer schrijven:

.‘, l: 71 F 1 ':’ R ~ =
9- - — 3 [ = A A, [” = G’ (2),
(x (<) 12— R

en vinden hieruit

G (2) il z 2Y1 =,
/“ _— - S ‘ ifjf' —_— A ’f‘ 8= 2) «
% = 2= (1 u,] "-'(”,J (5 St

v

waarin

H-( 28] [ SEHANA 71”;"'_ —"----"“J ' L =35
ZA T 7 PR I oo af r=17 U0y )"

\

dus

» . =l 2\ o (2
G (2) = Ce®® ] ‘1 e o)
1

heteeen wederom de uitdrukking van VWEIERSTRASS 1S,

5. Kunnen we ten slotte geen getal o aangeven waardoor
convergeert;, maar hebben we de getallen i, bepaald, waardoor

uniform convereeert voor alle eindige waarden van z, dan
oceven we de polynomia P een veranderlijk aantal termen,

door l': stellen

= (e ! 2 s e T A 7 B
) (2 S S SR e 'L (2)
v L H‘) rI‘ rf_’ U" ’ r,‘;l v - a, \ (L,

en kunnen dan evenzoo bewijzen, dat de reeks

]”: __ !(,H "l-‘l“r Ji;:-. -

absoluut en uniform convergeert in het geheele eindige gebied,

N

niteezonderd de plaatsen in de onmiddelijke nabijheld van




Verder zal dan weer de functie
(" (2)

G (2) ll { ]— a1 Lm ( ] ,

geschreven kunnen worden als eene geheele functie in z

eindige

(' (2), die in het geheele oebied convergeert., dus

G’ (2) 2 ]

s =l ey 8 : — ("r 2]
G (2) =5 l» a, ' j"-(\ff-,]_] =

waaruit weer volgt:

G(2)= Ce%®@ ] (I ~ ':)’_ﬁ'.\,']‘
v=1\ L, .

waarin

zoodat ook 1n dit ;:t‘\';LE de

unitdrukking van WREIERSTRASS
teruggevonden is.




HOOFDSTUK IIL

METHODE VAN FRENZEL.

1. Frenzen heeft laten zien '), dat men door Iu-.-p;xé.\m:
van de methode van Cavcay, dat is dus door gebruik te
maken van de rekening met résidu’s, ook kan komen tot de
alcemeen geldende uitdrukking voor eene geheele transcen-
dentale functie, ontbonden in hare priemfuncties.

Daar de redeneering van Freszen niet exact is, zijn we
senoodzaakt, ter vermijding van dit gebrek, zijne methode in
een gewijzigden vorm hier voor te dragen.

9, De résidu van eene meromorphe functie £/ (z) ten
opzichte van eene pool «, waarvan de verkorte notatie 1s:
d_ I (z2),
is de waarde van de integraal:

1

2wl

,.f"l;l dz ,

genomen langs den omtrek van een klein cirkeltje, waarvan e
het middelpunt is en waar binnen geen andere polen gelegen

1) FreENZEL. Die Darstellung der eindeutigen analytischen Funetionen

durch unendliche Producte und Partialbruchen. Zs itschr. f. Math. u. Phys. v.

Seprominen XXIV (1879) p. 316 e. v.




L]

zijn. M. a. w. de résidu is gelijk aan den coéflicient van -~
b [

in de ontwikkeling van F (2) in de nabijheld van 2z = a.
Is de pool enkelvoudig, zoodat

- “(2)
F(2) = j

~ (14

waarin f(2) niet oneindig wordt voor 2z = «, dan is de
ontwikkeling in de nabijheid van 2 = «:

en dus
d '@ =f ().
Is de ]:()ll] ji-\'l'llili‘.,'. '/;'H"]H[
F (2) /()
| = lf,l:

dan is de ontwikkeling in de nabijheid van 2 @

i 3 : (2 a)f—41 S
f@)4-(E—a)f («)4.... A V() -
1 2 )i :
K (2) : ,‘!
2 w)!
dus
~ (1 1)
A / {it)
J F (2) /

C. ' (p—1!"°
3. Zij nu wederom gegeven eene geheele transcendentale
functie G (2), die in den oorsprong eene nul bezit van de
orde 4, terwijl de andere nullen
(1, gy WUgy ¢« « s+ 3 ay ,
resp. de ordegetallen
o et Day bl on AR T
bezitten., en voldoen aan de voorwaarde

lem | a, | 0,

¥

We onderstellen verder, dat we verkeeren in het geval,

dat de reeks

convereoert.




De functie

G’ (2)
G (2)
heeft dan den oorsprong en de reeks a, tot enkelvoudige
polen.
Beschouwen we nu de integraal:

LGB (2 —1H) 2mtl,

'J:l: !../ QL e | Fz) dz
genomen langs den omtrek van eene willekeurige gesloten
kromme s, die we kunnen aannemen dat den oorsprong
omsluit en niet mag gaan door een der punten .

Liggen de. punten a;,....., i, binnen deze kromme,
hetgeen ook het geval moet zijn met het punt £, dan is
volgens CAUCHY :

I , (' (2) s - Py L 7(2) v J (2
3 - < - <) - L2} =1~ (2).
imxt), G(2)(—1) o 't b2 ) /
Nu kunnen we schrijven:

= ( A ]

) | = TV
waarin /(z) holomorph is in de nabijheid van z =0, en ook:

' | Yy i ]
F (z) o - £,(2) ¢ -

| 2 i, | o {

waarin f, () holomorph 1s in de nabijheid van 2 = a,. Dus is:

en verder is:

M- i (:" ()
7 (2) —
C (s (1)
zoodat we verkrijgen:
G (L) /. \ 1, | ’ G’ (2) :
v P P 1 . y U<
(7 (1) { y=1 b —4a, Ot ), G E—1)

Schrijven we nu:
| | . =l [
/ 2 > 3 T 2 pa(za f)




Ot

dan kunnen we voor de laatste integraal schrijven:

1 ’ G (2)
Lasi—. N
5 ‘ 7 (dz — ~

’JH—]
2x1), G (-1

G (2)
: 1=
1 2 f'./“ 2" (1 (2) > —|_
M F ; G'(z) 1

dz.
2l 22 G)z—1

Nu is weer:

1 [ G (2) S Ga(2) T G’ (2)
| — L dr = _ =L ) —_—
2 ,f e (Ti(2) (-—}_.. & r(2) " y=n Cu 2" G (%)
[n de nabijheid van 2 = 0 kunnen we schrijven:
G’ (2) LN {AR : gn—1 |
— +/(O) -2/ (0)4-... 4 =1 0)4-...}
SR (2 .2-:] g /\ ial L f (1 [|‘/ \ | \
dus:

= (m 1) () .
o 2 G (2) (1 ])T/ ()

. I\ (" (2) 1,
Cey 27 G (2) i
dus
G/ ,
5 l T \ ’ “} ] ’/, 1 (”‘ 1 l f )
Zim 1J 2 G (E) (4 1)! gert AL
waaruit volet:
I A G (2) . Ju —1
(ol (VBT () b
.l.ri/ & (2) (2 {) / / | !

{w (' (2 I
| ; r‘( ) i
V9 e 2 (r(2) {
en eindelijk:
G’ () ) Lo ( | ‘ | (et O 1*’
! ) — - 4
Gr () / ' ,'-Il' { (, L S (¥




g i
1 "“"’ ['lvr — LR Ik ( ”:J]

! | 7 ol f:u"l ‘
——/UU——f/(U)ﬁ.--«*{;1:1ﬂ7”"“uu

Integreeren we deze vergelijking tusschen O en ¢, dan wordt:

- L / fy ('f']'
G(h)==rtve sl ‘(]——'){’“’ \a, /
y=].1o0 , 4

waarin, evenals vroeger,

o—[E®
i). =y

NV it
N ?

e1n waarin

T . 1 /: / .
U=1tf(0)+ 5+ O0)+...4 - fe=1(0)

£r'd .

| T G (2 [# pv—=le ' sl
— : / ) , L _]_I_._!__'f‘:., ]'i :Lf’ﬁlf/[l - j’u’_‘__

O g TF = i |
2 b2 R Z) e w ]

Nemen we nu den omtrek s zoo eroot aan, dat voor alle

punten van den omtrek geldt |z | ) | ¢

, dan kunnen we

; . { : :
de in U voorkomende :’u_r/‘l ) ontwikkelen in eene reeks
. 1 . "
volgens opklimmende machten van
{ - 2l g
/r;_rj ‘] ‘ l 5
A z A= T L

en verkrijgen dan voor de in U voorkomende integraal:
|

1< <
-
..-‘—-“-
—~
L8]
=

Evenals hierboven, hebben we nu weer:

] - G (=2) , .
[ 58 arm Lo e+ § 2
2mi1), & G(2) (r — 1)! ve=1




=3

dus wordt bovenstaande uitdrukking:

S e 1 : ETre el
=i N e r—1) () N .
r=ut1 I |(r— 1y1/ ) %_; =14, )
€11
=17 (0) 4 4 (O) + ...+ Loy (0) +
.
pt i | 1 e |
| N = —— e PATE ST M RRY A N A
: r‘:?—--] r |“ l}‘/ ( / :?.-l a,’ |’

4, Laten we nu den omtrek s al grooter en grooter
worden, zoodanig dab ten slotte al zijne punten in het
oneindige liggen, dan komen er ook hoe langer hoe meer
punten @, binnen s te ligeen, en ten slotte zal in de uitdruk-
king voor G (f) het product een oneindig product worden en
ook in UJ de som over p eene oneindige som.

We kunnen nu bewijzen, dat de reeks, waaraan U gelijk
18, absoluut en uniform convergent is. IHiertoe geven we
eerst deze uitdrukking nog eene kleine transformatie.

We hebben "t\(]|

G :;: 2 +7 (),
waaruit volgt, dat de functie /'(2) enkelvoudig oneindig wordt
in de punten

1y A3y oo v g yy o sy

Nemen we nu aan een willekeurig positief getal A, en zij
voor p» =1, a, > A, dan bestaat er geen bezwaar, daar {

eindig is, om te schrijven:

' Yo i JL ' -1
(2) - + ¢ (2)
/ Z2— ' 2—0a i 22— i
ye
: 1y .
‘\__ 2 g At (<),
v ' o ,"n’
waarin g (<) ][n||||11ul']lh 18 VOOor : 2 1 " ‘.1.
Hieruit volet dan:
N I l ]
/Y= () S (= 1)y=lr—1)l —E L e =Di(3),




dus:

=31
e = ¥ —(r—1)

y=al Wy

!

%y . \
1” + ¢—2(0),
{

zoodat de oneindige som van U:

2 | 1 o = g ||
_}.‘_17' | (r — 1)! It +El a, |
zich herleidt tot:
< fs’_'. _77] o= (0) + o Dy I.
T (=) | SR

Hiervan is nu in de eerste plaats absoluut en uniform
convergent voor de waarden van ¢, die voldoen aan | ¢ | ¢ A,
het gedeelte:

it gl -1 (0)
oy r (r=1)

£ 1%

g

Immers voor die waarden van £ is

. {
g () =0 0)4+tq¢ (0) + 55 g (0) +....

absoluut en uniform convergent, dus is dit ook het geval mef

1= L1 f= 4 9 !
(.(-T;i— I J._-;;;'! i O (w4 2). (v I “."--' CHYaend
Verder is ook het gedeelte
! o Wy A
i np v L e [y

absoluut en uniform convergent voor diezelfde waarden
van 7. Vervangen we toch £ door A en de crootheden a,
door hunne moduli, en stellen we:

5 Aw 41

S A i 1

=gl 0= | eilsae 1 gt
dan is voor eene andere waarde van -,
e ) R AR [ TSN & +1 1,

A >
y=11 (L, (| oa w -}_l Iy
A |r—w—1
Ay 41
(L

De door partieele sommatie nit de reeks met. dubbelen
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incang afgeleide reeksen A, zijn dus convergent, en daar dit
ook het geval is met de reeks:

| A | :
A A, '1111[11 ﬂ;ﬂ!flw ;]

| & a ‘

volgt hieruit weer, evenals vroeger, dat de reeks:

§ 3L

absoluut en uniform convergent is voor de waarden van ¢,
die voldoen aan | £ | ¢ A.

[7 is dus geheel en al absoluut en uniform convergent
voor | ]| ¢ A, en daar A willekeurig is aangenomen, is U
absoluut en uniform convergent voor alle eindige waarden
van de variabele. We kunnen dus voor U weer de gewone
notatie G (¢) aannemen, en vinden dan voor G (¢) de product-

nitdrukking:
x e e[ Py
G ()= Ct*e? [] H] l"‘ ‘
yis=il y )

5. We hebben nu nog slechts te onderzocken, of het
hierin voorkomende oneindige product wel absoluut en uniform
convergent is.

Uit de bovenstaande uitdrukking zien we, dat dit oneindige
product gelijk is aan

(v (1)
A ec

Van deze “i(.||-|1|;];'”|§_;' is de teller eene in het '.1"‘h|'1‘il'
eindige vlak holomorphe functie, en evenzoo is dit de noemer,
terwijl daarenboven e¢¢® eene functie is, die nergens nul
wordt, De geheele uitdrukking stelt dus voor eene eenwaardige
functie. die nergens in het eindige vlak oneindig wordt, ook
niet in het punt ¢ = 0, daar de unitdrukking zich in dit punt
herleidt tot:

G (t) l Ll

,J. (I pG(l iy 0 () g ) 2o
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Het oneindige product stelt dus voor eene holomorphe
functie en is dus stellig uniform convergent. Het is nu ook
gemakkelijk in te zien, dat deze convergentie absoluut moet
zijn. We hebben toch geen beperkende bepaling gemaakt
omtrent de wijze, waarop de kromme s al grooter en grooter
moet worden, m. a. w. omtrent de volgorde der priemfuncties
in het oneindige product. We mogen dus die volgorde kiezen
zooals we willen, en steeds zal het oneindige product gelijk
zijin aan de eenwaardige uitdrukking:

Cr (1)
Ot ecw):

De waarde van het oneindige product hangt dus niet af
van de volgorde der priemfuncties, m, a. w. de convergentie
18 absoluut,

6.  We zullen nu nog dezelfde functie & (f) op eene eenigzins
andere wijze behandelen en daardoor komen tot een voor ons
belangrijk theorema,

Op pag. 34 hebben we gevonden de formule:

G (1) i " 2 | i (' (2)

' - ST ENY Ao A ’ g (z.
Gr (1) t ' 21 t—a, 2at), G (@iz—1)

Integreeren we nu dadelijk deze vergelijking tusschen 0 en f.
dan vinden we:

) v - ‘ / Py 3 I
G ()= 0t 11 |1 % el
waarin ;

Uy 7 | / (7' (2) log (l , » f ]{/;..

20 ), (2)

Deze integraal kunnen we nu herleiden op eene analoge
wijze als boven is geschied, en vinden er dan tén slotte voor:
U, :‘_ i | fr—=1(0) : .\_. P |

| (r—1)! T
Laten we nu weer de kromme s oneindig worden, dan
wordt het product in & (£) weer een oneindig product en de

som over » in U} eene oneindige som.
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De reeks, waaraan U, gelijk is, is nu niet in haar geheel
absoluut en uniform convergent, wel een gedeelte er van,
n. l. het stuk:

/e 5y, o
G F O r FE (O) S et - f=1) (0)
Low LR, s By |
S S (s IS S g |

dat is de functie G (1).
Er blijfft dus van U; over:

x 2 X ¥
P D, e S Wy T it A ik
T? , 4 ¥ —l a,” I w ?] ”vw.

Stellen we dit voor door U,, dan vinden we voor G ({):

‘ e t \P
G () = Ct*ef0 ] {lﬁ- ) < e,
y =1 7 o) I

Voor het geval, dat het product:

- [ 115
I (: '
¥ 1\ o,
divergent is, heeft deze schrijfwijze geen beteekenis, Wel
echter voor het geval dat dit product beperkt convergent is,
en dus ook de sommen:
v P S v Dy

1 ¥ 1 : ¥ 1 ”‘."

r volet dan uit, dat we in dit geval de functie ¢ (f) ook
in bovenstaanden vorm mogen schrijven, waarbij we in de
oneindige . sommen de termen op dezeltde wijze op elkaar
moeten laten volgen als dit geschiedt met de factoren van
het oneindige product,

We zullen in het vervole gelegenheid hebben, dit theorema
i“'l'|l.‘l:l|lll'|'1jl{ toe te passen,

7. Merken we nog ten slotte op, dat we door de methode
van Frexzen eene uitdrukking gevonden hebben voor de
functie (t) of (7 (2), die bij de methoden van WEIERSTRASS en




Mitrac-LerrLer onbepaald bleef. We hebben n. L gevonden :

G (2] — 2101 O e B (0)
— ("-
R VL TC TS
P o=l e (M= hR TR LT A
waarin:
B G (2) .

Voor de Dberekening is echter deze uitdrukking niet, zeer
seschikt. We zullen daarom in het volgende hoofdstuk op

de bepaling van de functie G () terugkomen.




HOOFDSTUK IV.

OVER HET GESLACHT VAN EENE FUNCTIE EN OVER DE BEPALING
VAN DEN UITWENDIGEN EXPONENTIEELEN FACTOR.

. Door LAGUERrE ') en Vivant *) zijn met betrekKing
tot het onderwerp, dat ons bezighoudt, eenige benamingen
ingevoerd, die we hier zullen vermelden en in het vervolg
ook steeds gebruiken zullen,

LaGcuerie noemt eene geheele transcendentale functie eene
functiec van geslacht o (Fr. genre, Eng. class, D. Rang, It.
genere) wanneer de nullen a, zoodanig zijn, daf

convergeert voor »r = 4 1, w - 2
De Kleinste waarde, die @ hebben kan, is dus 0.

Vivant: vat al deze functies, die een geslacht hebben,
samen onder den naam van functies van de eerste klusse, en
noemt de andere functies van de tweede klasse. Bij deze
functies moeten we dus de reeds meermalen vermelde

Y LaGuerie.  Sur quelques équations transcendantes. €, R XCIV (1852)
P 160 o, v,

3 Vivast, Aleuni teoremi sulle funzioni intere, Giornale di Matematiche
di Barracrixn XXII (1884) p. 243 e v




44

getallen m, gaan bepalen. Deze getallen noemt Vivantr de
convergentiegetallen, en hij merkt daarbij op,-dat deze naar
omstandigheden gewijzigd kunnen worden, want, wanneer
men in de reeks m, de eerste n getallen vervangt door
willekeurige andere py, pa, . ..., Pa, dan zal daardoor de reeks

v :1 o k
(*‘)Ia*l s ( m, + 1
=t dbly Y = )
1 ”y y—=mn 1 ”-f.

niet ophouden absoluut en uniform convergent te zijn in het

die dan wordt:

"
v

v

ceheele eindige gebied,

Verder noemt Vivayrti de functie eene eenvoudige functie,
wanneer de in de algemeene uitdrukking voor G (z2) voor-
komende factor e¢®. die de witwendige exponentieele factor
wordt genoemd, zich herleidt tot de eenheid, dus wanneer de
functie  (z) de waarde nul heeft.

2. LaAcuerre heeft een kenmerk voor het geslacht van
eene functie gegeven, Het is het volgende '):

Wanneer bij het oneindig toenemen van z, eene zeer groote
waarde van | z | gevonden kan worden, waarvoor

1=
G (2)

2 (1 (2)

eelijkmatiz tot nul madert, dan is de funclie  (z) van
;I"“l'!"llf .,

Het bewijs van deze stelling heeft veel overeenkomst met
de hiervoor behandelde methode van Frenzen; we Kunnen
dit bewijs dan ook terstond uit een der formules van hoofd-

stuk III afleiden.

1y Lacguerire. Sur la détermination du genre d'une fonction transgcendanto
entitre. O, R, XCIV (1882) p, 635 e. v. DBeter in FOrsYTH, Theory of

functions of a complex variable, p. 91.
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Op pag. 36 hebben we gevonden, dat we schrijven kunnen:

ek e |
W s Y
ORI B ) e o)

: 7 dest UL
+F0)F£/7(0) ..., s m/“‘*'-‘(lh
i f{* ; G (2) 1 ot

22 (2)z—1

Breiden we nu de kromme s op eene willekeurige wijze
uit, zoodanig echter, dat die kromme nooit gaat door eenig
nulpunt van de functie G (2), dan wordt de som over » eene
oneindige som. Stellen we dan verder de maximum-modulus

G (2) :

van ——~— langs den omtrek van de kromme s gelijk aan M,

dan is;

2ni), 22 GER)e—=1 . 2mit), 2—1
Daar nu
T
i bovenstaande uitdrukking kleiner dan M, en daar M tot
nul nadert, nadert ook

] ) fr’l_l l )
’ (2=
a2 (ri(2) t
tot nul,
We hebben dus:
s ; : t
(+° (L) /e ' N\ !‘l l i ‘f' ‘ ) l
(r (1) ARt TRl 8 E ) SRl x
o =1
OV == L AL (0Y ==y o = w=1 (),
/ (V)= /o ' " (w 1lf/
en hieruit door ilatr-']"llit"
b { o, - ) |
(v (1) o> I GT0) 8y )
r!.,
waarin g (4) de voor 2 wrdwijnendo integraal is van
1 1
/ ‘ (s 1)
a’ (t 0) 0y 4-.... 4 \* (0,
I / /l ) / " w l?‘/

zoodat dus g () ten hoogste een polynomium van graad w 18,
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Evenals we dit in hoofdstuk III hebben gedaan, kunnen
we aantoonen, dat het bovenstaande oneindige product
abgolunt en uniform convergent 1s, zoodat dus uit den vorm,
die we voor G (f) gevonden hebben, volgt, dat deze functie
van geslacht o 1s.

3. Het is duidelijk, dat dit kenmerk van LAGUERRE ONS
clechts van eene bepaalde soort van functies toelaat het
geslacht te bepalen, en wel van die functies, waarvoor
G’ (2)

lim —

— — U
e w2 G (2)

voor eenige eindige waarde van o.
Dit is bijv. het geval met de sinusfunectie.
We hebben hier:

G (z) cosz .éf4e—it et 1
—_ — —— =1 — = — =l 57 B
G (2) St 2 A —G 50 A==
{ Sesinh ¢ i r (.?D I_ 1
—ty 5 7 ) [3
{ ¢ R |
L i . coS 2 -
Voor r — oo en sin () 0 wordt dus lim = —1
- SN 2
- . 7 q i 1 s COS 2 1
Voor 7 — o en sin fj {0 wordt dus lim Ly
Sin <

terwijl, wanneer gin j = 0 en we aan r 7zulk eene waarde
ceven dat z niet samenvalt met een der oneindig ver gelegen
CO8 2 = 5 o

punten a,, de waarde van aldaar eindig zal zijn.
SN 2 -

We kunnen dus waarden van | 2 | aangeven, waarvoor

CO8 2 1 ’
- Lol nul zal nadaerell, waardoor dus ;|;|}|;;;-Zull||t| 1S,
Sin 2
dat sin z van geslacht 1 is,

Toch moet men voorzichtiz zijn in ‘de gevallen dat het
kenmerk van LAGUERRE Val toepassing is. Stellen we dat

de functie Gy (2) van ceslacht o is en dat het kenmerk van

LAGUERRE €I op kan worden toeo il.‘l:-!! . dus it

. o' (2)
Lim Ja (),
: rflr{;'

¥ ~




i3S
|

Beschouwen we dan de functie:
G (2) = 70 G, (2),
waarbij we stellen, dat ¢ (2) een polynomium is van graad
w - p, waarin p een geheel getal is,
We zullen dan niet vinden:

: G’ (z
lim _’-‘-(—l - ()
s e G (7)
maar wel:
G+ (z
linm l,] =1t)
P B & (2)
[mmers:
fr"{_l i (1 (<)
- () == =
& (2) ’ Crg (2)

en daar ¢’ (2) van graad o 4 p — 1, zal eerst
q’(.ll
VOOr 2z » verdwijnen.

We zouden dus, door toepassing van het Kriterinm van
Laguerre, ten onrechte meenen, dat de functie @' (2) van
geslacht w ) Wils.,

We zullen dus de voorwaarde:

G (2)

liin ; ()
g lrie)

5 ~

aan een nader onderzoek moeten onderwerpen, of liever de

Integraal

Qi 2 G(g)2 {
want bovenstaande voorwaarde is slechts gebruikt om aan
té toonen., dat deze integraal tot nul nadert, wanneer de
Kromme s op eene willekeurige wijze tot het oneindige wordt
uiteehreid.
t.  We Kkunnen nu bewijzen, dat bij elke functie van
geslacht w deze integraal nadert tot eene geheele functie in £,

wanneer de kromme s Op  eend willi i‘;l‘llf‘i‘if!' \\'i‘i}fl‘ tot het

onemdige wordt niteebreid,
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Immers, uit de
van pag. 36 volgt:

e G'(z) |1
— | = — _ldz
2 a1 2 6(z2)z—
1 28
e AY PN =
v:l[)‘l |_f — (, j;’. (,”'.
dus
N L 6 T
i o | Ze @1 %=
x & 1 (f
N 1 P
,’f‘f.’“"lf - (1, F, (
We hebben nu  bij de methode

cezien, dat

1/ ¢ x

i. rf; L )

(+ (fl f ."-] X {
eelijk is aan eene geheele functie G

dat de integraal

r 122G (2)a

nadert tot eene ‘.I"ll""ll' t.Hlll'T-if‘

(+ (t) — g ().
Uit de formule op pag. 42 is nu n
G (1) = ¢’ (t) 4 eene geheele fu

(len

zoodat dus de integraal

] I G’ (2) [
21, " (¥ (2) 2
nadert tot eene geheele functie
G () a’
y (1) o
I

de

1 lacer dan die

waarvan eraad dus o lager

Cr (L).

wdanneer

Villl

()

Omgekeerd zal ook,

is dan die

Wao

reeds in dit hoofdstuk gebruikte formule

' (1) /
G (1) t
J-vo
G (1) 7.
G (1) t

1]

(1), waaruit dus wvolgt

af te leiden, dat

ictie«in ¢, die met

term ¢ begint,

[)
van G’ (), dus

bewezen hebben, dat
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de meergemelde integraal nadert tot eene geheele functie in ¢,
en wel steeds tot dezelfde geheele functie, hoe we de kromme s
ook tot het oneindige uitbreiden, daarnit volgen, dat de
functie G (f) van geslacht o is.
Immers er volgt dan uit, dat de uitdrukking:
AU, Al )
(; (¢) 4 o=y et | ST el dFd

absoluut en uniform convergent is, zoodat dan volgens
hoofdstuk IT de functie G (¢) van geslacht o is.

De bijvoeging ,en wel steeds tot dezelfle geheele functie,
hoe we de kromme s ook tot het oneindiee uitbreiden” is
essentieel, want neemt men bijv. voor de kromme s cirkels ¢,
die men hoe langer hoe grooter laat worden. en vindt men
dan, dat de integraal nadert tot eene geheele functie in ¢,
dan heeft men nog geen zekerheid, dat de integraal tot deze
zelfde functie zal naderen, wanneer men andere krommen s
kiest, m. a, w. men heeft dan geen zekerheid, dat de
nitdrukking

G'(t) A l /'., I ; j,“( t”
(v (1) { =17 Lt —a, Lies

absoluut convergeert, wel, dat ze beperkt convergent is,
Men weet, dus wel, dat men de functie & (2) schrijven mag
In den vorm van eene functie van geslacht w, maar men
weet niet. of het hierin voorkomende oneindige product wel
absoluut convergent zal zijn.

. Het is misschien goed, de voorgaande beschouwingen
00K nog op eene andere wijze aan te toonen,

Uiteaande -van eene functie van geslacht w:

' 2 ) o, (%)
G (:)= 00 I 1 Z)e®t3),

vinden we daaruit. door logarithmisch te differentieeren:

G (2) A = o
- {2} L G (2) - 1 e 7 '-
G (2) > = (2
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Voor waarden van z, waarvoor | 2 | (| a |, kan elk der

breuken

ontwikkeld worden in @ eene reeks volgens opklimmende

maciten van z:

)i e | D S e T G
LI _—— s i SRR
" (2 a,) (L, i i,

4 ~
- {Z2)

zoodat we voor die waarden van z, voor de ontwikkeling

r (<)

krijgen:

[

-G (2) A0z - AD 2 Pl o4 .‘1:”':-“ ...

w -

-~

' (2)

G(z)

(]

waarin:

x
) . N\
A0 = — 3 —.

vy =10F
Deze codfficienten hebben dus alle eindige waarden, want

er is gegeven dat

- |
o1l O T
convergeert, van af p w.
T 1 sy . | | | - X Y V7O
Voor waarden van z, waarvoor | oy | { | & | | ay | 418 des

ontwikkeling divergent, welke divergentie veroorzaakt wordt

door de ontwikkeling van den term - :
(" (2 ()

o l'l - 2l )
ff]‘ | | ffl ] '1,"' \ s & &

A

* (2 — )

Vervanet men echter deze ontwikkeling door:

2 o — 1 M ., Mt
B e (ORI |
( 2 ”l') "Irh % o !

1™
(" (£ i e
L\ )'__-uvlfl]g VOOTr waarden van z.

dan is de ontwikkeling van
r (2)

(il l Z | ‘ ta |,

waarvoor ‘
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Voor die waarden van z geldt dus:

G/ (=~
—7_.',]: £ 1 G (2)F AD v AD) | pv+1 1 AW zr
G (2) z < A T il ]
(1 i — 1 X1 it — 3 _| 1) ~q (1
+BO =14 BO =44 Bzt ... BY 4
+ BW z—14 BY z—24 .+ BY z—ri ..,

waarin:

}))] carme— 11 !j)[ - ;H';_l_
7 ay? + v -

Om de ontwikkeling te verkrijgen, die geldig is voor waarden
van 2, waarvoor |a; ||z |{|as |, moeten we weer de
ontwikkeling

- = - l‘l%l
t® (2 — g) (77 (ly (1" _

vervangen door de ontwikkeling

o v —1 (177 o DS
1 4 == gt et | |5
as® (2 — a) g~ \ ~ & L

200 voorteaande \‘l'l‘]\'l'ijlii'l] we voor de H]H\\'”\']{t‘“llfl. die

geldie is voor die waarden van 2, waarvoor | @, | < | 2| < | @, 4

(,."l. .
pie\e) A o1 \
CTE T s G’ (2) |- A 2¥ 4 'I..-Jf:|:d!1 e ‘1”"’-.”-‘ e e RO
B R (N SR L R
J ) g 1 W) " r
LB® g=14 BY =2, 4 BY 2=,
waarin :
" | K ]
i \ \‘
AN = A® 4 ¥ , 3 _
! . 1 v L1 AT
s l »'n ':' r 1
']]'.w \_‘ 1|]| ji 2ty
J 1 (& ¥ ¥ 1

De cotflicienten A zijn dus grootheden, die bij het grooter

Worden van n, meer en meer tot nul zullen naderen,

Stellen we nu dat 67 (2) den vorm heeft:

G (2) Do { by z - by o IS /5




s ook oneindig groot mag zijn, in welk geval de

waarin

functie G (2) eene geheele transcendentale functie Is, en gaan

we dan bepalen de waarde van de integraal
1 [ G (3)
[EUACERTE,

a i), 2 G(2)z2-

<)
cenomen  langs  den omtrek van een cirkel, waarvan de
oorsprong het middelpunt is, en waarvan de straal is eene
\\"L]_;”'lllf van l 2 | 3 waarvoor ] o, l \ 2 1 < i (11 ! y Tf‘!‘\\'i‘n {

een punt is binnen dien cirkel gelegen.
) e IR
We moeten dan gaan opzoeken den coéflicient van —= In

de ontwikkeling:
L ; . Wy . »
| 2 by +bz+by22 4. o 0,2
_1('-" et I 1‘”1 il ] ol | _ll:;) 3 A I
- W ~ - » -} l - . " a0 - .“ ~ i ..
LB 14 B® =i BWA ...+ B

- BWazg-t B 2 L B g i :

Deze coéflicient is:
by 4 byr1t 4 bugs 4. 0+
A AW - AW AW B AR

Het eerste gedeelte hiervan is een geheel polynomium in £,

waarvan de graad o | lager is dan die van & (), zoodat,

wanneer G (z) een polynomium is ten hoogste van graad w,
dit eedeelte verdwijnt, terwijl, wanneer G (2) eent geheele

i Cerste f_:|-|i||-.l;’|~ iunl\' SIS

transcendentale  funetie is, ilit

seheele transcendentale functie zal zijn, waarvan de coétli-

cienten uit die van G (2) zijn af te leiden.
Het tweede gedeelte is eene oneindig voortloopende reeks,

die absoluut convergent is. want in de ontwikkeling voor

(7’ (2)
: convergeert het stuk:
(x (2)

A 2



absoluut voor elke waarde van z, waarvoor | z | { | @,41 |,

zoodat dus, daar | ¢ | |

A(n) I A A A4 L 4 A fp—w 1
.‘1;")—'— 41#‘_;_1,( ] ‘1‘-.!'! s1e + = ] Al." "/[ I A

W= =

t,+1 |, ook de reeks:

absoluut convergent zal zijn.

Laten we nu n al grooter en grooter worden. zoodat we
dus tevens de straal van den cirkel al grooter en grooter
laten worden, dan naderen de grootheden A4 al meer en
meer tot nul en dus zal ook de bovenstaande oneindig
voortloopende reeks tot nul naderen, waardoor we dus

Pty I ;
hebben aangetoond, dat de coéflicient van —, dat is de

i

waarde van de integraal
1 Y@ (2) 1
2w ff 2 G(2)z f(/:"

zal naderen tot eene geheele functie in ¢, waarvan de graad
w - 1 lager i8 dan die van G (z), wanneer we den straal
van den cirkel, waarlangs de integraal te nemen is, oneindig
doen toenemen, echter zoodanig, dat de omtrek van dien
cirkel nooit eaat door een IIII]|IIIHI a, van G (,Z’\).

Het omeekeerde van deze stelling is nu in het algemeen
niet waar, d, w. z. wanneer we weten, dat de bovenstaande
integraal nadert tot eene geheele functie in ¢, dan hebben
we geene zekerheid, dat @ (2) eene funetie van geslacht o is,

Beschouwen we toch de integraal

1 [ G(2) 1
2 r, =1 @G (2) 2 fd:'
dan volet uit de bovenstaande ontwikkeling, dat de waarde
van die integraal is:
byoy byt + bypr e b0 4
= B, + AW AD L B AP P
Hierin trecdt dus op de coétlicient
n ]
B& ,'\"1 T

De waarde hiervan kan bij de limiet zijn oneindig groot,
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en dan wordt dus ook de integraal oneindig groot; maar de
cocfficient B | kan ook wel naderen tot eene eindige waarde
(bijv. de waarde O, zooals bij de sinusfunctie geschiedt). Dit
zal het geval zijn, wanneer de reeks ,‘E] Hl? beperkt conver-
y=1
gent is. De waarde van die som hangt dan af van de
opeenvolging der termen, die ons hier bekend is, daar we
van den eenen cirkel op den anderen moeten overgdall.
Het kan dus voorkomen, dat, terwijl G (z) eene functie is
van geslacht o, de integraal
I t G (2) 1
2 zf 7—1 G (2)z—t fle
zal naderen tot eene geheele functie in ¢, en dit kan dan
natuurliik ook nog wel plaats vinden, wanneer we in de
inteeraal o — 1 vervangen door o — 9 w— 3, enz,
Omgekeerd dus kunnen we uit het feit, dat de integraal
I Ga (2)
2 o ,( 2z G (2) 2 - f‘!‘:
tot eene geheele functie in ¢ nadert, niet besluiten, dat & (2)
van geslacht w is. Hoogstens kunnen we zeggen, dat & (2)
alsdan geschreven kan worden in den vorm van eene functie
van geslacht o, wanneer we daarbij letten op de volgorde
der priemfuncties. Die priemfuncties moeten dan namelijk in
zulk eene volgorde genomen worden .. dat de moduli der
daarin voorkomende nulpunten steeds grooter worden.
7. Wanneer we nu echter weten, dat eene functie & (2)
van geslacht o is, en we vinden dat de integraal
I ! (7" (2) 1
Omi, 2 G (2)2—=1
le functie w (£), dan zijn we in staat

dz

nadert tot eene gehee
den vorm van de functie G (z) geheel en al te bepalen , dus
met inbegrip van de functie & (2).

We hebben toch gevonden op pag. 45:

(' (1) — ¢ (1)
3t [# )

10 (f)



of
. G’ (2) — q' (2)
Y (:) e
dus

G'(2) =¢" (2) + 2.y (2)

Stellen we nu, dat y (2) den vorm heeft:
w(R)=dy+dyz24....4 O3
dan vinden we dus:

; PN tly TG s r/| et R i “‘" 2tk el |
G(2) =g (2) - P : I e et _

w17 w42 S pdem--1

waarin ¢ (2) de voor z =0 verdwijnende integraal is van

a’ (2) =T (0Y- 2 0y S Fe=1(0,
¥ @ =10)+2/"0)- =DV
en
: (+' (2) A
2) = — : -
A G =

(7 (z) is dus eene geheele functie, waarvan de graad w - |
hooger is dan die van w (2), en waarvan de coéflicienten uit
die van w (2) en van ¢/ (2) kunnen worden afgeleid.

We zullen dus nu in staat zijn eenige voorbeelden te

behandelen.
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YV 0ORBEELDEN.

I. SiﬂH-\'-/'HIN'-’I"". Cosinus-functie.

1. De nullen van sin 2z worden gegeven door de formule:

p=ymy, =0, k1, £2,..,))

terwijl al deze nullen enkelvoudig zijn.

s : : 5
Daar de recks X beperkt convergent is, maar X .
vl VIT ‘ Va1 YT )
absoluut convergeert, is bij de sinus-functie 1y .d, W. 2.

gin z is eene functie van geslacht 1.
De vorm van de functie, ontbonden in de priemfuncties,

x [ Z
8t 2 () z et (3) ] | ( | o _} erT
v -_—n . i

waarbij in het oneindig product net » = 0 moet genomen

18 dus:

worden.
De waarde van C is:

Bk - ST T e
SN 2 '3 |
U= | } : 1,
2 i 2 gy

terwijl @ (2) bepaald wordt uit de reeds vermelde eigen-

schap, dat

lim - E f cos 2 |

L -l 4

z 8N z2z—1



Hieruit volgt, dat
G (z) = ¢ (2) = de voor 2 = 0 verdwijnende integraal van ¢/ (2),

waarin
e ) COS 2 1
g () =" (U) = ( Frome e =
_-'\'I'H & ~ :r=10

o ey et

o1 | 1 21 3!
- — Al i T = U’
Z2— ... - P

31 =0 N 3! =L

dus is ook G (2) = 0, ') zoodat de volledig bepaalde nitdrukking

1) De bovenstaande bepaling van de functie & (2) schijnt ons de beste toe,
daar ze berust op een algemeen theorema. Ze kan echter ook op andere
\\'ii?l'll _L:"‘.‘-I'hil"l]l'n-

Hastivags Moore 2) doet het door in de eerste plaats te bewijzen, dat er

sin w2

glechts ééne functie f(2), [(z) = =) ig, die de volgende functionale
l‘if:u-llr«f-l1;l;»|1ev|| bozit:

(4,) £ () is eene (transcendentale) gehecle funetie van de complexe
variahele 2

(A,) Het complete systeem nullen van f(z) LRy ety aeinh
welke nullen alle enkelvoudig zjjn.

() il J
(‘;\ .fr'm fl‘_ — 1 of [”’: ](;]J: . — 1.

R (e i Ay
() f(—2)=—[(2),

welke laatsto pi:.'nsclmp ook vervangen mag worden door

: i ,r‘l:'.:'
(' o1, — .
e [rf.: log z g e 0 v

In de tweodo plaats bewijst hij, dat ook hft oneindige product

s 1 (1—= ) ¢v (exoopt. v = 0)
¥ ¥ =

het systoom cigenschappen (A, B, C) bezit, zoodat dit oneindig product

| | e . ) v

fdentisoh is met da functa ™ Cwaarnit dus volgt dat de functie @ (2)

gelifk is aan nul,

3 Hastings Moorg. " Concerning the definition l'} i system of functional

Propertics of the function f(2) = TS Annals of Mathematios (Uni-

\."l“wll‘. of ‘t'jl'L:iIliil \“]. ] “.:"'-l.')] [I. 48 0. V.
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voor Sin z 1S:
) — ?__ ](:V = ['E'XL‘(,-})I’_ y — 0).

SN 2 — 2 H
VT

V== xL
2. In deze uitdrukking mag de volgorde der priemfuncties
willekeurig genomen worden,

Laat men de priemfunctie met index

dan wordt

— — p volgen op

y

die met index » — L P,
Sffe.:::;_' ][ [] ~~)r""" (l i ~ ]p—,_‘.:‘
. y T

)

(4]
—_—

—
- |

19| 19
= [ 3]
=

W
e’

waaruit volet, dat de sinus-functie, beschouwd als functie

van z*, eene functic van geslacht

Neemt men bij elkander de
indices gelegen zijn tusschen — m en
worden, dan verkrijgt men de

0 1s.
priemfuncties, waarvan de
m, en laat men

1
dan m oneindig recds door
gevonden uitdrukking :

sinz—= limz |l (] - — ]
x y m \ ¥y

"

CAUCHY

product is nu slechts beperkt
dus niet schrijven in den vorm

product, dus we mogen niet

Het hierin voorkomende
convergent, we mogen het
een  gewoon  oneindig

3N 2 = 2 [rl {l 2 l
v " V.iIT.,

700 was, dan zou het er ni
oneindige grenzen

van
schrijven:

Wanneer dit t op aan komen,
op welke wijze
en dan zouden we

Sin z ff'u.' 4 ( | ¢ )
" poo

we naderden tot de beide
00k mogen w'ln'ij\'n-n:

waarin p een geheel |n~|1|||
We kunnen nn "l]l-l'] hewi _}/."ll_ dat dit tweede
I

lid niet

gelifk is aan sin 2z, maar aan Sin z.

=
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Uit de algemeene uitdrukking voor sin 2z volgt toch, in
verband met het theorema van hoofdstuk 1Y, § 6:

u p ~ lim I _‘_ kg B
sime= lim z |l [1 — - ) (et Rl e .
Mm=w V= yir

— 1

Daar nu
(i l e .,:, — _I'r..f; 75
" o y=1 1 4 J]1l A
L m
waarin log p de recele waarde van de logarithme beteekent,
wordt

sin z ex 9P Iim z |l (l = ]
X ¥ 1] a

en dus
. S 2 1 °s
um g 1l 'I s ) Sin 2.
g " Vo P
3. De periodiciteit van de sinus-functie blijkt ook zeer
gemakkelijk uit den productvorm,
Voeren we in het polynomium:
I'(2) Az2(z N(z—2m)....(2 n o)
(24 m)(2tam)....(F1+ Nm),
waarin 4 eene constante is, zoodanig dat
lim I (2) = 8inz,
€n vervangen we in #(2), 2 door & 4 «, dan wordt:
F' (2 4 ) A(z+n)2(@—n)....(8— (R 1) @)
(z+2n)(g+8m)....(¢+ A 1)m),
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zoodat dus
& == (N A 'l)—r

F(z4+a)=F ()

a— N
en bij de limiet
lim F(z 4 7)) = — lim F (), ’
of - L
sin (24 n) = — sin z.
sin (z 4+ 2 m) = sin z.

4, Merken we nog ten slotte op, dat Frexzen ') bij de
afleiding van den vorm der functie & (2) eene foutieve rede-
neering volgt, alhoewel hij tot de goede uitkomst geraakt.

Uit eigenschappen van de sinus-functie bewijst hij, dat G (2)
eene enkelperiodische functie moet zijn en zegt nu dat, daar
G’ (z) eene geheele functie is, die in het eindige nergens
oneindig is, ze dit, wegens hare periodiciteit, ook in het
oneindige niet zijn kan, d. i. G/ (2) is eene constante. Hij
past dus eene eigenschap, die voor de dubbelperiodische
functies geldt, toe op eene enkelperiodische functie, terwijl
hij in werkelijkheid slechts uit de periodiciteit had kunnen
besluniten, dat G’ (2) eene constante of eene geheele trans-
cendentale funectie is.

5. De cosinus-functie kan op dezelfde wijze behandeld
worden als de sinus-functie, en de uitdrukking, die er dan
voor gevonden wordt, 1s:
X 22 2
f'rm:,—:? H.,(l--(;’,v 0 Ry —1)m,

6. Men kan den productvorm voor cos z ook vinden door

uit te gaan van de formule:

8§in 2z ¥
COS 2 - )
2 8Nz
Nu i8 )
x “y Yo 9 .
sin2z2=2z 1] ll -l;--,-. (except. » (),
¥ o\ y T
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Splitst men hierin de even en de oneven waarden van ».
door te schrijven » =2 u en » = 2 ¢ — 1, dan wordt

v ) & 7 ) - Q.
sin2z=2z []I []. — }f‘ ww 3] (1 — =" )f_'ilr—ll-..
T = (Zo—1)=

B =—=x o £ o
(except, u = V)
Deelen we deze uitdrukking door den productvorm van
2 sin z, dan vinden we:

¥ { O Qi
GO T a— [71 . ll - (-_:__J_-t_,- ]) .:r] e@p—1)=«,

[}

7. 0ok kan men gebruik maken van de formule:

. T
€08 2 = 8in [: S }

Uit den vorm voor sin 2z volet:

H
‘ - f " o < -.i— “ LY
sin (1 ’) -(:‘—E* f] I (1 e )" ' (except, » =0)

T 2 (p Ne—22 22+
l: 5 } [ ) ¢ =v= (except, »==0),
| & y e o VT
Deelen we deze uitdrukking door
- X & \ ]
. T | ‘
b ars = 4y

dan verkrijgen we:

0 . D5 :
cos 2 = {1 == ]I {l e ]f ve (AXCEDE, ¥ = U).
( "o ) i\ (4 » 1) 7. |

Deze uitdrukking moet dus identiek zijn met de vroeger
gevondene,  Dat dit werkelijk het geval 1s, 18 aangetoond
door Weyr ).

Zonderen we in den 1* vorm voor cos 2 ook den factor,

die <'|'I'I't’.‘*‘lm!hl"rl‘l mec p 0 af, dan wordt:
On 0. " £) o ) 2
COS 2 Lot | 3 L l . e@v—1
: [ L] I ] y 1 . \ (2 r L) o
(except, » U,

) Extrait dune lettre de M. Ep. Weyr & M. Herate. Bulletin dos

Seienoees Math, 2me Serio XII (1te partie) p. 23 e. V.
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Deelen we nu de beide uitdrukkingen op elkander, dan
vinden we voor hel quotient: :

0 ) o # 0.4 9 e % ¢ 1 T8S
2 2 £ a2 2= ©
r d = [‘ ‘:)

e w1 eEr—L= v7 —¢@ il Gy = el \P
y — — @ -

(except. » = 0).
Dit quotient moet gelijk 1 zijn, dus moeten we vinden, dat

o E ( I e —— 1’ (-i-‘\:ﬂl_'llf_ [T — (l)
b 2p—1 2 y) [
gelijk aan 1 1s.
Werkelijk 1s:
2 fF -l 1 1 17
S=3 ([ —g—riTa;) =
y=1 2y —1 2v ;’;--{—.[,H{ 2V

11

— ‘:‘ ( ] _ 1—7 ] 1——- - ] AL 1 —_— ! «flﬁ,..' :lu
“12v—1 2r41 | SRS D :

zoodat daarmede de identiteit der beide uitdrukkingen voor
cos 2 hewezen S,

8. Men kan deze kwestie ook algemeen opstellen.

Zij gegeven eene functie G (2), waarvan de productontwik-

keling bekend is:
I e 2 ] Z | Qu ( )
G (2) = (G 2" e” 11 ] (2} A
v i tl,

en verder eene funectie H (2), die aan @ (2) gebonden is door
de betrekking:
H@Ez = G (-4 0),
waarin £ eene constante is, die we zullen onderstellen dat
niet samenvalt met een der punten a,, zoodat de nullen van
H (2),2 a, — ¢ alle van nul verschillend zijn.
Het is duidelijk dat H () van hetzelfde geslacht is als & (2),

want wanneer

dan IS



[ e
[s m de kleinste waarde van |1 ——=—|, dan is:
| H,'_ |
2 o ey 1 _\ 1 S 1 .
y=wspd |G iC [FL Sl S T [T
_ - it < 1
en zal dus convergent zijn, als ¥ - = —— convergeert.

y=]1 | y |

De vorm van de funetie j](:) zal dus zijn:
H (2) = H (0) eZ¢ ll : ..)r iz=s)

waarin het product fe nemen is Hn]\ over de A factoren
welke correspondeeren met a, — 0, dus met @, — ¢ &
en het is nu de vraag om uit flw he Iwnllu- ontwikkeling voor
(r (), de functie H (z) te bepalen.

H) = @ (L) is eene bekende constante.

Deelen we

[™ /=

L AL - U B A D T =y
(r(z =)= (2 - __|J‘.c"“f perel Il t ) a, /
i y L o,

5)

door
6 @) =006 IT (1-)e%(S),
v 1
dan verkrijgen we
H (2) ”I“I(l | ,, ’r FH—=GQ) W

(I - , W ()% (5)
= |.& Ty By
1\ ”'.- )

1ste nitdrukking voor H (2) de A factoren,
met d, 0. af, dan wordt

Zonderen we in de
die correspondeeren

o~ \ A g\
< ' A0y =) X
’ { [+ '.‘le b4

H (2) H("H(I

2 Qu | -ll1
1| | e \5=t,
1 \'1.‘ -

waarin het product, evt nals bij de 2% uitdrukking voor # (z),
' factoren, welke corres-

nu slechts te nemen is over die

I"'llliw‘z‘z‘“ met a, {).
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We zullen nu trachten van de polynomia

(L-)*‘ (-: + '-‘) Ll (L.}”[ :_l
. ‘r{.' - - ”'r e

af te zonderen een stuk, dat gelijk is aan

(g&,[ 4 ]
r.f_/ I

Dit is alleen dan geoorloofd, wanneer we tevens bewijzen
dat het polynomium, dat er overblijft, zoodanig is, dat
het, gesommeerd over alle waarden van p, een polynomium

oplevert, waarvan de termen abgoluut convergeerende reeksen
tot coiflicienten hebben, want alleen in dit geval mag dit
sesommeerde gedeelte afzonderlijk voor het productteeken
gezet worden,

Stellen we kortheidshalve : — ¢,, dan is:
( v

- ) 4 2 ‘, 1 22
(l.)«' l 1 ) —Jx— 'fJ (t)s- i\‘!‘r,) =y I )




655

Nu is
1 1* T 14+ L4+ G2, it 1 f L,
(i_ja):_lq'ﬁ_’f‘-_ Brdal e e Tk (0 — 1) =24 :;;y []M(J
T _l!] —14-864 B2 4. ..... Gl 1)“_) =t _)]r r;; l[‘!]

...............

e - (o —1)!
vinden :

IS

zoodat we

+4)

o . AR { |
Ly 1=t aa L
| ( 2
""" w! (L

Werkelijk is deze uitdrukking,
van », een polynomium,

schillende waarden

convergeerende reeksen
toch den term

l
(.‘1;—+— ]I'

il
).;m I_ /” "‘

(:)

‘c)-c U‘-} = (‘}'* (
da,

by ]I I
1 —-1t,) ' 8l

1
({0

(' ([V.c ]I
at*\1-=¢tJ)"' "

A r]
a,

gesommeerd over de ver-
met absoluut
Beschouwen we

14
dt,

cocilicienten.

i)

Lol

AR
( ff’ ) I’('f.‘ ¥

Daar
1 t» Afs=r L B V=pil - L,
/f([ _f] (] n’,) l
I8 het eerste stuk van dezen term
i ] Byt S 2
0+ Dlar~—*(@ -0t
Daar nu
l. ]
\
-'| a, ! :
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absoluut convergeert, zal dit ook het geval zijn met
S ! ¥
y=1 0" 7 (&, — [)r+!

Sommeeren we dus het eerste stuk van den beschouwden
term, dan verkrijzen we eenen term, waarvan de coéflicient
is eene absoluut convergente reeks, en dan is dit in nog
sterker mate het geval met de andere stukken van dien term
De geheele gesommeerde term heeft dus tot coéflicient eene
absoluut convergente reeks en dus zijn de coéflicienten van

7 [ x,J
v=1 \l
absoluut convergente reeksen.
De 2% yitdrukking voor H (2) wordt dus getransformeerd in:

~ A is f = &
H(z)= H(0) [1 L ;‘) el + &) — G (D) - ,EIM T )
o 2 0., [ z
X I (1 ' ] e®\5=7),
: A=A a, — & .

en door vergeliiking met de 1 uitdrukking voor H (z)
vinden we:
HZ)=G@E+L)— G{E)— = /( 3 ) . m.;[ 7 l
) X v g 1 Ly y | L

Passen we deze algemeene formule toe op het geval dat

. T
G (2) ginz,l 5y dus H (2) o8 2,
dan -1is
pe L)
(r (2) U, A l. w | ; flfh( - ’ = on
L n
\ /ﬂ(: '-“) A b \ 215~
v_l i, i, a-l a, I ,v -..—l ly (_”v -]
22 & 1 PR [ l
- _\_ : — l ( )1'X|‘(']|[,,- )y,
Ty 22 v (2v—1) T o s ) | 2y

Deze som hebben we hiervoor reeds bepaald en er voor

cevonden de waarde 1, dus




G7
en bij gevolg
. 2z 2z
H (;’) — — = o )
T m

zooals we ook vinden moesten,

9. Hermite ') heeft nog laten zien, dat de twee uitdruk-
Kingen, die we voor cos 2 gevonden hebben, beide bijzondere
gevallen zijn van eene meer algemeene uitdrukking,

Door sin z logarithmisch te differentieeren, vinden we:

I & 1 LIS\ o ‘
colg 2 = — 4+ X e ——n (except. » =0).
bt yien e ol & 1 8 rymo)

2 »
~

Vervangen we hierin z door z 4 £, dan

(.'Ufy(;_l :) ) ] \.‘{ }.. ( k'l ._{_ }.]Tl“.m_-lalﬂ.p_—:“).

24 ¢ e 245 ryu

en trekken we hiervan af de gelijkheid

1 ’. [ | 1!
, e N BLS XD y =— ()
cotig b i | 2 | e s ;r) (except. ).
dan verkrijgen we
x ] ]
coto (2 - L colg b = N l = ]
gz +¢) i " 22+ C—vm b—ynm

Donr te integreeren tusschen O en 2z vinden we dan

yn y

en uit deze formule zijn de beide unitdrukkingen voor cos 2

-~

sin (z 4 ¢ i =
REED e [ (14
sin & -3 Al

af te leiden.

[In de ecerste plaats stellen we b = 0. Hiertoe zonderen
we van het product af den factor, die correspondeert met
r = 0, dus den factor

¥ |
en  verkrijgen dan, als we opmerken, dat cotg b ;- voor
}

|

b — 0 nul is.

) HERMITE, £ a. p. p. 105




z21+0_ |

en dus, wanneer we

|t

J V= — U

plaats vervangen we in de uitdrukking voor

C08S 2 — {1

In de tweede

sin (z 4 0)
cos(z+0) _

Stellen we nu

der Koninkl. Akademie.

=), 1 ,(1 i

(-

¢ door L4

r

L

¥

die van de 11}']”‘1'!‘nli.~'f'hv

1

ta

L

8]

en die van de elliptische

I

1 en W. KAPTEYN.

Lo| =

e

|

t =0 en b=0.

SO0t
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stellen,

o
2r—1)n

en b door b -

-~ G

(el &
(_ (2 » 1) o,
f‘\'f}.‘ USSCI Uil ,rr.w.';.r]r-,rr* n,t'.'/( s

De sinnssen van de vierde orde 1) worden gedefinieerd,
soort, door de vergelijkingen:

| )
&

a1 T 8!

aeld =10
Gl 10!
T ~l11
L0
7! 11!
} -
$ 8!
-0
D! " 9

Les Binus de quatricme ordre. Natuurk. Verh.

Decl XXIV.

th"'—‘- (except. »

) ev = ((}‘\;(_'.l_'l)f. v

en verkrijgen dan

dan wordt



fo 28 210

G = =
ad i ~11

) '_.:‘ = = d B2 b =

D ()= g7 — 77 * 111

Hieruit volgt terstond, wanneer we schrijven:
1

dat we hebben de betrekkingen:
4; (2 5) = A (2); B, (z 9) = B (2); C, (2 ) C(2); Di(z9)=D(2);

en verder

f'l ‘-'11 f/ lil)] (f{'l f.lf /)I

— Dy —: Y. — = (e
dz Dy; E LT By; dz Ly
d A d B dC D

— — 4 il - 8
dz D; dz 4 = B iz (

De oorsprong is voor de functies B en B; eene nul van
de I* orde, voor de functiecs C en C, eene nul van de
29 orde en wvoor de functies D en [ eene nul van de
Qde 4 . .
o orde, De overige nullen worden gegeven door de volgende
tabel :

nullen van 4 =z (, en z T td,
faf S = e 5] + 10,
v S (/e £ C, =
. . D =z d, ] ki ad, , dus
- o Al 2 Loy p £ t 1y d,
B, 2 e/ O3 om0 T 1 D,
. w (n 2 Lne, , 2 = 7 Cy
Dy z tqgd, , 2 +iyd,,

waarin a,, 0,, ¢, en d, reéele grootheden zijn,

De nullen van de elliptische sinussen van de vierde orde
liggen dus op de reeéle as en op de imaginaire as en steeds
vier aan vier op een cirkel, waarvan de oorsprong het
middelpunt is; terwijl de nullen van de hyperbolische sinussen
van de vierde orde liggen op de lijnen die de hoeken, ge-
vormd door de codrdinatenassen, middendoor deelen en ook
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vier aan vier op dezelfde cirkels als de nullen van de ellip-
tische sinussen van de vierde orde.
In bovenstaande tabel is:

0 —— rr]/ﬂ: e (R (e —= ] [/ ;’:“-2.31':{,

en verder is de afstand tusschen twee opvolgende a’s con-
stant, zoo ook die tusschen twee opvolgende ¢'s en wel
gelijk aan
T l"/;’ = (1 — 2 .
We kunnen dus schrijven:
a, = (2 v -+ [_) i — (l v+ 1)ra,
c, = v € — 2971w,

Hiernit volgt terstond dat de functies 4 (2) en C(2), en
dus ook 4, (2) en € (2) van ceslacht 1 zijn.

De waarden van b, en d, moeten benaderd worden en de
opvolgende &'s en d's liggen niet op gelijke afstanden van
elkaar. Voor » > 4 kan men met zeer groote juistheid oehruik
maken van de formules:

De grootheden a, b, ¢, d bezitten de eigenschap, dat
i caddi{al{bialdial....
zoodat ook de functies B, D, By en D, van geslacht 1 Zijn.

Immers

dus deze som is absoluut convergent, terwijl
x ¥
N I ey LAY ]
vl 1] « = !
dus deze som is niet absoluut convergent.
Hetzelfde geldt natuurlijk ook voor de grootheden .
11. De vorm der priemfuncties der sinussen van de vierde

v v 1 &

orde is ons dus bekend, en om 'de exponentieele factoren
el te Ill';ﬁllr‘“’ moeten we van al deze functies oaan zoeken
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de waarde van de integraal
lim — f f—T {_tj, _ L .
e o TR ) (r (7,.)~—-f

We kunnen nu laten zien, dat we groote waarden van |z

kunnen bepalen, waarvoor

7' (2)

z G (2)
tot nul nadert, zoodat dan ook, voor die waarden van | z|,
bovenstaande integraal tot nul nadert.

Het gemakkelijkste kunnen we dit laten zien bij de hyper-
bolische sinussen van de vierde orde. We moeten hiertoe
die sinussen uitdrukken in de exponenticele functie es. Hier-
voor celden de volgende formules:

-'ll — 11 (€& J-e—: 4 ¢% e~ )
. l "o

f';l | (¢ - — g g )
~ 1 :

&) { (¢ [ e - &' — ="' )
I ll (& g—* L jelt—7te—'%),

Het verdere onderzoek gaat nu bij deze vier functies op
dezelfde wijze , we zullen ons daarom bepalen bij de functie 4,.
Daar 4, = D,, hebben we

Ay g —ig—r L fo8 g1

Stellen we nu
2 o (cos () 4 i sin ),
en laten we o oneindig groot worden, echter zoo, dat ¢
nooit gelijk wordt aan den modulus van eene der nullen
van 4,. Eenvoudigheidshalve kunnen we onderstellen dat de
opvolgende waarden van » gelijk zijn aan de waarden der
moduli van de opvolgende nullen van /), Ay’




We hebben nu:

¢ =t lcos (o sin ) + ¢ sin (o sin )|
e—: — e—r 0 cos (o sin f)) — i sin (o sin ()|
giz  — p—fsin 0{ cos (o cos ) -|- @ sin (o cos f))}
e—iz— gm0 feos (o cos ) — i sin (p cos 01,
* - = m .3 .
waaruit volgt, dat voor o = o en 0 ¢ fj ¢ - de uitdrukking
“{1’ . Lo = .
voor —— vereenvoudigd kan worden tot
£y
ek ¥ e—or=t4
if“H : == Zt’“f it Al )
p= @ -"11 p= @ Eeaet =t N

aw + o
waarvoor we nog kunnen schrijven, als 0 ¢ () ¢ A

g (cosf—sin ) ; cos (p sin () -0 cos () -1 sin (o sin f) -~ p cos () bt
— lim : L < = -

e A1 oy (cos § — sin fj) fcos (o sin )+ cos ) -1 sin (o stnt) - o cos () b4-1

=1,

T T
y ala / /
11 (ll"‘) 1- \ U \Sor
{,/ | —ief (sin (j — cos () : 08 ({, 08 (} ! 0 sin [” ~-18in ('1' CO8 (Jn - 0 sin (j‘l :

— lim , — AL,
A, ‘ ——.r; | | efeinti—cal) L eog (p cos ()= p Stn f)) — 1 800 (p €08 ) - 810 () :
-— 'i'
Behandelen we de andere kwadranten op dezeltde wijze,
dan vinden we, dat
7 . . S | ;l]{ .
L ) lim - l

- ¥ x "Il

als



T 3t &m _imw

T 7Y of 7 dan wordt,
wegens de bijzondere aanname der opvolgende waarden van o,
4y nul en 4; niet nul, zoodat voor die waarden van

/

*‘l-:l],

Heeft ) eene der waarden

lim
= <i]
We hebben dus laten zien, dat we voor de functie ., (2)
groote waarden van | z | kunnen aangeven, waarvoor

— il

lim
~ r o~ 4L1]
Bij gevolg hebben we hier:
G (2) = ¢ (2) = de voor z =0 verdwijnende integraal van
g’ (2), waarin
; rAy i (2))
g (2) = (H)[ L
f / ! .'i) (2) 0

w ol B 5

l'_.'f
i 0
~h
l 4 —=4....
L] =0

dus is ook @ (2) = 0 en we verkrijgen dus, wanneer we de
nullen van A4, (2) door «, aanduiden:

Ay (2) [ {I - ],
v 1 xy

Op dezelfde wijze vinden we, wanneer we de nullen van
By (2), ¢y (2) en D, (2) resp. aanduiden door g,, ; en d,,
B (2) g IT |1——|e®

v 1\ (19
G =2 I [1-=]e7
sy 1 i
) e ~ l e edy 4
Dy (2) Y] I 0, 2

il oy 1 y
terwijl de overcenkomstige unitdrukkingen voor A (2), B (2),
C(2) en D (z) hieruit af te leiden zijn door w,, g, y» €N 0,
i g? )' Yy ')»
Lo \'l'l‘\';l“‘r_"'w“ tloor L , — ©n

Y
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12. Nemen we bij elkander die priemfuncties, waarvan
de nullen dezelfde moduli hebben, nemen we dus de priem-
functies 4 aan 4 bij elkander, dan verkrijgen we

x| z \[ P - N | ST ERSSa S Ao |
2 — J. g = = =<2 )(1 £ ) [1 _%7 = }(‘ wa, wia, P yidy | —
ne= 1\ (1= 21— 5 ) () 7)o s

=1

2 4
=1 (1 Tey+ 1 .-,-*)’

y =1

x [ ~d ) X ot \
I e R o

en evenzoo 1s

w [ :L,
B (e 111‘11 , ]

~ x f ~t ) D X F 7:# 1
6 @="2 0 (1+5) =4 0 1+ =)

) ¥ k)
Dy(e) = 4p I [1+55),

v 1
v! X _l :,‘ ¥ |
0 =% Mt (1-Z) =5 11 (14 S
2 Vot
D (2) :“_’n![l ,]

Beschouwen we dus de sinussen van de vierde orde als
functies van 2*, dan zijn ze functies van geslacht 0,

13. Behandelen we nog met een enkel woord de hoogere
sinussen in het algemeen 1),

De groep van n functies, die de hyperbolische sinussen

hy J. C.oen W. Karreys., Die hiheren Sinus, Sitzb, der Kais, Akad, der
Wissensch., II Abth. Bd. XCIII (1886).




van de #¢ orde genoemd worden, wordt gegeven door de
vergelijking :

o e L 2+ 2n
i ~ _ = e ey
f!l( ‘1‘“{ “_} )1+ _4_;‘”“ |
waarin voor u achtereenvolgens de \\‘il:tl‘tll,’].l 0, 1,2,...,(n—1)

genomen moeten worden ; terwijl de groep van de n elliptische
sinussen van de »° orde gegeven wordt door:

il mrih == 1 TR T

~ ~ o~

() e | ER— SR T 1
) =T T w2

Zonderen we van deze functies af die, waarvoor n = 1 is
en die dus gelilk zijn aan ¢ en ¢ en dus geene nullen
bezitten in het eindige deel van het vlak, dan is van de
andere functies in de eerste plaats de oorsprong eene nul
van orde u.

Verder hebben de functies y, (2) steeds een oneindig aantal
positieve recele wortels,

Duiden we deze aan door

Yot vy ¥ by Pt o))

dan worden alle wortels van y, (2) gegeven door

2.h s 2 I _ .
’ Cos == 0 SN s Vi vienddy
o n i ot
(h E h e e 1)
. .j 7T . . : | "
waarin ¢ = CO8 4 i sin — bl
n 'l

Zoodat er, wanneer iz oeven is, ook een H]ll'hllli;_f aantal
legatiove redele wortels is.
De wortels van ¢, (2) worden gegoeven door

2041 oo 2hi4-1 ) :
iy | Co8 - T =}~ L SN T = VI D
14 " N
(/i U AL e e 0 1)
. | . P (]| "
waarin ) Cos L 1 8in | s

" I
zoodat, wanneer n oneven is, ¢, (2) een oneindig aantal
lll".llll\l' recele wortels bezit.
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De grootheden 7, , hebben de eigenschap, dat

’

o T e e a1 1 70, 38 1 5 e ek T 0 OB
De nullen », , van eene zelfde functie y, (2) zijn in het
algemeen niet equidistant, maar voor groote waarden van »
g q T .
nadert hun afstand tot ——— , waarnit we dus kunnen be-

e E
St —
n

sluiten, dat alle hoogere sinussen functies van geslacht 1 zijn.
[4. In de aangehaalde verhandeling wordt vervolgens in
het algemeen bewezen, dat er groote waarden van | 2z | zijn
aan te geven, waarvoor
P (2)
2 g (2)
tot nul nadert, waaruit we dus de gevolgtrekking kunnen
maken, dat voor alle functies ¢, (2) de exponentieele factor
e zich tot de eenheid herleidt.
Duiden we dus de wortels van ¢, (2) aan door «,, ,, dan
kunnen we schrijven

g (2) = — 11 'l - )rz
Mo oy IhL v

dus ook

= 7 b
Y (2) ”!'lll 'l - ),

15. " Nemen we weer te zamen de priemfuncties waarvan
de nullen dezelfde moduli hebben, dan wordt:

,,M(_;-,—f— (1 2 Hl p l[l 2 l‘].

w,ov v 1 E v

hetgeen zich, zooals gemak I\+I|] in te zien is, herleidt tot

pa (2) - l!. - ]




Evenzoo heeft men

Wanneer men dus de sinussen van nlw n' orde beschouwt
als functies van z*, dan zijn ze op te vatten als functies
van geslacht 0.

16. We kunnen ook gemakkelijk in het alzemeen nagaan,
in hoeverre eene functie van geslacht o,

G () = Czret0 ] ll — = )' “6,
1

Y= y
te herleiden is tot eene functie van lager geslacht. als de
wortels van G (2) gegeven worden door

Fvied ol (==t 1R T R o e A=t 0 L R O S I T
waarin « = 271,

Nemen we dan weer de priemfuncties, waarvan de nullen
dezelfde moduli hebben bij elkander, dan verkrijgen we
achter het productteeken in de eerste plaats een product

= almlis sl )

en in de tweede ||E;|;:r.~s oo w.\;]mnvmiwlu-n factor

| | |
| L+t + a5 l‘l.
W7, &* &

Wanneer nu 2> w, dan zijn al deze sommen nul, dus dan




FiteS

herleidt de functie zich tot eene eenvoudige functie in z* van
geslacht 0, vermenigvuldigd met de functie
(izMie s,
[s echter o > n, dan vallen de bovenstaande sommen niet
alle weg, integendeel blijven die, waarbij de index g gelijk
is aan n, 2 n, ... bestaan en die sommen worden dan gelijk

n -"'] ~
aan 7. Is dus o = pn - q, dan herleidt X ¢, (}_" ] zich tot

h=0 W R
e | - A~ I -3 N ] )
\‘ i~ — i~ ~ 1 e
Y @ ( ’) = — TR NS D P T P
e N e ! y p o,

TS 2 9
=4 [ - )
Py

zoodat dan G (2) zich herleidt tot
Fi(2) = Oz*ef® l’l (l ~ )v"’f‘ ‘: , ),
y=1\ "
dus tot eene eenvoudige functie in 2" van ceslacht p, ver-
menigvuldigd met de functie
C 2 e

17. Voegen we hier nog aan toe eene eigenschap, die
aleemeen geldt voor elke functie van geslicht o en die wel
eenize analogie vertoont met het bovenstaande, namelijk de
volgende:

Blke functie & (2) van geslacht o kan beschouwd worden
als een deeler van eene functie H (2) van geslacht 0, wanneer
men daarin z door z* +! vervangt.

Zijn weer 1, &, &#,.... « (e verschillende wortels van
v +1 1, dan volgt uit de reeksontwikkeling van de functie

(7 (z), dat het product

G (2) G (e2)G(? ). .. G (~2)
eene geheele functie in 2+ zal zijn, Noemen we deze
functie H (z#+1), dan zullen de wortels van H (z) zijn de
grootheden «**1, wanneer a, de wortels zijn van G (2).

Daar nu
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absoluut convergent is, is H (2) eene functie van zeslacht 0.
en daar G (z) een deeler is van H (z#+1), is hiermede het
gestelde bewezen.

[II. De f‘rif‘x‘/)."u/.'r' I’-functie,

18 De I-functiec wordt gedefinicerd door de bepaalde
integraal

"

I (.'.'A) —~— / e—=* pi—1 .

(1]

Deze bepaalde integraal heeft slechts beteekenis, wanneer
het redele deel van z positief is. De I'-functie is dus ook
slechts voor die waarden van z bepaald door deze integraal.
Willen we de I-functie ook voor de andere waarden van z
bepalen, dan moeten we de functie z. g, uitbreiden, d, w, z
we moeten trachten de bepaalde mtegraal te transformeeren
in eene andere uitdrukking, die ook beteekenis heeft voor
waarden van z, waarvan het reéele deel negatief is, Deze
transformatie kan op verschillende wijzen geschieden, maar,
volgens een bekend theorema, is de daardoor gedefinicerde
uitbreiding der functie steeds degzelfde.  Volgens RieMANN
toch kan eene functie, die langs een eindig element gegeven
IS, slechts op déne wijze worden voortgezet, als men de
voorwaarde invoert, dat de funetie eenwaardig moet blijven
en slechts discontinuiteiten mag bezitten in enkele punten,

19, In de eerste plaats kunnen we de bepaalde integraal
transformeeren tof

I' (%) P(2)+ ¢ ().

waarin
1 | I
P(z) 7 l IR S
€1
! () (2) Uy Gz == Cpadde i
waarin
l i f‘f;‘ I
C, ; / : ( i
Wiy /1 {




ol

() (z) is steeds gelijk aan [ @ —'e—*dr en P(z) is
. s .

i |
alleen dan gelijk aan / a7 —1 e—= dx wanneer het reéele deel
J 0

van z positief is.

Aldus gedefinieerd, heeft de I'-functie ook beteekenis voor
waarden van z, waarvan het reéele deel negatief is.

Uit de definitie volgt terstond, dat de functie enkelvoudige
polen heeft in de punten z2=0, — 1, —2,... Verder
wordt de functie in geen enkel punt van het eindige deel
van het vlak nul. Dit is echter niet zoo gemakkelijk te zien
uit de hierboven gegeven definitie, daarom zullen we liever
van eene andere definitie uitgaan.

20. Gauss heeft de bepaalde integraal, die de I'-functie
definieert, wanneer het reéele deel van z positief is, getrans-
formeerd in

[1 (2) l'll;Hf

= i I]lzl(‘ | f]kl'

Het tweede lid van deze vergelijking heeft ook beteekenis,
wanneer het recéele deel van z negatief is, en we zullen
dus dit tweede lid kunnen gebruiken als definitie voor de
uithreiding van de I'-functie. Doen we dit, dan kunnen
we aantoonen, dat de aldus gedefinicerde functie is eene
eenwaardige functie, die nergens nul wordt,

Uit het bovenstaande leiden we toch af:

Loy Iz Lim [: f-':;‘} y !"H'f] 2 I'H'f,fl ] - ] l sl f'*'tlr_;"] f : ]I

waarin we die logarithmen genomen hebben, welke bepaald
worden door

(’J;Irl [ ‘j.
log z I’ (2) lim I; log v /u_r;(l | ”I J 7 l] |2 ] l

}

v

Daar nu




mogen we schrijven:
2 3] ¥
f().!,' Y h}y s e [”:'/ Ol -+ (r;(}

1 2 p— 1"
dus

I 2 Z . | ¢4
logz (@)= lim {: log ‘]' log (] b 1 ] -z log (] b = ]— log [] -~

— ::_: 2 /'f):r/ [l 7g7 ] ] e !r}'ff (l 4 - f] ]
y J L AfS

v shik
Deze reeks heeft voor elke eindige waarde van z, welke

niet samenvalt met een der punten — », eene eindige waarde.
Onderstellen we toch dat |z | {p en beschouwen we de

z f”y' ‘ l ! I l f”lrl{ (l 1 A ) ].
v | A F

De alecemeene term hiervan kunnen we schrijven :

(b - (- St
“(,- gttt

(2 — 1D
= AR _,‘__,}(1-}-;),

apy -

termen

x
N

it

waarin ¢ tot nul nadert., wanneer » oneindig toeneemt, Van
af een term met een genoegzaam grooten index, nemen dus
de termen van de reeks evenzoo af als de termen van de

<ol :
convercente reeks Y —5, waaruit dus volgt, dat de be-

v
schouwde reeks, dus ook log 2 I' (2), eene eindige waarde
heeft voor elke eindige waarde van 2, welke niet samenvalt
met een der punten L, —2; —8,.... De functie I7(2) is
dus eene eenwaardige functie, die nergens in het eindige

Sy LS
viak nul wordt. De functie is dus eene holomorphe

I'(2)
functie in het geheele eindige gebied, met de enkelvoudige
nullen 0, —1, -2, —38,.... We kunnen dus deze functie

schrijven in den vorm van een oneindig product, en kunnen,
om hiertoe te geraken, verschillende wegen inslaan.
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Uit de bekende nullenreeks, weten we reeds, dat de
functie van geslacht 1 1s.
91. Allereerst kunnen we uitgaan van de formule:

log I (2) = lim [z!of_/ » —[U{/:———fuyl] s , ,Ir,f;ll -E _l]
A

Pt %)

Door te differentieeren, leiden we hieruit at

/ _ . 1 | :

VY= .
en door nogmaals te differentieeren :
? , 1 1 [
5 [O’:’ I-' {:) = 6. - , Q —i— -+ 2 -i‘ oL R
a2z 2 (z 4+ 1) (2 4+ »)°
Vermenigvuldigen we deze vergelijking met dz en inte-
oreeren we tusschen de grenzen 1 en z, dan vinden we:

d . ( , f I ] ( I I )
- " (2) - O IR A= - = W
iz g LNE) iz S, l ]' z) "2 241

[t' l- 1l 2 : ‘;) o R

Il . -
; log I (1) is de constante van EULER, cowoonlijk voor-
7 .

cesteld door g, dus

d 5 : | I i |
rf‘:'jwl (25 L) ’-“H(] 2 - li“' (;’ z ;’)

Vermenigvuldigen we weer met dz en integreeren we
tusschen de grenzen 0 en z, dan verkrijgen we:
log I' (z 4+ 1) —log I'" (1) y24(2—log(l+42))+

L ) R e (e | e
i

= .2 --i—ifu_ffi‘l -+ 2) z) ('I”."[l i .-" )

con 1:’@/ li 7 f ' ,‘




dus
1 e T3 ' 2 ——
T e e —
en
1 s ‘ .z ) L
— [ 1 -+ Y,
r(z) SRR )

22, We kunnen ook uitgaan van de formule van Gavss:

T A P
I' (=) ) o ’

en dan trachten deze te brengen in den vorm

2 el () [Tl ' 1 s < ) P
v 1A ¥

We hebben hiertoe slechts te bepalen de grootheid

= ] r -1 2
( (2) : ¥ ‘ z /n_r,'} - )
y=xl \

I A

5 l ( ] o -+ 1"
¥ 1

LE »

lim

: &

(l R ’“.'f;l o Y i

; | |
hm(l-l o -1 ‘l [ e T log (» -FH).

- 0 i
heteeen eene andere uitdrukking is voor de constante van
BuLer . Dus
(i (2)
en
] i l e L
—zers I (142 ]e= v,
I' () ye=1 'y )
23, 0ok kunnen we de methode volgen, zooals die in
hoofdstuk IV is opgesteld, en dus & (2) bepalen, door eene
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beschouwing van de infegraal

1 & G2 1
e L — dz ,
27 r/ G(2) 2(z—10) '
wanneer we daarin stellen
: 1 1
(+ (;) —_— . ‘)
T 2T (2) r+4-1)

Gaan we uit van de definitie:
I (2) = P(2) + ¢ (=),
dan kunnen we bovenstaande integraal schrijven in den vorm
1 i iz 1 y
= G TR 1 R0 (2R ) —— | F(2)dz,
f 7 (2)[P(z+ 1)+ &2+ ‘]:“T_“ -’-,;.,f,_ (2) dz,

2. = ‘ a7

en de waarde van deze integraal zal dus gelijk zijn aan de
som van de residu’s t. 0. z. van de polen gelegen binnen
den cirkel, waarlangs de integraal genomen wordt.

We beginnen met te onderstellen, dat voor den straal ¢

van den cirkel geldt:

n{edn—+ 1,
en kunnen dan de limietwaarde van de integraal vinden
door ¢, dat is dus door #n, oneindie te doen toenemen,

We hebben nu:
Y I “l’ll H'l

l‘ 'z (J" , !
(—-'n.“"' (O) [P(1)+ @(1)] o T
i +
- /Ul . 2 4= L2
7| g I' (2 + 1) /
I R : GOPE+1) 4 Q4 1)]
> a | ¢ {
L
i X f -
7 log I' (t 4 1).
~ ¥ 1
J }".l.“l l (';'/( ’ { ])
Cpiiat v (v 1) A a1
Want
Al “ l

J



= - ();1_1_ £ G (—») (E(. bt P(z-}1)
; (_‘z'lﬂf? ¢ (—»nl _HL“II_]_ : j_ ) _2_“?11 ;‘
HEE (T—IJ!I (z 4 »)
Uit G (z 4 1) |

volgt nu
_ : 1 1
G5 e T = L'(z+1)" 21 (2)
en hieruit verder:
G'(z)=((+1)G(z+ 1)+ G (24 1)
Dit geeft ons, wanneer we in aanmerking nemen, dat
GRS IS G (==t === O B o N (((0) =1
G (— 1) LanCra(=—=24) 1; G (— 3) RSB
G (— ») (=1y= (v =1)1:
Hierdoor wordt:
l

Ji
l‘/m R CEL

C

en de waarde van de integraal is dus

v

7 I d : |
/ log T (t + 1)+ 3
g e g L kst L v (b))

Gaan we tot de limiet over. dan wordt de waarde van de
integraal
| |

o | T ]
' log T (t+-1) - li [ ‘ ]
R T e e L e S e “n(t+n)

Gebruiken we nu de formule van pag. 82:

s

d ; | | ]
i log I (t 4= 1): mer} |f~{fn | 5 e HI'
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dan blijkt, dat de limietwaarde van de integraal 1s:

P H l:[o!] " ( 1 1 1_] (1 _'_ﬁ.l_)_ _
= WO S i e L T ) G )

]
T @) T+l

= i log n el ool ]___
= e e e pa R S

= oo

7 1 L : 1 .
= —'}— T T lim [—-- + =+ —logn I —

|2 2 "

[N

— ‘, -
= , ; .

We hebben dus:
G (2) = ¢ (¢) = de voor 2=20 verdwijnende integraal van
¢’ (2), waarin
I ! G’ (0)
g (%) - Srat U= (G (0) Y
dus
G(#)=yrzen GO)=1,
dus

] x f 2 r
G (z . 372 (1 | ]r' v
) z2 I (2) ( -.”1, o

IV. De ofunctic van WEIERSTRASS, de - en de O-functies

van .l,\n'tl!‘.l_

24, De g-ffunctie van WeiersTtrass, die tot uitgangspunt
dient voor de theorie der dubbelperiodische functies, wordt
cedefinieerd door hare ontwikkeling in priemfuncties.

De nullen van de functie worden gegeven door de formule

Uy, v pw =y w’,
waarin zoowel x4 als » alle geheele waarden van — o tot 4 «
kan doorloopen, en waarin o en o twee zoodanige groot-
heden zijn, dat hunne verhouding complex is. Hierbij zullen
R

: l :
we  onderstellen, dat het reéele deel van neeatief,

(1)




dus dat de modulus van

(f — £ w
evenals die van

kleiner dan 1 is.
Daar men kan bewijzen, dat de dubbel oneindige som

o & xr
=il ol

- @ “u.vr

(¥4 X v
absoluut convergeert als » = 3 '), is de functie eene functie
van geslacht 2, en wordt nu verder geheel en al bepaald
door de formule:

o x ~ ) - | ]‘ e
gl{S)==pay, D) (I — ‘ ey 2yt (exe. uoe=p = 0),
" _— Y- x ”}1.‘-"—

25. Met deze o-functie staan in

verband de - en de
d-functies van Jacosr.

De fj-functie heeft evenals de ¢-functie dezelfde nullen als
de g-functie.
Gewoonlijk wordt de f-functie cedefiniecrd door de formule:

I s LA W
bi(2) = - ¢e¥ \F+ ) (g l: ' = ],

en
x " 3 - 4 p
(Js (2) I Al S
¥ x
De oy-functie wordt gedefinicerd door de formule :
| Ly Al w 4 w
t (2) 6 ™ (= +3) oy (: l 5
€1
i LILL P ) o
iy (2) i B Vet gy ]

We kunnen echter ook zoowel de - als de o-functie

) Zie bijv. TANNERY et MOLK.

Bléments de la
elliptiques, t. |

théorie des fonetions
. P24 80 Y,
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verkrijgen door de beschouwing van het niet absoluut conver-
geerend product '):
= 2 f ~ ’ -
< ” ” (1 — —] (EXC: e ).

p=—wy=— Hlu‘:a,

Volvoert men de vermenigvuldiging, zooals dit aangegeven
wordt door de volgende wijze van voorstelling:

zlim 1 [1_ E ) im 1 | tm 10 [1 e )'.
o AT = e [ =l il |

W= = @, 0 -t M=o W= Y, v)
(except. u = 0) (except. » = 0)
dan verkrijgt men tot uitkomst:
le (2) L
" (U)
Volvoert men daarentegen de vermenigvuldiging aldus:
: T z : mo | . z \|
z lim 1] l] SRt lim I I lim 11 1= ’ |
P m ( V.

=W y=—n ”H,v. L = m M= o ¥ n o\

(except. » — 0) (except. u ()
dan verkrijgt men tot uitkomst:
& (2)
0 (0)
26, Past men nu de eerste wijze van vermenigvuldiging
toe op de functie o (2). dan verkrijgt men, in verband mef
het theorema van hoofdstuk I11, § 6:

fi (2)
G (2) > . l,r|¢ =)
fJ! ()
waarin
() (2) = lim %) — - lim w3 (Um by - ]
I oL m ”,g_ll n rn v i i XL ”u ¥
(EXC, wu 1)) (exc, » 1)
A ! 1 2 ; : : L 2
4= lim - 3 lim > limn > .
- 7] ae “’p& 0" n ¥ H 1 5o - "fl
(6XC., u () (eXC, p ()

1) Zie BrioT et BOUQUET. t. . p. p. 823




Nu is:
: . 1 y e 1
lim > - — [im ¥y — =0,
M= @O [ = — “!.:_ 0 m= o p=—m " [
\eXCh u = ()

(EXC. u = L)

21l
n ¢ )
lim N ((‘."m N —
= o V= —1n i XD Y= —1 ”_u. ¥ )
(6XC. 3y —1()
" n 9} f
. Y . - ¥
= lim X [ Ldtm Y, —m————
nE=o Y n V@@ 0 r u 1 ¥ w” u" w
(ORCHrE—H})
Uit
| " 2z
colg 2 — 4 lim Y - s
) < " o 1 & u- "
volgt nn
yw T (1 (1 . .\J. 2rw
coly — him X —— =3
w yw T T 5 1 P m " u-we
dus
] " l
i > {im 1>
" o n o \un = - 72 \’r‘.t ¥
(exc, » (h
s v
. \ (1
lin N col ()
" n ¥ nw @ )
(8XC, v ()
Verder hebben we:
-’ -~ X -~
o' (2) 1 & = [ . 1 l
0 [':} ~ 7 > T ¥ ”,1 ¥ ”_u,; < “';A v
(6XC., u y )
dus
( 5 '
0
. .} X 5
— - N \ ( l w 1
i i "5 1
n ¥ X “ry.,y — ”;1 v o
: y .y
(),
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Volvoeren we de sommatie op de wijze, zooals we thans
op het oog hebben, dan mogen we het element, dat tusschen
haakjes staat, splitsen in de drie elementen:

want we zullen zien dat die sommaties van elk der 3
elementen eindige waarden opleveren.
We hebben toch:

lim D! 1 lim X lim Y — ()
" -1 :-”u,“ n 0 Y = n \m X [ ‘(fpt..'t.—
(exc. u = V) (exXcian=1U)
£11
: I _ |
lin > =Niim > =0,

£
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volgt nu

2y w o
¥ (U, T nt - w
h/ —_— = .'fl‘.:'.” : _ = T =
w — @ 1 ey o T () e &
= (2u—1)P —— R
’ 4 w”
U <) . /
Lo el lim N Ll
T ] . W oG
i (2 u = 82
4
dus
. : : |
lim lim N
o
ry ] s 373 I
$) Hll, v
(exc. »r ()
= T yw’ o
. . i L 7
lim N tqg — (),
'] x Y n W w
(exc. » ()
We verkrijgen dus:

! . I | -y < : o | |
lim > S . lim ltm 5} = y
i 7 m a My 0 " o0 Y o \m 0 i e ffﬂ v

(EXC. u )] (eXC.' » )]

en bijgevolg:

() (2) a o,
(11} w w
1] o
dus

h(@=00e &g

i

Kvenzoo vinden we:

h (2) M (O)e " a(2),




waarin

(.']IV
A
- =

w

1] 'T
27. Deze uitkomst kan gecontroleerd worden, omdat er
voldaan moet worden aan de volgende betrekking 1):

/

Ul

(2  hE  hiE)

ﬂ';‘; |:J = (:y P T; .

0@ 6@ e 6=

waarin

U'II
== ”
w 1
We vinden hier:
& (2) B (0 )
X e 4 w
L (2) ¢y (0)
Nu is:
() & {0) -
£ ',( — (152)
L () fj ()
el
/ / 1 - )
7w N w i, %)
dus
I’ ‘:. =
th (2) eN. T

i M (2)
28, Door middel van de formules:

f)a (2) ( (: } (',) )

Os () =1"ge s G (: + 50 ]
| L R '
i (2) — P qe v () (: | r_: )
1) Zie Brior et BoUQuEeT, t. a. p. p. 267.

) Zie Brior et BouQuer, t. a. p. p. 319,
1) Zie FOorsyYTH, t. a. p. p. 257.




en A 1 _F=
b3 =— B pe " o ‘: 1 —‘”] :
7 1 I %) .
P _z:f i __1_ /
3 (2) — - ],"”JU e “ [: o el = le )
] 5] ;

& () = — & t: - w,)

en met behulp van de formules voor eene lineaire substitutie ,

door ons op pag. 62 e. v. ontwikkeld, kunnen we nu ook de

andere f- en 9-functies in hunne priemfuncties ontwikkelen
Voor de fi-functie bijv. vinden we

w | = X z et |
02 (2) :rn{.. Jefo 1 1 (1 - . )( 2!
o 7 + B} X \ ”#" 1 -

waarin dan nog H (2) nader bepaald moet worden.
Volgens de formule op pag. 66 is

[ w \* " w
= T 0 I ¥ u * A w)
- & ] ' 3 ¥ o~ o
H (2) 7 - ] > > K .
. w w ﬁ‘ oV ’ Wy, Uy y
A dey TR—, )]
1 [ 2 '
( 5 : )
(11 Iy w"
<) ; 4
(i3]
2 ) ) 2 x x n~ )
2 &R a & - . - Z 2
e S ST LI |
] w [ " 0 ¥ X Ay y Uy,

o
s (& w”
) { =2 ) ] ~ 22 ”l‘ L I
/ : -2 |
( Dy s (l () = Uy 3" w
(TR ¥ ey ¥ I
ty,v ) ”i‘--"' 9] )
Nu is
(i 2 u, (
x x ) & e ) )
> 3! - § ot —,
" - . (& w w 0
H"‘ (”u 3] 0 3]

{EXC. i » ()




. : . Ay,

N N BV
ke ut.c J‘:[({.U-;I
(exXc. uy —=» — [iJ']
dus

~3 3]
HE=——n—27-+
w

We vinden dus:

T

f: (2) = M (”j) g—* (,.. 1 :‘ )

n.'l". 12 ‘i
— [l (0)e " e 2)

Op analoge wijze,
functies gevonden

we de voleende verkortingen gebruiken:

o

az
e

ten slotte

i’ (2)
g (2)

a(<)

0 (2) =" (0) ¢ vz T

(s (2) = 03 (0) 1 (Z+ %)
"

()3(2) == ()3 (0) e - 3-)

€1,

can de productontwikkeling van de andere
worden., en we verkrijgen dan, wanneer

volgende stellen vergelijkingen:

d [o"(2) 4 3
5 — — T e w———C—"3
w |~ dz Lo (2) Is=7 o’ -
=
- D A2 B 1 , 2 ::3
—Lag— e P by —
62 w" . w 2 w"
= = < [ ‘ pe
n 1 (! (]
LA L Y == — & m g it
: (o %)

1))



(2 \ —:‘(*” i H) z = ~ 0 ) : 1
1R =0Oye " Vo T2/ ] [ (1 T ) ap,y— | 9
f=— Y= —c w S
\ ”ﬁ‘y? e 2
11
HhE =0 0e vz Il 11 (l - {{" ‘w‘”‘ \aw, o/ (8xXc p = =\0)
L= — oy = x (158

Al e (N G o 2 2 0 S
Vs (R) = (0)e—"\ T2/ ] I (1 P | VA

h=—ooY iy
I'f‘: ¥ 0
: ‘:’ ' s\ ¥ s ~ \ ; -
Y 3 R Jo N “ ( & 4w
0’3 L i 1‘“) (& \w 2 ) !I II ] u o v g, Y e
" 0 Y x (LY ‘T‘ @ -
”#-"’ 5]
dR) =0 et T T (1 , ),,‘-*.- v .
i - oy x w : -
j r!#_., S

29, Deze formules kunnen ook gevonden worden met
behulp van de drie z. g. co-functies van WEIERSTRASS, a1, aa, 0s.
die gedefiniéerd worden door de vergelijkingen :

01 (%)= ¢ ) e

g (2) = e—(r+n)z —
o 1 (2]
=

Uit

th (2) = O (0) e~ ¥ 6 (2)




volgt:

— 0}, |—“:— e~ 7w o1 (2) — b (0) e " g (2).
Aldus vindt 11-1«4;1 de wvolgende formules:
b (2) = 0y (0) e S (2); 1 (e) =/ (0)e™ " S (2)
fy(2) =03 (O) e~ : m(2); h(z) =& (0) r":;f;chkc)
s (2) fs (0)e = . m(2); #5(2) = 83 (0) e = ‘ g2 (2)

“ w

h(2)=10 (D)e " wa(2); & (@)= (0)e "« g3(2).

Door middel van de formmles voor lineaire substitutie kan
men nu weer gemakkelijk de productvormen der co-functies

vinden.
Men vindt er voor:
4 fx X x z ! B \
e I I (1 ),.f.'_.l._,u.; —dl
i oy , ”#"’ w,
y q o] w -+ w w’
« 1502585 an Sy Wy g , w3 -

en substitueert men deze uitdrukkingen in de formules voor
de - en de o-functies, dan vindt men weer de bovenstaande
productvormen voor deze functies terug.




HOOFDSTUK VL

OVER HET GESLACHT VAN DE AFGELEIDE VAN EENE FUNCTIE
VAN GESLACHT .

I. Het vinden van het geslacht van de afeeleide van eene
functie van geslacht o is een vraagstuk, dat vele onder-
zoekers heeft beziggehouden, zonder dat het hun gelukt is
het geheel en al bevredigend op te lossen.

Nadat eenige bijzondere gevallen bekend geworden waren,
waarin de afgeleide van hetzelfde geslacht is als de functie
zelf, heeft men ondersteld, dat dit ook in het algemeen zoo
Zou zijn, en heeft men getracht, daarvan het bewijs te
vinden. In hoeverre men daarin geslaagd is, zal uit het
volgende Dlijken.

In de vroeger ontdekte gevallen, dat bovenstaand theorema
doorgaat, is dit een gevolg hiervan, dat alsdan ook een
dnder theorema toegepast kan worden, het theorema van
Rorie namelijk,

In de C. R, van 1882 heeft Lacuerre geannonceerd, dat,
Wanneer /' (z2) eene eenvoudige functie van geslacht 0 of 1
i-‘*, die alleen redele waortels heeft, de afeeleide functie 77 (2)
00k alleen retele wortels zal hebben, en wel zoo, dat tusschen
twee wortels van /' (2) een enkele wortel van 77 (2) gelegen is.

VivayT en Cgsaro hebben dit theorema uitgebreid op
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eenvoudige functies van willekeurig geslacht, die geen wortel
nul, maar overigens ook alleen reéele wortels bezitten.

We zullen aan de hand van Vivanti !) deze theorema’s
bhewijzen.

9. Allereerst bewijst Vivaxrr, dat de wortels van de |
oeheele functie

- Y

A=0

ceconjugeerd zijn met die van de geheele functie

o

h < 9

x
5\ . R
— ( y

wanneer ¢; de geconjugeerde waarde van ¢, 18,

Hieruit volgt terstond, dat eene geheele functie met retele
coefficienten reéele of 2 aan 2 geconjugeerde wortels heeft.

Verder wordt omgekeerd bewezen, dat, wanneer eene
eenvoudize functie 2), die Vivanti steeds door ¢ (2) aanduidt,
redole of 2 aan 2 geconjugeerde wortels heeft, ze reéele
coefficienten zal bezitten, waaruit weer volgt, dat wanneer van

G (2) e g (2)
de cobflicienten reéel zijn, dit ook het geval zal zijn met de
cotflicienten van G (2) en ¢ ( ).

3. Hierop volgt het bewijs van het theorema:

Indien eene geheele functie van geslacht o met reéele
coiflicienten meer dan een redelen wortel heeft, dan ligrt
tusschen twee opeenvolgende reéele wortels een oneven getal
wortels van de afgeleide functie.

We hebben toch:

f:'l’(:) Ao G (2) 4 x ‘
( (2) 2z yo1ar(z2—a)’
en nit de vorige theorema’s is het duidelijk, dat het tweede

1) YIVANTL Aleuni teoremi ete.
%) Wij bepalen ons hier, en in 't vervolg, tot functies van de 1¢ klasse

(Zie pag. 438).
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lid reéele coéflicienten heeft, dus voor eene reéele waarde
van z eene reéele waarde aanneemt. Zijn nu a; en a; twee
opeenvolgende regele wortels van G (2), (a; » ax), dan is het
duidelijk, dat, wanneer men in bovenstaande vergelijking
substitueert 2= a; 4 ¢, waarin & genoegzaam Kklein is,
G’ (2)
G (2)
men  substitueert z =— a; — ¢, eene zeer groote negatieve
waarde,

Daar nu @ (2) bij het doorloopen van het reéele interval
van a; tot «; niet nul wordt of van teeken verandert, moet
G’ (2) dus voor z — a; -+ & en voor z — a; — ¢ verschillende
teckens hebben. zoodat er tusschen a, en @, een oneven
aantal wortels van G’ (2) ligt.

4, Heeft eene eenvoudige functie alleen reéele wortels,

eene zeer groote positieve waarde heeft, en wanneer

dan ligt er tusschen twee opeenvolgende wortels slechts een
enkele wortel van de afeeleide.

Men kan dit bewijzen, door aan te toonen, dat de onder-
stelling, dat het interval van a; tot a; meer dan één wortel
van de afgeleide bevat, tot eene ongerijmdheld voert.

Bene enkele uitzondering op dit theorema van ROLLE
bestaat er voor de eenvoudige functies van geslacht hooger
dan 1, die niet nul worden voor z=0"'). Voor deze
functies eeldt:

G’ (2) s 1

— ]

(7 (2) y=10" (2 — a,)
waarnit dus volgt, dat de afeeleide o wortels 2 = 0 heeft.,
Het interval tusschen den kleinsten negatieven wortel (in
absolute waarde) en den kleinsten positieven wortel van de
functiec bevat dus e wortels z = 0 van de afeeleide. 1S w
oneven, dan zal dit interval geen enkelen anderen wortel
bevatten; is @ even, dan bevat dit interval nog een anderen

) Vivaxrn  Sulle funzioni intere trascendenti. Giorn. di Mat, XXIII (1885)
p. 96 o. v, § 21,
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wortel van de afgeleide. Het is hieruit tevens duidelijk, dat
de eenvoudige functies van oeslacht 0 en 1, die niet nul

worden voor z — 0, geene uitzondering op den algemeenen
regel maken.
5. Vivast heeft nog laten zien, dat dit theorema van

RonLe ook mog doorgaat voor eenige andere functies, die
niet meer eenvoudig zijn ).

Past men op eene eenvoudige functie g (2) van geslacht o,
met retele wortels, eene lineaire substitutie z = wu - ¢ o€,
waarin ¢ recel is, dan verkrijgt men eene functie X (u), die
VivaxTi in het algemeen als (w)-functie noteert, d. i. eene
functic van geslacht o, waarvan de exponent van den
nitwendigen exponentieelen factor op zijn hoogst een poly-
nomium van graad o 18, €n die door eene lineaire substitutie
(u — z — ¢) overgevoerd kan worden in eene eenvoudige
functie.

Zijn a, de wortels van ¢ (2), dan zijn a, — ¢ de wortels
van A (). Daar verder

X’ (u) g’ (2),
sullen de wortels van X7 (#) ziin b, — ¢, wanneer h, de
wortels van ¢’ (2) zijn. Met betrekking tot de plaats staan
dus de wortels van X (x) met die van X (w) in hetzelfde
verband als die van ¢/ (2) met die van ¢ (2).

Daar nu voor ¢ (2)het theorema van RoLLe doorgaat, moet
dit” ook voor V (u) het geval zijn, dus voor de (y)-functies
met recele wortels, die, door eene lineaire substitutie, tot eene
cenvoudize functie met reéele wortels terug te brengen zijn.

6. Vervolgens bewijst Vivaxtt het reeds vermelde theorema
van LAGUERRE., dat, wanneer eene-eenvoudige functie van
oeslacht 0 of 1 alleen redele wortels heeft, dit ook het geval
is met hare afgeleide (die echter in het algemeen niet eene

eenvoudige functie zal zijn).

1y Vivaxti, Sulle funz. int. trase. § 22,



101

Het bewijs van dit theorema geschiedt volgens de methode
van Praxa, of, zooals Hermite heeft opgemerkt, volgens de
methode, die aan Finix Caid moet worden toegeschreven.

De stelling van CHIO is:

De vergelijking

heeft alleen reéele wortels, wanneer de grootheden a, reéel
ziln en wanneer de tellers 4, alle hetzelfde teeken hebben.
Substitueert men toch in deze vergelijking:

Th=r1] =}

iq,
waarin p en ¢ reéel zijn, dan verkrijgt men:
- A, oA @—a— ;, 1)

- I s P S ()
'.-'—1 r _}I_ i ! (ty v—,-l (JU ”v]:' E 4

hetgeen zich splitst in de twee vergelijkingen:

: 4, (p —a,)

wY : — ()
v (P 4 ) ey 8
€11
n I
\\ e rem
‘/ | i - V.

ve1 (P—ay) - @
Uit deze tweede vergelijking blijkt nu dat, bij de cemaakte
onderstellingen, ¢ = 0 moet zijn.
Past, men nu deze zelfde methode toe op de vergelijkingen

q’ (:), ) L ‘: ]
{q (\:.) A I —] 4 ”y
of
¢ (2) : /) e e R
g (2) 2 " o a,(z—a)

substitueert men dus ook daarin
2=p-41q,
dan blijkt. evenzoo, dat ook hier ¢ = 0 moet zijn.

7. Is de functie niet eenvoudig, dan kan de afgeleide zeer
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goed complexe wortels hebben. Vivaxtr laat dit zien aan
het voorbeeld 1)

G (2) = e sin 2.

De afgeleide hiervan,
G’ (2) = ¢ (cos z + 2 2 sin 2),

heeft, behalve eene recks reéele wortels, ook nog de 1magi-
naire wortels:

de—apd TRl -

Bij deze functie heeft de uitwendige exponentieele factor
tot exponent 2?, waarvan de coéflicient positief i8. Was
deze coéfficient negatief, dan zou de afgeleide functie geen
imaginaire wortels hebben,

DesaiNt *) bewijst n.l. het volgende theorema.

Fene functie van geslacht O of 1, met reéele wortels,
waarvan de uitwendige exponenticele factor den vorm e +£#:
heeft, waarin « en g reéel zijn, en « negatief, heeft eene
afgeleide, die ook alleen reéele wortels heeft. « en g kunnen
ook nul zijn *).

Desaixt zegt, dat dit theorema gemakkelijk bewezen kan
‘worden, wanneer men beschouwt het evenwicht van een
bewegelijk punt, dat door verschillende vaste centra wordt
aangetrokken, omgekeerd evenredig met den afstand, Op
de manier, zooals boven staat aangegeven, is de stelling
echter ook gemakkelijk te bewijzen.

Tevens kunnen we van deze functies aantoonen, dat voor
hen het theorema van Rowue ook doorgaat.

Fr volgt o. a. uit, dat de reciproke I'-functie eene afgeleide
heeft, die alleen reéele wortels bezit, waarvan er telkens

) Vivasti. Nuove Richerche sulle funzioni intere. Giorn. di Mat, XX VI
(1888) p. 803 e. v. § 4.

2) DesAINT. Bur les fonetions entidres. C. R. CXX (1895) p. 548 o, v.

?) DEsAINT neemt ook de functies van geslacht 2 in zijn theorema op; ik
geloof echter niet, dat hij hiertoe het rechit heeft. Ook zegt hij: « positief;
het is echter duidelijlkk, dat dit eene vergissing van hem is.
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een ligt tusschen twee opeenvolgende wortels van de
functie zelf.

8. We komen thans tot de uithreiding van de stelling op
pag. 100 (§ 6), en wel tot het theorema:

Indien eene eenvoudige functie alleen reéele wortels heeft
en niet nul wordt voor z =0, dan heeft hare afgeleide
alleen reéele wortels,

Het bewijs dat Cesaro hiervan geeft, schijnt ons het
heste toe 1).

We hebben hier:

(J-’ 2 {
g (2) ve=1 0 (2 —a,)
zoodat de wortels van ¢’ (2) gegeven worden door de verge-
lijking :
I

x
ol 0.
=1 (2— ay)

Schriiven we elk der samenstellende brenken aldus :
I il & — (& i1,)

ar (2 — a,) artl(z—a) a*t'(@—a)
|
1 (= w17

2 b () (ly

dan kunnen we hovenstaande vergelijking ook schrijven 1n
den vorm:

convergeort,
Is w oneven, dan gebruiken we de eerste vergelijking en
IS w even, dan gebruiken we de tweede vergelijking, en

.
) CrsAro. Sur les fonetions holomorphes de genre queleongue. C. R

XCIX (1884) p. 26,
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wanneer we dan 2 p + 1 noemen dat getal @ of o 41, dat
oneven is, en wanneer we afzien van de 2 u wortels nul,
dan zien we, dat de beide vergelijkingen kunnen gebracht
worden in den vorm:

Gl v - : — ().
S A PR
waarin ¢ eene reéele constante is, de waarde nul niet
nitgesloten.
sSubstitueeren we nu in deze vergelijking :

2=p-4igq,
dan zien we, dat ook hier ¢ = 0 moet zijn.

9. Hermite ') heeft opgemerkt, dat dit theorema ook
bewezen kan worden met behulp van de stelling van Cuid,
die echter eerst gecompleteerd moet worden,

De vergelijking:

'_\: 4, = ()
1 & — Qy
kan, na met 2 te hebben vermenigvuldigd, ook geschreven
worden in den vorm

I8
7

en bepaalt men van deze vergelijking de voorwaarde, waaraan
voldaan moet worden opdat de wortels reéel zijn, dan is die
voorwaarde, dat de producten 4, a, alle hetzelfde teeken
moeten hebben,

De vergelijking

= 0,
waarin de grootheden a, reéel zijn, heeft dus alleen reéele

'\\'ill'l"jbw'. wanneer of al de Lfl'lmii]m|l~|1 ]i Oof al de ]l]'lnhln‘lwu
A, a, hetzelfde teeken hebben.

1) Zie de opmerking van HErMITE achter de boven vermelde mededecling
van Cesaro in de C. R,
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: 1 ?
[s nu » even, dan stelt men 4, — dan blijkt dus

dat de vergelijking
s i - 1 —()
v ¥ (2 — ay)
alleen recele wortels heeft:; en is o oneven dan stelt men
AV o= =1 dus 4, = rti"' .
en dan blijkt dus ook, dat bovenstaande vergelijking alleen
reéele wortels heeft.

10. Drsaixt heeft nog eene uitbreiding van het laatste
theorema gegeven, en wel:

Bene functie van even geslacht o, met reéele en van nul
verschillende wortels, waarvan de uitwendige exponentieele
factor den vorm heeft

w8 aw]
waarin « en g reéel zijn, en « negatief, heeft eene afgeleide
functie, die alleen recele wortels heeft. « en g kunnen ook
nul zijn.

We hebben hier:

G (2) 2 1
el LNzt B w414 X !
(7 (2) S EhS ¢l @, (2 — @)
zoodat de nullen van @7 (2) gevonden worden uit:
Ly | \,‘ | ()
| &) - 1 " | L
a(®w-a)2 -+ plw J = a2 )

€n substitueert men hier weer in
g=p-41iq,
dan blijkt gemakkelijk, dat ¢ = 0 moet zijn.
Ook kan men bewijzen, dat deze functies aan het theorema
van Rornie voldoen.
1. In eene latere verhandeling ') heeft
aangetoond, dat men voor de eenvoudige

VIVANTI NOZ
functies van

1N ey ‘ A ,
) Vivaxrr, Nuove Richerche ete. § 4.
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geslacht o (0 > 1), die nul worden voor z — 0, alleen het
volgende theorema kan bewijzen.

Wanneer ¢ (z) eene eenvoudige functie is van oeslacht ),
die alleen reéele wortels heeft en nul wordt voor 2 = 0, en
wanneer we p noemen dat getal o of w -+ 1, hetgeen oneven
is, dan zijn de argumenten van de complexe nulpunten van
¢’ (2) begrepen tusschen

v T = T

(24—1)— en 2\ —

Y P

. o 7T al I
en tusschen —(221—1) en — 2 4 :
L P

7 ) — 1
waarbij 4 de waarden 1, 2,.... £ ——— kan aannemen.

M. a. w. Wanneer men het vlak in 2 p gelijke deelen
verdeelt door p rechte lijnen die door den oorsprong gaan en
waarvan er een de. x-us is, en wanneer men aan elken
hoek een opklimmend rangnummer toekent, uitgaande van
den hoek, die boven het positieve deel van de @-us ligt,
en in positieven zin rondgaande, dan bevinden de complexe
nulpunten van ¢ (2) zich alle in die hoeken, welke positieve
ordinaten en een even rangnummer hebben en in die hoeken,
welke negatieve ordinaten en een oneven rangnummer hebben.,

Voor het bewijs van dit theorema verwijzen we naar
VivanTti’s verhandeling. .

12. We hebben dus gezien, dat van de volgende functies:

1°. eenvoudige functies van geslacht O of 1, met reéele
wortels ; |

920  functies van geslacht 0 of 1, met redele wortels én
voorzien van een uitwendigen exponentiéelen factor
e« +R: waarin « en # reéel zijn, en « negatief;

39 eenvoudige functies van geslacht @, met reéele en van
nul verschillende wortels:

£9, functies van even geslacht, w, met reéele en van nul

verschillende wortels en voorzien van een uitwendigen
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exponentiéelen factor e 2482 waarin e« en 1]
reéel zijn, en « negatief;

functies, die door eene lineaire substitutie z | z 4- ¢,
waarin ¢ reéel is, tot eene der vorigen kunnen terug-
cebracht worden; :

de afeeleiden alleen reéele wortels hebben, waarvan er telkens
een ligt tusschen twee opeenvolgende wortels van de functies
zelf, behoudens de uitzondering, vermeld op bladz. 99, Het
is dan ook nu gemakkelijk aan te toonen, dat de afgeleiden
van de genoemde funecties van hetzelfde geslacht zijn als de
functies zelf.

Ziin @, de wortels van G (2), en wel «, de positieve
wortels en u;; de negatieve wortels, waarvan de absolute
waarden zijn «,, en zijn b, de wortels van 67 (z) en daarvan
b, de positieve en b, de neeatieve en de absolute waarden
van deze laatsten g, dan is

e

”;. (< ”;. 1 61 “,4’ . :"'_:a e, i
waaruit volgt:
= 1 N S I S 1 N = |
s T LS 2l P T L S bl A g R il
A 1 A A 1 ol 1 it 1+ lfi
: 1 : | - | |
4 /N
Y 2 Ths > — < 2.~y
A 1 f.’) L1 t 2 1 )y m 1 (tﬁ‘ 1 " 1 ¥
Daar nu de reeks
N l =
v —I ‘”'.' |mit
convergeert, en de reeks
: I
vl |Gy |”
divergeert, zullen de reeksen
= 1 = |
S ——j on ¥ e
A 1 (! \." 1 | {f’”
convergeeren, en ten minste eene van de reeksen
: | - |
> en Y -
D R p=l @

||i‘\'--]'g‘-(~]‘,.“.
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Hieruit volgt dus, dat de reekscn:

x x

Y 1 OT Y _1__

D T L o

= filae 1 =N G, 1
Al="] ey p=1,

convergent zijn, en ten minste eene van de reeksen

SRl =
2 e BILEEY ==
a=1 'J}. w=1 P 73

divergent, dus dat de reeks
. 1
v LDy] S8
convergeert, en de reeks
< l
v=1 | by
divergeert, waaruit dus volgt, dat G’ (2) van geslacht o is.

13, Vivanti heeft ook getracht in het algemeen te bewijzen,
dat de afgeleide van elke eenvoudige functie van geslacht w,
ook eene functie van geslacht o is. Hij is echter later zelf
op dit bewijs teruggekomen '), We zullen deze poging dus
hier verder laten rusten.

14, PomNcare ?) heeft opgemerkt, dat het bewijs van de
alzemeene stelling, die ons thans bezighoudt, niet zoo gemak-
kelijk zal zijn, en dat men daartoe noodig zal hebbén te
onderzoeken, hoe de functie van geslacht o zich in het
oneindige gedraagt, Hij zelf heeft hieromtrent het volzende
resultaat gepubliceerd :

Stellen we dat 2z oneindig toeneemt, terwijl het een bepaald
argument behoudt, en dat « eene grootheid is met cen
argument zoodanig, dat

lim e+ - ().

s

) Vivastr. Rettifiea alla Nota: Aleuni teoremi ete. Giorn. di Mat. XXII
(1884) p. 378 e. v.

2) PoiNCARE. BSur les fonctions entitres. Bulletin d. 1. Soc. math. de
France. XI (1883) p. 136 ¢. v. De resultaten ook in de C. R, XCV (1882)

p. 23 e. v. (Sur les transcendantes entidres).
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dan zal ook
lim 2 T1 G (2) = 0.

Uit de definitie, die Porzcaré geeft van het geslacht van
eene funetie, blijkt, dat hij hier eenvoudige functies op het
oog heeft. Zijn bewijs gaat echter ook door voor functies,
waarbij de exponent van den nitwendigen exponentieelen
factor een polynomium ten hoogste van graad e is, functies,
die Vivaxtr met de notatie y (2) aanduidt.

Voor die functies hebben we dus

. w+ 1
lim e** w (2) =0,

xr

wanneer

h'“" ot g —_— ()'

- ¥
PoixcAri: trekt hier nog de volgende gevolgtrekking uit:
De bepaalde integraal

f ; r 1 ‘}, (2) “,':.‘

cenomen langs een rechten weg met €en zoodanig argu-
ment, dat
lim ¢#» " =0,

K

.o
stelt eene geheele functie In = Voor,

]h"l”‘l Ii'i‘“ hl] |l;1“ ||||'_: ‘..'l'l’lll‘l‘ .']l.. ll;ll wanneer we ."“Il'“l‘n:
i (2) i v &

de volgende betrekking zal gelden:
1

lim | 4, || ylii= U5

|
X

'/,Il.nl;ll we }H“]“H I\“”“l” lil""l“i{'.'”n 'I;[[ j .I 1 H‘I"l'l(l'l':ll”l'l‘nl[?
met het erooter worden van yp, dan

I

(p!)w+1
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15. HapAamarp ') is nu voortgegaan op den weg door
Pomvcarg ingeslagen, en heeft het omgekeerde van deze
stelling trachten te bewijzen.

A priori

Is reeds
steeds

in
door zal

te zien, dat dit omgekeerde niet
gaan. Poimycari toch geeft een voorbeeld
van eene functie van geslacht 1, de functie

In ’t algemeen behooren de functies van
geslacht 1, die, opgevat als functies van z
zijn, tot deze categorie.

die zich in bovenvermelde opzichten gedraagt als eene functie
van geslacht 0

van geslacht O

Het is dus te verwachten, dat, wanneer we vinden dat
sneller afneemt dan

A,

v

I

1
(#1) o F+1
we alleen zullen kunnen bewijzen, dat de functie is of van
geslacht o, of van geslacht o -+ 1.

Tot dit resultaat komt dan ook HADAMARD,

16. De Taylorsche ontwikkeling eener geheele functie is
daardoor gekarakteriseerd, dat de »® machtswortel van de
coéflicient van 2 tot nul nadert, wanneer » oneindig toeneemt.,

[s dus eene geheele

functie
ontwikkeling

(r (2) gegeven door hare
G(E)=4 0+ d1z4+ 422 .....,
en 18 £ de modulus van z, dus
[(:'(:}[""—:.I.,[—{Ai.hl:—? }‘[’li' e i A e

dan kan men schrijven
, _ 1
[ 4] = 7,

[ (»))
waarin X () eene functie voorstelt. die oneindie wordt

1) Hapamarp., Etude sur les propiétés des fonctions entitres et
de Liouville, série 4, t. IX (18D3) p. 171 e. v

v, Journal
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voor » oneindig en die voor alle waarden van p positief is.
Dus is dan

e 1 ¢ G [os e
102 | < — iz LG TR s o PR e | L
| G (2) | — X (0) | RS (YRS L\ ('_’)J ! ‘ L\ ("J 3

Nu wordt door Hapamarp aangetoond, dat, zoo men uit
de vergelijking:
X (») =z afleidt = Y (2) '),
de functie @ (2) niet zoo snel aangroeit als

~i p .
~ 5 4

waarin ¢ positief is, zoo klein als men wil,
17. Passen we dit toe op eene functie waarbij | 4, | sneller
l
(v 1)

X-functie genomen worden

. _(J']“
SO W )

afneemt dan waarin « positief is, dan kan voor de

.

A (»)

waarin H eene constante is.
lmmers. wanneer we de X-functie z60 kiezen, dat
] g
[X (»)]" (v1)*’
1
" A,
(‘r-')“
| ‘
. > | 4|
[ ()
en aan deze voorwaarde moet de Y-functie voldoen.
(X ()] = (v 1)~
Vervangen we nu (»1)* door
(l O ave—»)H,

volgens de formule van STIRLING,

dan is ook, daar

Dus

dat is, door eene grootheid,

i : 1 Dhon we hier andere
1 Om niet tot verwarring aanleiding te geven, hebben we hier i

notaties ingevoerd dan die, welke HADAMARD gebruikt. Wat wij X (») en

Y (2) noemen, heet hij HADAMARD resp. ? (v) en ¥ (2)
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l_[:
el
-
cr

die Kkleiner is, dan zal de X-functie, waarvoor ge

(X)) "

(|72 xve?y)e,

A

ook stellig aan den eisch voldoen.
Dus

) " e
X (v) = (' AL ’-] :
9]

Voor groote waarden van », nadert ["" 27y tot de
eenheid, maar is steeds grooter dan de eenheid, zoodat,

vanneer we |*>2xp door de Kkleinere grootheid 1 ver-

vancen, en de X-functie dus zoodanig bepalen, dat ze

X (v) = [ :] :

: : 1 I
ook stellig aan den eisch vy = | 4, | voldaan zal worden.
s J'_

voldoet aan

We mogzen dus stellen

) =)

De Y-functie is dan
1
Y (2) Hze=

en de functie G (z) zal alsdan niet zoo snel aangroeien als
1
r” - :

18. In een volgend hoofdstuk wvan zijne verhandeling,
waarbij hij echter ook nog terngwijst op eene vroeger door
hem geschreven verhandeling '), bewijst Hapamarp dat,
wanneer van eene geheele functie de coéflicient | A4, | sneller
afneemt dan .l -, de p* wortel (a,) van deze geheele

X (vy -
functie een modulus zal hebben die grooter is dan (1 — &) X (p),

1) Hapayarp., Essai sur Pétude des fonttions donndes par lenr developpe-
ment de Taylor. Journal de Liouville, série 4, t. VIII (1802) p. 101 e v.




113

waarin & oneindig klein is voor p oneindig, zoodat dus de

moduli dezer wortels sneller toenemen dan X (p).
19.  Passen we dit weer toe op het geval dat

£ [2]:
I

b H

=L I y |1
X ) = (—”} A

dan zien we, dat de modulus van den pr wortel sneller

|
groeit, d: (-'“..] y
dan )

[5 4 nu geen geheel getal, en o -+ 1 het geheele getal ,

of, als we stellen 2 —

dat onmiddelijk grooter is dan ., dan is dus de recks
Q

vonvergent, en is de functie dus van geslacht w.
_|H echter 2 wel een geheel getal, stel w - 1, dan is het
niet  zeker, dat bhovenstaande reeks convergeert, maar dan
zal wel zeker convergeeren de reeks |

L a

De functie is dus
netie is dus dan van geslacht o {~ 1, misschien van

geslacht o,
20. Ook ki :
.“]\ .l\.!ll Hu nog bewezen worden. dat de functie is
eene y-functie,
\\"(' l]l-]nlu'll

G (2) = e%® y (2).
HAD, Dt
| l\lll..\\I.\l.Il toont nu ann, dat we kunnen vinden eene
S r “nlra 3 :
| l}l' 1Ze recks cirkels it den  oorsprong  als middelpunt,
eschreve \ Fandd . '
cnreven, met steeds grooter wordende stralen, waarop

Ay

5 () | > et
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dat we ook hebben

Hierboven hebben we reeds gezien ,

| G (\:) !x < r”'”‘;’hv

dus volgt hieruit, dat op die cirkels ook zal zijn:
G| __
9@ |

ook door HADAMARD aangetoond, dat wanneer we

cirkels kunnen aanwijzen met steeds
eene functie van

- O
. G (2) . P s aEh
(4 ‘ \f."

Nu is
cene oneindige reeks
grooter wordenden straal, waarop voOr
den vorm

{,'r.w;}
bovenstaande betrekking geldt, dat dan G (%) op zijn hoogst
een polynomium van graad 2 kan Ziji.

Is dus A niet geheel, maar o - 1 het eerste ocheele getal,

dat grooter is dan %, dan is (G

(.;') op '{fi_]]l ]]IIH:_":-‘.T, oen ]1“]}'.
G () eene yw-functie van

~

nomium van graad w, en dus
geslacht w.

[s A=+ 1, dan
oraad w 4 1 zijn, en dan is dus G (2) of eene
functie van geslacht o met een nitwens-

kan het polynomium G (2) 0ok van
w-functie van
geslacht o, Of eene
digen 1-};‘!11”]['])['Ic'l']l'l! factor e @, waarin (o (2) eén polynomium
van graad o - ] is, of eene tp-ﬂllll‘lii' van geslacht o - 1.
91. Wanneer we dus, om 1€ concludeeren , gegeven hebben
eene rp-l'nllwi.in: van geslacht o, dan is volgens POINCARE
-1

lim | 4, | [ i) 0.

i
dus | 4, | neemt sneller af dan
|
(v a7

of m. a. w. | 4, | neemt sneller al dan

| ey =
(X (»)]" l ) &
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De coéflicienten van de afgeleide functie volgen dezelfde
wet van afname, volgens Hapamarp zal die afgeleide
functie dus zijn van geslacht o of w4 1, waarbij zich
dan nog voor kunnen doen de 3 gevallen, hierboven vermeld
(pag. 114) Y.

) Ik heb van de theorema’s van POINCARE en HADAMARD de bewijzen
achterwege gelaten, omdat die bewijzen cene te groote plaats zouden innemen ,
en omdat het mij niet doenljk scheen ze te geven op ecne meer beknopte
wijze, dan in de nangehaalde verhandelingen geschiedt.




HOOFDSTUK VIL
ANDERE EIGENSCHAPPEN.

{. We willen dit proefschrift nief hesluiten, zonder nog

melding gemaakt te hebben van eenice onderzoekingen, die
op ons onderwerp hetrekking hebben.

In de verhandelingen van Vivaxti staat nog veel, dat we
hier voorbijgaan. Zijne resultaten omtrent lineaire substi-
tutie 1) willen we hier vermelden,
leiden zijn it de formule op pag. 62 e. v. ontwikkeld.

We hebben daar gevonden, dat wanneer we in eene functie

(r(2) (Jizr el ” 11 = )tﬁ"l-,-'T
v |

(l,

omdat die resultaten af te

vervangen door z - £, we eene functie
e : 2 0 (
H(5) = G (£) ef® 1 |1 | e% &=/
y =1 t, -
verkrijgen, waarin

H(z)=G(z4)— G(C) )_ !"': L - ] 2 () ‘ .: )
= a, (, o C

en
""J, = | | '?r' )

1y Vivasti. Sulle funz. int. trasec,
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2\ d [ tr
! [rr,) dt, li_‘:ﬁ} S
1 (: ‘I:..' (14;—] [ [1?.; ]
i a e die=1 1=t

Is G (2) eene eenvoudige functie, dan is dus

HE=K@=— 3 F [i, ﬁ’-—) =R0) ( %]

W1 (y tly -

1

Is w = 0, dan vervallen de termen van het tweede lid.
Kene eenvoudige functie van geslacht 0 wordt dus door eene
lineaire substitutie in eene eenvoudige functie van geslacht O
overgevoerd.

In het algemeen is K (2), zooals we gemakkelijk inzien,
een polynomium ten hoogste van graad o, zoodat dus [ ()
eene y-functie is, en wel eene (y)-functie, want we hebben
(y)-functie genoemd eene y-functie, die door eene lineaire
substitutie in eene eenvoundige functie kan worden overgevoerd.

Eene eenvoudige functie van geslacht o wordt dus door
eene lineaire substitutie in eene (y)-functie van geslacht
overgevoerd,

Ook is het duidelijk, dat eene w-functie van ceslacht w
door eene lineaire substitutie in eene w-functie van hetzelfde
geslacht wordt overgevoerd.

De coéflicient, van 2 in K (2) is:

Cae L L GRO)
v'fl By — ¢ 5 & (*—)

[s dus ¢ een wortel van G (2) dan zal K (2) geen term
met z bevatten. Is G (2) eene cenvoudige functie van
geslacht 1, dan valt dus K (2) weg. Dus:

Eene eenvoudige functie van geslacht 1, G (2), zal door
eene lineaire substitutie 2 | 2z - £ in eene eenvoudige functie
van geslacht 1 worden overgevoerd, wanneer £ een wortel is
van G/ (z). Dit kan dus op oneindig veel manieren geschieden.

Is

6@ =0 T (1-2)ew,
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dan is de coéfficient van 2z in H () gelijk aan:

"

Deze coeéfficient zal nul zijn, wanneer g
de vergelijking:

een wortel is van

G_
G (2) (,.,) + 6 = 0.

Daar deze vergelijking een oneindig aantal wortels heeft, .
kan dus elke y-functie van geslacht 1 op oneindig veel
manieren door eene lineaire substitutie in eene eenvoudige
functie van geslacht 1 overgevoerd worden.

Omgekeerd kan ook elke eenvoudige func tie van geslacht 1
op oneindig veel manieren door eene line aire substitutie over- |
gevoerd worden in eene functic van oeslacht 1, waarvan de '
nitwendige exponentieele factor eene vooruit gegeven wa wrde 1
¢, z tot exponent heeft. £ moet dan cen wortel zijn van: |

G (2) |

il 1. |

G (2) : |

We kunnen het hovenstaande ook nitdrukken door te ‘
|

zeggen:

Elke w-functie van geslacht 1 1s eene (yp)-functie van ge-
slacht 1.
9. Voor de y-functies van hooger geslacht heeft VIvaNTi

nog het volgende bewezen:

Elke w-functie van geslacht o kan op oneindig veel manieren
geschreven worden als de o machtswortel nit het product
van o (¢)-functies. die dezelfde wortels hebben als de gegeven

functie.
Zij gegeven:
w(2) = C PO 2 I (1 . ]r-‘-’-v(,,;):
' v=1 o,
: = Cev® 4 (2),
waarin

IJ’ (2) = A 2 »]— At! 22 _'\t_ e _}_ _A_w‘_x ::..?
en laten &y, Ca,...., L, o te bepalen constanten Zijn.
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Construeeren we de eenvoudige functies:

g1l{R)= Il (1 T~y z__"_) e \&=T)
1

dan gaan deze door de lineaire

™
o ~
<~ l <~ =l

2|z —Gs
< | Ri— ‘g,u
resp. over in de (y)-functies:
(¥ (2) = Cr e 2 ] (1 - }er*’w (=)
V= 1 v
(p) (2) = Cyena© 2% lJl (] = 5 }r O (}:,)
y =1 ly
(9o @) = Coeor 2 T (1= 265D,
o y=1 (,

waarin
a;il =4/ 2+ 4" ....+ Ay @) ¥

4 A B A A

i

Y2 (.C) r— 4'11’

" s ®

U (@) =AS 24 AP+ ...+ A0

De codfficienten A hierin zijn transcendentale functies van
C1'y Cay vorte s ey
Bepalen we nu deze grootheden € zoodanig, dat
Ay + 4 ... . + 4/ =0 4’
A4 .. A = A%

. .

‘.]ll'wﬁ _}_ _.]_:u:‘n _l_ R 7‘,]‘“1..-\ — J,.[w.u‘l,

|

welke vergelijkingen een oneindig aantal oplossingen toelaten,
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dan is
(Yh (@) . (@ha)....(Hw.E =
e ‘ CiG....C0, .
— 10y Og « < L1s G ¥ Wighi(z) — == v (),
dus
C

GO 1 (wn @) . (wh @) ... @) @),

D e oe
2

Y (2) = Ij/-(’l d
hetgeen bewezen moest worden. :

3. Du Sparre ') heeft de voorwaarde, waaraan de wortels
van eene functie van geslacht o moeten voldoen, nam. dat
de reeks

o
ST
y=1 va_l

absoluut convergent is, in een anderen vorm gebracht.

Duiden we de moduli van de wortels a, aan door a,, en
onderstellen we dat deze naar hunne grootte gerangschikt
zijn, dan moet voor eene functie.van geslacht o,

lim a1 (a, +1— &) = rh

V= w
waarin 4 een of ander eindig getal is, verschillend van nul.
Wanneer dit toch zoo is, dan zal steeds, van af een term
ran een genoegzaam hoogen rang,

a1 (apr1—ay) > 4,

of
A

(I DM i
,

12

waarin 4 een eindig getal, verschillend van nul is.
Verheffen we de beide leden van de laatste ongelijkheid

tot de macht w, dan leiden we er uit af:

- piy ) ar + w A4 .

: 4 w ] /
u:,‘f ) « + w4 ) 4+ 2w 4
al e’ +newddnwd

p+n/ % ;

1 De Searrp.  Sur la détermination du genre d'une fonetion holomorphe

dans quelques cas particuliers. C. R. CII (1886) p. 740 e. v.
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We hebben dan:

V=p-4 1 &y v=o7p -} 1 t“’...) il,g.
oo 1 ] r 1 1 ]
< - |
= ,-E'J—r'l‘_.'\T.Tl[ T ‘—m1+--.-§——r...],
n=lmwd)— (0d)—"L114+5 21+ N1+

en daar deze reeks convergeert, convergeert ook de reeks
ao
\ 1 .
v:.:lavw.rl 2

zoodat dus de functie van geslacht e is.

Nadert «, .1 — «, tot een eindigen limiet, zooals bij de
hoogere sinussen geschiedt, of is dit verschil constant, zooals
bij de sinus-, de cosinus- en de reciproke r-functie, dan is
dus de functie van geslacht 1.

Voeren we nu nog in de volgende notaties:

Oyt 1 — Oy =— &y,
== kg
Cyfop ~f 0y — & Oy

Cypp— @y =&+ &y p1 + oo+ &4 po—1=20,,
waarbij we p zoo Kiezen, dat
. h] ‘
lim Y — (.
¥ x (‘V
We kunnen nu allereerst de zoo even bewezen conditie

schrijven:
1

L kAt B T B

1 x
en beschouwen we dan de uitdrukking

. Ve P T
rt,“’ &y ‘{* x 1 fv 1 *|* 30 Y ﬂ: g — Cy 4 p 1

P "
dan is het duidelijk, dat deze uitdrukking A tot limiet heeft.
Schrijven we nu voor den teller:
=

W — W— U b LA 1}
""_%_“:,;‘11 &, l-l’}f""‘i‘“v-i-;v] 1 &y p—1 ‘_ft)yr;b“‘ (1 4-9),

«”
v
dan is het gemakkelijk te bewijzen, dat 5 tot nul nadert,

wanneer p oneindig toeneemdt.




122

y is toch in absolute waarde kleiner dan

Gy +p 1
= 1

*w—1

oy
dus kleiner dan
@i, —d (0 T = (w8 q
“Vfw-l =g {Z,/W_l =
-1 [1 L EEMEE M .],
[ ) ragad

en deze uitdrukking heeft nul tot limiet.
We kunnen dus ook schrijven:

9 Tw—1 a
3 Fa 9 Y "
lim e Y
¥ = oo ])

Noemen we nu s, het oppervlak, dat begrepen is tusschen
twee cirkels met stralen «, en «, ,, dan is

;+ b2 K
en dan kunnen we de voorwaarde schrijven in den vorm:

oy — 7 (¢ ) =4 a 0,,

fw—32
a, a, e

lim ——=2mnl,
¥y = co l"

p is dan het aantal nullen begrepen tusschen de beide cirkels.

Stellen we nu dat men, door de naburige nulpunten met
elkaar te wverbinden, een net van drichoeken kan vormen,
dat het geheele vlak bedekt, en dat, voor genoegzaam groote
waarden van », de drichoeken die tusschen de cirkels met
stralen «, en a, ., inligzen, dezelfde oppervlakte hebben,
dan geldt voor het oppervlak S, van een dezer drichoeken:

S, =u—x,
P

waarin g een eindige, van nul verschillende factor is.

De voorwaarde kan dus ook gebracht worden in den vorm:

[t (g.f‘“’_"‘l N .,,

Y= @

* door &, mag vervangen, omdab «, —=a,”— 0,

waarin men nog e,

en d, t. 0. z. van «,/ oneindig klein'is. Dus:
lim e*—2%* S, = 1.

y¥= x
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Wanneer S, tot een eindigen limiet nadert, of wanneer S,
eene constante grootheid is, zooals dit bij de o-functie van
WriersTrRASS het geval is, dan is de functie dus van
geslacht 2.

4, Ten slotte willen we nog het een en ander vermelden
nit de verhandeling van vox Puzyna ).

Is ¢ (2) eene eenvoudige functie van geslacht o, die niet
nul wordt voor z = 0, dan volgt, zooals we reeds hebben
opgemerkt, uit de formule

1" (f.“ - \", o

p@  JSiat(—a)’
dat ¢’ (2) o wortels 2= 0 heeft. De ontwikkeling in eene
recks van de functie ¢ (2) zal dus zijn van den vorm:
p (g)i= 1 —l— ;'131,12""" il + Jw ‘L;!:-,.-.g.g S 6l ot
Weten we dus eenmaal dat eene functie is eene eenvoudige
functie, dan is uit hare ontwikkeling in eene reeks terstond
haar geslacht te bepalen. Het geslacht van de functie zal
dan zijn @, wanneer o -+ 1 de exponent is van de laagste
macht van z. Hierbij is echter nog eene opmerking te maken,
waarop we zoo dadelijk terugkomen.
Uit de bovenstaande ontwikkeling volgt nu verder:

(]’ (2) (w0 -]* 1) .'I_A; Latfp -+ (w —}-- 2) .4, - g &% P T
g (2) 14,122t A, a2t 4000
We hebben nu reeds op pag. 50 gevonden, dat voor
2| ¢ | a | geldt:
g’ (2)
ﬁ{ " — "'\;c s R '\'.v 19 V- 1 Y PR S
P (2) o ' ‘

waarin

o 1
S
My - & — —  *
v 1 ”v”‘a I

1) v, Puzyya. Ueber den Laguerre’schen Rang einer eindeutigen analytischen
Ifunction mit unendlich vielen Nullstellen. Monatshefte fiir Mathematik u.
Physik. IIT. (1892) p. 1. e. v.

De schrijver behandelt hierin ook de transcendentale functies met cene
eindige grensplaats der nullen. Om echter niet buiten ons vastgesteld kader
te raan, zullen we zijne onderzoekingen hieromtrent laten rusten.
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Hieruit volgt dus de identiteit:
I’w—|—1)xi_,__._1.«.“—}—((r3—'*_.]41 :'1'—*— ...... —

= — (Sy12°+ S, pa22+1 |-, I = ‘1-—‘ 3"‘+]+“1w—f-233+2“:‘ s

en door gelijkstelling van de’e (f-(tn,sfﬁ(;-lcnten van de gelijknamige

machten van z, vinden we hieruit gemakkelijk:
Sut1=— (@ 4+ 1) 4,11

E;_.,_‘ i (f.l} -;— '-'_},) .1'1'.,,‘ e

2ut+1 = — 2w+ 1) 43,4

b::w-l-” T (—2 (&) "i" -—]’ -‘:i’.’.w 42— ‘q;_‘ o B | -L'L,; L6

S,

Stwrs—=— 2 w 4+ 8) Ay s — Syr1 Aura— Sopadyi

Squpit1——Rod-k+1) 4oy — S, '1‘] P
— Syre 4

R e
en omgekeerd:

1 )

L A
w41

1 ;

.4‘1;,‘. J.g = — " —I— 5] »SW + 2

;I_-,,- L a—lim

Agyis=—5——5 (Ssuts+ A1 S+ 4yt2S,+1)
3

Ay 41 = — | (Szwtr4+1+ dutr1 S04+

-J[- b ;__1~i-- A J'L_|.;. a“\'.,,,+,|).

Het kan nu gebeuren, tl;u .H',., +1 = 0. Dan is dus ook
A,1 =0, en de ontwikkeling in eene reeks heeft da
den vorm:

p (&) =14 A sevta1 00
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Alhoewel de functie van geslacht w is, zou hieruit volgen,
dat ze was van geslacht o -} 1.

yv. Puzyxa zegt alsdan, dat de functie is van het oneigen-
lijke geslacht w + 1.

Zoo zal in het algemeen eene functie van geslacht e zijn
van het oneigenlijke geslacht o - £, wanneer

— 0,

Dy + 1 —

'q*‘ 41 — ‘L-’ru -+ 3
5. v. Puzyna brengt hier nog bij te pas de z. g. bijbe-

hoorende functies.
Het is duidelijk, dat we elke functie van geslacht w,

G(2) = Cel@z T] (1 = ]f_‘ 2l
” 1 tly

kunnen schrijven in den vorm van eene functie van geslacht
w - & We hebben toch:

k W ]
iy s - -

=1 YE" o qaete 1 e=1"

14 =
-
T
~
=l o
-
—~—
43

er
en dus
v v fat - & ﬂ'l -k :
(r [;}:(‘-f"’!" 25 “1{1 - ]" d! (“')?
. . vV .

waarin

o/
t.
7 8

Gh (2= G\ (2) i
{ =T -{— L

ln*

We kunnen hierbij opmerken, dat door deze verschillende
wijzen van schrijven, eene y-functie toch steeds eene
w-functie DIjIT.

Duiden we nu de eenvoudige functie

I,[ ( I 2 “‘-’.u ( o )
¥ A Y tly,

aan door g, (2), dan noemt v. Puzyna de cenvoudige functie

0 2 0 L~ Al |
vIIl ( a, L

de &% Dbijbehoorende functie van ¢, (2), en duidt haar aan
door g, 4 i (2).
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Tusschen die beide functies geldt dus de betrekking:

Pt
a2,
Wanneer nu de functie van oneigenlijk geslacht o 4 % is,
zoodat )
S =S et R — S e — (14

dan volgt uit bovenstaande betrekking, dat we alsdan hebben:
P2 =Tt te (&) e — p SR rE| ()5
of in woorden :

Eene eenvoudige functic van geslacht o en van oneigenlijk
geslacht w -4 £ is identisch met hare eerste £ hijbehoorende
functies.

Een wvoorbeeld van eene dergelijke functie is de e¢-functie
van WEIERSTRASS (o = 2).

We hebben hier S; = 0, dus is de functie van het oneigen-
lijke geslacht 3, en is |

6 (2) = o3 (2) Y).

Bij deze functie hebben we nog dit bijzondere, dat steeds
S, = 0, wanneer p oneven is. Hieruit volgt, dat we ook
hebben

Gy (8) = 03 (2)
g (2) = 07 ()
of in woorden:

Elke bijbehoorende functie van ¢ (2) is identisch met de
onmiddelijk daarop volgende bijbehoorende functie met oneven

index.

Hetzelfde doet zich voor bij de sinusfunctie en de cosinus-
fl“l(‘.“lf,

Bij de sinussen van de 4* orde (e == 1) heeft men:

Sg:.‘ﬁﬁ;:“‘, Ss = S = S;,- — A0 oo o i

) De notatie @, (2) heeft hier natuurlijk eene andere beteckenis als in
hoofdstuk V § 29.
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zoodat ze van het oneigenlijke geslacht 3 zijn, terwijl er
voor geldt:
g1 () = g2 () = ¢35 (2)
Ps (2) = g5 (2) = qa (2) = g7 (3)

6. Merken we nog op, dat, in het geval dat .S, = 0 voor
p oneven, uit de bovenstaande tabel voor de berekening der
cotflicienten van de ontwikkeling in eene reeks volgt, dat
al de codflicienten met oneven indices verdwijnen, en dat de
overige cotflicienten gevonden worden uit de volgende tabellen:

Yoor o oneven,

1
Ay p1=———= Suy
W Fl w k}ﬁ l W - 1

1

11_., i = H%_ ): 'q.u + 3
i
AIJW' — =D (l.')- "\l v
[ y .
‘le-|-:l-'— ;tu_‘i_,(\3u+-‘l_}_‘1ul1\u1l)
1 ; ‘
Ay s =— g (Deta Ao +1 8043+ A3 S0 41)
[

"Ji wtk = Tﬁl (S-lx i 5-'!‘4‘]..: +1 H..; + k=1 ”i* "I:u 4-3 H..a e k=3 "?-
(]1: ('\r['.]]) AT —l-- ‘J»J L k=1 SN A l)‘

\r(_lﬂl' w BVell,

1!.4 -2 o Iﬁ 'qd-}-ﬂ
0 == &
Ll
41...- 4 — ‘H.u 4 4
w -} 1
|
Ay y = — Sa




v
Sayura

- D) oy L
Q Tew

1
w—%—.;

1 ol ,
- =7 (‘ Juwt4 ’1 “'I:-; + 2 ’S;v' ' 2)

4‘1‘3:.-)—';-2 =

2

8

Asots=—"5 11
LWy S =S 4
Ay i3 = 5= 7 (Sut i Lut3 Dt k3T CuthOut2—aTl e
“~ | v

(i(- O\“‘?“) S + -(1;.1 L f—2 'q.u + 2’
Het is hieruit duidelijk, dat de functies die hieraan voldoen,

: Sin 2 o (2) , b ) :
zooals — —, c08 2, ———, geen termen met 2z .tot eene

oneven macht bevatten.

Door eene dergelijke beschouwing is het even cemakkelijk
aan te toonen, dat de exponenten der termen van de sinussen
van de 4¢ orde met 4 moeten opklimmen.
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De manier, waarop Hermwire de waarde van G (z) afleidt
voor de functie sin 2z '), is te beschouwen als te zijn analoog
met de in dit proefschrift ontwikkelde algcemeene methode.

De definitie, die v. Puzyya geeft van het geslacht eener
functie:
Kene functie is van geslacht ., wanneer o het kleinste
positieve geheele getal is, waarvoor
Crig (2) e |
AU G (2) 1o
I8 onjuist,

L11.
Ten onrechte beweert Brior (théorie des fonctions abeé-
liennes, 1879):

La méthode de RiMasy présente de grandes diflicultés, ot

) HERMITE, t. a. p. p. 102 o. v,




ne parait pas susceptible d’acquérir le degre de clarté et de
rigueur que l'on recherche dans les Sciences mathématiques.

IR

Het begrip differentiaal wordt bij Stury niet op de juiste
wijze afgeleid.

Ve
De functic ¢ () uit de leer der kleinste kwadraten wordt

door CHAuveser en WATSON, in navolging van GAUss, op
twee verschillende wijzen gedefinieerd.

Vals

De theorie der espérance morale van DaNiEL BERNOUILLI is

niet coed u(‘;ll'()llll\'r'.‘w"r,

VIL

Twee lijnen, in een plat viak gelegen, snijden elkaar in
twee punten; twee evenwijdige lijnen in het positieve en
het negatieve oneindige punt, twee niet-cvenwijdige lijnen in
het eindige en het dubbel-oneindige punt.

VIIL

Het bewijs, dat Srurm geeft van het heginsel der virtueele
snelheden, is onvoldoende.




De logica, waarmede OsrwaLp zijne energetiek ') verdedigt,
is bedenkelijk. '

X.

Bij een zeer elementair onderwijs in de Natuurkunde
verdient het de voorkeur het begrip massa niet in te voeren,
en dus te blijven spreken van het gewicht van een lichaam.

X1,

Tot op dit oogenblik kan er niet beslist worden tusschen
de verschillende hypothesen omtrent het wezen der z. g.
A-stralen.

XL

Temperatuursbepalingen, met behulp van een kwikthermo-

meter, tot op nauwkeurig, hebben niet de minste

10000
wetenschappelijke waarde,

X111,
Bij het onderwijs in de cosmografic moet het behandelen
van de beweging der planeten om de zon voorafgaan aan

het vermelden van hunne schijnbare beweging van uit de
aarde gezien.

) Zeitschr. file phys. Chemie XVITL p. 305 o. v.




XIV.
H, 0 is eene onverzadigde verbinding.

XV.
Het gas, uit cleveit verkregen, bestaat uit twee elementen.
XVI.

Si I'on ne sait pas tout, si méme l'on ne sait jamais tout,
ce n'est pas un argument pour cesser d'apprendre. Il est
mauvais que linconnu bénéfice de ce que nous ignorons. Au
contraire . notre éternel espoir doit étre d’expliquer un jour

inexpliqué: et nous ne saurions avoir sainement un ideal,
en dehors de cette marche & l'inconnu pour le connaitre, de
cette victoire lente de la raison, au travers des miseres de
notre corps et de notre intelligence.

Zona, Lourdes p. 201.
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