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OPLOSSINGEN

DER

ALS PRIJSVRAGEN VOORGESTELDE

VRAAGSTURREN,

voor welker beantwoording ler Alyemeene Vergadering
van ket jaar 1872 Adanlagen zijn foegewezen
aan den Heer
. J. VERSLUYS,

VRAAGSTUK I

ALS TWEE PLATTE GLAZEN SPIEGELS EVENWIJDIG EN MET
DE SPIEGELENDE VLAKKEN NAAR ELKANDER GEKEERD
ZIJN, DAN WEET MEN, DAT DE LICHTSTRALEN, DIE OB
DEN EENEN SPIEGET, INVALLENDE NAAR DEN ANDEREN
TERUGGEKAATST WORDEN, VAN DEZEN NOGMAALS WORDEN
TERUGGEKAATST, ZOODAT DE LAATSTE RICHTING DER
STRALEN EVENWIJDIG IS AAN HUNNE EERSTE RICHTING,
VOOR DAT ZIJ DEN EERSTEN SPIEGEL BEREIKTEN. ONDER-
STELT MEN NU DAT EEN DER SPIEGELS OM EENE ZEKERE
LIJN, AL OF NIET IN DESZELFS VLAK GELEGEN , EEN
HOEK ¢ RONDGEDRAAID IS, DAN WORDT GEVRAAGD
NAAR DE RICHTING DER UITTREDENDE STRALEN, DIE
TWEEMAAL TERUGGEKAATST DEN TWEEDEN SPIEGEL
VERLATEN.

DIT VOORSTEL OP TE LOSSEN IN DE ONDERSTELLING, DAY
VAN GEEN DER BEIDE SPIEGELS DE VOOR- EN ACHTER-
VLAKKEN YOLKOMEN EVENWIJDIG ZIJN, MAAR DAT DEZE
ZEER KIEINE HOEKEN VORMEN ; VOORTS ALS EIJZONDER
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2 J. VERSLUYS, Oplossingen

GEVAT, VAN TOEPASSING AAN TE NEMEN, DAT DE LIJN
VAN DOORSNIJDING DERE VERLENGDE SPIEGELENDE VLAX-
KEN BLINA EVENWIJDIG IS MET DE LIJN, OM WELKE
EEN DER SPIEGELS GEDRAAID WORDT, EN DAT TEVENS
DE RICHTING DER STRALEN DEZE LIJNEN BIJN4
RECHTHOEKIG KRUIST.

§ 1. Nemen wij een rechthoekig cvbrdinaten-stelsel aan, waarin
de richting van een rechte lijn bepaald wordt door de hocken,
die de lijn met de coirdinaten-assen maakt; terwijl de stand
van ecn vlak bepaald wordt door de hoeken, welke eene loodlijn
op dat vlak met de cobrdinaten-assen maakt. In beide gevallen
" noemt men die hocken de richtingshoeken, en wij zollen een rechte
lijn of een plat vlak aanduiden door het opnoemen van de rich-
tingshoeken,

Bij de oplossing van het opgegeven vraagstuk maken wij gebruik
van de drie volgende problema’s:

§ 2. In de cerste plaats nemen wij aan, dat een plat viak
(a, b, ¢) een hoek @ gedrnaid wordt om de Z-as, en wij sullen
de richtingshoeken a,, b, c¢; van het viak na de draaiing
bepalen.

Merken wij op, dat elke loodlijn op het vlak om de Z-as een
hoeck ¢ omwentelt. Nemen wij nu die loodlijn op het gegeven
vlak, welke tevens door den oorsprong gaat, Als dan een hol,
die den oorsprong tot middelpunt heeft, de cotrdinaten-assen snijdt
in X, Y en Z, de loodlijn op het gegeven vluk in A en diezelfde
loodlijn na de omwenteling in B, dan is (zie P, VII, fig. 1):
XA=90a, YA=—4d, ZA=¢c, XB=4¢,, YB=b,, ZB=¢,

LAIB=9¢, XY=YI=1IX =90°
Daar de wenteling om de Z-as geschiedt, is ¢, = ¢. Bepalen
wij nu verder @, Daartoe hebben wij in A AZX:
Cosa — Cosc Cos 90°  Cosa
G A = e Bin 805 — Sinc:
In A BZX hebben wij verder:

Cos a; = Cos 90° Cos ¢, + Sin 90° Sin o; Cos BIX

Cos a, = Sinc Cos (¢ + ALX)

€osa, = Sinc Cos @ Cos ALX — Sinc Sin @ Sin ALY
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Cos ay = Cos a Cos @ — Cosh Sin Q.

Evenzoo  Cos by = Cosa Sin @ + Cos b Cos ¢.

Opuengincen 1, Deze formules gaan door voor alle standen
der loodlijn,

2, Wij hebben de wenteling van de X-as naar de Y-as ge-
nomen. Geschiedt de wenteling in ‘tegengestelden zin, dan behoeft
men slechts ¢ negatief te nemen.

3. Wij hebben de Z-as als omwentelings-as aangenomen, omdat
voor een willekeurige omwentelings-as de formules omslachtig
worden. Men vindt voor een omwentelings-as (p, ¢, ), als P de
hoek is tusschen die as en de loodlijn op het gegeven vlak,

Cos ay = Cosa Cos @ + 2 Sin* } @ Cosp Cos P
=+ Sin @ 1/(2 Cos a Cos p Cos P — Cos? a4 Sin® p~— Cos? P).

4. Voor cen omwentelings-as cvenwijdig aan de Z-as heeft
men dezelfde formules als hierboven.

§ 3. Een straal (p, q, r) wordt gebroken door een plat
vlak (a, b, ¢). Als gegeven is de brekings-coéfficient n, vraagt
men de richiing van den gebroken straal te bepalen.

De gebroken straal zij (py, g 7). Om py, gy en r, te be.
palen, merken wij vooreerst op, dat de invallende straal en de
gebroken siraal in ¢éen plat vlak liggen met de loodlijo in hun
gemeenschappelijk punt opgericht op het brekende vlak, Er
moet dus cen vierde lijn (A, g, v) zijn, die rechthoekig op die
drie lijnen staat, Men mcet dus waarden voor A, 4 en v kunnen
vinden, zéo dat

Cos A Cosp, =+ Cos p Cos g1 + Cosv Cosry =0,
Cos A Cosa = Cosp Cosb —- Cosv Cose =0,
CosA Cosp + Cosy Cosq + Cosv Cosr = 0.

En dat men zulke waarlen kunne vinden, wordt uitgedrukt

door de voorwaardes-vergelijking :
Cosp, Cosq, Cosr,
Cosa Cosb Cosc |=0.
Cosp €osq Cosr

Als wij den: hoek, dien de gegeven straal maakt met de loodlijn
wit den oorsprong op het gegeven vlak neergelaten, A noemen,
is, Cos A = Cos a Cosp -+ Cos b Cos q + Cos ¢ Cosr.

De cosinus van den invalshoek is
1’
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== (Cos a Cosp + Cos b Cos g +- Cos ¢ Cos ).
De eosinus van den brekingshoek is
= (Cos a Cos py + Cos b Cos q, + Cos ¢ Cos r,).
Daar n de brekings-coélicient is, hebben wij

1 —(CosaCosp, 4+ Cos b Cosq, + Cosc Cos r,)? = i:, Sin? A,
of
Cosa Cos py + Cosb Cos ¢, + Cos ¢ Cosry = ;_1'::-‘ V(n?— Sin? ),

of, bij bekorting voor het tweede lid B stellende;
Cosa Cosp, + Cos b Cosq, + Cos ¢ Cogry = B,

Wat het teeken van B betreft, werken wij op, dat, als de
loodlijn it den vorsprong op bet gegeven vlak neergelaten een
scherpen hoek maakt met de invallende straal, diezelfde loodlijn
ecn scherpen loek zal maken wmet de gebroken straal. En als
de cerste hoek stomp is, zal ook de tweede stomp zijn. Daaruit
volgt, dat B hetzellde teeken moet hebben als

Cosa Cosp + Cos b Cos g 4 Cos ¢ Cos r.

Daar p,, g4 en r; de hoeken zijn, die een zelfde lijn met drie

onderling rechthoekige lijnen maakt, heelt men

Cos* py + Cos? g, 4+ Cos? ry = |,
Uit deze vergelijking en uit
Cos a Cospy == Cos b Cos q; < Cos ¢ Cosry = B

Cosp, Cosq, Cosr,

Cosa Cosb Cosc |=0

Cosp Cosq Cosr

moeten nu p,, g, en ry bepauld worden.

Daartoe tellen wij bij Cose maal de eerste kolom der determi-
nante, Cos b maal de tweede kolom en Cosc¢ maal de derde kolom
op; dan komt er:

B Cosq, Cosr,
1 Cosb Cosc
CosA Cosq Cosr
Cos q, (Cos ¢ Cos A — Cos 1) == Cosry (Cos q — Cos b Cos A)
—+ B (Cos b Cos r — Cosec Cos 9) = 0.
Telt men bij de tweede kolom, vermenigvaldigd met Cos b,
de cerste kolom, vermenigvaldigd met Cosa, en de derde

=0, of
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kolom vermenigvaldigd met Cos e, dan komt er:
Cosp, B Cos 1,
Cos a 1 Cose | =0, of
Cosp CosA Cosr
Cos py (Cos r — Cos ¢ Cos A) + Cos ry (Cos a Cos A — Cos p)
+ B (Cos ¢ Cos p — Cos a Cos r) = 0,

Substitueert men nu de waarden voor p, en g, uitde twee voor-
gaande vergelijkingen in Cos® p, + Cos® g, 4 Cos?r, =1, dan
komt er:

Cos? 1, ((Cos a Cos A — Cos p)? 4 (Cos b Cos A — Cos q)*
+(Cosc Cos A — Cos r)*}
— 2Cos ry B {(Cosa Cos A — Cos p)(Ces a Cos r — Cos ¢ Cos p)
+ {Cos b Cos A — Cosg) x (Cos b Cos r — Cosc Cos q)}
+ B? (Cos a Cos r — Cos ¢ Cos p)?
~+ B*(Cus b Cosr — Cos ¢ Cos q)*— (Cos ¢ Cos A — Cosr)* =0,
Deze vergelijking wordt na herleiding :
Cos? vy Sin? A — 2 Cosr, B Sin? A Cose

—+ Sin®* A (C’as! £ — C'os% + Cos?r — 2Cos ¢ Cosr Cus:l) =i

n?
of Cos*ry — 2 Cosry B Cosc—4~ Cos? ¢
Cos*c+ Cos*r—2 Cose Cosv Cos A _ 0
nt -
Dus is Cosr, =B Cose

1
=+ = {(B*Cosc—Cos*c)n? 4 Cos® c+Cos*r —2(0scCosrCos\ }
n? — Sin* A

of, als wij voor B? schrijven <
n

1
Cosry =B Cos ¢ &~ —(Cos r — Cos ¢ Cos A),
n

Ow te zien, welk teeken wij hier woeten nemen in de waarde
voor Cosry, mertken wij op, dat voor . =1 geen breking plaats
heeft, en dat dan r, moet overgaan in r. Daar zulks voor het
bovenste teeken geschiedt, is voor den gebroken straal:

1
Cosry, =B Cosc +;(C’oar— Cos c Cos A).

Evenzoo Cosp, =B (osa - '1-‘-(00313 — CosaCos A),



6 1. vErsLuYs, Oplossingen

Cosq, = B Cosb —|—% (Cos g — Cosb CosA).

§ 4. Als n de brekings-coéfficient van de lacht in glas is, dan
geven de voorgaande formaules de richting aan van een straal, die
van de locht in het glas gaat. Als (p, g, r) een straal is, die
van het glas in de lucht gaat, moet men in die formules n ver-

1 %
vangen door =5 waardoor men krijgt:

Cos py =B’ Cosa +n(Cosp — Cosa Cos A), enz.
waarin B’ = 4 V1 —n? Sin®* A, terwijl B’ hetzelfde teeken
heeft als Cos.A.

§ 6. Door een plat vlak (a,p,y) wordt een lichtstraal (p, g, 1)
teruggekaatst ; de richtingshoeken p,, q,, ry van den terugge-
kaatsten straal te bepalen.

Als de locdlijn, uit den oorsprong op het gegeven vlak neerge-
laten , een scherpen hoek maokt met den invallenden straal, dan
maakt zij een stompen hoek met den ternggekaatsten straal; en
omgekeerd. En daar die hoeken verder elkanders supplement zijn,
heeft men:

Cos py Cos s+ Cos gy Cos B + Cosry Cosy
= — (Cosp Cos e+ Cos g Cos B4 Cosr Cosy) — — Cos A,

Daar de invallende straal en de teruggekaatste straal in één plat
vlak liggen met de loodlijn, in het invalspunt op het gegeven vlak
opgericht, zoo heelt men, even als in het vorige problema,
Cosp; Cosq, Cosry
Cosa Cosfp Cosy
Cosp Cosg Cosr

Cos? p, 4 Cos® g, + Cos* ry =1 en (zie hierboven)
Cosp, Cos & - Cos gy Cos B+ Cosry Cosy == — CosA. -

Uit deze drie vergelijkingen moeten p,, ¢, en r, bepaald wor-
den. p, elimineert men uit de twee vergelijkingen van den eersten
graad, door in de bovenstaande determinant bij de eerste kolom,
vermenigvuldigd met Cosz, vp te tellen de tweede kolom, maal
Cos B, en de derde Lolom, maal Cosy,

Men vindt dun

=0. Ook is
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—Cos A Cosqy Cosr,
1 Cosfp Cosy|=0, of
CosA Cosq Cosr
Cos q, (Cos y Cos A — Cosr) - Cos r; (Cos g — Cos 3 Cos'A)
= Cos A (Cos 3 Cos r — Cos y Cos q),
Evenzoo verkrijgt men:
Cosp, —CosA Cosr,
Cos e 1 Cosy | =0, of
Cosp CosA Cosr
Cos p, (Cos r — Cos y Cos A) + Cos r, (Cos z Cos A — Cos p)
== Cos A (Cos y Cos p — Cos z Cos r).

Substitueert men de waarden voor Cosp, en Cosgq, uit de
twee laatste vergelijkingen in Cos? p, + Cos® g, + Cos* r; =1,
dan verkrijgt men:

Cos? r, {Cosp — Cosa Cos A)* +(Cos g — Cos § Cos A)?
~+ (Cos r — Cosy Cos A)* } = 2 Cosr, Cos A X
x {(Cos p— Cos & Cos A)(Cos e Cos r — Cos y Cos p)
=+ (Cos g — Cos B Cos A) x (Cos B Cosr — Cosy Cos q) }
~ Cos? A (Cosy Cosp — Cos e« Cosr)? + Cos* A X
X (CosP Cosr — Cosy Cosq)* — (Cosr — Cosy Cos A)* = 0.
Na hetleiding wordt deze verpelijking:
Cos?ry Sin® A2 Cosry Cosy Cos A Sin®* A
+ Sin? A (2 Cosvr Cosy Cos A — Cos* r) =0,
of Cesry + 2Cosr, Cosy CosA + 2CosrCosyCosA — Cos?r =0,
of Cos? v, — Cos® r—4-2 Cosy Cos A (Cos ry + Cusr) = 0,
of (Cosry - Cosr+ 2 Cosy Cos A)(Cosry + Cos r) =0,

Neemt men hierin Cos ry + Cos r =0, dan krijgt menr;, = —r.
Deze waarde komt overcen met de tegengestelde richting van den
invallenden straal. Deze oplossing, die men vooruit verwachten
kan, mag weggelaten worden, waardoor men verkrijgt:

Cosry— Cosr - 2 Cosy Cos A = 0,
of Cosry = Cosr— 2 Cus y Cos A,
Evenzoo Cosp,= Cosp—2 Cosz Cos A,
Cosq,— Cosqg— 2Cos 3 Cos A,
§ 6. Nu willen wij de richting van een siraal {p, q,r) bepalen,

nadat die straal gebroken, teruggekaatst en nogmaals gebroken
o
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is door den Spiegel, wiens voorviak (a, b, c) en wiens achter-
viak (2, B, ¥) is.
Zij (py, gqq» ry) de straal, die eenmaal gebroken is;
(Pas v 7) de straal, die eens gebroken en eens teruggekaatst is;
(pss gy rs)de straal, die uit den spiegel komt,
Volgens § 3 hebben wij onmiddellijk :

1
Cosp, =B Cosa +;(C’osp — Cosa Cos A),
Cosq, = B Cos b +:—l(6’osg — Cos b Cos A),

1
Cosry =B Cose 4 ;;(C’ﬂs r— Cos e Cos A).
Hierin is
Cos A = Cosa Cosp 4 Cos b Cos g + Cosc Cosr
n? — Sin? A
n?
waarin B hetzelfde teeken heeft als Cos A,
Volgens § 5 heelt men :
Cospy — Cosp; — 2 Cos ez Cos Ay,
wasrin Cos Ay = Cos e: Cospy + Cos  (os g, + Cosy Cos 1y
= B(Cosa Cos 2 + Cosh Cos B 4 Cosc Cos ¢)

B=+

1
-+ = (Cosz Cosp + Cos B Cos g + Cosy Cosr)

1
— Cos A (Cos a Cos 4 Cos b Cos B + Cos ¢ Cos ).

Als de nnrsprong der coirdinaten niet tusschen voor- en achter-
vlak vin den spiegel ligt, is Cos a Cos & Cos bCos B + Cos ¢ Cosy
de cosinus van den hoek, die voor- en achtervlak van den spiegel
met elkander maken, Die hock is zeer klein, en als wij dien
hoek & noemen , is:

3
C'oss_l—rz-—l-
en daar 3 zeer klein is, kunnen wij veor Cos3 1 stellen,

Stellen wij bovendien Cos & Cosp+ Cos 8 Cos g+ Cosy Cosr
= Cos C, en vervangen wij in de waarde voor Cosp,, de cosinus
van py door den vroeger gevonden vorm, dan komt er:
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Cosp— Cos a Cos A
n

~+ B (Cos a — Cos z) +2C:8¢

Cospy = — B Cos &

(Cos A — Cos C).

Daar voor- en achtervlak van den spiegel een zeer kleinen
Loek met elkander maken, is ovk de hoek, gevormd door delood-
lijnen, uit den oorsprong op die twee vlakken neergelaten, zeer
klein, En hieruit volgt weder,dat Cos a — Cos & en Cos A — CosC
zeer klein zijn. In de voorgaande waarde van Cos py zijn dus
de twee laatste termen zcer klein.

Men verkrijgt de waarde voor Cos gy, als men in de waarde
voor (o8 p, p vervangt door g, a door b en « door 3. Evenzoo
voor Cos ry.

Bij al het volgende zullen wij steeds het produkt van tiwee
zeer kleine grootheden verwaarloosen.

Voor den straal, die uit der spiegel komt, heeft men volgens § 4

Cos py = B, Cos a 4 n (Cos py -— Cos A, Cos a),
waarin Cos Ay = Cos a Cos p; + Cos b Cos g3+ Cosc Cosry

=D +-§(OmA — Cos C).

Hierin is Cos A — C'os C zeer Llein, zoodat Cos Ay het tegen-
gostelde teeken heelt van B,
B, = 4 1/(1 —n? SinA,)
= = 1/(1 + 22 Cos? A, — n?).
Stellen wij hierin

2
Cos? Ay = {—-— B +%(008A — Cos C}}

=B3—4;]i(003&— Cos C)

n®— Sin® A

of, doar B2 = 5 ’
n
n?— Sin2A 4B
Cos® Ay = — (Cos A — Cos C),

dan komt er :
B, =% v/ {Cos* A — 4Bn(Cos A — CosC)}
B, = CosA V{l __4Bn (Cos A — CosC)

.

Cos* A
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Daar C'os A — Cos C zeer klein is, kan men schrijven:
2Bn (Cos A — Cos C)]

By =4 CosA {l

Cos* A )
2Bn (Cos A — Cos C)
By = 1CosA .
' —{ o Gos A

De vorm tusschen accolades heeft hetzelfde teeken als Cos A.
Maar B; moet hetzelfde tecken hebben als Cos A,, en hierboven
hebben wij gezien, dat C'os A, het tegengestelde teeken heeft van
B. B, hecft das het tegengestelde teeken van B en dus ook van
Cos A, zoodat wij in de voorgaande waarde voor B, het onderste
teeken moeten nemen.

: ; — Ces C

Dus is B, = — CosA + ZBn{(’o.EOJ;A Le ).

Door substitutie der waarden voor Cosp,, Cos Ay en B, in den
vorm, die hierboven voor Cosp, gegeven is, vindt men :
2Bn Cosa(Cos A — Cos C}

Cos A

~+ Cosp — Cos a Cos A — nB Cosx + nB (Cos ¢ — Cos z)
+2Co0see(Cos A — CosC) 4 nB Cosa — 2 Cos a(Cos A — Cos C)
2Bn Cos a (Cosh— Cos C)

Cos A
+ 2nB (Cosa ~— Cos &) — 2 (Cos a — Cos &) (Cos A — Cos C).

Daar twee factoren van het laatste product zeer klein zijn, kan
men het weglaten. Verder kan men de twee voorgaande termen
samenvatlen tot;
2Bn
Cos A

Voor Cos a Cos A — Cosa Cos C kan men schrijven :

Cosa Cos A — Cos et CosC,
daar het verschil van heide vormen een produkt
(Cos & — Cos &) (Cos A — Cos C)
is, waarvan heide factoren zeer klein zijn. [let voorgaande wordt
dan :

2Bn

] (Cos & Cosh — ('na CosC 4= C'osa Cos A — Cos% CosA)

Cos py=— Cosa Cos A +

of Cosp;=Cosp—2 CosaCos A +

(Cosa Cos A — Cos a Cos C+ Cos a Cos A — Cos @ CosA).
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2Bn
of =i (Cos a Cos A — Cos & Cos C),

wiarin de vorm tusschen haakjes zeer klein is.
Men heeft nu ten slotte:
2aB

Cospy = Cosp — 2C0s a Cos A Tos A

(Cos a CosA — CoszCosC).
Evenzoo:

B
Cosq, = Cos g — 2Cosb CosA 4 6_'2_0'.: i (Cos b CosA — CosBCosC),

B
Cosry=_Cosy — 2Cosc Cos A +%:_A (Cos ¢ CosA— CosyCosC),

Orxercixe. Voor den hoek tusschen den straal (p, g, #) en
dienzelfden straal, nadat hij uit den spiegel komt, vindt men:

Cos p Cos ps + Cos q Cos g3+ Cosr Cosrg =1 —2 Cos® A

2nB
& Cos A

§ 7. DBepalen wij nu de richting van den straal (p, gq, r),
nadat hi even als in de vorige § door den spiegel (a, b, ©),
(2, B, v) tweemaal gebroken en eenmaal teruggekaatst iz, en
vervolgens door den spiegel, wiens voorviak (ay, by, €,) en wiens
achterviak (21, By, y,) 18, tweemaal gebroken en eemmaal terug-
" gekaatst wordt,

Noemen wij den straal , die uit den tweeden spiegel komt,
(Per 9e» 6)» dan worden pg, gg, g uit P, g3y 75 bepaald, op
dezellde wijze, als p,, g4, 75 it p, ¢ en r bepaald worden. Men
heeft dus onmiddellijk :

Cos p; = Cos py — 2 Cos @, Cos A,

-+ -2%-]1 (Coz a, Cos A; — Cos &) Cos Cy),

(Cos* A — Cos? C).

Co
waarin :
Cos Ay = Cos a; Cos p; + Cos b, Cos g3+ Cos ¢, Cosrg,
Cos Gy — Cos &) Cos py 4 Cos B, Cos g3+ Cos g, Cosrg,
By— 4 1 (n® — Sin? Ay).
n

B; moet hetzelfde tecken hebben als Cos Ay,
Stellen wij verder:
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Cosay Cosp 4 Cosh, Cosq + Cosc, Cosr = CosD,
Cosety Cosp —+ Cosfy Cosq - Cosy, Cosr — Cos E,
Cosa, Coseey 4 Coshy CosB, + Cosc, Cosy, = Cos ¢,
Cosa Cosay+ (osh Cosh, 4+ Cosc Cosc,=— CosF,
Cosa Cosay=-Cosh CosfB,+ Cosc Cosy,= CosG,
Cose Cosay< CosB Cosh, + Cosy Cosc, = CosH,
Cosa Cosay+ Cosf CosP,+ Cosy Cosy, = Cos L.

D is dan de hoek, dien de gegeven straal maakt met de loodlijn,
uit den oorsprong op het voorvlak van den tweeden spiegel neér-
gelaten,

E is de hoek, dien de gegeven straal maakt met de loodlijn,
it den oorsprong op het achtervlak van den tweeden spiegel nedr-
gelaten,

¢ is de zeer kleine hoek tusschen voor- en achtervlak van den
tweeden spiegel, zoodat wij kuonen stellen Cose—1.

F is de hoek tusschen de loodlijnen, uit den ocorsprong op de
voorvlakken der twee spiegels neérgelaten,

Lvcnzoo hebben G, H en 1 eene meetkondige betcekenis, die
comiddellijk in het oog valt,

Daar voor en achtervlak van den tweeden spiegel een zeer
kleinen hoek vormen, verschillen ook ay en 2, b, en B,, c, en
%, zecr weinig. Evenzoo D en E, F en G, H en 1.

Men heeft verder:

2nB
CosAyg=1Cos D — 2CosA CosF+ C':_J‘A (CosA CosF — CosCCoasH),

24B
C08Cy = Cos E — 2C0sA CosG 4 E;ﬁ (Cos A Cos G —CosCCosl),

Deze waarden voor Cos Ag, Cos Cy en de waarde voor Cos py
gesubstitueerd in de waarde voor Cos pg, geven:
Cospg=Cosp—2CosaCos A —2 Cosa, Cos D

2nB
+ 4 Cosa, Cos A Cos F + (C’oa a Cos A — Cosz Coz C)

4nB Cosa,
Cos A

2nB
- (Cosa, Cos Ay — Cosay Cos Cy).
3

(Cos A Cos F — Cos C Cos H)

Cos A
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De drie laatste termen van deze waarde voor Cospg zijn zeer
Llein. Op dezelfde wijze hecft men:

Cosqg = Cosq—2 Cos b Cos A — 2 Cos by Cos D

2nB
+ 4 Cosh Cos A Cos F + C:: 1 (Cos b Cos A — Cos B Cos C)
4nB Cos by
_—(C ‘os F — CCosH
Tos A (Cos A Cos Cos C Cos H)
-——2ﬂB8 Cos b, Cos A Cos B, Cos Cy)
+C’08A3( 08 by Cos Ay — Cos B, Cos Cg),

Cosgr = Cosr— 2 Cosc Cos A — 2 Cos e, CosD

2aB
-+ 4 Cos ey Cos A Cos F + = "A(Casc Cos A — Cos y Cos C)
08
4nB Cos e,
Tor k (Cos A Cos F — Cos C Cos H)
2nB
+ C::Tf; (Cosey Cos Ag— Cosy, CosCy).

Voor de afwijking van den strsal, nadat hij uit den tweeden
spiegel komt, vindt men:

Cos p Cos pg + Cos g Cos qg + Cosr Cos vy
=1—2C0s*A —2C05?>D+ 4 CosA CosDCosF— C%T'LBK (Cos*A—Cos*C)

4nB Cos D
— oA (Cos A Cos F — Cos C Cos H)
2nB,
-~ Tos A, (Cos D Cos Ay — Cos E Cos Cy).

§ 8. Veronderstellen wij nu, dat de tweede spiegel niet zooals
hierboven geheel willekearig geplaatst zij, maar dat zijn voorvlak
eerst evenwijdig zij-aan dat van den cersten spiegel , en dat men
vervolgens het voorvlak van den tweeden spiegel een hoek ¢ late
draaien om de Z-as. Men heeft dan volgens § 2:

Cosa, — Cosa Cos @ — Cos b Sin @,
Cosby = Cosa Sin@ + Cos b Cos @,
Cos ey = Cose.
Op dezelfde wijze heeft men, als het achtervlak van den tweeden

spiegel véor de omwenteling (24, B 73) is, voor dat vlak na de
omwenteling
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Cosa, = Cosey Cos § — Cos B, Sin @,

Cos By = Cosay, Sin® 4 Cos B, Cos,

Cosyy = Cos y, ,
waarin &y, [,, ¥, respectievelijk zeer weinig verschillen van
a, b, cena B,y terwijl @,, B,, ¥, respectievelijk zeer weinig
verschillen van a,, by, c,.

Substitueert men de voorgaande waarden voor ag, by, €4, 24,
By 71 in de formules der vorige §, dan blijven daarbij Cos A,
CosC en Cos¢ onveranderd.

Cos D wordt  Cosa Cos p Cos ) — Cos b Cos p Sin @
=~ Cosa Cos q Sin@ ~+ Cos b Cos q Cos & + Cosc Cos r.
Cos E wordt Cos 2, Cos p Cos § — Cos B, Cos p Sin @

-+ Cos 2y Cos g Sin @ + Cos B, Cos q Cos @+ Cosyy Cosr.
CosF wordt (Cosa-+ Cosb)CosP-+Cos2e=CosP+-Cos?c(1—CosD).
Cos G wordt C('osa Cos @y Cos P — Cosa CosPBy Sind

=+ Cos b Cosexy Sin @+ Cos b Cos B, Cos @ == Cosc Cos y,.
Cos H wordt Cosa Cos o Cosd — Cosh Cose Sin @

~+ Cosa Cos B Sin® ~+ Cos b Cos B Cos @ + Cose Cosy.
CosT wordt Cosa Cosat, Cos— Cos w Cos B4 Sin¢

—+ Cos 24 Cos B Sin @ = Cos 3 Cos B, Cos @ - Cosy Cos y,.

Door substitatie der bovenstaande waarden voor a, by, ¢, @,
Biy ¥y in de formules der voorgaande §, vindt men voor den
straal, die door de twee spiegels gebroken en terruggekaatst is,

CosP = Cosp — 2 Cos a Cos A
— 2(Cos a Cos @ — Cos b Sin@)(Cos D — 2 Cos A CosF)

2nB
-+ Fork (Cosa Cos A — Cos et Cos C)
_ 4nB (Cos a Cos Q — Cos b Sin Q) (Cos A Cos ¥ — Cos C Cos H)
Cos A
21B,

" . A
Corh, {(Cos a Cos @ — Cos b Sin @) Cos Ag

— (Cos &y Cos @ — Cos By Sin §) Cos Cy} ,
Co8 Q= Cosq -~ 2Cos b CosA
— 2(Cos a Sin @ + Cos b Cos ) (Cos D — 2 Cos A Cos F)

2nB
e m(Coab Cos A — Cos §C0sC)
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4nB(Cos a Sin @ 4 Cos b Cos @)
- Cos A
2nB, .
4 —2 {(Cos a Sin @ + Cos b Cos §) Cos A,
Cos Ag
—(Cos = Sin® + Cos By Cos @) CosCy} .

Cos R — Cosr—2 CoscCos A— 2 Cosc(Cos D —2 Cos A Cos F)

(%%-(Uos ¢ Cos A— Cosy Cos C)

4nB Cos ¢

~ (Cos A Cos F — (os C Cos H)

+ 02;:%3 (Cos ¢; Cos Ay — Cos 4 Cos Cy),
waarin Cos D, CosE, CosG, CosH, Cos1 de hierboven aange-
geven vormen voorstellen; terwijl Cos Ay en By dezelfle vormen
voorstellen als in § 7.

Daar in de drie voorgaande formules nitgedrukt wordt, hoe
de richting van een straal, die den tweeden spiegel verlaat, be.
paald wordt uit de richting van den gegeven straal en den stand
der beide spiegels; s00 maken de drie voorgaande formules de
algemeene oplossing van de voorgestelde vraag wit,

(CosA CosF — CosC CosH)

§ 9. Gaan wij no over tot ket bijsondere geval, dat de spie-
gelvlakken bijna evenwijdig zijn met de lijn, waarom gewenteld
wordt, dus bijoa evenwijdiy met de Z-as; en dat de gegeven
straal die lijn, dus de Z-as, bijna rechthoekig kroist. Kiezen wij
verder de Y-as evenwijdiy aan het vlak (a, B, ¢), dan staat de
X-as bijoa rechthoekig op dat vlak, Nu zijn de hoeken

B, Bay €, ¥ 3 en ¢ bijoa recht;
duos Cos P, CosPy, Cosc, Cosy, Cosyy en Cosr zeer klein,
Daar b=190° is, is Cosb=0. Daar a, z en x, zeer klein
zijn, kan men stellen:
Cosa—Coses— Cos ety = 1.
Wij kunnen verder, omdat Cosr zeer klein is, in. plaats van:
Cos® p 4 Coa? g Cos? r—1 schrijven,
Cos* p 4+ Cos* q=1,
of m, a.w, wij kunnen ¢ als het complement van g beschonwen.
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Vulgens al het voorgaande wordl nu, als wij telkens het produkt vanr
twee zeer kleine getallen weglaten, en g vervangen door 90° —p,
Cos A = Cos p,

Cos C = Cosp + Cos P Cos g = Cos p + Cos B Sinp,
Cos D = Cus p Cos @ + Cos q Sin @ = Cos(p — @),
Cos E = Cus (p — @) — Coe £, (Cos p Sin ¢ — Cos g Cos P)
= Cos (p — ) + Cos 3 Sin (p — ),
CosF = Cos @,
Cos G = Cos ) — Cos B, Sin,
CosH = Cos d 4 CosP Sin P,
Cos 1 = Cos @ +(Cos B — Cos B,) Sin P,
T i3
2pn = :m P Cos B Sinp,
Cos gy == Sin p — 2)°n* — Sin? p Cos B,
Cosry — Cosr — 2 Cosc Cosp +2pn% — Sin® p (Cosc— Cosy),
Cosa,= Cos @, Cosh,— Sin®, Cose; = Cosc,
Cosa, = Cos @ — Cos B, Sin P, Cos B, = Sin @ + Cos f; Cos @,
Cos g, = Cos s,

CosAy=— Cos(p + @) —

Cosps——Cosp —

21/n*— Sin*p .
———cm""—' Cos  Sin (p+ ¢),
21nt — Sin?p :
Toip - Cos B Sin(p 4+ Q)
~+ Cos By Sin (p + ¢).
Deze waarden moeten wij subslitueeren in de formules van § 8,

Daar By moet vermenigvuldigd worden met een vorm, die zeer
klein is, kunnen wij van B, een zeer klein gedeelte weglaten en

CosCy= — Cos(p+ ¢) —

dus voor By —= -l___-,l: p'n* — 1+ Cos* Ay schrijven:

—i-l/n’-— 14Cos® (p+ @)= — :—;Vn’ — Sin? (p + Q)
Door die substitutie gaan de formulen van § 8 over in:

2pnt —

Sin*p
Cos P = Cos (p + 20) + “Cop Sin (p + 29) Cos

_qynt— St (p+9) .
; Gl 0) Sin (p 4+ 2Q) Cos By,
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P— Sin'p

Cos Q = S:'n(p+2¢)—2-£-ﬂ—cm7— Cos (p + 2¢) Cos B

ey Jr=eer
21/":,; (?:1 g;-.— ®) Cos (p + 26) Cos
Cos R = Cosr — 2 Cos c{Cosp — Cralp + 9}

+ 210 — Sin?p(Cos o = Cosy)
— 2V n? — Sin® (p 4 @) (Cos ¢ — Cos y,).
Cosp Cos P + Cos q Cos ) + Cos r Cos B = Cos 29
2___‘/"'6;%"“ 2) Sin 20 Cosp
2pnt — Sin® (p + @)
- Cos (p + Q)

In deze vormen heelt p7n* —Sin*p hetzel{de teeken als Cos p,

mea) » n » Cos(p+¢).

De hovenstaande waarde voor Cos R bestaat oit termen, die alle
zeer klein zijn, Van de waarde voor CosP zijn alle termen,
behalve de cerste, zeer klein; evenzoo de waarde voor Cos Q.

§ 10. Voegen wij bij de onderstellingen van de vorige para-
graaf nog de onderstelling, dat in elken spiegel de lijn van door-
snede van het verlengde voor- en achtervlak bijoa evenwijdiy is
met de lijn, waarom gewenteld wordt, dus met de Z-as, dan kan
men stellen: C=y =,

CosP en CosQ veranderen daardoor niet, maar voor Cos I
krijgt men veel eenvoudiger:

Cos R = Cos r — 2 Cos ¢ { Cosp — Cos (p+ )} .

In het voorgaande is B de hoek tusschen de F-as en de loodlijn
uit den oorsprong op het achtervlak van den ecrsten spiegel neer-
gelaten, Maar van dien hoek kan men zeggen, dat Lij 90° ver-
gchilt van den hoek, door dezelfde loodlijn met de X-as gevormd.
En van den laatsten hoek kan men aannemen, dat hij gelijk is
aan den hoek , dien voor- en achtervlak van den eersten spiegel
met elkander vormen, En als die hoek 3 is, kan men dus schrijven:

Cosp =4 8ind =-3.

Evenzoo heeft men: Cos By = 4= Sine =+ .

Sin. 2¢ Cos B,.
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En als meo asnneemt, dat de twee spiegels gesneden zijn uit
dezelfde glaspluat, heeft men 3=—¢e, Door de laatste onderstel-
lingen worden intusschen de formules voor CosP, CosQ en Cos R
niet eenvoudiger. Wij hebben dus als oplossing van het bij-
sondere geval :
2pnt — St p

Cos p

Cos P = Cos (p + 29) + Sin (p 4+ 29) Cos B

2/t — Sint (p + Q) . 2
— G T 9) Sin (p + 29) Cos 8, ,

Cos () = Sin(p + 20) —

210t — Sin? p
Gosp
21 n% — Sin?
e ot (b +29) Gy,
Cos R = Cosr — 2 Cosc {Cosp — Cos(p+ )},
waarin Cosf kan vervangen worden door 4=3 en Cos, door +&.

§ 11. Wil men CosP zoo weiniy mogelijk doen verschillen
van Cos(p+29) en Cos Q zoo weinig mogelijk van Sin (p + 29),
dan moet men bewerken, dat de twee zeer kieine termen van Cos P
elkander gedeeltelijk opheffen. En dat zal gebearen, als Cos 8 en Cos B,
hetzelfde tecken hebben; tegelijk zullen dan de twee zeer kleine
termen van de waarde voor Cos() elkander pedeeltelijk opheffen.

Om verder na te paan, hoe men de spiegels moet plaatsen,
opdat Cos 8 en Cos By hetzelfde tecken krijgen, zij (zie fignur 2)
het vlak der teckening het XY-vlak, Verder worde het voorviak
van den eersten spiegel door het XY-vlak gesneden volgens XA,
het achtervlak volgens BC; het voorvlak van den tweeden spiegel
in den evenwijdigen stand volgens DE, het achtervlak van den
tweeden spiegel volgens FG. HI zij de projectie van de gegeven
straal op het XY-vlak; dan is, als OK evenwijlig met de straal
loopt, £ XOK =p, en men kan dezen hoek beschouwen als den
invalshoek van den gegeven straal op den cerslen spiegel.

Als OB rechthoekiz op BC staat, kan men YOB als 8 beschou-
wen. In plaats van Cos 8 kan men dan nemen Sin BOX of
Sind, of 3, dusy Cos 8 = 3.

Hierin is nu Cos 8 positief; terwijl de dogrsnede van voor- en

Cos (p + 20) Cos




der als Prijsvragen voorgestelde Vraagsiukken. 19

achtervlak van den cersten spiegel aan den positieven kant der Y-as
ligt. Opdat Cus By evenecens positief zij, moet de loodlijn wit O
op FG neergelaten, binnen den hock XOY vallen, en daartoe is noo-
dig, dat FG de lijn DE snijdt aan den negatieven kant der Y-as of,”
m, a. w., dat de doorsnede van het verlengde voor- en achtervlak
van den tweeden spicgel aan den negatieven kant der Y-as valle.
Indien de doorsnede van voor- en achtervlak van den eersten
spiegel ann den negatieven kant der Y-as lag, zou die lijn bij den
tweeden spicgel aan den positieven kant mocten liggen, Wij kunnen
dus zeggen: opdat Cos B en Cos 3, hetzelfde tecken hebben, moe-
ten wij de twee spiegels sdo plaaisen, dat de snijlijnen der ver-
lengde vlakken aan verschillenden kant liggen. Wij hebben dan:
Cos P = Cos (p + 2Q) £+ 2 Sin(p+ 29) X

- {Vn’ — Sin® p 5 Vn? — Sin? (p 4+ Q)

Cos p Cos(p + ) _
Cos Q = Sin (p+4- 29) F 2 Cos (p + 2¢) X
» lym’* ywt —Sin* (p+9)
Cosp Cos(p+ ¢) !
Cos R = Cosr—2 Cosc{Cosp— Cos (p+ 9)} »
Cos p Cos P 4~ Cos g Cos ) - Cos r Cos R = Cos 2¢
oo pu? — Sin? p p'nt — Sin? (p+ @)
=+ 28in 20 { Torp 3— L0 E} ,
waarbij van de dubbele teekens tclkens het hovenste geldt voor
figuur 2,




VRAAGSTUK IIL

INDIEN IN DEN TWEE-VLAKKIGEN HOEK, DOOR DE Z0O
EVEN GENOEMDE SPIEGELS GEVORMD, EEN DERDE GLAS,
MAAR ONVERFOELIED, GEPLAATST WORDT, HETWELK DE
LICHTSTRALEN VOOR EEN GEDEELTE DOORLAAT EN VOOR
EEN GEDEELTE TERUGKAATST, VRAAGT MEN, HOEDANIG
DE STELLING VAN DIT LAATSTE GLAS TEN OPZICHTE
VAN DE BEIDE SPIEGELS ZIJN MOET, OPDAT HE'T GEDEELTE
DER STRALEN, DAT DOOE HET GLAS GAAT, TWEEMALEN
DOOR DE SPIEGELS TERUGGEKAATST WORDT EN NOGMAALS
DOOR HET GLAS GAAT, EVENWIJDIG WORDE AAN HET
ANDERE GEDEFLTE, DAT ZONDER DOOR HET GLAS TE GAAN,
TERSTOND DOOR HETZELVE TERUGGEKAATST WORDY.
HIERBIJ] WORDT AANGENOMEN, DAT 00K DIT GLAS DOOR
GEEN VOLKOMEN EVENWIIDIGE VLAKKEN BEGRENSD IS.

TOT TOEPASSING ONDERSTELLE MEN, DAT DE BEIDE SPIE-
GELS EN HET GLAS MHET AFGRKNOTTE DEE], EENER
PYRAMIDE VAN ZEER KLEINEN TOPHOEK VORMEN, ZOODAT
DE DRIE GLAZEN ZEER NABIJ EEN PRISMA VERWEZEN-
LIJKEN, BEKEND ONDER DEN NAAM VAN DIPLEIDOSCOOP.
ALSNU WORDT GEVRAAGD NAAR DE RICHTING DER IN=
VALLENDE STRALEN, WAARBIJ DE UITTREDENDE, Z0O-
WEL DIE WELKE EENMAAL DOOR HET GLAS, ALS DIE
WELKE TWEEMALEN DOOR DE SPIEGELS TERUGGEKAATST
WORDEN, WEDER VOLKOMEN, OF ZOO NABIJ MOGELIJK,
EVENWIJDIG ZIIN.

§ 1. Nemen wij, even als bij het eerste Vraagstuk, cen recht-
hoekig cobrdinatenstelsel aan, en bepalen wij, even als in dat
Vraagstuk , de richting van cene lijn en den stand van een plat
vlak door drie hocken (richtingshoeken).

In het volgende zullen wij pebruik maken van de formules, die
bij de oplossing van het cerste Vraagstuk gevonden zijn,
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§ 2. Bepalen wij in de eerste plaats de richting van een
straal (p, g, r), nadat deze gebroken is door het voorvlak (a, b, c)
en door het achtervlak (2, B, y) van cen glasplaat, terwijl wij
onderstellen, dat die beide vlakken bijna evenwijdig zijn.

Als (p, g, r) gebroken wordt door het vlak (a, b, ¢), is volgens
§ 3 der oplossing van het vorige Vraagstuk:

Cos p, =B Coaa+%(€aap—€ma Cos A),
Cos g, =B Cos b +%(C’oa9-€oab€ac A),

Cosr, = B Cos c-l-'l-; (Cosr — Cosc Cos A),
waarin  Cos A = Cos a Cosp + Cos b Cosq + Cosc Cos r |
B =;1; (n? — Sin? A),
terwijl B hetzelfle teeken heelt als Cos A,
Als vervolgens (p;, g,, r,) gebroken wordt door het vlak
(2 B, ¥), heelt men volgens § 4 der vorige oplossing :
Cos py = B, Cos 2 +n(Cos py — Cos z Cos Ay),
Cosq, = B, Cos B+ n (Cos g, — Cos f Cos A,),
Cosry = B, Cos y + n (Cosry — Cos y Cos A,),
waarin  Cos A, — Cos z Cos p; + Cos B Cos g, + Cos y Cosry.
Daar de beide vlakken der glasplaat bijna evenwijdig zijn, kan
men stellen :
Cosa Cosa: -+ Cos b CosB + Cosc Cosy = 1.,

Stellen wij verder:

Cos &z Cosp <+ Cos B Cos g 4 Cosy Cos r = CosC,
dan verschilt Cos G zeer weinig van Cos A, Nu krijgt men

1
Cos Ay = B+;(CoxC— Cos A).

In de voorgaande formules is B, = p/(1 -+ 02 Cos® A, — n%),
terwijl B, hetzellde tecken heeft als CosA,, of als B, of als
Cos A. Nu is, daar (Cos C— Cos A) zeer klein is,

n? Cos* A, = n?B? 4 2Bn (Cos C — Cos A),
of n3 Cos? A, =n? — 1+ Cos* A + 2Bn (Cos C — Cos A).
Telbij 1—n?=—n?+41,

B, =~ {Cos* A + 2Bn(Cos C— Cos A)} ,
3
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Bn
Cos A
Door suabstitutie der waarden voor Cospy, Cosqy, Cosry,
CosA; en B, in de formules voor Cosp,, Cosgqy, Cosr,,
krijgt men :

of B, = Cos A + (Cos C — Cos A).

Cospy = Cos p
1_3B_— Cos A
+ Cos A

(CosCCosz — CosA Cosz+-CosACosa—CosA Cosa),
Cos g = Cosgq
(CosCCasf —CosA CosPf+CosA Cosb—CosACosf),

Cosrg— Cosr

+ nB—Cos A
Cos A

=+ EI%‘?T:H—A (CosCCosy— CosA Cosy-+CosA Cose—CosA Cosy).

Merken wij nog op, dat men vwoor het verschil van
Cos A Cosa— Cos A Cosee en CosC Cosa— CosC Cos z  kau
schrijven het product (Cos A — Cos C) {Cos a — Cos &), waarvan
de twee factoren zcer klein ziju, dan blijkt, dat mcu in de formule
voor Cospy Cos A Cosa— Cosz A Cosz kan vervangen door

Cos C Cos @ == Cos C Cos a.
Men krijgt daardoor :

nB — Cos A

Cos p, — Cos p + T (Cos a Cos C — Cos & Cos A).

Evenzoo:

nl — Cos A
== PRI RE A o ey -
Cos g, 089 +—o—r (Cos b Cos C— Cos B Cos A)
nB — Cos A
en  Cosrg= Cos r+-—6;“\ (Cos ¢ Cos G — Cos y Cos A).

§ 3. Nemen wij uvo tot s-as aan een lijn, die evenwijdig
loopt aan de¢ doorsnede der voorvlakken van de twee spiegels en
tot XZ-vlak ecn vlak, dat evenwijdig loopt met het vlak, dat
den hock tusschen de voorvlakken der twee spiegels middendoor
deelt, Noemen wij dien hoek 2¢, dan is (zie Plaat VI, figuar 3)
het voorvlak van den cersten spiegel

(900"' ¢l ?, 900)
en het voorvlak van den tweeden spiegel

(900 — ¢, 1809—@, 90°).



der als Prijsvragen voorgesielde Vraagsiukken. 238

Daar véor- en achtervlak van den eersten spiegel een zeer
kleinen hoek met elkair maken, kan men voor de cosinussen der
richtingshoeken van het achtervlak van den eersten spiegel nemen,

Sin (@ -+ 3)5 Cos (¢ + si)r g,
waarin 3, 3, en ¢ zeer klein zijn, Verder moet men hebben

Sin® (@ 4 3) + Cos? (@ +3,) +- 2 =1
of, met weglating der tweedemachten van zeer kleine getallen,
en §ind vervangende door 3 en Sin 3, door 3 :
(Sin@ 4 3 Cos Q) ++ (Cos ¢ — 3, Sin Q) =
of Sin?Q 4 Cos® @+ 23 5in@CosP—23, Sin@ CosPp=1
2(3—8,)5ind Cosdp =0
d==3,,

Men kean dus voor de richtingscosinussen van het achtervlak
van den eersten spiegel stellen:

Sin (P - 3), Cos(P+3), =

Evenzoo kan men voor de richtingscosinussen van het achtervlak
van den tweeden spiegel stellen:

Sin (¢ — 3,), — Cos (P —3,), ¢,.

§ 4. De richting te bepalen van den siraal (ps, qa, 13), sie
§ 2, nadat die straal door den eersien spiegel gebroken, terug-
gekaatst en nogmaals gebroken is.

Volgens § 6 der oplossing van het eerste vraagstuk vindt men
voor den straal (py, g, a), nadat deze gebroken, teruggekaatst en
nogmaals gebroken is door den spiegel, wiens voorvlak (a, b, c)
en wiens achtervlak (z, B, y) is,

2nB
Cospg=~Cospy—2CosaCosA s+ ﬁ (CosaCosAg—CosaCosCy),

2nB
Cosgy=—Cosgs—2C0sbCosAy+ C’o’; ; (CosbCosAy—CosBCosCy),
2

2nB,
CosA,

Cosrg—~Cosrg— 2C0scCosA o+ (CoscCosAq— Cosy CosCy)

waarin :
Cos Ay == Cos a Cos py -+ Cos b Cos g3 - Cos ¢ Cosry,
Cos Cq == Cos & Cos py -+ Cos  Cos gg - Cosy Coa ry,

B, = ;.- Vo — Sin® Ay).
s‘
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Vervangen wij nu in de voorgaande waarden voor
Parqs en 1y, Cosa door Sin @, Cos b door Cos @, Cos ¢ door 0,
Cos & door Sin (@ - 3), Cos B door Cos (@ + 3), Cosy door &,
dan krijgt men :
Cos Ay = Sin @ Cos py + Cos @ Cos q,,
Cos Cyg = Sin (¢ +4-3) Cos py + Cos (¢ 4 3) Cos g3 + ¢ Cos ry,

1 .
By = 1t — 1+ (Sin @ Cos py + Cos § Cos g3},

Cos py = Cos 29 Cos p, — Sin 2¢ Cos q,
2nB,
Cos

(5 Sin 29 Cos p, + 3 Cos 2¢) Cos g5 + £ Sin @ Cos ry),

C’oa gs = — Sin 2 Cos p, — Cos 29 Cos g,
— -:;-—B;g- (43 Cos 20 Cospy— 3 Sin2¢ Cos g+ €Cos $ Cosr,),
Cosry — Cosry — 20Dy X ¢.

In deze waarden moet men py, gy, 75 vervangen door hunne
waarden, die gevonden zijn aan het cind van § 2,

Daarbij merken wij op, dat in dedric voorgaande formules, in de
vormen tusschen haakjes, bij elken term de zeer kleine factor 3 of ¢
staat, Daar verder Cospy, Cos gy en Cos ry respecticvelijk zeer
weiniz verschillen van Cosp, Cosq en Cosr, zoo mogen wij in
die vormen Cos py, Cos gy en Cosry respectievelijk vervangen door
Cosp, Cosg en Cosr. Evenzoo mogen wij in By en Ay dezelfde
vereenvoudiging aaunbrengen,  Men krijgt daardoor :

Cos pg = Cos 2¢ Cos py — Sin 2¢ Cos g,
21/ {n*— 14 (Sin ¢ Cos p + Cos @ Cosg)?* }
- Sin @ Cosp + Cos @ Cusq
+3 Cos 2¢ Cos g +¢ Sin @ Cosr),
Cos gy = — 8in 2¢ Cos p; — Cos 2¢ Cos g,
21/{11 — 1 4+ (8in® Cosp 4+ Cos® Cos q)’}
Sin @ Cosp + Cos @ Cos g
(+ 3 Cos 2¢ Cos p — 3 Sin 2¢ Cos q + ¢ Cos ¢ Cosr),
Cosry— Cos ry— 25;/{11’— | +(8in@ Cosp 4+ Cos @ Cos q)’} ;

Deze formules worden, als men voor Cospy, Cos g, en Cos Ty

hunne waarden uit § 2 stelt,

(3 8in2@ Cosp
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Cos py = Cos 2¢ Cos p — Sin 2Q Cos g
nB — Cos A

+ _'C‘?T{(C"” Cos 2¢ — Cos b Sin 2¢) Cos C

— (Cos & Cos 29 — Cos B Sin 29) Cos A }
21in® — 1 4 (Sin ¢ Cos p <+ Cos @ Cos q)* }
- Sin@ Cosp+ Cos @ Cos g X
(8 8in 29 Cosp 4 3 Cos 2¢ Cos q + ¢ Sin @ Cosr),

Cos gy —= — Sin 2¢ Cosp — Cos 2¢ Cos g
nB — Cos A o
T CosA {(C"S a Sin 20 + Cos b Cos 2¢) Cos C

— (Cos « Sin 2¢ + Cos B Cos 22) Cos A}
2 {n? — 1+ (Sin@ Cosp 4~ Cos & Cos q)’}

- Sin@ Cosp + Cos @ Cos q .
(423 Cos 29 Cos p — 3 Sin 2¢ Cos q + & Cos  Cosr),
%(Cas e CosC— Cosy Cos A)

— 281 {n? — 1 + (Sin @ Cos p + Cos © Cos g)*},

weaarin  Cos A — Cosa Cosp + Cos b Cosq 4 Cosc Cosr,

Cos C = Cosa Cosp + Cos f3 Cos q + Cosy Cos r,

Cosrg — Cosr +

=%y@ﬂ — Sin* A).

§ 6. Als een lichtstraal (p, g,r) teruggekaatst wordt door het
platte vlak (a, b, ¢), is na die terugkaatsing:

Cos P — Cosp — 2 Cos a Cos A,
Cos Q = Cosq— 2 Cos b Cos A,
Cos R = Cosr — 2 Cos c Cos A.

Om aan de voorgestelde vraag te voldoen, moeten wij uitdruk-
ken, dat de straal (pj, gy, r5), nadat hij door den tweeden spiegel
gebroken, teruggekaatst en wnogmaals gebroken is en vervolgens
door de glasplaat gegaan is, evenwijdig zij met (P, Q, R). Wij
vervallen dan echler in zeer ingewikkelde formules. Om deze te
vermijden, merken wij op, dat een straal van tegengestelde rich-
ting als (P, Q,R), nadat hij door de glasplaat gegaan is en door
den tweeden spiegel gebroken, terugpekaatst en nogmaals yebroken
is, in tegengestelde richting moet loopen als (pg, g5.75) :

Voor den straal (P,, Q,, R,), die van tegengestelde richting als
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(P, Q, R) is, heeft men:

CosPy=—CosP =— Cosp+ 2 CosaCos A,
CosQy=—C0sQ=— Cosq+2 Cosh Cos A,
Cos Ry —=—Cos R = — Cosr 42 Cos ¢ Cos A.

Noemen wij den straal (P,, Q,, P,), padat hij door de glasplaat
gegaan is en uit den tweeden spiegel komt, (Pg, Qg Ry) en stel-
len wij ons voor Py, Q,en Ry te bepalen.

Wij zouden daartoe de redeneeringen van § 4 kannen herhalen,
maar wij bereiken korter ons doel, door Pg, Qy en Ry af te leiden
uit pg; g5 en 7y op de volgende wijze:

Men heeft
Cosa Cos P, + Cos b Cos Q,~+CoscCosR,—=— CosA+2CosA=CosA
Cosz CosTy 4 Cos B Cos O+ Cosy Coshy=— CosC+ 2 CosA.

Merken wij bovendien op, dat men de richtingscosinussen van
den tweeden spiegel verkrijgt, door in de richtingscosinussen van
den cersten spiegel @ te vervangen door 1800 — @, 3 door3,, ¢
door €,.

Uit het voorgaande blijkt dus, dat men CosPy, CosQ en CosR,
respectievelijk uit Cos p,, Cos g, en Cos ry verkrijgt, door:

C'os p te vervangen door ~— Cos p == 2 Cos a Coz A,

Coz g » —Cosq-2Cosh Cos A,
Cosr » —Cosr—+2Cosc CosA;
? » 1800 — ¢,
CosC » 2CosA— Cos C,
3 ) 3
g » €y

terwijl CosA, B en de andere grootheden onveranderd blijven.
Men verkrijgt:

Cos Py —= — C08 2¢) Cos p — Sin 2¢ Cos g
— Cos A
~+2Cos A(Cos a Cos 20 -+ Cos b Sin 2¢) + EB—C-,N—:’——X

{(Cos a Cos 29 + Cosb Sin 2¢)) Cos A == (Cos & Cos 29 + Cosp Sin 29) CosC}
21/{n2=1+(—Sind Cosp-+ Cos Cosg+2CasaSinCosA—2CosbCosCosA)?}
- —SindCosp+CosPCosg+2CosaSing CosA~2C08bCosP Cosh

X {3, Sin 29 Cosp — 3, Cos2Q Cos g ~—¢; Sin@ Cosr+4-2 Cos A X
(— 3, Cosa Sin 20 43, Cos b Cos 2¢ + ¢, Sin @ Cose)},
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Cos Qg = — Sin 2 Cos p + Cos 2¢ Cosq + 2 Cos A X
X (Cos a Sin 2¢ — Cos b Cos 29)
— ﬂ—;ﬁi {(— Cos a Sin 2¢ + Cos b Cos 20) Cus A
— (— Cos & Sin 20 4= Cos B Cos 29) Cos C}
21 {n®—14-(—Sin@Cosp+ Cosp Cosq+2Cosa Sind CosA—2CosbCosCosA)2)
J— QCosp+Cosd Cosq+2CosaSin® CosA—2Cosb CosPCosA
X {—3, Cos 2 Cos p — 3, Sin 29 Cos g+ ¢, Cos @ Cos r
+2Cos A (+ 3, Cosa Cos 2¢ <= 3, Cos b Sin2¢p — ¢, Cos @ Cos o)},
nBcTosiM A {CoscCosh — Cosy Cosc}
— 2 /n?—1 4 (— Sin® Cos p+ Cos ¢ Cos g
+2Cosa Sin® Cos A — 2 Cos b Cos @ Cos AP}
§ 6. Daar nu de stralen (pg, qg, r5) en (Pgy Qg Ry) in tegen-
gestelde richting moeten loopen , heelt men:
Cospy + Cos Py = 0, Cos g4 4 Cos Q3 = Oen Cosry-+ CosRy=0.
De laatste vergelijking levert ons op:
0=2Cosc Cos A2 (nB — Cos A){Cosc — Cosy)
—2¢p7 {2 —14-(Sin @ Cosp + Cos P Cos q)*}
— 2¢,1/{n* — 1 + (— Sin @ Cos p + Cos P Cos q
+ 2 Cosa Sin® Cos A — 2 Cos b Cos @ Cos A2},
In deze vergelijking weet men van alle termen behalve 2 Cose Cos A,
dat zij zeer klein zijo. Daaruit volgt, dat ook Cose CosA zeer
klein is; en dat dus oF Cosc of CosA zeer klein is.
Maar als Cos A = Cosa Cosp + Cos b Cosq - Cosc Cosr zeer
klein was, zon de straal (p, g,r) bijna evenwijdig loopen met de
glasplaat, en dit is het geval niet. Wij hebben dus:

Cos Ry =— Cosr+-2Co0sc Cos A+

Cos ¢ seer klein en dus ook Cos y zeer klein.
Hiernit volyt weer, dat men in plaats van Cos b kan stellen
Sina, en Sina in plaats van CosP.

Ook heeft men Coac—0037=2Siuc-iz_y&'nrgc.
Daar ¢ en y weinig van elkaar en van 90° verschillen, zoo0 is

+7
2

—_— . . € s i
T2 geer klein, terwijl - zeer weinig van 90° verschilt.

2
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Men kan dus stellen: Sin . = r—2
2 2
en an‘y e = 1. *
2
Men heelt dus Cose — Cosy =y —c.

D¢ bovenstaaude vergelijking wordt nu, als men door 2 deelt,
Cosc(Cosa Cosp + Sina Cos gq)
— [/ {n® — 14 (Cosa Cos p + Sina Cos g}
—(Cosa Cos p + Sina Cosq)](e —v)
— ep/{n® — 1 4~ (Sin @ Cos p + Cos @ Cos 9}
— lil/{ﬂz-- 1~ (8in @ Cos p Cos 2a + Cos P Cos g Cos 2a
<+ Sin @ Cosq Sin 2a— Cos P Cosp Sin2a)2} = 0.
§ 7. Bepalen wij de vergelijkingen, die opgeleverd worden
door Cospy <+ Cos P3 =10
en Cosqy + Cos Q; = 0.
Van Cospy zijn alle termen zeer klein, behalve
Cos 29 Cos p — Sin 2 Cos q.
Yan Cos Py ziju alle termen , behalve
— Cos 29 Cosp — Sin 29 Cos q
+ 2(Cosa Cosp + Sina Cos q) (Cos a Cos 29 + Sin a Sin 2¢),
zeer klein. De som van deze beide wvitdrulkingen moet dus zeer
klein zijn, zoodat die som, gelijk gesteld aan nul, een waarde
van & oplevert, die zeer weinig van de ware verschilt,
Wij hebben dus voorloopig — 2 Sin 2¢ Cos g
~+2(Cosa Cosp 4~ Sina Cosq)(Cosa Cos 2¢ + Sina Sin29) =0
of — Sin2¢ Cos q
—+(Cosa Cosp + Sina Cosq)(Cos a Cos 20 4 Sina Sin2¢) =0,
of Cos? a Cos p Cos 29 + Sin a Cos a Cos q Cos 20
4+ Sina Cosa Cosp Sin 29 — Cos? a Cosq Sin 29 =0
of, deelende door Cos? a,
Cos p Cos2Q +tga CosqCos29-+tgaCospSin2P—Cosq Sin2¢ =0,
__Cosq 85in 2@ — Cos p Cos 2¢
" Cosq Cos 2 =+ Cos p Sin 29"
- Cos ¢ Sin 2¢ - Cos p Cos 24)'
Sinr

Cosn — CO# q Cos 2¢ -.i_ UGC P 45!!! 2¢.
Sinr

Dus iga
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No hebben wij voor Sina en Cos a waarden gevonden, die

zeer weinig van de juiste waarden van die grootheden verschillen.
Wi kunnen dus stellen :

Sina — Cos q Sin (20 + ) = Cos p Cos (20 =+ z) '
Sinr

Cot o = Cos q Cos (29 + 2) -|- Cos p Sin (20 +z)
Sinr !

waaroan z voorloopig onbepaald en zeer klein is.
§ 8. Om x en Cos ¢ te hepalen, substitueeren wij deze
waarden voor Sina en Cosa in de vergelijkingen, die witdrukken
Cosry 4= Cos kg = 0,
Cosps 4 Cos P, =0,
Cos g3+ Cos Q; = 0.
Bij die substitutie konnen wij in de termen, die zeer klein
zijn, voor Cosa en Sina hunne eerstjevonden waarden stellen.
Men krijgt bij die substitutie achtereenvolgens:
Cos A = Sin (20 + z) Sinr 4 Cos ¢ Cosr,

CosA — Cos C = — Cos 29 X Sinr(z—a)— Cosr(c —y)
— 8in @ Cosp+ Cos @ Cosq + 2 Cosa Sin P Cos A
—2Cosb Cos @ Cos A = Cos p Sin 3¢ + Cos q Cos 3P, enz.

De vergelijking, die uitdrukt Cosrg - Cos Rg = 0, wordt nu
8in 20 Sinr Cosc
— {V(n* — 1 + Sin* 2 Sin? r)=— Sin 2¢ Sinr}(c —y)
— ep{n? — 1+ (Sin @ Cos p + Cos P Cosq)* } }(l)
— 2,17 {(n? — 1 + (Cos p Sin 39 + Cos g Cos 30)*} =0.
Cos py + Cos Py — 0 wordt:
(Cos 29 Cos g+~ Sin 2¢ Cos p)x 4= Cosq Cose Cotr
L(n? — 1 + Sin® 20 Sin® 1) — Sin 20 Sin r}
+ - x
{ Sinr
Cotr (y — o) (Sin 2 Cos g — Cos 2¢ Cos p)
V{u‘—1+(C’ospSiu¢+Coanaa@)’] 2
- Cos p Sin @ + Cosq Cos P A /)
(3 Sin 2¢ Cosp+ 3 Cos 2¢ Cos g+ ¢ Sin @ Cosr)
V{n? — 1+ (Cos p Sin 39 + Cos q Cos 39)*}
g2 Cos p Sin 3Q -+ Cos q Cos 3@
{3 Coa p Sin 29 +3, Cos g Cos 20 + ¢, Sin @ Coar} =0.
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Cos g3 -+ Cos Qg = 0 wordt:
(Cos 2P Cos p— Sin 29 Cos q) z + Cos ¢ Cotr Cosp
/(n? — | 4 Sin? 20 Sin? r) — Sin2 Sinr
+ 3 X
Sinr
X Cotr(y — c)(Cos 29 Cos q + Sin 29 Cos p)
_V{n'-—l+(Sz‘u¢()osp+Cos<pCoaq)’}x \(3
Sin @ Cosp 4= Cos P Cos g )
(3 Cos 20 Cosp — 3 Sin 2 Cos g+ ¢ Cos d Cos 1)
v{n? — 14 (Cos p Sin 80 + Cos q Cos 29)*}
L Cos p Sin 3Q - Cos g Cos 3¢ X
{3, Cos 2¢ Cos p — 3, Sin 2¢ Cos g — ¢, Cos P Cosr} = 0.

Uit de drie voorgaande vergelijkingen moeten 2 en Cos ¢ bepaald
worden, Daar echter die drie vergelijkingen uvitdrukken, dat de
stralen (pg, ¢g, r3) en (Py, Q4 Ry) in tegengestelde richting loopen ;
zoo zijn onder die drie vergelijkingen slechts twee onderling onmaf-
hankelijk.

§ 9. Uit de laatste twee vergelijkingen kan men een meer
eenvoudige afleiden, door (2) met Cosp en (3) met Cosq te
vermenigvuldigen, en vervolgens aftetrekken. Men krijgt daardoor:
2 Sin 20 — V(n? —1 4 Sin? 2@.S¢-ﬂ' r)— Sin 2¢ Sin rx )
Sinr

Cos 2¢ Cot 1 {(u — &) Cos 29 Cot r -} y — c}
V {nt=—1+ (8in @ Cos p + Cos P Cos g)* }
+ Sin @ Cosp + Cos @ Cos g >(4)
[—3 Sin 2¢ + ¢ Cos r (Cos @ Cos ¢ — Sin @ Cos p) }
1 {n*— 14 (Cos p Sin 30 4 Cos q Cos 3¢)? }
* Cos p Sin 3¢ + Cos g Cos 30
{3, Sin29+ ¢,Cosr(Cos Cosg + SindCosp) (1—>Sin 20 Sinr)}
=0,
samnen met de vroeger gevonden vergelijking:
Sin 2@ SinrCos ¢
+ {/(n? = 1 4 Sin? 2¢ Sin® r) — Sin 2¢ Sin r}(y—e)
— e/ {n? — 1 4 (Sin @ Cos p+ Cos & Cos q)* }
— t;1/{n? — 1+ (Cos p Sin 3¢ -+ Cos g Cos 3¢)* } = 0.

Verder moeten wij opmerken, dat in deze twee vergelijkingen ,

wnardoor & en Cos o liniair bepaald worden, ook nog voorkomen

J

(1
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a—aen y —ec. Tusschen deze beide grootheden en den hoek
p, dien véor- en achtervlak der glasplaat met elkaar maken,
bestaat een betrekking, die men op de volgende wijze kan vinden.

Stellen wij ons het oppervlak van een bol voor met den oorsprong
der coirdinaten tot middelpunt (zie fig. 4). Laat dat opper-
vlak door de X-as gesneden worden in X, door de F-as in Y,
door de Z-as in Z, door de loodlijn uit den corsprong op het
voorvlak van de glasplaat in D, door de loodlijn wit den corsprong
op het achtervlak der glasplaat in E. No weet men, dat ZD =¢
en LE =+ bijna recht zijn. Daarvit volgt, dat [/ XEZ en
£ _XDZ bijna recht zijn; en daar ook ZF bijna recht is, heelt
men /_ XFZ bijna recht. Daaruit volgt weer, dat men kan stellen
XF = XD of

XE — XD —XE — XF —EF
of a —a =EF.

Evenzoo ¢c—9o =—DF.

Verder is DE = p; en daar DEF een dvichoek is, wiens zijden
zeer Lklein zijn, en waarin [ F bijna recht is, kan men stellen:
DF?* + EF* — DE?

of (¢ —v)* + (¢ —a)? ==pt.

§ 10. Feronderstellen wij mu, dat de glasplaat den vorm
eens rechthoeks heeft, of dat de stand van de glasplaat ten aan-
zien van de snijlijn der voorvlakken van de spiegels bijna bepaald
is, zoodra men weet, dat de glasplaat bijna evenwijdig met die
lijn moet zijn. Men heeft dan op een zijvlak der glasplaat rechie
lijnen, waarvan men weet, dat zij de z-as bijna rechthoekig kruisen.

Verder kan men op dat zijvlak (langs optischen weg) ecn
rechte lijn bepalen, die rechthoekig staat op de lijn van doorsnede
der verlengde zijvlakken van de glasplaat. De hoek ¢, dien
genoemde richtingen met elkaar maken, is gelijk aan DEF, dus:

L DEF = .

In den A DEF heceft men verder:

EF =a—a=p Cosy,
DFP=c—y=p Sini.

Door substitutie van deze waarden voor @ — @ en ¢ — y vindi

men volgens vergelijking (1)
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p(r2— 1 4 Sin? 20 Sin?r)— Sin2¢ Sinr

eeEs Sin 29 Sinr p sy
v {n?— 14 (Sin¢ Cosp + Cos ¢ Cos 9)%}
b Sin 20 Smr (6)
e V' {n2— 1 + (Cosp Sin 3¢ + Cos q Cos 3¢)ﬁ}
1

Sin2¢ Sinr
Volgens vergelijking (4) heeft men:
(2 — 14 8Sin?29 Sin?r)— Sin2¢ Sinr i
= Sin 20 Sin s Cos2¢Cotr
X p(Cos & Cos 2¢ Cot r 4+ Sin )....
v {n2— 1 4 (Cosp Sin® 4 Cosq Cos ¢)2)
o (Joa p Sin @ +- Cos q Cos @ =

tos b — 6)
{3— S ?cp (Casg Cos ® — Cos p Sin §)) ?
— v{n? — 1 +(Cos p Sin 3} + Cos q Cos 3¢)’}
C’osp Sin 3¢ + Cos q Cos 3¢
Cos : . .
{(3,+%, m (Cos q Cosp — Cosp Sing)(1—Sin2¢ Sinr)}. )
Volgens § 7 is
Sina = Cos q Sin(2¢ + x) — Cos p Cos (29 + 3)

Sin r

of
Cosq Sin 2¢p—Cosp 00524) Uoquos2¢+CospSm2¢
Sinr Sinr
Daar z bepaald is, is volgens deze vergelijking ook @ bepaald.
Oruergixe 1. In plaats van de laatste vergelijking kan men
ook nemen :
Cos q Cos 20+ Cosp Sin 2¢ Casq Sin 2¢—Cos pCosZ@
Sinr Sin r )
2. Kiest men in een zijvlak der glasplaat de lijn, die de z-as
bijoa rechthoekig kraisen zal, rechthoekiz op de doorsnede der
verlengden van véor- en achtervlak der glasplaat, dan is:
=0, Sinp =0, Cosp =1,
& — a=p,
¢ —y =0,
Vergelijking (5) wordt don:

Sina=

Cosa—=
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v/ {n? — | + (8in¢ Cos p + Cos ¢ Cos g}

Sin 20 Sinr - .
Vin —l-I-(C'aapSqu}—-l-("oquaa{kp)e] 7
Sin 2¢ Sinr

Cosc=—-:¢

T+

Vergelijking (6) wordt:
vV (n® —14-8in20 Sin®r)— Sin20 Sinr 5 4
Sin 2 Sinr peanig Cory
V(n?* — 1 (Cosp Sin -+ ('oquaacp']"
+ Sin 2¢ Sinr
Cos r .
{J—ES__ianp {Cos g Cos @ — Cos p Sin ¢) } >
1 {n? = 1 4 (Cos p Sin 39 4 Cos g Cos 3¢)? } %
- Cos p Sin 3¢ + Cos q Cos 3¢

5 ——

(8)

{3‘1 + ¢ S?:;; (Cosq Cosp —CospSin @)(1—Sin2¢ Se'm')}.J
3. Als men in elk der twee spiegels onderstelt, dat de sniflijn
van vdor- en achterviak bijna evemwijdig is met de snijlijn der
voorclakken van de twee spicgels, dan lLeelt men :
e=¢, =0.
Volgens vergelijking {5) heeft men dan:
y(nt— 14 Sin?2¢ Sin® r)— Sin2¢ Sinr
Sin 2 Sinr pSin.9)
Volgens vergelijking (6) heeflt men:
p(n? —1 4 Sin? 29 Sin? r)— Sin 2¢ Sm r
Sin 2¢ Sin r *
p Cos 2¢ Cot r (Cos § Cos 29 Cot r + Sin §) X
+;V{n’— 1 4 (Cos p Sin § + Cos q Cos §)*} (10)
Cosp Sin @ + Cos g Cos @
—3, v {n® — 1 + (Cos p Sin 3¢ + Cos q Cos 3¢)?}
Cos p Sin 3¢ + Cos q Cos 3¢ -
Maken wij bovendien ten aanzien van de glasplaat dezelfde
onderstelling als ten aanzien der spiegels, dan heeflt men :
Cose=Cosy=00of c=y=90°. . . . (I1)
of in woorden: vdor- en achiervlak der glasplaat moeten evemwij-
dig sign met de lijn van doorsnede der voorvlakkem van de
twee spiegelt,

Cosc =

y= —
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Verder is dan
2 a0 Qe @ : .
_V(» _.I+Si;£:3$z:;i2r Szn2¢SmrP0w,2¢ 0""'{
+3V|'n' ~— 1+ (Cos p Sin ¢ + Cos q Cos $)* }
Cos p Sin Q) + Cos g Cos P
3V (a* — 1 -4 (Cos p Sin 3¢ + Cos q Cos 39)* §

- Cosp Sin 39 —+ Cos g Cos 3

§ 11. Veronderstellen wij nu, even als in het cerste vraagstuk,
dat de stralen bijna rechthoekig gekruist worden door de snijlijn
der voorvlakken van de twee spiegels.

Men heeft dan Cosr zeer klein; evenzoo Cotr. Voor Sinr
kan men 1 stellen, en voor Cosq kan men Sinp stellen. De
formules (5) en (1) worden daardoor veel eenvoudiger. Men vindt
achtereenvolgens :

Sin ¢ Cos p == Cos @ Cos g = Sin (P + p),

p{n? —1+4(Sing Cosp + Cos@Cosq)* } =1 [ n*—Cos*(9+p)},
Cosp Sin 3¢ + Cos q Cos 3¢ = Sin (p + 3¢),
V{n’—-l1—(Cosp5i113¢+00396'033¢)‘~’} = | n®—Cos*(p+39) .

In plaats van formule (5) heeflt men nu:

V(n? — Cos* 29) — Sin 2¢

=

/(12)

Cose—= Sin 2¢ p Sin )
Lyt =0t @+p)} i Cos’lp+30)}
' Sin 2¢ B Sin 24) ®

In formule {6) komen in den eersten term van de waarde, die
2 voorstelt, twee zcer kleine factoren voor, p en Cot r. Die term
kan dus weggelaten worden. In de twee andere termen van die
waarde komt bij den zeer kleinen factor g ofe, telkens de zeer
kleine factor Cosr voor. Men kan dus die gedeelten, die ¢ of g
tot factor hebben, weglaten. In plaats van formule (6) heeft
men dos:

_ U =0+ @)} v in —cos o+ 390}

T= 1

Sin (p+ 9) Sin (p + 30)
Ook is ¢c—y=Cosy — Cosc=p Sin,
en dos Cosy = Cosc 4+ p Sin
3 (st
of Cos oy =p Sin ;;.L(i 00’_??)

Sin 2¢
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VA = 0ot p+0)} i Ant — Cort (p + 300}

+ Sin 2 " Sin 20
De formule
Cosq Cos2Q + Cosp Sin2 Cosq8in2@ —CospCos2
Cosa— - —_—z -  —
Sinr Sinr
wordt nu

Cosa = Sinp Cos 29+ Cosp Sin2—a( Sinp Sin2¢ —CospCoslp),
Cosa= Sin (p + 2¢) 4 = Cos (p + 2¢) ,

Cosa = Sin (p + 29) Cos x 4 Sin x Cos (p + 29),

Coza = Sin(p + 2¢ + ).

Sin (a 4 90°) = Sin (p + 2¢ - 1),

at-90°=p+4+ 20+ =,

a=p-+42¢ - 90°+z.

Men heelt dus als oplossing :

& e B D3 R =G0 )

Sin (p + @)
—3 v{n? — Cos® (p + 3¢)}
: Sin (p + 39)
b—90°—a,

a=a-+4p Cos,
B=90°—a=90°—a—pCos,
1/ (n® — Cos® 2¢)
Sin 20
n2 — Cos? V{2 — Cos? 3
+ !V{ Sin qup L T4 { Sin 2(5:4- 2l
Cosc = Cosy — p Sin .

Cos y = p Sin

In de onderstellingen, san het einde van de vorige § gemaakt,
heelt men in deze furmulen wéer:
Sinp—=e=—e, =0,
Cosy = 1.

§ 12. Gaan wij ou over tot de toepassing, op den Diplei-
doscoop. @, b en ¢, &, B en y ziju dan bekend; terwijlp, g enr
moeten bepnald worden uit de vergelijkingen, die uitdrukken :
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Cos pg + Cos Py, =0,
Cos gy + Cos )3 =0,
Cosry + Cos Ry =0,

Daar in den dipleidvscoop de glasplaat bijna evenwijdig loopt
met de snijlijo der voorvlakken van de twee spiegels, heeft men
Cosc en Cosy zeer klein
en dus Cosb = Sina,

Cos 3 — Sin .

Door alle termen van Cos py <4 Cos Py, die zeer Llein zijn, te
verwaarloozen, vindt men, dat waarden, die zeer weinig van de
wezenlijke waarden van Cosp en Cosgq verschillen, moeten
voldoen aan

— 8in 20 Cos p
~+ (Cosa Cos p =+ Sina Cos q) (Cosa Sin 2¢ — Sina Cos 2¢)=10
of Cos (@ — 2¢) Cos p - Sin (a — 29) Cos g = 0,
Dezel(de voorwaarde vindt men, door met verwaarloozing van
alle zeer kleine termen, uit te drokken:
Cos g3 4 Cos Q; = 0.
Yoor Cosry 4+ Cos R; — 0 heelt men, even als vroeger,
Cos v (Cosa Cos p + Sina Cos )
— (e — ) {n* — 1+ (Cos a Cos p + Sin a Cos q)* }
—ep{n? — 1 4 (Sin ¢ Cosp + Cos § Cos q)*} ‘
—¢ [/{ﬂ’ — 1 4 (Sin@ Cos p Cos 2a + Cos ¢ Cos g Cos 2a
~+ Sin @ Cos q Sin 2a — Cos § Cos p Sin 2a)*} =0,

Uit de heide voorgaande vergelijkingen en

Cos® p+ Cos? ¢ + Cos’r =1

kaonnen nu veor Cosp, Cosq en Cosr waarden bepaald worden ,
die zeer weinig van de wezenlijke waarden verschillen. Daarloe
rou men dan uit de tweede van die drie vergelijkingen de wor-
telgrootheden moeten verdrijven, waardoor men een vergelijking
zou verkrijgen, die ten aanzien van Cosp en Cosq van den
achtsten graad is. Om die vergelijking te vermijden, veronder-
stellen wij, dat in de twee spiegels telkens de snijlijn van véor-
en achtervlak bijna evenwijdiy loopt met de enijlijo der voor-
vlakken van beide spicgels,

Men heeft dan: e—=¢, =0,

De tweede vergelijking wordt dan :
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Cos y (Cosa Cosp+ Sina Cos q)
=(c—y)vin* — 1+ (Cosa Cosp + Sina Cosq)’},
en hieruit kan men Cosa Cosp—+ Sina Cosq bepalen. Men

' A ) (c —)3(n*—1)
) , T -l N
vindt: (Cosa Cos p + Sina Cos 9) -— Costy — (c _— 7)8

—_) (pd —
of:  (Cosa Cosp~- Sina Cosq)t — 3 é‘:a - ;38 ;”_ Cols)’ .
of, als wij voor het bekende tweede lid ¢#* stellen,
Cosa Cosp + SinaCosg=—1t. . . . . . (a)
Ook is  Cos(a — 29) Cos p + Sin (a — 29) Cos g = 0. (b)
Uit deze twee vergelijkingen vindt men de waarden
__t Sin (29 —a) __tCos(2¢ — a)

Cosp — en Cosyg= —(/——,

Sin2¢ Sin 20

en bijgevolg
Cosr = /(1 — Cos?p — Cos® g) = 1(1 — 12 Cosec? 2¢),
welke waarden zeer weinig van de wezenlijke waarden van Cos p,

Cos q en Cosr verschillen, Wij kunnen dus stellen :
_ t8n(20—a)
Casp_————-&_nzq) +z,
t Cos (29 —a) « . (13)
Sin 2¢ +,
Cos r — /(1 —1* Cosec? 20) 4 =.
Uit de vergelijking Cos® p 4 Cos? ¢+ Cos* r =1 volgt nu:
t 8in(2¢ — a) tCos (20 —a)
Sin 20 Y "Sin 20

Cos g =

+31/(1 — 2 Cosec? 2¢)—0

of
xt 8in(2Q — a) + yt Cos(29 — a) + 5 1/(Sin? 20 —2)=0.(14)
In plaats van de vergelijking (a) heelt men, met inachtneming
van zeer kleine grootheden,
Cosa Cosp 4 SinaCosq 4+ Cosc Cosr — &,
Hieruit volgt:
x Cosa+y Cos b+ Coscp (1 — t* Cosec® 290) = 0. .(15)
Eene derde vergelijking ter bepaling van #, y en sz, krijgt men,
door uit te drukken, dat men hebben moet:
Cospy + Cos P, = 0.
Stellen wij nu de waarden van Cosp, Cosq en Cosr, in (13)
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gegeven, in de vroeger gevonden waarden voor Cospy en Cos Py;
laten wij daarbij als altijd het produkt van twee zeer kleine groot-
heden weg, en stellen wij e==¢, = 0,

Men krijgt dan achtereenvolgens :

StS;:;a +2Cos2p—y8in2Q,
CosA =1+ a2 Cosa -+ y Sina 4 Cosep/T — t* Gosec® 29,
CosC— CosA = (2 —n)tCot 20 + (¢ —y)Cos r,

(Cos a Cos2¢ — SinaSin2¢)CosC—(("osz('0s2Q —SinaSin2¢)('osA
= Cos(2¢ + a) Cos C — Cos (29 + a) Cos A
= Cos(2¢+a)( CosC—CosA )+ CosA { Cos(2P+-a)— Cos(2p+=)}
= Cos (2¢ + a)(m—a) t C’al 2¢ + Cos (29 +a)(e — ) Cos r

+i(z— a)8in(2¢+a)= (at —a)+ Cm(24>+a)(c—7) Cosr.

Cos 2¢Cos p— Sin 29 Cos q — -

S 2¢
Cos(cp
; -l Cox
Sin @ Cos p + Cos @ Cos q = Sin 20 -|-s.8m4)+_; ox P,
3¢ Cos a
7 ) 20 C e
3 8in 2¢ Cosp + 3 Cos 20 Cos g Sin 20
En das ook:
— 1 8 2 2) —
Btipyem t.S'ma+ona2¢_yS'.ﬂ2¢+V(ﬂ 1442)—1¢

Sin 2 !

tCosa
{&,ﬂm — o)+ oum@s+ae—nf(1— ém'zqv)}
{ 13 Cos? ( —a)
2V|"’“l+m8in’2¢ 5‘00.“!
t Cos (@ — a) Sin 2¢°

Sin 2¢
Verder heeft men :
= Cos 2 Cos p — Sin 2¢ Cos g - 2 Cos A Cos (2¢ — a)
t S
—-Sm’;; +2 Cos 2 (P — a)
= y 5in (2 — 2a) 4~ 2 Cos ¢ Cos (20 = a) 171 — ¢* Cosec? 20,
Cos (2¢ — a) Cos A — Cos (2 — 2¢) CosC
= Cos(2¢—a)(CosA—CosC)+ {Gas(2¢—a)-coa[2¢-—a)} CasC

=£1*——;.L:—-;§mj+(y — ¢) Cos (29 —a) Cosr,
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~— Sin @ Cos p 4 Cos @ Cos q + 2¢(Sin @ Cos o — Sin e Cos 9)

_tCos(.'jcp-—-a) . .
—_Sin2¢ + 2% (p—a)—az8ind+ yCos@
tCos (P +a) .
= _W-—w&u¢+y008¢,
3, (8in 2¢) Cos p— Cos 29 Cos ¢ — 2t Cosa Sin 2Q + 2t Sin a Cos 2¢)
Cas (49 — a) — 3t
=3, Sin (20 —a){t =
é,l TSm0 — 2 5in (29 a)}t bﬂzq)Coa
En dus is nok :
) t Sina
CosPy, = = 2¢+:Las(£¢-—2a)—y.§m(2¢n—2a)

+ 2 Cosc Cos (2¢ —a) 17| — i* Cosec 2(1)

T 12—t (a—a)tCos

u’2¢

12 Cos? (9 + a)
< . RS I
+W{” T Smt29  |3iCosa
t Cos (@ + a) Sin 2¢°
Sin 2¢

De voorwnarde Cos py -+ CosPg = 0 levert dus op, als men
door 2 declt,
a Uos (29 —a)Cos 6 — y Sin (2 —a) Cos a

"

+ Cos ¢ Cos (2¢-—a)//( S 24}) ’
pn—142—1t . " ; *
———_——— Sin2¢ Sina(y c),/(] —_ SWE)\

1 10— 16

’/{u' -1 +‘———-———C;f ’(;’qb %) (1%

— L X 3t Cosa
tCos{p — a)
t* Cos? (P + a)
¥ e e
l/ l” 1+ —go2
t Uos (P +-a)
Uit de vergelijkingen (15) en (16), die ten aanzien van zeny
van den eersten graad zijo, vindt men:

‘nd — 1 3 2% —
=Vﬂ 1k ‘Sf’na(y—c)V(l

X 3t Cosa =0.

- )
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’/'" — 1+ t“(ns‘(d)-—-—a)

Swi20 | cua
Cos (@ —4n) Sin 2Q
12 Cos* (O + a)l
- LI L o
. ’/{" 1+ G0 .5 Cose
Cos (@ + a) ' Sin 20

bt — it — p ; it ]
= ; S’“‘""W"”)V("'m
Casc
" Cosa p'( Sin? & 24})

2 Cos? (9 — )]
’/l"’"1 T Sin’ 20 fa Sina

-}

Cos (@ — a) Sin 29
1 Cos (fb + a)
3
_ V{n ok 4 T Sin? 245 } » Sin a
Cos (¢ + a) 1820 °
Volgens vergelijking (14) heeft men nu verder:
s=(pn? —1 4 £ —1)(c = 7)tgaCos20 +‘ Otso 5824 —3)
Cosa
Pl 14 200
+ Sin? 2¢ 3t Cos 2¢
Cos (¢ — a) L Sind 20 —t?
t* Cos? (cp -+ a)
[ [
I/ {” " 3,t Cos 20
Cos (¢ +a) ) Sind 20 — 2

Daar nu #,y,s bepaald zijn, 2ijn volgens de formules (13)
onk p,q enr bepnald,
¢t Sin (2¢ — a) n§—1+t“--l
Sin 29 : X

Sm a e Cos ¢
c‘ma (e—2) y( Sin? 2¢) Cosa V( Sm’ )
t* Cos? (P — a)
Vi —1+'—g5 29 Sin a
Cos (¢ — a) Sin 2¢

Cosp—

l.
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2 1+“ Cos® (@ + a) |

o Sin*29 ). Sina
Cos (@ + a) 'Sin2¢
R t Cos (29 — a)
1= "Sinzg
/—?_-:'__?_ ‘!
N l‘+3 ‘Siﬂﬂ(')’—(-')y(l —m¢)
t* Cos? () — a)
’/{m =1+ Sin® 2¢ Cosa
- Cos (¢ — a) Sin 2¢
t? Cos® (¢ + a)
l/{ﬂ’ = L Sin? 2¢ } Cosa
+ Cos (@ +a) ' Sin 20’
Cosr— ]/(1 — é—;——‘_::w}i—(yn’-—— I+ 3 —1) (c—y)tga Cosi@
tCosc Cos (20 — a)__
Cosa
, t3 Cos* (@ — a)
Pim—1+ Sin® 20 } 3t Cos 2
+ Cos (¢ — a) "y Sint 29 — 13

t* Cos* (9 + a)
_ V{"' 't } 8100820
Cos ($ + a) "y 8int 29— ¢
§ 13. Veronderstelt men, dat de snijlijn van ctdor- en
achterclak der glasplaat bijna evenwijdig is met de snijliyjn der
voorclalken ran de twee spiegels, dan kan men stellen:
Cose=— Cosy of c=y.
De vergelijking Cosry + Cos Ry =0
of Cos y (Cos a Cos p + Sina Cos q)
=(¢-—9) {n? — 1 4 (Cos a Cos p + Sin a Cos q)°}
wordt dan: Cosy (Cosa Cos p 4 Sina Cos g) = 0.
En aan deze vergelijking kan alleen voldaan worden , als men
heeft ; Cosy =10
en dus ook : Cosc = 0.
Wij hebhen dus: Als zoowel in de glasplaat als in de twee
spiegels de snijlijn van vdor- en achtervlak bijna eremwidig s
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met de snijlin der voorviakkan van de twee spiegels, dan kan
aan het gestelde slechts ten naastenbij voldaan worden, ols de
vlakken der glasplaat bijoa erenwijdig sgn met de snijlijn der
voorvlakken van de twee spieyels. Als de tvlakken der glasplaat
volkomen evenwijdig zin met de snijlijn der voorviakken van
de twee spiegels, dan heeft men ter bepaling van p, g en r
éene vergelijking minder dan in de vorige §; zoodat dan de
richting der stralen miet volkomen bepaald is,

§ 14. Beschonwen wij na nog het bijzondere geval, dat de
stralen  bijna rechthoekig gektuist worden door de snijlin der
voorvlakken van de twee spiegels.

Men heeft dan Cos g = Sinp. De vergelijking

Cosa Cosp + Sina Cosq =1
wordt dan : Cos(a—p)=1,
waardoor p bepaald is, met weglating van ven zeer klcine grootheid.

De vergelijking, die uvildrakt Cos p, + CosP, =0, wordt

dan, als men de zeer kleine grootheden weglaat,

Cos (a — 2¢) Cos p + Sin (@ — 2¢) Sinp =0

of Cos(a—2¢ —p)=0,
en dus a—2¢ —p —=90°
of p=a—2¢ 4+ 90°,

waarduor p eveneens bepaald is, met weslating van cen zeer Lleine
grootheid,

In het algemeen zullen de twee waarden voor p, op die wijee
gevonden, nict overcenstemmen.  De cerste waarde komt dan niet
in aanmerking , omdat, als os (a — 2¢ — p) nict O is, of zeer
klein, men hebben zou Cos py 4~ Cos Py = een grootheid, die
niet nul of zeer klein is.

Kiest men p —=a — 2¢ + 90°, dan wordt

Cospy -+ Cos Py — zeer klein,
en in ieder geval is Cosry +CosRy= » »
zoodat dan een waarde gevonden is van p, waardoor bijna aan
het gestelde voldaon wordt, of waardoor de richting der gebroken
stralen bijna dezellde is als de richting der stralen, die onmiddellijk
door de glasplaat teruggeknatst worden,

Door voor p te stellen a — 2¢ 4 80° — &, waarin « zcer
klein is, verkrijgt wmen noy siceds
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Cosry + Cos Ry = zeer klein,
en door die waarde te substitueeren in
Cosp, + CosPy = 0,
kan men z zvodanig bepalen, dat men voor
p=a—20 4+ 90> — 2z
heelt Cosry; + Cos Ry — seer klein, en Cospy —+ Cos Py, = 0.
Door substitulie van genoemde waarde in Cespy+ CosPy=0,
verkrijgt men
v {n? = Sin® (a — 9)}
( Cos (a —-}:p)
Vin? — Sin? (a + @)
Cos{a+ 0) 3, Cosa =0,

zCosa—

3 Cosa

en dos
.— v [n? — Sin? (a——d))} 3 V{n‘ — Sin? (a +tp)} 3
- Cos (a — @) - Cos (a + @) v
v in? — Sin® a— @)}
Cos(a— Q)
v{n* — Sin? (a + @)}
Cos (n + @) "

p=a—2¢+90°—

-+

g=90°—p, en
r= cen willekenrige zcer kleine waarde, geven nu
Cosry -+ Cos Ry = zeer klein,
Cospy + CosPy =0,
en dus ook Cosg, +CosQ, =0,
zoodat voor hovenstaande waarden bina aan het gestelde voldaan
wordt,

Heelt men echter e=¢ =10
en te gelijk e=1ry = 900,
dan wordt amn de vergelijking, die witdrokt

Cosry <+ CosRy =0
voldaan , door alle waarden van p, g en r. Aan het gestelde is
dan voldaan, en Cos r blijit onbepaald, maar zeer klein.

Als in de glasplaat, en niet te gelijk in de spiegels, de snijlijn
der twee vlakken bijna evenwijdig is met de snijlijn der voorvlak-
ken van de twee spiegels, heelt men

¢ en ¢ niel nal
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c=v
en duor p=a—2¢0490°
V{nt — Sin® (a — @)} 3 v [n* — Sin? (a + @)} 3
- Cos (a — @) + Cos(a + @) I

wordt dun nauwkeurig aan het gevraagde voldaan, als de glasplaat

zéo geplaatst is, dat men heelt

Cosc Cos(a—p) =¢1| n*— CosX(@+p) } +5,1/{ n*—Cos*(39+p)},

of

Cosc Sin 2 ==¢1/ [n* —Sin®(a —@) } 4-¢,1 [n*—Sin*(a+)} ,

of

1 {nd—>5ind(a—@) } +¢, 1 n? —Sin(a+ @)}
Sin 2¢

Cosy = Cosc=
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