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VOORWOORD.

Het cerste Deel der Vormleer , bevaltende beschouwingen over
de rechie Lijnen en de viakken door rechte linen begrensd , is
ecen ontvangst te beurt gevallen , die ik niet had durven hopen :
de cerste druk toch was in Fkorten tijd geheel wilverkocht. De
bearbeiding van een fweede oplage veroorzaakte alsoo, dat ik
mijn vrijen tgd niet geheel aan het beloofde tweede Deel kom
besteden , 't welk daarom thans eerst het licht sief.

Even als in het cerste Deel een geregelde opvolging heerschi , is
oolc bij de vervaardiging van het iweede wvoorondersteld, dat de
gebruiker geen andere mathematische kennis bezit, dan hij door
't ecerste Deel heeft opgedaan ; soodat ook in deze bladen een
geregelde opklimming plaats heeft.

Bijzonder is in *t oog gehouden , telkens het net van lichamen,
die besproken werden, te teckenen , opdat de leerling zich zelven
soodanig lichaam van bordpapier kunne vervaardigen.

Ik wil hier fevens nog opmerken , dat dit werkje, soo als het
daar ligt , niet voor schoolgebruik is bestemd , maar wel voor jeug-
dige onderwijsers en kweekelingen, om zich in de Vormleer te
bekwamen.

De onderwijzer zal voor de school uil iedere paragraaf datgene
kunnen kiezen, wat hem het best bruikbaar schijnt.



VI VOORWOORD.

Mocht ook dese arbeid, even nls het eerste Deel , door den
Nederlandschen Onderwijser met welwillendheid ontvangen worden
en aanleiding geven tot bevordering van het onderwigs in de
Vormleer op de scholen , dan sou ik my den tgd, aan de bewer-
king besteed , nict beklagen.

Deventer, J. D. R. MOLL.
Juni 1864.

Behoudens enkele verbeteringen is dese derde druk onveran-
derd gebleven.

Ieventer, J. D. R. MOLL.
Juli 1872.
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I. OVER DEN CIRKEL

§ 1
Over den citkel, door één rechle liyn gesneden.

Volgens ons plan zetten wij onze beschouwingen over de
Vormleer nu verder voort, en beginnen daartoe met den cirkel,
De cirkel is een plat vlak, ingesloten door een kromme lijn,

Fie, 1. die in zich zelve terugkeert, en waarvan alle
punten zich op gelijke afstanden van een punt
M in den cirkel bevinden (zie fig.1). Dit punt
M wordt het middelpunt (centrum) genoemd.
Men kan zich voorstellen, dat de cirkel ont-
staan is uit de draaiing van het beweegbare
been van een hoek AMB, wiens beenen even
lang zijn (zie bladz. 39 van het I° deel),
begonnen bij een hoek “van 0°, terwijl
dat beweegbare been alle standen door-
loopt, vooreerst tot 90°,. dan tot 1809,
dan tot 270° en dan weder tot 360°.
Het punt B heeft nu ezn kromme lijn
doen orntstaan, die de cirkelomtrel wordt
genoemd en het vlak van den cirkel be-
grenst. Dit vlak wordt cirkelvlak genoemd of ook wel het

IL 1
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opperviak van den cirkel (zie fig. 2). — Elke cirkel heeft slechts
¢én middelpunt; als men dit door een rechte lijn met eenig
punt van den omtrek vereenigt, dan heet die lijn straal (radius).
In een cirkel kan men ontelbaar veel stralen trekken, die
alle even lang zijn (MA =MB =MC enz.). Elk paar stralen
snijdt van den omtrek een gedeelte af; dit noemt men boog.
Zoo zijn AB, BC, AC, enz. bogen van den cirkel.

Om een cirkel te beschrijven, gebruikt men een werktuig,
dat onder den naam van passer genoegzaam bekend is. Om
met een gegeven straal een cirkel te beschrijven, opent men
den passer ter wijdte van den gegeven straal, zet het eene
been van den passer vast op het papier, en laat het andere
om dit vaste been ronddraaien, steeds zorgende, dat de ope-
ning van den passer onveranderd blijft.

De ' cirkel bezit onderscheiden fraaie eigenschappen. van
welke wij eenige zullen mededeelen. Daartoe beschouwen wij
in deze afdeeling

den cirkel door één rechie lijn gesneden.

Fig. 5. Men zegt, dat de cirkel door een rechte
lijn wordt gesneden , indien deze den omtrek
tweemaal snijdt. De lijn CD wordt sngjlijn
(secans) genoemd, want zij snijdt den cirkel
in de twee punten A en B (zie fig. 3). Wan-
neer de snijlijn door het middelpunt M van den
cirkel gaat, dan is dat gedeelte van de snijlijn,
dat tusschen de snijpunten H en G is gelegen,
een middellijn (diameter). Het is duidelik
dat de lengte der middellijn gelijk is aan de
lengte van den dubbelen straal. Stelt men
zich de snijlin EF beweegbaar voor om het
vaste punt M, dan zal men zien, dat oneindig veel middellij-
nen in den cirkel getrokken kunnen worden. Snijdt men de
figuur volgens de lijn EF door, dan verkrijgt men twee halve
cirkels. Een halve cirkel wordt dus door den halven omtrek
en een middelljn begrensd. De middellijn deelt dus zoowel
het cirkelvlak als den cirkelomtrek midden door. Wanneer de
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snijlijn niet door het middelpunt gaat, zoo als de lijn CD (fig. 3).
dan is het deel van de snijlijn, dat tusschen de punten A en B
ligt, een koorde. Een koorde wordt langer, als zij dichter
bij het middelpunt is gelegen ; en korter, als haar afstand van
het middelpunt toeneemt. De koorde. die de uiteinden van
een boog AIB (fig. 3) vereenigt, heet bepaaldelijk de koorde,
welke dien boog onderspant. Hoe langer een koorde is, des te
grooter wordt de boog, dien zij onderspant. De langste koorde
is dus de middellijn.

Elke andere koorde in den cirkel is kor-
ter dan de middellijn. Die koorde toch
gaat niet door het middelpunt; men kan
dit punt derhalve met de uiteinden der
koorde door stralen vereenigen; hierdoor
ontstaat een gelijkbeenige driehock AMB
(fig. 4). En in een drichoek is steeds de
eene zijde of AB kleiner dan de som der
beide andere zijden of AM 4+ BM; maar daar de middellijn ge-
lijk aan den dubbelen straal is, volgt ook dat AB steeds kleiner
is dan de middellijn CD.

Naardien er door de vereeniging van de uiteinden der koorde
met het middelpunt steeds een gelijkbeenige driehoek ontstaat,
zal men ook gemakkelijk opmerken, dat de hoek, gelegen tus-
schen de koorde en den straal, steeds scherp is: de som der
hoeken van een driehoek is toch nimmer grooter dan 180°.
Hieruit volgt tevens, dat de koorde en de straal even lang zijn,
ingeval de hoek, dien zij met den straal maakt, gelijk isaan
60°. Zij zal kleiner dan de straal zijn, zoo de hoek kleiner
dan 60° is.

Fig. 5. Indien men in den cirkel een koorde
trekt, dan verdeelt zij den omtrek des
cirkels znowel als zijn oppervlak in twee
ongelijke deelen (fig. 5). Immers is op-
pervlak ADB grooter dan opperviak ACE.
Ieder dezer deelen noemt men een seg-
ment. De grenzen van een segment zijn
dus een boog en een koorde. Wanneer

*
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men nu de uiteinden der koorde AB met het middelpunt M
door stralen vereenigt, dan is de cirkel door deze beide stra-
len wederom in twee ongelijke deelen verdeeld, die men secto-
ren noemt: MACBM en MADBM zijn dus sectoren van den
cirkel. De grenzen van eeun sector zijn een boog en twee stralen.
De sector bestaat uit een segment en een gelijkbeenigen drie-
hoek , of uit een segment min een gelijkbeenigen driehoek. Zoo
is in deze figuur
sector MACB — segment ACB - driehoek ABM
en » MADB= » ADB — » ABM.
‘Wanneer een koorde zich al verder en verder van het mid-
delpunt des cirkels verwijdert, dan zal Zjj éens in zulk éen
stand komen, dat zij met den omtrek van dén cirkel niet meér
twee punten, maar slechts één punt gemeen heeft. Alle andere
_— punten van de lijn AB liggen dax' buitén
den cirkel (zie fig. 6) ; alleen heeff de Fijn
AB het punt C met den cirkel gemeen,
en dit punt wordt raakpunt genoemd,
terwijl delijn AB gezegd wordt den cirkel
in C te raken, dat is: zij is raaklijn (tan-
gens). Als men nu den straal MC trekt,
dan zal het niet moeilijk vallen op te mer-
ken, dat AB loodrecht op MC staat. Het
punt C tochis het eenige, dat de raaklijn
met den cirkelomtrek gemeen heeft; ieder
ander punt van AB zal buiten den cirkel vallen en dus zal de
vereenigingslijn van dit punt met het punt M langer zijn dan
de straal MC. leze is alzoo de kortste afstand tusschen het
punt M en de lijn AB. en zij is gevolgelijk een loodlijn op AB.

§ 2
Over den vivkel , door twee rechie lijnen géstieden,
Thans willen wij den cirkel, door fwee rechte lijien gesne-

den, beschouwen; letten wij daartoe op eenige eigenschappen
van den cirkel, ontstaande uit de volgende gevallen : -



)

a.  Twee elkander rechthoekig snijdende middellinen. Fig. 7
doet ons dit geval zien. De geheele opperylakte van den cirkel,
zoowel als de cirkelomtrek wordt door deze lijnen in vier ge-
lijke deelen verdeeld. Elk der
deelen van het oppervlak des
cirkels wordt een kwadrant ge-
noemd. Een kwadrant wordt dus
begrensd door twee stralen en
een boog, die het vierde deel
van den geheelen cirkelomtrek
bevat. In genoemde fig. merkt
men op: vier gelijke bogen FH ,
EH, EG, FG; — vier gelijke stra-
len ME, MF, MG en MH, en vier
gelijke hoeken aan het middelpunt
EMH, FMH, FMG en EMG.
Elken gelijken boog vindt men juist tusschen de beenen van
elken gelijken hoek aan het middelpunt. Werd een der hoeken
aan het middelpunt grooter of kleiner , dan ook zou de boog
tusschen de beenen van dien hoek grooter of kleiner worden,
en omgekeerd. De grootte van zoodanigen hoek hangt dus van
de lengte des boogs af. Hieruit heeft men een middel afgeleid
om hoeken door cirkelbogen te meten; dat is: men heeft daartoe
den geheelen cirkelomtrek even zoo verdeeld als 4 rechte hoe-
ken, dus in 4 X 90° =360°, Zoo dikwijls nu de boog , waarop
een hoek aan ’t middelpunt staat, in den geheelen omtrek is
bevat, even zoo veel malen is die hoek in vier rechte hoeken
begrepen. Passen wij nu dit op de in fig. 7 voorkomende
kwadranten toe, dan is de volgende schrijfwijze gewettigd :
L EMH =boog HE =90°; |_ FMH =hboog FH = 90°, enz.
en wil eenveudig zeggen dat |_ EMH recht is, of dat boog HE
het 1 van den geheelen cirkelomtrek is. Een hoek aan 't mid-
delpunt wordt dus gemeten door den boog waarop hij staat.
Is b.v. deze boog het § van den geheelen omtrek des cirkels,
dan bevat die hoek 2§° =45°, enz.

b. Een middellijn en een koorde in den cirkel, die elkander
rechthoekig snijden. Laat in fig. 8 AB de middellijn en CD de

Fig. 7.
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Fig. 5. koorde zijn, die elkander in het punt
E rechthoekig doorsnijden. Als men
dan de stralen MC en MD trekt, dan
ziet men in den gelijkbeenigen drie-
hoek CDM, dat CE = DE is, en dat
dus de koorde in het snijpunt E is
midden door gedeeld. Uit de gelijk-
heid der hoeken CME en DME volgt
tevens, dat boog BC =boog BD is.
De geheele cirkelomtrek door de mid-
dellijn AB in twee gelijke deelen verdeeld zijnde. volgt ook dat
hoog ACB — boog BC =hboog ADB — boog BD, of dat boog
AC =boog AD is. D middellijn wordt blijkbaar door de koorde
in twee ongelijke deelen verdeeld. Ook blijkt nog uit de figuur,
dat de lijn, die rechthoekig door het midden der koorde gaat,
door het middelpunt zal loopen. Het stuk BE der middellijn,
dat van deze rechthoekig dnor een koorde wordt afgesneden,
wordt de pijl genoemd.
c. Een middellijn en een koorde, die elkander aan den om-
trek ontmoeten. Laat in fig. 9 AB de middellijn en AC de koorde
Fir. 9. zjn. Deze maken met elkander een hoek,
die gemeten wordt door den halven
boog, tusschen zijn beenen begrepen.
Trekt men — om deze waarheid aan te
toonen — den straal MC, danis A AMC
gelijkbeenig, endus | BMC=|_ CAM
—+ L ACM=2|_ CAM. Maar | BMC
= boog BC, dus!_CAB = § boogz BC.
Het is duidelijk , dat een middellijn en
ven koorde, die elkander aan den om-
trek ontinveten, steeds een hoek vormen kleiner dan 90°,
Indien toch deze hoek gelijk ware aan 937, dan zou AC geen
koorde, maar raaklijn zijn. — Als men uit het viteinde C der
hoorde AC ven loodlijn CD op de middellijn laat vallen, dan
heet het stuk AD der middelliin de projectie der koorde op de
middellijn.
d. Twee aan den omirek elkarider ontmoetende koorden. In-
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dien AB en BC in lig. 10 of 11 die koorden zijn , dan wordt
Fie, 10, in beide gevallen de hoek, dien de koor-
den vormen, gemeten door de helft van
den boog, waarop de hoek staat. Trekt
men in beide figuren de middellijn BD,
dan is reeds aangetoond (uit fig. 9) dat
L ABD = { boog AD en |_ CBD =
boog CD is, en derhalve is ook in fig.
10: | ABD+_CBD=|_ ABC=]
boog AD 4} boog CD—1 boog (AD -
CD) =} boog AC. Infig.11is L CBD
—}boog CD en L ABD =} boog AD ,
en bijgevolg L CBD — L ABD=L
ABC =1} boog CD — } boogAD =1
boog AC. —In fig. 10, waar aan elken
kant der middellijn een koorde ligt,
kan de hoek tusschen de koorden scherp,
recht en stomp zijn, maar zijn grootte
is steeds beneden 180 graden, en in
fig.11, waar beide koorden aan den
zelfden kant der middellijn liggen, is
de hoek tusschen die koorden steeds kleiner dan een rechte ,
d.i. steeds een scherpe hoek.
e. Twee koorden , die evenwiyjdig loopen. Laten AB en CD
Fig. 12. die koorden zijn; trekt men een mid-
dellijn EF (fig. 12), die deze koorden
rechthoekig snijdt, dan is volgens het
geleerde (onder &) boog CE — boog DE
en boog AE —hoog BE; derhalve is ook
boog AC = boog BD. De bogen tusschen
de uiteinden van twee evenwijdige koor-
den zijn dus even lang. — Is nu ieder
dezer evenwijdige koorden op gelijken
afstand van 't middelpunt geplaatst,
200 als CD en GH in fig 12, dan zijn die koorden even lang,
e bogen GEH en CFD buiten de evenwijdige lijnen zijn ook
even groot en de segmenten CFD en GEH hebben tevens een




gelijk oppervlak. Deze

toonen.

Fig. 13.

Fig, 14

Fig. 15.
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waarheden zijn gemakkelijk aan te

t. Twee raaklinen, die evenwijdig
sin. Laten ABenCD (fig. 13) die
raaklijnen zijn, en E en F de raak-
punten. Nu ligt de cirkel geheel tus-
schen die evenwijdige lijnen in. De
vereenigingslijn tusschen de punten
EenF gaat door het middelpunt des
cirkels en EF is juist de middellijn.
De afstand tusschen de beide raak-
lijnen is_dus gelijk aan den dubbelen
straal.

g. Twee snijlijnen ., die elkander
buiten den omirek snijden. Indien in
fig. 14 AD en BC die snijlijnen zijn ,
dan kan de hoek, dien zij vormen,
ook door de cirkelbogen gemeten
worden, die zich tusschen zijn bee-
nen bevinden. Trekt men daartoe uit
een der snijpunten b.v.D de lijn DF
evenwijdig aan het andere been AB,
dan is | ABC= L CDF = boog
CF =1 (boog AC —boog AF) =1}
(boog AC — boog DE). De hoek, ge-
vormd door twee buiten den cirkel
elkander snijdende snijlijnen, wordt
dus gemeten door het halve verschil
der bogen, tusschen zijn beenen be-
grepen.

Trekt men nu (zie fig. 15) de koor-
den AD en CE, dan kan men gemak-
kelijk aantoonen , dat de A* ABDen
CBE gelijkvormig zijn. Daartoe is
alleen noodig op te merken, dat
L A=|L C=1boog DE is. Beide
driehoeken hebben daarenboven den
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hoek B gemeen, dus mag men tot hup gelijkvormigheid be-
sluiten. Wegens die gelijkvormigheid dan heeft men
BE : BC = BD : AB.
d.1. als twee snijlijnen elkander buiten den omtrek des cirkels
snijden, dan maken de eene en haar stuk buiten den cirkel
de beide uviterste — en de andere met haar stuk buiten den cir-
kel de middelste termen eener meetkunstige evenredigheid uit.
Indien men een der lijnen b. v. BC om het punt B laat rond-
Fig. 18, draaien en naar den kant van T be-
wegen (zie fig. 16), dan komen de
punten C en D steeds dichter bjj
elkander en vereenigen zich op den
oogenblik , dat BC den cirkel in het
punt F aanraakt. De gencemde even-
redigheid heeft thans in zooverre een
verandering ondergaan, datnu BC=
BD = BF geworden is, zoodat men
nu heeft:

BE : BF = BF : AB.
Hieruit volgt dus, dat de raaklijn aan
een cirkel middelevenredig is tusschen de geheele snijliin en
het stuk buiten den cirkel.

h. Twee koorden . die elkander binnen den omivek snijden.
Fig. 17. Laten AB en CD die koorden zijn
(fig. 17). Trekt men dan AE evenwij-
digaan CD. danis L BFC =|_ BAE
— } boog BE = { boog BC 4~} boog
CE ; maar volgens het geleerde onder
d is boog CE == boog AD, dusis ook
L BFC =} boog BO~4-4 boog AD=4
(boog BC + boog AD). Hieruit blijkt
ons, dat de hoek tusschen twee elk-
ander binnen den omtrek snijdende
koorden gemeten wordt , door de halve som der bogen tusschen
de beenen van den hoek begrepen.
Trekt men nu de vereenigingslijnen tusschen A en D, als-
mede tusschen B en C (zie fig. 18), dan'kan men ook gemak-
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kelijk aantoonen, dat de A® ADF en
BCF gelijkvormig zijn. Daartoe is
alleen noodig op te merken, dat | A
=L C=1boog BD is. Want beide
driehoeken hebben een gelijken top-
hoek F, zoodat men thans tot hun
gelijkvormzigheid mag besluiten. We-
gens deze gelijkvormigheid dan heeft
men

AF : DF = CF : BF.
d. 1. als twee koorden elkander snijden, dan maken de beide
deelen der eene de niterste, en de beide deelen der andere de
middelste termen eener meetkunstige evenredigheid uit.
7ijn de koorden in zoodanigen stand, dat de eene de mid-
Yo, 19, dellijn wordt, die de andere recht-
hoekig snijdt (fig. 19), dan is nog
evenzoo (vergelijk fig. 8 en het daarbij
besprokene)
CE : BE = AE : DE
maar nu is CE=DE; dus is ook
BE : CE = CE : AE,
of BE : DE = DE : AE,
of BE : $CD = {CD : AE;
d. i. de halve koorde is nu middel-
evenredig tusschen de beide deelen der door haar rechthoekig
gesneden middelliin, een eigenschap, waarop wij hieronder
zullen terugkomen.

Tig, 30- i. Twee rackiijnen , die elkan-
der snijden. Laten AB en AC
(zie fig. 20) die raaklijnen zijn,
en B en C de raakpunien. Trekt
men dan door het middelpunt de
aan AB evenwijdige middellijn DE,
en uit E de lijn EF evenwijdig aan
AC, dan is boog BD = boog BE,
boog CF = hoog CE, dus hoog
DF = boog BDFC — boog BEC:
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maar | DEF = | BAC zijnde, volgtook |_ BAC=|_DEF=
1 boog DF =1 boog BDFC — } boog BEC, d.i. de hoek tus-
schen twee raaklijnen wordt gemeten door het halve verschil
der bogen tusschen zijn beenen. —Is |_ BAC recht, dan moet
BMC juist eenkwadrant of het vierde deel van den cirkel zijn.
Beschouwen wij nogmaals het geval, dat uit zeker punt A
Fie. 21, (fig. 21) twee raaklijnen aan den cir-
kel zijn getrokken. Trekken wij dan
de stralen MB en MC naar de raak-
punten, alsmede de lijn MA. dan
ontstaan twee rechthoekige driehoe-
ken ABM en ACM, die gelijk en ge-
lijkvormig zijn ; de overeenkomstige
zijden dus gelijk zijnde, is AB=AC,
waaruit dus blijkt, dat de twee raak-
lijnen, die uit één punt aan den cirkel
getrokken worden, evenlang moeten zijn. — Uit de gelijkvor-
migheid dier beide driehoeken volgt ook, dat _ BAM=|_ CAM
is, waaruit dus blijkt, dat de lijn, die wit het snijpunt van
twee raaklijnen naar het middelpunt wordt getrokken, den
hoek tusschen de raaklijnen midden door deelt. — Uit deze
laatste opmerking volgt ook gemakkelijk de hierboven bewezen
rezel om den hoek A te bepalen.
k. Twee gelijke koorden uit één punt van den omtrek getrok-
ken. Laten ABen AC (fig. 22) die gelike koorden zijn. Indien
Fig, 22. men dan de middellijn AD trekt, zal
deze den hoek, waaronder de kooiden
elkander snijden, midden doordeelen.
Immers zijn de driehoeken AMB en
AMC gelijk en gelijkvormig, de hoe-
ken tegenover de gelijkstandige zijden
ziju dus gelijk, en derhalveis | BAD
= | CAD. De bogen BD en CD,
alsmede AB en AC zullen tevens gelijk
zijn. Laat men voorts uit M de loodlij-
nen MF en ME op de koorden neér, dan zjn deze loodlijnen
tevens gelijk , omdat de rechthoekige driechoeken AEM en AFM




12

gelijk en gelijkvormig zijn. De afstanden van beide koorden
tot het middelpunt zijn dus tevens even lang. — Het is vonrts
duidelijk, dat als deze afstanden grooter of kleiner worden,
de koorden dan kleiner of grooter worden.

I Twee koorden , die le samen den halven cirkel onderspannen.
Laten AB en BC die koorden zijn, die juist den halven omtrek van
den cirkel onderspannen (fig. 23),
danzal delijn AC, die de uiteinden
dezer koorden verbindt, door het
middelpunt moeten gaan. De hoek
B staat dan op boog AC, die juist
den halven cirkelomtrek bevat en
dus =180° is. Alzoois L B=1%}
boog AC=909=Trecht. De driehoek
ABC is dus in B rechthoekig. Laat
men nu uit het hoekpunt van den
rechten hoek een loodlijn BD op de hypotenusa van den driehoek
of de middellijn AC van den cirkel neér, dan heeft men (vergelijk
met het onderstaande §18 van het 1¢ Deel) :

AC: = AB* 4 BC*, BD* =AD x CD,

BC*=AC x CD, AB*=AC x AD,
d.i. de som van de vierkanten der twee koorden, die den
halven cirkel onderspannen ; is gelijk aan het vierkant op de
middellijn des cirkels; — twee dezer drie lijnen bekend zijnde,
kan men dus de derde vinden. De loodlijn die uit een wille-
keurig punt van den omtrek des cirkels op de middellijn valt,
is middelevenredig tusschen de deelen, waarin zij de middellijn
verdeelt. En als men vit zeker punt van den omtrek een
koorde en een middelliin trekt, dan is die koorde middel-
evenredig tusschen haar projectie op de middellijn (verg.fig. 9)
en de geheele middellijn.

Fig. 23,

§ 3
Twee cirkels len opsichte van elkander.

Wi willen thans twee cirkels beschouwen, en wel zulke,
die buiten elkander liggen. Vereenigt men hun middelpunten
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Fig. 34. M en N (zie fig. 24) , dan is deze lijn MN
gelijk aan de som der beide stralen op-
geteld bij den afstand AB tusschen bei-
der bolle omtrekken. — Als de cirkels
gelijke stralen hebben, dan is die lijn
MN gelijk aan tweemaal den straal van
een der cirkels, opgeteld bij den afstand
AB tusschen beider bolle omtrekken.
Behoudt de grootste cirkel zijn plaats
en schuift men den kleinsten naar den
grootsten, dan wordt de afstand AB
‘tusschen hun omtrekken steeds kleiner.
Eenmaal komen zij in zoodanigen toe-
Fig. 25, stand, dat genoemde afstand AB ver-
dwenen is, dat dus de omtrekken elkan-
der raken (zie fig. 25). Zij hebben nu één
punt P gemeen, dat wederom het raak-
punt genoemd wordt; ddarom worden
de cirkels gezegd elkander te rakén:
hier wordt die raking uilwendiy genioemd,
ter onderscheiding vdn een andéré ra-
king, die wij hierondér zullen léeren
kennen. Vereenigt men nogmaals de
middelpunten door &en rechté lijn, ddn
loopt deze door het rddkpint P & is
even lang als de som der beide strdlen.
Uit het raakpunt een loodlijn op MN
oprichtende, zal deze een raaklijn aan
beide cirkels zijn.
P Stelt men zich nu voor, dat men dén
kleinsten cirkel verder naar het middel-
punt van den grootsten voortbeweegt, dan
2al de minste verschiiving een snijdiiig
van beide cirkels dogn ontstaan (fig: 26).
Deze snijding heeft in twee punten CénD
plaats. Twee cirkels kunnen eélkander
in niet meer dan in twee punten shijden.

Fiw, 26,
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De lijn MN, die de middelpunten vereenigt, is nu weder klei-
ner geworden, en wel zooveel als de lijn AB bedraagt tusschen
beide omtrekken. Zij is thans dus gelijk aan de som der beide
stralen verminderd met de lijin AB. Vereenigt men de punten
C en D door een rechte lijn, dan is deze een koorde van
beide cirkels. Deze koorde en de lijn MN snijden elkander
rechthoekig , dat ons duidelijk wordt, als wij de stralen MD,
MC, ND en NC trekken, want dan is MDNC een gelijkbee-
nige vierhoek , wiens diagonalen elkander rechthoekig moeten
snijden (vergelijk § 22 van het I* Deel). Verder is MDBC een
sector van den grooten en NDAC een sector van den kleinen

Tje. 27. cirkel. Beide sectoren hebben let cir-
kelvormig stuk ADBC met elkander ge-
meen. Dit stuk bestaat uit de som van
twee segmenten , waarvan de boog DBC
tot den grooten en DAC tot den kleinen
cirkel behoort., — Laat men op zooda-
nige wijze twee gelgjke cirkels elkander
snijden (zie fig. 27) dan zal men even
gemakkelijk kunnen aantoonen, dat
AM = BN, AE = BE, boog AC=
boog AD =boog BC=boog BD, A CDM
= A CDN, vierhoek MCND = een
ruit, sector MCBD = sector NCAD,
segm. CDB = segm. CAD en CE =
1/(CN*—NE?) =/ (AN*—NE?) = /(AN —NE) (AN-+-NE)
— 1 AE 2NE + AE) =~ AE (MN +- AE).

De beweging met de cirkels uit fig. 26
nogmaals voortzettende , komen zij eens
in den toestand van fig. 28. Beide om-
trekken hebben nu weder een punt
gemeen , en de cirkels worden gezegd
elkander inwendig aan te raken. Merkte
men bij de wuiiwendige aanraking op,
dat de lijn MN, of de afstand tusschen
de middelpunten, gelijk was aan de som
der stralen, — nu is die afstand gelijk
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aan het verschil der beide stralen. Het raakpunt P ligt in de
verlengde lijn, die de beide middelpunten vereenigt, en de
bolle zijde van den eenen cirkel is naar de holle zijde van den
anderen gekeerd,

‘Waren thans de beide cirkels even groot, dan is het dui-
delijk , dat zij elkander geheel zouden kunnen bedekken en dat
hun omtrekken dan juist over elkander zouden komen te liggen.

Nogmaals de beweging van den kleinsten cirkel voortzet-

Fig. 29, tende, zal hij eens in den toestand van
fig. 29 komen,, waar beider middelpun-
ten op elkander vallen, zoodat thans de
afstand der middelpunten verdwenen
zal zijn. Elke middelljn AB in den
grootsten cirkel zal den kleinsten in
twee punten C en D snijden; de lijn
CD is de middelliin van den kleinsten
cirkel. Omdat nu straal MA = straal
MB, en straal MC — straal MD is, zoo
volgt ook dat de lijn AC=BD zal zijn. De cirkelomtrek van
den kleinsten cirkel is dus overal op gelijken afstand van den
grootsten , en het ringvormig stuk tusschen beide omtrekken

gelegen, bedraagt zooveel als het verschil der oppervlakken
van beide cirkels.

§ 4

Over de veelhoeken, in en om den cirkel beschreven.

Wij merkten reeds op, dat een rechte lijn den cirkel slechts
in twee punten kan snijden; in meer dan twee punten is niet
mogelijk. Liggen dus drie punten in een rechte lijn, dan kan
er geen cirkel gedacht worden, die de eigenschap heeft, dat
in zijn omtrek deze drie punten liggen; maar heeft men drie
punten, die niet in een rechte lijn liggen, dan kan men door
die punten altijd een cirkel brengen. Laten A, B en C die
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drie punten zijn (fig. 30), Vereenig
dan A met B, en A met C, dan
moeten AB en AC koorden van den
te beschrijven cirkel zijn; plaatsi
men nu op het midden dier koorden
loodlijnen DM en EM, dan moeten
deze door het middelpunt gaan (zie
bij fig. 8). Hij snijpunt dezer loodlij-
nen zal dus het middelpunt van den cirkel zijn; en AM, BM
en CM zijn stralen. De cirkel, dien men alzoo met een dier
stralen uit M beschrijft, zal door de punten A, Ben Cgaan,
welke punten dus in den omtrek van den cirkel liggen. De
driehoek ABC wordt gezegd in den cirkel te staan. Hieruit volgt
alzoo, dat men om elken driehoek een cirkel kan beschrijven.
In figuur 20 en 21 merkten wij twee raaklijnen aan den
cirkel op; zoo men zich nu nog een derde raaklijn voorstelt.
die deze beide raaklijnen snijdt, dan wordt de tusschen deze
raaklijnen beschreven cirkel gezegd in den driehoek te staan .
door deze raaklijnen gevormd. Wij merkten in fig. 21 tevens
op, dat de lijn, die het snijpunt der twee raaklijnen met het
middelpunt vereenigt, den hoek tusschen de raaklijnen midden
door deelt. Hiernit kunnen we nu gemakkelijk afleiden, hoe
Fig. 81, in elken driehoek een cirkel kan
beschreven worden. Laat (fig. 31)
ABC een willekeurige driehoek
voorstellen, De drie zijden moeten
raaklijnen aan den cirkel zijn., Deelt
men dus den hoek A midden door,
alsmede den hoek C, dan zal het
snijpunt dezer deellijnen AM en CM
de plaats van het middelpunt M des
cirkels aanwijzen. Laat men voorts
uit M een loodlijn MD of ME op
de zijde AC of BC neer, dan zal
deze loodlin een straal van den cirkel zijn. De cirkel, met dezen
straal vit M beschreven, raakt de drie zijden des driehoeks.
Beschouwen wij thans een regelmatigen driehoek , waarom
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lg. 32. een cirkel is beschreven (fig. 32), dan
blijkt ons dat de bogen AB, BCen AC
even groot zijn, en dat de drie middel-
lijnen uit de hoekpunten getrokken , de
koorden rechthoekig snijden. Elke
koorde, met de daardoor getrokken
middellijn, verkeertdus in ’t geval van
fig. 8, en daarom is boog BD = boog
AD = boog BE = boog CE = boog CF
= boog AF; trekt men nu ook de koor-
den AD, BD, BE, CE, CF en AF, dan zijn deze koorden
onderling gelijk. De nu gevormde zeshoek ADBECF staat in
den cirkel, want zijn hoekpunten liggen in den omtrek. Van
idezen zeshoek, waarvan de zijden gelijk zijn, is | ADB =} boog
ACB=1 x 360°=120°, L DBE = } boog DFE = { x 360°
=120°, |_ BEC =} boog BAC = { X 360° =120, enz. De
hoeken van den gelijkzijdigen zeshoek onderling gelijk zijnde,
mag men dus besluiten, dat hij regelmatigis. BDAFCE wordt
alzoo een regelmatige ingeschreven zeshoek gencemd.

Den regelmatigen ingeschreven zeshoek nader beschouwende
(fig. 33) , dan blijkt ons door het trek-
ken der drie middellijnen, AD, BE
en CI°, dat de geheele zeshoek is
verdeeld in zes onderling gelijke en
gelijkvormige driehoeken. Ieder de-
zer driehoeken is gelijkbeenig, als
hebbende voor opstaande beenen stra-
len van den cirkel, en de zes tophoe-
ken, die in het middelpunt samenko-
men, worden ieder onderspannen door
een gelijken boog. Elke hoek aan het middelpunt bedraagt dus
§ X 360" =60, zoodat de zes driehoeken gelijkzjdig zijn.
Daarom is AM = AB = BC=enz,; d.i. de straal van den omge-
schreven cirkel is gelijk aan de zijde van den regelmatigen zeshoek.

Trekt men nu de koorden AC, CE en AE, die telkens één
hoekpunt overslaan , dan is gemakkelijk in te zien, dat A AEC
gelijkzijdig zal zijn, Wij merkten in fig. 32 reeds op, datelke

IL 2

Fig. 33,
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zijde van den regelmatigen driehoek door de middellijn uit het
tegenoverstaande hoekpunt rechthoekig gesneden wordt ; daarom
zijn wij nu ook in staat de zijde van den ingeschreven regel-
matigen driehoek te bepalen, indien de straal van den omge-
schreven cirkel gegeven is. Immers:
Fig. B4, Infig. 34is: A AGM gelijk en ge-
lijkvormig aan A AGB,
want AM=AB,
AG=AG,
en L AGM=_ AGB:
dus is BG=MG ==} AM.
Nu is in A AGB:
AG®* = AB? —BG?,
= AM?—§ AM2 ==} AM?,
dus 4 AG* =3 AM3,
en 2AG = AC=AMp3.
Indien dus de straal van den cirkel bekend is, kan men de
zijde des ingeschreven driehoeks bepalen.

In fig. 7 merkten wij twee elkander rechthoekig snijdende
middellijnen op. Indien wij de uiteinden dier middellijnen door
koorden vereenigen, dan ontstaat een regelmatige vierhoek

Fir. 85, ABCD (fig. 35), die in den cirkel
is beschreven. De zijde van zulk een
vierhoek is gemakkelijk te berekenen ,
indien de straal van den cirkel bekend
is; want in ieder der vier rechthoe-
kige driehoeken is

AB?* = AM? 4 BM! = 2AM?;

dus AB=—=AMp2

Indien men voorts een loodlijn uit
het middelpunt op een der zijden
laat vallen b.v. op BC, en deze loodlijn verlengt, tot zij den
omtrek van den cirkel ontmoet in eenig punt E , dan is de boog
BC in E in twee gelijke deelen verdeeld, zoodat de koorde CE
de zijde van den regelmatigen achthoek in den cirkel zal zijn.
Ook deze zijde kan men berekenen als de straal van den cirkel
bekend is. Immers is MF = p/(CM2—CF?) = p/(CM*—]BC?)
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=/ (CM?*— L CM) = CM =]
AM?; dus EF = EM—MF= AM —

LAM! =AM —J AM p2=1 AM
(2—172); alzoo CE=p/(CF*4-EF?)
= [} AM?2 4 LAM?2 (6 — 412)]
= AM 1/ (2— 12). — Den geheelen
op die wijze verkregen achthoek ziet
men in fig. 36 voorgesteld.

De loodlijn, die uit het middelpunt
van een cirkel op een der zijden van
den ingeschreven veelhoek valt, wordt apothema genocemd
(verg. § 23 van het I. Deel). De apothema’s van regelmatige
veelhoeken in den zelfden cirkel beschireven, volgen elkander
in rangorde aldus: de apothema van den gelijkzijdigen driehoek
is het kleinst, daarna van den regelmatigen vierhoek, voorls
van den regelmatigen vijfhoek , enz. Uit fig. 34 is ons gebleken,
dat de pijl BG = { straalis ; dus is in den regelmatigen drie-
hoek de apothema — straal — BG = } straal. Uit fig. 35 bleek
ons, dat de pijl EF =} AM (2 — 1~2) is; dusisin den regel-
matigen vierhoek de apothema MF —= AM — } AM (2 - p/2) =
1AM p2.

In fig. 33 is de apothema van den ingeschreven zeshoek = MG,
dat is de loodliin van den gelijkzijdigen driechoek ABM. Ter
berekening van deze is: MG =/ (AM? — AG?) = p/(AM* —
LTABY) = p/(AM?2 — L AM®) = 3 AM? = § AM 3.

Fiz, o7 Laat men (zie fig. 37) de loodlijn MG
nit den tophoek van den middeipunts-
driehoek CME van fig. 35 op de basis
CE neér, dan is

MG?*=CM? —CG*=CM?— ! CE*
=CM?—1{ CM?(2—p2) = } CM* 4
1CM? 2, dus MG =31CM (24
172). Hierdoor is nu ook de apothema
van den ingeschreven achthoek bekend.

Voorts willen wij hier opmerken,
dat wanneer AB (fig. 38) de zijde van een regelmatigen ingeschre-
ven veelhoek is, en MC de apothema, men, door verlenging

.
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van de apothema tot aan den omtrek,
het punt D zal vinden , dat met A of B
vereenigd, de zijde zal vormen van
den ingeschreven veelhoek van' het
dubbel aantal zijden. Is dus AB de
zijde van den regelmatigen driehoek in
den cirkel, dan zal AD die van den
regelmatigen zeshoek zijn.

Indien men door dit punt D (zie fig.
39) een raaklijn EF trekt, die de ver-
lengde stralen MA en MB in E en F
snijdt, dan is EF een zijde van den
omgeschreven veelhoek van het zelfde
aantal zijden als die, waarvan AB de
zijde is. — Zij ABC (fig. 39) een regel-
matige ingeschreven driehoek ; trekt
men dan de apothema’s MH, MJ en
MK, verlengt men deze, tot zij den
omtrek in de punten D, L en M ont-
moeten, en trekt men dan door deze
punten de drie raaklijnen EF, FG en EG, die verlengd elkan-
der snijden, dan is A EFG de regelmatige omgeschrevene.

Op de zelfde wijze te werk gaande, zal men de omgeschre-
ven regelmatige vierhoeken, vijf-
hoeken, zeshoeken, enz. kunnen
bekomen, indien de ingeschrevene
gegeven zijn. Fig, 40 geeft ons een
voorbeeld van den aldus ontstanen
regelmatigen omgeschreven vier-
hoek.

Het zal ons nu geen moeilijkheid
meer opleveren, om ook de zijde
van den omgeschreven veelhoek in
den straal van den cirkel uit te
drukken. Indien (fig. 41) AB de zijde van den in- en CD die
van den omgeschreven veelhoek is, dan heeft men, wegens
de gelijkvormigheid der driehoeken ABM en CDM:




Fig. 41. ; CD : AB = MF : ME,
of ME : MF = AB : CD.

Is dus AB de zijde van den inge-
schreven driehoek en ME de apo-
thema. dan is AB=AM 1”3 en
ME =} AM, dus wordt genoemde
evenredigheid :

+AM : AM = AM /3 : CD

waarin CD = 2AM p3;
hieruit blijkt dus, dat CD=2AB, of de zijde van den omge-
schreven gelijk is aan de dubbele zijde van den ingeschreven
driehoek.

Is AB de zjde van den ingeschreven vierhoek, dan is AB=
AM 172, en deapotherna ME =4 AM 172 ; dus wordt de even-
redigheid :

$AM 2 : AM = AM p2: CD

waarin CD = 2AM;
hieruit blijkt dus, dat de zijde van den omgeschreven regel-
matigen vierhoek gelijk is aan de middellijin van den cirkel,
waarom hij staat.

Is AB de zijde van den regelmatigen ingeschreven zeshoek,
dan is AB— AM =straal, en ME=} AM 13, en meerge-
noemde evenredigheid wordt :

1AM 173 : AM = AM : CD,
waarin CD = {_Llfa =1 AM p3.

Is AB de zjde van den ingeschreven achthoek , dan is AB=
AM /(2 —p2), en ME = apothema = } AM /(24 ¢-2). De
evenredigheid verandert dus in:

JAMp2412) : AM=AMp (21— 2) : CD,
waarin CD =2AM /(3 — 2 1'2).

De hier uitgewerkte voorbeelden geven ook het middel aan
de hand, om den straal van den ingeschreven cirkel of de zijde
van den ingeschreven drie-, vier-, zes- en achthoek te bereke-
nen, indien de zjde van den omgeschreven veelhoek van dat
zelfde aantal zijden gegeven is.

Wanneer in een cirkel een veelhoek is beschreven, dan kan
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men in den zelfden cirkel gemakkelijk een veelhoek van het
dubbel aantal zijden beschrijven; uit fig. 38 hebben wij dit

Fig, 42,

reeds geleerd. Indien (fig. 42) AB
de zijde voorstelt van den inge-
schreven regelmatigen veelhoek ,
dan zal men AD of de zijde van
den ingeschreven veelhoek van het
dubbel aantal zijden kunnen bere-
kenen. Immersis CD =MD —MC
= AM — p/(AM? — AC?),
dus AD ==/ (AC?* + CD*) =

V{ACi—|—[A.\'I—L/(A;\I=—AG2)]‘17;
=7 [2AM? —2 AM 1/ (AM:—AC?) |

=172 AM [AM — 1/ (AM*— AC?)] =172 AM [AM — - (AM?

—1 AB)].

Indien dus de straal van den cirkel en de zijde van den inge-
schreven regelmatigen veelhock bekend zijn, kan men de zijde
des veelhoeks van het dubbel aantal zijden berekenen,

Neemt men op den omtrek van een cirkel vier punten A, B,

Yig, 43,

C en D (fig. 43) en vereenigt men A
met B, Bmet C, Cmet D, en D met A
door rechte lijnen, dan is ABCD een
ingeschreven vierhoek. Merkt men
nu op, dat L BAD gemeten wordt
door ! boog BCD, en | BCD door }
boog BAD; dat dus L BAD—+|_ BCD
= 4 (boog BCD + boog BAD) =
1 x 360°=180° is,—en dat even-
eens [ ABC+4 L ADC =} x 360°
=180? is, dan mag men besluiten
dat om elken vierhoek een cirkel kan
beschreven worden , wanneer geble-
ken is, dat de som van elke twee
overstaande hoeken een zelfde getal
oplevert., Hieruit is het dus duidelijk ,
dat een cirkel kan beschreven worden:
om elk vierkant (fig. 44),
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om elken rechthoek (fig. 45),
niet » elk scheefhoekig parallelograni,
» » elke ruit,
» elk antiparallelogram (fig. 46),
» elk trapezium ,
» elken gelijkbeenigen vierhoek,
» elken rechtgehoekten vierhoek (bladz. 69,
L Deel) (fig. 47).

Fig. 45, Fig. 40.

Trekt men voorts aan eenigen cirkel vier raaklijnen, die
verlengd elkander in 4 punten snijden en dus een vierhoek
5. ABCD vormen (zie fig. 48), dan weet
men reeds uit fig. 20 en 21, dat

aB = Db
Cc = (b
De = Dd

en Aa = Ad is, derhalve]is:

aB 4 Ce4De+4Aa=Bb+Ch4- Dd + Ad
d. i. AB4CD=BC + AD.

De zijden van elken vierhoek om den cirkel beschreven,
moeten blijkbaar vier raaklijnen zijn, en daarom zal steeds
van elken vierhoek, waarin een cirkel kan beschreven worden,
de som van elk paar overstaande zijden een zelfde uitkomst
opleveren. Hierdoor is het ons nu duidelijk, dat men een
cirkel kan beschrijven:



in elk vierkant (fig. 49)
niet » elken rechthoek ,
» » elk scheefhoekig parallelogram,
» elke ruit (fig. 50),
» » elk antiparallelogram,
» » » trapezium,
ir: elken gelijkbeenigen vierhoek (lig. 51).

Ten slotte deelen wij een bekenden regel mede, volzens wel-
ken men in een cirkel den legelmatlrren drie-, vier-, vijf-, enz.
Yig. 52. tot den twaalfhoek kan be-
- schrijven; minder om zijn
nauwkeurigheid, dan wel
omdat hij gemakkelijk in
het geheugen kan bewaard
worden en om zijn eenvou-
digheid van constructie.
Trek in den gegeven cir-
kel twee middellijnen, die
elkander rechtihoekig snij-
den, als AB en CD (zie fig.
52), dan is AC de zijde van
het ingeschreven kwadraat,
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Beschrijf vit D met DM als straal een boog EMF, dan is EF
de zijde van den ingeschreven gelijkzijdigen driehoek, DF van
den regelmatigen zeshoek, en de helft van koorde EF, of EG
is de zijde van den regelmatigen zevenhoek. De koorde EH , als
onderspannende het derde deel van boog EDF, is de zijde van
den regelmatigen negenhoek. Uit G met GA als straal een boog
beschreven, die de middellijn CD ergens in J snijdt, zal MJ
de zijde van den ingeschreven tienhoek, en de koorde AJ die
van den regelmatigen vijthoek zijn. Wordt voorts de boog van
een der kwadranten, b. v. het kwadrant BCM, in K midden
door gedeeld , dan is BK de zijde van den achthoek. Uit B met
den straal BM een boog ML beschrijvende, dan is' LG de zijde
van den ingeschreven regelmatigen twaalfhoek, en JL die van
den ingeschreven elfhoek.

§ 5.

Over het getul =,

In fig. 5% hebben wij een middel gevonden, ont in een cirkel
een veelhoek van een oneindig groot aantal zijden te beschrijven.
Nu zal het welgeen opheldering behoeven, dat de omtrekken
der achtereenvolgende veelhoeken, die men in den cirkel be-
schrijit , steeds grooter worden. Immers is (zie fig. 53, waar

. Yie. 53, AB de zijde van den regelm. veelhoek
in den cirkel, en AC of BC die van
het dubbel aantal zijden voorstelt)
in A ABC steeds AC+ BC > AB,
want de kortste afstand tusschen
twee punten 1s de rechte lijn. Daar-
om is ook 2 AC> AB;

of 2n ¥ AC > n x AB
d.i. de omtrek van een veelhoek in den cirkel is kleiner dan die
van den veelhoek van het dubbel aantal zijden in den zelfden
cirkel.

Men zal ook even gemakkelijk den veelhoek van het dubbel
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aantal zijden om den cirkel kunnen beschrijven, indien om dien
cirkel reeds een veelhoek is beschreven. Laat daartoe ABCDEF
(fig. 54) een omgeschreven regelma-
tige veelhoek zijn. Trek dan AM,
BM, CM, DM, enz. en door de raak-
punten b, a, f, enz. raaklijnen
¢, A'B, E'F' enz., dan zal I
C' B’ A’ E' enz. een nieuwe omge-
schreven regelmatige veelhoek zijn,
van dubbel zooveel zijden als de
eerste. Hierdoor is de gelegenheid
geopend , om om den cirkel ook een
veelhoek van een oneindig groot
aantal zijden te kunnen heschrijven. De omtrekken dezer ach-
tereenvolzende veelhoeken zullen steeds kleiner worden. Immers
is in fig. b4

AB < BA4 AN
tel bijj BG4+A'H=BG+A'H
komt ABP+BG4A'H<BG4+BA4AA 4+ A'H
of 2A'B < AB
of 2n x AP’ <_ﬂ)( AB

d.i. de omtrek van den omgeschreven veelhoek is grooter dan
die van den omgeschreven veelhoek van het dubbel aantal
zijden in den zelfden cirkel.

In fig. 53 is duidelijk, dat de omirek van den ingeschreven
veelhoek uit een zeker aantal gelijke koorden bestaat . en blijk-
baar bestaat de omtrek van den cirkel uit het zelfde aantal
onderling gelijke bogen; en daar iedere boog grooter is dan de
koorde, zoo is de omtrek van een ingeschreven veelhoek steeds
kleiner dan de omtrek van den cirkel.

De omtrekken van de omgeschreven veellioeken sluiten blijk-
baar al nauwer en nauwer om den cirkel; zij trachten dus
meer en meer aan den omtrek des cirkels gelijk te worden,
en daar dit met een voortdurend kleiner worden van den
omtrek des veelhoeks gepaard gaat, moeten de omtrekken der
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vingeschreven veelhoeken steeds grooter dan de cirkelom-
trek zijn.

Zet men dus geliktijdiz de verdubbeling van het aantal
zijden der in- en omgeschreven veelhoeken voort, dan zullen
de omtrekken van elk paar overeenkomstige veellioeken elkander
meer en meer naderen en dus steeds dichter bij den omtrek
des cirkels komen; ja men zal het aantal zijden zoo groot
kunnen nemen, dat het verschil der beide omtrekken miuder
dan de kleinst te geven grootheid is; even zoo weinig bedraagt
dan dus ook het verschil tusschen den cirkelomtrek en de om-
trekken van deze veelhoeken,

Om nu de betrekking te vinden, die er tusschen de mid-
dellijun van den cirkel en zijnen omtrek bestaat, berekene men
eerst de zijde van den n-hoek in den cirkel; dan door fig. 41
de zijde van den n-hoek om den cirkel; daarna door fig., 42
de zijde van den 2n-hoek inden cirkel, en dan weder die van
den 2n-hoek om den cirkel, De berekening zal men op deze
wijze moeten voortzetten, tot dat het verschil tusschen den
omtrek van den ingeschreven — en den daarmede overeen-
komstig omgeschreven veelhoek minder is dan de graad van
nauwkeurigheid, waartoe men den omirek van den cirkel wil
kennen. Verschillen b. v. deze omtrekken alleen in de vierde
decimaal , dan is men zeker, dat elk van hen minder dan een
duizendste deel des straals van den omtrek des cirkele verschilt.

Om dit op te helderen, beginnen wij b. v. met den zeshoek
in een cirkel, waarvan de middellijin = 2 en dus de straal
=1 lengte-eenheid is, dan is de zijde van den ingeschreven zes-
hoek ==1 en die van den omgeschreven zeshoek (zie fig. 41)

ME : MF = AB : CD
of 1 (AM? — 1 AB2) : MF = AB : C.I)
MY » AB 1 1 —
o Ol == T ey T Pi=n) — 3 tva.

De omtrek van den ingeschreven zeshoek is dus =6x1
=6, en die van den omgeschreven zeshoek is dus 6 x } 1/ 3=
4 v 3 = 6.928203202755. Tusschen deze beide omtrekken
is nu de omtrek van den cirkel gelegen; doch wij moeten nog
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nauwkeuriger grenzen hebben. Volgens fig. 42 vinden wij voor
den ingeschreven 12-hoek
V[ —2rp/(rt — LAB?) | = 1/ [2—217 (1—} AB?)]
= 0.517638090205...

Nu tot den omgeschreven 12-hoek (volgens fig. 41) overgaande,
en deze bewerking voortzettende, komen wij tot de ontdek-
king van het genoemde in het volgende tafeltje, dat ons doet

kennen de omtrekken :

van den ingeschreven G-hoek —= 6
» » » 12 » = 62116571
» » » 2% » = 62652572
» ¥ » 48 » = 6,2787004
» » » 96 » — 62820639
» v » 192 » = 6,2820049
» » » 38 » — 6,2831152
van den omgeschreven 6-hoek = 6,9282032
» » " 12 » = 64307806
» ¥ » 24 » = 63193199
» D » 48 » = 6,2021724
» » » 9% » = 6,2854292
» » » 192 » — 6,2837461
» » » 384 » = 6,2833260

Hieruit blijkt, dat de omtrekken der in- en omgeschreven
veelhoeken elkander meer en meer naderen. Die van den 48-
hoeken verschillen niet meer in de tiende deelen; die van den
192 hoek niet meer in de honderdste deelen ., en die van den
384 hoek zelfs niet meer in de duizendste deelen. Bij nog
verdere bewerking, verkrijgt men nog grooter nauwkeurigheid.

Bij den 96-hoek staakte de bercemde Griek ARCHIMEDES
(in het jaar 212 vGor Chr. gestorven) zijn bewerking, en vond
dat de omtrek van den cirkel grooter dan 639 en kleiner dan 63§
was ; ditgeeft de bekende verhouding van 2:639 of als 7:22,
d.i. als de middellijn in zeven gelijke deelen verdeeld is, zal
de omtrek 22 zulke deelen bevatten, een verhouding die
hoewel iets te groot, nogtans in de meeste gevallen voor de
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practijk voldoende is, waarom zij zeer veel gebezigd wordt.
In lateren tijd heeft men de berekening veel verder voortgezet,
en daardoor nog andere verhoudingen bekomen. Zoo vond onze
landgenoot A. mETIUS (in 1635 overleden) de verhouding
113 : 355 die om haar eenvoudige samenstelling, zoowel als
om haar nauwkeurigheid beroemd is; want zij is tot in de
zesde decimaal nauwkeurig. Een ander onzer landgenooten
LUDOLF VAN KEULEN (die in 1620 overleed) vond een ver-
houding zelfs tot in de 30¢ decimaal nauwkeurig.

‘Wanneer nu de middellijjin van een cirkel =1 is, dan is
zijn omtrek = 3, 141592..... Dit getal , het LUDOLPHIAANSCHE
genoemd naar bovengenoemden VAN KEULEN, wordt gewoon-
lijk door de grieksche letter = voorgesteld. Volgens § 2 van
het I= Deel ontwikkeld, geeft het ons de volgende rij breuken,
welke de verhouding zoo nauwkeurig mogelijk voorstellen.

355 30153 181373
i ¥, 151 113 9688 ' B7601 0 O

-+ - + -  +

Het zal wel geen bewijs behoeven, dat de inhoud van den veel-
hoek in den cirkel kleiner is dan de oppervlakte van den cirkel ,
en dat de inhoud van den omgeschreven veelhoek grooter is dan
het cirkelvlak. Ook zal door verdubbeling van het aantal zijden
de oppervlakte van den ingeschreven veelhoek grooter worden,
terwijl die van den omgeschreven kleiner wordt; doch steeds zal
de ingeschreven kleiner en de omgeschreven veelhoek grooter
dan het cirkelvlak zijn. Nu heeft men hierboven gezien , dat door
genoegzame verdubbeling van het aantal zijden des veelhoeks,
de omtrek van den veelhoek in den omtrek van den cirkel over-
gaat, en dewijl de apothema’s der ingeschreven veelhoeken
steeds nader bij den straal van den cirkel komen, zoo gaat de
formule voor het oppervlak van den veelhoek (zie Deel I, §23)

over in: oppervl. veelh. = omtrek X % apoth,
» cirkel= » X } straal

Al het hier besprokene samenvattende, heeft men dus, als
de straal van den cirkel = r is:
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voor de middellijn 2r
» den omtrek 2a r,
» » inhoud = r*=1{ omtr. X straal,

Is daarentegen gegeven de middellijin = d, dan is:

de straal = } middell. = } d,
» omtr. = = d,
» inhoud = { = d2.

En is gegeven de inhoud des cirkels =¢, dan is:

- L
de straal = p~ =
de middelljn = 2 _:,
de omtrek — 2n y%: 2 i m

Indien voorts g het aantal graden is, dat een boog van den
cirkel bevat, dan is g ook hetaantal 360e deelen van den ge-
heelen omtrek, dien die boog bevat ; de lengte van zoodanigen
hoog I noemende, is, als o de omtrek van den geheelen cirkel is:

g:360 =1:0
maar wij vonden 0 = 2 =r; zoo is dus ook:
g:30=1:2ar,
180

of g : ——-=£‘r.

waardoor dus de lengte van een willekeurigen cirkelboog kan
berekend worden, als de straal van den geheelen cirkel en het
aantal graden, dat die boog bevat, bekend is. — Hierdoor kan
men nu ook het oppervlak van den sector berekenen. Immers zal
de sector MAB (fig. 55) zoo menigmaal op den inhoud van
den geheelen cirkel begrepen zijn, als de boog AB op den
geheelen omtrek is bevat. Men heeft dus:
i — 360

sect. MAB~ ¢
of sect, MAB : = r? = ¢ : 360,
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ofsect.MAB:ur’_-:i_M:ﬁm.

nTr
» » MAB:%:I)( 17

d. i. de inhoud van een sector is gelijk aan de lengte van
den boog des sectors vermenigvuldigd met den halven straal.
Hierdoor is nu ook te berekenen :

inh. segment AB — sect. MAB — A MAB.

Uit den hierboven genoemden regel: Inh. cirk. = | = d?,
waarin ¢ de middellijn voorstelt, kan men nu ook de door
velen gebezigde verhouding 11 :14 afleiden, bij de berekening
van het oppervlak eens cirkels gebruikelijk. Indien men n.l.
de waarde van #=7%2, volgens de verhouding van ARCHIMEDES,
in bovengenoemde formule overbrengt, dan is

inh. cirk. = § X 3 X d* = }} d%,
d.i. 14 : 11 = d* : inh. cirkel.

De inhoud of het oppervlak van den cirkel wordt dus ook
verkregen door het vierkant op de middellijn met {{ te verme-
nigvuldigen , en hoewel de verhouding van 411 :14, als voort-
spruitende uit die van ARCHIMEDES, niet geheel zuiver is
wordt zij echter in de practijk gewoonlijk gebezigd.



II. OVER DE REGELMATIGE LICHAMEN.

.
=

Algemeene beschouwing der lichamen,

‘Wij gaan nu over tot de beschouwing van het stel lichamen
bij de Vormleer gebruikelijk en wij zijn alzoo genaderd tot het
meest vruchtbare deel der Vormleer. Het is ons plan, om
achtereenvolgens deze lichamen te beschouwen :

1.

20

.

het driezijdige prisma ,

» vier » »

» vijf » »

» zes v »

de driezijdige piramide,

» vier » »

» vijff » »

» zes  » »

het regelmatige viervlak,

» » zesvlak ,

» » achtvlak ,

» » twaalfvlak ,
» » twintigvlak ,

den cilinder,
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15. » kegel,
16. » afgeknotten kegel,

17. de afgeknotte piramide, en
18. den bol *).

‘Wij wenschen vooreerst een algemeene beschouwing van
ieder dezer lichamen te geven, dan de geheele of gedeeltelijke
oppervlakken dier lichamen te doen kennen, en daarna de
inhouden van deze lichamen te leeren vinden, om ten slotte
bepaalde deelen van sommige dezer lichamen tot onderwerp
onzer beschouwing te maken.

Alvorens echter hiertoe over te gaan, moeten wij ons eigen
maken met eenige benamingen, die tot voorbereiding voor onze
taak dienen.

‘Wij zagen reeds, dat een vlak alleen lengte en breedfe heeft;
het mist diepte of hoogte. Als wij alle dikte wegdenken, kan
een blad papier ons een voorstelling van een viak geven.
Vouwen wij dit blad in tweeén, dan zal de vouw, die daar-
door ontstaat, een rechte lijn zijn, en wij hebben, als het
ware, van het blad papier twee vlakken gemaakt, die door de
vouw of rechte lijn aan elkander zijn verbonden. Laten wij
nu het eene viak op de tafel rusten, en het andere een wen-
telende beweging om de vouw maken, dan heet de onbepaalde
ruimte tusschen deze vlakken begrepen, een tweeviakkige hoek.
De beide vlakken, waardoor een tweevlakkige hoek gevormd
wordt, heeten de zdjden of zdulakken. De lijn (de vouw), vol-
gens welke deze zijden elkander raken of aan elkander sluiten,
heet ribbe, kantliin of doorsnede. Uit de wentelende beweging,
die het eene vlak maakte, zagen wij dat de tweevlakkige hoek
grooter of kleiner kan worden; hoe nauwer de uiterste punten
der beide, vlakken bij elkander komen, des te geringer wordt
de helling tusschen beide vlakken, en des te kleiner wordt dus
ook de tweevlakkige hoek ; en omgekeerd , hoe verder de uiterste
punten zich van elkander verwijderen, des te grooter wordt de
helling tusschen beide vlakken, en des te grooter wordt der-

*) Het gencemde stel lichamen is o.a. te bekomen hij A. HoocrNsoOM teo!.m:terdnm
voor hetrekkelijk geringe prijzen.

I 3
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halve ook de tweevlakkige hoek. De grootte van den tweevlak-
kigen hoek hangt alzoo af van de helling tusschen beide vlak-
ken : deze helling noemt men den standhoek van den tweevlak-
kigen hoek. Laat ons nu het blad papier, waarin zich de vouw
bevindt, weder recht strijken, en door beide deelen van het
blad een rechte lijn teekenen, die loodrecht door de vouw gaat.
Bewegen wij dan het eene vlak nogmaals, terwijl het andere
zijn vaste plaats behoudt, dan ziet men, dat de einden der
nu gebroken loodlijn nader bij elkander komen of zich verder
van elkander verwijderen, naar mate de uiterste punten der
beide vlakken zich dichter bij elkander of verder van elkan-
der bevinden. De gebroken loodlijn vormt dan door die bewe-
gingen verschillende hoeken, die men de standhoeken noemt der
tweevlakkige hoeken , die door de beweging kunnen ontstaan.

Door vergelijking van den gewonen uitspringenden hoek, of
vlakken hoek , dien wij tot hiertoe beschouwden, met den twee-
vlakkigen , zal men zien, dat het hoekpunt van den vlakken
hoek bij den tweevlakkigen een rechte lijn is geworden; dat
de beenen in zijvlakken zijn overgegaan , en dat het onbegrensde
vlak tusschen de beenen van den vlakken hoek bij den tweevlak-
kigen een onbegrensde lichamelijke ruimte is geworden.

Indien de standhoek van een tweevlakkigen hoek recht is,
dan zegt men dat de beide vlakken loodrecht op elkander staan.
Hebben de zijvlakken andere standen, dan is de standhoek
scherp of stomp, naarmate de helling tusschen de vlakken
kleiner of grooter is.

In de plaats van twee, kunnen wij ook drie bladen papier
nemen, en die zoodanig doen samenkomen, dat zij elkander
twee aan twee volgens rechte lijnen snijden enin één gemeen-
schappelijk punt aan elkander sluiten. Zie in den hoek van de
kamer; de vloer en de beide muren komen in één punt samen.
Het deel der onbegrensde ruimte, dat tusschen deze vlakken is
gelegen, maar zich overigens grenzeloos uitbreidt(wanneer niet
een nieuw vlak deze ruimte komt afsluiten) heet een drieviak-
kige hoek. De vlakken , die den drievlakkigen hoek begrenzen,
heeten wederom de sijden of szijvlakken ; de plaats, waar de
Irie vlakken samenkomen, heet de withoek of het toppunt. Wij
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bemerken aan den drievlakkigen hoek drie doorsneden of ribben
die elkander in één punt, het toppunt, snijden en vandaar uit-
gaande zich al verder en verder van elkander verwijderen.
Tegenover elke ribbe staat een zijvlak; en omgekeerd, tegen-
over elk zijvlak een ribbe. Zulk een ribbe kan met het zij-
vlak een scherpen, stompen of rechten hoek maken. De drie-
vlakkige hoek kan zelfs zoodanig zijn, dat elke ribbe loodrecht
op het tegenoverstaand zijvlak staat; denk slechtsaan den hoek
in een vierkante kamer.

Namen wij vier stukken papier, en deden wij die zoodanig
samenkomen , datzij allen twee aan twee om één gemeenschap-
pelijk punt aan elkander sluiten, dan zou men een vierviakkigen
hoek bekomen ; zoo spreekt men ook van een vijf-, zes-, zeven-,
enz. vlakkigen hoek. In het algzemeen merkt men bij een n-vlak-
kigen hoek op, dien men, omdat het aantal zijvlakken meer
dan twee bedraagt, ook wel een lichamelgken hoek heet:

één gemeenschappelijk snijpunt der vlakken,
n zijden of zijvlakken ,
n ribben, kantlijnen of doorsneden,

één lichamelijken hoek.

Wij merkten bij de beschouwing van den veelvlakkigen hoek
op, dat hij geen bepaalde d. i. van alle zijden begrensde ruimte
insluit, want aan den eenen kant is die ruimte onbegrensd.
Stellen wij ons voor, dat men bij de drie bladen papier, die
men tot de vorming van den drievlakkigen hoek gebruikte, nog
een vierde blad voegt, en dat men dit berieden de drie gebezigde
zijvlakken brengt, zoodanigz, dat het, tegen deze drie vlakken
sluitende, tegenover het toppunt van den drievlakkigen hoek
staat, dan heeft men een van alle kanten ingesloten ruimte. De
ruimte, die wij hier beschouwen, is het eenvoudigste lichaam,
dat met platte vlakken is te maken, het draagt den naam van
piramide. — Beneden den viervlakkigen hoek konden wij even-
eens een vijfde vlak stellen, dat tegen de vier zijvlakken sluit :
alsdan zouden wij eveneens een piramide verkrijgen, die ech-
ter één zijvlak meer heeft dan de vorige.



%

Het vlak, dat wij tegenover het toppunt van den veelvlak-
kigen hoek brengen, wordt het grondviak der piramide ge-
noemd ; terwijl de zijvlakken van den
veelvlakkigen hoek ook de zijvlakken
van de piramide worden genocemd en
allen driehoeken zijn. Een piramide is
dus een lichaam, waarvan het grondvlak
een drie- of veelhoek is, en waarvan de
zijvlakken allen driehoeken zijn, die in
één punt samenkomen. In de Vormleer
spreekt men bepaaldelijk alleen van
zulke piramiden, wier grondvlakken
regelmatige drie- of veelhoeken, en wier
zijvlakken allen gelijkbeenige driehoe-
kige driehoeken zijn. Fig. 55 stelt een
sessijdige piramide voor.

Knip nu een blad papier in den vorm van een drie- of veel-
hoek , en leg het véér u op de tafel. Neem het op en beweeg
het naar boven, zoodat het steeds evenwijdig aan de tafel blijft,
dan zal de ruimte door dat blad doorloopen, een prisma zijn.

Yig., 56. Was dat blad een vierhoek, dan zou die
ruimte een viersgjdig prisma zijn ; was het
een viffhoek, dan zou de ruimte een v~
stjdig prisma zijo ; enz.— Het blad, bij het
begin der beweging, heet het grondviak en
bij het einde het bovenvlak van het prisma.
De zijvlakken van het prisma zijn blijkbaar
allen parallelogrammen. In de Vormleer even-
wel beschouwt men alleen die prisma's, waar-
van het grondviak een regelmatige drie- of
veelhoek is, en waarvan de opstaande zij-
vlakken rechthoeken zijn. (Fig. 56 geeft ons
een voorstelling van een vijfsijdig prisma).

Knip nu een blad papier in den vorm van een cirkel en leg
het voor u op de tafel. Neem het op en beweeg het naar
boven , zoodanig dat het steeds evenwijdig aan de tafel blijft,
dan zal de ruimte door dat cirkelvormig blad doorloopen, een

Fig. 55. §
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cilinder zijn. Het blad bij het begin der beweging wordt het
grondvlak , en bij het einde het bovenvlak van den cilinder ge-
noemd. Behalve deze heeft de cilinder slechts één zijvlak , dat
een gebogen vlak is. In de Vormleer beschouwt men alleen die
cilinders, waarvan het bovenvlak loodrecht boven het grondvlak
ligt, zoodat dus het gebogen opstaand zijvlak
loodrecht op het grondvlak staat. Een rol,
een bierglas, een kachelpijp zullen dus cilin-
ders zijn, die men in de Vormleer leert kennen.
Nog op een andere wijze kan men zich
de wording van een cilinder voorstellen. Men
knipt een blad papier in den vorm van een
zuiveren rechthoek , zet dezen loodrecht met
de eene zijde op de tafel en laat liem om een
der opstaande zijden wentelen, dan zal de
ruimte door dit blad doorloopen, een cilinder
zijn. (Fig. 57 stelt een zoodanigen cilinder
voor).
Indien men het cirkelvormig blad papier van de tafel naar
boven beweegt, zoodat het steeds evenwijdig aan de tafel blijft,
¥ig. 58, dan zal men zich kunnen voorstellen,
dat de cirkel onder die beweging al
kleiner en kleiner van omtrek wordt
en ten laatste in een enkel punt over-
gaat, als wanneer de beweging ein-
digt. De ruimte, die dan doorloopen
is, heet men een kegel. Een kegel
heeft dus geen bovenvlak; hij is
alleen begrensd door een grondvlak
en een gebogen zjvlak (zie fig. 58).
De wording van den kegel kan men zich ook voorstellen,
door een blad papier in den vorm van een rechthoekigen drie-
hoek te knippen, het met de eene rechthoekszijde loodrecht
op de tafel vé6r zich te zetten, en het om de andere recht-
hoekszijde te laten rondwentelen. Het lichaam, dat dan ont-
staat, heet men kegel.
Neemt men den straks gebruikten cirkel nogmaals ter hand

Fig. 57.
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en knipt men hem volgens de middellijn in twee gelijke deelen,
dan kan men den verkregen halven cirkel om zijn middellijn
ook laten rondwentelen. De doorgeloopen ruimte heet men bol.
Een bolis dus een lichaam, dat slechts door één vlak begrensd
wordt. Dit vlak is van alle kanten even sterk gebogen en binnen
zijn ruimte vindt men een punt, het middelpunt van den bol,
dat van elk punt van het oppervlak even ver is verwijderd.

De kegel, cilinder en bol worden ook wel eens omwentelings-
lichamen genoemd, omdat zij ontstaan uit de wenteling van
eenige figuur om zekere lijn, die men de as van 't lichaam heet.

§ 7.
Beschouw.ng van het driesijdige prisma.

Wij wilien nu overgaan tot de beschouwing van de in de
vorige § opgenoemde lichamen, en daarom eerstelijk de uit-
Fig. 59. wendige bijzonderheden van het driesddige
prisma nagaan (zie fig. 59). Letten wij daartoe:
1°. op de sijvlakken. 'Wij zien spoedig,
dat deze vgjf in getal zijn; hetzijn de vlak-
ken ABC, DEF, ACFD, BCFE en ABED.
Het vlak ABC is het grondvlak, DEF het
bovenvlak. Omdat deze twee vlakken, gelijk
men in de vorige § reeds zag, aan elkander
gelijk zijn , noemt men ze ook wel de beide
grondvlakken van het prisma. De drie overige
worden de opsiaande zijvlakken genoemd.
Het grond- en bovenvlak loopen evenwijdig ;
het zijn gelijke gelijkzijdige driehoeken. De
drie opstaande zijvlakken zijn gelijke en ge-
lijkvormige rechthoeken ; zijj staan loodrecht op de beide grond-
vlakken. Tegenover elk opstaand zijvlak staat een ribbe; zoo
staat ribbe AD tegenover het zijvlak BCFE ; ribbe BE tegen-
over ACFD, en ribbe CF tegenover ABED.
De afstand tusschen de grondvlakken wordt door ieder der
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ribben AD, BE of CF aangewezen, en de afstand tusschen
elk opstaand zijvlak en de tegenoverstaande ribbe wordt uit-
gedrukt door de loodlijn, die men in het grond- of bovenvlak
uit eenig hoekpunt op de overstaande zijde nederlaat.

29, op deribben. Dat wij aan het driezijdige prisma 9 ribben
tellen, is licht op te merken. Drie tellen wij er in het grond-
vlak, even zooveel in het bovenvlak, en drie vinden wij in de
opstaande zijvlakken. Die in de opstaande zijvlakken hebben
een vertikalen stand, en de zes anderen uit de grondvlakken
liggen horizontaal. De vertikale zijn onderling even lang; zij
wijzen den afstand tusschen de evenwijdige grondvlakken aan,
d.i. zij stellen de hoogte van het lichaam voor. Ook de hori-
zontale zjn allen van gelijke lengte, omdat de beide grondvlak-
ken gelijke en gelijkzijdige driehoeken zijn. Deze horizontale
ribben zijn twee aan twee evenwijdig; het zijn de ribben AB
en DE, BC en EF, AC en DF. Aan elk hoekpunt komen
drie ribben te zamen, en wel steeds twee horizontale en een
vertikale ribbe. De drie ribben, die aan den eenen uithoek van
het lichaam samenkomen, zijn gelijk aan drie andere ribben,
die aan eenig ander hoekpunt te zamen vallen.

3°. op de uithoeken en hoecken. Wij merken aan het prisma
ses uithoeken op, A, B, C, D, E en F. Zij liggen allen
in het grond- en bovenvlak. Aan elken uithoek komen drie
vlakken te zamen, en dus zijn er ook zes drievlakkige hoeken
aan het prisma. Elke ribbe verbindt twee vlakken; daarom
zijn er 9 tweevlakkige hoeken, omdat er 9 ribben zijn. Elke
verbinding van twee vlakken levert één standhoek, daarom zijn
er Y standhoeken. '

De viakke (gewone) hoeken bevinden zich allen op het lichaam ;
in het grondvlak zijn er drie, in het bovenvlak zljn er ook 3,
want beide vlakken zijn driehoeken; in de opstaande zijvlakken
die rechthoeken zijn, zijn er 3 X 4; derhalvezijn er te zamen

2x%x3+3X4d=6x3=18
vlakke hoeken aan het geheele prisma.

‘Wij zouden dit getal ook nog op een andere wijze kunnen
gevonden hebben , door op te merken, dat er zes uithoeken
aan 't lichaam zijn, dat aan elken uithoek drie vlakken en dus
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ook drie vlakke-hoeken samenkomen, en dat dus het aantal
vlakke-hoeken aan ’t lichaam 6 X 3 = 18 zijn moet. De hoeken,
die men aan de opstaande zijvlakken vindt, zjn allen recht,
en diein’t grond- en bovenvlak , (als gelijlzijdige driehoeken),
zijn ieder groot '3° = 60°. Daar de vertikale ribben loodrecht
op .de grondvlakken staan, zoo zullen de zijden van de grond-
vlakken, twee aan twee den standhoek der opstaande zijvlakken
aanwijzen ; deze zal dus 60° zjjn. De standhoek tusschen ieder
der opstaande zijvlakken met het grond- en bovenvlak bedraagt
blijkbaar 900,

4%, op de diagonalen. De diagonalen, of lijnen die van
vithoek tot uithoek getrokken worden, zjn bij een prisma
tweeérlei. Zij kunnen op of in het lichaam vallen, d. i. zj
kunnen buiten over het lichaam en dus in de zijvlakken ge-
trokken worden, of zij gaan door hetlichaam, en zijn derhalve
onzichtbaar; de eerste soort noemt men de diagonalen der viak-
ken, en de tweede lichaams-diagonalen. In het grond- en bo-
venvlak kan men geen diagonalen trekken, omdat zij driehoe-
ken zijn ; maar in elk der opstaande zijvlakken van het prisma,
die allen vierhoeken zijn, kunnen volgens den bekenden regel
V4=2) — 9 diagonalen getrokken worden. Op het lichaam
kunnen dus 2 x 043 X 2 =16 diagonalen liggen. Trekt men
deze in de zijvlakken, dan is het gemakkelijk op te merken,
dat in het driezijdige prisma geen diagonalen kunnen liggen ;
immers is het punt A (zie fig. 59) nu met elk der overige pun-
ten B, C, D, E en F vereenigd ; ook het punt B is met elk
der overige punten vereenigd, enz. Er zijn dan geen ver-
eenigingsliin'n tusschen twee punten meer mogelijk.

Om zich van bordpapier een driezijdig prisma te kunnen
samenstellen ," dient men bekend te zijn met het teekenen van
het net of geraamte van dat lichaam. Hoe dit kan geschieden,
wenschen wij hier mede te deelen.

Teeken den gelijkzijdigen driehoek ABC (zie fig. 60, en ver-
gelijk fig. 59) ; verleng een der zijden, b.v. AC, naar wedrs-
kanten, zoodat AB'= CB"= ACzj. Beschrijf nu op B'B" een
rechthoek B'B"E"E’, waarvan de hoogte geljk is aan de hoogte
van 't prisma. Trek uit A en C de loodlijnen AD en CF, en



beschrijf op DF naar
buiten den gelijkzijdi-
gen driehoek DEF. In-
dienmen dan de recht-
hoeken ABED en
CB'E'F volgens de lij-
nen AD en CF naar zich
omvouwt tot zij aan
elkander sluiten, en
de driehoeken DEF en
ABC volgens de lijnen
DF en AC omvouwt,
tot zij aande genoemde
omgevouwde zijvlak-
ken sluiten, dan zal de
komende figuur een
driezijdig prisma voor-
stellen. — Uit de ver-
vaardiging van het net
van dit prisma is dus gebleken, dat het geheel bekend is,
als alleen de zijde van den driehoek en de hoogte van het prisma
bekend zijn.

Het zal geen moeite kosten, om bovengenoemde berekenin-
gen van hoeken, ribben, uithoeken en diagonalen van elkan-
der af te leiden. Indien n.l. gegeven is het aantal opstaande
zijvlakken drie, dan zijn er vijf in 't geheel, want een prisma
heeft steeds één grond- en één bovenvlak. Dewijl er slechts
drie opstaande zijvlakken zijn. moeten grond- en bovenvlak
driehoeken zijn, en naardien de opstaande zijvlakken steeds
rechthoeken zijn, bedraagt het aantal lijnen:

3 X 4+2x3=3x6=18;
maar daar twee lijnen één ribbe vormen, als bepalende de grens
tusschen twee vlakken, zoois het aantal ribben =12 =9. —
In het grond- en bovenvlak zijn te zamen 2 X 3 =6 vlakke
hoeken, en in de opstaande zijvlakken 3 X 4=12, dus te
zamen zijn er 6 4-12=18 vlakke hoeken. Onder deze 18
hoeken zijn 3 X 4 = 12 rechte hoeken in de opstaande zij-
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vlakken, die rechthoekig zijn; de overige 18 —12==6 zijn
scherpe hoeken van 60° , omdat van de prisma’s, die men in
de Vormleer beschouwt, de grondvlakken steeds regelmatig
zijn, — Iedere hoek aan het grond- en bovenvlak maakt mede
de grens uit van een lichamelijken hoek , alzoo zijn er 2 x
3 =6 lichamelijke hoeken, en dus ook 6 uithoeken.

Is gegeven het aantal uithoeken van het prisma zes, dan is
het aantal vlakke hoeken ook bekend; dit aantal zal 6 x 3
=18 zijn, omdat aan elk hoekpunt 3 vlakken samenkomen.
Het aantal ribben, van iederen uithoek uitgaande, zal 3 zijn,
dus zouden er te zamen 6 X 3 =18 ribben voorkomen, maar
daar elke ribbe 2 uithoeken verbindt, is het aantal ribben
dubbel geteld; het ware aantal bedrasgt dus %2 =9. Om-
dat er 6 uithoeken in het geheel zijn, liggen er aan het
grond- en bovenvlak ieder § =3; dit zijjn dus driehoeken. Het
aantal vlakke hoeken in het grond- en bovenvlak bedraagt dus
te zamen 6, alzoo zijn er in de opstaande zijvlakken 18 —6—=12.
leder der opstaande zijvlakken is een rechthoek en bevat dus 4
vlakke hoeken, daarom zijn er *» — 3 opstaande zijvlakken , en
in het geheel zijn er dus 3 4 2 = 5 zijvlakken aan het prisma. —
Diagonalen kunnen er alzoo in het grond- of bovenvlak niet lig-
gen; in elk der opstaande zijvlakken zijn er 4 (4—3) = 2 moge-
lijk; dus bedraagt het aantal diagonalen van dit prisma 3x2=6.

Weet men alleen het aantal ribben, in dit geval 9, dan zjn
er ook 9 tweevlakkige hoeken, omdat elke ribbe de doorsnede
van twee vlakken is. Nu is in elk prisma het aantal ribben
van het grondvlak gelijk aan dat van het bovenvlak en gelijk
aan het aantal opstaande of vertikale ribben. Het aantal op-
staande ribben is dus $ =3, daarom zijn er ook 3 opstaande
zijvlakken. Hierdoor is nu ook het aantal vlakke hoeken en
het aantal diagonalen bekend. Het aantal nithoeken en licha-
melijke hoeken zal nu, eveneens als hierboven, gemakkelijk te
vinden zijn.

Aanmerking, Indien de opstaande zijvlakken allen vierkanten
waren, dan zouden alle 9 ribben even groot zijn, en de diago-
nalen in elk zijvlak zouden elkander in hun midden rechthoe-

kig snijden,
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§ 8.

Beschouwing van het viersydige prisma.

Het viersijdige prisma (fig. 61) zullen wij thans tot onder-
werp onzer beschouwing nemen. Wij zullen daartoe letten:

1°.  op de sijvlakken. Deze zijn één meer
dan bij het driezijdige prisma, en dus 6 in
getal. Het grond- en bovenvlak zijn twee
gelijke vierkanten, en de opstaande zijvlak-
ken, die 6—2=—4in getal zijn, zijn gelijke
en gelijkvormige rechthoeken. Deze op-
staande zijvlakken staan loodrecht op het
grond- en bovenvlak, De zes zijvlakken zijn
hier twee aan twee evenwijdig; men kent
de twee evenwijdige daaraan, dat zij tegen-
over elkander staan. Het volgende tafeltje
wijst ieder paar evenwijdige vlakken aan met
met de benaming , die men gewoon is aan
elk zijvlak te geven:

grondvlak ABCD met bovenvlak EFGH evenwijdig;
voorvlak ADHE » achtervlak BCGF »
linkerzijv. ABFE » rechterzijvl. DCGH »

De afstand tusschen beide eerstgenoemde vlakken wordt aan-
gewezen door de lijn AE; die tusschen de twee volgende door
de liin AB, en die tusschen de twee laatstgenoemde door de
lijn AD.

20, op de ribben. 'Wij tellen aan het prisma 12 ribben;
4 daarvan liggen in het grondvlak, 4 in het bovenvlak en 4
in de opstaande zijvlakken. Onder genoemde42 ribben zijn die,
welke in 't grond- en bovenvlak liggen, en 8 in getal zijn, even
lang. Ook de 4 overige zijn van gelijke lengte. De acht gelijke
ribben liggen in een horizontale richting en de overige staan
vertikaal. — Op elk der hoekpunten van ieder zijvlak staat een
ribbe loodrecht op dat vlak ; deze vier ribben zijn even lang, =

Fig. 61.
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De uiteinden der ribben loopen 3 aan 3 in een zelfde hoekpunt
samen; elke 3 aldus samenkomende ribben zijn even lang als 3
andere, die aan een ander hoekpunt samenkomen. Het is
verder duidelijk, dat deze drie ribben de uitgebreidheid van het
geheele lichaam bepalen; de uitgebreidheid of grootte van
het vierzijdige prisma hangt dus van de lengte dezer ribben
af. Men noemt ze de lengle, breedte en hoogte van ’t lichaam.

Wegens de gelijkheid van sommige der ribben zal men de
som van alle ribben kunnen voorstellen door :

S8AD+ 4AE=8AB4 4BF =8BC+ 4CG=28CD + 4DH.

8% op de wuithoeken, hoeken, enz. 'Wij merken aan het
lichaam & uithoeken op; deze liggen voor de helft in het grond-
vlak en voor de andere helft in het bovenvlak. Er zijn dus 8
uithoeken en dus ook 8 drievlakkige of lichamelijke hoeken.—
Omdat elke ribbe de doorsnede van twee vlakken is, bedraagt
het aantal tweevlakkige hoeken ook 12. Er zijn dus tevens 12
standhoeken , die in het vierzijdige prisma allen rech¢ zijn. —
De zijvlakken zijn allen vierhoeken; het aantal vlakke hoeken
bedraagt dus 6 X 4=24, die allen recht zjjn. Ook blijkt het
aantal vlakke hoeken uit de mithoeken. Deze toch zijn 8 in
getal , en aan elken uithoek komen drie vlakken samen, dus
zijn er 8 X 3= 2% vlakke hoeken.

4°. op de diagonalen. Daar elk zijvlak een vierhoek is, zijn
er in elk zijvlak 4(4—3):2=2 diagonalen te trekken; dus
in het geheel 6 X 2=12 diagonalen, die over het lichaam
gaan. Vier van dezezijn even lang; het zijn die, welke in het
grond- en bovenvlak gevonden worden. De overige 8 zijn mede
even lang, want de opstaande zijvlakken zijn gelijke en gelijk-
vormige rechthoeken. Die in 't grond- en bovenvlak snijden
elkander tevens rechthoekig.

Maar ook door het lichaam kunnen hier diagonalen getrokken
worden. Deze kunnen niet aanschouwelijk gemaakt worden.
Zij zijn & in getal, n, 1. van A naar G, van D naar F, van
C naar E, envan B naar H. De diagonalen door het lichaam
gaande, zijn de langste; daarop volgen die in de opstaande
zijvlakken ; — die in het grond- en bovenvlak zijn de kortste.
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Ook langs een anderen weg zou men het aantal diagonalen
kunnen berekend hebben. Immers zijn er 8 uithoeken, en
tusschen deze 8 punten kunnen 271! — 98 verbindingslijnen
getrokken worden. Hiervan 12 voor het aantal ribben afne-
mende, houdt men 28 —12 =16 diagonalen over, waarvan,
gelijk wij hierboven aanmerkten, 12 in de zijvlakken en alzoo
4 door het lichaam kunnen getrokken worden.

Om nu wederom de eene berekening uit de andere af te
leiden , zullen wij eerst aannemen , dat alleen het aantal zijvlak-
ken =6 is gegeven; dan blijkt ons al dadelijk dat er 4 op-
staande zijvlakken moeten zijn, want er is één grond- en één
bovenvlak. Deze 4 opstaande zijvlakken geven in het grond-
en bovenvlak 4 doorsneden, dus zijn deze vlakken vierhoeken.
Neemt men nu in aanmerking, dat de opstaande zijvlakken van
een prisma steeds vierhoeken zijn, dan zou men 6 x 4 =24
ribben bekomen; maar daar elke ribbe dubbel is geteld, zijn
er slechts 3* =12 ribben aan het lichaam. Er zijn dus ook 12
tweevlakkige hoeken en 12 standhoeken. — Het aantal uit-
hoeken bedraagt 2 x 4 — 8; want grond- en bovenvlak zijn
vierhoeken ; er zijn dus 8 drievlakkige of lichamelijke hoeken.

Was alleen het aantal ribben =12 gegeven, dan kan men,
door in aanmerking te nemen, dat het aantal ribben in het
grondvlak even zoo veel bedraagt als datin 't bovenvlak en ook
even zooveel als dat der opstaande (vertikale) ribben, dadelijk
zien, dat het aantal ribbenin hetgrondvlak % =4 bedraagt.
Het grond- en bovenvlak zijn dus vierhoeken, en daarem zijn
er 4 opstaande zijvlakken, dus in 't geheel 4+ 2=6 zijvlakken.
Deze 6 zijvlakken geven 6 X 4 =24 vlakke hoeken, want ieder
zijvlak is een vierhoek. Elke drie vlakke hoeken vormen een
lichamelijken hoek, dus zijn er % =8 lichamelijke hoeken en
daarom ook 8 uithoeken. Het aantal tweevlakkige hoeken
en standhoeken is gelijk aan dat der ribben.

‘Was van het prisma alleen gegeven het aantal vlakke hoeken
24, dan weet men dadelijk, dat het aantal uithoeken 2}=38
is, dat er dus B drievlakkige hoeken zijn. Uit elken drievlak-
kigen hoek gaan 3 ribben; er zouden dus volgens deze opmer-
king 8 % 3 — 24 ribben zijn , maar elke ribbe verbindt 2 nithoe-
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ken en wordt dus tweemaal geteld, daarom zijn er slechts
33 —12 ribben. Hetaantal tweevlakkige hoeken en standhoe-
ken bedraagt dus ook 42. Daar elke drievlakkige hoek door 3
zijvlakken wordt begrensd, zouden er, oppervlakkig beschouwd,
8 X 3 = 24 zijvlakken zijn; maar elk zijvlak komt bij 4 ver-
schillende uithoeken in aanmerking en is dus viermaal geteld,
daarom zijn er slechts 3} = 6 zijvlakken, waaronder één grond-
en één bovenvlak, en dus 6 — 2 =4 opstaande zijvlakken,

Ten einde het net of geraamie van een vierzijdig prisma te
kunnen vormen . diene het volgende:

Wanneer de zijde van het grondvlak =— AB en de hoogte
= AE (zie fig. 61) moet zijn, dan beschrijve men op AB het
vierkant ABCD (zie fig. 62). Men verlenge de zijden van het

Fig. 62,

vierkant naar weérszijden tot dat AE" = BE' =DH=CG =
DF’ = CF' = AH’ =BG’ worde, en trekke de lijnen E"F”*,
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F'E', HG, H‘G', en beschrijve op HG het vierkant EFGH.
Alsnu stelt ABCD het grondvlak van 't vierzijdige prisma voor,
ABG'H' het voorvlak, BCF'E' het rechter-zijvlak, ADF"E" het
linker-zijvlak, CDHG het achtervlak en EFGH het bovenvlak.

Door de van zelf duidelijke omvouwing zal men het prisma

uit fig. 61 bekomen.
Gaan wij te werk even als

bij het driezijdige prisma,
en teekemen wij eerst een
rechthoek , waarvan AA' —
4AB en AB'=AE (uit fig.
61 = de hoogte) is, vervol~
gens den rechthoek door
BE', CF' en D'E in vier
gelijke stukken deelende, en
de vierkanten EFGH en
ABCD beschrijvende, dan
zal het geraamte voltooid
zijn, en men zal door om-
vouwing wederom het pris-
ma uit fig. 61 kunnen be-
komen,

Aanmerking. Het lichaam, dat wij hier beschouwden, wordt
parallelopipedum of balk genoemd. Wij kunnen het, zie fig. 61,
in twee onderling gelijke driezijdige prisma’s verdeelen ; als wij
n. L in het grondvlak de lijin BD en in het bovenvlak FH
trekken , en volgens deze lijnen het lichaam in twee stukken
deelen, zoodat de doorsnede de vierhoek BDFH is, dan be-
komt men twee gelijke prisma’s. — Elk dezer prisma’s verschilt
daarin van het in § 7 docr ons beschouwde, dat nu grond-en
bovenvlak geen regelmatige, maar rechthoekige driehoeken zijn ;
voor het overige telt het evenveel vlakke hoeken, zijvlakken,
ribben, diagonalen, enz., als het dddr door ons beschouwde, —
Als men in 't grond- en bovenvlak de andere diagonalen ACen EG
trekt, dan zal de verdeeling van het prisma volgens deze lijnen
eveneens {wee gelijke driezijdige prisma’s voortbrengen, welke
in alles aan de twee vorige gelijk zullen zijn.

Fig. 63.




§ 9
Beschouwing van het vijf-, zes- en n-sijdige prisma.

Wij gaan nu over tot de beschouwing van het vijfssjdige
prisma. Het wordt begrensd door 7 vlakken; twee daarvan
maken het grond- en bovenvlak uit en zijn evenwijdig; beide
zijn gelijke regelmatige vijfhoeken. De overige 5 vlakken zijn
de opstaande zijvlakken, die, als bij ieder prisma, gelijke en
gelijkvormige rechthoeken zijn. Deze staan wederom loodrecht
op het grond- en bovenvlak. Tegenover elk opstaand zijvlak

Fig. 64- staat een ribbe; — zoo staat tegenover
het zijvlak ABGF (zie fig.64) de ribbe DJ,
tegenover het zijvlak BGHC de ribbe EK ;
tegenover CDJH de ribbe AF; tegenover
DEKIJ de ribbe BG en tegenover AEKF
de ribbe CH. — De afstand tusschen de
beide evenwijdige vlakken wordt door
elk der laatst genoemde ribben aange-
wezen , en de afstand tusschen elk op-
staand zijvlak en zijn tegenoverstaande
ribbe wordt aangewezen door de loodlijn,
die uit eenig hoekpunt van het grond-
of bovenvlak op de overstaande zijde valt.

Het aantal ribben bedraagt kennelijk
45 ; vijf daarvan liggen in het grondvlak,
5 in het bovenvlak, en 5 in de opstaande zijvlakken ; die in
’t grond- en bovenvlak zijn allen even lang en liggen in een
horizontale richting; ook die in de opstaande zijvlakken zijn
even lang en zjn in een vertikale richting; zij zijn allen lood-
lijnen op het grond- of bovenvlak, — Aan het lichaam bevinden
zich dus ook 15 tweevlakkige hoeken en 15 standhoeken; 10
van deze standhoeken, gevormd door elk der opstaande zij-
vlakken met het grond- en bovenvlak zjn recht, doch de vijf
andere, gevormd door de opstaande zijvlakken onderling, zijn
gelijk aan den hoek in het regelmatige grond- of bovenvlak,
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en daar deze regelmatige vijthoeken zijn, bedraagt elk der stand-
hoeken ‘“=X* x 90° —=108°, — Aan het lichaam bevinden
zich 10 u1thoeken, dus ook 10 drievlakkige hoeken. Het
aantal vlakke hoeken bedraagt in het grond- en bovenvlak te
zamen 2 X 5=10, ieder van 108°, en in de opstaande zij-
vlakken 5 X 4=20, ieder van 90°; het geheele aantal vlakke
hoeken is dus 10 420 =30.

Het aantal diagonalen in het grondvlak bedmagt volgens een
bekenden regel §(5—3) =5, en in het " bovenvlak eveneens;
in elk der opstaande zgv]akken zijn er § (4—3)=2, dus in
al de zijvlakken te zamen

2% 545 X 2=20 diagonalen.

Omn nu het aantal diagonalen te berekenen, die door het
lichaam kunnen getrokken worden , merke men op, dat er zich
10 uithoeken aan het lichaam bevinden, waartusschen men
Lo00=1) — 45 vereenigingslijnen kan trekken. Het aantal reeds
opgemerkte vereenigingsliinen bedraagt voor de ribben 15 en
voor de diagonalen over het lichaam 20, dus te zamen 35;
deze van de 45 vereenigingslijnen afgetrokken, geeft ons 10

Fig, 65. diagonalen, die door het
lichaam gaan. — Verge-
lijkt men met dit ant-
woord fig. 64, dan zul-
len wij zien, dat uit den
uithoek A, de lichaams-
diagonalen AH en AJ
kunnen getrokken wor-
den : uvit elken uithoek
alzoo twee, d.1i. voor de
10 uithoeken10 X 2=
20, maar daar nu elk
dezer diagonalen dubbel
is geteld, bedraagt het
ware aantal % = 10,
hetgeen met het hier-
boven berekende over-
eenstert.

4
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Om nu het net te teekenen van het vijfzijdige prisma, kan
men, gelijk fig. 65 aanwijst, wederom vijf gelijke rechthoeken,
wier afmetingen overeenkomen met het zijvlak ABFG uit fig.
64, naast elkander leggen, en vervolgensaan een dezer recht-
hoeken boven en beneden een regelmatigen vijfhoek verbinden,
die tot zijden heeft de breedte AB van het genoemde zijvlak
ABFG. Door de noodige omvouwing, die bij het driezijdige
prisma is aangewezen, zal men het vijfzijdige prisma it fig. 64
bekomen. ¢

Zetten wij onze beschouwing voort met het seszijdige prisma
(zie fig. 66) , dan zullen wij zien,
dat dit lichaam begrensd wordt
door 8 zijvlakken , waaronder 6 op-
staande zijvlakken zijn, die lood-
recht op de twee overige, het
grond- en bovenvlak, staan, Deze
8 zijvlakken zijn twee aan twee
evenwijdig. Zoo is BCJH evenwij-
dig met EFML, enz. De afstand
tusschen het grond- en bovenvlak
wordt door de vertikale ribben aan-
gewezen, en die tusschen elk paar
evenwijdige opstaande zijvlakken
door den kleinen diagonaal b. v. BF
uit het grond- of bovenvlak.

Wij tellen aan dit lichaam 48 ribben, 2 X 6 of 12 daarvan
loopen horizontaal, ze liggen in het grond- en bovenvlak ; de
6 anderen zijn vertikaal. Men vindt dus ook 18 tweevlakkige
hoeken en 18 standhoeken, 6 dezer standhoeken vormen hoeken
van '£2212 5 900 — & % 900 =1209, en de overige zijn recht,—
Aan het lichaam vinden wij voorts 2 X 6 =12 uithoeken; alzoo
ziin er ook 12 drievlakkige of lichamelijke hoeken, en dus
12 X 3=736 vlakke hoeken.

Het aantal diagonalen in het grondvlak bedraagt volgens een
bekenden regel § (6 —3) =9, dus in het bovenvlak ook 9,
terwijl er in de zijvlakken 6 X 2=12 gevonden worden. Deze
12 diagonalen zijn even lang; van de 418 andere zijn er 9 even

Fig. 06.
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lang, als vormende kleine diagonalen in den zeshoek ; de andere
9 zijn wederom gelijk, als zijnde groote diagonalen in den
zeshoek. Het geheele aantal verbindingslijnen tusschen de 12
uvithoeken bedraagt 12L3=L) — §6; hiervan af de 12 -4 18
diagonalen over 't lichaam en de 18 ribben, dan houdt men
over 66 — 48 =18 diagonalen, die door 't lichaam gaan.

Het net van het zeszijdige prisma zal op de zelfde wijze kun-
nen gevonden worden als van ’t vijfzijdige, door nu 6 gelijke
rechthoeken van de zelfde afmetingen als een der opstaande
zijvlakken, b. v. ABHG, naast elkander te leggen, en aan een
dezer rechthoeken boven en beneden een regelmatigen zeshoek
te bevestigen , wiens zijde gelijk is aan de breedte AB van’t
genoemde zijvlak. — Door de noodige omvouwing bekomt men
dan het prisma van fig. 66 terug.

Aanmerking, Als men in het vijfzijdige prisma uit twee over-
eenstemmende hoekpunten in het grond- en bovenvlak, b. v.
uit de hoekpunten A en F van fig. 64, de diagonalen AC, die
met FH, en AD, die met FJ overeenstemt, trekt, en het
lichaam volgens het beloop dier overeenstemmende diagonalen
doordeelt, dan bekomt men de drie volgende driezijdige prisma’s,
die te zamen gelijk zijn aan het geheele vijfzijdige prisma :

prisma ABCFGH, prisma ACDFHJ en prisma ADEFJK.
Trekt men ook in het zeszijdige prisma, uit twee overeenkom-
stige hoekpunten van het grond- en bovenvlak, alle diagonalen,
dan zal men het in 4 driezijdige prisma’s kunnen verdeelen, —
omdat het grond- en bovenvlak door het trekken dezer diago-
nalen in 4 driehoeken verdeeld worden.

Véér wij de beschouwing der prisma’s staken, willen wij
hier doen opmerken, dat een n-zijdig prisma n opstaande zij-
vlakken heeft, en dus begrensd wordt door m 4-1 vlakken.
In zoodanig prisma heeft men in 't grondvlak n ribben, omdat
het een n hoek is; in ’t bovenvlak is het even zoo gesteld;
het aantal vertikale ribben bedraagt ook n; derhalve zijn er
aan een n zijdig prisma ook 3 » ribben, waaronder 2 n hori-
zontale, Het aantal tweevlakkige hoeken bedraagt eveneens 3n;
er zijn dus ook 3 n standhoeken. Nu zijn er in ’t grondvlak
n vlakke hoeken, ook zoo veel in ’t bovenvlak,, en in de op-
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staande zijvlakken 4 n, dus zijn er te zamen 6 n vlakke hoe-
ken. Aan elken uithoek komen drie vlakke hoeken te zamen,
dus zijn er §$n=—2n hoekpunten of uithoeken, en dus ook 2n
drievlakkige hoeken en lichamelijke hoeken. — Het aantal dia-
gonalen in het grondvlak bedraagt volgens een bekenden regel
'-‘1;'—'-’; dit aantal is ook in 't bovenvlak te vinden, en in de
opstaande zijvlakken vindt men er = x 2= —=9n, d.i. te
zamen n (n—3) 4+ 2n=n (n — 1) diagonalen, die over het
lichaam gaan.

Het n-zijdige prisma heeft 2n uithoeken, het aantal verbin-
dingslijnen tusschen 2n punten bedraagt 2*4*=L—n2n—1);
neemt men nu hiervan de 3n ribben en de n(n—1) genocemde
diagonalen, dan houdt men n? — 3n=n (n—3) diagonalen over,
die door het lichaam gaan, d. i. juist zooveel als in de beide
grondvlakken te zamen zijn.

Daar uit één uithoek van 't grond- of bovenvlak n —3
diagonalen in dat grondvlak kunnen getrokken worden, zal het
n-zijdige grond- of bovenvlak in n—2 driehoeken verdeeld kun-
nen worden, en dus zal het nzijdige prisma in n—2 driezijdige
prisma’s kunnen gesplitst worden.

Men teekent het geraamte van het n-zijdige prisma, door n
gelijke en gelijkvormige rechthoeken nevens elkander te plaat-
sen, en ze alzoo tot één geheelen rechthoek te vereenigen, Ieder
der n rechthoeken moet de afmetingen van een opstaand zijvlak
bezitten. Vervolgens teekent men boven en beneden een dezer
rechthoeken een regelmatigen n-hoek , waarvan de zijde gelijk
is aan de breedte van 't gencemde opstaande zijvlak. Door de
noodige omvouwing bekomt men dan het n-zijdige prisma terug.

§ 10.
Beschouwing van de driezdjdige piramide.

Tot de piramiden overgaande, willen wij beginnen met de
regelmatige driezijdige piramide, Gelijk wij vroeger opmerkten,
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noemen wij de piramide regelmatig , als het
grondvlak een regelmatige veelhoek is, en
de opstaande zijvlakken gelijkbeenige drie-
hoeken zijn. De driezijdige piramide is dus
een lichaam, dat door 3 opstaande zijvlak-
ken en één grondvlak wordt ingesloten.
Fig. 67 geeft ons een atbeelding van zoo-
danige piramide. Even als bij het prisma
willen wij nu letten:

1. op de sivlakken. Deze zijn, gelijk
gezegd is, 4 in getal; wij merkten reeds
vroeger op, dat juist dit lichaam het een-
voudigst samengesteld is, als begrensd door
slechts 4 platte vlakken. Zij zijn de opstaande zijvlakken ABP,
BCP, en ACP, en het grondvlak ABC, dat een regelmatige
driehoek is. De opstaande zijvlakken zijn gelijke en gelijkvor-
mige gelijkbeenige driechoeken, die met hun toppen in één
zelfde punt samenkomen. — Tegenover elk zijvlak staat een
uithoek ; zoo staat punt A tegenover het zijvlak BCP, het
punt B tegenover zijvlak ACP, enz. en het punt P, dat het
toppunt van de piramide wordt genocemd ., staat tegenover het
grondvlak ABC. Als men het middelpunt M van den cirkel, om
het grondvlak beschreven, met het toppunt P vereenigt, dan
bekomt men een lijn PM, die geheel binnen ’t lichaam valt
en dus voor ons unzichtbaar is, maar die loodrecht op het
midden van het grondvlak staat. Deze lijn heet de hoogte der
piramide, en elk punt dier lijn staat op gelijke afstanden van
de opstaande zijvlakken. Hoe nader men eenig punt in die lijn
bij het toppunt P der piramide neemt, des te kleiner zullen
die afstanden worden. De straal van den cirkel om het grond-
vlak vormt met die hoogte en een opstaande ribbe een recht-
hoekigen driehoek , waarvan deze ribbe de hypotenusa of schuine
zijde is.

20, op de ribben. Wij tellen aan het lichaam 6 ribben,
't welk minder is dan bij het driezijdige prisma. Dit komt
daarvan, dat de piramide geen bovenvlak heeft, gelijk het
prisma. Drie van deze ribben liggen in 't grondvlak; de andere
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hellen hierop en loopen in het toppunt P der piramide tegen-
over dit vlak wit. Dit zelfde verschijnsel nemen wij bij ieder
ander vlak der driezijdige piramide waar. Beschouwen wij het
zijvlak BCP voor een oogenblik als grondvlak, dan bemerken
wij ook hierin drie ribben BP, CP en BC, de drie andere
ribben hellen hierop en loopen in een zelfde punt A, tegenover
dit vlak , uit. Drieaan drie komen de zes ribben aan iederen
uithoek te zamen. De drie opstaande ribben der regelmatige
piramide zijn even lang; die van 't grondvlak hebben ook de
zelfde lengte. Men kan zich dus gemakkelijk een lijn voor-
stellen, wier lengte gelijk is aan de som der ribben van de
driezijdige piramide; de lengte van deze lijn zal gelijk zijn aan
de som van 3 maal de lengte van een opstaande ribbe en 3 maal
die eener horizontale; of wel zij is gelijk aan 3 maal de som
van een opstaande en een horizontale ribbe.

3°. op deuithoeken , hoeken, enz. Het aantal ribben van de
driezijdige piramide 6 zijnde, bedraagt ook dat der tweevlak-
kige hoeken zes, het aantal standhoeken zal mede zes bedra-
gen ; de standhoeken tusschen elke twee elkander snijdende
opstaande zijvlakken zijn even groot, alsmede die tusschen ieder
opstaand zijvlak en het grondvlak. Het lichaam telt 4 uithoe-
ken; aan elken uithoek komen 3 vlakken te zamen, dus zijn
er 4 drievlakkige hoeken en 4 X 3—=12 vlakke hoeken aan
het lichaam. De hoeken in het grondvlak zjn even groot,
bevattende ieder 1§° =60°; die om het punt P zijn mede even
groot, en eindelijk zijn ook de 3 X 2 ==6 hoeken aan de basis
der gelijkbeenige driehoeken onderling gelijk.

4°. op de diagonalen. De zijvlakken van de driezijdige pira-
mide zijn allen driehoeken. In een driehoek kan men, gelijk
bekend is, geen diagonalen trekken, zoodat op de oppervlakte
van het lichaam geen diagonalen kunnen liggen. Als wij nu na-
gaan , dat iedere uithoek van het lichaam met elken anderen uit-
hoek is verbonden door een ribbe, dan besluiten wij, dat ook
in het lichaam geen diagonalen kunnen getrokken worden. Wij
hadden ook kunnen berekenen , dat er geen diagonalen mogelijk
zijn. Immers zijn er 4 uithoeken aan de piramide, en tusschen
4 punten, waarvan geen drie in een rechte lijn liggen, kan



55

men 4 n(n—1) =4 X 4 X 3=06 rechte lijnen trekken. Hier-
van afgetrokken de zes ribben, behoudt men 6 —6=0 voor
het aantal diagonalen.

Ten einde uit één gegeven de andere verkregen waarheden
af te leiden, even als wij deden bij het prisma, stellen wij ons
voor, dat gevraagd wordt de piramide te bespreken, wanneer
alleen gegeven is, dat zij 3 opstaande zijvlakken heeft.

De piramide heeft slechts één grondvlak , dus zijn er 341
=4 zijvlakken, Dit grondvlak is een driehoek, omdat er 3
opstaande vlakken zijn. In het grondvlak liggen alzoo 3 uithoe-
ken, en hierbij nog 1 uithoek gevoegd, als plaats waar de
opstaande zijvlakken samenkomen , zoo zijn er 4 uithoeken aan
’t lichaam. Aan iederen uithoek komen drie vlakken samen,
daarom zijn er 4 drievlakkige hoeken, en dus 4 X 3=12
vlakke hoeken, waarvan er 3 tot het grondvlak behooren.
In iedere piramide is elk hoekpunt van het grondvlak met
het toppunt vereenigd, derhalve zijn er steeds zooveel op-
staande ribben als horizontale. In genoemd prisma is het
grondvlak een driehoek; dus bevinden zich 2 X 3=16 ribben
aan het lichaam. Daarom zijn er ook 6 tweevlakkige hoeken
en 6 standhoeken.

Is voorts van een piramide alleen gegeven dat er 6 ribben
aan zijn, dan weet men ook dadelijk, dat er §=3 opstaande
en dus ook 3 horizontale ribben zijn. Het grondvlak is dus
een drichoek ; en daarom moeten er 3 opstaande zijvlakken en
één grondvlak, d.i. 4 grensvlakken aan het lichaam zijn. De
opstaande zijvlakken der piramide zijn steeds driehoeken ; de
driezijdige piramide bevat dus enkel driehoeken tot zijvlakken ;
waarom het aantal vlakke hoeken 4 x 3 =12 bedraagt. Het
lichaam kan niet anders als drievlakkige hoeken bevatten,
omdat er slechts 4 zijvlakken zijn; daarom zijn er 4 =4 uit-
hoeken en 4 drievlakkige hoeken. Het aantal tweevlakkige
hoeken en standhoeken is gelijk aan dat der ribben.

‘Was alleen bekend het aantal unithoeken —4, dan zou men
kunnen opmerken, dat er een grondvlak aan de piramide moet
zijn. Dit grondvlak moet een ingesloten ruimte vormen; in
het grondvlak liggen dus 3 uithoeken; het aantal opstaande
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zijvlakken bedraagt alzoo 3 en het geheele aantal zijvlakken
3+41=4. Aan elken uithoek heeft een samenkomst plaats
van 3 vlakken ; hetlichaam bezit dus 4 drievlakkige hoeken en
4 % 3 =12 vlakke hoeken. Aan elken uithoek komen 3 ribben
te zamen , dus zouden er naar deze meening 4 X 3 =12 rib-
ben moeten zijn, maar daar elke ribbe twee uithoeken ver-
bindt, is zij dubbel geteld; het ware aantal ribben bedraagt
dan 12= 6. Het aantal tweevlakkige hoeken en standhoeken
is dus eveneens 6.

Fig, 68. Om zich nu het
net of geraamte der
regelmatige drie-
zijdige  piramide
voor testellen, tee-
kene men (zie fig.
68) een gelijkzijdi-
gen drieh., wiens
zijde gelijk is aan
de ribbe van het
grondvlak ABC uit
fig. 67. Vervolgens
plaatse men op elke
zijde van dezen ge-
lijkzijdigen diiehoek een gelijkbeenigen driehoek, waarvan de
beenen zoo lang zijn als de opstaande ribbe van de gegeven
piramide. Laat men den gelijkzijdigen driehoek in zjn stand,
en vouwt men de gelijkbeenige drichoeken binnenwaarts om,
tot zij met de toppunten aan elkander komen, dan heeft men
ingesloten de regelmatige driezijdige piramide uit fig. 67.

Men kan ook dezen weg inslaan. Teeken 3 gelijke gelijkbee-
nige driehoeken, zoodanig dat de basis van ieder zoo lang
zij als de ribbe van het grondvlak der piramide, en ieder op-
staand been gelijk worde aan de opstaande ribbe der piramide.
Leg ze naast elkander zoodat hun toppunten op elkander val-
len als in fig. 69, en teeken benedenwaarts op de basis van den
middelsten driehoek een gelijkzijdigen , dan zal men door om-
vouwing , die van zelve duidelijk is, de regelmatige driezijdige
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Fig. 69. piramide van fig, 67, beko-
men, Ten einde genoemde
drie gelijkbeenige driehoe-
ken gemakkelijk naast elk-
ander te leggen, beschrijve
men met een opstaande
ribbe als straal een cirkel-
boog en zette hierop 3 aan-
liggende gelijke koorden uit,
ieder gelijk aan de ribbe
van het grondvlak , (zie
fig. 69).

§ 1.

Beschouwing van de regelmatige viersydige piramide.

De regelmatige viersijdige piramide ne-
men wij nu tot voorwerp van onze be-
schouwing. Wij zullen hierbij de zelfde
volgorde behouden ; alzoo letten wij :

10, op de sijvlakken. Men vindt hier
5 zijvlakken ; 4 opstaande zijvlakken en1
grondvlak, Het grondvlak is een regel-
matige vierhoek of een vierkant, en de
opstaande zijvlakken zijn gelijke en gelijk-
vormige gelijkbeenige driehoeken. Tegen-
over elk opstaand zijvlak staat een ander opstaand zijvlak; deze
zijn niet evenwijdig zoo als bij het vierzijdige prisma, maar zij
ontmoeten elkander in het punt P, het toppunt der piramide,
waar de opstaande zijvlakken te zamen komen. Beschrijft men
om het grondvlak een cirkel, dan zal het middelpunt M met
het toppunt P vereenigd, delijn PM doen ontstaan, die geheel
binnen het lichaam valt, loodrecht op het grondvlak staat, en
de hoogte der piramide genoemd wordt. Ieder punt van deze lijn
is op gelijke afstanden van de opstaande zijvlakken verwijderd.
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20, op de ribben. 'Wij zien aan het lichaam, dat de ribben
8 in getal zijn; vier daarvan liggen in ’t grondvlak en zijn
horizontale; de overige zijn opstaande, zij hellen op de andere
en loopen in 't zelfde punt P in elkander. Die in 't grondvlak
zijn even lang, zij zijn twee aan twee evenwijdig en snijden
elkander rechthoekig. Qok de opstaande zijn even lang. Elke
opstaande ribbe sluit met de hoogte der piramide en den straal
van den cirkel om het grondvlak een rechthoekigen driehoek
in, waarvan de ribbe de hypotenusa is.

3°,  op de uithoeken, hoeken, ens. Het lichaam telt 5 wuit-
hoeken of hoekpunten, waarvan er 4 in 't grondvlak liggen.
Aan elk dezer 4 uithoeken komen 3 ribben samen, daarom
zijn deze 4 uithoeken de grenzen van 4 drievlakkige hoeken.
Aan het vijfde hoekpunt komen 4 opstaande ribben samen,
daarom ligt hier een viervlakkige hoek. Wi willen hier dus
de opmerking maken, dat de uithoek tegenover eenig zijvlak
van een piramide de grens is van een drie-, vier-, vijf-, enz.
vlakkigen hoek, naarmate die uithoek tegenover een drie-,
vier-, vijf-, enz, hoekig zjvlak staat. Zoo staat in onze fig.

zijvlak ABCD tegenover uithoek P; hier ligt dus een 4 vl, hoek ,
» BCP » » A; » » » » 3>» »
» ABP » » D; » » » » 3» »enz

De 4 drievlakkige hoeken geven 4 X 3=12 vlakke hoeken
en de viervlakkige geeft er 4; dus te zamen 12 4 4=16. Van
deze 16 hoeken zijn de 4 in 't grondvlak allen recht, duseven
groot; de 4 om het hoekpunt P zijn ook even groot, en de
overige 16 — 2 X 4=28 zijn mede even groot. — Het aantal
tweevlakkige hoeken en standhoeken bedraagt 8, even als dat
der ribben,

4°. op de diagonalen. In de opstaande zijvlakken, dieallen
driehoeken zijn, kan men geen diagonalen trekken. Het grond-
vlak , dat een vierhoek is, levert er twee op; deze zijn even
lang en snijden elkander in het middelpunt M rechthoekig,
Voor het overige is ieder hoekpunt van het grondvlak reeds
met het toppunt vereenigd , daarom zijn er geen diagonalen
door het lichaam. Door berekening zou men ook tot het be-
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sluit komen, dat er geen diagonalen door ’t lichaam mogelijk
ziijn. Immers geven de 5 uithoeken van het lichaam 1 % 5
X 4=10 vereenigingslijnen, hiervan afgenomen de 8 ribben
en de 2 diagonalen in het grondvlak, dan behoudtmen 10 —
(8 4+ 2) = 0 diagonalen, die door het lichaam loopen.

Om nu van dit lichaam het achtervolgens opgenoemde weder
door berekening uit een der gegevens af te leiden, stellen wij
ons eerst alleen als bekend voor, dat de piramide 5 zijvlakken
telt. De piramide heett één grond- en geen bovenvlak, dus
zijn er 4 opstaande zijvlakken. Het aantal opstaande ribben
is dus ook 4. Daar iedere opstaande ribbe het toppunt der
piramide met een uithoek van het grondvlak verbindt, zijn
er aan het grondvlak 4 uithoeken; dit is dus een vierhoek en
telt bijgevolg 4 ribben, die blijkbaar allen horizontale zijn.
Het geheele aantal ribben bedraagt dus 4-+4=38. De opstaande
ribben komen in één gemeenschappelijk punt samen, daarom
telt het lichaam 5 uithoeken. Diein’t grondvlak zijn de grens
van drievlakkige hoeken , en de andere van een viervlakkigen
hoek. Daarom moet het aantal vlakke hoeken 1 X 444 X
3 =16 bedragen.

‘Was alleen gegeven, dat een piramide 5 uithoeken telt,
dan moet één van deze het toppunt zijn en de overige moeten
in het zelfde vlak liggen. Dit vlak, het grondvlak, is dus een
vierhoek , daarom zijn er vier opstaande zijvlakken, en bijge-
volg wordt het lichaam door 4 -1 =25 zijvlakken begrensd.
Het grondvlak alzoo een vierhoek zijnde, heeft men 4 horizon-
tale ribben ; — uit iederen uithoek van ’t grondvlak loopt een
opstaande ribbe naar het toppunt; dus zijn er 2 X 4=8 ribben
aan het lichaam en dus ook 8 tweevlakkige hoeken en stand-
hoeken. Aan iederen uvithoek in "t grondvlak komen 3 ribben te
zamen ; er zijn dus 4 drievlakkige hoeken, — een aan het toppunt,
waar 4 ribben samenkomen, hier ligt een viervlakkige hoek;
het aantal vlakke hoeken bedrasgt dus 1 X 4+ 4 X 3=16.

‘Was gegeven, dat een piramide 8 ribben telt, dan kan men
ook hieruit het onbekende vinden. Daar in de piramide zooveel
opstaande ribben, als ribben in ’t grondvlak =zijn, volgt al
dadelijk dat het grondvlak is een $ =4 hoek. Daarom zijn er
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4 opstaande zijvlakken en in’t geheel 441 =25 zijvlakken aan
't lichaam. De opstaande zijvlakken zijn allen driehoeken,
daarom telt het lichaam 4 %X 3 4+ 4 =16 vlakke hoeken. Het
aantal tweevlakkige hoeken en standhoeken is gelijk aan dat
der ribben, of 8. —1In het grondvlak liggen 4 uithoeken; aan
ieder komen 3 ribben samen, dus zijn er 4 drievlakkige hoeken;
maar behalve deze uithoeken is er nog een, het toppunt,
waar 4 opstaande zijvlakken samenkomen ; hier bevindt zich dus
een viervlakkige hoek. Het lichaam telt bijgevolg 5 uithoeken.

Om zich nu het net voor te stellen van de regelmatige vierzij-
dige piramide, teekene
men eerst een vierkant
(zie fig. 71), waarvan
iedere zijde gelijk is aan
de ribbe van het grond-
vlak der piramide uit fig.
70, en beschrijve voorts
op vlke zijde een gelijk-
beenigen drieh., waar-
van ieder been gelik is
aan de opstaande ribbe
der piramide van fig. 70.
Door de noodige omvou-
wing verkrijgen we dan
de regelmatige piramide
uit fig. 70.

Men kan ook dezen weg inslaan : Teeken vier gelijke en ge-
lijkvormige gelijkbeenige drichoeken, wier basis even lang is als
de ribbe van het grondvlak der gegeven piramide, en waar-
van ieder been gelijk isaan de opstaande ribbe van de piramide.
Plaats deze 4 drichoeken met de opstaande zijden aan en naast
elkander, gelijk figuur 72 kan ophelderen, en beschrijf bene-
den een der driehoeken op zijn basis een vierkant. Vouwt
men dan de gelijkbeenige driehoeken om dat vierkant zoodanig
samen, dat de bazes der driehoeken aan de zijden van het
vierkant sluiten, dan bekomt men de regelmatige vierzijdige
piramide van fig. 70 terug.

je. 7L
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Aanmerking, Om het laatst-
genoemde netwerk gemakke-
lijk te construéeren, beschrijve
men uit zeker punt P (zie fig.
72) met de opstaande ribbe als
straal een cirkelboog, en zet op
dezen boog 4 aan elkander lig-
gende koorden uit, ieder ter
lengte van de horizontale ribbe;
trek uit de deelpunten de stra-
len, en beschrijf buitenwaart op
een der koorden een vierkant.

Als wij (zie fig. 70) uit een der uithoeken, b.v. A, van
het grondvlak één diagonaal trekken, en het lichaam volgens
dezen diagonaal en de twee opstaande ribben, die de uiteinden
van dezen diagonaal en het toppunt vereenigen, door deelt,
dan bekomt men twee driezijdige piramiden, n. 1. PACD en
PACB. Deze piramiden zijn even groot, want haar zijvlakken
komen met elkander overeen, maar verschillen daarin van de
in §10 door ons beschouwde, dat nu het grondvlak ACD of
ACB geen regelmatige driehoek, maar een rechthoekige is.
Zulke piramiden noemt men rechthoekige, omdat minstens een der
zijvlakken rechthoekig op het grondvlak staat. De rechthoekige
driezijdige piramide heeft wel een zelfde aantal zijvlakken,
ribben, uithoeken, drie- en tweevlakkige hoeken en vlakke
hoeken als de regelmatige driezijdige piramide; maar opge-
noemde gelijkheid en stand van sommige dezer zijvlakken,
ribben, enz. is niet de zelfde als bij de rechthoekige piramide.

Fig. 7%

§ 12
Beschouwing der regelmatige vijf- en n-sijdige piramide,

Wij gaan thans over tot de regelmatige vijfzijdige piramide,
zie fig. 74; wij willen haar niet beschouwen op de zelfde wijze



62

als de drie- en vierzijdige piramide,
maar wij willen uit een der bekende
zaken andere eigenschappen afleiden.

Indien dus alleen bekend ware dat
de piramide vijfzijdig is, dan weet men
al dadelijk, dat behalve deze 5 op-
staande zijvlakken er nog een grond-
vlak moet zijn, dat dus het geheele
aantal zijvlakken 6 bedraagt. Elk op-
staand zijvlak snijdt het grondvlak vol-
gens een rechte lijn, dus moet het
grondvlak een vijfhoek zijn en 5 uit-
hoeken tellen. Tedere uithoek van het grondvlak is door een
opstaande ribbe met het toppunt vereenigd; er zjn dus 5
opstaande ribben en in ’t grondvlak 5 horizontale, d. i. te
zamen 10 ribben; dus zijn er ook 10 tweevlakkige hoeken en
10 standhoeken. De opstaande zijvlakken ontmoeten elkander
in één punt, het toppunt genaamd; er zijn dus 54-1=06
uithoeken. Aan den uithoek bij het toppunt komen 5 vlakken
samen ; daar bevindt zich dus een vijfvlakkige hoek. Aan al
de andere uithoeken komen slechts drie vlakken samen; hier
zijn dus allen drievlakkige hoeken. De opstaande zijvlakken zijn
allen driehoeken en het grondvlak is een vijfhoek ; er bevinden
zich dus5 X 341 X b—=4 X 5—=20 vlakke hoeken aan de vijf-
zijdige piramide. In de opstaande zijvlakken kan men geen
diagonalen trekken, omdat het allen driehoeken zijn; in het
grondvlak kunnen uit elk hoekpunt 5=3, en dus kunnen in het
geheel § (5 — 3) =5 diagonalen getrokken worden. Door het
lichaam is geen diagonaal mogelijk, want elke uithoek aan ’t
grondvlak is reeds met het toppunt door een ribbe vereenigd.

Indien alleen bekend is, dat in een piramide 10 ribben ge-
vonden worden, dan moeten er 4 =5 opstaande en 5 hori-
zontale ribben zijn. Er zijn dus 5 opstaande zijvlakken en een
grondvlak, dat een vijfhoek is, dus te zamen 541 =6 zjj-
vilakken. De 5 opstaande ribben ontmoeten elkander in één
punt, het toppunt van de piramide; hier ligt dus een vijfvlakkige
hoek. Aan de 3 uithoeken van het grondvlak liggen dus drie-
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vlakkige hoeken. Hierdoor weet men nu reeds, dat het aantal
uithoeken 6 is, dat het aantal tweevlakkige hoeken en stand-
hoeken even als dat der ribben 10 bedraagt, en dat alzoo het
aantal vlakke hoeken 5+ 5 X 3 =20 bedraagt.

Is alleen bekend het aantal uithoeken—6, dan moet een
van deze de tophoek zijn, de overige uithoeken bevinden zich
in ’t grondvlak. Dit grondvlak is dus een vijfhoek; uit ieder
hoekpunt van 't grondvlak loopt een ribbe naar den tophoek ;
hier komen dus 5 opstaande ribben samen, daarom zijn er 5
opstaande zijvlakken. Het aantal zijvlakken is dus5-4-1=6;
het aantal ribben 545 =10, het aantal tweevlakkige hoeken
en standhoeken eveneens 10 ; het aantal drievlakkige hoeken 5
en men heeft één vijfvlakkigen hoek. Hierdoor is het overige
nu gemakkelijk te vinden. Om echter uwit de uithoeken het
aantal diagonalen te bepalen, merke men op, dat er tusschen
deze 6 punten } X 6 (6 —1) =15 verbindingslijnen mogelijk
zijn ; hiervan de 10 ribben afgenomen , houdt men 5 diagonalen
over, die, gelijk wij reeds opmerkten, allen in 't grondvlak
moeten liggen.

Het net der vijfzijdige piramide zal men op gelijke wijze als
dat der vierzijdige kunnen bekomen. Men teeckene daartoe een
regelmatigen  vijfhoek
(fig. 74), waarvan elke
zijde gelijk is aan de
ribbe van het grondvlak;
voorts beschrijve men op
elke zijde buitenwaarts
een gelijkbeenigen drie-
hoek, waarvan ieder op-
staand been zoo lang is
als de opstaande ribbe
van de piramide. Door
de noodige omvouwing
bekomt men de regelma-
tige vijfzijdige piramide.
Ook kan men op de
zelfde wijze te werk

Fig. Tk




G4

gaan, als in fig. 72 bij de vierzijdige piramide is vermeld.

Het is opmerkelijk na te gaan , welken vorm fig. 74 zal aan-
nemen, in geval de som der vlakke hoeken om den vijfvlak-
kigen hoek gelijk is aan 180°.

Wij willen thans overgaan tot de sessijdige piramide die
wij in fig. 75 zien afgebeeld; maar in plaats van de gewone
volgorde , willen wij in 't algemeen de = -zijdige piramide be-
schouwen, om daarmede van de piramiden at te stappen.

Is de regelmatige piramide n-zijdig, danzijn er » opstaande
zijvlakken en 1 grondviak , dus wordt
zij begrensd door n +1 zijvlakken. Elk
der opstaande zijvlakken is een gelijk-
beenige driehoek en het grondvlak is
een regelmatige n-hoek. Er liggen alzoo
in het grondvlak z ribben, die horizon-
taal zijn; en elk hoekpunt van het grond-
vlak door een ribbe met den tophoek
verbonden zijnde, zijn er ook n opstaande
ribben, Het aantal ribben der » zijdige
piramide bedraagt alzoo 2 X n=2n.
Daarom zijn er ook 2n tweevlakkige
hoeken en 2nstandhoeken. In het grond-
vlak liggen n uithoeken, omdat dit een
n-hoek is; daarenboven is er mog een toppunt, dus zijn er
n=41 uithoeken. De uithoek aan den top is een n-vlakkige,
omdat daar n vlakken samenkomen; aan de overige uithoeken
komen drie vlakken samen, dus zijn er » drievlakkige hoeken. —
Aan elken drievlakkigen hoek komen 3 vlakken samen, dus
liggen er ook 3 vlakke hoeken, en de = viakkige hoek
wordt gevormd door n zijvlakken, waarom aan het toppunt n
vlakke hoeken gevonden worden, Het aantal vlakke hoeken
bedraagt dus

Fig. 75.

X 34n=4n
Omdat er n -1 uithoeken zijn, kunnen er } n (n 4+ 1) ver-
bindingslijnen tusschen deze punten bestaan. Trekt men hier-
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van de 4n ribben, dan behoudt men } = (n—3) diagonalen,
Neemt men nu in asnmerking, dat het grondvlak een n-hoek
is, dat er dus uit elk hoekpunt »—3 diagonalen kunuen ge-
trokken worden, en bijgevolg in den geheelen n-hoek § n (—3)
diagonalen (vergelijk § 21 van het Ie Deel) , dan komt men dade-
lijk tot besluit, dat er in een piramide, hoe groot het aantal
zijden ook moge zijn, geen diagonalen door het lichaam kun-
nen getrokken worden. Ook bij een oppervlakkige beschou-
wing hebben wij deze opmerking reeds meermalen kunnen doen,
dewijl elk hoekpunt van het grondvlak reeds met het toppunt
vereenigd is.

Trekt men uit één hoekpunt van het grondvlak alle mogelijke
diagonalen, dan wordt het grondvlak van de n-zijdige piramide
in n—=2 driehoeken verdeeld. Het lichaam, doorgesneden vol-
gens het beloop dezer diagonalen en door het toppunt, zal
dus in n—2 driezijdige piramiden verdeeld zijn.

Om in 't algemeen het net der n-zijdige piramide te teekenen ,
beschrijve men een cirkel met de opstaande ribbe als straal, en
zet hierin achtereenvolgens n-koorden uit, ieder gelijk aan de
ribbe van het grondvlak ; voorts vereenige men de uiteinden
dier koorden met het middelpunt, en beschrijve op een dier
koorden een regelmatigen n-hoek. Door omvouwing zal inen
dan de n-zijdige piramide verkrijgen.

Over de regelmatige lichamen in ’f algemeen , en het zes-
en achtvlak in °l bijsonder,

De regelmatige veelvlakkige lichamen zullen thans behandeld
worden. Zelfs met uitsluiting der regelmatige prisma’s en pira-
miden, die wij tot heden beschouwden, verstaan wij door
regelmatige lichamen alleen zulke , wier oppervlakken uit gelijke
en gelijkvormige regelmatige veelhoeken zijn samengesteld, ter-
wijl deze grensvlakken onder gelijke tweevlakkige hoeken aan

I 5



66

elkander sluiten, d. i. de standhoek op de ribbe tusschen elk
paar aan elkander grenzende zijvlakken is steeds van de zelfde
grootte. Men heeft de volgende regelmatige lichamen :

Fig. 76, a. het regelm. viervl. of tetraédrum, fig. 76
b, » » zesvl, » hexaédrum, » 77
e. » » achtvl.» octaédrum, » 78

d. » » twaalfvl. of dodecaédrum,» 79
oy » twintigvl, of icosaédrum,» 80

Door beschouwing der nevensgaande
figuren ziet men, dat de regelmatige
lichamen ingesloten zijn door drie-, vier-
of vijfhoeken en wel regelmatige. Meer
dan de 5 opgenoemde zijn er niet, het-
welk men gemakkelijk kan opmerken ;
immers, aan elken uithoek komen ’s min-
stens 3 vlakken samen, en de som der
vlakke hoeken om één uithoek kan nim-
mer gelijk aan 360° zijn , maar moet steeds
minder dan dit getal wezen. Was die som
Fig. 78. 3600, dan zou er geen lichaamshoek ont-
staan, maar eene vlakte uitgestrektheid,
en was zij meer dan 360°, dan zou er
een inspringende lichaamshoek ontstaan,
dat bij een regelmatig lichaam onmogelijk
is. Het aantal regelmatige driehoeken,
die aan één uithoek samenkomen, kan
dus 3, 4 en 5 zijn, en nimmer meer,
omdat 6 X 60° = 3600 is. — Het
aantal regelmatige vierhoeken kan
alleen 3 zijn, want 4 rechte hoe-
ken vormen reeds 4 X 90° =
3609, — Het aantal regelmatige
vijfhoeken, die aan één uithoek
samenkomen, kan alleen 3 zijn,
want elke hoek van een regelmati-
gen vijfhoek bedraagt 1089, en 4
x 1080 = 432°, datis meer dan
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Fig, 80, 360°. — Regelmatige lichamen, in-
gesloten door zijvlakken meer dan
5 hoeken tellende , kunnen niet in
aanmerking komen , omdat het aan-
tal graden, dat iedere vlakke hoek
telt ., minder dan 3$°—120° moet
zijn, -— De eenige mogelijke gevallen
zijn alzoo: de samenkomst van 3,
4 of 5 gelijkzijdige driehoeken, van
2 vierkanten en 3 regelmatige vijf-
hoeken, en deze gevallen geven juist
de hierboven genoemde lichamen.

Wij willen elk dezer vijf regelmatige lichamen wat nader
beschouwen, en zullen dus aanvangen met hef regelmatige vier-
vlak, Dit lichaam komt in vorm overeen met de in § 10
omschreven regelmatige driezijdige piramide. Het zelfde aantal
ribben , zijvlakken, uithoeken, drievlakkige en tweevlakkige
hoeken, standhoeken en vlakke hoeken vindt men ook hier.
‘Wij zullen dus alleen behoeven op te merken, waarin het
viervlak van de beschouwde driezijdige piramide verschilt. —
Alle vier zijvlakken zijn bij het viervlak even groot: het zijn
allen gelijke gelijkzijdige driehoeken. De som der grensviakken
is dus gelijk aan 4 maal het oppervlak van één driehoek. De
zes ribben zijn ook alle even lang. De som der ribben is dus
gelijk aan 6 maal de lengte van een dezer. Het aantal vlakke
hoeken bedraagi even als bij de driezijdige piramide 412, maar
zij zijn nu allen even groot, tellende ieder 60°.

Nog willen wij opmerken, dat het geen verschil oplevert,
welk der zijvlakken men als grondvlak beschouwt; de standen
der opstaande ribben zijn steeds de zelfde. Onk de hoogte zal
steeds door de zelfde lengte worden voorgesteld.

Beschouwen wij thans ket regeimatige zesvlak, dan zullen wij
zien, dat dit lichaam in vorm overeenkomt met het reeds om-
schreven regelmatige vierzijdige prisma. Het heeft een zelfde
aantal zijvlakken, ribben, hoeken, uvithoeken en diagonalen
als dit, zoodat wij alleen hebben op te merken, waarin het
van het beschouwde vierzijdige prisma verschilt. De zijvlakken

-
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van het zesvlak zijn allen even groot; het zijn allen gelijke
vierkanten. De 12 ribben zijn allen even lang; daarom is de
som der ribben gelijk aan 12 maal de lengte van een dezer,
terwijl de som der grensvlakken 6 maal één der zijvlakken is,
De 12 diagonalen die in de zijvlakken liggen, zijn allen van
gelijke lengte , maar verschillen ook nog van die, welke door
’t lichaam gaan. Indien men van het zesvlak een ribbe weet,
dan kan men beide soorten van diagonalen berekenen. Die,
welke in een der zijvlakken ligt, is, als diagonaal van een
vierkant, gelijk aan den vierkantswortel uit het dubbel kwa-
draat van de ribbe. Is dus deze ribbe-=r, dan is de kleine
diagonaal = p72%* =rp2. Nu vormt de diagonaal door 't
lichaam met den diagonaal in het zijvlak en de opstaande ribbe
een rechthoekigen driehoek, waarvan de genoemde groote
diagonaal de hypotenusa is. Alzoo is deze = p/[ri4-(p-2r?)? |
= ”3rt ==rp3. Daarom is nu ook :
gr. diag. : kl diag. =p/3r? : 2 =13 : 1 2= 1"3: 12
Het regelmatige zesvlak wordt ook genoemd kubus of teerling.
Het net van het regelmatige viervlak iz gemakkelijk te ma-
ken; daartoe teekene men een gelijkzijdigen driehoek ABC
Fig. 8L, (zie fig. 81) waarvan iedere zijde
gelijk is aan de dubbele ribbe van
het vierylak ; men deele voorts
iedere zijde in de punten D, E
en F midden door, en trekke
DE, DF en EF ; vouwt men dan
de driehoeken ADF, BEF en
CDE om de lijnen DF, EF en DE
naar elkander toe, tot dat de
punien A, B en C in elkander
vallen, dan bekomt men een
regelmatig viervlak, Dat, omgekeerd, door het uitslaan van
de opstaande zijvlakken van een regelmatig viervlak de gelijk-
zijdige driehoek ABC ontstaan zal, ziet men gemakkelijk in
door op te merken, dat
L CDE+ | EDF 4 |_ ADF = |_ AFD + |_ DFE +
BFE = enz. =3 x 60° = 1800 is,
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Het net van het regelmatige zesvlak zal men uit de beschou-
wing der figuren 62 en 63 gemakkelijk kunnen afleiden, als
men slechts in ’t oog houdt, dat ieder vlak een vierkant
moet zijn.

Fig. 82, Beschouwen wij thans het regelmatige
achtvlak (octaédrum) fig. 82, dan zien
wij dat dit lichaam eigenlijk bestaat
uit 2 gelijke regelmatige vierzijdige
piramiden EABCD en FABCD, die
naar het beloop van hare gelijke grond-
vlakken met elkander vereenigd zijn.

De zijvlakken van het achtvlak,
die 8 in getal zijn, zijn allen gelijke en
gelijkzijdige driehoeken, die 4 aan 4
aan de uithoeken samenkomen. Ze
staan twee aan twee evenwijdig, doch
in omgekeerden stand , zoodat in ieder
paar evenwijdige zijvlakken tegenover
de basis van den eenen driehoek het
toppunt van den anderen staat, zoo
zijn in onze figuur evenwijdig de volgende zijvlakken :

A BCF met A ADE,
A ABF » A CDE.
A ADF » A BCE.
A CDF » A ABE.

Indien men de middelpunten van de om ieder paar evenwijdige
zijvlakken beschreven cirkels door rechte lijnen vereenigt, dan
zullen deze rechte lijnen loodrecht op de zjvlakken staan en
door het midden (M) van het achtvlak gaan; omdat er 4 paar
evenwijdige vlakken zijn, zijn er ook 4 zulke loodlijnen , die
den afstand tusschen elk paar evenwijdige vlakken aanwijzen
en dus even lang zijn,

Ieder zijvlak is een driechoek en heeft dus 3 zijden, maar
elke zijde is de ribbe tusschen twee vlakken, alzoo zjn er in
het achtvlak #3%2 — 12 ribben, die allen even lang zijn.
Indien het lichaam in rust voor ons ligt, dan ziet men steeds
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een grond- en bovenvlak en dus 6 ribben die horizontaal zijn;
de overigen zijn dan hellend. Het 7al niet behoeven opgemerkt
te worden, dat men voor grond- en bovenvlak ieder paar even-
wijdige zijvlakken kan aannemen. Uit ieder hoekpunt van het
bovenvlak ziet men twee ribben naar ’t grondvlak loopen; er
zijn dus 6 ribben, die de uithoeken aan het grond- met die
aan het bovenvlak vereenigen. Hierbij gevoegd de 3 ribben
in het grond- en 3 in het bovenvlak geeft ons, op een andere
wijze,, 12 ribben in 't geheel. Deze 12 ribben zijn twee aan
twee evenwijdig; het zijn in onze figuur de ribben:

CF en AE, BF en DE, AF en CE
DF en BE, AB en CD, BC en AD.

Als men het midden van ieder paar evenwijdige ribben door
rechte lijnen verbindt, dan zal men 6 zulke lijnen vinden, die
allen even lang zijn en door het midden van het lichaam loopen.

Aan iederen uithoek van het achtvlak loopen 4 ribben te
zamen, van deze ribben aan eenigen uithoek is er steeds één
die met twee dezer ribben hoeken van 60° vormt, doch met
de vierde ribbe vormt zij een hoek van 90°, Hieruit volgt dus,
dat ieder der 2 vierzjdige piramiden, waarin het lichaam kan
verdeeld worden, steeds een vierkant tot grondvlak heeft.

Teder zijvlak telt 3 vlakke hoeken, dus zijn er op de opper-
vlakte van het achtvlak 8 x 3 =24 vlakke hoeken, die 4 aan
4 aan iederen uithoek samenkomen; alzoo zijn er *} —6 uit-
hoeken aan het lichaam. Het aantal viervlakkige hoeken be-
draagt dus 6, dat der tweevlakkige, hetwelk gelijk is aan het
aantal ribben, bedraagt 12; daarom zijn er ook 12 standhoe-
ken, die allen even groot zijn.

Onder de uithoeken van het achtvlak zijn er 3 paar aan te
wijzen , die niet door rechte lijnen vereenigd zijn. De rechte
lijn, die tusschen ieder paar kan getrokken worden, is een
diagonaal door het lichaam, deze gaat door het midden (M) van
het lichaam en is gelijk aan de dubbele hoogte van ieder der
genoemde regelmatige vierzijdige piramiden, waarin het acht-
vlak kan verdeeld worden. — Op de zijvlakken, die allen drie-
hoeken zijn, liggen geen diagonalen. —Meer dan 3 diagonalen
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kan het lichaam niet hebben. Immers bestaan er tusschen de
6 uithoeken van het lichaam § X 6 X 5=15 verbindings-
lijnen, en hiervan de 12 ribben afgenomen, behoudt men 3
diagonalen.

In onze figuur kunnen ze getrokken worden van A naar C,
van D naar B, en van E naar F. — Verdeelt men nu het
lichaam volgens den aangewezen weg in 2 vierzijdige pirami-
den, dan liggen steeds twee dezer diagonalen in het grondvlak
der piramide; dit grondvlak, dat een kwadraat is, heeft tot
zijden de ribbe van het achtvlak. Zoo dus iedere ribbe —=ris,
dan is iedere diagonaal =/ 2rt = r 17 2.

Om het net van het regelmatige achtvlak te teekenen, be-
schrijve men eerst het net der regelmatige vierzijdige piramide
EABCD uit fig. 82, daarna beschrijve men nog eenmaal dit
zelfde net, en legge de daaruit voortspruitende piramiden met
haar grondvlakken op elkander, zoodat de hoekpunten van het
eene op die van het andere grondvlak vallen (fig. 83).

Fig, 53 Fig. 84

Men kan dit net ook verkrijgen, door 8 regelmatige gelijke
driehoeken aan elkander te teekenen volgens [ig. 84 Door
omvouwing zal men dan gemakkelijk het regelmatige achtvlak
bekomen. -
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§ 14
Beschouwing van het regelmatige twaalf- en twintigviak,

Wij willen thans tot het regelmatige twaalfvlak overgaan
(fig. 85). Het heet twaalfvlak , omdat er 12 zijvlakken aan
¥ig. 8. het lichaam zijn, die allen ge-
lijke regelmatige vijfhoeken
zin. Als men het lichaam
voor zich ziet liggen , bemerkt
men dadelijk een grond- en
een bovenvlak ; deze zijn even-
wijdig, maar staan in een om-
gekeerdenstand, zoodanig, dat
b. v. de tophoek van het grond-
vlak tegenover de grondlijn van
het bovenvlak ligt, enz. Door
het lichaam gedurig op een
ander zijvlak te laten rusten,
zal men ontwaren dat er dus 6 paar evenwijdige zijvlakken in
het twaalfvlak zijn. In onze figuur zijn die evenwijdige zij-
vlakken :

viith. ABCDE en viffh. QRSTU; vijfh. ABOPF en TSIKL ;
» AEHGF » » TUNML; » EDKJH » UQPON;
» CDELM » » QRGFP; » BCMNO » RSJHG.

Vereenigt men de middelpunten der om ieder paar evenwij-
dige zijvlakken beschreven cirkels door een rechte lijn, dan
zal deze lijn loodrecht op dat paar zijvlakken staan en door 't
midden van het twaalfvlak loopen. Omdat er 6 paar evenwij-
dige zijvlakken zjn, zullen er ook 6 zulke loodlijnen zijn, die
allen gelijke lengte hebben, Deze loodlijnen worden ook wel
assen genoemd.

Ieder van de twaalf zijvlakken is een vijfhoek , en elke vijf-
hoek telt 5 zijden ; maar elke zijde is de ribbe tusschen twee
vlakken, dus zijn er 4 X 5 =230 ribben, die allen even lang
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zijn. Ligt het lichaam voor ons, dan zijn er steeds 2 X 5=10
ribben, die horizontaal liggen, de overigen hellen op de hori-
zontale. Ook op een andere wijze kan men het aantal ribben
vinden, n. L. uit ieder hoekpunt van het grondvlak loopt een
ribbe naar de richting van het bovenvlak, en evenzoo loopt
uit ieder hoekpunt van 't bovenvlak een ribbe naar de richting
van 't grondvlak ; grond- en bovenvlak vijfhoeken zijnde, geeft
dit reeds 4 X 5=20 ribben, en door vereeniging van de afloo-
pende ribben van grond-en bovenvlak met elkander, ontstaan
2 X 5andere, dusin’t geheel 6 X 5 =30 ribben. Deze 30 rib-
ben zijn twee aan twee evenwijdig; men vindt dit paar even-
wijdige nimmer in twee aan elkander sluitende vlakken, maar
steeds in twee tegenover elkander staande vlakken, of liever
in de grond- en bovenvlakken, Zoo zijn in fig. 85 evenwijdig
CD en QR, BC en RS, AB en ST, enz.

Men vindt dus 3® =15 paar evenwijdige ribben, en ver-
eenigt meén het midden van elk paar evenwijdige ribben door
rechte lijnen, dan zullen deze door het midden van ’t lichaam
gaan. Er zijn alzoo 15 zulke lijnen te trekken, die allen even
lang zijn.

Het aantal ribben is ook gemakkelijk in fig. 86 te tellen.

Elk der zijvlakken telt 5 vlakke hoeken; dus zijn er 12 X
5=60 vlakke hoeken aan ’t lichaam, die ieder 11 R=1} x
90°—108° bevatten. Aan iederen uithoek komen 3 zulke hoeken
samen, alzoo zijn er & — 20 uithoeken aan "t lichaam , die in
de figuur gemakkelijk te tellen zijn. Er zijn dus ook 20 drie-
vlakkige hoeken, en 30 tweevlakkige, welk getal steeds met
dat der ribben overeenkomt. De 50 standhoeken dezer twee-
vlakkige hoeken zijn allen even groot.

Van de 20 uithoeken van het lichaam liggen geen drie
in een rechte lijn; het aantal verbindingslijnen tusschen deze
20 punten bedraagt alzoo § X 20 x 19=190. Trekt men hier-
van de 30 ribben af, dan houdt men 190 — 30 =160 lijnen
over, die allen diagonalen moeten zijn. Ieder zijvlak is een
vijfhoek, en telt alzoo § X 5 X (5—3) — 5 diagonalen, die in
de vlakken of op het lichaam liggen; het geheele aantal diago-
nalen, die op het lichaam gevonden worden, bedrasgt dus
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12 x 5=060. en daarom moeten er nog 160 — 60 =100 diago-
nalen zijn, die door het lichaam gaan.

Het net van het regelmatige twaalfvlak teekent men, door op
elke zijde van een regelmatigen vijfhoek een gelijken regelmati-
gen vijfhoek te teekenen. Dit doet men nog eens met een ande-
ren doch gelijken vijthoek, die een omgekeerden stand heeft,
en laat beide stellen aan elkander sluiten zoo als fig, 86 aanwijst.

I}oor omvouwing bekomt men dan het regelmatige twaalfvlak.
Het regelmatige twintigvlak . dat we in fig. 87 zien afgebeeld,
Lig. 87, wordt aldus genoemd, omdat het
begrensd wordt door 20 gelijke
en gelijlkvormige zijvlakken, die
i allen driehoeken zijn. — Het
| lichaam op een zijner uithoeken
 voor zich houdende, ziet men
| dat het bestaat wit twee gelijke
regelmatige piramiden, waarvan
| de grondvlakken regelmatige
| vijfhoeken zijn; deze piramiden
zijn ten opzichte van elkander
206  geplaatst, dat haar grondvlakken een tegengestelden
stand hebber:, doch de middelpunten der grondvlakken liggen
met de toppunten in een rechte lijn; voor het overige staan
de beide grondvlakken op zoodanigen afstand, dat ieder hoek-
punt van een der beide grondvlakken met de twee hier het
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dichtst bij liggende hoekpunten van het andere grondvlak door
rechte lijnen vereenigd zijnde, deze vereenigingslijnen gelijke
lengte hebben als iedere ribbe van een der genocemde pira-
miden. — Legt men het lichaam op een der zijvlakken voor
zich, dan ontwaart men, dater een grond- en bovenvlak zijn,
die evenwijdig loopen, maar in omgekeerden stand tot elkander
staan , zoodanig, dat de tophoek van het grondvlak tegenover
de basis van het bovenvlak ligt; zoo ligt tegenover den top-
hoek K van het grondvlak de basis BC van 't bovenvlak. Door
liet lichaam gedurig op een ander zijvlak ie leggen, zal men
zien, dat er steeds een grond- en bovenvlak in omgekeerden
stand te voorschijn komen, zoodat er 3* —10 paar zulke even-
wijdige vlakken zijn.

Als men de middelpunten der om ieder paar zijvlakken be-
schreven cirkels met elkander vereenigt, dan zal deze lijn
loodrecht op dat paar zijvlakken staan en door ’t midden van
het lichaam loopen. Omdat er 10 paar evenwijdige zijvlakken
zijn , kan men 10 zulke loodliinen of assen aanwijzen , die elkan-
der en ook het lichaam in het midden snijden.

Het lichaam telt 20 zijvlakken, aan ieder zijvlak bevinden
zich drie zijden, maar iedere zijde is de ribbe van twee elkan-
der snijdende vlakken; daarom bevinden zich 20 x 3 =30 rib-
ben aan het twintigvlak, hetwelk de zelfde uitkomst oplevert als
bij het regelmatige twaalfvlak. Deze 30 ribben zijn allen even
lang,, omdat de zijvlakken gelijke en gelijkzijdige driehoeken
zijn. Ligt het twintigvlak op een der zijvlakken voor ons,
dan merken wij 2 X 3==6 ribben op, die horizontaal liggen;
de overige 30 — 6 =24 zijn hellend. — Men kan het aantal
ribben nog op een andere wijze tellen. Wij merkten reeds op,
dat het lichaam gevormd was vooreerst door 2 regelmatige
vijfzijdige piramiden. Ieder dezer piramiden levert 2 X 5=10
ribben op, en neemt men nu hierbij in aanmerking, dat uit
ieder hoekpunt van het grondvlak der eene piramide twee
ribben loopen naar de hoekpunten van ’t grondvlak der andere
piramide , dan vindt men voor het geheele aantal ribben:

2X 542X 54240=06 x 5=30.

Deze 30 ribben zijn twee aan twee evenwijdig; ieder paar
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evenwijdige ribben vindt men in het grond- en bovenvlak.
Vereenigt men het midden van ieder paar evenwijdige ribben
door een rechte lijn, dan zal deze door het midden van het
lichaam gaan, en dus de reeds genoemde loodlijnen in het
midden snijden. Er zijn dus %? = 15 zulke lijnen in het lichaam
te trekken, die allen de zelfde lengte hebben. — In fig. 87
is het aantal ribben ook gemakkelijk te tellen.

Ieder zijvlak is een driehoek en telt dus 3 vlakke hoeken;
het geheele aantal vlakke hoeken aan het lichaam bedraagt dus
20 X 3=60, die 5 aan 5 aan iederen uithoek samenkomen ;
alzoo zijn er %% =12 uithoeken. Het regelmatige twaalf- en twin-
tigvlak hebben dus eenige overeenkomst, welke hieruit blijkt:

het 12-vlak telt 12 zijvlakken, 20 uithoeken , 30 ribben,

» 20 » » 20 » 12 » 30 »

Er zijn derhalve in het twintigvlak 12 vijtvlakkige hoeken , 30
tweevlakkige hoeken en 30 standhoeken, die allen even groot zijn.

Van de 12 uithoeken liggen geen drie in een rechte lijn;
alzoo zijn er } X 12 X 11 = 66 verbindingslijnen tusschen
deze 12 punten mogelijk ; —trekt men hiervan af de 30 ribben,
dan houdt men 66 —30=36 lijnen over, die diagonalen
moeten zijn, welke allen door ’t lichaam gaan, omdat in de
zijvlakken, die driechoeken zijn, geen diagonalen kunnen lig-
gen. Opmerking verdient het, dat het getal diagonalen die
door het lichaam van het regelmatige twaalf- en twintigvlak
gaan, in beide gevallen een kwadraatgetal is.

Het net van het regelmatige twintigvlak teekent men door 10
gelijke regelmatige driehoeken 266 naast elkander te leggen, dat

Fig. 88. zij een parallelogram
insluiten (ABCD van
fig. 88) , en door ver-
volgens op iederezijde
| boven en beneden een
gelijkzijdigen . drie-
hoek te stellen. Door
omvouwing zal men
dan het twintigvlak
kunnen bekomen.




§ 15.

Over den cilinder, kegel, afgeknotten kegel en de
afgeknotte piramide.

‘Wij zijn thans genaderd tot de beschouwing der zooge-
naamde omwentelings-lichamen. Stelt men zich voor, dat een
rechthoek ABCD om de rechthoekszijde
BC wentelt, totdat hij zijn eersten stand
weder bekomen heeft, dan noemt men
de doorgeloopen ruimte een cilinder , (zie
fig. 89). De lijn AD bepaalde in haar ver-
schillende standen de gedeeltelijke grenzen
der ruimte, en het gebogen vlak door
haar doorloopen, heet het cilinderviak,
De punten A en D hebben door de wen-
teling een cirkelomtrek gevormd, waar-
van AB en DC de stralen zijn.

Het ontstaan van den cilinder kan men zich ook aldus voor-
stellen : in eenig punt A van den cirkelomtrek staat een lijn
AD loodrecht op het cirkelvlak; deze lijn draait over den om-
trek van den cirkel, doch blijft er steeds loodrecht op; is zij
dan weder in haar eersten stand gekomen, d.i. heeft zij den
geheelen omtrek van den cirkel afgelegd , dan heeft zij een cilin-
dervlak doorloopen ; het uiteinde D der bewegende liin heeft
een cirkelomtrek doorloopen waarvan CD de straal is, en de
ruimte, ingesloten door het vlak van dezen cirkel, het cilin-
dervlak en het gebruikte grondvlak , wordt een cilinder genoemd,

De cilinder telt 3 zijvlakken; twee platte en een gebogen.
De platte grensvlakken zijn cirkels; men noemt ze het grond-
en bovenviak, of ook omdat zij even groot en beide cirkels
zijn, de beide grondvlakken van den cilinder. Uit de wording
van den cilinder is ons duidelijk gebleken, dat beide grond-
vlakken evenwijdig zijn, want de afstand tusschen beide wordt
steeds gemeten door de lijn AD. Deze lijn AD staat loodrecht
op beide grondvlakken. eveneens als de lijn BC, die deandere

Fig. B9.
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rechthoekszijde van het gebezigde rechthoekige parallelogram
ig; deze lijn BC verbindt de beide middelpunten B en C der
grondvlakken , om haar is de beweging van den rechthoek
geschied, en daarom heet zij de as van den cilinder. — Door
de hoogle van den cilinder verstaat men den afstand tusschen
beide evenwijdige vlakken: zij is dus AD of BC. — Het opstaand
zijvlak is een gebogen vlak , dat loodrecht op beide grondvlak-
ken staat. Lichamelijke hoeken vindt men bij den cilinder niet;
ook vlakke hoeken mist hij. Ribben, gelijk men die als rechte
lijnen bij de prisma’s en piramiden heeft leeren kennen, heeft
de cilinder niet, maar de grenzen tusschen het opstaand zijvlak
en de beide grondvlakken worden aangewezen door kAromme
liinen; het zijn twee cirkelomtrekken . die beide even groot
zijn. Van diagonalen kan evenmin sprake zijn.

Om zich een cihinder te vervaardigen , teekent men een recht-
hoek ABCD (zie fig. 90), waarvan AD gelijk is aan de hoogte van

Fiz. 00,

den cilinder, terwijl AB even lang is als de omtrek of 3} maal
de middellijn van het grondvlak. Men verlenge CB door B,
tot dat BM gelijk zij aan den straal van het grondvlak ; evenzoo
verlenge men AD door D, tot dat DN gelijk zij aan den straal
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van het bovenvlak, Voorts beschrijve men met BM en DN als
stralen uit M en N cirkels. Alsnu is ABCD het ontrolde gebo-
gen zijvlak, BM het cirkelvormige grond- en DN het cirkelvormige
bovenvlak van den cilinder. Door de noodige en van zelve
duidelijke omrolling bekomt men den cilinder uit fig. 89.

De cilinder heeft zeer veel overeenkomist met het prisma;
men zegt wel eens, dat de cilinder een prisma is van een
oneindig groot aantal zijvlakken. Dit zeggen ontleent zijn
oorsprong uit hetgeen wij in § 5 van den cirkel mededeelden,
dat n. I, zijn omtrek en inhoud gelijk zijn aan den omtrek en
den inhoud van een regelmatigen veelhoek van een oneindig
groot aantal zijden om dien cirkel beschreven. Daardoor zijn
de omtrekken en inhouden van de grondvlakken der prisma’s
van oneindig veel zijden overgegaan in een cirkel, en de op-
pervlakken van de opstaande zijvlakken in het gebogen zijvlak
van den cilinder. Op een en ander zullen wij in den loop van
dit werkje wel weder terugkomen.

Nog zij opgemerkt, dat een cilinder gelijksyjdig genoemd
wordt , indien de middellijn van 't grond- of bovenvlak gelijk
is aan de hoogte van den cilinder.

Gaan wij nu over tot den kegel. Hijj
onistaat (zie fig. 91) door de omwen-
teling van een rechthoekigen driehoek
ABC om een zijner rechthoekszijden
(in onze figuur om BC). Gedurende
deze wenteling heeft het punt C zijn
plaats behouden; het punt A heeft een
cirkelomtrek doorloopen, waarvan AB
de straal of AD de middellijn is; en de
liin AC heeft een gebogen vlak doen
ontstaan, dat het kegelvlak genoemd
wordt. — Het ontstaan van den kLegel
kan men zich ook aldus voorstellen: zij AD een cirkel; op
dezen is uit zijn middelpunt een loodlijn opgericht ; wit eenig
punt C dezer loodlijn is een lijn naar den omtrek van den cir-
kel gelrokken; — stelt men zich deze lijn voor als #hn het
punt C vast, doch voor het overige beweegbaar over den

Fig. 91.
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omtrek van den cirkel, dan zal de ruimte, die door deze be-
weging afgesloten wordt, een rechte kegel genoemd worden.

De kegel wordt door slechts twee zijvlakken begrensd : een
plat en een gebogen vlak, Het platte vlak wordt het grondvlak
genoemd, en het gebogen vlak het zijvlak. Het punt C heet
het toppunt van den kegel, en de lijn BC, die het toppunt
met het middelpunt van het grondvlak verbindt, heet de as van
den kegel, omdat om deze lijn de wenteling van den driehoek
plaats had. De as stelt tevens de hoogte van den kegel voor;
de hoogte wijst dus aan, hoe ver het toppunt boven 't grond-
vlak is gelegen. — De lijnen, die men uit het toppunt naar
den omtrek van het grondvlak kan trekken , worden de schuine
sijden van den kegel genoemd, die allen even lang zijn.

De kegel heeft evenmin als de cilinder lichamelijke hoeken ;
ook vlakke hoeken merkt men niet bij hem op. Hij heeft
ook geen ribben, maar de grenslijn tusschen beide zijvlakken
is een kromme lijn, het is de cirkelomtrek van het grondvlak.

De piramide komt het naast met den kegel in vorm over-
een: met zegt wel eens, dat de kegel een piramide van een
oneindig groot aantal zijdenis, en dat wel om de zelfde reden
als wij bij den cilinder aanmerkten.

Fig. 92, Om het net van
den kegel te tee-
kenen, beschrijve
men met AC en
AB (vit fig. 91)
twee cirkels die
elkander aanra-
ken(de cirkelsAM
en AN vitfig. 92).
Vervolgens ziet
men, welk deel de
straal AN vanden
straal AM is, en
dit gedeelte zal
men ook van den
cirkelomtrek van
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AM moeten nemen, om den boog BAC zoo lang te krijgen als
de geheele cirkelomtrek van AN. Alsnu trekke men de stralen
CM en BM. De sector MBAC wijst dan het ronde oppervlak
en de cirkel NA wijst het grondvlak van den kegel aan. Vouwt
men nu, van het punt A af te beginnen, den sector om den
omtrek van den cirkel NA, dan zullen de stralen BM en CM
in elkander vallen en het punt M zal loodrecht boven het mid-
delpunt N van den kleinen cirkel komen te staan. Men ver-
krijgt dan weder den kegel van fig. 91.

Eindelijk merke men nog op, dat een gelijkzijdige kegel zal
ontstaan, zoo de hypotenusa van den rechthoekigen driehoek
ABC uit fig. Y het dubbel der waterpasse rechthoekszijde is,
of indien de schuine zijde AC even lang als de middellijn AD
is, == en dat alsdan de sector MBAC uit fig. 92 juist een halve
cirkel zal zijn.

Aanmerking. Als men den kegel door een vlak evenwijdig
aan het grondvlak snijdt, dan is de doorsnede altijd een cirkel,
die steeds kleiner dan het grondvlak van den kegel zal zijn.
Hoe verder deze doorsnede van het grondvlak verwijderdis,
des te kleiner is zij, Het bovenste stuk van den verdeelden
kegel is wederom een kegel, die gezegd kan worden ontstaan
te zijn uit de omwenteling van den rechthoekigen driehoek
FGC om zijn rechthoekszijde CG. De
straal van de doorsnede is dus FGen G
is het middelpunt. Van alle doorsneden,
evenwidig aan het grondvlak, ligt het
middelpunt in de as van den kegel. —
Het benedenste stuk van den verdeelden
kegel is een afgeknotte kegel. Deze wordt
begrensd door drie vlakken: één opstaand
gebogen zijvlak en twee platte vlakken,
die hoewel evenwijdig en hun middel-
punten in de zelfde as hebbende, nogtans
ongelijk zijn. De cirkel AD heet het benedenvlak of grondvlak,
en de cirkel EF het bovenvlak, terwijl het deel BG der as,
of de vereenigingslijn der middelpunten van het grond- en bo-
venvlak, de hoogte van den afgeknotten kegel voorstelt, en

IL 6

Fig. 93.
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AF de schuine zijde heet. — Men kan zich ook voorstellen,
dat de afgeknotte kegel ontstaan is uit de omwenteling van
het rechthoekige trapezium ABGF om de niet evenwijdige
rechthoekszijde BG.

Het net van den afgeknotten kegel kan men op de volgende
wijze maken. Daartoe beschrijve men eerst het net van den
geheelen kegel, waarvan de afgeknotte een deel is. Men vindt
(zie fig. 94) voor het grondvlak den cirkel AB en voor het ge-

Fig. 04.

bogen zijvlak sector ADC. Nu beschrijve men vit C met CF
(uit fig. 93) als straal een cirkelboog EF, die de stralen van
den sector in E en Fsnijdt, dan is ADEF het gebogen zijvlak
van den afgeknotten kegel ; cirkel FG met een straal beschre-
ven, die de vierde evenredige is tot AC, AB en CF, zal het
bovenvlak , en cirkel AB het grondvlak zijn.

Fig. 95. Indien men door een piramide een
vlak brengt, evenwijdig aan het grond-
vlak, dan zal de geheele piramide in
twee deelen verdeeld zijn (zie fig. 95).
Het bovenste stuk blijft een piramide
doch het onderste wordt nu een af-
geknotte piramide genocemd, Het is dui-
delijk, dat een afgeknotte piramide
door één vlak meer dan de geheele
piramide van het zelfde aantal zijvlak-
ken begrensd wordt; want nu is er
ook een bovenvlak, Dit bovenvlak is




83

evenwijdig met het grondvlak; het is dus een veelhoek van
het zelfde aantal zijden als en gelijkvormig met het grondvlak.
Vereenigt men de middelpunten der om het grond- en boven-
vlak beschreven cirkels, dan kan deze lijn de as der pira-
mide genoemd worden; zij staat loodrecht op beide genoemde
vlakken en wijst de hoogfe der afgeknotte piramide man. De
opstaande zijvlakken zijn nu alle gelijke en gelijkvormige trape-
ziums en wel antiparallelogrammen, omdat de opstaande ribben
allen even lang zijn. Wij willen in het algemeen hier opmer-
ken, dat de afgeknotte regelmatige n-zijdige piramide bezit n
opstaande zijvlakken, dus in ‘t geheel n - 2 zijvlakken; — dat
zij bezit » ribben in het grondvlak, n ribben in 't bovenvlak,
n opstaande ribben, dus te zamen 3n ribben; — dat zij dus ook
3n tweevlakkige hoeken en 3n standhoeken heeft; — dat zij
4 X n-42 X n=0n vlakke hoeken heeft ; — dat zij 2n vithoeken
telt ; — dat deze 2n uithoeken ook de grenzen zijn van 2a drie-
vlakkige hoeken. Tusschen deze 2r punten kunnen § X 2n X
(2n—1) = n (2n—1) vereenigingslijnen worden getrokken. Het
grond- en bovenvlak geven te zamen 2 X In (n—3) =n (n—-3)
diagonalen, terwijl de opstaande zijvlakken er 2n hebben,
d. i, tezamen 7 (n—1). Alzoo schieten er n (2n—1) — n(n—1)
=n? lijnen over voor de ribben en de diagonalen door ’t lichaam.
Het aantal dezer laatste
bedraagt dus steedsn3—
3n=n(n—3), datis juist
zooveel als er over het
lichaam kunnen worden
getrokken.

Om het net der afge-
knotte piramide te ver--
vaardigen ,  beschrijve
men eerst het net der
piramide alsof zij vol
ware, Waarvoor men vin-
den zal: P'ABCDEF
voor het beloop der op-
staande zijvlakken en.

Fig. 96.
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CDJHG voor het grondvlak. Vervolgens neme men van het
toppunt P’ af, op de opstaande ribben gelijke stukken PK=
P'L=P'M —enz., ieder gelijk aan PF uit fig. 95, en trekke
KL, LM, MN, NOen OP, en beschrijve op een dezer laatste
lijnen den regelmatigen vijffhoek OPQRS, waarna het net vol-
tooid is. Door omvouwing zal men dan de regelmatige afge-
knotte piramide uit fig. 95 bekomen.

§ 16.
Beschouwing van den bol.

Thans moeten wij den bol bespreken. Het is een lichaam ,
dat slechts door één zijvlak begrensd wordt, 't welk in al zijn
deelen even ver verwijderd is van zeker punt in den bol, dat
men het middelpunt noemt. — Laat men uit een zeker punt M
een onnoemelijk groot aantal gelijke rechte lijnen naar alle rich-
tingen rondom dat punt uvitgaan, en stelt men zich dan voor,
dat door de uiteinden dezer lijnen een vlak gebracht wordt, dan
zal het lichaam, door dit vlak ingesloten, een bol zijn. — Nog
kan men zich voorstellen, dat de bol ontstaan is uit de omwente-

Fig. 97. ling van den halven cirkel ACB
(zie fig, 97) om zijn middellijn
AB. De halve middellijn van
den cirkel noemt men séraal, en
deze naam blijft bij den bol be-
staan ; alle lijnen, uit het mid-
delpunt van den bol naar den
omtrek getrokken, zijn dus stra-
len van den bol. — Elke ljjn, die
den omtrek van den bol in twee
punten snijdt en door het mid-
delpunt van den bol gaat, heet
middellyjn. Een middellijn is
dus ook hier gelijk aan den dubbelen straal. Het aantal mid-
dellijnen en stralen van den bol is oneindig groot. Uit het
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ontstaan van den bol blijkt ons duidelijk , dat de grootte van
den bol van slechts één lijn, van den straal, athangt.

Indien men door den bol een vlak laat gaan, dat door het
middelpunt van den bol gaat, dan is het lichaam in twee ge-
lijke deelen verdeeld. De doorsnede is een cirkelvlak, dat de
dubbele grootte heeft van den in onze figuur gebezigden halven
cirkel. Ieder deel van den bol heet nu een halve bol, en wordt
begrensd door twee vlakken ; een gebogen en een plat vlak. Laat
men door den bol andermaal een vlak gaan door het middel-
punt en loodrecht door het eerste vlak , dan is de bol in vier
gelijke deelen verdeeld; ieder deel is een kwartbol en wordt-
begrensd door drie zijvlakken: een gebogen vlak en twee platte
vlakken. Ieder plat vlak is nu een halve cirkel; deze halve cirkels
zijn aan elkander gelijk en zijn ieder zoo groot als de in onze
figuur gebezigde halve cirkel ACB. Het gebogen oppervlak van
den kwartbol is gelijk aan het vierde deel van het oppervlak
van den geheelen bol. — Laat men daarentegen door den bol een
vlak gaan, dat niet door het middelpunt gaat, danis de door-
snede wel een cirkel, maar zij is kleiner dan de cirkel, waar-
van de door ons gebezigde halve cirkel ACB de helft is. Deze
doorsnede wordt kleiner ,naar mate zij verder van het middel-
punt van den bol is verwijderd. Daardoor is de bol in twee
ongelijke deelen verdeeld ; beide deelen hebben wel het zelfde
grondvlak , maar de gebogen oppervlakken zijn niet aan elkander
gelijk. Men zou het eene deel het supplement van het andere
kunnen noemen, omdat zij te zamen den geheelen bol vormen.

De lijn AB, waarom de wenteling van den halven cirkel is
geschied , noemt men de as van den bol en de punten AenB,
waar deze as den omtrek snijdt, worden de polen of aspunien
van den bol genoemd. Alle doorsneden, die door de as gaan
d.i. als deze as geheel in het vlak der doorsnede ligt, verdeelen
den bol in twee gelijke deelen en snijden elkander steeds in
de punten A en B, Deze doorsneden worden de meridianen
van den bol genoemd, en daar deze doorsneden den bol steeds
in twee gelijke deelen verdeelen, zoo zullen alle meridianen van
den bol steeds even groot zijn. Er is een oneindig aantal meri-
dianen op den bol mogelijk. Trekt men nu delijn CD, die AB
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in het middelpunt M rechthoekig snijdt, en laat men daardoor
een vlak gaan, dat rechthoekig op de as staat, dan noemt men
deze doorsnede den evenaar of equafor van den bol. Wel is
waar. kan men door CD ook een onnoemelijk aantal vlakken
laten gaan, die allen wel den bolin twee gelijke deelen zullen
verdeelen , maar onder al die doorsneden is er slechts één eve-
naar, omdat deze alleen rechthoekig op de as van den bol staat.

Wij merkten reeds op dat vlakken, die door het middelpunt
van den bol gaan, grootere doorsneden geven dan vlakken,
die niet door het middelpunt gaan. De eerste doorsneden
noemt men groole cirkels van den bol. Groote cirkels hebben
een gemeenschappelijk middelpunt, gelijke stralen en middel-
liinen, en zijn dus allen even groot. De laatst bedoelde
doorsneden noemt men kleine cirkels van den bol. Omdat
de doorsneden kleiner worden naar mate zij verder van het
middelpunt verwijderd zijn, volgt daaruit, dat niet alle
kleine cirkels van den bol even groot zijn. Trekt men in
den bol koorden EF, GH enz. die met CD in ’t zelfde vlak
liggen en daaraan evenwijdig zijn, en laat men door die koor-
den vlakken gaan, welke rechthoekig op de as staan, dan zijn
deze doorsneden steeds kleine cirkels. Deze doorsneden, allen
evenwijdig aan den evenaar, verdeelen den bol in twee onge-
lijke deelen en worden paralielen of breedte-cirkels genoemd ,

in tegenoverstelling van de meridianen, die lengte-cirkels ge--

i

heeten worden. De middelpunten der parallelen vallen niet

samen, gelijk die der meridianen, maar zij liggen allen in de
as van den bol.— Noemt men EM, of den straal van den bol,
R, den straal van den parallel r, en mM of den afstand der
middelpunten e, dan is in den rechthoekigen driehoek EMm
EM? = Em? 4 mM? ,
of Rt =13 -al;
waardoor dus steeds een dezer lijnen kan bepaald worden,
ingeval er twee bekend zijn. — Dewijl EM steeds de zelfde
lengte in den bol behoudt, is het duidelijk, dat » gedurig
kleiner wordt zoo men @ laat aangroeien, en dit komt dus
overeen met hetgeen wij aanmerkten, dat de doorsnede van
een kleinen cirkel steeds in grootte afneemt, naar mate die



87

cirkel verder van 't middelpunt van den bol is verwijderd.
Indien ¢ =R wordt, is de doorsnede verdwenen.

Als men op 23} graad afstand van de pool een vlak door
den bol brengt, dat loodrecht op de as staat, dan wordt de
doorsnede een poolcirkel genoemd. Trekt men (zie fig. 98)
door M, vit E en F, de mid-
dellijnen EG en FH, en laat
men door de punten H en G
van den omtrek van den bol
een vlak gaan , loodrecht op
de as, dan is ook GH een
pooleirkel, die tevens 23}
graad van de andere pool
verwijderd is, —Brengt men
nu [ook een vlak op 23}
graad afstand van en even-
wijdig aan den evenaar, dan
kan dit boven of beneden
den evenaar geschieden ;
beide deze vlakken worden keerkringen genoemd ; — het eene
heet de noorderkeerkring en het andere de suiderkeerkring, — De
poolcirkels en keerkringen zijn dus parallelen. Het gedeelie van
den bol, begrepen tusschen twee parallelen noemt men een
bolvormige schijf , zoo is EFNL of LNDC een bolvormige schijf;
de grenzen van zoodanig stuk zijn één gebogen en twee platte
vlakken, ieder plat vlak is een cirkel. Het kan zijn, dat deze
cirkels aan elkander gelijk zijn; zoo zijn de beide platte vlakken
van de bolvormige schijf LNKJ even groot, doch in dit geval
ligt juist op de helft der schijf een groote cirkel van den bol,
die met genoemde platte vlakken evenwijdig loopt.

Wanneer een cirkelvlak den bol in twee deelen, hetzij ge-
lijke of ongelijke, verdeelt, dan heet ieder deel een bolvormig
segment. De grenzen van een zoodanig segment zijn: een ge-
bogen en een plat vlak ; dit platte vlak is een groote of kleine
cirkel van den bol. CDB is een bolvormig segment, dat juist
gelijk is aan den halven bol, maar LNB is een bolvormig
segment , waarvan het platte grensvlak een kleine cirkel is.

Fig. 98,
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Wanneer men in een halven cirkel ACB alleen de middel-
lin AB, een straal ME en de loodlijn EP trekt, en dan den
halven cirkel om zijn middellijn laat wentelen, dan beschrijft
de rechthoekige drichoek EPM een kegel. gelijk uit de vorige
§ is gebleken. Maar de sector EMB heeft dan het lichaam
EMFB beschreven, dat wij een kogelvormigen bolvormigen sector
noemen, als bestaande uit een kegel MEF en een bolvormig
segment EBF.



IIIl. BEREKENING VAN OPPERVLAKKEN DER
LICHAMEN.

§ 17.

Over de opperviakken van prisma’s.

Fig, 99. Tot de berekening van de opper-
vlakken der regelmatige lichamen
overgaande, heginnen wij onze be-
schouwing met het driezijdige prisma.
Is dat prisma regelmatiz, en vormt
het grond- of bovenvlak dus een re-
gelmatigen of gelijkzijdigen driehoek,
dan kan men uit de teekening van het
net het geheele oppervlak afleiden. —
Zij ten voorbeelde gegeven de ribbe
van het grondvlak 3 d. M. en de
hoogte van 't prisma 6 d. M., dan
is elk der opstaande zijvlakken een
rechthoek , waarvan de hoogte 6 en de breedte 3 d. M. is,
terwijl het grond- en bovenvlak regelmatige driehoeken zijn,
waarvan elke zijde 3 d. M. bevat. — Nu hebben wij vit § 20
van het Ie Deel gezien, dat de inhoud of de opperviakte van
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een gelijkzijdigen driehoek voorgesteld kan worden door § 22173,
indien a de zijde voorstelt. In ons geval heeft men dus voor
de oppervlakte van het grond- of bovenvlak:

e’ 3={X3IX3IX3=24 3dM:.

Elk opstaand zijvlak van 't prisma bevat 6 X 3=18d. M?,
dus de drie zijvlakken te zamen 3 X 18 =54 d.M?, en alzoo het
gansche oppervlak :

Sh-4Ly3=3(12413)d. M2,

Men zal nu ook gemakkelijk de volgende algemeene behandeling
van het regelmatige driezijdige prisma inzien. Zij van zoodanig
prisma elke ribbe des grondvlaks =7 en elke opstaande ribbe
—h; dan bevatten de drie opstaande zijvlakken 3 hr ] eenhe-
den, en de beide grondvlakken ieder ! r®}” 3 [J eenheden,
dus wordt het geheele oppervlak van het regelmatige driezijdige
prisma voorgesteld door:

3hr4-4r1 /3 _—;— (6kh 4 r173) [ eenheden.

Indien derhalve het geheele oppervlak en een der ribben
van het regelmatige driezijdige prisma is gegeven, dan zal men
de andere ribbe kunnen vinden en dus het prisma kunnen be-
palen. Zij daartoe het geheele opperviak =109, 8564..... (J
eenheden en r —=ribbe grondvlak —= 4 eenheden, dan is:

opp. prisma = 3hr -= § 72 ¥ 3 =109,8564...
maar {33 =1 X 4 X 4 X 1”3 =13,8564...
dus 3 hr =96
en h= 3}; =8 eenheden.
Fig. 100. Was in plaats van r, de waarde van
h gegeven, dan zou men de waarde
van r niet zonder behulp van een vier-
kantsvergelijking kunnen bepalen.

Indien het driezijdige prisma van
zoodanigen aard ware, dat de grond-
vlakken gelijkbeenige in plaats van
gelijkzijdige driehoeken vormden, dan
zouden niet meer alle opstaande zjj-
vlakken even groot zijn. In de liguur
(fig. 100) zal het middelste vlak van
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de beide andere verschillen; wel hebben allen een zelfde
hoogte, maar de breedten zijn niet allen de zelfde, omdat
die van het middelste vlak de basis en die van de beide
andere de opstaande zijden van den gelijkbeenigen driehoek
ziin. Is nu gegeven de basis van het grondvlak =12 en de
beenen elk =10, terwijl de hoogte van het prisma 14 eenheden
is, dan zal men bevinden :

oppervl. grondvl. = } X 12 x p” (109—6%) = 48 ] eenheden.
» bovenvl. = 480 »
»  2gelijke zijvlakken= 2 x14x10=2800 »
»  middelste zijvl, =14x12 =1680 »

samen 544 [J eenheden geh. oppervl,

Was het grond- of bovenvlak een rechthoekige driehoek, dan
zou mer: nog gemakkelijker het geheele oppervlak kunnen be-
rekenen. — Wel is waar is nu geen
der opstaande zjvlakken even groot,
maar nu kan men de som van grond-
vlak en bovenvlak als één rechthoek
beschouwen, waarvan de rechthoeks-
zijden van den driehoek de zijden zijn.
Het geheele oppervlak zal nu bestaan
uit de som van vier rechthoeken,
waarvan drie de zelfde lijn tot hoogte
hebben, n. 1. de hoogte van ’t prisma,
en tot bases de drie zijden van den
driehoek. Indien dus de hoogte van
't prisma (fig. 101) 8 ¢ M. en de
rechthoekszijden van den driehoek 3en 4 c. M. zijn, dan heeft
men de volgende berekeningen :

Tig. 101,

opp. beide grondvlakken=—=4 X 5=12¢. M*
» eerste opst. zijvlak —=4 X 8=32 »
» tweede » » =3IX8=2% »
» derde » » =bx8=40 »

te zamen 108 ¢. M* geh. oppervli
Men zal ook dit antwoord bekomen , door even als in de figuur de
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Fig, 102, gestippelde deellijnen te trekken.

Beschouwen wij eindelijk een
driezijdig prisma met een wille-
keurig grondvlak , dan zijn alleen
de beide grondvlakken gelijk (zie
fig. 102). Indien ten voorbeelde
gegeven was: de zijden van het
grondvlak 43, 14 en 15 meter en
de hoogte van het prisma 20 me-
ter, dan zou men hebben :

oppervl. grondvl. =21 X8 X 7x 6=8; M?

» dezijvl. = 20 x 13 =260 »
» 2 » = 2WWx14 =280 »
» 3 » = 20x15 =300 »

te zamen 924 M? geh. oppervlL

Indien in 't algemeen van een driezijdig prisma de zijden e,
ben ¢ zin, en de hoogte d, dan zal men steeds hebben:
geh. opp. =2 ds 4 217 s(s—a) (s—b) (s—c), waarin
s =de halve som der zijden.

Tot de berekening der oppervlakken van vierzijdige prisma’s
overgaande, vangen wij aan met den kubus. Stellen wij ons
voor, dat men het gansche oppervlak van een kubus wilde

Fiz. 103 kennen, waarvan elke ribbe 4 d.M
bedraagt, dan is het duidelijk, dat
de oppervlakte van ieder zijvlak,
dat een kwadraat is, gevonden
wordt door het vierkant der ribbe
te nemen ; hiervoor vinden wij dus
4% 4=16 d.M?; — maar daar
er 6 zulke zijvlakken zijn, zal het
geheele oppervlak 6 X 16 —= 96
d. M?* bedragen. Door elke kant-
lin van het net van den kubus
in 4 gelijke deelen te verdeelen en
de deellijnen door te trekken, ge-
lijk fig. 103 aanwijst, kan men deze
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waarheid nog zien opgehelderd. — Evenzoo is het duidelijk,
dat het geheele oppervlak 5 X 5 X 6 =150 d. M? zal bevatten,
indien de ribbe 5 d. M. lang is, en dat, wanneerde ribbe van
een kubus @ d. M. lang is, de geheele oppervlakte 6 X a* =
Ge? d. M3 zal bevatten. — Is nu, omgekeerd, bekend dat het
geheele oppervlak van den kubus—A d.M?* is, dan is hieruit
gemakkelijk de ribbe en dus ook de geheele kubus af te leiden.
Immers heeft men dan:

Bar = A
of a3 :—g
VvV

dus a:.-_V%.:.}V(A x 6)=}16A,

waardoor dus a of de lengte der ribbe bekend is.
Verandert het prisma alleen van -hoogte, zoodat de kubus in
Fig. 104, een balk met een vierkant grond-
vlak overgaat, dan bestaat het op-
pervlak weder uit vier opstaande
zijvlakken en twee grondvlak-
ken. Deze grondvlakken zijn kwa-
draten, en de opstaande zijvlakken
hebben allen wel een zelfde lengte en
een zelfde breedte , maar de lengte
verschilt nu van de breedte. Is in
fig. 104 elke ribbe van het grondvlak
2d. M. en de opstaande ribbe 5
d.M., danishet duidelijk, dat het
geheele oppervlak zal bestaan uit

5X245X24+5X245X242Xx24+2X2
=4xX5X24+2XIX2=48d.M?,

welk antwoord men ook zou bekomen hebben door het door-
trekken der deellijnen, gelijk de figuur aanwijst.
In het algemeen vindt men, als de ribbe van het vierkante
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Fig. 106. grondvlak = a, en de hoogte
van den balk=12 is, voor het
geheele oppervlak :

4ab 4 2a? = 2a (a 4 2b)
O eenheden.

Zijn nu ook lengte en breedte
van het grondvlak verschillend,
en heeft het prisma dus drie
ongelijke ribben, gelijk fig. 105
doet zien, dan heeft men als
de afmetingen van het grond-
viak 2 en 3 d. M., en de
hoogte van ’t prisma 5 d. M.

bedragen :

oppervl. grondvl, =3 x 2= 6 d.M*
»  linkerzijvl. =5 x 3=15
» rechter» =5 x 3=15
» voorvlak =5 x 2=10
»
»

achtervl. =5 x 2=10
bovenvl, =3x2= 6 »

te zamen 62 d. M* het geh, oppervl.

In de figuur zal men door het trekken der gestippelde lijnen
mede de zelfde uitkomst verkiijgen.

Zijn van zoodanig rechthoekig vierzijdig prismain 't algemeen
de drie ribben, aan één hoekpunt samenkomende, a, b en ¢
d. M., dan heeft men voor het geheele oppervak:

ab + ac + ac + be + be + ab = 2/ab 4- ac 4 be) d. M2.

Zijn van een prisma de beide grondvlakken trapeziums, dan
zal het net van zoodanig lichaam worden voorgesteld, gelijk
fig. 106 ons doet zien. De berekening van het geheele oppervlak
is nu meer moeilijk, omdat men thans behalve de 4 rechthoe-
kige opstaande zijvlakken ook nog de oppervlakken van twee
trapeziums moet weten. Door toepassing van het geleerde in § 20
van het 1e Deel vindt men, dat de oppervlakte van een trapezium
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gevonden wordt door de
halve som zijner evenwijdige
zijden met de hoogte te ver-
menigvuldigen, Zijn dus in
het algemeen de vier zijden
van een trapezium, a, b,
¢ en d, dan is het opper-
vlak te vinden; noemen wij
het 0, dan is het geheele
oppervlak van 't prisma , als
zijn hoogte =h is:

ha—4b-+4c+4d)+2 x0.

Nog moeilijker wordt de

vraag, het geheele oppervlak van een vierzijdig prisma te be-
rekenen, waarvan het grondvlak een willekeurige vierhoek is.

Indien men van zoodanig prisma de ribben van het grond-
vlak en de hoogte weet, dan kan men wel de oppervlakte der
opstaande zijvlakken vinden ; maar van beide grondvlakken kan
men de oppervlakte nog niet bepalen, omdat de vier zijden
alleen niet genoeg zijn om de grootte van een willekeurigen

vierhoek te vinden,
Fig. 107.

Het is zelfs niet doenlijk
het net van zoodanig prisma
voor te stellen, indien men
niet meer dan alleen de
lengte der ribben kent; men
dient daarenboven nog te
weten op welke wijze deze
ribben aan elkander sluiten.

De beschouwing van de
drie- en vierzijdige prisma’s
zal nu wel voldoende ziju ,
om ook de oppervlakken
der regelmatige 5, 6 en n
zijdige prisma’s te leeren
kennen. Die van een regel-
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matig vijfzijdig prisma! is gelijk aan den inhoud van vijf recht-
hoeken, die ieder een ribbe van het grondvlak en de hoogte
van het prisma tot afmetingen hebben, opgeteld bij de som
van twee regelmatige vijfhoeken, die ieder de ribbe van het
grondvlak tot zijden hebben. De oppervlakte van het regel-
matige zeszijdige prisma bevat 6 zulke gelijke rechthoeken , op-
geteld bij tweemaal den inhoud van een regelmatigen zeshoek.

'Wij maken hier nog de opmerking, dat de som der opstaande
zijvlakken van een rechthoekig n-zijdig prisma gelijk is aan den
omtrek van het grondvlak vermenigvuldigd met de hoogte van
het prisma , hetgeen men gemakkelijk zal inzien.

§ 18
Over de opperviakken van piramiden.

'Wij zetten onze beschouwingen en berekeningen voort, door
over te gaan tot de piramiden, en beginnen daartoe met de
regelmatige driezijdige. Het net van zoodanige piramide bestaat

Fig. 108, uit 4 driehoeken (zie fig. 108),
waarvan de drie, welke de op-
staande zijvlakken vormen, gelijke
en gelijkbeenige driehoeken zijn;
terwijl de overige driehoek ABC
die het grondvlak vormt, gelijk-
zijdig is. Men onderscheidt dus
tweeérlei ribben, n. 1. 3 gelijkein
het grondvlak en 3 gelijke op-
staande ribben. Is nu elke ribbe
in het grondvlak b,v.=8 d. M.
en elke opstaande = 5 d. M., dan zal men vinden voor het
oppervlak van

het grondvlak ABC=1 13 = 16 p~ 3 d. M2
» eersteopst, zijvl. ABD = § x p/(B3—42)=12 »

» tweede » » BCE=% p» (52 —41)=12 »

» derde » » ACF=} v (52 —42)=12 »

dus het gansche oppervl, =36+416 3= 4{§ -+ 5p6) d.M2,
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Is in het algemeen de ribbe van 't grondvlak = a en de
opstaande — &, dan zal men vinden, dat van elk op-
staand zijvlak de loodrechte hoogte DG gelijk is aan
Vv [b? = ({a)*], zoodat ieder opstaand zijvlak zal bevatten

.g. V[ —(ja)}] = %V(zib' — a%) [J eenheden. Het grond-
vlak bevat echter -‘;-VS O eenheden, dus het geheele opperviak

%’I/3+ lay (4b2 —ar) =la[ap’3+ 31/ (4b* —a?)] O eenh.

Brengt men hierin a=8 en b=D uit onze vorige berekening
over, dan bekomt men voor het geheele opperviak % [8)73 4
31 (4 x 25—64)] =§(8134-18) =2(8/3+-18) =36 4- 163
O eenheden , even als boven.
Fig. 109, ‘Was nu de opstaande ribbe gelijk aan
~ die in het grondvlak, dan zou de pira-
mide van fig. 108 een tetraédrum wor-
den, waarvan het net door fig, 109 wordt
voorgesteld. Het geheele opperviak, dat
door den gelijkzijdigen driehoek DEF
wordt voorgesteld, bevat blijkbaar 4 maal
het oppervlak van A ABC, waarvoor wij
in ons voorbeeld vonden 163-3d. M?;
het oppervlak der geheele piramide bevat alzoo 643p73d. M2,
In het algemeen is de oppervlakte van het grondvlak a? 3,
en dus het geheele opperviak van het tetraédrum 4 X }a?p”d
=a?” 3 [] eenheden, als elke ribbe —a is. Men zou ook tot
de ontdekking, dezer waarheid zijn gekomen, door op te mer-
ken, dat wanneer de ribbe van een tetragdrum = « is, dezijde
van den gelijkzijdigen driehoek DEF (fig. 109) =2a is, en dat
dus de inhoud van dien driehoek zal bedragen 1(2a)*p/3=a?1/3.
Indien alzoo het geheele oppervlak van een tetraédrum be-
kend is, dan zal men de ribbe kunnen bepalen, en dus het
lichaam kunnen samenstellen. Immers indien het opperviak

= A is, dan moet men hebben a?p”3 = A of a? =£—3

dus ¢ =ribbe = V-A—z Véy_@z,} 127 A2

18 1
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Hoewel van een onregelmatige piramide het grondvlak een
willekeurige driehoek is, kunnen de drie opstaande zijvlakken,
ofschoon onderling ongelijk van oppervlak, toch alle gelijkbeenig

Fi, 110 zijn, en zoodanig, dat de
. opstaande beenen dezer zij-
vlakken allen even lang zijn.
Wordt om den driehoek
ABC (fig. 110) een cirkel
beschreven, dan ligt het
middelpnnt M even ver van
de drie hoekpunten van den
driehoek. leder punt der
liin, die in M loodrecht op
het grondvlak ABC staat,
zal even ver van de drie
hoekpunten van den driehoek verwijderd zijn. Is deze afstand ,
b. v. gelik AD, dan zal AD =BD = BE = CE =CF =AF
zijn, en derhalve vormen de opstaande zijvlakken allen gelijk-
beenige drichoeken. Zijn alzoo de zijden van het grondvlak
en een der opstaande ribben gegeven, dan is men in staat
het geheele oppervlak der piramide te bepalen. Zij daartoe
AB=a, BC=0. AC=c en AD =d, dan is:

opp. grondvl. ABC = Va I é t=C X a+2b—cxa—g—[—cx-i—-fz~_b;|-_¢_:_

opp. 7ijvl. ABD =22y (ADs —{ AB2) = Sy (' —a2),

2
. __BC b
opp. zijvl. BCE =3 V(AD’—{-BC’):-I Viddi—i1),
5 _AC [
opp. zijvl. ACF = —Q—V(AD’——{-AC’) = V(4d2—c?);
derhalve is door optelling het geheele opperviak te vinden.
Gemakkelijk is op te merken, dat, als de opstaande zijvlakken
behalve gelijkbeenig ook gelijkvormig zijn, de piramide regel-
malig moet wezen,
Is in het algemeen de piramide onregelmatig, zoodat het
grondvlak ARC (zie fig. 111) een onregelmatige driehoek is, dan
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kunnen van het eerste opstaand
zijvlak ABF, de beide beenen AF
en BF willekeurig zijn; van het
tweede zijvlak ACD kan nu alleen
CD willekeurig zijn, maar van het
derde zijvlak BCE zijn de drie zij-
den bepaald. Hierom is het, dat er
zes gegevens noodig zijn, om de
driezijdige piramide te bepalen.
Is gegeven AB=1@a, BC =¥,
AC=¢, AF =d, BF =e¢e en
CD ={, dan is

opp. zijvl. ABC == p/ s (s—a) (s—b) (s—c¢)

» » ABF =/ s'(s'=a)(s'—d) (s'—e)

» » ACD= " (s"—0)(s"—d) (s"—F)

» » BCE=y s"(s""—¢)(s""—d)(s"—f).
waardoor dus in ’t algemeen het oppervlak eener driezijdige
piramide is te bepalen.

Gaan wij thans over tot de regelmatige vierzijdige piramide,
. Uit de beschouwing dezer pira-
mide (zie § 11) is ons gebleken,
dat het aantal ribben 8 bedraagt.
Deze acht ribben kunnen allen even
lang zijn, zie fig.112. Alsnu zijn
alle opstaande zijvlakken gelijke en
gelijkzijdige driehoeken en het
grondvlak ABCD is een vierkant.
Hierdoor is het geheele oppervlak
gemakkelijk te berekenen ; zij b. v.
ieder der acht ribben=>5 d. M.,
dan is
oppervl, grondvl. =5 X 5=25d. M2

»  eerste zijvl. ABE=1(5)? 1”3=061p/3d. M.

» tweede » BCF=1(5) p3=6L13 »

» derde » CDG=1(5)1p3=6L13 »

» vierde » ADH=I(BpV3=061V3 »

dus het geheele oppervl, =25 34-20d. M2,
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Is in bhet algemeen ieder dezer acht ribben=e¢, danishet
grondvlak =a X a =a?, enieder opstaand zijvlak =1 a2 ¥'3;
dus de som van alle zijvlakken ==a? 4 4 X } a? V3=at+
at¥’3:=a?(V'3+4-1). Is dus het geheele opperviak bekend,
dan kan men daaruit gemakkelijk tot de lengte van ieder der
acht gelijke ribben besluiten. Is n.l. het geheele opperviak
=A, dan is

ad(V341)=A
_  V3-—1
of EZa’ =A(V3-1)

of a? = } 1AV 3—)
B i

dus a =4 L (AV'3--1) =de ribbe.

Wij beschouwden hier een bijzonder geval der vierzijdige
piramide , omdat van alle dusdanige piramiden niet altijd de
acht ribben allen gelijke lengte hebben. Uit de beschouwing

Fig. 113, der vierzijdige piramide (zie §11) weten
wij , dat er tweeérlei soort van ribben ge-
vonden worden, n. 1 4 gelijke ribben in het
grondvlak en 4 gelijke opstaande ribben. —
Beschrijft men om het grondvlak een cir-
kel , wiens middelpunt Mis, en stelt men
in M een loodliin MS op 't grondviak,
dan zalieder punt dezer lijn met de vier
hoekpunten van het grondvlak vereenigd,
een vierzijdige regelmatige piramide vor-
men, Het deel MS dezer loodlijn , tusschen
den top S der piramide en het middelpunt
M van het grondvlak, wordt de hoogte der
piramide genoemd. Deze hoogte vormt met den straal van het
grondvlak en de opstaande ribbe een rechthoekigen driehoek.
Uit de bekendheid van de twee genoemde ribben eener regelna-
tige vierzijdige piramide, kan men de hoogte afleiden. Laatn. 1,
gegeven zijn de ribbe in 't grondvlak = a en de opstaande =1,

dan is de straal van het grondvlak = V‘.‘;:*I/ 2u? :% Ve,
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en dus de hoogte der piramide=» (b' — %): }V (4b3—2a2).
Waren alle ribben gelijk , zoo alsin de vorige piramide, dan
zou de hoogte zijn }V (4at —2a3)= |}V 22t = -;- V2 =den

straal van het grondvlak.
Om nu het gansche oppervlak der regelmatige vierzijdige
piramide te berekenen, willen wij de vorige figuur uitslaan,
Fig. 114 waarvoor wij fig. 114 be-
komen. — Het net dezer
piramide bestaat uit een
vierkant grondvlak, en
uit 4 gelijke gelijkbee-
nige driehoeken. De op-
pervlakte van het grond-
vlak is nu=a? en van

ieder opstaand zijvl % Vv

(4b6* — a?), dus de ge-
heele oppervlakte — a?
+aV (4 —ar) =
a[a 4 V' (4b* — a)].
Stelt men hierin weder-
om b=—ua, dan bekomt
men : oppervlak piramide =a[a+-V 3a%] =a*(1 4~V 3) zijnde
de formule uit het vorige bijzondere geval.

Bevindt zich het toppunt der piramide niet in de loodlijn
MS of haar verlengde, dan zal, ofschoon het grondvlak regel-
matig is, de piramide onregelmatig zijn; de vier opstaande
zijvlahken zijn dan ongelijk , vormen onregelmatige driehoeken,
en de berekening der oppervlakken is omslachtiger en minder
gemakkelijk dan bij regelmatige piramiden.

De vier opstaande zijvlakken, ofschoon onderling ongelijk ,
kunnen gelijkbeenige driehoeken vormen, terwijl het grond-
vlak geen vierkant is. In ditgeval, fig. 115, ligt het toppunt
der piramide op gelijke afstanden der vier hoekpunten; het
voetpunt der hoogte ligt dus ook op gelijke afstanden der vier
hoekpunten, zoodat men om het grondvlak een cirkel kan
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Fig. 128 beschrijven. Kon om het grondvlak
geen cirkel, dan zouden alle opstaande
zijvlakken niet gelijkbeenig kunnen zijn.

Is het grondvlak een willekeurige
vierhoek , waarom geen cirkel kan be-
schreven worden, dan zullen alle vier
opstaande zijvlakken nimmer gelijkbee-
nige drichoeken kunnen zijn, ook zal
men dan alleen uit de lengten der acht
ribben niet tot de geheele oppervlakte
der piramide kunnen besliiten. (Ver-
gelijk hier onze laatste opmerking bij
de vierzijdige prisma’s). De wijze van
berekenen van de regel-
matige vijfzijdige pira-
mide kan men wuit de
beschouwing van het net
(fig. 116) gemakkelijk af-
leiden; men berekent de
opperviakte van  het
grondvlak, dat een regel-
matige vijfhoek is, en telt
hierbij de 5 gelijke gelijk-
beenige opstaande drie-
hoeken. Uit de beschou-
wing der regelmatige
veelhoeken, is ons reeds
gebleken , dat het grond-
vlak der piramide tot inhoud heeft: omtrek X ! apothema =
omtrek vijfhoek x & MQ. — De inhoud der vijf opstaande zijvlak-
ken is blijkbaar —=5inh. A ABF==5 x } ABX FQ=5AB x
} FQ = omtr. veelhoek X 5 I'Q ; — dus het geheele oppervlak
=} omtrek vijffhoek X (MQ - FQ)= ] omtr. grondvl. x MF.

‘Wil men alleen de oppervlakte van de opstaande zijvlakken
vinden, dan wordt dit oppervlak ket ronde opperviek der pira-
mide genoemd. Uit onze berekening bleek reeds, dat het ronde
oppervlak der vijfzijdige piramide gelijk was aan de halve lood-
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lijn uit den top op een der ribben aan het grondvlak vallende,
vermenigvuldigd met den omtrek van den vijthoek.

Eveneens zal men bevinden, dat van de regelmatige zeszijdige
piramide het ronde oppervlak gelijk is aan de halve loodlijn
uit den top op een der ribben in 't grondvlak vallende, ver-
menigvuldigd met den omtrek van het grondvlak;—en in 't
algemeen is het ronde oppervlak eener n-zijdige regelmatige
piramide gelijk aan de halve loodlijn, die uit den top op een
der ribben in 't grondvlak valt, vermenigvuldigd met den om-
trek van het regelmatige n-hoekige grondvlak.

§ 19.
Over de opperviakken der onregelmatige lichamen,

Zetten wij onze beschouwing over de opperviakken der
lichamen voort, dan is nu de beurt aan de regelmatige bij uit-
nemendheid. Het telraédrum en den kubus of feerling hebben

¥ig. 117. wij reeds bij de regelmatige driezijdige
: piramiden en de vierzijdige prisma’s
beschouwd ; zoodat wij thans gevoe-
gelijk bij het achtvlak of octaédrum
kunnen aanvangen (zie fig. 117).

Indien men de lengte van elke ribbe
=rstelt, dan kan men de lengte der
drie diagonalen van het lichaam be-
rekenen. Inmers is elke diagonaal van
het lichaam b. v. AC de diagonaal van
het vierkant ABCD, voor welker lengte
men zal vinden V' (r? 4-r?)=V 23
=rV'2, — De afstand van een der
hoekpunten A, E, C of F, zal dus
blijkbaar de halve diagonaal AC be-
vatten , zoodat dus AM = CM =EM
enz, zal zijn $r V' 2. Deze afstand, ook de hoogle der vierzij-
dige piramide EABCD zijnde, — zoo zal men, Lings den weg
in de vorige § ter berekening dier hoogte aangewezen, ook de
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zelfde uitkomst bekomen. — Naardien | EAF = |_ AFC = enz.
900 bevat, zal men nu ook gemakkelijk opmerken, dat de
afstand tusschen ieder paar evenwijdige zijvlakken gelijk is aan
de ribbe (verg. § 13), en dat dus de loodlijn uit het middelpunt
M op een der zijvlakken vallende, gelijk is aan {r.

De berekening der geheele oppervlakte van ’t achtvlak zal
géen moeite baren; zoo toch is de oppervlakte van ieder
zijvlak , dat een gelijkzijdigen driehoek vormt, =4{r?* V' 3;
derhalve de som der 8 zjvlakken = 8 X { r* ¥ 3==2r1 V34,

Iig. 118, Wij nemen thans het regel-
matige twaalfvlak of dodecaé-
drum ter onzer beschouwing,
fig.118. Het geheele oppervlak
bestaat uit 12 gelijke en gelijk-
vormige vijfhoeken, die alle
regelmatig zijn. Om dus het
gansche oppervlak te bereke-
nen, dient men eerst dat van
één der zijvlakken te bepalen,
om vervolgens deze uitkomst
twaalfaal te nemen. Ten
einde nu ieder zijvlak of den
inhoud van een regelmatigen vijfhoek in zijne zijde uit te
drukken , nemen wij fig. 52 it § 4 nog eens ter hand.

Fig. 119. Hieruit is ons gebleken, dat
z00 AB en CD (zie fig. 119)
twee elkander rechthoekig
snijdende middellijnen zijn,
en men uit het midden G van
den straal MD met AG als
straal een boog beschrijft,
die CD in J snijdt; dat dan de
koorde AJ van dezen boog juist
5 maal inden geheelen cirkel-
omtrek kan worden uitgezet ,
dat is met andere woorden :
Al zal de zijde van den regel-
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matigen ingeschreven vijfhoek zijn. Hieruit kan men dus op
een gemakkelijke wijze de betrekking tusschen den straal van
den cirkel en de zijde van den ingeschreven vijfhoek vinden.
Zij daartoe de straal van den cirkel =a, dan is MG=1}a,

dus volgt uit A AMG , dat AG =V [a?® 4 (3a)? =%V5 is.

Nu is AG=1JG, en MJ =JG—M®G, dus ook MJ=5;_I/5-—%=

% (—14V¥5). In A AMJ zal men dus hebben AJ* = AM?

+l‘”’=u‘+§(—l + V'5) =u*+‘-f;—:6-2vs):;‘a=
(10 =2V 5) Zij dus AJ =, dan is:

rt=1a? (10 —2p/5),
of 4rr=at (10—25),
of 472 (10421 5)=a? x 80,
94 V5
rV e
Fig. 120. Zetten wij dus (fig. 120) in
den zelfden cirkel als boven de
lijn AJ als koorde uit, dan zal
deze vijffinaal in den omtrek
bevat zijn en A AMJ is de
middelpunts-driehoek van een
regelmatigen vijfhoek. De op-
pervlakte van dezen driehoek
zal nu worden uitgedrukt door
basis maal § apothema ME, en dus het oppervlak van den
geheelen vijffhoek door den omtrek van den vijfhoek verme-
nigvuldigd met dén halven apothema. — Wij hebben hierboven
reeds den straal in de zijde uvitgedrukt; dit kan men nu ook
met den apothema doen. In A AEM zal men hebben:

ME? = AM? — AE*=AM: —{ AJ2 = 2U0E D) _4pn

0
(5 4 2V 5) T Bh+W5
= dus ME_'Q‘V‘”T_'

ol 0=
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Voor het oppervlak van den vijthoek vindt men dus
brt ) 525

4 5
zijvlak ABCDE (fig. 148) is dus bekend, als de ribbe=r is,
en daarom is het geheele oppervlak van 't dodecaédrum =12 x
Brdy BB — 15r 1 5 g 1554 275).

[ndien men de beschouwing van 't dodecagdrum voortzet,
zal men nog de volgende waarheden ontdekken, waarvan
(althans van sommige) de vitwerking nog al lastig is , waarom
wij hier alleen de uitkomsten opgeven:

De as van 't dodecaédrum , welke van het eene uiteinde eener
ribbe door het middelpunt naar het uiteinde der tegenoverge-

y943V5.

2_'_!

, indien de zijde = ris. Het oppervlak van één

stelde ribbe gaat, wordt uitgedrukt door de formule r

de afstand van het middelpunt tot een der hoeken wordt
9435,
2 2

vuorgesteld door 4 rV

de loodlin uit het middelpunt op een der zijvlakken neerge-

laten , wordt uitgedrukt door 4+ ¥ —0 Hlys j—en’

de hoogle van ’t dodecaédrum wordt voorgesteld door

Vv
)

Fig. 131, Over het oppervlak van het
regelmalige bwintigulak of icosa~
édrum kunnen wij korter zijn,
omdat het bestaat uit de som
van twintig gelijke gelijkzij-
dige driehoeken. Wanneer nu
de ribbe van het twintigvlak
ris, dan is de oppervlakte
van één zijvlak = ;r2} 3; dus
het gansche oppervlak = 20
X Ltrib 3=5r pr3.

Ten opzichte van dit lichaam merken wij alleenlijk nog aan ,
dat we door het voortzetten onzer beschouwingen zullen ont-
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dekken, dat de as van het icosaédrum zal worden uitgedrukt
door rb 38,

L

de afstand van het middelpunt tot ieder der hoekpunten
5415,

2 ¥
de loodlijn uit het middelpunt op een der zijvlakken neér
T+3V'5

5 en

de hoogte of de afstand van twee evenwijdige zijvlakken
door r V7+g'/5.

Vatten wij dus alles samen, wat van de oppervlakken der
regelmatige lichamen is gezegd, dan heeft men, als de ribbe
van ieder lichaam —r is:

zal dus zjn LrV

gelaten, zal worden uitgedrukt door §» ¥V

oppervl. regelm. viervl,  of tetraédram 7203,

» » zesvl. » kubus Gr2,

» » achtvl,  » octaddrum 2r3V 3,

» »  twaalfvl. » dodecaddr. 3r2V 5542V 5),
» »  twintigvl. » icosagdrum 5r: 3.

Maakt men dus deze vijf regelmatige lichamen zoodanig, dat
de ribbe van ieder dezer telkens 1 d. M. lengte heeft, dan
vindt men voor de oppervlakken :

oppervl. tetraédr, =23 =1 x 1.732 1.732 d. M2,
» kubus =06t =6 x1 (i} »
» ogtaddrum =273 =22 x 1 x 1.732 3464 »
» dodecaédr, =3rib 5(5-4-21"5)=38x 1% 06954 =20.862 »
en » jcosaddr, =5rp3=>5x 1 x 1.732 == 8660 »

Hieruit blijkt dat bij gelijke ribben, het dodecaédrum het
grootste oppervlak heeft en het tetraédrum het kleinste, en dat
men zal hebben :

oppervl. viervl: oppervl. achtvl: oppervl. twintigvl. =1:2:5,



108
§ 2.

Over de opperviakken van den cilinder ,- kegel afgeknollen
kegel en den bol.

Overgaande tot de cilinders, willen wij beginnen om het ronde
opperviak uit fig. 122 geheel met papier te omwikkelen, zoodat

Fig. 122,

het er juist om sluit; vervolgens zullen wij dit omkleedsel n:uar
het beloop van de hoogte of van den afstand BC der twee even-
wijdige vlakken doorknippen en het uitslaan, waarna men den
rechthoek BCEF zal bekomen. De afinetingen van dezen recht-
hoek zijn nu gemakkelijk te bepalen; de hoogte stemt overeen
met die van den cilinder, en de breedte met den omtrek van het
cirkelvormig grond- of bovenvlak. — Weet men dus van den
cilinder de hoogte en den omtrek of den straal van het grond-
en bovenvlak, dan kan men den rechthoek en vervolgens elk
der eindvlakken bepalen, waarna door optelling het geheele
oppervlak bekend zal zijn. Is b. v. gegeven: de straal van een
der eindvlakken—7 en de hoogte — 16 d. M., dan zal de
breedte van rechthoek BCEF gelijk zijn aan den omtrek eens
cirkels, welks straal 7 d. M. is. Men vindt hiervoor 7:22=
A4:x op 4% d.M. De hoogte van den rechthoek is 16 d.M,
derhalve deszelfs oppervlak 44 x 16="704 d. M?, dat ook het
ronde oppervlak van den cilinder zal zijn. Voorts vindt men
voor het oppervlak van ieder der beide eindvlakken 14:11 =
(7% 2) : x of 154 d. MY, Het geheele oppervlak van den
cilinder zal dus bevatten 2 X 154 4 704 =1012 d. M1.
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Indien in het algemeen de straal van het grondviak —ren
de hoogte van den cilinder =% is, dan zal men vinden:

grootte van het ronde oppervl. = 2ar X h (vergel. § 5),
» » » grondvl nrd,
» » » bovenvl nrd,

dus het geh. oppervl. =2nrh42nr3 =2=xr(r+h).

Uit deze formule blijkt dus ook , dat het geheele oppervlak van

den cilinder zal gevonden worden, door den omtrek van het

grondvlak te vermenigvuldigen met de som van de hoogte plus

den straal van het grondvlak. Past men dit op bovengenocemd

vrangstuk toe, dan bekomt men: omtrek grondvl, = 11X14 .
— 44 d. M., de som van straal plus hoogte =7+ 16 =23

d.M.; alzoo 44 % 23=1012 4. M* (even als boven) het ge-

heele oppervlak.

Bij het vinden der oppervlakken van regelmatige prisma’s
hebben wij opgemerkt, dat het ronde oppervlak van zoodanige
prisma’s gelijk zal zijn aan de hoogte vermenigvuldigd met den
omtrek van 't grondvlak.

Stelt men zich nu een prisma voor van een onnoemelijk groot
aantal opstaande zijvlakken, dan nog zal steeds het ronde op-
perviak gelijk zijn aan de hoogte van dat prisma vermenigvul-
digd met den omtrek van 't grondvlak. Maar de omtrek van
dit grondvlak zal nu gelijk zijn aan den omtrek van een ecirkel;
daarom zegt men, dat een cilinder een prisma is van een
onnoemelijk groot aantal zijden.

Fig. 123. Beschouwen Wij
thans den gelijksdj-
digen cilinder (fig.
123), d. 1. zulk een,
waarvan de middel-
lijin van het grond-
vlak gelijk is aan de
hoogte. De omtrek van een der grondvlakken is nu==AB
== AD; dus het ronde oppervlak van den gelijkzijdigen cilinder
=z AD X AD === AD?. Maar daar het grondvlak zelf { = AB?
iz, zo0 is het geheele oppervlak —9 X 4 # AB* 4w AD? =

i




110

1mAD* 4 5 AD* =14 = AD?. — Uit onze algemeene oplossing
blijkt dus, dat van een gelijkzijdigen cilinder steeds zal zijn

geh, oppervl. =6 X grondvlak, en
ronde oppervl. =4 X grondvlak.

Verdeelt men dus den rechthoek BCEF door deellijnen in 4
gelijke deelen, dan is rechth. BCbe = rechthoek abde — enz,
— oppervl. cirkel AB.

Aangezien volgens de verordeningen de inhoudsmaten voor
droge waren geli;kzijdige cilinders moeten zijn, zoo zullen,
uit het hier aangevoerde, deronde oppervlakken van het mud,
schepel , den kop en het maatje gemakkelijk zijn af te leiden, zoo
men slechts de hoogte of de middellijn van het grondvlak kent.

Volgens die zelfde verordeningen moeten de maten voor natte
waren of de vochtmaten, cilinders zijn, waarvan de hoogte het

Fig. 124. dubbele van de middellijn
van het grondvlak is. Zij
ABCD (fig. 124) zooda-
nige cilinder ; dan wordt
de omtrek van ieder der
eindvlakken voorgesteld
door = AB, en het ronde
oppervlak of het oppervl.
van den rechthoek BCEF
=n AB X AD=nAB ¥ 2 AB=2= AB?. En daar nu de op-
pervlakte van het grondvlak { = AB? is, zoo0 is in ons geval de
geheele oppervlakte van den cilinder =2 x { » AB? 4-2 = AB?
=2} = AB*. Uit deze oplossing blijkt dan, dat men bij deze
soort van cilinders steeds zal hebben :

geheele oppervl. =10 x grondvlak , en

ronde oppervl. =28 X grondvlak.
Het ronde oppervlak van den kop dient dus viermaal zoo groot
te zijn als het grondvlak, en dat van de kan moet achtmaal
het grondvlak bevatten.

Beschouwen wij thans het oppervlak van den kegel SAB

(zie fig. 125). Wij willen het ronde oppervlak weder geheel
met papier omwikkelen, het vervolgens, naar het beloop van een
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rechte lijn BS. van den top
naar den omtrek der basis,
doorknippen en het uitsprei-
den, waarna men voor het ron-
de vppervlak zal bekomen den
cirkelsector BSC. Indien men
dus uit S met BSalsstraal een
cirkel beschreef, dan is BSC
een sector van dezen cirkel.

Door het aangevoerde in
het slot van § b van dit deel,
kan men nu de oppervlakte
van dezen sector vinden. Wij vonden daarveor: oppervl. sect.
= lengte boog BC X i straal BS. En daar nu de lengte van
boog BC blijkbaar gelijk is aan den omtrek van het cirkelvor-
mige grondvlak, zoo is ook

ronde oppervl. kegel = omtrek grondvl. X } straal BS,

of ronde oppervl. kegel SAB—== AB x 1 BS.

Hetronde oppervlak van een kegel is dus gelijk aan den omtrek
van het grondvlak vermenigvuldigd met de halve schuine zijde.

Door op te merken dat het ronde oppervlak van een pira-
mide (gelijk ons gebleken is bij de beschouwing van de opper-
vlakken der piramiden) gelijk is aan den omtrek van het veel-
hoekige grondvlak vermenigvuldigd met de halve loodlijn, die
men uit den top op een der ribben aan het grondvlak laat
vallen , — zal men ook bovenstaande waarheid kunnen afleiden.
Immers door het onophoudelijk vermeerderen van het aantal
zijden in het grondvlak nadert dit al meer en meer den cirkel
omtrek , terwijl de schuine loodlijn uit den top der piramide op
een der ribben aan het grondvlak meer en meer de opstaande
ribben der piramide nadert. Door nu in gedachte het aantal
zijvlakken der piramide oneindig groot te nemen, gaat het
grondvlak in een cirkel over, en de loodlin uit den top op
een ribbe aan 't grondvlak gaat over in de opstaande ribbe
der piramide. De piramide zelf is in een kegel overgegaan, en
men bekomt voor het ronde oppervlak bovengenoemden regel.

Het geheele opperviak is gelijk aan het grondvlak plus het
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ronde oppervlak; men vindt dus hiervoor } n AB? 4 n AB X
— ) - AB+2BS __
$1BS=1#AB(AB+42BS) == AB X 4—-—-—_..::AB X

2DE +2BS __ IQBS #AB x DE - BS _ . AB x SQE Merkien Wi

bij den cilinder op, dat zijn geheele oppervlak gevonden werd ,
door het product van den omtrek van het grondvlak met de
som van de hoogte en den straal van het grondvlak te nemen;
thans merken wij op, dat het geheele oppervlak van den kegel
gevonden wordt, door den omtrek van het grondvlak te ver-
menigvuldigen met de halve som van den straal van het grond-
Fig, 126. vlak en de schuine zijde van
den kegel. — Indien dus,
fig. 126, AE den omtrek
van cirkel AB voorstelt, en
AC=1{(AS 4 AM) is, zoo
zal ook oppervlak rechthoek
AEDC gelijk zijn aan het
geheele oppervlak van den
kegel of aan sector BSC -
cirkel DE (uit fig. 125).
Tig. 127. Is de kegel gelsjkssjdig, d. i. is de schuine
zijde AS gelijk aan de middellijn AB van
het grondvlak (fig. 127), dan is het ronde
oppervlak =7x ABXx } AS= uABX{rAB—-—
1 mAB2. Het oppervlak van 't grondvlak
is{ = AB?, en dus het geheele oppervlak
van den gelijkzijdigen kegel = } = AB2,
Door toepassing van den hierboven ge-

noemden regel zou men vinden = AB X AS+AM . ABx

2
éﬁ%ﬂB— n AB X $ AB=14n AB? voor 't geheele opper-
vlak , ’t geen met unze berekening overeenkomt, — In den ge-
lijkzijdigen kegel is dus steeds

geheele oppervl. =3 X het grondvlak ., en
ronde oppervl. =2 X het grondvlak,
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Fig. 128, Beschouwen wij thans in fig. 128 den
afgeknotten kegel ABB'A’, die een deel
is van den geheelen kegel SAB; dan
lieeft men ter berekening van het ronde
oppervlak in 't oog te houden, dat

ronde opp. kegel SAB=1 n AB X SA
en » » » SAB'=1aAB XSA
en dus ronde opp. afg. kegel ABB'A’' =
3= (AB x SA — A'B’ x SA").
Onderzoeken wij thans deze formule te
vereenvoudigen.

Wegens de gelijkvormigheid der driehoeken SAB en SA'B’
heett men:

AS : A'S = AB : A'B

of AS—A'S: AB—A'B'=AS : AB=A'S : A'B
of AA’: AB—A'B'=AS : AB=A'S : AB

AN X AB a5 _AA'X AR

W AS=F—1m AB—AF
__mAA’ X AB?
daarom } = AB X AS_Q(AT-_A'—B')
mAA' x A'B'?

en ;7 A'S X A'B =:’(-A‘-B_—-ﬁ§

. : _ _nAA'(AB*— A'B"?)
en bijgev. L 7 (AB X AS — A'B' x A'S) = T (AB—AB)
=}aAA' (AB+ A'B). Hiernit blijkt dus, dat het ronde
oppervlak van een afgeknotten kegel gelijk is aan het product
van zijn schuine zijde, met de halve som der omtrekken van
het grond- en bovenvlak. Uit onze formule volgt dus ook,
dat men het ronde oppervlak van een afgeknotten kegel zal
bekomen, door den inhoud van een trapezium te berekenen,
waarvan de evenwijdige zijden de omtrekken van het grond-
en bovenvlak van den afgeknotten kegel zijn, en de hoogte
gelijk is aan de schuine zijde van den afgeknotten kegel.
Is de straal van 't grondvlak=R en van 't bovenvlak =r,
terwijl de schuine zijde—=s is, dan is het ronde opperviak
1L 8
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=nas(R4r), en dus het geheele opperviak . met inbegrip
der grond- en bovenvlakken :
ng (R41) 4 R art =a [R? s (R+4-1) 4 r?].

Alvorens tot den bol over te gaan, willen wij eerst op een
eigenschap der regelmatige ingeschreven veelhoeken letten,
door welker kennis wij, ofschoon niet op een heel eenvou-
dige wijze, tot het oppervlak van den bol zullen geraken. |Als

Fig. 120. men in een cirkel (fig.

129) een regelmatigen
veelhoek van een even
aantal zijden beschrijft,
een middelljn AE
trekt, uit E een koorde
BE naar het andere uit-
einde B der aan die
middellijn grenzende
zijde, en de hoekpunten
B, C, D enz. boven die
middellijn met de hoek-
punten H,G ,F, enz.
beneden de middellijn
vereenigt; dan zal men
hebben AE x BE = AB (BH + CG <~ DF - enz.).

Het bewijs dezer waarheid is gemakkelijk op te maken vit
de gelijkvormigheid der driehoeken AKB, LKH, LMC, NMG,
NOD en EOF; daardoor toch zal men hebben :

BK:AK=HK : KL=CM : LM=GM: MN =DO: ON—
FO:EO of BK —+ HK ~ CM 4 GM +DO +FO : AK+ KL+
LM + MN +ON + EO = BK : AK

of BH-CG +DF : AE=BK : AK —BE : AB
of AB (BH +- OG -+ DF) = AE x BE.

Door het aantal zijden van den veelhoek telkens te verdub-
belen, zal deze waarheid blijven bestaan; maar daar dan elke
zijde, en dus ook AB gedurig kleiner wordt, zal BE telkens
vergrooten, daar AE niet verandert.
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Fig. 130, Stellen wij ons nu voor
datde veelhoek ABCDE,
in den halven cirkel be-
schreven, om de mid-
delliin AE wentelt (fig.
130), dan zal het ronde
opperviak  van dezen
veelhoek gelijk zijn aan
het ronde oppervlak der
kegels DFE en BHA, op-
geteld bij het ronde op-
pervlak der afgeknotte
kegels CGHB en CGFD.
In ons geval heeft men
n:
ronde opp. kegel EDF === DF X } DE
> » » ABH==BHx ! AB
» » afgekn. keg. GCBH = (= CG 4 = BH) x { BC.
> » » » CGFD=(=DF + = CG) x {CD.
Maar daar DE — AB = BC=CD =1ijde regelm. veelh, is,
zoo volgt :
geh ronde opp. veelh. ABCDE = } = AB (2DF + 2BH +-2C@&)
> » » » ==AB(DF+ BH+ C@Q)
» » » » » ==BE X AE.
Door weder gedurig het aantal zijden te verdubbelen, zal AB
telkens afnemen en BE telkens aangroeien, en de omtrek van
den veelhoek zal gedurig den omtrek van den halven cirkel
nader bij komen; en daar de ronde oppervlakte van den om-
gewentelden veelhoek steeds nog door » AE x BE wordt voor-
gesteld , zoo zal, wanneer het aantal zijden oneindig groot ge-
nomen is, de omtrek van den veelhoek in dien van den halven
cirkel zijn overgegaan, terwijl nu BE is aangegroeid tot AE;
derhalve zal de bol, door de omwenteling van den halven
cirkel ontstaan, tot oppervlak hebben = AE X AE=n AE?,
Het oppervlak van den bol is dus gelijk aan het opperviak
van den cirkel, welks straal het tweevoud is van dien van
den bol; of ook is dat opperviak gelijk aan viermaal het op-

-
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perviak van den grooten cirkel van den bol ; of eindelijk is het
oppervlak van den bol ook gelijk aan den rechthoek, welks
lengte de omtrek van den bol en welks breedte de dubbele
stroal van ‘den bol is.

Ouver de opperviukken van bepaalde deelen van sommige lichamen.

Fig. 131, Alvorens van de oppervlakken
van 't stel lichamen , bij de vorm-
leer in gebruik, af te stappen,
willen wij de oppervlakken van
gedeelten van sommige lichamen
beschouwen. Wij vangen met den
kubus aan, fig. 131, en stellen ons
voor, dat hij in twee gelijke deelen
is verdeeld, door het vlak CDEF
in de figuur aangewezen. Het net
Fig. 132 van ieder deel van
den kubus wordt
aangewezen door
fig. 132; hierin is
abed het grond-
vlak ABCD, abef
het voorvl. ABEF,
adi stelt het drie-
hoekige zijv.ADE
voor , bek het zij-
vlak BCF, en
cdgh de doorsnede
CDEF.

‘Wanneer nu ge-
geven was, de
ribbe van den ku-
bus=4d.M., dan
zou zijn
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oppervl. abed = ab X be =AB* =4 X 4 = 16 d. M?
» abef=ab XxXbe=AB* =4 X 4 =16 »
adi=4ai X ad=}AB' =} x4+ 4=8 »
bek=Ltbe X bk =3 AB* =} X &x 4=8 »
cdgh = cd X gd =cd X di=cd X V'(ad? X ai?)=
=cd XcdV 2=ABXx AB X 12 =16 .-2d.M*
dus geh. oppervl. =48 +161.- 2 =16 (34 - 2) d.M:.

Was in 't algemeen de ribbe van den kubus=a, dan zou
men evenzoo hebben :
opp. abed = ab X be — AB® —a?

» abef —ab X be—=AB? —a?

» adi =}ai X ad=} AB* =] a?

» bek =1}ai X ad=} AB* = } a?

»  edgh = cd X gd=ad X di—ad) - (di*—-ud* ) —ad* ~2—u?1-2
dus geh. oppervl. =3a? + a* - 2=u? (341~ 2).

Brengt men hierin de waarde van e —=4d. M., over, dan
bekomt men even als boven 16 (3 4 #"2). De som der opper-
vlakken van beide ge-
lijke deelen van den
kubus zou dus 32
(3 -+ V"2) bedragen ;
terwijl het oppervlak
van den geheelen ku-
bus 642 —96 d.M?
bedraagt.  Hieruit
volgt. dus, dat men
door de’ doorsnijding
het oppervlak met
32 (341-2) — 96 =
32V"2d.M? heeft ver-
groot, dat juist twee-
maal het vlak CDEF
is.

Indien het doorsnij-
dingsvlak wel door
CD maar niet door EF
loopt, z oodat Liet door

L A1

Fig. 153,
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de punten ¢ en b (ziefig.131) van 't bovenvlak gaat, dan zal
het: net van ’t grootste deel van den kubus door fig. 133 wor-
den voorgesteld , waarin JKLM het vlak ABCD is, JKON het
viak ABFE, JPQM het vlak ADaE, KRSL het vlak BCbHI,
MLUT de doorsnede CDab, en NOvn het viak EFba.

Stelt men nu de ribbe van den kubus — 4 d. M., en de punten
a en b (zie fig. 131) op1 d. M. afstands van de hoekpunten E en ¥
aangebracht, dan heeft men ter berekening van 't oppervlak :

JKLM=AB*=4 x 4 =16d. M?
JEON=AB* =4 x 4 =16 »
JIPQM=(IM+QP) L IP=(44+1){ =10 »
LKRS=(LK+RS)} KR=(44-1){=10 »
LMTU=ML x QM = 4, (42 4+-3*)=20 »
NOvn =vN xMO=1 x4 = 4& »

dus het geh. oppervl. =T76d. M2.

Beschouwen wij nu het overblijvende deel van den kubus,
dan zal het net worden
voorgesteld door fig. 134,
waarin fghi het vlak
CDHG voorstelt, &/ het
vlak DHa, het vlak gh!
stelt CbG voor, [gpostelt
de doorsnede CDab voor,
en thmn het bovenvlak
GHab. — Alsnu zjn de
lijnenop. fy, th, mn, fi
en gh allen gelijk aan de
ribbe of 4 d. M. De lijnen
hn,im, ik en hi zijn ieder
gelijk aan 3 d. M., gp, fo,
gl en [k zijn ieder geiijk
aan 1° (ik* 4- fi?) =
1 (3*4-42)=05, enmen
heeft dus:

Fig. 134,
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zijviak fghi=4 x & =16d.M?.
» if =ix4x3= 6 »
» ghl ={x4x3= 6 »
»  fogpo=5 X & =20 »
» himm=3 X 4 =12 »
geh. oppervl. =60 d. M*.

Wij willen ons eindelijk den kubus fig. 4352 nogmaals door
een vlak gesneden, voorstellen. Wij
nemen dan aan, dat van het deelviak
JKML de punten J en K op 1 d. M.
afstands van E en F liggen, en de pun-
ien L en M op 1 d. M. van D en C,
terwijl elke ribbe van den kubus 4 d. M.
lengte heeft. In fig. 1356 ziet men het
grootste deel van den kubus voorgesteld ;
uit deze teekening van het net
blijkt ons, dat abcd, het grond-
vlak , een vierkant is; dat abih
het voorvlak met ABFE, het voor-
vlak van den kubus, overeenstemt,
en een vierkant is; dat agjed en
bmnoc met de viifhoekige zijviak-
ken ADLJE en BCMKF overeen-
stemmen: terwijl eindelijk de recht-
hoekeu hikl en edpg met CDLM en
EFKJ overeenstemmen, en pqrs
de doorsnede LMKJ voorstelt.

Nu merken wij op, dat aan de
vijthoekige zjvlakken agfed en bmnoc de rechthoekige driehoek
eft ontbreekt, om een vierkant te vormen, en daar el =fl—
4—1=3d M. is, zoois inh. Ae/t=1 X 3 X 3=4}d.M3?,
en gf (el +if3 ) =1-13* +-3*) = 1 18 =31-2dM. Van
den rechthoek pgrs is dus ps—=e¢f=31-2d.M. Men is nu
grenoegzaam voorbereid om het geheele oppervlak te berekenen.
linmers zal men hebben :

Fig. 1250,
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oppervl. grondvl. abed =4 x 4= 4* =16d. M?

»  zijvl. abih—=4 X 4=4*=16 »

agfed = agdt — Aeft—16—4}; =11} d. M*
» bmnoc — agdt — Aeft =16 — 4y =11} »
» hikl =1 x 4—=44d.M?
» edpg—=1 X 4—=4 »
» pars =4 X 31 2=12,-2
dus geh. oppervl. =63 412~ 2d.M.

Y ¥ ¥ 9 ¥

Neemt men hier de doorsnede af, dan behoudt men 63 d. M?
voor de som der opgenoemde geheele en gedeeltelijke zijvlakken
van den kubus. Neemt men dit nu af van ’t geheele opper-
vlak van den kubus of van 6 x 4* =96 d.M*, dan behoudt
men Y6 -— 63 =233d.M? voor de oppervlakte van het kleine
deel van den kubus verminderd met de doorsnede. Deze er
dus weder bijgeteld, dan verkrijgt men 33 +121-2 d. M* voor
het geheele oppervlak van dat stuk.

Om de waarheid van deze uitkomst te onderzoeken , merken
wij op, dat het bedoelde kleine stuk, (zie fig.
135¢) een driezijdig prisma is. Hoewel dit pris-
ma niet regelmatig is, zoo weet men toch ge-
noeg om deszelfs oppervlakte te kunnen vinden.
Immenrs zijn het grond- en bovenvlak rechthoe-
kige driehoeken, waarvan de beide rechthoeks-
zijden GK en GM, benevens HJ] en HL ieder
4—1=3d.M. zijn; JL of KM is dus 1/(33-4-32)
= 1-18=31~ 2d.M,, en daar de lijnen LM, GH en K] ieder
4 d. M. zijn, zoo is:

oppervl. grondvl. = § X 8 x 3=4}d. M?
» bovenvlL. =4 X 3 x 3=4} »
ronde opp =LM(GK~+-GM—+-KM)—4(3+4-3+4-3,-2) = 24+-12,.-2

dus geh. oppervl. =33+ 121-2d. M?

Fiw. 18ar.

Beschouwen wij nu het rechthoekige vierzijdige pisma, fig.
136a , dat door de doorsnede JKLM in twee ongelijke deelen
is verdeeld, en stellen wij ons ten taak, de oppervlakte van
het benedenste stuk te berekenen. Het grondvlak ABCD , dat
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een rechthoek voorstelt, dient gegeven te
zijn alsmede drie der opstaande ribben. De
vierde ribbe is dan door deze drie bepaald.
Immers, indien men de diagonalen in het
grondvlak en in de doorsnede trekt, en de
snijpunten N en O door een rechte lijn NO
vereenigt, dan heeft men in de trapeziums
ACLJ en BDMK: '
NO =1 (AJ 4 CL)={ (BK - DM), vergel.
§20 van het Ie Deel,

of Al 4+ CL=BK-+DM of AJ—=BK+ DM—CL

of CL=BK-4-DM—AJ, enz.

zoodat cen der vier opstaande ribben van de drie andere op-
staande afhangt en dus uit deze kan gevonden worden.

Vie, 13ih. Uit het rechthoekige trape-
zium ABKJ, waarvan drie der
zijden bekend zijn, kunnen wijj
nu ook de vierde zijde JK vin-
den; evenzoo vinden wij uit de
drie andere opstaande zijvlak-
ken, die ook rechthoekige
trapeziums vormen, waarvan
drie zijden bekend zijn , ook de
vierde JL en MK. Vergelijken
wij nu het afgesneden stuk van
het prisma met deszelfs net,
dat wij in lig.1360 voorstelden,
dan kan men daaruit zien, dat

grondvl, ABCD — rechth. abed = ab X ad = AB x AD,

voorvl. ABKJ —trapez. abgh —} (ah -+ bg) ab—} AB(AJ+BK),
linkerzijvl. ADMJ— trapez. adef — } (af+-de)ad — L AD{A]+-BM),
rechterzijvl. BCLK — trapez. beik—}{bk—-ci)bc — { AD(BK—-CL),
achtervl. CDM L —=trapez, cdim — j(cm—dl)cd = AB(CM—-DM),
bovenvl. JKLM = vierh. hgon —= A JMK 4+ A KLM.

Door het gegevene en het hierboven berekende in deze verge-
lijkingen over te brengen, en daarvan de som te nemen, zal
men het geheele oppervlak van het lichaam bekomen.
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Fig. 137, Indien men in een piramide
SABCDEF (fig. 137) een vlak
brengt abedfe evenwijdig aan het
grondvlak , dan is het bovenste
stuk nog wel een piramide,
maar het benedenste een afge-
knotte piramide. Het grond- en
bovenvlak dezer afgeknotte pira-
mide zijn regelmatige zeshoeken,
en de opstaande zijvlakken anti-
parallelogrammen. Stelt men
zich nu voor, dat elke ribbe aan
het grondvlak 12 centimeter, en
iedere opstaande ribbe SA =7}

: centimeter is, terwijl de door-
snede op 2 van de geheele hoogte van het grondvlak is ver-
wijderd , dan kan men van de afgeknotle piramide het geheele
oppervlak berekenen. — Men is al dadelijk in staat elke ribbe
van het bovenvlak te bepalen, want doordien AB en ab even-
wijdig zijn, is AB:ab=S5A:Sau. of 12:ab="74:2},

waaruit ub — 4 centimeter.

Fig. 135. Beschouwt men nu het neé
derer afgeknotte piramide,
zie fig. 138, dan zal men
zien , dat het grondvlak
een regelmatige zeshoek
ABCDEF zal zijn, en het bo-
venvlak RSTUVW insgelijks
een regelmatige zeshoek.
Beschrijfft men om beide
vlakken cirkels, dan zjn
hun middelpunten X en Y ;
de gelijkzijdige driehoeken
XAB en YVU vormen de
middelpuntsdriehoeken. De
zijden dezer driehoeken 12
en 4 centimeter zijnde , is:




123

inh, o ABX =4 x 123,-3=736,-3
dus opp. zesh. ABCDEF = 216.-3 ¢.M*.
en AYVU =1} X 443
en opp. zesh, VWRSTU = 241-3 c.M?.

Laat men nu ineen der antiparallelogrammen b. v. AFGH lood-

lijnen Ga en b neer, dan is aF —bA =122 = beM., dus Ga
= - (GF? —aF?) =1 -(5? — 4?) =3 .M., en opp. antiparall.
= (AF 4 GH) { Ga = (12 + 4) } =24 c.M*. — De opstaande
zijvlakken te zamen zijn alzoo 6 X 24 =144 c.M?, en derhalve
Liet geheele oppervlak — 144+ 21613424, -3 =144 240, -3
=48 (3+4-5.-3) c.M3.

In fig. 128 hebben wij het oppervlak van den afgeknotten
kegel leeren vinden. Om nu zoodanig lichaam het gemakkelijkst
in twee gelijke deelen te verdeelen, zouden wij er een vlak EFGH

Fig 130, (zie fig. 139) doorbrengen, dat het
grond- en bovenvl. midden doordeelt
en waarin de as ligt. Om nu het opp.
van ieder dezer deelen te vinden, zou
men eerst het geheele oppervlak van
den afgeknotten kegel kunnen bere-
kenen, en hiervan de helft nemen;
want het is duidelijk , dat het opper-
vlak van iedere helft gelijk is aan de
som van het halve oppervlak van den
gelieelen afgeknotten kegel , en het
oppervlak der doorsnede. Zij nu ten
vuorbeelde de middellijn van het grondvlak 16 c. M., die van het
bovenvlak 6 ¢.M. en de schuine zijde AD =13 ¢.M., dan vindt men
opp. grondvl. = | 7 AB* = 7 X 16t =064 ne. M2,

» hovenvl.=1aCD?'=1n X 6'=0ncM2x

» ronde zijvl. =1 n AD(AB+CD) = nx13x 22 =143nc.M*.
dus oppervl. van den geh. afg. kegel—=216 = M3
en » » » halven » » =108z »

Hierbij moet nu nog gevoegd worden het oppervl .k van de
doorsnede EFGH. Deze vormt een antiparallelogram, waarvan
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de beide middellijnen van ’t grond- en bovenvlak de evenwij-
dige zijden , en de schuine zijde van den kegel de opstaande zijden
vormen. De hoogte van dit antiparallelogram of MN is dus
y(AD? __(*s‘_ll}‘?_'l)’] =V[13=—(1§;_.6)’]~_—V(169—25)
=12c¢M., en dus de oppervlakte—12 (16 4 6)=132c.M:,
De bedoelde oppervlakte is dus 1324108 n =12(11+4-9=)c.M2.
Wilde men dezen halven afgeknotten kegel nogmaals midden
door deelen, dan zoumen dit wederom kunnen doen, door het
viak AMND loodrecht op het midden van de platte zijvlakken
AEF en DHG door het lichaam te brengen. Het stuk EMADHN
zal dan het vierde deel van den geheelen afgeknotten kegel zijn,
De zijvlakken van dit stuk zijn: het gebogen vlak AEHD, het
rcchthoekige trapezium AMND en de kwadranten AME en DNH.
Gemakkelijk zal men ook van dit stuk de geheele opperviakte
kunnen vinden. Het gebogen zijvlak toch is de helft van 't
vorige of het vierde deel van 't geheele gebogen zijvlak van den
afgeknotten kegel ; ieder der rechthoekige trapeziums is de helit
van het antiparallelogram EFGH, en ieder kwadrant is het
vierde deel van de geheele grond- en bovenvlakken. Alzoo

oppervl. gebogen zjvl. AEHD =143 n =353} = ¢c. M2,

»  rechth. trapez. EMNH = 1}* =66 »
» » » AMND=132=66 »
» kwadrant AME=1! X {7 X 163=16= »
» » DNH=1xXx {7 X 63=2{n »

dus geheele opperviak = 132 4547 =6 (224 9 a) c. M*.

Met een korte beschouwing van den bol willen wij deze para-
graaf sluiten. Stellen wij ons voor, dat de bul door een plat

Fig. 140, vlak AB in twee gelijke deelen is
verdeeld, dan is deze doorsnede
AB een cirkel, en wel een groote
cirkel van den bol. Om nu het
geheele oppervlak van dezen hal-
ven bol (zie fig. 140) te bereke-
nen, merken wijop, dat dit be-
staat uit een plat vlak |JAB en de
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halve opperviakte van den geheelen bol. Stellen wij nu den
straal van den bol =r, dan is het oppervlak van den grooten
cirkel == 7%, en de oppervlakte van den geheelen bol = 4nr?,
dus het ronde oppervlak van den halven bol == »*, Het ge-
heele oppervlak van den halven bol bedraagt dus 2z 12 4- mr2
—3ar2. Hieruit blijkt dus, dat men zal hebben:

opp. geh. bol : geh. opp. halve bol—=4nr?:3mr2 —=4:3
» grooten cirkel : geh, opp. halve bol=—= = r?:3ar*=1:3.

Denken wij ons nu door den halven bol, fig. 140, nog een vlak,
rechthoekig op het midden van het vlak AB, zoodat men dus
twee kwart-bollen zal hebben, dan is deze nieuwe doorsnede
een halve cirkel, en de kwartbol wordt begrensd door twee
even groote halve cirkels, die rechthoekig op elkander staan,
en een rond opperviak, dat juist het een vierde van het
oppervlak van den geheelen bol is. Ter berekening van het
geheele oppervlak van een kwartbol heeft men nu:

gebogen oppervl. =1 X 4nrt=mnr?,
oppervl. zijv. MC=1{ nr? ,
» » AM=1}nrt,

dus te zamen 2 = r2.

Hiernit blijkt dus, dat men zal hebben:

gebogen oppervi. kwartbol = oppervl. grooten cirkel van den bol,
geh. opp. kwartbol =2 X opp. grooten cirkel — } opp. geh. bol,
oppervl. kwartbol : oppervl. halve bol : oppervl. bol—=2:3:4.



1IV. DE INHOUDEN VAN LICHAMEN.

§ 22
Over de inhouden van prisma’s,

Thans wenschen wij kortelijk mede te deelen, Loe men den
inhoud van ieder lichaam berekent, voorkomende in het stel
figuren bij de vormleer in gebruik.

Door den inhoud van een lichaam verstaat men de ruimte tus-
schen zijn gebogen en platie vlakken begrepen. De maat, waar-
mede men deze ruimte meet, noemt men den Kubieken Meter.
Dit is een lichaam, dat een kubus vormt; lang, breed en hoog
1 Ned. el of Meter. De onderdeelen van den kubieken Meter zijn
kubieke decimeters, kubieke centimeters en kubieke millime-
ters. Een kubiecke el bevat 1000 kubieke d. M?, d.i. 1000
lichaampjes, waarvan ieder een kubiek is; zijnde 1 d.M. lang,
breed en hoog, Zoo is ook 1 kubieke d. M. 1000 c. M3, en 1
kubieke c. M. 1000 kubieke m. M. Wat men nu door een
kub. D, M. en kub. H. M., enz. verstaat, zal wel duidelijk zijn.

Om de inhouden van schepen te bepalen, bezigt men de
scheepston, die anderhalve kubieke M. inhoud heeft, maar
waarvan de bevrachting slechts op één M?® water berekend
wordt, of op het gewicht, dat daarmede gelijk staat, d.i.
1000 K. G,



127

Om aan te toonen, dat een kubieke M. 1000 kubieke d.M.

Fig. 141. bevat, zal fig. 141
een kubieke M.
voorstellen, waar-
van ABCD het
grondvl. Dit grond-
vlak is een vier-
kante M. Verdeelt
men de zijden AB
en BCin 10 gelijke
deelen, dan is ieder
deel een d.M,; en
trekt men dan de
deellijnen, gelijk de
figuuraanwijst, dan
is het duidelijk, dat
het grondvlak 100
d.M? bevat. Indien men voorts in het voorvlak ABEF de
deellijn ab trekt , evenwijdig aan AB, zoodat Aa=Bb=1d. M.
is, en men den kubus volgens deze lijn, evenwijdig aan het
grondvlak doorsnijdt, dan is het afgesneden stuk ABCDadcdb
een prisma, 't welk 100 d. M3 bevat. Nu kan men den ge-
heelen kubus blijkbaar in 40 zulke stukken verdeelen, en
daarom zijn er 10 X 100 =1000 d.M? in den kubieken Meter.

Op gelijke wijze zal ons nu blijken, ddt wanneer van een
kubus iedere ribbe 5 d. M. lengte heeft, het grondvlak 5 x 5
=25 d.M* zal bevatten en dus zal dan de geheele kubus
5 x 25=—125 d. M? groot zijjn. In het algemeen zal men alzoo
tot de waarheid geraken, dat deinhoud van een kubus gelijk
is aan de derde macht van zijn ribbe, d.i. het geheele aantal
kubieke eenheden, dat een kubus groot is, wordt uitgedrukt
door een getal, dat gelijk isaan de derde macht van het getal
lengte-eenheden in zijn ribbe bevat.

Was alzoo de ribbe van den kubus—ad. M., dan zou de
inhoud worden voorgesteld door @ X @ X & — a? kubieke een-
heden ; — te voren vonden wij de oppervlakte te zijn Ga? [J
eenheden: de getallen, die het oppervlak van den kubus en
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den inhoud voorstellen, verhouden zich dus als
Gat;at =6:a.

Men onderscheidt in den kubus groote en kleine diagonalen
(zie § 8). Delengte van den kleine heeft men te voren reeds lee-
ren hepalen. Den grooten diagonaal b.v. BG (zie fig. 141), die
met de ribbe DG en den kleinen diagonaal BD een rechthoeki-
gen drichoek vormt, zal men nu eveneens gemakkelijk kunnen
vinden. Isn.l. de ribbe = a gegeven, dan is de kleine diagonaal
BD =22 =72, en dus de groote BG = 1/ [(ab’2)? +a?]
= /3t =ap3. De volgende waarheden kan men hiernit
afteiden :

kl, diag. : gr. diag.—ap’2 : ap3=p2 : V3
ribbe : kL diag. : gr.diag. —a:ap2: a3 =1:p2: V3.

Fig, 12, Gaan wij nu tot het regelmatige vier-
zijdige prisma over. Het grondvl. ABCD
(lig. 142) is een kwadraat. Laat iedere
ribbe in het grondvlak 2 M. lang zijn,
dan is het grondvlak groot 2 x 2M?,
gelijk in de figuur is te zien. Indien nu
de hoogie AE 4 M. bedraagt, dan
deele men AE in de punten e, f, g
in 4 gelijke deelen, en snijde van het
prisina, evenwijdig aan het grondvlak,
door het punt e een stuk af, dan zal
dit ‘afgesneden stuk blijkbaar 4 M3
groot zijn , en daar er 4 zulke strooken
in het prisma zijn, bevat het 4 x 2 X 2
=16 M3. Hieruit blijkt dus al weder, dat de geheele inhoud
van een regelmatig vierzijdig prisma gevonden wordt, door de
hougte met het grondvlak te vermenigvuldigen.

Heeft men nu een rechthoekig maar geen regelmatig prisma
van vier zijden, dan nog zal men steeds dezen regel hevestigd
vinden, Beschouwen wij daartoe het rechthoekige vierzijdige
prisma (fig. 143), waarvan het grondvlak ABCD een rechthoek
is. Laat de lengte van dien rechthoek 4 en de breedte 2 M.
zijn, dan bevat hij 2 x 4M?, gelijk de figuur aanwijst. Tndien
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nu de hoogte AE 6 M.bevat, en men
het prisma door de punten e, b, ¢,
d en e op bovengenoemde wijze in 6
gelijke deelen verdeelt, dan bevat
ieder stuk blijkbaar 2 x 4 M3, dus
het geheele prisma 6x 2 x 4=48 M3.

Ook voor het rechthoekige vierzij-
dige prisma met scheefhoekig grond-
vlak , zal genoemde waarheid door-
gaan, Zij (in figuur 144) ABCD het
grondvlak, dateen scheefhoekig pa-
rallelogram vormt, Indien men dan
van het grondvlak de zijde DC ver-
lengt en uit A en B de loodlijnen Al
en BK daarop neérlaat; en eveneens
in het bovenvlak de met DC gelijk-
standige zijde HG verlengt en daarop
de loodlijnen EL en FM neérlaat, dan
zal door het trekken van JL en KM
een rechthoekig vierzijdig prisma
ABKJEFML ontstzan met rechthoe-
kig grondvlak ABKJ. Van het eerste
prisma is nu afgenomen het driezij-
dige prisma DAJLEH en bij het
tweede is gevoegd het driezijdige
prisma BKCGMF. Beide deze drie-
zijdige prisma’s hebben gelijke grond-

en bovenvlakken en de zelfde grensvlakken voor opstaande

zijden, Immers is

A ADJ geliik en gelijkv. met A BCK

A EHL »
par. ADHE »
» AJLE »
en » DILH »

» » » A FGM

» > » par. BCGF
» » » » BEMF
» » » » CKMG

Daarom zal wel prisma DAJLEH gelijk zijn aan prisma
BKCGMF; wat dus van het eerste prisma is afgenomen, h

IL

9
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aan het tweede weder toegevoegd, Men besluit derhalve dat
inhoud prisma ABCDEFGH = prisma ABKJEFML is; en naar-
dien parall. ABCD = rechth. ABKJ is, moet noodwendig ook
de inhoud van prisma ABCDEFGH gelijk zijn aan het grond-
vlak vermenigvuldigd met de hoogte.

Fig, 147, Indien men van een vierzijdig prisma
waarvan het grondvlak een parallelogram
is, in het grond- en bovenvlak ecen ge-
lijkstandigen diagonaal trekt, b v. AC
en EG (zie fig. 145), en het lichaam
volgens deze diagonalen en de ribben
ALl en CG doordeelt, dan zijn beide
stukken driezijdige prisma’s van gelijke
grootte, want het eene driezijdige prisma
wordt door gelijke vlakken begrensd als
het andere, terwijl beide ook dezelfde
ribben hebben. De geheele inhoud is
dus in twee gelijke deelen verdeeld. Men heeft alzoo:

inh. prisma ABCDEFGH = grondvl. X hoogte.

of £ » » » =! » X »
of L » » » =AEFG X »
of inh. driez, prisma ABCEFG = A EFG X »
De inhoud van een driezijdig prisma is dus gelijk aan het
product van grondvlak en hoogte.

Fig. 14, Hier heeft men nu den sleutel
tot het vinden der inhouden van
ieder ander regelmatig prisma
met een veelhoekig grondvlak.
Nemen wij ten voorbeelde het
regelmatige zeshoekige prisma
Ae (zie fig. 146). Kiezen wij dan
in het grond- en bovenvlak twee
overeenkomstige hoekpunten A
en d, door een gemeenschap-
pelijke ribbe verbonden; trek-
ken wij dan uit deze hoekpunten
alle diagonalen in het grond- en
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en bovenvlak, dan wordt ieder dezer in6 — 2=4 driehoeken
verdeeld, gelijk bekend is. Snijdt men nu het lichaam volgens
elke twee evenwijdige diagonalen door, dan is het blijkbaar in
4 driezijdige prisma’s verdeeld, die allen de zelfde hoogte heb-
ben. Men heeft dus volgens bovenstaanden regel:

inh, prisma ABCdbc = inh. A ABC x Ad

» » ACDdba= » A ACD x Ad

» » ADEdae— » A ADE x Ad

» » AEFdef—= » A AEF X Ad

opg.

dus inh. pr. Ae=Ad X (AABC+ A ACD+ A ADE+ A AEF)
of inh. zeszijdig prisma Ae¢— Ad X inh. zeshoek ABCDEF.,

Ook hier geldt wederom de zelfde regel als boven. Men be-
sluit dus, dat de inhoud van ieder prisma gevonden wordt, door
den inhoud van 't grondvlak te vermenigvuldigen met de hoogte.

§ 23.
Over de inhouden van piramiden.

Indien men in een regelmatig driezijdig prisma (fig. 147) uit

Fig. 147. een hoekpunt B twee diagonalen BF
en BD in de zijvlakken trekt, dan heeft
men van het prisma de driezijdige pi-
ramide BDEF afgesneden en men
houdt een vierzijd. piramide BACDF
over (zie fig.148). Het grondvl. ACDF
dezer piramide is een rechthoek, ter-
wijl ABC, ABF, BDF en BCD de op-
staande driehoekige zijvlakk. vormen.
Trekt men in het grondvlak den diago-
naal AD, en stelt men zich voor, dat
het lichaam volgens deze lijn en BD is
doorgedeeld, dan bekomt men twee
driezijdige piramiden, n.l. BADF en
BACD, die beiden een gelijk grondvl.,
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ADF en ACD, hebben en een zelfde
toppunt B. Voor ’s hands zij het vol-
doende aan te merken, dat juist daar-
om deze beide driehoekige piramiden
van een zelfden inhoud zijn, omdat
haar grondvl. en hoogte het zelfde is;
het bewijs dezer waarheid kan men in
de meetkunde vinden. Vergelijkt men
nu piramide DBEF (fig. 147) met pi-
ramide BACD . dan vindt men :
grondvl. BEF = grondvl. BCD
zijvlak BED = zijvlak ACD
» EFD= » ABC
» BFD= » ABED
en daardoor mag men dan besluiten,
dat de inhoud van piramide DBEF gelijk is aan den inhoud van
BACD; maar piramide BACD gelijk zijnde aan piramide BADF,
zo0 besluit men., dat het prisma ABCDEF verdeeld is in 5 gelijke
piramiden; en dat dus de inhoud van een driezijdige piramide
gelijk is aan het derde deel van dien eens driezijdigen prisma’s,
dat op het zelfde grondvlak staat en de zelfde hoogte heeftals
de piramide. Immers van pir. BDEF (fig. 147) is het grondvl.
DEF en de hoogte, of de loodlijn, die uit den top op het
grondvl. valt, BE. Dus is:

inh. prisma ABCDEF = grondvl. DEF x BE,
ot} » » » =%} » DEF xBE,
of » piramide BDEF = » DEF x {BE.

Den inhoud van een driezijdige piramide vindt men dus, door het
grondvlak met het derde deel der hoogte te vermenigvuldigen.

Nog op een andere meer bevattelijke wijze kan men deze
waarheid aantoonen door uit het middelpunt van een kubus
lijnen naar de acht hoekpunten te trekken; daardoor is dan
de kubus in zes gelijke vierzijdige piramiden verdeeld. Is nu
de ribbe van den kubus a, danis:

inh. kubus=a %X a X a=—a?
en dusinh, vierz.pir.=}a*=1a X a? =1 X }a X a..
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Maar de hoogte van elk dezer piramiden is gelijk aan de halve
ribbe of = ]a, derhalve is ook
inh, piram. = § hoogte X inh, grondvlak.

Fig. 149, Heeft men nu een regelmatige
vierzijdige piramide (fig. 149), waar-
van het grondvl. een vierkant ABCD
is, en waarvan de hoogte wordt
voorgesteld door de lijn EF, dan zal
men door het trekken van den diago-
naal AC in het grondvl., en dan vol-
gens deze lijn en AE het lichaam in
tweeén te verdeelen, de twee driez.
piramiden EABC en EACD beko-
men, die beide de zelfde hoogte EF
hebben ; hierom zal men nu hebben :

inh. piram. EABC = gronvl. ABC X { EF
» » EADC= » ADCX }EF

opg.
dus inh. vierz piram. EABCD = } EF (gr. ABC +- gr. ADC)
=1 EF X gr. ABCD.

De inhoud der regelmatige vierzijdige piramide wordt dus
mede gevonden door het grondvlak met het derde der hoogte
te vermenigvuldigen.

In het algemeen zal men zien , dat deze regel voor elke regel-

Fig. 150, matige piramide zal blijven bestaan,
welk ook het grondvlak moge zijn.
‘We nemen tot proef de regelmatige
zeszijdige piramide SABCDEF, zie
fig.150. Het is bekend datmen het
zeszijdige grondvlak , door het trek-
ken van alle diagonalen uit één wil-

“lekeurig hoekpunt A,in6—2=4
driehoeken kan verdeelen, en dat
dan de geheele piramide in 4 drie-
hoekige piramiden kan verdeeld
worden , die allen de zelfde hoogte
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SM als de zeszijdige piramide hebben. Men heeft dus:
inh, driezijdige piramide SABC = A ABC X } SM

» » » SACD= A ACD x {SM
» » » SADE = A ADE x { SM
» » » SAEF= A AFE x {SM

opg.
duslzﬁh. zesz. pir. SABCDEF = } SM X oppervl. zesh. ABCDEF.
Beschouwen wij thans de berekening der inhouden van som-
Fi. 151, mige piramiden nader, en letten wij eerst

op het regelmatige viervlak (tetraédrum),
zie fig. 151, De oppervlakte van het grond-
vlak te bepalen, zal ons geen moeite kos-
ten als de ribbe van 't tetraédrum bekend
is; maar om de hoogte SM te berekenen
merken wij op, dat het voetpunt van de
liin SM, die de hoogte voorstelt, in het
middelpunt M van den drichoek ABC valt.
Beschrijven wij dus om het grondvlak een
cirkel (zie de figuur), dan zal de straal AM
met de hoogte der piramide en de ribbe AS een rechthoe-
kigen driehoek vormen. Uit fig. 34 is ons reeds gebleken

AC=AM /3, dus AM =.ff,_03= 1 AC Y3, Indien alzoo elke

ribbe van het tetraédrum =ris, dan is AM -:.—,S—VS,en SM=

V(ASI—AM?) = ]/(r’ _%’) = y?_;izry,}. De inhoud van
het grondvl. nu { r? /35 zijnde, volgens een bekenden regel, is dus
inh. tetragdr.=§ X rp” } X Lr?* 1’3 = r*1¥2 kub. eenheden.

De regelmatige vierzijdige piramide heeft slechts tweeérlei
ribben , n. L. 4 onderling gelijke aan het grondvl. en 4 gelijke op-
staande ribben. Weet men nu de lengten van twee ongelijke
ribben, dan zal men daaruit den inhoud der pir. kunnen bepalen.

Van de regelmatige vierhoekige piramide SABCD, fig. 152,
zal het voetpunt M der lijn SM, die de hoogte voorstelt, in
het middelpunt van 't grondvlak vallen. Beschrijft men dusom

het grondvlak een cirkel, dan zal de straal AM met de hoogte
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en deribbe AS een rechthoekigen driehoek
vormen. Is nu gegeven de ribbe AB in 't
grondvlak —a, en de opstaande AS=5,
dan is AM = { middell. =} 1¥2AB: =

12‘-1/2 , en dus SM of de hoogte =

V(AS*—AM?) = (b — 1‘2_') De opper-
vlakte van het grondvl. is AB* —a?, en
bijgevolg de inhoud der piramide =& X
at\__a? a?
o x v (B—g)=gv(s—)
Was echter AS = AB of b —=«, dan zou

de hoogte SM worden voorgesteld door p” (ui —-‘f Zz) =V % =

—%-VQ, en dus de inhoud der piramide door § X a? X % V2=

%’- 172 kubieke eenheden.

Indien van de vierz. piram.alleen bekend was de hoogte SE van
een der opstaande zijvlakken en een der ribben van het grondvl,,
ook dan zou men gemakkelijk tot den inhoud kunnen besluiten.
Door op te merken , dat deze lijn met KM, die gelijk aan de halve
ribbe van het grondvl.is, en met de hoogte SM der piramide
een rechthoekigen driehoek vormt, zal men hebben , zoo AB=a
en SE — b bekend is: SM = p/(ES?—ItM?) = /(b2 —1a?),

Fig. 158, en oppervl, grondvl. = AB?* ==a?,
dusinh piramide =] SM X gr.=—=4
Xar X (b=} at)=}adp(4br-a?).

Nemen wij thans de regelmatige
zeszijdige piram., fig. 153. waarvan
het grondvl. een regelmatige zeshoek
is, en waarvan de hoogte wordt voor-
gesteld door de lijn SM, wier voet-
punt M in het middelpunt van het
grondvl, ligt. Indien inen dus om het
grondvl. een cirkel beschreef, dan
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zou de straal AM gelijk zijn aan de ribbe van het grondvlak.
Het geheele grondvl. bevat alzoo 6 gelijke gelijkzijdige driehoeken
ABM. Was alsnu gegeven de lengte van iedere ribbe aan het
grondvl. = aen elke opstaande=1", dan heeft men, met het oog
op het hierboven meermalen opgemerkte: SM=—1-(AS?—AM?)
=1~ (b3%—a?). Daar voorts inh. A ABM =} AB?1-3=1{a%-3
is, zoo is oppervl grondvl.=6 X inh. A ABM =1} 4%-3, en
dus inhoud zesz. pir.= % grondvl. X hoogte =14 X 11 a* -3 X
1 (h2—a?) =1 a? v3(b2—a?).

Indien SA =2 AB of b—2a ware, dan zou men voor den
inhoud dezer piramide vinden } a* 1-3(4a*—a?)—=1} a3.

Was de hoogte SM der zesz. pir. gelijk aan de ribbe AB van
het grondvlak, dan zou de inhoud der piramide zjn IxXax
14a2 L 3=1{a31-3.

Was de opstaande ribbe der piramide onbekend; terwijl de
ribbe van het zeszijdige grondvl. —a en de inhoud der piramide
bekend waren, dan zou men vinden

" __ inhoud

§ hoogte T 1{a1.3
—2 X inh.

of hoogte — 233

dus is de opst. ribbe AS — (SM? 4~ AM?) ook te vinden.
Indien van een tetraédrum, zie fig. 151, de inhoud =1 ge-
gegeven was, dan zou men moeten hebben:

Fiz. 154, =2
of 121 =73 -2
of 12112 =2r3
of 6 Tp-2—=r3

dus B(61-2)=r;
hierdoor is dus de lengte der ribbe terug te
vinden, en bij gevolg ook de hoogte en de
opperviakte van ieder zjvl. te bepalen.

Is van een regelmatige driezijdige piramide
SABC, lig. 154, een regelmatige driezijdige
piramide Sabc afgesneden, zoodat men een
afgeknotte regelmatige driezijdige piramide
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ABCabc overhoudt, dan zal men ook den inhoud van dit afge-
knotte stuk kunnen vinden. Dewijl elke ribbe in het bovenvlak
der afgeknotte piramide evenwijdig loopt aan de daarmede
gelijkstandige ribbe in ’t grondvlak, heeft men:
SA :Sa — AB: ab
of SA? : Sa* — AB? : ab?
— 13
of SA? : Sa* — L AB%-3 : lab? -3
of SA? : Sa? — A ABC : A abe.
Noemen wij de inhouden dezer beide driehoeken I en i, dan
is ook, daar SM de geheele hoogte, Sm die van ’t afgesneden
stuk en Mm die der afgeknotte piramide is:
SA® : Sa? = 1::— SM? : Sm?
| %
of SM : Sm = -1 : i
dusis SM—Sm:p I —1p-1=SM:p I=8Sm:p 1
of Mm:jr I —pri=SM: 1~ [=8Sm:p-i;

o Mm x /1 Mm X -4
bijgevolg SM = Y en Sm=— it
Nu is volgens den bekenden regel:
; ; m Ix Mnxpl
inh. pir. SABC= A ABC x { SM = S T—v T
i1 X Mmxypi

en » » Sabce— A abe X § Sm—= TT—h
afgetr.
rest inh. afgekn. pir.ABCn.hc_M_g‘((-}ii[:'uTvt;a—) — 1 Mm(l 4 Teei).
Den inhoud der afgeknotte piramide vindt men dus door
de som van het grondvlak, bovenvlak en het hiertusschen
middelevenredige vlak te vermenigvuldigen met het derde
deel der hoogte.
Is de piramide afgeknot vierzijdig, fig. 155, dan zal men
eveneens hebben :
SA:Ae = AB: ab
of SA? : Sa? — AB? : ab?
of SA% : Sa? = 1:: = SM? : Sm!?
7%
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Fie. 155 of SM:Sm=1-1:1 ¢
of SM—=Sm:1-[—pi1=8M:.-1
=Sm:-i

of Sh‘[:ﬁ'ﬁ-ﬁ!, en Sm= M_H}X b "
l—yd 723 P
Wederom is nu:
inh. pir. SABCD=vk.ABCD x {SM—=
Ix Mm x I
B T—1)
inh. pir. Sebed = vk. abed X §Sm—
i X Mm X -t
W T—=1ry

afgetr.

dus inh. afg. pir. ABCDabed —

3

_._M';*{ v II_’____—Vl;)*_), =4 Mm (I Ti+i).

Hier geldt alzoo weder de zelfde regel als boven, en bij verdere
uitbreiding zal men dien steeds behouden, waarom wij alleen
opmerken, dat deze regel voor elke afgeknotte piramide geldt.

Is ten voorbeelde van de regelmatige driezijdige piramide
fig. 154, elke zijde van het regelmatige driehoekige grondvlak
=6M., en stelt men zich voor, dat op de helft der geheele
hoogte, die wij op 12 M. stellen, de piramide evenwijdig aan
het grondvlak wordt doorgedeeld, dan zal de geheele inhoud
der piramide SABC bedragen 1 SM X inhoud A ABC—=12 X
(4 X 631-3) =36~ 3M3. Daar nu de piramide op de helft
der hoogte is doorgedeeld, zal ab, bc of ac ook de helft van-
AB, BC of AC zjn, en dus § =3 M. bedragen Voor den
inhoud van piramide Sabc zal men nu bekomen § Sm X A abe
=§ X (I X 3% 73)= 18 -3 M3, — en dus zal de inhoud van
de afgekn. pir. ABCabe bedragen 36 1.-3 — 18 L-3=1}%1- 3 M3,

Past men den regel toe, dien wij hierboven gaven, dan zou
men vinden;

inh. grondvl, ABC=1 x 6% 1 3=91-3M?,
» bovenvl. abe=1 x 3* L-3=21-3 M?,
» middelevenr. vlL.=1-[(91-3) X (3 3)|=]1-3M?;

dus som dezer drie vlakken =83 -3 M1,
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Dit vermenigvuldigd met § der hoogte =} Mm = § =2M,,
komt inh. afg. pir. ABCabc =2 X 83 1-3=13*1-3M?, even
als wij reeds boven gevonden hebben.

Zij, fig. 155, van de regelmatige vierzijdige piramide elke ribbe
van het grondvlak 8 M, en de geheele hoogte 12 M., dan
is de inhoud van de geheele piramide SABCD = § SM x vk.
ABCD= }* x 82 — 256 M*.

Stelt men nu , dat het doorsnijdingsvlak abed op & der hoogte
is aangebracht, zoodat Sm =} SM =§ x 12 =4 M. bedraagt,
dan zal elke zijde van het vierkant abed gevonden worden door
de evenredigheid :

SM:Sm—SA:S¢=SB:St—=AB:ab,
of SM:Sm=AB:ab,
of 12:4=8:2
waarin ¢ — %1 M.

De inhoud van piramide Sabed is dus § Sm X vk.abed=1}%
X (2})? =14 X H =125 =913 M2 De afgeknotte piramide
ABCDabed bevat bijgevolg 256 — 943 — 2461 » M2,

Dit antwoord zou men ook bekomen hebben, door op le
merken, dat elke ribbe van 't bovenvlak der afgeknotte pira-
mide { van de ribbe van 't grondvlak en dus =2} M. is,
en dat de hoogte der afzeknotte piramide 12 — 4==8 M. be-
draagt ; alsdan zou men hebben :

inh. grondvl. ABCD =82 — 64 M?,
» bovenvl. abed = (21)2 —= &} M?,
» middelevenr. vl. =164 x i3 = ¢ M1,

dus som dezer drie vlakken —92% M3,
{ hoogte—=1{ Mm—=§ M,,
S verm.
dus inh. afgekn. pir. ABCDabed — 924 x 8§ == 2461} M3,
't Zeltde wat wij hierboven hebben gevonden.

§ 2.

De inhouden der vijf regelmatige lichamen.

Tot de inhoudsvinding der vijf bij uitnemendheid regelmatige
lichamen overgaande , merken wij op, dat het regelmatige vier-
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vlak of tetraédrum reeds bij de piramiden, en het regelmatige
zesvlak of de kubus reeds bij de prisma’s zijn plaats heeft
gevonden., Ons blijven dus alleen over ter behandeling het
octaédrum, dodecaédrum en icosaédrum, of het regelmatige
acht-, twaalf- en twintigvlak.
Als wij, zie fig. 117 § 19, het octaédrum door een vlak
Fig. 136. ABCD doordeelen , dan is het ver-
deeld in twee gelijke regelmatige
vierz. piram. EABCD (fig. 156).
Elk van deze regelmatige piram.
heett nu de eigenschap , dat haar
acht ribben allen de zelfde lengte
hebben. Het voetpunt der lijn EM,
die de hoogte voorstelt, valt in het
middelpunt van het grondvlak.
Daarom zal deze lijn EM, met den
straal AM van den omgeschreven
cirkel en de ribbe AE een rechthoekigen driehoek vormen, Is
nu iedere ribbe —a, dan is AC=12a* =a1~2, en dus AM

=} AC= 5 1-2; aluoo is EM=1(AE*—AN2)=1 (a2 —§)

=% 1-2=de hoogte der piramide. Men heeft alzoo:

In fig. 156:

inh. pir. EABCD = ! EM X vk. ABCD = (_g.yz) Xat=1}ad} 2,
en dus in fig. 117:

“inh. octaédr. EABCDF =2 x pir. EABCD =} a® 2.

Men kan zich het dodecaédrum, fig. 118 § 19, voorstellen
als bestaande uit 12 gelijke regelmatige vijfzijdige piramiden ,
idie haar toppen in het middelpunt van het lichaam vereenigen,
en wier grondvlakken zich aan de oppervlakte van het lichaam
bevinden. De hoogte van ieder dezer piramiden is gelijk aan
de halve hoogte van 't dodecaedrum, en elke opstaande ribbe
is gelijk aan de halve as. In§ !9 zag men, dat het oppervlak
van het grondvlak, indien de ribbe van het dodecaédrum =

5t 5425

was , uitgedrukt werd door — 1

2 5 en tevens werd daar
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gegeven de hoogte van 't dodecaédrum __,,st_-l-_:ll‘l_y?_ waarom

de hoogte van iedere piramide zal zijn ;-rVEB.i‘i%l‘ff. Tedere

piramide heeft alzoo tot inhoud } X § r~ gi;.%i_'{é X

Err 5425 414215 __ r3 (47+2'1;/5E_
I = T = 9 =
r3 T

8 L (470 4= 210p5) = B 154+ T75).

De inhoud van het dodecagdrum is dus:

154 75

-, r’ —_—
“X18(15+7V5)_r’ X A

Eveneens kan men zich het icosaédrum, zie fig. 121, voor-
stellen als bestaande uit 20 gelijke regelmatige driezijdige pira-
miden, wier toppunten allen in het middelpunt van 't lichaam
samenkomen , en wier grondvlakken aan 't oppervlak van het
lichaam zijn gelegen. De hoogte van iedere piramide is de
halve hoogte van het icosaédrum en iedere opstaande ribbe is
de halve as. De ribbe van het icosaédrum r noemende, zal

volgens §19 de hoogte van 't lichaam zijn r - +3V5en de as
V5+V5

. Teder der 20 piramiden heeft dus tot inhoud

.x._._V‘LI_'?_cl_/_Bx{_rt 3_(_7:‘*?3_‘./3.) !/7—-':3—‘{—5!'—‘

Tas b (T431-5)2 = ;—8 1/(14 + 6;/.:) = ZE  (341-5).

De geheele inhoud van het icosaédrum is dus:
r3 5rs
) D — '/ [ .
Vatten wij nu het besprokene over de regelmatige lichamen

te zamen., en onderstellen wij, dat allen een zelfde ribbe
hebben, die door r wordt voorgesteld , dan zal men hebben ¢
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inhoud kubus =13
»  tetragdrum = {y r? /2
» octaédrum =1 r3 p2
»  dodecagdrum =1L 73 (154 71-D)
»  icosaédrum = % r* (34-175).

Of , zo0 men de wortels tot in duizendste deelen nauwkeurig
berekent , is, wanneer men voor elke ribbe de eenheid neemt :
inhoud tetraédrum = 0,4117....

» octagdrum —0,4T1....
»  kubus =1,

» icosaédrum = 2,181....
»  dodecaédr. = 7,663....

Ingeval de vijf regelmatige lichamen allen een zelfden in-
houd hebben, dan is, dezen inhoud I noemende:
ribbe kubus = -1
. 121
» tetraédrum =~ 73 ;
. - A |
» octaédrum = p~ V)
GaL 41
» dodecaddr, =~ B35
T 12 1
» icosagdrum— —
Y 5B+ 15
Noemt men elken inhoud 1, dan vindt men door wortel-
trekking : '
ribbe kubus =1
» tetraédrum—=— 2,039...
» octaédrum —=1,284.,,
» dodecaédr, = 0,505...
» icosaédrum=0,771...

Wanneer men van de regelmatige lichamen bepaalde deelen
afsnijdt, dan houdt men somtijds lichamen over, die om hun
vorm opmerking verdienen. Wij willen hiervan een paar
voorbeelden geven, en ons eerst ter beschouwing voorstellen
het lichaam dat ontstaat, als men van een tetaédrum de licha-
melijke hoeken tot op 1 der ribben wegneemt,



143

Ieder zijvlak van een te-
traédrum is een driehoek.
Door het wegnemen der
lichamelijke hoeken wordt
elke hoek van dien drieh.
afzesneden, Er komen
dus in jeder szijvlak 3
nieuwe lijnen bij, waarom

: het een zeshoek is gewor-
den en daar er 4 zijvlakken aan het tetragédrum zijn, zal het
nienwe lichaam door vier zeshoeken begrensd worden. Door
de afsnijding der genoemde lichamelijke hoeken , komen er bij
deze 4 vlakken nog 4 nienwe; dit zijn allen driehoeken en wel
gelijkzijdige driehoeken omdat hun zijden evenwijdig loopen
met die van het tegenoverstaanide zijvlak van het tetraédrum,
En dewijl van ieder zijvlak van het tetraédrum een gelijkzijdige
driehoek wordt afgesneden, zoo zal het niet moeilik op te
merken zijn, dat het afgeknotte tetragédram begrensd wordt
door vier regelmatige gelilke zeshoeken, en vier regelmatige
gelijke driehoeken, zooals fig. 157 (b) duidelijk doet zien. Deze
figuur stelt, na weglating van de gestippelde lijnen, het- net
voor van het afgeknottie lichaam. Indien we dit zevenvlakkig
lichaam nu nader beschouwen, dan merken wij op dat het
3 X 4=12 uithoeken telt , want het snijdende vlak (een drieh.),
’t welk diende om den lichamelijken hoek weg te nemen, heeft
dus in plaats van één drie vithoeken doen ontstaan, en daar
eraan het tetraédrum 4 uithoeken waren , zijn er nu 4 X 3=12.
Aan iederen uithoek zien wij 3 ribben samenkomen , dus zouden
er 12 x 3=236 ribben zjn, maar daar één ribbe dient om
twee punten te verbinden, zijn er slechts 3% =18 ribben,
Dit getal kon men ook langs een anderen weg vinden, Immers
telt het teiraédrum 6 ribben, en door het wegnemen van één
lichamelijken hoek komen er 3 nieuwe ribben bij, dus te zamen
4 X 3=12 nieuwe ribben, die er bij komen. Er zijn dus
6 4 12 =18 ribben aan het lichaam. Al deze 18 ribben zijn even
lang, bevattende ieder het derde deel der ribbe van 't tetraédr.

Om het oppervlak van ’t afgeknotte lichaam te berekenen ,

i 5
Fig. 15

-3
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merke men op, dat zoo de ribbe van’t tetraédrum —» was,
de oppervlakte van ieder zijvlak van 't tetragdrum }r2p/3
zou zijn. Deze oppervlakie, gelijk uit het net te zien is, telt
4 % 9=136 gelijke driehoekjes (verg. hier § 18, D.I) en het net
van het afgeknotte lichaam slechts 28 zulke driehoekjes. Men
heeft dus voor het oppervlak van dit laatste 22 X r? /3=
Ir2p73. Is dus de ribbe van het tetraédrum 1 d.M,, dan is
de oppervlakte van het aldus afgeknotte ] 13 —=1,35... d. M2.

Wil men den inhoud van 't afgeknotte lichaam weten, dan
merke men op, dat ieder afgesneden stuk op zich zelf weder
een tetraédrum is. Is dus de ribbe van het geheele tetraédrum
=, dan is de inhoud [ % V" 2 (zie hier boven). De inhoud
van ieder afgesneden tetraédrum zal dus zijn {; ($7)3 V2=
3352, dewijl de ribbe van het kleine tetraédrum het derde
deel bevat van die van het geheele. In het geheel is er dus
afgesneden een inhoud van 4 X 51473V 2=4;r*V 2, waarom
er overblijft {5 73 V' 2— 73 2= 23, 73}"2 voor den ver-
langden inhoud van het afgeknotte lichaam.

Stelt men zich nu het lichaam ter beschouwing voor, dat
ontstaan zal, als men van een octaédrum eveneens de licha-

melijke hoeken tot op L der ribben wegneemt.
Fig. 168,

Om dit zoo eenvoudig mogelijk te doen , zullen wij ons eerst
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Liet net voorstellen van het overblijvende lichaam, om daarnaar
gemakkelijker onze beschouwing te regelen. Nevensgaande fig.
(158) geeft ons een voorstelling van dit net, als we namelijk
alle gestippelde lijnen wegdenken. Gelijk ons uit de fig. blijkt,
bestaat dit net uit 8 onderling volkomen gelijke regelmatige
zeshoeken en 6 onderling gelijke vierkanten. De eerste zijn de
overblijvende deelen van de zijvlakken van het octaédrum, doch
de laatste zijn nieuwe vlakken, welke ontstaan zijn door de
afsnijding van de lichamelijke hoeken van 't oorspronkelijke
lichanam, en dat zulks vierkanten moeten zijn, zal ons duidelijk
wonden als wij bedenken, dat het octaédrum eigenlijk bestaat
uit twee volkomen gelijke regelmatige vierhoekige piramiden
met de grondvlakken tegen elkander geplaatst. Brengt men nu
door een dezer piramiden een vlak, dat de opstaande ribben
allen op gelijke hoogte doorsnijdt, dan zal de doorsnede een
vierhoek moeten zijn (omdat er vier opstaande ribben waren)
gelijkvormig aan het grondvlak (omdat zij daarmede evenwijdig
staat) ; en dus zal zij een vierkant moeten zijn. En dewijl het
octaédrum zes uithoeken heeft, zoo zullen er ook zes zulke
vierkanten moeten bijkomen, gelijk de fig. aanwijst. Denken
wij nu voor een oogenblik de zes vierkanten uit de fig. weg,
dan zal het niet behoeven gezegd te worden, dat het overblij-
vende in zijn geheel het net voorstelt van een octaédrum, als
bestaande uit 8 onderling gelijke gelijkzijdige driehoeken. Nu
zijn, door de afsnijding van de lichamelijke hoeken van het
octaédrum , van elk driehoekig zijvlak de drie hoekpunten op
een derde der zijden afgesneden. In ieder zijvlak of iederen
driehoek komen dus drie nieuwe lijnen , zoodat er van iederen
driehoek een zeshoek overblijfft Het aantal zesh. zijvlakken
is dus even als dat der oorspronkelijke zijden van 't octaédrum,
acht, Het overgebleven stuk heeft dus de schoone eigenschap
dat het door 14 alle regelmatige zijvlakken begrensd wordt.

Het aantal uithoeken van het afgeknotte octaedrum bedraagt
6 X &~—=24, want door de afsnijding van iederen lichamelijken
hoek is een vierhoek de grens geworden, en daar er zes uit-
hoeken waren, zijn er nu 6 X 4= 24 uithoeken. Aan iederen
uithoek komen 2 ribben samen, dus zijn er aan het lichaam

10
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1 % 24 x 3=106 ribben, die allen dezelfde lengte hebben.
Deze 36 ribben hebben de eigenschap dat zij te zamen zoo
lang zijn als de 12 ribben van 't oorspronkelijke octaédrum.
(Ook de vorige opganf heeft de zelfde eigenschap).

Wanneer nu bekend is de ribbe van het octaédrum =r, dan
is het oppervlak van ieder zijvlak van’t octaédrum =1 23,
en dus de zeshoek die in ieder zijvlak beschreven is en die 6 van
de 9 drviehoekjes, die het volle zijvlak bevat, telt, is dan groot
8 x 1rt 3 =1r V. De acht zeshoeken van ’t afgeknotte
octaédium zijn dus te zamen groot 8 X 1r2 b 3 =141 V3,
Hierbij opgeteld de zes vierkanten, die ieder !+ tot ribbe
hebben. en dus te samen 6 X } r* =12 r? groot zijn, bekomt
men ! r? (1 42V 3) voor het geheele oppervlak van het aldus
afgeknotte octaédrum.

Aan iederen uithoek van 't octaédrum is een regelmatige
vierzijdige piramide afgesneden, waarvan de schuine ribbe gelijk
is aan iedere ribbe in 't grondvlak; voor den inhoud van zoo-
danige piramide heeft men reeds gevonden ! a® V2 (zie fig. 152),
waarin « de ribbe, Brengt men hierin over a =1 r, dan is de
inhoud van ieder afgesneden stuk } ($r)* ¥ 2=qlz73V 2 en
dus van de zes afgesneden stukken te zamen g, 73 V2. De
geheele inhoud van het octaédrum is } r3 ¥ 2 (zie hier boven),
dus rest er }r3 V2 — 3 3 V2= r3 V"2 voor den inhoud
van het afgeknotte lichaam.

Beschonwen wij eindelijk den kubus, na daarvan de lichame-
lijke hoeken ook op een derde van de lengie der ribben te heb-
ben weggenomen. Om deze beschouwing met te meer vrucht
te kunnen doen, letten wij op fig. 159 die ons het net van het
aldus afgeknotte lichaam voorstelt. Om dit net naar eisch te
teekenen, make men eerst het met van den kubus, bestaande
uit zes gelijke vierkanten; vervolgens make men, naar aanlei-
ding van ’t gevraagde, van elk vierkant een achthoek en be-
schrijve op de vier langste zijden van grond- en bovenvlak gelijk-
zijdige driehoeken. Vande 14 zjvlakken, die het lichaam be-
grenzen, zijn dus alleen de 8 driehoeken regelmatig en gelijk :
de andere zijvlakken , de zes achthoeken zijn echter onregelmatig,
hoewel onderling gelijk.
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Fig. 159,

Door het wegnemen
van een lichamelijken
hoek is een nieuw zijvl.,
en wel een driehoek ont-
staan, en daar 8 licha-
melijke hoeken zijn weg-
genomen, zoo telt het
afgeknotte lichaam 8x3
= 24%uith. Aan iederen
uithoek komen 3 ribben
samen; er zijn dus § X
24 X 3=36 ribben aan
het lichaam. Dit getal
zou men ook bekomen,
zon men had opgemerkt,
dat er 8 nieuwe vlakken,
die driehoeken zijn, zjn
bijgekomen, dus 8 x 3
= 24 nieawe ribhen,
Geen der ribben van den kubus wordt geheel weggenomen, wel
deelen daarvan, dus komen bij de 12 ribben, die een kubus
heeft, nog 24 nieuwe, alzoo zijn er nu 12 4 24 = 36 ribben,

Van ieder zijvlak van den kubus worden 4 gelijke en gelijk-
vormige rechthoekige driehoekjes afgesneden. Is nu de ribbe
van den kubus =7, dan is ieder zijvlak groot r?; hiervan af
de inhoud der 4 drichoekjes—=4 X 4 X Ir X Lr=13r%, dan
schiet er over r? —2¢?=7r! voor den inhoud van ieder
achthoekig zijvlak, d.i.de 6 zulke zijvlakken 6 X I r2 =4} r2,
De zijde van iederen geljjkzijdigen driehoek of van het nieuwe

zijvlak =V ()2 4-(1r)¥] = .g.V‘z; dus de grootte van iede-

ven driehoek ={ (--#"2)" V3=, 113, d.i. van de8 mulke

driehoekjes 8 X {yr* ¥ 3 =14 r2 V'3, bijgevolg 43 vt 4} r* 13
= § r* (21 4 2p-3) de oppervlakte van het bedoelde lichaam.
‘Om ook den inhoud van het ontstane lichaam te vinden, mer-
ken we op, dat er 8 gelijke en gelijkvormige driehoekige pira-

*
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miden zijn algesneden. Elk dezer piramiden heeft tot grond-
vlak den in de figuur voorkomenden gelijkzijdigen driehoek,
waarvan iedere zijde L rp#2 is, en waarvan dus het oppervlak
bedraagt, gelijk gezegd is, J;r? V3.
Elke opstaande ribbe heeft tot lengte }» en daar de straal
van den om 't grondvlak beschreven cirkel volgens de bekende
abe __(Jap'2)* _a
4Inh.” atV3T 9

iedere piramide ¥ ['4 a)? —(-S-V 6)3] =V 4 al:-_% V3.

formule V' 6is, zoo is nu de hoogte van

Volgens den bekenden regel zal alzoo de inhoud van iedere
piramide gelijk zijn aan 't product van ’t grondvlak met } der
hoogte =% a* ¥ 3 X I X g
piramiden zijn dus 8 X ;}ya3 =g a® groot, zoodat er een
lichamelijke inhoud overblijft van ¥ — ; a® =} a® voor den
afgeknotten kubus,

V 3= 1sa?. De acht afgesneden

Over de inhouden van den cilinder , kegel en bol,

Bij de beschouwing van de inhouden der prisma’s vonden wij
dat de inhoud steeds werd gevonden door de oppervlakte van
het grondvlak met de hoogte te vermenigvuldigen. Hoe groot
het aantal zijvlakken van het prisma moge zijn, men heeft steeds
den zelfden regel. Indien men zich nu een prisma voorstelt van
een oneindig aantal zijvlakken, ook dan nog moet deze waar-
heid doorgaan. Heeft een regelmatig prisma een oneindig groot
aantal zijvlakken, dan zal het grondvlak ook even zoo oneindig
veel zijden tellen. De omtrek van zoodanigen regelmatigen veel-
hoek is gelijk aan den omtrek van den cirkel om den veelhoek
beschreven, en deinhoud van dien veelhoek verschilt niet met
dien van den cirkel. Bezit nu een prisma die eigenschap, dat
werkelijk het veelzijdige grondvlak een cirkel is, dan noemt
men zoodanig prisma een cilinder, en daar steeds de zelfde
vegel voor den inhoud moet gelden, besluit men, dat de inhond
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van een cilinder gelijk is aan het grondviak vermenigvuldigd
met de hoogte.

Fig. 160. Is de middellijn AB van den cilinder
(fig.160) =m en de hoogte AD=h, dan
is inh. cilinder ABCD=—1{ = AB? X h—
“: x AB?, Is de cilinder gelijksidig,
d.i. is AB= AD, dan is inh. cil. ABCD

:.z. x m3. Zij, ten voorbeelde, van

een cilinder de middell. van het grondvl.
=21 d.M. en de hoogte =10 d.M., dan
zou men hebben :
inh, CII.._——xth‘l 7%)(10)(21’::3465:]'\!3
Was van een gelijkzijdigen cilinder de middellijn van het
grondvlak = 3} d. M., dan zou zijn:
22

inh, cil.:-..-z X md = g2y X (34)® = 134,75 d.M3.

Weet men, omgekeerd, van een cilinder deninhoud en een
der afmetingen, dan kan men de andere afmeting vinden. Weet
men daarbij dat de cilinder gelijkzijdig is, dan kan men uit
den gegeven inhoud de afmetingen bepalen. Om b. v. de wijdte
van den kop te bepalen, zou men hebben :

_j,:_ % m? = 1000 M3 ,

of m? = 4002 = m;ﬁ =1272,1%

B

dus m =10,8.... ¢cM. de middellijn.
Hebben cilinders den vorm der Ned. kan, d.i. als de hoogte het
dubbele van de middell, van het grondvl. is, dan zal men hebben :

: il =" w2 AR =T 3,
inh. cil. = % X 2AB 5 X AB

Wanneer b. v. zoodanige cilinder een wijdte heeft van 2 d.M., dan is

inh, cil. = % x AB? =22 x93 =22 X 4 _ 494 g s,

z Sixz2 T T
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Begeerde men een ruimte van 100 M? in te sluiten door een
cilinder die den vorm eener kan heeft, dan zou men hebben:

g x AB? =100 M»

ot AB» =20 XT_g3g5,
waarin AB = middell. gr. =3,99... M.
dus de hoogte = 7,98.... M.

Lig. 161.

Een cilinder kan afgeknot zijn, b. v.
cil. ABCD (fig. 161); ook van zooda-
nigen afgeknotten cilinder kan men
den inhoud berekenen. Daartoe make
men in gedachte den cilinder volko-
men; cil. ABED zal dus de geheele
zijn, waarvan de afgekn. een gedeelte
vitmaakt. Laat men nu door C een
vlak CF evenwijdig aan AB, dan is
ook DECF een cilinder, die door het
vlak CD in twee gelijke deelen wordt
verdeeld. Men heeft nu:

inh. cil. ABCF=1nAB? x AF
» { » DECF={=CF? x DF = { = AB?* X DF

dus inh, afgekn, cil. ABCD = { = AB? (2 AF +- DF).
= } = AB? (AD + BC).

Omdat nu het vlak ABCD een trapezium is, zal de as Mm,
die beide middelpunten vereenigt. worden voorgesteld door
1 (AD+-BC); dus is ook:
inh. afgekn. cil. ABCD =} = AB?® X ';EMm:%. x AB?* X Mm,

De inhoud van een afgeknotten cilinder is dus gelijk aan een
geheelen cilinder, die hetzelfde grondvlak heeft als de afge-
knotte, en tot hoogte de gedeeltelijke as tusschen beide vlakken
van den afgeknotten cilinder begrepen.

De doorsnede CD vormt geen cirkel, maar een ellips of
zoogenaamd langrond.
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Fig. 162, Hiermede meenen wij van den cilin-
der genoeg gezegd te hebben: wij gaan
dus over tot den kegel, fig. 162. — Bjj
de beschouwing van de inhouden der
piramiden vonden wij, dat de inhoud
steeds werd uitgedrukt door het pro-
duct van 't grondvlak met het derde
deel der hoogte. Hoe groot het aantal
zijvlakk. der piramide ook mocht zijn,
men zag steeds den zelfden regel gel-
den ; al bedroeg het aantal zijvlakken
ook oneindig veel , dan nog zou deze
waarheid doorgaan. Indien wij nu een regelmatige piramide
hadden van een oneindig groot aantal zijvlakken , dan zou ook
het grondvlak even zoo oneindig veel zijden hebben. De omntrek
van zoodanigen veelhoek van een oneindig aantal zijden is gelijk
aan den omtrek van den omgeschreven cirkel, en de inhoud van
dien regelmatigen veelhoek verschilt niet van den inhoud van
den cirkel, om dien veelhoek beschreven. Heeft nu een pira-
mide de eigenschap, dat het aantal zijvlakken zoo groot is, dat
het grondvlak een cirkel wordt, dan noemt men zoodanige
piramide een kegel : en daar nog steeds voor den inhoud de
zeltde regel moet gelden, zoo besluit men hiervit, dat de
inhoud van den kegel gelijk moet zijn aan het oppervlak vau
’t grondvlak vermenigvuldigd met het derde der hoogte; dus
op de zelfde wijze als bij de piramiden.

Is alzoo van een kegel de middellijn van het grondvl. =m.
en de hoogte SM=~Fh, dan is inhoud 'keg. SAB=1}am? X
$h=5nh x m*;—of zoo in plaats van de middellijn AB
de straal AM = r gegeven ware, zou men hebben:

inh.kegel=n+?* X th={nmh X r? =3:;' X hr3,

Indien behalve de straal, niet de hoogte maar de schuine
zijde SA van den kegel gegeven ware, dan zou men hebben:
SM =’ (SA? — AM?), en dus de inhoud van den kegel=
mAM? x | p/(SA—AM?).

Is de kegel gelijkzijdig, d.i. indien SA = AB=2AMis, dan
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is SM = /{4 AM2—AM?) =3 AM? =AM p#3=hoogte van
den kegel. Dus is dan de inhoud van den gelijkzijdigen kegel

n AM2 X & AM V3=% X AM3 /3.

Wilde men dus een zekere ruimte, die wij R noemen, tus-
schen de oppervlakte van een kegel insluiten, die tot hoogte
h moet hebben, dan kan men den straal van 't grondvlak be-
palen. Immers heefi men dan

1w AM* X h=R

3R
1 —
of AM? = =3

Vv
s AM=p SR __
dus AM =~ == straal grondvlak.

Is echier de straal gegeven, dan kan men gemakkelijk uit
deze vergelijking de waarde van h of de hoogte bepalen.

Moest die ruimte R in een gelijkzijdigen kegel besloten wor-
den, dan zou men hebben :

% x AM? p/3=R

of AM3 =3B
w3
l.'}/_.
3R 3 R?
dus AM = B —'l'/—a—- lﬁ’?‘
3R

en bijgevolg AB=21" —— =
middellijn grondvlal\.

Om den inhoud van een afgekn.
kegel te vinden, (fig. 163) zij op-
gemerkt , dat hier dezelfde regel
gelden moet als bij de afgekn.
piramide, omdat kegel en pira-
mide zoo nauw aan elkander
verwant zijn. Even als bij de
piramiden kan men bij den kegel
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ook weder den regel hiervoor afleiden. In fig. 163 toch is:
SM:Sm=AM:am
e
of SM2:Sm2 = AM?:am
¥4
of n AM? : nam?
dus SM? : Sm?* —cirk. AM : cirk. am.
Noemen wij dan gemakshalve inh. cirk. AM =1, en inh.
cirk. am =i, dan zal men vinden:
SM:Sm=V1:Vi
of SM—Sm:VI—Vi=SM:VI[=8m: Vi
of Mm:VI—Vi=SM:¥VI=8m:pi
Mm x 1 S = Mm X Vi

of SM= S P I
Voorts is nu
: — _IXMmx vI1
inhoud kegel SAB = cirkel AB X { SM= B T=)
— —ixX MmXx
» » Sab= » ab X{Sm= A=
dus inh. afg. keg. ABba = Me Kli':‘il =3 Mm X (I4V Lig-i)

R
d.i. men vindt den inhoud van een afgeknott.en kegel door de
som van grondvlak , bovenvlak en het hiertusschen middeleven-
redige vlak, te vermenigvuldigen met het derde deel der hoogte
van den afgeknotten kegel.

Om de waarheid van dezen regel door een proef op te hel-
deren, onderstellen wij, dat van den kegel SAB (fig. 163) ge-
geven is de straal van het grondvlak =84 d.M. en de hoogte
SM =3 M,, alsmede dat van den top afgerekend, de kegel
op } der hoogte door een vlak ab evenwijdig aan het grond-
vlak AB, is doorgedeeld. De afgeknotte kegel ABba zal dan
tot inhoud hebben het verschil der kegels SAB en Sab. Dus:

inh. kegel SAB = cirk. AB X } SM = '

P X8 x Y= 221760 d. M*
inh, kegel Sab = cirk. ab X { Sm=
33 % 282 XPp= 3213; »

dusinh. afg. keg. ABba = 221760 — 82134 = 2135463 d.M>.
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I’ast men den regel toe dien wij gaven, dan zou men hebben :

oppervl. grondvl. = 3? X 84 = 22176 d.M?
» bovenvl. = 33 X 28! — 264 »
» midd. ev. vl. = (22176 x 2464)="7392 »
dus som dezer drie vlakken — 32032d M2
3 hoogte = 3 =63 d.M.

verm.
alzoo inh. afz. kegel ABba = 213546} d.M.3

het zelfde, wat wij reeds gevonden hebben.

Om den inhoud vdn den bol te bepalen, stelle men zich
voor, dater een groot getal piram. om den bol zijn beschreven,
die allen het oppervl. van den bol met haar grondvlakken raken,
en die allen met haar toppen in het middelpunt van den bol
liggen. Nu kan men het aantal dezer piram. naar welgevallen
vermeerderen , en daardoor de grondvlakken zoo klein maken
als men begeert ; neemt men nu het getal piramiden oneindig
groot, dan zal ieder grondvlak oneindig klein worden, en de
som der grondvlakken zal minder dan de kleinst te geven hoe-
veelheid van het oppervlak van den bol verschillen, maar dan
ook is de som van de inhouden van al deze piramiden gelijk aan
den inhoud van den bol zelven. En dewijl de inhoud van iedere
piramide gelijk is aan het grondvlak vermenigvuldigd met het
derde deel der hoogte, zoo is de som aller piramiden of dein-
houd van den bol gelijk aan de som aller grondvlakken vermenig-
vuldigd met het derde der hoogte , of gelijk aan het oppervlak
van den bol vermenigvuldigd met het derde deel van den straal.

Fig, 164. Daar nu het oppervlak van den
bol AM (fig. 164) wordt voorgesteld
door = AE? , vergelijk fig. 132, zo0
is dus:

inh.bol=7AE* X { AM=3}=AM?,
of » » =nAE:xtAE=1n AE3,
of » » =nAE X JAM? x = \L.

De eerste formule zegt ons, dat
de inhoud van den bol gelijk is aan




155

tijn opperviak, vermenigvuldigd met het derde van zjn
straal ; — de tweede zegt ons, dat de inhoud gelijk is aan het
zesde deel van het getal = vermenigvuldigd met den kubus op
zijn middellijn; — de derde zegt ons, dat de inhoud van den
bol gelijk is aan twee derde deel van den cilinder, die een
grooten cirkel van den bol tot grondvlak heeft en zijn middel-
lin tot hoogte, d. i. als men den bol in een gelijkzjdigen
cilinder plaatst, die er juist om sluit, dan staat de inhoud
van den bol tot dien van den omgeschreven cilinder als 2: 3.

Neemt men voor = de waarde van 22:7, danis ! n =23 X
t=1%, en dan volgt vit de tweede formule de wel bekende
regel, dat de inhoud van den bol verkregen wordt door de
waarde van @ in de evenredigheid :

2 : 11 = (middell.)? : 2.
Men stelt zich dan een kubus voor, wiens ribbe gelijk is aan
de middellijn van den bol, en zegt dat deze kubus staat tot den
inhoud van den bol als 21 :11,
Indien van een bol de straal 21 d.M. was, dan zou men hebben :
middellijn bol =2 x 21 =42 d.M,,
omtrek bol = = x 42 =132 d.M.,
oppervl. grooten cirkel = n X 212 = 1386 d.M*,
oppervl. bol = n x 422 =5544 d.M?,
oppervl. bol =4 x 1386 = 5b44d.M3,
inhoud bol=4 = x 213 — 38808 d.M?,
» P =]mwX 423 =38808 »
» » =3 X 48 X n x 212 = 38808 d.M:.

Ten slotte willen wij een paar gevallen mededeelen, hoe het
met de lichamen gesteld is, diein of o den bol zijn beschre-
ven. Men zegt namelijk dat een lichaam om den bol is beschre-
ven, als al de zijvlakken van dat lichaam het oppervlak van
den bol raken; en dat een lichaam in den bol is beschreven
als al de uvithoeken van dat lichaam in het oppervlak van
den bol zijn gelegen.

Stellen wij ons dan eerst voor den kubus in den bol beschreven,
Indien MA den straal van den bol voorstelt, dan zal AB de
middellijn van den bol, en AC en BC zullen ribben van den
kubus voorstellen (fig. 165). Indien nu de straal van den bol
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=r gegeven is, dan is de ribbe van den ingeschreven kubus
te vinden. Stelt men dat de kubus er in staat, en deelt men
dan volgens den lichaamsdiagonaal van den kubus het geheele
figuur door, danis de doorsnede een cirkel, waarin een recht-
hoek staat. De diagonaal van dezen rechthoek is de middellijn
van den cirkel of van den bol en dus==2r; de langste recht-
hoekszijden zijn diagonalen over den kubus en de kortste zijn
ribben van den kubus.-— Stelt men nu de ribbe van den ku-
bus =, danisde diagonaal over den kubus = -2 volgens
bekenden regel . en dus is dan in den rechthoek
z? 4 (7 -2)* = (2r)?
of % 222 = 4rt
of 3o} =4t
dus 3z = 2r-3
en ¥ =} r3 de gezochte ribbe.
Derhalve :
oppervlak kubus= 6(3 r).-3) = 8
» bol —4Xnri=lnr
inhoud kubus=(}7,.-3)3 =§r"3
» bol = Aars
Het verschil van beider inhouden is dus § r3 (37 —2173).
Laten nu AB, BC, CD en AD de ribben van een kubus
voorstellen , en ME den straal van den bol, diejuist hierin kan
Fig. 165, beschreven worden ; dan is de mid-
dellijin EF van den bol (fig. 165) gelijk
aan de ribbe van den kubus. Wordt
dus de straal van den bol wederom
door » voorgesteld, dan is de ribbe
van den omgeschreven kubus = 2r,
en men heeft weder:
oppervl. kubus = 6(2r)* =24 r? ,
» bol =4 X nr?* =—=12% rt,
inhoud kubus =(2r)? =8r?,
» bol—&:tr‘x-}r—“r’
De inhouden van den kubus en den ingeschreven bol verhou-
den zich dusals 873 : §3 72, ofals 1: 1} ofals 21 : 11 (zie boven).
Het verschil der inhouden is 83 —3§}r3 =8r3(1—}})=4§}r%
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Heeft men dus een kubieken bak, die juist met 1 d. M3 geheel
te vullen is, en werpt men daarin een kogel, die er juist in
sluit, dan zal men er nog 4 X (})* =32 d.M3. water kunnen
bijdoen, eer de bak geheel gevuld is.

Vergelijkt men nu den kubus iz den bol met dien an den
bol beschreven, dan volgt uit onze antwoorden :

opp. ing. kub. : opp. omg. kub, =872 : 243 =1:3,
inh. » » :inh. » » =§rp3:83=1V3:1.

‘Was echter gegeven de ribbe van den kubus «, danzou de
middellijn van den omgeschreven bol a¥'2 zijn en dus de straal
a3, en men zou hebben :
opp. kubus = Ba* ,

» bol=d X nllaVl 3P =arn=288a2=9}a?,
inh. kubus =43,
» bol=3%n(}aV'3)P =} natV3.
De middelliin van den ingeschreven bol zou ook =« zijn, dus
de straal { « en men zou dan hebben :
opp. kubus —6a? ,
» bol=4X n(fa)=atn=132al,
inh. kubus = a3,
» bol=aw'a X X ta=la*r=4{}ad.
Vergelijkt men dus weder den bol in en om den kubus, dan
ziet men :

opp. ing. bol : opp. omg. bol=13p a?: 8 a3 =1:3.
inh. ing. bol : inh. omg, bol = et : {1 a3 V3=1:V 3. .
Even zoo duidelijk is het, datmen zich iz en om den bol een
Fiz. 166, gelijkzijdigen cilinder kan voorstellen. Zjj
b. v. AM de straal van den bol, dan zal
ABCD de ingeschreven gelijkziidige cilin-
der zijn, waarvan AB of CD de middellij-
nen van grond- en bovenvlak , en AD en
BC de hoogte voorstellen, zoodat AB—
BC = CD = AD —zijde ingeschr. vierk.
is, Zij nu de straal van den bol=r, dan
is AB=V 2r* =r}"2 = midd. grondvl.
cilinder. De omtrek van het grondvl, is alzoo = X 7+ 2, en dus
het ronde oppervlak van den cilinder == AD X omtrek grondvl.
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=r¥ 2 X n X rV"2=2ar?, hierbij opgeteld de oppervlakken
der beide grondvlakken, bekomt men :
opp.cil. =2xa({r2)3 4 2nrt =3 nr1 =68 9r2==903 11,
» bol=4dnr?=12}r2,
inh. cilind. = } # AB? X AD=1#AB*={a (P23 =
Larl =11 12,
inh.bol=4nr? X lr=234nrs=13§8p3,

Fig, 167. ' Zij voorts ME de straal van een bol,
en AB de zijde van het vierkant om den
grooten cirkel van dien bol beschreven
(fig. 167) , danis ABCD de gelijkzijdige
cilinder om den bol beschreven. Is nu
gegeven de straal van den bol =, dan
is AB =12r, als zijde van 't omgeschre-
ven vierkant. De omtrek van het grond-
vlak is dus 2xr, en men heeft:

opp. cilind. =2r X 2mr 4+ 2art =0art=132y3,
» bol=4dnri=124r2,
inh. cilind. ==#n7r? X 2r=2zrd =483,
» bol=4dnrt X fr=24§3rs,
Beschrijft men dus in en om den zelfden bol een cilinder,
dan is:
opp. ing. cil. : opp. omg. cil. =3 #wr?:6nr2 =1:2,
inh. » » :tinh. » » =}#r3V2:2ar3=)2:4
Vergelijkt men den omgeschreven kubus met den gelijkzijdi-
gen cilinder om den zelfden bol beschreven, dan zal men zien,
dat de omgeschreven cilinder ook juist in den kubus zal passen,
en uit de verkregen antwoorden blijkt :
inhi omg. cil. : inh, omg. kub. = %} 3 : 873 = 44:56 =11 :14.
Deze uitkomst had men ook te voren kunnen verwachten, want
de cilinder en kubus hebben de zelfde hoogte; hunneinhouden
hangen dus alleen af van de grondvlakken, en dewijl de cilin-
der juist in den kubus sluit, zoo zal het grondvlak van den
cilinder, dat een cirkel is, juist in het grondvlak van den
kubus, dat een vierkant is, kunnen geplaatst worden, en de
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verhonding van deze twee vlakken is, gelijk wij reeds bij de
beschouwing van den cirkel zagen, als 11 :14.,
Stelt men nogmanls AM ((ig. 168) den straal van den grooten
cirkel van een bol, en AB —= AC—=BC=—zijde ingeschr. regel-
Vie, 108, matigen driehoek , dan zal kegel ABC een
gelijkzijdige zijn, in den bol beschreven,
Indien nu AM = sstraal bol =r is, dan is
(zie § 4, fig. 34) AB=1+V"3; de omtrek
van het cirkelvormige grondvlak is dus
m X r1-3, en bijgevolg het ronde opper-
vlak van den kegel = } AC x omtrek
grondvl =}ro3Xnarp-3=3}nrt=
38 r2, Hierbij geteld het oppervlak van
't grondvlak , heeft men dus:

opp. kegeling. =$ wrt 4 dmrt =0art=192¢2,
» bol=4dnr: =12 r1,
inh. kegel = 3 ({r73)3 -3 (ziefig. 162) =3 nr3 =3} r8,
» bol=4dnr?x lr=134r3,
Is echter AB — AC = BC (fig. 170) =zijde omgeschr. regelm.
drieh., dan is kegel ABC om den bol DM, of de bol in den
Fig. 160, kegel beschreven. [sdus
wederom de straal van
den bol=r, dan is (zie
fig. 41, § 4) AB = zijde
omg. driehoek = 2r -3.
Men zal dus wederom na
eenige berekening vinden:
opp. omg, kegel =6 n 3 -
dart = Oart —= 1931
inh. omg, keg, :% (ri~3)*
V3=3,-”~: — eqls rs,
Vergelijkt men dus den
kegel die in, met dien,
dieom den zelfden bol is beschreven, dan zal men hebben :
opp. ing. kegel : opp. omg, kegel = $ w71 : 9 mr2 =1: 4,
inhoud ing. kegel : inh. omg. kegel = 3 7 +3 : 33 =1:8,
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Uit de geleverde bewerkingen zal men nog kunnen opmaken,

dat zoo men in een bol een kubus, cilinder ‘en kegel plaatst,

men hebben zal:

inh. kub, : inh. cil. : inh. kegel =§ 733 : { nr3L-2: jari =
64.-3:36n17°2:97 =,

En zoo men om den zelfden bol de drie genoemde lichamen

beschrijft, dat men dan zal hebben:

inh. kub. : inh. cil. : inh. keg. =83 : 2w 7r? : 3 r3 =8:2n:3m.

Beschouwen wij nogmaals fig. 167, voorstellende een cilinder
om een bol beschreven. Indien men dan in dezen cilinder een
kegel plaatst, zoodanig, dat hij het grondvlak van den cilinder
tot zijn grondvlak heeft, en dat de top in het middelpunt F

¥ig. 17, van "t bovenvlak valt, dan is de hoogte
van dien kegel gelijk aan de hoogte
van den cilinder (fig. 170). Is dus
wederom de straal van den bol =7,
dan is AB=2r, dus AE=r, EF
=2r, en bijgevolg de schuine zijde
AF van den kegel = 1--[(2r)* 4 7?]
=1-5r2==r1”5. De ronde opper-
vlakte van den kegel zal dus 2ar X
715 = nr1 -5 zijn, en men
heeft dus:

opp. bol =4 n r?,

» cl=2nr X 2U)4+2art =06nr?,

» kegel=mri 5 4-nr2 =nr (1415},
inh. bol=4nr* X }r=4ar3,

» cilind.==nr? X 2r=—=2n7r3,

» kegelmari X ir=3inr’,

‘Hieruvit blijkt dus de merkwaardige eigenschap , dat
inh. keg.:inh. bol . inh.cil. =4 #r3: 4 wr3: Snrs =1:2:3,
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