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VOORWOORD. Het eerste Deel der Vormleer, bevattende beschouwingen overde rechte lijnen en de vlakken door rechte lijnen begrensd, iseen ontvangst te beurt gevallen, die ik niet had durven hopen:de eerste druk toch was in korten tijd geheel uitverkocht. Debearbeiding van een tweede oplage veroorzaakte alzoo, dat ikmijn vrijen tijd niet geheel aan het beloofde tweede Deel konbesteden, 7 welk daarom thans eerst het licht ziet. Even als in het eerste Deel een geregelde opvolging heerscht, isook bij de vervaardiging van het tweede voorondersteld, dat degebruiker geen andere mathematische kennis bezit, dan hij door7 eerste Deel heeft opgedaan; zoodat ook in deze bladen

eengeregelde opklimming plaats heeft. Bijzonder is in 7 oog gehouden, telkens het net van lichamen,die besproken werden, te teekenen, opdat de leerling zich zelvenzoodanig lichaam van bordpapier kunne vervaardigen. Ik wil hier tevens nog opmerken, dat dit werkje, zoo als heldaar ligt, niet voor schoolgebruik is bestemd, maar wel voor jeug-dige onderwijzers en kweekelingen, om zich in de Vormleer tebekwamen. De onderwijzer zal voor de school uit iedere paragraaf datgenekunnen kiezen, wat hem het best bruikbaar schijnt.



VOOHWOORD, VI Mocht ook deze arbeid, even als hel eerste Veel, door denNcderlandschen Onderwijzer met welwillendheid ontvangen wordenen aanleiding geven tot bevordering van het onderwijs in deVormleer op de scholen, dan zou ik mij den tijd, aan de bewer-king besteed, niet beklagen. Deventer,                                       J. D. R. MOLL. Juni 1864. Behoudens enkele verbeteringen is deze derde druk onveran-derd gebleven. Deventer,                                        J. D. R. MOLL. Juli 1872.
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I. OVER DEN CIRKEL. § 1. Over den cirkel, door ?én rechte lijn gesneden. Volgens ons plan zetten wij onze beschouwingen over deVormleer nu verder voort, en beginnen daartoe met den cirkel.De cirkel is een plat vlak, ingesloten door een kromme lijn,die in zich zelve terugkeert, en waarvan allepunten zich op gelijke afstanden van een puntM in den cirkel bevinden (zie lig. 1). Dit puntM wordt het middelpunt (centrum) genoemd.Men kan zich voorstellen, dat de cirkel ont-staan is uit de draaiing van het beweegbarebeen van een hoek AMB , wiens beenen evenlang zijn (ziebladz. 39 van het P deel),begonnen bij een hoek\'van 0°, terwijldat beweegbare been alle standen door-loopt, vooreerst tot

90°, dan tot 180°,dan tot 270° en dan weder tot 360°.Het punt B heeft nu ean kromme lijndoen oritstaan, die de cirkelomtrek wordtgenoemd en het vlak van den cirkel be->st. Dit vlak wordt drkelvlak genoemd of ook wel hetII.                                                                          1



•2 oppervlak vanden cirkel (ziefig.2).—Elke cirkel heeft slechtséén middelpunt; als men dit door een rechte lijn met eenigpunt van den omtrek vereenigt, dan heet die lijn straal (radius).In een cirkel kan men ontelbaar veel stralen trekken, diealle even lang zijn (MA = MB = MC enz.). Elk paar stralensnijdt van den omtrek een gedeelte af; dit noemt men boog.Zoo zijn AB, BC, AC, enz. bogen van den cirkel. Om een cirkel te beschrijven, gebruikt men een werktuig,dat onder den naam van passer genoegzaam bekend is. Ommet een gegeven straal een cirkel te beschrijven, opent menden passer ter wijdte van den gegeven straal, zet het eenebeen van den passer vast op het papier, en laat het andereom dit vaste been ronddraaien, steeds

zorgende, dat de ope-ning van den passer onveranderd blijft. De cirkel bezit onderscheiden fraaie eigenschappen. vanwelke wij eenige zullen mededeelen. Daartoe beschouwen wijin deze afdeeling den cirkel door één rechte lijn gesneden. Men zegt, dat de cirkel door een rechtelijn wordt gesneden, indien deze den omtrektweemaal snijdt. De lijn CD wordt snijlijn(secans) genoemd, want zij snijdt den cirkelin de twee punten A en B (zie fig. 3). Wan-neer de snijlijn door het middelpunt M van dencirkel gaat, dan is dat gedeelte van de snijlijn,dat tusschen de snijpunten H en G is gelegen,een middellijn (diameter). Het is duidelijkdat de lengte der middellijn gelijk is aan delengte van den dubbelen straal. Stelt menzich de snijlijn EF

beweegbaar voor om hetvaste punt M, dan zal men zien, dat oneindig veel middellij-nen in den cirkel getrokken kunnen worden. Snijdt men defiguur volgens de lijn EF door, dan verkrijgt men twee halvecirkels. Een halve cirkel wordt dus door den halven omtreken een middellijn begrensd. De middellijn deelt dus zoowelhet cirkelvlak als den cirkelomtrek midden door. Wanneer de



:i snylijn niet door het middelpunt gaat, zoo als de lijn CD (fig. 3).dan is het deel van de snijlijn, dat tusschen de punten A en Bligt, een koorde. Een koorde wordt langer, als zij dichterbij het middelpunt is gelegen ; en korter, als haar afstand vanhet middelpunt toeneemt. De koorde, die de uiteinden vaneen boog AIB (fig. 3) vereenigt, heet bepaaldelijk de koorde,welke dien boog onderspanl. Hoe langer een koorde is, des tegrooter wordt de boog, dien zij onderspant. De langste koordeis dus de middellijn. Elke andere koorde in den cirkel is kor- Fif. 4. ter dan de middellijn. Die koorde toch ? gaat niet door het middelpunt; men kandit punt derhalve met de uiteinden derkoorde door stralen vereenigen;

hierdoorontstaat een gelijkbeenige driehoek AMB(fig. 4). En in een driehoek is steeds deeene zijde ot AB kleiner dan de som derbeide andere zijden of AM - -BM; maar daar de middellijn ge-lijk aan den dubbelen straal is, volgt ook dat AB steeds kleineris dan de middellijn CD. Naardien er door de vereeniging van de uiteinden der koordemet het middelpunt steeds een gelijkbeenige driehoek ontstaat,zal men ook gemakkelijk opmerken, dat de hoek, gelegen tus-schen de koorde en den straal, steeds scherp is: de sorn derhoeken van een driehoek is toch nimmer grooter dan 180°.Hieruit volgt tevens, dat de koorde en de straal even lang zijn,ingeval de hoek, dien zij met den straal maakt, gelijk is

aan60°. Zij zal kleiner dan de straal zijn, zoo de hoek kleinerclan 60" is. \'t\' 5-                     Indien men in den cirkel een koorde ?         trekt, dan verdeelt zij den omtrek des cirkels zoowel als zijn oppervlak in tweeongelijke deelen (fig. 5). Immers is op-pervlak ADB grooter dan oppervlak ACH.Ieder dezer deelen noemt men een seg-ment. De grenzen van een segment zijndus een boog en een koorde. Wanneer •



4 men nu de uiteinden der koorde AB met het middelpunt Mdoor stralen vereenigt, dan is de cirkel door deze beide stra-len wederom in twee ongelijke deelen verdeeld, die men secto-ren noemt: MACBM en MADBM zijn dus sectoren van dencirkel. De grenzen van een sector zijn een boog en twee stralen.De sector bestaat uit een segment en een gel\'ykbeenigen drie-hoek , of uit een segment min een gelijkbeenigen driehoek. Zoois in deze figuur sector MACB = segment ACB -f- driehoek ABMen » MADB= » ADB— » ABM.Wanneer een koorde zich al verder en verder van het mid-delpunt des cirkels verwijdert, dan zal zjj eens in zulk eenstand komen, dat zij met den omtrek van den cirkel niet meertwee punten , maar slechts één punt

gemeen heeft. Alle andere~ c              punten van de lijn AB liggen dart buiten den cirkel (zie fig. 6); alleen heeft de lijnAB het punt C met den cirkel gemeen,en dit punt wordt raakpunt genoemd.terwijl de lijn AB gezegd wordt den cirkelin C te raken, dat is : zij is raaklijn (tan-gens). Als men nu den straal MC trekt,dan zal het niet moeilijk vallen op te mer-ken , dat AB loodrecht op MC staat. Hetpunt C toch is het eenige, dat de raaklijnmet den cirkelomtrekgemeen heeft; iederander punt van AB zal buiten den cirkel vallen en dus zal devereenigingslijn van dit punt met het punt M langer zijn dande straal MC. Deze is alzoo de kortste afstand tusschen hetpunt M en de lijn AB, en zij is gevolgelijk een loodlijn op AB. § 2.Over den cirkel. door

twee rechte lijnen gesneden. Titans willen wij den cirkel, door twee rechte lijnen gesne-den , beschouwen; letten wij daartoe op eenige eigenschappenvan den cirkel, ontstaande uit de volgende gevallen:



5 a. Twee elkander rechthoekig mijdende middellijnen. Fig. 7doet ons dit geval zien. De geheele oppervlakte van den cirkel,zoowel als de cirkelomtrek wordt door deze lijnen in vier ge-lijke deelen verdeeld. Elk derdeelen van bet oppervlak descirkels wordt een kwadrant ge-noemd. Een kwadrant wordt dusbegrensd door twee stralen eneen boog, die het vierde deelvan den geheelen cirkelomtrekbevat. In genoemde fig. merktmen op: vier gelijke bogen FH ,EH, EG, FG; — vier gelijke stra-len ME, MF, MG en MH, en viergelijke hoeken aan het middelpuntEMH, FMH, FMG en EMG.Eiken gelijken boog vindt men juist tusschen de beenen vaneiken gelijken hoek aan het middelpunt. "Werd een der

hoekenaan het middelpunt grooter of kleiner, dan ook zou de boogtusschen de beenen van dien hoek grooter of kleiner worden.en omgekeerd. De grootte van zoodanigen hoek hangt dus vande lengte des boogs af. Hieruit heeft men een middel afgeleidom hoeken door cirkelbogen te meten; dat is: men heeft daartoeden geheelen cirkelomtrek even zoo verdeeld als 4 rechte hoe-ken , dus in 4 X 90° =360°. Zoo dikwijls nu de boog, waaropeen hoek aan \'t middelpunt staat, in den geheelen omtrek isbevat, even zoo veel malen is die hoek in vier rechte hoekenbegrepen. Passen wij nu dit op de in fig. 7 voorkomendekwadranten toe, dan is de volgende schrijfwijze gewettigd:L EMH = boog HE = 90°;

|_ FMH = boog FH = 90», enz.en wil eenvoudig zeggen dat L EMH recht is, of dat boog HEhet \\ van den geheelen cirkelomtrek is. Een hoek aan \'t mid-delpunt wordt dus gemeten door den boog waarop hij staat.Is b. v. deze boog het -| van den geheelen omtrek des cirkels,dan bevat die hoek \'f0 =45°, enz. b. Een middellijn en een koorde in den cirkel, die elkanderrechthoekig snijden. Laat in tig. 8 AB de middellijn en CD de



6 Fip \'. 8. koorde zijn, die elkander in het puntE rechthoekig doorsnijden. Als mendan de stralen MC en MD trekt, danziet men in den gelijkbeenigen drie-hoek CDM , dat CE = DE is, en datdus de koorde in het snijpunt E ismidden door gedeeld. Uit de gelijk-heid der hoeken CME en DME volgttevens. dat boog BC =? boog BD is.De geheele cirkelomtrek door de mid- dellijn AB in twee gelijke deelen verdeeld zijnde, volgt ook datboog ACB — boog BC = boog ADB — boog BD , of dat boogAC = boog AD is. D ? middellijn wordt blijkbaar door de koordein twee ongelijke deelen verdeeld. Ook blijkt nog uit de figuur,dat de lijn , die rechthoekig door het midden der koorde gaat,door het middelpunt zal loopen. Het stuk BE der middellijn,dat van

deze rechthoekig door een koorde wordt afgesneden,wordt de pijl genoemd. c.    Een middellijn en een koorde, die elkander aan den om-trek ontmoeten. Laat in fig. 9 AB de middellijn en AC de koorde Fa. 9.               zijn. Deze maken met elkander een hoek, die gemeten wordt door den halvenboog, tusschen zijn beenen begrepen.Trekt men — om deze waarheid aan tetoonen — den straal MC, dan is A AMCgelijkbeenig, en dus |_ BMC = |_ CAM-4- L ACM = 2 L CAM. Maar |_ BMC= boog BC, dus l_ CAB = | boog BC.Het is duidelijk , dat een middellijn eneen kooide, die elkander aan den om-trek ontmoeten, steeds een hoek vormen kleiner dan 90".Indien toch deze hoek gelijk ware aan 90", dan zou AC geenkoorde, maar raaklijn zijn.

— A!s men uit het uiteinde C derkoorde AC een loodlijn CD op de middellijn laat vallen, danheet het stuk AD der middellijn de projectie der koorde op demiddellijn. d.    Twee aan den omtrek elkander ontmoetende koorden. In-



7 dien AB en BC in lig. 40 of 11 die koorden zijn, dan wordtin beide gevallen de hoek, dien de koor-den vormen, gemeten door de helft vanden boog, waarop de hoek staat. Trektmen in beide figuren de niiddellijn BD,dan is reeds aangetoond (uit fig. 9; datL ABD = | boog AD en L C3D = |boog CD is, en derhalve is ook in fig.10: L ABD LCBD=LABC={boog AD | boog CD=J boog (AD CD) = | boog AC. In fig. 11 is L CBD= {- boog CD en |_ ABD == } boog AD,en bijgevolg |_ CBD — |_ ABD = LABC = { boog CD — l- boog AD = |boog AC. — In fig. 10, waar aan eikenkant der middellijn een koorde ligt,kan de hoek tusschen de koorden scherp,recht en stomp zijn, maar zijn grootteis steeds beneden 180

graden, en in(ig. 11, waar beide koorden aan denzelfden kant der middellijn liggen, isde hoek tusschen die koorden steeds kleiner dan een rechte,d. i. steeds een scherpe hoek.                                   , e. Twee koorden , die evenwijdig loopen. Laten AB en CDiiv. u.               die koorden zijn; trekt men een mid- dellijn EF (fig. 12), die deze koordenrechthoekig snijdt, dan is volgens hetgeleerde (onder b) boog CE = boog DEen boog AE = boog BE; derhalve is ookboog AC =: boog BD. De bogen tusschende uiteinden van twee evenwijdige koor-den zijn du§ even lang. — Is nu iederdezer evenwijdige koorden op gelijkenafstand van \'t middelpunt geplaatst,zoo als CD en GH in fig 12, dan zijn die koorden

even lang,\'Ie bogen GEH en CFD buiten de evenwijdige lijnen zijn ookeven groot en de segmenten CFD en GEH hebben tevens een



8 Deze waarbeden zijn gemakkelijk aan te gelijk oppervlak,toonen. Fig. 13. f.    Twee raaklijnen, die evenwijdigzijn. Laten ABenCD (flg. 43) dieraaklijnen zijn, en E en F de raak-punten. Nu ligt de cirkel geheel tus-schen die evenwijdige lijnen in. Devereenigingslijn tusschen de puntenE en F gaat door het middelpunt descirkels en EF is juist de middellijn.De afstand tusschen de beide raak-lijnen is dus gelijk aan den dubbelenstraal. g.    Twee snijlijnen, die elkanderbuiten den omtrek snijden. Indien iufig. 14 AB en BC die snijlijnen zijn,dan kan de hoek, dien zij vormen,ook door de cirkelbogen gemetenworden, die zich tusschen zijn bee •nen bevinden. Trekt men daartoe uiteen der snijpunten b. v. D de lijn DFevenwijdig aan het andere been

AB,dan is |_ ABC = |_ CDF = 4. boogCF = { (boog AC — boog AF) = }(boog AC — boog DE). De hoek, ge-vormd door twee buiten den cirkelelkander snijdende snijlijnen, wordtdus gemeten door het halve verschilder bogen, tusschen z\'jjn beenen be-grepen. Trekt men nu (zie fig. 15) de koor-den AD en CE, dan kan men gemak-kelijk aantoonen, dat de A" ABD enCBE gelijkvormig zijn. Daartoe isalleen noodig op te merken, dat Fie. 14. Kg. 13 L A=LC = { boog DE is. Beidedriehoeken hebben daarenboven den



9 hoek B gemeen, dus mag men tot hu» gelijkvormigheid be-sluiten. Wegens die gelijkvormigheid dan heeft men BE : BC = BD : AB.d. i. als twee snijlijnen elkander buiten den omtrek des cirkelssnijden, dan maken de eene en haar stuk buiten den cirkelde beide uiterste — en de andere met haar stuk buiten den cir-kel de middelste tormen eener meetkunstige evenredigheid uit.Indien men een der lijnen b. v. BC om het punt B laat rond-Fi>. is.                  draaien en naar den kant van F be- wegen (zie fig. 16), dan komen depunten C en D steeds dichter bijelkander en vereenigen zich op denoogenblik, dat BC den cirkel in hetpunt F aanraakt. De genoemde even-redigheid heeft thans in zooverre

eenverandering ondergaan, dat nu BC=BD = BF geworden is, zoodat mennu heeft: BE : BF = BF : AB.Hieruit volgt dus, dat de raaklijn aaneen cirkel middelevenredig is tusschen de geheele snijlijn enhet stuk buiten den cirkel. h. Twee koorden. die elkander binnen den omtrek snijden.Mg. 17.                Laten AB en CD die koorden z^jn (fig. 17). Trekt men dan AE evenwij-dig aan CD, dan is L BFC = L BAE= { boog BE = { boog BC 1 boogCE; maar volgens het geleerde onderd is boog CE = boog AD, dus is ookL BFC = { boog BC { boog AD=|(boog BC - - boog AD). Hieruit blijktons, dat de hoek tusschen twee elk-ander binnen den omtrek snijdendekoorden gemeten wordt, door de halve som der

bogen tusschende beenen van den hoek begrepen. Trekt men nu de vereenigingslijnen tusschen A en D, als-mede tusschen B en C (zie fig. 18), dan kan men ook gemak-



10 kei ijk aantoonen, dat de A\'ADFenBCF gelijkvormig zijn. Daartoe isalleen noodig op te merken, dat L A= LC=J boog BD is. Want beidedriehoeken hebben een gelijken top-hoek F, zoodat men thans tot hungelijkvormigheid mag besluiten. "We-gens deze gelijkvormigheid dan heeftmen AF : DF = CF : BF.il. i. als twee koorden elkander snijden, dan maken de beidedeelen dei\'eene de uiterste, en de beide deelen der andere demiddelste termen eener meetkunstige evenredigheid uit.Zijn de koorden in zoodanigen stand, dat de eene de mid-dellijn wordt, die de andere recht-hoekig snijdt (fig. 19), dan is nogevenzoo (vergelijk flg. 8 en het daarbijbesprokene) CE : BE = AE : BEmaar nu is CE = DE; dus is ookBE : CE = CE : AE,of BE : DE

= DE : AE,of BE : \\CB = |CD : AE;d. i. de halve koorde is nu middel-evenredig tusschen de beide deelen der door haar rechthoekiggesneden middellijn, een eigenschap, waarop wij hieronderzullen terugkomen. Fig. 30- i. Twee raaklijnen , die elkan- der snijden. Laten AB en AC(zie fig. 20) die raaklijnen zijn,en B en C de raakpunten. Trektmen dan door het middelpunt deaan AB evenwijdige middellijn DE,en uit E de lijn EF evenwijdig aanAC, dan is boog BD = boog BE,boog CF = boog CE, dus boogDF = boog BDFC — boog BEC ;



I-I maar L DEF = |_ BAC zijnde, volgt ook L BAC = [_ DEF =|boogDF=| boog BDFC —| boog BEC, d.i. de hoek tus-schen twee raaklijnen wordt gemeten door het halve verschilder bogen tusschen zijn beenen.—Is [_ BAC recht, dan moetBMC juist een kwadrant of het vierde deel van den cirkel zijn.Beschouwen wij nogmaals het geval, dat uit zeker punt A Fiir. 21. (fig. 21) twee raaklijnen aan den cir- kel zijn getrokken. Trekken wij dande stralen MB en MC naar de raak-punten , alsmede de lijn MA. danontstaan twee rechthoekige driehoe-ken ABM en ACM , die gelijk en ge-lijkvormig zijn; de overeenkomstigezijden dus gelijk zijnde, isAB=:AC,waaruit dus blijkt, dat de twee raak-lijnen , die uit één punt

aan den cirkelgetrokken worden , even lang moeten zijn. — Uit de gelijkvor-migheid dier beide driehoeken volgt ook, dat |_ BAM= |_ CAMis, waaruit dus blijkt, dat de lijn, die uit het snijpunt vantwee raaklijnen naar het middelpunt wordt getrokken, denhoek tusschen de raaklijnen midden door deelt. — Uit dezelaatste opmerking volgt ook gemakkelijk de hierboven bewezenregel om den hoek A te bepalen. k. Twee gelijke koorden uit één punt van den omtrek getrok-ken. Laten AB en AC (fig. 22) die gelijke koorden zijn. Indien Hg. men dan de middellijn AD trekt, zal deze den hoek, waaronder de koordenelkander snijden, midden doordeelen.Immers zijn de driehoeken AMB enAMC gelijk en

gelijkvormig, de hoe-ken tegenover de gelijkstandige zijdenzijn dus gelijk, en derhalve is |_ BAD= L CAD. De bogen BD en CD,alsmede AB en AC zullen tevens gelijkzijn. Laat men voorts uit M de loodlij-nen MF en ME op de koorden neer, dan zijn deze loodltjnentevens gelijk, omdat de rechthoekige driehoeken AEM en AFM



12 gelijk en gelijkvormig zijn. De afetanden van beide koordentot het middelpunt zijn dus tevens even lang. — Het is voortsduidelyk, dat als deze afstanden grooter of kleiner worden,de koorden dan kleiner of grooter worden. 1. Twee koorden , die te samen den halven cirkel onderspannen.Laten AB en BC die koorden zijn, die juist den halven omtrek van den cirkel onderspannen (fig. 23), ? dan zal de lijn AC, die de uiteindendezer koorden verbindt, door hetmiddelpunt moeten gaan. De hoekB staat dan op boog AC, die juistden halven cirkelomtrek bevat endus = 180° is. Alzoo is |_ B = {boog AC=90e= recht. DediiehoekABC is dus in B rechthoekig. Laatmen nu uit het hoekpunt van denrechten hoek een loodlijn BD op de hypotenusa van

den driehoekof de middellijn AC van den cirkel neer, dan heeft men (vergelijkmet het onderstaande § 18 van het te Deel) : AC* = AB* BC*, BD*=AD xCD,BC1 = AC X CD , AB* = AC X AD,d. i. de som van de vierkanten der twee koorden, die denhalven cirkel onderspannen; is gelijk aan het vierkant op demiddellijn des cirkels; — twee dezer drie lijnen bekend zijnde,kan men dus de derde vinden. De loodlijn die uit een wille-keurig punt van den omtrek des cirkels op de middellijn valt,is middelevenredig tusschen de deelen, waarin zij de middellijnverdeelt. En als men uit zeker punt van den omtrek eenkoorde en een middellijn trekt, dan is die koorde middel-evenredig tusschen haar projectie op de middellijn (verg. fig. 9)en de geheele

middellijn. § 3. Twee cirkels ten opzichte van elkander. Wij willen thans twee cirkels beschouwen, en wel zulke,die buiten elkander liggen. Vereenigt men hun middelpunten



u M en N (zie fig. 24), dan is deze lijn MNgelijk aan de som der beide stralen op-geteld bij den afstand A6 tusschen bei-der bolle omtrekken. — Als de cirkelsgelijke stralen hebben, dan is die lijnMN gelijk aan tweemaal den straal vaneen der cirkels, opgeteld bij den afstandAB tusschen beider bolle omtrekken. Behoudt de grootste cirkel zijn plaatsen schuift men den kleinsten naar dengrootsten, dan wordt de afstand ABtusschen hun omtrekken steeds kleiner.Eenmaal komen zij in zoodanigen toe-stand, dat genoemde afstand AB ver-dwenen is, dat dus de omtrekken elkan-der raken (zie lig. 25). Zij hebben nu éénpunt P gemeen, dat wederom het raak-punt genoemd wordt; daarom wordende cirkels

gezegd elkander te raken;hier wordt die raking uitwendig genoemd,ter onderscheiding van een artdéfë ra-king, die wij hieronder zullen leerenkennen. Vereenigt men nogmaals demiddelpunten door een réchte lijn, danloopt deze door het raakpunt P en iseven lang als de som der beide stralen.Uit het raakpunt een loodlijn op MNoprichtende, zal deze een raaklijn aanbeide cirkels zijn. P Stelt men zich nu voor, dat men dénkleinsten cirkel verder haar h?t middel-puntvan den grootsten voortbeweegt, danzal de minste verschuiving een snijdingvan beide cirkels dóen (iritstasiri (fig; 26).Deze snijding heeft in twee punten C ën Dplaats. Twee cirkels kunhen elkanderin niet meer dan in twéé punten snijden.



14 De lijn MN, die de middelpunten vereenigt, is nu weder klei-ner geworden, en wel zooveel als de lijn AB bedraagt tusschenbeide omtrekken. Zij is thans dus gelijk aan de som der beidestralen verminderd met de lijn AB. Vereenigt men de puntenC en D door een rechte lijn, dan is deze een koorde vanbeide cirkels. Deze koorde en de lijn MN snijden elkanderrechthoekig, dat ons duidelijk wordt, als wij de stralen MD,MC, ND en NC trekken, want dan is MDNC een gelijkbee-nige vierhoek, wiens diagonalen elkander rechthoekig moetensnijden (vergelijk § 22 van het Ie Deel). Verder is MDBC eensector van den grooten en NDAC een sector van den kleineniig. 27.                cirkel. Beide sectoren hebben het cir- kelvormig stuk ADBC met

elkander ge-meen. Dit stuk bestaat uit de som vantwee segmenten, waarvan de boog DBCtot den grooten en DAC tot den kleinencirkel behoort. — Laat men op zooda-nige wijze twee gelijke cirkels elkandersnijden (zie fig. 27) dan zal men evengemakkelijk kunnen aantoonen, datAM = BN, AE = BE, boog AC =boog AD=boog BC=boog BD, A CDM= A CDN, vierhoek tMCND = eenruit, sector MCBD = sector NCAD,segm. CDB = segm. CAD en CE =I/(CN*—NE") = »/(AN*—NE») = |/(AN—NE) (AN NE)= V AE (2NE - ? AE) = V AE (MN AE). De beweging met de cirkels uit fig. 26nogmaals voortzettende, komen zij eens ? in den toestand van fig. 28. Beide om-trekken hebben nu weder een puntgemeen, en de cirkels worden gezegdelkander

inwendig aan te raken. Merktemen bij de uitwendige aanraking op,dat de lijn MN, of de afstand tusschende middelpunten, gelijk was aan de somder stralen, — nu is die afstand gelijk



15 aan het verschil der beide stralen. Het raakpunt P ligt in deverlengde lijn, die de beide middelpunten vereenigt, en debolle zijde van den eenen cirkel is naar de holle zijde van denanderen gekeerd. Waren thans de beide cirkels even groot, dan is het dui-delijk , dat zij elkander geheel zouden kunnen bedekken en dathun omtrekken dan juist over elkander zouden komen te liggen.Nogmaals de beweging van den kleinsten cirkel voortzet-lig. 2».                tende, zal hij eens in den toestand van fig. 29 komen, waar beider middelpun-ten op elkander vallen, zoodat thans deafstand der middelpunten verdwenenzal zijn. Elke middellijn A6 in dengrootsten cirkel zal den kleinsten intwee punten C en D

snijden; de lijnCD is de middellijn van den kleinstencirkel. Omdat nu straal MA = straalMB, en straal MC = straal MD is, zoovolgt ook dat de lijn AC = BD zal zijn. De cirkelomtrek vanden kleinsten cirkel is dus overal op gelijken afstand van dengrootsten, en het ringvormig stuk tusschen beide omtrekkengelegen, bedraagt zooveel als het verschil der oppervlakkenvan beide cirkels. .-;:? Over de veelhoeken, in en om den cirkel beschreven. Wij merkten reeds op, dat een rechte lijn den cirkel slechtsin twee punten kan snijden; in meer dan twee punten is nietmogelijk. Liggen dus drie punten in een rechte lijn, dan kaner geen cirkel gedacht worden, die de eigenschap heeft, datin zijn omtrek deze drie

punten liggen; maar heeft men driepunten, die niet in een rechte lijn liggen, dan kan men doordie punten altijd een cirkel brengen. Laten A, B en C die



16 ^^^^^m^^^^^m drie punten zijn (fig. 30). Vereenig ^^^|B^^^^H dan A met B, en A met C, dan HHH^^H moeten AB en AC koorden van den ^HMEH^HK^H te beschrijven cirkel zijn; plaatst B9                men nu op het midden dier koorden Hn^BHnH loodlijnen DM en EM, dan moeten ^^M^SjOBRBy^l deze door het middelpunt gaan (zie ^B^M^^S^^^B bij fig. 8). Hij snijpunt dezer loodlij- nen zal dus het middelpunt van den cirkel zijn; en AM, BM en CM zijn stralen. De cirkel, dien men alzoo met een dier stralen uit M beschrijft, zal door de punten A , B en C gaan, welke punten dus in den omtrek van den cirkel liggen. De driehoek ABC wordt gezegd in den cirkel te staan. Hieruit volgt alzoo, dat men om eiken driehoek een cirkel kan

beschrijven. In figuur 20 en 21 merkten wij twee raaklijnen aan den cirkel op; zoo men zich nu nog een derde raak lijn voorstelt. die deze beide raaklijnen sn\'y\'dt, dan wordt de tusschen deze raaklijnen beschreven cirkel gezegd in den driehoek te staan. door deze raaklijnen gevormd. Wij merkten in fig. 21 tevens op, dat de lijn, die het snijpunt der twee raaklijnen met het middelpunt vereenigt, den hoek tusschen de raaklijnen midden door deelt. Hieruit kunnen we nu gemakkelijk afleiden, hoe Fig 3i.                   in eiken driehoek een cirkel kan beschreven worden. Laat (fig. 31) ABC een willekeurige driehoek voorstellen. De drie zijden moeten raaklijnen aan den cirkel zijn. Deelt men dus den hoek A midden door, alsmede den hoek C, dan

zal het snijpunt dezer deellynen AM en CM de plaats van het middelpunt M des cirkels aanwijzen Laat men voorts uit M een loodlyn MD of ME op de zijde AC of BC neer, dan zal deze loodlijn een straal vanden cirkel zijn. De cirkel, met dezen straal uit M beschreven, raakt de drie zijden des driehoeks. Beschouwen wij thans een regelmatigen driehoek, waarom



17 "*?33                een cirkel is beschreven (fig. 32), dan blijkt ons dat de bogen AB, BC en ACeven groot zijn, en dat de drie middel-lijnen uit de hoekpunten getrokken , dekoorden rechthoekig snijden. Elkekoorde, met de daardoor getrokkenmiddellijn, verkeert dus in \'t geval vanfig. 8, en daarom is boog BD = boogAD = boog BE = boog CE = boog CF= boog AF; trekt men nu ook de koor-den AD, BD, BE, CE, CF en AF, dan zijn deze koordenonderling gelijk. De nu gevormde zeshoek ADBECF staat inden cirkel, want zijn hoekpunten liggen in den omtrek. Vandezen zeshoek, waarvan de zijden gelijk zijn, is |_ ADB — }• boogACB = J x 360» = 120», L DBE = \\ boog DFE = ^ X 360»= 120», |_ BEC =

|-boog BAC = |X 360» =120», enz. Dehoeken van den gelijkzijdigen zeshoek onderling gelijk zijnde,mag men dus besluiten, dat hij regelmatig is. BDAFCE wordtalzoo een regelmatige ingeschreven zeshoek genoemd. Den regelmatigen ingeschreven zeshoek nader beschouwendeFi„ ;j3                   (fig. 33), dan blijkt ons door het trek- ken der drie middellijnen, AD, BEen CF, dat de geheele zeshoek isverdeeld in zes onderling gelijke engelijkvormige driehoeken. Ieder de-zer driehoeken is gelijkbeenig, alshebbende voor opstaande beenen stra-len van den cirkel, en de zes tophoe-ken, die in het middelpunt samenko-men, worden ieder onderspannen dooroen gelijken boog. Elke hoek aan het

middelpunt bedraagt dusl X 360° =60», zoodat de zes driehoeken gelijkzijdig zijn.Daarom is AM = AB = BC = enz.; d. i. de straal van den omge-schreven cirkel is gelijk aan de zijde van den regelmatigen zeshoek.Trekt men nu de koorden AC, CE en AE, die telkens éénhoekpunt overslaan , dan is gemakkelijk in te zien, dat A AECgelijkzijdig zal zijn. Wij merkten in fig. 32 reeds op, dat elkeII.                                                                          2



18 zijde van den regelmatigen driehoek door de middellijn uit hettegenoverstaande hoekpunt rechthoekig gesneden wordt; daaromzijn wij nu ook in staat de zijde van den ingeschreven regel-matigen driehoek te bepalen, indien de straal van den omge-schreven cirkel gegeven is. Immers: F>g. 34.                       In fig. 34 is: A AGM gelijk en ge- lijkvormig aan A AGB, want AM = AB,AG = AG,en L AGM = |_ AGB ;dus is BG = MG = i AM.Nu is in A AGB:AG»=AB»—BG», = AM» — \\ AM» = \\ AM»,dus 4AG» =3AM»,en 2 AG = AC = AM j/3.Indien dus de straal van den cirkel bekend is, kan men dezijde des ingeschreven driehoeks bepalen. In fig. 7 merkten wij twee elkander rechthoekig snijdendemiddellijnen op. Indien wij de uiteinden dier

middellijnen doorkoorden vereenigen, dan ontstaat een regelmatige vierhoekFi?. 35.                 ABCD (fig. 35). die in den cirkel is beschreven. De zijde van zulk eenvierhoek is gemakkelijk te berekenen,indien de straal van den cirkel bekendis; want in ieder der vier rechthoe-kige driehoeken isAB» = AM» - - BM\' = 2 AM»; dus AB — AM 1/2.Indien men voorts een loodlijn uithet middelpunt op een der zijdenlaat vallen b. v. op BC, en deze loodlijn verlengt, tot zij denomtrek van den cirkel ontmoet in eenig punt E , dan is de boogBC in E in twee gelijke deelen verdeeld, zoodat de koorde CEde zijde van den regelmatigen achthoek in den cirkel zal zijn.Ook deze zijde kan men berekenen als de straal van den cirkelbekend is. Immers is MF =

^(CM*—CF») = »/(CM*—JBC»)



19 = l/(CM* —|CM*) = ;CM*:=j/?AM\'; dus EF = EM—MF= AM —l/|AM»=AM—1AM^2=JAM(2—|/2); alzoo CE=»/(CF* EF*)= 1/ [J AM* - - i AM* (6 — 4»/2)l= AM j/(2—i/2), — Den geheelenop die wijze verkregen achthoek zietmen in fig. 3fi voorgesteld. De lood lijn, die uit het middelpuntvan een cirkel op een der zijden vanden ingeschreven veelhoek valt. wordt apothema genoemd(verg. § 23 van het Ie Deel). De apothema\'s van regelmatigeveelhoeken in den zelfden cirkel beschreven, volgen elkanderin rangorde aldus: de apothema van den gelijkzijdigen driehoekis het kleinst, daarna van den regelmatigen vierhoek, voorlsvan den regelmatigen vijfhoek, enz. Uit fig. 34 is ons gebleken,dat de pijl BG =

\\ straal is ; dus is in den regelmatigen drie-hoek de apothema = straal — BG ss \\ straal. Uit fig. 35 bleekons, dat de pijl EF = \\ AM (2 — i/2) is; dus is in den regel-matigen vierhoek de apothema MF = AM — f AM (2 — |/2) =\\ AM |/2. In fig. 33 is de apothema van den ingeschreven zeshoek = MG,dat is de loodlijn van den gelijkzijdigen driehoek ABM. Terberekening van deze is : MG = >/(AM* — AG\') = i/(AM* —\\ AB») = j/(AM* — \\ AM») = |/ \\ AM* = \\ AM i/3. rijr. sr.                    Laat men (zie fig. 37) de loodlijn MG uit den tophoek van den middelpunts-driehoek CME van fig. 3b op de basisCE neer , dan is MG\'=CM\' — CG* = CM* — i CE*= CM* — \\ CM* (2—1/2) = \\ CM* -f-i CM* j/2, dus MG = \\

CM |/(2 1/2). Hierdoor is nu ook de apothemavan den ingeschreven achthoek bekend.Voorts willen wij hier opmerken,dat wanneer AB (fig. 38) de zijde van een regelmatigen ingeschre-ven veelhoek is, en MC de apothema, men, door verlenging



20 Fis-38-                 van de apothema tot aan den omtrek, het punt D zal vinden , dat met A of Bvereenigd, de zijde zal vormen vanden ingeschreven veelhoek van\' hetdubbel aantal zijden. Is dus AB dezijde van den regelmatigen driehoek inden cirkel, dan zal AD die van denregelmatigen zeshoek zijn. Indien men door dit punt D (zie fig.39) een raaklijn EF trekt, die de ver-lengde stralen MA en MB in E en Fsnijdt, dan is EF een zijde van denomgeschreven veelhoek van het zelfdeaantal zijden als die, waarvan AB dezijde is. — Zij ABC (fig. 39) een regel-matige ingeschreven driehoek; trektmen dan de apothema\'s MH, MJ enMK, verlengt men deze, tot zij denomtrek in de punten D, L en M ont-moeten , en trekt men dan door dezepunten

de drie raaklijnen EF, FGenEG, die verlengd elkan-der snijden, dan is A EFG de regelmatige omgeschrevene.Op de zelfde wijze te werk gaande, zal men de omgeschre-ven regelmatige vierhoeken, vijf-hoeken , zeshoeken, enz. kunnenbekomen, indien de ingeschrevenegegeven zijn. Fig. 40 geeft ons eenvoorbeeld van den aldus ontstanenregelmatigen omgeschreven vier-hoek. Het zal ons nu geen moeilijkheidmeer opleveren, om ook de zydevan den omgeschreven veelhoek inden straal van den cirkel uit tedrukken. Indien (fig. 41) AB de zijde van den in- en CD dievan den omgeschreven veelhoek is, dan heeft men, wegensde gelijkvormigheid der driehoeken ABM en CDM:



31 f;,. «.                   ;          CD : AB = MF : ME, of ME : MF = AB : CD.Is dus AB de zijde van den inge-schreven driehoek en ME de apo-thema . dan is AB = AM ^3 enME = } AM, dus wordt genoemdeevenredigheid : i AM : AM = AM \\/Z : CDwaarin CD = 2AM j/3;hieruit blijkt dus, dat CD = 2AB, of de zijde van den omge-schreven gelijk is aan de dubbele zijde van den ingeschrevendriehoek. Is AB de zijde van den ingeschreven vierhoek, dan is AB =AM j/2, en de apothema ME = i AM |/2; dus wordt de even-redigheid :                     • JAM |/2 : AM = AM y/2 : CDwaarin CD = 2AM ;hieruit blijkt dus, dat de zijde van den omgeschreven regel-matigen vierhoek gelijk is aan de middellijn van den

cirkel,waarom hij staat. Is AB de zijde van den regelmatigen ingeschreven zeshoek,dan is AB = AM = straal, en ME=}AMi/3, en meerge-noemde evenredigheid wordt: } AM W3 : AM as AM : CD, waarin CD = J^L = » AM j/3. i 1/3 * Is AB de zijde van den ingeschreven achthoek, dan is AB s=AM »/(2 — i/S), en ME = apothema = { AM 1/(2 1/2). Deevenredigheid verandert dus in: . J AM j/(2 1/2) : AM = AM j/(2 — j/2) : CD,waarin CD = 2AM i/(3 — 2 t/2). De hier uitgewerkte voorbeelden geven ook het middel aande hand, om den straal vanden ingeschreven cirkel of de zijdevan den ingeschreven drie-, vier-, zes- en achthoek te bereke-nen , indien de zyde van den omgeschreven veelhoek van datzelfde

aantal zijden gegeven is. Wanneer in een cirkel een veelhoek is beschreven, dan kan



-2-2. men in den zelfden cirkel gemakkelijk een veelhoek van het dubbel aantal zijden beschrijven; uit fig. 38 hebben wy dit reeds geleerd. Indien (fig. 42) ABde zijde voorstelt van den inge-schreven regelmatigen veelhoek,dan zal men AD of de zijde vanden ingeschreven veelhoek van hetdubbel aantal zijden kunnen bere-kenen. Immers is CD = MD — MC= AM — p/(AM* — AC»), dus AD^k^AC\' -f-CD«) =W \\ ACJ - - [AM—|/<AM!— AC1)]«\\= |/[2AMl — 2AMi/(AM«— AC*)] = 1/2 AM [AM— */(AM« — AC*)] = j/2 AM [AM —j/(AMs -{AB»)]. Indien dus de straal van den cirkel en de zijde van den inge-schreven regelmatigen veelhoek bekend zijn, kan men de zijdedes veelhoeks van het dubbel aantal zijden berekenen. Neemt men op den

omtrek van een cirkel vier punten A, B, ?ig. -i;;. C en D (fig. 43) en vereenigt men Amet B, B met C, C met D, en D met Adoor rechte lijnen , dan is ABCD eeningeschreven vierhoek. Merkt mennu op, dat |_ BAD gemeten wordtdoor \\ boog BCD, en |_ BCD door \\boog BAD; dat dus |_ BAD- -L BCD= j (boog BCD - - boog BAD) =1 X 360° =180° is, —en dat even-eens L ABC L ADC = } X 360°= 180° is, dan mag men besluitendat om eiken vierhoek een cirkel kanbeschreven worden , wanneer geble-ken is, dat de som van elke tweeoverstaande hoeken een zelfde getaloplevert. Hieruit is het dus duidelijk,dat een cirkel kan beschreven worden:om elk vierkant (fig. 44),



?ó om eiken rechthoek (fig. 45),«iet » elk scheefhoekig parallelograrri ,» » elke ruit, » elk antiparallelogram (fig. 4fi),» » elk trapezium ,» » eiken gelijkbeenigeti vierhoek, » eiken rechtgehoekten vierhoek (bladz. 69,I. Deel) (fig. 47). Fig. il. Fig. -45. Trekt men voorts aan eenigen cirkel vier raaklijnen , dieverlengd elkander in 4 punten snijden en dus een vierhoekFigi t8.                ABCD vormen (zie fig. 48), dan weet men reeds uit lig. 20 en \'21 , dat B6Vb Da-Ad is, derhalve] is: Cc Deen Aa «B -f Cc !)c-f- Aa = B6-f- Cft -f- D</ -f- Add. i. AB CD = BC- -AD. De zijden van eiken vierhoek om den cirkel beschreven,moeten blijkbaar vier raaklijnen zijn, en daarom zal steedsvan eiken vierhoek, waarin een cirkel

kan beschreven worden,de som van elk paar overstaande zijden een zelfde uitkomstopleveren. Hierdoor is het ons nu duidelijk, dat men eencirkel kan beschrijven:



•24 Fig. ia. in elk vierkant (lig. 49)niet » eiken rechthoek , » elk scheef hoekig parallelograrn,» elke ruit (fig. 50),» » elk antiparallelogram ,» » y> trapezium,ii: eiken gelijkbeenigen vierhoek (lig. 51). Ten slotte tieelen wij een bekenden regel mede, volgens wel-ken men in een cirkel den regelmatigen drie-, vier-, vijf-, enz.Hg. ö~.                         tot den twaalfhoek kan be- schrijven; minder om zijnnauwkeurigheid, dan welomdat hij gemakkelijk inhet geheugen kan bewaardworden en om zijn eenvou-digheid van constructie. Trek in den gegeven cir-kel twee middellijnen. dieelkander rechthoekig snij-den, als AB en CD (zie fig.52), dan is AC de zijde vanhet ingeschreven kwadraat.



25 Beschrijf uit D met DM als straal een boog EMF, dan is EFde zijde van den ingeschrevengelijkzijdigen driehoek, DF vanden regelmatigen zeshoek, en de helft van koorde EF, of EGis de zijde van den regelmatigen zevenhoek. De koorde Eli, alsonderspannende het derde deel van boog EDF, is de zijde vanden regelmatigen negenhoek. Uit G met GA als straal een boogbeschreven, die de middellijn CÜ ergens in J snijdt, zal M.Ide zyde van den ingeschreven tienhoek, en de koorde AJ dievan den regelmatigen vijf hoek zijn. Wordt voorts de boog vaneen der kwadranten, b. v. het kwadrant BCM, in K middendoor gedeeld , dan is BK de zijde van den achthoek. Uit B metden straal BM een boog ML

beschrijvende, dan is LC de zijdevanden ingeschreven regelmatigen twaalf hoek , en JL die vanden ingeschreven elf hoek. Over hel getal n. lu lig. öt> hebben wij een middel gevonden, om in een cirkeleen veelhoek van een oneindig groot aantal zijden te beschrijven.Nu zal het wel geen opheldering behoeven, dat de omtrekkender achtereenvolgende veelhoeken, die men in den cirkel be-schrijft, steeds grooter worden. Immers is (zie fig. 53, waarviir ss.                  AB de zijde van den regelrn. veelhoek in den cirkel, en AC of BC die vanhet dubbel aantal zijden voorstelt)in A ABC steeds AC BC> AB,want de kortste afstand tusschentwee punten is de rechte lijn. Daar-om is ook 2 AC > AB; of 2n X AC

> n X AB d. i. de omtrek van een veelhoek in den cirkel is kleiner dan dievan den veelhoek van het dubbel aantal zijden in den zelfdencirkel.Men zal ook even gemakkelijk den veelhoek van het dubbel



36 aantal zijden om den cirkel kunnen beschrijven, indien om diencirkel reeds een veelhoek is beschreven. Laat daartoe ABCDEF (fig. 54) een omgeschreven regelma-tige veelhoek zijn. Trek dan AM,BM, CM, DM, enz. en door de raak-punten b, a, f, enz. raaklijnenCD\', A\'B\', E\'F\' enz., dan zal D\'C\' B\' A\' E\' enz. een nieuwe omge-schreven regelmatige veelhoek zijn,van dubbel zooveel zijden als deeerste. Hierdoor is de gelegenheidgeopend , om om den cirkel ook eenveelhoek van een oneindig grootaantal zijden te kunnen beschrijven. De omtrekken dezer ach-tereenvolgende veelhoeken zullen steeds kleiner worden. Immersis in fig. 54 A B\' < BA -f- AA\'tel bij B\'G A\'H = B\'G

A\'H komt A\'B\' B\'G A\'H < B\'G BA -f- AA\' - - A\'H of 2 A B\' < AB of 2» X A\'B\' < n x AB d. i. de omtrek van den omgeschreven veelhoek is grooter dandie van den omgeschreven veelhoek van het dubbel aantalzijden in den zelfden cirkel. In fig. 53 is duidelijk, dat de omtrek van den ingeschrevenveelhoek uit een zeker aantal gelijke koorden bestaat. en blijk-baar bestaat de omtrek van den cirkel uit het zelfde aantalonderling gelijke bogen; en daar iedere boog grooter is dan dekoorde, zoo is de omtrek van een ingeschreven veelhoek steedskleiner dan de omtrek van den cirkel. De omtrekken van de omgeschreven veelhoeken sluiten blijk-baar al nauwer en nauwer om den cirkel; zij

trachten dusmeer en meer aan den omtrek des cirkels gelijk te worden ,en daar dit met een voortdurend kleiner worden van denomtrek des veelhoeks gepaard gaat, moeten de omtrekken der



27 omgeschreven veelhoeken steeds grooter dan de cirkelom-trek zijn. Zet men dus gelijktijdig de verdubbeling van het aantalzijden der in- en omgeschreven veelhoeken voort, dan zullende omtrekken van elk paai\' overeenkomstige veelhoeken elkandermeer en meer naderen en dus steeds dichter bij den omtrekdes cirkels komen ; ja men zal het aantal zijden zoo grootkunnen nemen, dat het verschil der beide omtrekken minderdan de kleinst te geven grootheid is; even zoo weinig bedraagtdan dus ook het verschil tusschen den cirkelomtrek en de om-trekken van deze veelhoeken. Om nu de betrekking te vinden , die er tusschen de mid-dellijn van den cirkel en zijnen omtrek bestaat, berekene

meneerst de zijde van den n-hoek in den cirkel; dan door lig. 41de zijde van den n-hoek om den cirkel; daarna duor fig. 42de zijde van den 2n-hoek in den cirkel, en dan weder die vanden 2n-hoek om den cirkel. De berekening zal men op dezewijze moeten voortzetten, tot dat het verschil tusschen denomtrek van den ingeschreven — en den daarmede overeen-komstig omgeschreven veelhoek minder is dan de graad vannauwkeurigheid, waartoe men den omtrek van den cirkel wilkennen. Verschillen b. v. deze omtrekken alleen in de vierdedecimaal, dan is men zeker, dat elk van hen minder dan eenduizendste deel des straals van den omtrek des cirkels verschilt. Om dit op te helderen, beginnen

wij b. v. met den zeshoekin een cirkel, waarvan de middellijn = 2 en dus de straal= \\ lengte-eenheid is, dan is de zijde van den ingeschreven zes-hoek r=l en die van den omgeschreven zeshoek (zie fig. 44) ME : MF = AB : CD of i/(AM\'— { AB") : MF = AB : CD , n, ._ MF X AB_           _ _J_ _ 1 _ g _ , |Xa ~ p7(-A-Mi __ jXB?) ~i/(l—i) ~" Jl/3 ^3 * K " De omtrek van den ingeschreven zeshoek is dus =6x1— 8 , en die van den omgeschreven zeshoek is dus 6 X | k\' 3 =4 \\/ 3 = (j.928203202755. Tusschen deze beide omtrekkenis nu de omtrek van den cirkel gelegen; doch wij moeten nog



28 nauwkeuriger grenzen hebben. Volgens fig. 42 vinden wij voorden ingeschreven 12-hoek ^[\'2r\'—2r|/(r« —}AB»)J=»/[2 —2l/(i —;AB>)]= 0.517638090205... Nu tot den omgeschreven 12-hoek (volgens fig. 41) overgaande,en deze bewerking voortzettende, komen wij tot de ontdek-king van het genoemde in het volgende tafeltje, dat ons doetkennen de omtrekken : van  den ingeschreven 6-hoek »      »           »             12 » »      »           »            24 » ?»        »               »                 48 » »      »           »            96 » »      >           »           192 » »      »           »          384 » van den omgeschreven 6-hoek »     »            »            12 » »     •»            »            24 » »     »            »             48 » »     »            »            96 » »   

»            »           192 » »     »            »           384 » 66,2116571 6,26525726,27870046,28206396,28290496,28311526,92820326,43078066,31931996,29217246,28542926,28374616,2833260 Hieruit blijkt, dat de omtrekken der in- en omgeschrevenveelhoeken elkander meer en meer naderen. Die van den 48-hoeken verschillen niet meer in de tiende deelen ; die van den192 hoek niet meer in de honderdste deelen, en die van den384 hoek zelfs niet meer in de duizendste deelen. Bij nogverdere bewerking, verkrijgt men nog grooter nauwkeurigheid. Bij den 96-hoek staakte de beroemde Griek archimedes(in het jaar 212 vóór Chr. gestorven) zijn bewerking, en vonddat de omtrek van den cirkel grooter

dan 6|J- en kleiner dan 6$ Jwas ; dit geeft de bekende verhouding van 2: 6JJJ of als 7: 22,d. i. als de middellijn in zeven gelijke deelen verdeeld is, zalde omtrek 22 zulke deelen bevatten, een verhouding dieboewei iets te groot, nogtans in de meeste gevallen voor de



29 practijk voldoende is, waarom zij zeer veel gebezigd wordt.In lateren tijd heeft men de berekening veel verder voortgezet,en daardoor nog andere verhoudingen bekomen. Zoo vond onzelandgenoot a. metius (in 1635 overleden) de verhouding113 : 355 die om haar eenvoudige samenstelling, zoowel alsom haar nauwkeurigheid beroemd is; want zij is tot in dezesde decimaal nauwkeurig. Een ander onzer landgenootenludolf van keulen (die in 1620 overleed) vond een ver-houding zelfs tot in de 30^ decimaal nauwkeurig.Wanneer nu de middellijn van een cirkel = 1 is, dan is zijn omtrek = 3, 141592..... Dit getal, het ludolphiaansche genoemd naar bovengenoemden van keulen , wordt gewoon-lijk

door de grieksche letter n voorgesteld. Volgens § 2 vanhet I« Deel ontwikkeld, geeft het ons de volgende rij breuken,welke de verhouding zoo nauwkeurig mogelijk voorstellen. j il .»JUL AU. LtUU.. lm» m~ Tl 1 \' I0«! III) 9598 \' ST60I \' cu*\' .------h — -r-        —         -H Het zal wel geen bewijs behoeven, dat de inhoud van den veel-hoek in den cirkel kleiner is dan de oppervlakte van den cirkel,en dat de inhoud van den omgeschreven veelhoek grooter is danhet cirkelvlak. Ook zal door verdubbeling van het aantal zijdende oppervlakte van den ingeschreven veelhoek grooter worden,terwijl die van den omgeschreven kleiner wordt; doch steeds zalde ingeschreven kleiner en de omgeschreven veelhoek

grooterdan het cirkelvlak zijn. Nu heeft men hierboven gezien , dat doorgenoegzame verdubbeling van het aantal zijden des veelhoeks,de omtrek van den veelhoek in den omtrek van den cirkel over-gaat, en dewijl de apothema\'s der ingeschreven veelhoekensteeds nader bij den straal van den cirkel komen, zoo gaat deformule voor het oppervlak van den veelhoek (zie Deel I, § 23) over in: oppervl. veelh. = omtrek X { apoth.,» cirkel = » x { straal. Al het hier besprokene samenvattende, heeft men dus, alsde straal van den cirkel zs r is:



:«) voor de middellijn 2r» den omtrek %i r,» » inhoud fif\' = } omtr. X straal. Is daarentegen gegeven de middellijn r= tl, dan is: de straal — \\ middell. = \\ d,» omtr. = n d,» inhoud ss J jt rf*. En is gegeven de inhoud des cirkels = t\', dan is:de straal = 1/ — de middellijn =s 2(/ — de omtrek = In 1/ — = 2 |/1 ». Indien voorts g het aantal graden is, dat een boog van dencirkel bevat, dan is g ook het aantal 360e deelen van den ge-heelen omtrek, dien die boog bevat; de lengte van zoodanigenboog / noemende, is, als o de omtrek van den geheelen cirkel is: g : 360 = / : o,maar wij vonden o = 2 nr; zoo is dus ook:g : 360 =5 l : 2 nr, of j :-----= / : r, n waardoor dus de lengte van een willekeurigen cirkelboog

kanberekend worden , als de straal van den geheelen cirkel en helaantal graden, dat die boog bevat, bekend is. — Hierdoor kanmen nu ook het oppervlak van den sector berekenen. Immers zalde sector MAB (fig. 55) zoo menigmaal op den inhoud vanden geheelen cirkel begrepen zijn, als de boog AB op dengeheelen omtrek is bevat. Men heeft dus: i         __ 360 sect. MAB gof sect. MAB : » r* ss Q : 360,



31 of sect. MAB : n r* = 180 * l : 360. re r » » MAB =-^1 = / x } r; d. i. de inhoud van een sector is gelijk aan de lengte vanden boog des sectors vermenigvuldigd met den halven straal.Hierdoor is nu ook te berekenen: inh. segment AB s= sect. MAB — A MAB. Uit den hierboven genoemden regel: Inh. cirk. = J n d*,waarin d de middellijn voorstelt, kan men nu ook de doorvelen gebezigde verhouding 11:14 afleiden, bij de berekeningvan het oppervlak eens cirkels gebruikelijk. Indien men n. I.de waarde van jt= y , volgens de verhouding van archimedes ,in bovengenoemde formule overbrengt, dan is inh. cirk. r{x V X d* = {{ rf» ,d. i. 14 : 11 = d\' : inh. cirkel. De inhoud of het oppervlak van den cirkel wordt

dus ookverkregen door het vierkant op de middellijn met || te verme-nigvuldigen , en hoewel de verhouding van 11:14, als voort-spruitende uit die van archimedes , niet geheel zuiver iswordt zij echter in de practijk gewoonlijk gebezigd.



II. OVER DE REGELMATIGE LICHAMEN. § 6. Algemeene beschouwing der lichamen. Wij gaan nu over tot de beschouwing van het stel lichamenbij de Vormleer gebruikelijk en wij zijn alzoo genaderd tot hetmeest vruchtbare deel der Vormleer. Het is ons plan, omachtereenvolgens deze lichamen te beschouwen : 1. het driezijdige prisma, 2. » vier » » n. ?» vijf » » 4. t> zes i» » 5. de driezijdige piramide, 6. » vier » » 7. » vijf » » 8. i) zes » » 9. het regelmatige viervlak, 10. » » zesvlak, 11. » » achtvlak, 12. » » twaalfvlak, 13. » » twintigvlak, 14. den cilinder,



33 15.      » kegel, 16.      » afgeknotten kegel, 17.    de afgeknotte piramide, en 18.    den bol *)• Wij wenschen vooreerst een algemeene beschouwing vanieder dezer lichamen te geven, dan de geheele of gedeeltelijkeoppervlakken dier lichamen te doen kennen, en daarna deinhouden van deze lichamen te leeren vinden, om ten slottebepaalde deelen van sommige dezer lichamen tot onderwerponzer beschouwing te maken. Alvorens echter hiertoe over te gaan, moeten wij ons eigenmaken met eenige benamingen, die tot voorbereiding voor onzetaak dienen. Wij zagen reeds, dat een vlak alleen lengte en breedte heeft;het mist diepte of hoogte. Als wij alle dikte wegdenken, kaneen blad papier ons

een voorstelling van een vlak geven.Vouwen wij dit blad in tweeën, dan zal de vouw, die daar-door ontstaat, een rechte lijn zijn, en wij hebben, als hetware, van het blad papier twee vlakken gemaakt, die door devouw of rechte lijn aan elkander zijn verbonden. Laten wijnu het eene vlak op de tafel rusten, en het andere een wen-telende beweging om de vouw maken, dan heet de onbepaalderuimte tusschen deze vlakken begrepen, een ttveevlakkige hoek.De beide vlakken, waardoor een tweevlakkige hoek gevormdwordt, heeten de zijden of zijvlakken. De lijn (de vouw), vol-gens welke deze zijden elkander raken of aan elkander sluiten,heet ribbe, kantlijn of doorsnede. Uit de wentelende

beweging,die het eene vlak maakte, zagen wij dat de tweevlakkige hoekgrooter of kleiner kan worden; hoe nauwer de uiterste puntender beide.vlakken bij elkander komen, des te geringer wordtde helling tusschen heidevlakken, en des te kleiner wordt dusook de tweevlakkige hoek; en omgekeerd, hoe verder de uiterstepunten zich van elkander verwijderen , des te grooter wordt dehelling tusschen beide vlakken, en des te grooter wordt der- *) Het genoemde stel lichamen is o. a. te bekomen bij A Hoogknboom te Amsterdam,voor betrekkelijk gerinje prijzen. II.                                                                          3



\'M halve ook de tweevlakkige hoek. De grootte van den tweevlak-kigen hoek hangt alzoo af van de helling tusschen beide vlak-ken : deze helling noemt men den standhoek van den tweevlak-kigen hoek. Laat ons nu het blad papier, waarin zich de vouwbevindt, weder recht strijken, en door beide deelen van hetblad een rechte lijn teekenen, die loodrecht door de vouw gaat.Bewegen wij dan het eene vlak nogmaals, terwijl het anderezijn vaste plaats behoudt, dan ziet men, dat de einden dernu gebroken loodlijn nader bij elkander komen of zich verdervan elkander verwijderen, naar mate de uiterste punten derbeide vlakken zich dichter bij elkander of verder van elkan-der bevinden. De gebroken loodlijn vormt dan door die

bewe-gingen verschillende hoeken, die men de standhoeken noemt dertweevlakkige hoeken , die door de beweging kunnen ontstaan. Door vergelijking van den gewonen uitspringenden hoek, ofvlakken hoek, dien wy tot hiertoe beschouwden, met den twee-vlakkigen, zal men zien, dat het hoekpunt van den vlakkenhoek bij den tweevlakkigen een rechte lijn is geworden; datde beenen in zijvlakken zijn overgegaan, en dat het onbegrensdevlak tusschen de beenen van den vlakken hoek bij den tweevlak-kigen een onbegrensde lichamelijke ruimte is geworden. Indien de standhoek van een tweevlakkigen hoek recht is,dan zegt men dat de beide vlakken loodrecht op elkander staan.Hebben de zijvlakken andere standen,

dan is de standhoekscherp of stomp, naarmate de helling tusschen de vlakkenkleiner of grooter is. In de plaats van twee, kunnen wij ook drie bladen papiernemen, en die zoodanig doen samenkomen, dat zij elkandertwee aan twee volgens rechte lijnen snijden en in één gemeen-schappelijk punt aan elkander sluiten. Zie in den hoek van dekamer; de vloer en de beide muren komen in één punt samen.Het deel der onbegrensde ruimte, dat tusschen deze vlakken isgelegen, maar zich overigens grenzeloos uitbreidt (wanneer nieteen nieuw vlak deze ruimte komt afsluiten) heet een drievlak-kige hoek. De vlakken , die den drievlakkigen hoek begrenzen,heeten wederom de zijden of zijvlakken; de plaats, waar dedrie vlakken

samenkomen, heet de uithoek of het toppunt. Wij



35 bemerken aan den drievlakkigen hoek drie doorsneden of ribben,die elkander in één punt, het toppunt, snijden en vandaar uit-gaande zich al verder en verder van elkander verwijderen.Tegenover elke ribbe staat een zijvlak; en omgekeerd, tegen-over elk zijvlak een ribbe. Zulk een ribbe kan met het zy-vlak een scherpen, stompen of rechten hoek maken. De drie-vlakkige hoek kan zelfs zoodanig zijn, dat elke ribbe loodrechtop het tegenoverstaand zijvlak staat; denk slechts aan den hoekin een vierkante kamer. Namen wij vier stukken papier, en deden wij die zoodanigsamenkomen , dat zij allen twee aan twee om één gemeenschap-pelijk punt aan elkander sluiten, dan zou men een

viervlakkigenhoek bekomen ; zoo spreekt men ook van een vijf-, zes-, zeven-,enz. vlakkigen hoek. In het algemeen merkt men bij een n-vlak-kigen hoek op, dien men, omdat het aantal zijvlakken meerdan twee bedraagt, ook wel een lichamelijken hoek heet: één gemeenschappelijk snijpunt der vlakken,n zijden of zijvlakken ,n ribben, kantlijnen of doorsneden, één lichamelyken hoek. Wij merkten bij de beschouwing van den veelvlakkigen hoekop, dat hij geen bepaalde d. i. van alle zijden begrensde ruimteinsluit, want aan den eenen kant is die ruimte onbegrensd.Stellen wy ons voor, dat men bij de drie bladen papier, diemen tot de vorming van den drievlakkigen hoek gebruikte, nogeen vierde blad

voegt, en dat men dit berieden de drie gebezigdezijvlakken brengt, zoodanig, dat het, tegen deze drie vlakkensluitende, tegenover het toppunt van den drievlakkigen hoekstaat, dan heeft men een van alle kanten ingesloten ruimte. Deruimte, die wy hier beschouwen, is het eenvoudigste lichaam,dat met platte vlakken is te maken, het draagt den naam vanpiramide. — Beneden den viervlakkigen hoek konden wij even-eens een vijfde vlak stellen , dat tegen de vier zijvlakken sluit:alsdan zouden wij eveneens een piramide verkrijgen, die ech-ter één zijvlak meer heeft dan de vorige.



:« Het vlak, dat wij tegenover het toppunt van den veelvlak-kigen hoek brengen, wordt het grondvlak der piramide ge-noemd ; terwijl de zijvlakken van den Fig. 65. | veelvlakkigen hoek ook de zijvlakkenvan de piramide worden genoemd enallen driehoeken zijn. Een piramide isdus een lichaam, waarvan het grondvlakeen drie- of veelhoek is, en waarvan dezijvlakken allen driehoeken zijn, die inéén punt samenkomen. In de Vormleerspreekt men bepaaldelijk alleen vanzulke piramiden, wier grondvlakkenregelmatige drie- of veelhoeken, en wierzijvlakken allen gelijkbeenige driehoe-kige driehoeken zijn. Fig. 55 stelt eenzeszijdige piramide voor.Knip nu een blad papier in den vorm vaneen drie-of veel-hoek , en leg het vóór u

op de tafel. Neem het op en beweeghet naar boven , zoodat het steeds evenwijdig aan de tafel blijft,dan zal de ruimte door dat blad doorloopen, een prisma zijn.1 \';             Was dat blad een vierhoek, dan zou die ruimte een vierzijdig prisma zijn ; was heteen vijfhoek, dan zou de ruimte een vijf-zijdig prisma zijn ; enz. — Het blad, b\\j hetbegin der beweging, heet het grondvlak enbij het einde het bovenvlak van het prisma.De zijvlakken van het prisma zijn blijkbaarallen paraltelogrammen. In de Vormleer even-wel beschouwt men alleen die prisma\'s, waar-van het grondvlak een regelmatige drie- ofveelhoek is, en waarvan de opstaande zij-vlakken rechthoeken zijn. (Fig. 56 geeft onseen voorstelling van een vijfzijdig

prisma).Knip nu een blad papier in den vorm van een cirkel en leghet vóór u op de tafel. Neem het op en beweeg het naarboven, zoodanig dat het steeds evenwijdig aan de tafel blijft,dan zal de ruimte door dat cirkelvormig blad doorloopen, een



37 cilinder zijn. Het blad bij het begin der beweging wordt hetgrondvlak, en bij het einde het bovenvlak van den cilinder ge-noemd. Behalve deze heeft de cilinder slechts één zijvlak, dateen gebogen vlak is. In de Vormleer beschouwt men alleen diecilinders, waarvan het bovenvlak loodrecht boven het grondvlakligt, zoodat dus het gebogen opstaand zijvlakloodrecht op het grondvlak staat. Een rol,een bierglas, een kachelpijp zullen dus cilin-ders zijn, die men in de Vormleer leert kennen.Nog op een andere wijze kan men zichde wording van een cilinder voorstellen. Menknipt een blad papier in den vorm van eenzuiveren rechthoek, zet dezen loodrecht metde eene zijde op de tafel en laat hem om

eender opstaande zijden wentelen, dan zal deruimte door dit blad doorloopen, een cilinderzijn. (Fig. 57 stelt een zoodanigen cilindervoor). Indien men het cirkelvormig blad papier van de tafel naar boven beweegt, zoodat het steeds evenwijdig aan de tafel blijft, Fig. .-,s.                  dan zal men zich kunnen voorstellen, ? dat de cirkel onder die beweging alkleiner en kleiner van omtrek wordten ten laatste in een enkel punt over-gaat, als wanneer de beweging ein-digt. De ruimte, die dan doorloopenis, heet men een kegel. Een kegelheeft dus geen bovenvlak; hij isalleen begrensd door een grondvlaken een gebogen zijvlak (zie fig. 58).De wording van den kegel kan men zich ook voorstellen,door een

blad papier in den vorm van een rechthoekigen drie-hoek te knippen , het met de eene rechthoekszijde loodrechtop de tafel vóór zich te zetten, en het om de andere recht-hoekszijde te laten rondwentelen. Het lichaam, dat dan ont-staat , heet men kegel.Neemt men den straks gebruikten cirkel nogmaals ter hand



38 en knipt men hem volgens de middellijn in twee gelijke deeleri,dan kan men den verkregen halven cirkel om zijn middellijnook laten rondwentelen. De doorgeloopen ruimte heet men bol.Een bol is dus een lichaam, dat slechts door één vlak begrensdwordt. Dit vlak is van alle kanten even sterk gebogen en binnenzijn ruimte vindt men een punt, het middelpunt van den bol,dat van elk punt van het oppervlak even ver is verwijderd.De kegel, cilinder en bol worden ook wel eens omwentelings-lichamen genoemd, omdat zij ontstaan uit de wenteling vaneenige figuur om zekere lijn, die men de as van \'t lichaam heet. § 7.Leschouw.ny van het driezijdige prisma. Wij willen nu overgaan tot de beschouwing van de in devorige §

opgenoemde lichamen, en daarom eerstelijk de uit-Kig. e».             wendige bijzonderheden van het driesijdige prisma nagaan (zie fig. 59). Letten wij daartoe:1". op de zijvlakken. Wij zien spoedig,dat deze vijf in getal zijn; het zijn de vlak-ken ABC, DEF, ACFD, BCFE en ABED.Het vlak ABC is het grondvlak, DEF hetbovenvlak. Omdat deze twee vlakken, gelijkmen in de vorige § reeds zag, aan elkandergelijk zijn, noemt men ze ook wel de beidegrondvlakken van het prisma. De drie overigeworden de opstaande zijvlakken genoemd.Het grond- en bovenvlak loopen evenwijdig;het zijn gelijke gelijkzijdige driehoeken. Dedrie opstaande zijvlakken zijn gelijke en ge-lijkvormige rechthoeken ; zij staan loodrecht op de beide

grond-vlakken. Tegenover elk opstaand zijvlak staat een ribbe; zoostaat ribbe AD tegenover het zijvlak BCFE; ribbe BE tegen-over ACFD, en ribbe CF tegenover ABED.De afstand tusschen de grondvlakken wordt door ieder der



39 ribben AD, BE of CF aangewezen, en de afstand tusschenelk opstaand zijvlak en de tegenoverstaande ribbe wordt uit-gedrukt door de loodlijn, die men in het grond- of bovenvlakuit eenig hoekpunt op de overstaande zijde nederlaat. 2°. op de ribben. Dat wij aan het driezijdige prisma 9 ribbentellen, is licht op te merken. Drie tellen wij er in het grond-vlak , even zooveel in het bovenvlak, en drie vinden wij in deopstaande zijvlakken. Die in de opstaande zijvlakken hebbeneen vertikalen stand, en de zes anderen uit de grondvlakkenliggen horizontaal. De vertikale zijn onderling even lang; zijwijzen den afstand tusschen de evenwijdige grondvlakken aan,d. i. zij stellen de hoogte van het lichaam voor.

Ook de hori-zontale zjn allen van gelijke lengte, omdat de beide grondvlak-ken gelijke en gelijkzijdige driehoeken zijn. Deze horizontaleribben zijn twee aan twee evenwijdig; het zijn de ribben ABen DE, BC en EF, AC en DF. Aan elk hoekpunt komendrie ribben te zamen, en wel steeds twee horizontale en eenvertikale ribbe. De drie ribben, die aan den eenen uithoek vanhet lichaam samenkomen, zijn gelijk aan drie andere ribben,die aan eenig ander hoekpunt te zamen vallen. .\'3°. op de uithoeken en hoeken. "Wij merken aan het prismazes uithoeken op, A, B, C, D, E en F. Zy liggen allenin het grond- en bovenvlak. Aan eiken uithoek komen drievlakken te zamen, en dus zijn er ook zes drievlakkige

hoekenaan het prisma. Elke ribbe verbindt twee vlakken; daaromzijn er 9 tweevlakkige hoeken, omdat er 9 ribben zijn. Elkeverbinding van twee vlakken levert één standhoek, daarom zijner 9 standhoeken. De vlakke (gewone) hoeken bevinden zich allen op het lichaam;in het grondvlak zijn er drie, in het bovenvlak zijn er ook 3,want beide vlakken zijn driehoeken; in de opstaande zijvlakkendie rechthoeken zijn, zijn er 3x4; derhalve zijn er te zamen 2x3 3x4 = 6x3 = 18vlakke hoeken aan het geheele prisma. Wij zouden dit getal ook nog op een andere wijze kunnengevonden hebben, door op te merken, dat er zes uithoekenaan \'t lichaam zijn, dat aan eiken uithoek drie vlakken en dus



40 ook drie vlakke-hoeken samenkomen, en dat dus het aantalvlakke-hoeken aan \'t lichaam 6 X 3 = 18 zijn moet. De hoeken,die men aan de opstaande zijvlakken vindt, zijn allen recht,en die in\'t grond-en bovenvlak , (als gelijkzijdige driehoeken),zijn ieder groot \'f =60°. Daar de vertikale ribben loodrechtop de grondvlakken staan, zoo zullen de zijden van de grond-vlakken , twee aan twee den standhoek der opstaande zijvlakkenaanwijzen; deze zal dus 60\' zijn. De standhoek tusschen iederder opstaande zijvlakken met het grond- en bovenvlak bedraagtblijkbaar 90\'. 4°. op de diagonalen. De diagonalen, of lijnen die vanuithoek tot uithoek getrokken worden, zijn bij een prismatweeërlei. Zij kunnen op of in het lichaam

vallen, d. i. zijkunnen buiten over het lichaam en dus in de zijvlakken ge-trokken worden, of zij gaan door het lichaam, en zijn derhalveonzichtbaar; de eerste soort noemt men de diagonalen der vlak-ken , en de tweede lichaams-diagonalcn. In het grond- en bo-venvlak kan men geen diagonalen trekken, omdat zij driehoe-ken zijn ; maar in elk der opstaande zijvlakken van het prisma,die allen vierhoeken zijn, kunnen volgens den bekenden regel*(^=i\' =: 2 diagonalen getrokken worden. Op het lichaamkunnen dus 2x0 3x2 = 6 diagonalen liggen. Trekt mendeze in de zijvlakken, dan is het gemakkelijk op te merken,dat in het driezijdige prisma geen diagonalen kunnen liggen;immers is het punt A (zie fig. 59) nu met elk der

overige pun-ten B, C, D, E en F vereenigd; ook het punt B is met elkder overige punten vereenigd, enz. Er zijn dan geen ver-eenigingslijn n tusschen twee punten meer mogelijk. Om zich van bordpapier een driezijdig prisma te kunnensamenstellen ,\' dient men bekend te zijn met het teekenen vanhet net of geraamte van dat lichaam. Hoe dit kan geschieden,wenschen wij hier mede te deelen. Teeken den gelijkzijdigen driehoek ABC (zie fig. 60, en ver-gelijk fig. 59); verleng een der zijden, b. v. AC, naar weers-kanten, zoodat AB\'= CB" = AC zij. Beschrijf nu opB\'B" eenrechthoek B\'B\'E\'E\', waarvan de hoogte gelijk is aan de hoogtevan \'t prisma. Trek uit A en C da loodlijnen AD en CF, en



41 H* «o.                             beschrijf op DF naar buiten den gelijkzijdi-gen driehoek DEF. In-dien men dan de recht-hoeken AB\'E\'D enCB\'ET volgens de lij-nen AD en CF naar zichomvouwt tot zij aanelkander sluiten, ende driehoeken DEF enABC volgens de lijnenDF en AC omvouwt,tot zij aande genoemdeomgevouwde zijvlak-ken sluiten, dan zal dekomende figuur eendriezijdig prisma voor-stellen. — Uit de ver-vaardiging van het netvan dit prisma is dus gebleken, dat het geheel bekend is,als alleen de zijde van den driehoek en de hoogte van het prismabekend zijn. Het zal geen moeite kosten, om bovengenoemde berekenin-gen van hoeken, ribben, uithoeken en diagonalen van elkan-der af te

leiden. Indien n. 1. gegeven is het aantal opstaandezijvlakken drie, dan zijn er vijf in \'t geheel, want een prismaheeft steeds één grond- en één bovenvlak. Dewijl er slechtsdrie opstaande zijvlakken zijn, moeten grond- en bovenvlakdriehoeken zijn, en naardien de opstaande zijvlakken steedsrechthoeken zijn, bedraagt het aantal lijnen: 3x4 2x3 = 3x6 = 18;maar daar twee lijnen één ribbe vormen, als bepalende de grenstusschen twee vlakken, zoo is het aantal ribben = \'j8 =9. —In het grond- en bovenvlak zijn te zamen 2x3 = 6 vlakkehoeken, en in de opstaande zijvlakken 3 X 4 = 12 . dus tezamen zijn er 6 12 = 18 vlakke hoeken. Onder deze 18hoeken zijn 3 X 4 = 12 rechte hoeken in de opstaande

zij-



42 vlakken, die rechthoekig zyn; de overige 18 —12 = 6 zijnscherpe hoeken van 60\', omdat van de prisma\'s, die men inde Vormleer beschouwt, de grondvlakken steeds regelmatigzijn. — Iedere hoek aan het grond- en boven vlak maakt medede grens uit van een lichamelyken hoek, alzoo zijn er 2 X.*> = (i lichamelijke hoeken, en dus ook 6 uithoeken. Is gegeven het aantal uithoeken van het prisma zes, dan ishet aantal vlakke hoeken ook bekend; dit aantal zal 6 X 3= 18 zijn, omdat aan elk hoekpunt 3 vlakken samenkomen.Het aantal ribben, van iederen uithoek uitgaande, zal 3 zijn,dus zouden er te zamen 6 X 3 = 18 ribben voorkomen, maardaar elke ribbe 2 uithoeken verbindt, is het aantal ribbendubbel geteld; het

ware aantal bedraagt dus \\* = 9. Om-dat er 6 uithoeken in het geheel zijn, liggen er aan hetgrond- en bovenvlak ieder f = 3; dit zyn dus driehoeken. Hetaantal vlakke hoeken in het grond- en bovenvlak bedraagt duste zamen 6, alzoo zijn er in de opstaande zijvlakken 18—6=12.Ieder der opstaande zijvlakken is een rechthoek en bevat dus 4vlakke hoeken, daarom zijn er \\* = 3 opstaande zijvlakken, enin het geheel zijn er dus 3 -f- 2 = 5 zijvlakken aan het prisma. —Diagonalen kunnen er alzoo in het grond-of boven vlak niet lig-gen; in elk der opstaande zijvlakken zijn er} (4—3) = 2 moge-lijk; dus bedraagt het aantal diagonalen van dit prisma 3x2=6.Weet men alleen het aantal ribben, in dit geval 9, dan zijner ook 9

tweevlakkige hoeken, omdat elke ribbe de doorsnedevan twee vlakken is. Nu is in elk prisma het aantal ribbenvan het grondvlak gelijk aan dat van het bovenvlak en gelijkaan het aantal opstaande of vertikale ribben. Het aantal op-staande ribben is dus f = 3, daarom zijn er ook 3 opstaandezijvlakken. Hierdoor is nu ook het aantal vlakke hoeken enhet aantal diagonalen bekend. Het aantal uithoeken en licha-melijke hoeken zal nu, eveneens als hierboven, gemakkelijk tevinden zijn. Aanmerking. Indien de opstaande zijvlakken allen vierkantenwaren, dan zouden alle 9 ribben even groot zijn, en de diago-nalen in elk zijvlak zouden elkander in hun midden rechthoe-kig snijden.



\'kS § 8.Beschouwing van het vierzijdige prisma. Het vierzijdige prisma (fig. 61) zullen wij thans tot onder-werp onzer beschouwing nemen. "Wij zullen daartoe letten:1°. op de zijvlakken. Deze zijn één meerdan bij het driezijdige prisma, en dus 6 ingetal. Het grond- en bovenvlak zijn tweegelijke vierkanten, en de opstaande zijvlak-ken, die 6—2 = 4 in getal zijn, zijn gelijkeen gelijkvormige rechthoeken. Deze op-staande zijvlakken staan loodrecht op hetgrond- en bovenvlak. De zes zijvlakken zynhier twee aan twee evenwijdig; men kentde twee evenwijdige daaraan, dat zij tegen-over elkander staan. Het volgende tafeltjewijst ieder paar evenwijdige vlakken aan metmet de benaming,

die men gewoon is aanelk zijvlak te geven: grondvlak Ai3CD met bovenvlak EFGH evenwijdig;voorvlak ADHE » achtervlak BCGF         » linkerzijvLABFE » rechterzijvl. DCGH » De afstand tusschen beide eerstgenoemde vlakken wordt aan-gewezen door de lijn AE; die tusschen de twee volgende doorde lijn AB, en die tusschen de twee laatstgenoemde door delijn AD. 2°. op de ribben. Wij tellen aan het prisma 12 ribben;4 daarvan liggen in het grondvlak, 4 in het bovenvlak en 4inde opstaande zijvlakken. Onder genoemde 12 ribben zijn die,welke in \'t grond- en bovenvlak liggen, en 8 in getal zijn, evenlang. Ook de 4 overige zijn van gelijke lengte. De acht gelijkeribben liggen in een

horizontale richting en de overige staanvertikaal. — Op elk der hoekpunten van ieder zijvlak staat eenribbe loodrecht op dat vlak ; deze vier ribben zijn even lang. —



44 De uiteinden der ribben loopen 3 aan 3 in een zelfde hoekpuntsamen; elke 3 aldus samenkomende ribben zijn even lang als 3andere, die aan een ander hoekpunt samenkomen. Het isverder duidelijk, dat deze drie ribben de uitgebreidheid van hetgeheele lichaam bepalen; de uitgebreidheid of grootte vanhet vierzijdige prisma hangt dus van de lengte dezer ribbenaf. Men noemt ze de tengle, breedte en knogte van \'t lichaam.Wegens de gelijkheid van sommige der ribben zal men desom van alle ribben kunnen voorstellen door: 8AD 4AE = 8AB 4BF = 8BC-t-4CG = 8CD- -4DH. 8°. op de uithoeken, hoeken, enz. Wij merken aan hetlichaam 8 uithoeken op; deze liggen voor de helft in het grond-vlak en voor de andere

helft in het bovenvlak. Er zijn dus 8uithoeken en dus ook 8 drievlakkige of lichamelijke hoeken.—Omdat elke ribbe de doorsnede van twee vlakken is, bedraagthet aantal tweevlakkige hoeken ook 12. Er zijn dus tevens 12standhoeken, die in het vierzijdige prisma allen recht zijn.—De zijvlakken zijn allen vierhoeken; het aantal vlakke hoekenbedraagt dus 6 X 4 = 24, die allen recht zijn. Ook blijkt hetaantal vlakke hoeken uit de uithoeken. Deze toch zijn 8 ingetal, en aan eiken uithoek komen drie vlakken samen, duszijn er 8 X 3 = 24 vlakke hoeken. 4°. op de diagonalen. Daar elk zijvlak een vierhoek is, zijner in elk zijvlak 4(4—3) :2 = 2 diagonalen te trekken; dusin het geheel 6 X 2 = 12 diagonalen, die over het

lichaamgaan. Vier van deze zijn even lang; het zijn die, welke in hetgrond- en bovenvlak gevonden worden. De overige 8 zijn medeeven lang, want de opstaande zijvlakken zijn gelijke en gelijk-vormige rechthoeken. Die in \'t grond- en bovenvlak snijdenelkander tevens rechthoekig. Maar ook door het lichaam kunnen hier diagonalen getrokkenworden. Deze kunnen niet aanschouwelijk gemaakt worden.Zij zijn 4 in getal, n. 1. van A naar 6, van D naar F, vanC naar E, en van B naar H. De diagonalen door het lichaamgaande, zijn de langste; daarop volgen die in de opstaandezijvlakken; — die in het grond- en bovenvlak zijn de kortste.



45 Ook langs een anderen weg zou men het aantal diagonalenkunnen berekend hebben. Immers zijn er 8 uithoeken, entusschen deze 8 punten kunnen •?-\'-^i-\'- —- 28 verbindingslijnengetrokken worden. Hiervan 12 voor het aantal ribben afne-mende , houdt men 28 —12 = 16 diagonalen over, waarvan,gelijk wij hierboven aanmerkten, 12 in de zijvlakken en alzoo4 door het lichaam kunnen getrokken worden. Om nu wederom de eene berekening uit de andere af teleiden, zullen wij eerst aannemen, dat alleen het aantal zijvlak-ken = 6 is gegeven; dan blijkt ons al dadelijk dat er 4 op-staande zijvlakken moeten zijn, want er is één grond- en éénbovenvlak. Deze 4 opstaande

zijvlakken geven in het grond-en boven vlak 4 doorsneden, dus zijn deze vlakken vierhoeken.Neemt rnen nu in aanmerking, dat de opstaande zijvlakken vaneen prisma steeds vierhoeken zijn, dan zou men 6 X 4 = 24ribben bekomen; maar daar elke ribbe dubbel is geteld, zijner slechts *,* =12 ribben aan het lichaam. Er zijn dus ook 12tweevlakkige hoeken en 12 standhoeken. — Het aantal uit-hoeken bedraagt 2 x 4 = 8; want grond- en bovenvlak zijnvierhoeken; er zijn dus 8 drievlakkige of lichamelijke hoeken. Was alleen het aantal ribben = 12 gegeven, dan kan men,door in aanmerking te nemen, dat het aantal ribben in hetgrondvlak even zoo veel bedraagt als dat in \'t bovenvlak

en ookeven zooveel als dat der opstaande (vertikale) ribben, dadelijkzien, dat het aantal ribben in het grondvlak y = 4 bedraagt.Het grond- en bovenvlak zijn dus vierhoeken, en daarem zijner 4 opstaande zijvlakken, dus in \'t geheel 4 2=6 zijvlakken.Deze 6 zijvlakken geven 6 X 4 = 24 vlakke hoeken, want iederzijvlak is een vierhoek. Elke drie vlakke hoeken vormen eenlichamehjken hoek, dus zijn er y = 8 lichamelijke hoeken endaarom ook 8 uithoeken. Het aantal tweevlakkige hoekenen standhoeken is gelijk aan dat der ribben. Was van het prisma alleen gegeven het aantal vlakke hoeken24, dan weet men dadelijk, dat het aantal uithoeken V=8is, dat er dus 8 drievlakkige hoeken

zijn. Uit eiken drievlak-kigen hoek gaan 3 ribben; er zouden dus volgens deze opmer-king 8 x 3 = 24 ribben zijn, maar elke ribbe verbindt 2 uithoe-



16 ken en wordt dus tweemaal geteld, daarom zijn er slechtsy = 12 ribben. Het aantal tweevlakkige hoeken en standhoe-ken bedraagt dus ook 12. Daar elke drievlakkige hoek door 3zijvlakken wordt begrensd, zouden er, oppervlakkig beschouwd,8 X 3 = 24 zijvlakken zijn; maar elk zijvlak komt bij 4 ver-schillende uithoeken in aanmerking en is dus viermaal geteld,daarom zijn er slechts y =6 zij vlakken, waaronder één grond-en één bovenvlak, en dus 6 — 2 = 4 opstaande zijvlakken. Ten einde het net of geraamte van een vierzijdig prisma tekunnen vormen, diene het volgende: Wanneer de zijde van het grondvlak = AB en de hoogte= AE (zie fig.61) moet zijn, dan beschrijve men op AB hetvierkant ABCD (zie fig. 62). Men

verlenge de zijden van het Fig. 62. vierkant naar weerszijden tot dat AE" = BE\' = DH = CCr =DF" = CF\' ss AH\' = BC/ worde, en trekke de lijnen E" F",



47 F\'E\', HG, H\'G\', en beschrijve op HG het vierkant EFGH.Alsnu stelt ABCD het grondvlak van \'t vierzydige prisma voor,ABG\'H\' hetvoorvlak, BCF\'E\' het rechter-zijvlak, ADF\'E\'hetlinker-zijvlak, CDHG het achtervlak en EFGH het bovenvlak.Door de van zelf duidelijke omvouwing zal men het prismauit lig. 61 bekomen. Gaan wij te werk even alsbij het driezijdige prisma,en teekenen wij eerst eenrechthoek, waarvan AA\' =4ABenAB\' = AE(uitfig.61 = de hoogte) is, vervol-gens den rechthoek doorBE\', CF\' en D\'E in viergelijke stukken deelende, ende vierkanten EFGH enABCD beschrijvende, danzal het geraamte voltooidzijn, en men zal door om-vouwing wederom het pris-ma uit fig.

61 kunnen be-komen. Aanmerking. Het lichaam, dat wij hier beschouwden, wordtparallelopipedum of balk genoemd. Wij kunnen het, zielig. 61,in twee onderling gelijke driezijdige prisma\'s verdeelen; als wijn. 1. in het grondvlak de lijn BD en in het bovenvlak FHtrekken, en volgens deze lijnen het lichaam in twee stukkendeelen, zoodat de doorsnede de vierhoek BDFH is, dan be-komt men twee gelijke prisma\'s. — Elk dezer prisma\'s verschiltdaarin van het in § 7 docr ons beschouwde, dat nu grond- enbovenvlak geen regelmatige, maar rechthoekige driehoeken z\\jn;voor het overige telt het evenveel vlakke hoeken, zijvlakken,ribben, diagonalen, enz., als het daar door ons beschouwde.

—Als men in \'t grond- en bovenvlak de andere diagonalen AC en EGtrekt, dan zal de verdeeling van het prisma volgens deze lijneneveneens twee gelijke driezijdige prisma\'s voortbrengen, welkein alles aan de twee vorige gelijk zullen zijn.



48 § 9.Beschouwing van het vijf-, zes- en n-zijdige prisma\'. Wij gaan nu over tot de beschouwing van het vijfzijdigeprisma. Het wordt begrensd door 7 vlakken; twee daarvanmaken het grond- en bovenvlak uit en zijn evenwijdig; beidezijn gelijke regelmatige vijfhoeken. De overige 5 vlakken zijnde opstaande zijvlakken, die, als bij ieder prisma, gelijke engelijkvormige rechthoeken zijn. Deze staan wederom loodrechtop het grond- en bovenvlak. Tegenover elk opstaand zijvlakFig. 64.              staat een ribbe; — zoo staat tegenover ? het zijvlak ABGF (zie fig. 64) de ribbe DJ,tegenover het zijvlak BGHC de ribbe EK;tegenover CDJH de ribbe AF; tegenoverDEKJ de ribbe BG en tegenover AEKFde ribbe CH. — De afstand tusschen

debeide evenwijdige vlakken wordt doorelk der laatst genoemde ribben aange-wezen , en de afstand tusschen elk op-staand zijvlak en zijn tegenoverstaanderibbe wordt aangewezen door de loodlijn,die uit eenig hoekpunt van het grond-of bovenvlak op de overstaande zijde valt.Het aantal ribben bedraagt kennelijk15; vijf daarvan liggen in het grondvlak,5 in het bovenvlak, en 5 in de opstaande zijvlakken; die in\'t grond- en bovenvlak zijn allen even lang en liggen in eenhorizontale richting; ook die in de opstaande zijvlakken zijneven lang en zijn in een vertikale richting; zij zijn allen lood-lijnen op het grond- of bovenvlak. — Aan het lichaam bevindenzich dus ook 15 tweevlakkige hoeken en 15 standhoeken; 10van deze standhoeken,

gevormd door elk der opstaande zij-vlakken met het grond- en bovenvlak zijn recht, doch de vijfandere, gevormd door de opstaande zijvlakken onderling, zijngelijk aan den hoek in het regelmatige grond- of bovenvlak,



en daar deze regelmatige vijf hoeken zijn, bedraagt elk der stand-hoeken U=p* x 90» = 108°. — Aan het lichaam bevindenzich 10 uithoeken; dus ook 10 drievlakkige hoeken. Hetaantal vlakke hoeken bedraagt in het grond- en bovenvlak tezamen 2 x 5 = 10, ieder van 108°, en in de opstaande zij-vlakken 5 x 4 = 20, ieder van 90°; het geheele aantal vlakkehoeken is dus 10 4- 20 = 30. Het aantal diagonalen in het grondvlak bedraagt volgens eenbekenden regel f (5—3) =5, en in het bovenvlak eveneens;in elk der opstaande zijvlakken zijn er } (4—3) = 2, dus inal de zijvlakken te zamen 2x5-1-5x2 = 20 diagonalen.Om nu het aantal diagonalen te berekenen, die door hetlichaam kunnen

getrokken worden , merke men op, dat er zich40 uithoeken aan het lichaam bevinden, waartusschen menAtUtet» j—45 vereenigingslijnen kan trekken. Het aantal reedsopgemerkte vereenigingslijnen bedraagt voor de ribben 15 envoor de diagonalen over het lichaam 20, dus te zamen 35;deze van de 45 vereenigingslijnen afgetrokken, geeft ons 10Fig. 65.                          diagonalen, die door het lichaam gaan. — Verge-lijkt men met dit ant-woord fig. 64, dan zul-len wij zien, dat uit denuithoek A, de lichaams-diagonalen AH en AJkunnen getrokken wor-den : uit eiken uithoekalzoo twee, d. i. voor de10 uithoeken 10x2 =20, maar daar nu elkdezer diagonalen dubbelis geteld, bedraagt

hetware aantal ^° =10,hetgeen met het hier-boven berekende over-eenstemt. 4



50 Om nu het net te teekenen van het vijfzijdige prisma, kanmen, gelijk lig. G5 aanwijst, wederom vijf gelijke rechthoeken,wier afmetingen overeenkomen met het zijvlak ABFG uit lig.64, naast elkander leggen , en vervolgens aan een dezer recht-hoeken boven en beneden een regelmatigen vijf hoek verbinden,die tot zijden heeft de breedte AB van het genoemde zijvlakABFG. Door de noodige omvouwing, die bij het driezijdigeprisma is aangewezen, zalmen het vijf zijdige prisma uit fig. 64bekomen.                 • Zetten wij onze beschouwing voort met het zessijdige prisma (zie fig. 66) , dan zullen wij zien,dat dit lichaam begrensd wordtdoor 8 zijvlakken, waaronder 6 op-staande zijvlakken zijn, die lood-recht op de twee overige,

hetgrond- en bovenvlak, staan. Deze8 zijvlakken zijn twee aan tweeevenwijdig. Zoo is BCJH evenwij-dig met EFML, enz. De afstandtusschen het grond- en bovenvlakwordt door de vertikale ribben aan-gewezen , en die tusschen elk paarevenwijdige opstaande zijvlakkendoor den kleinen diagonaal b. v. BFuit het grond- of bovenvlak.Wij tellen aan dit lichaam 18 ribben, 2 X 6 of 12 daarvanloopen horizontaal, ze liggen in het grond- en bovenvlak; de6 anderen zijn vertikaal. Men vindt dus ook 18 tweevlakkigehoeken enl8standhoeken, 6 dezer standhoeken vormen hoekenvan l*=p± x 90» = « x 90»=120», en de overige zijn recht.—Aan het lichaam vinden wij voorts 2x6 = 12 uithoeken; alzoozijn er ook 12 drievlakkige of lichamelijke

hoeken, en dus12 X 3 = 36 vlakke hoeken. Het aantal diagonalen in het grondvlak bedraagt volgens eenbekenden regel | (6 — 3) = 9, dus in het bovenvlak ook 9,terwijl er in de zijvlakken 6 X 2 = 12 gevonden worden. Deze12 diagonalen zijn even lang; van de 18 andere zijn er 9 even



51 lang, als vormende kleine diagonalen in den zeshoek; de andere9 zijn wederom gelijk, als zijnde groote diagonalen in denzeshoek. Het geheele aantal verbindingslijnen tusschen de 12uithoeken bedraagt >1",t—-\' = 66; hiervan af de 12 ? - 18diagonalen over \'t lichaam en de 18 ribben, dan houdt menover 66 — 48 = 18 diagonalen, die door \'t lichaam gaan. Het net van het zeszijdige prisma zal op de zelfde wijze kun-nen gevonden worden als van \'t vijfzijdige, door nu 6 gelijkerechthoeken van de zelfde afmetingen als een der opstaandezijvlakken, b.v. ABHG, naast elkander te leggen, en aan eendezer rechthoeken boven en beneden een regelmatigen zeshoekte bevestigen, wiens

zijde gelijk is aan de breedte AB van \'tgenoemde zijvlak. — Door de noodige omvouwing bekomt mendan het prisma van fig. 66 terug. Aanmerking. Als men in het vijfzijdige prisma uit twee over-eenstemmende hoekpunten in het grond- en bovenvlak, b. v.uit de hoekpunten A en F van fig. 64, de diagonalen AO, diemet FH, en AD, die met FJ overeenstemt, trekt, en hetlichaam volgens het beloop dier overeenstemmende diagonalendoordeelt, dan bekomt men de drie volgende driezijdige prisma\'s,die te zamen gelijk zijn aan het geheele vijfzijdige prisma: prisma ABCFGH, prisma AODFHJ en prisma ADEFJK.Trekt men ook in het zeszijdige prisma, uit twee overeenkom-stige

hoekpunten van het grond- en bovenvlak, alle diagonalen,dan zal men het in 4 driezijdige prisma\'s kunnen verdeelen, —omdat het grond- en bovenvlak door het trekken dezer diago-nalen in 4 driehoeken verdeeld worden. Vóór wij de beschouwing der prisma\'s staken, willen wijhier doen opmerken, dat een n-zijdig prisma n opstaande zij-vlakken heeft, en dus begrensd wordt door n - -1 vlakken.In zoodanig prisma heeft men in \'t grondvlak n ribben, omdathet een n hoek is; in \'t bovenvlak is het even zoo gesteld;het aantal vertikale ribben bedraagt ook n; derhalve zijn eraan een n zijdig prisma ook 3 n ribben, waaronder 2 n hori-zontale. Het aantal tweevlakkige hoeken bedraagt

eveneens 3n;er zijn dus ook 3 n standhoeken. Nu zijn er in \'t grondvlakn vlakke hoeken, ook zoo veel in \'t bovenvlak, en in de op-



52 staande zijvlakken 4 n, dus zijn er te zamen 6 n vlakke hoe*ken. Aan eiken uithoek komen drie vlakke hoeken te zamen,dus zijn er | n = 2n hoekpunten of uithoeken, en dus ook 2ndrievlakkige hoeken en lichamelijke hoeken. — Het aantal dia-gonalen in het grondvlak bedraagt volgens een bekenden regel».iJ!=l>; dit aantal is ook in \'t bovenvlak te vinden, en in deopstaande zijvlakken vindt men er nX^\'f-\'-^?ti, d. i. tezamen n (n— 3)-f-2n = n(n— 1) diagonalen, die over hetlichaam gaan. Het n-zijdige prisma heeft 2n uithoeken, het aantal verbin-dingslijnen tusschen In punten bedraagt \'*\'\',*""\'\' — n(2n—1);neemt men nu hiervan de 3n ribben en de n(n—1) genoemdediagonalen, dan houdt menn\' — 3n=n(n—3) diagonalen

over,die door het lichaam gaan, d. i. juist zooveel als in de beidegrondvlakken te zamen zijn. Daar uit één uithoek van \'t grond- of bovenvlak n — 3diagonalen in dat grondvlak kunnen getrokken worden, zal hetn-zijdige grond- of bovenvlak in n—2 driehoeken verdeeld kun-nen worden, en dus zal het n zijdige prisma in n—2 driezijdigeprisma\'s kunnen gesplitst worden. Men teekent het geraamte van het n-zijdige prisma, door ngelijke en gelijkvormige rechthoeken nevens elkander te plaat-sen, en ze alzoo tot één geheelen rechthoek te vereenigen. Iederder n rechthoeken moet de afmetingen van een opstaand zijvlakbezitten. Vervolgens teekent men boven en beneden een dezerrechthoeken een regelmatigen n-hoek, waarvan de

zijde gelijkis aan de breedte van \'t genoemde opstaande zijvlak. Door denoodige omvouwing bekomt men dan het n-zijdige prisma terug. § 10. Beschouwing van de driezijdige piramide. Tot de piramiden overgaande, willen wij beginnen met deregelmatige driezijdige piramide. Gelijk wij vroeger opmerkten,



53 tig. 67.            noemen wij de piramide regelmatig , als het grondvlak een regelmatige veelhoek is, ende opstaande zijvlakken gel\'ykbeenige drie-hoeken zijn. De driezijdige piramide is duseen lichaam, dat door 3 opstaande zijvlak-ken en één grondvlak wordt ingesloten.Fig. 67 geeft ons een afbeelding van zoo-danige piramide. Even als bij het prismawillen wij nu letten: 1°. op de zijvlakken. Deze zijn, gelijkgezegd is, 4 in getal; wij merkten reedsvroeger op, dat juist dit lichaam het een-voudigst samengesteld is, als begrensd doorslechts 4 platte vlakken. Zij zijn de opstaande zijvlakken ABP,BCP, en ACP, en het grondvlak ABC, dat een regelmatigedriehoek is. De opstaande

zijvlakken zyn gelijke en gelijkvor-mige gelijkbeenige driehoeken, die met hun toppen in éénzelfde punt samenkomen. — Tegenover elk zijvlak staat eenuithoek; zoo staat punt A tegenover het zijvlak BCP, hetpunt B tegenover zijvlak ACP, enz. en het punt P, dat hettoppunt van de piramide wordt genoemd. staat tegenover hetgrondvlak ABC. Als men het middelpunt M van den cirkel, omhet grondvlak beschreven, met het toppunt P vereenigt, danbekomt men een lijn PM, die geheel binnen \'t lichaam valten dus voor ons onzichtbaar is, maar die loodrecht op hetmidden van het grondvlak staat. Deze lijn heet de hoogte derpiramide, en elk punt dier lijn staat op gelijke afstanden vande

opstaande zijvlakken. Hoe nader men eenig punt in die lijnbij het toppunt P der piramide neemt, des te kleiner zullendie afstanden worden. De straal van den cirkel om het grond-vlak vormt met die hoogte en een opstaande ribbe een recht-hoekigen driehoek, waarvan deze ribbe de hypotenusa of schuinezijde is. 2°. op de ribben. Wij tellen aan het lichaam 6 ribben,\'t welk minder is dan bij het driezijdige prisma. Dit komtdaarvan, dat de piramide geen bovenvlak heeft, gelijk hetprisma. Drie van deze ribben liggen in \'t grondvlak; de andere



54 hellen hierop en loopen in het toppunt P der piramide tegen-over dit vlak uit. Dit zelfde verschijnsel nemen wij bjj iederander vlak der driezijdige piramide waar. Beschouwen wij hetzijvlak BCP voor een oogenblik als grondvlak, dan bemerkenwij ook hierin drie ribben BP, CP en BC, de drie andereribben hellen hierop en loopen in een zeilde punt A, tegenoverdit vlak, uit. Drie aan drie komen de zes ribben aan iederenuithoek te zamen. De drie opstaande ribben der regelmatigepiramide zijn even lang; die van \'t grondvlak hebben ook dezelfde lengte. Men kan zich dus gemakkelijk een lijn voor-stellen, wier lengte gelijk is aan de som der ribben van dedriezijdige piramide; de lengte van deze lijn zal gelijk zijn aande som van 3 maal

de lengte van een opstaande ribbe en 3 maaldie eener horizontale; of wel zij is gelijk aan 3 maal de somvan een opstaande en een horizontale ribbe. 3°. op de uithoeken , hoeken, enz. Het aantal ribben van dedriezijdige piramide 6 zijnde, bedraagt ook dat der tweevlak-kige hoeken zes, het aantal standhoeken zal mede zes bedra-gen ; de standhoeken tusschen elke twee elkander snijdendeopstaande zijvlakken zijn even groot, alsmede die tusschen iederopstaand zijvlak en het grondvlak. Het lichaam telt 4 uithoe-ken ; aan eiken uithoek komen 3 vlakken te zamen, dus zijner 4 drievlakkige hoeken en 4 X 3 = 12 vlakke hoeken aanhet lichaam. De hoeken in het grondvlak zijn even groot,bevattende ieder *f° =60°; die om het punt

P zijn mede evengroot, en eindelijk zijn ook de 3 X 2 = 6 hoeken aan de basisder gelijkbeenige driehoeken onderling gelijk. 4°. op de diagonalen. De zijvlakken van de driezijdige pira-mide zijn allen driehoeken. In een driehoek kan men, gelijkbekend is, geen diagonalen trekken, zoodat op de oppervlaktevan het lichaam geen diagonalen kunnen liggen. Als wij nu na-gaan , dat iedere uithoek van het lichaam met eiken anderen uit-hoek is verbonden door een ribbe , dan besluiten wij, dat ookin het lichaam geen diagonalen kunnen getrokken worden. Wijhadden ook kunnen berekenen , dat er geen diagonalen mogelgkzijn. Immers zijn er 4 uithoeken aan de piramide, en tusschen4 punten, waarvan geen drie in een rechte lijn liggen,

kan



55 men } n (n—1) =Jx4x3=6 rechte lijnen trekken. Hier-van afgetrokken de zes ribben, behoudt men 6 — 6 = 0 voorhet aantal diagonalen. Ten einde uit één gegeven de andere verkregen waarhedenaf te leiden, even als wij deden bij het prisma, stellen wij onsvoor, dat gevraagd wordt de piramide te bespreken, wanneeralleen gegeven is, dat zij 3 opstaande zijvlakken heeft. De piramide heeft slechts één grondvlak, dus zijn er 3 -f-1= 4 zijvlakken. Dit grondvlak is een driehoek, omdat er 3opstaande vlakken zijn. In het grondvlak liggen alzoo 3 uithoe-ken, en hierbij nog 1 uithoek gevoegd, als plaats waar deopstaande zijvlakken samenkomen, zoo zijn er 4 uithoeken aan\'t lichaam. Aan

iederen uithoek komen drie vlakken samen,daarom zijn er 4 drievlakkige hoeken, en dus 4 X 3 = 12vlakke hoeken, waarvan er 3 tot het grondvlak behooren.In iedere piramide is elk hoekpunt van het grondvlak methet toppunt vereenigd, derhalve zijn er steeds zooveel op-staande ribben als horizontale. In genoemd prisma is hetgrondvlak een driehoek; dus bevinden zich 2x3 = 6 ribbenaan het lichaam. Daarom zijn er ook 6 tweevlakkige hoekenen 6 standhoeken. Is voorts van een piramide alleen gegeven dat er 6 ribbenaan zijn, dan weet men ook dadelijk, dat er f = 3 opstaandeen dus ook 3 horizontale ribben z\\jn. Het grondvlak is duseen driehoek; en daarom moeten er 3 opstaande

zijvlakken enéén grondvlak, d. i. 4 grensvlakken aan het lichaam zijn. Deopstaande zijvlakken der piramide zijn steeds driehoeken; dedriezijdige piramide bevat dus enkel driehoeken tot zijvlakken;waarom het aantal vlakke hoeken 4 x 3 = 12 bedraagt. Hetlichaam kan niet anders als drievlakkige hoeken bevatten,omdat er slechts 4 zijvlakken zijn; daarom zijn er \',\' = 4 uit-hoeken en 4 drievlakkige hoeken. Het aantal tweevlakkigehoeken en standhoeken is gelijk aan dat der ribben. Was alleen bekend het aantal uithoeken = 4, dan zou menkunnen opmerken, dat er een grondvlak aan de piramide moetzijn. Dit grondvlak moet een ingesloten ruimte vormen; inhet grondvlak liggen dus 3

uithoeken; het aantal opstaande



56 zijvlakken bedraagt alzoo 3 en het geheele aantal zijvlakken3 1=4. Aan eiken uithoek heeft een samenkomst plaatsvan 3 vlakken , het lichaam bezit dus 4 drievlakkige hoeken en4x3 = 12 vlakke hoeken. Aan eiken uithoek komen 3 ribbente zamen, dus zouden er naar deze meening 4 X 3 = 12 rib-ben moeten zijn, maar daar elke ribbe twee uithoeken ver-bindt, is zij dubbel geteld; het ware aantal ribben bedraagtdan *,*= 6. Het aantal tweevlakkige hoeken en standhoekenis dus eveneens 6. Fig. 68.                                  Om zich nu het net of geraamte derregelmatige drie-zijdige piramidevoor te stellen, tee-kene men (zie fig.68) een gelijkzijdi-gen drieh., wienszijde gelijk is aande ribbe van hetgrondvlak ABC uitfig. 67.

Vervolgensplaatse men op elkezijde van dezen ge-lijkzijdigen driehoek een gelijkbeenigen driehoek, waarvan debeenen zoo lang zijn als de opstaande ribbe van de gegevenpiramide. Laat meti den gelijkzijdigen driehoek in zijn stand,en vouwt men de gelijkbeenige driehoeken binnenwaarts om,tot zij met de toppunten aan elkander komen, dan heeft meningesloten de regelmatige driezijdige piramide uit fig. 67. Men kan ook dezen weg inslaan. Teeken 3 gelijke gelijkbee-nige driehoeken, zoodanig dat de basis van ieder zoo langzij als de ribbe van het grondvlak der piramide, en ieder op-staand been gelijk worde aan de opstaande ribbe der piramide.Leg ze naast elkander zoodat hun toppunten op elkander val-len als in fig. 69, en

teeken benedenwaarts op de basis van denmiddelsten driehoek een gelijkzijdigen, dan zal men door om-vouwing , die van zelve duidelijk is, de regelmatige driezijdige



57 Hg, 6». piramide van fig. 67, beko- men. Ten einde genoemdedrie gelijkbeenige driehoe-ken gemakkelijk naast elk-ander te leggen, beschrijvemen met een opstaanderibbe als straal een cirkel-boog en zette hierop 3 aan-liggende gelijke koorden uit,ieder gelijk aan de ribbevan het grondvlak, (ziefig. 69). Beschouwing van de regelmatige vierzijdige piramide. De regelmatige vierzijdige piramide ne-men wij nu tot voorwerp van onze be-schouwing. Wij zullen hierbij de zelfdevolgorde behouden; alzoo letten wij: 1°. op de zijvlakken. Men vindt hier5 zijvlakken ; 4 opstaande zijvlakken en 1grondvlak. Het grondvlak is een regel-matige vierhoek of een vierkant, en deopstaande zijvlakken zijn

gelijke en gelijk-vormige gelijkbeenige driehoeken. Tegen-over elk opstaand zijvlak staat een ander opstaand zijvlak; dezezijn niet evenwijdig zoo als bij het vierzijdige prisma, maar zijontmoeten elkander in het punt P, het toppunt der piramide,waar de opstaande zijvlakken te zamen komen. Beschrijft menom het grondvlak een cirkel, dan zal het middelpunt M methet toppunt P vereenigd, de lijn PM doen ontstaan, die geheelbinnen het lichaam valt, loodrecht op het grondvlak staat, ende hoogte der piramide genoemd wordt. Ieder punt van deze lijnis op gelijke afstanden van de opstaande zijvlakken verwijderd. ?>



58 2°. op de ribben. Wij zien aan het lichaam, dat de ribben8 in getal zijn; vier daarvan liggen in \'t grondvlak en zijnhorizontale; de overige zijn opstaande, zij hellen op de andereen loopen in \'t zelfde punt P in elkander. Die in \'t grondvlakzijn even lang, zij zijn twee aan twee evenwijdig en snijdenelkander rechthoekig. Ook de opstaande zijn even lang. Elkeopstaande ribbe sluit met de hoogte der piramide en den straalvan den cirkel om het grondvlak een rechthoekigen driehoekin, waarvan de ribbe de hypotenusa is. 3°. op de uithoeken, hoeken, enz. Het lichaam telt 5 uit-hoeken of hoekpunten, waarvan er 4 in \'t grondvlak liggen.Aan elk dezer 4 uithoeken komen 3 ribben samen, daaromzijn deze 4 uithoeken de grenzen van 4

drievlakkige hoeken.Aan het vijfde hoekpunt komen 4 opstaande ribben samen,daarom ligt hier een viervlakkige hoek. Wij willen hier dusde opmerking maken, dat de uithoek tegenover eenig zijvlakvan een piramide de grens is van een drie-, vier-, vijf-, enz.vlakkigen hoek, naarmate die uithoek tegenover een drie-,vier-, vijf-, enz. hoekig zijvlak staat. Zoo staat in onze fig. zijvlak ABCD tegenover uithoek P; hier ligt dus een 4 vl. hoek,» BCP           »           » A; » » » » 3 » » » ABP          »           » D;» » » » 3 » »enz. De 4 drievlakkige hoeken geven 4 X 3 = 12 vlakke hoekenen de viervlakkige geeft er 4; dus te zamen 12 4 = 16. Vandeze 16 hoeken zijn de 4 in \'t grondvlak allen recht, dus evengroot; de 4 om het hoekpunt P zijn ook even

groot, en deoverige 16 — 2x4 = 8 zijn mede even groot. — Het aantaltweevlakkige hoeken en standhoeken bedraagt 8, even als datder ribben. 4°. op de diagonalen. In de opstaande zijvlakken, die allendriehoeken zijn, kan men geen diagonalen trekken. Het grond-vlak , dat een vierhoek is, levert er twee op; deze zijn evenlang en snijden elkander in het middelpunt M rechthoekig.Voor het overige is ieder hoekpunt van het grondvlak reedsmet het toppunt vereenigd, daarom zijn er geen diagonalendoor het lichaam. Door berekening zou men ook tot het be-



59 sluit komen, dat er geen diagonalen door \'t lichaam mogelijkzijn. Immers geven de 5 uithoeken van het lichaam | X 5X 4 = 10 vereenigingslijnen, hiervan afgenomen de 8 ribbenen de 2 diagonalen in het grondvlak, dan behoudt men 10 —(8 2) = 0 diagonalen, die door het lichaam loopen. Om nu van dit lichaam het achtervolgens opgenoemde wederdoor berekening uit een der gegevens af te leiden, stellen wijons eerst alleen als bekend voor, dat de piramide 5 zijvlakkentelt. De piramide heeft één grond- en geen bovenvlak, duszijn er 4 opstaande zijvlakken. Het aantal opstaande ribbenis dus ook 4. Daar iedere opstaande ribbe het toppunt derpiramide met een uithoek van het

grondvlak verbindt, zijner aan het grondvlak 4 uithoeken; dit is dus een vierhoek entelt bijgevolg 4 ribben, die blijkbaar allen horizontale zijn.Het geheele aantal ribben bedraagt dus 4 4=8. De opstaanderibben komen in één gemeenschappelijk punt samen , daaromtelt het lichaam 5 uithoeken. Die in \'t grondvlak zijn de grensvan drievlakkige hoeken, en de andere van een viervlakkigenhoek. Daarom moet het aantal vlakke hoeken 1 X 4 4 X3 =s 16 bedragen. Was alleen gegeven, dat een piramide 5 uithoeken telt,dan moet één van deze het toppunt zijn en de overige moetenin het zelfde vlak liggen. Dit vlak, het grondvlak, is dus eenvierhoek, daarom zijn er vier opstaande zijvlakken,

en bijge-volg wordt het lichaam door 4 1=5 zijvlakken begrensd.Het grondvlak alzoo een vierhoek zijnde, heeft men 4 horizon-tale ribben; — uit iederen uithoek van \'t grondvlak loopt eenopstaande ribbe naar het toppunt; dus zijn er 2x4=8 ribbenaan het lichaam en dus ook 8 tweevlakkige hoeken en stand-hoeken. Aan iederen uithoek in \'t grondvlak komen 3 ribben tezamen; er zijn dus 4 drievlakkige hoeken,—een aan het toppunt,waar 4 ribben samenkomen, hier ligt een viervlakkige hoek;het aantal vlakke hoeken bedraagt dus 1 X 4 4 X 3 = 16. Was gegeven, dat een piramide 8 ribben telt, dan kan menook hieruit het onbekende vinden. Daar in de piramide zooveelopstaande

ribben, als ribben in \'t grondvlak zijn, volgt aldadelijk dat het grondvlak is een f = 4 hoek. Daarom zijn er



60 4 opstaande zijvlakken en in\'t geheel 4 1=5 zijvlakken aan\'t lichaam. De opstaande zijvlakken zijn allen driehoeken,daarom telt het lichaam 4x3 4 = 16 vlakke hoeken. Hetaantal tweevlakkige hoeken en standhoeken is gelijk aan datder ribben, of 8. — In het grondvlak liggen 4 uithoeken; aanieder komen 3 ribben samen, dus zijn er 4 drievlakkige hoeken;maar behalve deze uithoeken is er nog een, het toppunt,waar 4 opstaande zijvlakken samenkomen; hier bevindt zich duseen viervlakkige hoek. Het lichaam telt bijgevolg 5 uithoeken.Om zich nu het net voor te stellen van de regelmatige vierzij- dige piramide, teekenemen eerst een vierkant(zie fig. 71), waarvaniedere zijde gelijk is aande ribbe van het grond-vlak der piramide uit

fig.70, en beschrijve voortsop elke zijde een gelijk-beenigen drieh., waar-van ieder been gelijk isaan de opstaande ribbeder piramide van fig. 70.Door de noodige omvou-wing verkrijgen we dande regelmatige piramideuit fig. 70. Men kan ook dezen weg inslaan: Teeken vier gelijke en ge-lijkvormige gelijkbeenige driehoeken, wier basis even lang is alsde ribbe van het grondvlak der gegeven piramide, en waar-van ieder been gelijk is aan de opstaande ribbe van de piramide.Plaats deze 4 driehoeken met de opstaande zijden aan en naastelkander, gelijk figuur 72 kan ophelderen, en beschrijf bene-den een der driehoeken op zijn basis een vierkant. Vouwtmen dan de gelijkbeenige driehoeken om dat vierkant zoodanigsamen, dat de

bazes der driehoeken aan de zijden van hetvierkant sluiten, dan bekomt men de regelmatige vierzijdigepiramide van fig. 70 terug.



61 Aanmerking. Om het laatst-genoemde netwerk gemakke-lijk te construëeren, beschrijvemen uit zeker punt P (zie fig.72) met de opstaande ribbe alsstraal een cirkelboog, en zet opdezen boog 4 aan elkander lig-gende koorden uit, ieder terlengte van de horizontale ribbe;trek uit de deelpunten de stra-len, en beschrijf buitenwaart opeen der koorden een vierkant.Als wij (zie fig. 70) uit een der uithoeken, b. v. A, vanhet grondvlak één diagonaal trekken, en het lichaam volgensdezen diagonaal en de twee opstaande ribben, die de uiteindenvan dezen diagonaal en het toppunt vereenigen, door deelt,dan bekomt men twee driezijdige piramiden, n. 1. PACD enPACB. Deze

piramiden zijn even groot, want haar zijvlakkenkomen met elkander overeen, maar verschillen daarin van dein § 10 door ons beschouwde, dat nu het grondvlak ACD ofACB geen regelmatige driehoek, maar een rechthoekige is.Zulke piramiden noemt men rechthoekige, omdat minstens een derzijvlakken rechthoekig op het grondvlak staat. De rechthoekigedriezijdige piramide heeft wel een zelfde aantal zijvlakken,ribben, uithoeken, drie- en tweevlakkige hoeken en vlakkehoeken als de regelmatige driezijdige piramide; maar opge-noemde gelijkheid en stand van sommige dezer zijvlakken,ribben, enz. is niet de zelfde als bij de rechthoekige piramide. § 12. Beschouwing

der regelmatige vijf- en n-sijdige piramide. Wij gaan thans over tot de regelmatige vijfzijdige piramide,zie fig.74; wij willen haar niet beschouwen op dezelfde wijze



62 Kg. 78.                a]s de drie. en vierzijdige piramide, maar wij willen uit een der bekendezaken andere eigenschappen afleiden.Indien dus alleen bekend ware datde piramide vijfzijdig is, dan weet menal dadelijk, dat behalve deze 5 op-staande zijvlakken er nog een grond-vlak moet zijn , dat dus het geheeleaantal zijvlakken 6 bedraagt. Elk op-staand zijvlak snijdt het grondvlak vol-gens een rechte lijn, dus moet hetgrondvlak een vijfhoek zijn en 5 uit-hoeken tellen. Iedere uithoek van het grondvlak is door eenopstaande ribbe met het toppunt vereenigd; er zijn dus 5opstaande ribben en in \'t grondvlak 5 horizontale, d. i. tezamen 40 ribben; dus zijn er ook 10 tweevlakkige hoeken en10 standhoeken. De opstaande zijvlakken

ontmoeten elkanderin één punt, het toppunt genaamd; er zijn dus 5 1 = 6uithoeken. Aan den uithoek bij het toppunt komen 5 vlakkensamen; daar bevindt zich dus een vijfvlakkige hoek. Aan alde andere uithoeken komen slechts drie vlakken samen; hierzijn dus allen drievlakkige hoeken. De opstaande zijvlakken zijnallen driehoeken en het grondvlak is een vijfhoek ; er bevindenzich dus 5x3 1x5=4x5=20 vlakke hoeken aan de vyf-zijdige piramide. In de opstaande zijvlakken kan men geendiagonalen trekken, omdat het allen driehoeken zijn; in hetgrondvlak kunnen uit elk hoekpunt 5—3, en dus kunnen in hetgeheel f (5 — 3) =5 diagonalen getrokken worden. Door hetlichaam is geen diagonaal mogelijk, want elke uithoek aan

\'tgrondvlak is reeds met het toppunt door een ribbe vereenigd.Indien alleen bekend is, dat in een piramide 10 ribben ge-vonden worden , dan moeten er y = 5 opstaande en 5 hori-zontale ribben zijn. Er zijn dus 5 opstaande zijvlakken en eengrondvlak, dat een vijfhoek is, dus te zamen 5 1 = 6 zij-vlakken. De 5 opstaande ribben ontmoeten elkander in éénpunt, het toppunt van de piramide; hier ligt dus een vijfvlakkigehoek. Aan de 5 uithoeken van het grondvlak liggen dus drie-



63 vlakkige hoeken. Hierdoor weet men nu reeds, dat het aantaluithoeken 6 is, dat het aantal tweevlakkige hoeken en stand-hoeken even als dat der ribhen 10 bedraagt, en dat alzoo hetaantal vlakke hoeken 5 5 X 3 = 20 bedraagt. Is alleen bekend het aantal uithoeken = 6, dan moet eenvan deze de tophoek zijn, de overige uithoeken bevinden zichin \'t grondvlak. Dit grondvlak is dus een vijf hoek; uit iederhoekpunt van \'t grondvlak loopt een ribbe naar den tophoek;hier komen dus 5 opstaande ribben samen, daarom zijn er 5opstaande zijvlakken. Het aantal zijvlakken is dus 5 1 = 6;het aantal ribben 5 5 = 10, het aantal tweevlakkige hoekenen standhoeken eveneens 10; het aantal

drievlakkige hoeken 5en men heeft één vijfvlakkigen hoek. Hierdoor is het overigenu gemakkelijk te vinden. Om echter uit de uithoeken hetaantal diagonalen te bepalen, merke men op, dat er tusschendeze 6 punten jx6(6 — 1) = 15 verbindingslijnen mogelijkzijn ; hiervan de 10 ribben afgenomen, houdt men 5 diagonalenover, die, gelijk wij reeds opmerkten, allen in \'t grondvlakmoeten liggen. Het net der vijfzijdige piramide zal men op gelijke wijze alsdat der vierzijdige kunnen bekomen. Men teekene daartoe een regehnatigen vijfhoek(fig. 74), waarvan elkezijde gelijk is aan deribbe van het grondvlak;voorts beschrijve men opelke zijde buitenwaartseen gelijkbeenigen drie-hoek,

waarvan ieder op-staand been zoo lang isals de opstaande ribbevan de piramide. Doorde noodige omvouwingbekomt men de regelma-tige vijfzijdige piramide.Ook kan men op dezelfde wijze te werk



04 gaan, als in fig. 72 bij de vierzijdige piramide is vermeld.Het is opmerkelijk na te gaan, welken vorm fig. 74 zal aan-nemen , in geval de som der vlakke hoeken om den vijfvlak-kigen hoek gelijk is aan 480°. Wij willen thans overgaan tot de zeszijdige piramide diewij in fig. 75 zien afgebeeld; maar in plaats van de gewonevolgorde, willen wij in \'t algemeen de nzijdige piramide be-schouwen , om daarmede van de piramiden at te stappen.Is de regelmatige piramide n-zijdig, dan zijn er n opstaandezijvlakken en 1 grondvlak, dus wordtzij begrensd door n 1 zijvlakken. Elkder opstaande zijvlakken is een gelijk-beenige driehoek en het grondvlak iseen regelmatige n-hoek. Er liggen alzooin het grondvlak n ribben, die horizon-taal zijn j en

elk hoekpunt van het grond-vlak door een ribbe met den tophoekverbonden zijnde, zijn er ook n opstaanderibben. Het aantal ribben der n zijdigepiramide bedraagt alzoo 2xn = 2».Daarom zijn er ook In tweevlakkigehoeken en \'iwstandhoeken. In het grond-vlak liggen n uithoeken, omdat dit eenTi-hoek is; daarenboven is er nog een toppunt, dus zijn ern-t-1 uithoeken. De uithoek aan den top is een n-vlakkige,omdat daar n vlakken samenkomen; aan de overige uithoekenkomen drie vlakken samen, dus zijn er n drievlakkige hoeken. —Aan eiken drievlakkigen hoek komen 3 vlakken samen, dusliggen er ook 3 vlakke hoeken, en de « vlakkige hoekwordt gevormd door n zijvlakken , waarom aan het toppunt nvlakke hoeken gevonden

worden. Het aantal vlakke hoekenbedraagt dus n X 3-f-n = 4n.Omdat er n -f-1 uithoeken zijn, kunnen er {? n (n 1) ver-bindingslijnen tusschen deze punten bestaan. Trekt men hier-



65 van de 4n ribben, dan behoudt men \\n(n— 3) diagonalen.Neemt men nu in aanmerking, dat het grondvlak een n-hoekis, dat er dus uit elk hoekpunt n—3 diagonalen kunnen ge-trokken worden, en bijgevolg in den geheelen n-hoek \\ n (w—3)diagonalen (vergelijk § 21 van het Ie Deel), dan komt men dade-lijk tot besluit, dat er in een piramide, hoe groot het aantalzijden ook moge zijn, geen diagonalen door het lichaam kun-nen getrokken worden. Ook bij een oppervlakkige beschou-wing hebben wij deze opmerking reeds meermalen kunnen doen,dewijl elk hoekpunt van het grondvlak reeds met het toppuntvereenigd is. Trekt men uit één hoekpunt van het grondvlak alle

mogelijkediagonalen , dan wordt het grondvlak van de n-zijdige piramidein n— 2 driehoeken verdeeld. Het lichaam, doorgesneden vol-gens het beloop dezer diagonalen en door het toppunt, zaldus in n — 2 driezijdige piramiden verdeeld zijn. Om in \'t algemeen het net der n-zijdige piramide te teekenen,beschrijve men een cirkel met de opstaande ribbe als straal, enzet hierin achtereenvolgens n koorden uit, ieder gelijk aan deribbe van het grondvlak; voorts vereenige men de uiteindendier koorden met het middelpunt, en beschrijve op een dierkoorden een regelmatigen n-hoek. Door omvouwing zal mendan de n-zijdige piramide verkrijgen. 8 13. Over de regelmatige lichamen in \'t

algemeen , en het zes-en achtvlak %n \'t bijzonder. De regelmatige veelvlakkige lichamen zullen thans behandeldworden. Zelfs met uitsluiting der regelmatige prisma\'s en pira-miden, die wij tot heden beschouwden, verstaan wij doorregelmatige lichamen alleen zulke, wier oppervlakken uit gelijkeen gelijkvormige regelmatige veelhoeken zijn samengesteld, ter-wijl deze grensvlakken onder gelijke tweevlakkige hoeken aanII.                                                                           5



elkander sluiten, d. i. de standhoek op de ribbe tusschen elkpaar aan elkander grenzende zijvlakken is steeds van de zelfdegrootte. Men heeft de volgende regelmatige lichamen: o. het regelm. viervl. of tetraëdrum, flg. 76 b.   ?» » zesvl. » hexaëdrum, » 77 c.    » » achtvl. ? octaëdrum, » 78 d.   » »twaalfvl.ofdodecaëdrum,» 79c » » twintigvl. of icosaëdrum,» 80 Door beschouwing der nevensgaandefiguren ziet men, dat de regelmatigelichamen ingesloten zijn door drie-, vier-of vijfhoeken en wel regelmatige. Meerdan de 5 opgenoemde zijn er niet, het-welk men gemakkelijk kan opmerken;immers, aan eiken uithoek komen\'s min-stens 3 vlakken samen, en de som dervlakke hoeken om één uithoek kan nim-mer gelijk aan 360° zijn, maar

moet steedsminder dan dit getal wezen. Was die som360°, dan zou er geen lichaamshoek ont-staan, maar eene vlakte uitgestrektheid,en was zij meer dan 360°, dan zou ereen inspringende lichaamshoek ontstaan,dat bij een regelmatig lichaam onmogelijkis. Het aantal regelmatige driehoeken,die aan één uithoek samenkomen, kandus 3, 4 en 5 zijn, en nimmer meer,omdat 6 X 60° = 360° is. — Hetaantal regelmatige vierhoeken kanalleen 3 zijn, want 4 rechte hoe-ken vormen reeds 4 X 90° ss360°. — Het aantal regelmatigevijfhoeken, die aan één uithoeksamenkomen, kan alleen 3 zijn,want elke hoek van een regelmati-gen vijfhoek bedraagt d08°, en 4X 408° = 432°, dat is meer dan



67 360°. — Regelmatige lichamen, in-gesloten door zijvlakken meer dan5 hoeken tellende, kunnen niet inaanmerking komen, omdat het aan-tal graden , dat iedere vlakke hoektelt, minder dan 3|0 = 120° moetzijn. — De eenige mogelijke gevallenzijn alzoo: de samenkomst van 3,4of5 gelijkzijdige driehoeken, van3 vierkanten en 3 regelmatige vijf-hoeken , en deze gevallen geven juistde hierboven genoemde lichamen.Wij willen elk dezer vijf regelmatige lichamen wat naderbeschouwen, en zullen dus aanvangen met het regelmatige vier-vlak. Dit lichaam komt in vorm overeen rret de in § 10omschreven regelmatige driezijdige piramide. Het zelfde aantalribben , zij vlakken, uithoeken,

drievlakkige en tweevlakkigehoeken, standhoeken en vlakke hoeken vindt men ook hier.Wij zullen dus alleen behoeven op te merken, waarin hetviervlak van de beschouwde driezijdige piramide verschilt.—Alle vier zijvlakken zijn b\'y het viervlak even groot: het zijnallen gelijke gelijkzijdige driehoeken. De som der grensvlakkenis dus gelijk aan 4 maal het oppervlak van één driehoek. Dezes ribben zijn ook alle even lang. De som der ribben is dusgelijk aan 6 maal de lengte van een dezer. Het aantal vlakkehoeken bedraagt even als bij de driezijdige piramide 12, maarzij zijn nu allen even groot, tellende ieder 60°. Nog willen wij opmerken, dat het geen verschil oplevert,welk der

zijvlakken men als grondvlak beschouwt; de standender opstaande ribben zijn steeds de zelfde. Ook de hoogte zals\'.eeds door de zelfde lengte worden voorgesteld. Beschouwen wij thans liet regelmatige sesvlak, dan zullen wijzien, dat dit lichaam in vorm overeenkomt met het reeds om-schreven regelmatige vierzijdige prisma. Het heeft een zelfdeaantal zijvlakken, ribben, hoeken, uithoeken en diagonalenals dit, zoodat wij alleen hebben op te merken, waarin hetvan het beschouwde vierzijdige prisma verschilt. De zijvlakken



68 van het zesvlak zijn allen even groot; het zijn allen gelijkevierkanten. De 12 ribben zijn allen even lang; daarom is desom der ribben gelijk aan 12 maal de lengte van een dezer,terwijl de som der grensvlakken 6 maal één der zijvlakken is.De 12 diagonalen die in de zijvlakken liggen, zijn allen vangelijke lengte, maar verschillen ook nog van die, welke door\'t lichaam gaan. Indien men van het zesvlak een ribbe weet,dan kan men beide soorten van diagonalen berekenen. Die,welke in een der zijvlakken ligt, is, als diagonaal van eenvierkant, gelijk aan den vierkantswortel uit het dubbel kwa-draat van de ribbe. Is dus deze ribbe r=r, dan is de kleinediagonaal = j/2r* = r^l. Nu vormt de diagonaal door \'tlichaam met den diagonaal in het

zijvlak en de opstaande ribbeeen rechthoekigen driehoek, waarvan de genoemde grootediagonaal de hypotenusa is. Alzoo is deze = ^[r*-f.(i/\'2r,)?J= |/3r» = rj/3. Daarom is nu ook : gr. diag. : kl. diag. = j/3r* : V2r* = ryZ: rj/2 = |/3: |/2.Het regelmatige zesvlak wordt ook genoemd kubus of teerling.Het net van het regelmatige viervlak is gemakkelijk te ma-ken; daartoe teekene men een gelijkzijdigen driehoek ABC (zie fig. 81) waarvan iedere zijdegelijk is aan de dubbele ribbe vanhet viervlak; men deele voortsiedere zijde in de punten D, Een F midden door, en trekkeDE, DF en EF; vouwt men dande driehoeken ADF, BEF enCDE om de lijnen DF, EF en DEnaar elkander toe, tot dat depunten A, B en C in elkandervallen, dan bekomt men

eenregelmatig viervlak. Dat, Omgekeerd, door het uitslaan vande opstaande zijvlakken van een regelmatig viervlak de gelijk-zijdige driehoek ABC ontstaan zal, ziet men gemakkelijk indoor op te merken, dat L CDE L EDF - - L ADF = L AFD ? • |_ DFE - -BFE = enz. = 3 X 60» = 180» is.



Het net van het regelmatige zesvlak zal men uit de beschou-wing der figuren 62 en 63 gemakkelijk kunnen afleiden, alsmen slechts in \'t oog houdt, dat ieder vlak een vierkantmoet zijn. 1\'ig. 82. Beschouwen wij thans het regelmatige achtvlak (octaëdrum) fig. 82, dan zienwij dat dit lichaam eigenlijk bestaatuit 2 gelijke regelmatige vierzijdigepiramiden EABCD en FABCD, dienaar het beloop van hare gelijke grond-vlakken met elkander vereenigd zijn.De zijvlakken van het achtvlak,die 8 in getal zijn , zijn allen gelijke engelijkzijdige driehoeken, die 4 aan 4aan de uithoeken samenkomen. Zestaan twee aan twee evenwijdig, dochin omgekeerden stand , zoodat in iederpaar evenwijdige

zijvlakken tegenoverde basis van den eenen driehoek hettoppunt van den anderen staat, zouzijn in onze figuur evenwijdig de volgende zijvlakken : A BCF met A ADE.A ABF » A CDE.A ADF » A BCE.A CDF » A ABE. Indien men de middelpunten van de om ieder paar evenwijdigezijvlakken beschreven cirkels door rechte lijnen vereenigt, danzullen deze rechte lijnen loodrecht op de zijvlakken staan endoor het midden (M) van het achtvlak gaan; omdat er 4 paarevenwijdige vlakken zijn, zijn er ook 4 zulke loodlijnen, dieden afstand tusschen elk paar evenwijdige vlakken aanwezenen dus even lang zijn. Ieder zijvlak is een driehoek en heeft dus 3 zijden, maarelke zijde is de ribbe

tusschen twee vlakken, alzoo zijn er inhet achtvlak *-??* = 12 ribben, die allen even lang zijn.Indien het lichaam in rust voor ons ligt, dan ziet men steeds



70 een grond- en bovenvlak en dus 6 ribben die horizontaal zijn;de overigen zijn dan hellend. Het zal niet behoeven opgemerktte worden, dat men voor grond- en bovenvlak ieder paar even-wijdige zijvlakken kan aannemen. Uit ieder hoekpunt van hetbovenvlak ziet men twee ribben naar \'t grondvlak loopen; erzijn dus 6 ribben, die de uithoeken aan het grond- met dieaan het bovenvlak vereenigen. Hierbij gevoegd de 3 ribbenin het grond- en 3 in het bovenvlak geeft ons, op een anderewijze, 12 ribben in \'t geheel. Deze 12 ribben zijn twee aantwee evenwijdig; het zijn in onze figuur de ribben: CF en AE, BF en DE, AF en CEDF en BE, AB en CD, BC en AD. Als men het midden van ieder paar evenwijdige ribben doorrechte lijnen

verbindt, dan zal men 6 zulke lijnen vinden, dieallen even lang zijn en door het midden van het lichaam loopen. Aan iederen uithoek van het achtvlak loopen 4 ribben tezamen, van deze ribben aan eenigen uithoek is er steeds ééndie met twee dezer ribben hoeken van 60° vormt, doch metde vierde ribbe vormt zij een hoek van 90\'. Hieruit volgt dus,dat ieder der 2 vierzijdige piramiden, waarin het lichaam kanverdeeld worden, steeds een vierkant tot grondvlak heeft. Ieder zijvlak telt 3 vlakke hoeken , dus zijn er op de opper-vlakte van het achtvlak 8 X 3 = 24 vlakke hoeken, die 4 aan4 aan iederen uithoek samenkomen; alzoo zijn er s4* =6 uit-hoeken a;\\n liet lichaam. Het aantal viervlakkige hoeken be-draagt dus 6, dat der

tweevlakkige, hetwelk gelijk is aan hetaantal ribben, bedraagt 12; daarom zijn er ook 12 standhoe-ken , die allen even groot zijn. Onder de uithoeken van het achtvlak zijn er 3 paar aan tewijzen, die niet door rechte lijnen vereenigd zijn. De rechtelijn, die tusschen ieder paar kan getrokken worden, is eendiagonaal door het lichaam, deze gaat door het midden (M) vanhet lichaam en is gelijk aan de dubbele hoogte van ieder dergenoemde regelmatige vierzijdige piramiden, waarin het acht-vlak kan verdeeld worden. — Op de zijvlakken, die allen drie-boeken zijn, liggen geen diagonalen.—Meer dan 3 diagonalen



71 ka?i het lichaam niet hebben. Immers bestaan er tusschen de6 uithoeken van het lichaam } X 6 X 5 = 15 verbindings-lijnen, en hiervan de 12 ribben afgenomen, behoudt men 3diagonalen. In onze figuur kunnen ze getrokken worden van A naar C,van D naar B, en van E naar F. — Verdeelt men nu hetlichaam volgens den aangewezen weg in 2 vierzijdige pirami-den , dan liggen steeds twee dezer diagonalen in het grondvlakder piramide; dit grondvlak, dat een kwadraat is, heeft totzijden de ribbe van hetachtvlak. Zoo dus iedere ribbe = ris,dan is iedere diagonaal = j/ 2r\' = r i/ 2. Om het nel van het regelmatige achtvlak te teekenen, be-schrijve men eerst het net der

regelmatige vierzijdige piramideEABCD uit fig. 82, daarna beschrijve men nog eenmaal ditzelfde net, en legge de daaruit voortspruitende piramiden methaar grondvlakken op elkander, zoodat de hoekpunten van heteene op die van het andere grondvlak vallen (fig. 83). Fig. SS.                                                               Fig. 84. Men kan dit net ook verkrijgen, door 8 regelmatige geüjkedriehoeken aan elkander te teekenen volgens lig. 84. Dooromvouwing zal men dan gemakkelijk het regelmatige achtvlakbekomen.



72 § 14- Beschouwing van het regelmatige twaalf- en twintigvlak. Wij willen thans tot het regelmatige twaalfvlak overgaan(fig. 85). Het heet twaalfvlak, omdat er 42 zijvlakken aan het lichaam zijn, die allen ge-lijke regelmatige vijfhoekenzijn. Als men het lichaamvoor zich ziet liggen, bemerktmen dadelijk een grond- eneen bovenvlak; deze zijn even-wijdig , maar staan in een om-gekeerden stand, zoodanig, datb. v. de tophoek van het grond-vlak tegenover de grondlijn vanhet bovenvlak ligt, enz. Doorhet lichaam gedurig op eenander zijvlak te laten rusten,zal men ontwaren dat er dus 6 paar evenwijdige zijvlakken inhet twaalfvlak zijn. In onze figuur zijn die evenwijdige zij-vlakken : vijfh. ABCDE en vijfh. QRSTU; vijfh. ABÓPF

enTSJKL;» AEHGF » » TUNML; » EDKJH » UQPON;» CDKLM » » QRGFP; » BOMNO » RSJHG. Vereenigt men de middelpunten der om ieder paar evenwij-dige zijvlakken beschreven cirkels door een rechte 1\'yn, danzal deze lijn loodrecht op dat paar zijvlakken staan en door \'tmidden van het twaalfvlak loopen. Omdat er 6 paar evenwij-dige zijvlakken zijn , zullen er ook 6 zulke loodlijnen zijn, dieallen gelijke lengte hebben. Deze loodlijnen worden ook welassen genoemd. Ieder van de twaalf zijvlakken is een vijf hoek, en elke vijf-hoek telt 5 zijden; maar elke zijde is de ribbe tusschen tweevlakken, dus zijn er y x 5 = 30 ribben, die allen «ven lang



73 zijn. Ligt het lichaam voor ons, dan zijn er steeds 2 X 5=10ribben, die horizontaal liggen, de overigen hellen op de hori-zontale. Ook op een andere wijze kan men het aantal ribbenvinden, n. 1. uit ieder hoekpunt van het grondvlak loopt eenribbe naar de richting van het bovenvlak, en evenzoo looptuit ieder hoekpunt van \'t bovenvlak een ribbe naar de richtingvan \'t grondvlak; grond- en bovenvlak vijf hoeken zijnde, geeftdit reeds 4 X 5 = 20 ribben, en door vereeniging van de afloo-pende ribben van grond-en bovenvlak met elkander, ontstaan2x5 andere, dus in \'t geheel 6 X 5 = 30 ribben. Deze 30 rib-ben zjjn twee aan twee evenwijdig; men vindt dit paar even-wijdige

nimmer in twee aan elkander sluitende vlakken, maarsteeds in twee tegenover elkander staande vlakken, of lieverin de grond- en bovenvlakken. Zoo zijn in fig. 85 evenwijdigCD en QR, BC en RS, AB en ST, enz. Men vindt dus *f = 15 paar evenwijdige ribben, en ver-eenigt men het midden van elk paar evenwijdige ribben doorrechte lijnen, dan zullen deze door het midden van \'t lichaamgaan. Er zijn alzoo 15 zulke lijnen te trekken, die allen evenlang zijn. Het aantal ribben is ook gemakkelijk in lig. 86 te tellen. Elk der zijvlakken telt 5 vlakke hoeken; dus zijn er 12 X5 = (50 vlakke hoeken aan \'t lichaam, die ieder l|R = lj x90°=108° bevatten. Aan iederen uithoek komen 3

zulke hoekensamen, alzoo zijn er sTn = 20 uithoeken aan \'t lichaam, die inde figuur gemakkelijk te tellen zijn. Er zijn dus ook 20 drie-vlakkige hoeken, en 30 tweevlakkige, welk getal steeds metdat der ribben overeenkomt. De 30 standhoeken dezer twee-vlakkige hoeken zijn allen even groot. Van de 20 uithoeken van het lichaam liggen geen driein een rechte lijn; het aantal verbindingslijnen tusschen deze20 punten bedraagt alzoo } X 20 X 19=190. Trekt men hier-van de 30 ribben af, dan houdt men 190 — 30 = 160 lijnenover, die allen diagonalen moeten zijn. Ieder zijvlak is eenvijf hoek, en telt alzoo { X 5 X (5—3) = 5 diagonalen , die inde vlakken of op het lichaam

liggen; het geheele aantal diago-nalen , die op het lichaam gevonden worden, bedraagt dus



7* 12 X 5s=60. en daarom moeten er nog 160 — 60 = 100 diago-nalen zijn, die door het lichaam gaan. Het net van het regelmatige twaalfvlak teekent men, door opelke zijde van een regelmatigen vijf hoek een gelijken regelmati-gen vijfhoek te teekenen. Dit doet men nog eens met een ande-ren doch gelijken vijfhoek, die een omgekeerden stand heeft,en laat beide stellen aan elkander sluiten zoo als fig. 86 aanwijst. Door om vouwing bekomt men dan het regelmatige twaalfvlak.Het regelmatige twintigvluk. dat we in fig. 87 zien afgebeeld, wordt aldus genoemd, omdat hetbegrensd wordt door 20 gelijkeen gelijkvormige zijvlakken, dieallen driehoeken zijn. — Hetlichaam op een zijner uithoekenvoor zich houdende, ziet mendat het

bestaat uit twee gelijkeregelmatige piramiden, waarvande grondvlakken regelmatigevijfhoekenzijn; deze piramidenzijn ten opzichte van elkanderzóó geplaatst, dat haar grondvlakken een tegengesteldenstand hebben, doch de middelpunten der grondvlakken liggenmet de toppunten in een rechte lijn; voor het overige staande beide grondvlakken op zoodanigen afstand, dat ieder hoek-punt van een der beide grondvlakken met de twee hier het



75 dichtst bij liggende hoekpunten van het andere grondvlak doorrechte lijnen vereenigd zijnde, deze vereenigingslijnen gelijkelengte hebben als iedere ribbe van een der genoemde pira-miden. — Legt men het lichaam op een der zijvlakken vóórzich, dan ontwaart men, dat er een grond-en bovenvlak zijn,die evenwijdig loopen, maar in omgekeerden stand tot elkanderstaan, zoodanig, dat de tophoek van het grondvlak tegenoverde basis van het bovenvlak ligt; zoo ligt tegenover den top-hoek K van het grondvlak de basis BC van \'t bovenvlak. Doorhet lichaam gedurig op een ander zijvlak te leggen, zal menzien, dat er steeds een grond- en bovenvlak in

omgekeerdenstand tevoorschijn komen, zoodat er V°=10paar zulke even-wijdige vlakken zijm Als men de middelpunten der om ieder paar zijvlakken be-schreven cirkels met elkander vereenigt, dan zal deze lijnloodrecht op dat paar zijvlakken staan en door \'t midden vanhet lichaam loopen. Omdat er 10 paar evenwijdige zijvlakkenzijn, kan men 10 zulke loodlijnen of assen aanwijzen, die elkan-der en ook het lichaam in het midden snijden. Het lichaam telt 20 zijvlakken, aan ieder zijvlak bevindenzich drie zijden, maar iedere zijde is de ribbe van twee elkan-der snijdende vlakken; daarom bevinden zich 20 X } = 30 rib-ben aan het twintigvlak, hetwelk de zelfde uitkomst

oplevert alsbij het regelmatige twaalfvlak. Deze 30 ribben zijn allen evenlang, omdat de zij vlakken gelijke en gelijkzijdige driehoekenzijn. Ligt het twintigvlak op een der zijvlakken vóór ons,dan merken wij 2 X 3 = 6 ribben op, die horizontaal liggen;de overige 30 — 6 = 24 zijn hellend. — Men kan het aantalribben nog op een andere wijze tellen. Wij merkten reeds op,dat het lichaam gevormd was vooreerst door 2 regelmatigevijfzijdige piramiden. Ieder dezer piramiden levert 2 X 5=10ribben op, en neemt men nu hierbij in aanmerking, dat uitieder hoekpunt van het grondvlak der eene piramide tweeribben loopen naar de hoekpunten van \'t grondvlak der anderepiramide,

dan vindt men voor het geheele aantal ribben:2x5 2x5 2 5 = 6x5 = 30. Deze 30 ribben zijn twee aan twee evenwijdig; ieder paar



76 evenwijdige ribben vindt men in het grond- en bovenvlak.Vereenigt men het midden van ieder paar evenwijdige ribbendoor een rechte lijn, dan zal deze door het midden van hetlichaam gaan, en dus de reeds genoemde loodl\'ynen in hetmidden snijden. Er zijn dus \\" = 15 zulke lijnen in het lichaamte trekken, die allen de zelfde lengte hebben. — In fig. 87is het aantal ribben ook gemakkelijk te tellen. Ieder zijvlak is een driehoek en telt dus 3 vlakke hoeken;het geheele aantal vlakke hoeken aan het lichaam bedraagt dus20 X 3=i60, die 5 aan 5 aan iederen uithoek samenkomen;alzoo zijn er ** =12 uithoeken. Het regelmatige twaalf- en twin-tigvlak hebben dus eenige overeenkomst, welke hieruit bl\'ykt:het 12-vlak telt 12 zijvlakken,

20 uithoeken, 30ribben,» 20 » » 20 »           12 »         30 » Er zijn derhalve in het twintigvlak 12 vijfvlakkige hoeken, 30tweevlakkige hoeken en 30 standhoeken, die allen even groot zijn.Van de 12 uithoeken liggen geen drie in een rechte lijn;alzoo zijn er ? X 12 X 11 = 66 verbindingslijnen tusschendeze 12 punten mogelijk ; —trekt men hiervan af de 30 ribben,dan houdt men 66 — 30 = 36 lijnen over, die diagonalenmoeten zijn, welke allen door \'t lichaam gaan, omdat in dezijvlakken, die driehoeken zijn, geen diagonalen kunnen lig-gen. Opmerking verdient het, dat het getal diagonalen diedoor het lichaam van het regelmatige twaalf- en twintigvlakgaan, in beide gevallen een kwadraatgetal is. Het net van het regelmatige twintigvlak

teekent men door 10gelijke regelmatige driehoeken zóó naast elkander te leggen, datyig. 88.                            zij een parallelogram insluiten (ABCD vanfig. 88), en door ver-volgens op iedere z\\jdeboven en beneden eengelijkzydigen drie-hoek te stellen. Dooromvouwing zal mendan het twintigvlakkunnen bekomen.



77 § 15- Over den cilinder, kegel, afgeknotten kegel en deaf geknotte piramide. Wij zijn thans genaderd tot de beschouwing der zooge-naamde omwentelings-lichamen. Stelt men zich voor, dat eenrechthoek ABCD om de rechthoekszij deBC wentelt, totdat hij zijn eersten standweder bekomen heeft, dan noemt mende doorgeloopen ruimte een cilinder, (ziefig. 89). De lijn AD bepaalde in haar ver-schillende standen de gedeeltelijke grenzender ruimte, en het gebogen vlak doorhaar doorloopen, heet het cilindervlak.De punten A en D hebben door de wen-teling een cirkelomtrek gevormd, waar-van AB en DC de stralen zijn.Het ontstaan van den cilinder kan men zich ook

aldus voor-stellen : in eenig punt A van den cirkelomtrek staat een lijnAD loodrecht op het cirkel vlak; deze lijn draait over den om-trek van den cirkel, doch blijft er steeds loodrecht op; is zijdan weder in haar eersten stand gekomen, d. i. heeft zij dengeheelen omtrek van den cirkel afgelegd, dan heeft zij een cilin-dervlak doorloopen; het uiteinde D der bewegende lijn heefteen cirkelomtrek doorloopen waarvan CD de straal is, en deruimte, ingesloten door het vlak van dezen cirkel, het cilin-dervlak en het gebruikte grondvlak, wordt een cilinder genoemd.De cilinder telt 3 zijvlakken; twee platte en een gebogen.De platte grensvlakken zijn cirkels; men noemt ze het grond-en

bovenvlak, of ook omdat zij even groot en beide cirkelszijn, de beide grondvlakken van den cilinder. Uit de wordingvan den cilinder is ons duidelijk gebleken, dat beide grond-vlakken evenwijdig zijn, want de afstand tusschen beide wordtsteeds gemeten door de lijn AD. Deze lijn AD staat loodrechtop beide grondvlakken. eveneens als de lijn BC, die de andere



78 rechthoekszijde van het gebezigde rechthoekige parallelogramis; deze lijn BC verbindt de beide middelpunten B en C dergrondvlakken, om haar is de beweging van den rechthoekgeschied, en daarom heet zij de as van den cilinder. — Doorde hoogle van den cilinder verstaat men den afstand tusschenbeide evenwijdige vlakken: zij is dus AD of BC. — Het opstaandzijvlak is een gebogen vlak , dat loodrecht op beide grondvlak-ken staat. Lichamelijke hoeken vindt men bij den cilinder niet;ook vlakke hoeken mist hij. Ribben, gelijk men die als rechtelijnen bij de prisma\'s en piramiden heeft leeren kennen, heeftde cilinder niet, maar de grenzen tusschen het opstaand zijvlaken de beide grondvlakken worden aangewezen dooi\'

kromme,lijnen; het zijn twee cirkelomtrekken. die beide even grootzijn. Van diagonalen kan evenmin sprake zijn. Om zich een cilinder te vervaardigen , teekent men een recht-hoek ABCD (zie fig. 90), waarvan AD gelijk is aan de hoogte van J\'i?. 00. den cilinder, terwijl AB even lang is als de omtrek of 3J. maalde iniddellijn van het grondvlak. Men verlenge CB door B,tot dat BM gelijk zij aan den straal van het grondvlak; evenzooverlenge men AD door D , tot dat DN gelijk zij aan den straal



79 van het bovenvlak. Voorts beschrijve men met BM en DN alsstralen uit M en N cirkels. Alsnu is ABCD het ontrolde gebo-gen zijvlak, BM het cirkelvormige grond- en DN het cirkelvormigebovenvlak van den cilinder. Door de noodige en van zelveduidelijke omrolling bekomt men den cilinder uit fig. 89. De cilinder heeft zeer veel overeenkomst met het prisma;men zegt wel eens, dat de cilinder een prisma is van eenoneindig groot aantal zijvlakken. Dit zeggen ontleent zijnoorsprong uit hetgeen wij in § 5 van den cirkel mededeelden,dat n. I. zijn omtrek en inhoud gelijk zijn aan den omtrek enden inhoud van een regelrnatigen veelhoek van een oneindiggroot aantal zijden

om dien cirkel beschreven. Daardoor zijnde omtrekken en inhouden van de grondvlakken der prisma\'svan oneindig veel zijden overgegaan in een cirkel, en de op-pervlakken van de opstaande zijvlakken in het gebogen zijvlakvan den cilinder. Op een en ander zullen wij in den loop vandit werkje wel weder terugkomen. Nog zij opgemerkt, dat een cilinder gelijkzijdig genoemdwordt, indien de middellijn van \'t grond- of bovenvlak gelijkis aan de hoogte van den cilinder. Gaan wij nu over tot den kegel. Hijontstaat (zie fig. 91) door de omwen-teling van een rechthoekigen driehoekABC om een zijner rechthoekszijden(in onze figuur om BC). Gedurendedeze wenteling heeft het

punt C zijnplaats behouden; het punt A heeft eencirkelomtrek doorloopen, waarvan ABde straal of AD de middellijn is; en delijn AC heeft een gebogen -vlak doenontstaan, dat het kegelvlak genoemdwordt. — Het ontstaan van den kegelkan men zich ook aldus voorstellen: zij AD een cirkel; opdezen is uit zijn middelpunt een loodlijn opgericht; uit eenigpunt C dezer loodlijn is een lijn naar den omtrek van den cir-kel ^elrokken; — stelt men zich deze lijn voor als An hetpunt C vast, doch voor het overige beweegbaar over den



80 omtrek van den cirkel, dan zal de ruimte, die door deze be-weging afgesloten wordt, een rechte kegel genoemd worden.De kegel wordt door slechts twee zijvlakken begrensd: eenplat en een gebogen vlak. Het platte vlak wordt het grondvlakgenoemd, en het gebogen vlak het zijvlak. Het punt C heethet toppunt van den kegel, en de lijn BC, die het toppuntmet het middelpunt van het grondvlak verbindt, heet de as vanden kegel, omdat om deze lijn de wenteling van den driehoekplaats had. De as stelt tevens de hoogte van den kegel voor;de hoogte wijst dus aan, hoe ver het toppunt boven \'t grond-vlak is gelegen. — De lijnen, die men uit het toppunt naarden omtrek van het grondvlak kan trekken , worden de schuinezijden van

den kegel genoemd, die allen even lang zijn. De kegel heeft evenmin als de cilinder lichamelijke hoeken;ook vlakke hoeken merkt men niet bij hem op. Hij heeftook geen ribben, maar de grenslijn tusschen beide zijvlakkenis een kromme lijn, het is de cirkelomtrek van het grondvlak.De piramide komt het naast met den kegel in vorm over-een : met zegt wel eens, dat de kegel een piramide van eenoneindig groot aantal zijden is, en dat wel om de zelfde redenals wij bij den cilinder aanmerkten. Fig. 92.                                   Om het net van den kegel te tee-kenen, beschrijvemen met AC enAB (uit Hg. 91)twee cirkels dieelkander aanra-ken (de cirkelsAMen ANuitfig.92)."Vervolgens zietmen, welk deel destraal AN van denstraal AM is,

endit gedeelte zalmen ook van dencirkelomtrek van



81 AM moeten nemen, om den boogBAC zoo lang te krijgen alsde geheele cirkelomtrek van AN. Alsnu trekke men de stralenCM en BM. De sector MBAC wijst dan het ronde oppervlaken de cirkel NA wijst het grondvlak van den kegel aan. Vouwtmen nu, van het punt A af te beginnen, den sector om denomtrek van den cirkel NA, dan zullen de stralen BM en CMin elkander vallen en het punt M zal loodrecht boven het mid-delpunt N van den kleinen cirkel komen te staan. Men ver-krijgt dan weder den kegel van fig. 91. Eindelijk merke men nog op, dat een gelijkzijdige kegel zalontstaan, zoo de hypotenusa van den rechthoekigen driehoekABC uit fig. 91 het dubbel der

waterpasse rechthoekszijde is,of indien de schuine zijde AC even lang als de middelhjn ADis, — en dat alsdan de sector MBAC uit fig. 92 juist een halvecirkel zal zijn. Aanmerking. Als men den kegel door een vlak evenwijdigaan het grondvlak snijdt, dan is de doorsnede altijd een cirkel,die steeds kleiner dan het grondvlak van den kegel zal zijn.Hoe verder deze doorsnede van het grondvlak verwijderd is,des te kleiner is zij. Het bovenste stuk van den verdeeldenkegel is wederom een kegel, die gezegd kan worden ontstaante zijn uit de omwenteling van den rechthoekigen driehoekFi„ 93               FGC om zijn rechthoekszijde CG. De straal van de doorsnede is dus FG

en Gis het middelpunt. Van alle doorsneden,evenwijdig aan het grondvlak, ligt hetmiddelpunt in de as van den kegel.—Het benedenste stuk van den verdeeldenkegel is een afgeknotle kegel. Deze wordtbegrensd door drie vlakken: één opstaandgebogen zijvlak en twee platte vlakken,die hoewel evenwijdig en hun middel-punten in de zelfde as hebbende, nogtansongelijk zijn. De cirkel AD heet het benedenvlak of grondvlak,en de cirkel EF het bovenvlak, terwijl het deel BG der as,of de vereenigingslijn der middelpunten van het grond- en bo-venvlak, de hoogte van den afgeknotten kegel voorstelt, enII.                                                                          6



82 AF de schuine zijde heet. — Men kan zich ook voorstellen,dat de afgeknotte kegel ontstaan is uit de omwenteling vanhet rechthoekige trapezium ABGF om de niet evenwijdigerechthoekszij de BG. Het net van den afgeknotten kegel kan men op de volgendewijze maken. Daartoe beschrijve men eerst het net van dengeheelen kegel, waarvan de afgeknotte een deel is. Men vindt(zie fig. 94) voor het grondvlak den cirkel AB en voor het ge- Fig. 94. bogen zijvlak sector ADC. Nu beschrijve men uit C met CF(uit fig. 93) als straal een cirkelboog EF, die de stralen vanden sector in E en F snijdt, dan is ADEF het gebogen zijvlakvan den afgeknotten kegel; cirkel FG met een straal beschre-ven, die de vierde evenredige is tot AC, AB en

CF, zal hetbovenvlak, en cirkel AB het grondvlak zijn. Indien men door een piramide eenvlak brengt, evenwijdig aan het grond-vlak, dan zal de geheele piramide intwee deelen verdeeld zijn (zie fig. 95).Het bovenste stuk blijft een piramidedoch het onderste wordt nu een af-geknotte piramide genoemd. Het is dui-delijk , dat een afgeknotte piramidedoor één vlak meer dan de geheelepiramide van het zelfde aantal zijvlak-ken begrensd wordt; want nu is erook een bovenvlak. Dit bovenvlak is



83 evenwijdig met het grondvlak; het is dus een veelhoek vanhet zelfde aantal zijden als en gelijkvormig met het grondvlak.Vereenigt men de middelpunten der om het grond- en boven-vlak beschreven cirkels, dan kan deze lijn de as der pira-mide genoemd worden; zij staat loodrecht op beide genoemdevlakken en wijst de hoogte der afgeknotte piramide aan. Deopstaande zijvlakken zijn nu alle gelijke en gelijkvormige trape-ziums en wel antiparallelogrammen, omdat de opstaande ribbenallen even lang zijn. Wij willen in het algemeen hier opmer-ken, dat de afgeknotte regelmatige n-zijdige piramide bezit nopstaande zijvlakken, dus in \'t geheel n 2 zijvlakken; — datzij

bezit n ribben in het grondvlak, n ribben in \'t boven vlak,n opstaande ribben, dus te zamen 3n ribben; — dat zij dus ook• \'m tweevlakkige hoeken en \'3n standhoeken heeft; — dat zij4xn-f-2x«=6n vlakke hoeken heeft; — dat zij 2n uithoekentelt; — dat deze2n uithoeken ook de grenzen zijn van 2n drie-vlakkige hoeken. Tusschen deze 2n punten kunnen { x 2« x(2n—1) -s n (2n—1) vereenigingslijnen worden getrokken. Hetgrond- en bovenvlak geven te zamen 2 x \\n (n—3) = n(n—3)diagonalen, terwijl de opstaande zijvlakken er 2n hebben,d. i. te zamen n (n—1). Alzoo schieten er n (2n—1) — n(n—1)= n\' lijnen over voor de ribben en de diagonalen door \'t lichaam. Het

aantal dezer laatstebedraagt dus steeds n1—3n=n(n—3), dat is juistzooveel als er over hetlichaam kunnen wordengetrokken. Om het net der afge-knotte piramide te ver-vaardigen , beschrijvemen eerst het net derpiramide alsof zij volware, waarvoormen vin-den zal: P\'ABCDEFvoor het beloop der op-staande zijvlakken en.



H4 CDJHG voor het grondvlak. Vervolgens neme men van hettoppunt P af, op de opstaande ribben gelijke stukken P\'K=P\'L=P\'M = enz., ieder gelijk aan PF uit flg. 95, en trekkeKL, LM, MN, NO en OP, en beschrijve op een dezer laatstelijnen den regelmatigen vijfhoek OPQRS, waarna het net vol-tooid is. Door omvouwing zal men dan de regelmatige afge-knotte piramide uit fig. 95 bekomen. § 16-Beschouwing van den bol. Thans moeten wij den bot bespreken. Het is een lichaam,dat slechts door één zijvlak begrensd wordt, \'t welk in al zijndeelen even ver verwijderd is van zeker punt in den bol, datmen het middelpunt noemt. — Laat men uit een zeker punt Meen onnoemelijk groot aantal gelijke rechte lijnen naar alle rich-tingen

rondom dat punt uitgaan, en stelt men zich dan voor,dat door de uiteinden dezer lijnen een vlak gebracht wordt, danzal het lichaam, door dit vlak ingesloten , een bol zijn. — Nogkan men zich voorstellen, dat de bol ontstaan is uit de omwente-ling van den halven cirkel ACB(zie fig. 97) om zijn middellijnAB. De halve middellijn vanden cirkel noemt men straal, endeze naam blijft bij den bol be-staan ; alle lijnen, uit het mid-delpunt van den bol naar denomtrek getrokken, zijn dus stra-len van den bol. — Elke lijn, dieden omtrek van den bol in tweepunten snijdt en door het mid-delpunt van den bol gaat, heetmiddellijn. Een middellijn isdus ook hier gelijk aan den dubbelen straal. Het aantal mid-dellonen en stralen van den bol is oneindig

groot. Uit het



85 ontstaan van den bol blijkt ons duidelijk, dat de. grootte vanden bol van slechts één lijn, van den straal, afhangt. Indien men door den bol een vlak laat gaan, dat door hetmiddelpunt van den bol gaat, dan is het lichaam in twee ge-lijke deelen verdeeld. De doorsnede is een cirkelvlak, dat dedubbele grootte heeft van den in onze figuur gebezigden halvencirkel. Ieder deel van den bol heet nu een halve bol, en wordtbegrensd door twee vlakken; een gebogen en een plat vlak. Laatmen door den bol andermaal een vlak gaan door het middel-punt en loodrecht door het eerste vlak , dan is de bol in viergelijke deelen verdeeld; ieder deel is een kwartbol en wordtbegrensd

door drie zijvlakken: een gebogen vlak en twee plattevlakken. Ieder plat vlak is nu een halve cirkel; deze halve cirkelszijn aan elkander gelijk en zijn ieder zoo groot als de in onzefiguur gebezigde halve cirkel ACB. Het gebogen oppervlak vanden kwartbol is gelijk aan het vierde deel van het oppervlakvan den geheelen bol. — Laat men daarentegen door den bol eenvlak gaan, dat niet door het middelpunt gaat, dan is de door-snede wel een cirkel, maar zij is kleiner dan de cirkel, waar-van de door ons gebezigde halve cirkel ACB de helft is. Dezedoorsnede wordt kleiner, naar mate zij verder van het middel-punt van den bol is verwijderd. Daardoor is de bol in

tweeongelijke deelen verdeeld; beide deelen hebben wel het zelfdegrondvlak, maar de gebogen oppervlakken zijn niet aan elkandergelijk. Men zou het eene deel het supplement van het anderekunnen noemen, omdat zij te zamen den geheelen bol vormen.De lijn AB, waarom de wenteling van den halven cirkel isgeschied, noemt men de as van den bol en de punten A en B,waar deze as den omtrek snijdt, worden de polen of asfunlenvan den bol genoemd. Alle doorsneden, die door de as gaand. i. als deze as geheel in het vlak der doorsnede ligt, verdeelenden bol in twee gelijke deelen en snijden elkander steeds inde punten A en B. Deze doorsneden worden de

meridianenvan den bol genoemd, en daar deze doorsneden den bol steedsin twee gelijke deelen verdeelen, zoo zullen alle meridianen vanden bol steeds even groot zijn. Er is een oneindig aantal meri-dianen op den bol mogelijk. Trekt men nu de lijn CD, die AB



86 in het middelpunt M rechthoekig snijdt, en laat men daardooreen vlak gaan, dat rechthoekig op de as staat, dan noemt mendeze doorsnede den evenaar of equator van den bol. "Wel iswaar kan men door CD ook een onnoemelijk aantal vlakkenlaten gaan, die allen wel den bol in twee gelijke deelen zullenverdeelen , maar onder al die doorsneden is er slechts één eve-naar, omdat deze alleen rechthoekig op de as van den bol staat.Wij merkten reeds op dat vlakken, die door het middelpuntvan den bol gaan, grootere doorsneden geven dan vlakken,die niet door het middelpunt gaan. De eerste doorsnedennoemt men groote cirkels van den bol. Groote cirkels hebbeneen gemeenschappelijk middelpunt, gelijke stralen en middel-lijnen , en

zijn dus allen even groot. De laatst bedoeldedoorsneden noemt men kleine cirkels van den bol. Omdatde doorsneden kleiner worden naar mate zij verder van hetmiddelpunt verwijderd zijn, volgt daaruit, dat niet allekleine cirkels van den bol even groot zijn. Trekt men inden bol koorden EF, GH enz. die met CD in \'t zelfde vlakliggen en daaraan evenwijdig zijn, en laat men door die koor-den vlakken gaan, welke rechthoekig op ds as staan, dan zijndeze doorsneden steeds kleine cirkels. Deze doorsneden, allenevenwijdig aan den evenaar, verdeelen den bol in twee onge-lijke deelen en worden parallelen of breedte-cirkels genoemd,in tegenoverstelling van de meridianen, die lengte-cirkels ge- •,heeten worden. De middelpunten der parallelen

vallen nietsamen, gelijk die der meridianen, maar zij liggen allen in deas van den bol.—Noemt men EM, of den straal van den bol,R, den straal van den parallel r, en nM of den afstand dermiddelpunten a, dan is in den rechthoekigen driehoek EMmEM*=Em*4-wjM»,of R*=r»-|-a*;waardoor dus steeds een dezer lijnen kan bepaald worden,ingeval er twee bekend zijn. — Dewijl EM steeds de zelfdelengte in den bol behoudt, is het duidelijk, dat r gedurigkleiner wordt zoo men a laat aangroeien, en dit komt dusovereen met hetgeen wij aanmerkten, dat de doorsnede vaneen kleinen cirkel steeds in grootte afneemt, naar mate die



87 cirkel verder van \'t middelpunt van den bol is verwijderd.Indien a = R wordt, is de doorsnede verdwenen. Als men op 23} graad afstand van de pool een vlak doorden bol brengt, dat loodrecht op de as staat, dan wordt dedoorsnede een poolcirkel genoemd. Trekt men (zie fig. 98) door M, uit E en F, de mid-dellijnen EG en FH, en laatmen door de punten H en Gvan den omtrek van den boleen vlak gaan, loodrecht opde as, dan is ook GH eenpoolcirkel, die tevens 23}graad van de andere poolverwijderd is. —Brengt mennu [ook een vlak op 23}graad afstand van en even-wijdig aan den evenaar, dankan dit boven of benedenden evenaar geschieden;beide deze vlakken

worden keerkringen genoemd; — het eeneheet de noorderkeerkring en het andere de zuiderkeerkring. — Depoolcirke.\'s en keerkringen zijn dus parallelen. Het gedeelte vanden bol, begrepen tusschen twee parallelen noemt men eenbolvormige schijf, zoo is EFNL of LNDC een bolvormige schijf;de grenzen van zoodanig stuk zijn één gebogen en twee plattevlakken, ieder plat vlak is een cirkel. Het kan zijn, dat dezecirkels aan elkander gelijk zijn; zoo zijn de beide platte vlakkenvan de bolvormige schijf LNKJ even groot, doch in dit gevalligt juist op de helft der schijf een groote cirkel van den bol,die met genoemde platte vlakken evenwijdig loopt. Wanneer een cirkelvlak

den bol in twee deelen, hetzij ge-lijke of ongelijke, verdeelt, dan heet ieder deel een bolvormigsegment. De grenzen van een zoodanig segment zijn: een ge-bogen en een plat vlak; dit platte vlak is een groote of kleinecirkel van den bol. CDB is een bolvormig segment, dat juistgelijk is aan den halven bol, maar LNB is een bolvormigsegment, waarvan het platte grensvlak een kleine cirkel is.



88 Wanneer men in een halven cirkel ACB alleen de middel-lijn AB, een straal ME en de loodlijn EP trekt, en dan denhalven cirkel om zijn middellijn laat wentelen, dan beschrijftde rechthoekige driehoek EPM een kegel. gelijk uit de vorige§ is gebleken. Maar de sector EMB heelt dan het lichaamEMFB beschreven, dat wij een kogelvormigen bolvormigen sectornoemen, als bestaande uit een kegel MEF en een bolvormigsegment EBF.



III. BEREKENING VAN OPPERVLAKKEN DERLICHAMEN. § 17- Over de oppervlakken van prisma\'s. lig. 99.                     Tot de berekening van de opper- vlakken der regelmatige lichamenovergaande, beginnen wij onze be-schouwing met het driez\'ijdige prisma.Is dat prisma regelmatig, en vormthet grond- of bovenvlak dus een re-gelmatigenof gelijkzijdigen driehoek,dan kan men uit de teekening van hetnet het geheele oppervlak afleiden. —Zij ten voorbeelde gegeven de ribbevan het grondvlak 3 d. M. en dehoogte van \'t prisma 6 d. M., danis elk der opstaande zijvlakken eenrechthoek, waarvan de hoogte 6 en de breedte 3 d. M. is,terwijl het grond- en bovenvlak

regelmatige driehoeken zijn,waarvan elke zijde 3 d, M. bevat. — Nu hebben wij uit § 20van het ?« Peel gezien, dat de inhoud of de oppervlakte van



90 een gelijkzijdigen driehoek voorgesteld kan worden door -\\ a*V3,indien o de zijde voorstelt. In ons geval heeft men dus voorde oppervlakte van het grond- of bovenvlak: \\a*i/3 = ± X 3X3X^3 = 2^X3 d.M>.Elk opstaand zijvlak van \'t prisma bevat 6 X 3 = 18 d. M*,dus de drie zijvlakken te zamen 3 X 18 =54 d. M*, en alzoo hetgansche oppervlak: 54 4*|/3 = f (12 ^3)d.M».Men zal nu ook gemakkelijk de volgende algemeene behandelingvan het regelmatige driezijdige prisma inzien. Zij van zoodanigprisma elke ribbe des grondvlaks = r en elke opstaande ribbe=zh; dan bevatten de drie opstaande zijvlakken 3hrQ eenhe-den , en de beide grondvlakken ieder \\ r* (/ 3 ? eenheden,dus wordt het geheele oppervlak van het regelmatige

driezijdigeprisma voorgesteld door: 3 hr j r» |/ 3 = -g- (6ft rj/3) Q eenheden. Indien derhalve het geheele oppervlak en een der ribbenvan het regelmatige driezijdige prisma is gegeven , dan zal mende andere ribbe kunnen vinden en dus het prisma kunnen be-palen. Zij daartoe het geheele oppervlak = 109, 8564..... ? eenheden en r = ribbe grondvlak = 4 eenheden , dan is:opp. prisma = 3hr 1 r* \\/ 3 = 109,8564...maar }r\'t/3 = | x 4 x 4 x ^3 = 13,8564...dus3fcr = 96en ft = s-y-f = 8 eenheden. Was in plaats van r, de waarde vanh gegeven, dan zou men de waardevan r niet zonder behulp van een vier-kantsvergelijking kunnen bepalen. Indien het driezijdige prisma vanzoodanigen aard ware, dat de grond-vlakken gelijkbeenige in plaats

vangelijkzijdige driehoeken vormden, danzouden niet meer alle opstaande zij-vlakken even groot zijn. In de figuur(fig. 100) zal liet middelste vlak van



91 de beide andere verschillen; wel hebben allen een zelfdehoogte, maar de breedten zijn niet allen de zelfde, omdatdie van het middelste vlak de basis en die van de beideandere de opstaande zijden van den gelijkbeenigen driehoekzijn. Is nu gegeven de basis van het grondvlak = 12 en debeenen elk = 10, terwyl de hoogte van het prisma 14 eenhedenis, dan zal men bevinden: oppervl. grondvl. = } x 12 X |/(10»—6\') =48 Q eenheden.» bovenvl. =                                        48 ? » » 2 gelijke zijvlakken = 2 X 14 X 10=280 ? »» middelste zij vl. =14x12 =168 ? » samen 544 ? eenheden geh. oppervl. Was het grond- of bovenvlak een rechthoekige driehoek, dan zou men nog

gemakkelijker het geheele oppervlak kunnen be-rekenen. — Wel is waar is nu geender opstaande zijvlakken even groot,maar nu kan men de som van grond-vlak en bovenvlak als één rechthoekbeschouwen, waarvan de rechthoeks-zijden van den driehoek de zijden zijn.Het geheele oppervlak zal nu bestaanuit de som van vier rechthoeken,waarvan drie de zelfde lijn tot hoogtehebben, n. I. de hoogte van \'t prisma,en tot bases de drie zijden van dendriehoek. Indien dus de hoogte van\'t prisma (fig. 101) 8 c. M. en de rechthoekszijden van den driehoek 3 en 4 c. M. zijn, dan heeft men de volgende berekeningen: opp. beide grondvlakken = 4 X 3 = 12 c. M*» eerste opst.

zijvlak r= 4 X 8 = 32 »» tweede » » =3x8= 24»» derde » » =5x8 = 40» ? te zamen 108 c. M* geh. oppervl.Men zal ook dit antwoord bekomen, door even als in de figuur de



92 *"\'?•103-                    gestippelde deellijnen te trekken. Beschouwen wij eindelijk eendriezijdig prisma met een wille-keurig grondvlak, dan zijn alleende beide grondvlakken gelijk (ziefig. 102). Indien ten voorbeeldegegeven was: de zijden van hetgrondvlak 13, 14 en 15 meter ende hoogte van het prisma 20 me-ter, dan zou men hebben :oppervl. grondvl. = 1^21 x8 X 7 X 6=84 M*3» lezijvl. = 20x13               =260 » » 2e » = 20x14               =280 » » 3e » = 20x15               =300 » te zamen 924 M* geh. oppervl. Indien in \'t algemeen van een driezijdig prisma de zijden a,b en c zijn, en de hoogte d, dan zal men steeds hebben:geh. opp. = 2 ds \'2f s(s—a) (s—b) (s—c), waarins = de halve som der

zijden.Tot de berekening der oppervlakken van vierzijdige prisma\'sovergaande, vangen wij aan met den kubus. Stellen wy onsvoor, dat men het gansene oppervlak van een kubus wildeKg. 103.                  kennen, waarvan elke ribbe 4 d. M bedraagt, dan is het duidelijk, datde oppervlakte van ieder zijvlak,dat een kwadraat is, gevondenwordt door het vierkant der ribbete nemen; hiervoor vinden wij dus4 X 4 = 16 d. M1; — maar daarer 6 zulke zijvlakken zijn, zal hetgeheele oppervlak 6 X 16 = 96d. M\' bedragen. Door elke kant-lijn van het net van den kubusin 4 gelijke deelen te verdeelen ende deellijnen door te trekken, ge-l\\jk fig. 103 aanwijst, kan men deze



m waarheid nog zien opgehelderd. — Evenzoo is het duidelijk,dat het geheele oppervlak 5x5x6 = 150 d. M* zal bevatten,indien de ribbe 5 d. M. lang is, en dat, wanneer de ribbe vaneen kubus a d. M. lang is, de geheele oppervlakte 6xo\'z:6a* d. M* zal bevatten. — Is nu, omgekeerd, bekend dat hetgeheele oppervlak vanden kubus ==Ad.M* is, dan is hieruitgemakkelijk de ribbe en dus ook de geheele kubus af te leiden.Immers heeft men dan: 6a» = Aof a* =4 dusa = ^^-=^(Ax6) = *i/6A, waardoor dus a of de lengte der ribbe bekend is.Verandert het prisma alleen van hoogte, zoodat de kubus in lig. 104. een balk met een vierkant grond- vlak overgaat, dan bestaat het op-

pervlak weder uit vier opstaandezijvlakken en twee grondvlak-ken. Deze grondvlakken zijn kwa-draten , en de opstaande zijvlakkenhebben allen wel een zelfde lengte eneen zelfde breedte , maar de lengteverschilt nu van de breedte. Is infig. 104elke ribbe van hetgrondvlak2 d. M. en de opstaande ribbe 5d. M., dan is het duidelijk, dat hetgeheele oppervlak zal bestaan uit 5x 2 5x2 5x2 5x2 2x2 2x2= 4x5x2 2x2x2 = 48d.M», welk antwoord men ook zou bekomen hebben door het door-trekken der deellijnen, gelijk de figuur aanwijst.In het algemeen vindt men, als de ribbe van het vierkante



94 grondvlak = a, en de hoogtevan den balk = b is, voor hetgeheele oppervlak: 4«&-f-2a»=2a(a 26)D eenheden. Zijn nu ook lengte en breedtevan het grondvlak verschillend,en heeft het prisma dus drieongelijke ribben, gehjk fig. 105doet zien, dan heeft men alsde afmetingen van het grond-vlak 2 en 3 d. M. , en dehoogte van \'t prisma 5 d. M.bedragen: Fig. 105. opper vl . grondvl. =3x2= 6 » linker zij vl. = 5 X 3 = 15 » rechter » = 5 X 3 = 15 » voorvlak = 5 X 2 = 10 » achtervl. = 5 X 2 = 10 » bovenvl. =3x2= 6 » » »» te zamen 62 d. M* het geh. oppervl. In de figuur zal men door het trekken der gestippelde lijnenmede de zelfde uitkomst verkrijgen. Zijn van zoodanig rechthoekig vierzijdig prisma in \'t algemeende drie ribben, aan één hoekpunt

samenkomende, a, b en cd. M., dan heeft men voor het geheele opper vak: ab -f-ac -f- ac -f- bc bc ab =. ü[ab ac bc) d. M*. Zijn van een prisma de beide grondvlakken trapeziums, danzal het net van zoodanig lichaam worde ? voorgesteld, gelijkfig. 106 ons doet zien. De berekening van het geheele oppervlakis nu meer moeilijk, omdat men thans behalve de 4 rechthoe-kige opstaande zijvlakken ook nog de oppervlakken van tweetrapeziums moet weten. Door toepassing van het geleerde in § 20van het Ie Deel vindt men, dat de oppervlakte van een trapezium



95 Fig. 106. gevonden wordt door dehalve som zijner evenwijdigezijden met de hoogte te ver-menigvuldigen. Zijn dus inhet algemeen de vier zijdenvan een trapezium , a , b,een (i, dan is het opper-vlak te vinden; noemen wijhet O, dan is het geheeleoppervlak van \'t prisma, alszijn hoogte = h is : /i(a l c rf) 2xO. Nog moeilijker wordt devraag, het geheele oppervlak van een vierzijdig prisma te be-rekenen , waarvan het grondvlak een willekeurige vierhoek is.Indien men van zoodanig prisma de ribben van het grond-vlak en de hoogte weet, dan kan men wel de oppervlakte deropstaande zijvlakken vinden; maar van beide grondvlakken kanmen de oppervlakte nog niet

bepalen, omdat de vier zijdenalleen niet genoeg zijn om de grootte van een willekeurigenvierhoek te vinden. Het is zelfs niet doenlijkhet net van zoodanig prismavoor te stellen, indien menniet meer dan alleen delengte der ribben kent; mendient daarenboven nog teweten op welke wijze dezeribben aan elkander sluiten.De beschouwing van dedrie- en vierzijdige prisma\'szal nu wel voldoende ziju,om ook de oppervlakkender regelmatige 5, 6 en nzijdige prisma\'s te leerenkennen. Die van een regel-



96 matig vijfzijdig prisma) is gelijk aan den inhoud van vijf recht-hoeken , die ieder een ribbe van het grondvlak en de hoogtevan het prisma tot afmetingen hebben, opgeteld bij de somvan twee regelmatige vijf hoeken, die ieder de ribbe van hetgrondvlak tot zijden hebben. De oppervlakte van het regel-matige zeszijdige prisma bevat 6 zulke gelijke rechthoeken , op-geteld bij tweemaal den inhoud van een regelmatigen zeshoek.Wij maken hier nog de opmerking, dat de som der opstaandezijvlakken van een rechthoekig n-zijdig prisma gelijk is aan denomtrek van het grondvlak vermenigvuldigd met de hoogte vanhet prisma, hetgeen men gemakkelijk zal inzien. §18. Over de oppervlakken van piramiden. Wij zetten onze beschouwingen en

berekeningen voort, doorover te gaan tot de piramiden, en beginnen daartoe met deregelmatige driezijdige. Het net van zoodanige piramide bestaatij. ios.                    uit 4 driehoeken (zie fig. 108), waarvan de drie, welke de op-staande zijvlakken vormen, gelijkeen gel\'ykbeenige driehoeken zijn;terwijl de overige driehoek ABCdie het grondvlak vormt, gelijk-zijdig is. Men onderscheidt dustweeërlei ribben, n. 1. 3 gelijke inliet grondvlak en 3 gelijke op-staande ribben. Is nu elke ribbein het grondvlak b. v. = 8 d. M.en elke opstaande = 5 d. M., dan zal men vinden voor hetoppervlak van het grondvlak          ABC = V V$ = 16 V 3 d.M». » eerste opst. zijvl. ABD = f- X |/(5*—4>) =12 »» tweede » » BCE=« ^ (5» — 4») =12 »» derde » » ACF=f |/ (5*—

4*) =12 » dus het gansche oppervl. = 36 16 \\S 3=4(9 5|/6) d.M».



97 Is in het algemeen de ribbe van \'t grondvlak = a en deopstaande = 6, dan zal men vinden, dat van elk op-staand zijvlak de loodrechte hoogte D6 gelijk is aanp/ [//» — (ja)1] , zoodat ieder opstaand zijvlak zal bevatten 4 y[b* — (\\a)*] = 4-1/(46» — o») D eenheden. Het grond-vlak bevat echter ^-1^3 D eenheden, dus het geheele oppervlak ^3 \\a i/(4b* — o»)=\\a[aj/3 3 ^(46* — a»)] D eenh. Brengt men hierin a=8 en 6=5 uit onze vorige berekeningover, dan bekomt men voor het geheele oppervlak $[8|/3 3»/(4 X 25—64)] =f (8|/3-M8)=2(8^3 18)=36 16^3n eenheden , even als boven. Was nu de opstaande ribbe gelijk aandie in het grondvlak, dan zou de pira-mide van fig.

108 een tetraëdrum wor-den , waarvan het net door fig. 109 wordtvoorgesteld. Het geheele oppervlak, datdoor den gelijkzydigen driehoek DEFwordt voorgesteld, bevat blijkbaar 4 maalhet oppervlak van A ABC, waarvoor wijin ons voorbeeld vonden 16^3d. M1;het oppervlak der geheele piramide bevat alzoo 64 ^3 d. M\'.In het algemeen is de oppervlakte van het grondvlak \\a* \\/Z,en dus het geheele oppervlak van het tetraëdrum 4 X\\a*k"3= a* j/3 n eenheden, als elke ribbe = a is. Men zou ook totde ontdekking, dezer waarheid zijn gekomen, door op te mer-ken , dat wanneer de ribbe van een tetraëdrum = a is, de zijdevan den gelijkzijdigen driehoek DEF (fig. 409) = 2a

is, en datdus de inhoud van dien driehoek zal bedragen J(2a)*j/3=o,^\'3.Indien alzoo het geheele oppervlak van een tetraëdrum be-kend is, dan zal men de ribbe kunnen bepalen, en dus hetlichaam kunnen samenstellen. Immers indien het oppervlak = A is, dan moet men hebben al^3 = Aof a» = —= dus « = ribbe = ^r^= V^^ — \\ f 27 A1II.                                                                           7



98 Hoewel van een onregelmatige piramide het grondvlak eenwillekeurige driehoek is, kunnen de drie opstaande zijvlakken,ofschoon onderling ongelijk van oppervlak, toch alle gelijkbeenig zijn, en zoodanig, dat deopstaande beenen dezer zij-vlakken allen even lang zijn.Wordt om den driehoekABC (fig. 410) een cirkelbeschreven, dan ligt hetmiddelpnnt M even ver vande drie hoekpunten van dendriehoek. Ieder punt derlijn, die in M loodrecht ophet grondvlak ABC staat,zal even ver van de driehoekpunten van den driehoek verwijderd zijn. Is deze afstand ,h. v. gelijk AD, dan zal AD = BD = BE = CE = CF = AFzijn, en derhalve vormen de opstaande zijvlakken allen gelijk-beenige driehoeken. Zijn alzoo de zijden van het grondvlaken een der

opstaande ribben gegeven, dan is men in staathet geheele oppervlak der piramide te bepalen. Zij daartoeAB=ra, BC = ft. AC = c en AD=d, dan is: opp. grondvl. ABC = |/a-±|±? x ^±^X^±?X^±^opp. zijvl. ABD =M*/( AD»— { AB») = -J-j/(4rf»—o*),opp. zijvl. BCErz^^AD\'—{BC*)=zJLi/[M*—6»), opp. zijvl. ACFsr^^AD»—{AC\')=-t»/(4dl—ftJ); derhalve is door optelling het geheele oppervlak te vinden.Gemakkelijk is op te merken, dat, als de opstaande zij vlakkenbehalve gelijkbeenig ook gelijkvormig zjjn, de piramide regel-matig moet wezen. Is in het algemeen de piramide onregelmatig, zoodat hetgrondvlak ABC (zie fig. 411) een onregelmatige driehoek is, dan



99 Fis- ni-                   kunnen van het eerste opstaand zijvlak ABF, de beide beenen AFen BF willekeurig zijn; van hettweede zijvlak ACD kan nu alleenCD willekeurig zijn, maar van hetderde zijvlak BCE zijn de drie zij-den bepaald. Hierom is het, dat erzes gegevens noodig zijn, om dedriezijdige piramide te bepalen.Is gegeven AB = a, BC = //,AC = c, AF = d, BF = e enCD = ƒ, dan isopp. z\'yvl. ABC — \\/ s(s—a) (s—b) (s—c)» i> ABF = l/s,(s\'—a){sl—d)(s\'—e)» » ACD = V s" (*"—b) (s"—d) (.?"—/)» » BCE = V *"•(*\'"—c)(s\'"—d)(*"\'—/")•waardoor dus in \'t algemeen het oppervlak eener driezijdigepiramide is te bepalen.Gaan wij thans over tot de regelmatige vierzijdige

piramide. Uit de beschouwing dezer pira-mide (zie § il) is ons gebleken,dat het aantal ribben 8 bedraagt.Deze acht ribben kunnen allen evenlang zijn, zie fig. 412. Alsnu zijnalle opstaande zijvlakken gelijke engelijkzijdige driehoeken en hetgrondvlak ABCD is een vierkant.Hierdoor is het geheele oppervlakgemakkelijk te berekenen; zij b. v.ieder der acht ribben = 5 d. M.,dan isoppervl. grondvl. = 5 X 5 = 25d. M* » eerste zijvl. ABE = {(5)* K3 = 6J J/3 d. M*.» tweede » BCF=r}(5)* i/3 = 6^1/3 »» derde » CDG = \\ (5)» ^3 = 6{ |/3 »» vierde » ADH = \\ (5)» ^3 = 6{- VZ » dus het geheele oppervl. = 25 K3- -25 d. Ms.



100 Is in het algemeen ieder dezer acht ribben = a , dan is hetgrondvlak = a x a = o\', en ieder opstaand zijvlak =-? o* K3;dus de som van alle zijvlakken = a\' 4X{«\' ^3=: o* rt*K3 = o*(>/3-r-4). Is dus het geheele oppervlak bekend,dan kan men daaruit gemakkelijk tot de lengte van ieder deracht gelijke ribben besluiten. Is n. I. het geheele oppervlak= A , dan is tt»(K3-M) = A -------------------K3 — 4 of 2a»ssA(V3—1) ofa»=.» iayz~1)K_____________ dus a — Vit (AK3 -1) = de ribbe. Wij beschouwden hier een bijzonder geval der vierzijdigepiramide, omdat van alle dusdanige piramiden niet altijd deacht ribben allen gelijke lengte hebben. Uit de beschouwingFfc. ?is.             der vierzijdige piramide (zie § 14) weten wij, dat er tweeërlei soort van

ribben ge-vonden worden, n. 1 4 gelijke ribben in hetgrondvlak en 4 gelijke opstaande ribben. —Beschrijft men om het grondvlak een cir-kel , wiens middelpunt M is, en stelt menin M een loodlijn MS op \'t grondvlak,dan zal ieder punt dezer lijn met de vierhoekpunten van het grondvlak vereenigd,een vierzijdige regelmatige piramide vor-men. Het deel MS dezer loodlijn, tusschenden top S der piramide en het middelpuntM van het grondvlak, wordt de hoogte derpiramide genoemd. Deze hoogte vormt met den straal van hetgrondvlak en de opstaande ribbe een rechthoekigen driehoek.Uit de bekendheid van de twee genoemde ribben eener regelma-tige vierzijdige piramide, kan men de hoogte afleiden. Laatn. 1.gegeven zijn de ribbe in \'t

grondvlak = o en de opstaande = b, dan is de straal van het grondvlak = J/?- = |»/2n1 = ^. ^2,



toi en dus de hoogte der piramide r^ft» — ^=i^(46»— 2««). Waren alle ribben gelijk, zoo als in de vorige piramide, dan zou de hoogte zijn {Y(4a* — 2a» )= \\V 2a» = -J ^2 = den straal van het grondvlak.Om nu het gansche oppervlak der regelmatige vierzjjdige piramide te berekenen, willen wij de vorige figuur uitslaan, waarvoor wij lig. 114 be-komen. — Het net dezerpiramide bestaat uit eenvierkant grondvlak, enuit 4 gel\\jke gelykbee-nige driehoeken. De op-pervlakte van het grond-vlak is nu = a» en van ieder opstaand zij vl % V (46» — «»), dus de ge-heele oppervlakte =a» a V (4ft* — o») =r«[« ^(4ft>—«»)_].Stelt men hierin weder-om b=za, dan bekomtmen: oppervlak piramide

=za[a V3a*] = a»(l 4-^3) zijndede formule uit het vorige bijzondere geval. Bevindt zich het toppunt der piramide niet in de loodlijnMS of haar verlengde, dan zal, ofschoon het grondvlak regel-matig is, de piramide onregelmatig zijn; de vier opstaandezijvlakken zijn dan ongelijk, vormen onregelmatige driehoeken,en de berekening der oppervlakken is omslachtiger en mindergemakkelijk dan bij regelmatige piramiden. De vier opstaande zijvlakken , ofschoon onderling ongelijk,kunnen gelijkbeenige driehoeken vormen, terwijl het grond-vlak geen vierkant is. In dit geval, fig. 115, ligt het toppuntder piramide op gelijke afstanden der vier hoekpunten; hetvoetpunt der hoogte ligt dus ook

op gelijke afstanden der vierhoekpunten, zoodat men om het grondvlak een cirkel kan



102 \'\'= U5                beschrijven. Kon om het grondvlak geen cirkel, dan zouden alle opstaandezijvlakken niet gelijkbeenig kunnen zijn.Is het grondvlak een willekeurigevierhoek, waarom geen cirkel kan be-schreven worden, dan zullen alle vieropstaande zijvlakken nimmer gelijkbee-nige driehoeken kunnen zijn, ook zalmen dan alleen uit de lengten der achtribben niet tot de geheele oppervlakteder piramide kunnen besluiten. (Ver-gelijk hier onze laatste opmerking bijde vierzijdige prisma\'s). De wijze van Kg. 110 berekenen van de regel- matige vijfzijdige pira-mide kan men Kit debeschouwing van het net(lig. 116) gemakkelijk af-leiden ; men berekent deoppervlakte van lietgrondvlak, dat een regel-matige

vijfhoek is, en telthierbij de 5 gelijke gelijk-beenige opstaande drie-hoeken Uit de beschou-wing der regelmatigeveelhoeken, is ons reedsgebleken , dat het grond- vlak der piramide tot inhoud heeft: omtrek x } apothema = omtrek vijfhoek X } MQ. — De inhoud der vijf opstaande zijvlak-ken is blijkbaar = 5 inh. A ABF = 5x } AB X FQ = 5 AB X} FQ = omtr. veelhoek X j FQ; — dus het geheele oppervlak= } omtrek vijfhoek X (MQ ? ? FQ) = J omtr. grondvl. x MF.Wil men alleen de oppervlakte van de opstaande «ij vlakkenvinden, dan wordt dit oppervlak het ronde oppervlak der pira-mide genoemd. Uit onze berekening bleek reeds, dat het rondeoppervlak der vijfzijdige piramide gelijk was aan de halve lood-



103 lijn uit den top op een der ribben aan het grondvlak vallende ,vermenigvuldigd met den omtrek van den vijf doek. Eveneens zal men bevinden, dat van de regelmatige zeszijdigepiramide het ronde oppervlak gelijk is aan de halve loodlijnuit den top op een der ribben in \'t grondvlak vallende, ver-menigvuldigd met den omtrek van het grondvlak; — en in \'talgemeen is het ronde oppervlak eener n-zijdige regelmatigepiramide gelijk aan de halve loodlijn, die uit den top op eender ribben in \'t grondvlak valt, vermenigvuldigd met den om-trek van het regelmatige n-hoekige grondvlak. § 19.Over de oppervlakken dei\' onregelmatige lichamen, Zetten wij onze beschouwing over de

oppervlakken derlichamen voort, dan is nu de beurt aan de regelmatige bij uit-nemendheid. Het letraëdrum en den kubus of leerling hebben 117. wij reeds bij de regelmatige driezijdige piramiden en de vierzijdige prisma\'sbeschouwd; zoodat wij thans gevoe-gelijk bij het achtvlak of octaëdrurnkunnen aanvangen (zie fig. 117). Indien men de lengte van elke ribbe= »? stelt, dan kan men de lengte dei-drie diagonalen van liet lichaam be-rekenen. Immers is elke diagonaal vanhet lichaam b. v. AC de diagonaal vanliet vierkant ABCD, voor welker lengtemen zal vinden f^(r* r\')= V\'lr*= r^l. — De afstand van een derhoekpunten A, E , C of F, zal dusblijkbaar de halve diagonaal AC be-

vatten , zoodat dus AM = CM = EMDeze afstand, ook de hoogte der vierzy- zal zijn \\ r V 2. enz, dige piramide EABCD zijnde, — zoo zal men , langs den wegin de vorige § ter berekening dier hoogte aangewezen, ook de



104 zelfde uitkomst bekomen. — Naardien L EAF = |_ AFC = enz.90\'bevat, zal men nu ook gemakkelijk opmerken, dat deafstand tusschen ieder paar evenwijdige zijvlakken gelijk is aande ribbe (verg. § 13), en dat dus de loodlijn uit het middelpuntM op een der zijvlakken vallende, gelijk is aan \\r. De berekening der geheele oppervlakte van \'t achtvlak zalgéén moeite baren; zoo toch is de oppervlakte van iederzijvlak, dat een gelijkzijdigen driehoek vormt, = ^r*>/\'3;derhalve de som der 8 zijvlakken = 8x{r\' f3 —Zr1 Vli.ü?- lis.                          Wij nemen thans het regel- matige twaalfvlak of dodecaë-drum ter onzer beschouwing,fig.118. Het geheele oppervlakbestaat uit \\i gelijke en gelijk-vormige vijfhoeken,

die alleregelmatig zijn. Om dus hetgansche oppervlak te bereke-nen , dient men eerst dat vanéén der zijvlakken te bepalen,om vervolgens deze uitkomsttwaalfmaal te nemen. Teneinde nu ieder zijvlak of deninhoud van een regelmatigen vijfhoek in zijne zgde uit tedrukken, nemen wij fig. 52 uit § 4 nog eens ter hand. nu. na.                         Hieruit is ons gebleken, dat ? zoo AB en CD (zie fig. 119)twee elkander rechthoekigsnijdende middelly\'nen zijn,en men uit het midden G vanden straal MD met AG alsstraal een boog beschrijft,die CD in J snijdt; dat dan dekoorde AJ van dezen boog juist5 maal in den geheelen cirkel-omtrek kan worden uitgezet,dat is met andere woorden :AJ zal de zijde van den regel-



105 matigen ingeschreven vijfhoek zijn. Hieruit kan men dus opeen gemakkelijke wijze de betrekking tusschen den straal vanden cirkel en de zijde van den ingeschreven vijfhoek vinden.Zij daartoe de straal van den cirkel = o, dan is MG = \\ a, dus volgt uit A AMG , dat AG = V [«» (ia)»] =-|. V 5 is.NuisAG=JG,enMJ=JG—MG, dusookMJ=^^5 — -?=• (_4 4. V 5). In A AMJ zal men dus hebben AJ» = AM1 MJ» - «\' \'^ (— 1 ^5)> = a\' ?{6—2^5)= Ja» (10 — 2^ 5). Zij dus AJ = r, dan is: r* = {a* (10 —2 f/5),of 4r»=«* (10 — 21/5),of 4r»(10 2^5) = o» X80, ^5 of « = rK 10 Fig. 120. Zetten wij dus (fig. 120) in den zelfden cirkel als boven delijn AJ als koorde uit, dan zaldeze vijfmaal in den

omtrekbevat zijn en A AMJ is derniddelpunts-driehoek van eenregelmatigen vijfhoek. De op-pervlakte van dezen driehoekzal nu worden uitgedrukt doorbasis maal \\ apothema ME, en dus het oppervlak van dengeheelen vijfhoek door den omtrek van den vijfhoek verme-nigvuldigd met d?n halven apothema. — Wij hebben hierbovenreeds den straal in de zijde uitgedrukt; dit kan men nu ookmet den apothema doen. In A AEM zal men hebben: ME* = AM>—AE\' = AM«—{AJ»=^i-(12 20 l^ —{r» = r»(5 2I/5)20 dusME^^ T5. ?            5



106 Voor het oppervlak van den vijfhoek vindt men dus 5r\' 5 l 2^5 -v- V—-_—- , indien de zijde — r is. Het oppervlak van één zijvlak ABCDE (fig. 118) is dus bekend, als de ribbe = r is,en daarom is het geheele oppervlak van \'t dodecaëdrum = 12 X 5rV5±^_5=15rl ^5±^5=3r» ^5(&4-2»/5).4          o                          5 Indien men de beschouwing van \'t dodecaëdrum voortzet,zal men nog de volgende waarheden ontdekken, waarvan(althans van sommige) de uitwerking nog al lastig is, waaromwij hier alleen de uitkomsten opgeven: De as van \'t dodecaëdrum, welke van het eene uiteinde eener ribbe door het middelpunt naar het uiteinde dertegenoverge- •9-4-3^5stelde ribbe gaat, wordt uitgedrukt door de

formule rV —!-g—; de afstand van het middelpunt tot een der hoeken wordtvoorgesteld door ? r V -i^----; de loodlijn uit het middelpunt op een der zijvlakken neerge-laten, wordt uitgedrukt door \'r t^25^^5; —én\' 10 de hoogte van \'t dodecaëdrum wordt voorgesteld doorIX25 11^5 \'"—?o" • Over het oppervlak van hetregelmatige twintig vink of icosa-ëdrum kunnen wij korter zijn ,omdat het bestaat uit de somvan twintig gelijke gelijkzij-dige driehoeken. Wanneer nude ribbe van het twintigvlakr is, dan is de oppervlaktevan één zij vlak = T rJ V 3; dushet gansche oppervlak = 20X t*,l^3 = 5r» f3.Ten opzichte van dit lichaam merken wij alleenlijk nog aan ,dat we door het voortzetten onzer beschouwingen zullen ont-



107 dekken, dat de as van het icosaëdrum zal worden uitgedruktdoor rV^±??; de afstand van het middelpunt tot ieder der hoekpuntenzal dus zijn \\rV-i—; de loodlijn uit het middelpunt op een der zijvlakken neer 7 I 3^5gelaten, zal worden uitgedrukt door }»• VSjÜ------, en de hoogte of de afstand van twee evenwijdige zijvlakken . 7-4-31^5 door r \\/ * .6 Vatten wij dus alles samen, wat van de oppervlakken dei-regelmatige lichamen is gezegd, dan heeft men, als de ribbevan ieder lichaam =r is: oppervl. regelm.  viervl. of tetraëdram r\'^3, »           »       zesvl. » kubus O*, »           »       achtvl. » octaëdrum 2r\'^ 3, »           »       twaalfvl. » dodecaëdr.3r*t/5(54-2l/5), »            » 

twintigvl.» icosaëdrum 5r!^ 3. Maakt men dus deze vijf\'regelmatige lichamen zoodanig, datde ribbe van ieder dezer telkens 1 d. M. lengte heeft, danvindt men voor de oppervlakken: oppervl. letraëdr. = r»l/3 = lxl.732                   = 1.732 d. M». » kubus =.t5r* =6X1                              — 0.          » » octaëdrum = 2rl|/3:=2 X 1 X 1.732            = 3.4(54 » » dodecaëdr. =3r*»/5(5 2l/5)=3xlx(5.\'J54=t20.8(5t2 » en » icosaëdr. =5rJj/3 = 5 X 1 X 1.732           = 8.(560 » Hieruit blykt dat bij gelijke ribben, het dodecaëdrum hetgrootste oppervlak heeft en het tetraëdrum het kleinste, en datmen zal hebben : oppervl. viervl.: oppervl. achtvl.: oppervl. twintigvl. = 1:2:5.



108 § 30. Over de oppervlakken van den cilinder, kegel, afgeknoltenkegel en den bol. Overgaande tot de cilinders, willen wij beginnen om het rondeoppervlak uit fig. 122 geheel met papier te omwikkelen, zoodat Kijf. 122. het er juist om sluit; vervolgens zullen wij dit omkleedsel naaihet beloop van de hoogte of van den afstand BC der twee even-wijdige vlakken doorknippen en het uitslaan , waarna men denrechthoek BCEF zal bekomen. De afmetingen van dezen recht-hoek zijn nu gemakkelijk te bepalen ; de hoogte stemt overeenmet die van den cilinder, en de breedte met den omtrek van hetcirkelvormig grond- of bovenvlak. — "Weet men dus van dencilinder de hoogte en den omtrek of den straal van het grond-

en bovenvlak, dan kan men den rechthoek en vervolgens elkder eind vlakken bepalen, waarna door optelling het geheeleoppervlak bekend zal zijn. Is b. v. gegeven: de straal van eender eindvlakken = 7 en de hoogte = 16 d. M., dan zal debreedte van rechthoek BCEF gelijk zijn aan den omtrek eenscirkels, welks straal 7 d. M. is. Men vindt hiervoor 7:22 =14 :x op 44 d. M. De hoogte van den rechthoek islGd. M,derhalve deszelfs oppervlak 44 X 16=704 d. M», dat ook hetronde oppervlak van den cilinder zal zijn. Voorts vindt menvoor het oppervlak van ieder der beide eindvlakken 14:11 =(7 X 2)1 : x of 154 d. M\'. Het geheele oppervlak van dencilinder zal dus bevatten 2 X 154 704 = 1012 d.M>.



109 Indien in het algemeen de straal van het grondvlak = rende hoogte van den cilinder = /i is, dan zal men vinden: grootte van het ronde oppervl. = 2«rxl (vergel. § 5),» » » grondvl.            es «r», » » » hovenvl.           = »r*, dus het geh. oppervl. = 2 « rft • - 2 « r* = 2 « r (r A). Uit deze formule blijkt dus ook, dat het geheele oppervlak vanden cilinder zal gevonden worden, door den omtrek van hetgrondvlak te vermenigvuldigen met de som van de hoogte plusden straal van het grondvlak. Past men dit op bovengenoemdvraagstuk toe, dan bekomt men: omtrek grondvl. =-üJp *= 44 d. M., de som van straal plus hoogte = 7-f-16 = 23d.M.; alzoo 44 X 23 = 1012 d. M\' (even

als boven) het ge-heele oppervlak. Bij het vinden der oppervlakken van regelmatige prisma\'shebben wij opgemerkt, dat het ronde oppervlak van zoodanigeprisma\'s gelijk zal zijn aan de hoogte vermenigvuldigd met denomtrek van \'t grondvlak. Stelt men zich nu een prisma voor van een onnoemelijk grootaantal opstaande zijvlakken, dan nog zal steeds het ronde op-pervlak gelijk zijn aan de hoogte van dat prisma vermenigvul-digd met den omtrek van \'t grondvlak. Maar de omtrek vandit grondvlak zal nu gelijk zijn aan den omtrek van een cirkel;daarom zegt men, dat een cilinder een prisma is van eenonnoemelijk groot aantal zijden. Beschouwen wijthans den

gelijkzij\'digen cilinder (fig.123), d. i. zulk een,waarvan de middel-lijn van het grond-vlak gelijk is aan dehoogte. De omtrek van een der grondvlakken is nu = nAB= n AD; dus het ronde oppervlak van den gelijkzijdigen cilinder= n AD X AD = n AD\'. Maar daar het grondvlak zelf \\ n AB*is, zoo is het geheele oppervlak = 2 x {«AB\'4-t»AD1 =s



110 \\ n AD* n AD* =r \\{ n AD*. — Uit onze algomeene oplossingblijkt dus, dat van een gelijkzijdigen cilinder steeds zal zijn geh. oppervl. = 6 x grondvlak, enronde oppervl. = 4 X grondvlak. Verdeelt men dus den rechthoek BCEF door deellijnen in 4gelijke deelen, dan is rechth. BCfio = rechthoek abde = enz.= oppervl. cirkel AB. Aangezien volgens de verordeningen de inhoudsmaten voordroge waren gelijkzijdige cilinders moeten zijn, zoo zullen,uit het hier aangevoerde, de ronde oppervlakken van het mud,schepel, den kop en het maatje gemakkelijk zijn af te leiden, zoomen slechts de hoogte of de middellijn van het grondvlak kent.Volgens die zelfde verordeningen moeten de maten voor nattewaren of de

vochtmaten, cilinders zijn, waarvan de hoogte hetF» m-                         dubbele van de middellijn van het grondvlak is. ZijABCD (fig. 124) zooda-nige cilinder; dan wordtde omtrek van ieder dereindvlakken voorgestelddoor n AB, en het rondeoppervlak of het oppervl.van den rechthoek BCEF=zn AB x AD = j?AB X 2 AB = 2«AB\'. En daar nu de op-pervlakte van het grondvlak |» AB* is, zoo is in ons geval degeheele oppervlakte van den cilinder = 2x-J«AB* 2jrAB*= 2{«AB*. Uit deze oplossing blijkt dan, dat men bij dezesoort van cilinders steeds zal hebben: geheele oppervl. = 10 X grondvlak, en ronde oppervl. = 8x grondvlak.Het ronde oppervlak van den kop dient dus viermaal zoo grootte zijn als het grondvlak,

en dat van de kan moet achtmaalhet grondvlak bevatten. Beschouwen wij thans het oppervlak van den kegel SAB(zie fig. 125). Wij willen het ronde oppervlak weder geheelmet papier omwikkelen, het vervolgens, naar het beloop van een



141 Fig- 125.                      rechte lijn BS, van den top naar den omtrek der basis,doorknippen en het uitsprei-den, •waarna men voor het ron-de oppervlak zal bekomen dencirkelsector BSC. Indien mendus uit S met BS als straal eencirkel beschreef, dan is BSCeen sector van dezen cirkel.Door het aangevoerde inhet slot van § 5 van dit deel,kan men nu de oppervlaktevan dozen sector vinden. Wij vonden daarvoor: oppervl. sect.= lengte boog BC X { straal BS. En daar nu de lengte vanboog BC blijkbaar gelijk is aan den omtrek van het cirkelvor-mige grondvlak, zoo is ook ronde oppervl. kegel = omtrekgrondvl. X |straal BS,of ronde oppervl. kegel SAB = JtABx{

BS.Het ronde oppervlak van een kegel is dus gelijk aan den omtrekvan het grondvlak vermenigvuldigd met de halve schuine zijde.Door op te merken dat het ronde oppervlak van een pira-mide (gelijk ons gebleken is bij de beschouwing van de opper-vlakken der piramiden) gelijk is aan den omtrek van het veel-hoekige grondvlak vermenigvuldigd met de halve loodlijn, diemen uit den top op een der ribben aan het grondvlak laatvallen, — zal men ook bovenstaande waarheid kunnen afleiden.Immers door het onophoudelijk vermeerderen van het aantalzijden in het grondvlak nadert dit al meer en meer den cirkel-omtrek , terwijl de schuine loodlijn uit den top der

piramide opeen der ribben aan het grondvlak meer en meer de opstaanderibben der piramide nadert. Door nu in gedachte het aantalzijvlakken der piramide oneindig groot te nemen, gaat hetgrondvlak in een cirkel over, en de loodlijn uit den top opeen ribbe aan \'t grondvlak gaat over in de opstaande ribbeder piramide. De piramide zelf is in een kegel overgegaan, enmen bekomt voor het ronde oppervlak bovengenoemden regel.Het geheele oppervlak is gelijk aan het grondvlak plus het



112 ronde oppervlak; men vindt dus hiervoor {«AB*- -nAB X AB4-_2BS=nABx | 4 2DE-f-2BS_ Axl -------)-------=nAB 4 DE BS SE « AB X -^. Merkten wij 31 bij den cilinder op, dat zijn geheele oppervlak gevonden werd,door het product van den omtrek van het grondvlak met desom van de hoogte en den straal van het grondvlak te nemen;thans merken wij op, dat het geheele oppervlak van den kegelgevonden wordt, door den omtrek van het grondvlak te ver-menigvuldigen met de halve som van den straal van het grond-vlak en de schuine zijde vanden kegel. — Indien dus,fig. 126, AE den omtrekvan cirkel AB voorstelt, enAC={(AS AM)is,zoozal ook oppervlak rechthoekAEDC gelijk zijn aan hetgeheele oppervlak van

denkegel of aan sector BSC - -cirkel DE (uit fig. 125). Fig. 12 Is de kegel gelijkzijdig, d. i. is de schuine zijde AS gelijk aan de middellijn AB vanhet grondvlak (fig. 127), dan is het rondeoppervlak = n AB X | AS = n AB X ?AB={ «AB1. Het oppervlak van \'t grondvlakis l n AB\', en dus het geheele oppervlakvan den gelijkzijdigen kegel = \\ n AB1. Door toepassing van denAS hierboven ge- AM_ ao^ noemden regel zou men vinden irABx -----=?rAB X A-ËdliA?=ji AB X \\ AB = | n AB* voor \'t geheele opper- SS vlak, \'t geen met onze berekening overeenkomt. — In den ge-lijkzijdigen kegel is dus steeds geheele oppervl. = 3x het grondvlak, enronde oppervl. = 2x het grondvlak.



113 Fig. 128. Beschouwen wij thans in fig. 128 den afgeknotten kegel ABB\'A\', die een deelis van den geheelen kegel SAB; danheeft men ter berekening van het rondeoppervlak in \'t oog te houden, dat ronde opp. kegel SAB = \\ n AB X SAen » »___»_ SA\'B\'= \\ nA\'B\' x SA\' en dus ronde opp. afg. kegel ABB\'A\' =| ji (AB x SA — A\'B\' x SA\').Onderzoeken wij thans deze formule tevereenvoudigen.Wegens de gelijkvormigheid der driehoeken SAB en SA\'B\'heeft men: AS : A\'S = AB : A\'B\' A\'B\' of AS-of AA\' dus AS = : AB—A\'B\' = AS : AB = A\'S : — A\'B\'= AS : AB = A\'S : A\'B\' AA\'xAB on A,C_AA\'XA\'B\' en a a —             A,p, AB—A\'B\' AB — A\'B\'jtAA\'xAB*

daarom | n AB X AS = 2(AB —A\'B\') on I A-C s, A\'R< —* AA\' X A\'B\'* en^"ASxAB=-i(AB-A\'B!) en bijgev. f n (AB X AS - A\'B\' X A\'S) = l?^^Llj^.1) = |rcAA\'(AB-|-A\'B\'). Hieruit blijkt dus, dat het rondeoppervlak van een afgeknotten kegel gelijk is aan het productvan zijn schuine zijde, met de halve som der omtrekken vanhet grond- en bovenvlak. Uit onze formule volgt dus ook,dat men het ronde oppervlak van een afgeknotten kegel zalbekomen, door den inhoud van een trapezium te berekenen,waarvan de evenwijdige zijden de omtrekken van het grond-en bovenvlak van den afgeknotten kegel zijn, en de hoogtegelijk is aan de schuine zijde van den afgeknotten

kegel. Is de straal van \'t grondvlak=R en van \'t bovenvlak =r.terwijl de schuine zijde = * is, dan is het ronde oppervlakII.                                                                           8



\\u =r n.«(R -f- r), en dus het geheele oppervlak. met inbegripder grond- en bovenvlakken : n i (B r) -f- n R» - - nr* = * [R> -f-s (R r) -f-r*].Alvorens tot den bol over te gaan, willen wij eerst op eeneigenschap der regelmatige ingeschreven veelhoeken letten,door welker kennis wij, ofschoon niet op een heel eenvou-dige wijze, tot het oppervlak van den bol zullen geraken. (AlsF\'B\'129-                            men in een cirkel (fig. 429) een regelmatigenveelhoek van een evenaantal zijden beschrijft,een middellijn ACtrekt, uit E een koordeBE naar het andere uit-einde B der aan diemiddellijn grenzendezijde, en de hoekpuntenB, C, D enz. boven diemiddellijn met de hoek-punten H, G , F, enz.beneden de middellijnvereenigt; dan zal menhebben

AE X BE = AB (BH CG -f- DF enz.). Het bewijs dezer waarheid is gemakkelijk op te maken uitde gelykvormigheid der driehoeken AKB, LKH, LMC, NMG,NOD en EOF; daardoor toch zal men hebben; BK:AK = HK : KL = CM : LM = GM: MN = DO : ON =FO-.EO of BK^-HK-^-CM GM4-DO^-FO:AK^-KL^-LM- -MN ON^-EO=BK:AK of BH-r-CG DF t AE = BK: AK = BE : AB of AB (BH -f- CG -t- DF) = AE X BE. Door het aantal zijden van den veelhoek telkens te verdub-belen , zal deze waarheid blijven bestaan; maar daar dan elkezijde, en dus ook AB gedurig kleiner wordt, zal BE telkensvergrooten, daar AE niet verandert.



145 *% i*o.                             Stellen wij ons nu voor dat de veelhoek ABCOE,in den halven cirkel be-schreven , om de raid-delltjn AE wentelt (fig.130), dan zal het rondeoppervlak van dezenveelhoek gelijk zijn aanhet ronde oppervlak derkegels DFE en BHA, op-geteld bij het ronde op-pervlak der afgeknottekegels CGHB en CGFD.In ons geval heeft mennu: ronde opp. kegel EDF = n DF X | DEj> » » ABH = n BH x i AB» » afgekn. keg. GCBH = (n CG ? • n BH) X \\ BC.» » » » CGFD = («DF-r-j»CG)x|CD.Maar daar DE = AB =rBC = CD = zijde rege?m. veelh. is,zoo volgt: geh. ronde opp. veelh. ABCDE = j n AB (2 DF 2 BH ? ? 2 CG)b » » »          » = n AB (DF-f-BH CG) »

» t »          » = « BE X AE. Door weder gedurig het aantal zijden te verdubbelen, zal ABtelkens afnemen en BE telkens aangroeien, en de omtrek vanden veelhoek zal gedurig den omtrek van den halven cirkelnader bij komen; en daar de ronde oppervlakte van den om-gewentelden veelhoek steeds nog door n AE X BE wordt voor-gesteld , zoo zal, wanneer het aantal zijden oneindig groot ge-nomen is, de omtrek van den veelhoek in dien van den halvencirkel zijn overgegaan, terw\'(jl nu BE is aangegroeid tot AE;derhalve zal de bol, door de omwenteling van den halvencirkel ontstaan , tot oppervlak hebben «AE X AE = n AE*.Het oppervlak van den bol is dus gelijk

aan het oppervlakvan den cirkel, welks straal het tweevoud is van dien vanden bol; of ook is dat oppervlak gelijk aan viermaal het op-



110 perviak van den grooten cirkel van den bol; of eindelijk is het.oppervlak van den bol ook gelijk aan den rechthoek, welkslengte de omtrek van den bol en welks breedte de dubbelestraal van den bol is. § 21.Over de oppervlakken van bepaalde deeten van sommige lichamen. Alvorens van de oppervlakkenvan \'t stel lichamen, bij de vorm-leer in gebruik, af te stappen,willen wij de oppervlakken vangedeelten van sommige lichamenbeschouwen. Wij vangen met denkubus aan, fig. 131, en stellen onsvoor, dat hij in twee gelijke deelenis verdeeld, door het vlak CDEFin de figuur aangewezen. Het netvan ieder deel vanden kubus wordtaangewezen doorfig. 132; hierin isabcd het grond-vlak ABCD, abefhetvoorvl.ABEF,adi

stelt het drie-hoekige zij vl.ADEvoor, bek het zij-vlak BCF, encdgh de doorsnedeCDEF. Wanneer nu ge-geven was, deribbe van den ku-bus =4 d.M.. danzou zijn



?117 oppervl. abed = ab x 6c = ABl =4 x 4 = 16 d.M1» abefz=. ab X 6e = AB* =4 X 4 = 16 »» odt = |rtt Xarf=J AB»={X 4 4=8 »» 6c* = |6cX6*=iAB\' = \'x4x4=8 »» cdgh z=cdxgd=:cdxdi = cdx ^(ad* X ai*) == cd X cd V 2 = ABx AB X j/2 = 16^2d.M*dus geh. oppervl. = 48 -f-16 w 2 = 16 (3 ^ 2) d.M*.Was in \'t algemeen de ribbe van den kubus = a, dan zouuien evenzoo hebben:opp. abcd = ab X bc = AB4 = a»» abef=abxbe — ABi=a* adi =l-ai X ad — \\ AB5 = " «* AB* bek =z I- ai X ad: » cdgh = cd X gd=ud X dizradis {di"-\\-adl) =zad- t,^2=aii^2 dus geh. oppervl. ^zOa1 {«,|/2 = 8, (3-f-i^2).Brengt men hierin de waarde van a = 4 d. M. over , danbekomt men even als boven 16

(3 -f- ^2). De som der opper-vlakken van beide ge- Kft. 133. lijke deelen van denkubus zou dus 32(3 1^2) bedragen;terwijl het oppervlakvan den geheelen ku-bus 6 X 41 =96 d.M»bedraagt. Hieruitvolgt dus, dat mendoor de doorsnijdinghet oppervlak met32(3-H"2)— 96 =32K2d.M> heeft ver-groot, dat juist twee-maal het vlak CDEFis. Indien het doorsnij-dingsvlak wel doorCD maar niet door EFloopt, z oodat het door



118 de punten o en b (zie lig. 131) van \'t bovenvlak gaat, dan zalhet net van \'t grootste deel vanden kubus door fig. 133 wor-den voorgesteld, waarin JKLM het vlak ABCD is, JKON hetvlak ABFE, JPQM het vlak ADaE, KRSL het vlak BC6F,MLUT de doorsnede CDafr, en NOwn het vlak EFfta. Stelt men nu de ribbe van den kubus = 4 d. M., en de puntena en b (zie fig. 131) op 1 d. M. afstands van de hoekpunten E en Faangebracht, dan heeft men ter berekening van \'t oppervlak: JKLM=AB\' = 4x4                       = 16d.M» JKON=AB» = 4x4                       =16 » JPQM = (JM QPHJP=(4 l)i=10 »LKRS = (LK-t-RS)4-KR = (4H-l)| = 10 »LMTU=MLx QM = 4K(4*-t-3\') = 20 »NOvn = vN X MO = 1 X 4              = 4 » dus het geh.

oppervl. = 76 d. M*. Beschouwen wij nu het overblijvende deel van den kubus, dan zal het net worden Fig. 134. voorgesteld door fig. 134,waarin fghi het vlakCDHG voorstelt, ik/ hetvlak Dik, het vlak ghlsteltC6G voor, fgposteltde doorsnede CDaft voor,en ihnm het bovenvlakGHab. — Alsnu zijn delijnen op. /</, ik, mn, fien gh allen gelijk aan deiibbe of 4 d. M. De lijnenhn,im, ik en/*/zijn iedergelijk aan 3 d. M., gp, (o,gl en fk zijn ieder geiijkaan v\' {ik* -f- /»*) =:i^ (3J-f-4») = 5, en menheeft dus:



«9 zijvlak fghi — k X 4 =16d.M».» ikf = $x4x3 = 6 »» ghl = {x4x3 = 6 »» fgpo = h X 4 =.20 »» /M\'mH=3 X 4 =12 » geh. oppervl. = 60 d. M *. Wij willen ons eindelijk den kubus fig. 135a nogmaals dooreen vlak gesneden, voorstellen. Wij l\'igr. 186». nemen dan aan, dat van het deelvlakJKML de punten J en K op 1 d. M.afstands van E en F liggen, en de pun-ten L en M op 1 d.M. van D en C,terwijl elke ribbe vanden kubus 4 d.M.lengte heeft. In fig. 1356 ziet men hetgrootste deel van den kubus voorgesteld; Kg. 188». uit deze teekening van het net blijkt ons, dat abcd, het grond-vlak , een vierkant is; dat abihhet voorvlak met ABFE, het voor-vlak van den kubus,

overeenstemt,en een vierkant is; dat agfed enbtnnoc met de vijfhoekige zijvlak-ken ADLJE en BCMKF overeen-stemmen: terwgl eindelijk de recht-hoeken hikl en cdpq met CD LM enEFKJ overeenstemmen, en pqrsde doorsnede LMKJ voorstelt.Nu merken wij op, dat aan devijf hoekige zijvlakken agfed en bmnoc de rechthoekige driehoeke/t ontbreekt, om een vierkant te vormen, en daar el = fl =4 —l=3d.M. is, zoo is inh. &e/t=z\\ X 3 X 3 = 4}-d.M*,en ef ^[ct* -f- tf*) = ^(3» 3\') = K 18 = 3^2 d.M. Vanden rechthoek pqn is dus />»• = e/= 31^ 2 d. M. Men is nugenoegzaam voorbereid om het geheele oppervlak te berekenen.Immers zal men hebben:



120 oppeivl. » . grondvl.zijvl. » » » i) i) i» » » ?» » abcd = ix 4 = 4*=16d.M»«6tA = 4x4 = 4»=16 »agfed=zagdt — &ejt=i6 — 4\'=11 < d. M»bmnoc=:agdt—t\\cfl=\\Q — 4[ = liJ »AiW = lx4 = 4d.M>cdpq = 1X4=4 »/>grs = 4x3)^2 = 121^2 dus geh. oppervl. = 63 12 i,-\'2d.M. Neemt men hier de doorsnede af, dan behoudt men 63 d.M»voor de som der opgenoemde geheele en gedeeltelijke zijvlakkenvan den kubus. Neemt men dit nu af van \'t geheele opper-vlak van den kubus of van 6 x 4\' =96d.M!, dan behoudtmen 96 — 63 = 33d.M* voor de oppervlakte van het kleinedeel van den kubus verminderd met de doorsnede. Deze erdus weder bijgeteld, dan verkrijgt men 33 -1-12 \\s 2 d. M1 voorhet geheele oppervlak van dat stuk.Om

de waarheid van deze uitkomst te onderzoeken , merkenFi". 185c.          WÜ °P > ^at net bedoelde kleine stuk, (zie fig. 135c) een driezijdig prisma is. Hoewel dit pris-ma niet regelmatig is, zoo weet men toch ge-noeg om deszelfs oppervlakte te kunnen vinden.Immers zijn het grond-en bovenvlak rechthoe-kige driehoeken, waarvan de beide rechthoeks-zijden GK en GM , benevens HJ en HL ieder4—1 =3 d.M. zijn; JL of KM is dus i/(3»-t-3»)= 1/18 = 31^2 d.M., en daar de lijnen LM, GH en KJ ieder4 d. M. zijn , zoo is: oppeivl. grondvl. = { X 3 X 3 = 4} d. M*» bovenvl. = } X 3 X 3 = 4{ »ronde opp =LM(GK GM KM)=4(3 3 3i/2)=24 12p.2 dus geh. oppervl. = 33 -f-121/ 2 d. M\' Beschouwen wy nu het rechthoekige vierzijdige

prisma, fig.136a, dat door de doorsnede JKLM in twee ongelijke deelenis verdeeld, en stellen wij ons ten taak, de oppervlakte vanhet benedenste stuk te berekenen. Het grondvlak ABCD , dat



121 een rechthoek voorstelt, dient gegeven tezijn alsmede drie der opstaande ribben. Devierde ribbe is dan door deze drie bepaald.Immers, indien men de diagonalen in hetgrondvlak en in de doorsnede trekt, en desnijpunten N en O door een rechte lijn NOvereenigt, dan heeft men in de trapeziumsACLJ en BDMK: NO = J- (AJ - - CL) = \\ (BK 4- DM), vergel.§ 20 van het Ie Deel,of AJ CL = BK-f-DM          of AJ = BK DM—CL of CL = BK DM —AJ, enz.zoodat een der vier opstaande ribben van de drie andere op-staande afhangt en dus uit deze kan gevonden worden. Uit het rechthoekige trape-zium ABKJ, waarvan drie derzijden bekend zijn, kunnen wijnu ook de

vierde zijde JK vin-den ; evenzoo vinden wij uit dedrie andere opstaande zijvlak-ken , die ook rechthoekigetrapeziums vormen. waarvandrie zijden bekend zijn , ook devierde JL enMK. Vergelijkenwij nu het afgesneden stuk vanhet prisma met deszelfs nel,i lat wij in fig.1366 voorstelden,dan kan men daaruit zien, dat grondvl. ABCD = rechth. abal = ab X ad = AB X AD ,voorvl. ABKJ = trapez. abgh?==. \\ (ah- -bg) a6 = J AB (AJ BK),linkerzij vl. ADMJ= trapez. adef= l(af- -de)ad = |AD( A J- -BM),rechterzijvl. BCLK = trapez. bcik=z\\{bk ci)bc = | AD(BK CL),achtervl. CDML=trapez. cdlm=i(cm-hdl)cd= \\-AB(CM DM),bovenvl. JKLM = vierh. hgon = A JMK A KLM.Door het

gegevene en het hierboven berekende in deze verge-lijkingen over te brengen, en daarvan de som te nemen, zalmen het geheele oppervlak van het lichaam bekomen.



122 137.                         Indien men in een piramide SABCDEF (fig. 137) een vlakbrengt abcdfe evenwijdig aan hetgrondvlak , dan is het bovenstestuk nog wel een piramide,maar het benedenste een afge-knotte piramide. Het grond-enbovenvlak dezer afgeknotte pira-mide zijn regelmatige zeshoeken,en de opstaande zijvlakken anti-parallelogrammen. Stelt menzich nu voor, dat elke ribbe aanhet grondvlak 12 centimeter, eniedere opstaande ribbe SA = 7{centimeter is, terwijl de door-snede op l van de geheele hoogte van het grondvlak is ver-wijderd , dan kan men van de afgeknotte piramide het geheeleoppervlak berekenen. — Men is al dadelijk in staat elke ribbevan het bovenvlak te bepalen, want doordien AB en aft

even-wijdig zijn , is AB : ab = SA : Sa. of 12 : aft = 7} : 2|,waaruit aft = 4 centimeter. Fig. 13S. Beschouwt men nu het nel de/er afgeknotte piramide,zie fig. 138, dan zal menzien, dat het grondvlakeen regelmatige zeshoekABCDEF zal zyn, en het bo-venvlak RSTUVW insgelijkseen regelmatige zeshoek.Beschrijft men om beidevlakken cirkels, dan zijnhun middelpunten X en Y ;de gelijkzijdige driehoekenXAB en YVU vormen demiddelpuntsdriehoeken. Dezijden dezer driehoeken 12en 4 centimeter zijnde , is:



123 inh. A ABX = { X 12»i^3 = :36^üdusopp.zesh. ABCDEF = 216i/3c.M*.en A YVÜ=ix4V3en opp. zesl^ VWRSTTJ=~24i/3 c.M». Laat men nu in een der antiparallelogrammen b. v. AFGH lood-lijnen Ga en 116 neer, dan is «F = 6A =JUt=* — 4c.M., dus Ga= i/(GF*—aF*) = !,"(5»— 4») =3 c.M., en opp. antiparall.= (AF GH) •* Ga = (12-f-4)j=24c.M\'. —De opstaandezijvlakken te zamen zijn alzoo 6 X 24=144 c.M1, en derhalvehet geheele oppervlak = 144 2161^3-1-241^3 = 144 240^3= 48(3 5^3) c.M». In fig. 128 hebben wij het oppervlak van den afgeknottenkegel leeren vinden. Om nu zoodanig lichaam het gemakkelijkstin twee gelijke deelen te verdeelen, zouden wij er

een vlak EFGHFig is».                   (zie fig. 139) doorbrengen , dat het grond- en bovenvl. midden doordeelten waarin de as ligt. Om nu het opp.van ieder dezer deelen te vinden, zoumen eerst het geheele oppervlak vanden afgeknotten kegel kunnen bere-kenen, en hiervan de helft nemen;want het is duidelijk, dat het opper-vlak van iedere helft gelijk is aan desom van het halve oppervlak van dengeheelen afgeknotten kegel, en hetoppervlak der doorsnede. Zij nu tenvuorbeelde de middelen van het grondvlak 16 c. M., die van hetbovenvlak 6 c.M. en de schuine zijde AD = 13c.M., dan vindt menopp. grond vl. = ; n AB\' = {n x 16» =64nc.M».» bovenvl.= { n CD» =\\n x

6* = 9n c Ml.» ronde zijvl. = |nAD(AB CD) = ^nxl3x22=143nc.M«.dus oppervl. van den geh. afg. üegel ss 2161Tc7m»en        »         » » halven » » =108n » Hierbij moet nu nog gevoegd worden het oppervl k van dedoorsnede EFGH. Deze vormt een antiparallelogram, waarvan



124 de beide riiiddellyneii van \'t grond- en bovenvlak de evenwij-dige zijden, en de schuine zijde van den kegel de opstaande zijdenvormen. De hoogte van dit antiparallelogram of MN is dus KAD\' - (A-^-™)\'] = K13» -C^rYl =^(169-<25) = 12c.M., en dus de oppervlakte = >/ (16 6)=132cMJ. De bedoelde oppervlakte is dus 132-f-108«=12(ll4-9ii)cM*. Wilde men dezen halven afgeknotten kegel nogmaals middendoor deelen, dan zou men dit wederom kunnen doen, door hetvlak AMND loodrecht op het midden van de platte zijvlakkenAEF en DHG door het lichaam te brengen. Het stuk EMADHNzal dan het vierde deel van den geheelen afgeknotten kegel zijn.De zijvlakken van dit stuk zijn: het gebogen vlak AEHD,

hetrechthoekige trapezium AMND en de kwadranten AME en DNH.Gemakkelijk zal reen ook van dit stuk de geheele oppervlaktekunnen vinden. Het gebogen zijvlak toch is de helft van \'tvorige of het vierde deel van \'t geheele gebogen zijvlak van denafgeknotten kegel; ieder der rechthoekige trapeziums is de helftvan het antiparallelogram EFGH, en ieder kwadrant is hetvierde deel van de geheele grond- en bovenvlakken. Alzoo oppervl. gebogen zijvl. AEHD = \'{\' jr = 35j nc,M*.» rechth. trapez.EMNH =\'!*=: 66          » »           »           » AMND = •-f* = 66\'\' » » kwadrant AME = | Xj^X 16\'=:16n »»              » DNH=?X{*X 6»=2{n » dus geheele oppervlak = 132-t-54j» = 6 (22 9n)c. M». Met een korte beschouwing van den bol

willen wij deze para-graaf sluiten. Stellen wij ons voor, dat de bol door een plati?;r. ] 10.                    vlak AB in twee gelijke deelen is verdeeld, dan is deze doorsnedeAB een cirkel, en wel een grootecirkel van den bol. Om nu hetgeheele oppervlak van dezen hal-ven bol (zie lig. 140) te bereke-nen , nierken wij op, dat dit be-staat uit een plat vlak |AB en de



125 halve oppervlakte van den geheelen bol. Stellen wij nu denstraal van den bol = r, dan is het oppervlak van den grootencirkel =nr*, en de oppervlakte van den geheelen bol = 4nr\',dus het ronde oppervlak van den halven bol = n r*. Het ge-heele oppervlak van den halven bol bedraagt dus 2 nr\' - • nr*= 3nr*. Hieruit blijkt dus, dat men zal hebben: opp. geh. bol : gen. opp. halve bol = 4 ur\' :3n r1 = 4:3» grooten cirkel: geh. opp. halve bol = n r1.- 3 irr\' ss 1 : 3. Denken wij ons nu door den halven bol, fig. 140, nog een vlak,rechthoekig op het midden van het vlak AB, zoodat men dustwee kwart-bollen zal hebben, dan is deze nieuwe doorsnedeeen halve cirkel, en de

kwartbol wordt begrensd door tweeeven groote halve cirkels, die rechthoekig op elkander staan,en een rond oppervlak, dat juist het een vierde van hetoppervlak van den geheelen bol is. Ter berekening van hetgeheele oppervlak van een kwartbol heeft men nu: gebogen oppervl. = {x4nr\'=»rJ,oppervl. zijvl. MC = }nr\',»        » AM = \\ n rJ , dus te zamen 2nr\'. Hieruit blijkt, dus, dat men zal hebben: gebogen oppervl. kwartbol = oppervl. grooten cirkel van den bol,geh. opp. kwartbol =2x opp. grooten cirkel = { opp. geh. bol,oppervl. kwartbol: oppervl. halve bol: oppervl. bol = 2: 3:4.



IV. DE INHOUDEN VAN LICHAMEN. § 22.Over de inhouden van prisma\'s. Thans wenschen wij kortelijk mede te deelen , lioe men deninhoud van ieder lichaam berekent, voorkomende in het stelfiguren bij de vormleer in gebruik. Door den inhoud van een lichaam verstaat men de ruimte tus-schen zijn gebogen en platte vlakken begrepen. De maat, waar-mede men deze ruimte meet, noemt men den Kubieken Meter.Dit is een lichaam, dat een kubus vormt; lang, breed en hoog1 Ned. el of Meter. De onderdeelen van den kubieken Meter zijnkubieke decimeters, kubieke centimeters en kubieke millime-ters. Een kubieke el bevat 1000 kubieke d. M1, d. i. 1000lichaampjes, waarvan ieder een kubiek is; zijnde 1

d.M.lang,brood en hoog. Zoo is ook 1 kubieke d.M. 1000 c.Ms, en 1kubieke c. M. 1000 kubieke m. M. Wat men nu door eenkub. D. M. en kub. H. M., enz. verstaat, zal wel duidelijk zijn. Om de inhouden van schepen te bepalen, bezigt men descheepslon, die anderhalve kubieke M. inhoud heeft, maarwaarvan de bevrachting slechts op één M\' water berekendwordt, of op het gewicht, dat danrmede gelijk staat, d. i.1000 K. G.



127 Om aan te toonen, dat een kubieke M. 1000 kubieke d.M. bevat, zal fig. 141een kubieke M.voorstellen, waar-van ABCD hetgrond vl. Dit grond-vlak is een vier-kante M, Verdeeltmen de zijden ABen BC in 10 gelijkedeelen, dan is iederdeel een d.M.; entrekt men dan dedeellijnen, gelijk defiguur aanwijst, danis het duidelijk, dathet grondvlak 100d.M2 bevat. Indien men voorts in het voorvlak ABEF dedeellijn ab trekt, evenwijdig aan AB , zoodat Aa = B6 = l d. M.is, en men den kubus volgens deze lijn, evenwijdig aan hetgrondvlak doorsnijdt, dan is het afgesneden stuk ABCDadcieen prisma, \'t welk 100 d.M3 bevat. Nu kan men den ge-heelen kubus blijkbaar in 10

zulke stukken verdeden, endaarom zijn er 10 X 100 = 1000 d.M» in den kubieken Meter.Op gelijke wijze zal ons nu blijken, dat wanneer van eenkubus iedere ribbe 5 d. M. lengte heeft, het grondvlak 5x5= 25 d.M* zal bevatten en dus zal dan de geheele kubus5 X 25 = 125 d.M» groot zijn. In het algemeen zal menalzootot de waarheid geraken, dat de inhoud van een kubus gelijkis aan de derde macht van zijn ribbe, d. i. het geheele aantalkubieke eenheden, dat een kubus groot is, wordt uitgedruktdoor een getal, dat gelijk is aan de derde macht van het getallengte-eenheden in zijn ribbe bevat. Was alzoo de ribbe van den kubus = a cl. M., dan zou deinhoud worden

voorgesteld door a x a x az=a* kubieke een-heden ; — te voren vonden wij de oppervlakte te zijn 6a\' Qeenheden: de getallen, die het oppervlak van den kubus en



128 den inhoufl voorstellen, verhouden zich dus alsGa* :a3 —6 :.a.Men onderscheidt in den kubus groote en kleine diagonalen(zie § 8). De lengte van den kleine heeft men te voren reeds lee-ren bepalen. Den grooten diagonaal b. v. BG (zielig. 441), diemet de ribbe DG en den kleinen diagonaal BD een rechthoeki-gen driehoek vormt, zal men nu eveneens gemakkelijk kunnenvinden. Is n. 1. de ribbe — a gegeven, dan is de kleine diagonaalBD = j/2«* = «k"2, en dus de groote BG = (/[(a|/2)* «s]= t/3fl\' z=.ay\'.\\. De volgende waarheden kan men hieruitafleiden : kl. diag. : gr. diag. = aj/2 : a|/3 = ^2 : |f"3ribbe : kl. diag. : gr. diag. = a: ayl: ai/3 = 1: |/2: V§, Gaan wij nu tot het regelmatige vier-zijdige prisma over. Het grondvl.

ABCD(lig. 142) is een kwadraat. Laat iedereribbe in het grondvlak 2 M. lang zijn,dan is het grondvlak groot 2 X 2 M2,gelijk in de figuur is te zien. Indien nude hoogte AE 4 M. bedraagt, dandeele men AE in de punten e, f, gin 4 gelijke deelen, en snijde van hetprisma, evenwijdig aan het grondvlak,door het punt e een stuk af, dan zaldit afgesneden stuk blijkbaar 4 M3groot zijn , en daar er 4 zulke strookenin het prisma zijn, bevat het 4x2x2= 16 M3. Hieruit blijkt dus al weder, dat de geheele inhoudvan een regelmatig vierzijdig prisma gevonden wordt, door dehougte met het grondvlak te vermenigvuldigen. Heeft men nu een rechthoekig maar geen regelmatig prismavan vier zijden, dan nog zal men steeds dezen regel

bevestigdvinden. Beschouwen wij daartoe het rechthoekige vierzijdigeprisma (fig. 143), waarvan het grondvlak ABCD een rechthoekis. Laat de lengte van dien rechthoek 4 en de breedte 2 M.zijn, dan bevat hij 2x 4M1, gelijk de figuur aanwijst. Indien



129 nu de hoogte AE 6 M. bevat, en menliet prisma door de punten a, b, c,d en e op bovengenoemde wijze in 6gelijke deelen verdeelt, dan bevatieder stuk blijkbaar 2 X 4 Ms , dushet geheele prisma 6x2x4=48M*.Ook voor het rechthoekige vierzij-dige prisma met scheef hoekig grond-vlak , zal genoemde waarheid door-gaan. Zij (in figuur 144) ABCD hetgrondvlak, dat een scheef hoekig pa-rallelogram vormt. Indien men danvan het grondvlak de zijde DC ver-lengt en uit A en B de loodlijnen AJen BK daarop neerlaat; en eveneensin het bovenvlak de met DC gelijk-standige zijde HG verlengt en daaropde loodlijnen EL en FM neerlaat, danzal door het trekken van JL

en KMeen rechthoekig vierzijdig prismaABK.1EFML ontstaan met rechthoe-kig grondvlak ABKJ. Van het eersteprisma is nu afgenomen het driezij-dige prisma DAJLEH en bij hettweede is gevoegd het driezijdigeprisma BKCGMF. Beide deze drie-zijdige prisma\'s hebben gelijke grond-zelfde grensvlakken voor opstaande Kig. 143. Fig. 144 en bovenvlakken enzijden. Immers is A ADJ gelijk en gelijkv. met A BCK» A FGM» par.BCGF» » BKMF» » CKMG A EHL »par. ADHE » »»» » » AJLE »en » DJLH »» Daarom zal wel prisma DAJLEH gelijk zijn aan prismaBKCGMF; wat dus van het eerste prisma is afgenomen, isII.                                                                          9



130 aan het tweede weder toegevoegd. Men besluit derhalve datinhoud prisma ABCDEFGH = prisma ABKJEFML is; en naar-dien parall. ABCD = rechth. ABKJ is, moet noodwendig ookde inhoud van prisma ABCDEFGH gelijk zijn aan het grond-vlak vermenigvuldigd met de hoogte. Kg. H-.                 Indien men van een vierzijdig prisma waarvan het grondvlak een parallelogi amis. in het grond- en bovenvlak een ge-lijkstandigen diagonaal trekt, b v. ACen EG (zie fig. 145), en het lichaamvolgens deze diagonalen en de ribbenAK en CG doordeelt, dan zijn beidestukken driezijdige prisma\'s van gelijkegrootte, want het eene driezijdige prismawordt door gelijke vlakken begrensd alshet andere, terwijl beide ook

dezelfderibben hebben. De geheele inhoud isdus in twee gelijke deelen verdeeld. Men heeft alzoo:inh. prisma ABCDEFGH = grondvl. X hoogte, of ^ » »              »          = { » of | » »              »          = A EFG of inh. driez. prisma ABCEFG= A EFGDe inhoud van een driezijdig prisma is dus X »X »X » gelijk aan het product van grondvlak en hoogte. i\'1? \'«.                       Hier heeft men nu den sleutel tot het vinden der inhouden vanieder ander regelmatig prismamet een veelhoekig grondvlak.Nemen wij ten voorbeelde hetregelmatige zeshoekige prismaAe (zie fig. 146). Kiezen wij danin het grond- en bovenvlak tweeovereenkomstige hoekpunten Aen d, door een gemeenschap-pelijke ribbe verbonden; trek-ken wij dan uit deze

hoekpuntenalle diagonalen in het grond- en



131 enbovenvlak, dan wordt ieder dezer in ö— 2 = 4 driehoekenverdeeld, gelijk bekend is. Snijdt men nu het lichaam volgenselke twee evenwijdige diagonalen door, dan is het blijkbaar in4 driezijdige prisma\'s verdeeld, die allen de zelfde hoogte heb-ben. Men heeft dus volgens bovenstaanden regel: inh. prisma ABCdfce = inh. A ABC X Ad» » AGBdba = » A ACD X Ad» » ADEdaez= » A ADE X Ad» » AEFde/:= » A AEF X Ad opg.------------------------------------------- dus inh. pr. Ae= Ad X (A ABC A ACD- - A ADE A AEF)of inh. zeszijdig prisma Ac= Ad x inh. zeshoek ABCDEF. Ook hier geldt wederom de zelfde regel als boven. Men be-sluit dus, dat de inhoud van ieder

prisma gevonden wordt, doorden inhoud van \'t grondvlak te vermenigvuldigen met de hoogte. § 23-Over de inhouden van piramiden. Indien men in een regelmatig driezijdig prisma (fig. 147) uitF\'g i*7.               een hoekpunt B twee diagonalen BF en BD in de zijvlakken trekt, dan heeftmen van het prisma de driezijdige pi-ramide BIJEF afgesneden en menhoiult een vierzijd. piramide BACDFover (zie fig. 148). Het grondvl. ACDFdezer piramide is een rechthoek, ter-wijl ABC, ABF, BDFenBCD de op-staande driehoekige zijviakk. vormen.Trekt men in hetgrondvlak den diago-naal AD, en stelt men zich voor, dathet lichaam volgens deze lijn en BD isdoorgedeeld, dan

bekomt men tweedriezijdige piramiden, n. 1. BADF enBACD, die beiden een gelijk grondvl.,



\\dü Fig. 148.                  ADF en ACD, hebben en een zelfde toppunt B. Voor \'s hands zij het vol-doende aan te merken, dat juist daar-om deze beide driehoekige piramidenvan een zelfden inhoud zijn, omdathaar grondvl. en hoogte het zelfde is;het bewijs dezer waarheid kan men inde meetkunde vinden. Vergelijkt mennu piramide DBEF (fig. 147) met pi-ramide BACD. dan vindt men :grondvl. BEF = grondvl. BCDzijvlak BED = zijvlak ACD» EFD= » ABC» BFD= » ABOen daardoor mag men dan besluiten.dat de inhoud van piramide DBEF gelijk is aan den inhoud vanBACD; maar piramide BACD gelijk zijnde aan piramide BADF,zoo besluit men, dat het prisma ABCDEF verdeeld is in 3 gelijkepiramiden; en dat dus de inhoud

van een driezijdige piramidegelijk is aan het derde deel van dien eens driezijdigen prisma\'s,dat op het zelfde grondvlak staat en de zelfde hoogte heeft alsde piramide. Immers van pir. BDEF (fig. 147) is het grondvl.DEF en de hoogte, of de loodlijn, die uit den top op hetgrondvl. valt, BE. Dus is : inh. prisma ABCDEF = grondvl. DEF X BE ,ot $ » »           » =?» DEF X BE, of » piramide BDEF as » DEF X } BE. Den inhoud van een driezijdige piramide vindt men dus, door hetgrondvlak met het derde deel der hoogte te vermenigvuldigen.Nog op een andere meer bevattelijke wijze kan men dezewaarheid aantoonen door uit het middelpunt van een kubuslijnen naar de acht hoekpunten te trekken; daardoor is dande kubus in zes

gelijke vierzijdige piramiden verdeeld. Is nude ribbe van den kubus a, dan is : inh. kubus == a X « X a =a»en dus inh. vierz. pir. = la* =$a x«\'=|X J«x«*.



13a Maar de hoogte van elk dezer piramiden is gelijk aan de halve ribbe of = \\a, derhalve is ook inh. piram. = | hoogte X inh. grondvlak.Hg, ]49                     Heeft men nu een regelmatige vierzijdige piramide (fig. 449), waar-van het grondvl. een vierkant ABCDis, en waarvan de hoogte wordtvoorgesteld door de lijn EF, dan zalmen door het trekken van den diago-naal AC in het grondvl., en dan vol-gens deze lijn en AE het lichaam intweeën te verdeelen, de twee driez.piramiden EABC en EACD beko-men, die beide de zelfde hoogte EFhebben; hierom zal men nu hebben: inh. piram. EABC = gronvl. ABC X 1 EF» » EADC = » ADC X i EF

opg.------------------------------------------------ dus inh. vierz. piram. EABCD = ? EF (gr. ABC -f- gr. ADO) = i EF X gr. ABCD. De inhoud der regelmatige vierzijdige piramide wordt dusmede gevonden door het grondvlak met het derde der hoogtete vermenigvuldigen. In het algemeen zal men zien , dat deze regel voor elke regel-Kg. iso.                 matige piramide zal blijven bestaan, welk ook het grondvlak moge zyn.We nemen tot proefde regelmatigezeszijdige piramide SABCDEF, ziefig. 150. Het is bekend dat men hetzeszijdige grondvlak, door het trek-ken van alle diagonalen uit één wil-lekeurig hoekpunt A, in 6— 2 = 4driehoeken kan verdeelen, en datdun de

geheele piramide in 4 drie-hoekige piramiden kan verdeeldworden, die allen de zelfde hoogte



134 SM als de zeszijdige piramide hebben. Men heeft dus: inh. driezijdige piramide SABC = A ABC X ^ SM » » » SACD = A ACD X ^ SM » » » SADE = A ADE X \\ SM » » » SAEF = A AFE X j SM opg.--------------------------------------- dus inh. zesz. pir. SABCDEF = } SM X oppervl. zesh. ABCDEF.Beschouwen wij thans de berekening der inhouden van som-Fi 151              ruige piramiden nader, en letten wij eerst op het regelmatige viervlak (tetraëdrum),zie lig. 151. De oppervlakte van het grond-vlak te bepalen , zal ons geen moeite kos-ten als de ribbe van \'t tetraëdrum bekendis; maar om de hoogte SM te berekenen,merken wij op, dat het voetpunt van delijn SM, die de hoogte voorstelt, in hetmiddelpunt M van den driehoek

ABC valt.Beschrijven wij dus om het grondvlak eencirkel (zie de figuur), dan zal de straal AMmet de hoogte der piramide en de ribbe AS een rechthoe-kigen driehoek vormen. Uit fig. 34 is ons reeds gebleken Af!AC=AM|/3, dusAM=-^= |AC»/3. Indien alzoo elke ribbe van het tetiaëdium=r ris, dan isAM:=— K3,enSM = ó ^(AS«— AM\') = |/(r« — rl\\=y~=ry\\. De inhoud van het grondvl. nu J r* 1/3 zijnde, volgens een bekenden regel, is dusinh. tetraëdr. = 4 X ri/ |x \\r* j/3 =^s r»j/2 kub. eenheden. De regelmatige vierzijdige piramide heeft slechts tweeërleiribben, n. I. 4 onderling gelijke aan het grondvl. en 4 gelijke op-staande ribben. Weet men nu de lengten van twee ongelijkeribben, dan zal men daaruit den inhoud der pir. kunnen

bepalen. Van de regelmatige vierhoekige piramide SABCD, fig. 152,zal het voetpunt M der lijn SM, die de hoogte voorstelt, inhet middelpunt van\'t grondvlak vallen. Beschrijft men dus omhet grondvlak een cirkel, dan zal de straal AM met de hoogte



135 K& U3-               en de ribbe AS een rechthoekigen driehoek vormen. Is nu gegeven de ribbe AB in \'tgrondvlak = a, en de opstaande AS = b,dan is AM = } middell. = \\ VZ AB» = i-y"i , en dus SM of de hoogte = z |/(AS«-AM\') = v(b — ?~). De opper-vlakte van hetgrondvl. is AB\'=:a*, enbijgevolg de inhoud der piramide = j X Was echter AS = ABof6 = a,danzoude hoogte SM worden voorgesteld doorlef o*—?y\\ = i/\'-L-=: ^rV% en dus de inhoud der piramide door {x«\' X^2 =2t                                                                                                                               Z %rV"2 kubieke eenheden.6 Indien van de vierz. piram. alleen bekend was de hoogte SE vaneen der

opstaande zijvlakken en een der ribben van hetgrondvl.,ook dan zou men gemakkelijk tot den inhoud kunnen besluiten.Door op te merken, dat deze lijn met EM, die gelijk aan de halveribbe van het grond vl. is, en met de hoogte SM der piramideeen rechthoekigen driehoek vormt, zal men hebben , zoo AB=aen SE = b bekend is: SM = k"(ES»—LM») = |/(&l—\\a*), en oppervl. grondvl. = AB\' —«**,dus inh piramide = J SM X gr. = {Xa\' X |/(&*4 a*y={**y(.4b*-a*),Nemen wij thans de regelmatigezeszijdige piram., fig. 153. waarvanhet grondvl. een regelmatige zeshoekis, en waarvan de hoogte wordt voor-gesteld door de lijn SM, wier voet-punt M in het middelpunt

van hetgrondvl. ligt. Indien men dus om hetgrondvl. een cirkel beschreef, dan



136 zou de straal AM gelijk zijn aan de ribbe van het grondvlak.Het geheele grondvl. bevat alzoo 6 gelijke gelijkzijdige driehoekenABM. Was alsnu gegeven de lengte van iedere ribbe aan hetgrondvl. = o en elke opstaande=b, dan heeft men, met het oogop het hierboven meermalen opgemerkte: SM=i/(AS*—AM1)= 1/(6*—a1). Daar voorts inh. A ABM = ?AB*i/3=-la»i/3is, zoo is oppervl. grondvl. = 6 X inh. A ABM = l|-a1i/3, endus inhoud zesz. pir. = ^grondvl. X hoogte r^xljo\' »/3 X1/(6*—a») = l- a* V3(6*—a1). Indien SA == 2 AB of b = 2a ware, dan zou men voor deninhoud dezer piramide vinden |a* |/3(4a*—a*) = l». a*. Was de hoogte SM der zesz. pir. gelijk aan de ribbe AB vanhet grondvlak, dan zou de inhoud der piramide

zijn \\ X « Xl{a*^3 = |a»K3. Was de opstaande ribbe der piramide onbekend; terwijl deribbe van het zeszijdige grondvl. = a en de inhoud der piramidebekend waren, dan zou men vinden i hoogte: "l|a*i/3__2 X inh. of hoogte a* 1/3 dus is de opst. ribbe AS = ^(SM* - - AM2) ook te vinden.Indien van een tetraëdrum, zie fig. 151, de inhoud = 1 ge-gegeven was, dan zou men moeten hebben:ris- 154.                                      I — ^j r» i/2 of 12I = r\' ^2of 1211/2 = 2r\'of 6 I|/2 = r\' &>------------------------ dus 1^(6 Ij/2)=r;hierdoor is dus de lengte der ribbe terug tevinden, en bij gevolg ook de hoogte en deoppervlakte van ieder zijvl. te bepalen. Is van een regelmatige driezijdige piramideSABC, fig. 154, een regelmatige driezijdigepiramide

Sabc afgesneden, zoodat men eenafgeknottc regelmatige driezijdige piramide



137 ABCabc overhoudt, dan zal men ook den inhoud van dit afge-knotte stuk kunnen vinden. Dewijl elke ribbe in het bovenvlakder afgeknotte piramide evenwijdig loopt aan de daarmedegelijkstandige ribbe in \'t grondvlak, heeft men:SA : Sa = AB : abof SA1 : Sa* = AB» : ab* of SA» : Sa* = \\ AB»i/3 : {ab* j/3 of SA* : Sa* = A ABC : A abc.Noemen wij de inhouden dezer beide driehoeken I en t, danis ook, daar SM degeheele hoogte, Sm die van \'t afgesnedenstuk en Mm die der afgeknotte piramide is:SA» : Sa\' = I : i = SM* : Sm* i/- of SM : Sm = is I : 1/ i ; dus is SM — Sm : i/ I — \\y i = SM : \\y I = Sm : v\' i of Mm : K I — V *\' = SM : 1/ I = Sm: y i; ? .. , 0w Mm

X l/I o Mm Xi/ibijgevolg SM = —.S?.Z—. en Sm = —_ ^ .. Nu is volgens den bekenden regel: inh. pir. SABC = A ABC X \\ SM = \'..f ^m X w}r                                                      3()/l — j/i) en » » Sa6c=. A abc X J S» = i*M**J?» 3(i/I—v») afgetr.------------------------------------------------------ rest inh. afgekn. pir. ABCoAc= ?^^!z±^!} —| Mm(I -1- i/It i). Den inhoud der afgeknotte piramide vindt men dus doorde som van het grondvlak, bovenvlak en het hiertusschenmiddelevenredige vlak te vermenigvuldigen met het derdedeel der hoogte. Is de piramide afgeknot vierzijdig, fig. 155, dan zal meneveneens hebben: SA : Aa = AB : abof SA* : Sa* = AB* : ab*of SA* : Sa\' = I : i

= SM* : Sm»



138 of SM : Si» ss K I : V tof SM— Sm-.wl — i/t = SM:i/I= Sm: i^t of 8M=!fc2Ü^, en Sm = Ëjnx^ii/I—i^-t                i^I—|/» Wederom is nu : inh. pir. SABCD = vk.ABCD x {SM = I xMmX/I 3(i/I — i/i) inh. pir. Sabcd = vk. «&«/ X {Sw = t X Mot X t/t 3(ix I — 1/1\') afgetr.----------------------------------------- dus inh. afg. pir. ABCDabcd = M;n(ixl\' — l/i3) , ai /t , ti >-^-T—_.)^=-M«(I ^h 0. Hier geldt alzoo weder de zelfde regel als boven, en bij verdereuitbreiding zal men dien steeds behouden, waarom wij alleenopmerken, dat deze regel voor elke afgeknotte piramide geldt. Is ten voorbeelde van de regelmatige driezijdige piramidelig. 154, elke zijde van het regelmatige driehoekige grondvlak=6M., en stelt men zich voor, dat op de helft der

geheelehoogte, die wij op 12M.stellen, de piramide evenwijdig aanhet grondvlak wordt doorgedeeld, dan zal de geheele inhoudder piramide SABC bedragen | SM X inhoud A ABC = V X({ X 611/3) = 36i/ 3 M3. Daar nu de piramide op de helftder hoogte is doorgedeeld, zal ab, bc of ac ook de helft vanAB, BC of AC zijn, en dus f = 3 M. bedragen Voor deninhoud van piramide Sa&czal men nu bekomen -J Sm X A abc= ? X (I X 3* |/3) = V |/3 M3, — en dus zal de inhoud vande afgekn. pir. ABCabc bedragen 361/3 — ><81/3=» \\\' v 3 M3. Past men den regel toe, dien wij hierboven gaven, dan zoumen vinden; inh. grondvl. ABC = { X 6» i/ 3 = 91/3 M2 ,» bovenvl. abc = \\ X 3* i/3 = -J i/3 M1,» middelevenr. vl.=i/|"(9i/3) X (-}i/3)l = »

i/3M*; dus som dezer drie vlakken = U |/3 M*.



139 Dit vermenigvuldigd met ^ der hoogte = | Mm = | = 2M.,komt inh. afg. pir. ABCa&c = 2 X V l""3= »{* k3M3 , evenals wij reeds boven gevonden hebben. Zij, flg. 155, van de regelmatige vierzijdige piramide elke ribbevan het grondvlak 8 M. en de geheele hoogte 12 M., danis de inhoud van de geheele piramide SABCD = ^ SM X vk.ABCD=: ?» x8« -256M\'. Stelt men nu , dat het doorsnijdingsvlak abcd op \\ der hoogteis aangebraclit, zoodat Sm ss { SM = 4 X 12 =4 M. bedraagt,dan zal elke zijde van het vierkant abcd gevonden worden doorde evenredigheid: SM : Sm = SA : Sa = SB: Sb = AB: ab,of SM: Sm = AB: ab,of 12:4 = 8:3-waarin x =. 1\\ M.De inhoud

van piramide Sabcd is dus | Sm X vk. abcd=z JX (2|)J = * X V = jjV = 9i? M3\' De afgeknotte piramideABCDabcd bevat bijgevolg 256 —9J-» =246JJM». Dit antwoord zou men ook bekomen hebben, door op Iemerken, dat elke ribbe van \'t bovenvlak der afgeknotte pira-mide | van de ribbe van \'t grondvlak en dus §=2$ M. is,en dat de hoogte der afgeknotte piramide 12 — 4 =c 8 M. be-draagt ; alsdan zou men hebben: inh. grondvl. ABCD = 8* .= 64 M1,» bovenvl. abcd = (2|)» = «,» M\',» middelevenr. vl. = 1^64 X •,* = V M\'- dus som dezer drie vlakken = 92J M\',J hoogte = l Mm = * M., ---------verm. dusinh.afgekn. pir. ABCDo6crf = 92{ x \\ = 246\'$ M\\\'t Zelfde

wat wij hierboven hebben gevonden. § 24.De inhouden der vijf regelmatige lichamen. Tot de inhoudsvinding der vijf bij uitnemendheid regelmatigelichamen overgaande, merken w\'y op, dat het regelmatige vier- t



140 vlak of tetraëdrum reeds bij de piramiden, en het regelmatigezesvlak of de kubus reeds bij de prisma\'s zyn plaats heeftgevonden. Ons blijven dus alleen over ter behandeling hetoctaëdrum, dodecaëdrum en icosaëdrum, of het regelmatigeacht-, twaalf- en twintigvlak. Als wij, zie fig. 117 § 19, het octaëdrum door een vlak?ig. isc.                   ABCD doordeelen, dan is het ver- deeld in twee gelijke regelmatigevierz. piram. EABCD (fig. 156).Elk van deze regelmatige piram.heeft nu de eigenschap , dat haaracht ribben allen de zelfde lengtehebben. Het voetpunt der lijn EM,die de hoogte voorstelt, valt in hetmiddelpunt van het grondvlak.Daarom zal deze lijn EM, met denstraal AM van den omgeschrevencirkel en de ribbe AE een

rechthoekigen driehoek vormen. Isnu iedere ribbe = a, dan is AC = K\'2a1 = «k2, en dus AM = t AC=-jV^2; alzoo is EM=v-(AE*—AM»)=k(«» — ?l) i=-3-i^2 = de hoogte der piramide. Men heeft alzoo: In fig. 156: inh. pir. EABCD = J EMXvk. ABCD = (±^2)xa*=1ta*i^\'2, en dus in fig. 117 :                             V 6 / inh. octaëdr. EABCDF = 2 X pir. EABCD = » a» t/2. Men kan zich het dodecaëdrum, fig. 118 § 19, voorstellen als bestaande uit 12 gelijke regelmatige vijfzijdige piramiden, die haar toppen in het middelpunt van het lichaam vereenigen, en wier grondvlakken zich aan de oppervlakte van het lichaam bevinden. De hoogle van ieder dezer piramiden is gelijk aan de halve hoogte van \'t dodecaëdrum, en elke opstaande ribbe is gelijk aan de

halve as. In § 19 zag men, dat het oppervlak van het grondvlak , indien de ribbe van het dodecaëdrum =?• Br* 5 i 2i ^5was, uitgedrukt werd door^-i^-~----en tevens werd daar >



141 »>K I 11 1/5 gegeven de hoogte van *tdodecaëdrum=n/ ——nr^—i waarom de hoogte van iedere piramide zal zijn \\ rK ^jn-^— • Iedere 25^-^11/5piramide heeft alzoo tot inhoud \\ X | r^- —^~. r !- x ErJ A±^l — 5r\' ,>7 21^5 _ r» (47 21 ^5)5 _T"^ 5 ~ "24           ?Ü              24 ~ 2           "~ Jj 1/(470 210 ^5) = Jj (15 7 ^5).De inhoud van het dodecaëdrum is dus : ia X ^(15 7t^5)=r» Xi5 A7^\' Eveneens kan men zich het icosaëdrum, zie fig. 121, voor-stellen als bestaande uit 20 gelijke regelmatige driezijdige pira-miden, wier toppunten allen in het middelpunt van \'t lichaamsamenkomen, en wier grondvlakken aan \'t oppervlak van hetlichaam zijn gelegen. De hoogte van iedere piramide is dehalve hoogte van het

icosaëdrum en iedere opstaande ribbe isde halve as. De ribbe van het icosaëdrum r noemende, zal volgens §19 de hoogte van \'t lichaam zijnri/-lt5----en de as TV^-^x—. Ieder der 20 piramiden heeft dus tot inhoud• x r ,^7 3,^5 , . ^__r» ,^3(7 3K5)_r»,^7 3K5_ ^ K(7 3i^5) 2 = ^ i^(U 6^5) = g (3 ^5). De geheele inhoud van het icosaëdrum is dus: 20 X ^(3 ^5)=^ (3 ^5). Vatten wij nu het besprokene over de regelmatige lichamente zamen. en onderstellen wij, dat allen een zelfde ribbehebben, die door r wordt voorgesteld, dan zal men hebben:



142 inhoud kubus = rs » tetraëdrum = T\'r r\' J/2» octaëdrum = | r* |/2» dodecaëdrum = -$• rs (15 - - 71^5)» icosaëdrum == Tsf rs (3 ^5).Of, zoo men de wortels tot in duizendste deelen nauwkeurigberekent, is , wanneer men voor elke ribbe de eenheid neemt:inhoud tetraëdrum = 0,117....» octaëdrum = 0,471....» kubus         =1, » icosaëdrum = 2,181....» dodecaëdr. =7,663.... Ingeval de vijf regelmatige lichamen allen een zelfden in-houd hebben, dan is, dezen inhoud I noemende :ribbe kubus = i? I 121 » tetraëdrum sa &? —^ 1/2 3 I » octaëdrum sa V -—„ A T » dodecaëdr. sa f 15 7^5 12 I » icosaëdrum sr V __-------rrr. 5(3 ^5) Noemt men eiken inhoud 1, dan vindt men door wortel-trekking: ribbe kubus sa 1 » tetraëdrum =s 2,039...» octaëdrum

=1,284...» dodecaëdr. =0,505...» icosaëdrum = 0,771...Wanneer men van de regelmatige lichamen bepaalde deelenafsnijdt, dan houdt men somtijds lichamen over, die om hunvorm opmerking verdienen. Wij willen hiervan een paarvoorbeelden geven, en ons eerst ter beschouwing voorstellenhet lichaam dat ontstaat, als men van een tetaëdrum de licha-melijke hoeken tot op \\ der ribben wegneemt.



143 Fig. 157. Ieder zijvlak van een te- traëdrum is een driehoek.Door het wegnemen derlichamelijke hoeken wordtelke hoek van dien drieh.afgesneden. Er komendus in ieder zijvlak 3nieuwe lijnen bij, waaromhet een zeshoek is gewor-den en daar er 4 zijvlakken aan het tetraëdium zijn, zal hetnieuwe lichaam door vier zeshoeken begrensd worden. Doorde afsnijding der genoemde lichamelijke hoeken, komen er bijdeze 4 vlakken nog 4nieuwe; dit zijn allen driehoeken en welgelijkzijdige driehoeken omdat hun zijden evenwijdig loopenmet die van het tegenoverstaande zijvlak van het tetraëdrum.En dewijl van ieder zijvlak van het tetraëdrum een gelijkzijdigedriehoek wordt afgesneden, zoo zal het niet moeilijk op

temerken zijn, dat het afgeknotte tetraëdrum begrensd wordtdoor vier regelmatige gelijke zeshoeken, en vier regelmatigegelijke driehoeken, zooals fig. 157 (b) duidelijk doet zien. Dezefiguur stelt, na weglating van de gestippelde lijnen, het netvoor van het afgeknotte lichaam. Indien we dit zevenvlakkiglichaam nu nader beschouwen, dan merken wij op dat het3x4 = 12 uithoeken telt, want het snijdende vlak (een drieh,),\'t welk diende om den lichamelijken hoek weg te nemen, heeftdus in plaats van één drie uithoeken doen ontstaan, en daarer aan het tetraëdrum 4 uithoeken waren, zijn er nu 4 X 3 = 12.Aan iederen uithoek zien wij 3 ribben samenkomen, dus zoudener 12 X 3 = 36 ribben zijn, maar daar één

ribbe dient omtwee punten te verbinden, zijn er slechts ^"=18 ribben.Dit getal kon men ook langs een anderen weg vinden. Immerstelt het tetraëdrum 6 ribben, en door het wegnemen van éénlichamelijken hoek komen er 3 nieuwe ribben bij, dus te zamen4 x 3= 12 nieuwe ribben , die er bij komen. Er zijn dus6 -f-12 = 18 ribben aan het lichaam. Al deze 18 ribben z\'yn evenlang, bevattende ieder het derde deel der ribbe van \'t tetraëdr.Om het oppervlak van \'t afgeknotte lichaam te berekenen,



144 merk e men op, dat zoo de ribbe van \'t tetraëdrum = r was.de oppervlakte van ieder zijvlak van \'t tetraëdrum \\r*i/3zou zijn. Deze oppervlakte, gelijk uit het net te zien is, telt4 x 9=36 gelijke driehoekjes (verg. hier § 18, D. I) en het netvan het afgeknotte lichaam slechts 28 zulke driehoekjes. Menheeft dus voor het oppervlak van dit laatste |J X r* ^3 =l r* |/3. Is dus de ribbe van het tetraëdrum 1 d. M., dan isde oppervlakte van het aldus afgeknotte l j/3 = 1,35... d. M*. Wil men den inhoud van \'t afgeknotte lichaam weten, danmerk e men op, dat ieder afgesneden stuk op zich zelf wedereen tetraëdrum is. Is dus de ribbe van het geheele tetraëdrum= r, dan is de inhoud T\'f r\' V 2 (zie hier boven). De inhoudvan ieder afgesneden tetraëdrum

zal dus zijn T\'f (|r)3 l^l —?jjTfr\'^2, dewijl de ribbe van het kleine tetraëdrum het derdedeel bevat van die van het geheele. In het geheel is er dusafgesneden een inhoud van 4 X jlfT3 Vlz=^1r3 V 2, waaromer overblijft Jf r3 V\'2 — -?Tr3 K2 = ,*1\'tr,l/i voor den ver-langden inhoud van het afgeknotte lichaam. Stelt men zich nu het lichaam ter beschouwing voor, datontstaan zal, als men van een octaëdrum eveneens de licha-melijke hoeken tot op ^ der ribben wegneemt. Kg. 168. Om dit zoo eenvoudig mogelijk te doen , zullen wij ons eerst



145 het net voorstellen van het overblijvende lichaam, om daarnaargemakkelijker onze beschouwing te regelen. Nevensgaande tig.(158) geeft ons een voorstelling van dit net, als we namelijkalle gestippelde lijnen wegdenken. Gelijk ons uitdefig. blijkt,bestaat dit net uit 8 onderling volkomen gelijke regelmatigezeshoeken en 6 onderling gelijke vierkanten. De eerste zijn deoverblijvende deelen van de zijvlakken van het octaëdrum, dochde laatste zijn nieuwe vlakken, welke ontstaan zijn door deafsnijding van de lichamelijke hoeken van \'t oorspronkelijkelichaam, en dat zulks vierkanten moeten zijn, zal ons duidelijkworden als wij bedenken, dat het octaëdrum eigenlijk bestaatuit twee volkomen gelijke regelmatige

vierhoekige piramidenmet de grondvlakken tegen elkander geplaatst. Brengt men nudoor een dezer piramiden een vlak, dat de opstaande ribbenallen op gelijke hoogte doorsnijdt, dan zal de doorsnede eenvierhoek moeten zijn (omdat er vier opstaande ribben waren)gelijkvormig aan het grondvlak (omdat zij daarmede evenwijdigstaat); en dus zal zij een vierkant moeten zijn. En dewijl hetoctaëdrum zes uithoeken heeft, zoo zullen er ook zes zulkevierkanten moeten bijkomen, gelijk de fig. aanwijst. Denkenwij nu voor een oogenblik de zes vierkanten uit de fig. weg,dan zal het niet behoeven gezegd te worden, dat het overblij-vende in zijn geheel het net voorstelt van een octaëdrum, alsbestaande uit 8 onderling

gelijke gelijkzijdige driehoeken. Nuzijn, door de afsnijding van de lichamelijke hoeken van hetoctaëdrum, van elk driehoekig zijvlak de drie hoekpunten opeen derde der zijden afgesneden. In ieder zijvlak of iederendriehoek komen dus drie nieuwe lijnen , zoodat er van iederendriehoek een zeshoek overblijft Het aantal zesh. zijvlakkenis dus even als dat der oorspronkelijke zijden van\'t octaëdrum,acht. Het overgebleven stuk heeft dus de schoone eigenschapdat het door 14 alle regelmatige zijvlakken begrensd wordt.Het aantal uithoeken van het afgeknotte octaëdrum bedraagt6 X 4 r^ 24, want door de afsnijding van iederen lichamelijkenhoek is een vierhoek de grens geworden, en daar er zes uit-hoeken waren,

zijn er nu 6 X 4 = 24 uithoeken. Aan iederenuithoek komen 3 ribben samen, dus zijn er aan het lichaam 10



146 1 x 24 X 3 = 3(5 ribben , die allen dezelfde lengte hebben.Deze 36 ribben hebben de eigenschap dat zij te zinnen zoolang zijn als de 12 ribben van \'t oorspronkelijke octaëdrum.(Ook de vorige opgaaf heeft de zelfde eigenschap). Wanneer nu bekend is de ribbe van het octaëdrum = r, danis het oppervlak van ieder zijvlak van \'t octaëdrum = \\rxV3,en dus de zeshoek die in ieder zijvlak beschreven is en die 6 vande 9 driehoekjes, die het volle zijvlak bevat, telt, is dan grootJ X \\ r* f 3= J r* V<i, De acht zeshoeken van \'t afgeknotteoctaëdrum zijn dus te /amen groot 8 X J rJ Vli= ? r* V3.Hierbij opgeteld de zes vierkanten , die ieder J r tot ribbehebben. en dus te samen 6 X J r* — \\ r1 groot zijn, bekomtmen J r* (1 - -2 V 3)

voor het geheele oppervlak van het aldusafgeknotte octaëdrum. Aan iederen uithoek van \'t octaëdrum is een regelmatigevierzijdige piramide afgesneden, waarvan de schuine ribbe gelijkis aan iedere ribbe in \'t grondvlak; voor den inhoud van zoo-danige piramide heeft men reeds gevonden { as Vl (zie fig. 152),waarin a de ribbe. Brengt men hierin over u=\\r, dan is deinhoud van ieder afgesneden stuk { (\\r)* V\'? — -T\\Tr3l"2, endus van de zes afgesneden stukken te zamen fa r* ^2. Degeheele inhoud van het octaëdrum is } r* VI (zie hier boven),dus rest er J r3 K2 — ^T r* V2 =r fa r* J-^2 voor den inhoudvan het afgeknotte lichaam. Beschouwen wij eindelijk den kubus, na daarvan de lichame-lijke hoeken ook op een derde

van de lengte der ribben te heb-ben weggenomen. Om deze beschouwing met te meer vruchtte kunnen doen, letten wij op fig. 159 die ons het net van hetaldus afgeknotte lichaam voorstelt. Om dit net naar eisch teteekenen, make men eerst het net van den kubus, bestaandeuit zes gelijke vierkanten; vervolgens make men, naar aanlei-ding van \'t gevraagde, van elk vierkant een achthoek en be-sehrijve op de vier langste zijden van grond- en bovenvlak gelijk-zijdige driehoeken. Van de 14 zijvlakken, die het lichaam be-grenzen , zijn dus alleen de 8 driehoeken regelmatig en gelijk:de andere zijvlakken, de zes achthoeken zijn echter onregelmatig,hoewel onderling gelijk.



147 Fig\' 159-                                              n          u * Door het wegnemen van een lichamelijker!hoek is een nieuw zijvLen wel een driehoek ont-staan, en daar 8 licha-melijke hoeken zijn weg-genomen, zoo telt hetafgeknotte lichaam 8x3= 24uith. Aan iederenuithoek komen 3 ribbensamen; er zijn dus ^ X24x3 = 36 ribben aanhet lichaam. Dit getalzou men ook bekomen,zoo men had opgemerkt,dat er 8 nieuwe vlakken,die driehoeken zijn, zijnbijgekomen, dus 8x3= 24 nieuwe ribben.Geen der ribben van den kubus wordt geheel weggenomen, weldeelen daarvan, dus komen bij de 42 ribben, die een kubusheeft, nog 24 nieuwe, alzoo zijn er nu 12 24 = 36 ribben.Van ieder zijvlak van den kubus worden 4 gelijke en

gelijk-vormige rechthoekige driehoekjes afgesneden. Is nu de ribbevan den kubus = r, dan is ieder zijvlak groot r*; hiervan afde inhoud der 4 driehoekjes = 4 X J- X JrX J r = f r», danschiet er over r8 — | r* = \\ r* voor den inhoud van iederachthoekig zijvlak, d. i. de 6 zulke zijvlakken 6 X \\ r* =4} r*.De zijde van iederen gelijkzijdigen driehoek of van het nieuwe zijvlak = V \\{\\ »•)* (^ r)\'] = -^-^2; dus de grootte van iede- ó ren driehoek = \\ (JLi/qY V2 = ft r* |/3, d. i. van de8 zulke driehoekjes 8 X r\\ r* V3 = \\ r» K3, bijgevolg 4| r"- * r» y"3= 3 r* (21 2(/3) de oppervlakte van het bedoelde lichaam.Om ook den inhoud van het ontstane lichaam te vinden, mer-ken we op, dat er 8 gelijke en gelijkvormige driehoekige pira-



148 miden zijn afgesneden. Elk dezer piramiden heeft tot grond-vlak den in de figuur voorkomenden gelijkzijdigen driehoek,waarvan iedere zijde ^ ry"2 is, en waarvan dus het oppervlakbedraagt, gelijk gezegd is, ^r\' VZ. Elke opstaande ribbe heeft tot lengte \\r en daar de straalvan den om \'t grondvlak beschreven cirkel volgens de bekende formule "6cL z=z^a^)*-z=^-VQ\\s, zoo is nu de hoogte van4Inh. Ja\' V3 9 iedere piramide V [\'?} o)» — (~ V oV] = V JT o* as |- ^3. Volgens den bekenden regel zal alzoo de inhoud van iederepiramide gelijk zijn aan \'t product van \'t grondvlak met | der hoogte = i\\ a» ^3 X \\ X -g-^ 3= TJTa». De acht afgesneden piramiden zijn dus 8 X ,JT«3=r^fa3 groot, zoodat er eenlichamelijke inhoud

overblijft van a* — ^r «s ss {} a% voor denafgeknotten kubus. § 25- Over de inhouden van den cilinder, kegel en bol. Bij de beschouwing van de inhouden der prisma\'s vonden wijdat de inhoud steeds werd gevonden door de oppervlakte vanhet grondvlak met de hoogte te vermenigvuldigen. Hoe groothet aantal zijvlakken van het prisma moge zijn, men heeft steedsden zelfden regel. Indien men zich nu een prisma voorstelt vaneen oneindig aantal zijvlakken, ook dan nog moet deze waar-heid doorgaan. Heeft een regelmatig prisma een oneindig grootaantal zijvlakken, dan zal het grondvlak ook even zoo oneindigveel zijden tellen. De omtrek van zoodanigen regelmatigen veel-hoek is gelijk aan den omtrek van den cirkel om

den veelhoekbeschreven, en de inhoud van dien veelhoek verschilt niet metdien van den cirkel. Bezit nu een prisma die eigenschap, datwerkelijk het veelzijdige grondvlak een cirkel is, dan noemtmen zoodanig prisma een cilinder, en daar steeds de zelfderegel voor den inhoud moet gelden, besluit men, dat de inhoud



149 van een cilinder gelijk is aan het grondvlak vermenigvuldigdmet de hoogte. i\'g. 160.                   Is de middellijn AB van den cilinder (fig.160) = m en de hoogte AD=ft, danis inh cilinder ABCD= { n AB» X h= — - X AB». Is de cilinder gelijkzijdig, d. i. is AB= AD, dan is inh. dl. ABCD =5 -,- X »n». Zij, ten voorbeelde, van 4 een cilinder de middell. van het grondvl.=21 d.M. en de hoogte = 10 d.M., danzou men hebben: inh. dl. = -7- X ft X m» = J?, X 10 X 21* =3465 d.M».4                      7x4 Was van een gelijkzijdigen cilinder de middellijn van het grondvlak = 3{-d.M., dan zou zijn: inh. dLss-J X m» = J?j X (3J)« =134,75 d.M*. Weet men, omgekeerd, van een cilinder den inhoud en eender afmetingen, dan kan men de

andere afmeting vinden. Weetmen daarbij dat de cilinder gelijkzijdig is, dan kan men uitden gegeven inhoud de afmetingen bepalen. Om b. v. de wijdtevan den kop te bepalen, zou men hebben : J?.X»»*=1000c.M\', efm> = 4000^4000 X 7 =imjn 22 iy- dus mT=10,8.... cM. de middellijn.Hebben cilinders den vorm der Ned. kan, d. i. als de hoogte hetdubbele van de middell. van het grondvl. is, dan zal men hebben: inh. cil. = 4 X 2AB»=-? X AB». 4                     2 Wanneer b. v. zoodanige cilinder een wijdte heeft van 2 d.M., dan is inh. cil. = !L x AB» ss J2- X 2» =\'2-2 ?-^ = 12» d.M».*                   / X *                  7



150 Begeerde men een ruimte van 100 M\' in te sluiten door eencilinder die den vorm eener kan heeft, dan zou men hebben: -J X AB» = 100 M» ot AB\' =§9yL? = 63,0$, waarin AB = middell. gr. =3,99... M.dus de hoogte =7,98.... M. lig. 161. Een cilinder kan afgeknot zijn, b. v.cil. ABCD (fig. 161); ook van zooda-nigen afgeknotten cilinder kan menden inhoud berekenen. Daartoe makemen in gedachte den cilinder volko-men; cil. ABED zal dus de geheelezijn, waarvan de afgekn. een gedeelteuitmaakt. Laat men nu door C eenvlak CF evenwijdig aan AB, dan isook DECF een cilinder, die door hetvlak CD in twee gelijke deelen wordtverdeeld. Men heeft nu: inh\'. cil. ABCF:5 { » DECF: JnAB\' x AF \\ n CF* X DF = \\ n AB* X DF

dus inh. afgekn. cil. ABCD = { n AB\' (2 AF -f- DF). = |7rAB»(AD BC). Omdat nu het vlak ABCD een trapezium is, zal de as Mm,die beide middelpunten vereenigt, worden voorgesteld door|- (AD BC); dus is ook: inh. afgekn. cil. ABCD= J * AB* X k2Mm = -?- X AB» X Mm. De inhoud van een afgeknotten cilinder is dus gelijk aan eengeheelen cilinder, die hetzelfde grondvlak heeft als de afge-knotte, en tot hoogte de gedeeltelijke as tusschen beide vlakkenvan den afgeknotten cilinder begrepen. De doorsnede CD vormt geen cirkel, maar een ellips otzoogenaamd langrond.



151 Fis. 162.                     Hiermede rneenen wij van den cilin- der genoeg gezegd te hebben: wij gaandus over tot den kegel, fig. 162.— Bijde beschouwing van de inhouden dei-piramiden vonden wij, dat de inhoudsteeds werd uitgedrukt door het pro-duct van \'t grondvlak met het derdedeel der hoogte. Hoe groot het aantalzijvlakk. der piramide ook mocht zijn,men zag steeds den zelfden regel gel-den ; al bedroeg het aantal zijvlakkenook oneindig veel, dan nog zou dezewaarheid doorgaan. Indien wij nu een regelmatige piramidehadden van een oneindig groot aantal zijvlakken , dan zou ookhet grondvlak even zoo oneindig veel zijden hebben. De omtrekvan zoodanigen veelhoek van een oneindig aantal zijden

is gelijkaan den omtrek van den omgeschreven cirkel, en de inhoud vandien regelmatigen veelhoek verschilt niet van den inhoud vanden cirkel, om dien veelhoek beschreven. Heeft nu een pira-mide de eigenschap, dat het aantal zijvlakken zoo groot is , dathet grondvlak een cirkel wordt, dan noemt men zoodanigepiramide een kegel: en daar nog steeds voor den inhoud dezelfde regel moet gelden, zoo besluit men hieruit, dat deinhoud van den kegel gelijk moet zijn aan het oppervlak van\'t grondvlak vermenigvuldigd met het derde der hoogte; dusop de zelfde wijze als bij de piramiden. Is alzoo van een kegel de middellijn van het grondvl. = men de hoogte SM = h, dan is inhoud [keg. SAB = ^rtm\' X^h — Jsnh X

m\' ;— of zoo in plaats van de middelhjn ABde straal AM ss r gegeven ware, zou men hebben: inh. kegel =«»?* X |A = j«fcX r>=-"-XAr\'. o Indien behalve de straal, niet de hoogte maar de schuinezijde SA van den kegel gegeven ware, dan zou men hebben:SM = j/(SAJ — AM»), en dus de inhoud van den kegel =«AM» X i|/(SA>—AM*). Is de kegel gelijkzijdig, d. i. indien SA = AB = 2AM is, dan



152 is SM = l/{4 AM»—AM») = ^3 AM» = AM ^3=hoogte vanden kegel. Dus is dan de inhoud van den gelijkzijdigen kegel n AM» X | AM V% =-^- X AM» |/3. Wilde men diss een zekere ruimte, die wij R noemen, tus-schen de oppervlakte van een kegel insluiten, die tot hoogteh moet hebben, dan kan men den straal van \'t grondvlak be-palen. Immers heeft men dan ?rnAM»xft = R of AM»=?5nh 3Rdus AM = (/—_=straal grondvlak.nh Is echter de straal gegeven, dan kan men gemakkelijk uitdeze vergelijking de waarde van h of de hoogte bepalen. Moest die ruimte R in een gelijkzijdigen kegel besloten wor-den , dan zou men hebben: -J X AM\' ^3 = R of AM\' — . 3Rny"ó dus AM = i^—-5=^-—_- en bijgevolg AB = 2 iP —— —

middellijn grondvlak. Om den inhoud van een afgekn.kegel te vinden , (fig. 163) zij op-gemerkt . dat hier dezelfde regelgelden moet als bij de afgekn.piramide, omdat kegel en pira-mide zoo nauw aan elkanderverwant zijn. Even als bij depiramiden kan men bij den kegel



453 ook weder den regel hiervoor afleiden. In tig. 163 toch is:SM:Sm = AM:am----------------------y of SM»: Sm* = AM*: am> of n AM* : n am*dus SM1 : Sm* =r cirk. AM : cirk. am.Noemen wij dan gemakshalve inh. cirk. AM=rI, en inh.cirk. amzzi, dan zal men vinden: SU:Sm=^l:Vi of SM—Sm: V\\—Vi = SM: VI = Sm : Vi of Mm : V\\—Vi — SM: V\\ = Sm : Vi of SM=^ü5 en Sm= **?-? Voorts is nu inhoud kegel SAB = cirkel AB X } SM = I X Mm X l/I 3(VI — p»J dusinh.afg.keg. AB6« = ^X fcdjz^\'= * Mm X (I ^It i) d. i. men vindt den inhoud van een afgeknotten kegel door desom van grondvlak, bovenvlak en het hiertusschen middeleven-redige vlak, te vermenigvuldigen met het derde deel der hoogtevan den afgeknotten kegel. Om de

waarheid van dezen regel door een proef op te hel-deren, onderstellen wij, dat van den kegel SAB (fig. 463) ge-geven is de straal van het grondvlak = 84 d. M. en de hoogteSM = 3M., alsmede dat van den top afgerekend, de kegelop i der hoogte door een vlak ab evenwijdig aan het grond-vlak AB, is doorgedeeld. De afgeknotte kegel ABéa zal dantot inhoud hebben het verschil der kegels SAB en Soft. Dus: inh. kegel SAB = cirk. AB X } SM = V  X 84* X V =                                       224760 d. M»inh. kegel Sab = cirk. ab y ^ Sm = V  X 28* X V =                                         8243| >dus inh. afg. keg. AB6« = 224760 — 8243} = 243546} d.M*.



154 Past men den regel toe dien wij gaven. dan zou men hebben : oppervl. grondvl. = y X 84» =                     22176 d.M* » bovenvl. =r y X 28* =                     2464 » » midd.ev.vl. = 1^(22176 x 2464) =7392 » dus som dezer drie vlakken = 32032 d M •{ hoogte = y=6|d.M. ---------- verm. alzoo inh. afg. kegel ABba = 213546* d.M.\' het zelfde, wat wij reeds gevonden hebben. Om den inhoud va\'n den bol te bepalen, stelle men zichvoor, dat er een groot getal piram. om den bol zijn beschreven,die allen het oppervl. van den bol met haar grondvlakken raken,en die allen met haar toppen in het middelpunt van den bolliggen. Nu kan men het aantal dezer piram. naar welgevallenvermeerderen, en daardoor de grondvlakken zoo klein

makenals men begeert; neemt men nu het getal piramiden oneindiggroot, dan zal ieder grondvlak oneindig klein worden, en desom der grondvlakken zal minder dan de kleinst te geven hoe-veelheid van het oppervlak van den bol verschillen, maar danook is de som van de inhouden van al deze piramiden gelijk aanden inhoud van den bol zelven. En dewijl de inhoud van iederepiramide gelijk is aan het grondvlak vermenigvuldigd met hetderde deel der hoogte, zoo is de som aller piramiden of dein-houd van den bol gelijk aan de som aller grondvlakken vermenig-vuldigd met het derde der hoogte , of gelijk aan het oppervlakvan den bol vermenigvuldigd met het derde deel van den straal.r» 16i-                     Daar nu het

oppervlak van den bol AM (fig. 164) wordt voorgestelddoor n AE*, vergelijk fig. 132, zoois dus: inh.bol = 7iAE»XjAM=r4«AVI»,of» » =«AE»xjAE = 4«AE»,of» » =»AE X |AMJ x«.VE. De eerste formule zegt ons, datde inhoud van den bol gelijk is aan



155 zijn oppervlak, vermenigvuldigd met het derde van zijnstraal; — de tweede zegt ons, dat de inhoud gelijk is aan hetzesde deel van het getal n vermenigvuldigd met den kubus opzijn middellijn; — de derde zegt ons, dat de inhoud van denbol gelijk is aan twee derde deel van den cilinder, die eengrooten cirkel van den bol tot grondvlak heeft en zijn middel-lijn tot hoogte, d. i. als men den bol in een gelijkzijdigencilinder plaatst, die er juist om sluit, dan staat de inhoudvan den bol tot dien van den omgeschreven cilinder als 2:3.Neemt men voor n de waarde van 22:7, dan is J n = !r» xl = J}-, en dan volgt uit de tweede formule de wel bekenderegel, dat de inhoud van den bol verkregen wordt door dewaarde van x

in de evenredigheid: 21:11 =r (middell.)» : x.Men stelt zich dan een kubus voor, wiens ribbe gelijk is aande middellijn van den bol, en zegt dat deze kubus staat tot deninhoud van den bol als 21:11.Indien van een bol de straal 21 d.M. was, dan zou men hebben:middellijn bol = 2 X 21 = 42 d.M.,omtrek bol = n x 42 == 132 d.M.,oppervl. grooten cirkel = n x 21 * =z 1386 d.M\',oppervl. bol = n X 42» = 5544 d.M1.oppervl. bol = 4 X 1386 = 5544 d.M»,inhoud bol = ? * X 21» = 38808 d.M»,» » = « n x 42» = 38808 »» » =«.x48x« X 21» = 38808d.M\'.Ten slotte willen wij een paar gevallen mededeelen , hoe hetmet de lichamen gesteld is, die in of om den bol zijn beschre-ven. Men zegt namelijk dat een lichaam om den bol is

beschre-ven , als al de zijvlakken van dat lichaam het oppervlak vanden bol raken; en dat een lichaam in den bol is beschrevenals al de uithoeken van dat lichaam in het oppervlak vanden bol zijn gelegen. Stellen wij ons dan eerst voor den kubus in den bol beschreven.Indien MA den straal van den bol voorstelt, dan zal AB demiddellijn van den bol, en AC en BC zullen ribben van denkubus voorstellen (fig. 165). Indien nu de straal van den bol



156 = r gegeven is, dan is de ribbe van den ingeschreven kubuste vinden. Stelt men dat de kubus er in staat, en deelt mendan volgens den lichaamsdiagonaal van den kubus het geheelefiguur door, dan is de doorsnede een cirkel, -waarin een recht-hoek staat. De diagonaal van dezen rechthoek is de middellijnvan den cirkel of van den bol en dus = 2r; de langste recht-hoekszijden zijn diagonalen over den kubus en de kortste zijnribben van den kubus. — Stelt men nu de ribbe van den ku-bus = x, dan is de diagonaal over den kubus = x ^2 volgensbekenden regel, en dus is dan in den rechthoekx* -f- (si/2)* = (2r)«of :r»-t-2;r*=4r» of %x\\ = kr*dus 3x = 2r^3en x z=. I rv3 de gezochte ribbe.Derhalve: oppervlak kubus = 6(?r r^S)

= 8r*» bol =4x«f\' = 4\'"\'!inhoud kubus = (| ryS)* = J r31/3» bol =:                    -}-«r* liet verschil van beider inhouden is dus | r\' (3 n — 2 ^3).Laten nu AB. BC, CD en AD de ribben van een kubusvoorstellen , en ME den straal van den bol, diejutst hierin kanng. i65                 beschreven worden; dan is de mid- dellijn EF van den bol (fig. 465) gelijkaan de ribbe van den kubus. Wordtdus de straal van den bol wederomdoor r voorgesteld, dan is de ribbevan den omgeschreven kubus = 2r.en men heeft weder:oppervl. kubus = 6(\'2r)\' = \'24 r» . »        bol = 4x 7ir»=12$r\' , inhoud kubus = (2r)\' = 8 r\',d bol = 4 nr% X jr=|fr\'.De inhouden van den kubus en den ingeschreven bol verhou-den zich dus als 8 r« : \\\\ r», of als 1: i} of als 21:11

(zie boven).Het verschil der inhouden is 8r»—Jfr»=8r\'(l—J{) = |J-r».



157 Heeft men dus een kubieken bak, die juist met 1 d.M* geheette vullen is, en werpt men daarin een kogel, die er juist insluit, dan zal men er nog f\\ X {\\)* =ff d.M*. water kunnenbijdoen, eer de bak geheel gevuld is. Vergelijkt men nu den kubus in den bol met dien om denbol beschreven, dan volgt uit onze antwoorden: opp. ing. kub.: opp. omg. kub. = 8 r* : 24 r* =1:3,inh. » » :inh. » » = « r* |/3:8r* = J V%;\\.Was echter gegeven de ribbe van den kubus a, dan zou demiddellijn van den omgeschreven bol uV-l zijn en dus de straal\\ «K3, en men zou hebben :opp. kubus = 6a* , » bol = 4x *(!<^3)\'— \'3a*n=z*f\'a*=9*a* ,inh. kubus = a*, » bol = |«(Ja»/3)\'=|«o»^3. .De middellijn van den ingeschreven bol zou ook = a zijn,

dusde straal { a en men zou dan hebben:opp. kubus = 6a*, » bol = 4 X »(Ja)* = a* »= *,* a* ,inh. kubus = a*,» bol = a\' n X ? X Ja= | as «=r|}-a*.Vergelijkt men dus weder den bol in en om den kubus, danziet men : opp. ing. bol: opp. omg. bol = V a* \'• V «\' = I \'• 3.inh. ing. bol: inh. omg. bol = J|a»: |-J- as K3=s I: V 3.Even zoo duidelijk is het, dat men zich in en om den bol eenFig. 166.               gelijkzijdigen cilinder kan voorstellen. Zij b. v. AM de straal van den bol, dan zalABCDjde ingeschreven gelijkzijdige cilin-der zijn, waarvan AB of CD de middellij-nen van grond- en bovenvlak, en AD enBC de hoogte voorstellen, zoodat AB =BC = CDrr AD = zijde ingeschr. vierk.is. Zij nu de straal van den bol = r, danis AB = V

2r* =^2 = midd. grondvl.cilinder. De omtrek van het grondvl. is alzoo n x rV 2, en dushet ronde oppervlak van den cilinder r= AD x omtrek grondvl.



168 =r^ 2 X n x rVl = 2 nr!, hierbij opgeteld de oppervlakkender beide grondvlakken, bekomt men :opp. cil. — 2 n({.rV2)* - - 2 »r» = 3 nr» = •• r* ss 9f r* ,» bol = 4 7rr»=12»r» ,inh. cilind. = j n AB1 xAD = {nAB>= \\ n (rVl) * = inh.bol = 4 nr\' X { rss$»r* ss§Jr*. F\'B- 167-                     Zij voorts ME de straal van een bol, en AB de zijde van het vierkant om dengrooten cirkel van dien bol beschreven(fig. 167), dan is ABCD de gelijkzijdigecilinder om den bol beschreven. Is nugegeven de straal van den bol =r , danis AB ss 2r, als zijde van \'t omgeschre-ven vierkant. De omtrek van het grond-vlak is dus 2nrr, en men heeft: opp. cilind. — 2r X 2rcr-j-2 7ir* =6«r* = \' |» r* , » bol = 4jrr>=12*r>,inh. cilind. ss nr1 X 2r = 2 nr* = *f r* , » bol = 4»r»

X |r=sj«r*. Beschrijft men dus in en om den zelfden bol een cilinder,dan is: opp. ing. cil.: opp. omg. cil. = 3»r,:6nrl=l:2,inh. » > : inh. » » ss f n r1 V2 :2 nr* ss j^2:4. Vergelijkt men den omgeschreven kubus met den gelykzijdi-gen cilinder om den zelfden bol beschreven, dan zal men zien,dat de omgeschreven cilinder ook juist in den kubus zal passen,en uit de verkregen antwoorden blijkt: inh omg. cil.: inh. omg. kub. = *T* rs: 8rJ = 44:56 = 41:14. Deze uitkomst had men ook te voren kunnen verwachten, wantde cilinder en kubus hebben dezelfde hoogte; hunne inhoudenhangen dus alleen af van de grondvlakken, en dewijl de cilin-der juist in den kubus sluit, zoo zal het grondvlak van dencilinder, dat een cirkel is, juist in het

grondvlak van denkubus, dat een vierkant is, kunnen geplaatst worden , en de



159 verhouding van deze twee vlakken is, gelijk wij reeds bij debeschouwing van den cirkel zagen , als 11:14. Stelt men nogmaals AM (fig. 108) den straal van den grootencirkel van een bol, en AB = AC = BC= zijde ingeschr. regel-ig lc8              matigen driehoek, dan zal kegel ABC eengelijkzijdige zijn, in den bol beschreven.Indien nu AM = straal bol := r is, dan is(zie §4, fig. 34) AB=rrK3; de omtrekvan het cirkelvormige grondvlak is dusn X r\\ 3, en bijgevolg het ronde opper-vlak van den kegel = J-AC x omtrekgrondvl. = {? r ^3 X » r |/3 = f n r* =\'73 r2. Hierbij geteld liet oppervlak van\'t grondvlak , heeft men dus:opp. kegel ing. = | n r« - - -| n r* = J n r* = »| r2 , » bol =4 ra r2 =12$ r* ,inh. kegel = 3 (| r K3)J i/3 (zie

fig. 162) = -f n r» == f| r», » bol = 4«r2 X 1 r = |frJ.Is echter AB = AC = BC (fig. 170) = zijde omgeschr. regelm.drieh., dan is kegel ABC om den bol DM, of de bol in denrig. log,                          kegel beschreven. Is dus wederom de straal vanden bol = r, dan is (ziefig. 41, § 4) AB = zijdeomg. driehoek = 2r ^3.Men zal dus wederom naeenige berekening vinden:opp. omg. kegel = 6nrl 3 n r* = 9 n r* = \' ? 8 r* , inh. omg. keg. =-^- (»v3)* l/3 = 3jrr» = «r« r\'. Vergelijkt men dus denkegel die in, met dien,die om den zelfden bol is beschreven, dan zal men hebben :opp. ing. kegel: opp. omg. kegel = »- n r»: 9 n r» = 1:4.inhoud ing. kegel: inh. omg. kegel ss $ «r*:3nr* = 4 :8.



160 Uit de geleverde bewerkingen zal men nog kunnen opmaken,dat zoo men in een bol een kubus , cilinder en kegel plaatst,men hebben zal: inh. kub.: inh. cil.: inh. kegel = f r\'y3: \\ « rJi/2: | n r* ss 64i/3:36»K2:27*.En zoo men om den zelfden bol de drie genoemde lichamenbeschrijft, dat men dan zal hebben: inh. kub.: inh. cil.: inh. keg. — 8r» : 2 n r*: 3 n r\' = 8:2 n: 3n. Beschouwen wij nogmaals fig. 167, voorstellende een cilinderoi ii een bol beschreven. Indien men dan in dezen cilinder eenkegel plaatst, zoodanig, dat hij het grondvlak van den cilindertot zijn grondvlak heeft, en dat de top in het middelpunt F van \'t boven vlak valt, dan is de hoogtevan dien kegel gelijk aan de hoogtevan den cilinder (fig. 170). Is duswederom de straal van den

bol = r,dan is AB = 2r, dus AE = r, EF=r 8r, en bijgevolg de schuine zijdeAF van den kegel =r \\y [(2r) * - - r\']= p-\'ö r* = r i/5. De ronde opper-vlakte van den kegel zal dus 2»rx\\ryh ss rer*i^5 z\\jn, en menheeft dus: opp. bol = 4 n r1, » cil.= (27ir X 2r)-t-2jir1=6»rr1, » kegel = n r1 yS n r* ss n r* (1 -f- k5) ,inh. bol =i 4 re r* X $ r = $ » r* , » cilind. =«(•\' X 2r = 2 n r\', » kegel = jt r* X Jr=J»r\', Hieruit blijkt dus de merkwaardige eigenschap , dat inh. keg.: inh. bol. inh. cil. = $ » rs: J w rJ :%nr* =1: 2 :3.
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