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VOORBERICHT.

Voldoet dit werkje aan een lang gevoelde behoefte? Niettegen-
staande de schrijver deze vraag niet volmondig met ja zou durven
beantwoorden, heeft hij eindelijk toch tot de uitgave besloten,
vooreerst met het oog op zijn eigen onderwijs en ten andere omdat
het, naar zijn gevoelen, hier en daar toch enkele wenken bevat, die
in grooter kring nuttig kunnen zijn. Zonder te uitvoerig te zijn
bevat het toch alles wat en voor het onderwerp zelf en met het

cog op de verdere wiskundige studieén noodzakelijk is.



Bij de behandeling der bolvormige driehoeksmeting heb ik de
beschouwing van den rechthockigen driehoek vooraf laten gaan,
daar dit door de regeling der studieén aan het Koninklijk Instituut
voor de Marine gevorderd wordt. Stelselmatiger ware het, het
derde hoofdstuk in de volgende orde te behandelen § 13, § 16,

§ 17, § 18, § 14, § 16, § 19, § 20, § 21 en § 22.

NrIevweDIEP, Maart 1875, DE SCHRIJVER.
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EERSTE HOOFDSTUK.

Goniometrie.

L.

s

Verklaring van de goniometrische betrekkingen.

1. Bij de Dbeschouwing van den drichock, zoowel van den
rechtlijnigen  als  bolvormigen, komen zes sumenstellende deelen of
elementen in aanmerking, namelijk de drie zijden en de drie hoeken,
tusschen  welke zulk een verband Dbestant, dat drie van deze zes
clementen gegeven of bekend zijnde, de drichoek door constructie
geheel kan worden bepaald, en dus de onbekende elementen kunnen
worden gevonden, In de lagere Meetkunst heeft men deze con-
structién leeren uitvoeren, en toen tevens kunnen opmerken, dat
onder de gegevens voor een rechilijnigen driehoek, minstens én
rijde moet voorkomen. Deze manier om de onbekende elementen
qan een drichoek te vinden laat echter geen groote nauwkeurigheid
toe, en al vroeg was men er op bedacht de onbekenden door fere-
kening uit de gegevens af te leiden. Men stnitte echter dadelijk
op de zwarigheid om rechte lijnen met hoeken te verzelijken of
met  elkander te verbinden, daar deze beide grootheden niet door
dezelfde maat of cenheid kunnen gemeten worden. Deze muoeilijk-
heid is men te boven gekomen door in plaats van de hoeken
zekere lijnen in rekening te brengen, die van deze hoeken afhangen,
dat is, die te gelijk met deze hocken veranderen en waarvan, om-
gekeerd, deze hocken afhangen.

et onderzock wanr de eigenschappen dezer lijuen en naar de
betrekkingen, die er tusschen bestaan, heeft het aanwezen gegeven
ann een tak der wiskunde, dien men Goniometrie of meethunst der
hoeken nmoemt, terwijl de berekening der onbekende elementen van
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den drichoek uit de gegevens door middel der goniometrie den naam

van Trigonometrie of driehocksmeting draagt, die weder onderscheiden
wordt in rechtlijnige en spherische of bolvormige driehoeksmeting.

2, Zij, fig. 1, AFA" een halve cirkel, beschreven met een wille-

keurigen straal AO, en B een punt in den omtrek van dien cirkel,

Fig. 1. dan is de boog AB de

maat van den hock AOB.

Tot de  goniometrische

‘ lijnen van dezen hoek of

¥ | G-"_ boog behooren nu, in de

”| ~ B cerste plaats de koorde

| \\p,f;'h AB: vervolgens de lijn

1’, - "-\-\- BC, die uit het eene

/ \\ viteinde van den hoog

/ - [ ] _\‘ Joodrecht  valt op den
== 0 e straal, die door het an-

dere uiteinde gaat; verder de lijn AD, zijnde dat gedeelte van de
raaklijn aan het eene uiteinde van den boog, begrepen tusschen
dit raakpunt en het punt D, waar de verlengde straal OB, gaande
door het andere uiteinde van den boog, deze raaklijn snijdt, en
eindelijk  het gedeelte OD van den verlengden straal OB, begre-
pen tusschen het middelpunt des cirkels en het snijpunt met de
raaklijn.

Om deze lijnen echter in de berekening te kunnen opnemen,
moeten zij in getallen worden uitgedrukt, dat is, gemelen worden
door een gemeenc maat of eenheid, waartoe geen geschiktere kan
gekozen worden dan de straal des cirkels, wanl daardoor blijven
de Dbetrekkingen tusschen de gencemde lijuen en den stranl des
eirkels, tot welken de boog AB of de hoek AOB behoort, dezelfde,
zoolang de betrekking van den boog AB tot den cirkel, waartce hij
behoort, dezelfde Dblijft,

Noemt men nu den Loog AB of den hoek AOB ter bekorting

. AB . AD
a, en den straal r, dan is = de koorde, + de sinus, = de tan-

)
gens en —— de secans van den boog of hoek @, en neemt men nu

r = 1, den worden de goniometrische betrekkingen van den boog
a op de volgende verkorte wijze aangeduid:
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AB = koorde.a.
BC = sin.a.
AD = tga.
0D = sec.a.

Trekt men verder den straal OF loodrecht op AO; FG raaklijn
aan het viteinde F van dezen straal en BE loodrecht uit het punt
B op OF; dan is, volgens het voorgaande

BE = sin. (90° — a).
FG = tg. (90° — a).
0G = sec. (90° — a).

Deze betrekkingen ziju derhalve de sinus, fangens en secans van
het complement van den boog a, dat is, het zijn de complements-
sinus, complements-tangens en complements—secans van a, waarvoor
men kortheidshalve cosinus, cotangens en cosecans zegt. Men heeft
dus nog de volgende goniometrische betrekkingen:

BE = cos.a.
FG = cot.a.
O — cosec.a.
AC EF

Hierbij kunnen nog gevoegd worden 1_ en —, die men sinus-versus

en cosinus-versus noemt, hetwelk wordt uvitgedrukt door
AC = sin.vers.a.
EF = cos.vers.a.

Daar BE evenwijdig met AO en BC met OF is, is BE = 0C

en dus ook

0OC — cos.a,
zoodat men door den cosinus van een boog verstaat de betrekking
van het gedeelte van den straal, begrepen tusschen het middelpunt
des cirkels en het voetpunt van den sinus tot den straal.

Nog kan men opmerken dat: 1° de sinus, de cosinus en de
straal; 2°. de taugens, de secans en de straal en 3°. de cotangens,
de cosecans en de straal de zijden zijn van rechthoekige drie-
hoeken.

3. Men kan de verschillende goniometrische betrekkingen ook
op de volgende wijze bepalen.

7ij, fig. 2, in drichoek ABC de hoek A recht, dan is:

1*
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Fig. 2. De sinus van hoek B = a, de betrek-
¢ king tusschen de overstaande rechthoekszijde
1 AC en de hypotenusa, dus:

/ AC

sinag — el

De cosinus van hoek B = a is de be-
trekking tusschen de aanliggende rechthoeks-

i’ zijde AB en de hypotenusa; dus:

AB
B ——4 . AB
cos.a = pE

De tangens van hoek B = a is de Dbetrekking tusschen de

overstaande rechthoekszijde en de aanligeende, dus:
AC AC  AB sinLa

g = AB = BC ' BC = cosa
De cotangens van hoek B = a is de betrekking tusschen de
aanliggende rechthoekszijde en de overstaande, dus:
AB AB AC COs.Q 1
cotan = AC = BCCIBC T Toa — m
De secans van hoek B = a is de betrekking tusschen de hypo-
tenusa en de aangrenzende rechthoekszijde, dus:
BC BC AB 1
S‘Bc.ﬂ:m:m:ﬂ: COF.H.-
De cosecans van hoek B = a is de Dbetrekking tusschen de
hypotenusa en de overstaande rechthoekszijde, dus:
BC BC  AC 1
coseed = {T = [ ' BOC = wna
+o Indien, fiz. 3, de hong AB = }x — 45° is, dan is
Fiz. 3, ORBC cen gelijkbeenige recht-

hoekige drieloek, wiens hypo-

I 5
/—\B tenusa 1 is, derhalve heeft men:

BC = OC = sindr =
cisdr = 2.
/ \ Ouk de drichoek OAD is
. oy aelijibeenig  en  rechthockig,
0 ¢ derhalve :

AD = OA = tgdr = 1.

0D = sec.im = 72,
en daar tga — cot. (90° — a), en secc.a = cosec. (Y0° — a)
is, volgt duaruit
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cot.dr = 1.

cosec.dr = 72
Indien, fig. 4, boog AB = !z — 60° is, dan zijn de drie-
Fig. 4. hoeken OBC en OAD rechthoe-
p kige driehoeken met een scherpen
I hoek van 30°, waarin, zooals men
/ weet, de zijde over den hoek van
/ 30° gelijk is aan de halve hypo-

tenusa.  Hieruit volgt alzoo:

= I
- : (]8
7 / l \ BC
' ser,60° = 2.

/ / oD
/ 1 AD 1g.60° = /3,

( d" en daar sin.30° = c0s.60°,c0s.30°
= sin.60° 1g.60° — cot.30°,
see.60° — cosec.30° is, heeft men ook nog:
sin.30° = 1.
c0s.30° = 473.
eot.30° = 73,
cosec.30° — 2.
waardoor, zoo noodig, nog nader Dblijkt, dat de goniometrische
betrekkingen niets anders zijn dan getallen, die in de figuur door
lijuen worlen voorgesteld.

cos.60° — 2,
sin.60° = 33,

M

C

§ 2.

Verhoudingen tusschen de goniometrisehe betrek-
Kingen van denzelfden boog.

5. Reeds uit de opmerking aan het slot van 2 in de vorige §
heeft men kunnen Dbesluiten tot zekere onderlinge afhankelijkheid
tusschen de goniometrische betrekkingen van een zelfden boog. FKr
bestaat echter nog meer verband, zelfs zoodanig dat een der goni-
ometrische Dbetrekkingen bekend zijude, de overige daaruit kunnen
worden afgeleid.
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De drichoeken OBC, OAD en OEFR, fig. 5, die alle rechthoekig
Fig. 5. en onderling gelijkvormig zijn,
eeven namelijk

B(2 4 OC* = OB2.
/

P 0Nz FAD? =0D=2,
P \11/1/ OE: 4+ EF: = OF, dat is:
-~ B sin.*a - cos.?a = 1.
/ 1 tg.*a = sec.*a.
' _ 1 4 cot.*a = cosee. *a.
/ 7 ' | terwijl uit de gelijkvormigheid
A - === ¢ A van OBC en OAD volgt:
OC : OA = BC : AD = OB : OD,
dat is: cos.a : 1 = sina : tga = 1 : seean,
. sin.a
waaruit: tg.a = e
1
sec.a = .
cos.n

Evenzoo geeft de gelijkvormigheid van de driehoeken OBC en OLF:
OC : BF = BC : OB = OB : OF,

dat is: cos.a : eot,a = sin.a : 1 = 1 : coseca,
. Co8.1
waaruit: eota = — .
sin.n
1
cosec.d — —.
sin.a

Vergelijkt men de uitdrukkingen voor tg.a en cota, dan blijkt
nog dat:
1
cot.a’
hetgeen ook gevonden kan worden uit de gelijkvormigheid der
drichoeken OAD en OLI,
Vatten wij nu alles samen, dan hebben wij het volgende stelsel
van formules :
Uit sin.?a 4 cos,?n = 1 volgt:
sing = /(1 —ecosa) . . . . . (1)
cos.a = /(1 — sin?a) . . . . . (2
V (sinfa 4 cos?fn) = 1. . . . . . (3
Uit 1 + tg.*a = sec.?a volgt:

tga =
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seca = (1 4 tzfa). . . L L L (4)
te.a = p(see.?ta — 1) . . . . . (3)
V(sec.?a — tg.fa) =1 . . . . . . (6
Uit 1 - cot.*a = cosec.?a volgt:
cosec.n = (L 4 cot.?a). . . . . (7)
cot.a = ) (cosec.?a — 1) . . . . (8)
} (cosec.*a — cot.?a) = 1 . . . . . (9)

Verder heeft men:
sina 1

8 = Gosa — oot i ()
cos.a 1
cot.n = e = E’-‘I . (11)
seea = 1 . . . . . ..Q9
cos.a
1
cosec.n = . (13)

‘ sin.a :
Uit de drie laatste formules blijkt nog gemakkelijk:

te.a X cot.aa = cos.a X sec.n = sin.a X cosec.aa = 1 . (14)
en hieruit :

1

sina = R
cosec.a

1

esa = . . . . . . (16)

zoadat volgens de aangenomen spreekwijze de sinus, de cosinus en
de tangens van cen boog het omgekeerde zijn van den cosecuns,
den secans en den cotangens van dien boog en omgekeerd,

Nog ziet men uit de figuur gemakkelijk, dat

sin.versa — 1 — cosn . . . . . (17)
cos.versa — 1 — sina . . . . . (18)
is. Merkt men verder op dat de koorde AB door den straal O,
die er loodrecht op getrokken is, tegelijk met den boog AB = a,

midden door gedeeld wordt, dan ziet men, dat:
BG = sin.da
is, en dus koordea = 2 sinda . . . . . . (19)
en eindelijk, omdat AB? = AC X 2 AO = 2 (1 — 0OC) is,
koorde.?a —= 2 (1 — ecosaa) . . . . (20)

6. Door middel der gevonden formules zal men nu gemakkelijk
elk der goniometrische hetrekkingen in een andere kunnen uit-
drukken, om daardoor formules te verkrijgzen ter berekening eener
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bepaalde goniometrische betrekking als een andere gegeven is.  Zij
bijv. sec.an gegeven, dan zou men om sina te vinden, aldus
kunnen te werk gaan. Uit form. (1) heeft men namelijk

sinia = /(1 — cos.*a)
en uit form. (16) i

sec.a
door deze laatste waarde in de eerste vergelijking te substituceren,
vindt men voor het gevraagde

sina = (1 —

cos.n —

1 _ V(seerfa — 1)
sec.”:l) - ser.a ’
Om den sinus te berekenen als de tangens gegeven is, heeft men
uit het laatst gevondene, door gebruik te maken vim de form. (3)
en (4)

tg.a

s = m
waarnit men verder, door volgens form. (10) voor ig.a te schrijven
1

cot.a’
1

sina = V (cot.?a F 1)

en hieruit door toepassing van form. (7)

singg — ——
cosee.i
zoodat men heeft :
V (sec.?a — 1) tg.a
i — — co08.%a) — = =
ginn = (1 cos.*n) = 2T VA4t
1 1

V (cot.?a 4+ 1) = cosec.a’

waardoor dus de sinus van een boog in elk der overige goniome-
trische Detrekkingen is uitgedrukt, cn berekend kan worden als
ee van die alle gegeven is, Op gelijke wijze kan men met colk
der andere handelen,

De wijze van afleiding is echter voor vele wijzigingen vatbaar,
zooals in het algemeen de herleiding van alle goniometrische formules,

Om bijv. den sinus te berekenen als de tangens gegeven is, kan
men in form. (15) voor cosec. a substituceren de waarde uit form.

(7) en daarin voor cot. a de waarde uit form. (11), waardoor men heeft:
1 1 tra

sina = cosee.n V(@1 + cot.?a) = V1 -I—tﬁ = V1 +tg.*a)

even als boven.
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1°,

3°,

4°,

6o,

10°.

9

Men oefene zich door de beantwoording der volgende vragen:
Bereken de waarde van de goniometrische betrekkingen van

Lo, 4 en tar door den sinus als bekend aun te nemen,

Bereken de gonivmetrische betrekkingen van den boog wiens
sinus is 3 (— 1 4 p75).

Als tga = /(5 4+ 2 75) is, wat zijn dan de overige
goniometrische betrekkingen *

Als coseca = /(2 4 2 5) is, hoe groot zijn dan de
andere goniometrische betrekkingen?

Bercken al de goniometrische betrekkingen van den boog van
36°. )

Insgelijks van dien van 18°

Insgelijks van den boog van 54° en van 72°,

Druk elk der goniometrische betrekkingen uit in elk der
andere.

Als seca = — 2 75 is, hoe groot zijn dan de overige
goniometrische betrekkingen ?

Als sinx = a is, wat vindt men dan voor de andere goni-
ometrische betrekkingen van den boog x?

§ 3.

Over de teekens der goniometrische betrekkingen.

8.

Tot nog toe beschouwden wij de goniometrische betrekkingen

alleen ten opzichte van bogen in het eerste kwadrant of van hoeken
kleiner dan 90° of tx. Wij zullen thans onderzocken hoe het
daarmede gesteld is in de overige kwadranten, waarbij wij kort-
heidshalve alleen van bhogen zullen gewagen, dewijl voor de over-
eenkomstige hoeken dezelfde opmerkingen gelden,
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Zij danrtoe, fig. 6, AOA: het eerste, A1OA2 het tweede,
Fig. 6. A20As het derde en
AOAs het vierde kwa-
drant. Indien wij dan
onderstellen dat de ver-
lengde straal OB ligt op
0\, dan is boog AB =0,
en blijkbaar
sin.0° = 0.
Taat nu de straal OA
onbewegelijk, de straal
OB daarentegen om het

h j\,l./'\\m middelpunt  beweeghanr

e | B IR ondersteld worden, dan
Az \ N o

i kunnen wij dezen straal

achiereenvolgens den ge-
hieelen omtrek  doen  doorloopen, waarhij dan al dadelijk  Dlijkt
dat de sinus in het eerste kwadrant grooter wordt, naarmate de
doorgeloopen  boog aaugreeit, totdat, de doorgeloopen ruimte een
kwadrant zijnde, de beweeghare straal op OA valt en dus de sinus
gelijk aan den straul is.  Derhalve
sin. 90° = 1.

Wordt de doorgeloopen ruimte grooter dan een kwadrant, bijv.
gelijk aan den boog ABi, dan zict men den sinus weder afnemen,
totdat, de doorgeloopen ruimte gelijk 180° zijnde, het beweegbare
been op OA2 valt en alzoo in het verlengde van het vaste heen
OA ligt; alsdan ziet men dat

sin, 180° = 0,

Neemt men vu den stand der lijnen in het eerste kwadrant als
posttief ann, hetgeen natuurlijk geheel willekeurig is, dan blijkt het
dut de sinus van Dbogen in het tweede kwadrant nog positief is,
want de lijn BiCy is in volkomen denzelfden toestand als BC ten
apzichte van  AAx, waarop zijj beide loodrecht staan.  Onderstelt
men verder AB = A:Bi, dan is BC = B:Ci en dus, den boog
AB gelijk den boog A:Bi gelijk a stellende, is

sina = sin. (180° — o) = sin. (=@ — a),
dat is: de sinus van een boog is gelijk aan den sinus van zijn supplement,
Zet men de beweging voort in het derde kwadrant, dan ziet men
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den sinus weder aangroeien, totdat, het beweegbare been op OAs
vallende, de doorgeloopen ruimte 270° en de sinus weer 1 gewor-
den is. In het vierde kwadrant neemt de sinus weer af om voor
360° op mieuw 0 te worden. In deze kwadranten is echter de
stand der lijnen B2C: en DBaCs tegengesteld aan den stand der
lijn BC en dus de sinus van bogen in het derde en vierde kwa-
drant negatief. Wij hebben derhalve:

sin. 270° = — 1.

sin. 360° = 0.

Derhalve alles te samen nemende:

sin0® = 0.

sin.90° = 1. '
sin. 180° = 0. A 1))
sin. 270° = — 1. g
sin, 360° = 0.

9. Omtrent den cosinus merke men op, dat als het beweegbare
been OB op OA ligt, de cosinus alsdan 1 is. Brengt men nu het
been in beweging, dan ziet men den boog aangroeien, terwijl de
cosinus afneemt, om gelifk 0 te worden als OB valt op OA: en
dus het beweegbare been een boog van 90° heeft doorloopen.
Bij verdere aangroeiing van den boog groeit de cosinus ook weder
aan, totdat hij voor 180° gelijk 1 is. In het derde kwadrant
neemt de cosinus weder af, terwijl de boog aangroeit om voor
270° op nieuw gelijk 0 te worden, waarna hij in het vierde kwa-
drant nogmaals aangroeit en voor 360° weer gelijk 1 is.

In het eerste en vierde kwadrant wordt de cosinus echter op
OA gemeten, van het middelpunts rechts, terwijl hij in het tweede
en derde kwadrant van het middelpunt links op het verlengde van
OA gemeten wordt en dus in tegengestelden toestand verkeert.
Daar wij nu alle lijnen in het eerste kwadrant positief ondersteld
hebben, is de cosinus alzoo pesilief in het eerste en vierde en
negatief voor bogen in het tweede en derde kwadrant. Wij hebben
diensvolgens: :

cos.0° = 1. ' -~
c0s.90° = 0. .,-'/
cos. 180° —= — 1. T ) =
cos, 270° = 0.
cos. 360° = 1. ;
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Is AB = A:2B) = a, dan is OC = OC: en dus:
cosan = — cos. (1809 — a) = — cos. (@ — a),
derhalve: de cosinus van een boog is gelijk aan den negatieven
cosinus van zijn supplement,

10. Om den toestand van den tangens in de verschillende
kwadranten te  beoordeelen, trekke men een raaklijn aan het punt
A, dat -is aan den oorsprong der bogen; denkt wen zich nu deze
raaklijn boven en beneden dat raakpunt tot in het oneindige ver-
lengd, dan noemt men deze lijn de lijn der tangenten, omdat de
tangenten van alle bogen op deze lijn geteld of gemeten moeten
worden.  Men ziet nu lichtelijk in dat de tangens van 0° gelijk 0
is; voor aangrociende bogen in het eerste kwadrant groeit ook de
tangens  ann,  daar het  bewegende been OB meer en meer nadert
tot een stand  evenwijdig aan de lijn der fangenten.  De afstand
van het soijpunt D dezer  twee dijnen tot het raskpunt A wordt
derhalve steeds  grooter, totdat de beide lijnen, op het oogenblik
dat. de doorgeloopen hoog  gelijk 90° is, evenwijdig loopen. Kr
heeft dan geen snijding plaats en men zou dus eigenlijk niet kun-
nen spreken van een tangens van 90°. Daar de wording van den
tangens  voor aangrociende bogen in het eerste kwadrant echter
duidelijk doet zien dat hij tot oneindig groot nadert, zegt men dat
de tangens van 90° oneindig groot is.

Is het beweegbare been of de verlengde straal in den stand OB,
gekomen cen alzoo e doorgeloopen boog een boog in het tweede
kwadrant, dan kan deze lijn de lijn der tangenten niet snijden,
tenzij men haar door het middelpunt O verlengt, maar dan heeft
die snijding plaats beneden het raakpunt A en dus zjn de tangenten
van bogen in het tweede kwadrant in een stand, tegengesteld aan
dien van het eersie kwadrant. Zijn dus de tangenten van hogen in
het eerste kwadrant  posifief, dan zijn zij in het tweede kwadrant
negatief. Te gelijkertijd ziet men in dit kwadrant de tangenten
afnemen als de bogen aangroeien om voor 180° gelijk 0 te worden.
In het derde kwadrunt heeft de snijding met de lijn der tangenten
weder plaats door het verlengde van den beweegharen straal boven
het rankpunt A en dus zijn de tangenten in dit kwadvant positief,
terwijl wen tevens kan opmerken, dat de tangenten tegelijk met de
bogen aangroeien, zoodat de tangens van 270° weder oneindig
groot is. Tn het vierde kwadrant snijdt de beweegbare straal de
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liju der tangenten weder beneden het punt A\, en zijn zij dus op
nienw aegalief, terwijl zij voor aangroeiende bogen in dit kwadrant
afnemen om voor 360° gelijk 0 te worden.  Wij hebben dus:

tg.0° = .

te.90° = co. ’
te, 180° = 0. . . . . L (2D
te. 270° = co. \
te, 360° = 0,

Verder ziet men weder gemakkelijk in cat :
tra = — to. (180° — a) = — te. (7 — a)
is, derhalve: de tangens van een booy is gelijk aan den negatieven
tangens van het supplement van dien boog.

11, Het onderzoek  van den eotangens, sceans en cosecans zal
nu geen zwarigheden meer opleveren.

Door de lijn der estangenten verstant men de aan weerszijden
tot in het oncindige verlengde raaklijn aan het punt A, dat op
00 afstands ligt van het raakpunt  voor de lijn der tangenten.
Het  positieve gedeelte dezer liju strekt zich, ingevolge het voor-
guande, rechts van het rankpunt en het negatieve gedeelte links
van it punt uvit.

- Men zal dus vinden dat de cotmigens positief is in hel eerste
en derde, wegatief daarentezen in het tweede en vierde kwadrant,
even als zulks met den tangeus het geval is. Wij hebben dus:

eal.0° (s}
ot 90° 0, )
B 23]

col, 180% = oo, 2
col. 270° = W, \
cot. 360° = co.

en col.n = — cot, (180° — a) = — eol. (# — ),
dechalve is ook: de colangens van een booy gelijk aan den nega-
ticven colangens van zijn supplement.

12. Owm voor den secans en cosecans over den positicven en
negatieven toestand te kunnen oordeelen, merke men op, dat deze
geteld of gemeten worden op den beweegbaren straal of sijn ver-
lengde door het middelpunt heen, van dit middelpunt tot aan het
snijpunt met de lijn der tangenten of cotangenten. Wanneer dus
deze snijding plaats heeft door het beweegbare been zelf, dan zijn
uij positief, negalief doarentegen als het verlengde van dit been
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de lijn der tangenten of cotangenten snijdt. Men zal dus vinden
dat de secans positief is in het eerste en vierde, negatlief in het
tweede en derde kwadrant; de cosecans positief in het eerste en
tweede, negatief in het derde en vierde kwadrant, en verder dat:

sec.N® — 1.
see.90° = oo. ’
sec. 180° = — L., . . . . (25
sec. 270° = co. \
sec. 360° — 1.
seeqy = — see. (180° — a) = — see. (@7 — a),

dus ook: de secans van een boog gelijk aan den negatieven secans
van zijn supplement.

Evenzoo
cosee.0® = oo,
cosec.90° — 1. '
cosec. 180° = co. . . . . (26)
cosec. 270° = — 1, \
cosee. 360° = 1.
cosec.a — cosec. (180° — a) = cosce. (x — ),
dat is: de cosccans van een boog is gelyjk aan den cosecans van zijn
supplemert.

13. Omtrent den sinus-versus zij opgemerkt, dat diec voor 0°
gelijk 0 is en voor 90° gelijk 1, terwijl zij voor bogen in het
tweede kwadrant grooter dan 1 wordt, daar de sinus-versus geteld
wordt op de lijn AA: van het punt A af, tot aan het voetpunt
van den sinus.  Voor bogen grooter dan 180° neemt hij blijkbaar
weder af om voor 270° gelijk 1 en voor 360° gelijk 0 te worden,
Wat den cosinus-versus aangaat, deze is voor 0° gelijk 1 en voor
90° gelijk 0, terwijl hij in het tweede en derde kwadrant LIijft
aangroeien, zoodat hij voor 180° gelijk 1 en voor 270° gelijk 2
wordt, waarna hij weder afucemt, totdat hij voor 360° op nieuw
gelijk 1 is.  Wij hebben alzoo:

sin.vers.0° — 0, cos.vers.0° = 1.

sin.vers.90° = 1. cos.vers.0° = 0,
sin.vers. 180° —= 2, cos.vers. 180° = 1, (27)
sin.vers. 270° — 1. cos.vers, 270° = 2,
sin.vers, 360° = 0, cos.vers. 360° — 1.
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14. Niets belet om den bewegenden straal OB, na het door-
loopen  van een geheelen omtrek vogmaals een— of meermalen den
omtrek te deen doorloopen, en in dezen zin is het dan ook dat
men spreekt van bogen in het 5, e, 7e, 8¢ Ue enz. kwadrant,
Iet is duoidelijk dat de verschillende goniometrische betrekkingen
alsdan alle op nieuw  dezelfde toestanden doorloopen.  De ecenige
vitzondering hierop maakt de koorde, zoouls Dblijki uit fig. 7,

Fig. 1. Voor den boog van 0% is de

_m koorde gelijk 0. TLaat men nu

B / ' den boog aangroeien, dan groeit

ook de koorde aan totdat zij
voor 1807 gelijk 2 wordt; bij
verdere  aaugroeiing neemt  de
koorde weder af, om voor 360°
gelijk 0 te worden, terwijl men
nu lichtelijk inziet, dat bij ver-
dere beweging van de  koorde
de punten A en B onderling

/

A — 0
\_

5 g van plaats verwisselen, en dus

= de koorde in het 3¢, 6, 7¢ en
8¢ kwadrant negatief is, om daarna weder positief te worden, Dit
blijkt ook wit form. (19), want stellende daarin o = 360° -~ o,
dan heeft men:

koorde (360° - a') = 2 sin. (180° 4 1 o)

en dus is de koorde van een boog in hel 5e, 6¢, e en St kwa-
drant, indien a' > 0 en < 360° ondersteld wordt, gelijk aan
tweemaal den sinus van een boog in het 3¢ of 4¢ kwadrant, der-
halve volgens de leschouwing in 7 negatief, wordt a' ~> 360°,
dan wordt ook 180° L 1 a' > 360° en dus de koorde weder
p')sitit‘f.

15. Trekken wij nu al het behandelde in deze § samen, dan
verkrijgen wij daardoor de volgende tabel, die ons een beknopt
overzicht geeft van den toestand der goniometrische betrekkingen
in de verschillende kwadranten.
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1 [ 90%| 2¢ [180" 3e [270° de [360° 53¢
0° ent.
kw. (37| kw.| 7. |kw. |3 x| kw. |27 | kw.

sinus ... [ 0 1|+ 0| —|—=1|—] 0 enz.
cosinus... | 1 0| —f—=1{—] 0|41 enzg,
tangens...| 0 | 4= |co | — | 0O oo| —| 0 eng.
cotangens | CO 0| —| o :l: 0] —|co enz,
secans..... 1 w | —|—1]| —|oo| 4| 1 enz.
cosecans., | O L{+]|co| —|—1 | co en.

Wij hebben in deze tabel de sinus-versus, cosinus—versus en
koorde niet opgenomen, daar zj in de goniometrie en trigonometrie
niet dan zeer zeldzanm voorkomen.
Met weinig moeite merkt men nog het volgende op:
1°. De sinus en cosecnns zijn posifief in het cerste en tweede,
negaticf in het derde en vierde kwadrant.

2° De cosinns en secans  rzijn posifief in het eerste en vierde,
negatief in het tweede en derde kwadrant.

3% De tangens en cotangens zijn posilief in heb cerste en derde,
negatief in het tweede en vierde kwadrant,

4°, De tangens en comngens ziju positief als de sinus en cosinus
hetzelfde teeken hebben; negafic/' als deze met verschillende
teekens zijn aangedaan.

5%, Als de sinus gelijk 0 is, is de cosinus gelijk + 1; is de
tangens gelijk 0, dan is de cotangens €O, en zoo de secans
1 is, is de cosecans OO en omgekeerd.

16. Om zich bovenstaande tabel gemakkelijk eigen te maken en
in het geheungen te prenten, is hel voldoende zich goed vertrouwd
te maken met den toestand van sinus en cosinusg; door toepassing
der formules (10), (11), (12) en (13) kan men dan daaruit den
toestand der overige goniometrische betrekkingen afleiden. Do
cenige zwarigheid, die zich daarbij zal voordoen, is, dat men uit

sin.a

de figunr vindt tg. 270° = Co, ferwijl wit tga = ——— volgt
te. 270° = — 0. Schijubaur bestaat hier dus een tegenstrijdig-

heid. De waarde van tg. 270° is echter de grens voor den overgang
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van den positicven tot den negatieven toestand, en kan alzoo als
het einde van den eersten of als het begin van den tweeden be-
schouwd worden.

Hetzelfde geldt voor cot. 180°,

17. De goniometrische betrekkingen bevestigen wat reeds in de
Algebra (zie Vries, T. D. § 139) is opgemerkt, dat namelijk een
grootheid niet van den positieven tot den negatieven toestand kan
overgaan, zouder vooraf 0 of 0O geweest te zijn. Bij den sinus en
cosinus ziet men dien overgang plaats hebben door 0; bij den
tangeus en cotangens beurtelings door 0 en CO; bij den secans en
cosecans alleen door co. Men mag echter die stelling niet om-
keeren, en uit het nul of oneindig groot worden eener grootheid
besluiten tot het veranderen van toestand. Men heeft hiervan een
voorbeeld in den sinus—versus, die in de vier eerste kwadranten
positief is; voor 360° wordt hij 0, terwijl hij in het vijfde en de
volgende kwadranten weder positief is. Ook de cosinus-versus
verkeert in dit geval.

18. Tot nog toe beschouwden wij de bogen in de verschillende
kwadranten als positief. Iaat men echter den bewegenden straal
OB in fig. 6, in plaats van uit het punt A naar boven, beneden-
waarts draaien, dan zullen de doorgeloopen bogen als negatief
moeten worden amngemerkt, en dan ziet men gemakkelijk in, dat
de goniometrische betrekkingen van negatieve bogen in het 1¢, 2e,
3¢ en 4¢ kwadrant eigenlijk zijn de goniometrische betrekkingen
van positieve bogen in het 4¢, 3¢, 2¢ en 1¢ kwadrant, zoodat men
heeft:

sin. (— a) = — sina. \
cos. (— a) = cos.a.
tg, (— a) = — tga.

cot, (— a) = — ecot.a. - (28)
see. (— a) = sec.u.
cosec. (— a) = — cosec.n. /

De goniometrische belrekkingen van neyalieve bogen zijn dus negatief,
behalee de cosinus en secans, die posilief blijren.
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§ 4.

Goniometrisehe betrekkingen tusschen
verschillende bogen.

19. De goniometrisclie betrekkingen, die er tusschen twee of
meer verschillende bogen Dbestaan, worden alle afgeleid uit twee
formules, vervat in de beide vergelijkingen

sin, (a + b) = sin.a cos.hb + cos.a sinb
en cos. (a + b) = cos.a cosh F sina sinb,
waarin o en b twee geheel willekeurige bogen voorstellen, die vol-
strekt onafhankelijk van elkander zijn, en die beide of een van
beide weder als de som of het versehil van twee of meer wille-
keurige bogen kunnen beschouwd worden.

Om deze beide formules te bewijzen onderstellen wij, dat in fig. 8

Tig. 8. de boog AB = a en de bhoog
BC = BD = b is, dan is boog
AC = a — b en boog AD =
N\ a = b, Trekt men nu de lijnen

N, CE, BF en DG loodrecht op den
ﬁ stranl OA, dan is:
¥ A

CE=sin.(a—D); OE=cos.(a—),
Bl'=sin.a; O =cos.a.

DG=sin.(a-}-D) ; OG=cos.(a-1).
Trekt men verder de koorde ('D en loodrecht daarop den straal

OB, dan deelt deze de lijn CD in II midden door, en dan is:
DII = sin.b en OH = cos.b.

Door nu nog de lijn IIL lovdreeht wit 1L op OA en de lijuen
HJ en CK loodrecht wit 1L en (! op DG te trekken, heeft men,
omdat in drichock CDK de zijde CD midden loor is gedeeld:

DI = JK; HL = JG.
JH = iCK = GL = LE,

en hierdoor:
CE = sin. (n — b) = KG = JG — JK = HL— J;
DG =sin. (a~}-b) = JG 4 DJ =HL4DJ; .
OF = cos. (i—1) =OTALE=0L4-GL=014-J11;( )
0G = cos. (n-+b) = OL— GL = 0L —JIl; ‘
Nu is in de gelijkvormige driehoeken OBEF en OHL
OB : OH = OF : OLL = BF : HI,
dat is: 1 : cos,b ==cos.n: OL = sina: HL,
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en hieruit:
OL = cos.a cos.b.
HI = sin.a cos.h.
In de gelijkvormige drichoeken OBI" en DJH is verder:
OB : DII = OF : DJ = BF : JII,

dat is: 1 :sin.b =cos.a: DI =sina: JII,
waaruit: DJ = cos.a sin.b.
JH = sin.a sin.b.

Door nu deze waarden fe substituceren in de vergelijkingen (A)
komt er:

sin, (a — 1) = sin.a cosh — cos.a sinb. . (29)
gin, (a 4 b) = sina cosh 4~ cosa sinh. . (30)
cos. (a — b) = cos.a cos.h -} sina sinb. . (31)
cos, (w 4 b) = cos.a cosh — sina sinb. , (32)

waardvor de beide formules bewezen zijn.

De leerling oefene zich vooral in het bewijzen dezer stelling
door cen  figuur waarin de bogen ook in aundere kwadranten gele-
gen ziju.

20. Men kan deze formules ook op de volgende manier hewijzen,

4ij in fig. 9 boog AB =1, en hoog AC =D, dan is boog BC =a—1D,

Fig. 9. Trekken wij nu}CD en BE
Ay loodrecht op AO en BG en CII
}3("’/—__:\“\\ loodrecht op OAr, welke laatste

loodrecht staat op OA, dan is:

. ¥
Cf= - CD =sinb; OD = cos.b;

BE = sina; OE = cos.a;
n ]_ Nu is in den rechthoekigen
B 0 drichoek BCF
BC: = CF* 4 BFz. . . . . (a)
waarin BC = koorde (a — D), CI' = cus.b — cosa; BF —=

sin.a — sin.b, en dus verandert vergelijking (a) met toepassing van
form. (20) in
2 11 — cos. (a — b) | = (cos.b — cos.n)? - (sin.a — sinb)2
= (ess.*b 4 cos.*a 2cos.a cos.h -
sin.*a - sin.*b — 2sin.a sin.b,
of, omdat volgens form. (3) sin.*p -4 cos.*p = 1 is
cos. (& — b) = eos.a cos.h 4 sina sinb.
Docr toepassing van form. (1) heeft men dan verder:

PA
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sin.(a—Db)=)/ | 1—cos.?(a—Db) | =/} 1—(cos.acos.b}-sin.asin.b)? |
=}/ (1—cos.*acos.*b—sin. 2asin, *b—2sin.asin.h cos.acos.h)
door hierin cos.?a — 1 — sin.?a en sin.?a = 1 —- cos.*a te nemeu,
verkrijgt men:
sin. (a —b) =7} 1 — (1 —sin.*a) cos.?b —
(1 —ecos.?a) «in.*b — 2=in.a sin.b cos.a cos.b |
=/(1 + sin.?a cos.?h — cos.?b — sin.2h
eos. *a sin.?h — 2sin.a sin.b cos.a cos.h),
of daar — (sin.*h 4 cos.*b) = — 1 s
sin. (a — b) = /(sin.*a cos.*b - cos.*a sin. *bh —
2sin.asin.b cos.a cos.b),
waaruit :
sin. (a — b) == + (sin.a cos.b — cos.a sin.h)
en daar voor b = 0 de vergelijking moet overgaan in sina =
sin.a, kan alleen het bovenste teeken in rekening komen, en alzoo:
sin. (a — b) = sin.a ess.b — cos a sin.b.
Stellen wij nu in beide a — b = ¢, dus a = b + ¢, dan
wordt
sin.e = sin. (b 4 ¢) cos.b — cos. (b - ¢) sin.b.
cos.c = cos. (b 4 ¢) cos.h - sin. (b - ¢) sin.h.
Beschouwt men hierin sin. (b 4~ ¢) en cos. (b 4 c) als onbe-
kenden, dan kan men die daaruit op de gewone wijze oplossen.
Vermenigvuldigt men daartoe de ecerste . met cos.b en de tweede
met sinh, dan vindt men door optelling
¢s.b sin.e - sin.b cos.c = sin. (b - ¢) (sin.*b 4 ¢2s.2D),
derhalve, daar sin.®b 4~ cos.?b = 1 is:
gin. (b4 ¢) = sinbesse - cos.bsine,
Vermenigvuldigt men  daarentegen de eerste  vergelijking met
sin.h en de tweede met cos.h, dan vindt men door aftrekking:

cos. (b 4 ¢) = cosb cose — sinbh sinc.
21. Men kan echter uit cos. (a — b) = cos.a cos.b - sin.a sin.b
en sin. (8 — b) = sina cosh — cos.a sin.b op eenvoudiger

wijze tot cos. (a -~ b) en sin. (a -~ b) geraken. Onderstelt men
namelijk b negaticf, dan gaat a — b over in a 4 b, en volgens
form. (28) is sin. (— b) = — sin.b en ¢28. (— b) = eos.h, waar-
door men onmiddelijk heeft:

cos. (a 4 b) = cos.a cos.b — sin.a sin.b.

sin. (a 4~ b) = sin.a cos.b 4 cos.asin,b,
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22, Het cerste gebruik dat wij van de bewezen formules zullen
maken, zal zijn het opsporen der goniometrische betrekkingen tus-
schen bogen, die een of meer kwadranten verschillen. Onderstellen
wij daarloe vooreerst a =— 90°, dan is sina = 1 en cosa = 0,
en dw wordt met toepassing van de form. (10), (11), (12) en (13)

sin. (90° 4+ b) = cos.b.
cos. (90° + b) = I sinb.
5 -
g (‘.!IJo + b) = & eot.h, .. (38)
cot. (90° + b) = F ta.b.
see. (90° + b) = F cosec.h.
cosee. (90° + b) = sec.b. J
Stelt men a — 180°, dan wordt sina = 0 en eosa = — 1
en men vindt op dezelfde wijze:
sin. (180° 4+ b) = F sinb.
cos. (180° + b) = — cos.h.
ta. (180° + b) = + tg.b.

g
a3

=

cot. (180° + b) = =+ coth. [ ° ° (34)
sec. (180° + b) = — see.b. s

cosee. (180° + b) = T casec.h. !

Neemt men a = 270° waardoor sina = — 1 en cxs.a0 = 0
wordt, dan heeft men

sin. (270° + b) = — cos.h.
cos, (270° + L) = + sinb.
te. (270° + b) = F cot.h. (35)
eot, (270° + b) = F tz.b. )
see. (270° + h) = =+ cosee.b.

cosee. (270° -_4- b) = — sec.h.

Neemt mea eindelijk a = 360°, waardoor sina —= 0 encosa =1
wordt, dan vindt men:
sin. (360° + b) = + sin.b.
cos, (360° +
tg. (360° + b) = + tg.b. (36)
cot. (360° + b) = =+ eot.b. T
ser, (360° + b) = sec.b.
cosee. (360° + b) = + cosezb,
Uit de formules (33), (34), (35) en (36) blijkt, dat de gonio-
metrische betrekking van eenigen boog b gelijk is aan de gonio-
metrische betrekking met complementsbenaming van dien boog b
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opgeteld 2ij of afgetrokken wvan cen oneven aantal malen 90°; en
dat de goniometrische betrekking van een boog b gelijk is aan de
goniometrische betrekking van denzelfden naam van dien boog b
opgeteld &ij of afgetrokken wvan cen even aantal malen 90°, mits
men in beide gevallen op het verschil in teeken lette. Zoo heeft
men Dbijv.
8in,40° = ¢08.50° = — cos, 130° = sin, 140° = — =in. 220° =
— 28, 230° = c0s. 310° = — sin. 320° = sin. 400° = enz.
23. Uit bovenstaande formules is verder nog gemakkelijk af te
leiden, dat men in het algemeen hebben zal:
sina = sin. 2nr o) = sin. ) @n+1)7r —a |
cos.a = cos. (2nr + a)
tga = tg. ( nr—-u) 37
cot.a = cot. ( n7 - a) - 37)
see.n = see. (2nx + a)
cosec.n —cosee. (2nr -+ a) = cosee. | 2n—4-1)ar—a |
waarin voor n elk positief of negalief geheel getal kan genomen
worden,
24, Ziehier eenige opgaven ter oefening.
Men passe de formules (33), (34), (35) en (36) toe op clk van
de volgende goniometrische betrekkingen:
1°. Op sin.72°%; sin. 230°; c0s.25°; cos. 105°,
2° Op t2.34°; tg. 200°; cot.32°; cot. 305°
3°, Op sec.50%;  sec. 110°; cosec.20°; cosec. 210°,
4°, Breng terug tot goniometrische betrekkingen van bogen in
het eerste kwadrant:

sin. 160°; cos. 130°,
sin. 230°; cos, 200°,
sin. 320°; cos. 310°.
sin. 380°; cos. 370°
5°, Tnsgelijks:
to. 140°: cot. 110°,
te. 220°; cot. 260°,
te. 330%; cot. 350°,
te, 400°; cot. 410°,
6°. Nog
see. 125°; cosec. 175°.
sez, 215°; cosee, 195°,
see. 305°; cosee. 325°,

see. 365°; cosec, 425°,
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7° Vindt de formules sin. (2 — D) en sin. (a - b) nit die voor
cds (a — D) en cos. (a -~ b) door toepassing van form. (33).

23. Met weinig moeite kan men nu door onderlinge verbinding
van de formules (29), (30), (31) en (32) een tal van nieuwe for-
mules vinden. Wij zullen ons echter beperken tot de oumisbaarste
en meest gebruikelijke, het aan den leerling overlatende dit getal
te vermeerderen,

Men telle de form. (30) en (29) op en trekke ze ook van
elkander af, en doe zulks eveneens met de formules (31) en (32)
dan komt er:

sin. (@ 4 b) - sin. (8 — b) = 2sin.a cos.h.
sin. (a8 4+ b) — sin. (a — b) = Zeos:a sin.b.
cos, (n — b) 4 cos, (8 4+ b) = 2cos.a cosb.
eos. (a b) — cos. (a - b) = 2sina sin.b,
en stelle hierin o 4+ b = p en a — b = q, waardoor
a = Xp+ q enb = ip — q) wordt, dan heeft men:
sinp - sir.g = 2sind(p 4 q) cosd(p — q) . . (38)
sin.p — sin.g 2sind(p —— q) cos.k(p 4+ q) . . (39)
eos.p - cos.q 2008.4(p 4 q) cosd(p — q) . . (40)
€280 — COS.p 2sind(p + q) sind(p — q . . (41)
" Deelt men form. (29) door (30) en (31) door (32), dan heeft men:

I

sin, (8 — b) __ sin eosh — cos.a sinh
sin, (0 4 b) — sina cos.b 4 cos.a sin.b
cos. (a — b) __ cos.aa cos.h 4 sina sinb
cos. (n 4 b) T cosa cos.h — sina sinb

en nu in beide vergelijkingen teller en noemer der tweede leden
deelende door ess.a cosb, vindt men met toepassing van form. (10)

en (11)
sin. (a — b) __ fga — teh _ coth — eota )
sin, (a 4= b) * tga 4 tob T coth 4 cota " (42)
cos. (n — b) _ T4tgatgh  cotacoth 1 43)

cos (a 4 b) — l—tgateb T cotacot.h—1
Deelende (89) door (38) en (41) door (40), dan heeft men:
sinp — sing __ sind(p — q) exxdlp 4 q)
sinp - sing — cos.d(p — q) sink(p + q)
cos.q — cos.p _ sind(p 4 q) sind(p — q)
cos.q = cos.p ~ eosd(p 4 q) eosd(p — q)
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d sin.a — 1g cos.a . . 1 |
—— — toea en —— = cta = — is, veranderea de
e daar e sin.a wa

beide laatste formules met toepassing van form. (10) en (11) in:
ginp — sing _ tzd(p — q _ etdlp 4 q)

ginp - sing ~ tgd(p -+ q@ T coti(p — q) (44)
€08.q — Cos.]
cos.g F enp — tgd(p — ) g3 + 9 =

: (45)

cot.d(p — q) cotd(p + q) 7
Deelt men sin. (a + b) door cos. (a + D), dan komt er:
sin. (a + b) _ sina cisbh £ eis.a sin, b
oo @R D) owma ol sna sny
waarnit, na teller en noemer (1001‘ cos.a cos.h gedeeld te hebben en
met toepassing van form. (10) en (11)
tea + tab cot.h + eot.a .
&b =3 F tga tgb = ota ooth F 1 (46)

1
en omdat esta = t?a: is, heeft men uit de laatste door deze op

1 = 1 te deelen

1 F tga tgb  esta coth F 1

tea + teb T coth + cota (47
Stelt men in de form. (30), (32), (46) en (47), in de beide

lnatste echter alleen voor het Dovenste tecken, a = b, dan bekomt

men :

cot. (a + b) =

gina —= 2sina cosaa . . . . . . . . (48)

cos.2a = cos.’a — sin*a . . . . . . (49)
b s 2te.n _ 2col.a 0)
o Tl — tgta T oeotta — 17 T
1 — ta.2a cot.?a — 1 1
cot.2a = Btga =SS T R (561)
Uit eos.2a = cos.?a — sin.®a heeft men, door volgens form, (1)
ex.?a = 1 — sin.?a of sin.?a = 1 — cos.?a te substitueeren:
eos.2n = 1 — 2sin*a . . . . . L L (52)
en ¢x.2a = 2co8.’a — 1 . . . . ., . .(53)
. . 1 — e3s.2a
waaruit : sing — V-T P G 3
1 -4 cos.2a

s = p——a—— . . . . . . . (65)
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en hierin 2a = p stellende, waardoor a = }p wordt, verkrijgen wij:
. 1 — eoasp
sm.*}p:V——&!—— D 1))
1 4 cos.p

cosyp = V5 - + « « - . . (50)
waaruit door deeling:
5 1 — cosp 58
tedp = '/—1 Tomp ~ " v 0 (58)
1 4 cos.p .
cotdp = Vl_—co—sp e w s e W s - (BE)
Stelt men in (46) en (47) b = 45°, waardoor tg.b = cot.b =1
wordt, dan heeft men, in aammerking nemende dat
to.n = cot. (90° — a) en cotan = tg. (90° — a) is:
tga—1  l—eota
tza+1 " 1--cota
14tga  eota-1

tg.(a+445°%) = cot. (45°—) = Ttga  cota—l (61)

tz.a41 _ 1-4-cota

te.(1-—45°) = cot.(135°—n) = (60)

cot.(a—45%) = tg.(135°—a) = Ea—l= I—ois (62)
1---tg. t.a—1
cot.(ad-45%) = tg. (45°—n) = i = = (63)

I4tg.an — eota-1

26. Men leide nu de volgende formules af:

18, g = sm.nr — 1 = eas.a
1 -+ cos.a siiLa
cosecr — eotn = tg.fa.
cxeca - cota = eot.da.
seca — 1 = tg.a tg.da.

seca 4+ 1 = tga cot.a.
tg.da 4 cot.da = 2eosec.a.
cot.ta — tg.la = 2eota.
1 — tg.%a

W = cos.2a.

2°, sin.(45° 4 b) = e3s8.(45° —Db) = % (cos.b 4 sinb) 7 2.
c)8.(45° - b) = sin.(45° —b) = % (coe.h —sinh) /2.
1 — sina = 2sin.*(45° — }a) = 2co0s.*(45° - 1a).
1 + sina = 2es.2(45° — 4a) = 2sin.*(46° 4 }a).
1 — sina

1g.7(45° — 1a) = cot.?(45° -+ 1a).

1 - sina
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3% eot.(45° — la) — tg.(45° — 1a) = 2Uga.
ta.(45° — }a) -+ cot.(45° — la) = 2sec..
4°, sin.?p — sin.?q = sin. (p 4 q) sin. (p—q) = cos.?q — e8]
cos.tq — sin.2p = eos. (p - q) eos. (p—q) =cos.2p — sin, ?q.
sin. (45° + a) -+ sin. (45° — a) = cos.a)/2.
sin, (45° -} a) — sin. (45° — a) = sin.ap 2.
sin. (30° -~ a) 4 sin. (30° — a) = cosa.
eos. (30° — a) — eos. (30° 4 a) = sin.a,
(1 4 sinn) — H(1 — sina) = sinda.
/(1 + sina) 4 7(1 — sina) = cos.la.
5° Hoe vindt men uit de beide laatsten
sinda = 1/1"—2—02 cos. di = ‘/w?
6°. Hoe vindt men:
sin.a = 2sin.la eosda = 2%sinta cosja ecosla =
2%sin.Ja cos.la cos.da cosla =
2isin.fea cos.ka cos.la cos.ta cosla?
7°. Hoe vindt men:

1 1
siia = 2Meos.ja Cos.3a €08, fa €os.la <+ COSTA smz af

Aanm.) Als n in deze formule zeer groot is, dan kan men voor

2%sin.gza schrijven a, en dan is:

“an
a = sin.a sec.ia scc.da sec.ta sec.'cn.....enz.
wanruit voor a — 90° — 1=
3r — sec.}wsec.iwsec.f;......0NL

8°. Hoe leidt gij de volgende formules af?
sin.a cos.b cos.c
sin. (u - b 4 ¢) ={ 4 sin.b ess.a cos.e } — sin.a sin.b sin.c.
Q - sin.c cos.a cos.b |
‘ sin.a eos. (b—]—c)
sin. (a4 b+ —|—ﬂ1n b cos. (n—f—c} -+ 2sina sinb sine,
{ -+ sine cos, ( .|—|—h),

‘ cos.a siu.h sin.e
cos. (a -+ b - ¢) = cos.a cos.h cos.e — 1 - eos.b sin.a sine
| 4 cos.c sin.a sin.h
cos.c cos. (a—-h)
cos. (a b 4 ¢) ={ 4 eos.bcos, (a4-¢) ; — 2cos.a cos.b cos.c.
- cos.acos. (b-4-c)
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9°, TLeidt af de formules:

sin.3a — 3sin.a — 4sin.%a.
¢08.30 — 4e¢os.®a— 3eos.a,
sin.ba = Bsina — 20sin.%a -~ 16sin.5a.
10° Als a 4+ b 4 e = 90° is, dan is:
1 — sin.?2a — sin.?b — sin.?¢ = 2sin.a sinb sin.e.
sin2a - sin.2b 4 sin.2e = 4 cos.a cosb ecos.e.

voor a -+ b 4 ¢ = 180° is:
sin.2a - sin.2b < sin.2¢ = 4sina sinb sin.c.

sin.fe — sin.*b — sin.?a -}~ 2sin.a sinb cos.e = 0.
cos.*a — cos.?b - cos.?c 4 2co0s.a cosb cose = 1.
gina -} sinb -} sine = 4eosda eos.db cose.

tea 4 tg.b -+ tge = tza tgb ige.
cot.a cot.b 4 eot.a cot.c 4 coth cote = 1.
voor a 4 b ~4 ¢ = 360° is:

cos.?a - eos.*b -+ cosfe — 1 = 2cos.a cos.h cos.c.
tg.a + tgb 4 tge = tza tgb tge
1 — tg.a tg.b — tgb tg.e — tg.ate.c = sec.a see.b sec.c.

Op welke wijze kunnen deze formules gevonden worden?
11°, Af te leiden de formules:
2tg.
Eﬁ;_—‘ — sin.2a.
1 — tg.%a _
1 4 tg.*a —
tg.a 4 cot.a = 2cosec.2a.
cota — tg.a = 2cot.a.
tga - teb 4 tg.e — tga tzb ige
tg. 0 f-b4o)= 1 — tea tg.b — tza tge — tg.b tg.c’

cos. 2a.

§ 5.

Verhoudingen tusschen bogen, die door gonio-
metrische betrekKingen gegeven zijn.

27. Wanneer sinx — a is, dan is x de boog, welks sinus a
is, hetgeen men uitdrukt door de vergelijking
x = Bg (sin. = a).
Lvenzoo beteekenen de vergelijkingen
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v = Bg (coz. = )

z = Bg (tg. = ¢)
y is de Dboog waarvan de cosinus b is; z is de boog welks
tangens c is, waaruit dus volgt:

cos.y = b,

tez = c.
Is sina = x, dan is cos.n — 1 — x?); tg.a = P )
dan is : V( ); tg =
V(1 — x*?) . 1 . 1
cot.n = ” 3 osecq = V_(l —ry cosee.n — Y en

hieruit heeft men dan:
1= Bg.(sin.=x)=Bg (cos. =/ (1—x*))=Bg (Lg:—Vh\_—x_,)) —

V(I—K’)) |
X

=Rg. (-c.ut. = —=Bg. (cm :pﬁ) —Bg. (cm{er.:—)l‘—).

Door deze schrijfwijze kan men uit de gevonden formules vele
verbindingen afleiden tusschen twee en meer hogen, die door gonio-
melrische betiekkingen gegeven zijn.  Daardoor ontstaan derhalye
cen reeks formules, die in zekeren zin het omgekeerde zijn van de
boven gevondene,

Een paar voorbeelden zullen voldoende zijn om den weg aan te
wijzen, dien men bij de ontwikkeling te volgen hebbe,

28, Stel dat twee bogen bepaanld zijn door hun tangenten, dat
men dus heeft tg.x = a en tgy = b, en dat gevraagd wordt de
som en het verschil dezer bogen door de gegevens te berekenen,
dan kan men op de volgende wijze te werk gaan.

Men neme een formule, waarin de som en het versehil van twee
bogen \'onrkolﬁ;‘t, in dit geval bij voorkeur form. (46)

te. (x + ¥) = _l_t_g__.____x -_t-ig._\' 0
) + tg.x tgy
dan volgt daaruit volgens de aangenomen schrijfwijze

te.x + tgy
xty=D0Bg (tg. =TT tgx t.g.v)

en daar tgx = a en tg.y = b is, heeft men x = Bg (tg. = a)
en v = Bg (tg. = b), waardoor de laatste vergelijking overzaat in:
s ’ a+ Db
Bg (tg. = a) + Bz (tg. = b) = Bg (tg. =i%xb b)

en hierdoor is nan het gevraagde voldaan.
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Stelt men a = b, dan vindt men nog:

— 1 — a®

waardoor de dubbele boog bekend wordt it den tangens van den

2Bz (tg. = a) = Ba. (1g. — —i'—)

enkelen boog.

Als tweede voorbeeld #ij gegeven seex — a en tgy = b,
waarnit men de som en het verschil der bogen wenscht te bepalen,
Iir is nu geen formule, waarin de beide gegevens te gelijk voor-
komen; met eenige meerdere herleidingen zal men echter nan het
gevrangde kunnen voldoen.

Men neme bijv. de formule

sin, (x + ¥) = sin.x cos.y + cos.x siny,
waaruit :
x + y = Bg!sin. = (sinx eos.y + eos.x siny) |

. 1
Daar nu seex = a i, vindt men uit form. (16) cosx = —

u
1 w? — 1
en uit form. (1) sinx = |/(l — u—4) = m'—L) Evenzoo

vindt men uit tg.y = b door form. (4), sec.y = /(1 - b*) en

1
hicruit door form. (16) en (1) cosy = VL F 5 en siny =

b
— . Men heeft dus:
Va1
Be(sec.—=a)+Be(tg. =b)= Bgt sin. _—_(

of:

}V (ar—1) + b ) ‘
ap/(b2—F1) = ap (b 3—{-1))
‘ '_ V*—1)+Dh
Bg (scc. = a) & Bg (3. =b) = By (sin. = TL_/H}""—F—U)
Men zou deze vitkomst echter spoediger verkregen hebben door
de formule
tg.x + gy

tg. xty) = 1 F tex tg.\"

. tex + gy
waaruit: xtvyv=D~8Bg (ig, = m)
Nu is vit seex = a, volgens form. (5) tgx = P (a* — 1)
en dus:

w*—1)+Db
Bg. (see. = a) + By (tg. =b) = Bg (tg. = %bl/—(u?)f:l_) g
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29. Ter oefening dienen de volgende opgaven:

1°. Als cos.a = x is, bepual dan den boog a door middel van
al de goniometrische betrekkingen.

2°, Insgelijks als tga = x is.

3° Ock als secn = x is,

4°. Als cosee.x = a en eosec.y = b is, vraagt men de som
en het verschil dezer bogen, alsmede de dubbele bogen te
bepalen.

5% De waarde van x te vinden uit de vergelijkingen:

Be (tg. = %) — Bg (tg. = 1) = Bg (tg. = x).
2B (tg. = §) 4+ Bg (tg. = 4) = Bg (tg. = x).

Bg (tg. = £) + B (i
6°. Los x op uit de vergelijking
By (tg. = (x 4 1)) = 3bg (tg. = (x — 1))

7°. Men vraagt x te vinden wit:

a.bg (cos. ——— x) — a.bg (cus. = $r x) = b;

2a 2a

1) = Bg (tg. = x).

82, Tnsgelijks uit:

r.Bg (lg. = E—:—\)—F r.Bg (tg. = e ‘) —r.Bg (tv' = :—:‘): b.

§ 6.

Samenstelling der sinustafels en gebruik der
logarithmen-sinustafels.

30. Door sinustafels verstant men de tafels, die de sinussen
bevatten  van alle bogen tusschen 0° en 90°, met opklimming van
1", 10" of 30", Behalve de sinussen bevatten zij echter gewoon-
lijk ook de cosinussen, tangenten en cotangenten, en sommige,
z00 als de zeevaartkundige tafels van Brouwer, zelfs de secauten
en cosecanten ; waarbij dan nog gevoegd zijn tafels van evenredige
deeler voor de bogen, die niet onmiddelijk in de tafels te vinden
zijn. Nuoarmate van den graad van nauwkeurigheid, die men bij
de Derekeningen noodig acht, zijn deze goniometrische betrekkingen
in meer of minder decimalen uitgedrukt. Zoo heeft men de zoo-
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genaamde kleine tafels met 4 of 5 decimalen; de tafels van Brouwer
bevatten er 6, terwijl de grootere tafels er 7 of meer geven.

Daar echter de Derekeningen met goniometrische betrekkingen
over het algemeen in producten en quotienten bestaan, of gemak-
kelijk daartoe kunnen gebracht worden, heeft men in de zocge-
naanmde sinustafels niet de gonjometrische betrekkingen zelve, maar
hare logarithmen opgenomen, die met behulp der gewone loga-
rithmentafels, of ook uit rechistreeksche berekeningen door daartoe
geschikte recksen bepaald zijn.

Wij zullen thans in enkele woorden trachten aan te toonen, hoe
men  de goniometrische Dbetrekkingen van alle bogen heeft kunnen
vinden.

31, In de Algebra (zie Veies, 2¢deel § 307) wordt bewezen, dat

: u—1 . nm—l)(n—3) p_3 .
silL np == 1 cos. psing — ———5 g cos, psin o
is. Wanneer nu @ ecn zeer kleine boog, bijv. van 17 is, dan heeft
n

| , . .
cos,@ en dus ook eos, o ecn waarde, die zeer weinig van 1 ver-

schilt, die er ten minste zoo weiniz van verschilt, dat zulks geen
invloed heeft op de eerste zes decimalen, terwijl sin.g dan ook zoo
weinig van @ en van 0 verschilt, dat men sin.p gelijfk @ en sin.2¢
welijk 0 mag stellen, Men heeft dus door ¢ gelijk nan den boog

- te nemen:

3 ‘s 1
van 1", dat is gelijk 180.60.60

sinn” = nsin1” . . . . . (a)
Verder volgt uit:
| sin.p . i N
'3 —_— e — . -
g9 —= e sin.g ( sin.*g)
of un ontwikkelivg van het binomium:
tzp = sing 4 Isinfp 4 .....

dat, indien @ zeer klein is, dsin% zoo klein zal ziju, dut zulks
weler geen invloed op de zesde decimaal van sing kan uitoefenen.
|3

Is bijv. ¢ = bg. 5" = 18%(_) 7 = 0,0014544..., dan is de waarde
van 3sin.3g < 0,0000000015... en heeft dus hoogstens invloed op
den achtsten of negenden decimaal.

Men mag dus voor bogen kleiner dan 5' tot in 6 decimalen
gerustelijk stellen:

g = sing.
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Daar nu verder
sing < o < tgp
is, Dlijkt daaruit, dat voor dergelijke kleine bogen zooveel te meer
sing = ©

en dus sin.1" = 1",

Men berekene dus de lengte van den boog van 1" door de formule

bg. 1" = = 0,0000043481....

= 180.60.60
en vindt daarnit de sinussen van alle bogen van 1" tot 5' van
seconde tot seconde, door de formule (a).
Door nu verder de formules
sin.2a — 2sin.a cos.a
cos.20 = 1 — 2sin.2a
of de meer algemeene
sin. (a + b) = 2 sina cosh — sin. (a — D)
cos. (a -+ b) = 2 cos.a cosh — cos. (n — D)
toe te passen, berekent men de sinussen en cosinussen van alle
bogen tusschen 0° en 1°, met aangroeiing van zooveel seconden als
men verkiest.

Verder weet men dat sin.43° = co0s.45° = 1172, en c0s.60° =
sin.30° = 1 is. Door de formules
1 — ecosa 1 - cosa
H 1 J— ———— 1y — ————
sinda =/ 3 en cos.ja = |/ 5

kan men dan den sinus en cosinus van de bogen van 22°30, 11°15/,
3°37'30" enz. en van 15°, 7°30', 3°45', 1°52730" enz. berekenen.
De rijde van den ingeschreven regelmatigen vijfhoek onderspant
een boog van 72° en die van den tienhoek een boog van 36°,
Volgens form. (19) is dus:
sin,86° = 1 /(10 — 2 /5) en sin.18° = } (— 1 4 p75),
zoodat men door bovenstaande formules ook de sinussen en cosi-
nussen van 9°, 4°30', 2°15' enz. kan vinden, waarna men verder
door de formules (29) en (31) de sinus en cosinus van 6° = 15° — 9°
en dus ook van 3% en 1°30" kan vinden. Op deze wijre, of door
de vier laatste formules uit vraagstuk 4 van 26 komt men tot
den sinus en cosinus van alle begen tusschen 0° en 45°, terwijl
men voor de opklimming met kleine waarden, bijv. van 1', gebruik
kan maken van de benaderingsformules
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sin. (a® 4 1') = sin.a 4 cos.a sin,1'
ews. (0® 4 1) = cos.a — sina sin.l',
waarin eos.l’ = 1 genomen is.

De formules (10), (11), (12) en (13) geven dan de overige
goniometrische betrekkingen.

De  goniometrische  betrekkingen van de bogen van 45° tot 90°
zijn door bovenstaande  herekening van zelf bekend, ingevolge de
formules (33) voor het onderste tecken.

32. De wijze, waarop de logarithmen van de verschillende goni-
ometrische  betrekkingen in  de tafels gevonden worden, hangt
natuurlijk  geheel af van de inrichting dier tafels.  Een verklaring
an een dier tafels zon dus weinig nut hebben, en zullen wij dus
hier niet geven, te meer daar elke tafel gewoonlijk zulk een ver-
klaring bevat.  Alleen zij. met het oog op de tafels van Brouwe,
die bij de Marine in gebruik zijn, nog opgemerkt, dat deze de
logarithmen bevatten van alle goniometrische betrekkingen, zodanig
dat de logarithmus van den sinus naast dien van den cosecans,
van den tangens mnaast den cotangens en van den cosinus naast
den sexans staat. Deze schikking is gekozen met het oog op de
berekeningen in de trigonometrie, die veelal bestaan in het zoeken
van het product van twee getallen, dat door een derde getal moet
vedeeld worden.  Om dit door logarithmen uit te voeren, zou men
de som moeten nemen van twee logarithmen en deze somn vermin-
deren met een derde logarithmus,

Nll 18:
— e I l —_— l
. 1 dus log.sin.a 0L, COSeC.a.
s11.a op = 1 o] O
— I lﬂg L3 —_ log S¢
cos.a LCOs,. 8 Seca,
see.a
% " 1 g ld’ — E
t r.a — og.lea — 10 '.cot.n,
G:]t.“
cot.a = .cota = og.1g.a.
Ut t ;. 1 n Dg G t g g
]. S l
C. f— LR . —_ 0g.C08.4.
sec.a " Um sec. g
[ l = _— l g
cosec.a — —— ng.cosec.a — Og.811.4.
S1n.a

Moet dus een van de logarithmen uwit de eerste leden dezer
vergelijkingen worden afgetrokken, dan kan men daarvoor den
3
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overeenkomstigen uit de tweede leden nemen; maar daar deze
negatief moet genomen worden, verandert de aftrekking in een
optelling en wordt dus de bewerking eenvoudiger.

Nog volgt uit deze vergelijkingen :

log.sina -+ log.coseca = 0
ent.

De logarithmen van sinus en cosecans, tangens en cotaugens,
cosinus en secans staan dus tot elkander in dezelfde verhouding
als een getal tot zijn arithmetisch complement. Zie VRies, Algebra
2¢ deel, aant. 1).

33. Met behulp der logarithmen-sinustafels lost men de twee
volgende vraagstukken op.

1°. Voor ecen gegeven boog den logarithmus van eenige gonio-
metrische betrekking te vinden.

2° Voor den logarithmus van een gegeven goniometrische be-
trekking den boog te vinden.

De volgende opgaven kuunen ter oefening dienen.

Zoek de logarithmen van de volgende goniometrische hetrekkingen:

1°. a — sin.87°44'23" g = tg.54°38'21"
b = co0s.18°13'22" h — cot.61°34'35"
¢ — tg.80°54'36" i = sin.6°317"
d = cot.72°13'23" k = c0s.19°15'36"
e — sin.36°15'42" 1 = cot.43°21'10"
f = 0s.29°47'47" m = tg.62°44'36"

2°. & = sin.143°44'40" g = t2.104°36'25"
b = e0s.109°15'33" h = cot.117°25'33"
¢ — tz.125°14'32" i = sin.156°32'15"
d = cot.120°46'13" k = co0s.108°13'25"
e — sin,127°21'21" I = tg.178°17'36"
f = cos.95°15"43" m = cot.163°24'24"

8°. a — sin.189°25'31" g = tg.243°52
b = c0s.197°22'17" h = cot.197°13'13"
¢ = 1g.263°19'25" i — sin.206°15'43"
d = cot.193°25'17" k = ¢0s.199°15'36"
e — sin.2569°36' 1 = tg.219°41'32"
f = c0s.187°29'11" m = cot.247°23'17"
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4% a = sin92°15'37" g = tg.282°24'30"
b = c0s.125°33'43" h = cot.93°32'35"
¢ = tg.0°36'15" 1 — sin.386°15'43"
d = cot.143°45' k = c0s.305°33'43"
¢ — sin.36°17'40" 1 = 1g.22°17'18"
f = cos,319°20"38" m = cot.2658°20'45"

Zoek de bogen hehoorende bij de volgende

trekkingen :
5. 8.921765
9.163215
11.198276
8.376509
9.217395
10932154

6°.  9.631273(—)
10.021907(—)
11.193254(—)
7.321695(—)
9.456302(—)
8.312156(—)

7°. 8.793254
10.980021
12.463218

8.637219

9.219873(—)

9.902143(—)

34, Het zal niet

s1n.a

log.sin.a 8.693542
log.cos.h 11.193254
log.tg.c 09.527815
log.eot.d 7.939210
log.sin.e 9.475936
log.tg.t 7.102465

= log.cos.a  10.976345(—
= log.te.b B.69T857(—)
= log.cot.c 8.387047(—)
= log.cos.d  9.216543(—)
= log.tg.e  10.123456(—)
= log.cot.f 10.193150(—)
= log.cos.a  11.438204(—)

= log.coth 11.543276

= log.tg.c 92.943576(—)

= log.cosd  8.563219
= log.sin.e  9.488280

goniometrische be-

log.cos.g
log.te.lh
log.sin.i
log.cos.k
log.ig.1
log.tg.m

(1l

S

1 | O V| O Y I T

log.cot.g
log.sin.h
log.cos.i
log.sin.k
log.tg.l
log.cot.m
log.cot.g
log.te.h
log.sin.i
log.cos.k
log.sin.l

= log.cos.f  9.852260(—) = log.cos.m

ondienstig zijn een voorbeeld te geven hoe
men een berekening met logarithmen gewoonlijk inricht. Daartoe
diene de berekeuing van ¢ uit

(a — D) sin.(x 4+ B) cos.2ax

sing = Py VvV

(a 4 b) tg.(2a — B3) cosec.d 3

waarin a = 76.3457, b = 62.1594, & = 56°15'37", 8 =14°39'25"is.
De bewerking komt aldus te staan:

a = T6.3457
b = 62.1594

x = 56°15'37"
B = 14°39'25"

2 = 112°31'14"
B = 14°39'25"

a + b = 138.5051
a — b = 14,1863

x 4+ B = 70°55'2"
1B = 1°19'42".5

Qx—B=99°51"49"

bid
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log, (n —b) = L.151869

|g)g_5i|],{.z + ﬁ) = 9.975453
bigers2x = 9.583216( -)

aclog. (a <= h) = 7.858534
aclogie.(2x — B) = 9.240234(—)

a.clozcosec. i@ = 9.105706

6.915012

L

8. 457506

log.sin.x = 9.919899
a.celog.cos. @ =10.014368
logsing = 8.391773

© = 1°24'44" of 178°35'16".

Up dezelfde wijze Dberekene men de onbekende uit de volgende
opgaven :

8°,

107,

11°.

. Einp=)/

- simp=u3)’ (13—h3) sin.(2q-—p) cos.(p —q)

B sin.a cos.h lsa—127°15'33" en b=19°25'13";
ﬂ‘r'q’_sin.m~—h')cus.(u—|—b)“ sa—127°15'33" en hb=19°25"13"1=,

te.(a—Dh) cot.(2a—D
o= £ e ()'"’a—-]f-l)) )alsn: 56°19'34” enb=76°32"50"is.

sin.(a-+b)eos.(2a-+1
cut,(p::%(;%%‘%m—gulsa: 67°15'39" enb=13°24'25"s.
(a3—b8)sin.(p—q)te.(p=-
7T )col_ (Qlffrq;lo - (EI;: ":(3 alsa=0.64321,1 = 0,59027,
p = 126°15'34" en q = 97°7'52" is,

a.sin, (xy—p)eos.(x—2y—)

gin.p=—

. sinp=a Vb.tg.(Zx-—y—f—p)sin.(x v F3p) alsa = 0.25734, b =

6.19035, x = 125°15'25", y = 36°27'39" en p = 212°36' is.
s (a* —b*)sin.(2p—q) cot.(p-q) l
~ = als 0 = 0.21963, b =
(n*—4-b?)eos.(2p4qig..p—2q) Isa 0.21963, b
0.37654, log.tg.p = 10.769325 en lug.sing = 9.021369 is.
2sin(a—+-Db) 8(p*—q?) te. (2a— D) sin. (a4-21h)

’ !g'p::ic .s.(u-b}V(p'-'—|—q")?u.=.(2u—|—hﬁ!uﬁ.(_u—§ln) alsp =

1.20675, = 1.49832, a = 125°14°36" en b = 176°25"7" is.
=(u2-b*) te.(2p-q) sin.(p4-2p)

als o = 0.021367,
= 0.060475, log.cos.p=9.963917(—) en q = 83°17'43"ia,
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§ 7.

Oplossing van goniometrische vergelijkingen en
het gesehikt maken van stelkunstige vormen
voor bereKening door logarithmen.

35.  Bij het toepassen der algebra op meetkunstige vraagstukken,
waarin  hoeken als onbekenden voorkomen, komt men gewoonlijk
tot eindvergelijkingen, waarnit men die onbekenden, door middel
der goniometrische betrekkingen moet oplossen, terwijl dan gewoon-
lijk de verkregen waarde neg voor berekening met logarithmen
geschikt moet gemankt worden. Dit laatste kan met behulp der
bekende goniometrische formules, soms echter eerst door het in-
voeren van hulpbogen, altijd ges-hieden.

Wij zullen voor beide bewerkingen, door eenige voorbeelden den
weg trachten aaun te wijzen.

Voorbeeld 1. ¢ op te lossen uit de vergelijking:

cosg sina — sing ess 3 = cosp sin(x 4 B) 4 2eose.
Men deele de vergelijking door cos.p, dan komt er:
sin — cos @ g = sin(x 4 B) + 2
oo sinx — sin(x 4+ B) — 2
en hieruit: 1g.p = cos. 8 )

sin.x—sin.(x—+3) —2)

derhalve: P = Bg("‘-’-" = cosf3

waardoor @ bekend is, terwijl de overize waarden van @, volgens
form. (37), begrepen zijn in nr -+ ¢.

Zijn echter « en @ in graden gegeven, dan kan men ook ¢ in
graden Dbepalen uit:

logtg.e = log.tsing — sin(x 4+ B) — 2! — log.cos.3,
maar dun kan de logarithmus van den teller moeilijk bepaald wor-
den, omdat hij, als een drietermige vorm, niet voor logarithmische
berckening geschikt is,

Om den teller dus lcgarithmisch te maken, merke men op dat
de beide eerste termen het verschil zijn van de sinussen van twee
bogen, waarop men form. (39) kan toepassen en waardoor hij dan
overgaat in: )
2sin. (— 3B cos. (x 4+ 38) — 2 =— 211 4 sin}B cos.(x 4 151.

Daar nu sin.3fB cos.(x -+ 18) altijd kleiner dan 1 is, kan men
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deze waarde beschouwen als den sinus of cosinus van eenigen boog &
en dus stellen:
sindf3 cos(a 4 38) = cosd . . . . ()

en daar nu, form. (57)

1 4 cos.d = 2c0s.24d
is, z00 wordt

4c0s.2 43

AP s = cos.B
waarin § bekend is uit vergelijking (a).

Had men sindfB cos.(x + 383) = sin.d gesteld, dan zou men
1 - sin.d verkregen hebben, en om dezen vorm logarithmisch te
maken, zou men voor 1 kunnen schrijven sin.90° en dan wordt,
met toepassing van form. (38)

1 4 sin.d = sin.90° - sin.d = 2sin.(45° 4 19) (cos.(45° — 19);
daar echter 456° — 14 het complement is van 45° 4 33, heeft
men

1 4 sind = 2sin.?(45° 4 13) = 2c0s.2(45° — 19).

Het gebruik van hulpbogen § is van uitgebreide toepassing bij
het logarithinisch maken van goniometrische of algebraische vormen.
Welke betrekking men gebruiken mag hangt natuurlijk af van de
waarde van den vorm. Is die waarde geheel onbepaald, zoodat het
niet mogelijk is te beoordeelen of zij kleiner of grooter dan 1 is,
dan stell men daarvoor tg.d of cot.d, of ook wel tg.?3 of cot.?d,
doar de tangens van een boog alle waarden tusschen 4 CO en
— 0 kan hebben. In ons geval hadden wij dus tg.?d kunnen
stellen en hadden dan verkregen:

1 4 tg.?d = sec.?d.

Voorbeeld 2. De waarde van ¢ te berekenen uit:

asing - b.eos.p = e.

Men heeft: b.cos.p = ¢ — asing
of b (1 — sin*g) = ¢ — asing;
brengt men nu de vergelijking in het vierkant, dan komt er:

b3l — sin.2@) = e¢? — 2acsing - a’sin.?p
en hieruit:

(a? 4 b?) sin.*¢ — 2acsing — (b? — e2) = 0,
zoodat @ door middel van een vierkantsvergelijking zou gevonden
worden, en wel door een vorm die niet voor logarithmische bere-
kening geschikt is.
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Wij zullen hierop later terugkomen.

Men kan de oplossing van bovenstaande vergelijking echter zoo
inrichten, dat men tot geen vierkantsvergelijking komt. Men deele
daartoe door a, dan heeft men:

. b c
sing - — cos.p = =

b
Dewijl de waarde van — op geenerlei wijze bepaald is, stelle
sin

o
——, dan komt er:

_—= e =
men o £ cos.«

. sin.ot c
sin.p - oz TSP =7

en na verdrijving der brenk

. . c
sin.g cos.x -~ cos.p sine — o cos.a,
3 ; ¢
dat is: sin(p + «) = — cos.x,

waaruit door logarithmen ¢ -+ a« en dus @ kan worden bepaald.
Men vindt dan voor ¢ twee waarden, ¢ en 180° — ¢, terwijl de
overige waarden begrepen zijn in de vormen 2nz—-¢ en (2n4-1) 7—o.
Tot de bestaanbnarheid wordt gevorderd
c
- cos.x < 1,

dos  ceosx < a.

b c0s.
Had men — — cotax — = £ gesteld, dan zou men hebben
a sin.a
gevonden: cos(p — a) = '-::" sin.ax.

Voorbeeld 3. Uit de vergelijking

sin(ax 4 @) c0s.Q .
sin.p + sin(¢ — @) — 1

v op te lossen.
Men verdrijve de breuken en heeft dan na vermenigvuldiging
met 2:
2sin. (ot - @) sin.(a — ) - 2sin.g cos.p = Bsin.p sin.(x — ),
dat is, na toepassing van de form. (41) en (48),
c08.2¢ — cos.2x - sin.2¢ = cos.(x — 2p) — cos.x
= cos.x 08.2¢ - sin.x sin.2p — cosz,
waarnit :
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1 — cos.x) cos.2¢ - (1 — sin.x) sin.2¢ = cos.2x — cos.x.
Volgens form. (53) is e0s.2x = 2cos.?x — 1,
dus cos.2x —ecos.x = 2e08.fx—cos.x — 1 == (2cos.x 1) (cos.x —1),
derhalve :
(1— cos.x) cos.2p 4 (1—sin.x) sin.2p = (2cos.x4-1) (cos.a—1),
of na deeling door 1 — cos.x

1 — sinax |,
cos.2p - T oo, sin2p = — (Zeos.x + 1)
. 1 — sinx 5 — sin.g an k ]
Stellende nn T oon — &4 = 5 dan komt er:
cos.(2p — 3) = — (1 + 2cos.x) cos.d.

Ter bepaling van den hulpboog § moet }——_—-z-:g": logarithmisch
gemaakt worden. Daartoe heeft men:
1 —sina sin90% —sinax 2sin 2 (45° — Jo)  sin (457 — L)
1—cosx — 1—cosx 2sin.? Lx =7 stz
Vergelijk de form. (39) en (56).

Om 1 + 2cos.x logarithmisch te maken stelle men 2cos.x = tg.u,
dan wordt

2cos.x = 1+tg. = tg.45°4g. :Si"'Hso'*'F') sin.(45°4 ) )2
142 gpu=tgdo +1g.u YV ) ;
zoodat men, ter berekening van ¢, het volgende stelsel van verge-
lijkingen heeft:

sin.?(456° — }ax)

— W; tg.u = 2cos.a
in.(45° VR
en cos.(20 — 3) = — ?&Q—T—Ii*&l/— cos.d.

36. Wij zullen thans nog enkele voorbeelde: geven van de op-
lossing wvan algebraische vergelijkingen met toepassing der gonio-
metrie, om daardoor tot uitkomsten te geraken, die voor logarith-
mische bewerking geschikt ziju.

)
P+ q

en daar p > q moet zijn, opdat de

Voorbeeld 4. Zij bijv. x =

1 =21
1 %
+p

waarde van x reéel zij, kan men %— = cos.x stellen en bekomt dan

-1

Men heeft x =
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1 — cosx \

Xi = V——1 T cosx = tg.}a...
zoodat nu x zonder worteltrekking en door logarithmen kan wor-
den gevonden,

Voorbeeld 5. De onbekende op te lossen uit de verzelijking
Vi 4 bx) — p/(a — bx)
=
Va4 bx) + @ —bx
Men deele eerst teller en noemer door p/a, dan is:

VA + 29—y —32x
V(4240 —Lx)

Indien nu a, b en e reéele waarden hebben, dan kan men

form. (58),

1 a
Zx — sin. o, dus x = l—)aiu © stellen, daardoor wordt

il

V(1 4 sing) — /(1 —sing)

VI F sug) F V0 —smg) — ¢ - - - @
deelt men nn weder teller en noemer door /(1 -+ sing), en
neemt men in aanmerking dat, volgens form. (44)

1 — sin, sin.90° — sin,
1+ sin.: = sin90° :sin.z = 208" — {y)
is, dan heeft men:
1 — tg.(45° — ip)
T a5 —dg) ~
dat is, na toepassing van form. (63),
tgdp —= ¢,
zoodat x bekend wordt uit de beide vergelijkingen

a
tgdp = cen x = Fsin.cp.
Ter herleiding van de breuk in vergelijking (a) had men ook
kunnen gebrnik maken van de beide laatste vergelijkingen nit 26. 4¢,
Voorbeeld 8. Zij de vergelijking x /(p — qx*) = r.
Hiervoor kan men schrijven:
x 17p (1 —-—%—x’) = I

Zijn dus p, q en r recele waarden en daarenboven p en q beide
positief, dan moet Tq)-x“ < 1 zijn. Men stelle dus:

%x’ = sin.?p of x = sing V—]&:
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dan heeft men :
xcos.p Pp =1,

dus sinp cos.p % = 1,
2r
of sin2¢ = ﬁ,

P

waaruit voor sin.2p twee waarden gevonden worden, die elkanders
supplementen en derhalve voor ¢ twee waarden, die eclkanders
complementen zijn.

Men heeft dus om x te vinden:

2
r(:/p’ X1 = sing 1/% en X: == Cos.p V—g

37. De vergelijkingen van den tweeden graad met reéele wor-
tels kunnen alle met behulp der goniometric worden opgelost.
Onderstellen wij vooreerst, dat in de algemeene vergelijking

Ax? 4= Bx 4 C =0
(‘

e . . o
C positief zij, dan substitueere men x = y)”/ i waardoor de ver-

sin.2p —=

gelijking overgaat in:

Cy? —[—Byl/% +C=0
en na deeling door Cy
1 B
y+ 35 =—pac
Daar y alle willekeurige reéele waarden hebben kan, stelle men
verder:
v = tgep,
dan is:

B
tg.p -+ cotp = — VAC

Niids ¢ e = sin.g cos.p _ sin?p-costp
Wit B oty cos.@ + sing T singp cosp T

en hierdoor dus:

sin.2
? 2 B
sin2p — ~ PAC
2 AC
of sinlp = — '13 s

waaruit voor 2¢p twee waarden, die elkanders supplementen en yoor
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p twee waarden, die elkanders complementen zijn, gevonden worden.

Hierdoor wordt ¥ = tg.p of y = cot.p en dus de beide wortels
C C
X1 = {go V1 en xz = cobp V¢
27AC
De vergelijking sin.2¢ — — T geeft nog aanleiding tot de

volgende beschouwingen,
Is 217AC > B of 4AC > B*, dan is sin.2¢ > 1 en dus de
beide wortels imaginair, die dan niet verder kunmen bepaald worden.
Is 27AC = B, of 4AC = B*, dan is sin2p = =+ 1, naar
gelang B negatief of positief is, dus 29 = 90° of 270° en ¢ =

45° of 135° In het eerste geval is tg.p = cot.p = 1; in het
tweede tg.p = cotp —= — 1. 1In beide gevallen dus de wortels
gelijk.

Is 2)7AC < B of 4AC < B2, dan is sin2¢ < + 1 en dus
de beide wortels reéel.

Is B negatief, dan is sin.2¢ positief, dus 20 < 180° en ¢ < 90°,
derhalve tg.¢ en cot.p beide positief en alzoo beide wortels positief.

Is B positief, dan is sin.2¢p negafief en ligt dus 2 tusschen
180° en 360°; o derhalve tusschen 90° en 180° en alzoo zijn dan
tg.p en cot.p beide negatief, zoodat alsdan de beide wortels nega-
tief =ijn.

Is C = 0, dan is sin2¢ = 0, dus 29 = 0° of 180° en
@ = 0° of 90°. Hierdoor wordt tg.0 — 0 of CO en cot.p—= 00O
of 0. Derhalve:

x1 =0 X 0enx: =0 X co
De eerste waarde is klaarblijkeliik 0; 0 X ©o stelt echter een
onbepaalde waarde voor, die in elk bijzonder geval kan bepaald
worden. Zoo hebben wij hier uit
Ax* 4+ Bx = 0

— 0 —_ B
X1 = eﬂXJ_—As

B
derhalve is 0 %} 00 = — z

Is de derde term negatief, dan stelle men even als boven in de
vergelijking
Ax? 4 Bx — C = 0.

¥ =y ./1' dan heeft men na substitutie



44

C
Cy* -+ By |,/'\- —C=0
en nu weder door Cy deelende en dan y = tg.p stellende, ver-
krijgt men

B
cot.p — toxp = l—/jc
Lo _ cos.p sing _ eos?p — sin?p
N o coby == gp = sing ~ emp . sing cosp
208k _ '
sin2@ T cot.p,

B
derhalve  2cot.p = VA(:'

5y — 2O
of tg.29 = —jp—

Hiernit vindt men voor 2@ twee waarden, namelijk 2@ en
180° <+ 2¢ en daardoor voor @ twee waarden, g en 90° + ¢ of
y =tz en y = 1g.(90° 4 ¢) = — cot.p, zoodat de beide
worlels zijn

(! C
X1 = tg.p |/‘— en X2 = — cot.p ‘/T
die derhalve altijd verschillende teekens hebben.

Over de goniometrische oplossing van derde-machtsvergelijkingen
vie. men ViiEs, Oplossing van hoogere—-machtsvergelijkingen.

38. Ter verdere oefening dienen de vulgende opgaven.

1% Bereken den sinus en cosinus van 3°, 6°, 9°, 12° en 15°.

a.sin.x b.cos.x
2°. Te berekenen x — l/——_f——
a.c08.x — b.sinax

h = 27.83124 en 2 = 147°15'37" is,
3°. Bereken ¢ uit de vergelijkingen :
a.sin?p 4 b.eos.?p = ¢, als a = 6.23679, b = 3.1287
en ¢ = 3.7654 is.
asing —+ beosp = ¢, als a = 6.3879, b = 0.9216S en
c = 0.21376 is.
atgeo - b.eotp = e, als a = 123.765, b = 713.046 en
¢ = 8176.543 1is,
4°, o op te lossen uit de vergelijkingen:
sinfe - @) — sin(x — @) = sin.2¢.
cos.p cos.(p — ) = a.
sin.g sin(p — a) = a.cos.?p.

cos.(x — @) — cos(x 4 @) = Lsec.i(p — =) easee.d(p - =).

als a = 15.2673,



5.

6,

82,

(,]D

10°,

11°.
12°,

139,

14°.
15°.
16°,

17°.

182,

19°.

20°,

45

¢ op te lossen uit de vergelijkingen :
asin(e 4+ #) -+ bsinfe 4+ 4) = e
asinp ++ a) 4 beos.(p + B) + esing = 0.
cos.(0 + x) cos(p + B) = a
asing -+ h.eos2e = e
Verdeel den boog 4z in twee deelen, wier tangenten tot
elkander staan als 1 : 2,
Bepaal de waarde van @ uit de vergelijking:
1sin.x cos. 3 tg. @ — 2sin.(x + 8) cos.(x — 3) te.p
Bsin.2x cos. (22 4 B) =0,
waarin x = 139°17'35" en @ — 82°040" is,
Te bewijzen dat:
. ( 1l — x .
Bg (tg. = x) 4 Bg (Ig. — ——+ \) = {7 is.
Wat is grooter sin.2a of 2sina?
Men vindt cos.3a = 7 (1 — sin.*3a) = + (Beos.a — deos.Ba);
hoe wordt hierbij het teeken van den wortel bepaald?
Bewijs dat sin.n a =sin.(n — 1)a cos.u — cos.(n — L)a sinn is.
De waarde van x en y te bepalen vit de evenredizheden
gin.x : siny = 2 : 1 en 6cosx : cary = 1 : 2.
Bereken ¢ uit de vergelijking:
sin.a - sin.(p— a) - sin.(2p+a) = sin.(p-Fa) 4 sin(2p—a).
Logarithmisch te maken den vorm 1 4 sin.\ 4 cos.A.
o s — eos.h
Insgelijks EW—JF—W!" =T
De waarde van @ te berekenen uit:
sina eos.hb - tg.a coth
7 - bg (sin. = e)
wanneer a = 25°42'11", b = 17°13'31" en ¢ = 0.9345 is,
Den boog 1x te verdeelen in twee deelen, wier sinussen
tot elkander staan als 7 : 9.
Tot een gediante te herleiden, geschikt voor logarithimische
2c08.%0 — 1 — cos.2a cos.a
eas.2a ces.fa '

coEp —

berekening, den vorm

¢ te bepalen vit de verzelijking:

tg.(x 4+ ¢) — tg.(x — ) = sin.2¢.
Wat is de waarde van de uitdrukking



26°,

27°.

28°,

29°,

30°.
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(@ — b?) (sinx - sin.B)
¢ (cos.3 — cos. at)
als a = 87.5, b — 18.01, ¢ = 3.25, 2 = 85°13'17" en
8= 115°12"48"
Men vraagt den Inugt‘-ns van den halven boog in den tan-
gens van den heelen boog uit te drukken,
¢ te berekenen uit de vergelijking:
sec.p = cos.p - 2sin.p.
Fen cirkelkwadrant te verdeelen in dric deelen, wier tan-
zenten tot elkander staan als 3, 5 en 7.
X op te lossen uit de vergelijking:
sin.?x - e0s.*x - tg.*x - eot.*x - see.?x -} cosee.?x = n.
Van welken boog maken de sinus, de tangens en de straal
een harmonische reeks uit?
Wat is de waarde van ¢ in de vergelijking:
3sinde — 4sin.ip.

Men vraagt @ op te lossen uit de vergelijking:
(2c05.2p 4 6) cos.p — 3 - (dsindzx - sinfax) sinjo =

(cos.fa — deosda) cos.jx —+ 2sin.2¢ sing.
[usgelijks uit de vergelijking:

sin.g sin.2
(1 <4 sin. «;)D (1 j 2sin.g) + 31 — sin.p) (1 + 2sin.g) =
34 2 |/2 — 8sin.2gp

4(1 + sing) (1 — 2sing)
Men vraagt x en y op te lossen uit de vergelijkingen:
X (I—x2) 4y (I—y2 )= en xp7 (1 —y* -y (1 —x2)=D.
Welke waarde hebben x en y in de vergelijkingen :

x 4+ 1 (v + 1) (1 — sin.e)
1 4 sinax = sinLx

(1 — y) cos.x - 2sin.a
De som der sinussen en die der cosinussen te vinden eener
reeks van n bogen die met gelijke verschillen opklimmen.
(Zie de eerste formule van 26. 4°).
Wanneer y = }/[4sin.x 4 )7} Jsinx < )/ (sin.z - enz. tot
in het oneindige)]| is, hoe vindt gij dan een ecenvoudiger
uitdrukking voor y.

Met behulp van de formule cot.ja —tg.ja = 2cot..a te vinden
1
tgda 1+ Hgda + dteda 4 Stglaa zntg il =
1

1
2—uc0t. ‘2-5“ — cot.a.

en (x — 1) tgax =




TWEEDE HOOFDSTUK.

Rechtlijnige Trigonometrie.

§ 8.

Oplossing der rechthoekige driehoeken.

39. In § 1 is gezegd wat men door Trigonometrie of driekoeks-
meting verstaat. De zwarigheid, waarvan daar guspr(ikcn is, is door
het behandelde in Hoofdstuk 1 weggenomen, daar men door middel
der sinustafels, de goniometrische betrekkingen, of hare logarithmen,
voor elken gegeven hoek of boog en omgekeerd, bepalen kan. Wij
zullen dus nu aantoonen, hoe men de gevonden formulés kan aan-
wenden ter berekening van de onbekende elementen des recht-
hoekigen driehoeks.

Laat daartoe, fig. 10, ABC een driehoek zijn, rechthockig in A.

Fig. 10. Indien men Jan B als het middelpunt
¢ van een cirkel beschouwt, die met BC
als straal beschreven is, dan is:

% = sin.Ben % = cos.B,
derhalve:
AC = BCsin.B en AB =
B A BCeos.B.

Beschouwt men echter AB als den straal van den cirkel, die uit
B beschreven is, dan heeft men:
AC
B = ig.B.
derhalve : AC = ABtg.B.
De hoek B het complement zijnde van C, heeft men dus de
volgende formules:
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AC = BCsin.B = BCeos.(.
AB = BCsin.C = BCeus.B.
AC = ABtg.B = ABeot.C.
AB = ACig.C = ACecot.B.

Men vergelijke ook § 1. 3.

4. Men is echter gewoon de zijden aan te duiden door de-
zelfde kleine letters, die Dbij de overstaamde hoeken staim, zoodat in
een rechthoekigen drichoek, waarin A de rechte hock is, a de
hypotenusa, b en ¢ de beide rechthoekszjden zijn, de gevonden
formules worden dan:

b = asin.B = a.cosC

¢ = asin.C — a.cos,B M
b = etgB = ccot.C | ”
¢ = bg.C = b.eot.B @)

dat iz, in woorden:
1°. Elke rechthoekszijde is gelijk aan den sinus van den over-
staanden, of den cosinus van den aanliggenden hoek, ver-
smentgvuldigd et de hypotennsa.
2°. Eilke rechthoekszijde is gelijk ann den tangens van den over-
staanden of den colangens van den aanliggenden hoek, ver-
menigeuldigd met de avdere rechthoekszijde.
Men zal opmerken, dat de form. (2) ook uit (1) kan afgeleid
worden, Men heeft namelijk door decling:

b . i.:s.it_l__.]’f . a.cos,C
¢ — acos.B — asinC
b
dat is: — = tg.B= cot.C.
of b =etg.B = c.cot.C.

Neemt men de som der kwadraten van de beide formules (1),
dan vindt men:

b? 4 ¢? =a? (sin.?B 4- cos.2B) = a? (sin.*C < cos.*C),
waaruit: b? 4 ¢* = a?,

41, Met de formules (1) en (2) en het theorema van Pythagorus
kan men alle gevallen, die bij de rechthoekige driehoeken voor-
komen, oplossen. Zij bevatten ieder drie elementen van den drie-
hoek, waarvan er twee gegeven moeten zijn, Daar nu in een
rechthoekigen driehoek vijf veranderlijke grootheden voorkomen,
zoo zouden er zooveel gevallen zijn, als het aantal verschillende
combinatién van vijf grootheden, dric aan drie bedraagt.
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. . 5.4.3 .
Dit aantal is: 23 = 10.  Onder dit aantal komen echter

verscheidene voor, die van elkander niet wezenlijk onderscheiden
zijn, zoodat er inderdand slechts vier verschillende gevallen voor de
oplossing van den rechthoekigen driehoek zijn, namelijk:

1°. Gcegeven de hypotenusa en een der scherpe hoeken.

2. Gegeven een rechthockszijde en een der scherpe hoeken.

3°. Gegeven de hypotenusa en een der rechthoekszijden.

4°. Gegeven de beide rechthoekszijden.

Ferste geval.

42. Zij gegeven de hypotenusa a en de hoek B.
Ter berekening der onbekenden heeft men:
C = 90° — B, b = asin.B, en ¢ = acos.B form. (1)
Voorbeeld van berekening,
Zij n = 217.496 en B = 53°17'13",
Men heeft C = 90° — 53°17'13" = 36°42'47",

log.a =— 2.337452 logza = 2.337452
log.sin.B = 9.903979 log.cos.B = 9.776561
logh = 2.241431 log.e = 2.114013

b = 174.354... = 130.021...

Tweede geval

43. Zij gegeven de rechthoekszijde b en de scherpe hoek C.
Ter berekening der onbekenden heeft men:
b
B = 90° — C, ¢ = b.tg.C, form. (2), a = cosC° form.(1)
Voorbeeld van berekening.
Zij b = 7392.08 en C = 1°55'4".
Men heeft B = 90° — 1°55'4" — B88°4'56".

log.b = 3.868767 logh = 3.868767
log.tg.C = 8.524838 ac.log.e0s.C =10.000243
log.C = 2.393605 log.a = 3.869010

¢ = 247.517 a = 7396.22

Aawmerking. De gegeven hock had ook de overstaande kunnen
zijn; de formules zouden dan zijn:

b

sin.B

¢ = beot.B, a =
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Derde geval
44. Zij gegeven de hypotenusa a en de rechthoekszijde b.
Ter berekening van de onbekenden heeft men:
b

c =) (a* —b?*) = (a—Db) (a4 b), sin.B = cos.C = o form. (1).
Voorbeeld van berekening.

7ij a = 48856, en b = 47870.

Men heeft: a - b = 96726, a — b = 986.

log.(a — b) = 2.993871 log.h = 4.680063
log.(a 4 b) = 4.985543 aclog.a = 5.311082
7.979420 log.cos.C = 9.991145
2—_—
log.c = 3.989710 C = 11°31'50".5
c = 9765.87 B = 78°28/9".5,

Aanmerking. Is de zijde b ten opzichte van a zeer klein, dan
kan men den hoek C nauwkeuriger vinden door de formule:
a—b
10— f—,
tg.3C = Va g
die gevonden wordt uit:
]

—

;
giC=pri—cel _  __»_ a—b
1 -4 cos.C 1_|_: a—+4Db
want als de hoek € weinig van 90° verschilt, dan zijn de ver-
schillen der logarithmen voor kleine verschillen van den hock zecer
groot, en daardoor minder geschikt voor nauwkeurige berekening;
3C iz dan echter dicht bij 45° en de versehillen van de lozarithmen
der tangenten zijn dan meer evenredig met de verschillen der bogen.
Vierde geval
45,  Gegeven de beide rechthoekszijden b en c.
Ter berekening der onbekenden heeft men:

1
tg.B = cot.C = E!,furnl. (2), en a = J/(b* 4 c2).

Daar echter }/(b* - ¢*) wniet voor logarithmische berekening
geschikt is, Derekent men de zijde a liever door een der formules:

Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven b = 630,763, en ¢ = 470,1915.



Men heeft :

logh = 2.799866 log.h = 2.799866
aclog.e = 7.327726 aclogsin B =10.095958
log.tg.B =10.127592 log.a = 2.895824

B = 53°17'53" a — T86.727

C = 36°42'7"

Aawmerking.  Wanneer de verhouding tusschen de beide recht-
hoekszijden zeer groot is, dan kan men de hoeken berekenen door
de formule:

e 2be
B = . f tg.20 = - :
(¢ — b) (e - b ot (b—c¢) (b + ¢’

die men vindt uit:

.2

tr 9B — 2g.B
850 =71 " tg'B’

)
door daarin {gB = - te substitueeren, De  berekening van B

door deze formule geeft nauwkeuriger uitkomsten, hetzij B dicht
bij 0% of dieht Dbij 90° is, want in beide gevallen zijn de ver-
schillen der logarithmen zeer groot, terwijl zij kleiner zijn en dus
meer evenredig met de verschillen der bogen voor 2B.

§ 9.

Berekening van het opperviak of den inhoud des
rechthoekigen driehoeks.

46. Eerste geval. Men heeft | = ibe en daar b = asinB
en ¢ = a.cos.B is, wordt

I = La%sin.B cos.B
en dus volgens form. (48)
I = }a%sin.2B = la?sin.2C.
Tweede geval. Substitveert men in I = Jbe de waarde van

¢ = btg.C = beot.B of b = etg.B = c.eot.C,
dan verkrijgt men :
1 = 1bg.C = Jb2cot.B = je*tg.B = Je?eot.C.
*'
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Derde geval. Men substitucere in I = 1be voor ¢ de waarde

)/ (a? — Db?), dan komt er:
= i a — b) (a 4 b).
Vierde geval. Men heeft:
= 4be.

47. Men Dlerekene de onbekende elementen van een rechthoc-
kigen driehoek, als gegeven zijn:

1°.a=173.26; C=49°12'20". 7° a=918.4; h=~621.3.

2°.h—=493; B=20°14". 8°.h=2632; c=3252.45.
3% a=>506.9; ¢=383.19. 9°, a=1471.62; B=29°50"

4°.h=27.3153; e=35.77. 10°. b=206.05; C=23%41".
5°, a—4264.3; B=2353°30"47". 11°. a=197471.4; c=185653.
6% ¢ =6545.23; B=25°47'T". 12°.b=626.79; c=T74.9.
Door welke formules worden in een rechthoekigen driehock de
onbekenden bepaald, als gegeven zijn:

13°. De som of het verschil der rechthoekszjden en cen der
scherpe hoeken?

14°, De som of het verschil van de hypolenusa en een der rechts-
hoekszijden, met een der scherpe hoeken?

15°. De omtrek 28 en een der scherpe hoeken?

16°. Hce groot is de straal van den in- en omgeschreven cirkel
van een rechthoekigen driehock, waarvan een der rechthoeks-
zijden en een hoek gegeven zijn?

17°. Hoe groot zijn de zijden eens rechthoekigen driehoeks, als
gegeven zijn het oppervlak I en een der scherpe hoeken,

18°. Bereken het oppervlak van een rechthoekigen drichoek uit de
loodlijn, die uit het hoekpunt van den rechten hoek op de
hypotenusa valt en een der scherpe hoeken.

192, Van een  rechthoekigen driehoek gegeven zijnde de som of
het verschil der rechthoekszijden en de hypotenusa, vraagt
men elk der elementen te bepalen.

20° Als van een 1echtheekigen driehoek gegeven zijn de straal
van den i geschreven citkel en een der scherpe hoeken,
vraagt 1en vl de overige elementen te bepalen.

21. Te bewijzen dat in een rechthoekigen driehoek

-

b—e o b
tgi(B —C) = Vb+ o o fg.(15° — 4B) = I/m 1s.
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§ 10,
Oplossing der scheefhoekige driehoeken.

48. De formules ter oplossing der scheefhoekige driehoeken
kunnen met Dbehulp van den rechthoekigen drichoek gemakkelijk
worden afgeleid. TIndien wij namelijk uit een der hoekpunten van
een scherp— of stomphoekigen drichock ABC. fig. 11, ecen loodlijn

Fig. 11. op de overstaande zijde

T neerlaten, dan ontstaan,

in beide twee rechthoe-

kige driehoeken, waarin

men volgens 39 heeft,

mits in acht nemende,

dat in den stomphoe-
kigen driehock

A 8. BTD G0 ABC = sin.CBDs:
CD = ACsinA = BC.sin.B,
derhalve: AC : BC = sin.B : sin.A,

en daar het onverschillig is uit welk hoekpunt de loadlijn wordt
getrokken, zoo heeft nen, volgens de aangenomen schrijfwijze:

a:b:e = sinA :sinB : sinC l
of sin A sin.B sin.C N 6]
a — b T C

dat is: de zijden van den driehoek staan tol elkander alr de sinnssen
der overstaande hoeken.

De stzndvastize verhouding tusschen de zijde en de sinus van
van den overstaanden hoek wordt de modwlns van den driechoek
genoemd, terwijl men den regel zelf, den regel der sinussen zou
kunnen noemen.

49, Uit de evenredigheid

a: b = sinA : sinB
heeft men :
a4+ b:a—b =sinA -4 sinB: sinA — sin.B,
dat is, volgens form. (44)
a4+ Db:n—Db=tgdA + B) : tge.l{A — B).

Daar echter A 4+ B = 180° — C s, is 3(A 4 B) = 90° — iC
en dus tg.3(A + B) = cot.3C, zoodat de evenredigheid over-
gaat in:
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a4+ Db:a—b =rcotC:tad(A —B . . (4

dat is: In elken driekock staat de som van twee der zijden tot
haar verschil als de cotangens van den halven ingesiofen hoek lot
den tangens van het halve verschil der overstaande hoeken.

50. Tit de evenredigheid (3) volgt verder:

a - b e = sinA - sin.B : sinC,

of volgens form. (38) en (48)

a - b:e = sind(A 4 B)eos (A — B) : sindC.eosiC,
" Uit A 4 B = 180° — C valgt echier 3(A 4 B) = 90° — iC
en dus sind(A 4 B) = cos.21C, zoodat de evenredigheid over-

gaat in:
a4 b:e = cosd(A — B): sindC,
Op dezelfde wijze vindt men verder:
a—Db:e = sind(A -— B) : cos. (.
Uit beide heeft men:
ceost(A — B) = (a -4 b).siniC.
esin (A — B) = (a — b).cos.2C.
Neemt men nu de som der vierkanten van beide vergelijkingen,
dan heeft men, met toepassing der form. (1) en (49),
e = a* 4+ b* — 2abeos.Ct. . . . . (5)
dat is: in elken driehoek is het vierkant van een der zijden gelijk
aan de som der vierkanten van de leide andere zijden, verminderd
met ket dublele product dier czijden en den cosinus van den inge-
sloten loek.
51. De formule (3) kan ook, onafhankelijk van den rechthoe-
kigen drichoek, op de volgende wijze gevonden worden. Zij

Fig. 12. daartoe, in fig. 12, om den drie-
C hoek ABC een cirkel beschreven;

trekt men dan de stralen naar de
hoekpunten, dan is volgens form.(19)

AB . .
N 25in.2A0B = 2sin.C.
BC

o= 2:in.4BOC = 2sin.A.

AC
A= 2:in.2A0C = 2sin.B.
waaruit ommiddelijk :
AB:BC: AC = sin.C:sin.A :sin.B.
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52, De formules (4) en (5) kunnen ook, onafhankelijk van
form. (3), uit de figuur worden afgeleid. Men beschrijve daartoe,
Fig. 13. in fig. 13, in driehoek
¥ ABC uit C met AC als
\A / st.mnl een halven cirkel,
R die BC en haar verleng-
\\‘-\‘ de snijdt in D en L,
/ .\\ g en trekke de koorde AD,

B D C g dan is:

BD—=a—b, BE=a-+4b
ZADC = /DAC = 3 ZACE = YA 4 B)
/BAD = A — /DAC = A — 3(A 4+ B) = (A — B).
Nu trekke men verder de koorde AL en verlenge die tot dat
zij de lijn BF, die evenwijdig aau AD is, snijdt in I, dan staat
BF loodrecht op EI en dan is:
ZFBE = ZADC = A + B)
ZFBA = /BAD = A — B).
Verder heeft men:
BD : BE = AF : EF,
maar in de rechthoekige driehoeken BEF en ABI is:
EF = BPF.tg.FBE = Bl.tg.i(A + B)
AF = BPF.tg.FBA = BF.gi(A — B),
waardoor de evenredigheid overgaat in:
BD : BE = tg4(A — B) : tz.4(A 4+ B),
dat is: a—b:a-+b = tg(A — B) : eot.3C.
53. Om de formule (5) uit de figuur af te leiden, heeft men
in fig. 11 in den scherphoekigen driehoek:
AC* = AB* 4+ BC* — 2AB.BD
en in den stomphoekigen :
AC?* = AB? 4 BC*® 4 2AB.BD.
Nu is in den eersten:

BD — BC.cos.B
en in den tweeden:

BD = BC.cos.CBD = — BC.cos.B,
waardoor men voor beide verkrijgt:
AC* = AB? 4 BC? — 2AB.BC.cos.B.
54. De formules (3), (4) en (5) zijn voldoende ter oplossing
van alle gevallen, die bij de scheefhoekige drichoeken kunnen
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voorkomen. Haar aantal zou, even als bij de rechthoekige, tien
zijn, zoo er geen gelijke onder voorkwamen; tengevolge daarvan
zijn er maar vier verschillende gevallen, De gegevens kunnen
namelijk ziju :

1°. Een zijde en twee hoeken.

2°, Twee zijden en den ingesloten hoek.

3% Twee zijden met een der overstaande hoeken.

4°, De drie zijden.

Eerste geval.

55. Zij gegeven de zijde a met de beide hoeken B en C.
Men vindt de onbekenden uit:
asin.B a.sin.B
A=180° — B 4+ 0, b= A — sin(B T )'
a.sin.C a.sin.C
©= %A T sn(B F O))
Het iz natuurlijk onverschilliz welke hoeken gegeven zijn, omdat
de derde, het supplement zijude van de som van de beide andere,
daardoor ook bekend is.
Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven: a — 7858, B = 59°35'36" en C = 50°19'2".
Men heeft: ~ B-C=109°54'38", A =70°5'22".

form.(3)

log.a—23.895312 log.a —=3.895312
log.sin.B=19.935736 log.sin.C =9.886260
ac.log.sin.(B4-C)=10.026768 ac.Jog.sin.(B4-C)=10.026768
log.b —=23.857816 log.c =3.808340

bh=17208 c=6431.9

Tweede geval.

56. Zij gegeven de zijden a en b en den ingesloten hoek (.

Ter berekening der onbekenden hebben wij de formules (4)
en (3)

asin.C  bsin.C
tgd(A — B)_ +b snA — smB - @

Aanmerking 1. De zijden a en b kunnen alleen door hare
betrekking tot elkander of door hare logarithmen gegeven zijn; in
beide gevallen kan men op de volgende wijze de hoeken vinden.
Men heeft namelijk:

cot 3C; e=
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__h
i

te (A — B) = 1 cot. 3C,

.

L
b

Men stelle nu — = tg.@, dan wordt
a

tg.{,(;\-B)_-J_Trot 10 = tg.(45° — @) cot.3C. . (b)
Voor de zjde ¢ vindt men door dezelfde formule als boven het
betrekkingsgetal tot a en b,
Aanmerking 2. De zjle ¢ kan echter ook rechtstreeks uit de
gegevens worden afgeleid, door de formule (5).
Daartoe heeft men:
¢ = (a* + b* — 2ab.cos.C),
Volgens form. (52) is c0s.C = 1 — 2sin.?4C, zoodat men door
substitutie dezer waarde verkrijgt:
e=)/(a*+b*—2ab-}-4ab.sin.?10)=)/ | (a—Db)*44ab.sin.2 1C |,
2
of ¢=(@—b 1+ 4(';1’?"3):’%
4ab.sin.24C _ ,
E__ b): — .%o,
2sin.ie | ab
Ta—1b
dan wordt : c=(n —Db)seeep . . . (0

Stelt men nu

dos: top —

Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven b — 5169, a — 4627, C = 52°4'53",
Volgens de formules (a) heeft men:
a — b = — 542, a 4 b = 9796, 1C = 26°2'26"5,
log.(a — b) = 2.733999(—)
ac.log.(a 4 b) = 6.008951
log.cot.3C =10.311035

log.tg. 3(A — B) = 9.053985(—) log.a = 3.665299
3(A — B) = —6°27'38" log.sin.C = 9.897014
° —3C = %A+ B) = 63°57'33"5 ac.log.sin.A =10.073978
A = 57°29'65"b log.e = 3.636291
B = 70°256'11"5 c = 4328...

Volgens de formules (b) heeft men:
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log.hb = 3.713407 log.tg.(45° — ¢) = 8.742960(—)
aclag.a = 6.334701 log.cot.3C =10.311035
log.Ag.o = 10.048108 logg.3(A — B) = 9.053995(—)

¢ = 48°10"1" A —B) = —6°27'38"

45°—p — —3°10'1"

De formule (c) geeft:
log.n = 3.665299
log.h =3.713407

7.378706

2

3.689353
log.sin 20 = 9.642474 log.(a —b) = 2.733999(—)
log.2 = 0.301030 log.sec.p = 10.902292(—)

aclog.(a — b)) = 7.266001(—) log.c = 3.686291
log.tg.p =10.898858(—) c—= 4328....

0 =97°11'38"5
De negatieve toestand van (a — b) en daardoor van A — B
en 43° — @ had men kunnen vermijden door te schrijven

b — ¢
tgd(B — A) = h-—{——: cot.3C of door in de formule (¢)
P (a — b)* gelijk b — a te nemen.

Derde geval
57. Zij gegeven de zijden a en b en de hoek A,
Men vindt de onbekenden uit de formules:
b.sin.A asin.C  businC
B TP (A By ey e
Daar de hoek B door zijn sinus bepaald wordt, geeft dit aan-
leiding tot de volgende opmerkingen.
1°, Is bsin.A > a, dan is sin.B >> 1, hetgeen ongerijmd is.
In dat geval kan er dus geen driehoek zijn.
2°, Is b.sinA = a, dan is sin.B = 1, dus B = 90° Is nu
A scherp, dan is de driehoek rechthoekig in B.
3% Is DbsinA < a, dan is sin.B < 1 en dan heeft B twee
waarden, die elkanders supplementen zijn.

Is mu A 2 90° en a > b, dan kan B niet anders dan scherp

zijn. In deze gevallen is er dus maar een driehoek.

sin.B =
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Is A < 9° en a < b, dan voldoen de beide waarden van B
en zjn er alzoo twee drichoeken. Stelt men toch A = 90° — 3
en B = 90° % g, dan volgt uit a < b dat A < B is, dus
90° — § < 007 — §', waarnit volgl & => 3’, derhalve:

A4 B=90°—3 4 (90° F3) = 180° — (3 + &)

Beide waarden van B maken dus A 4+ B < 180° en voldoen
alzoo amm de gegevens. In dit geval zal men ook voor den hoek
C en de zijde ¢ twee waarden vinden.

De meetkunstige construetie zal dit nader bevestigen.

Fig, 14. Zij, in fig. 14, BAC > 90° en
a > b; indien men dan ait C met a
als straal een eirkelboog beschrijft, dan
zal deze de lijn BB’ snijden in twee
punten B en B’ en er ontstaan alzoo
twee driechoeken, waarvan alleen de
driehoek BAC aan de gegevens vol-
doet,

A>%%a>h

Fig, 15.

Doet men hetzelfde in fig. 15,
waarin A < 90% en a > b is,
dan ontstaan ook twee driehoeken,
waarvan echter alleen ABC voldoet.

A9 a>d
Fig. 16. In fig. 16 echter voldoen
c beide drichoeken. De driehoe-

ken AB'C, in fig. 14 en 15,
worden oneigenlijke drichocken
genoemd ; de zijden AB’ en de
hoek ACB' moeten als negatief
/ " beschouwd worden, zoo als ook
A B~ D B it de Dberckening blijkt, als
A<90%u< men de stompe waarde van B

in rekening brengt.
Merkt men verder op dat CD = b.sin.A is, dan Dlijki ook uit
de figuur waarom er, als b.sin A > a is, geen driehoek bestaat.
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Dit is namelijk de waarde van de loodlijn CD en deze zou dus
grooter moeten zijn dan de straal a, hetgeen niet mogelijk is. Is
die loodlijn gelijk aan den stranl, dan wordt de driehoek blijkbaar
rechthoekig.

Dit geval heet het twijfelacktige, omdat, daar de hoek A door
zijn sinus in rekening komt, er eigenlijk gegeven is: twee zij-
den met den sinus van een der overstaande hocken, waardoor
het onzeker is of A dan wel 180° — A bedoeld wordt.

De zjde e kan ook rechtstreeks uit de gegevens worden afgeleid,
door middel van de formule (5). Men heeft daartoe:

a* = b* 4 ¢* — 2bec.cosA,
waaruit:  e? — 2be.cosA — (a? — b?) = 0,
en hiernit: ¢ = b.cos. A + /1 b%eos.?A 4 a2 — b2}
of ¢ = beos. A + 7 1a2 — b?* (1 — cos.?A)l
dat is: ¢ = b.cos. A + 7 (a* — bZsin.2A).

Ook hieruit Dblijkt, dat als bsin.A > a is, de drichoek onbe-
staanbaar is; is b.sinA = a, dan wordt ¢ = b.cos.A en dus de
zijde van een rechthoekigen driehock, waarin L de hypotenusa is,

Is b.sin.A < a, dan heeft ¢ twee waarden, die beide positief,
één positief en de andere negatief, of beide negatief ijn, overeen-
stemmnende met fwee driehoeken, een driechoek of geen drichoek.

Tot het positief zijn van de beide waarden van ¢ wordt gevor-
derd dat b.cos.A positief zij, dus A < 9U° en

b.cos.A > /(a* — Db?sin2A),
of b2eos.?A > a? — b?sin.?A,
waarnit: b* > a®? of b > a.
Is slechts een van de waarden van ¢ positief, dan kan dit plaats
hebben onder de voorwaarden:
12, b.cos.A positief, dus A < 90°
en b.eosA < 7 (a® — b2sin.2A),
waaruit : b < a;
of 2° b.cos.A negatief, dus A > 90°
en — b.eos.A < /(a* — b2sin.2A),
waaruit: b < a
Is daarentegen b.cos.A megafief, dus A => 90° en
— b.eos.A > p/(a* — bsin.2A),
waaruit: b > a,
dan zijn de beide waarden van c negafief'en is er dus geen driehoek.
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Even als uit de figuur vinden wij dus:
Twee drichoeken als A < 90° en a < .

Een driehoek als A z 90° en a > h.

Gieen driehoek  als A => 907 en a < b
Men kan nog opmerken dat de beide deelen, waaruit de zijde ¢
bestoat, de  deelen ziju, waarin die zijde verdeeld wordf, door de
loodlijn, die er uit het overstaande hoekpunt op valt, In fig. 14
namelijk is:
AD = — AC.c0s.\ = — Db.cos. AL
BD = p/(BC* — CD*) = p/(a? — b2sin.2A).
In fig. 15 is:
AD = AC.cos.\ = b.cos. .
BD = p/(BC* — CD*) = p7(a® — b*sin.2A),
In fig. 16 heeft men:

AD = AC.c0s.A = Db.eos.A.
B'D=BD=)/(BO*—CD?) =/ (B'C*—CD?*) = (a*—Db*sin.? \).
In fig. 14 is ¢ = AB = AD -+ BD, waarin AD negaticf.

In fig. 15 18 ¢ = AB AD 4 BD, waarin AD positief.
In fic. 16 is ¢ = AB AD — BD
en ¢ = AB'"= AD 4 BD = AD + B'D,
waarin in beide AD posifief is.
Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven a — 477.8, b = 535.3 en A = 51°40".
Men heeft ;

Il

log.h = 2.728597
lowsinA = 9.894546
ac.logaa = 7.320754
log.sin.B = 9.943897
B = 61°29'58" B' = 118°30"2"
A 4+ B = 113°9'58" A 4 B' = l1i0°10'2"
C = 66°50"2" ¢ = 9°49'58"
loga — 2.679246 log.a = 2.679246
log.sin.C = 9.963490 log.sin.C' = 9.232420
aclog.sin A =10.105454 aelog.sin. A =10.105454
log.c = 2.748190 log.e’ = 2.024120
c = 560 ¢ = 105.711
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Ter berekening van de zijde ¢ uit de formule
¢ = beos. A + p7(a? — bisin2\)
moet men J7(a* — Db2sin.2A) vooraf voor logarithmische bereke-
ning geschikt waken, hetgeen danr a* > h2sin.2A is, op de vol-
gende wijze kan plaats hebben.
b.sin, A
a

Men stelle = sinp, dan wordt:

|/’(u'-'-—-l;’-'ssin.z.‘\):[/u'-'lfl-—h sin.? ) V afeos, fe—a.cos.p.
et is echter duidelijk, dat de lmlphod\ © hier niet anders is
dan de hoek B en dus wordi:
¢ = b.cos.A + a.cos.B,
waaruit de beide deelen van de zijde ¢ gemakkelijk te Lerekenen
ziju. Ten gevolge van het dubbele teeken heeft men voor B slechts
een waarde in rekening te brengen.
Vierde geval.
58. Zij gegeven de drie zijden a, b en e
De hoek A kan gevonden worden uit de formule (5).
Men heeft namelijk uit:
a* = b* 4 ¢* — 2he.cos.A.

b* +£“-—'.I.'

cos. A = - e
Deze uitdrukking voor cos.A is voor logarithmische berekening
weinig geschikt. Men herleidt ze daarom op de volgende wijze:
Uit form. (56) en (57) heeft men:
1 — cos. A = 2sin.?LA.
1 4 cos.A = 2eos.?3A.
Men trekke dus de vergelijking of van 1 = 1 en telle ze er bij
op, dun komt er:

u=-(h-o)‘-‘_(u—b-]—c)(n—}—h—c)

2sin.23A = ET — 2o
in _b—¢? —a* @4+ b4 b4 c—ua
Roan A, = 2he = 2he

Stelt men nu a 4+ b 4 ¢ 2s, dan wordt:

u-——b—l—c_:.2(s—b)
a4+ b —c =2 — ¢
b+c-—-ﬂ:2(s—n)

en hierloor verkrijgt men na worteltrekking:
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sinddA = [/%———c)

a(s — a)

be

I

cos i\ = |/
waaruit door deeliug
1 '/(S e b) (9 — 0)

'ﬂ_
s(s — a)
en door tweemaal het product te nemen:

2
sinnA —= B Vs(s — a) (s —— b) (s — c).

De Dberekening van den hoek A door sin.A is echter miuder
raadzaam, omdat dan onzeker blijft, welke waarde voor A aan de
gezevens voldcet; voor 3\ moet men natuurlijk de kleinste waarde
nemen.

Voor de lioeken B en C gelden dezelfde formules met verwisse-
ling der letters, zoodat men heeft:

) (s—a)(s—e) . E—a)E—h
singB = V_zu:()—’ sindC =" —3 ab
—1 s(s — ¢
o8B = Va(a 3) : w0 ‘/‘*(S - CJ.

Voorbeeld van berekemng.

Zij gegieven a = 46.3, b = T71.2 en ¢ = 92.6.

Ter berekening der hoeken zullen wij gebruik maken van de
formules :

) (s —b)(s —¢) q(s — b)
sin.3A =V 8B =
8(s —¢
cos.iC = ——— ( )
Men heeft:
4= 463 log.(s — b) = 1.529559
b= 712 log.(s — ¢) = 1.095169
c = 92.6 aclog.h = 8.147520
25 = 210.1 aclog.c = 8.033389
s — 105.05 8.805637
P
s — b = 3385 log.sin.jA = 9.402819
8 — ¢ = 12.45 FA = 14°38/41"

A = 29°17/23Y
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log.s = 2.021395 log.s = 2.021395
log.(s — b) = 1.529559 log.(s — ¢) = 1.095169
aclog.a = 8.334419 aclog.a = 8.334419
ac.log.c — R8.033389 ac.log.hb — 8.147520
9.918762 9.598503
p S 2
log.cos.i B = 99549381 log.cos.3C = 9.709252
1B = 24°23'46" 1C = 50°57'34"
B = 48°47'32" _ ¢ = 101°55'8"
Wij hebben de hocken B en C door den cosinus berekend, om-
dat wij daardoor log.(s — a) niet noodig hadden.

Men kan echter den tweeden onbekenden hock ook door den
regel der sinussen bepalen.

§ 11

Bereliening van het oppervlak of den inhoud van
den scheefhoekigen driehoek.

59. Eerste geval. Z7ij, fig. 11, 1 het begeerde oppervluk, dan is:
I = 2AB X CD,
a.81i1.C

maar AB = m en CD = asin.B,
. sin.B sin.C
dus = En‘m'
Tweede en derde geval. Men heeft T = 1AB X CD, maar
CD = asinB = hsin.A, dus na substitutie:
I = lacsin.B = }besinA — Jab.sin.C,

moetende echter in het derde geval als a, b en A gegeven zijn,
de hoek B vooraf berckend worden om C te kunnen bepalen; men
zal dus ook voor T twee waarden kunuen vinden.
2
Vierde geval. Daar sinA — vl Ve — a) (s — b) (s —¢)

is, heeft men na substitutie in I = ZbesinA

I = s(s—a)(s—D)(s—c).
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69, Men oefeae zich door het Dberekenen der onbekende ele-
meaten van een drichoek, als gegeven zijn:

1°. B = 4°46"38", = 145720'49", a = 629,

290 B = 138°39'8", a — 620.8, ¢ = 12345,
5% C = 1i3°453'20", ¢ = 896.2, a = 3284,

49, a = 481.6, b = 500, e = TYi.8,

5% N — 54°32'52", B — 50°40'58", a = G61+7.

62, € = 57°32']5", a = 1484, b = 4208,

7°. ¢ = 2163, h = 877.2, B — 22°211",
8% = 032, a = 494, b = 1035.7.
9%, N = 35741397, (= 49°16"4", ¢ = 428,

10° b = 128, ¢ = 253.05, X = 55°51'32",
11°. a = 953.93, b = 640.3, B = 41°26'21".
129, a = 572829, h — 787654, ¢ — 982762.
132, a:bh—= 739 : 804, C = 58°10'20",

14°.  a = G3.54%, b = 48.009, A = 65%0'11".

15° Van eea drichock gegeven zijude esn zijde, de som of het
verschil der beide overige zijden en den overstannden hoek,
veaagt men de onlekende clementen te berekenen,

16° Van een drichoek gegeven zijnde cen zijde, de som of het
verschil der Dbeide overige zijden, en het verschil der aan-
liggende heken, dea drichoek op te lossen.

172, Van cen drichoek gegeven zijude een zijde mel ecen der

annlizgende  heeken, benevens de som of het verschil der

Leide andere zijden, den driehoek op te lossen.

Gegeven zijnde twee zijden met den ingesloten hoek, de

stukken te berekenen, waarin die hoek door de loodlijn, op

de derde zijde neergelaten, verdeeld wordt.

18°

19°. CGegeven cen zijde met de beide aanliggende hocken, de
stukken te berekenen, warwin die zijde verdeeld wordt, door
een lijn, welke den overstaanden hoek midden door deelt.

20°, Gegeven twee zijden met den ingesloten hock, de stukken
te bepalen, waarin de hoek verdeeld wordt door cen lijn,
welke de overstaande zijde midden door deelt,

21°, Giegevea de som van twee zijden, de ingesloten hoek, en
de loodlijn, vallende op de derde zijde, de elementen van

den drichoek te bepalen.
b



26°.

25°,

24°,

4°,
)

[

6°.

30°.

G6

Den drichock op te lossen als gegeven zijn een zijde, de
overstaande hoek en de loodlijn op die zjde.

Van cen driehoek gegeven zijnde twee zijden, en de lijn,
die den ingesloten hoek midden door deelt, de overige
clementen te bepalen,

Van cen drichoek de drie zijden gegeven zijnde, de lijnen
te berekenen, die de hoeken midden door deelen.

Indien de lengte van drie lijnen gegeven is, welke den
tophoek van een drichoek in vier gelijke deelen verdeelen,
vraagt men naar de formules om de zijden en hoeken des
drichoeks te berekenen.

Van een drichoek gegeven zijnde de bazis, het verschil der
hoeken aan de hazis en het verschil der opstaande zijden,
vraagt men al de elementen te hepalen.

Uit den top van een drichoek heeft men twee lijuen ge-
trokken mnaar de bazis, waardoor de tophcek in drie onge-
lijke deelen verdecld is; zoo nu dexe hocken, benevens de
twee getrokken lijnen gegeven zijn, vraagt men den drie-
hoek te hepalen.

Uit de formule sin, *C—sin. * A—sin. * B--2sin. A sin. Beos.C=0,
waarin A 4 B 4 C = 180°% af te leilen de formule
c* = a* 4+ b* — 2ab.cos.C.

Indien R de straal is van den cirkel om een driechoek be-
schreven, heeft men:

a b ¢ i
2sin.A — 2sin.B T 2sin.C — 2sin(B + ¢
a R .
= Teon 8 — Ay waalin 8 = 4(\ 4+ B + Q).

V (a? 4 b2 — 2ab.eos.C

R=

R= e
2sin.C

=S L/ 1 sin. 2 (A-B)— 2sin. A cos.B sin.(A-B)-sin.2 A}

- 2sin.B sin,(\ 4 B) :

s 5

Bez= sin, A - sin. BB - sin.C = 2cos.2A cosiBeosiC

_ ab.sin.C

k= 2h.sin.A sin.C

Men vraagt deze formules te bewijzen,
Zij r de straal van den ingeschreven ecirkel, dan is:
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3°.

42,

31°.
G

37,

4°,

=0

27,

33°.

34°,

35°.

36°.

67

L __i.fi_n..\siu.ll
Y s Asin Bsin (0
(s — a) tg.lA.

ah.sin.C!

_,
Il

r — 93

r = sig.dAted Bre i
Men vraagt het bewijs.
7ij T het oppervlak van een drich:ek, dan is:
1a3
cot. A - cot.’
sin.Asin. B
sin(A—B)’
[ = i 4 by . siu.;}siu.]} .
= Yoeos.t (N — Bite l(A -+ B)
abe -
I = &0k I suB T sinC)
2s* sin A sin.B sin.C

[ =

I = i@ — b?

1= (sin A & sin.B + sin.C)*
I = s*lg.3 At Big.2C.
I = s(s — a) tg.2A.

Deze te bewijzen.
Van' een vierhoek in den ecirkel beschreven ziju de vier
zijilen gegeven: men vraagt de diagonalen, de middellijn
des cirkels ea het oppervlak des vierhoeks.
Men vraagt den inhoud eens vierhoeks uit te drukken in
drie van zijn zijden en de twee hocken, die door deze
zijden gevormd worden.
De straal der aarde 6366198 meter zijnde, vraagt men de
lengte van  cen paralleleirkel op de breedte van 52°22'30”
te bepalen,
Van twee elkander snijdende cirke's zijn de stralen 13 en
14 en de afstand der middelpunten 15 decimeter. Men
vraagt het oppervlak te bepalen van het vlak, dat aan beide
cirkels gemeen s,
Van een bolvormig segment is het bolvormig oppervlak 324
en het grondvlak 225 vierkante wmeter; men vraagt den
Locg des grooten eirkels te berekenen, die dit bolvormig
segment in twee gelijke en gelijkvormige deelen verdeelt:

5
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37° In den drichock ADC gegeven zijude de liju DB, die den
hoek D midden door deelt gelijk 26.0543, benevens de
hoeken A — 53°17'353" en C — 86°52', vraagt men de
rijden AD en CD, alsmede de stukken AB en BC te bepalen.

382, Van een drichock ABC, waarin men een cirkel heeft le-
schreven, is bekend hoek C = 92°5'17", beaevens de lijnen
AD = 17.347 en BD = 30.829, die uit de hoekpunten
A en B tot het middelpunt 1 des ingesehreven eirkels ge-
trokken zijn: men vraagt dezen driehoek te bepalen.

397, Een drichoek te berekenen, als gegeven zijn een der hceken
aan de bazis, benevens de loodlijuen, die nit de hoeken ann
de bazis op de tegenoverstaande zijden vallen.

§ 12,

Toepassing van de rechtlijnige trigonometrie op
eenige vraagstukken tot de werkdadige meet-
Kkunst (Geodesie) behoorende.

@ loogtemetingen.

61.  Het ligt wiet in onze bedoeling hier een overzicht te geven
van de middelen en werkinigen, die men bezigt om in het werk-
dadige afstanden, richtingen en hoeken te meten. Wie daaromtrent
meer wenscht te weten, kan de daarvoor bestaande handleidingen
raadplegen.  Wij zullen ons alleen bepulen tot de behandeling van
cvkele belangrijke vraagstukken en amtoonen hoe de trigenometrie

daarbij met vrucht wordt toegepas'.

Vraagstuk 1. De hoogle van cen voorwerp, een toren bijv.,
fe meten,

Zij, in fig, 17 \B de hoogte van het te meten voorwerp.
Fig. Men plastse ergens, bijv. in D,

cen baken DD' en mete den

hoek AD'B, waaronder die hoogle

uit den top des bakens gezien

wordt, benevens den afstand B'D’

van liet baken {tot die hoogte,

/ Zij vu AD'B' = 2, D' = a,
[ DD' = hen AB = x, dan is

B" i den rechthockigen driehock
-——':_'*...—'-‘LB AB'D":

cn

Ol o
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AB' = a.tgx,
derhalve: X = atgx - h

62. Vraagstuk 2, IHetrelfde gevrongd wordende als de voet
des torens ongennakbaar is.

Indien het terrein het tcelaat, dan plaatse men, fig, 17, twee
bakens CC' ea DD’ van gelijke hoogte in cen rechte liju met den
vaet des torens en mete den afstand C'D' = a der bakens van
elkander. Verder mete men de hoeken AC'B' = 2 en AD'D' = «,
waaronder de toren wuit de toppen der bakens wordt gezien, dan
heeft men in drichock AC'D', waarin hoek C'AD = x — 3 is:

a.sin.x

A == sin.(x — 8)
maar in driehoek AC'B' is:
a.sin.xsin. 3

AB' = AC'sin 8 = j;;.im'

a.sin.xsin. 2
dus: d B o T —— h,

A sin(x — 3) +
NB. In het vervolg zullen wij de hoogte der bakens buiten
rekening laten, daar zij slechts Dij de Derekende hoogte van het

voorwerp behoeven opgeteld te worden.
63. Vraagstuk 3. Indien de voet des torens ongenaakbaar
is en het niet wegelijk is twee bakens in rechte lijn met den voet
des torens te plaatsen, kan men op de volgende wijze de hoogte

Dbepalen.
Men plaatse, fig. 18, in willekeurige richting twee bakens C en
Fig. 18, I van gelijke hoogte en mete CI = a.

Verder mete men uit den top van elk
der bakens, de hoeken waaronder men
den toren, en die waaronder men den
top des torens en van het andere baken
ziet. Indien men dan vindt hoek ACB =z,
hoek ACD = @3, hoek ADB = & en

hoek ADC = &, en men de hoogte
AB = x stelt, dan heeft men in drie-
hoek ACD:

a:AC: AD = sin.(849) : sin.d : sin, 3
waaruit :




waaruit : ' )
M = T A e
sin.(@ 4+ 3) sin(@ -+ 9)
Nu is in driehoek ABC:
. asinasin.g
x = ACsinx = ma]s
of in driehock ABD:
. tsin. Bsin.y
x = ADsingy = B I 9
Tusschen de gemeten hoeken bestaat dus de betrekking
sinasind = sin.Fsin.y,
of  sin.x : sinB = singy : osing,
die alzoo als widdel van onderzoek voor de juistheid der meting
kan dienen.
(4. Vraagstuk 4. Nog kan men op de volgende wijze werken.
Men plaatse, fig. 19, in willekeurige richting drie bakens A, B
Fig. 19, en C in een rechte lijn, wier onder-
4E  linge afstanden AB =a,en BC =D
i gemeten  worden,  Vervolgens mele
/’ wen de hoeken EAD — », EBD — 3,
en 1CTD = 9, waaronder men den
toren uit den top van elk der bakens
ziet. Laat men nu vit D de lood-
lijn DI op AC ueder, dan iz in de

\Q — driehoeken ADB en BDC;
=7 AD2=AB2BD2 |- 2ABXBE,

T CD=BC:4BD* — 2BCXCBE.
Stelt men nu DE = x, dan heelt men:

AD = x.cotia, BD = x.cot. @ en CD = x.e .ty
waardoor de beide vergelijkingen, na substitutie, avergaan in:
xfeat.2a = a* - x2eol.28 4 2.BF
xfeoh.2y = b2 - x?cot.2@ — 2L B
Om BF te clemineeren vermenigvuldige men de cerste vergelij-
king met b en de tweede met a, dan geeft de som:
x*(b.cot.?x 4 acol.®y) = abla 4 L) + x*(n 4 Dest.?3,
. ab(a - 1)
waaruif: X = ‘/b(r_-.ot.“a( — ot f8) + alet.ry — "J‘--"ﬁ)'
Ten einde deze uitdrukking meer geschikt te maken voor bere-
kening met logarithmen, kan men de volgende hLerleiding toepassen,




il

Men heeft vooreerst:
eot.?x — cot.*B = (cot.x — et 8) (cot.x - cot.3) -
(tﬂ _vo::.ﬁ) (cns.m + ros.ﬁ) _sin(fB — ) sin.(B -+ %)
sin.x  sin @/ \sina ' sing sin.?x sin, 2 3
Op dezelfde wijze vindt men ook:

sin(@ — o) sin(B 4 o)
sin.*3 sin,2q '

a(a == b)
eot.2x — cot.23 _
- a(eot.*y — cot.23)
1+ blcot.?x — cot.*3)
hetgeen, na substitutie van de gevonden waarden, en herleiding geefi:
a(a -+ D) sin?asin.?8
sin (B — a) sin.(B 4+ «)
asin.a sin(8 — y) sin(8 + )
bsin. 2y sin( 8 — «) sin(8 + a)
. asin. 2 sin(@ — ) sin(B 4 y)
Stellende nu de breuk sy anil— & sl L a — tg.2p,

dan wordt:
. . afa -+ b)
x = sin.x sin.f cos.p '/sin. B — a) B T &
Mocht de breuk, die gelijk tg.?p gesteld is, negatief zijn, dan
kan men haar gelijk tg.p stellen, waardoor de noemer verandert in

sin.(45° 4 @) 72
1+ tgp = €08, '

. Het bepalen van afstanden.

65. Vraagstuk 5, Uit een punt den afstand te bepalen tot
een ander ontoegankelijk punt.

Fig. 20. Indien, fig. 20, uit A den

Y afstand tot het ontoegankelijke

punt C moet bepaald worden,

plaatse men in A en een wil-

lekeurig  genaakbanr punt B

- B bukens, op een alstand AB = a,
/> - en mete dan de hoeken CAB=«
> en ABC = S, dan is:
-A'_’ — BI

a.sin.f3

sinz 4+ A)

cot.?y — eot.?3 =

Nu is:

x2 =

X

AC =
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66. Vraagstuk @, et voorgaande vraagstuk op te lossen
zonder hoeken te meten,

Daartoe plantse men, fig, 20, in A en A, even als in B en B
bakens in de richting van C en mete van den vierhcek ABB'A’
de zijden AA’, AB en BB zoowel als de beide diagonalen, dan
vijn  doardoor in de driehocken AA'B en ABB' de vijden bekend
e kan men dus de hocken A'AB en ABB' berekenen, 1ievdoor
heeft men in den drichoek ABC een zijde met twee hoeken bekend
en kan dus AC worden Dberekend.

67. Vraagstuk 7. Dea afstand te bepalen van twee punten,
die beide ontoegankelijk zijn.

7ij, fig. 21, A en B de beide ontcezimkelijke punten, dan pluatse

Tig. 21. Fig. 23,
B

A c
Fig. 22. Fig. 24.
men erzens in C en D twee bakens op cen afstand CD = a van

elkander en mele de hoeken, waaronder uit clk der bakens (e
beide punten A en B, zoowel als een dezer punten ea het andere
baken gezien wordt. Indien dan hoek ACB = x, hoek BCD = 23

hoek CDA = o en hoek ADB — J gemeten is, dun heeft men:
A = a.sin.y e BO = asinfy 4 J)

ging 4 B 4+ ) sin(@ -+ o + 3
Iierdoor zijn in drichoek ABC Lekend twee zijden met den
ingesloten hoek en kan dus de derde zijle AB, volgens 56, ge-
vonden worden,

De lijnen AB en D kuunen ten opzichte van elkander versehil-
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lende st.mden hebben, zoo als Dlijkt wit de figuren 22, 23 en 24,
Ilet is echter niet mocilijk de gevonden formules voor elken bijzou-
deren stand te wijzigen.

638, Vraagstuk 8. Men kan het vorize vraagstuk omkeeren,
namelijk den afstand  der ontoegankelijke ponten A en B bekend
onderstellen en den afstaind  der punten CC en D door berckening
vinden.

Men wete daartoe, fig. 21, even als in vr. 7 dezelfide hocken in
de punten " en D en construeere verder op een willekeurige lijn
el met behulp van de hocken 2, B, 9 en & een vierkoek abed,
dan is het  duidelijk dat deze vierhoek gelijkvormig is met den
vierhoek ABCD. Gemakshalve neme men ed gelijk aan de eenheid
der gebruikte maat, en berekene door de formules uit het vorige
vraagstuk de lengte van ab. Zij nu de afstand AB = b, de be-
rekende lengte van ab = d ea de onbekende CD = x, dan vindt
men deze uit de evenredigheid :

AB o ab = CD : ed,
of b:d =x:1,
. b
wanruit : X =g

69. Vraagstuk 9. Indien wvan vier punten, gelegen in ecen
rechte liju, de afstand tusschen het eerste en tweede punt, en
tusschen het derde en vierde punt bekend is, den afstand tusschen
het tweede en derde punt te berekeneu.

Indien, fig. 25, AB = a en CD = b gegeven zijn, dan mete
Fig. 25. men  ergens uit een willekeurig
A B ¢ 1 punt P, mits niet gelegen op de

lijn AD, de hoeken APB — z,
BPC = 2 en CPD = o, waar-
onder men uit dit punt elke twee
der punten in de lijn AD ziet.
Stelt men nu
BC=xenx+4 L2+ =3,

dan  heeft men in de drichoeken
P ABP, BCP, CDP en ADI:

a: BP = sin.x : sin.A
BP : x = sinC : sin@
b : PD = singy : sinC

PD:(a + b 4 x) = sin.A: sind,
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waaruit door vermenigvuldiging:

ab @ x(n 4 b 4 x) = sinazsing : sin.Bsind,

b.sin.Bsin.d
dethalve: x* 4 (a 4 b) x — M

- : = 0
sina singy
en hieruit :

‘ 4ab.sin, Bsin.d
x:%—.’.-(n+b)iél/}(n—l-br + sy
Voor het bovenste teeken heeft men derhalve:

4ab.sin.Bsin.d
P \ —
Y= i(e - b V(l ‘3 (o -+ b)’sin.xsin.y)
Om deze waarde van x voor logarithmische berekening geschikt
te maken, stelle men:
4ab.sin.Bsin.d
- —— ; = ig.%¢,
(a 4 Db)*sin.asin.g

dan wordt:

Xx = — i 4 b) (1 — sec.p).
1—cos.p 1—cos.p  sing
Muar 1—sec.p—=— cos.0 — sinp @:wtg le tg.o,
derhalve : x = i ++ bitgletee.

De tweede wortel, negatie/ zijnde, is daarom Dbuiten rckening

gelaten,

e. Projecteeren van punten enz op het
horizontale vlak

70. Vraagstuk 10. Twee punten A en B in het horizontale
vlak gegeven zijnde, den top C van een verheven voorwerp op dit
vlak te projeeteeren.

Men mete daartoe, fig. 26, den afstand AB = a der twee punten,

Fig. 26. benevens de hoeken BAC = =«
en ABC = £, waaronder men
uit elk der punten A en B het
punt C en het andere punt ziet.
i Indien nu ook nog de hock
i CBD = y gemeten wordt, die
i de verticaal in het punt B met
|

=

den gezichtsstranl maakt, dan
kan men de lengie der lijnen
M= - ‘B A(C' en BC' berekenen, waardoor
dan de plaats van het punt C',




porn
15

zijade de  prajectic van € op het horizontale vlak, bepaald wordt.
Men heeft namelijk in den driehoek ABC:

n.8in. 3 . 8.
sin.(x + 3) on BO! = sin(z + 3)

Verder is hoek C'BD recht, dus C'BC = 90° — o en derhalve
in drichoek CB(:

AC =

a.sin.xsingy
sin.(x + 2)

n.sin.zeos.y

sin(x 4+ B)
Nu is in driehcek ACC':
ACT = P/(AC? — ('C?) = (AC 4 C'C) (AC — C'C),
71.  Vraagstuk 11. lletzelfle geviangd zijude, indien de
puntea A en B niet beide in het horizontale vlak gelegen zijn.
Behalve de  gegevens in het  vorige vraagstuk, mete men neg,
Fig. 27. fiz. 27, den hoek ADD = 4,
welke AB met de  vertieaal
maakt. Alsdan hesfl men, even
als in vr. 10:

asin. 3

BC" = BCsing =

CC" = BC.cosy =

/ AC = m

po — —neina

. G = sin.(x A)
[ s B = e T )
e — a.sin.xe s

sin(z + A3)
Verder is in driehoek AA’B, hoek ABA' = 90° — &, derhalve:
A'B = asind en AN'" = aezsd.
Trekt men nu AC" evenwijdig aan A'CY, dan is:
C'C" = AA" en dus CC" = CC" — "¢
en hieruit:
AC = ACY = P(AC 4 CCY) (AC — CC"),
moodat nu de drichoek A'BC’ kan geconstrueerd worden en dus de
plaats van het punt C' in het horizontale vlak bepaald is.
72. Vraagstuk 12. Den hoek ACB, waaronder men uit eenig
punt C in het horizontale vlak, twee punten A en B in de ruimte,
bijv. twee sterren, waarncemt, op het horizontale vlak te projecteeren.
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Zij, fig. 28, de hoek ACB = x de gemeten haek, welks pro-

iz, 28. jectie a'Ch' = p be-

B paald  moet worden,

p 4 ‘ Men mete dan de hoe-

A N ‘o ken ACC' = @B en
L ad - ' BCCT = 8", die de
"i\"\_ﬁ \\ i gezichtsstralen AC en
\‘\ N BC met de verticaal

‘ i \ ' in het punt € maken,

: O en neme op die ge-
— i \\ﬁ‘; | zichtsstralen twee pun-
aiz"/ - “*};‘C ten A en B zoodanig,

dat «C = 40, gelijk
den stranl  der sinustafels iz; verder trekke men de loodlijnen aa'
en &4', vercenige de punten ' en 4 en @ en & door rechte lijuen
en trekke nog ad evenwijdig aan @'d', dan is:
aa' = cos.3 Ca' = sin.@
' = cos.@' ) = sin.B'
ad = a'l/
bd = ' — db/ = W' — aa’ = eds.8" — cos.3.
Nu is, in den rechthoekigen drichoek add:
ab* —= nd* - bd*;
maar in driehoek aCé is:
ab? = aC* 4 0 — 2eC0Ceosa = 2 — 2co08,2
en in driehoek &'Cd’:
a't’? —ad? = o'C* + ¥C* — 2a/C.H'C.eos.p,
dat is: ad? = sin.?@ 4 sin.*8" — 2sin.8 sin.G' cos.p,
terwijl : 0d* = (e0s.B'—c:s.3)? =cos.? B'e0s.* B'— 2c0s. B eas. B is.
Hierdoor verandert de ecerste vergelijking in:
2 — 2eos.x =sin.* @+ sin.2 " — 2sin.@ sin. G’ cos.p +-cos.2 @ |-
cas.2 B — 2c0s.3 cos. 3",
of, na vereeniging van {ermen en deeling door 2:
1 — cosx = 1 — sin.Bsin.B'cos.p — cos.Beos. 3,
) cos,x -— cos.Reos. 3’
waaruit : cos.@ — sinGan.g
Om deze formule geschikt te maken voor logarithmische bereke-
ning heeft men:

i = cos.% — co0s.S3cos. 3’
s RIE =2 sin.Bsin. 3’ :




dat is:
gk g O (B— B—cosa sing(x4-8 —F")sin.} 17;3—[—/3)
=T B s g sin. @3 sin. 3’
sin.A( s s (2 — !
derhalve: sin.p = l/ ind(x 423 ,;j"[jg) i‘:llll L_?('Jt B+ 8 )

Dit vraagstuk, wairop wij bij de bolvormige trizonometrie terug
mllen komen, is bekend onder den nawvm van Herleiding van ecen
kock tot den horizont.

d. Problema van Snellius.

73. Vraagstuk 13. De onderlinge afstanden van drie punten
A, Boen € bekend zijnde, vrangt men uit een vierde punt 1 den
afstand van dit punt tot elk der punten A, B, C te bepalen.

Dit veaagstuk, een  der belangrijkste in de geodesie, kan door
coustructie op een der volgende wijzen worden opgelost.

Men wete, fig. 29, vit D de hoeken ADB = p en BDC = q.

g
Fig, 29. waaronder men  twee der drie

B plaatsen ziet en heeft dan de vol-
gende constructién.

1°. Men beselrijve op AB en
BC als koorden cirkelsegmenten,
die respectievelijk de hocken pen g
bevatten, dan zal het suijpunt D
AL i dezer beide segmenten het gevinagle

S i c .
W ] punt zijn, en dan kan de lengte
\' der lijnen AD, BD en CD met
D

behulp  der schaal, waarmede de
3 drichoeck ABC beschreven is, wor-
den gemeten,
22, Men berekene door de formule
A\B
r= -'"‘-IIIF
den stranl van ecen of van beide cirkels vit de voorgaande con-
struetie, en trekke met die stralen de beide cirkels waardoor het
pant D bepaald wordt,

3°, Men denke, fig. 30, cen cirkel om den drichoek ADC,
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CAD  gelijk hoek CED s

daaraan voldaan worde.
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welke de lijn BD sudjdt in 1; indien
men dan AR en CE trekt, is hoek
FAD gelijk heek BDC gelijk q en
hock ECA gelijk hoek ADB gelijk p.
IHieruit volgt de volgende eoustruetie.

Trek in den drichoek ABC wvit A
en O twee lijnen, die elkander in E
suijden en die met AC heeken mo-
ken, gelijk aan de gemeten hocken

/7 q en p; laat men it B door E cen

lijn. BD gaan, dun ligt het punt D
op deze lijn.  Om dit punt D nader
te bepalen, nerke men op dat hoek
men trekke dus AD zoodanig, dat

47 Onderstel, fig. 31, dat op cen der zjden AB als koorde een

Fiw. 31.

/ i'\ o ‘
| ™~
I\ \\
R | 5
— ™, ™
\ f)o

cirkelsegment beschreven is, dat den
hoek p bevat, en dot M het middel-
punt van dezen eirkel zij. Trekt men
nu ML loadrecht op AB, dan is
AL = 4AB en hock AML = p;
derhalve ;
ML = 2 \B.cot.p.

Men berekene dus door de ge-
vonden formule deze loodlijn, waar-
door de plaats der middelpunien van

beide cirkels gevonden is even als in de tweede coustructie,

Om door berekening het vraagstuk op te lossen neemt men van
den  bekenden  drichock ABC, fig. 29, als gegeven aan AB = ¢,
BC = a en hoek ABC — =z, en stelle verder haek BAD = xen
heek BCD = y, dan is in den vierhock ABCD:

X 4 y = 360° — (x 4+ p + q),
dus: x 4 y) = 180° — Ya 4 p -+ ) = B,
zoodat men slechts x — y moet trachten te vinden.

Daartze heeft men in de drichoeken ABD en BCD-

BD =

C.810.X a.siny

. pu— . £l
sin.p sinng|

waaruit esiny sing = asiny sinp
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of : sin.x @ siny = asinp : e.sing
Stellende nu: s L = 1g.0
' asinp !
dan is: sinx : siny = 1 : tgp
. sin.x — sin.y 1 — tgp
en hieruit sinx o sy =73 T ige
. ted(x — ¥) o .
dat 1s: WAk - V) = tx.(45° — @),
derhalve : ted(x — ¥) = tg.45° — @) tgdlx 4+ v),

zoodat wij voor de Lere kf‘Ill'Ilﬂ" het volgende stelsel furmules hebben.

g = n.s'm.p (1)
x4+ =8=180° — =z 4+ p+qL. (2
ted(x —y) = tg(45° — gl . . . ()

ATH = (-.siu.(.p -+ x) N O
sin.p
BD — c.s'siﬂ..x _ n.fin..\' L G)
s sing
L P e P
sin.g

Tndien de drie afstanden AB, AC en BC gegeven zijn, kan men
de hocken A en C berekenen. De hoeken x en y uit bovenstaande
formules gevonden hebhende, is in driehoek ACD bekend een zijde
en de beide aanligzende hocken x — A en ¥y — €, waarvit dan
verder AD en CI) kunnen gevonden worden.

4. Aanmerking. In de voorgaande oplossing is het punt D
ondersteld buiten den drichoek ABC en wel in den hcek ABC.
Dit punt kan echter ten opzichte van de punten A, B en C ¢p
verschillende  wijzen gelezen zijn; waardoor bij rechtstrecksche op-
Dsring  de gevonden forrmules meer of minder wijziging zullen
ondergian, Deze wijzigingen zijn  echter ook uit de figuur af te
leiden, door Dbehoorlijk te letten op de veranderingen, die de ele-
menten der figuur ten opzichte der oorsprenkelijke figuur hebben
ondergaan.

Het zal niet ondienstic zijun deze versehillende standen van het
punt D achtereenvolgens te beschouwen en na te gaan welken in-
vloed dit op de formules heeft.

Berste geval. 1s de som der hocken p 4 q = 180°, fig. 32,
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Tig. 32. dm ligt het punt D in de lijn AC en
1 daar dan sinp = sinq is, veranderen
de formules in:
N ¢
\ to.p = a
L\ x4 ¥) = B = 90° — ix
__/ \ _ fzdiy — v) = te. (457 — @) eotdz
4 \ ' i =A: FEO
s f‘.H” . de overige formules blijven onveranderd.
A D C  AMen kan dan echter AD gemakke-

lijker vinden door op te merken dat in den driehoek ABD een
zijde en twee hoeken bekend zijn.
Twweede geval. ls, fig. 33, de som der hocken p -4 ¢ > 1807,
Fig. 33. dan ligt het punt D binnen
n, den  drichoek ABC; daar dese
‘,.-/.'\\ hoeken  echter door hun sinus
/1N in rekening komen, onderzaan
de formnles geen verandering.
Derde  gecal. Voor dit en
/ / o W de volgende gevallen kan men
i

T\ aanuemen, dat het punt D zich
A c

vin de linker— naar de rechter-
hand verplaatst, te gelijk met
het stelsel van lijnen, dat vit D naar A, B en C getrokken is, en
kan het niet moeeilijk zijn den toestand der hoeken p, q. x en y
in verband tot die lijuen en de onveranderlijke lijuen AB en BC
te beoordeelen,

Ligt nu, fig. 34, het punt D in den hoek A'CB, dan iz hoek p

Tig. 34. neg in denzelfden toestand,
B maar ¢ is ten opzichte
/R van BC van stand  veran-

derd en wegalief wewor-
den.  Ilock x is new
in denzelfden  toestand,
\\‘ maar ¥ is overgegaan in
_Q_\_ X denoverstompen hoek BCD,
'“—-—_________l\\ die in den drichoek BDC
W p  inrekening gebracht wordt
\B’ door den heek BCD —=
360° — y. Daar nu o

te gelijk met q wegeticf wordt, heelt men:

A 'f"r
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X 360° — y) = B = 180° — (=« » — q),
dat is: L ﬁ)‘ = és:’\ — x) = é(sse ++ 1— q)‘v
tg.d(x — 360° :t y) = tgidly — x) tz.(45° 4 @)
of : tg3(x 4+ y) = tgily — x) tg.(45° + ).
De formules (4), (5) en (6) blijven onveranderd, want
sin, — ¢ = — sing, en sin.(— q - 360° — y) = —=in(q -+ ¥)
zijude, zal CD onveranderd blijven.
Vierde gecal. Ligt, fig. 35, het punt D in den hoek BAC, dan
Fig. 35. blijft p onveranderd, q wordt
negatief, X is nog positief en y

B % gaat over in 360° — y. De for-
/i_:’ mules  ondergaan  dus  dezelfde
% verandering als in het derde
/ // weval.
~ \
P -l \

Vijfde geval. Ligt, fig. 36, het punt D in den hock C'BA,

Fig. 36. dan zijn p en q beide negalief we-
worden, x wordt insgelijks wegatief
n /N en y gaat over in 360° — y. Men

heeft dus:
B = 3(—x+360°—y) =
180° — 4(x —p—q),
dat is:
=ix+y=ic—p—q
tg.d(x— v) =tg.i(—x—360°4y) =
tg.— P 180°H 3 (x—y)=—tg.2(x—V),
¢ dus:
fg4(x —y) = — t5.45° — ) tg.8;
de overige formules blijven onveranderd.
Zesde geval, Tigt, fig. 37, D in den hoek ACB, dan is de

Fig. 37. hoek p negaticf, q positief, x
_.B negaticf en y positief.
~TIN B=13y—x=

180° —3x—p+q
\ Men kan echter ook y aan-

‘ merken als te 7ijn overgegaan
in 360° 4 y, waardoor men
verkrijgt: 6

{y]
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Ay — x) = 3p — q— =),
hetgeen Dlijkbaar op hetzelfde nefrkomt, daar
te(180° — (e — p + p) = trdlp — q — ).
Dewijl ¢ te gelijk met p regatief wordt, is:
tgd(— x — y) = tz.(45° 4 ¢) tg.5,
of tgdx 4 v) = — 1045 4 o) te.5.
De overige formules ondergann geen verandering.
Zevende geval.  Ligt, fig. 38, het punt D in den hoek (VAT
Fig. 38, dan is p wegalief, « positief,
B X aegatief en y posilief. e
7N toestand is dus dezelfde als
' in het zesde geval,
Acltste geval. Tiggen de
) ~ punten A, B oen € op cen
J,/’ S rechie lijn, dan is % = 1807,
¢ AL o g Men heeft alsdan
S 10xy) =B =90°—(p+q)
D / fgax — ) =

/B t2.(45°% — o) eat.3(p 4 q).

De overige formules hlijven onveranderd.

Negende geral.  Biijkt let, dat de som der hocken =, p en q
gelijk 180° is, dan liggen de punten A, B, C en 1 in den omtrek
vim een cirkel, en het vraagstuk is onbepaald, dewijl het punt D
dan in elk willekerrig punt van den omtrek genomen kan worden,
Uit de formules is dit ook gemakkelijk af te Ieiden. Men heeft toch:

B = ix 4+ ¥) = W°

e.sing v sin.q 1
Doyt = i g s = g
8P TR S10.] i ’

si:.p en ;ﬁq 7Ajn de middellijn van den cirkel, derhalve
¢ = 45° en hierdoor
tod(x — y) = 12.(45° — @) tg.8 = 0 X co,
waaruit de onbepanldheid genoegzaam blijkt,
Verder valgt uit:

want

e.8in.x sin.y

BI) o T T ]
sin.p sin.g
dat de grectste lengte van BD gelijk is aan de middellijn van den
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; ¢ a v ; 4 &

cickel, want =—— = —— gelijk aan deze middellijn zijude, z
» wanb 6 gelijk jn zijude, zal

niet veranderen voor x = y = 90° maar voor clke grootere of

kleinere wanrde van x of y kleiner worden.

Men kan de beweging van het punt D ook van de rechter-
naar de linkerhand doen plaats hebben; dit zal echter tot dezelfde
nitkomsten moeten leiden.

Gebruikt men in de verschillende gevallen de formules onver-
anderd, dan zal het teeken van de afstanden AD, BD en CD de
plaats van dit punt aanwijzen.  Zoo zal, in fig. 31 en 35, AD en
BD  pesitief zijn ten opzichte van AB; CD is echter wegatief ten
opzichte van BC. Ook BD is wegatief ten opzichte van BC,

In fig. 36 zijn de drie afstanden negafief ten opzichte van AB
en BC,

In fig. 37 en 38 zijn AD en BD negatief ten opzichte van AB;
BD en CD positief ten opzichte van BC.

Ook ten opzichte van AC zou men den toestand der lijnen AD
en (D kunnea beoordeelen.

75. Vraagstuk 14, De afstanden te bepulen van twee punten
D en E tot drie andere punten A, B en C, wier onderlinge af-
standen bLekend zijn.

Fig. 39. Zij, in fig. 39, ABC de driehoek,
n gevormd  door de punten A, B en C,
A wier ligging bekend is, en D en E de

/ ‘1\" N punten, wier afstanden tot de drie

\ . eerste punten moeten bepaald worden.

N l\‘\‘ Men mete de hocken ADB = =,

A " BDE = B, DEB = 5 en BEC =3,

[y /" waaronder men uit elk der punten
) o D en I twee der punten A, B en C
\ L ! \ waarneemt, dan heeft men de volgende
constructie. Men  construeere aan de

(i
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Fig, 40, uiteinden # en e, van cen wille-
keurige lijn de, fig. 40, de ge-
meten hocken =z, 3, 7 en 3, dun
" Y 4 ontstant  daardoor een vierhoek
R / bdef, div gelijkvormig s met
b den vierhoek BDEF in fig. 39;
\ trekt wen nu 4/, dan worden de
AN hoeken dfe —= p en bfe = ¢ be-
Ve kend en is het vrasgstuk terugge-
¢ bracht tot hetvorige. Men kan alanu
den vierhoek BATFC door een der emstroelién wit vre. 13 constro-
ceren en daarna, fer bepaling van de punten D oen E, gebruik
maken van de gelijkheid der hoeken DBF = dbf, en LEBF = elf:
of men trekke uit cen willekeurig punt van AR een lijn, makende
wmet AT een ok« en trekke dan uit B oeen lijn BD evenwijdig
amn dege lijp. Op dezellde wijze bepaalt men het punt I,
Om  door berekening  het vraagstuk op te lussen stelle men,

Fa. 39, hock BAD = x en lhock BCE = vy, en neme verder als
gegeveas aan de zijden AD = ¢ en BC = a, henevens den inge-

gloten heek B. In de drichocken ABD, BDE en BCE heeft men
dan de evenredigheden:
¢ : BD = sine : sinx
BD : BE = singy: sing
BE : a = siny : sind,
waaruit door vermenigvuldiging :
e a = sinzsing siny @ sinx sin.gd sin.dg,
of  sinx :osiny = wsinz singy @ oesin.B sind.
csing sing

Men stelle nu; — - = tg.
a.sinLxsing &P
L sinx — sy 1 — fgep
dan is: - — =
sinx - siny | T

el — y)
tgi(x 4 v)
waaruit : trd(x — y) = tg.dix 4 y) to.(45° — o).
Nu is in den vijfhoek ABCDE:
Sy =540° — (x+ B+ oy + 3+ D),
of 3x 4y =270° — 3+ B +y+3+8=p

Wij hebben des het volzende stelsel formules

of = tu.(45° — o),
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c.sin. 3 sin.d i
129 = sinasin, O
LS. b4
fgd(x — v) = te(45° — @) tzp . . @)

p = 270° — gkx+ﬁ+'}"+3+“) (3)
csin(x - x)

AD = —inx ooowow owow v s R
) e.8in.x

BD = — e w8 s W & w0 ow oa @ (9)
sinx

a.sin.y .

Bl = T L T (6)

- asin(y 4 ) _

CE = i3 e e e e . . (D

Bl = Bhsin(B + ) Bl’;.Sil.l..(,(?—f—y_‘) ©)

siny sin. 3

Dit  vraagstuk, waarvan het voorgannde  slechts een  bijzonder
eval is, laat omtrent de ligging der punten D) en I3 ten opzichte
van de punten A, B en O dezelfile onderstellingen tee, als het
problema van Sxentivs.  De wijzigingen, die de formules hierdoor
ondergaan, kunnen echter, na de uitveerige behandeling van het
voorgaande vraagstuk, geen moeilijkheden meer opleveren.

76. Vraagstulk 15, Drie plaatsen, A, B en C, fig. L1, zijn

Fig. 41, in ligging gegeven. Uit een vierde punt
B D kan men den hoek ADB = p waar-
nemen ; maar om de punten B en C te

\ gelijk te kunnen zien, moet mea in de

richting van BD teruggaan tot in ¥;
hier meet men den hoek BEC = q;

AN - cindien nu tevens de afstand DE = 3§
~ \ bekend is, vraagt men de plaats der
K \ punten I} en E ten opzichte van A, B

RJ/ en C te bepalen,
Dit  vraagstuk, dat een andere uit-

breiding van het problema van SNELLIUS
is, kan op de volgende wijze geconstrueerd worden.
7Zij, fig. 42, ABC de driehoek gevormd door de punten A, Ben C.



Men beselijve op AB en BC als koorden cirkelsegmenten, die de
hoeken p en q bevatten, dan moet 1 op den eersten en I op den
tweeden cirkel ligeen. Het vraagstuk is dus teruggebracht tot het
trekken eener lijn DE tusschen deze twee cirkels, die de gegeven
lengte & hebb>.  Daartoe trekke men uit C een lijn CF, makende
met BC een loek BCEF — p; vercenige het suijpunt 1' van deze
lijn met den tweeden cirkel door een rechte lijn met A en be-
schrijve op AT als koorde een cirkelsegment, dat den hoek p bevat.
Vervolgens trekke men in dezen cirkel wit ' de koorden FG
en Iy gelijfk san den gegeven afstand & en trekke nu uit B de
lijnen BE en Be, evenwijdig aan deze koorden, dan zijn de punten



87

Doen B, en d en e de begeerde punten: want trekkende de lijnen
AG, Ag, EI' en el?, dan heeft men:
BCI = BEF = FGA = p
en daar BI evenwijdiz aamn PG getrokken is, is DEFG ecn
pavallellogram en due
DE = FG: = 3.

Verder heeft men
FgA = 180° — p en TeB = 180° — FEB = 180° — p,
en danr de evenwijdig is nan Fg, is ook deFy cen parallelogram en
dus de = 4.

Er bestaan alzoo twee paren van punten, die aan het vraagstuk
voldoen, indien & kleiner dan de middellijn van den cirkel op AT
is. Is & gelijk pan die middellijn, dan is er maar een paar punten,
terwijl het vrangstuk voor geen oplossing vatboar is, indien 8
grooter dan die middellijn mocht ziju.

Om  het vraagstuk door berekening op te lessen neme men,
fig. 41, als bekenden nan AD = ¢, BC = a en AABC = a,
benevens de waargenomen hoeken p en q en den afstaud DE = 3.
Nu is:

BAD = BCHE = 360° — (x 4 p + q = 20
en stelle verder:
BAD = 3 4+ xen BCL = 8 — x,
dan heeft men, in de drichocken ADB en BCE:

esin(fB 4 %) _asin(8 — \)

BD = : en BE =
sin.p sin.g
asin(f — \) esin(3 -+ x)
dus: - = 3,
hlll (] S“l.l)
of:  asinpsin (8 — x) — c.sin.q sin.(8 - x) = dsin.p sin.q.
) e.sing . .
Stellende nu — = fg.o, dan wordt, na deeling door a.sin.p
a.sinp
Bqln (l
sin.(8 — x) — tzgosin(@ + x) =
. dsin.q
of: (1 — tg.g)sinBeosx — (1 4 tgp)eos.Bsinx = —
(1 — tze)sing dsin.g

en hieruit: (T—qu\ — sinx = n(l T ig9) cos B
Stelt men nu weder:
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(1 — tgp)sinG — S sin.u
(1 + tgp)enB — BW° — Pl = gp = cos. '

dan komt er:
sin.u . dsin.q
cos.g SO5N T I = AT T gp) cos B
dsin.g cos.u
a(l 4 tg.p)cos. 3
cos.(45° — @) P72 |
o p is:
. . dsin.g cos. cos.@
g — %) = a.c08.3 cos.(45° — @) )/ 2
Men heeft derhalve het volgende stelsel formules:

p=180° — dx4+p+q. . . . . (D
e.sin.g
gy asinp ° I )
tgpe = tg.(45° — @tg B . . . . . . . (3
. : Jsin.q cos. i cos.p
sin(u — x) = 8.008.3 cos.(15° — p) /3 N )]
csin(p + 8 4+ x)

AD = s fw s % @ & (B

pp= @ +x

of sin(u — x) =

en daar 1 4 tgp =

sin.p
4 asin(g 4 G — x) ~
CE = Sin N ()
o BEE=F
sin.q
Daar men voor g — x .twee waarden vindt, is het vrangstuk

voor twee oplossingen vatbaar. Is de brenk in form. (4) gelijk 1,
dan vindt men ¢één oplossing ; is die breuk grooter dan 1, dan is
het vrangstuk onbestianbaar; al hetgeen met de construetie volko-
men overeenstemt.
Voor & = 0 gaat het vrangstuk in dat van SNELLICS over.
77. Ter toepassing volgen hier nog eenige vraagstukken.
1°. Om de hoogte van een toren te vinden bepaalt men ergens
in het horizontale vlak een bazs lang 52,934 meters en
meet aan het eene uiteinde dezer bazis den hoek waaronder
men den toren ziet gelijk 32°19'53” en den hoek, waar-
onder men den top des torens en het andere uiteinde der
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bazis ziet op 69°23718", terwijl men aan het andere niteinde
den toren ziet onder een hoek van 32°58°15". Vrage de
hoogte des torens en den hoek, waaronder men uit het
tweede viteinde der buzis den top des torens en het aundere
uiteinde ziet?

Tot het Lerekenen van de hoogte cens anderen torens meet
men op een rechte lijn de afstanden AB = 33,763 en
BC = 42,197 melers, terwijl de toren uit A gezien wordt
onder een hoek van 48°23'32"; uit B onder een hoek van
53°43'31” en uit C onder een hoek van 49°15'27". Men
vraagt de hoogte des torens,

Indien, in fig. 20, AA" = 60, AD — S6, A'B = 97,
ABY = 81 en BB’ = 38 meters is, vrangt men den af-
stand van A naar C te bepalen,

Den afstand van twee ontoegankelijke plaatsen A en B te
bepalen, als de afstand van twee andere pleatsen €' en 1)
76.9 wmeter bedrangt en de hoeken, waaronder men uit
de plaatsen A en B, alsmede de plantsen B en D ziet
14°59°5" en 35°16G'25" bedragen, terwijl de hoeken, waar-
onder men uit D de plaatsen A en B en de plaatsen A en
C zict, gevonden zijn 36°54'50" en 19°25740%,

In fig. 22 iz CD = 60,527, ACB = 69°15'34",
BCD = 37°9'51", ADC = 40°5'21" en ADB = 117°43'39".
Vrage de lengte van AB?

Wanneer in fig. 20 AB = 50.75 meter, ACB = 12°4'18",
BCD = 27°13'20", CDA = 20°16'24" en ADB = 32°4'¢"
iz, hoe lang is dan CD?

Vier ploatsen, A, B, C en D, lizgen op een rechte lijn.
Uit een willekeurig punt P bevindt men, dat de gezichts-
stralen naar A en B een hoek van 17°15'41", naar B en
C een hoek van 23°21°57" en naar C en D een hoek van
8°19'49" muken. Als men nu verder weet, dat de afstand
van A naar B 92,6735 en van C naar D 117,826 meters
bedraagt, vraagt men den afstand van B naar C en tevens
de afstanden van I’ naar elk der punten A, B, C en D,
Twee plaatsen A en B liggen 672,93 meter van elkander.
Uit A ziet men den top eens torens C en het punt B
onder een hoek van 54°19'32"; uwit B ziet men de punten
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A en € onder een hoek van 76°19'47", terwijl de gezichis-
straal van B nanr O met de verlicaal in B een hock van
27°23'45" maakt.  Men wvraogt de plaats van den voet des
torens in het horizoutale vlak, dat door de punten A en B
gaat, te hepalen?

Twee sterren A en B worden waargenomen onder cen hoek
van 182177547, de gezichtsstranl noar A mankt met de
vertican]l  van den waarnemer een  hoek van S371910" en
die naar B een hoek van 87°33'25". Men vraagt de projectie
van den hoek tusschen deze twee sterren op het horizontale
viak te bepalen?

In fig. 27 is AD = 673,45 meters, CAB = 63°51"30",
(BA = 547197427, CBD = 35°35'35" en ABD =
86°15'40". Men vrangt de projectie van het punt C in het
horizontale vlak?

Uit cen punt D, fiz. 29, meet men de hoeken ADB en
BDC; de esrste vindt men 45°17735" en de tweede S6°30'24",
Als men un weet, dat de afstand van A nanr B 1326, van
B naar C 1530 en van A naar C 1428 meters is, hoce ver
lisgt dan D van elk dezer plaotsen?

Uit geodesische metingen  west men, dat de toren der
Westerkerk te Amsterdam en de groote kerk te Haarlem
cen afstand hebben van 167893 meter; de Westerkerk te
Amsterdam  en  de stadswaag te Alkmaar 29977 meter; de
stadswang  te Alkmaar en de groote kerk te Haoarlem
28882,6 meter. Indien nu waargenomen is op den toren te
Wijk aun Zee den heek van Amsterdam en Haarlem 42°37°5"
en dien van Amsterdam en Alkmaar 88°52'10", veaagt men
hoe ver Wik aan Zee van elk dier steden verwijderd is,

In fig, 39 is BC = 3998,5; AB = 4567; ABC =
113°27'30%;  ADB = 39°27'20"; BDIE — 65°8'30" ;
BED = 74°49'50" en BLC = 33°55'i0". Men vrangt
hieruit den afstand der punten D en B onderling en tot de
punten A, Boen C te bepalen.

Indien men weet, dat in fig. 41 AB = 580,93, BC = 469,875,
AC = 681,13, DE = 265,287 meter s; verder ADB =
64°20'19" en BEC — 28°21'34", hoe groot zijn dan de
lijnen AD, BD, BE en CE?




DERDE HOOTFDSTUK,

Bolvornvige Drichoeksmeting.

(Spherische Trigonomelirie).

§ 13.

Voornaamste eigenschappen van den beolvermigen
drichoek.

78.  Een bolvormige drichock is dat gedeelte van het oppervlak

Fig. 43. van een bol, dat legrepen is tus-
B schen drie  groote ecirkels, die

elkander niet volgens dezelfde
middellijn snijden. Door de onder.
linge snijding van die drie cirkels
ontstann acht driehoeken, die twee
aan twez bij tegenoverstand gelijk
en gelijkvormig zijn.

Deze drichocken zijn, fig. 43:

ABC, A'BC, ABC', ACB',

A'B'C', AB'CY, A'B'C, A'U'B,
van welke de onder elkander de
gelijk en gelijkvormige zijn.

79. Men kan den bolvormigen driehock ook nog anders bepalen.
Wanneer men, fig. 43, vit het middelpunt M des bols, drie wille-
keurige, doch niet in hetzelfde vlak gelegen, stralen MA, MB en
MC trekt, en door elk paar dezer stralen vlakken brengt, dan ont-
stant esn drievlakkige hoek, en nu is het duidelijk, dat de snijding
van de zijvlakken van den drievlakkigen hoek met het opperviak
van den Dol den driehoek ABC doet ontstaan. Ilieruit volgt dan
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van zelf, dat de zijden van den bolvormigen drichoek de vlakke
hoeken zijn van den drievlakkigen hocek.

80, Door den hock A des drichocks verstaat men, fig. 43, den
hoek EAD gevormd door de raaklijnen in het punt A aan de beide
elkander in dat punt snijdende eirkels getrokken.  Daar deze rank-
lijunen loodrecht stann op den stranl MA of op een der ribben van
den drievlakkigen hoek, zoo Dlijkt, dat de hoeken van den bol-
vormigen  drichock  niet anders ziju dan de standhocken van den
drievlakkicen hoek.

Bij alle verdere beschouwingen vaun den bolvormigen drichoek
wordt  deze  ondersteld  ontstoan te zijn door de snijding van diie
groote cirkels, terwijl de zijden altijl kleiner dan 180° zijn.

81.  Elke bolvormige drichoek bevat dus zes elementen, de drie
hoeken en de drie zijden, dic alle in graden worden uitgedrukt en
dus onafhankelijk zijn van den siraal des bols. Tusschen deze zes
clementen bestaat zulk een nanwe betrekking, dat deie van de zes vol-
doende ziju om de overigen te bepalen. Ilet onderzoek naar deze betrek-
kingen maskt het ouderwerp uit van de doleoruige drichoeksineting.

82, Uit het nouwe verband tusschen den drievlakkigen hoek en
den bolvormizen drichoek volgt, dat de eigenschappen van den
cersten  onmiddelijk kunnen overgebracht worden op den bolvormi-
gen drichoek, zoodat wij voor dezen de volgende vier cigenschappen
hebben.

1°. De som der drie zijden is altijd kleiner dan vier rechie hoeken.

2° De som van twee der zijden is altijd grooter dan de derde

zijde.

3% De som deér drie hoeken is altijd grooter dan twee en kileiner

dan zes rechte kocken.

4°. De som van lwee der hoeken verminderd met den derden is

altigd kleiner dan twee rechle hoeken.

De hocken en zijden van den bolvormigen drichoek worden ge-
woonlijk op dezelfde wijze aangeduid als in den rechthjuigen; de
genoemde eigenschappen geven dus de vier formules:

1° a4+ b 4 e < 41,

2% a4 b>¢e¢ at+ec>Db b4 e>a

3% A 4+ B 4 C > 2R <L 6R.

4°0 A+B—C<2R, A+C—BL 2R, BC— AL 2R,

83. Wanneer men, fig. 44, twee der zijden AC en AB dcs
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Vg, 44 drichceks ABC verlengt totdat
vij elkander in A" nogmaals

n .
C— 1N snijden, dan  zollen de bogen
/\\_ K‘W}\ , ACAT en ABAT deder gelijk
4 T A 500 zijn.  De drichoek BCA!

4
S 1A // heeft dus met den oorspronke-
T —p lijken  gemeen de zijle BC en
een gelijken overstaanden hoek
Aty want de hoeken X en A’ zijn beide de standheeken der viak-
ken ACA" en ABA', terwijl de Dbeide overige zijden en hocken de
supplementen zijn van de overeenkomstige elementen in den drichoek
ABC De driehock A'BC wordt daweom de supplementsdriehoek van
ABC genoeme. Elke drichoek heeft dos drie supplementsdrichocken.
Nu is in drichoek AR
AC 4 NB - BC < 4R,
dat is: (1807 — AC) - (180° — AB) |+ BC < IR,
derhalve: AC 4 AB > BC,
waardoor, onafhankelijk van den drieviakkigen hock, bewezen is,
dat de easte eigeuschap des  bolvormigen drichoeks als heweren
anugenomen zijnde, dawuit de tweede voortvloeil.

S+ De boog KD, fig. 44, it con der hockponten A als pool
met  ven straal gelijk aan de koorde van het kwadrant heschreven,
zal de mnal van den hoek A wiju, want de bogen AD en AL elk
G0° wijude, zullen de stralen MD en ME ieder loodresht op de
middellijn AA" staan en dus hoek DMIC de standhoek der viakken
DAM en EAM, dat is gelijk A zijn.

85, Als men uit de hockpunten A, B oen O fig. 45, van cen

Fig. 45. bolvormigen drichaek als polen, groote
Y cirkels beschrijit, dan ontstaan door de
suijling dezer eirkels acht drichocken,
die men de pool- of aspunts-drichoeken
vau den  drichock ABC noemt. In
engeren zin verstaat men evenwel door
pooldriehoek alleen dien drichoek, die
geheel of gedeeltelijk one of in den oor-
spronkelijken is gelegen.

86, De pooldrichock heeft de be-
langrijke  vigenschap, dat zijne drie
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zijden en hocken respectievelijk de supplementen ziju van de hocken
en zijden des oorspronkelijken drichoeks.

Om zulks te bewijzen verlenge men, fig. 43, de zijden AB, BC
en AC, die ondersteld worden elk kleiner dan een kwadrant te
zijn, tot aan de zijden van den pooldrichoek, dan is:

A = Ne = Be' = Ba' = Cae = C4' = W0°
en volgens 84
be = \, a¢ = B, al' = C.
Daar verder de hoeken 4, e, ¢, @', @ en &' alle recht zijn, is ock:
Be = 0 = Ca' = '\ = A = aB" = 90°
en hiernit blijkt, dat de punten A, B’ en C' respectievelijk de
polen zijn van de zijden BC, AC en AB van den oorspronkelijken
drichock.  Derhalve is dan ook:
Ve = A, ac = B, a'l = C".
Wij hebben alzoo:
Be 4+ 4 = B'C" 4 be = 180°,

waaruit: Be’ 180° — e = 180° — A,
Op dezelfde wijze blijkt:
A'CT 180° — 1.

AB" = 180° — (C,
Verder is:

VO 4+ Be' = ¥e' 4 BC = 180°,

derhalve: BC = 180° — A’
en o evenzoo : AC = 180° — B
AB = 180° — (.

Gewoonlijk worden de =zijden en hoeken van den pooldriehoek
van die des oorspronkelijken onderscheiden door aceenten. De
bewezen eigenschap wordt dan uitgedrukt door de formule:

Ad e =B+¥V=C4e¢'=N+a=B F0=0CJe=180"

Inat men verder docr de punten A en A’ een boog van een
grooten eirkel gaan, die de bogen BC en B'C' snijdt in D en D,
dan is, daar A’ de pool van BC en A dien van B'C’ is:

AD = AD' = g0°
eu derhalve: A'D 4 A = A'D" 4+ AD = 180°.

De loodrechte bogen in beide drichoeken zijn dus ook elkanders
suppleienten.

86, Door middel van den pooldrichoek kan men nu gemakkelijk
de eigenschappen van de hoeken des bolvormigen drichceks afleiden
uit die voor de zjden.
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Volgens 82 heeft men namelifk, ook in den pooldrichock:
a4 4 4 ¢ < 4R,
dat is: (1807 — A) 4 (180° -— B) - (180° — ) < 41,
waaruit : A+ B4+ C > 2R,
en daar ek der hoeken kleiner dan 2R is, is ook:

A 4+ B 4 O &£ 8R

Fvenzoo heeft men :
a 40>
dat is: (1807 — A) 4 (1807 — B) > (180° — (),
waaruit ; A B — O L 2R

De overmaat van de som der drie hoeken boven 2R nsemt men
het spheriscl exces, en wordt gewoonlijk door de letter K anngeduid,

87. De  bolvermige drichocken worden hoofdzakelijk  onder-
seheiden in:

Rechithockige, uls cen der hoeken vecht is; de Dbeide andere kuu-
nen dan beide of een van beide scherp of stomp zijn.

Dubbel-rechlhoekige, als twee der hoeken reeht zijn; de over-
staande Ajden vijn dan kwadranten; de deede zijde is de waat van
den derden hoek, die scherp of stomp kan sijn.

Geljjkhoekig-rechihoekig, nls de drie hoeken recht ziju; de drie
rijden #ijn  dan  kwadranten en de geheele drichoek is het achtste
deel van het oppervlak van den bol. Men kan hem ook gelijkzijdig-
reekizijdig noemen,

Seheefhoekig, de drie heeken kunnen dan of alle, of een of twee
scherp of stomp ziju. Zija alle heeken scherp, dan heet hij scherp-
heekig, Ts ten winste een der hocken stomp, dan noemt men hem
stomphoekig.

Rechizijdig, als cen der zijden een kwadrant is; de beide andere
vijden kunren dan Leide of een van beide kleiner of grooter dan
cen kwadrant ijn,

Gelijibeeniy, ols twee der rijden gelijk zijn.

Gelijkzijdiy, als de drie zijilen gelijk zijn.

Ougelijlzidig, a's de drie zijden ongelijk zijn.

58, In een gelijkbeenigen bolvormigen drichock zijn de hocken
aan de bazis ook gelijk en omgekeerd.

et bewijs dezer stelling volgt onmiddelijk uvit den drievlakkigen
hock, terwijl het omgekeerde door den pooldrichcek kan worden
bewezen.
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80, In elken bolvormigen drichoek staat over een grooteren
hoek een grootere zijde en omgekeerd. ‘

Het Dewijs deser stellivg i hetzelfile als bij den rechtlijnigen
drichoek; het omgekeerde wordl door den pooldriehoek gemakkelijk
aangetoond.

90. TIn elken drichoek is de som van twee der hoeken grooter
of kleiner dan 180°, naar gelang de som der overstaande zijden
grooter of kleiner dan 18S0° is, en omgekeerd.

Onderstellen wij, in fig. 44, a5 < 180°, danise < 180°— 5
of @ < A'C en dus, volgens 89, ook A < A'BCof A < 180° — B,
derhalve A - B < 180°,

Zij voor het omgekeerde A -} B> 180°, danis A >180° —B,
dat is A > A'BC en daarom, volgens 89, & > N'C of & > 180° — §,
derhalve & 4 & = 180°,

91. Uit de heide laatste eigensehappen volgt nog:

Iudien de smn van twee zijden grooter dan 180° is, dan zal de
hoek over de grootste zijle altijd stomp zijn; de andere hoek kan
dan scherp of stomp zijn en omgekeerd.

[s de som van twee zijden kleiner dan 180°, dan zal de hoek
over de kleinste zijde scherp zijn; de andere hoek kan dun scherp
of stomp zijn en omgekeerd.,

§ 14

Afleiding der formules ter berekening van de
rechthoekige driehoeken uit de figuur, -

92.  Ofschoon het wellicht voor een geregelde orde van ont-
wikkeling doelmatiger zou zijn, eerst de nlgemeene betrekkingen
tusschen  de zijden en hocken vin een bolvarmigen driehock op te
sporen, ten einde daaruit de formules voor de bijzondere gevallen
af te leiden, bhestaan er toch gegronde redenen om daarvan af te
wijken en eerst de formules op te sporen ter berekening van den
rechthoekigen driehoek.

Zij duartoe, fig, 46, ABC een bolvormige drichoek rechthockig
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in A, met ziju overeenkom-
stigen  drievlakkigen  hoek.
Trek dan wit C een loodlijn
op de ribbe MA, en uit den
voet D van deze Loodliju,in het

recht op de ribbe MB: indien
men dan C en E door een
B rechte liju vereenigt, dan is
CDI een rechtlijnige driehoek, rechthoekig in 1.  Verder is:
CD = sin.b, CE = sin.n, MD = cos.b, ME = cos.a en CED = B.
Nu is in driehoek DMI:

ME = MD.cos.BMA,
dat is: cosn = cosheosse . . . . L L (])
In drichoek CDE is:
1°. D = CHsin.CED,
of : sinh = sinasinBB . . . . . . (2
2°, DE = CE.cos.CCED = sin.a cos.B,
maar in drichoek DEM is:
DE = ME.tg.BMA = cosatg.e,
derhalve: cos.a tg.c = sin.a cos.B,
of door ¢is.a deelende:
tg.c = lg.acos.B R 1]
3°. DE = CD.cot.CED) = sin.b cot.B,

maar in driehoek DEM is:
DE = MD.in.BMA = cos.b siu.c,
dus: sin.h cot.B — cos.b sin.c,
of door cos.bcot.B deelende :
tgb — sinetgB . . . . . . (4
Het zal nauwelijks noodig zijn op te merken, dat men de letters
b en ¢ en B en C met elkander mag verwisselen, zoodal men ook
heeft :

uit (2) sin.e = sin.a sin.C,
nit (3) te.b = tg.acos.C,
uit (4) tg.c = sin.b tg.C.

Deelt men verder (3) na vervanging der letters ¢ en B door b

en C op (2), dun komt er:
sin. B

08.C

cos.b = cos.a
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en daar cosa = cos.b cos.c is, heeft men na substitutie en ver-
eenvoudiging :
cos.C = coscsin.B . . . . . (§)
dus ook door verwisseling van letters:
‘ cos.B = cos.b sin.C.

Vermenigvuldigt men de beide laatste vergelijkingen, deelt men
daarna door sin.Bsin.C en substitueert men cos.b eas.c = cos.a,
dan heeft men ten laatste:

cosa = cot.BeotC . . . . . (6)

93. De gevonden formules leeren ons dus dat:
(1) De cosinus van de hypolenusa is gelijk aan het product van de
cosinussen der beide rechthoekszijden.

(2) De sinus van een der rechthoekszijden is gelijk aan hel product
van den sinus van den overstaanden hoek en den sinus van de
leypotenusa.

(3) De tangens van een der rechthockszijden is gelijk aan hel
product van den cosinus van den aanliggenden hoek en den
tangens van de kypotenusa,

(4) De tangens van een der rechlhoekszijden s gelijk aan- het
product van den tangens van den overstaanden hoek en den
sinug van de andere rechthoekszijde.

(5) De cosinus van een der scheeve hocken is gelijk aan Tet
product van den cosinus van de overstaande rechthockszijde en
den sinus van den anderen hoek.

(8) De cosinus van de hypotenusa is gelijk aan het product van de
colangenten der leide scheeve hoeken.

Met weinig moeite zal men de gevonden formules, in woorden
overgebracht, in let geheugen kunnen houden. Mocht dit echter
nog eenig bezwaar opleveren, dan kan daartoe dienen de zooge-
naamde Regel van NEPER.

94, Men denke zich, fig. 47, de elementen van den rechthoe-
kigen driehoek, met wezlating van den rechten hoek, geplaatst, in
de orde waarin zij in den drichoek voorkomen, aan de hockpunten
van een vijfhoek, dan luidt de regel aldus:



/‘/"‘ ‘\\ J)t, cosinus van elk elemeunt is
o b gelijk aan  het product van de
B\ / cotangenten der beide aangrenzende,
‘ of gelijk aan het product van de
\ / C sinussen der Deide afrelezen ele-
g s———— - menten, mits men voor de recht-
y / hoekszijden de complimenten neme.
o i Volgens dezen regel heeft men
/' alzoo:
. E——
voor a: aaugr. cos.a = cot.B cot.C,
afgel.  cos.a = cos.b cos.e,
voor &: anngr.  sinh = tg.c cot.C of tg.e = sinbig.C,
afgel.  sinb = sin.a sin.B,
Yoor ¢: aangr. sine = tg.bcot.B of 1g.b = sin.cty.B,
afgel.  sine = sinasin.(,
voor B: aangr. cosB = tg.ceota of tge = ig.acos.B,
afgel.  coe.B = cos.l sin.C,
voor C': aangr. ¢0s.C = cot.atgb of teb = tg.acos.C,

afgel.  cos.C = ocos.csin.B.

Men Dbehoeft dus slechts de twee gegeven elementen met ieder
der onbekenden zoodanig te rangschikken, dat twee van de drie,
aangrenzende of afgelegen elementen van het derde worden, en er
dan dea gegeven regel op toe te passen.

95. De gevonden formules zijn voldoende ter oplossing van
alle gevallen, die bij de rechthoekige drichoeken voorkomen, en
kunuen, daar zij alle voor logarithmische berekening gesshikt zijn,
onmiddelijk worden toegepast. Zij geven nog aanleiding tol enkele
opmerkingen, die bij de lerekening in acht moeten genomen worden.

1°. Uit form. (1) en (6) blijkt, dat de hypotenusa kleiner of

grooler dan een  kwadrant is, naar gelang de beide rechi-
hoekszijiden of de beide scheeve hoeken gelijksoortiy of
ongelijksoortly vijn. Hieruit volgt verder, dat de hypotenusa
arooter is dan elk der rechthoekszijden, als deze beide
kleiner dan 90° en kleiver dan ieder der rechthoekszijden,
als deze beide grooter dan 90° ziju, terwijl de hypoicnusa



kleinor dan de grooiste rechthockszijde is, als zij ongelijk-

soortig ziju.

2°, Uit form. (4) en (5) volgt, dat eclke rechthockszijde gelijk-
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soortty is met den overlicgenden hoek en omgekeerd.
i £ g

3% Daar A 4+ B 4 C > 2R, B4+ C — A < 2R en
A 4 B — C < 2R is, volgt hiervit door A =R te nemen:

B4+ C>Ren< 3len B —C <R,

dat is: in elken rechthoekizen driehoek is de som der beide
scheeve hoeken grooter dam 1 en kleiner dan 3 rechte
hoeken, terwijl hun verschil kleiver dan een rechte hock is.

6. Merkt men op dat cen rechtzijdige drichock altijd de pool-
driechoek is van een rechthockigen driehoek, dan kan men door
tocpassing van de eigenschap van den pooldrichoek gemakkelijk de

formules vinden voor de
rechtzijdigen drichoek.
Men heeft namelijk voor

Door nu, volgens 83, de eigens:hap van den pooldrichoek toe

cos.a’
sin.h'

cosa’

te passen, beeft men:

cos.(180° —

sin(180° —

12.(180° —

tr.(180° —

c.s.(180° —

c0s.(180° —
dat is:

Men ziet dus, dat men slechts de groote letters in kleine en de

A) =
B)
B)
B)
B)
A)

I

berekening  van de elementen van den

den rechthoekigen pooldrichock :
cesh cos.e’

sin.a’ sin. 1

tg.a’ cos.C”

sin.c’ tg.B'

e3s.h’ sin,

cot.B' cot.C'.

I A ]

¢, (1807 — B) cos.(180° — ()
gin.(180° — A) sin(180° — D)
tg.(180° — A) cos.(180° — ¢)
gin.(180° — C) tg(180° — b)
cos.(180° — B) =in.(180° — ¢)
cot.(180° — 1) cot.(180° — ¢),

= — cos.Becos.C
= sin.A sin.b

= — tz.A cos.c
= sin.Cig.h

= cos.Bsin.c

= — cot.b cot.c.
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kleine in groote heeft te veranderen, terwijl men in het tweede
lid van die formules, waarin geen sinus voorkomt, let teeken —
plaatst.

§ 15.

Berekening der rechthoekige Dolvormige
drieboeken.

97.  Een bolvormige driehoek is volkomen bepaald door drie
van de zes elementen, en daar bij de rechthoekige steeds een ele-
ment, de rechte hoek, als gegeven kan worden beschouwd, zoo
moet bij deze uit twee elementen het overige kunnen worden ge-
vonden, zooals dan ook wit de formules blijkt.

Daar nu vijt dingen op tien verschillende wijzen drie aan drie
kunnen worden genomen, zouden er ook tien gevallen zijn, als er
geen gelijke onder waren. Hierdoor wordt het aantal gevallen tot
zes verminderd, als namelijk gegeven zijn:

1°. De beide rechthoekszijden.

2°. De beide schecve hoeken.

3°. De hypotenusa en een der rechthockszijden.,

4°, De hypotenusa en een der scheeve hoeken.

5% Hen rechthoekszijde en de aanliggende scheeve hoek.

6°. Een rechthoekszijde en den overlizgenden scheeven hoek.

Berste geval
98. Zij gegeven de beide rechthoekszijden b en e,

Ter berekening der onbekenden heeft men:
cos.u — cos.b cos.c form. (1)

. . tg.c

ig.c = sinbtg.C vt B0 = G
tg.b = sin.ctg.B form. (4), tg.b
» tg.B — m'

Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven b — 109°2'16", ¢ = 72°25",
Men heeft:



102

log.cos.h = 9.513473(—) log.tg.e = 10.499080

log.cos.e — 9.480140 ac.log.sinh = 10.024429

log.cos.n = 8.993613(—) log.tg.C = 10.523509

a = 95°39°18"5 ¢ = 73°19'25"
log.tg.b 10.462098(—)

ac.log.sine = 10.020780
log.tg.B = 10.482878(—)
B = 108°12'30".
Aanmerking. Ingeval a dicht bij 90° mocht zijn, kan men deze
ook vinden door te stellen:

cos.b cos.e = tg.p
en verder te nemen:
1 — cos.a 1 — tgp
1 F cosa — 1 F tgg
waaruit : tg.da = Jtg.(45° — o).

Tweede geval
99. Zij gegeven de beide scheeve hoeken B en C.
Ter berekening der onbekenden heeft men:
eos.n = cot.B eot.C form. (6)

. eas. B
cos.B = cos.bsin.C . Eais: oAb = sin.C
cos.C = cos.csin. B form. (5), cos.(

p cose = g
Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven B = 104°4521", C = 97°138'15".
Men heeft:
log.col.B = 9.420595(—) log.cos. B = 9.406031(—)
log.cot.C = 9.102772(—) ac.log.sin.C =10.003458
log.cos.a — 8.523367 log.cos.h = 9.409489(—)
a — 88°5'15"5 b = 104°52'35"5

log.cos.C = 9.099314(—)
aelogsin. B =10.014565

log.cos.c = 9.113879(—)
e == 97°2876"5,
Daar de onbekende elementen alle door den cosinus bepaald
worden, moeten deze kleiner dan 1 zijn, en dewijl nu de tweede
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leden quotienten zijn, die even goed grooter dan 1 zouden kunnen
zijn, blijkt het dat de gegevens niet willekeuriz kunnen zijn, maar
aan een bepaalde voorwaarde moeten voldoen. Deze voorwaarde is,
volgens 95. 3°:
B4+ C>R L3R enB— C LR,
want, onderstellende B 4 C < R of > 3R, dan is eos.(B 4 ()
positief,
Nu is: c8.(B 4 C) = cas.Beos.C — sin.Bsin.C,
derhalve : ¢28.8 cos.C > sin.B sin.C,
of ; cot.B cot.C > 1.
Is B — C > R, dan is coe.(B — () negatief. Nu is:
cs(B — ) = cos.Beas.C 4 sinBsin.C,
waarin ¢os.B c0s.C negatic/ moet zijn, en dus:
— c0s.B ¢0s.C > sin.Bsin.C,

of : — cot.Beot.C > 1.
In deze onderstellingen zou dus cot.Beot.C = ¢zsa > 4 1
of < — 1 worden, hetgeen de onbestaanbaarheid van den drie-

hoek aanduidt.
De voorwaarde van bestaanbaarheid, waaraan de beide hoeken B en
C moeten voldoen, kan ook uit de bovenstaande formules worden
afgeleid.
Uit cos.a = cot.B cot.C volat:
cot Beot.C < 1 en > — 1,
of : c0s,B cos.C < sin.Bsin.C en > — sin.B sin.C,

waaruit: -
cos(B 4 C) < 0 en cos.(B — C) > 0, _
dat is: cos.(B 4 C) moet negtief zijn, derhalve B 4- C > R
en < 3R en cos.(B — C) is positief, dus B — C < R.
.B

Ock it 0sb = = kan zulks worden afgeleid. Men heeft

toch : :
cos.B < sin.C,

Stel nu B = 90° 4+ B' en C = 90° + ¢, waarin B’ en C’

natuurlijk kleiner dan 90° zijn, dan is:

c08.(90° + B') < sin.(90° + C"),

of: sin. B’ < sin.(90° + (),
derhalve:: B <L 90° + C
en B+ C <L 90°

Hierdoor wordt:
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B4 0= 180° + (B 4 ) of = 180° + (B' — ("),

derhalve: - B4 C> Ren < 31
en B—0C =4 @B — ),
dus: B—C<L+ 1R

Aanmerking. Mocht een van de gegevens dicht bij 90° uijn,
dan zou men nanwkeuriger unitkomsten verkrijgen door de volgende
formules :

1—cos.n  1—cot.B cot.C . cos.(B+4-C)
1--cos.a —1 ~-cot.B cot.(” waaruit: (g.da =)/ — eus (B—0)
1—cos.b  sin.C—sin.(90°—B) Mg 1 3(CH-B) —45°1

T-Feos.bsin.Cf-sin.(90°—B) * tgib= L/Ig. P(C—B) 4 45°1
l—eds.e  sin.B—sin.(90°—0) 1g. 1 3(B4-C)—45°]

Ay wlp —
T4-cos.esin B4sin.(90°—C) tg-qe = Vlg. {1(B—0)45°1
Ten gevolge van de voorwaarden, waaraan B -+ C en B — C
ens.(B &
moeten voldoen, is EE:—EE{"-C-; negalief; het tecken — maakt deze

waarde echter positief. Verder is 3(B 4+ €) > 45° en < 135°,
dus is 3(B - () — 45° > 0 en < 90° en derhulve de tangens
positief; (B — C) is < + 45°, derhalve (B — ) 4 45° of
HOC — B) 4 45° < 90° en dus ook de {angens posifief. Daar
verder de zijden van een drichoek altijd kleiner dan 180° zijn,
zijn de halve zijden kleiner dan 90°, waarom alleen de positieve
wortel is in rekening gebracht.

De laatste opmerking geldt voor alle wortelirekkingen waardosr
de tangens van een der lalve elementen bepanll wordt.

Derde geval

100. Zij gegeven de hypotenusa a en een der rechthoekszijden .
Ter berekening heeft men:

easn
cos.n = cos.beos.2 form. (1), waarnit: cose = —-
cos.b
. ) . gin.h
sinh = sinasin B, (), n sinB = l—
sin.a
tg.h = tg.acosl n o (3), p el = ‘g
tg.a

Voorbeeld van berekening,
Zij gegeven a = 95°39'20", b = 72°25'9",
Men heeft:
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log.e:sa = 8.993647(—) log.sinb = 9.979221
aclog.eas b =10.519873 ac.log.sina =10.002119
log.tos.c = 9.513520(—) log.sin.B — 9.981340

¢ = 109°2°24" B = 73°19'29"

log.tg.b =—10.499095
aclogtga — 8.995764(—)
log.eos.CC = 9.494859(—)
= 108°12'37".

Voor B vindt men twee waarden die elkanders supplementen
zijn, omdat hij Dbepaald wordt door den sinus. Omdat echter,
volgens 95, 2°, B en b gelijksooriiz moelen zijn, heeft men de
kleinste waarde voor B genomen,

Het is duvidelijk dat de quotienten, waardoor de onbzkendea
gevonden worden, kleiner dan 1 moeten zijn, en dat dus de gege-
vens aan een bepaalde voorwaarde moeten voldoen. Men zal bijv.
moeten hebben cos.a < cos.b. Daar a en b beide of een van
beide kleiner of grooter dan 90° kan zijn, stelle men a = 90°+3
en b = 90° + 3, waarin & en 3" uit den aard der zank kleiner
dan 90° zijn, dan heeft men:

cos.(90° + 3) < eas(90° + J'),
of: sind < sind’,
derhalve : § < 8.
Daardoor wordt:

a = 90° 4 § < 90° 4 &' en > 90° — 5,
of’: a = 90° — 3 > 90° — §' en < 90° 4 &,
derhalve moet a gelegen zijn tusschen b en 180° — b, of de
hypotenusa moet gelegen zijn tusschen de rechthoekszijde en ziju
supplement.

Aanmerking. Mocht de onbekende niet nauwkeurig genoeg door
de bovenstaande formules gevonden kunnen worden, dan kan men
de volgende formules gebruiken:
1—cos¢  cos.b—cosa

Tcose = conbfroosa At tgde = 1/tg (D) trda—b)

l—sin.B  sin.a—sin.b . tg.2(a—D)
TF-sin.B — sin.af=sin.y’ n @@=l =1 "/tg Ha—+Db)
1—cos.C tga—tgh . sin.(a—Db)
14-cos.C — tga-f-tg.b’ v 0= Vsin.(n-]—b)

De verschillende waarden, die a 4~ b en a — b, voor a = 90° + 3,
en b = 90° % 3, waarin & < 3', kunnen hebben, zijn:



106

a4 b=(90°+3) 4 (90°43) = 180° 4 (3’ + 3) > 180°
a—b=(90°+3)— (90° 4 3') = — (3" + 3) negaticf
a+-b = (90°+ 5) 4 (90° — &) = 180° — (3 F 3") < 180°
a—Db = (90°+3) — (90° — ") = &' + 3 positief,
waaruit blijkt, dat als a 4~ b => 180° is, a — b negatief wordt;
is a ~} b < 180° dan is a — b positief, en dechalve de vormen
onder het wortelteeken steeds positief.

Voor tg.(45° — 1B) neemt men den positieven of den nega-
tieven wortel, naar gelang de gegeven b kleiner of grooter dan
90° is,

Vierde geval
101.  Zij gegeven de hypotenusa a er een der scheeve hoeken B.
Ter berekening der onbekenden heeft men:

cos.a = cot.B cot.C form. (6), waaruit: cot.C = cos.a tg.B
n (2), sin.b = sin.asin.B
a  (8), tg.e = tg.acos.B.

Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven a — 25°0'49", B — 76°13'24",

Men heeft:
log.cos.a = 9.957227 log.sina = 9.626170
log.tg. B —10.610495 log.sin.B = 9.987323
log.cot.C =10.567722 logsinh — 9.613493
C — 15°8'24" b = 24°14'49"

log.tg.n — 9.668942
log.cos.B — 9.376828

log.tg.e = 9.045770
¢ = 6°20"25"5.
Van de twee waarden, die men voor b vindt, neemt men die
welke gelijksoortig met B is,
Aanmerking. Indien de zijde b dicht bij 90° ligt, kan men
die nauwkeuriger vinden door te stellen:
sinasinB = tg.p,

dan heeft men:
1 — sin.b 1 — tg.p

T sinb — 1 F tgo'
dat is: tg.(45° — 1b) = + P/tg.(45° — o),
waarbij het bovenste teeken dient als B <C 90° en het onderste
als B > 90° is,
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Vijfde geval
102. Zij gegeven een der rechthoekszijden b met den aanlig-

genden hoek C,
Ter berekening der onbekenden heeft men:

. e
tg.b = tg.ncos.C form. (3), waarnit: tga = s
v (%), ” te.ec = sin.btg.C
y o (B), s ©32B = cos.bsinC.

Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven b — 125°26'40", C = 05°10'30".
Men heeft:
logtgh = 10.147623(—)  logsinb = 9.910986

acJog.cos.C = 11.044803(—) log.tg.C =11.043029(—)
log.tg.a = 11.192426 log.tg.c =10.954015(—)
a — 8(°19'35" ¢ = 96°20'36"6
log.cos.b 9.763363(—)

log.sin.C — 9.998226
log.cos.B = 9,761589(—)
B = 125°16'42".
Aanmerking. Indien de hoek B weinig van 90° mocht ver-
schillen, dan kan men dien nauwkeuriger vinden uit de formule:
tg.3B = Pt(45° — g),
waarin @ gevonden wordt uit tg.p = cos.bsin.C.

Zesde geval.

103. Zij gegeven een der rechthoekszijden b en den overstaan-
den hoek B.
Ter berekening der onbekenden heeft men:

) . . . sin.b
sinh = sinasin.B form. (2), waaruit: sina = =5
; . tg.h

tgb = sinctgB , (4) i sine — ieB

. . . cos. B

¢:8.B = cosbsinC , (5), o sinC = ol

Daar elk der onbekende elementen door zijn sinus wordt be-
paald, verkrijgt men voor elk twee waarden, die elkanders supple-
menten zijn.
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Men verkrijet dus twee driehoeken, die am de gegevens voldoen
en die, daar zij een zijde gemeen en den overstaanden hoek gelijk
hebben, elkanders supplements—driehoeken zijn. Het is dus dikwijls
of onzeker of niet te bepalen, welke dezer driehoeken de gevraagde
is, en daarom noemt men dit geval ket fwijfelacklige geval.

Omdat de sinus altijld kleiner dan 1 moet zijn, zullen de gege-
vens moeten voldoen aan zoodanige voorwaarden, dat de quotienten
in het tweede lid kleiner dan 1 zijn.

Deze voorwaarden zijn:

1°. dat b en B gelijksoortig zijn;

2° dat b < B als zj beide kleiner dan 90° en h > B als

zij beide grooter dan 90° zijn,

Voorbeeld van berekening.

Zij gegeven b = 93°21'12", B = 91°41'17".
Men heeft :
log.sinb = 9.999256 log.tg.h =11.232150(—)
ac.log.sin B =10.000188 aclog.tg. B — S.469388(—)
logsina = 9.999444 log.sine = 9.701538
a = 87°6'10” e = 30°11'47"
a = 92°53'50" cr = 149°48'13"

log.cos.B — 8.469199(—)
aclog.eos.b =11.232893(—)
log.sin.C = 9.702092
C = 30°14'20"
Ci = 145°45'40",
Tot het behoorlijk verbinden der elementen merke men op dat
e en O gelijksoortig moeten zijn, en dat a kleiner of grooter dan
90° is, naar gelang de beide rechthoekszijden of de beide scheeve
hoeken gelijksoortiz of ongelijksoortig zijn. De bij elkander behoo-
rende elementen zijn dus voor den

cersten drichoek tweeden drichoek
b = 93°21'12" b = 93°21/12"
B = 91°4117" B = 91°41717"
a = §7°6°10" a = 92°53'50"
¢ — 149°48713" = 30°11'47"
C = 149°45'40" C = 30°14'20"
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Aanmerking. Indien een of meer der onbekende elementen wei-

nig van

90° verschilt, kan men zich van de volgende formules

bedienen :

1—sina_ sin.B—sinh : o te.2(B—Db)

l—f—sin.nzsin.li—f—siu.b' wadrinke fgi(4a™— é‘t):il/tg.g-(B+I)}

1—sin.e  {g.B—tg.h R sin.(B—h)
- 5O 1) — ik e

1-Fsine ™ tg.B-ftg.h no 1B J"_ﬂ"/sin.(ﬂ—f—b)

I—sin.C ersb—cos.B

14-s1n.C :nos.h—[—cos.B g (47— 30) =1 1g. 4 (B—b)tg.§ (B-+b)

104, Ter cefening zij gegoven:

1°. B = 105°52'39", C = 138°15'45",
29, b = 72°25'3", ¢ — 10972'24",
3%, a = 93°4'7", ¢ = 102°57"21",
4°, a — $8°5'16", b = 97°28'6",
5°. b = 24°11738", € — 8R8°20°4)",
6°. b = 24°14V 407, B = 76°13'24",
7°. b = 93°21°12", ¢ = 149°48'12",
82, B = 59°2545", C = 95°52"48",
9°, a4 — 75°5'44", B — 33°44°40",
10°. a — 70°45'7", ¢ — 184°35'6",
11°. e = 36°15', B = 115°13'31", .
12°. e = 57°7'30", C = 60°15',
te berekenen de overige elementen.
Van een rechtzijdigen driehoek, waarin a = 90°is, ziju gegeven:
13°. A = 59°50, B = 31°27'19".
142, b = 118°53'36", ¢ = 119°45'.
15°, A = 118°1'15", ¢ — 103°22'8",
16°, € = 6£°5718", b = 107°58'52",
17°. B = 139°538'42", b — 136°4'58",
182, B = 63°29'17", C = 150°18'28",

te Lerekenen de onbekende elementen.
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§ 16.

Analytische afleiding van de grondformmules der
bolvormige drichoeksmeting.

105, De algemeene betrekkingen tusschen de elementen vau cen
bolvormigen drichoek dragen den naam van gromndformules. YZij
kunnen alle uit cen enkele formule analytisch worden afgeleid.
Deze eerste formule, in engeren zin de grondformule genoemd,
moet echter met behulp van een figuur worden verkregen.

Zij daartoe, fig. 48, M het middelpunt van den bol, op welks

Pig. 48, oppervlak de driehoek ABC
beschreven is, en MADBC den

D
" // ] met  dezen drichock over-

A / i eenstemmenden  drievlakkigen

A J\/ hoek. Z:o men dan in het

== P punt A de raaklijnen AT en

" //’ o ‘:;‘"‘A/SE_;_ g AE aan de bogen AC en AB
"“\ / P trekt, die het verlengde der
4 stralen MC en MB in D en

E enijden, en daarna dexe puunten door cen rechte lijn DE veree-
nigt, dan is:
AE = tge AD = gb
ME = sec.c MD = sec.h.
Nu is in de driehoeken AED en MED:
DE? = AD? 4 AE? — 2AD.AE.cos. DAE
DE? =MD? -ME? — 2MD.ME.cos. DME
en hiernit, in het oog houdende dat DAE — A en DME = a is:
tg.2b 4 tg.%c-—2tg.b tg.c cos.A = sec.?b-}-sec.2c—2sec.b sec.c cos.a,
of daar in het algemeen sec.’p — tg.?p = 1 is:
see.bsec.ecosa = 1 - tg.htg.cecis.A,
waaruit, na vermenigvuldiging met cos.b cos.c:
cos.a = cos.bcos.e 4 sinb sin.e cos.A,
Daar men dezelfde constructie aan een der beide audere hoek-
punten kan verrichten, zoo heeft men door verwisseling der letters:
cs.an = cos.beos.e - sinbsin.eccs. A |
cos.hb = cos.ncos.c 4 sin.asin.c cos.B o o« (I
cos.c = cos.acos.b -} sin.a sin.b cos.C !
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Deze formules bevatten een betrekking tusschen de drie zijden
en een der hoeken, en worden in de toepassing het meest gebruikt.
Men kan ze den regel voor de cosinussen der zijden noemen.

106. Uit de cerste heeft men:

cis.a — cos.b cos.e

cos.\ — - :
sin.b sin.c

en dus:
. . sin.*b sin.*e¢ — (cos.a — cos.b cos.c)?
sin.*A =1 —eas.2A = ——— s
sin. b sin.*c
of door in den teller voor sin.*bsin.*e te schrijven
(1 — cos.2b) (1 — ess.2¢), na ontwikkeling:
/(1 — cos.?a — cos.*b — cos.?c - 2cos.a e3s.b cos.c)
sin.b sin.c
en ter vercenvoudiging den teller gelijk M stellende:
sin. A M
sin.a — sin.a sin.b sin.e
Daar de vorm M symmetriek is, en dus niet verandert als men

de letteis a, b en ¢ verwisselt, keeft men ook:

sinA =

sin. B M
sin.b — sin.a sin.b sin.e
i sinG M
sin.e — sin.asin.b sin.e
sin.A sin.BB sin.C
derhalve: sina — sinb — sime [ . . . (IT)
of: sin.A : sin.B : sin.C = sin.a:siu.b:sin.c’

Dere regel, waaruit blijkt dat de sinussen der zijden evenredig
ziju et de sinussen der overstaande hoeken, noemt men den regel
der sinussen.

De standvastige betrekking tusschen de sinussen der hoeken en
der oversinande zijden heet de modulus.

107, Substitueert men de waarde van cos.h uit de tweede ver-
gelijking van stelsel I in de eerste, dan komt er:

¢80 == e08.a cos.?¢ - sin.a sin.c cus.e cos. B 4 sin.b sin.c cos. A,

Bre:gt men nu den eersten term uit het tweede lid over in het
eersie lid, en deelt men daarna door sin.e, dan heeft men:

cos.asine = cos.csina cos. B -} sin.b cos.A.
Deelt men nu nogmaals door sin.a, en stelt men, ingevolge
sin.h gin.B .
stelsel 11, sna = s dan vindt men:
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cot.asine = cos.ccos.B 4 sinBeotA,
of licver:  cot.asine = sin.Beot.A - cos.c cos.B.

Substitueert men de derde vergelijking van stelsel I in de eerste,
dan verkrijgt men, na dezelfde bewerking:

eortasindh = sin.Ccit.A - cos.bcos.C,

Op dezelfde wijze vindt men nog vier formules, door uit stelsel |
cosar en cos.e achtercenvolgens te substituceren in cos.b, en door
cosa en cos.h te substituecren in cos.e, welke vergelijkingen men
cchter gemakkelijker verkrijgt door in de gevondene de letters
hehoorlijk te verwisselen.  Men verkrijgt dan het voleende stelsel:
sin.C eot.\ 4 cesbeos.C

eot.asinh =
cot.asine = sin.B est.A - cos.c cos.B

cot.h sin.a = sin.C cot.B - cos.a ¢35.C (i
cot.b sine = sin.A cot.B 4 cos.c cos. A o A
cot.c sina = sin.B cot.C - cos.a cos.B

cot.esinh = sin.A cot.C - cos.beos A

Deze formules Dbevatten een betrekking tusschen twee zijden cn
twee hoeken, waarvan cen tusschen die twee zijden is gelegen.
Men noemt ze den regel der cofaugenten.

Om ze gemakkelijk te onthouden merke men op, dat in clk de
drie verschillende letters voorkomen in willekeurige orde genomen;
deze schrijft men tweemaal op dezelfde wijze achter elkander, zoo-
davig dat de eerste twee letters kleine, de volgende twee groote,
dan ¢én klein en én groot zijn. Bij de beide eersten voegt men
de benamingen cof. en sin., bij de volgende twee dezelfde bena-
mingen in omgekeerde orde en bij elk der laatsten de benaming cos.

Pluatst men nu = tusschen den tweeden en derden fictor en
—+ tusschen den vierden en vijfden, dan heeft men de begeerde
formule.

108, De vergelijking :

cos.asin.e = cos.csinacos.B -4 sinbeos A . . . (a)
uit 107 geeft door verwisseling der letters o en ¢ en A en C;
cos.csin.a = cos.asinccos.B - sinbeos.C . . . (b)

welke laatste men ook verkrijgt door de waarde van cos.h uit de
tweede vergelijking van stelsel I in de derde vergelijking te sub-
stitueeren.

Brengt men nu de waarde van cos.csin.aeuit (b) over in (a),
dan heeft men:
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cos.a sin.c = cos.a 8in.c c0s.2B - sin.b cos.B cos.C 4 sin.b ¢os. 4,
of, na den eersten term uit het tweede lid in het eerste overge-
gebracht en door sin.c gedeeld te hebben:

.b
cos.asin.?B = s:: = {cos.A - cos.B eos.C).
sin.l sin.B
Nu is, volgens stelsel II, 2—] = ot en hierdoor heeft men
sin.c gin.C
eindelijk :
cos.a gin.B sin.C = cos.A - cos.Bcos.C,
of cos.A = — ¢18.B cos.C 4 sin.Bsin.Ccosa.

Na Dbehoorlijke verwisseling der letters heeft men alzoo het
volgende sielsel:

cos. A = — ¢98.B cos.C - sin.Bsin.C cos.a l
cos. B = — cos.A es.C 4 sin.Asin.C cos.h (Iv.)
c0s.C = -— cos.Acos.B - sin.Asin.B cos.c ’

Deze formules geven een betrekking tusschen de drie hoeken
en één zijle en l\umun den regel voor de cosinussen der hoeken
genoemd worden.

109. Neemt men de som der vergelijkingen (a) en (b) uit 108,
dan komt er:

sin(a 4 ¢) = sin(a + ¢) cos.B - sin.b(cos.A 4 e3s.0),
of: sin.b (c3s.A 4 c0s.C) = sin.(a + ¢)(1 —cos.B). . (¢)

Nu is volgens stelsel (II):

sin.b sin.A — sin.a sin.B
sin.b sin.C = sin.e sin.B,
waaruit door optelling en aftrekking:
sin.b (sin.A + sin.C') = sin.B (sina + sine). . (d)

Deelt men nu (d) door (c) en neemt men de teekens afzonder-

lijk, dan komt er:

sin.A - sin.C  sin.a - sine sin.B
cos. A 4 cos.C T sinfa 4 ¢) X 1 —cosB
sin.A — sin.C sina — sin.e sin.B

cos. A+ cos.C — “sin(a o) X T = cosB
waaruit, na alle vitdrukkingen tot halve bogen te hebben herleid
en na behoorlijke vereenvoudiging:
esd(a — ¢)

'E";(J’l + ) = mcﬂt.é“
twd(A — ) =

sin.j(a — ¢)

m cot.1B.
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Door verwisseling der letters heeft men dus het volgende stelsel:

tgd(A 4 B) = ?jﬁ——;—ﬁ; cot.3C

ted(A — B) = st::g = E; cot.4C

tgd(d + 0 = S eotdn | N
tgdd — C) = :;:::'?Eﬁ—')mt.g,n o

cos.3(b — ¢)

—— cot.2A
cos (b + o
sing(b — «¢)
sini(b + ¢

110. Substitueert men de waarde van ccs. B3 uit de tweede ver-
gelijking van steleel (IV) in de eerste, dan heeft men:

cos. A = cos. A e0s,2C — sin. A sin.C cos.C cos.h - sin.B ¢in.Ccos.n.
Brengt men den eersten term uit het tweede lid in het eerste
over en deelt men door sin.C, dan komt er:
cos. A sin.C = — sin, A cos.C eos.b 4 sin.B cos.a
en door verwisseling der letters A en C en a en c:
cos.C sin,A = — gin.Ccos.A cos.b - sin.B cos.c,
waarvit door optelling:
sin(A + C) = — sin(A 4 C)cos.h 4 sin.B (cos.a - cos.c),
of:  sinB (cos.n -4 cos.c) = sin(A 4 C) (1 4 eoz.D).. (e)
Verder heeft men uit den regel der sinussen :
sin. B sina = sin.b sin. A
sin.B sin.e = sin.b sin.C,
waarnit door optelling en aftrekking :
sin.B (sina 4+ sine) = sin.b (sinA + sin()) . . ()
en door nu de vergelijkingen () elk afzonderlijk d or vergelijking
(e) te declen, en dawrna alles in balve hogen uit te drukken en
behoorlijk te vercenvoudigen, verkrijgt men:
cos.i(A — C
tg.d(a 4+ ¢ = c—-—-—oséEA T C% tg.ib
Mg
s%n.—;(.\ — C‘) te 30
sind(A + C)
en verder, even als in 109, door verwisseling der letters het
stelsel :

twd® 4+ ©)

g3 — ) =

cot. 3 A/

tedfa — c) =
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i cos. (A -— B)

tr.iu 4= b) = E’m te.de
sindi(A — B)

tg.da — b) = :l;m te. e
cos. (A — ()

b 5(a + ¢) = (-'V‘ZT’-__() tg_-;b
1 < F-i.l'l.-.l.(;\ — ('J
g3 — o) = FoA T o)t

cos. (B — ()
il + o = Sam o) e
s sin. (B — Q)
tg.3(bh — ¢) = sin-_mtg.—.

(VL)
b

[N

i

[

HY

@l

De formules in stelsel (V) en (VI) zijun bekend onder den naam
van Neperiaansche analogién en dienen om twee hocken uit den
derden hoek en de beide overstaande zijden, of om twee zijden uit
de derde zijde en de beide overstaande hoeken te bepalen.

Het is duidelijk dat ze steeds twee aan twee moeten gebruikt
worden,

§ 17.
Afleiding der grondformules nit de figuur.

111. De grondformules, vervat in de stelsels (), (TI) en (1),

kunnen echter cok uit de figuur worden afgeleid.
7ij daartoe, in fig. 49, ABC een bolvormige driehoek, beschreven
Yig. 49, op het oppervlak van een bol,

C wiens middelpunt in M ligt,

R
el met den  daarbij behoorenden
B f"f' drievlakkigen hoek. Laat dan
/1 § ‘1 uit C de loodlijn CI op het

M--—.:-—- e '(7"\— ""‘(’“‘q ¥ B vlak AMB neder; trek DE
\“"-\ ;u\._‘,"._’\gn | loodrecht op AM, en DF lood-
G ."-. |

reeht op MB, verder EG even-

B I/ wijdig aan DF en 11D even-
. rd L T [ i oy .
~fy wijdig aan MB; vervenig ein-

/ delijk € met K en I, dan is
g%
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CED = A en CFD = B, als standhseken van de vlakken CMA
en AMB, en van de vlakken AMB en BMC, en GED — AMB = ¢,
omdat de Dbeenen van den ecenen hoek Joodrecht staan op die des
anderen.

Verder is:

MF = cos.a; ME = cos.h.
CF = sin.a; CE = sin.b.

Tot het vinden van den regel der cosinussen heeft men nu:
ME=MG 4 FG. . . . . . . . (a

Maar in driechoek MGE is:
MG = ME cos,AMB = ecos.beus.c.
In driehoek DHE is:
D = GF = DEsin.GED = DEsin.c,
doch wit driehoek CDE volgt:
DE = CFecos,CED — sin.b cos. A,

dus: GF = sin.bsin.c cos.A,
waardoor vergelijking (a) verandert in:
cos.a = cos.beos.c -4~ sin.b sin.c eos.A.

112, Om den regel der sinussen te vinden heeft men in de
driehoeken CDE en CDF:
(D = CE.sin.CED = CF.sin.CFD,
dat 1s: sin.b sin.A — sin.a sin.B.
113. Voor den regel der cotangenten is:
GE =GH 4 EH. . . . . . . . (b
Nu is in drichoek MEG:
GE — MEsin AMB — cos.lsin.e.
In drichcek CFD:
G = DF = CF.cos, DFC = sin.acis8.B
eu in drichock EHD en CDE:
EH = DE.cos.lHHED — CE.cos.CED.cos. HED = sin.b ess.ccos.A.
Door al deze waarden in (b) te substitueeren, heeft men:
ccs.bsine = sin.acos.B - sin.b cos.c cos. A,

. . sin A |
Deelt men nu door sin.b en schrijft men soR plaats van

sl
S8 dan komt cr:
sin.b

cot.b sine — sin.A cot.B 4 cos.c cos.A.
114. De dric gevonden formules op den pooldrieheek toepas-
sende, hebben wij:
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cos.a’ = cos.h cos.e’ 4 sinly sin.e’ cos. A’
sin.a' sin.b’ sin.c’
sin A’ T sinB — sin.C'

cot.b’ sin.e’ = sin. A" cot.B' 4 ess.e’ eos. A

Door nu de eigenschap -van den pooldrichoek foe te passen,
komt er:

008,(180° — A) =
cos.(180°—B)eos.(180°—C)--sin.(180°—B)sin.(180°—C)cos.(180°— a)
sin,(180° — A) sin.(180° — B) sin.(180° — Q)
sin.(180° —a) — «in.(180° —Db) — sin.(180° —¢)
cot.(180° — B) sin.(180° —¢) =
sin.(180° — a) cot.(180° — b) + cos.(180° — C) cos.(180° — a),
dat is:

cos. A — — cos.Beos,.C + sinBsin.Ceisa
sin A sin.B sin.C
sina — sinb . sine
— cot.Bsin.C = — sinacotb - cos.Ccosa,
of:: eot.bsina = sin.Ccot.B + cis.acos.C.

De eerste is de formule voor de cosinussen van de hoeken; de
beide andere geven geen nieuwe betrekkingen.

115, De Neperiaansche analogién kununen niet uit de figuur
worden afgeleid. Neemt men echter een paar uit een der beide
stelsels (V) of (VI) als bekend aan, dan kan men, door gebruik te
maken van den pooldriehoek, daaruit een paar uit sielsel (VI) of
(V) vinden.

Ouderstelt men bijv. dat men een paar uit stelsel (V) bekend
heeft, dan geeft dit, toegepast op den pooldriehoek:

A o Ctosja’ —b) .
tgd(A' + B) = o3 F 1) eot.3C
sini(a’ — b’)
sni@ b)) T cot. 1 ('
en hierop de eigenschap van den pooldriechoek toepassende, ver-
krijgt men:

tg. 1 180°—i(a4-b)| =

tgdA' — B) =

cos.3(B — A) 3
cos. | 180° — (A - B)| ¢ot.(90° — 1¢)
sin.i(B — A) .
t’g%(b_ﬂ) :sin.! 1300__%(‘\ +B)=mt.(9[] S _%_:)I

dat is:



118

' __cos.}(A — B) A
teila 4 h) = mlg.gc
sind(A — B)
teda — b) = mtﬂ.gu.

§ 18

Afleiding van de formules ter bLerekening der
rechthoekige Dolvormige driehoeken uit
de grondformules,

116. De formules in § 2 gevonden voor de oplossing der
rechthoekige bolvormige drichoeken kunnen ook uit de algemeene
grondformules worden afgeleid, door daarin een der hoeken A = 90°
te stellen, waardoor a de hypotenusa, b en ¢ de beide rechthocks-
zijden en B en C de scheeve hoeken worden.

Stelsel (1) geeft alsdan:

cos.a — cos.b eos.e,
Uit stelsel (II) volgt:
sin.h = sin.asin,B
sin.c — sin.a sin.(C,
Uit stelsel (I11) heeft men:
cot.asin.b = cos.b cos,C
cot.a sin.e = cos.c cos. B,

of na herleiding :
tg.b = tg.acos.C

tg.c = tg.acos.B.
Verder: cot.b sin.e = cot.B
cot.e sin.b = cot.C,
dat is na herleiding :
tg.hb — sin.e tg.B
tg.e = sin.b tg.C.

Uit stelsel (IV) eindelijk :
cos.a = cot.B cot.C
cos.B = cos.b sin.C
¢0s.C = cos.c sin,B.
Stelsel (V) en (VI) leveren geen bruikbare uitkomsten op.
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§ 19.

Afleiding der grondformules door middel van de
rechtheekige Dbolvormige driehoeken, en van
nog eenige nieunwe betrekkingen.

117. Men kan de grondiormules ook afleiden nit de formules
voor de rechthockige drichoeken, die, zooals in § 14 is aangetoond,
rechtstrecks uit de figuur zija te vinden. Zij daartoe in den scheef-

Fig. 50. hoekigen driehcek ABC, fg. 50,

¢ CD een boog uit het hoekpunt C
4/“ loadrecht op de overstaande zijde
/ / AB getrokken, en stellen wij CD=d,
[ AD = p, BD=gq, ACD="Pen

/ ;; \\ BOD = Q, danise = p - g
[ \ en C = P 4 Q. Mocht een der
[ \ hocken A of B grooter dan 90°
~2__| s b #ijn, dim valt de loodrechte boog
Do CD Dbuiten den driehoek, waardoor
het segment der zijle e, dat aan den stompen hoek grenst, zoowel
als het overstaande segment van den hoek C negatief wordt, het-
geen echter op de algemeene beschouwing geen invloed heeft.
Men heeft nu in de driehoeken BCD en ACD:
17 cos.n = cos.d cos.q
eos.b = cos.d cos.p,
waaruit door deeling:
cos.a cos.q cose — p)
cosh — cos.p == cos.p
of na ontwikkeling van het tweede lid en vermenigvuldi-
ging met cos.b:
cos.a = casbeos.e - sin.ccos.b tg.p,
maar in driehoek ACD is:
sin.b

tz.p = tg.beos. A = mcos.A

en hierdoor na substitutie:
cos.a = cos.bcos.c 4 sinbsinececosA . . (7)
2o, sin.d = sin.asin.B = sin.bsin.A,
waaruit: sina : sinb = sinA : sinB. . (8)
8°, tg.d = sing tg.B = sin.p tg.A,
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sin.p sin.(e—q)
sing — sing T
sin.e eot.q — cos.e,

waarnit: tg.Bcot. A =

maar in driehoek BCD is:
cot.a
tg.q = tg.aeo.B, dus cotq = B
en hierdoor wordt:
sin.e cot.u

tg.Beot A = prv B
of : cot.asine = sin.Beot.A 4 eoscesB. . (9)
4°, cos.B = cos.d sin.Q
cos.A = cos.d sin.P,
waaruit na deeling :
cos. A sin.P sin(C — Q)
ecs B~ sinQ — sin.Q
dat is: cos, A = ers.Bsin.Ceot.Q — cos.Becs.(,
maar uit driechoek BCD heeft men nog:

‘ C08.1 cos.a sin. B
cos.n = cot.Beot.QQ of cot.Q — B = ocoB

en hierdoor na substitutie:
cos. A = — cos.Beos.C 4 sinBsinCessa . . (10)
zoodat de vier grondformules gevonden zijn.

118, Uit (1) heeft men:

cos.a — cos.b cos.e
cos. A — - - .
sin.b sin.c
Nu is, zoo als men weet, 1 — cos.A — 2sin.2}A en
1 4 cos.A = 2cos.?2A; trekt men dus de eerste vergelijking van
1 = 1 af en telt men ze er ook bij op, dan komt er:
o sin.b sin.c — cos.a - €18l cos.c cos.(b — ¢) — cos.a
2sin.23A = - . = : -
sin.b sin.c gin.b sin.c
. sin.b sin.c -} cos.a — eos.b cos.e cos.a — cos.(b 4~ ¢)
2cos.22A = : : = - =
sin.b sin.c sin.b sin.c
" indA sin.d(a — b 4 ¢) sind(b—ec 4 a)
of : siniA = : x
nvg v sin.b sin.e

sin.d(a 4+ b 4 ¢)sing(b ¢ —a)

sin.b sin.c
en door a 4 b 4 ¢ = 2s te stellen:

cos.id =
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) sin.(s — Db)sin.(s — @)
sindA = e -
gin.b sin.e
sin.s ain.(s — a)
cos A\ = Vv— s ——

sin.b sine
waarnit na deeling:
sin.(s — b) sin.(s — ¢)
TN =
e sin.s sin.(s — n)
en door het dubbel product te nemen:
2 ; ;

sin.D sin.e e

Nu  behoorlijke verwisseling der letters Febben wij alzoo het
volzende stelsel:

sinA = a) sin.(s — b)sin(s — «).

: sin(s — b)sin(s — ¢) |
gl = sin.b sin.e |
sin.s sin.(s — &)
oo = sin.b sin.c _
. sin(s — a) sin.(s — ¢)
sindB = 3/ sit.a sin.c .
o Sinssing — D) - (VIL)
casdB = T sinasine »
sin.(s — a)sin.(zs —
sin.3C = V7 ( siu.a)siu.lE
, sin.s sin.(s — «¢)
cos}C = sin.a sin.b
119. Uit cos.A = — cos.Bess.C 4 sinBsinCeosa volgh:

cos. A+ cos.Beos.C

sin. B sin.C
en door deze vergelijkiug op volkomen dezelfde wijze te behandelen
als in 117 en A 4 B - C = 28 te stellen, verkrijgt men het stelsel:

cos.B cos. (8 — A)

cis.a —

sinda = V' —— oo T
o838 — B)eos.(3 — )
cos.fa = sin, B sin.C )

. cos.S cos.(S — B)
b=y —m
sindb = gin. A sin.C
cgg_(s — J\ COS.{S —_— U)
cos.ib = s.in.A) sin.C IR L
) _ cos.S cos.(3 — ()
sin.de = V_W
_ eos(8 — A)cos.(8 — B)
cos.fe = sin. A sin.B '
cosSecos.(S — A)

bpdd = V—'cns.(S — B)eos.(8 — C)°
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sina = ;ﬁﬁggﬁfﬁ )/ —cos.8¢0s.(8—A)cos.(S—B)eos.(S—C)

Dur A 4 B 4 C = 28 > 2R < 6R is, is 8 > R < 3R,
derhalve cos.8 negalief; 8 — A daarentegen is < R, want B4H+C—A=
23 — A) < 2R, derhalve is cos.(S — A) positief; door het tee-
ken — wordt dus de waarde onder het wortelteeken posifief.

Men had de formules van stelsel (VIIT) ook kunnen afleiden uit
die van stelsel (V1I), door deze over te brengen op den pooldrie-
hoek en duarna de eigenschap van den pooldrichoek toe te passen,
om tot den ocorspronkelijken drichoek terug te keeren. Door deze
wijze van afleiden wordt tevens de reden van de verandering van
sinus in cosinus verklaard.

120. Uit stelsel (VII) heeft men verder:
sin.(s—b)  sinssin.(s—e)  sin(s—h)

sin.iAcosiB = cos.3C

s sin.c sinasinb 77 sine
sin.(s—a)  sins gin.(s—e) sin.(s—u)
1A ginAR — — - : e : 008, 1C
eos.3Asin.3B = sin.c sin.u sin.b sinec o

sins  sin(s—a)sin(s—b)  sins
- = —=sin. 10

cos.tAcus B =

sin.e sin.a sin.b T sin.e
sin.(s—c) sin(s—a)sin(s—Db)  sin.(s—e) .
i iniB = - - = — = sin
sin 2AsindB = sinLe sin.a sinb sin.c iC

en hieruit door de twee eersten en de twee laatsten op te tellen

en af te trekken:
sin(s — b) - sin(s — u)c

sind(A 4 B) = e 0s.3C
in.(s — b) — sin.(s —

sind(A — B) = e - sin.csm ¢ ) cos.3C

cos.3(A 4+ B) = EHE _;;l'(s =i sin.3C

cos.i(A — B) = — +B::_:(B =3, sin.4C,

waaruit na verdere vereenvoudiging:

. __cosd(a — b) c

sind(A 4+ B) = -—-CT__;_C—eos.-}
in(a — b

sin}(A — B) = -m—ii(';‘:—jg_z——) cos.3C X
cos.i(a 4 b) | (X

cos.3(A + B) = —m—— sin.3C

: in. b
cos.i(A — B) = E—'}Ej—(a—-}_—J sin.$C.

sin. ¢
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Uit stelsel (VIII) komt men door dezelfle verbinding en her-
leiding tot dezelfde formules.

Deze formules, die een betrekking bevatten tusschen al de ele-
menten van een driehoek, en die kunnen dienen ter oplossing van
een drichock in sommige Dbijzondere gevallen, zijn bekend onder
den noam  van de formules van Gavss, hoewel zij wellicht met
meer recht naar DELAMBRE konden genoemd worden.

121, Deelt men van stelsel (IX) de eerste formule door de
derde, de tweede door de vierde, de tweede door de ecerste en de
vierde door de derde, dan geven de quotienten de reeds vroeger
gevonden Neperinausche analogién en wel een paar voor de hoeken
en een paar voor de zijden.

§ 20.
Berekcning der scheefhoekige drichoeken.

122. De oplossing van den scheefhoekigen driehoek laat zes
verschillende gevallen toe. HKr kunnen namelijk gegeven zijn:

1°. De drie zijden.

2°. De drie hoeken,

3°. Twee zijden met den tusschenliggenden hoek.

4°. Twee hoeken met de tusschenliggende zijde.

5°. Twee zijden met een hoek over ecn dezer zijden.

6°. Twee hoeken met een zijde over een dezer hoeken.

Wij hebben deze orde van opvolging gekozen omdat de 2de,
4le en 6de gevallen eigenlijk niet anders zijun dan toepassingen van
den pooldriehoek respectievelijk op de 15te, 3de en 5de gevallen.

Gerste geval

123. Zij gegeven de drie zijden.

1ste Oplossing. Men heeft ter berekening der onbekende ele-
menten uit stelsel (VII):

sin.(s — b)sin.(s — ¢)
Soaa - -
sindA = sin.b sin.c
sin.s sin.(s — h)
1B — e ga—
cos.3B = 7 sin.a sin.c
sin.s sin.(s — ¢)

cos.iC =

sin.a sin.b
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Wij berekenen de hocken 4B en 1C door den cosinus, omdat
dan het verschil (s — a) niet gebruikt behoeft te worden. Men
zou echter, na berekening van A, de hoeken B en C ook kunnen
vinden door:

sin.b sin A
sin.B —_—

Il

sin.a
sin.c sin. A

g = ———

si.a

De gegevens moeten voldsen aan de voorwaarden
a +b4+eLdRa+b>ecate>b b4 e>a

Het is duidelijk dat men voor }A de scherpe waarde moet
nemen.  Berekent men B en C door den regel der sinussen, dan
vindt men voor elk twee waarden, die elkanders supplementen zijn.
Van deze beide waarden kan alleen in rekening komen die, welke
voldoet aan het vereischte dat C of B > of < A moet zijn, naar
gelang ¢ of b > of < u is.

2de Oplossing, In fig. 50 heeft men in de beide rechthockige
driehoeken BCD en ACD:

cos.n = eas.d cos.q
cos.b = cos.d cos.p,
waaruil: eos.a : eos.h = ecoasxg 1 s
cosa — cos.b eIs.q — CIs.]

en hiernit:

cos.a - cosh — cos.q | cos.p’

of:  tg.3(a4-1) tgd(b —a) = tg.3(p + Qtg.ip—q)

derhalve: igd(p—q) = tg.i(a 4-b) tg.3(b — a) eot.c,
waardoor de stukken p en q bekend worden, terwijl dande hoeken
A en B gevouden worden door de formules:

tg.p
tg.p = tg.b cos.A, waarnit: cos.A = th-:)
ig.q
te.q = tg.acos.B, " cos.B = Tg_n

De derde hoek C kan verder door den regel der sinussen ge-
vonden worden,

Voorbeeld van berekening.
7ij gegeven a — 97°18'22", b = 100°21'30", ¢ = 90°6'6".
Volgens de 1ste oplossing heeft men:



a
b
¢
2s
8
g — Db
s — ¢
log.sin.s

log.sin.(s—b)
ac.log.sin.a
aeog.sin.c

97°18/22"
100°21730"
90° 6 6"

287°45'58"
143°5259"

I

I

43°31'29"
53°46'55"

9.770436
9.838010
=10.003541
=10.000001

9.611988

o

= 9.805994
50°13'43"
100°27 26"

I
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log.sin.(s — b)
log.sin.(s — ¢)
ac.log.sin.b

ac.log.sin.c

log.sin.3 A

A

A

log.sin.s
log.sin.(s — «¢)
ac.log.sin.b
ac.log.sin a

bYg)
log.cos.1C
10t

iC

C

Volgens de 29¢ oplossing heeft men:

log.cos.}B
iB

tB

b

i

h 4 a

h — a
10 + a)
i(h — a)
[

4c

1 gtg.p
ac.log.te.b
log.cos. A
A

100°21'30"
97°18'22"

197°39'52"
3° 3 8
98°49'56"
1°31'34"
90° 6' 6"
45° 5' 3"

A1

9.850678
9.261935(—)

9.112613(—)

97°26'48"

Il

log,sin.c
log.sin. A
ac.log.sin.a
log.sin.C

C

log.tg.d(n 4 )
log.te. (b — &)
log.cot.dc
log.tg.3(p — q)
3p — q)
e + 9
P

1

3¢

log.tg.q
aclog.tg.a
log.cos.B
B
= 9.994999
— 0.996321
—=10.003541
= 9.999861
= 91°27'

= 9.838010
= 9.906749
=10.007136

=10.000001
9.751896
D= =

= 9.875948
= 48°43'24"
= 07°26'48"
= 9.770436
= 9.906749
=10.007136
—10.003541

9.687863
P —
= 9.843932
= 45°43'24"
— 91°26'48"

—=10.808594(—)
— 8.425566
= 9.999229
9.233389(—)
— 97487447
‘] 5!: 3! 3!!
35220719
54.°45747"

I

=10.150956
= 9.107927(—)
— 9.258883(—)
— 100°27'26"
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De tweede waarde van C — 85°33" voldoet ook aan de voor-
waarde dat C > A en < B moet zijn, omdat ¢ < a en < b
is, terwijl zj tevens voldoet aan de voorwaarde A -+ C > 180°
of B 4 C > 180° omdat a 4 ¢ > 1807 en b 4 ¢ > 180 s,

Uit de eerste oplossing blijkt echter dat € = 91°26'48" is; de
eerste wijze van oplossing is dus verkieslijker, daar zij geen aan-
leiding geeft tot onzekerheid.

Het verschil in de waarde van C in de beide oplossingen, is een
gevolg daarvan dat C zoo dicht bij 907 is.

Tweede geval

124. Zij gegeven de drie hoeken A, B en C.

1ste Oplossing. Ter berekening der onbekende elementen heeft
men uit stelsel (VIIT):

. cos.8 cos. (8 — A)
sin.dn = ks, i e |

* V sin. B sin.C
) cos.S cos. (8 — B)
b =V o= TRAeme

l cos (8 — N)eos (S — B)
0Bt = sin A sin. B

De zijden b en ¢ kunnen echter, na berekening der zijde a, ook
gevonden worden door de formules:

- sin.a sin. B

sinh) = ————
sin. A

. gin.a sin.(

8ife — — .,

sin.A
De gegevens moeten voldoen aan de voorwaarden

A4+ B4 C>2R A4 B— C L 2R, eun
Ten opzichte van b en c uit de luatste formules geldt dezelfde
opmerking als voor B en C in het eerste geval.
2te Oplossing. DMen herekene, fig. 50, voorat de deelen T en
Q van hoek C. Iliertoe heeft men in de rechthoekige driehoeken
ACD en BCD:

cos. A = cos.d sin.P

cos.B = cos.d sin.Q,
waaruit: cos.A : cos. B = sin.P : sin.Q,
c:s. A — cos.B sin.P — sin.QQ

off  THA T oosB — fnl I sinQ

dat is: tg (A + By tgiB —A) =g y(P — Q) te. 3 (P + Q)
en hieruit: tg. 5 (P — Q) = tg.4(A + B) tg. 4 (B — A) tz.4C.
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Alsnu de hoeken P en Q bekend zijnde, heeft men:

cos.a = cot.B cot.)
eos.h = cot. A cot. P,

terwijl de zijde ¢ door den regel der sinussen kan worden berekend.
Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven A = 102°53’32", B = 63°18'20", C = 73°57'55".
Volgens de 1ste oplossing heeft men:

A = 102°53'32" log.cos.8 = 9.700039
B = 63°1820"  logcos(S — A) = 9.980154
(= 73°57'55" ac.log.sin. B =10.048947
28 = 240" 947" ac.log.sin.C =10.017234
8 = 120° 4'53"5 9.746374
)
S - A = 17°11721"5 log.sinda = 9.873187
8 — B = 56°46'33"5 ta = 48°18%41"
a = 96°37'22"
log.cos. 8 = 9.700039 log.eos. (S8 — A) = 9.980154
loag.eos.(S—B) = 9.738713 log.cos.(8 — B) — 9.738713
acleg.sin A =10.011088 ac.log.sin.A =10.011088
ac.log.sin.C =10.017234 aclog.sin B =10.048047
9.467074 9.778902
e 2
log.sin. b = 9.738537 log.cos.de = 9.889451
th = 32°46'50" te = 39°10'15"
b = 65°3310" ¢ = 78°20°30"

Volgeus de 20e oplossing heeft men:

A = 102°53'32"  log.g.i(A + B) =10.917096

B = 63°18/20" logtg.s(B — A) = 9.556171(—)
A+ B = 166°11'52" log.ig.4C = 9.876841
(A -}- B) = B83° 556" log.tg 4(P — Q) =10.350108(—)
B — A —=—39°35"12" P — Q) =—65°56"9"
+(B — A) =—19°47'7¢" 10 =4P 4 Q) = 36°58'57"5
C = 73°7'55" P —=—28°57"11"5
10 = 36°58'57"5 Q = 102°55'6"5
log.cot. B = 9.701418 log.cot.A = 9.359622(—)
log.cot.Q = 9.360537(—) log.cot.P =10.257085(—)
log.cos.a = 9.061955(—) log.cosh = 9.616707
a — 96°87'22" b = 65°38'40"5
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De negatieve waarde van 1’ duidt aan dat de loodrechte boog
buiten den drichoek, achter den stompen hoek A valt, zoouls reeds
uit de ongelijksoortigheid van A en B was op te maken.

Derde geval

125. 7ij gegeven de twee zijden b en cen den ingesloten hoek .\,

1ste Oplossing. Men vindt de onbekende elementen door de
formules van stelsel (V) en (VI):

) . sin.t(b — ¢)
te. (B — C) = dnib I ¢ )cot.ﬁ[;\
Ab —
(g.4B 4+ €) = )B.'Eb T f]wt.,.' A
oo SingB 4 € __cos.4(B + )
w40 = Gom — o) et — 9 = @0 et T o

of door den regel der sinussen:
sin.b sin. A

sin. B

2de Oploseing. In fig. 50, waarin de loodrechte boog uit een
der hockpunten op de overstaande zijde is neergelaten, zoodanig
dat daardoor twee der gegevens in een der rechthoekige drichoeken
vourkomen, een bijzonderheid, die in al de volgende gevallen moet
in acht genomen worden, heeft men:

te.p = tg.becosA en.dus q = ¢ — p.
Verder is in de driehocken BCD en ACD-
1°, cos.a = cos.qcos.d
cos.h = eos.p cos.d,
: eI8.q cos.(c — )
waaruit: cosa = cs.h = ————— cos.b.
cos.p cos.p

2°. tg.d = sinptg.A = sinqtg.B,
sin.p sin.p
sing = sin.(c — ) A

Door den loodrechten boog wit B op de overstanude zijde te
trekken, zou men op dezelfde wijze den hoek C verkrijoen. Tet
is echter duidelijk dat dit alleen een verwisseling der letters B en
C en b en c ten gevolge heeft, terwijl p ecn segment van de zijde
b wordt. Men heeft dus, dit in acht nemende, door de formules

uit 2°:

sina —

waaruit: tg.B =

sin.p’

1g.C = E_ll_l(-il_— tg.A e 1gp' = lg.ceus. A,
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3ic Oplossing. De onbekende elementen
streeks vit de grondformules worden afgeleid.
De rijde a uit:

kunuen ook recht-

cosa = c28.b cos.e 4 sinbsinccos. A . . (1)
De hoek B uit: eosthsine = sin.A cot.B 4 cosceos. A . . (2)
De hoek C uit:

cot.c sin.b = sin A eot.C + cosheos.A. . (3)
welke nog voor logarithmische berekening geschikt moeten gemaakt
worden.

Uit (1) heeft men:

c.s.aa = cos.b (cus.e 4 tz.bsine eas. A).
Stellende nu: tg.h cos.\ = tg.p,

sin.c sin.p)
dan wordt: cos.a = cos.h (c)s.c -k _?t-):p—l-),

cos.fe — p)

cos.p

dat is: cos.i = eos.b.

Uit (2) volgt:
cot.b sin.e — coseeas )

) ees., cot.ly sim.e
col.B = sin A = cot. ( cos. A

—_ U.JS.(.I).
cot.b .
ek — col.p, en hierdoor:

sin.fe —
cot.B = cot A (quq?“ SI:” = ) = gm P D

Uit tg.beos.A = {g,p heeft men:

eot. A,

_ sin.p o
of: gh = sin.(e — p) tg.A.

Uit (3) heeft men up dezelfde wijze voor C:
i i3 s __sinp’

8Y= b — P)tg A, waarin tgp' = tg.eesAL
Men zal opmerken dat de oplossing uit de grondfirmules dezelfide
vitkomsten geeft, als die met behulp der vechthoekige drichoeken.

Men had echter cok kunnea slellen tg.b s A = eot. P en zou dan
verkrezen hebben:

sin.(e 4 ) p)
Cosa =
sin.p
Bl = COs.p

= 7 cosfe + p)L A
Voorbeeld van berekening.

7ij gegeven b = 125°23'35", ¢ = 50°23'46", A = 90°56'43",
Volgens de 18t oplossing heeft men:

b
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b = 125°23'35"

e = 50°23'46"

b — e = 74°59'49"

b 4 ¢ = 175°47'21"
b — ¢) = 37°20°54"5
b 4+ ¢) = 87°53'40"5
A = 90°56'48"

IA = 45°28'21"5

logsind(b — ¢)
acJogsind(b 4 ¢)

9.784432  log.cos (b —— ¢) = V.899476
10.000293 ac.log.cos.i(b - ) =11.434882

Lgest.iA 9.992835 log.eot.2A = 9.992835
logAg.3(B —— C) = 9.7771560  logig.3(B 4+ C) =11.327193
B — C) = 30°55'46" B 4 C) =s87°18"17”
B = 118°14" 3"
C = b56°22'31"
legsin (B 4 C) = 9.999520 logsinb = 9.911264
aclog.sin. (B — C) =10.289052 logsin A = 9.999941
log.tg.d(b — ¢) = 9.884956 aclegsin3 =10.055012
log.tg.da =10.173528 : logsina = 9.966217
da = 56° 913" a = 112°18'27"
a = 112°18'26"

Docr sin.a vindt men twee waarden voor a, waarvan de grootste
genomen is, hoewel beide waarden voldoen nan de eigenschap van
90. De Lerekening van ia verdient dus de voorkeur,

Vilgens de 29¢ en 3¢ oplossing heeft men:

legiagh =10.148448(—) leg.tg.e =10.082292
leg.eos. A = 8.217413(—) log.e s.A = 8.217413(—)
log tg.p = 8.365861 legagp' = 8.209705(—)
p = 1°19'49" P o= 1" gigar
g =c—p = 49° 557" b — p’ = 126°32' 7"
log.cos.(c — p) = 9.816368 log.sin.p’ = 8.209599(—)
log.cos.b = 9.762816(—) legtg.A =11.7825627(—)
ac.log.eoe.p =10.000117  aedegein(b — p') =10.095019
legecsa = 9.579301(—) log.tg.C =10.177145

a — 1]12°18'27" . G = pueaeay”
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log.sinp = 8.365779
log.tg.A =11.7825627(—)
ac.legsinge — p) =10.121786
leg.tgB =10.270092(—)
B = 118°13'56"

Het verschil in de waarden van B en C, in beide oplossingen,
wordt verklaard wit de waarde wvan A, die weinig van 90° ver-
schilt, en die in de eerste oplossing door }A in rekening komt.
De uitkomsten der ecerste cplossing zijn dus meer te vertrouwen.
Voor a vindt men geen noemenswaardig verschil, omdat die in
beide oplossingen onafhankelijk van A of liever van tg.A gevonden
wordt.

Vierde geval

126, Zij gegeven een zijde a met de beide aanliggende hoeken
B en C.
1stc Oplossing. Men heeft door de Neperinansche analogietn:
cos.3(B — ()
tg.ab 4 ¢) = mtg.:’,ﬂ
sind(B — )
o L s PR ki1, res A 7, Y L3
tn-s{b C') = Sill.%(]} “I'_ C) fu-‘;nl
sing(b 4 ¢) . cos.i(b 4 ¢ .
ootgd = sind(b — ¢) 3B —6) = cis.t(b — ¢ ts-3(B+C)
De heek A door den sinus te berekenen is niet raadzaam, on:-
dat let dan weder twijfelachtiz zou kunnen zijn welke waarde in
rekening moet gebracht worden,
24c Oplossing. Uit fig. 50 heefc men weder ter berekening
van Q:
eit.) = cosatgBen P = C — Q.
Verder heeft men in de beide rechthoekige drichoeken:

cos.\ = cos.d sin.P
cx.B = cos.d sin.Q,
. el A sinl ein(C — Q)
waaruit: e B T osinQ T sin.Q)
sin.(C — Q)
dus: cos, A = ) cos.B.

Ter Lerekening van b is:
lzd = tracos. = trbeos.(C — Q)
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cos.Q
dus:  tgh = W_U_—Q)ig.a,
terwijl men voor ¢, om dezelfde redenen als voor C in het derde
geval, vindt:
cot.Q' = cos.atg.C

c0s.Q'
ge = m tg.a.

3ic Oplossing. De grondformules, waaruit de onbekenden
kuunen worden gevonden, zijn:

voor hsek A: cos.A = — cos.B e0s.C -} sin.B sin.C cos.a. . (1)
voor zijde b:  cot.b sin.a = sin.C cot. B} cosacos.C . . . . (2)
voorzijdec: cotesina —=sinBeot.C fcosazsB . . . . (3)

die weder tot logarithmischen vorm moeten gebracht worden.
Uit (1) heeft men:
cos.A = cos.B (— co0s.C + tg.B sin.C cos.n).
Stellende nu tg.B cos.a = cot.Q, dan wordt:
cos.A = ¢0s.B (— cos.C 4 cot.Q sin.C),
sin(C — Q)

of: ecos.A = _9111_?2,-— cos. B.
Uit (2) volgt:

sin.C cot.B -} cos.a eos.C sin.C est.B
— cot.a (-TOST -|— c.B.(;).

cot,h =

sin.a -
. ., eot.B
Hierin is: coen = tg.Q en dus:
cot.hb = cot.a(sin.C tg.Q - cos.C),
cos.(C — Q)
derhalve: cot.h = __ccEQ_mt'a’
) _ cos.QQ "
of: tgh = o C — Q) te.a.
Evenzoo uit (3):
fo = cos.Q' e cat.C (0!
8o = cos.(B — Q) &% M Gosa = &Q

Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven a — 108°19'12"5, B = 57°13'12", C =120°0'25".
Door de formules uit de 1%t¢ oplossing heeft men:
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B = 5’°1312" log.cos. (B — C) = 9.931260

5 = 120° 0'25" aclog.cos.d(B 4 C) —=11.616239

B — C =—62°47'13" log.tz.3a =10.141292

B 4 C = 177°13'37" log.tg.4(b 4 ¢) =11.688791

4B — C) =—31°238'36"5 3 4 ¢) = 88°49'37"5

4B 4 C) = 88°36'48"5 log.sin.d(B — C) = 9.716764(—)

a = 108°19’12"5 ac.log.sin.d(B 4 C) =10.000127

la = 54° 936" log.tg.da =10.141292

log.tg.4(b — ¢) = 9.858183(—)

Hb — ) =—235°48"25"5
e — 124°38" 3"
b = 53° 1'12"
log.sin. (o 4 ¢) 9.999909

aclog.sind(b — ¢) =10.232801(—)
log.tg3(B 4 C) = 9.785504(—)
log.cot.3A =10.018214
1A = 43°47'50"
A — 87°35'52"
Hier is §(b — c¢) negatief genomen, omdat B < C zijnde ook
b < ¢ moet zijn.
Door de formules uit de 24¢ en 3de oplossing heeft men:

log.cos.a = 9.497380(—) log.cos.Q = 9.642110(—)
log.tg. B =10.191135 log.ig.a =10.480031(—)
log.eol.Q = 9.688515(—) ac.log.cos.(C—Q) =10.001054
Q = 116° 17 2" log.tg.b =10.128195
P=(C—Q) = 3°5923" b = 53°1'11"
log.sin.(C—Q) — 8.842469 log.cos.a = 9.497390(—)
log.cos.B — 9.733530 log.tg.CC =10.238439(—)
ac.logsin,Q =10.046403 log.cot.Q' — 9.735829
log.cos. A = 8.622402 Q' = 61°26'28"
A — 87°35'51" B — Q' =—4°13'16"

log.cos.Q’ = 9.679484
log.tg.a =10.480031(—)
ac.log.cos.(B — Q') =10.001179
log.tg.e =10.160694(—)
c = 124°38'2"
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Vijfde geval
127. 7Zij geaeven twee zjden a en b met den overliggenden
hoek A.
1ste Oplossing. Men heeft ter berekening der onbekende ele-

menten :
site.b sin. A

sinB = =
sin3(A 4 B) ] . cos.%(_;\_—t]’.)
ig.de = m) ted(a—Db)= _IFDS.-;-(_A "B ted(a 4 b)
sing(a + b) cos,3(a - b)

cot.dC = mlg.g(;\—]l) = gosd(s — D) tz. (A1),

Daar de hoek B door ziju sinus bepaald word:, wordt ot de
bestaanbaarheid van den drichock gevorderd dat sin.b sin.A < sin.a
is, Manr zelfs indien aan deze voorwaarde is, kunnen de gege-
vens behooren tot twee driehoeken, tot een driehcek, of er kan
eeen drichoek et die gegevens bestaan.  Uithoofde van deze
onzekerheid worden dit geval en het volgende de fwijfelacktige
gevallen genoemd.

Men kan echter uit de gegevens, mits voldoende aan de voor-
waarde sin.bsin.A < sin, reeds beoordeclen cf zij tot twee, een
of geen driehoek behovoren door de volgende opmerkingen,

1°. Is a > b, a 4 b > 180° dam is osk A > B en

A+ B > 180°

Daar nu A niet scherp kan zijn, zal zoowel B als
180° — B kunnen voldoen, want stellende A = 90° 4 A’
en B = 90° + B', dan is A’ > B’ en zal dus voor beide
waarden van B, A -+ B > 180° zju.

° Is a < b, o 4+ b < 180° dan is ook A < B en

A 4+ B < 180°.

Daar uu A niet stomp kan zijn, zal zoowel B als
180° — B voldoen, want wederom A — 90° — A' en
B = 90° + B' stellende, is A’ > B’ en derhulve voor
beide waardea van B, A 4 B < 180°,

3°. Isa > Db, a b<180° danis A >Ben A 4 B < 180°

Hetzij nu A scherp of stomp is, in beide gevallen kan alleen
de scherpe waarde van B voldoen.

42 Isa < b, a4 b>180° danis A < Ben A 4 B> 180°.

Hetzij nu A scherp of stomp is, B zal stomp moeten zijn
om te kunnen voldoen.
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Uit het behandelde in 1% en 2° vindt men nun gemakkelijk
den volgenden regel.
Er zijn fwee driehoeken, als:
. A Z 90°, a z b, ema 4+ b Z 180°,
Er is geen driehoek, als:

A z 90°, a § b, ena - b § 180°.

In alle overige gevallen vervat in 3° en 4° is er een driehoek.
Is sin.bsin.A — sina, dan is B = 90° en zal er slechts een
rechthockige driehoek zijn, indien de gegevens aan de eerste voor-
waarde voldoen.
2de Oplossing. In fig. 50 heeft men:
tg.p = tg.bcos A

en verder: cos.b = cos.d cos.p
cos.a = cos.d cos.q,
. cos.b Cos.p COS.)
ok cos.a — cos.q  cose — )
cos.a
derhalve: cos(c — p) = =5,c08.p.
Hierdoor vindt men voor ¢ — p twee waarden q en — ¢, en

dus ¢ = p + q, welke beide waarden van e positief en kleiner
dan 180° moeten zjn.
Voor den hoek C heeft men:
cos.P = cos.b tg. A
tg.d = tg.beos.P — tg.neasQ,

.b
waaruit : c08.(C — P) = — cos.P,

geldende hier voor C dezelfde opmerking als voor e.
Nog heeft men :

sind = sin.b sin.A — sin.asin.B,
) B sin.b sin. A
waaruait : sinby — SinG

3dc Oplossing. Men kan de onbekenden ook vinden uit de
grondformules :

voor hoek B: sina : sinb = sinA :sinB . . . . . . (1)
voor zijde ¢: cos.n = cosbeos.e 4 sinbsinceosA . . . (2)

voor hoek C: cot.asinb = sin.Ccot.A - cosbeos.C. . . (8)
Uit (1) heeft men dadelijk:
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sin.b sin. A

sinB = :
sin.a
Uit (2) volet:
) cos.a
cos.c + tg.bsinccosA = ——
Door nu tg.hcos.A = tg.p te stellen, verkrijgt men:
cosa
cos.(c — p) = ooy CO8P-
Eindelijk heeft men uit (3):
cot.A
cos.C b sin.(' = ecot.atz.b.

Stel eot A ind
Stelt men nu cosh = te.P, dan vindt men:

) tg.
cos.(C — P) = T cos.P.
Voorbeeld van berekening. i
Zij gegeven a = 65°3L740", b = 78°20°30”, A = 63°18'20".
Daar A < 90° a < bena - b < 180° is, zullen er twee
drichoeken mogelijk zijn.
Volgens de 18te oplossing heeft men:

log.sin.h = 9.990947 logsind(a — b) = 9.046496(—)
log.sin.A = 9.951053 aclog.sind(a 4- b) =10.021914
aclog.sina =10.040766 log.cot.d(A — B) =11.030153(—)
log.sin.B — 9.982766 log cot.1C =10.098563
B = 78°57'55" A0 = 51°26'47"5
B' = 106° 2' 5% (= 102°53"35"

4 — b =-—12°46'50" log.sind(n — b) = 9.046496(—)
a4 b = 143°64'10"  aclogsind(a 4 b) =10.021913

1 — b) = —6°28°25"  log.e t.A(A — BY) =10.407620(—)
Ha 4 b) = 71957 3" log.tg 1€ = 9.476030
A — B =—10°39'35" 10" = 16°39'35"
A — B —=—42°43"45" ' = 33°19'10"
A — B) =— 5°19°47"5  log.cosd(A + B) = 9.561461
1(A — B) =—21°21'52"5 ac.log.cos.3(A — B) —10.001882
A4+ B = 137°16"15" log.tg.d(a -+ b) =10,486972
A 4 B' = 169°20725" log.tg.de =10.050315
IA 4 B) = 69°38' 7”5 le = 48°18'43v

AA4B) = 84°40'12"5 ¢ = 96°37/24"
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log.cos.d(\ 4 B') = 2.967966
acdog.cos (A — B') =10.030919
log.tg.k(a - b) =10.486972

log.tg.de' = 9.485957
%cr — 1701r 9#
o’ = 34°2/18%

De elementen van elk der driehoeken ziju dus behalve de ge-
gevens:

B = 73°7'5b" B = 106° 2' 5"
¢ = 102°53'35" ¢ = 33°1910"
e = 96°37'24" c = 34° 218"
Volgens de 2 en 3de pplossing heeft men als A = 121°52',
a — 76°36, b — b50°16’ is;
log.te.h =10.080295 lhg.cos.h = 9.805647
log.cos A = 9.722588(—) log.tg. A =10.206462(—)
logtg.p = 9.802883(—) log.eat.P =10.012109(—)
p = —32°25°20" P = —-44°12'5"
log.cos.a = 9.365016 log.tg.b =10.080295
aclog.cosh =10.194353 arlogtg.an = 9.377003
log.e:s.p = $.926404 ligieos. P = 9.855455
log.cos.(lc — p) == 9485773  log.ers.(C — P) = 9.312753
¢ — p = 72°10'46" C— P = 78° 834"
e == 39°45'26" C = 33°36'29"

log.sin.h = 9.885942
log.sin. A = 9,929050
ae.log.sina =10.011987
log.sin.B = 9.826979
B = 42°10'30"

Omdat A > 90°, a > b, a 4+ b < 180° voldoet maar een
driehoek, waarin B < 90°. Verder is e=p-4q en C =P Q
genomen, omdat p — q en P — Q beide negatief worden. De
waarden van p en P zijn negatief, omdat de loodrechte hoog buiten
den driehoek valt, zooals blijkt uit de ongelijkzoortigheid van A en B.

Zesde geval

128, Zij gegeven de hoeken A en B en de overliggende
zijde a,
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18t Oplossing. Men vindt de onbekende elementen uit de

formules:
sin.a sin.B

sinA
terwijl e en C gevonden worden uit dezelfde formules als in het
vijlde geval.

Daor een gelijksoortige redencering als in het vijfile geval, kan
men uit de betrekkingen tusschen de gegevens afleiden of er fwee,
een, of geen drichoek nan de gegevens zullen voldcen. Gemakke-
lijker komt men daartoe echter door de eigenschap van den pool-
driehoek toe te passen op den gevonden regel nit het voorgaande
geval.  Men verkrijgt daardoor:

Er zijn twee driehoeken, als:

sin.h =

a S00e, AS B A4 B 1800
1> A B + I S ;
Lir is geen driehoek, als:
s 2 90°, AS B, A+ B S 1800
W A2 R A B 0
In alle andere gevallen een driehoek.
2dc Oplossing. In fig. 50 heeft wen:
1°, cot.Q) = cos.atg.D
Verder: cos.B = cos.d sin.Q

cos. A = cos.dsin.P = cosd sin.(C — Q),
sin.(C — Q) cos. A

waarnit: ) = onl
s08. A
derhalve:  sin(C — Q) = ;% sin.Q.
2°. tg.q = tg.acisB

tg.d = singtgB = sinptg.A = sin(ec — q) tg.A,

it ( y = ig.B
waarnit: sinfc — q sin.g.
tg. tg.A

3. sin.d = sin.a sin. B — sin.b sin.A
i . sin.B
en hieruit : sinb = o \sma
Daar ¢ — Q en ¢ — q beu!e donr hun sinus bepaald worden,

vindt men voor Dbeide twee waarden, die elkanders supplementen
zijn. Men heeft dus:

¢ —Q =7Pen 180° — P, ¢ — q = p en 180° —
dus: C=P+4+Qenl80°—(P—Q); c=p-4qen 180°—(p—q)

die beide positief en kleiner dan 180° moeten zijn.
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3ic Oplossing, De grondformules, waaruit de onbekenden
kunnen gevonden worden, zijn:

voor de zijde b: sina : sinh = sinA :sinB . . . . . (1)
voor hoek C: eos, A = — c98.B €25.C +- sin.Bsin.Ceos.a. (2)
voor hoek e¢: cot.a sine = sinBeot. A 4 coscens.B . . (3)

Uit (1) volat:
sin.a sin.B

sinh = Y

Uit (2) heeft men:

o8, A -
v T cos.C 4 tg. B sin.C cos.a.
Stelt men doarin: tg.Beos.a = cot.Q, dan wordt:
cis. A . <
s — — cos.C + sin.C eot.Q
. . L cos. A .
en hieruit: sin((0 — Q) = msm.Q.
Uit (3) volgt:
cot.a | _ \ fo.B
cos.c — ——qsine = — cot.A tg.
cot.a
en nu ——m = cot.q stellende, heeft men:
cose —— cot.qsine = — cot.A tg.B,
; : tg.B
waarnif : sine — q) = g A sin.q.

Voorbeeld van berekening.
Zij gegeven A = 118°50’, B = 40°13'5", a = 38°15'15".
Van de 1st¢ oplossing zullen wij hier geen voorbeeld geven,
omdat die dezelfde is als in het vorige geval.
Volgens de 20e en 3de oplossing heeft men:
log.sina = 9.791797
log.sin. B = 9.810030
ac.log.sin.A =10.057483

log.sin.b = 9.659310
b = 27°9'9"



log.cos.a
log.tg. B

log.cot.Q

log.eis.A
los.sin.QQ

ac.log.co2. B
log.sin(C — Q)
C—Q
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= 9.895020 log.cot.a =—10.103223

= 9.927168 aclog.cos.B =10.117129

— 9.822188 log.cot.q =10.220352

= 56°24'53" q = 31°3'3"

= 9.683284(—) log.tg.B — 9.927168

= 9.920678 aclog.tg. A = 9.740767(—)
=10.117129 log.sing = 9.712479

= 9.721091(—) logsin.(c —q) = 9.380414(—)
——31°44'39" ¢ — q =—13°53'36"
= 24°40'14" c = 17° 927"

Voor b is de kleinste waarde genomen, omdat B < A zijnde,
ook b < a is, terwijl voor C en c alleen P 4 Q en p 4 q is
in rekening gebracht, daar de beide andere waarden beide grooter

dan 180° zijn,

Ten slotte zij nog opgemerkt, dat men in het eerste en tweede
geval bij voorkeur de formules van de eerste oplossing, in de
overige gevallen liever die van de tweede oplossing gebruikt.

de onbekenden van

o

129. Men berekene nu
hoeken, waarin gegeven zijn:
1°. a = b50°36'39", 1
2°. A= 59°29’ ¢, B
3% a o= 48°26'39", 1
4°. A = 80°10' 6", B
5% a = 67°34" 6", b
6% A — 54730/, B
7. a = 51°34'36", b
8% A — 61°56'42", B
9°. a = 95°30', e
10°, a = 84° 5, c
11°. A =132°%4/, B
12°, a = 83°30, ¢
13°. A = 33°50/, B
14°. A = 34°22'17", a
15, A =139°53'52", B
16°. A — 63°18'20", B
17°. B = 45°45'45", b

18°.

o | A VI L T A T

G7°21'40", ¢
54°89'32", (!
51°36"30", C
58°48°36", ¢
72°30', C
25°37'22", a
27°34'18", ¢
46°50, C
115°107, A

I

78°, B
99°10', €
55°, B
71915, ¢

40°18'29%, =
42°42/46", a
73°57'55%, C
20°19'18", ¢

Van een driehoek gegeven de zijde

80°12'21".
92° 6 6",
71°30'36",
86°12'52".
69°50",
T77°50742",
44° 5/,
—=115°45",
= 97°20'.
= 'G1°15"
=126°50".
= 065°40°,
= 53°%

= 67°14'20",
=109°15'33".
=102°53'32".
= 95°14' 8",

a, de hoek A en de

de volgende drie-



19°.

o
=
. o

219,

23°.

24°,

25°.

29°,
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som of het verschil der Leide andere zijden of hoeken, de

onbekende elementen te berekenen?

Indien van een driehoek bekend zijn twee der zijden a en

b, benevens de som of het vers:hil der overstaande hoeken,

hee vindt men dan de overige elementen?

Van een driehoek is gegeven a 4 b = f, de hock C en

de loodrechte boog d, die uit C op de overstaande zijde

valt, hoe vindt men nu de overige elementen ?

Als van een driehoek de drie hoeken ieder in het Lijzounder

scherp zijn, dan zijn ook de zijden kleiner dan een kwadraut.

Hoe bewijst gij dit?

Van een drichoek met drie stompe hoeken, zijn de drie

zijden ieder stomp, of twee zijn stomp en de derde scherp.

Men vraagt het bewijs?

Van een bolvormigen drichoek zijn gegeven twee zijden,

benevens de boog welke den ingesloten hock midden door-

deelt, en op de overstaande zijde valt; men vraagt de

hoeken en de derde zijde e Dberekenen.

Waarin veranderen de formules ter oplossing van hel eersle,

derde en vijfde geval, als de gegeven zijden gelijk, en die

van het tweede, vierde en zesde geval als de gegeven hoc-

ken gelijk zijn?

Hoe groot zijn de hoeken van een driehoek, wiens zijden

alle gelijk 60° ziju?

Ln door welke formules kun men de onbekenden berekenen

als C = A 4 B is?

Uit tg.3(A 4+ B) = c—::s.T‘,(u — 4 cot.1C aan te toonen
"2y costa 4 b) ’

dat als a - b kleiner, gelijk of grooter dan 180° is, ook

A 4 B kleiuer, gelijk of grooter dan 180° zal zjn.

Uit een punt genomen in de gemeene doorsnede van twee

vlukken, is in elk dier vlakken een lijn getrokken. Indien

nu de hoeken Dbekend zijn, welke die lijnen onderling en

elk met de gemeene doorsnede der twee vlakken maken,

vraagt men de hoeken te bepalen waaronder deze lijnen op

de beide vlukken hellen.

Uit een punt in de gemecene doorsnede van twee vlukken

is in elk dier vlakken een lijn getrokken. Zoo nu gegeven
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zijn de  standhoek dezer vinkken, en de hocken die deze
lijnen elk met de gemecne doorsnede maken, zoo vraagt
men den hoek te bepalen die deze doorsnede maakt met
het vlak dat door de twee lijnen kan gebracht worden.

30° Van twee plaatzen A en B op aarde is gegeven de lengte
o en 2’ en de breedte 2 en 3; men vraagt de lengte van
den Dboog des grooten cirkels die door deze plaatsen gaat,
in de onderstelling dat Dbeide op noorderbrecdte gelegen
7jn.  En welke veranderingen ondergant deze formule als
de breedte ongelijknamig is?

31°. Men vrangt de standhocken te bepulen van het regelmatiz
viervlak, achtvlak, twaalfvlak en twintiovlak.

§ 21,
Herleiding van een hoeck tot den horizont,

130, Dit vraagstuk, reeds in 72 door de eigensehappen van
den rechtlijnigen drichoek opgelost, zullen wij thans door die van
den  bolvormigen driehoek oplossen en het tevens doen dienen als
een voorbeeld hoe men kleine bogen in rekening brengt om een
gewenschien graad van nauwkeurigheid te verkrijgen.

Zij, fig. 51, O een punt op de aarde wanruit men den hoek,

Fig. 51, wanronder men de beide sterren

P A en B zet, heeft gemeten ; in-

/,// /_\ \\"‘"‘. dien men dan verder de hoogte

I I 5 dezer punten boven den horizong

»\///f o . meet, dan heefi men de volgende

Pl R \ megevens: AOB = AB =

C.‘{w__[‘:-;n Y AOC=AC=xaBOD=BD=4,

\\\L‘_’_’/ terwijl gevraagd wordt

v D hoek COD = CD = ¢.

Indien nu P de pool is van
den horizout, dan is:
AP = 90° — 2z
BP = %0° — 23
en hoekk P = CD = ¢
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en dus in den bolvormigen drichoek ABL':
cos.AB = cos AP cos.BP + sin AP sin.BP cos.P,

dat is:  cos.aa = sin.xsin.@ - cos.x cos.@3 cos.p,
) eos. — sinax sin, 83 )
waaruit: cos.p — v wow e L)
cos.x cos.3

welke, even als in 72, voor legarithmisehe berekening geschikt
gemaakt kan worden.

Ziju echter de bogen x en 3 zeer klein, waardoor de berekening
onuauwkeurig zou worden, dan lherleidt men de formule op de
volgende wijze:

Men heeft:

1 1
cos.xcos 3 Vil — sin?a) (1 — sin.?3) =

1 — sintx) (1 — sin2 @)1 3
Ountwikkelt men nu deze macht door het binomium en verwaar-
loost men de termen van den vierden graad, dan heeft men:
m: $ 1—(sin.2a-sin.2 3) —3 =1-3{sin. 2 xLsin.2 3).
Door deze waavde in formule (1) te substituceren komt er:
cesgp = (cos.aa — sinx sing3) 11 4§ (sin.?x 4 sin.2 3) 1,
dat is na ontwikkeling en verwaarloozing der vierde machten:
cos.p = cos.a — sina sin. @ - 3 cosa (sin.fee 4 sin23) . L (2)
Omdat nu in de aangenomen onderstelling de zijden AP en BP
weiniz van een kwadrant verschillen, z. ook het verschil tusschen
den hoek P en de boog AD zeer klein zijn. Stelt men dus

© = a + %, dan is x zoo klein, dat cosx = 1 kan gesteld
worden, en dus:
coz.p = cos.(n 4 X) = cosa — sin.asinx.
Brengt men dit over in vergelijking (2), dan heeft men:

sin.a sin.x = sin.axsin. @ — Jcos.a (sin.?x - sin.2f3),

. . 2sin.x sin. 3 — cosa (sin.? - sin.2g3)
waaruits sin.x — 5o

2sin.a

en daar sin.?ja - cos.*}a = 1 en cos.a = cos.*fn — sin?da

is, heeft mea verder: sinx —

2sin.x sin. @3 (sin.*Ja--cos.* ka) — (cos. * Ja—sin. *4a) (sin. x~f-sin.* 3)
4sin.la cos.ja

of door de termen met sin.?4a en die met cos.*3a fe vereenigen :
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gin.?3a (sin.x - sin.@)? — cos.?§a (sinx — sin.3)?
4sin.da cos.da :

sinx =

of na vereenvoudiging:

sin.x = Mg.3a (sinax 4 sin.8)? — footda (sinx —sin.3)* . . (3)
Wegens de klainte der hoeken of bogen «, 8 en x kan men

stellen :

ginx ¢ s @ sin@ ¢ osindl” = x @ 2 B 1,
waaruit: sinx — x.sin.1”
sina = o.sin.l”

sin@ = Bsinl”.
Door substitutie van deze waarden gaat formule (3) over in:
x = tgda(z -+ B)*sinl” — jeotga (¢ — B)*sinl” . . (4)
Men noemt deze formule de formule van LEGENDRE.
Men Derekent door haar den boog x in seconden, die bij den
gemeten hoek a gevoegd worden om de horizontale projectie te
verkrijgen.

§ 22,

Berekening van het opperviak van den
bolvormigen drichoek.

181. Indien men het oppervlak van den hol O noemt, en het
spherisch exces
A4 B4 C—180° = E
stell, dan zal het oppervlak van den drichoek, zoo men dit 1
stelt, worden gevonden uib;
E :
== i 3 40.

Het oppervlak van een bolvormigen drichoek zal dus onmiddelijk
uit de drie hoeken kunnen gevonden worden. Men zal dus in de
verschillende gevallen deze hoeken eerst moeten berekenen; in het
eerstc en derde geval kan B echter onmiddelifk uit de gegovens
worden afgelesd.

Zijn de drie ijden gegeven, dan heeft men pit de formules van
GAuss, stelsel (IX): .
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cos.i(a — b)
1(; y
en cos.3(A 4 B) = —-——GOS'ZE:;':; b sin.4C.

Schrijft men deze in den vorm eencr cvenredigheid, dan wor-
den zij:

sin.i(A + B) : e0sdC = cos.i(a -—— b) : cos.je
cos.i(A -+ B) : sindC = cos.i(a -4 b) : cos.je
en hieruit :
sin3(A 4+ B) — eus.iC ccs.i(a — b) — cos.de
sind(A 4 B) + cos.iC cos.j(n — b) - cos.dc
cos.3(A 4+ B) — siniC cos.3(a + b) — cos.ic
cos.2(A +F B) F sindC = cosi(u 4 b) + cos.je
of daar cos.}C = sin.(90° — 3C) en sin.3C = cos.(90° — 3C)is:
tg.3(A 4+ B4 C—180°
T T Toie = 84— b+ o td(—a+b+0

FA+B ) — 180°
gtfé(;\i]; i g T 180°§ = te.da+ b+ c)tgia 4 b—ec)

Vermenigvuldigt men deze beide vergelijkingen met elkander,
en stelt men a 4 b - ¢ = 2s, dan komt er:

te B = ptgdstgd(s — a)tgd(s — bjtgd(s — o),
vijnde de formule van TarcinLEr.

182. Zij gegeven de zijden a en b en den ingesloten hoek C,
dan kan het spherisch exces op de volgende wijze uit dezelfde
formules gevonden worden.

Men vermenigvuldige de eerste met sin.3C, de tweede met
¢25.4C, dan komt er door het verschil te nemen:

ces.d(a 4 b) —cosifa —Db
cos.3(A+B40O) = o g}cos_%ﬁ lt }sin.C =
sin.}a sin.3b
e

Vervolgens vermenigvuldigt men de eersie met ¢38.4C en de
tweede met sin.3C, dan heeft men door optelling, tegelijk

c08.24C = (1 + cos.C) en sin.?§C = {1 — ces.0)

cos.3C

sind(A 4+ B) =

Il

L)

sin.C,

stellende:
. eas.3(a—D) (1 4 e0s.C) 4 cos.}(a-}-b) (1—cos.C)
sin.3(A+-B4-C) = Teos 1o
__ cowdacosih 4 sinda sin.gb cos.C
- cos.de '

10
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Deelt men nn de laatste door de eerste, dan heeft men, omdat
A+ B+ € =180° 4 K, derhalve (A - B 4 C) = 90° } 4B is:
cot.§a cot.3b 4 cos.C

sin.C '

Om deze formule voor logwithmische berekening geschikt te

maken, stelle men als C < 90° is
cot.}a cot.ih
eos.C

cotiF =

= tg.2p,
waardoor
cot.3li = see.2¢ cot.C
of tgdll = cos.?@ tg.C
wordt, Is € > 90°, dan stelle men C = 90° -~ €', waardoor:

oot AE — cot.la cof.1b — sin.C'
T cos, U
cot.%a cot.iD .
en stellende nu ano - = sec.?p of sin.?@, naarmate deze
uitdrukking grooter of kleiner is dan 1, dan wordt in het eerste
geval:
cot.lll = tg.*otg.C’
en in het tweede geval:
cot.1ld = — cos.2etg.C,

133,  Schrijft men de formule (1) onder den vorm:
sin.a sin.b sin.C
—osj(A + B + 0 = deos.ta cs. b eos.de
en substirueert men daarna:
2)/sins sin.(s — a)sin(s — b)sin(s — c)
sin.a sin.b

sin.C =

dan komt er:
} sins sings — a)sin(s — b) sin.(s — c)
2cos.4a cos.$b cos. e
waardoor E ook kan gevonden worden als de drie zijden gegeven
Ziji.

singbE =
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alpha
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Opgaven van eenige waarden van .

x = 3.14159; log.r = 0.497150.
2 = 6.28319; log.2x — 0.798180.
47w = 1.67080; log.im = 0.196120.

1 1
r = 0.31831; log.;-_ = 9.502850—10.

1 1
—— . — — Q
o = 0.16915; log.gz_ = 9.201820—10.

0

2
- = 0.63662; log.; = 9.803880—10.

x? — 9.86960; log.x* = 0.994300.
1 1
= 0.10132; log.;_z = 9.005700—10.
Vr = 1.77245; logp/m = 0.248575.

Vir = 1.25831; log.) §x = 0.098060.

3

1 1
7= 0.56419; log.|/; = 9.751425—10.
Nep.log.r — 1.144730.
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