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B O OF DS T I

Vectorvergelijkingen,

§ 1. Kene quaternion-vergelijking van den eersten
graad ten opzichte van een onbekend quaternion g-, laat
zich zoo algemeen mogelijk voorstellen onder den vol-
gt"-:[ld(:‘-:[l VOIII 2

Shga + 2d.S. b'ga’ - Ze. V. b"ga". f = ¢,

A

waarin 4, a, &, &', 8", &, ¢, f, & en ¢ gegeven quater-
nions voorstellen en waaruit ¢ bepaald moet worden.
Vervangt men in den derden term V. 4"¢ge" door & 'ga’ —
S. 0"ga", dan neemt de quaternion-vergelijking de volgende
meer eenvoudige gedaante aan

2bga + 2d.54'ga" = ¢,

De oplossing eener zoodanige vergelijking kan steeds
teruggebracht worden tot die eener lineaire vector-ver-
gelijking, zooals uit het volgende blijkt.

Necemt men van beide leden der bovenstaande verge-
lijking de scalar- en vectorgedeelten, zoo geeft zij twee
nieuwe vergelijkingen.

Bij toepassing der formules:

Sirg = SrSg 4 S Vrlg en
V.ya = p5. g — BS. ya + oS- 3y,




deze laatste vergelijkingen tot de twee volgenden herleid
wh -+ S5 5%y = Se en
wy+ Vil +0) + 2| VaS.bp | VbS.av + VdS.([Va't')e |l = Ve,
|i waarin w=b¢, ¢ = Vg, Z5dS.0a¢ |- 285 . bu = &
. 3 =385V, 't + 2 V. ab O = I(ViSa —.56Va)

n = 2Viba ;- 2VdS. b0'a’ K = Z(SbSa — S.ViVa),
Elimmeert men w uit deze twee vergelijkingen, en stelt
“‘ ter bekorting #(# 4 ®) —7 en AVe — 4S¢c—= », dan
vindt men eene vergelijking van den vorm
,“ 2ed Bo - Vg —p, o -2 1)

‘? waarin «, «....., #, §..... en ; gegeven vectoren

\ waarin #, ¢ quaternions en «, {§, y vectoren zijn, worden
i
\

. zijn en » een gegeven guaternion.

I De oplossing van de quaternion-vergelijking van den
il cersten graad wordt dus teruggebracht tot die van
‘i' - eene lineaire vector-vergelijking. Schrijft men deze in

den vorm

e A e S E R (1
i en opereert men hierop met ¢ — 1, dan vindt men
| iy
| Het probleem komt dus neer op het bepalen van de
: . omgcekeerde functie ¢ L

§ 2, DBEHANDELING VAN EENTGE FEENVOUDIGE VOORBEELDEN.

I 1% V. woff = 7, waaruit o op te lossen.

il Past men hierop de bewerkingen .S. « en .S. g toe, danis;
S all.agf = 5. o = a’S. o = 5. ay en
:.‘ il S. V. apf = 5. pPex = 5. ap = S. By
'\ ‘ Wwaaruit 'Volgt oS (3g =g =1 .5 oy en

ASmg =8 — 1.5, By.
Daar de gegeven vergelijking ook kan geschreven worden
I‘ @S, o + 3.5, ap — 0.5 aff —
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krijgt men, na substitutie der bovenstaande waarden, voor

de beide eerste termen
B N7 il R L - i

e =
= S Cfij

Zijn @, 3,  coplanair, dan is .5\ «ffy = o,

Na operatie met 5. af op de gevonden waarde van g
krijgt men bij deze onderstelling

s SBSay+ SaSfy—Safy Safy
A Siap — Soep O’

mits .5, «f mnict gelijk nul is.
De ocorspronkelijke vergelijking wordt dan
aoff — 7 en dus g= 1w — 1 yff — L
2% V.aBo = y, waaruit ¢ op te lossen,
y= V(S af)o — V.(V. afo = o0.S.af + V{(V.aB)p.
Hierop met .5. Pfi operecrende, heeft men
L oafy = 8. afoS. af
daar SV af V. (V.af)o = SoV. 0 = o.
Declt men beide leden der vergelijking

Soapy = S aflpS. e door 5.l

en telt deze dan bij de gegeven vergelijking op, dan is:

S.owp
Je 2y 5 =
i "‘I'?_ = «fip, waaruit
.l.S'- QS?
,_..:,;)—'10:—1 e Lp L -
e =1 [r = u{g]

3% V.o = y, waaruit ¢ te vinden, Stelt men, daar
S. ap onbepaald is gelaten, S ap — x, dan geeft dit, op-
geteld bij de gegeven vergelijking,

g — X + ¥-
derhalve e=a (i)

§ 5- FIGENSCHAPPEN DER FUNCTLE s

Elke functic ¢ bcpaald door het eerste lid der verge-

lijking (1) heeft de volgende eigenschappen :
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I

\ ¥ q_,(:@ 4+ + Tooennn ) = @0 —{— Tile) + PE - -y
i | 2% dyp = 9o + do) — yo — qdb.

Il 3% gap = ago, waarin o cene scalargrootheid.

De functie ¢(go) stelt men voor door ¢, de z-malen
herhaalde operatie met deze functie ¢ op ¢ door g*.
Y In analogie hiermede is ¢~ 2gp=¢ " (p~1¢) on zal
-:h de z-malen herhaalde opcratie met ¢ — ! voorgesteld wor-
Li ‘ den door ¢ — *g.

§ 4. Verwante runcries. Opercert men op de vector-
functie met S ¢, dan volgt unit de algemeene vergelijking
i gg = ZaeS fe 4 Viwp. . o . L (1)
": waarin # een quatemi::m voorsteift,

j S.ope = = S.oa S fo - S.oVlre
— XS pfS.ee+ S0 V.(Sr -+ Frig
X .5 088 0a + S oV05 — .S o Vi{ V)
i 3.5 08 S o+ S o V. Kra
il S.ogo = 8, o[22 .S wo - V. Kro).
i Stelt men nu
W) =288 w+ V.Krg. . . . (1a)
LI' zoodat, i ( '

il dan is S, oogp = Soog's . - . . . . (\2).
i De functie ¢’ wordt de verwante van ¢ genoemd. - Zj]
i verschilt daarmede door de verwisseling van « en § en
”r door de verandering van hef quaternion # in het gecon-
il jugeerde. Wederkeerig volgt, daar AKr — 7 is, dat ¢
de verwante functic is van ¢/, zoodat men ook hceft

il | Sopge =S agld . v o e (3
L Telt men de vergclijkingen (2) en (3) op, dan vindt men
1 Soo(p + g = 5 .y(—lp -+ ¢ )o.

Hieruit blijkt dus, dat de functie ¢ + ¢’ verwant is

aan zich zelf

Is 6 = ¢, dan is S. gg¢ = 5. g¢'e en

A ulp —— (}r,j)g =0
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De vector (p — ¢)o staat dus loodrecht op p. Men

kan nu stellen (p — ¢')o = V. dp, waarin 0 een bepaalde
vector is, die loodrecht staat op (¢ — ¢')o. Bijgevolg is
go =4 (¢ + ¢e + + (o — ¢
=1@+tokt+iV
tpo = 4 ¢'o+ 4 V. dp.

Eene lineaire vector-functie wverschilt dus van de met
haar wverwante functie slechts een term wvan den vorm
V.de.

Ook het product van twee willekeurige operaties geeft
eene aan zichzelf verwante operatie, men heeft toch

S.oogy’a = .5 g'o glo = S @'o ¢'o = .5 sgy’o,

g’ blijkt dus zelfverwant te zijn.
Is ¢ + ¢ cenc nieuwe lineaire vector-functie, waarin ¢
eene scalargrootheid, dan is
S. o(p + £)o = S. ogo + S age
S.o(p + 2o = 5 og'c + S.ggo=.5. o(¢” | £)o.

§ 5. OWKEERING VAN ¢. HERSTE METHODE.

Tedere vector kan in het algemeen uitgedrukt worden
als de som van drie niet coplanaire vectoren, die ieder met
reéele coefficienten vermenigvuldigd zijn,

Men kan dus ¢’ uitdrukken in termen van g, o en
g2, mits deze dric vectoren niet in een zelfde vlak zijn
gelegen.

Zij — o= xo + ygo + 2% . . . . (4)
opereert men op deze vergelijking met ¢ —?, dan is

—xp = 1o =yo + 290 + 9’e,
de omgekeerde functie is dan uvitgedrukt in termen van
directe operaties.
De coefficienten x, ¥, 3, zijn onathankelijk van ¢ en
kunnen bepaald worden, door ¢ achtereenvolgens te ver-
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vangen door drie bekende vectoren en de drie resultee-
rende vergelijkingen op te lossen.
Zijn ¢, gp en g coplanair, dan heeft men eene ver-
gelijking van den vorm
ipe = ap + by of
¢'e = apo + by,
v'e = abp + (@ |- 6%)yo,

zoodat % eveneens coplanair is met ¢ en go.

§ 6. TOEPASSING VAN HET OMKEERPROCES OP EEN VOORBEELD.

1. Heeft go den vorm —a%.S. tp — 6%.5. 70 — 2.5 ko

dan is A @ =0 gk =k
g% =g i— 5‘] gl = c'k
g5 =’ §r=15% g% =%,

Substitucert men nu in de vergelijking (4) voor ¢ ach-
terecrivolgens z, 7, £, dan heeft men
— a® = x + ya* | zat
— ' = x | yb® -+ bt
f e 2 _|>:],.,2 i ;E;-‘Z'i
zoodat a® - za* 4 ya* L x =0
6% 420 4 46* 1 x = o
c¥ |- ze* + e L x— o,
De grootheden a?, &2, ¢2 zijn dus de wortels van de
i derde-machtsvergelijking
| £ 428 L 98 | x=o.
De coefficienten dezer vergclijking zijn derhalve
‘ x= —a’’ y=a6* L 5% L% en s—=— (@} 62 &)
Deze waarden in de vergelijking (4) substitueerende :
vindt men
. @lg =a"h — (@} 6% L e Ypo 4 (a2 52 - ¢ N 2o
Stellen wij nu gg = 7, zoo wordt

I

o= a0 8 %y —(a* +- 82+ Pyt o).
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7.5, 7 7.5, 7
2% Heeft go den vorm —7,9 |- J 5;7 ?-, dan behoort ¢
2=

tot cen ellips; o, go cn @ zijn dan coplanair, zoodat
9% = X - yoo.

Nu i ?.___z -"——j.
1S @ = L @f = 72

¢ = ,:4 en g7y = %
Substitueert men nu in de vergelijking ¢’ = xo 4 )'qo,
voor g achtereenvolgens 7z cn 7, dan heelt men
;’5 — —éjf toaien L= — g”iy + 27,
zoodat xa' — ya* — 1 =o0 en
xp* — y6* — 1 = o.
Nu zijn @? en §* de wortels van de vierkantsvergelijking
Xt — gk —1=o0,

waaruit volgt:

I < 1
s 2 2y 2 2232
— a@® J- &% en a*h = — —
K =
en dus
R e
o= " ,ip2 0252 Pos

Stelt men nu gp = y, zoo wordt
o =— (a* + 8%y — (a7

§ 7. Meraopr van ITawmrTon.

Men kan bijv. steeds twee vectoren A en u zoodanig kie-
zen, dat V. Au = @o; na operatie met S. 4 en .5, p heeft
men dan .S Agp = o en .S, pyo =— o, tevens geven deze
vergelijkingen door de invoering der verwante functie ¢’

A ,gq[:"l — o en .5. Qcp’;@ = Q.

Uit deze twee laatste formules blijkt, dat ¢ loodrecht

staat op de vectoren ¢'A en ¢'p; de vector V.g'lg'u, die
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loodrecht op hun vlak staat, heeft dus dezelfde richting

als de vector g, zoodat mp — V; @My’ e, waarin m een
scalar voorstelt, Nu is ook p =g — ! V. Ay, waaruit volgt
mp L Vilp = Vigldgls.. . . . . (5).

Iet komt er nu nog op aan de constante 7 te bepa-
len en het tweede lid uittedrukken in functie van den
vector V. lu. Zij » een vector, niet coplanair met A
en u. Na operatie op vergelijking (5) met .5 g’», krijgt
, men door rekening te houden met de hoofdeigenschap
' der verwante functics
S, ¢'vep — 1 V. ko = m.S. vpyp =1 Vo hu = .S, Ay
— . gtk w'u @'y
Sl o'u ¢y
Asf.rl;uﬁ’ :
i Deze grootheid . is onafhankelijk van de bijzondere
waarden van R, u, ».

of ' A —

Vervangt men i, u, » door drie nieuwe vectoren

M=pL-t+qu-trv, u =p Ll qiu+ 7y en — P b T+ 7,v,
i dan is: oV =Pk + gp'u + oy
| Vi =20 g + gy

gy — 2y’ - g, ¢ 4 7.9y,
‘ waaruit men afleidt
i _ |2 ¢ r
SV g ¢ =1 p g r | S odgugy

i 1 Py §y 7y

en

2.4 7 |
| S A uy = B e RS, Ayey
| Nt 7,

zoodat de teller en de noemer van de breuk, dic

uitdrukt, in dezelfde verhouding veranderd worden,
Verandert men ¢ in ¢ + g, in de vergelijking (3),

waarin & een scalar is en noemt men #y de waarde,
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die de constante door deze transformatie verkrijgt, dan is

mop +8) Vida= V. | gy + 2

= PVl ¢'ha'u + g Vig'hu + Lg'n) |- 22 V. du

of
wg(p + &)~ 1V, dp = (r2p™ T gy + 2% V. du
wanneer men stelt y Vo Ap = V(hg'v - ¢'An).
In de bovenstaande vergelijking is
S.le" + o) My + gule” +2)»
S. Auy

of Wy = WL |- WL - gt 4 o3

wzg —

waarin 72,
waarden zijn
S (p'ug’y + ug've'h + vo'dy’n)
o8 A
SAug’y + prg’d 4 vlg'n)
S. A '

Substitueert men in vergelijking (6) voor m,

iy —

*}ﬂ.i =

waarde, dan krijgt men de gelijkheid
(e 4 myg +m,g® -+ g% (p+ ) "1V hu=
oy 1+ gy + £ V. i
Na operatie met ¢ + ¢ is
(m 4w, g+ g+ 2% V. hp =
{4 gloy +me Y + g%0 + ) + &% V- ha,
waaruit volgt
wy, = gy + me 1
Wy = ¢+ 3.

De tweede symbolische gelijkheid geeft ¢y —=um,

en 7, twee nieuwe scalarconstanten,

(6)

wier

zijne

- En

deze in dc cerste gesubstitucerd, geeft de symbolische

vergelijking

mp ~ Ll =m — mqg 4+ ¢*

(7)-

Deze wvergelijking bevat de volledige oplossing der

lineaire vectorvergelijkingen.
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o’ & 4]

8, VOORBEELDEN VAN TOEPASSING DRER METHODE VAN
Hayirrow,

(5]

% Zi po = V. agﬁ = y
dan is asS.fo—oS «f + S ap=— 7y = go en
| BSap—eSi af + oS fo=qgb=qg
go is dus eene zelfverwante functie. Kiest men & — «
. u— @8 en y =— », dan is

¥A = ga — 8, qo"fu —gf = f%, gv — V&
Nu is

vl'} .

S e Viay)  «’82.5(Ba Viayp)

= S.apy S.oafy

Voor V. ay3 substitueercnde « .S\ 8y — 7.5 aff + 8 S. ay
vindt men m = «%32.5, af.

Schrijft men evenzoo in
| I

| M= ey S By e 8 Voarf + w38 Vi)

h voor V. uyf de bovengenoemde waarde, dan vindt men

my = — a*f?, daar SE.S.ay en Sa.S gy = o.
LEvenzoo is

Gl == a3 . a.af*. .y +af V.ayf)=—.5. «f,
| 2= g S By + . 8)
i zoodat
{ — ! 1L g, 7 avf 4 Ve (Viavi)al
i i g2 S apl - By F 5B Voo Vol Vas) %

Voor het laatste vectorproduct kan men schrijven
aS (Viapp) B — V. (arB).S. af |- BS AV ayp)
| of
— Vi(ayp)S.af + a8, ap 8.3y + «.5. g8 ay —ua 8. By, af
4 B eS8y - 8.8 af S ay — .S ay .S, «ff,
zoodat
| A S e

L /

S

2
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welke waarde van o met de vroeger gevondene over-

eenkomt,
2, V. a0 =y = ge-
Stel b=, e el Y = ay.
Nu is wo = V. — ap = V. ga,
zoodat A— S. pr’(xq‘/y 9 (ar) — 0
S ay(ey)
Wy = — @, My, =0
en de vergelijking in ¢ wordt nu «’p — g° = o.
Na operatic met ¢ — ? is
¢=ty== qrt+¢-2o
&
of Q:% V.ay +9 — 20
o

Stelt men ¢ ~ 2 o= ¢, dan volgt uit ¢’c=—=o0
VeV, as) = o,
waaruit blijkt dat V. s = o of ¢ = xa, zoodat

g:a—i(_x—l—y).

§ g. Dc vraag kan gesteld worden, wanneer zullen
de richtingen van ¢ cn ge samenvallen, of wat hetzelfde
is, wanneer zal de operatie ¢ op een vector g tocgepast:
diens richting niet veranderen. Alsdan moet gp = 50

zim of V.opyo = o, verder g% = 2%, ¢’p = z%.

Deze waarden gesubstitucerd in de vergelijking
(9% — myq® + my@ — m)g = 0
geven de vergelijking
(2° — m,2® + w2z — m) e = o0,
zoodat z een van de drie wortels 5, 5, en s, moet Zzijn
van de derde-machtsvergelijking
§% — m,8* |- w5 —m = o

Onderstelt men, dat de drie wortels van deze vergelij-
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king allen reéel zijn, en de drie richtingen worden aan-
geduid door ¢, , o, en g,, dan moet noodzakelijk
(0 — )0, =0, (p — 3 ) 0, =068 (p—a,) 0; — o

P \-q

Een willckeurige vector p kan volgens deze drie rich-
tingen, die Aoofdrichifingen worden genoemd, worden
ontbonden , zoodat

¢ = X0, | X0, + X303 « » - . . (8)
waarin de coefficienten x, , #, en x, scalargrootheden zijn.
Opereert men hierop met ¢ — s, , dan zal
(@p—s)e=2,(5 —5) 0 + % (5 —5) -
Dus doet de operatie ¢ — 5, van cen vector g zijne

composante evenwijdig aan g, verliezen.
Nu met ¢ — s, opereerende, komt er
g — (o — $3) 0 ==y (S5 — 8) (55 — 5, ) €.
Evenzoo
(@ —5)(p——=58)n=x (5 — 5;) (.5‘1 —S3) e
(ﬂf‘—?) ‘4_“4,) = (§ - S) 5 ——53.).0y
De uitdrukkingen
@—s)(e—a)e (p ) (p—s)0en(p—s5)(p—s)e
leveren dus de drie gezochte hoofdrichtingen op.
Zijn de twee wortels s, en 5, gelijfk, dan zal men na
operatie met ¢ — &, op de vergelijking (8) hebben
(@ — sy )e=12m (5, — )0
dus zal de richting g, gegeven zijn door (y—s,) 0.
Opereert men integendeel met ¢ —s5, op deze zelfde
vergelijking (8), dan is
(p—s51) 0 =105, 5 ) (%0, | %y0,).
Dus is een willekeurige vector s in het vlak g,p,, in
richting gegeven door (p s )¢, wat ook o zij.

Voor het geval alle drie wortels s, s, en s, gelijk zijn,
krijgt men na operatic met ¢—s, op de vergelijking
0 — X0 + X0, + %@
lp — $) 0 = o
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Elke vector in de ruimte is dan eene hoofdrichting.
In het geval, dat de drie wortels van de vergeljking
3

£° — m, St - my§ — M — 0

allen bestaanbaar zijn en ongelijk, vormen de drie hootd-
richtingen g,, o, en p, cen drievlakkigen hoek, dien wij
hoofddrievliakkigen hoek kunnen noemen.

Daar (g —$,) o, = 0, 7zal men ook hebben S.p{p—$;)g, =0
en wegens de eigenschap der verwante functies ook

S 9y (:1}.‘" === ) =" CRE (Q)

Dus is elke vector van den vorm (¢’ - ;) ¢ loodrecht
op o,. Evenzoo is elke vector (¢ — 5,) ¢ loodrecht op o,.
Bijgevolg is de vector (¢' — s5,) (¢’ —$,) ¢, waarvan men
de richting p.” kan noemen, loodrecht op g en g,.
livenzoo zijn de richtingen

(@) —s) (' —s,) 0 en (¢ —s5,) (0 —55) 0

of o,” en g,', respectievelijk Toodrecht op de vlakken
9,0, €N 0,0,. De drievlakkige hoek, gevormd door p,”,
0,” en p,’ is dus de drievlakkige poolhoek van den oor-
spronkelijken. Daarom heet hij ook verwante drieviak-
kenhoek. _

Is “de functie ¢ zelfverwant, dan zijn de drie wortels
der wvergelijking

5

% — s s —m — 0
allen bestaanbaar,

Zij, om dit te bewijzen, s, + 4 1-— 1 een van de
wortels en g, + 5, 17— 1 de waarde, die er uit voort-
vloeit voor den correspondeerenden vector, dan is

glog o L —n=0 +417 -1) {o; + 0 17— 1),
waaruit volgt

oy, = Sp0, — 40, en gy = 80, £ ¢-

Opereert men op deze vergelijkingen respectievelijk
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met S. g, en S. g, en trekt de leden van elkander af, dan is

40+’ =o0
waarnit volgt 4 — o en de bestaanbaarheid van de dric
wortels der vergelijking
§— st s —m=—0

dus aangetoond is.

De vectoren der hoofdrichtingen p, , ¢, en g, moeten
bij de verwante functies noodzakelijk bestaanbaar zijn.

De vergclijking (y) wordt hier S, ¢, (g — ;] 9 = o wat
ook ¢ zij. Uit deze formule blijkt, dat g, loodrecht staat
op het vlak van ¢, en g,.

Evenzoo kan men aantoonen, dat g, loodrecht staat
op het vlak g, 0,.

Is de functie ¢ zelfverwant, dan zijn derhalve de drie

viakke hoeken van den hoofddrievlakkenhoek allen recht,
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Quaternion-vergelijkingen van den eersten en tweeden graad.

§ 10. @. QUATERNION-VERGELJKINGEN VAN DEN EERSTEN GRAAD.

Hamilton heett eenc cenvoudige oplossing gegeven voor
den volgenden vorm van lineaire quaternion-vergelijkingen
ag + gb = ¢,
waarin @, 6 en ¢ gegeven quaternions zijn en het onbe-

kend guaternion ¢ moet bepaald worden.
Vermenigvuldigende achtereenvolgens mel Ke en door
&, heeft men
(7Ta)qy + Ka.gb = Ka. c
= L e TS
(La)yg + (Ko + a)gb + gb* — Ka. e+ ¢b,
de factor ¢ kan nu links gebracht worden in het 1*® lid
g3 (Tw) -+ 2 Sa. b 6% == Ka.oc 4 cb,
waaruit
Ko, e+ eb
7= (Fa)* 2500+ 6%

Tedere vergelijking van den vorm a'gd’ -|- ¢'gd — ¢ kan

hiertoe herleid worden, door vermenigvuldiging mef ¢ — 1

en doeor O =1
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= ttg gl — 1=y ~tes 1

of d-lgd=4 d¥F-'"=RBend-ted-1=C
stellende, heeft men de vergelijking ftot den wvorm
Ag -} ¢ B = C teruggebracht

De vergelijking ¢* = ag + g6, die schijnbaar van den
tweeden graad is, geeft na vermenigvuldiging mef ¢
en door ¢ ~ .

1=¢ la &g—1!

| of g — "= stellende,
| by +ra = 1.
“1" Dus is ook deze vergelijking tot cene lineaire guater-
| nion-vergelijking van den vorigen vorm ag - ¢b=c¢

teruggebracht.

§ 176, QUATHKNION-VFRGELLKINGEN VAN DEN TWEEDEN GRAAT),

De quaternion-vergelijking van den tweeden graad, zal
in het algemeen voorgesteld kunnen worden door de ver-
gelijking

Sa,qa, 98 |- b gb = ¢,

waarin ¢ het onbckende quaternion is.

Door daarin voor ¢ zijne waarde w -+2zxv 4 7y + £z en
i de analoge waarden voor de gegeven quaternions te
‘ substituceren, en de coefficienten der grootheden 7, 7, &,
1 aan beide zijden gelijk te stellen, krijgt men vier nieuwe
| vergelijkingen tusschen de vier gczochte scalars w, x,
y en z, en een aantal gegeven scalars, die in het alge-
‘ meen van den tweeden graad zullen zijn.
I Elimineert men %, ¥ en z uit deze vier vergelijkingen,
-| dan verkrijgt men velgens het theorema van DBezout
‘ “' (zic 0. a. Serret, Algebre supérieure) voor @ in-'t alge-
| meen eenc vergelijking van den zestienden graad; even-

zoo zal men voor %, ¥ en z vergelijkingen van den zes-
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tienden graad verkrijgen, zoodat men voor cenc quadra-
tische vergelijking in het algemeen zestien wortels (reéel
of imaginair) kan verwachten.

§ 12. EENVOUDIGE OPLOSSING VAN DI BIJZONDERE KLASSE
gt —ga-1-b
Van deze vergelijking kunnen, zooals later blijken zal,
slechts zes wortels bepaald worden. Vervangt men ¢ door
zijne waarde w -+ zx -+ 7y - %z, ¢ en & door hunne over-
eenkomstige waarden |
e filgy--hken & i+ Ak,
dan is
(w 2% 7y + £2)> = (w4 ox + g3+ %2) (e + i g7+ Ak)
o it gy AR
Stelt men in beide leden dezer vergelijking de scalar-
gedeelten en de coefficienten van 2, 7 en £ gelijk, dan
vindt men de volgende vier betrekkingen tusschen de
vier onbekende scalars w, x, ¥ en z
wi— % gt —rt=ew—jfx — gy — Il ¢
awx = fw -+ ex -+ hy — gz /'
2wy = gw —hx+ ey + 2+ g
2wy — hw - gx —fy +ez+ V.
Nemen wij 1% het bijzondere geval
=, b= gy, dan is
(wt x4y + ke = Wt o+ -+ &)+ 57,
@ — x* — 9> — 2% 4 swxr + 2wy | 2wk =
Jwi — Jx — fyk + fog + &7
Na gelijkstelling der coefficienten van z, 7 en % en der
beide scalargedeelten, volgt
w:— x?—yr—r=— fx
2wx = W
2wy = fi + &
I 7.
2
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Aan de 2% vergelijking kan voldaan worden door

s

W =0 €1 X — —=
2

Tn het cerste geval geeft de eerste vergelijking

g4
v — i+ 5 =o,
g./ f
daar ¥ = 0 en g— — "
P

Men vindt dus in dit geval voor ¢ de waarden
Pl — s
== — — 2 )t —2k
¢ =l = 7
_ S (L _,ﬁgf) £
gy — 2 1% 4 fz Z 7 ¢
die bestaanbaar zijn, wanneer /2 > 2¢”.

In het 20¢ geval geeft de eliminatie van z uit de twee

i
o 2%y
laatste vergelijkingen, y = —=—, en deze waarde

74 gqw?
van 4 in de 4% vergelijking gesteld, z = — S
| S+ gqw®

De waarden van x, ¥ en z in de 1%te vergelijking gesub-

stitueerd geven
3 fl (f““ _1_ 4,502)6‘.;,,’2.
g e e
4 (f* + qw?)
waaruit volgt /2 - 4w? = + 2¢°

I e
W = V2" — @, — —

Vg —

l\Jli—I

. e PV SN F o8 e
w=V —2 /" m=—3V—2—F

/
5 277 20
P1sS Nl = —————— 5 — 3
> Pt awt o
zoodat
I ——
P =Wy = ; ]_// Zg, =— _‘f'?

I —_—
w=y = — | 2g =




== ___l/ o
]
e ) e /m
Jos= o =0 | ' —
evenzoo is g, = — ]; .— _Jg“
B :f en- :i
2 2
De vergelijking ¢*=—=g¢/i-} £’y geeft dus de zes volgende
wortels
L E (ff_g"f]l ey
g} 4_%2_.—;—]/‘-/] 72' !Z f—,é
£ £ !
7y i 2 V[ A 7 } z 7

6 =5V T V=T

o= — VAL =L

o =SV =L S =+ L

1

h=—_V =7 +ff+ gt f+fze
De vier laatste wortels kunnen nog eenvoudiger ge-

schreven worden

gy :i.l/go"’ — (1 4+ j)—]—jg(z—fﬂ)

= — V=) L= B
s ——‘%l/— 2" — /(1 —I—j')+§(z'+ £)

fo = — W A= LG+ B
Voorbeeld gt = 3¢7 < 107.




Hier 1s e Gi=p7 — e}
zoodat f=5 en # —= 10
Substitueert men deze waarden voor / en g, dan

vindt men _ ~
+ \//? —4) t— 2k — 44 — 2k

— \/ii _1.] 7— 2k=—1— 2k
4

—s (1 +7)+2 (G— k)

71

I
TR
W |

75

l
—
W |

|

W |-

s

W [Cn

pi= = VeSS Goby) KOG —R)

|

s =21"=5 0 +7)+2 G+ 4

o= Y e ‘2—(2' + A).

>
Andere voorbeelden.
Ongelyke wortels,
g'=10p7+ 3 @ = 99— 3k, 9= 7i— 3k
g* =1ogz+ 407 ¢y = 82— 4k, ¢, =20 — 4k
9* = 2592 + 3007 ¢ — 162 — 12£, g, — gz — 12£&
¢*=13¢¢+ 78 g — 9v— 6k, ¢, =41 — OF
Gelgrke wortels.
=t oz =g =i —k
P =aqr+ 8 ¢ =g¢,=2(—#)
' =06+ 18 ¢ =g=30—4%F
¢ =8p+3zy ¢=p=40—48)
In het algemeen zal de vergelijking
¢t = 2ngi + 2nY
tot reéele wortels hebben ¢, = ¢, = n (z — £).
2% g> =ge + &
waarin ¢ en ¢ geen quaternions, maar scalars zijn.
In dit bijzondere geval derzelide klasse

g*=ga + b is a=e en b = ¢.
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De vier betrekkingen tusschen de onbekende scalars
w, %, ¥ en g worden nu

wr— gt — gt —r—=w | ¢

2UWX — 6X
ey — &y
2Ws — E2.

Is x—=o0, y=o0 en z = o, dan geeft de vergelijking
w* — ew — ¢ = o de twee wortels
: WArTI e
e / e ) 2 £z ,
@y — = + \ - + g en w, — J—ﬁ-\/f = + 2.
= !l_ = 4
zoodat

e
e g2 é e? ,
iy \/* 4 ¢ en g, = :___\/_‘ + e,

i

e [
Is w=—, dan is — —a&*—y*
27 4

l:—"rﬁ

0

5 A
e e
In dit geval is het vraagstuk onbepaald. Van het

vectorgedeelte wordt alleen de lengte = | T R
niet de ligging bepaald, zoodat elk quaternion van

-r\/___ & .4,

waarin / een willekeurige eenheidsvector is, aan de ver-

den vorm

|

gelijking ¢* = e¢g 4 ¢ voldoet.

ITet aantal wortels dezer vergelijking is derhalve
oneindig groot.

3°% g* = ge - fi

Substitueert men hierin voor ¢ zijne waarde

w -+ | gy + Az, dan is
w2 — x? — g — g2+ 2w - 2wy - 2wzk =
(w1 477+ ) ¢ +




Hieruit leidt men de vier volgende vergelijkingen af

. = ~
2l e

w? — x*—y
2% = xe - f
| 2y = ye

28— L2,

Het is noodzakelijk, dat y = o0 en z =
Substituecert men toch in de 2% vergelijking voor w

£ -
1 de waarde = dan zou men tot resultaat krijgen /== o.

Uit de vergelijkingen
W' — x* = ew en 2wx = we + J,
kan men nu gemakkelijk x elimineeren, men krijgt dan
i de volgende vergelijking in w
: 22
Ty (2@7:6)—2 = £wW
of gt — Swde | swe? — we® — fr=—o,
Voorbeeld. Zij gegeven de vergelijking
P=—gt3lla.
dan is e=—1 7= %172,
i De vierde-machtsvergelijking in @ wordt nu
_ qw* + 8w?® + sw* 4+ w — 18 = o.
1 Hieraan voldoet w = 1,

It dan is T DN |
2W — & 2 4+ 1

= 2.
4 g= 1+ |72 .7 is dus eene oplossing.
Ook w = — 2 voldoet aan de vicrde-machtsvergelijking.
De daarmede overeenkomende waarde van x is — 172,
‘.‘ | zoodat ook ¢ = — 2 — |72 . ¢ voldoet.
| &, g* = 4jf + 4t
I i w*— x? —oyb— 5 | amxz 4 2wy + 2wek —
il (@ + 7 + A i+ g
il Hieruit wolgt:
2 2

i wr— gt —yt— gt = — fx
‘!p ‘j’ j
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2wy = fuw -+ &
2wy = f4
2qE-== —
Na eliminatie van @, % en z vindt men de volgende
vergelijking in x

o2

——

ery et
of
gt (4t — axf A B (4w — 4 ) =0
gt — sx¥fr— axt + 8xf + w0/ =o.

De waarde van @ vindt men dan uit de 29 vergelijking.

Voorbeeld. gr=—2qt 4+ 4173 . %
Hier is g—=4]173 en f= —2.
De vergelijking in » wordt dan
48 — 20x* — 4x*— 168> —8x =0 of
' 4 ax® 4+ sx? 206 — 12 =0
%, =1 en x, = — 3 #jn wortels dezer vergelijking.
Men vindt dan
i, i o LS
e Fare: = rf_#:z-}—z_l/a
4173
e e
pn=1"3+7en g =—1"3—37
7ijn dus oplossingen van de vergelijking
¢*=—202+ 4173 2

De twee andere wortels dezer vierde-machtsvergelijking
zijn imaginair.

1] ; ‘
5% 4t =af
Substitueert men hierin voor ¢ zijne waarde
w 4 x gy | k2, dan is

w? — x— y* — gt -+ 2wan 4 2wy + 2wrk —
(x4 gy + k) fi + e
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Deze laat zich weer in de vier volgende vergelijkin-
gen splitsen
w—x*—yt—zt=— fr e
%= wf
2wy — &f
e — 9/
In dit geval is het even als in het voorgaande nood-
zakelijk dat y —=o0 en z=o.
Elimineert men nu x uit de twee eerste vergelijkin-
gen, dan krijgt men de volgende vergelijking in w
w? (qw* + /> — q¢) =o.

Hieraan wvoldoen

5 'f'-l
Wy — 0, W, —0, W, _\/g_— , Wy —— gﬁ_g

en daarmede correspondeeren de volgende waarden van x

%\//f T J‘ /f_:_mxx:-:{xﬂi{_‘

zoodat de vergelijking g"’: g2 4 ¢ de vier volgende

wortels heeft
A

S S
7y = 74 : e} z
T
L TR Vo
Voorbeeeld. = 497 4 3. ‘
Hier is =g en e¢e=3 |
zoodat 9, = (@< a)sd—= 3¢ *

g =(z—1)i=7¢
513:1‘/7_1'{‘2?'
4 =— " —1 + 22

A

2

Isiegi= 3 dan zijn alle vier wortels gelijk. \

4




Men heeft dan

G =t —% =% — {g"
Voorbeeld. gl = 20¢ - %
[Tier is G — G = 93 = 6 —

§ 13. ALGEMEENE OPLOSSING DER VERGELIJKING q* = qa + &.
Meinope van Hayvmrron.
Schrijven wij ¢= 4 (@ -+ w -} ¢), zoodat = en o scalar-
en vector-gedeelte zijn van het quaternion zg — a.
De vergelijking wordt nu

a? -+ (w -} o) + 20w + a0 + oo = 24° + 2aw 200+ 40

of (EU+—(J)2+€ZQ—QCEZQE+45.
Stel
o — e, S(az—{—q.é)::c Via*+ 46) = zy
dan is (w4 0)?—pa+ao=c¢+ 2y

w2 o+ 2w +— 2V, ap=c¢ + 27.

Stelt men in deze vergelijking de scalar- en vector-
gedeelten aan clkander gelijk, dan geeft zij aanleiding
tot twee nieuwe vergelijkingen

w?t p>=cen V.(w-+«)oe=7.

Uit deze twee vergelijkingen moet p worden geeli-
mineerd. Daartoe opereert men op de 24¢ vergelijking
met S. «

S. ac(?ﬂ 4+ a)o = S.awp = 5. awp | S. Wl =
wS. (w - a)p =5 ay
@+ a)o= 7+ = 5. ay
w(w —\— oc) g — Wy —‘r S oy
wep + wle = 8 ay | wy.

Neemt men van beide leden de tensors, dan geven
hunne vierkanten

{T(weg + w0)} " = {T(S.ar +an)}™
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Met toepassing der formule
(T'9)* = (59)* = (Vg)*

is Wra?p? — wio? = (8. ay)® — wiyt

Substitueert men voor p? zijne waarde ¢— w? dan is
‘2&'2% (a® - o) (w* —¢) + yij%: (5. ay)®
Flw?) = w?{wt— (¢t a)w? 4-ca+ 2 —(S.ay)®=o. "
Deze vergelijking geeft zes wortels voor .
| De correspondeerende waarden van ¢ vindt men uit {
11! de vergelijking '
1 _ay+Sey  wplw—a)d Sap(mw-—a)
i Q— w(w + ) w(w? —«?) =
et w—ya+ S ap)t wy—aS ey
| 7o — «?) =
‘ V. e

0 — g

ZEJ'z;-' — g 5. &y
w(w?: — a?)

=+

g is dus

LT [

S V. ya %VT(I o Y= W T fa.S, or)f]

2(w* — «*) ' 2 W — g’

waarin w een van de wortels der zesde-machtsvergelij-
king is. Deze kan ook geschreven worden

| (w® —a) (@ —c) w* - wy* —a’y* — (Vayp)*— o

| of

i (w?— o?) (w® — cw?® + y*)— (V. ey)* = o.

Dec gewone . vierkantsvergelijking #* — cx 4 7° =3,
waarin y* = —(T)* <0 heeft twee reéele wortels, één
l positief en één negatief, ¢* en — 4% Dus wanneer
il - Ta =4, TV, yoa = w2 is
; F(x) = (x —g7) (% 22 (% | %) + m®
it i Nu is
f(0) = —S. az)? (o enf(g?) = fl—hY)= f(—1)=m">o0.

----- o is het duidelijk, dat de derde-
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machtsvergelijking /(%) = o in het algemcen drie reéele
en ongelijke wortels heeft, namelijk een wortel x, , die
positief is en <g‘~’, een anderen zx,, die negatief is en

algebraisch grooter dan ieder van de twee negatieve
getallen — %* en —/* en een derden g, ook negatief en
algebraisch kleiner dan elk van deze twee getallen.

De algebraische vergelijking van den zesden graad in
@ heeft daarom twee reécle en vier imaginaire wortels
(+17%, 177, +1-%,), met elk waarvan ééne be-
paalde waarde van p overcenkomt en dus ook ééne be-
paalde waarde van 4.

Lr geven dus van de zes wortels der quadratische
quaternion-vergelijking slechts twee aanleiding tot reéele
quaternions, terwijl de. andere vier wortels imaginaire
quaternions opleveren.

§ 14. Voor het geval « en y loodrecht op elkaar
staan is S.ay — o en een van de wortels der derde-
machtsvergelijking /(%)= o verdwijnt, derhalve blijven
twee wortels van de vergelijkiﬁg in @

Om in dit geval de correspondeerende waarden van ¢
te vinden, moet men terugkeceren tot de twee oorspron-
kelijke vergelijkingen

w2 ot=cen V.(w+ al=y7y

en daarin @ = o stellen, zoodat ¢*=¢ en V.ao = y.
Nu is
(L) = %= — ap* = —(Tag)*= —(Sw)* + (Viee)?
(Soag)® =g dw)t=7y -+ a'c
L il
Sap =1 =+ (y* +a’)* Sap= L, =—(y*+ a’)?

a91:y+i gy == il
zoodat men wvindt

on=a-tyta-1t gp=ety—a" s
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£ 1
= gt
7y > 3

Is nu / recéel en van o verschillende, zoodat
‘ RfE:.caz—}—yz)ﬁ 0.

c< -(T.a'_1 7)* ——6> (ﬁ!'.ec_i;f:)2

dan zijn ¢ en ¢ | «® negatieve scalars en de vergelijking

*—(c + a¥) x + 2= o heeft twee reéele en negatieve

1 wortels; dus vindt men vier imaginaire waarden van w
uit de vergelijking w*— (¢ 4+ a®w®* | £ = o.

Zijn dc twee wortels van de vergelijking in %

Xy, = —uten x, = — 9% .
waarin # en o redel zijn, zoodat #® 4 2* = — (¢} «?)

en #v = 7, dan zijn de wortels der vierde-machtsvergelij-
king in w
Wy, = #ul— 1, W, — —ul—1, w. =0 —1,
[ @y = — 0] — I

waarin 1— 1 een imaginaire scalar is.

Voor het geval dat ¢ reéel is, geven de vier gevon-
I dene waarden voor w, de volgende imaginaire waarden
! vaor g,

R o P AR S P B
g =96 14" g g — 1 — 10

waarin ¢',, ¢, ¢5, ¢”5, vier redele quaternions zijn,

: namelijk
‘\ £ ,‘_ai A ___Zf’-' ) }"
‘ 9’3““’24_9(% _I_a) '?3_2—(1 ?eﬂz—!Lag)
PR L= A el "1 1 /7
‘ri N = =i 2( I_ ) A - [.I ot i az) .

ela? |+ »* <o, dan is Z een imaginaire scalar
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van den vorm f£]-— 1, waarin /' regel is; de twee uit-
drukkingen voor ¢, en ¢, worden dan imaginaire qua-
ternions,

De vergelijking #* — (¢ + «)x + ca® 4 7> = o heeft
nu een positieven en een negatieven wortel. In dit geval
zijn de zes wortels van de quadratische vergelijking
g* = ga + 0

w=4q¢1 +L"—1.9 =g —l 1d'y
g =g+ 1V —1. 4% G =9 — V" —1.¢%
ge =459 96 =45 — 9
waarin ¢y, ¢'v @5, @5 @s» 4 zes regele quaternions

zijn met de volgende waarden

i 1 :
-5,’1::(@_1[_05—1},) 9’”.:;3—15'
A a‘;.; 7 “ Vg
W — = s o ===k Sea== =
75 =3 T st a? T3 =3 2%* -+ o®
i a &y - U
= —_— — e T ] — — I __-
s =3 = 2(e* — % T 2 7% —p®
§ 15. VOORBEELDEN.
A g> = 5g2 + 1oy
Hier is ® — 5%, *?(4—25—%40}'):6:—25

V{(— 25 +a07) = 27, 7= 20/, S. oy = o,

De zesde-machtsvergelijking in @ wordt nu

‘ w¥(w* + sow® 4 225) = o,

De vergelijking w* - sow® |- 225 — o heeft tot wortels
w?* -—— — 25 *+ 20, zoodat men voor de zes wortels der
zesde-machtsvergelijking vindt, )

o, W, — 0, Wy =L —5, W =—L"—35
w, = 317"—5, @y = — 31— 5-

‘f,f_}l ===

Nu is

I ) T I . SHL o
?ij;a'T;“ 1;1—&-‘.:__;(.:‘ 15:;?—2/{?—{——1

I I : 1 ; 5 - Ao
= e et 8 W Tl e SR o e
‘Eg";'ﬁ—l_za ¥ o l[wzi 2k 2.6




i worden in dit geval

| Hieraan kan

oplossingen is dus oneindig groot.

Is ¢

Is ¢
)] 2
’ q

2g 4 2.

ﬁi/’e voor w. en
" 4

Sl
= g+ ae,

é,{’ voor w. en @,
2 2

5‘(1 +7)

2 (147)

/

zoodat gy = 4L — 2k
| en g, = t— 2k
w Viye 100k __
2(w?* — o? e e i
i V. ya _, IoOFk
‘ 2(w* — a?) T 40
i L
I zoodat e == 2-(3_ E) + |
| 2 2
5 ‘— 3
g =2k — K=
o S 3" — :
=20k A Gy
R = e
| 20 51: g¢ 5 e,
(i waarin ¢ en & scalars zijn.
i Hier is Va—=o0, y=o,

De twee oorspronkelijke vergelijkingen

it w?4-pi=c en V.(w-+ a)

i

I w2t p*=aqe +e* en V. wp—=o.
voldaan worden door

| - | D —|_—7¢_2_27, 0 =0
| en o=+ 46 ¢, w=o
i zoodat men voor oplossingen vindt

| w =112 T )

!' Iyg — H £ ],/ = (4"3; ~+ ea)"f)i

waarin # een willekeurige eenheidsvector is. Het aantal

) = -
a¢’ + ¢* > o, dan is g, bestaanbaar.

g8 + e* <0, dan is ¢,, bestaanbaar.
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Hier is Vo= —=o, ¢ =y y == 27,
De twee oorspronkelijke vergelijkingen worden hier
w2 4 p* = 4 en wp = 2¢.
Elimineert men hieruit p, dan krijgt men de volgende
vergelijking in @
w* — qw* — g4 =0
w, =12+ 2172, w, = — /242172
= '//2 ——_él//z, W, — ],/\2 — 272,

Substitueert men @, en w, in

(2]

(24 V. Y w 7 w — * a;Si. ay
— — —— —1 I 5
172 T 2(w? — &) + 2 ( + 2 A ]

w — o
dan vindt men, daar ;—]/2 4 2172 — 1,008

g, — 2,098 + 0,455 . ¢

gy, = — 0,098 — 0,455 . 2

w, en w,; zjn imaginair, zoodat dezc aanleiding geven
tot twee onbestaanbare wortels.

0 )

4", ¢t =

Hier is o—

De twee oorspronkelijke vergelijkingen

w* Fpi=cen Vi(w+ap =y
worden in dit geval

w? 4 o = — 2 en wp =21,

daar hier de richting van ¢ met die van ¢ moct samen-
vallen, zoodat V. ap = o.

Men kan nu uit deze twee vergelijkingen ¢ elimineeren ;
men krijgt dan de volgende vergelijking in w.

4 G 3 25
v = gt — = — 0
W o 16 16 ’
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Men vindt hieruit de volgende waarden voor w,

g 1l 245 B

o — iy W ——F, W —E]/——I, wi_—;-—-q—]/ — I,

Daarmede correspondeeren de volgende waarden van ¢

D 5

0y — — &, == =l

I 51 4 9y 4
bl @y = — 2 |71, 0y = &L — 1,

zoodat men de vier volgende oplossingen vindt

w=3i4+s(0+2) =70 +2)
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Quaternionvergelijkingen van den derden graad.

a

§ 16. Substitucert men in de guaternionvergelijking
van den derden graad, voor ¢, het onbekende gquaternion,
w 4 2x 7y - k2 cn analoge waarden voor de gegeven
quaternions, dan zal de quaternionvergelijking aanlei-
ding geven tot vier nieuwe derde-machtsvergelijkingen,
waaruit men drie van de vier onbekenden w, x, ¥ en z
kan elimineeren.

Volgens. het theorema van Bezout zal men dus voor
w in het algemeen eene vergelijking kunnen verwachten
van den 3% of een en tachtigsten graad.

§ 17. DOIANDELING VAN DE QUATERNIONVERGELIKING
¢* =gqa -+ b

Substitueert men voor g zijne waarde @ —+ 2x -7y +- £2

en voor de gegeven quaternions @ en 4 de waarden
e+ fi+grit+hken e + i+ 27+ ik

dan verandert de vergelijking in

w(w? — 32— 3y — 32%) + x(3w? — x> —9?
/’!/'(3'302*-."\72 _,y;‘z g ,72‘)},,‘_|h ,,.(Swz xl_j’.i___z‘z ,é:
(w0 + 2x + gy + £2) (e + B g7 -+ k) + € |- fle -y g7+ Ak

C,C
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Deze laat zich splitsen in de vier volgende vergelij-

kingen
w w?— 3x*— 39* — 32%) — ew — fx —gy—zah -+ &
x(3w?*— =% — 2% = wf |- xe — z¢ vk -+ S

)
plwd— &' — P— =g | ye—xht of + &
2 (3wl — x*— y?— Y= wh + z¢ -+ xg—yf A
Biyzondere gevalien.
1", 7ij gegeven de vergelijking
g>=gqe+ ¢
dan worden de vier bovenstaande vergclijkingen

w( wt— 3x° — 39 — 32%) = ew + ¢
FRUE X — pt— 2¥) — e
y (3w — x*— 9*— %) =ye
o (zw® — x*— y*— 2% =ze

Stelt men x — 9 =— z = o, dan wordt @ bepaald door
de volgende vergelijking

5 - -
WY — W — & —

o

Stelt men 3w?— x*— y* —z*=¢, dan heeft men
ter bepaling van @ de vergelijking
w(w? — qw® + 3¢ —e) = ¢
of 8w — 200 4 ¢ = o.
Voorbeeld. Zij gegeven de vergelijking
g% = — g — 10.
dan 1is ¢=— —1 en & — — 10,
De eerste derde-machtsvergelijking wordt nu
w* 1w 4 10 =0
zoodat aan de gegeven vergelijking voldaan wordt door
==
¢ =1+1"—1
qy —— L o ]//_" 4.
De tweede derde-machtsvergelijking wordt nu
8w -+ 2 — 10 = O.
Hieraan wordt voldaan door w — I.

|
{
[
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De beide andere wortels zijn imaginair. x, ¥ en z
kunnen in dit geval niet afzonderlijk worden bepaald.
Men heeft x?+ oyt 2 = 3w — e =4,
zoodat Va*+y* =12

en dus clk quatcrnion van den vorm

— 5 2/,
waarin / cen willekcurige eenheidsvector is, aan de ge-
geven vergelijking voldoet.
Zoo zullen o. a. voldoen
g=1+ 22 g=—F— 21
g=1-+ 2/ g=1—2/
g = 1+ 2k — 1 — z&.
Het aantal wortels is dus oneindig groof.
o g:} — £.
De vier vergelijkingen worden in dit geval
w( w? — 3x— 3y° — 3Y) =0
(3wt — % — P — )= f
y(3w? — x*— y*— #)=o0
z(3w* — 22— y*— z2')=o. :
Uit de 29¢ vergelijking blijkt, dat 3w* —x* —3y* — z*
niet gelijk nul zijn kan, zoodat men in de derde cn vierde
vergelijking noodzakelijk y en z nul moet stellen.
Men kan dan @ en x uit de vergelijkingen
w w?— 3x%) =0 e
Hlzw® — &)=
oplossen, Zij w2 = 3x% dan is x(gx? — &) =/ of 8x° ="
Uit de vergelijking w@* — 3x® = o kan dan w bepaald
worden.

Is w = o, dan is 2" = —
Voorbeeld. gt aal "3 e
Hier is gx® = f = 24175

en dus ¥ =4l 3. en & = [~ 3
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De beide anderc wortels zijn imaginair.

Nu is ,EE_,Q == 3952 = 0 dus @ = + 3
zoodat g—=3+173.7 en
g=-—5-F1-3 ¢ voldoen.

Is w = o, dan is x° = — 24173
zoodat ook ¢ = — 2173 . ¢ voldoet.

3t ¢® = ji + &7 ‘
Hier is &= b= ji + g7.

In dit geval worden de vergelijkingen

w( w* — 3x* — 39* — 32" ) =0 |
( |

w(gw? — % — yp*— )=/
Pl = s O f
z (3w? — x>=— 32— =0 f

Uit de dric laatste vergelijkingen blijkt, dat z nood- f
zakelijk gelijk nul moet zijn. ‘I
Stelt men o = o, dan is ‘
— k) =/
= itE R

dus &= —39.

Deze waarde van x in de 2d¢ vergelijking gesteld geeft

— [}r}* _1_";.42)}2]: &
_ feon o g
zoodat g — L

Is w? = 3(x* 4 9?), dan is jw?® = gl - %)

De 2de en 3d vergelijking worden nu
#axt 4 &%) = f
y(8x* + 8%) = &

Bij deeling van deze twee vergelijkingen vindt men

i , ; :
% = =y, en substitueert men deze waarde van x in de
g
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laatste vergelijking, dan vindt men

3
e

oo B
8(/* + &%)
— 31”2 en f = 3, zoodat de gege-

ven vergelijking is ¢® = 3¢ -} 3172 .7, dan is, wanneer
men w — o stelt,

Voorbeeld, Zij ¢

g = — ——5427/2 = — 2|72,
y = — 1”2 is de reéele wortel van de vergelijking
9% 4+ 2172 = o.
Daarmede correspondeert # =1, zoodatg— —¢—]"2.7

eene oplossing is.
Stelt men w?® = 3(x* 4 %7), dan is

. R
P T 8 x 27 4 b2

Aan de derde-machtsvergelijking y* — j:]/ 2 =0 vol-

doety:]712--

o 1
Hiermede komt overeen x —

172,172
. I 1 o)
W — [-. -—) == 0 — o
3 4+2 4

=

a

gﬁ;—-i +1 7 en q———+—z+

D |

M e

37

zijn dus ook oplossingen der quaternionvergelijking.
0

4% g’ = gfi + e

De vier vergelijkingen worden nu

' w( wt—3x?— 39* —32) —e—f
x(3w* — x'— y*— %)=/ w
(3w — x*— yr— 2)=/2
z(gw*— x*— y*— BH)=—/9.

Uit de twee laatste vergelijkingen volgt

24 gt =o,
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zoodat de twee eerste vergelijkingen worden
w( w?—3x°)=¢e—xf
x(3wt— x*) = s
De laatste vergelijking kan geschreven worden in den
vorm van eene vierkantsvergelijking in @, namelijk

W — W —— == O
3% 3
die tot wortels heeft
“ 6.% o -\ 364> T ? o
Rt Ak i
i bx 3642 & 3
Brengt men deze waarden van w in de vergelijking
w(w?® — 327y — ¢ —af o‘ver1 dan is
e i il
(()x \/ 3622 = ]i 18x*+ \/ 36x° e }éc o/
3 . z2bo
Voorbeeld. g = 291 — —
260
G
Aan de vergelijking
AR ) f I 22 4 260
oy D S S e ——250
(35‘7 \ le”+ —'_ 95'5‘—'_ 3 ? 27

vo]_doet X = 2.
Hieruit volgt

T

zoodat het quatcrnion ¢ = = -+ 2¢ aan de vergelijking

<

voldoet,
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Coplanaire Vectoren.

§ 18. Zijn «, #, y drie coplanaire vectoren, wier vlak

met dat van een gegeven rechten versor z samenvalt,
dan zal het 53,7mboo1§—c y een bepaalden vector § in het
gege\ren'vlak voorstellen; men kan zich toch het qua-
ternion g in het vlak 7 gedraaid denken, totdat « met

y samenvalt
Deze zelfde vector d kan ook vooreesteld worden door
=

het symbool Z 8. Door eene teekening blijkt toch dui-
(24

r ] -
delijk, dat de operatie £ op den vector y, hetzclfde resul-
o

taat heeft, als de bewerking ? op den vector f.
o0
Men kan dus zeggen, dat 0 de vierde evenredige. is
tot de drie vectoren «, # en y. De beidc middelsten van
sulk eene coplanaire betrekking tusschen vier vectoren

kunnen dan verwisseld worden,
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Men kan eveneens schrijven

e dus;f_ﬁac,
o g_ 9o . o«
terwijl e geeft » _41-6—6,

zoodat ook de beide uitersten « en & van zulk eene
betrekking kunnen verwisseld worden.

§ 1g. Vallen de beide middelste vectoren van zulk
eene coplanaire betrekking samen, dan heeft men eene
betrekking tusschen drie vectoren «, # en y van den
volgenden vorm

yzg—ﬁ ofa=Eg

4

Men heeft nu ook de betrekking

ﬁ — E = —}La, ZOOdat O'Dk

N 2,

zoodat men de volgende algemeene formule heeft

s= sV [) o=V [

De bovenste teekens worden genomen, wanneer de
hoek tusschen de vectoren « en y door § zelf gehalveerd
wordt; de onderste teekens daarentegen, wanneer deze
hoek door — fi wordt gehalveerd.

§ 20. DMen kan het begrip van eene gedurige evenre-
digheid tusschen drie vectoren op vier en meer coplanaire
vectoren uitbreiden, en daardoor eene theorie wvan de

hoogere machten en wortels van guaternions vormen.
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Vormen de vier vectoren «, §, y en 0 eene gedurige
evenredigheid, dan is:

) : 3
{—:K:E er dusi)(i‘xE:L9 x-ﬁ—xéofi:[g)
y [ o« y B & o =« o o

zoodat het laatste quaternion een derde-machtswortel van

i (i]% ®.
(74

Stelt men zich voor, dat g’ en §” twee even lange

het eerste is, want

vectoren in hetzelfde vlak zijn, dic men krijgt door twee
op elkander volgende positieve draaiingen van af g, en
waarvan ieder het derde deel van een cirkelomtrek be-
draagt, zoodat

2t / . ! "

ﬁf 3
en daarom (ﬁ—] =

rams
Nu is (E) .
o

op dezelfde wijze is

6 = (I -2

zoodat men eveneens schrijven kan

B :[%]%a en {”:(g)%a

Men kan dus zeggen, dat een quaternion ) drie reéele
van elkaar verschillende wortels heeft; ieder van hen,
gedeeld door cen der beide anderen, geeft als quotient
cen redel quaternion, dat een van de kubieke wortels
der positieve eenheid is.

Ts het guaternion Q geen negatieve scalar, dan bezit
slechts een van de drie wortels van het guaternion
een hoek kleiner dan 60° graden; deze wortel wordt de
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hoofdcubiekwortel van het quaternion genoemd en aan-
geduid door het symbool E~(Q.

§ 21, Breidt men het begrip van eene gedurige even-
redigheid uit op # 4 1 coplanaire vectoren «, o, ¢ty, @3, . ..

o ey " an |
L en :.(_—ﬂ}" o
(74 o s

Duidt men den hoofdwortel van de vergelijking ¢" —

R

oy dan is

waarin () cen werkelijk quaternion is, aan door 2{J,
dan zal in het algemeen een wortel van de vergelijking
¢" = @ aldus kunnen worden voorgesteld,

1 1
Q" = 1"LQ
1 .
de factor 1® heeft # werschillende waarden, die van de

verdeeling van een cirkelomtrek in # gelijke deelen
afhangen.

§ 22. VOORBEELDEN.

Quaternions, wier vlak samenvalt met dat van den
rechten versor #, zullen voorgesteld worden door de alge-
meene formule

¢ =% -+ 2V,
waarin ¥ en % twee scalargrootheden zijn.
Schrijft men het quaternion ¢ in den vormﬁ, dan is
o
X ¢ os® en y = o 52929
W J'j__Ta :

wanneer ¢ de hoek van het quaternion voorstelt.
Zij gegeven de vergeljking
=141 7

dan is Sg=1men- g =173 .%
Wordt het 2% lid van de vergelijking nu in den vorm
3 scl . o il ﬁ i
— chreven, d s lang &~ - = = = 1.3
7 gesc , dan 15 Zazyg = i» =3




5
dus LB e
s
en B X Wy
L« cos /B
&
Zij een van de twee wortels — ” dan is 1{; == 30" Ef]
154

Fus Ty = Ty 1P,
Kiest men 7& — 1, dan is:
(Ty)! =2 en Ty =172,
derhalve zal

8 I 1
ecen van de twee wortels zijn.
De andere wortel wordt voorgesteld door

ﬁuy—:wi—]/6~—2—V2.z'. i

o

Tweede Voorbeeld gi= 1tz gk i
Zij ¢ + 7 - k£ een vector « = T . Ua. ‘

Stelt men dan Uax =— /, dan is, daar
To= /% 1Ty F 22 =173
g R ‘
De twee retele coplanaire quaternions, die aan deze |
vergelijking voldoen, zijn volgens het bovenstaande

?1:;']//6"‘%1/2-1311 92:——%]//6——-%]/'2.3. ‘.|
Substitueert men daarin voor / zijne waarde ﬁ_i—‘;;l—--—{a, |

dan worden de oplossingen
I I o Wit a8 R Py -
en

I

1 I - : . 155 x
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Derde Voorbeeld. g° = 8z
p

Wanneer men het 2% lid in den vorm = schryjft, is
LE: go® en 7B = 87w.
(73
Is de hoofdwortel 7 :5
dan is

o /
42290—230" en 7y = B-8. T of%:z

3
bijgevolg is g —=S8g, + Vg, =13 ¢
Evenzoo zal voldoen ¢, = 5‘, waarin 70 = 27« en
(44
/i/g — za% - q26% — 1ua’
dus is gy =5¢; + Vi =—1"3 4 &
7, =§waarin Z 3: 30° 4+ 2 x 120° = 270°
en e =2, zal ook voldoen.
gy = Vg, = — 2z
Vierde Veoorbeeld. gt=—1+1"3.%

Schrijft men het 2% lid in den vorm 1—2—, dan is
4%: 120° en If = 27w.

De hoek van den hoofdwortel g, :g- bedraagt .nu

120°

:-"30'3 en Ty =2 . Tu

zoodat

=S5+ Vs =213 Bt B2 a=

l\JI""'

B8 4 P2
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)

Eene tweede oplossing zal zijn ¢, = —, Waarin
x

Z—%—:go“—‘—30°:120° en 70 =172, 7a,

zoodat
g, = Sqy, + Vg, = — -;—]{1/2»1—%]@/18.3'.
Ook zal voldoen ¢, = i;, waarin
L%: 210° en 7e = P72 . 7ua,
zoodat i — ﬁi_]"*//IS —;1—’}/2 o2

i : F
evenzoo ¢, = waarin % i 300° en Z9 =P 2. Tee,

zoodat gy — z—]%/2 —r ;— 118 . 2.
Vagfde Voorbeeld. gt = —5+ 7 +7+ 54

Nu stelt 74 4 7 + 5% een vector A voor, en is
=17 F 1t 5t =575
Stelt men UL =/, dan kan men de vierde-machtsver-

gelijking ook schrijven
gt = = St Sl A

‘Schrijft men het 2% lid in den vorm van cen quotient

van twee Vectorenﬁ, dan is
(44

3
L(—: izo® en 13 = 107 «.
(6

Men gaat dan op dezelfde wijze te werk, als bij het
voorgaande voorbecld en vindt dan de vier wortels

A I

I I,
f—=—Prof=lge. 4




‘ ‘ I
‘ i].()

\':i
i fy = — i;li*/r;o —= i o
‘ L 1
| — T i /
i1 gy = I =0rap |
{ [ Nu is mi Lyt sk=517"3.4

\| en dus Z:7'[/3.f'+1—1;1/'3.j'—|—-;},/3./’e.

!

!

!If aE IS :

i ‘ Substitueert men deze waarde van / in de vier wor-

] / tels, dan is

it iy = L]"J‘/l. g, L Ego .2+ —[—1"1/00 o+ - L 90. £ '
“‘ = . 0O 30" : 30 AR gV

i gy — —— 10 |-—7—1'71-/”1L').z'+%]]§/’10.f-l—LV‘/’IO.»’B.

i | h 2 ) 10 10 : 2 |
il : : g g

‘ l gﬁ,_—-E}’J)/g{)—‘—ﬂ]—o}f/gﬂ.1—30]}/90.]*—5—]4/’(;0.}%. .
| [

Ji T i 7 . I . e [
| T — ~ Y0 — LPrre. t—— 0. g— =110 A

i o= R e 10]" o7 .31 - |
i

I Zesde Voorbeeld. g =—31"3 i+ 47+ 8% |

| Zii 74 47+ 8k = ecen vector L en Ub=/, danis |
il Th—1 171 4 1 8° =181 —o. |

Schrijft men het 2% 1lid in den vorm van een quotient

il 3
b van twee vectoren (- , dan is
gt | I3
i /8 o
il L= 120% en 7§ = 6}73 . L
A o
it v
it § Ts 4, de hoofdwortel — 2, dan is L =—15%en
i - o0 44
| :_!1‘ 8 = mix
i 7y =1/ 6173 . La
i
{ Ly 1 s
. Nu is cos;g,":]/ti I ;'5)—21/2“1'1/3
i T v
S e i e b s e
en s 15 _I/( 5 — 2]/2 173

en derhalve
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T P I - 160
w=5V2+173. V108 + )2 —173. 1 1084
. e - S A
g, =—, dan is &~ — = 45° + 15" = 60
o« A
: 16
T8 —= 17568 . Zox
zos Ho° — i—ﬂ st 60°% — L]_,/5.

2 2

1 18 . 18
.’?2 — -?—1/108 "‘l— ;],--/108 } ]."/./3 . [

16

B == é—L/[OS 3'1 ~+ 175 . J;,

& ‘ . N
Lttt Hier is ’-/——:ﬁgoo+ I‘-'}n'i ]_(_)50
(74 i
16
Te= ]/'/108 Lo
: e 2
¢ 1057 — — 517 15° == _:]/ 213
g ; Bio e
St IOSU = 150 f— H; l--/ 2 _]’_ ]/3

16

gy — — %]/’108(]/ 2 71/3'7 ]//2 - 1<3 . ZJ-

05 & 1 . 1
— =, e 150°, €05 150° — — —1"3, stn 150° ——
& o 2 2
p 16 -
=51 1081 — !)
Verder voortgaande vindt men ¢, — — ¢;
fa= =y Wy T gl =S T

Substitueert men nu voor / zijne waarde

t+4 47+ 8%
g bl

dan vindt men

16

9 S

16

oS e Y e e
| 9

— ;08{1 —]—1/9;3(5—1— a7 + 8/’»)%
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16
ggiz-"L/;OS{L/ﬁv*Lf:iiglfi§(£—+ 47 + 8&)}

Z :ﬂ'j/ﬁ“’ggm, WEL AL

2 9
a5l fs — — 4
Gr = iy B — — Y4+

§ 23. Wil men van eene vergelijking van den vorm,
7 =a
waarin ¢ een gegeven quaternion is, waarvan het vlak
met dat van een rechten versor ¢ samenvalt, de imaginaire
met @ coplanaire wortels opsporen, dan substitueere men
g=x+1"—1.x+@+1V—1.5)

x, x', y en ¥ zijn hier regele scalars, terwijl x" en 9
nict gelijktijdig —= o mogen zijn.

Voorbeeld. g* =1+ 173 . %

Bij substitutie vindt men
w2yl Lyt L o’ | S —r— 29y 1 2xyi—2xyC

+ 2 — (g’ Fyx)i=1+173.%

Deze vergelijking laat zich in de vier volgenden splitsen
Bl M S
xx' — 3y’ = o

X

axy — 22"y =173
'y + 29" = o.
Elimineert men uit de tweede en vierde vergelijking x,
dan vindt men
gl f a) =0
zoodat ¥ = o en daarom ook x = o.
De ecrste en derde vergelijking worden nu
yYr—x* =1 en 22y = —173.
Bij eliminatie van %" krijgt mcen

)

/3

_y‘-—/l—j‘%'ﬁ[




of 9/* = z stellende

zoodat gmé—+\//;—|—%:;+r

Van deze twee waarden mag men slechts z == kiezen,

be (G

daar 9'* — z noodzakelijk positief moet zijn, derhalve is
3 I
Y =% "2=3-1"6
de bijbehoorende waarden van x’ zijn

S R
=1 =Sepa g =g s

zoodat men voor de gevraagde oplossingen van de gege-

X

ven quaternion-vergelijking vindt

% :—i—]/’z 17 —1 —l—%]/ﬁ —1.
e e R TS

§ 24. Hamilton heeft in zijn werk ,Elements of qua-
ternions” aangetoond, dat eene quaternion-vergelijking
van den vorm

Fog=q¢" + "'t ...+ m=o0
waarin ¢, , 4, . -.. fn gegeven reéele coplanaire quaternions
zijn, stceds »* quaternion-wortels, reéel of imaginair, in
het gegeven vlak bezit. Schrijft men al de gquaternions,
die in deze vergelijking voorkomen, in den vorm van een
paar, dan is

Fpg = Fn(—x =5 f}) = X, + ¢ ¥,

Deze reéele scalarfuncties X, en F, zijn met betrek-
king tot de beide gezochte scalargrootheden x en y van
de =% macht; zij bevatten bovendien de 2# gegeven
reéele scalargrootheden &, 44, .4 .. Zny Vo
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De quaternion-vergelijking 7,7 vervalt nu in de beide
scalar-vergelijkingen
Xo—oen Y, —ia.
Elimineert men y uit deze twee vergelijkingen, dan
krijgt men eene algebraische vergelijking van den graad
2% in x. Men vindt dus #»* wortels van den vorm
g — % -+ 7y, die aan de vergelijking L = o voldoen.
De vergelijking ¢? — ga + &, waarin ¢ en 4 in het-
zelfde vlak gelegen zijn, bezit dus vier met @ en 4 copla-
naire wortels. -
§ z5. Men kan zich de vraag stellen, van de door
Hamilton behandelde klasse van vergelijkingen ¢2=ga -4,
waarin hier @ en é aangenomen worden in hetzelide viak
gelegen te zijn, de reéele, met @ en b coplanaire guater-
nionwortels optesporen, door als voorwaarden, waaraan
de gevraagde guaternions mocten voldoen, te stellen
‘ (19)T = Tiga + &) én 2/ 9= /(ga + &) of
‘ (ZIg)* = T(ga-\-6) en 2/ ¢ = /(ga + &) + 360"
Deze twee gevallen moeten van elkander onderschei-

den worden.
Zijn de gegeven quaternions
3 )
&€= 4 en b — —.
o &7

12 Onderstel.
A8~ , /L8,
e
Eerste geval.

2/ g = /(ga -+ 0)
Stelt men

L"E_LE:-QZ,

&

L]

en een van de reéele wor-

A ;
tels y— °- dan is
lJ




2 L/__?"_ ——,é_llé (i 5
B [f’f e fx] of

i 9 A :
2 éfg-— L'_:lx__ - , B - . . . (I)

Uit deze gelijkheid volgt, dat de vector i binnen

/f% moet gelegen zijn.
[

Viel toch 4 buiten /§’ dan zou zij aanleiding geven
|

tot de gelijkheid

R G R
A o ﬁ ’
2
welke onmogelijk is, omdat /;> ~/~5— moct zijn.
Trekt men van beide leden der vergelijking (1) < =
- [
af, dan is
3 @ ' i =
ITeeft men nu den vector o zoodamg getrokken , dat
3
= el dan is dus
ﬁ o
i u
o i
T\ 2
Verder is T[’i} = I[&,@ -+ ﬁ)
g g oo i
' (T TG+ 4 i
of GiE. o (2).

Tn het paralellogram op 0 en 4 beschreven, heeft men
de betrekkingen

g g . 4
T(d -+ 2):sim L ;é_ — T :sin &= g —’l: — T sl U—éf i .« (3)
Stelt men il g (|$‘ = p, dan is, daar ~- Q — a
CX




Lﬁ—‘—ﬁu_d—q) /0 d+f£n
SL TP e AR Sl e =

wegens formule (12).
Substitueert men in vergelijking (2) voor 7(d - 1) zijne
uit (3) afteleiden waarde, dan volgt

St [d—-!_(y] 79

(71)* -
(Tﬁ) S272 [ l T,
Uit vergelijking (3) volgt verder
L SWL

S22 — (ci @)

Uit de twee laatst gevonden vergelijkingen kan men
77, elimineeren, door de laatste vergelijking in het kwa-
draat te verheffen en de twee waarden van (77)* aan
elkaar gelijk te stellen; men krijgt dan tot resultaat

s (({ sa q:)
2

TJ 2
AT s
sen® ( = CP] “ sm[ . ['[]
Stelt men £ET” = —I—c — bekende grootheid, dan is
(fﬂ
2 sm “(d + @) st — &af — @)
stnt g e
cos p — cos d = ¢ (1 — cos” @)
of casch+;—cas.]c—caid~1=o.. .. (9

Lost men cos ¢ uit deze vergelijking op, dan vindt men
1 I e e
i e SF C VR e s o -
7 s zc]' 4¢° 4o ¢ |

Is ¢ eenmaal bekend, dan is men in staat uit de even-

redigheid




o3 ‘ H

78 - sz'%(d_

&<

Lp] =— ‘Tl L STH (0} i-"‘
T4 te berekenen, men vindt dan w |
> I

T8 e I

G _Ia_f“ifp_ _ i

$172 ;(a,’ — q) f ‘

Men vindt nu ook i% gemakkelijk, daar |

/;3 ;@ —w —--4'3 II

I

1 (/8 : L
=348 = Al |
:%L% +§L§_ér’” j‘ji\
I

=14 LX, |

2 (14 L

Tweede geval. '1,.
242;3603—{—‘414—3 "'“

o fid

Ligt ' in 't verlengde " |
van %, dan kan men deze i

voorwaatrde ook schrijven | |:'

s i

ﬁ (74 I'

Trekt men van beide i

d I

leden 45 af, dan is ‘;

o ‘\

Lﬁ B e O h

‘ ﬁ o i . | ‘
j Stelt men weder < %ﬁ — ¢, dan is ‘
e b I

o o |‘ }
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: rd 1
J Ol e
Nu is ,t — 180 o
zoodat L = 360° — ¢ — 4.
Derhalve is l _;l_ — 180° )—-@ en
L?L: 180° g
] 2

Men gaat nu op dezelide wijze te werk, als in het
eerste geval.
(TR T+ 4
(Zp): T
Th:sing—70:stn (180 _fiﬂ] — T8 ZJ"M[ISO”—— dcp)

=

en

Uit de ver_gelijkingén

kan men 7(8 4+ 4) en 74 elimineeren,
Men krijgt dan de vergelijking

o a?—ﬂq)) - fd -
T8Ta [ sm[ - | sm{——z ]
(@Fgr = =z se2?
Na herleiding vindt men, evenals in het cerste ge eval,

de vergelijking

cos* ¢ -} g e D=
¢ ¢
Is ¢ bekend, dan berckene men 7 uit de vergelijking
T S i

e S92 (@7 - "O)

Men kan nu ook i% bepalen, daar

P e N W e

[3_180 + o - i
L e 4 LB
~I_80 | 2{;’4—4’) - .
— 1800 __Egg _5_ _J-_Lg.

2 2 o
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Beschouwen wij nu nader de vergelijking (4) waarin
¢ en & veranderlijke grootheden zijn. Wordt de wortel,
die met het positieve teeken correspondeert, kortheids-
halve, ,de 15 wortel” en die, welke met het ncgatieve
tocken overeenkomt, ,de 2% wortel” genoemd, en wordt
ondersteld, dat @ niet — o of 180°, en dat 2[:> 1 s,
dan kan de waarde van den wortelvorm varieeren tus-
schen 2¢ — 1 cn z2¢ 4 1, De 15% wortel is dan < 1
en > — 1, en daarom bij de bovengenoemde onderstel-
ling steeds reeel.

. s . i
De 29 wortel is bij deze onderstelling > B

<— 1, of, daar zc> 1 is, >—3 en <— 1. Deze wor-

tel is dus imaginair.
Is 1 > 2¢, dan varieert de waarde van den wortelvorm
tusschen 1 — 2¢ en 1 - 2¢.

De 15 wortel is dan < -+ 1 en > — 1, zoodat deze
bij de onderstelling 1 > 2¢ steeds reéel is.

de is dz L = i

De 2% wortel 1bdfm< C—}—Ien> v 1 of,

I 3

daar ;>2 is, <— s >—3.

Laatstgenoemde wortel is dus bij de onderstelling,
I > 2¢, imaginair.

Is 2¢ — 1, dan varieert de waarde van den wortelvorm
tusschen o en 2.

De 1% wortel is dan <—|— I en > — 1 en daarom reéel;
de 2% wortel < — 1 en > — 3, dus Lnaginair,

Behandelen wij nu het geval, dat 4 = o is.

b i 1
De 15¢ wortel is dan = 1 en de 2% wortel = — ——— 1.
&
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| Is cosq =1, dan bepale men in het eersfe geval T
|: uit de vergelijking
! TL-=20 | (Th?

Ta. T (T8¢

Men vindt dan
7 T8 1 V(TR +F «(T8)*T$ T

21w 27w

Daar 7'} positief moet zijn, vindt men slechts ééne
waarde, die voldoct.
In het fweede geval bepale men 77 uit de vergelijking
78 — 7 (T1)y

| e (Z8F
- , Men vindt dan
r— B, 1 V(T F 4(T) 787w
27 27

Hieruit vindt men ook slechts ¢éne waarde van 74,
die voldoet.

Wanncer & niet = 180° is, vindt men dus, zoowel in
‘ : het eerste geval, als in het fweede geval, één reéel qua-
ternion, coplanair met @ en &, dat aan de gegeven ver-
gelijking ¢?> — ga -+ & voldoet. ;

Ons blijft nog over, het geval tc onderzocken, dat

| d = 180° is. Onderscheiden wij weder 2¢ > 1 en 20 1.
\

o I
Is z¢ > 1, dan is de 15 wortel = 1 — =, Deze va-
rieert tusschen -+ 1 en — 1, en is dus steeds reéel,
De 2% wortel is dan = — 1.
Is ¢cos g = — 1, dan bepale men in het eersie geval

7% uit de vergelijking
7h— T8  (7T))*
T o o (Tﬁ)i

waaruit men wvindt

I8 | 1 V(TR — 4(TP) To 7w

27 = 2iuw
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Men wvindt hieruit reéele positieve waarden veor 74,

wanneer () >4T 07, of, wat hetzelfde is, wanneer
TEE
Dit strijdt evenwel tegen de onderstelling.
Tn het fweede geval geeft de 2% wortel geen reeel qua-
ternion, dat aan de¢ vergelijking ¢* = g2 + & voldoet,

4200 L e,

daar de richting van A met die van o’ moet samenvallen,

wanneer & en ¢ beiden 180° zijn.

Is 4 — 180° en 2¢ < 1, dan is de 1%¢wortel = — 1

1 : o
en de 2% wortel — = -+ 1, dus imaginalr.

Alleen in het eerste geval, vindt men dan regele qua-
ternions, die aan de vergelijking ¢* = ga + & voldoen,
daar bij den 1%¢® wortel de richting van 1 met die van
o’ moet samenvallen.

Men bepale nu 7'4 uit de vergelijking

Tih— T8 (T
Ta  (2B)
die, zooals wij boven gezien hebben, twee reéele posi-

tieve waarden voor 74 geeft, wanneer :»'.c< T

Ts eindelijk 4 = 180° en 2¢ = 1, dan hebben wij een
merkwaardig geval,

De 1% en de 2% wortel zijn dan beiden — — 1.

Bij elk van de wortels vindt men twee positieve, reéele
en gelijke waarden van 74, zoodat het eerste geval vier
redele, met @« en & coplanaire quaternions oplevert, die
aan de vergelijking ¢* = ga - & voldoen.

Het fweede geval levert dan om de bovengenoemde
reden, geen recele quaternions op.

SO~ /B /B
2% Onderstel a> = en <3 &
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Zij o' zoodanig getrokken dat £ ? s ﬁ
i ¢

o Lerste geval
/9= Lge+ )

Stelt men een van de reéle

A .
wortels, g — 5 dan is
|

/_/_l._é("‘_ﬁ . ﬁ)
4 g {)‘4‘)5—1_06 P
ZR_L ¢ -| /]
»2 f) [

(24

De wvector & moet hier

binnen / :;_ vallen,

Trekt men nu beide leden
der bovenstaande vergelijking van -4/—:}? af, dan is
St 0in
s A

Stelt men de bekende
i 200 b T Jd -+ 2
o B )

454—?,* —_ 45 (77+(p
— =

= dan is

2

Nu kan men weer uit de vergell_]kmgen
70+ 4): sm( il ;): Th:stmp— T8 :5mm (d: r‘”]

(ZTh)* 70 +4)
( TRV Te
7% en 7(d 4 1) elimineeren, waardoor men, evenals bij

en

de 1% onderstelling, de volgende vergelijking krijgt

cos*g |
Is ¢ bckend, dan is

cos qp cos d
¢

— I 5= 0,



53 |5’ A
e B TSP LB FY Y
0 2 o + 2 {2 T 2
LA
Tz e ' o2
. Tweede geval.
L}, /041
. B a
Trekt men beide leden
3 dezer vergeljking van
9+ A 47‘— af, dan is
A (4
/Q. A T ek
o ﬁ e }v, ’
Stelt men LQ—DJ = dan is
£9Fh el B L
A & 53
_1800_,LE = Z£_|_ Zi
o d il
— 180" [-+180°H¢~46—;:—}:+ L%
‘4 _j: — 360° —d —yq
L —-—~——£— = 18op° d——J: L
égis dan— ISOO—J_QL
! 2

De hoek ¢ wordt dan, evenals bij de 1 onderstelling
bepaald door de vergelijking
cos cp cos &

cos® ¢ + =

— I — 0O,




fo

: Is ¢ niet — o of 180°, dan berekene men 74 uit de
vergelijking
) 5272

i S272 (ﬂi -i_ ¥ ]

Men kan nu ook 7 ﬁ bepalen, daar
l

e i A ] ol
(3d180+ o yig

] —180°+L%kd_l_(p

: iy 2
| NEPYL Y B

— 180°—[—E—L§—2.

Hier gclden dezelfde opmerkingen omtrent de wortels
der vergelijking

costp+— — — — 1 =0

als aan het slot van de 1% onderstelling.
Is echter 2z¢ < 1 en & = 180°, dan vindt men nu in
het fweede geval twee reBele quaternions, die aan de
| vergelijking ¢* = ga |- & voldoen,

Is 4= 180° en 2¢ = 1, dan vindt men nu in het fweede
geval vier gelijke reéele
quaternions, die aan de
vergelijking ¢* = qga | &
voldoen.

3% Onderstelling.

| LB~ /8
| o > o4 ’
Lerste geval.
o R i)

f} «




O1

Trekt men beide leden dezer vergelijking van L2 af,
7

dan is LE--/£246+1.
e 3 4
0 4 1)
ZI_] ,Z__sr_f__‘vp en o s /::. 47
i i o P G B
T o g
_LE__L?_' pa
= o [J’+ o
e A e e
"3 o é P
i

dan is

De hoek ¢ wordt dan, evenals bij de vorige onder-

stellingen, gevonden uit de vergelijking

s g COSg c:c:ﬂi_ -
cos* g - p : 1= 0
en YA uit
Th _ Ry 7
h S17 [d — qp]
>
Men bepale nu L%, als volgt:
DAL Rk
(3— 143 A
e/ LE_I_Z_‘?]JE.
(34 o 2 o : 2
I La (.p
— m+ =

2 (V4 2

Tweede geval.
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— vermeerderende

Beide leden met 180

AT
&

krijgt men

| LOFh_ gl £K_ /8

I i e ¢ o

| ; i P
. /—/643?!#180 J_L_LP

| d— g

L.
-407 is dan — 18a° —

De hoek ¢ wordt dan even-

als bij de vorige onderstelling
gevonden uit de vergelijking
cos cos &

cos*p B e
7h bepale men dan uit de vergelijking
i 74 S @
| 79 M
sen|——

Is ¢ bekend, dan kan men Li berekenen, als volgt:
' z) sV l’
I /— _— == e
| b
— 180° - La\——&f 180° L ,ié
! T z
| ::180“—3'-4[.46 Iia)Léﬁ
‘ 2 o 2 (4
BSOS V0.5
—FBe" = 2 = -

Het zij hier opgemerkt, dat bij deze onderstelling

] Vi 5
7} -

2 i A — d kan varieeren tusschen o en 720°.
o &«

Zoo zal men bijv. niet alleen voor 2¢=—1 en &= 180°
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maar ook voor 260 =1 en &= 540° vier reeele qua-
ternions vinden, die aan de vergelijking ¢* — gz .+ ¢
voldoen.

§ 26. De voorwaarde, dat twee guaternions
g=mw \ix -ty -kz en §' = w' -’ gy kY
in hetzelfde vlak zijn gelegen, is dat

Ty 3
N constante.
% ¥ z

Is toch aan dic voorwaarde voldaan, dan staan hunne
vlakken loodrecht op vectoren, die dezelfde richting
hebben. '

7ij kunnen dan geschreven worden

g = w9 et d en
g —w a4

waarin / de eenheidsvector

X Z ,

b i e Tt e R
e M Vs R VTR R

aanduidt.

Wil men het quaternion ¢ =@ + x4/ in
den vorm i schrijven, dan s
e
B 9
targ 2 é :]/(x ol ) en
« )
;jé e | L
(44 /IJ
CaS == ;

§ 27. Voorbeeld. 7ij gegeven de vergelijking
=gl s+ i+T1V 3SR +
+ (= a6 20172 716 34L72)

De vlakken van de beide gegeven quaternions vallen
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hier samen, daar
272 2176 _ 6]~
1 173 3
De ecenheidsvector / is hier — i -+ {; 173 —[—%ﬁz.

]

—— constante

De tangens van den hoek van het guaternion B is
24
I J S L :
——, en die van het quaternion —1s —— derhalve is
3 o 173

e 30° en li:—. 150°,
e o

Men heeft hier te doen met de eerste der drie onder-

. ) .
stellingen, daar £ — grooter is dan 2 ZIE
g ~ gt :

o= ié — LE: go”
o o
o 8 18
Verder is G4 60 = 8] 2.
Kiest men 7o =1, dan is 7 =4 cn 74 = 87z
27 70
dus -(-W—ckl/z.
De vierkantsvergelijking in eos ¢ wordt nu
cos® g +$2¢~ I =10
De 1%%® wortel van deze vergelijking is
e gl LB ety s
605 @ = —= 2—!—2]/2—2]//~,

zoodat ¢ = 45°, daar ¢ niet grooter- kan zijn dan 180°

i él_—i/‘i __]_..‘__O ¢
Nu is Py S = 5230
-~ 78 szm g 8
St =
sing(d— o) Y 2—1 "2
7 4

on e el A




t5
s 52" 30" = s (30° + 22730 ]/2 1= 2—{—-]/0ﬁ31/’>

cos 52°30" =cos5 (30" + 22°30") :I L/?—'F;]/;—: 2 —1"2,

Men behoeft nu slechts in:

Tk i R
;f—‘ﬁ(\mng—k szyzip g):[?:gl
voor 74, 18, cos e % , St# i’?—; en / de respectievelijke
{

waarden te substitueeren, om het gezochte quaternion ¢

te vinden.
Na eenige herleiding vindt men dan

De hock van den tweeden reéclen quaternion-wortel,

ju, 5 ¢ 1 //6
dien w1] - zullen noemen, is 180" -~ — ——
ya Oy’
zoodat 7 =279 30

7'\ bepale men uit de vergelijking

T . st ap
i (2

Men vindt dan
e LA B Pl
M = s 2230 - W2 F 172

Er1

Tl" 4 = —_"-—9
P e

Nu is

. 5 T e T T o — wrae
cos 277°30" =cvs (300°—22°30 ) =~-]""2 - ]/2—— A e—51

e

s 277730 =sun(300°—22°30)=—"2—1"2 +—l/6 + 3172.

5

-,>-[-=
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Substitueert men deze waarden in
lr 2‘“‘1/ L o 3’( . / }p"
) == = —— oS L — - s .
hT8 " TP ({O gt B Z]
dan vindt men na eenige herleiding
:‘u/ i
p, =7 =1( — 176 + 173)

(V=) 5+ L1424




HOOFDSTUK V.

Nader onderzoek omtrent het aantal wortels der -
klasse q* = qa =+ b.

§ 28. Een quaternion laat zich op twee wijzen voor-
stellen, namelijk 1° als de som van een vector en een
scalar, in welk geval het zich in den vorm ¢ — @ + 2x
7 + %z laat schrijven, waarbij z, 7 en £ drie onderling
rechthoekige vectoren zijn, en 2% als een quotient van
twee wvectoren g

In het laatste geval, waarbij het operatickarakter van
het quaternion duidelijker op den voorgrond treedt, is
het voldoende, dat behalve het vlalk en de hoek der beide
vectoren, de verhouding hunner lengten (tensoren) be-
kend zij, om het quaternion geheel te bepalen.

Beide schrijfwijzen wvoor een quaternion laten zich
gemakkelijk in elkander omzetten, wat voldoende uit het
voorgaande hoofdstuk blijkt,

Noemt men bij de tweede schrijfwijze § den dovenvector

o
3 . k] -
en « den omderveefor van het quaternion {—, dan is het
(74
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duidelijk, dat twee quaternions, waarvan de ondervec-
toren in een zelfde vlak liggen en elkander snijden, niet
aan elkander gelijk kunnen zijn, tenzij hunne boven-
vectoren ook in dit zelfde vlak gelegen zijn.

Een eerste vereischte voor de gelikheid van twee
guaternions is toch, dat hunne vlakken samenvallen of
evenwijdig zijn.

Is nu de quaternionvergelijking ¢*> = ga - &, Waaruit
g moet opgelost worden, gegeven, dan kan men zich de
gegeven quaternions @ en & zoo verplaatst en gedraaid
denken, dat de bovenvector van & en de ondervector
van & samenvallen, zoodat zij respectievelijk kunnen voor-

« 7

gesteld worden door ; en —.
[5] o

: A
Voldoet het quaternion ¢ — — aan de gegeven verge-
L2

lijking, dan kan men zich dit quaternion zoo verplaatst
en gedraaid denken, dat de ondervector in het vlak

van het quaternion :;— ligt en het snijpunt der vectoren
»

met het snijpunt van de vectoren « en g samenvalt.

Het is dan de vraag de

At

ligging van den bovenvec-

tor te bepalen.
Ncmen wij aan, dat deze
vector niet in het vlak

e
L ligt.
o0 gt

Zij verder 7p = Tu
o e

i ﬁ E

7w — 78 en p’ in het
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vlak% gelegen, A7 de snijlin van het vlak 4 met het
3 . 14

.

viak % en 1" die van het vlak l, met het vlak 2'

H

| )

Denkt men zich nu het quaternion _ in zijn vlak ge-

5

draaid, totdat « met u en § met u samenvalt, dan zal
o r A :
het quaternion ga voorgesteld worden door -,. Dit qua-
(=

ternion wordt nu in zijn vlak gedraaid, totdat de richting
van zijn ondervector met die van 1" samenvalt. Evenzoo

wordt het quaternion £ in zijn vlak gedraaid, totdat de
gq = ] g

richting van zijn ondervector met die van i” samenvalt.
De quaternions g¢a en & kan men nu samenstellen, daar
zij een gemeenschappelijken ondervector hebben. De
ondervector van het quaternion g¢a -+ & zal dus gericht
zijn volgens A” en de bovenvector zal buiten het vlak

7 mocten vallen.

o

: ; . A
Het quaternion g¢* zal in het vlak — moeten gelegen
H '

zijn. Men denkt zich evenzoo dit quaternion in zijn vlak
gedraaid, totdat zijn ondervector in richting met 4’ samen-
valt. De ondervectoren van de quaternions gz - ¢ cn
g, die gelijk moeten zijn, liggen dus in hetzelfde viak
en snijden zich, terwijl hunne bovenvectoren buiten dat
vlak gelegen zijn. Volgens het bovenstaande kunnen de
twee quaternions in dit geval niet gelijk zijn. Men komt

dus, door aantenemen dat de vector 4 buiten het vlak Ei
ligt, tot eene ongerijmdheid.

De vector 4 moet dus noodzakelijk in het vlak -

RIN

gelegen £ijn.
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samen,

R

. (74
Vallen nu de vlakken van de quaternions 3 en

dan moet ook de vector 4 in hun gemeenschappelijk
viak gelegen zijn.
. De vergelijking ¢* = ¢ga + &, waarin ¢ en 4 coplanair
zijn, bezit dus slechts wortels, die in het gemeenschap-
pelijk vlak van « en ; gelegen zijn, Het aantal wortcls
bedraagt dus in dit geval zzer. (Zie § 24).

Is @ een scalar en & een werkelijk gquaternion, dan
kan men gemalkkelijk bewijzen, dat alle wortels in het
gegeven vlak 4 moeten gelegen zijn.

) /) ; i
Zij toch - een quaternion, dat aan de vergelijking vol-
] = :
)

doet en- waarvan de ondervector in het vlak & gelegen is,
terwijl de bovenvector buitcn dat vlak valt, dan kan men
zich het gegeven quaternion & zoo in zijn vlak verplaatst.
denken, dat zijn ondervector in richting en grootte met

; ne AL
samenvalt, Men kan ook het quaternion (?) zoo plaatsen,
.

dat zijn ondervector in richting en grootte met § samenvalt.

Nu is een vereischte voor de gelijkheid van de quater-

. 2 ah | o .

nions =) en —e—, Waann « de bovenvector van het
I {

gegeven quaternion & voorstelt, dat hunne vlakken samen-

vallen. De samenstelling van de vectoren @ cn & moet

dus een vector geven, die in het vlak van - gelegen is.

f

Dit is evenwel onmogelijk, daar twee vectoren, die in
twee elkaar snijdende vlakken gelegen zijn en hunne
niteinden in cen punt der doorsnede hebben, bij samen-
stelling geen vector kunnen opleveren, die in éen der
beide vlakken gelegen is. IHiermede is dus aangetoond

dat 1 in het vlak ¢ moel gelegen zijn.
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i

6

cen quaternion, dat aan de vergelijking voldoet, waar-

Is @ een werkelijk guaternion en & een scalar, en is

van de ondervector 3 in het vlak z gelegen is, terwijl
4 buiten dat vlak ligt, dan kan men het quaternion
zoo kiezen, dat zjn bovenvector in richting en grootte
met § samenvalt. Zij de ondervector van ¢ dan «, dan

) _ ”

. N 3 . A
zal de operatie 5 op L et quaternion — opleveren. Het
[ & o
. ¢ A »
vlak van dit quaternion zal het vlak van 5 moeten snij-
i

= . A
den. Telt men nu bij het quaternion den scalar 4 op,
o

dan zal het vlak van het quaternion niet veranderd wor-
den. Men komt dus, door aantenemen, dat A buiten het
vlak @ ligt, tot cene ongerijmdheid. Dus moeten ook
in dit geval alle wortels in het gegcven vliak & gele-
gen zijn, _

Ilet behoeft wel geen betoog, dat meer algemeen de
klasse van vergelijkingen ¢® = go + 0, waarin # een
geheel positief getal voorstelt, en a en 4 in hetzelfde
vlak liggen of kunnen opgevat worden in het door één
van beiden bepaalde vlak gelegen te zijn, geen wortels
kan bezitten, die niet in het gemeenschappelijk vilak
van @ en ¢ liggen.

§ 2g. Houden wij ons ten slotte bezig met de bepa-
ling van het aantal wortels in het algemeene geval,
namelijk wanneer @ en & beiden werkelijke quaternions
zijn en in verschillende vlakken liggen.

Hamilton laat zich daaromtrent onbepaald uit. Na er
op gewezen te hebben, dat de quaternionvergelijking
van den tweeden graad, door substitutie van ¢ =w +
ix + 7y -+ kz en analoge waarden voor de gegeven qua-
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ternions, aanleiding geeft tot vier tweede-machtsvergelij-
kingen, waaruit men bij eliminatie van drie der vier
onbekende scalars, m, %, y en z ecne zestiende-machts-
vergelijking kan verwachten, zegt hij (zie Lectures on
Quaternions. § 553):

,The particular class of quadratic equations, which is
of the form ¢* —= g | &, appears to have only SIX 7001S;
but frobably it should be said, that the Zen HISSTIG VOOLS,
are for this particular equation, zufinsfe.”

Trachten wij, ten einde het aantal wortels nauw ]\eu-
riger te bepalen, de hierboven bedoelde climinatie uit-
tevoeren, en de macht van de vergelijking in @ te
bepalen,

Men kan de vier scalarvergelijkingen (zie § 1z) schrij-
ven, als volgt:

(210 — &) =(zx—F)2+(2y—g)* Hlez—A)*+e*+ 4¢' —7*—
(2 — o) (26 — ) = &f + 2hy — 2g2 + 2/’
(250 — £) (2y — &) == eg — 2% +- 272 - 28’
(220 — &) (22 — &) —¢h | 292 — 2/y + 2/

Stel
o —e=umw, 26— =%, 2y —g =1y, 2
en et A 4 —fr—gt —hP=c,
dan worden deze vergelijkingen
w'? =a2g? L5 e 0 (1)
wx'—ef +hY —gg+2. . . . . . (2
wy =g —hx S 428" .« . . . (3)
Wy —eh +gx—py 2k o .. . . (4)

Verheft men alle leden van de drie laatste vergelijkin-
gen in het kwadraat, en telt dan de vergelijkingen bij
elkander op, dan is

w' Hx'* J—}” g =¢" | Ay — g2)? | (B — Ax)?
e —/5) 4 2lef + ) (fzy — %)
- (.:’0’ —]— 20V 2! — hx'y - 2(ek 2k ) (g’ — ') (5)




wanneer men g
(ef + 2/7)* + (eg + 20")! + (¢h + 2l =1 stelt.
Voor het 2de lid van vergelijking (5) kan men schrijven
¢ 2y — gy A o — R g S
+ 4/ "By — gz ) - 4'lfe — k') L ak(gxt — ) — BT
*—g / 200 pa0 gnxfz‘ _jrnyfz
(P g A A g o R
L Sy aph 4 25/,
Vermenigvuldigt men nu vergelijking (2), (3) en (4)
respectievelik met /, g en 4, en telt ze dan bij elkan-
der op, dan is
W (P - gyf - ) = e g W) 2 g’ IR
Stolt men het 20 lid der laatste vergelijking = &,
dan is
w X X gy R =d> . (6)
Men vermenigvuldigt nu, ten einde daarnit =’ te elimi-
neeren, de vergelijkingen (2) en (3) respectievelijk met
4 en a’, de vergelijkingen (3) en (4) met 2’ en ', en de
en x. Men krijgt dan

s

vergelijkingen (z) en (4) met 2
de drie volgende vergelijkingen,
oy — gu) 2 — &) +y by —ge) —(ff —hx) =0
olgs’ — hy') + 2(g's — BY) + 5 (e —ha)—ygx'— [} =0

t’f{/z&ﬂ:’ ___fzf) + 2(]’;#_’967’—/#5,) _I_xi(‘gxf __}c‘ya') _Z’(]?-_j", _g_zl) — 0,

Vermenigvuldigt men deze vergelijkingen respectieve-
lijk met %, fen g, en telt ze dan bij elkander op, dan

vindt men de vergelijking

2h(g'n’ — )+ Uy — &%)+ 287 — X
(hy —g2)* - (/7 —fmf) + g ~JEV) :

Voor het 15 lid dezer vergelijking kan men ook schrijven

— 2f ey — g7') — 2£' (/% "),

zoodat vergelijking (5) na vcrmemgvuldlgmg der beide
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leden met w’*, de volgende gedaante aanneemt
Wi’ L oyt L Py = e
SR /z)(:\’”—l—‘}" 4 &2y A &2

Nu kan men de waarde van x'* + 2% | #% uit ver-
gelijking (1) in de laatste vergelijking substitueeren,
men krijgt dan

' e — o) = W' —w' 2 B (w'—c) - dF
of .
W' b —(o—f—g— Yt — { ¢ Lol gt Rt } i i g2

Deze vergelijking bevat, behalve @', niets dan bekende
grootheden; bij substitutic van 2w — e voor w’ zal de
macht van de vergelijking niet veranderen. Men vindt
dus zes waarden voor .

Is % bekend, dan bepale men x, 3 en z uit de de-
terminanten

Fod Sy —h o g| lam—efotf, g
gw+-g 2m—e, g 1 kypw+ ¢, —F
frw 4, few —e — g hw LA, 2w— e

X == V=

2w— &, —R, & 290 — &, = g
ft, 20— €, —f f, 2w e, —f
— g, Sy 2w —¢ — &, 7, 2w e

2% — €, — kw7

B,z —e, g+ g

—~ J, R 4= R

Tl aw—e, —h, g

i, 2w — €&, —f

— g, Jo o2 —e

§ 30. Resumeerende, kunnen wij het volgende omtrent
de wortels der quaternionvergelijkingen van de klasse
g* = qa + &, besluiten:
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1%, Zijn @ en & beiden scalars, dan is het aantal wor-
tels oneindiy groof.

2% Zijn @ en & coplanaire quaternions, of is één van
beiden een scalar, zoodat zij opgevat kunnen worden in
hetzelfde bepaalde vlak gelegen te zijn, dan is het aantal
wortels 2ier. Alle wortels zijn dan in het gemeenschap-
pelifke vlak van @ en & gelegen. Er zijn dan steeds twee
recéele en twee imaginaire wortels, behalve in enkele
bijzondere gevallen (zie § 2 5), waarin men vier gelijke
regele wortels vindt.

3%, Zijn a en & beiden werkelijke quaternions, en in
clkaar snijdende vlakken gelegen, dan is het aantal wor-
tels zes, waarvan steeds twee reéel en vier imaginair zijn,
behalve wanneer .S, ay =— o en /= o, (zie § 14) n welk

geval vier wortels regel zijn,







5T Bl LT 3 GelEa,

De meening van Haurron, dat aan de vergelijking

g* — ga + & tien oneindige wortels toekomen, is onjuist.

1L

Bij de door Hammron gegeven methode ter oplossing
van bovenstaande vergelijking, is het vraagstuk slechts
opgelost, voor het geval dat de gegeven guaternions
diplanair zijn,

I1I.

De regel door [lammwtonw gegeven, dat eene compla-
naire quaternionvergelijking van den z%" graad steeds
recele wortels en niet meer in het gegeven vlak bezit,
(Elements of guaternions, § 244) gaat niet algemeen door.




TV,

De oplossingsmethode, waarbij men de quaternionver-
gelijking in scalarvergelijkingen ontbindt, is te verkiezen,
wanneer de vergelijking geen gegeven quaternions bevat,
of wanneer deze in verschillende vlakken gelegen zijn.

¥

Complanaire quaternion-vergelijkingen bezitten geen
wortels, dic buiten het gemeenschappclijk vlak van de
gegeven quaternions gelegen zijn.

VI.

De wortels van eene complanaire quaternionvergelijking
van den 7% graad kunnen in # groepen verdeeld wor-
den. Het kan dan evenwel voorkomen, dat meer dan #
wortels tot eene zelfde grocp bchooren.

VIL

Hierop kan men eene methode gronden tot oplossing
van complanaire quaternionvergelijkingen van den derden
en vierden graad.

VIIL.
Een lijncoordinatenstelsel, dat wvolkomen analoog is

met het gewone rechthoekige Cartesiaansche puntcoordi-
natenstelsel, is niet mogelijk.

‘r
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IX.

Van de methode van den integreerenden factor is voor
de studic der differentiaalvergelijkingen weinig heil te
verwachten.

X

De ontdekking van de jaarlijksche vereffening der
maan moet toegeschreven worden aan KEPLER.

XL
Het is wenschelijk, het atoomgewicht van zuurstof
onveranderlijk = 16 te stellen en dit als standaard te

kiezen voor de berekening van alle andcre atoomge-
wichten.

XIL
Ter voorstelling van de holoédrische kristalvormen ver-

dienen de symbolen van Wiziss de voorkeur boven die
van MiLEr en NAUMANN.

X111

De absolute temperatuurschaal, zooals zij door THousON
is gedefinicerd, is de eenige rationeele.




So

XIV.

De formule door Cravsius gegeven voor de gemiddelde
waarschijnlijke waarde van de weglengte der gasmole-
culen, die in een in toestand van rust verkeerend m edium
verplaatst worden, mag slechts als eene benaderde wor-

den beschouwd,

X V.

Het bewijs voor het beginsel der virtueele snelheden,

zooals dat bij Sturm gegeven wordt, is niet voldoende.
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