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HOOFDSTUEK 'L

Traagheidsellipsoiden. — Traagheidsmomenten,

A. Bepalingen.

1. — Is m de massa van een punt van een massa-
stelsel en p de afstand van dat punt tot een punt O,
dan wordt de som der producten van elk massadecltje
van het stelsel met het vierkant van zijn afstand tot O,
voorgesteld door X (mp*), het Polatre traaghedsmo-
ment van het massastelsel ten opzichte van het punt O
genoemd,

Bepaalt men de som der producten mr?, waarin »
den afstand tot een rechte lijn beteekent, dan noemt
men X (mr) het Traagheidsmoment ten opzichte van
die lijn. i

Bepaalt men ten slotte de som der producten mg?,
waarin g den afstand tot een vlak beteckent, dan wordt
2 (mg*) het Viakle traagheidsmoment ten opzichte van
dit vlak genoemd.




2, — Neemt men in cen

vlak een punt O aan, en richt

men in O de normaal op

/*-’Tﬂ het vlak, dan is
/K‘t“g?n: =g+
P A7 waaruit volgt:
Py A S(mr*) = Z(mp?) — Z(mg*)
s P g / \\ of het Traagheidsmoment
N i e ten opzichte van ON is
Y~ 1 gelijk het [olaire traag-
‘/ herdsmoment  verminderd
/ met het Vakte traagherds-
moment.
B. Traagheidsellipsoiden.

3. — Neemt men een punt O als oorsprong van een

rechthoekig codrdinatenstelsel in de ruimte aan, en brengt

men door O eene lijn, welke met de codrdinatenassen de
hoeken @, § en y maakt, dan kan men het traagheids-
moment van een massastelsel ten opzichte van die lijn

vinden, want

(af))
f
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p2:x2+},z+zz
g = xcosa-t+ycosf4-zeosy
dus Z(mp?) = Z(mx?) + Z(my*) + Z(mz?) en
Z(mg?) = cos® « 3(ma?) + cos*f Z(my®) + cos? y Z(mz?)
+ 2 cos 8 cos y 2(myz)
+ 2 cos y cos a Z(mzx)
-2 cos a cos B Z(mxy)
waaruit
Z(mrY) = (1 — cos’x) S(mx®) + (1 — cos?p) 2(my?)
|- (1 — cosy) 2(mz?) — 2 cos § cos y Z(myz) —
— 2 cos y cos a X(mux) — 2 cos a cos § T(mxy)
of daar: cos*a + cos*§ + costy =1 is
Z(mr?®) = cos®a Sm(y* + 2*) 4 cos’B Tm(z* + x7)
4 cos*y Zm(x* -+ y*)— 2 cos f cos y Z(myz) —
2cos y cosa Z(mzx) — 2 cos e cos 8 Z(mxy).
Stel nu ter verkorting:
A=Zm(y*+:2Y) B=2Im@E*+2x*) C=2Zm@x*+y*)
D = Z(myz) E = Z(mzx) F = Z(mzy)
dan wordt het traagheidsmoment:
X(mr*) = Acos*a + B cos*p + Ccos’y — 2 Dcosf cos y —
2 Ecosycosu — 2 F o5 a cos 3,
terwijl het I7Zakte traagheidsmoment 2(mg*), na invoering
van A = Z(mx?) B =3(my?) C = 3(mz?) wordt
S(mg?) = A cos*a + B’ cos’3 + C cos’y +2.Dcosfcosy
+ 2 Ecos y cos« + 2 Feosa cos B,
terwijl het blijkt dat de grootheden 4, B, C, A', &',
', D, £ en I de volgende eigenschappen bezitten.
1. A+-B=C
2". A+ B+ C= 2P, waarin P het polaire traag-
heidsmoment beteekent. :
3 A=,
4% A M =T
A.B= P,

Aaks sh s Ui
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6° (A-+B—C)(B+ C— A= 4E
7% (A+B—C)(B+ C— A)(4+ C— B)= 8 DEF.

4. — Noemt men A/ de totale massa van het stelsel en
kiest men een grootheid £, zoodanig dat Z(mr?*) — AE*
is, dan noemt men 4 den traagheidstraal,

Zet men nu op elke as (« § ;), aan weerszijden van O
stukken O A7 af, wier lengten omgekeerd evenredig zijn
met den wortel uit het traagheidsmoment ten opzichte van
constante
C3(mr?)
en kiest men de constante zoodanig dat, daar

of p* Z(mr*)=const.

die as, dus O M=o =\/

constante A
sl PPN
Z(wmr?)

waar ¢ een constante is, die nog willekeurig gekozen

Z(mr?) = k*2m is, gk = ¢* is, dus

kan worden, dan wordt
.
Z(mr?) = E(m : E—)J = Acos*a + Bcos*y + C cos*y —
]

—2Dcosf cosy—2 Ecosy cosw — 2 Feosa cosf,
of na vermenigvuldiging met * en bedenkende dat
peoosa, peosp en g cosy de codrdinaten x, ¥ en z van
de punten A7 zijn, dan ontstaat voor de meetkunstige
plaats der punten A7 de vergelijking

Ax?* 4 By* + Cz* — 2 Dys — 2 Exz — 2 Fxy = Z(m. +").

Hieruit blijkt dus, dat de punten A7 op een oppervlak
van den tweeden graad liggen.

5. — Daar nu, volgens de bepaling, cen traagheids-
moment een positieve grootheid is, volgt hieruit dat
0= \/CM bestaanbaar is, en dat derhalve het
N 2(wmr?) _
oppervlak van den tweeden graad een Lllzpsoide moet
zijn, die den oorsprong van codrdinaten tot middel-
punt heeft.




a

Daar de onderling rechthoekige codrdinatenassen wille-
keurig gekozen zijn, kan men deze assen altijd laten
samenvallen met de assen van de Ellipsoide waardoor de
grootheden

I = 3Z(myz), £ = Z(mzx) en F = J(mxy)
nul worden en onze vergelijking zich vereenvoudigt tot
Ax* + By L Ced=3m .. . . . (1)
wat de Cawuchy-Poinsol’sche traagheidsellipsoide genoemd
wordt, terwijl A, B en C Hoofditraagheidsmomenten en
de cotrdinatenassen Hoofdtraagheidsassen zijn.

Is het punt O het zwaartepunt van het massastelsel

dan heet de Ellipsoide Centraalellipsoide.

6. — Handelt men op dezelfde wijze bij het vlakte-
traagheidsmoment
2(mg*) = A cos*a | B cos* | C cos*y 4 2 D cos B cos y
+z2Eco5s y cosa + 2 Feos « cos
den traagheidstraal / noemende en aan weerszijde van O
op de normaal stukken O A = p uitzettende die omge-
keerd evenredig zijn met den wortel uit het vlakte traag-

. constante .
heidsmoment, dus ¢ = ‘\/——ﬁ— en kiest men nu de
2(mi*)

constante
Zm
A'x*+ By* + Ce 4 2 Dyz 4 2 Ezx | 2 Fay = Z(m . &*)
of herleid op hoofdassen
Ax*+ By +Ct=3(m . &% . . . (2)

wat de Ellipsoide van Bmver genoemd wordt.

constante weder zoo, dat = ¢*is, dan krijgt men

7. — Noemt men de Hoofdtraagheidstralen van (1) a,
b, ¢, zoodat dus A=23m.a* B=2Zm .b* C= Zm.c’is,




dan wordt (1)
ala? 4 52},2 4op2? = o,
Past men nu de methode der reciproke voerstralen toe,

dan is de reciproke ellipso'l'de

)2 2

A% AN
want beschrijft men om O een bol met straal « en bepaalt
voor alle punten 47
eener figuur hare
poolvlakken tenop-
zichte van den bol
dan omhullen die
vlakken eenefiguur
die de #eceproke van
de eerste genoemd
wordt, Snijdt dus
het poolvlak den
voerstraal

O M= ¢ in A

waardoor dus 07" = % den afstand van O tot het pool-
vlak aangceft, zoo is gk = %

2 =3
I'rekt men nu aan —}—J + ‘7 = 1 een raakvlak,

dan is de vergelijking van dit vlak
x / 4
o X+ %2 & L=,

waar X, ¥, Z loopende codrdinaten zijn; want in het alge-
meen is de vergelijking van het raakvlak aan f{x, y, z) — o,
ar

g (X—x)t,f( Y—)+Z(z—5=o

De cosinussen der richtingshoeken (7, m, #) van de
normaal uit O op dit vlak zijn




cosi=

? g
— e COS—— —ee COS Tt —
V '+ g+ Ve +1
d d, ¢x
ey R A
R A e
7 AV dz 5
dus cos b =5, % . = 2
x f 2
va" —g" l ol
daar __i_w__— k
P I pE )
\/E Fabe
volgt co5, = ﬁ% .k
evenzoo casm:%.k en ms.n:;zk
dus
acosl="2 & beosm =2k € oS H =
a A b
waaruit

2

of a®cos* L 82 cos* m 4 c* cos? m = R

22

en daar OM . OM — ¢* dus k:—g— is

4
2 2 el T o
a® cos®* [ 4+ &* cos* m + ¢* cos TZ—?

Ll Xy 9
2.9 Pt TR 2
acos L+ 8% cos*m - c® cos n_[a"—%_ 2—|—€2].k

o |

of omdat pcosl—=x pcosm=1Y pcoSnR=32

de codrdinaten van M zijn

ax? | &% 4 ¢l = &t

dus ligt 47 op de Cauchy-Poinsot’sche ellipsoide en is

het bewijs geleverd.

e
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8. — Past men dezelfde methode toe op de Ellipsoide
van DiNgT,
A'x* 4+ By* + Cz* = Mt
dan krijgt men van deze de reciproke, zijnde
5

w3 g2 1
FtFto=a
zoodat men ten slotte 4 Lllipsoiden heeft
Ax* + By* 4 (2= Me*. . . (Cavcay-Poixsor),
Axr+ Byr + 2 = M. . . (Biner).
2 22 1

q:!l y
— £ al —_— e
[ = 5T = 3 (Cressca).

=

x? yr .22 1 )
2~,+ ?,;,—I— il 7 R (LecENDRE),

Hiervan zijn dus de 3° en 4° ellipsoide de reciproken
van de 1° en 2%

C. Hoofdtraagheidsassen.

- 9. — In 4. — is de traagheidsellipsoide
’ Ax* 4 By* - (s> — 2 Dys — 2 Exz— 2 Fxy=— 3m . ¢!

| gevonden, waaruit blijkt dat de traagheidsproducten ten
L opzichte van de assen de halve coefficienten zijn van
—¥3; — X% en — Xy,

Bij herleiding der ellipsoide op hoofdassen verdwijnen
deze coefficienten.

Nu noemt men de assen waarvoor /) = F = F = o is,
hoofdtraagheidsassen van het stelsel,

Daar nu elke ellipsoide drie hoofdassen heeft, bezit elk
stoffelijk stelsel minstens drie hoofdtraagheidsassen.

10. — Wil men de hoofdassen van bovenstaande ellip-
soide /= o vinden, dan kan men de eigenschap ge-
bruiken dat het raakvlak aan de ellipsoide in het uiteinde
van den. voerstraal o(agy), van het middelpunt naar
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het punt (xyz) getrokken, loodrecht op den voerstraal
staan moet.

Daar nu de richtingscosinussen van den voerstraal en
van de normaal in (xyz) van het vlak U == o evenredig

zijn met
aly
o en %EIAJG—F_?—EZZG(A“—FB_EY)
avu
B en } zjj-z—Fx—l—B}'uDz:g(—Fa—I—Bﬁ—D;')

y en %%]:-—Ex——Dy-i—Cz:g(—EaﬁDﬁ-}»Cy)

zoo moet, willen deze lijnen samenvallen
Ae — F — Ey = lu

— Fu+ B — Dy =ip ek e ) 5

— Ea— DB+ Cy = Ay zijn
waar de beteekenis van A duidelijk wordt door respec-
tievelijk de vergelijkingen met «, § en y te vermenig-
vuldigen en hunne som te nemen, waardoor men krijgt
Aa? LB Cy2—2Dfy — 2 Eya—2Faf =\=Z(mr*)=1.
Schrijft men dus (1) in de gedaante

(I'— Ay + g4 Ey —=o
Fa +(I'— B)8 | Dy =0 (2)
FEa + D34+ (I'—C)yy=o

en eliminecert hieruit «, §,  dan krijgt men een derde
machtsvergelijking waarvan de determinant is

T 4 F El
F Fo B R
E et

De 3 wortels 7,, 7, en 7, dezer vergelijking gesub-

2

stitueerd in (2) geven de 3 bijbehoorende richtingen
(e By 71) (o,8,7,) en (a,8,7;) der hoofdassen.

11, — Daar de grootste halve as met den kleinsten
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hoofdtraagheidstraal enz. overeenkomt, kan men nog een
anderen weg volgen tot het opsporen der hoofdassen,
namelijk
Aa+ B Cy* — 2 DBy — 2 Eya—2 Faff — 7

ten opzichte van «, [, y tot maximum of minimum
maken, door de vergelijking naar «, §, ; te differen-
gf: % g gelijk nul te stellen, waar-
door men hetzelfde resultaat verkrijgt.

ticeren, en

12. — Wil men onderzoeken of de 3 wortels van (3)
reel zijn, dan kan men dit doen door (3) te vermenig-
vuldigen met D), £ en F

(7 — AD DF DE
EF (T — BE DE|—o
EF DE e OF |

en de 2¢ horizontale 1ij van de 1¢°, alsmede de 3¢ van de
2t af te trekken, waardoor de determinant wordt

(7'—AYD—EF DF—(T'—B)E 0
o (7'—BVE—DF DE—(T—C)F|=o0
EF DF (T— C)F
Deelt men nu de verticalen rijen door ), Z en /7 en
EF . g PF 5 s DE
Stclt A_l_‘j*[""b_%_'f"ﬁﬂ'[’ C‘i’F —N dan
krijgt men
Tr— L M—T7 o
o 7—MM N-—-T
== i)
EF DF i ¢ DE
D F Lol g
of na herleiding
EF EF DE
D , E F

=¥

I—7 v w—7 t m—7
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welke vergelijking in de gedaante
1 I I
D? E? F* 1
I~ TH—TEN=T T ErL

gebracht, doet zien dat, indien Z < M< N is, de 3 wor-

tels liggen tusschen — o en ZL; L en M; M en N of
tusschen L en M; M en N; N en +4 « naargelang
D . E . F positief of negatief is; want voor 7' = —
zijn de 3 eerste termen nul en dus het linksche gedeelte
negatief,

Heeft 7 een waarde iets kleiner dan L, dan is de
eerste term positief en zeer groot, dus het linksche ge-
deelte positief.

Er ligt dus een wortel tusschen — = en Z,

Ligt 7 tusschen L en A/ en zeer digt bij L, dan is
de eerste term negatief en zeer groot, dus het linksche
gedeelte negatief.

Ligt 7 echter dicht bij 44, dan is de tweede term
positif en zeer groot, dus het linksche gedeelte positief.

Er ligt dus een wortel tusschen Z en A4

Ligt 7 tusschen A/ en N en zeer dicht bij A/ dan is
de tweede term negatief en zeer groot, dus het linksche
gedeelte negatief.

Ligt 7 echter dicht bij V dan is de derde term posi-
tief en zeer groot, dus het linksche gedeelte positief.

Er ligt dus een wortel tusschen M en N.

Men vindt dus dat, indien D . £ . F positief is de 3
wortels liggen tusschen

—wen L; Len M; Men N
terwijl men op dezelfde wijze vindt, dat indien D.E. #
negatief is, de 3 wortels liggen tusschen

Len M; Men N; N en + o=,
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13, — Is er nu een rechte lijn gegeven en wil men
weten of die rechte lijn in eenig punt hoofdas van het
stelsel is, terwijl men tevens dat punt en de beide
andere hoofdassen in dat punt wil vinden, dan neemt
men die rechte lijn als z as aan en een punt O van die

lijn als oorsprong van

v’ T . codrdinaten. Stel nu
\ " dat er een punt Cisop
.: x afstand CO — /: waar-

g / voor die lijn hoofdas
e is, en laten Cx’ en

0 |10 ML g Oy de twee andere

hootdassen zijn.
De assen Cx’ en €y’ geprojecteerd worden OX’ en O}
makende met OX en OF den hoek @, dan is
x —=xcos O + vsin 6
Y = vcos O — x st O
?="z2—~rh
2mx's = cos OXmxz + sin OXnyz — hlcos OZmx - sin O Zmy)
Zmy's' = cos OZmys — sinOZmxz — li(cos OZmy — sin OZnx)
Imx'y =(cos* @ — sin* O)mxy -+ cos O sin O Zmy*-— Zmx?)
daar A=2Xm(y*+z%) en B—IZm(x*+ = is, wordt het

29 AT,

2mx’y = F.cos 20 + :

Opdat de z-as hoofdas worde, moet
Xmx's = o en Tmy's’ = o zijn en daar OX' en OF”
de twee andere hoofdassen zijn, moet ook Zmx’y — o
zijn, waardoor men dus krijgt:
cos OZmxz -+ st OZmyz — hlcos OZmx -+ st @Zmy)—o. . . (1)
cos B Zwnyz )

stn OZmxz — hlecos OXmy — sin OZmx)=o. . . (2
stn 20

Fcos 200 -
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(3) geeft tang 20 = pm—— . o0 oo (4)

De vergelijkingen (1) en (2) moeten door dezelfde
waarde van % voldaan worden.
Elimineer dus uit (1) en (2) %
cos OZmxz + sin OZmys __ cos OZmyz — sin OXmxz
cos OZmx + st OZmy — cos OXmy — sin OZmx

dan geeft dit na vereenvoudiging
Smxz Imy = Zmyz Smx . . . . .. . (5)
voor de voorwaarde waarop de z-as in een punt hoofdas zij,
(5) in (1) substitueerende geeft

= & my

2 mx

X per %
& omys & mxe e

De vergelijking (6) geeft dus de voorwaarde aan
waarop de z as in een punt hoofdas is, en de waarde
van / geeft de ligging van dit punt.

De beide andere hoofdassen kunnen dan door middel
van de vergelijking (4) gevonden worden.

14. — Hieruit volgt:

19, Is T mxz — o en 2 myz = o dan worden (1) en (2)
voldaan door % = o dat is,  mxz — 0 en X myz —
zijn de voorwaarden dat de z as hoofdas is in den
oorsprong.

2% TIs het stelsel een vlakke plaat dan is z — o dus
S mxz—o en Xmyz — o. Dus één der hoofd-
assen in een punt van een vlakke plaat is de
normaal in dat punt op die plaat.

3% Is het stelsel een omwentelingslichaam begrensd
door 2 vlakken loodrecht op de as, dan is die as
in elk zijner punten hoofdas, want elke door-
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snede loodrecht op de as is een cirkel, bijgevolg
Xamxz — o en Xmyz = o.

4% uit vergelijking (4) blijkt dat er meer waarden

van @ voldoen en wel O - ».— want

t| g

to 2(@+72.g];!g(2 O | x) =1 20

waardoor dus de assen in het 2’y vlak onderling
loodrecht zijn.

5% Omdat (4) onafhankelijk is van /%, zet men dat,
zoo er meer punten waren waarvoor de g as
hoofdas is, die hoofdassen (namelijk de twee overige
assen loodrecht staande op de z as), alle paarsge-
wijze evenwijdig met elkander zouden loopen.

In dat geval zou (6) meer dan één waarde voor
% moeten geven, wat alleen inogelijk is, indien

Xmyz — o; Xwmxz — o, Tmy=o0 en Tmx = o
is, dit sluit in dat de lijn door het zwaartepunt
gaat en hoofdas is in den oorsprong, en daar de
oorsprong willekeurig genomen kan worden, hoofdas
is in ieder harer punten,

15. — Daar z niet in de vergelijking (1) voorkomt,
volgt er uit dat, in-
dien de gegevene
lijn hoofdas is in een
punt (', de andere
twee hoofdassen in

C evenwijdig zullen

zijn aan de hoofd-

assen van het gepro-
jecteerde stelsel in O,
Zoekt men bijvoorbeeld de hoofdassen van een recht-
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hoekigen driehoek A4ZC in den rechten hoek, dan is,
omdat het stelsel een vlakke plaat is, één der hoofd- 3
assen de normaal in C

De twee anderen zijn bepaald door l

2 F ;
2 2
Nu is A:ﬂ{,é. Bar g e i
6 6
en F: d_é
12
%J. ab 4
dus i 20 =5 =iy
‘%f((ﬁ o a b
ab
of e = -}," Bg . tblr. 57'1_&2 .
16. — Zijn de hoofdassen OX, OV en OZ in het

zwaartepunt () en de traagheidsmomenten ten opzichte
van die assen bekend, dan kan men op de volgende
wijze de hoofdassen in eenig punt 2, liggende in het
XV vlak, en de traagheidsmomenten ten opzichte van
die assen vinden.

Een der hoofdassen in / is de normaal op het xy vlak,
want zijn p en ¢ de codrdinaten van 2 dan zijn de vgor-
waarden opdat die normaal hoofdas is, 2m(x — p) z = o
en Zm(y —g¢)z = o vervuld; want O is het zwaartepunt
en de codrdinatenassen zijn hoofdassen,

Om de beide andere assen te vinden, stellen wij dat
A en B de traagheidsmomenten ten opzichte van OX en

OV zijn en wel A>B.
Zet men nu op de as van het grootste moment stukken

af, aan weerszijden van O, OS5 = OH = ‘/{I—J_—I—B, dan
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zijn de hoofdassen in .S en /4 evenwijdig aan de cobrdi-

8 0

natenassen, om-

/ "
/.
/ ;

Y/

£ L. dat.Sen  pun-

‘ ten zijn in een
der hoofdassen
van het zwaar-
tepunt,
Het traagheids-
moment ten op-
zichte van OX

is = A en ten opzichte van
HYy =B M, OF* =84 (4 — B) = 4
dus gelijk dat ten opzichte van (X,

*) Het traagheidsmoment ten opzichte van cen as is namelijk
gelijk aan het traagheidsmoment ten opzichte van een daarmede
evenwijdige as gaande door het zwaartepunt, vermeerderd met
het product van de totale massa met het vierkant van den

%

/ [
R“‘ﬁd._‘é oS
S
;N

Onze formule wordt dus

s

afstand tusschen de beide assen; want
laten % en 7’ twee evenwijdige assen
zZin, » en #' de afstanden van een
massapunt s tot die assen ,en ¢ de
afstand der assen. Nu is

mr't = mr® — zmrdcos A+ m. §*
dus
Iy’ = smr® — 28 Imr cos A+ §2xm,

Brengt men door de as % een vlak
loodrecht op ¢, danis # cos 4 — 5 de
afstand van m tot dit viak en

mr o5 A = Imx = x, 1m.

S’ = Iyt —- 2dx, sm - d%sm,

Gaat de as % door het zwaartepunt van het stelsel Z dan is

¥, = o en dus

wr't = xmrt |- $m.
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Elke rechte lijn door .5 of /7 in het ay-vlak getrokken
is dus hoofdas in dit punt en het traagheidsmoment ten

opzichte van die as
is A Trek dus SP

_en FP, dan zijn de

traagheidsmomenten

ten opzichte van die
lijnen gelijk. Daar P
in een hoofdvlak ligt

declen de hoofdassen den hoek SP/ (in- en uitwendig)

middendoor,

Indien men dus met
5 en A tot brandpun-
ten een Ellips of Hy-
perbool beschrijft, zijn
de raaklijn en nor-

"maal 27 en PG in

een punt 7 hoofdas-

sen in £ De punten .5 en # worden brandpunten van

traagheid genoemd,

17. — Het traagheidsmoment ten opzichte van de

raaklijn kan men nu vinden door uit O een lijn N te

trekken, makende met de x-as een hoek @, en uitS en 77
loodlijnen .SV en MH op MN, dan is het traagheidsmo-

2
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ment ten opzichte van 17V gelijk aan
Acos* @ + Bsin6 — A4 — (A B) sin* 0
= A— M(OH st 0) = A M. HM™

Trek nu P7° evenwijdig Vaa.n MN, dan is het traag-
heidsmoment ten opzichte van 27° gelijk aan

A—MHM)?: + MMV = A+ M (M Y?E— HMP)

— A+ MHY . SZ).
Bij de ellips is a* — b — 05 = L':I—‘}jﬁl dus
A+ M, 6= 54+ M. at
Men krijgt dus
A MHY . SZ)= A+ M. = B+ M.a*

— b IR

2

15. — Om het traagheidsmoment ten opzichte van
PG te vinden, trekt

Mg men uit .S en A op
D PG de loodlijnen .8}
~ NP :
S PN en /7, dan is het
3 : {/ \"i\_ traagheidsmoment
- ',ff”*ﬁ" /,_ e T X ten opzichte van 0.0
\;, gelijk aan

£ cos® @ 4 A sin® @
=A—(A—B)cos*® = A— M. 1re.

Het traagheidsmoment ten opzichte van /°G is dus
gelijk aan

A—M.HL* 4 M. LU= A— MHL— LU)(HL - LU)

=A—M.HU. SV,
A— B
M

Bij de Hyperbool is a* -} 4? — 052 — dus

A—M.*= PB4+ M.a
Men krijgt dus
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A— MHT . SV)=A— M .*—= B+ M. a
P o 2
B M[u") :

19. — De brandpunten van traagheid zijn gemakkelijk

te vinden voor eene Ellips met assen 22 en 24.
Daar namelijk de traagheidsmomenten van eene ellips

ten opzichte van de groote en kleine as respectievelijk
b* e .

M. 1 en M. “T zijn, is de kleine as de as van het groot-

ste moment en liggen dus de brandpunten van traagheid

op de kleine as,

2 2
Daar nu A4 = 7. ‘;; en 8= % is, wordt de af-

stand dier punten tot O
A—B

= =B

08 = OH =

20. — De punten .5 en /A liggende op de X-as, dus
in het X }-vlak hebben, zooals gebleken is, de eigen-
schap dat de traagheidsmomenten ten opzichte van alle
lijnen in het X }-vlak door .5 en A getrokken gelijk zijn.
Zijn er nu dergelijke punten in de ruimte, punten der-
derhalve waarvoor de
Ellipsoide een bol
wordt?

Laat O het zwaar-
tepunt en OX, OF
; en Z de hoofdassen
v o in het zwaartepunt
9 s P zijn. Wil dan Pagy)
/ ; /5« zulk een punt zjn,
dan moet

Emy's = Zmx's’
= XMy = o in

|7 |2’
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o + .‘Xfl, _jl'" = !3 _|_ J_n’l e _i _:n’
dus  Zm(y — ) z — y) == o; 2mx — u) (2 — ) — o;
. 2m(x —a)(y —f3)=o0
dat is
Imyz — B Zmz — p Smy | M. Br=uo
Lmxs — a Xmz — y Smx - M. ay — o
2mxy -~ o« Xmy — 3 Imx + M, af = o.

Daar O het zwaartepunt is en de coordinatenassen
hoofdassen zijn, vereenvoudigen onze vergelijkingen zich

dus tot My = o Mey = o Mol = o
of wfl — o wy — 0 By = o.

Hieruit volgt dat 2 van de 3 grootheden e, # en y nul
moeten zijn. Stel § —~ o en ; =

Het punt 7 moet dus liggen op een van de hoofdassen
in O, en is nu 7.

Daar de traagheidsmomenten ten opzichte van de 3
assen in /7, die evenwijdig aan de codrdinatenassen zijn,

Ay B+ Ma® en € | Mu? zijn,
moet C—=Fen 4— B | Ma* zijn, dus
=B o a s \/’ff’{i]; ® = 05= 0F,

waardoor men dus de punten .S en A vindt, en daaruit
besluit dat deze de eenige punten zijn, waarvoor de
Ellipsoide een bol wordt.

21. — Is een lichaam herleid tot zijn hoofdassen in
het zwaartepunt O en zijn A, # en C zijn hoofdtraag-
heidsmomenten, terwijl de massa van het lichaam als
eenheid wordt aangenomen, en wil men dan de hoofd-
assen en hoofdmomenten in ecnig willekeurig punt 2
opsporen, dan construeere men een oppervlak van den
tweeden graad, confocaal met de traagheidsellipsoide,
waarvan de vierkanten der halve assen zijn a®=—= A | 1;
0* =28+ en ¢*= C-+} i, wat dus voor de traagheids-



xi .,}.‘l p

+9:+

2
2

ellipsoide — 1 een confocale Ellipsoide

a* ¢
__xﬂ },2 z‘l
A1i - B - TI1 — 1 geeft, en bepale nu het
traagheidsmoment ten opzichte van een raakvlak aan het
confocale oppervlak.

7ijn «, 8 en y de hoeken die de loodlijn op een raak-
vlak met de cobrdinatenassen maakt, dan is het traag-
heidsmoment ten opzichte van een vlak door O evenwijdig
aan het raakvlak

A4+ B4+ C

&

— (A cos®a + B cos?@ -+ C cos?y).

Telt men hierbij op het vierkant van den afstand
tusschen de beide evenwijdige vlakken, te weten
(A +2) cos*« + (B4 L) cos* B 4 (C 4 1) cos? y
dan krijgt men voor het traagheidsmoment ten opzichte
van een raakvlak
d b by of BEE

Hieruit blijkt dus dat de traagheidsmomenten ten
opzichte van alle raakvlakken aan een oppervlak confo-
caal met de traagheidsellipsoide dezelfde zijn.

Al deze vlakken zijn hoofdvlakken in het raakpunt,
want brengt men een willekeurig vlak door 7, dan zal,
indien het confocale oppervlak een Ellipsoide is, het
raakvlak evenwijdig aan het vlak door £, verder van
den oorsprong liggen dan dit vlak, dus zal het traag-
heidsmoment ten opzichte van een vlak door 7 kleiner
zijn dan dat ten opzichte van een raakvlak aan de confo-
cale Ellipsoide door 7. Het raakvlak aan de Ellipsoide
is dus het Hoofdvlak van het grootste moment. Daar
men door een gegeven punt, 3 confocale opperviakken
kan brengen, namelijk een Ellipsoide, een Hyperboloide

 da 2 Tl 3
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met 2 takken en ecen Hyperboloide met één tak, vindt
men op dezelfde wijze redeneerende, dat het raakvlak
aan de confocale Hyperboloide met > takken het Hoofd-
vlak van het kleinste moment is, en het raakvlak aan de
Myperboloide met 1 tak het Hoofdviak is van het
tusschenliggende moment

De normalen op de 3 confocale oppervlakken door 2
zijn de hoofdassen in P, want wanneer 3 onderling lood-
rechte lijnen elkander in het gegeven punt 2 ontmoeten
en zoodanig zijn, dat zij als codrdinatenassen aangenomen
de producten Smaxy; Xmyz; Smxz nul maken, dan zijn
die lijnen hoofdassen in het gegeven punt,

De hoofdas van het kleinste moment is normaal op de
confocale Ellipsoide, en van het grootste moment normaal
op de confocale Hyperboloide met 2 takken, want de
som van de traaghcidsmomenten van een stelsel ten
opzichte van een vlak door een gegeven punt en de
normaal in dat punt is constant en gelijk aan het traag-
heidsmoment van het stelsel ten opzichte van dat punt,
Neemt men namelijk het gegeven punt als oorsprong en
het vilak als xy vlak aan, dan is " 4 C = Zms? onaf-
hankelijk van de richting der assen.

Hieruit volgt 4’ — Bié;i{

2

Het traagheidsmoment ten opzichte van 2 is
A+ B4 C
_L ?._i + or?,
want het traagheidsmoment voor eenig codrdinatenstelsel
is gelijk het traagheidsmoment voor een daarmede even-
wijdig codrdinatenstelsel met het zwaartepunt als oorsprong
vermeerderd met het traagheidsmoment van de totale
massa in het zwaartepunt ten opzichte van het eerste
codrdinatenstelsel,
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De traagheidsmomenten ten opzichte van de normalen
aan de 3 confocale oppervlakken door P wier parameters

zijn A,; 4, en 1, worden dus
OP* — ), OP* — ), en OFP* — k.

22. — Indien de hoofdassen in het zwaartepunt tot
cobrdinatenassen gekozen zijn, kan men als volgt te
werk gaan om de voorwaarden op te sporen opdat een

gegeven rechte lijn

g=F =k gk

l b7 72

in een bepaald punt hoofdas worde.
Wil die rechte lijn hoofdas zijn in een punt, dan moet

zy in dat punt normaal zijn op
2 2 52

‘I—Cii_lzl' e )

ST O
AF+ T FEF2
Hieruit volgt dat men krijgt:

* = S S Wit pari
A41 B4 1 CH 2
De waarden van x, ¥, 2 uit (3) in (1) gesubstitueerd geeft

= un. . (3)

Hieruit p elimineerende Krijgt men

PEES ahe R ) e
i # m R n !
(4)

P B BtC. L=
voor de voorwaarde dat de rechte lijn hoofdas is in een e

bepaald punt.
x, ¥, z uit (3) in (2) substitueerende geeft

M2+ m? 4 n?) = l‘% — (A 4 Bm* 4 Cn?).
Men kent dus nu A en u, terwijl (3) de cobrdinaten
x, ¥, z van het punt bepaalt.




24

D. Berekening van Traagheidsmomenten.
«. Merrone van Huvcuexss.

23. — In het vierde deel van zijn Horologium oscilla-
torium onder het opschrift ,,de centro oscillationis” bewijst
Huvenens, dat de lengte van den enkelvoudigen slin-
ger is = o

2y

Ten einde nu 2m#® te vinden, bezigt Huyvcnens een
wigvormig lichaam.

Indien men namelijk door de raaklijn aan het vlakke
grondvlak wvan een recht cilindrisch lichaam getrokken,
een vlak brengt dat met het grondvlak een hoek van
45° maakt, dan ontstaat een wigvormig lichaam begrensd
door 2z vlakken, die genoemde raaklijn gemeen hebben,
terwijl de zijwand van het lichaam loodrecht staat op het

i

grondvlak., De op het grondvlak geprojecteerde afstand
LA van het zwaartepunt der wig tot de raaklijn wordt
subcentrica genoemd.

In de ¢ stelling bewijst Huvenens dat de inhoud der
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wig die van een lichaam is, hetwelk het grondvlak tot
basis en de afstand FA4 van het zwaartepunt van het
grondvlak tot de raaklijn tot hoogte heeft. Verdeel ACH
in kleine gelijke decltjes en richt op die deecltjes parallel-
opipeda op. Zij LA de subcentrica van de wig. De hoogte
van een parallelopipedum zooals GA is gelijfk aan den
afstand van een deeltje (7 tot AE; het product van GK
met GI7 is dus gelijk het decltje (G met het vierkant van
GH. De som der producten van alle parallelopipeda met
hunne afstanden tot AZ is gelijk aan het product van de
wig ABD met den afstand AZL. Dus is de som der pro-
ducten van de deeltjes G met de kwadraten van hunne
afstanden tot AZ gelijk aan het product van ACE met
cen rechthoek tot zijden hebbende #4 en LA. Daar nu
ACH gelijk is aan het produict van een deeltje G met het
aantal van die deeltjes volgt er uit dat de som van de kwa-
draten der afstanden tot 4Z gelijk is aan den rechthoek
op FA en LA vermenigvuldigd met het aantal deeltjes.

P —~ oS
Pioe
K n G l\ :
A "
7 A S B ol
//
e e
_‘F =L e _-_/'

Trekt men een lijn AK evenwijdig aan AZ dan is
3(GK) = 3(KD)* + 23(KD . DG) + 2(DG)*.




26
Daar KD — 774, 2(D6G) = SAFY=n. AF is
zoo blyjkt ;
2GR =n.HA* 4 2HA . 5. AF ., AF. AL

=n.HA* |- 2n . HA. AF4-n . AF*~n. AF. FL
=n.HF? | 5. AF. FT,

Gaat XK door het zwaartepunt & dan is
2GR =pu. AF. FL.

&
o
AN
ny | N R
[T |
f—— ] |
femroemtbcced] |

Zij ABCD cen lichaam,

en in £ een lijn loodrecht op
het vlak van teekening.,

Breng nu door de lijn in Z twee onderling loodrechte
vlakken (~£A4C, gaande door het Zwaartepunt) en ZG.

Verdeel het lichaam in gelijke kleine deeltjes zooals £ ;
dan is FE* = FG* |+ Fmn.

Zij nu OQP een vlakke figuur in het slingerviak van
ABCD en van gelijke hoogte met ABCD en zo0 gecorn-
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strueerd dat de lijnen QQ, KRR, enz. evenwijdig zijn aan,
en overeenkomen met de vlakken 4717, NN, enz.

Verdeel OQZF in evenveel deeltjes als ABCD De lijnen
Q@ en RR evenwijdig aan de vlakken A/A7 en NN ge-
trokken, zijn zoodanig dat de verhouding van KR tot (@
dezelfde is als die van NN tot /M, dan zullen er in
het segment RQQOR evenveel deeltjes aanwezig zijn als
in het segment NA/1/N. De som van de kwadraten der
loodlijnen uit NN op EG neergelaten zal dus gelijk
zijn aan de som van de kwadraten der loodlijnen uit
RQQR op EG neergelaten.

Zij op dezelfde wijze SVY7Z een vlakke figuur van
welijke breedte met ABCL en loodrecht op zijn slinger-
vlak, dan zal de som van de kwadraten der loodlijnen
wit KLLK op EAC neergelaten gelijk zjn aan de som
van de kwadraten der loodlijnen uit VXXV op E£AC
neergelaten,

Zij ABCD een doorsnede van het lichaam en is in de
evenredige figunur OQZ2, die in het slingerviak is, de
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afstand @/ gegeven, waarop het zwaartepunt van de
halve figuur O2F van de as OF ligt, dan kan men de
som der kwadraten van de afstanden der deeltjes van het
lichaam AZRCD tot het vlak EC bepalen,

Alle secties VN, A enz, moeten echter gelijkvormig
zijn, en het vlak £C moet door de zwaartepunten van
hen allen gaan, zooals het geval is bij prismas, pyra-
miden, enz.

Laat 7200 de grootste der genoemde secties zijn, en
in & een lijn opgericht evenwijdig aan de as in £

Zij BC de afstand van het zwaartepunt van de sectic
£ tot de lijn in 5 en BK de subcentrica van de wig
op BD. Zij 4 het midden van 2V, Indien nu

AP: PP — rechthoek ZBCK: een ruimte Z
dan is Z maal het aantal deeltjes van ABCH gelijk aan
de gevraagde som der kwadraten van de afstanden tot ZC.

Zij NX de afstand van het zwaartepunt van de sectie
NN tot de lijn in N evenwijdig aan die in 7 getrokken
en N/ de subcentrica van de wig op NNV,

De kwadraten van de afstanden der deeltjes van het
viak BD en NN tot het vlak £C zjn dan respectievelijk
BC. CK. nen NX. XF. o', indien er n en #' deeltjes
zijn in A7) en NN,

Nu staat de rechthoek BZCK tot NX/ als BD?: NN

Het aantal deeltjes van 20 staat tot dat van NNV als
die secties zelve dat is als BD*: NN

Dus BC CK.n: NX.XF.n' = BD*: NN* of in de
overeenkomstige figuur — 7172 : RRY

Hieruit volgt dat de som der kwadraten van de secties
van het lichaam tot die van een cilinder 2255 met
hetzelfde grondvlak en dezelfde hoogte zich moeten ver-
houden als de som van alle I'}7%, RR? tot evenvele 7172
dat is, als het omwentelingslichaam om OF tot een
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cilinder V22 met basis V77 en hoogte O, dus als de
producten der beschrijvende vlakken (OZF1 en den recht-
hoek 7°R) met de afstanden der zwaartepunten P en
PA; OPV en PR verhouden zich als het lichaam ABCD
tot den cilinder BD.SS dat is, als het aantal deeltjes van
ABCD tot het aantal deeltjes van BDSS; terwijl P
zich tot P4 verhoudt als Z tot BCK; dus de som van de
kwadraten van de afstanden der deeltjes van ABCD tot
72¢ verhoudt zich tot de som van de kwadraten der
afstanden van de deeltjes van den cilinder BDSS tot EC,
als 7 maal het aantal deeltjes van ABCD tot den recht-
hoek ZCK maal het aantal deeltjes van BD.SS; en hieruit
volgt dat Z maal het aantal deeltjes van het lichaam gelijk
is aan de som van de kwadraten der afstanden tot L,

§. DEREKENING DOOR INTEGRATIE.

24. — Ten einde bij vlakke figuren het traagheids-
moment door Integratie te bepalen, verdeele men de
figuur door lijnen evenwijdig aan de as in oneindig dunne
strooken. Indien men
dan verder den inhoud
van een strook uit-
drukt in functie van
den afstand tot de as
kan men, door Inte-
gratie , zeer gemakke-
lijk tot het traagheids-
moment der figuur
| komen.

‘ Wil men bijvoor-
beeld het traagheids-
moment van een drie-

hoek ten opzichte van een liin gaande door een van
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zijne hoekpunten bepalen, dan verlengt men BC tot in /)

dan is ABC = ABD — ACH
: dus Z‘A By = 7:-1.91; o Zw,-ir"h'
Inhoud strook = yda terwijl y:/=8—x:8
dus g=, P;[_J’_T

. i—x
waardoor inhoud strook — 7, {_57' ax.

Beteekent nu (}7) onderaan 7 het traagheidsmoment
ten opzichte van de F-as, dan is dus

- f3 - -
7 — X ; 5 o
. Z(r}- — 1) . .ft'-lcz’.l-' — i & ﬂ

I 12
Noem de loodlijn uit ¢ op AVY....

[.-Iﬂff(?'j == /U

y dan is evenzoo
- ul

aopiny = ¥ Men vindt dus
7 ‘u .“Z a3 L3
ABCIR — 1o (Ii —'5")
e [ L
maar M = wi|= “| zijnde
2

A : .
Tmm( nT g B*+ 8+ 7h

Zoekt men het traagheidsmoment ten opzichte van AX
en noemt men de loodlijnen uit # en € op AX, ., . f en y,

" ~ A - r o
dan is L yssony == 5 B+ 67+ 7).
De grootheden

A= 2m(y* 4 2%), B = ZIm(s* + x7);

C = Zm(z* + y*) zijn in dit geval (z = o),

A= 3my' © B=3Smx® C=Zm(z®+ y?),
dus C=A4L B i
T(nornma,l) Ty + Ty, dus

j(norm:ml in A) = f;;"r(,s‘ﬂ + 8y P84 8 + Y.

’
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Men heeft gevonden 7, = %f @+ 8y + %)
Wordt de hoek XAY kleiner, dan wordt f§ kleiner en
dus ook 7. Valt AY langs AB dan is § =o0 en

. = ia
I(““” — 'g T A

Valt AV binnen den drichoek dan is § negatief dus

~ dan is het traagheidsmoment

M ;
T & — B 7%

25. — Ileeft een lichaam een massa uw dan is, indien
het lichaam homogeen is

o

T—pn / 32w
maar do — dydx dus .
T=pn { dx [y’dy ; of
et (7=

[eeft men dus een homogeene rechthoek, met zijden
24 en 2b on wil men van dien rechthoek het traagheids-
moment ten opzichte van cene as opsporen, welke as
door het centrum van den rechthoek evenwijdig aan een
van de zijden loopt, dan is




w e u W
- = i / 20y — 2, " 4Y | ag,
(X 1 3
L 9
7,3
. ) 4(..’.0 “
fu-‘. =
9
of daar 17/ = 4 abu is
52
liy= M. —.
3
()‘2
Evenzoo 7= M. =
3
derhalve
- a* 4 4*
7 ==
(normaal) 3
26. — Heeft men een Ellips met assen 24 en 24 en

verdeclt men die ellips in strooken evenwijdig aan de
v-as, dan is de inhoud van een strook gelijk ydx, als dx
de dikte der strook voorstelt, Daar de Ellips 4 kwa-
dranten heceft, vindt men voor het traagheidsmoment

ten opzichte van de J-as.

Tiyy = 4p | 2¥yaz,

maar uit de vergelijking van de

R 2 2
— X . X _'}'
Ellips v 4 jr =1
b — 5
volgt ¥ =g 1 at — x? dus
e
ra 5 B b
- & 2 R i
po, i .l x?] x*dx,

Stel x — a szn ¢, dan is

- b 5 L
Topy =p.= .a* / o4 sin*q cos® g dy
— . — a’ ; 2 gin? 2p t’q:
a J D




33

2

I — co8 .-‘4{’]] d
Pt 4 et

Evenzoo vindt men

T(x) :ﬂf.; en dus
2 2
7 R i sk ]
(normaal) 4
Voor den cirkel wordt § — @ dus
i gt
J[(normaal) e
27. — Uit de vergelijking der Ellipsoide
Z

x
r“a-l-’;"z-{'—z:‘ volgt
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dus inhoud schijfje
= (= PN. QN) =% n(ar — )
Bij de Ellips heeft men gevonden

4 2
T(nnrmaal} _J[[ 4 J
dus hier daar de x-as normaal op de Elliptische schijf

is en gebruik makende van

e
2r( normaal) = T Ter
be X N ON®
L n(a* — x%) dx [P L iy ] dus
at 4
-

5 (s fﬂr . ; 4

= {EE. 500+ oy | (a* — w2 |

. wumr be ., 6 .

!1(.‘—} E— ? i ?(éi —4-‘ (72) . i5 @

2]
& e [P
3 5

daar A/ = ‘Lymz&c? is, volgt dus

’ ‘3 7 52 _j_ (‘2 . B

[:A’) =, — : Evenzoo vindt men

i ~,oat| ¢t

f(r) = A, T en

e
71(2) = M. 5 .

Voor een bol met straal ¢ wordt dus het traagheids-
moment ten opzichte van elke lijn door het middelpunt
T'=2%_ Ma?

28. — Er is gevonden bij den

2
Rechthoek 7 = A . —j——

(norm.) 3
2 b2
Elli i - A% ¥

ips ](norm.) M .
2 _| 2
Ellipsoide 7, = ar.° 5' Z
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dus blijkt de volgende algemeene regel bij symmetrie

lichamen

5 Som der kwadraten van de

Het traagheidsmoment : :
. it " beide andere onderling
Z1C van n ) — .

uR S i loodrechte, halve assen

symmetrie as
y 3 of 4 of 5

waatin de noemer 3, 4 of 5 is, naargelang het lichaam
rechthoekig, elliptisch of ellipsoidisch is.

7. DBEPALING DER TRAAGHEIDSMOMENTEN DOOR
DIFFERENTIATIE.

2g. — Wil men het traagheidsmoment van een dunne
schil bepalen, dan kan men dit door Differentiatie doen ,
indien het traagheidsmoment van het lichaam dat door
die schil wordt ingesloten bekend is, benevens de wet
volgens welke het volumen bij Differentiatie toeneemt.

Men weet dat het traagheidsmoment van een Ellipsoide
met assen 2a; 26 en 2¢ ten opzichte van de @ as is

2 2 TR i
j[f_é_—;__g_ of 2 rrgﬂ!b(:.é 1 i

Laat de Ellipsoide zeer weinig in grootte toenemen,

dan is het traagheidsmoment van de schil
U
5

tttl) ==d if_‘ rrga&c sy

Is de schil gelijkvormig met de eerste gedaante zoodat
dus g: p en %:: ¢ is, dan is het traagheidsmoment van
de schil

2 2
toy= @ | Yo mepy LT 0t | = Y mapg (B + )0

Daar nu M = Y, wpabe = *, mopga’ en dus
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m = dM = gnopgada is, zoo is het traaghecidsmoment

) B2 a2
van de schil B 2 m[ i ‘,],
( 3
Voor een bolvormige schil is ¢ = & — ¢ dus

! =Y, ma®
30.

- Wanneer cen Ellipsoide verdecld is

in oneindig
dunne lagen,

terwijl de dichtheid van laag tot laag ver-
andert, maar in elke laag constant is, kan men met
behulp van deze methode het tra

agheidsmoment van de
Ellipsoide vinden.

Laat het traagheidsmoment van de Ellipsoide v

an con-
stante dichtheid 7,

afhangen van zekeren parameter a,
dan kan men dit traagheidsmoment voorstellen door

7= g(a) . D.
Het traagheidsmoment van de schil s dan
t=dl = Dy (&) da.
Wordt D nu veranderlijk met @ dan is, D v

oorgesteld
" a
door o, Tij 0y’ (@) da.
0
Als voorbeeld necem ik een Ellipsoide met halve groote
as-a en g — ka dan is

AT =", nkpg ($* + ¢*) a°da
~ a

Loy = "ls mhpg (p* + 7°) { 0 s

9 Hf{‘g)g' (]_:2 - 572) a®

4mopg a*da = gnkpy a’da sl

M = ﬁi"q;g“-‘]

" S 2‘;
(@) —
maar adM —

dus
Ty =% M (" + ¢ a? |
Ty =Y M (B + ) |
31. — Als 2% yoorbeeld neem ik een bol waarvan de
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dichtheid in het centrum p, afneemt naar den omtrek toe,

dus P = py — p¥
T =1* Mr?
= Y5 mor®
dT: 814'3 Tr,_)?’“"d."‘
T n f ortdr
= s‘;:; T (gl,?’° — ‘u?"")dr
= 8] 2o lu? )
. ”[g“ E)’
7
= Yy mr® [QJ ) ‘u_)
5 6
§. Mgr BEHULP VAN SYMMETRIEVLAKKEN.
32. — In het algemeen heeft men tot het vinden van

traagheidsmomenten de hoofdassen voor het zwaartepunt
noodig. Nu kan men deze gemakkelijk vinden, wanneer
de massaelementen ten opzichte van een vlak & symme-
trisch liggen, dat wil zeggen wanneer deze elementen
paarsgewijze gelijke massas bezitten en elk paar op een
normaal op dit vlak aan weerszijden op gelijke afstanden
van dit vlak liggen.

Want zulk een normaal is hoofdas voor zijn voetpunt.
Kiest men namelijk het voetpunt tot oorsprong van een
rechthoekig coordinatenstelsel en de normaal tot z-as dan
is 3(myz) = o en Z(maz) = o. Is er nu nog een tweede
symmetrie vlak ¢ loodrecht op het eerste &, dan zijn de
lijnen die in een willekeurig punt van de snijlijn dezer
vlakken ¢ en & loodrecht op die viakken getrokken
worden 2 hoofdassen. Heeft men dus 3 onderling lood-
rechte symmetrie vlakken, dan snijden deze vlakken
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elkander volgens 3 hoofdassen, en daar hun snijpunt het
zwaartepunt is, zijn deze assen hoofdcentraalassen.
Dan heeft men slechts
A = Zxtdm B = Zy*dm =3
te vormen, waarin dm — pdv — pdxdydz is, om te vinden
A=2Z(y*+2N)dm =58 + ¢
B=3Z2(+ 2Mdm=C + A
C=2(x*4 yNdm = A + B
en dus is ook het traagheidsmoment ten opzichte van een
willekeurige as, die de hoeken «, g, v met de coordi-
natenassen maakt, bekend
7'= A cos®« + B cos*g -+ C cos?y.
Legt men door een punt (xyz) drie vlakken loodrecht
op de codrdinatenassen en noemt de doorsneden (Qx, (y

> dm

en (Jz zoo is

A = [ ox*Qx dx

B = / ‘ 0y*Qy dy

& = / 0220z ds.

33. — Nemen wij als voorbeeld het rechthoekig Paral-
lelopipedum (adc) dus

/ T L ag 2

A" = pbe / o Xdx = 'y ma®
J -
b

b5 = gea I » YAy = {5y mb?
S -3

(" = gad . 2z = 4y mc

i ]

A 05 m (0 + &%) B = m(c*+ a?)
C =y m(a®+ 8%
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dus is het traagheidsmoment voor ech willekeurige as,

die de hoeken «, §, y met de hoofdassen maakt:
I ?WH’)ws“a+(ai—1-a“}aaﬁﬂ+(a'l+w)mnr%.

L= —m
12
t'sche Ellip-

De vergelijking van de reeks Cauchy-Poinso
soiden wordt dus
@+ o) %+ + 0y + @+ ) 2

en de vergelijking van de reciproke
2

= 12:*

12

: x* b, z
i =y g s =12
b* - ¢* 1 c? - a? ¥ at + 6%

: 34.— Heeft men een Ellipsoide met halve assen 4, b, en ¢

3 22 ;2 g2
j T %_'z Fegoeh
: dan is de vergelijking der doorsnede loodrecht op de X-as

. S
2| 7 R SO
L= a?’] 4 I = ‘—1'1]
3 Men verkrijgt dus
2 7 2
2 Q.= nbct: = ':—1] =m0 (‘ i %f}

Q,= mz&(r —i—:]

en dus
a0 2
A = ngbe j x? {1 _Jx_L) dx — 2 moa®be = 2 ma*.
LG a 15 5
Evenzoo
— L mb? en C =~ me
5
dus A::Lm(b*—l—a”) B:%m(c’—]—a’)

C.—_ém(az—{— o).
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Het traagheidsmoment voor eenc as, die de hocken
w, 8, y met de hoofdassen maakt, is dus

r= 5 16>+ e”) cosa 4 (¢ -+ a*) cos? + (a?-8%) cos* 7 { .

Voor de Omwentelingsellipsoide

Voor den bol x* 4 92 | 2% — a?

A = B=ulf = T:éma“.

¢ TRAAGHEIDSMOMENTEN VAN OMWENTELINGSLICHAMEN.

35. — Kies een punt O van de omwentelingsas tot
oorsprong, de as zelve tot x-as en 2 daarop en onder-
ling loodrechte assen als y- en z-as.

Dan is

A = Zxdm

b= Vidm = O = Z2%dm — 12yt 4 2Ydm = 14

B=0CH+A=34+xYdn=C=4+ 5
=Z(x*+ ydm =44 1 A.

Men heeft dus alleen 4 en A4’ te kennen, Het volumen-
element krijgt men door het lichaam te snijden:

1%, door 2 Meridiaanvlakken gaande door de x-as ma-

kende met het snijvlak de hoeken ¢ en ¢ | d
. door 2 cilinders om de x-as op afstanden 7 en » + 7.
3". door 2 vlakken loodrecht op de x-as op afstanden

x en x + dx van den oorsprong.
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Hierdoor is dm — prdrdydx.
Daar ook nog #? = y* 4 2 is, volgt

b "t r
A = 0 f dx ./0 (Z([l f ?3657'
0
c:b ]

bad o
A=p [x“dx dy j;m’r

0

Ja
b 2n 3
W o=o0 f ax f dyp f rdr
a 0 0
De grenzen zijn » = o0 en 7 = f(x) als
r= V9 ¥ 2 =/(%)
de vergelijking van het omwentelingsvlak is;
@ =0 en ¢ — 2m;
x — a en x = b de grensvlakken loodrecht op de x-as.

A=tm [ U@

a

_Ar: To

L

’ .
{ x*[f(x)]*dx } gesubstitucerd in
@

o

b
m= e [ Undx
T = Acos*a + Bcos*g + C cos’y =
— Acosa + (A" + § A) (cos* § + cos* ) =
—= Acosta - (A + 1 4) (1 — cos? )
T={(A+4)+FA—A)cos’ a.

36. — Voor een omwentelingscilinder » tot straal en
/i tot hoogte hebbende is ;
a=—3th b=3%k [f(x)=r en m=mner’k
A= { ‘m\)f‘/z — % mr?
il Tl'i 'ny?’gﬁa = ,l,fm}z’
B = C = (m(r® 4 14?).
37. — Voor een omwentelingskegel, hoogte 4 en
straal grondvlak », wordt als de top tot oorsprong geko-
7

ﬁ.x;a:o;ézk.

zen wordt f(x) =




3

A=23 mr? A =2 mh?
10 5

.ﬁ’_—,C:im(—l—fr2 r”]-
ST

Het Traagheidsmoment voor de Hoofdcentraalas lood-
recht op de as van den kegel is

e By 2
I'= 8 m(qr* + i*).

£, Mgergope vay ToOWNSEND.

38. — Towwsexp heeft bewezen dat, als een symme-
trische vlakke figuur wentelt om een lijn evenwijdig aan
de symmetricas, dan zal, indien A7 de massa, A de
traagheidstraal en § de afstand tot de omwentelingsas is

= M(3k* 4 0%) zijn,

3 i Bewys.

A~ | I""' B 29'do = ok?
T M = 2m¢ (y + ) d
i AT = 2mg (y + 0)*do
0 e 2ngj (y + 8)de

7= -’-"’Q_/ (7* + 39% + 390 + 8%) dw.
Nu is
32 — 2 o
[ 0% dw 3 [ e ¥ daar er evenveel positieve
en [ ¥* du == o | als negatieve deeltjes zijn,
dus '

e zrrg/(:,ﬁyz dw + 8° dw)
= 2mp (30wk? | §° w)
= 2ngwd (34 4 §7)

7= M(3%* + 7).
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39. — Wil men nu het traagheidsmoment van een ring
bepalen, dan zoekt men eerst, daar de ring ontstaat door
wenteling van een cirkel om een lijn, buiten den cirkel
maar in het vlak van den cirkel gelegen, met behulp
van de Integratiemethode, het traagheidsmoment van den
cirkel, ten opzichte van een middellijn, evenwijdig aan de
¥ as en past dan

Y, de methode van
i N TownseEND toe.
0 gl R\ ¢ Men vindtdus

a a \ "
e & massa laagje

as W = |/a"‘ e

= 4u /0 x¥a? — xz)%a'x.

I(t)

Stel x = a st g
» 1T

Ty = an j : a* sin® g(a® — a® sun* q.'))% . a cos q dy

it f ¥ [I_:MP] dp
0 2

w = i

Daar /— ma® dus M = una® is, zoo volgt
a* a’
T =M% =Mk, waaruitk®= —.
) 4 4
Door toepassing van de stelling van TownNsSEND Ver-

krijgt men dus, daar 7'y, = M(3k* 4 8% is

2
Ty = ﬂ’f[% *I*a’)'
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%. METHODE BI] GELUKVORMIGE STELSELS,

40. — Worden 2 gelijkvormige stelsels in evenveel
gelijkvormige elementen verdeeld, dan verhouden de
elementen zich als hunne afmetingen, dus voor lineaire
afmetingen is de vcrhouding €, voor vlakken ¢, voor
ruimteafmetingen «*,

Ten opzichte van - gelijkstandige assen verhouden
zich dus hunne traagheidsmomenten als &*, &4, 5,

Noemt men dus de traagheidsmomenten ten opzichte
van die beide assen 7 en 7' dan is

=g, T
waarin z = 3; 4 of 3 is.

41. — IHeeft men bijvoorbeeld eene rechte liin A=
met eene massa m en deelt
A 7 men die lijn door een wille-
keurige as /% middendoor,
g en trekt aan het uiteinde
o A eene daarmede evenwij-
et dige as %/, dan zijn BZ en
el AL gelijkvormige stelsels
>/ ten opzichte van de gelijk-

4} standige assen 4 en A’
Het traagheidsmoment
van A7 ten opzichte van 4
is gelijk het traagheidsmoment van 427 en van 57 ten
opzichte van /%, dus is het traagheidsmoment van 57
ten opzichte van /4 het halve traagheidsmoment van A5

ten opzichte van /.

Noemt men nu het traagheidsmoment van AZ ten
opzichte van %.... 7 en het traagheidsmoment van A7
ten opzichte van 4'.,.. 77, dan is het traagheidsmoment
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. ; O AB
van &7 ten opzichte van 2 =1 7 en daar 55 — ¢ — 2

BZ

is, krijgt men

I
3 T I it
TAB(M'] —=pE 2 TAB wy =

47 44y

Noemt men nu 0 de afstand der evenwijdige assen,
dan geldt in het algemeen
T = T+ Ms*
dus in ons geval

5 : :
" DT
T woy= Tiggy T+ % mi? sin® «

waaruit in verband met bovenstaande vergelijking volgt

Tonany = !:" szn? o
42. — Kiezen wij als tweede voorbeeld een paral-

lelogram.

Het traagheidsmo-

ke ment is de som der
/ /’\ \/ traagheidsmomenten
van de 4 parallelo-

grammen AZ; BZ,;

CZ en DZ welke onderling congruent zijn, dus is ¢ == 2.
AZ en CZ hebben evenals BZ en DZ gelijke traag-
heidsmomenten ten opzichte van een willekeurige as-/%
door Z, welke as niet in het vlak van het parallelogram

behoeft te liggen.
Men heeft dus

T oy =2 (Tysi gyt Taz:nzm)).
Trek door A een as &’ evenwijdig aan %, dan is dus
STy g
Ly h)y — 7" 12 )
Trek door 7 een as /' evenwijdig aan /4, dan is dus
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/e

o pzy = 1 BZ (h') dus is

TA.CU!) — 2 (:-T’_-rzm', + T”M(h"))-
Daar nu de parallelogrammen €7 en AC, alsmede DZ
en B0 gelijkvormige stelsels zijn ten opzichte van de
assen %4 en /' als ook van % en 4" on s — » is volgt,

. T e ~ : . = .
als [‘wm'; en 7% . de traagheidsmomenten van het

geheele parallelogram zijn ten opzichte van 4’ en 4"

L a'd

i
Z gy = 2%,

= ok

az=czay — 2 1 AZ= 2
fa o . 4 v
CoAomy — Bz=prgy = 2 1 gy ()

Noemt men # en ¢ de afstanden van de as /% tot de

assen £ en 4 dan is
/] —_ Th2
VA Aow) = fﬂ(—,(h) -+ MMp en
7 4 - A2
7 ACy = Zim.m + My

24

dus krijgt men
:[/,wu.f) =+ ]”.mum =2 T.-u:'m) s "1'{(352 - 9"2) of
in verband met het bovenstaande
1607 4y gy + T”Li;zm”J) = 81_:4('(;'” -2 T.-rr;(n) + M(p* | ¢?)

waaruit 7:40(_1.) = s M(p* + ¢%).
43. — - Als 3 voorbeeld
B . nemen wij een drie-
| e et A hoek ABC met massa
7"/ m Hi is de helft
B¢ L N van het parallelogram
1 \4// ¢ ACBC met massa
At e "ji/ M = 2m. Trekt men
‘.'(Q?,cf:_“- {’\\/: door het uiteinde J/°
ki D= =" 4 van de zwaartelijn €7
: eene as-4’ evenwijdig
el aan de willekeurig
getrokken as /% door

het zwaartepunt ~
van den driehoek, dan
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is het traagheidsmoment van den driehoek ten opzichte
van %' het halve traagheidsmoment van het parallelogram
ten opzichte van 4’

Volgens 42 is dus

(1 2 2
TABC(h‘) = Ygm ](; 7) + (32) *"
waarin ; y— BD en 3p = CE de loodlijnen zijn uit

7 en C op /A neergelaten.

Brengt men een vlak loodrecht op de assen /4 en 7,
dan is y de projectie van A8 — ¢ op dit vlak en CE =3P
de projectie van CF op dit vlak.

Daar Z op ', van COP ligt, is de projectie van PZ,
dat is P27, op dit vlak = 2.

Om dus het traagheidsmoment 7' van den driehoek
ABC ten opzichte van % te vinden, moet men van 77
aftrekken m . p* waardoor men vindt

el ' 2
7 4B~ 24 my® + Lmp

Noemt men nu «, §, 3¢ en 37 de projecties op dit
vlak van BC —a, AC — b, AQ en BR dan vindt men

e Tapcay = ?2 mB* + ymg*
S TABC(M i
waaruit dus volgt.
1 I
Tmmm) = 72 m(e®+ 8+ ) + E(ﬁa 4 g2+ 7).
Nu is echter
(6£)* = a* + B* 4 2aff cos C
en =4+ {32 — 2af} cos C dus
(69)2 == 2(n* 4 BT =
Evenzoo vindt men
(69)* = 2(f* + ) —o*
(6)! = 2(° + a?) —

I
2 2
ma* -+ -&-ﬂi?’
24 ;
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bijgevolg  12(A* + ¢+ ) =al 4 g2 £ ;2 dus
- I
Tapem = 36 e’ + 682 + 9.

. MET BEHULP VAN TOEGLVOEGDE MIDDELLIJNEN.

44. — In Journal de 'Ecole Polytechnique Cah. XVI

bewijst Biver de stelling: ,De 3 assen van een punt
waarvoor als cobrdinatenassen de vergelijkingen Xwmxy

nT= 2myz = Xmxz — o gelden, zijn toegevoegde middel-
»lijnen van de reciproke Bmer'sche traagheidsellipsoide
»voor vlakken door dit punt.”

Want is P een vlak door het snijpunt dezer assen,
@, (i en 7 de hoeken die de normaal op 7 met de assen
maakt en ¢ de afstand van een punt m (wyz) tot dit vlak
dan is § =X cosa + ycos B - z cos y dus.

2myq* =" Im == Zm (x cos « | y cos § + z cos i
= cos* a Smx® + cos® § Smy? - cos? y Smz.

Stelt men nu Imx? — q® Xm Zmy* —=b6*Zm en Zmz? =
¢*2m dan krijgt men voor den traagheidstraal 7 voor het
vlak 7 de waarde

t* =a'cos* a« + b cos* g + ¢ cm’y.

Het vlak loodrecht op het uiteinde van 7 aangebracht,
omhult, als het daarmede evenwijdige vlak £ verandert,
de reciproke Biner'sche traagheidsellipsoide en wanneer
Xy, Yo en z, de stukken zijn die op de codrdinatenassen
worden afgesneden, dan is

Xy €oS o=y, cosf3 =z,co8y =2

waardoor men dus verkrijgt
a? 2 6-2
= Tyt et
Dit is dus de voorwaarde die er tusschen Koy Yo €N 2,
moet bestaan, opdat het vlak raakvlak aan deze Ellip-
soide zal zijn. :
%9, ¥ en z, kunnen vervangen worden door de codr-
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dinaten van het raakpunt, want heeft men een Ellipsoide

op scheefhoekige assen
s 2 =
PQ + _l_ 7’ =1
waarvoor, omdat de producten %y, y3 en ix ontbreken,

2p, 2¢ en 27 toegevoegde middellijnen zijn en zoekt men
de voorwaarde, opdat het vlak

§ -9 %

2 2 Byt

y t Yo o %o
deze Ellipsoide raakt, dan is de vergelijking van het
raakvlak

xE }1} I z?_:

7 Jr + > i
Door toepassing van do methode der onbepaalde coeffi-

cienten volgt

C R Sl 1 g 1

e S S S B

? Xy ¢ i T Zg

pi gl |

of . =" y="t-eng=—-
X ¥ Zy

Substitueert men nu de codrdinaten van het raakpunt
x, ¥, = in de vergelijking van de Ellipsoide, dan krijgt
men als voorwaarde dat het vlak, hetwelk van de assen
de stukken x,, ¥,, %, afsnijdt, de Ellipsoide in het punt
(xyz) rake:

Deze voorwaarde vergeleken met
a’ b* i
s e W
%" Yo 2y
doet ons dus zien dat het vlak hetwelk van de assen

de stukken #,, ¥, % afsnijdt, raakvlak is in het punt
2 2 2
(xyz) aan de Ellipsoide zq A %’3 3 ;i:: 1 en dat 2a, 20

en 2¢ toegevoegde middellijnen zijn.
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45. — Als voorbeeld nemen wij een scheef Parallelo-
pipedum, waarvan de ribben Py 7 en 7 zijn, terwijl #
het zwaartepunt en de assen ZX,ZY en ZZ evenwijdig
loopen aan de ribben.

Blijkbaar is /_j'?;ll’;'fl = f xadm = / Xydue

, 5 1 2
mat — f Xidm — — gp?
/ 12

i

; 1
mb* = — mg?

1 P f
met — gyt — 2,
12

assen door Z zijn dus toegevoegde middellijnen van
Kt _'J’! o2 I

?2+(15

en de Hoofdtraagheidsassen zijn de assen van de Ellipsoide
e 2
x*

¥ 2 — -1
= + = — 0"
E 7* 2

De

#r T 12

7

Neemt men x — 12y =14g en g — 17, dan gaat deze

Ellipsoide door de 8 hoekpunten van het Parallelopipe-

dum, terwijl dan ¢2 — 3 is,

. INVERSTE METHODE,

n’ 46. — Trek uit een
vasten oorsprong ()
een voerstraal 0P —»
naar een punt ~ van
een figuur en verleng
dien tot OF — 4,
\ waarin 7 zoo geko-
_fﬁ P zen is dat als £ de
] / straal van een bol uit
O voorstelt
OFP ., OP" = }? js,
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Indien dan /22 over de gegeven figuur loopt, vormt 7
een figuur die de zeverse van de gegeven figuur ge-
noemd wordt.

Noem de overeenkomstige volumina van Pen P dv
on ds' en de dichtheden ¢ en ¢, terwijl dw de opening
van den elementair kegel in O is, dan is

4 2
dy' — 7' dwdr' = %é do . éﬁ dr,
¥ ¥

want het negatieve teeken valt wegt, omdat als » toe-
neemt, 7 afneemt, want steeds moet 77’ = A* = const. zijn,

[ G L]
dus dy" = k—& dwdr = [}E] ridwdr = (’E) ar.
7 ¥ 7

Nu is, als men de afstanden van P en P tot een wil-
lekeurige lijn door O x en & noemt; x:x =7

/
7
dus xf'— %, —
r
/2 1]
7 k
RN L i
7 '
/ 2

¥ A, 4 L Sy N A%
daar —- = ,3 is, volgt hieruit x " =i - dy.
»

Nu is ¢'dy’ = dm’ en ody = dm dus

f"z‘"i — ‘.C‘L ‘!ﬁi dus
dy ~ o dm
R z{’i]“'
gl am - O \r
’ 10
xdm =& . (E] . xdm.
o \»
Sa'tdm’ zal dus gelifk Sxdm zijn, als
/ 10
¢ it : . _
= [ k] is, dat wil zeggen:

Indien een homogeen lichaam geinverteerd wordt ten
opzichte van een punt O en de dichtheid van het door
inversie gevormde lichaam omgekeerd evenredig is met
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de 10" macht van den afstand tot @, dan hebben
deze twee lichamen gelijke traagheidsmomenten voor
alle rechte lijnen door O getrokken.

E. Traagheidsmomenten van eenige stelsels.

47. — Bij omwentelingslichamen kan men de X-as als
omwentelingsas aannemen, dan is de massa van een
volumenelement 2ngrdxdy.

Het traagheidsmoment ver-
krijgt men dus door integratie van 2mpr*dxdy

o < xpe O

= 2ng / dx / ridy —= = / }'4(?-’.56

ooy <o 2 Jo&y

en deze integraal is gemakkelijk te vinden indien men ¥

weet uit te drukken in functie van x zooals bij de vol-

gende 5 toepassingen:
a@.

De beschrijvende lijn van een bol is een cirkel
2% | gt

a* dus y' =(a* — 2N 4, = q;x —q
. - a 8
A IO 9 4 e,
r== | (@*—20%x* 4 2% dx —
2 i =g

&
Toa

daar M — ; nga® is, volgt

T—2 Man
5
.

De beschrijvende lijn van een cilinder is een rechte

lijn evenwijdig aan de as; dus Yy = #;is & de hoogte
dan is

" rh
i — 7:9 wt f dx = ? rii.
M = mpr2h dus
o Mr? .
2

¢. Een parabool y? — px wentelende om zijn as be-
grensd door het vlak x — 4 geeft een paraboloide.
yh = pix?
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[::”—Dp— " x*dx:n-vpz—w
2 jo B

wphtp
2

M

I2

M=

=

4. De beschrijvende lijn van een kegel is een rechte
lijn y == ax; straal grondvlak 7; hoogte kegel = 4.
Yy =a'z'; %y =o0;x=1F%; a:;—z

¢, Van een afgeknotten kegel, stralen grond- en

bovenvlak @ en &, hoogte %, is de beschrijvende lijn

y = 8x 1 b, als & de tangens van den halven tophoek is.
wp [ 4 T j e o

— ax — — Ay — —= 5 5.

£ 2 = 28 J oy gay 100 a L

M= %(33 — 5%

3 a’-—9
T== M. 5oy

48. Neemt men de omwentelingsas als y-as en de
straal van het grondvlak als x-as aan en wil men dan
het traagheidsmoment ten opzichte van de x-as van den
kegel vinden, dan is in het algemeen

Hy
I = mg fy (=%* + f;x")dy |
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dus bij onzen afgeknotten kegel

_a—x Ty — dx
Y= T = ‘

&
P 0 / ’ {x* (e %2 )? +ZI x'*}ri.—r.

‘ﬂv[“wﬁ“%3MZ(4tW>ﬂ;ﬁ;
— . 5 | 9
& Jp g2 g2 42
3
T[4 4 82 5 5) @ y ! a”, . 3
~ B ]‘ ';Oz’-{'ﬂ— 6%) "ﬁz—gfz(”i—éi) + 4 fg{“s — &%)

E; (@a® — 6% is, volgt
3¢

J-ﬁ&”thWfﬂ:éj‘i FL;E L2,
/ R PTN P p + PR Py & +3 %

daar A7 —

49- ~— Het traagheidsmoment van een bolvormig seg-

ment ten opzichte van
I cen as loodrecht op
het grondvlak?

/ I' Stel
NS —]{{f "[—-——’ IJL —— ("'l) = ?‘; D'E = ]l
(4

!,\ | l[ OX evenwijdig aan
' CD) op afstand
41'\\\

~ 1 OF = §,

v

Men heeft £P — 4
EU* = Var i ) (h — x).
t traagheidsmoment ten opzichte van 7 is

~ h
7 — :;Q L/ }:*(z’x ] ZQ _IO {2?‘ e (/f'——"")f J(/} —J\S')?'dx

2 97 1 I 5
=map|l—17p /ZJ_f?‘]’ — AT
'ry(ﬁi 3 2 —{—Ioﬂt )

He

daar

M= mo(rh? — ;—/!1)

is
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jri—Lirh + 5 A2
r—=4ih
Het traagheidsmoment ten opzichte van OX is dus:

A f w-i-rfz—|— 111[&' \1)
Ti= Tf[/ 7—1% 4+ 8%} -

7= Mk .

s0, — Zoekt men de Enveloppe van een rechte lijn

van constante lengte @, die zich beweegt, steunende op
2> rechthoekige codrdinatenassen, dan vindt men

i R

x4y’ =a’.

Het traagheidsmoment 7, of 7, =~ van een kwadraat

van deze kromme vindt men door g’cbruik te maken van:

L= 170 j;, b \,/ (—] dx.

Ty =10 / : < \/ ¥ (E!;F] d;'

waarin y = f(x); ¢ de doorsnede en g de dichtheid is.

y=@t—shH  dusy= (a* — ¥y
@ ...y ( ] Vi
dx~  x} oy x%
"a F a
T oy = g0 / @t = 2t ;%rdx
= /Ga {fz X g 0 3a§x"" -+ 3(‘125*@*.%5 dx
w2
dus T(T) — 1 e
= 4
Evenzoo Lo
51. — Voor Polaire codrdinaten gebruikt men:

: By, 4 U Ve
Y(m) = go “ 7 e 76) sin® 040
- TR B T '2
:[‘(w = go j 9(: r? \/rz -+ [j—-;] , cos® BdE.
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Het traagheidsmoment van een cirkelboog, waarvan de

straal ¢ en de middelpuntshoek v is?

De polaire ver-
gelijking van den cirkel is

¥ = 2a cos @

!'. . d.. 2 )

e A 2a sin @ el = 4a® sint @
26 20 4

T
Ty = g0 / T 48050, 2a sin? 040,
- S Ay
Nu is

2a’ f 4 s212* O cos® OO — 245 / stn? 2040 —

i - (=
== za.“/ L ﬁrTos.;J B — g* / (1 —cos 40)dO =

— g8 :(-_') = %sz)z 49} dus

kid

7o) = qoa’ } 0 — f.s‘z}z 46 f !

. x2 5
(de parabool 7 — % waarvoor & = 1 is)
2@

3(my) |
. 1 ; )
4 (@) 3 VQ”’J(:/ — Sty cos y).
52. — In het az-vlak ligt de kromme 7 — } x2,
|

in het xy-vlak de kromme y=4 | 2s®

—

(de ontwondene van de parabool y = 2 \/ =
@

Waarvoor @ =— r is)

:
Op beide krommen zijn cilindervlakken evenwijdig aan
Y en z-as gebracht. Wat is 7%_1? en T(:rl voor de
doorsnede dezer vlakken ?

Men gebruikt hier

Ly = go / ‘”h (y® + 29 ‘// :—

de

e+ ()




=0 [, b2+ 4hat+ 1)
— gv (stﬂ' x‘! 4} T4'§|1T xf’ _‘l[_ 'fl'l' xs)
— s g0 (80 + 82x + 15%7%) . %"

= 7o fon (x* 4+ ix“) (1 + x)dx

sy T e iyt Dk Y o R s s]
W[Sx +2Ox | 49: |24x

T(U# = T%U qo (40 + 3ox —'i_ 6x? 4 52:3) %3,

53. — Indien z de hoek is tusschen den straal van
den cirkel naar het punt (xy) en de verticaal door het
middelpunt, dan is bij de Cycloide

x = a(u — sin u)
y = a(1 — cos u).
Om 7, en T w e vinden gebruikt men
Xy
Ty = 1 e fx (2} — 20 )%

o

Ly = d¢ f-'ru‘ (3 — yo)x'dx

waarin 8 = dikte van het vlak en p de dichtheid is.
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dx = a(1 — cos u)du dus
1 rr ;
7., ——d /D a’(1 —-cos u)® alt — cos w)du
7 3 .
. I 1 ‘ 4
7 . —==dga (1 — cos 2)id.
(@ 3 Jo } 4

Nu is / (1 — c:as\z{)‘ du —

== f (1—gcosu+ 6cos®u—4cos®n + cos*2t) due

6 cos® u — 3 cos 2u + 3

4 cos™ 1 — cos 3u - 3 cos w

. 1 1 3
coS 1= — coS 4% |- — cos 2u - dus
g s ax 3

(™ 35
/ (1 — cos u)* du — ‘87 T

J 0
7; o 3—5 rrﬁga* daar M = 3 nﬁg()‘.z is
= 24 2
1(.;?:» =t Ma?,

N o I 14
Evenzoo Toosie= ;6(127;’ — 35) Ma®.

54. — (Gebruikt men Polaire coordinaten, dan heeft men
1 ey 4 4y o2
Ty = zag j 3 (7, ' — 7y Y sun® OdO

1 [ O
T == g do / Al (7" — 7, cos* OdO.
Het traagheidsmoment van een Elliptischen ring (bin-
nenste Ellips tot halve assen hebbende a; é, de buiten-
ste a, ; )7

x? 2
= B %3:' I wordt
il — -

 a*cos®@ - BTsin’ @
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1
el e et S
a a8y b

1
b

I iy 1
ez ¥ Hau -t
Y@ 4 % jn { (a,® cos* @ + B, * sin* ©)*

L : | 2
(«? cos® @ | B sin* @)% ° e’ Qe

. x a0
Y /T sin’ OdO S [T @20 cos* @)
A7 J y (aPeos@+ Bran? @) Yo (o 8242 0)
Stel o @ = x dan is

== f o (a _|_2?:xz)a

Stel nu gx = ay dan is
3

Zdy ~a,-y
o a“(l -+ 9 “ﬁ jn (L9 =
:;[1‘-5_[0 %d[l_—l—ly]

BT e e b 1 B L e T
= i—i) i

I o
:g{g‘i(Bg@y]u
i3

X =" abt
P

9 =

. (g I .
= Fr = ;ap.;i(alb‘swaaa)

T iﬂtd@ (a,6,* — ab®)

55. — Is de as loodreccht op het vlak, dan geldt:

‘T( T T(-x')+ Z'(y)
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dus voor de Cycloide van 53 is

(x) —

35 . 1
T, = 2= Mat = — (127? — Ma*
36 a*en T, 36(121 35) Ma

Ty = ;TniMaﬁ.

56. — Resumeerende blijkt dus uit het behandelde dat
de Integratiemethode de meest algemeene is ter opspo-
ring van traagheidsmomenten, dat echter bij lichamen
waarvan de dichtheid volgens een bepaalde wet verandert
met voordeel de methode door Differentiatic te gebruiken
is. Verder is gebleken dat indien men symmetrievlakken
in een lichaam kan vinden, hiervan gebruik gemaakt kan
worden, daar men dan slechts de grootheden A’; 5’;en
C” behoeft te berekenen, terwijl dit bij omwentelings-
lichamen nog gemakkelijker wordt, daar dan slechts .4
en A’ behoeven opgespoord te worden,

Bij gelijkvormige stelsels heeft men het voordeel dat,
door invoering van een as die op een bepaalden afstand
van de werkelijke as gelegen is, er twee betrekkingen
tusschen de traagheidsmomenten ten opzichte van die
beide assen gevonden kunnen worden, welke twee be-
trekkingen kunnen dienen ter eliminatie van het traag-
heidsmoment ten opzichte van een der assen en ons ten
slotte geeft het traagheidsmoment ten opzichte van de
gegevene as.

De methode met behulp van de stelling van Biner
geeft op eene gemakkelijke wijze de Hoofdtraagheids-
assen, terwijl de Inversiemethode de betrekking tusschen
de dichtheden van 2 lichamen doet kennen, opdat die
beide lichamen dezelfde traagheidsmomenten ten opzichte
van een willekeurige as door een bepaald punt getrokken,

kunnen hebben,
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Traagheidsproducten,

Harton pE 1a Gouvriikre geeft in Journal de 1'Ecole
Imperiale Polytechnique Tome XXI eene beschouwing
over traagheidsproducten, die hij noemt, Theorie Nouvelle
de la Géométrie des Masses en waaraan het volgende
ontleend is.

A. Invloed van de draaiing der vlakken
om een as.

57. — Men kan Ymxy, dat hij het moment ten opzichte
van de z-as noemt, voorstellen door MXY, waarin M de

Zmxy
M

totale massa beteekent, en men dus krijgt XV =

hetwelk voorstelt een hyperbool op asymptoten.
2 2
Wij hebben dus X} = __442_ waaruit 4? = 2;;2 .
4 komt overcen met den traagheidstraal en wordt de
parameter van het moment genoemd.,
Gaan wij van het stelsel x4y over op x’y’ dat met het
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eerste een hoek ¢ maakt, dan is

¥ x' =y sin g+ x cos g
Y —ycos ¢ — x stng
dan volgt

\ . - 2Zmx'y =

== szn 2q Xm{y? — x

+ 22may cos 2q.
Nu is
Zm(y? —x%) = 2m(y* + 2) — Zm(x? 4 5%) = M(® — 7?)
waarin # en v de traagheidstralen zijn ten opzichte van
4 en y en noemt men 4 en 1 de parameters der 2 stel-
sels, dan is

A = (u* — v*) stn 2 -+ A* cos 29
welke grootheid gelijk nul gesteld (voor ¢ stellende — w)

A*

gceft lgr 200 — E{T:?E.
Er bestaat dus voor elke as een vlakstelsel dat een
moment nul geeft.

Zulk een stelsel noemt men een nulvlak.

58. — Neemt men de nulvlakken tot X ¥=vlakken aan,
dan wordt de laatste term nul, dus

A = (U?* — V' sin 20
welke parameter voor @ — 45° zijn grootste waarde
0= U — P
krijgt en Hoofdparameter genoemd wordt, waardoor onze
vergelijking ten slotte wordt

A= [* sin 2,

Neemt men nu op de lijn, die elk stelselassen midden
doordeelt een lengte gelijk aan den overcenkomstigen
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Parameter, dan zal de meetkundige plaats der uiteinden
cen kromme zijn, wier polaire vergelijking is
r = 1)/ sin 20.

Men noemt de kromme een [lemuniscaat indien het pro-
duct der afstanden van een willekeurig punt dier kromme
tot 2z vaste brandpunten gelijk een gegeven vierkant is;
terwijl, indien de zijde van het vierkant gelijk de halve
brandpuntsafstand is, die kromme een gelijkzijdige lem-
niscaat genoemd wordt, dan volgt daar

4 at=p%'* = (r’4-a*— zar cosw) X
//7 X (7* + a* + zar cos o) is
72 = 2a® cos 20.

’f Stel nu ¢}/ 2 =17 en © het
f 5+ azimuth ten opzichte van de raak-
[ lijn in O en niet ten opzichte van
o] de as, waardoor @ — 6 — 45°

#'  wordt, zoo wordt de vergelijking

r2 = ["sin 20,
waaruit dus blijkt dat onze kromme een gelijkzijdige
lemniscaat is.

De parameter verandert dus als de voerstraal van
een gelijkzijdige lemniscaat wier halve as de hoofdpa-
rameter is.

Ziet men af van het
h- teeken van A* en maakt
b men ook in het 2°® kwa-

sl draat de imaginaire lem-
/ 5 N ¢ niscaat, dan krijgt men
\_/ ) \ nevenstaande figuur.

J 59. — Zet men cchter,
I even als bij de traagheids-
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momenten, stukken af, omgekeerd evenrediy met de over-

eenkomstige Parameters, dan krijgt men de vergelijking

c
e
1/ sin 20

dus (" —=2rs5tn @ .rcos® of " = 2xy

of een gelijkzijdige Hyperbool op asymptoten.

B. Invloed van evenwijdige verplaatsing der as.

60. — Brengt men door het zwaartepunt een vlak lood-
, recht op alle evenwij-
y y dige assen, dan be-

hoeft men alleen de
voetpunten O dier
assen te beschouwen.

De overgang van

0‘(??) " het eene stelsel op
een evenwijdig kan
o Dlaats hebben door te

d{waartcpunt |

stellen:



bs

af = x—F =y
waaruit Smx'y = Zmxy + My
want EXmy en yZmx zijn nul,

De momenten behoorende bij evenwijdige assen wor-
den evenwijdige momenten genoemd.

Wil men omgekeerd een as vinden waarvan het even-
wijdige moment een gegeven waarde heeft, dan heeft
men slechts de enkele vergelijking

_ Zmx'y — Zmxy.
e i

De assen met hetzelfde moment vormen dus een cilin-

der, een hyperbool op asymptoten tot basis hebbende.

61. — Om de algemeene vergelijking van deze krommen
y te vinden, gebruikt
men Polaire coordi-
naten, voor vaste lijn
de nul-as door Z ne-
= 0 mende
Z{Qma-{z’puﬂt} X E =7 cos (9 = d’)
y = 7 sm (60— @).
Noemt men Z de hoofdparameter van de centrale as,

dat is de as door het zwaartepunt, dan is

Z ilﬂ;xy — L% sin 2.

Maak nu elke as gelijk aan haar parameter; dan is

de meetkunstige plaats der viteinden
r* sin 2(0 — @) = A* — L* sin 2.

Om den doorgang van dit oppervlak van den tweeden
graad te vinden met het vlak loodrecht op den bundel
stellen wij 4 = o dus

7% sin 2(@ — ®) = — L? stn 2@




66

of een gelijkzijdige hyperbool ten opzichte van de vaste
richtingen,

De deelliin Z4 is een der symmetrieassen. Door
. ) — 0 + 1357 te ma-
Y A T e
Y | ken, krijgt men de

N\

B/

7K

\ doorsnede met het
vlak loodrecht op Z75
en er komt
A= Lisin 2b,

dus een cirkel gele-
gen in het vlak lood-
recht op Z45,

Het is dus een om-

/ wentelings oppervlak
' om ZA, waaruit volgt
dat de parameter der evenwijdige momenten verandert
als de ordinaat van cen gelijkzijdige omwentelingshyper-
boloide met één tak, tot as hebbende de deellijn der
vaste richtingen.
Stelt men in de vergelijking van al deze hyperbolen
@ =o dan is »r =+ I,
Is dus ZF= ZF' = L,
dan zijn de punten Fen F”
de plaatsen waar alle hy-
perbolen elkander kruisen,
> '- ~X Deze punten noemt men
\ brandpunten. In verband
met 58 blijkt dus dat de
reeks punten van een hoofd-
traagheidsvlak, waarvoor

de traagheidsassen een
vaste richting hebben, een gelijkzijdige hyperbool is, die
tot asymptoten heeft de rechte lijnen door het zwaarte-
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punt volgens deze richtingen getrokken, Deze hyper-
bolen snijden elkander in 2 brandpunten en hunne toppen
vormen een gelijkzijdige lemniscaat, wier toppen in deze
2 brandpunten liggen.

Voor deze brandpunten zijn de beide traagheidsassen
willekeurig en is de traagheidsellipsoide cen omwente-

lingslichaam.

62. — Ilet moment van eene as O wordt focaal mo-
ment genoemd als het behoort bij vlakken waarvan er
een gaat door deze as en een der beide focale assen.
Dadelijk zal blijken. dat het geen verschil maakt, welke
der beide focale assen men kiest.

Men kan van het stelsel (O ; 2’y) tot (#; xy) overgaan
door te stellen
i X =X =0

9 dus
2mx'y = 2mxy — oEmy,
Xmxy verdwijnt omdat het moment van 7 nul is.
Daar — L sin o de ordinaat van het zwaartepunt is, is
Smy — — ML sin w dus
Zmx'y = MLg sin 0 = ML
Lk is drichoek FOF”.
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Het focale moment van een as O is dus het product
van de totale massa met een driehoek verkregen door
vereeniging met de beide brandpunten,

Hieruit blijkt dat het moment van O dezelfde waarde
heeft voor de beide vlakken OF en OF,

Daar de basis /7' van dezen driehoek constant is,
verhouden de focale momenten zich als de afstanden tot
de lijn door Z en de beide brandpunten.

Het focale moment is dus

%‘ ﬂfgg'r sz}z FOF"
maar in functie van den

¢

hoofdparameter

+ M szn 2 . FOK
daar OK de hoek FOF’
middendoordeelt, volgt

., £ }' d 5
4 4 & I* = pp’, dus is de

hoofdparameter midden evenredig tusschen de afstanden
tot de brandpunten.

63. — Hieruit volgt dat de assen met denzelfden hoofd-
parameter cilinders vormen, waarvan de bases lemniscaten
zijn en waarvan de constante voor ieder de parameter is,
Deze lemniscaten hebben dezelfde brandpunten en ver-
schillen slechts door de waarde van den parameter /.

Maakt men /= Z, dan krijgt men een gelijkzijdige
lemniscaat, :

Laat men / van de waarde L af onbepaald toenemen,
dan komt men aan het ovaal, dat meer en meer cirkel-
vormig wordt.

Laat men / daarentegen afnemen tot nul, dan komt
men tot 2 afzonderlijke ovalen, die ten slotte de brand-
punten worden.

Zet op iedere as van af zijn voetpunt zijn hoofdpara-
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meter uit, dan blijkt, dat de hoofdparameter verandert
als de ordinaat van het
oppervlak voortgebracht
door een lemniscaat die

zich zoodanig verplaatst
dat zijn middelpunt en

zijne brandpunten rechte
lijnen loodrecht op zijn
vlak beschrijven, en zich zoo wijzigende dat de constante
steeds de afstand is door het vlak doorloopen.

Wil men den vorm van het oppervlak of liever de
meetkunstige plaats van de toppen der lemniscaten be-
palen, dan ga men als volgt te werk:

Het oppervlak bestaat uit lemniscaten die in evenwij-
dige vlakken boven elkander gelegen zijn. A en /5 zjn
de inwendige toppen, C en 72 de uitwendige. De meet-
kundige plaats

cl--—pe o ) % i dier toppen voor
: : de as loodrecht
op het vlak der

lemniscaten vindt men door op te merken dat, als x den
afstand tot het middelpunt voorstelt, voor den inwendi-

gen top A:
():AF:FZ——AZ:L-—".‘M is
voor Bis p=L 4+ = dig g = L1x
voor Ais o = AF' =FZ + AZ =1L | =%
voor Bis p =L —=x dus o' =L * x.

Men heeft dus voor de inwendige toppen
P =g = L*— 2?
dus een cirkel waarvan de middellijn is de brandpunts-
afstand; in de figuur op BlL 70 voorgesteld door FZF.
Voor den uitwendigen top C is
0 =CF=CZ - FZ=2x—L




voor /}is p — x + L
voor C is

dus p =x 7 L

0 =CF =CZ4+ FZ=x+L

voor /2 is o' = x — L

diis g =2 £+ 1.

Men heeft dus voor de witfwendige toppen

J;{ — QQ’ == _‘xi —

Voor de 2° as gelegen in het

p—

L'!

dus een gelijkzijdige
hyperbool op dezelfde
middellijn; in de fi-
guur op Bl 70 voor-
gesteld door 575,
vlak der lemniscaten
zijn M en N de top-
pen.
stand tot het middel-

Noem den af-

punt y dan is

o =MF=MF =
o =) FZ - MZ*—=

VT

dus

£ = gp" == L} y2
dit is ook een gelijk-
zijdige Ayperbool; in
de figuur op Bl 70
voorgesteld door A4,
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C. Draaiing der as om een vast punt.

64. — Uit 4 op Bl 3 volgt dat het traagheidsmoment
ten opzichte van eene lijn die met de hoofdassen de
hoeken «, § en y maakt, bepaald is door

T= Acos*e + Beos*3 + Ceos*y . . . (1)

Stel nu 4 > B > C en elimineer «

T=A4+ (B—A)cos*f +(C—A)cos’y
dus 7 < A.
Voor de maximumwaarde van 77 moet
(B — A) cos* 3+ (C— A)cos* y =0 zijn,,
dat is § == y = go°, of de lijn valt langs de X-as.

Door eliminatie van y vindt men dat voor de mini-
mumwaarde van 7" de lijn moet vallen langs de Z-as.

De reeks assen door den corsprong gaande, die het-
zelfde traagheidsmoment hebben, vormen Elliptische kegels,
want uit (1) volgt:

T(x* 4 92 4 2%) = Ax* 4 By* + C&? of
A—Tyx*+(B—T)y* +(C—T)z*=o.
% s T< B en stel 3 = m dan is
A—Dx*+ B—D)P=(T=C)m*
dat is een Ellips om de z-as.
2% Is T>Ben stel ¥ = » dan is
(T =By + (T — C)* = (4 — TI)n
of een Ellips om de x-as.

3% Is I'=.08 dan i

2 A—FB
3= N Ay
of 2 vlakken die een traagheidsmoment /5 hebben,

Stellen @, &, ¢ waarin @ >4 >¢ is, de traagheidstralen
voor der 3 traagheidsassen X, ¥, Z, terwijl X de maxi-
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mum-as, Z de minimum-as en } de middelste as is, en

wil men de betrekkingen nagaan, die er bestaan tusschen

de assen uit eenzelfde punt O, dan snijdt men dezen

bundel door een bol met den Hoofdparameter van de

2

middelste traagheidsas tot straal L = ]/ 2* — % Het

snijpunt van elke as met den bol wordt poo/ genoemd.

De reeks assen die
hetzelfde traagheids-
moment hebben, vor-
men  Elliptische ke-
gels, die vlak worden
voor 2 vlakken 0}
en £0Y welke vlak-
ken met de maximum-
as .Y een hock ¢ vor-
men bepaald door

V=

bE— 1

65. — Voor elk punt O zijn er dus twee assen [ en

{” waarvan de hoofdparameter nul is.

Deze assen worden
byzondere assen ge-
noemd en byzonder
moment van een as
dat met betrekking
tot vlakken waarvan
er een gaat door de
bedoelde as en een
der twee bijzondere
assen, Neem als assen-
stelsel de bijzondereas
¢, de middelste traag-
heidsas }” en de lood-
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liin op deze twee £ Laat nu z een willekeurige as
zijn, dan geeft nevensgaande figuur, in het vlak {zx 2
X =% cos @-— [ sing
dus (daar 3 constant is)
Smxy = — sin gZmly,
want de term cos g2mx,y is nul, omdat { bijzondere as is.
In het vlak £x, Yy
y=Yeos O — & 5in @
dus (daar [ constant is)
Zmly = — sin O2ZmbE,
want de term cos @ZmL¥ is nul, omdat ¥ traagheidsas is.
Men heeft dus
Zmxy = stn g st OZmlE

2x,y geeft cos u = sin g sin @ terwijl
2mlE = L M(a* — ) s 2¢
Ig ¢
e 2 Y R L
= M(a c).[+€g,1£
= M)/ (a* — &%) (b* — ¢?) is
dus Emxy = M)/ (a* — ) (B> —cY . cosn

of het éyzonder moment van een as is de projectie van
de middelste traagheidsas.

66. — Daar de uitdrukking van het bijzonder moment
dezelfde is voor de [ as, als voor de [’ as, volgt er
uit dat de nul-
vlakken van een
willekeurige as
deelvlakken zijn
voor de vlakken,
welke die as met
2 bijzondere as-
sen verbinden.

De deelvlak-
ken in z van den
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boldriehoek z{{" verdeelen de basis zoodanig dat
st Lk stz (R
stk s W

daar de tweevlakkige hoek 424 recht is, vormen de
assen uit O kegels, Wij kunnen bovenstaande evenre-

digheid in de gedaante brengen
st (e —a) _ sin (6’ — &)
st (e 4+ ) s (0" + &)
pe—lra e —ire
A lra |ty e

; a*— 4t
/h”ﬂ.%rﬂ/:fgz.ézgf-jﬂ-
67. —— laat men .7 buiten rekening dan is het bijzon-

der moment

st g st O 7 (a— &%) (6* — ¢?)

maar in functie van den hoofdparameter en den hoek [zk
begrepen tusschen het vlak van het moment en het

nulvlak
1P sz Lak of L[ sin tel.
Men heeft dus

sin g sin @ (a* — 6% (% — %) == L * sin Lol

’

{

st ¢ Sth 26

sn@ st . Lal’
want /=6
boog [ i g

L L2 89 26 =

gen volgt
= L singsin g

De driehoek {20’ geeft ons

Noemt men nu 7 de
maximumparameter van }

=) @ = E—).
Uit deze 3 vergelijkin-
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Noemt men nu de afstanden van den pool z op den
bol met straal /. tot 2z bijzondere assen 4 en 4’ dan
wordt het B =",

De assen van denzelfden hoofdparameter vormen dus
kegels waarvan de richtlijnen spherische lemniscaten zjn,
als men van deze krommen met behulp der polen dezelfde
definitie geeft als van de vlakke lemniscaat met de voet-
punten der assen.

68. — Indien wij op iedere as, van af het middel-
punt, haar hoofdparameter uitzetten, krijgt men een
oppervlak, waarvan de niveau krommen lemniscaten zijn,
en waar de verandering van den hoofdparameter wordt
aangewezen door den voerstraal.

Niveaw krommen worden zoodanige kromme lijnen op
het oppervlak genoemd, die eenzelfden constanten para-
meter hebben,

Noem w de hoekafstand tot de minimumas Z in het
bijzondere vlak, dan is voor de wifwendige toppen

1= L2 51 (0 + &) st (w T &) = L* (stn* @ — sin* &)

voor de #mwendize toppen

1 = Ltsin(e + o) sin (¢ T o) = L (stn* ¢ — sin® w).
Het zijn dus krommen die tot maximum stralen hebben
Leose en Lsine ' of

VE—F en /@8

en waarvan de voerstralen omgekeerd evenredig zijn met
die der Hyperbolen, asymptoot aan de bijzondere assen.

In het middenvlak J°Z, als men 6 de hoekafstand tot
Z noemt, heeft men

cos @ = cos ¢ = co5 ¢ cos O dus

P = L sin*g = L* (1 — cos5* & cos* O).

i
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Het is dus een owaal tot halve assen hebbende
L sin e en I of
|7 at—4? en £ a*—
en waarvan de voerstraal omgekeerd evenredig is aan
dien van een ellips.

D. Mohr-Land’sche Methode.

69. — In ,Civilingenieur” Bd. XX XIII. Heft I heeft
Monr eene verhandeling geschreven ,Ueber die Bestim-
mung und die graphische Darstellung von Trigheids-
momenten cbener Flichen” die in hetzelfde tijdschrift
Bd. XXXIV Heft II door R. Laxp gewijzigd is, in eene
verhandeling, tot opschrift dragende ,Ueber die Berech-
nung und die bildliche Darstellung von Trigheits- und
Centrifugalmomenten ebener Massenfiguren.”

Het traagheidsproduct van een gegeven vlak 7 ten

opzichte van twee willekeurige assen P4 en PB in dit
vlak, die elkander in een punt P, pool genoemd, snij-
den, kan, indien de afstanden van een element 4/ van
dit vlak tot P4 en PB, a en & genoemd worden, voor-
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gesteld worden door
Ia = [ab . aF = [ 2 sing, sin g,

waarin a=zsing,, b=2stng, en g=ZP is.
Breng door P een willekeurigen cirkel met straal 7,
welke de verlengde poolstralen P4 en P/ in A, en B, snijdt.
Verleng ZP-—1z tot Z,, dan is 4, Z, = 27 sin ¢, , vol-

gens nevensgaande figuur, waar
AB—=7rstna, dus
D AC=z2rsina is.
De loodrechte afstand
van Z, tot A, By is dus
27 SIn y SR .

Denkt men zich dus in
sdF

Z, een massa dm =

aangebracht, dan kan men

het traagheidsproduct van
dF = 2%l stn g, 17 q,
beschouwen als het sfafische moment van de massa dm
ten opzichte van de koorde A4, 5.
Zoekt men dus het zwaartepunt 7, van al deze massas
dm, met de totale massa
Hip ::-{zzﬁ;‘ — = « dp
Joogr 27
waarin /, het polaire traagheidsmoment van het vlak ten
opzichte van 2 beteekent, dan is kel gezochie
traagheidsproduct gelyk aan het statische moment
van de massa my van het traagheidsswaartepunt ) . . . (I)
T, ten opsichte van de koorde A, B, , die by de
beide gegeven poolstralen PA en PB behoort. |
Vallen de beide assen P4 en P5 samen bijvoorbeeld
in P4, dan gaat het traagheidsproduct over in het traag-
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heidsmoment van het vlak ten opzichte van de as 24 en
de koorde A, /7 over in de raaklijn in A4,.

Dit kan men voorstellen door een tweeden cirkel,
wiens middellijn door A7 en 7, begrensd is, want de
hefboomsarm 7, € van 7}, ten opzichte van de raaklijn
in A is gelijk 224, die door de beide cirkels van den
straal 474, wordt afgesneden.

Ter bepaling van ‘het traagheidsmoment is het dus
niet noodig de raaklijn in A4, te trekken. Het komt er
nu nog op aan, de cotrdinaten van het traagheids-
zwaartepunt te vinden.

s

/

P/ s -':f;;

De coirdinaten van het algemeene punt Z, zijn

X == 7. 820 20 = 27 Si7 @ €05 @

x 9y xy
7:2‘)‘.—.'}—'_—' 2?’.%
2 z 2

»

=

A= #(1 -+ cos 2q¢) = 27 cos* p = 27 .

5

™

De statische momenten van de in Z, aan te brengen
22 dF : T
massas @m — iy ten opzichte van de codrdinatenassen

zijn dus voor:
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2 o

de J-as X dim = e dF. 2:"%% =xydkF
2r &
277 )2

de X-as Vi dim == 2 ir. 27 j,,_. = y¥F

‘en de som van de gezamentlijke massas
v 1
Tdm=wmp—— 1
27

dus het statische moment van #z, van het gezochte traag-
heidszwaartepunt 7, met coordinaten x:y, ten opzichte

van de is gelijk aan het moment van de tweede

Y-as
X-as

N- en JV-as |
X-as

orde van het vlak /# ten opzichte van de

dus uit My Xy == /xde: VT

My N = fyzdff“: L

volgen de codrdinaten van het traagheidszwaartepunt 73,
bij den cirkel behoorende die de X-as in den oorsprong
£ aanraakt.

e ]:x:y e I;r..'y_
Xy = my & 1}) 27
Iy Iy
fp s S e
= v 4
70. — Hieruit blijkt dat de coodrdinaten van het traag-

heidszwaartepunt onafhankelijk zijn van de in de punten
Z, aan te brengen massas, waardoor het zich laat aanzien,
dat men langs anderen weg tot bovenstaande betrekkin-
gen kan geraken.

Neemt men een rechthoekig codrdinatenstelsel, waar-
van /£ de oorsprong is, dan kan men voor een willekeurig

massapunt £ de grootheden ayd/7 en y*dF beschouwen
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als de statische momenten van massadeeltjes ( ydF) wer-
kende in Z ten op-
zichte van de I~ en

/ X-as
- 1-...,,,,?/7',,1,"111’, ) Het traagheidspro--
\ ( duct ten opzichte van
i Wy x . LidFl de } en X-as
s Ty = | wyar =
Lf e 5 :
Fi= & = [ x(yaF)

en het traagheidsmoment ten opzichte van de JX-as

1o = [ yar = [u5ap)

kan men dus beschouwen als het statische moment van
een massa #2,, werkende in een punt 7, met coordinaten
%, ¥, ten opzichte van de } en JX-as.

Ly = / xydF = mpx,i
’ (1)

Iy = / YEE = gy,

Hierbij moet 7, liggen op een rechte lijn gaande door
£ en het zwaartepunt der gedachtemassas (y4F) zoodanig
dat de tangens van den hoek welke deze lijn met de
AX-as maakt, bepaald is door

N e
Xt o ]ﬂfy

De grootheid s, kan nog naar believen gekozen wor-
den en dan kunnen x, en ¥, uit bovenstaande vergelijkin-
gen opgelost worden.

Kies nu », gelijk een veelvoud van het polaire traag-
heidsmoment 7, = { z*dF (omdat 7, van de ligging der
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door I” gaande X- en F-assen onafhankelijk is) en stel
(2)

Uit de betrekking 7, -+ 7, = /7, kan men nu /, oplossen

SR

My —

ly= | ®4dF = I, — I, = my (d — ).

Nu behoeft er nog slechts bewezen te worden , dat
het door (1) en (2) bepaalde punt 7, (x;:) het traagheids-
zwaartepunt is, en voor alle door P als pool gaande
assen, de eigenschap (/) bezit.

Noem de afstanden van de deeltjes @7 tot de assen
PA en PB a en b dan is het moment ten opzichte van

deze beide assen Jgp — fa?r . dF.

Voor een willekeurig punt Z(xy) is
a=ZW— VW dus
a= ycosq, — XSG ; b=y cosq, —XSing,

}

dus

T = de | 92 cosq, cosg, +x sing, sing, — xy(sing, cosq, -+ cosg, sin )}

== iy t YOSy €05 Py + (@— ) sin g, sin g, — 2, 527 (g + 9y) l

= my | weos(p, + @,) — xisin gy + g,) + dsing, sing, }
6

AT WO Y e ol TN B2 gl
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De loodlijn PC = d sin ¢, sin ¢y Trek door Peen lijn
evenwijdig aan A, %, en door 7, een loodlijn op 4, B,

dan is
Tyl = yrcos (¢, + @,) — 1 stn (¢, +q,) dus
Ly =my . T,E wat hetzelfde is als (7).
71. — Daar de oorspronkelijk door 2 gebrachte codr-

dinatenassen willekeurig zijn, is ook de ligging van den
door P gebrachten cirkel willekeurig, echter moet zijn
middellijn ¢ en de massa m, van het traagheidszwaarte-
punt 7, voldoen aan my, . d — Ly

Elke ligging van den cirkel komt overeen met een
bepaalde ligging van 7, en steeds ligt 7;, bimner den
bijbehoorenden cirkel, want lag het er buiten dan zouden
de beide traagheidsmomenten ten opzichte van de beide
poolstralen, die door de raakpunten, van de door 7} aan
den cirkel getrokken raaklijnen, gingen, gelijk nul zjn,
wat voor massas &/ die allen bijvoorbeeld positief zijn,
onmogelijk is.

Denkt men zich voor verschillende liggingen der pool
P in het vlak cirkels met gelijken straal getrokken,
zoodat alle poolstralen door de m iddelpunten een bepaalde
gegeven richting hebben (zoodat dus voor iedere pool de
door die pool gaande cirkel volkomen bepaald is) en
denkt men zich voor elken cirkel het traagheidszwaarte-
punt 7, met zijn massa m, aanwezig en legt eindelijk al
deze cirkels op een willekeurige plaats in het vlak op
elkander, door hen evenwijdig aan zichzelven te ver-
schuiven, dan beantwoordt elk punt van het gegeven
vlak als pool aan een volkomen bepaald binnen den

cirkel liggend traagheidszwaartepunt, ;
Dezen cirkel noemt men grondcirkel en zijn pool O.
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72, — Laat .S het zwaartepunt van een gegeven massa
(bijvoorbeeld een vlak) en P een willekeurige pool van
het vlak op afstand 25 = p van .§ zijn.

Laat O de pool van

AL i S den grondcirkel zijn
P EF‘""IGP en OFP' evenwijdig
B MRS 4 aan 57 de poolstraal,

P (]

Laat de polaire
traagheidsmomenten
van / ten opzichte

van de beide punten
S en P zijn
\ L= 2 - e
! EP Ts g

qJ:f‘ (1iy) ﬁ"«.; / [ﬂ‘ s }"Zp

) /

v : / en laten .S en Pover-
eenkomen met de
traagheidszwaarte-

/.
unten 7 met massa m, = =
P d
— %

en 7, met massa 7z, = Fi

Leg door .5 en P twee evenwijdige lijnen .54, en PA,
die met .S/ den hoek ¢ maken en noem de traagheids-
momenten ten opzichte van die assen

L= Fytoen- L — Pl

Voor deze traagheidsmomenten geldt:

P P
L= F(pstma)® -0 9 .. {0}

De in P werkzaam gedachte massa & komt voor .S als

pool overeen met het op den cirkelomtrek liggend traag-
F 2

?
d
door de pool .S gaande as SP is het traagheidsmoment

heidszwaartepunt 7’ met massa m/, = want voor de
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van de massa / in P gelijk nul, daardoor moet dus ook
het statische moment van het bijbehoorende traagheids-
zwaartepunt ten opzichte van de raaklijn door 7 die bij
den evenwijdigen poolstraal OF' behoort nul zijn, en
daar de bijbehoorende massa s, niet nul is, en het
traagheidszwaartepunt niet buiten den cirkel kan liggen ,
zoo moet dit met het raakpunt 7’ samenvallen.

ITieruit volgt dus:

Het bij de pool 7 der gegevene massa behoorende
traagheidszwaartepunt 7, met massa 2, is het zwaarte-
punt der beide massas van het bij de pool .5 behoorende
traagheidszwaartepunt 7, met massa 7, en van het punt
£ met massa '), waarbij 7; met de gegevene massa en
£’ met de in P vereenigd gedachte massa /7 overeenkomt.

73 — Dit resultaat kan ook langs anderen weg gevon-
den worden. Deelt men namelijk () door # dan komt er
wny = g+ '), waarin
Fp? .
'y = ‘; gesteld is
(i

Trekt men nu 0A" evenwijdig aan .S4, of PA, en
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noemt de afstanden der punten 7 en 7, tot de raaklijn
in A"k en /4, dan is volgens (/)
L8 = i f L, = hghy~
Stelt men deze waarden in (4) en /,* = m/,d dan volgt
wiplt,® = m dts® - ' pd sin? g.

Nu is echter & szn*p de loodlijn uit 7’ op de raaklijn
in A, dus de bij de raaklijn behoorende hefboomsarm
van /’, daarom werkt m', in P’ want m'y is ook onaf-
hankelijfk van ¢ en nu volgt dadelijk het bovenstaande
resultaat.

HMieruit volgt dat 7, op de rechte lijn 73/ ligt en er
tusschen de 3 massas en hunne afstanden de betrekkin-
gen bestaan

Wy = My | m'p of = g4 p?
Ty o TP 1 TpPt 2= miy T miy
==Y g

74. — De gewone opgave bij een willekeurig gegeven
vlakke massa, is het bepalen op bekende wijze van de
ligging van het zwaartepunt .\ ten opzichte van 2 door
een willekeurig punt ¢ gaande elkander rechthoekig
snijdende codrdinatenassen, en dan de ligging en bijbe-
hoorende massa van het bij .5 als pool behoorende traag-
heidszwaartepunt te bepalen, daar men hieruit volgens
bovenstaande betrekkingen zeer gemakkelijk het traag-
heidszwaartepunt voor iedere andere willekeurige pool
P kan vinden.

Voorbeeld.

Gegeven het bij het zwaartepunt .5 behoorende traag-
heidszwaartepunt 7, met massa

I ST

Gevraagd het bij een willekeurige pool 7 op afstand

# van .S behoorende traagheidszwaartepunt 7,2
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Zijn @’ en ¢ de projecties der rechthoekzijden e en &
van eenen rechthoekigen drichoek, op de hypothenusa
¢, dan is

et Pt =deiberd=a 1 ¥ : e

Construeert men dus een rechthoekigen driehoek uit
de rechthoekzijden 7z, = P’ en p= BC, wiens hypothe-
nusa volgens z,* = z,* 4 p* is #,, en projecteert p op 2,
en beschouwt 7./ als scheeve projectie van de hypothe-
nusa z, = /’C dan is 7, de scheeve projectic van het
deelpunt van de hypothenusa op 7,7.

De constructie wordt nog eenvoudiger als men de mid-
dellijn & van den grondcirkel gelijk 7z, maakt, dus & = 7.

Beschouw nu & = 7, als de eene rechthoekzijde, richt
in £ de raaklijn op, BC = p. Verbindt C met 7, en P’
en trek door 7 een lijn evenwijdig aan €7, dan snijdt
deze lijn FP'7; in 7,, want C/) is de projectie van p
op 2 = P'C,

75. — 2° Voorbeeld. Het traagheidszwaartepunt van
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3 gegeven momenten van de 2° orde te construeeren,
Laten voor 3 door een punt / gaande assenparcn X' ¥7;

ol

X"Y"; XY™ de traagheidsproducten 7; 7" en 7"
gegeven zijn.

Trek door de pool O van den grondcirkel lijnen even-
wijdig aan de assen en trek de koorden s'; s en s,
Trek evenwijdig aan die koorden lijnen op afstanden
I3 7" en 7" of veelvouden hiervan; verbindt nu de
snijpunten van elke twee koorden met het overeenko-
mende snijpunt, van de daarmede evenwijdige lijnen, dan
is het snijpunt der 3 verbindingslijnen 7,, want noem
de afstanden van het traagheidszwaartepunt 7, tot de
koorden Z4/; 2" en A", dan is

T == R L=y e I e o TR
dus PG Al S S T
welke voorwaarde door onze constructie vervuld is. De
massa die bij 7, hoort, kan men vinden uit één der ver-
gelijkingen L=l want /£ is bekend.
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76. — Dezelfde betrekkingen blijven gelden, indien
in plaats van de traagheidsproducten gegeven zijn de
traagheidsmomenten. FElk assenpaar wordt dan één as,
en de koorden worden raaklijnen.

Zijn gelijktijdig traagheidsproducten en traagheidsmo-
menten gegeven, dan is dit analytisch opgelost in de
vergelijkingen (1) en (2).

De constructie is analoog met de bovenstaande.
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Equivalente massas,

77. — Twee lichamen of stelsels zijn equivalent of
equimomenteel, als hunne traagheidsmomenten ten op-
zichte van alle rechte lijnen aan elkander gelijk zijn.

Hebben 2 stelsels hetzelfde zwaartepunt en dezelfde
hoofdassen en hoofdmomenten in het zwaartepunt dan
zijn hunne traagheidsmomenten ten opzichte van alle
rechte lijnen gelijk en zijn die stelsels dus equimomenteel.

Ook is het omgekeerde waar, want voor alle rechte
lijnen die volgens een bepaalde richting in het lichaam
loopen, is het traagheidsmoment het kleinst voor de lijn
die door het zwaartepunt gaat. Deze kleinste traagheids-
momenten kunnen in 2 stelsels voor alle richtingen
onmogelijk gelijk zijn, tenzij de stelsels een gemeen-
schappelijk zwaartepunt hebben.

Van alle rechte lijnen door het zwaartepunt zijn er
twee van de hoofdassen die het grootste en kleinste
traagheidsmoment hebben, waaruit dus volgt dat deze en
de 3° hoofdas in de beide stelsels in richting moeten
samenvallen, indien de stelsels equimomenteel zijn. De
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hoofdtraagheidsmomenten moeten dus gelijk zijn omdat
alle momenten gelijk zijn.

Daarenboven kunnen de 2 stelsels geen gelijke mo-
menten ten opzichte van 2 evenwijdige assen hebben,
tenzij hunne massas gelijk zijn.

A. Stelsels die ten opzichte van een bepaalde as
gelijke traagheidsmomenten hebben.

78. — Een homogeene staaf van contante dikte w
(oneindig klein), dichtheid ¢ en lengte /, heeft ten
opzichte van een as door haar uiteinde, hetzelfde traag-
heidsmoment als eene massa, die het 3¢ gedeelte van
de massa der staal is, geplaatst aan het andere einde
der staaf,

Staat de as loodrecht op de staaf dan is

s o]
1 Ly = ¢w /0 xidx
73
= gw.—
3
M = pwl dus
y )
T M
(¥) 3
0 v o r
Z— L
Op den afstand / van

() zal dus eene massa
M ;
r geplaatst moeten worden om hetzelfde traagheids-

moment als de staaf te hebben.
Maakt de as een hoek § met de staaf dan is

"y
S— 2
Tl ¥ gwf & 7dx

¥ = x stn d
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7 yy = ow sin* d / xdx
Joit

3
= pw stn*d . .5
3

M = pwl

L

Daar o = /s d is,

zal een massa 7 op

17

= st 8,
L

een afstand @ van O ¥
geplaatst, hetzelfde
traagheidsmoment als
de staaf hebben.

79. — Indien de as het verlengde der staaf snijdt
heeft de staaf hetzelfde traagheidsmoment als een stelsel
van 3 punten waarvan z in de uiteinden der staaf ieder

M ;
met eene massa 5 en het derde in het zwaartepunt met

een massa 2, A7

3
Rt L\ e
Ul TR MR
oy 4 dx G 8 e
Stel 04 = a
M= gl = o (a + I — a)
g8 e 1
7iyy = oo / : rdx
=% sind dus

: -
Tyy = qw st d /a xdx




1':)2
= Yy 0w 5in®d | (@ 4 1)* — a¥|
A . .
— ;j st 0 (3a* + 3al 4 1)
M 2 : .
S {3:4"%3 (3 —a)a] + (3 —rz)‘f
. A7 . ; .
/“.}: 3 {‘ﬁi+|"f(< - ﬂtz') i e o w w4 e f\I)

Plaats in het zwaartepunt (7 eene massa g en in A en
5 eene massa p.

o« 4 3
- £

Men heeft gy =
Het traagheidsmoment van deze 3 massas is
Loy = po* + gy* + 23” |
== {;’a -+ g) o’ (Z] af -+ (j’ + ;i] B2

Vergeleken met (1) is dus

g A
2+, -
g M
z 3
A
p+i=2
4 3
. ‘ M
waaruit g = ljn’]/ en p = 6
2
8o. —~ Een homogeene driehoek met massa A/ heeft

ten opzichte van cen
as door een der hoek-
punten in zijn vlak
getrokken, hetzelfde
traagheidsmoment als
een stelsel van 3 pun-
x ten ieder met !/, van

de massa van den drie-
hoek in het midden
der zijden geplaatst.
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In 24 Bl 29 heeft men voor het traagheidsmoment E’
van den drichoek AZC ten opzichte van A4V gevonden, £
¢

7 M - 2 d :.ll
jilﬂ(:{y,]:g”(\liz*ﬁi’"|"i’£}- T | §

Liggen nu de massas g, ¢ en 7 in het midden der zijden
dan is

o=t () +o(5) +(5)
=+ )46+ + (9o

4
Vergeleken met (1) is dus

2 ,9__M
B M
4 4 6

b_M

e

waaruit P=g=p= I;—f.

81. — Deelen de punten D, £ en F de zijden van
den driehoek midden door, dan heeft de driehoek ten
opzichte van de zwaartelijn A2 hetzelfde traagheidsmo-
ment als een stelsel van 2 punten ieder met eene massa
et in B en C ge-

l’i,,.,_.,,/,?,.ﬁ,, B 12
plaatst, of ook als een

Tk stelsel van 2 punten

-2 ieder met eene massa

f:—f in Ken Fgeplaatst.
Bl Het traagheidsmo-
{f 1% ment van A5 Cten op-

zichte van AV is
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o~ M ‘
Tany= % @ +8r +r?

valt AV langs A8 dan is § = o dus

M
]::A_B) = F . 72.

Noem de massa van ABD = M, en van ACD = M,

dan is 72110} p— = £+ '62 2,2
M.
daar M, = M, = %rls, zoo volgt
M M
7},\[,1"-,: Sﬁlzﬂ— I;’f!z . . . . (I)

; . . M
Plaatst men dus in /& en € 2 massas ieder met — dan

zijn deze 2 massas equivalent met den driehoek.
Plaatst men in £ en F 2 massas ¢ en & dan is

’Z}AD'J =a(g®) + &(»*)

e 8] o)

Toam = (27 + )

a M 6 M
4 - 1.2 4 d 12
; M
waaruit a=5f="—\,
3
82. — Is de as evenwijdig aan de zwaartelijn, dan

heeft de driehoek hetzelfde traagheidsmoment als een
stelsel van 3 punten, ieder met !, van de massa van
den driehoek in het midden der zijden geplaatst.
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Het traagheidsmoment ten opzichte van A2 is

M Jf
];AD) cpg = B B

Daar XV op een afstand § van AD ligt is. (Zie de
noot van 16)

1
T(_U)*—A +1 Pa agt (AR (1)

Plaats nu in 2, £ en Z de massas a, b en ¢ dan is

het traagheidsmoment van dit massastelsel ten opzichte
van XV

Tam = al0) +0(0 4+ 2) 4o [0 &)’

=(@+o+g024 (2 4 (5)a + oo — cprd

Vergeleken met (1) is dus

at+bdc—M
6 M e M
4. 1% & =
waaruit a:é:c:—?.
83. — Staat de as loodrecht op het vlak van den drie-

hoek dan heeft de drichock hetzelfde traagheidsmoment

: |
i
i
;
}
i
;
3
%
£

=y




b

als een stelsel van 3 punten ieder met '/, van de massa

van den drichoek in het midden der zijden geplaatst.
Volgens z4 BL 29 geldt

¥ voor elke vlakke figuur
I . o e
N ".',' /.'/' -“““-‘._Q-Z‘) [(‘:nm'nmwl) = j(.]!-a.s) + /l’y'as)
____(}1:..’7;:’,,,% .-_._._.,,‘_t-,.‘f;::_-j.'(.‘ . J[
/ e 1 /(y — “ + 8y +77)
J3 - ;
/JF ‘. ,_.*""’ el
; B M i j[ ’ 't
,"/ Pl 5 ' ':/ /(:f‘) == e
e 5
“a ; - X dus

7;"01!]’] inA) (l:‘1 rj;" + 72 + 'j’i—l_ {3’}', + }',-’1)_ : (1)

Plaats in 7), [: en /' de massas p, ¢ en 7 dan is het
traagheidsmoment van dit massastelsel ten opzichte van
de normaal, daar de coordinaten

van /. B en g
2 2
van . r en A
2 2
- 3" 4 5 §
van /7). ¢ +—/ en i zijn,

75

e ’”)H( A B

4
S L AL
A L
Vergeleken met (1) is dus
BTy M
4 4 6
£ M
2 6
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oy Tt
4 + 4 6
waarlit p = g = » = i:—f
84. — Loopt de as evenwijdig aan een zwaartelijn,

dan heeft de driehoek hetzelfde traagheidsmoment als
een stelsel van 4 punten, waarvan 3 ieder met een

M, :
massa — in de hoekpunten en het vierde met een massa

*li M in het zwaartepunt.

2= 7 \
7 1
o e
= RO ﬂ
e U= iy Vi
A s \
A= /4 \\\--"c

Volgens 82 Bl g4 is
M M
Tixn = Ep,1+1—2p2l+zmﬂ T

A

Plaats in de punten 4, B, C en G respectievelijk de
massas @, 6, ¢ en & dan is het traagheidsmoment van dit
stelsel ten opzichte van XV
Tixry = a() + 6@ — )24 c(0 + 2, + 2 (3?)

=(@+b+c+d)d* +(O)p *+ () 2 — 200, |- 2¢0p,
vergeleken met (1) is dus

a4t b+ c4d=M

i
12
M
¢ == ==
12

o

el

Rt e P




waaruit

a-+ d= 5;*|$ M.

Berekent men op dezelfde wijze het traagheidsmoment

ten opzichte van een as evenwijdig aan C/ dan vindt men

Voor een as evenwijdig aan AZ vindt men

Men vindt dus

b4d=>7), M.

. M
t;+5+[+3£f:;: ""js M en (?:if):c‘:—l—z
waaruit
85. — Staat de as loodrecht op het vlak van den drie-

hoek dan heeft de drichoek hetzelfde traagheidsmoment

als een stelsel van 4 punten,

waarvan 3 icder met een

7 .
massa J—z in de hoekpunten en het vierde met een massa
1

y

/;
/

(normaal in A) =

%, A in het zwaar-
tepunt,

Volgens 24 BL 2
is het traagheidsmo-
ment van den drie-
hoek ABC ten op-
zichte van de normaal
in A.

M !
N o N o NP O

Plaats in de punten .1, 77, C en (7 respectievelijk de

massas @, & ¢ en & dan is het traagheidsmoment van dit

stelsel ten opzichte van de normaal, daar de coordinaten

0O en o

p en
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van C. y en y

B+
3

[ir + J/’
3

van (7,

en zijn

?-;ﬂul‘m. ind) :(.Z(f)ﬁ -} ‘02)‘,_5({; ! += l{i’ %) + ey ok ]"IEJ'i d { [lgii:fJ 2+ [&!"’) 2!

3

el ) (o

=g (e

Vergeleken met (1) is dus
d . M
d 74
Fordl e ke
4 6l 9 5
2d M
g i v
waaruit V= = i:-:—( en d=23 M
Neemt men een ander hoekpunt als oorsprong dan

. M
vindt men a — o dus

azézczflj en &="7% M

86. — In 79 Bl g1 is gevonden dat ecne staaf met
massa A/ equivalent is met een stelsel van 3 punten,
waarvan 2 in de uiteinden der staaf ieder met een
massa 'y A en het derde in het zwaartepunt met een
massa *, .

In 85 BL 98 is gevonden dat een driehoek met
massa M equivalent is met een stelsel van 4 punten,
waarvan 3 in de hoekpunten ieder met een massa Yig M
en het vierde in het zwaartepunt met een massa Y. M

Beschouwt men de staaf als een 2 hoekige figuur,

!
é

R TRy T

S R S L1y O S 0105 - 0 B T S VSR, ot
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waar dus de uiteinden der staaf de hoekpunten der figuur
voorstellen, dan kan men zeggen: een 2-hoek met massa
A is equivalent met een massastelsel, zoo verdeeld dat

1

in elk hoekpunt een massa ', J/ en in het zwaartepunt

een massa 2/, A/ geplaatst is.
FEen 3-hock met massa 17 is equivalent met een massa-
stelsel, zoo verdeeld dat in elk hoekpunt een massa
'\s A en in het zwaartepunt een massa */, ./ geplaatst is.
Hermede in overeenstemming zou dus zijn: een 7-hoek
met massa /7 is equivalent met een massastelsel, zoo

. ) |
verdeeld dat in elk hockpunt een massa po s A en

: 7 3
in het zwaartepunt een massa — A geplaatst is.
72— 1 >

Het bewijs voor dezen regel vindt men in de Math.
Annalen Bd. z3.

87. — Een parallellogram met massa 47 heeft ten
opzichte van een as door een der hoekpunten in zijn
vlak getrokken hetzelfde traagheidsmoment als een stelsel
van 5 punten waarvan 4 ieder met een massa ', 47 in
het midden der zijden

/ o = (. en het vijfde met ecn
/ f g / massa [, J in het
2 B il ;
/,J.’ff S e .y / Zwaartepunt.
[/ (_,- ' ‘ff Het traagheidsmo-
= -
/U"'/’ e / ment van ABCH is
da ! L :
s Q. .omeeeeazd hettraagheidsmoment
[ ¥ P " ]
/’j_. - van ABC vermeer-
ac‘.‘lf*;’- derd metdat van ACD
/ dus
Tapep = Tape + Tacp
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i3 A ‘
Lipe= 2 B* 4 8r + #H
. M, _
7.-1(:1) 5 e (r* + y0 + 89 dus

- M, .., ; 3
j:ib‘{}l}: FE (p" + Ifiy - 2y~ + ;/Ls + (si) Pl Sl (T)

Plaats nu in a, 4, ¢, d en G respectievelijk massas
2. ¢, 7, s en # dan is het traagheidsmoment van dit
stelsel ten opzichte van AKX

o) A ) s )

= (L4 4

Vergeleken met (1) is dus

A
12
A
12
M
12
M
12
A
12

G M en {— l/s M.

RIR o by b

==
+
- [

waaruit P9

I
I
I

88. — Een rechthoek met massa A7 heeft, ten opzichte
van een as evenwijdig loopende aan de lijn die door
het midden van den rechthoek twee overstaande zijden
midden doordeelt, hetzelfde traagheidsmoment als een
stelsel van 5 punten, waarvan 4 ieder met eene massa
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A, aip ;
—, in de hoekpunten en het vijffde met eene massa My
12 '

in het zwaartepunt.
) In 25 Bl 31
Comm || PR | heeft men voor
. het traagheids-
—Y moment van den
rechthoek  ten
o opzichte van 0.\
b - = gevonden

b2
5

Is dus Q0" =4
dan is het traagheidsmoment ten opzichte van (X’

, ) Tgy=M.

,J | et = l,;’ [}

4

; . 62 \
Ty=Md.Z4+M" . .. . . (1)

Plaats in A4, B, €, /) en O respectievelijk massas 2,
g7, s en / dan is het traagheidsmoment van dit stelsel
ten opzichte van (O'X’

Loy =@ —8 4 g0 —0* 4704 B2 s - b - £(0%)
=@tetr+s+H824(ptg4r+ §) 6 — 200
— 2q0b + 2700 4 2568,

Vergeleken met (1) is dus

Pt+etrtst-t=ar ]ﬁ+q—|-'r+s——‘?,
waaruit =3 M

Daar de x- en y-as symmetriclijnen zijn van den recht-
hoek, is het noodzakelijk het overige van de massa (Y5 )
symmetrisch in de 4 hoekpunten te plaatsen, waardoor
in elk hoekpunt !/, A7 geplaatst moet worden.

89. — KHen tetraeder met massa 1/ is equimomenteel
met een stelsel van 5 punten waarvan 4 ieder met een
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A, e
massa — in de hoekpunten en het vijfde met een massa
20

"5 M in het zwaartepunt.

Breng door den top

~——— % D van het Tetraeder
een willekeurig vlak

XX
| Verdeel het Tetrae-
DAl I \ 3 der door vlakken
! J X evenwijdig aan het
4 I D e % grondvlak in elemen-

ten.

Noem de inhoud
van ABC = p; de
loodlijn /. uit 72 op ABC = p en uit D op PQR = u;

972
de dikte van PQR = du dan is PQR — ;‘- . odu; de

2 LY

afstanden van 4, 2 en C tot het XV-vlak @, 3 en y.

De driehoek AZC is te vervangen door 3 punten,
ieder met Y, van de massa van den drichoek in het
midden der zijden. De afstanden van het midden der
3 zijden van ABC tot het X V-vlak zijn

a4 8. el i a
2 2 2
De afstanden van het midden der zijden van PQR- tot
het X V-vlak zijn dus
o= 3 26, =y %, v+ oo #u
g e e

Het traagheidsmoment van den drichoek POR ten
opzichte van het X }-vlak is dus

B ) [ e g

Rl (e

a7 =
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[ntegreert men van # =0 tot « = p dan vindt men
voor het traagheidsmoment van het Tetraeder ten opzichte
van het X }-vlak.

o I—(J}’? ({.]J. ~—|>_'5", + ;,!2 4 o Jj 0:‘"3 _f— t!;.']

I5

2

1 9 a9 D 7 -
= 30 @+ By By - af + ay).
Men heeft V= % 0. p dus

o V. e 5 ) .
I=—Aa+ 8+ 7"+ 8r+af fap). . . (1)

Plaats in A, 5, C, I en het zwaartepunt respectieve-
lijk massas p, ¢, 7, s en £ dan is het traagheidsmoment
van dit stelsel ten opzichte van het X }-vlak

4B 2
T=p(a®)+ g (B + 7>+ s(0?) + *(“ £4—”]

Vergeleken met (1) is dus

¢ 4
Pt =71
2 14
TRt
¢ v
SR T
¢ 14
8 1o

waaruit p=—g=r = Z en. #= Y. V.

20
Brengt men het X} vlak door een ander hoekpunt

dan vindt men dat ook s = ;: is.

Het Tetraeder en het stelsel van 5 punten hebben
hetzelfde zwaartepunt en dezelfde massa.

De traagheidsmomenten der 2 stelsels ten opzichte
van een willekeurig vlak door het zwaartepunt zijn dus

#
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gelijk en deze gelijkheid bestaat dus ook voor elk wille-
keurig vlak.

Hieruit volgt dat de traagheidsmomenten ten opzichte
van elke rechte lijn ook gelijk zijn en dus zijn de beide
stelsels equimomenteel,

B. Theoremas over equivalente stelsels.

go. — KElke vlakke figuur kan vervangen worden door
3 punten met gelijke massa. :
Bewys.

Zij O het zwaartepunt van de vlakke figuur, 0.X en
(Y de hoofdassen in (). m de massa van elk punt zoodat
dus A7 = zm is.

Noem (xy); (*y); (#”y”) de codrdinaten der 3 punten
en Ma® en A3* de traagheidsmomenten ten opzichte van
OX en OF dan is:

m(x® | 2'* + 27 = MB?

m(y* 4+ y'* 4 'Y = Ma®

mixy + 2y + 2"y') = o.

Omdat de 2 stelsels hetzelfde zwaartepunt moeten
hebben, is

m(x + 2 +2") =0

my+ ¥y +y)=o

Daar A7 = 3m is, worden onze vergelijkingen

s oF R, Lk A N T S
Gl p il S5 SR SRS S T
xy 4+ 2y 4 2% S eh TN T
# =’ AaY s e e
e e

Ter eliminatie van %/, y/, x en y’ uit deze 5 verge-
lijkingen volgt uit (1)

2x'? 4 287 = 68 — 2a°

uit (4) &'t Py =k

?
E
{
5
i
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Door aftrekking krijgt men dus
(" — 2" = 632 — 3x?
of ¥ —zx" = /.@":W
dus met behulp van (4)
¥ =4 (—x+ | 6B — 37
en 2=} (—x— 68 — 3x%)
Op dezelfde wijze met (2) en (5) te werk gaande vindt

men ¥ =4(—y+1 6> — 397

en ¥'=4(y—1V 6" — 37

(3) kan als volgt geschreven worden:
xy+xy + 2"y —x"y + 2"y =0

of xy 4y (& +x2")— 2" (v — ") = o.

Door substitutie van de gevondene waarden krijgt men
w4y b ot =3y (— ) — H(—x —) 632 — 3% (| Bt — gy =0
of
22y +xy— 2] 6a?—3y* + 2] 6a’— 392+ (163 —327) (| 6a’—3yY) =0

of  amy——(/bu’— 331 (/65T 57
',r'i‘}.l s {20:2 __492) (2:-).2 | .‘UQ)
of aly? 4 ] 2_3-'2 =S 'ﬂ# 2
. x? »?
of 2T g =1

dus een Ellips waarvan de halve assen zijn
8l 2 en al” 2.

g1. — FElk lichaam kan vervangen worden door 4
punten met gelijke massa.
Bewys.
Wil dit mogelijk zijn, dan is noodzakelijk en vol-
doende dat:
1", De traagheidsellipsoiden van beide stelsels voor cen
gegeven punt O samenvallen, dat dus 3 geconju-
geerde diameters gelijke richting en grootte hebben.
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De zwaartepunten samenvallen en dus de beide
centraalellipsoiden en bijgevolg de traagheidsellip-
soiden voor een willekeurig punt elkander bedekken.
De beide stelsels dezelfde massa hebben.

Geef aan het punt O een massa m en de 3 overige
punten de massas #z,, Wy, en .,

Beschouw O als oorsprong van codrdinaten en laat de
assen door de 3 punten gaan. Noem de afstanden van
deze 3 punten tot O, &, 3, { dan is

Zmx® = mEY; Zmy* = m,n?; Smz? = ml?
Zmyz —o ; 2Mxz—0 ; Smxy==1w0,

De 3 lijnen die O met de 3 punten verbinden zijn dan
geconjugeerde diameters der traagheidsellipsoide in 0.
Uithoofde van den eersten eisch moeten zij in richting en
grootte samenvallen met 3 geconjugeerde diameters van
de traagheidsellipsoide in (' van het gegeven lichaam.

De vergelijking van de laatste ellipsoide moet zich
dus terug laten brengen tot

xi

@t +

2 e ]
2 g
5—i+£ G
0 0

terwijl de grootte der halve assen bepaald zijn uit:

()ig il Mk = May*; myy® = Mb,*; m L — Me, .
Noem =x,, »,, 2, de codrdinaten van het zwaartepunt

S, dan is tengevolge van den 29en gisch:

' g Mok = Mxy; myn = My, ; mlt — Mz,.
De derde eisch geeft:
)i m - Mg - my + my, = M.
De vergelijkingen (1), (2) en (3) geven:
g oy £
e e B P Ol
Ko : Yo %o

2 2 2
x, ) z

My = M =2y m, — ﬂ[’}'-,; miy = M2,
@ 0 ‘o

MR T TR R T T I
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i I![ —‘L—l'j—:‘—'l
a,* by* Gy~
De verhnurlmg hdngt slechts af van de onderlinge

ligging der punten (.") en .5 en niet van het codrdinaten-
stelsel of van de ligging der 3 overige punten want
de functie

2 )
I L@ —Z ;l -tf(xj'z)
(:il

krijgt voor ieder punt van de ruimte, dus ook voor het
zwaartepunt een bepaalde waarde, die niet verandert,
wanneer men de cobrdinaten x, 3, z door andere groot-
heden uitdrukt.

De vergelijking van het vlak waarin de 3 overige
punten liggen

g F.p R
5} +§_1 of

30.3' Bps __
ﬂ 1 =} I.

Ook de ligging van dit vlak is dus onafhankelijk van
de keus van het cobrdinaten stelsel of van de punten
My, M, €N M,

Door de willckeurige aanname van één van de 4 hoek-
punten van een Tetraeder is dus niet alleen de massa,
maar ook het vlak, waarin de 3 overige punten liggen;
volkomen bepaald.

. C. Toepassingen.

g2. — Men neoemt de traagheidsellipsoide in het zwaar-

tepunt .S van ecen stelsel Centraalellipsoide, die bij een
8 - vlak stelsel overgaat in de Cenfraalellips. Kent men nu
van een massastelsel de centraalellipsoide en de massa w2,
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dan is het traagheidsmoment ten opzichte van elk door
het zwaartepunt gaand vlak gemakkelijk te vinden. Zij
dit traagheidsmoment m#»® Ten opzichte van een daar-
mede op een afstand ¢ evenwijdig loopend vlak is het
traagheidsmoment dan #(7? 4+ «*). Hieruit volgt dat de
traagheidsmomenten van 2 massastelsels ten opzichte van
iedere as en van elk vlak in de ruimte slechts dan aan
elkander gelijk zijn, indien de centraalellipsoiden der
beide stelsels samenvallen en hunne massas even groot zijn.

Liggen 2 zulke equivalente massastelsels in een plat
vlak, dan moeten zij gelijke massas en identische cen-
traalellipsen hebben.

De beide centraalellipsen bedekken elkander, wanneer
de zwaartepunten van beide stelsels en 2 willekeurige
Tangentiaaldriehoeken (omgeschreven driehoeken, wier
raakpunten de zijden midden door deelen) van hen elkan-
der bedekken,

93. — Len drichoek en een stelsel van 3 punten in
het midden der zijden ge-
P plaatst, ieder met ', der
2 ““4‘1—7{51 totale massa van den drie-
_m . hoek zjn dus equivalente

50

stelsels, want de massa der
3 punten is gelijk de massa
van den driehoek; het zwaartepunt der 3 punten valt
met dat van den driehoek samen en het traagheidsmo-
ment en dus ook de traagheidstraal, ten opzichte van
iedere zijde en bijgevolg ook ten opzichte van iedere
door het zwaartepunt gaande en aan een zijde even-
wijdige lijn, der 3 punten is gelijk aan dat van den
driehoek.

ITieruit volgt, dat een parallelogram in 2 congruente
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. P 773 &
driehoeken verdeeld, ieder met cen massa — equivalent

is met een stelsel van

i 5 punten, waarvan er
rd B0 e _,'/7 4 ieder met een massa
/ e 7
e/ " .- /7 Zin het midden der
o/ el / 6 6
/ oo s 2
A / zijden en een 5¢ met
f. L _

¢ .
een massa — in het

2
snijpunt der diagonalen geplaatst zijn.

94. — Daar 2 Ellipsen elkander bedekken, wanneer 2
paar toegevoegde middellijnen, in richting en grootte
samenvallen; en de centraalellips van cen parallelogram
twee toegevoegde middellijnen bezit, welke evenwijdig
aan de zijden loo-

1 272

L ‘2 pen, alsmede 2,

o210 welke langs de

m m beide diagonalen
12 12

vallen, zoo blijkt
dat een parallelogram hetzelfde traagheidsmoment heeft
als een stelsel van 5 punten, waarvan er 4 met een

", 2
massa — in de hoekpunten en het 3¢ met een massa — m
12 3

in het zwaartepunt geplaatst zijn.

Verder ook met
cen stelsel van 4
/" punten ieder met

s /
m . // 7
S5 ) A een massa 3 ge-
/ a5 ¥ / plaatstop afstanden
T 2a 24

—— en —=— van
6 /6
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het zwaartepunt, indien de zjden van het parallelogram
2a en 24 zijn.

Ten slotte nog
met een stelsel van
4 punten ieder met

e
een massa — ge-
4

plaatst op de diago-
nalen op afstanden

. 26
[72% en 75 indien de zijden van het parallelogram

wederom 2¢ en 24 zjn; want in alle 3 deze figuren
hebben de massapunten dezelfde massa # en hetzelfde
zwaartepunt als het parallelogram, terwijl hunne traag-
heidsmomenten ten opzichte van ieder der genoemde

4 diameters gelijk zijn aan die van het parallelogram.

95- — In go is bewezen dat de traagheidsmomenten
van elk vlak massastelsel voorgesteld kunnen worden
door 3 even groote puntmassas; dat daarenboven de
meetkunstige plaats van al deze puntmassas een Ellips
is, die met de centraalellips- van het massastelsel concen-
trisch en gelijkvormig is en wier afmetingen zich tot die
der centraalellips verhouden als |z : 1.

Hebben wij dus
een massastelsel
-2 van 4 punten in
de hoeken van

'S

gl

—-é’-i een  parallelo-

~

gram ieder met

7
een massa — ,
4
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dan kunnen wij
diedoor eenmas-
sastelsel van 3
punten ., ieder
met een massa

w2
—  vervangen,
3

zooals de beide
nevensgaande fi-
guren doen zien,

Onze vroegere

voorstellingen
7 .

. T o' M der traagheids-
/x *-,}q/:’ T i momenten van
7 s % een arallello-

= YT P

€] L .

_f;_z(% N & . gram kunnen nu
g 3. ook door de bei-

de nevensgaan-
de figuren worden voorgesteld.

96. — Ten einde nu een vlakke figuur door ecen
stelsel punten te vervangen is dus in de eerste plaats
noodig dat men 2 toegevoegde middellijnen van hare
centraalellips kan aanwijzen.

Dit is bij sommige figuren gemakkelijk. Is bijvoorbeeld
de figuur symmetrisch, dan vormen de symmetrieassen
en hare normalen in het zwaartepunt o toegevoegde
middellijnen, waar langs de assen der centraalellips vallen,
Bij het trapezium zijn de beide rechte lijnen, waarvan de
eene de beide evenwijdige zijden midden doordeelt en de
andere aan hen evenwijdig loopt en door het zZwaartepunt
gaat, twee toegevoegde middellijnen der centraalellips.

Bij een parabool-segment deelt een middellijn der cen-
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traalellips alle koorden, die evenwijdig met de begren-
zende koorde loopen, middendoor, terwijl de toegevoegde
middellijn evenwijdig loopt met die koorden,

Voor een willekeurig begrensde figuur is het ook niet
moeilijk 2 toegevoegde middellijnen van hare centraal-
ellips te vinden, door met behulp der traagheidstralen
2 paar evenwijdige raaklijnen aan deze ellips te constru-
eeren, dan vormen deze een parallelogram, wiens diago-
nalen telkens 2 toegevoegde middellijnen der ellips zijn.

Indien men graphisch of door berekening de traagheid-
stralen der figuur met betrekking tot 2 zulke toegevoegde
middellijnen bepaalt, verkrijgt men 2 paar raaklijnen der
centraalellips, welke aan de beide middellijnen evenwijdig
loopen; dit omgeschreven parallelogram kan men tot
teekening der centraalellips benuttigen, terwijl voor zulk
een parallelogram de volgende stelling geldt:

»Concentreert men in ieder hoekpunt van een paral-
lelogram, wiens zjden de centraalellips van een vlak
massastelsel aanraken en aan 2 toegevoegde middellijnen
ér van evenwijdig loopen, een vierde der massa van het
stelsel, zoo ver-
krijgt men een
stelsel van 4 gelij-
ke punten, wiens
traagheidsmo-
menten ten op-
zichte vaniedere
willekeurige as
aan dat van het
gegevenemassa-
stelsel gelijk is.”

Want het vier-

puntige massa-
8

B A o N M £y = g b L
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stelsel heeft dezelfde massa en dezelfde centraalellips als
het gegevene,
Deze stelling leidt

ol a TR ons dus tot de volgen-
/ < ;JU 2 .
/ e la T \\\ de voorstelling van
'3 b :
R - L § | %) het traagheidsmoment
| i ‘ ”
\ | l”i van een paraboolseg-
) 1 b ment en van een
Tm—l ellips:
97. — Zijn 7, en 7, de beide deelen, waarin de mid-
i 4

dellijn van een Trapezium door de diagonalen verdeeld
wordt, zoo heeft het zwaartepunt .S van het trapezium
van het deelpunt den afstand *, (», —#,). Berekent
men het traagheidsmoment van het trapezium ten opzichte
van de middellijn en de door het zwaartepunt gebrachte
evenwijdige lijn aan de beide gelijkloopende zijden en
bedenkt dat deze beide rechte lijnen tocgevoegde mid-
dellijnen der centraalellips zijn; dan verkrijgt men boven-
staande voorstelling der traagheidsmomenten van een
trapezium door 4 gelijke puntmassas,
De lengte / heeft de waarde

e lr’;(”'zi‘i‘ }'1)2 — (ry — 7 )%
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Uit de opgegevene constructie volgt een analoge voor
den drichoek wanneer 4 — o en bijgevolg ook », = o
gesteld wordt.

98. — De traagheidsmomenten van een door concentri-
sche cirkels of parallelogrammen begrensde ruimte kunnen
door 4 even groote puntmassas voorgesteld worden vol-
gens nevensgaande figuren.

99. — In 89 vonden wij voor het traagheidsmoment
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van cen Tetraeder ten opzichte van een vlak door den

top gehracht
. L4 : . .
T= @8+ e fartdy) - . ()

Dit tetraeder is te wvervangen door een stelsel van
7 punten, waarvan 6 in het midden der zijden ieder

2

met ', #, en het 7° in het zwaartepunt met %, wz,
want het traagheidsmoment van deze 7 punten ten op-
zichte van het X V-vlak is, als de massas in het midden
der zijden p, ¢, », #, %, v en in het zwaartepunt s ge-
noemd worden:

2 2

Vergeleken met (1) is dus

1

AT t_ vV
4 4 16 4 10
7 5 W V
Jt-{.. __lf__;_:__
' | 16 4 10 |
p 7 s u_ ¥ ‘
4 4 16 4 10
3+H710
Iy 1 .5’_ I_f
2 8 10
7 $ |
Rl e,

Hierbij komt nog p4+¢+7+s+é4utov=V

uit deze 7 vergeljjkingen vindt men:

S = '1.;3 |7
P;Y:?:[jﬂ(tf}: ]ﬁ"IO T/v,
100. Ook kan men het Tetraeder nog vervangen

door een stelsel van 4 punten, ieder met ', van de

totale massa, indien zij zoo geplaatst zijn, dat zij den
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afstand van het zwaartepunt tot de hoekpunten in reden

van 1: ] 5 — 1 verdeelen.
A L = Zij A een hoekpunt,
[ ~-71L E 5 het zwaartepunt,
e -\},_\_\\ o * @ en s de afstanden
a { | T~ | . tot het X V-vlak ter-

i R wijl £ de lijn A4S

| -"}3/ . verdeelt. in verhou-
11 T ding van » tot wm,
ey dan is
na
nwi:mtn—PQ:a wof PO=_T72_
Q. © m - n
. s
m.m~+n=RQ:s of RQ= -
e 4+ n
ms - na
dus PR = PO 4+ RO =
g el mtn
Stel nu # =1 en m = I’-,_ — 1, dus m 4 n—= 5 dan

is £ één van de 4 punten en PR de afstand tot het
A V-vlak,
a4 8 +y

Daar 2 = « en 5 — e % is, vindt men voor het
vierkant van de 4 loodlijnen
(e + 8+ 7)° e iy ; , =
66—t Flatet gt N0 5—1)
e +8+p)° e o
R ‘ Pt : S
6 6—2) N+ e+ g+ )0 5—1)
54 i =i Sl SERfeSes”
i m o —
6 =215+t bt B4 05— -1
B e o
(@4 B4 )"
en w6 (6—2175)
5
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Na eenige herleidingen krijgt men nu voor het traag-
heidsmoment van deze 4 punten.
V., ; 4 4 _ S
— (e + 3 st af +ay 4 By) of (1).

I0

D. Mobius-Grassmann’sche Methode.

1o1. — Om deze methode toe te passen is het nood-
zakelijk een en ander uit de ,Ausdehnungslehre” van
Hermany (Grassmany te doen voorafgaan,

In deze theorie worden aan punten, lijnen en vlakken
getallencoefficienten gegeven, en men noemt slechts dan
twee stelsels gelijk, indien zij behalve gelijke ligging
ook gelijke coeflicienten bezitten.

Met coefficienten voorziene punten worden op dezelfde
wijze opgeteld, als men in de Mechanica stoffelijke punten
tot hun zwaartepunt samenstelt, dat is, twee punten
a en 6 met de coefficienten 1 en u geven tot som dat
punt met den coefficient (4 + &) hetwelk de lijn @6 in
de verhouding u: 1 verdeelt.

Is 2 + w = o dan krijgt men het oneindig ver gelegen
punt van de rechte lijn 24 met den coefficient nul.

De som van twee lijnen A58 en BC is steeds AC,
onverschillig of het punt € tusschen 4 en 7 ligt of

niet, daar BC = — CFA is, en dus ook de richting in
aanmerking genomen wordt.
_C
T
,—/’/ ,(’
s '_//' j:‘/
Maken de lijnen A8 en BC A— : B

een hoek met elkander, dan is nog steeds A8 <+ BC— AC.
Als product van twee lijnen kan het parallelogram

opgevat worden, mits slechts, zooals hier overal ge-
; schiedt, de richting der lijnen in aanmerking genomen

o
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wordt. De factoren van dit product mogen slechts ver-
wisseld worden, indien het teeken omgekeerd wordt,
terwijl het product van twee gelijkgerichte lijnen nul is.

Wanneer de eene lijn op de andere geprojecteerd
wordt, kan men als product van deze twee lijnen ook
beschouwen het product van de projectie met de lijn
waarop geprojecteerd is. Van dit product mogen echter
de factoren, zonder verandering van teecken, verwisseld
worden, en het product van twee loodrecht op elkander
staande lijnen is nul.

Het eerste product wordt een uitwendig product, het
tweede een inwendig product genoemd, omdat het eerste
slechts bij het uit elkander gaan der lijnen, het tweede
bij het naar elkander toegaan der lijnen een bepaalde
waarde heeft,

Het uitwendige product van een rechte lijn 4 en een
punt x, geeft, wanneer beide den coefficient 1 hebben ,
het vlak door beide, met een coefficient gelijk aan den
afstand van het punt tot de rechte lijn. Het inwendige
product van twee vlakken 7 en I' (geschreven B I')is
gelijk het product van hunne metrische waarden met den
cosinus van den tusschenliggenden hoek.

Dus is Ax | Ax gelijk aan het kwadraat van de metri-
sche waarde van Ax, dat is gelijk aan het kwadraat van
den afstand van het punt x tot de rechte lijn A; verder
is Ay[Az, wanneer y en :z twee willekeurige punten
met den coefficient 1 zijn, gelijk aan het product der
afstanden van deze punten tot de rechte lijn 4, verme-
nigvuldigd met den cosinus van den hoek tusschen de
vlakken Ay en Az

In het nu volgende beteekent:

A, . . Grassmany-Lineale Ausdehnungslehre 1844
Sy . 3 3 186 2.




120

1oz, — In de Mathematische Annalen Bd. » 3 DBlad-
zijde 143 bezigt R. Mruuke deze methode ter bepaling
van traagheidsmomenten.

Daartoe splitst hij het stelsel, waarvan men het traag-
heidsmoment ten opzichte van eene willekeurige as A4
wil kennen, in elementen,

LLaat x een punt van een willekeurig element en @m
de massa zijn. Als men.nu aan 4 en aan x den coeffi-
clent 1 geeft, is Ax/Ax het kwadraat van den afstand
van x tot A, dus is het gezochte traagheidsmoment

T'= 5 Ax | Ax dm,

Hierin kan men - het tweemaal voorkomende punt x
buitenbrengen en op de plaats waar x stond een open
ruimte laten,

T p— (S .4'1( ‘)/ A[) tfm).ft-'z.

Daar echter de as 4 bij de sommatie (integratic) con-
stant is, kan men schrijven:

T'= (Aey| Ay S %2dm.

Dus is het traagheidsmoment het product van
L — A | A
met de integraal

P= 5 x%hm

welke de as A niet meer bevat.

Heeft men dus eerst /° gevonden dan moet men nog
met /[ vermenigvuldigen, wat gemakkelijk te doen is,
daar voor 2 willekeurige punten y en z

(Ao Ao) .32 = (Ao | Ap) . 5y = Ay | de = Az | Ayis.
{Zie A, N° 353—364].

103. — Bepaal nu de integraal .S x*@m voor een ruimte
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van (7 — 1) afmetingen, welke door » willekeurige p-un-
L3 (R Pl e an begrenSd is.

Laat x een punt van het lichaam zijn, evenals de
punten @ de eenheid tot coefficient hebbende; x kan
men lineair in ¢ uitdrukken (4, § 107—110)

x*=ha, + Aay .. .. Na,
terwijl L= + A Ay is.

Hierdoor wordt dus

Satdm =8 Na, + e, + . .00 dntn) din
T
Sxldm = 3 aap.S ik dm.
;) =1

Deze integralen behooren tot de groep
S A, * llh ..... A" don.

Beschouwt men nu een der hoeken, bijvoorbeeld a,
dan kan men, daar 4, — 1 — 4, — A,... .— A, s, schrijven:
x=a | hia,—a)+ e, —a) + .....0(an—a,)

Splits nu het lichaam in elementen door ruimten van
(2 — 2) afmetingen, dic aan de (z — 2) ribben, die in
a, samenkomen

evenwijdig zijn.
Het element van x heeft de in # samenkomende rib-
ben (4, § 105)

dx

'(ﬁ; dhy, = (@, — a,) d},
dx ; %

&r;: dhy = (a3 — a,) di,
dx

l'?i‘ dln: (Gﬂ—“ al)dlﬂ
ket J §

met deze ribben zijn de overige evenwijdig.
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De inhoud van het element is dus (4, § 36— 109)
'2(11 (@& —a)(a—a). . (6.—a) | @by dhy o ... dhy =
= {aya, ... «¢ldhydi,. ... dh,

Nu is ja,a,....an} het (12— 1)! voud van den inhoud
van het lichaam (A, § 111);is dus @m de massa van het
element van x, m de totale massa, ¢ de dichtheid, dan is
dm = alaya, ... a,fdl,dl, ....dk,

(72— 1)l m—=n ;alaz o .a:,il
dus dme — (1 — 1)) mdd,dd, . ... dhy,

IHieruit volgt:

S A, ‘IJ" 12'["' von A ™ i —
={n—a)lmSh—A,— ... —i) lg‘u". .. ,,'u"ldl2 o @Ry

x ligt alleen dan binnen het lichaam als de getallen
Ay shy 5.k, positief zijn (A, § 110)

De bovenste grens van de integraal strekt zich dus
uit over alle positieve waarden van de veranderlijke,,

Waarvoor
by =1—=0y..u0- A,1>0 is.

Volgens een stelling van IQIONVM:LE., (MEerjer bepaalde
integralen, Bladzijde 591) is nu

S(e—2 — 2, ... — 1 L5, dy L dhy, =

. f_ ) "y .IJ.L_, [ o n_,l{ri.! dus
ey + g oy + 22— I)!
My !342 e Mn 1,(#‘& i==se 1}!

’ [Lra My "
S ).I‘f R s J.,fl dm — - e R
4ty « . pin 72— 1)1

Hieruit vindt men:

211
Siddm — 27
Ho n(n + 1)
m
y Ay == ——— |
S Ak dne A )
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De gezochte integraal is dus

Fi7) n n
Sx'dm=— |2 2 a2+ I au
nln+ )\ =4 (k) =1

waar ¢ en £ in de tweede sommatie steeds van elkander
moeten verschillen,
Voor de rechte lijn (2 — 2) krijgt men

S x¥dm — ? (@24 a,* + a4, Y,
Voor den drichoek (7 = 3)
S xdm = %f(rr, a2, t e + a0 + a6, 4 aya,). '
Voor het Tetraeder (7 — 4)

. m o
S xtdm :I—(—)((z[l—l—- e Lo, +aa, f.aga)).

104. — Men moet nu nog met L — A |.A;, verme-
nigvuldigen om het traagheidsmoment te verkrijgen.

Daar La;* = Aa, | Aa;

La, — Aa; | Aa, is, heeft men dus
het volgende resultaat:

Beteekent «; den afstand van het hoekpunt a; van een
lijn, drichoek of tetraeder met de massa m tot een
willekeurige as A; ¢; den door de vlakken A, en Aa,
‘ingesloten hoek, zoo is het traagheidsmoment ten op-
zichte van die as gelijk aan:

Van de rechte lijn,

m

;(“:2 + ay? + @ @, cos g,,)

van den driehoek,

o, N
“5(“1 "ty ooy w005 gy oL agi, 008 gy,

105. ~—~ Men kan echter eenvoudiger uitdrukkingen
vinden,
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Is namelijk .S het zwaartepunt van het lichaam (tegelijk
het zwaartepunt van zijn » hoekpunten) dan is

ns—=a +a,....a,
nist—a .. ap? 2@, +....2¢5_41an
of
2ayay ooy @) = nist— (B 2. ...a.%
dus
Saxidn — i T i (r? et a? - ns?)

Hieruit volgt dus voor # — 2 3; 4 het volgende:

Beteekent 5 den afstand van het zwaartepunt van een
lijn, drichoek of tetraeder tot een willekeurige as, en «;
den afstand van het hoekpunt #; tot dezelfde as, w de
massa van de lijn, driechoek of tetraeder, dan is het
traagheidsmoment ten opzichte van die as.

Van de rechte lijn,

s

5 (e, 4 o, ? - 46:)

van den driehoek:

- {rz L rz._,2 + oy - r)rrzi)

12

Van het tetraeder:

—(rtl %rx, —f—rxl +“’i -+ 166%)

20
106. — Voeren wij, ter herleiding van .S x%dm, » pun-
ten &, &,,.... %, in, die voldoen aan de vergelijkingen
(r +4)b; =@ + As (waarin 7 = 1; 2.... .. n is).

Door deze vergelijkingen in het vierkant te brengen,
krijgt men

(14 A% = ai® + 2das -+ A%s? dus
(1 + 2220 = 2a;* + 203 ais + nd*st,
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Maar daar #s —=a, +a, + ..... a, dus Zais = ns? is,
200 is (1 - A)2Zh* = Za;* 4 (2md - wd s
De uitdrukking achter het teeken gelijk, is

St - pisd indien
#A? |- 2mh = n? is, dat is

als A=— 12} L n is.

Stelt men dus
£V 14w bh=ai+ (—1 21 F n)s - iof
@i—.35. ¥
b= gkt dan is
1 4-»
e e,

Sadm—=———— (g + nlY) = (52 4-8,%. ... i
: n(n 4 1)( 1 ) -n( i1 n)

Het lichaam heeft dus hetzelfde traagheidsmoment als
de #» massa punten &, ; d,;.... &,
Voor 2 — 2 is

o —s _ (V34 e + 05— e
b ;

_SJ*

Pty s il 2l 3
ay—s__(1V3—1)a, + (/3 4+ 1)a

b — 4 il 1 2 1,

= 2/ 3

De punten &, en 4, liggen dus symmetrisch ten opzichte
van het midden van de lijn @2, en verdeelen dien af-
stand in verhouding (}/ 3 — 1):(}/ 3 + 1).

Voor n = 3 is:

(voor & het onderste teeken gebruikende)

Qirag S —
5,-::.5‘-— = :3 ?
2 2
of daar w=a + 0t + a is
5._@'i+1+ai+2
T B I ok
2

De punten #; zijn dus het midden der zijden van den
driehoek @2,a,. Hieruit volgt:
Het traagheidsmoment van een driehoek ten opzichte
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van een willekeurige as is hetzelfde als dat van 3 massa-
deeltjes, ieder !, van de massa van den drichoek bevat-
tende, geplaatst in het midden der 3 zijden.

Neemt men voor 4 het bovenste teeken dus

a; — 5 I -
.]?‘ — 5 _;_ (] : | L

2 T 2
dan ligt 4; in het midden van s,

«Len drichoek is dus equimomenteel met 3 massa-
deeltjes ieder !, van de massa van den drichoek bevat-
tende, gelegen op het midden van de lijnen, die het
zwaartepunt met de hoekpunten verbinden,

2 — §
15
Trekt men dus uit het zwaartepunt s van een tetraeder

H

Voor # — 4 is b = s

naar zijn hoekpunten a, ... .. @, lijnen en zet aan weers-
zijden van s op die lijnen stukken af, die gelijk zijn aan
sai: |75, dan krijgt men aan de uitcinden van die stuk-
ken 2 stel punten, ieder van 4 punten, die equimomen-
teel zijn met het tetraeder.
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STELLINGEN.

Onjuist is de bewering van Meauke (Zeitschrift fiir
Math. und Phys. Bd. 2q9) dat de Mosus-Grassmany’sche
puntrekening voor het vinden van traagheidsmomen-

ten geschikter is dan het gebruik van Cartesiaansche
cobrdinaten,

EE

o ; . R S B
Scurémitca's bewijs voor Lim. - P (ScuromcH, 2

Compendium der héh. Analysis) is af te keuren. o o

I11.

|

Het is onjuist, wanneer Sturm beweert, dat het kenmerk {4

voor de convexiteit en de concaviteit van lijnen alleen e

dan niet toe te passen is, als de hoek der codrdinaten- i -‘.!"5
assen stomp is.

(Sturam, Cours d’Analyse Tome I).




IV,

Het gebruik van de Rectificatie formule

r=faV o+ 2)

is bij toepassing op ontwondenen niet wenschelijk.

V.

De door p’Aremserr gegeven methode ter oplossing
eener lineaire differentiaal vergelijking met constante
coéfficienten, is, in geval de hulpvergelijking gelijke
wortels heeft, onnauwkeurig.

V1.

Het bewijs der stelling dat door 3 punten slechts ééne
kegelsnede kan getrokken worden, indien een harer
brandpunten bekend is, (Anal. Meetkunde van.P. vax
Guur Bl 238) is onjuist.

VII,

Het bewijs van Vurper voor het ontbreken van lon-
gitudinale trillingen is te verkiezen boven dat van Fruswer.,

VIIL

Dat de intensiteit van cen totaal gereflecteerden licht
straal bij doorschijnende media, gelijk is aan de intensiteit
van den invallenden straal, rechtvaardigt de interpretatie
van Freswel niet (indringen van licht in het medium).




De verklaring der werking van den minimum-thermo-

meter van Rurnerrorp , voorkomende in Wiininer's Experi-

mental Physik, is onjuist,
x.

De theorie van den bliksemafleider (werking van spitse
geleiders) is onbevredigend.

X1

Het weergeven van het geluid in de telephoon geschiedt
grootendeels door moleculair trillingen.

XII.

Om “het meeste nuttig effect bij electriciteit te ver-
krijgen zijn Thermo-Electrische werktuigen aanbevelens-
waardig.

XIII.

Ook in de kinetische gastheorie is men nog genood-
zaakt afstootende krachten aan te nemen.

XIV.

Wanneer twee atomen door een zekere kracht aan
elkander verbonden zijn, is reeds een veel geringere
kracht in staat die atomen te scheiden.




XV.

De in vele leerbocken voorkomende uitdrukking ,als
homogeen licht kan men Natriumlicht gebruiken” moet

vermeden worden.
XVL

Voor de berckening” der verplaatsingen van sterren
volgens de gezichtsliin is de spectrophotographische
methode de  beste.

XVIL

De beste verklaring van de verschijnselen welke bij de
roode sterren worden waargenomen is die van BRESTER.

XVIII,

Ook aan hen, die in het bezit zijn van het diploma
van het eindexamen eener II. B. S. met s-jarigen cursus
moest, op grond van dat diploma de gelegenheid tot
promoveeren in de Wis- en Natuurkundige faculteit

worden geschonken.
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