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??? HOOFDSTUK 1. Traagheidsellipsoiden, â€” Traagheidsmomenten. A. Bepalingen. I. â€” Is OT de massa van een punt van een massa-stelsel en p de afstand van dat punt tot een punt O.dan wordt de som der producten van elk massadeeltjevan het stelsel met het vierkant van zijn afstand tot O,voorgesteld door (mp\'^), het Polaire traagheidsmo-ment van het massastelsel ten opzichte van het punt Ogenoemd. Bepaalt men de som der producten mr"^, waarin rden afstand tot een rechte lijn beteekent, dan noemtmen ?? [mr\'\'\') het Traagheidsmoment ten opzichte vandie lijn. Bepaalt men ten slotte de som der producten mq"^,waarin q den afstand tot een vlak beteekent, dan wordtZ {tnq\'\'\') het Vlakte traagheidsmoment ten opzichte vandit vlak g-enoemd.



??? 2. Neemt men in een vlak een punt O aan, en richt men in O de normaal ophet vlak, dan is = jrÂ? r""waaruit volgt: = ^{mp\'\') â€” 2:{mq\'\')of het Traagheidsmomentten opzichte van ON isgelijk het Polaire traag-heidsmoment verminderdmet het Vlakte traagheids-moment. B. Traagheidsellipsoiden. 3. â€” Neemt men een punt O als oorsprong van eenrechthoekig co??rdinatenstelsel in de ruimte aan, en brengtmen door O eene lijn, welke met de co??rdinatenassen dehoeken Â?, (i en / maakt, dan kan men het traagheids-moment van een massastelsel ten opzichte van die lijnvinden, want



??? q = X Qos Â? y cos ^ ^ zcos ydus 2:[mp\'\') = -f- 2:{my\'\') -f en 2:{mq^) = cos"" u l.imx\'\') cos\'\'^ i:{my^) cos^\' y ^(wz^)2 cos ^ cos y 2:(myz)2 cos y cos a Z{mzx)^ 2 cos u cos |?? 2{mxy) waaruit 2:{mr\'\') = (i â€” cos"^Â?) ^mx\'^) (i â€” cos\'\'^)-j- (i â€” cos^y) 2\\mz\'^) â€” 2 cos Â§ cos y 2{myz) â€”â€” 2 cos y cos a I^{mzx) â€” 2 cos tt cos ^ 2i(nixy)of daar: cos\'^a cos\'^(S cos^y = i is 2\\mr\'\') = cos^cc 2:m{y\'\' 2^) cos\'\'^  x"") cos\'^\'y  jr^) â€” 2 cos |3 cos y 2:{myz) â€” 2 cos y cos a Z{mzx) â€” 2 cos a cos 2\\mxy). Stel nu ter verkorting-:A = 2;m{y\'\' z^) B = i:m{z^x^) C == {x\'\'D = 2:{myz) E = 2(mzx) F = Zimxy\') dan wordt het traagheidsmoment: = A cos^a -f B cos^^ -)- Ccos^y â€” 2 D cos ^ cos y â€”2 E cos y cos a. â€” 2 F cos a cos (i,terwijl het Vlakte traagheidsmoment na invoering van A\'^^imx"") B\'= Zimy"^) C\'= wordt Zimq"^) â€” A cos^a B\' cos\'^li C cos^y 2 D cos ^ cos y 2 E cos y cos u 2 F cos ct

cos ,terwijl het blijkt dat de grootheden A, B, C, A\', B\',C\', D, E en de volgende eigenschappen bezitten. IA^B^C 2". A-\\-B C=2P, waarin P het polaire traag-heidsmoment beteekent. 3Â?. A^ A\' =P. 4Â?. D. 5Â?. A.B>F\\



??? 6Â?. (A-i- Bâ€”C) (B C â€” A) ^7Â?. C) Câ€”^) Câ€” 4. â€” Noemt men Af de totale massa van het stelsel enkiest men een grootheid k, zoodanig dat Ei^mr\'^) = Mk\'\'\'is, dan noemt men k den traagheidstraal. Zet men nu op elke as (Â?(?/), aan weerszijden van Ostukken O M af, wier lengten omgekeerd evenredig zijnmet den wortel uit het traagheidsmoment ten opzichte van die as, dus O AI â€” q = of = en kiest men de constante zoodanig dat, daar Eimr"^) â€” k\'^Zm is, o/?¨ = fMs, dus _ waar f een constante is, die nog willekeurig gekomenkan worden, dan wordt Zifnr\'\') = E fn . â€” A cos^a -)- B C cos^/ â€”P J - 2 Z> CÂ?>S (} cos y - 2 E cos Y cos Â? - 2 F cos a cos ({ , of na vermenigvuldiging met q^ en bedenkende datQ cos a, Q cos li en p (:os y de co??rdinaten x, y en z vande punten M zijn, dan ontstaat voor de meetkunstigeplaats der punten M de vergelijkingAx"- By\'\' Cz^ â€” 2 Dyz â€”

zExz â€” z Fxy = 2:{m. f").Hieruit blijkt dus, dat de punten M op een oppervlakvan den tweeden graad liggen. 5. â€” Daar nu, volgens de bepaling, een traagheids-moment een positieve grootheid is, volgt hieruit dat 0 = 1/ bestaanbaar is, en dat derhalve het ^ V oppervlak van den tweeden graad een Ellipso??de moetzijn, die den oorsprong van co??rdinaten tot middel-punt heeft.



??? Daar de onderling rechthoekige co??rdinaten assen wille-keurig gekozen zijn, kan men deze assen altijd latensamenvallen met de assen van de Ellipso??de waardoor degrootheden D = i:{myz), E = 2,{mzx) en = Zimxy)nul worden en onze vergelijking zich vereenvoudigt totAa;^ By^ ^ Cz-" = . t^ . . . . (i)wat de Cauchy-Poinsofsche traagheidsellipso??de genoemdwordt, terwijl A, J5 en C Hoofdtraagheidsmomenten ende co??rdinatenassen Hoofdtraagheidsassen zijn. Is het punt O het zwaartepunt van het massastelseldan heet de Ellipso??de Centraalellipso??de. 6. â€” Handelt men op dezelfde wijze bij het vlakte-traagheidsmoment = A cos\'^u B\' cos\'\'^ C cos\'^y 2 Â?> cos ^ cos /2 E cos Y cos a 2 F cos a cos (??den traagheidstraal l noemende en aan weerszijde van Oop de normaal stukken O M= q uitzettende die omge-keerd evenredig zijn met den wortel uit het vlakte traag- heidsmoment, dus Q =

V^ ^^ot/") ^ kiest men nu de constante weder zoo, dat _ jg^ ^g^j^ krijgt men ^ nz A\'x-"- By"" Cz"" ^ 2 Dyz2 Ezx^ 2 Fxy = Z{m .t")of herleid op hoofdassen ... (2) wat de Ellipso??de van Binet genoemd wordt. 7. â€” Noemt men de Hoofdtraagheidstralen van {f) a,b, c, zoodat dus A=: 2im . a^ B = Hm . b^ Câ€”2\'M.c^is,



??? dan wordt (i) a-\'x^ bY c\'z\' = Past men nu de methode der reciproke voerstralen toe, dan is de reciproke ellipso??de ^ ^ \' want beschrijft men om O een bol met straal t en bepaalt voor alle punten Meener figuur harepool vlakken ten op-zichte van den boldan omhullen dievlakken eenefiguurdie de reciproke vande eerste genoemdwordt. Snijdt dushet poolvlak denvoerstraalO M â€” Q in M\'waardoor dus OM\' â€” k den afstand van O tot het pool-vlak aangeeft, zoo is Qk = 2 ^2 Trekt men nu aan â€”5 tt Hâ€”-> = i een raakvlak,a\'- h\'- c\'- dan is de vergelijking van dit vlak waar X, Y, Z loopende co??rdinaten zijn; want in het alge-meen is de vergelijking van het raakvlak aan f{x, y, z) â€” o, De cosinussen der richtingshoeken (/, m, n) van denormaal uit O op dit vlak zijn



??? cosm = â€” â€”. p coslâ€” â€” COS ft : dX\'dZ en waar ^^ dv\'-dZ~ bh X is dus cos l = -r, . V ^ ^^ daar IS, V c\' A7 volgt C??J l â€” -t: . k y 1 2 , r^ . k en cos . n â€” k evenzoodus cos m X a cos l= â€” . k b cos m â€”r â–  k c cos nâ€” â€” .ka â–  b c waaruit a^ cos^ /-l-b^ cos^ m c^ cos^ n = -f-^ XCl O c of d^ cos"^ ly b"^ cos\'\'- m c\'^\' cos^ n = k^ en daar OM . OM\' â€” ?Š^ dus /?¨ = â€” is a^ cos"^ / cos"^ m c^ cos^ n = e of omdat q cos l â€” x q cos m â€” y q cos n = zde co??rdinaten van M zijn bY ^\'z\' = dus ligt M op de Cauchy-Poinsot\'sche ellipso??de en ishet bewijs geleverd.



??? 8. â€” Past men dezelfde methode toe op de Ellipso??devan Binet. A\'x"" B\'y^ C\'z^ = Alt\'dan krijgt men van deze de redproke, zijnde A\' ^ B\' ^ C AIzoodat men ten slotte 4 Ellipso??den heeft Ax\'^ By\'^ Cz"" = Ali". . . (Cauchy-Poinsot). A\'x\'\' ffy"- -f Cz"" = AI(\\ . . (Binet). ^ = ^ . . . (Clebsch). ^ ^ \' jf â–  â–  â–  (legendre). Hiervan zijn dus de 3ÂŽ en 4ÂŽ ellipso??de de reciprokenvan de iÂŽ en 2ÂŽ. C. Hoofdtraagheidsassen. g. â€” In 4. â€” is de traagheidsellipso??deAx\'^ By"" Cz^ â€” 2 Dyz â€” 2 Exz â€” 2 Fxy = ^\'m .gevonden, waaruit blijkt dat de traagheidsproducten tenopzichte van de assen de halve coefficienten zijn vanâ€” yz\\ â€” xz en â€” xy. Bij herleiding der ellipso??de op hoofdassen verdwijnendeze coefficienten. Nu noemt men de assen waarvoor D = E = F = o is,hoofdiraagheidsassen van het stelsel. Daar nu elke ellipso??de drie hoofdassen heeft, bezit elkstoffelijk stelsel minstens drie

hoofdtraagheidsassen. 10. â€” Wil men de hoofdassen van bovenstaande elhp-so??de U~ O vinden, dan kan men de eigenschap ge-bruiken dat het raakvlak aan de ellipso??de in het uiteindevan den voerstraal o(a/iy), van het middelpunt naar



??? h??t punt (xyz) getrokken, loodrecht op den voerstraalstaan moet. Daar nu de richtingscosinussen van den voerstraal envan de normaal in (xyz) van het vlak U â€” o evenredigzijn met dU a en 4 en i dxdUdydU = Ax â€” Fy â€” Ez^ Q(Aa â€” F?Ÿ ~ Ey)= â€”Fx By â€” Dz = p(â€” Fa B?Ÿâ€” Dy) y en = ~ Ex â€” Dy Cz = q(â€” Ea â€” D^ Cy) zoo moet, willen deze lijnen samenvallenAaâ€”FÂ§â€”Ey=Xot j â€” Fcc B^â€”Dy=X^ . . . . (i) â€” Ea â€” D^ Cy = Xy zijn\' waar de beteekenis van X duidelijk wordt door respec-tievelijk de vergelijkingen met a, (3 en / te vermenig-vuldigen en hunne som te nemen, waardoor men krijgt Schrijft men dus (i) in de gedaante Fa {Tâ€”B)^  ny = ol . . (2) Ea  B^(T â€” C)y = o\' en elimineert hieruit a, y dan krijgt men een derdemachtsvergelijking waarvan de determinant isTâ€” A F E F Tâ€”B Z) =o. . (3) E D Tâ€” C De 3 wortels T^, T^ en T.^ dezer vergelijking gesub-

stitueerd in (2) geven de 3 bijbehoorende richtingenKl\'i/i) (Â?il^??/i) en (a.tl.y.) der hoofdassen. II. â€” Daar de g-rootste halve as met den kleinsten



??? lO hoofdtraagheidstraal enz. overeenkomt, kan men nog eenanderen weg volgen tot het opsporen der hoofdassen,namelijk Acx^ B?Ÿ"" C/^ â€” 2 Z)?Ÿy â€” 2 Eyu â€” 2 la?Ÿ = 7ten opzichte van Â?, ?Ÿ, y tot maximum of minimummaken, door de vergelijking naar Â?, ?Ÿ, y te differen- dT tieeren, en dT dT gelijk nul te stellen, waar- da d?Ÿ dydoor men hetzelfde resultaat verkrijgt. 12. â€” Wil men onderzoeken of de 3 wortels van (3)re??el zijn, dan kan men dit doen door (3) te vermenig-vuldigen met D, E en F {T~A)D DF DE EF (Tâ€”B)E DE = O EF DF (Tâ€” C)F en de 2ÂŽ horizontale rij van de iÂŽ, alsmede de 3ÂŽ van de2ÂŽ af te trekken, waardoor de determinant wordt{Tâ€”A)D â€” EFDFâ€”{Tâ€”B)E o O [Tâ€”B) Eâ€” DF DEâ€” {Tâ€” QF = o EF DF {Tâ€”C)F Deelt men nu de verticalen rijen door D. E en F en = L; B stelt A D krijgt men T- L M-7- oEFD of na herleidingEF L â€” T O Nâ€” TT â€” N DF

F DR Nâ€” T EFE Mâ€” T F T - M



??? 11 welke v??rgelijking in de gedaante I I I D-" â€” O L â€” T Mâ€”T\'^ Nâ€”T D.E.F gebracht, doet zien dat, indien ZiV^ is. de 3 wor-tels liggen tusschen â€” 00 en Z; Z, en M/ M en TV oftusschen Z en M/ M en N; iV" en -f naargelangD.E.F positief of negatief is; want voor T â€” â€”^00zijn de 3 eerste termen nul en dus het linksche gedeeltenegatief. Heeft T een waarde iets kleiner dan Z, dan is deeerste term positief en zeer groot, dus het linksche ge-deelte positief. Er ligt dus een wortel tusschen â€” 00 en Z. Ligt T tusschen L en M en zeer digt bij Z, dan isde eerste term negatief en zeer groot, dus het linkschegedeelte negatief. Ligt T echter dicht bij M, dan is de tweede termpositif en zeer groot, dus het linksche gedeelte positief. Er ligt dus een wortel tusschen Z en M. Ligt T tusschen M en N en zeer dicht bij M dan isde tweede term negatief en zeer groot, dus het linkschegedeelte negatief. Ligt T echter

dicht bij N dan is de derde term posi-tief en zeer groot, dus het linksche gedeelte positief. Er ligt dus een wortel tusschen M en N. Men vindt dus dat, indien D.E.F positief is de 3wortels liggen tusschen â€” 00 en Z; Z en M; M en Nterwijl men op dezelfde wijze vindt, dat indien D.E.Fnegatief is, de 3 wortels liggen tusschen Z en M; M en N; N en 00.



??? 12 13- â€” Is er nu een rechte Hjn gegeven en wil menweten of die rechte lijn in eenig punt hoofdas van hetstelsel is, terwijl men tevens dat punt en de beideandere hoofdassen in dat punt wil vinden, dan neemtmen die rechte lijn als z as aan en een punt O van die lijn als oorsprong van\\y\' \' ^ co??rdinaten. Stel nu dat er een punt C is opafstand CO = h waar-voor die lijn hoofdasis, en laten Cx\' enCy\' de twee anderehoofdassen zijn.De assen Cx\' en Cy\' geprojecteerd worden OX\' en OY\'makende met OX en OY den hoek 0, dan isx\' ~ X cos 0 -j- y sin 0y â€” y cos @ â€” sin 0s\' = z â€” h Zmx\'z = cos QZmxz sin QZmyz â€” h{cos QSmx sin QZmy)Zmy \'z\' = cos Q2^myz â€” sin Q2^mxz â€” h(cos QZmy â€” sin Q2^mx)2^mx\'y\' ={cos\'\' 0 â€” sin\'\' Q)Zmxy cos 0 sin 0{2:my^ â€” Znix\'\'\')daar A = 2:m{y ^ z en B = 2:m(x ^ z is, wordt het 2:mx\'y\' = F. cos 20 ^^^ . (A â€” B). Opdat de z-as hoofdas worde,

moet I,mx\'\'i = O en Zmy\'z\' = o zijn en daar OX\' en OY\'de twee andere hoofdassen zijn, moet ook I^mx\'y\' ~ ozijn, waardoor men dus krijgt: cos 02imxz sin 0Eniyz â€” h{fos 0Zmx sin 0Zmy) = o. . . (i)cos 0Zmyz â€” sin 0Zmxz â€” Mcos 0Ziny â€” sin 02,mx) = o. . . (2) mmm F cos 20  .(A â€” B)= O (3)



??? 13 iF (3) geeft tang 20 = ^.........(4) De vergelijkingen (i) en (2) moeten door dezelfdewaarde van h voldaan worden. Elimineer dus uit (i) en (2) h _cos sin QHmyz _ cos Q^lmyz â€” sin 92:mxz cos QZmx sin QiEmy cos 0Xtny â€” sin ÂŽZmx dan geeft dit na vereenvoudiging Zmxz 2^my â€” 21myz Xmx.......(5) voor de voorwaarde waarop de z-as in een punt hoofdas zij. (5) in (i) substitueerende geeft , I, myz 2: mxz ,,, h = = â€”........(6) my 2, mx De vergelijking (6) geeft dus de voorwaarde aanwaarop de 2 as in een punt hoofdas is, en de waardevan h geeft de ligging van dit punt. De beide andere hoofdassen kunnen dan door middelvan de vergelijking (4) gevonden worden. 14. â€” Hieruit volgt: IIs 2 mxz = O en -i\' myz = o dan worden (i) en (2)voldaan door h â€” o dat is, 2 mxz = o en myz â€” ozijn de voorwaarden dat de z as hoofdas is in denoorsprong. 2". Is het stelsel een vlakke plaat dan is z = o dus2

mxz = 0 en 2\' myz = o. Dus ?Š?Šn der hoofd-assen in een punt van een vlakke plaat is denormaal in dat punt. op die plaat. 3". Is het stelsel een omwentelingslichaam begrensddoor 2 vlakken loodrecht op de as, dan is die asin elk zijner punten hoofdas, want elke door-



??? 14 snede loodrecht op de as is een cirkel, bijgevolg mxz = O en 2" myz = o.uit vergelijking (4) blijkt dat er meer waarden n van 0 voldoen en wel 0 4-??.â€” want 2 tg 2(0 ^ â€? ^ = (2 0 nn) = tg 2 ÂŠ waardoor dus de assen in het x\'y\' vlak onderlingloodrecht zijn. 5". Omdat (4) onafhankelijk is van h, ziet men dat,zoo er meer p??nten waren waarvoor de z ashoofdas is, die hoofdassen (namelijk de twee overigeassen loodrecht staande op de z as), alle paarsge-wijze evenwijdig met elkander zouden loopen. In dat geval zou (6) meer dan ?Š?Šn waarde voorh moeten geven, wat alleen mogelijk is, indien2 myz = O; mxz = o; 2 my = 0 en mx = ois, dit sluit in dat de lijn door het zwaartepuntgaat en hoofdas is in den oorsprong, en daar deoorsprong willekeurig genomen kan worden, hoofdasis in ieder harer punten. 15. â€” Daar z niet in de vergelijking (4) voorkomt, volgt er uit dat, in-dien de gegevenelijn

hoofdas is in eenpunt C, de anderetwee hoofdassen inC evenwijdig zullen__zijn aan de hoofd-assen van het gepro-jecteerde stelsel in O. Zoekt men bijvoorbeeld de hoofdassen van een recht-



??? 15 hoekigen driehoek ABC in den rechten hoek, dan is,omdat het stelsel een vlakke plaat is, ?Š?Šn der hoofd-assen de normaal in C. De twee anderen zijn bepaald door 7 2 2 Nu is A = MM 6 6 12 6 ab dus tg. 20 = -Yr-= â€”1-----r- ^ M. â€ž a^ â€” b\' 6" of = i6. â€”â–  Zijn de hoofdassen OX, ?–F en OZ in hetzwaartepunt O en de traagheidsmomenten ten opzichtevan die assen bekend, dan kan men op de volgendewijze de hoofdassen in eenig punt P, liggende in hetXY vlak, en de traagheidsmomenten ten opzichte vandie assen vinden. Een der hoofdassen in P is de normaal op het xy vlak,want zijn / en ^ de co??rdinaten van P dan zijn de vgor-waarden opdat die normaal hoofdas is, 2:mix â€”â–  p) z = oen 2m{y â€” q)z o vervuld; want O is het zwaartepunten de co??rdinatenassen zijn hoofdassen. Om de beide andere assen te vinden, stellen wij datA en B de traagheidsmomenten ten opzichte van

OX enO Y zijn en wel A^ B. Zet men nu op de as van het grootste moment stukken af, aan weerszijden van O, OS â€” OH â€” i



??? i6 zijn de hoofdassen in ^ en evenwijdig aan de co??rdi- natenassen, om- --^ dat^eni^pun- / ten zijn in een der hoofdassen / van het zwaar-tepunt.Het traagheids-moment ten op-zichte van OX is = yi en ten opzichte van iiy = B M. on^ B -^{A â€” B) = Adus gelijk dat ten opzichte van OX. *) Het traagheidsmoment ten opzichte van een as is namelijkgelijk aan het traagheidsmoment ten opzichte van een daarmedeevenwijdige as gaande door het zwaartepunt, vermeerderd methet product van de totale massa met het vierkant van den afstand tusschen de beide assen; wantlaten h en h\' twee evenwijdige assenzijn, r en r\' de afstanden van eenmassapunt m tot die assen ,en S deafstand der assen. Nu is mr\'"^ _ â€žir"^ _ 2mrÂ§ cos A m .dus Unr\'\'^ = intr"^ â€” 2S imr cos A S\'^im. Brengt men door de as h een vlakloodrecht op S, dan is r cos A = x deafstand van m tot dit vlak enimr cos A = imx = x^ lm.Onze

formule wordt dus imr"- = \'??.mr\'^â€” sSx, lm -j- Â§-im. Gaat de as h door het zwaartepunt van het stelsel Z dan is X, = O en dus imr\'\'^ = imr"^ SHm.



??? 17 Elke rechte lijn door S of H in het jtrjy-vlak getrokkenis dus hoofdas in dit punt en het traagheidsmoment ten opzichte van die asr is A. Trek dus SP en HP, dan zijn detraagheidsmomententen opzichte van dielijnen gelijk. Daar Pin een hoofdvlak ligt ^deelen de hoofdassen den hoek SPH (in- en uitwendig)middendoor. Indien men dus metS H tot brandpun-ten een Ellips of Hy-perbool beschrijft, zijnde raaklijn en nor-maal PT en PG ineen punt P hoofdas-sen in P. De punten S ea. H worden brandpunten vantraagheid genoemd. M 17- â€” Het traagheidsmoment ten opzichte van de raaklijn kan men nu vinden door uit O een lijn MN tetrekken, makende met de x-a.s een hoek 0, en uit^\'en Hloodlijnen SN en MH op MN, dan is het traagheidsmo-



??? ment ten opzichte van MN gehjk aan A cos"" 0 Â? sin\'\' 9 = A â€” (A â€” B) sin\'\' 0= A â€” M{OHsin . HM\'\'. Trek nu PT evenwijdig aan MN, dan is het traag-heidsmoment ten opzichte van P2" gehjk aan A ~ M{HAfy M(MVy M{MV^ - HM\'\')= A A/(HV. SZ). A~B Bij de eUips isA - Men krijgt dus Af a\'\' ~ 5\' = = -Af. ?Š\'\' = B Jf- Af. a\\ ,â€” dus A Af{HY. SZ)^ A \\ Af. = B-j- Af. a\' Hpy Af Om het traagheidsmoment ten opzichte van PG te vinden, trektmen uit en opPG de loodhjnen SVen HL, dan is hettraagheidsmoment^^^ - X ten opzichte van ODgehjk aan B cos\'\' 0 -I- A sin\' 0= A - {A â€” 7i) cos\'\' 9 = A â€” M. HL\'.Het traagheidsmoment ten opzichte van PG is dusgehjk aan A â€” Af. HL\' M.LU\' = A â€” Af {HL â€” LU){HL ^LU)^ A â€” Af. HU. SV. Aâ€” n Bij de Hyperbool is = OS\' = A â€” M.d\' = B-Ji~Af. a\'.Men kriigt dus Hii<s



??? 19 A â€” M{HU. SV) = A â€” = 19. â€” De brandpunten van traagheid zijn gemakkehjkte vinden voor eene Ellips met assen 2a en 2b. Daar namelijk de traagheidsmomenten van eene ellipsten opzichte van de groote en kleine as respectievelijk M. â€” en M. â€” zijn, is de kleine as de as van het groot-4 4 ste moment en liggen dus de brandpunten van traagheidop de kleine as. Daar nu yi = il/. â€” en B â€” M. â€” is, wordt de af-4 4 stand dier punten tot O OS == OH B â–  ?¨\\ M 20. â€” De punten S en H liggende op de X-as, dusin het XK-vlak hebben, zooals gebleken is, de eigen-schap dat de traagheidsmomenten ten opzichte van allelijnen in het XK-vlak door en Afgetrokken gelijk zijn. Zijn er nu dergelijke punten in de ruimte, punten der- derhalve waarvoor de 7. -3- r p\' .S Z\' Ellipso??de een bolwordt ? Laat O het zwaar-tepunt en OX, OYen OZ de hoofdassenin het zwaartepuntzijn. Wil danzulk een

punt zijn,dan moet I^my\'\'!! = Zmx^z\'â€” Zmx\'y\' â€” O zijn



??? 20 X^ a x\', y = [i z = / 2\', dus â€” (3) (2 â€” = O; 2:jn(x â€” Â?) (2 â€” /) = o; 2:m{x â€” ") (y â€” (i) = O dat is 2myz â€” (3 21mz â€” / I^my M. f^y â€” o2mxz â€” Â? Zmz â€” / 27nx -)- M. ay oZmxy â€” Â? â€” ji i/. Uji = O. Daar O het zwaartepunt is en de co??rdinatenassenhoofdassen zijn, vereenvoudigen onze vergehjkingen zichdus tot M(Sy = O May = O Mali = oof a|3 â€” O ay = O ^y = o. Hieruit volgt dat 2 van de 3 grootheden Â?, j? en / nulmoeten zijn. Stel (S â€” o en / = o. Het punt P moet dus liggen op een van de hoofdassenin O, en is nu P\'. Daar de traagheidsmomenten ten opzichte van de 3assen in P\', die evenwijdig aan de co??rdinatenassen zijn,A; B Ma-" en C Ma"" zijn, moet C = B en A = B-\\- Ma"^ zijn, dus waardoor men dus de punten S en H vindt, en daaruitbesluit dat deze de eenige punten zijn, waarvoor deEllipso??de een bol wordt. 21. â€” Is een lichaam herleid tot zijn hoofdassen

inhet zwaartepunt O en zijn A, B en C zijn hoofdtraag-heidsmomenten, terwijl de massa van het lichaam alseenheid wordt aangenomen, en wil men dan de hoofd-assen en hoofdmomenten in eenig willekeurig punt Popsporen, dan construeere men een oppervlak van dentweeden graad, confocaal met de traagheidsellipso??de,waarvan de vierkanten der halve assen zijn a^ â€” AP z= Bl en â‚?"^=â‚?4-1, wat dus voor de traagheids-



??? 21 ellipso??de p = i een confocale Ellipso??de ^fljTl  l C 1 ^ \' \' l^epale nu het traagheidsmoment ten opzichte van een raakvlak aan hetconfocale oppervlak. Zijn Â?, en / de hoeken die de loodlijn op een raak-vlak met de co??rdinatenassen maakt, dan is het traag-heidsmoment ten opzichte van een vlak door O evenwijdigaan het raakvlak A B^y C _ ^^ C cos^y). Telt men hierbij op het vierkant van den afstandtusschen de beide evenwijdige vlakken, te weten {A 4- ;i) cos\'\' Â? (/i ;i) cos\'\' |?? -f (C -f A) cos\'\' ydan krijgt men voor het traagheidsmoment ten opzichtevan een raakvlak A B C X of B-ir Câ€”A 2 I -- 2 Hieruit blijkt dus dat de traagheidsmomenten tenopzichte van alle raakvlakken aan een oppervlak confo-caal met de traagheidsellipso??de dezelfde zijn. Al deze vlakken zijn hoofdvlakken in het raakpunt,want brengt men een willekeurig vlak door P, dan zal,indien het confocale oppervlak een

Ellipso??de is, hetraakvlak evenwijdig aan het vlak door P, verder vanden oorsprong liggen dan dit vlak, dus zal het traag-heidsmoment ten opzichte van een vlak door P kleinerzijn dan dat ten opzichte van een raakvlak aan de confo-cale Ellipso??de door P. Het raakvlak aan de Ellipso??deis dus het Hoofdvlak van het grootste moment. Daarmen door een gegeven punt, 3 confocale oppervlakkenkan brengen, namelijk een Ellipso??de, een Hyperbolo??de



??? 22 met 2 takken en een Hyperbolo??de met ?Š?Šn tak, vindtmen op dezelfde wijze redeneerende, dat het raakvlakaan de confocale Hyperbolo??de met 2 takken bet Hoofd-vlak van het kleinste moment is, en het raakvlak aan deHyperboloide met i tak het Hoofdvlak is van hettusschenliggende moment De normalen op de 3 confocale oppervlakken door Pzijn de hoofdassen in P, want wanneer 3 onderling lood-rechte lijnen elkander in het gegeven punt P ontmoetenen zoodanig zijn, dat zij als co??rdinatenassen aangenomende producten Zmxy\\ Zmyz-, 2mxz nul maken, dan zijndie lijnen hoofdassen in het gegeven punt. De hoofdas van het kleinste moment is normaal op deconfocale Ellipso??de, en van het grootste moment normaalop de confocale Hyperbolo??de met 2 takken, want desom van de traagheidsmomenten van een stelsel tenopzichte van een vlak door een gegeven punt en denormaal in dat

punt is constant en gelijk aan het traag-heidsraoment van het stelsel ten opzichte van dat punt.Neemt men namelijk het gegeven punt als oorsprong enhet vlak als xy vlak aan, dan is C -f C = Hmr"^ onaf-hankelijk van de richting der assen. Hieruit volgt A = ^ ^ ^ . Het traagheidsmoment ten opzichte van P is f want het traagheidsmoment voor eenig co??rdinatenstelselis gelijk het traagheidsmoment voor een daarmede even-wijdig co??rdinatenstelsel met het zwaartepunt als oorsprongvermeerderd met het traagheidsmoment van de totalemassa in het zwaartepunt ten opzichte van het eersteco??rdinatenstelsel.



??? 23 De traagheidsmomenten ten opzichte van de normalenaan de 3 confocale oppervlakken door P wier parameterszijn Aj; en worden dus l, , OP\' â€” Aj en OP\' 22. â€” Indien de hoofdassen in het zwaartepunt totco??rdinatenassen gekozen zijn, kan men als volgt tewerk gaan om de voorwaarden op te sporen opdat eengegeven rechte lijn ^ â€”f_yâ€”g_z â€” hl \' (O m n in een bepaald punt hoofdas worde. Wil die rechte lijn hoofdas zijn in een punt, dan moetzy in dat punt normaal zijn op (2) A B l\'^ Cl hlieruit volgt dat men krijgt: AT = un. . (3) A X - ^ 1 == De waarden van jy, z uit (3) in (i) gesubstitueerd geeft Hieruit fi elimineerende krijgt men _ l \'m_m n_ n l -A^- B^-C^ â–  â€? â€? (4) voor de voorwaarde dat de rechte lijn hoofdas is in een bepaald punt. X, y, z uit (3) in (2) substitueerende geeft -f n\') = ~ â€” (AP Bm\' Cn\'). Men kent dus nu X en terwijl (3) de co??rdinatenX, y, z van het punt bepaalt. OP\'



??? 24 D. Berekening van Traagheidsmomenten. Â?. Methode van Huyghens. 23. â€” In het vierde deel van zijn Horologium oscilla-torium onder het opschrift â€žde centro oscillationis" bewijstHuyghens , dat de lengte van den enkelvoudigen slin- ger is ^_Ilmr\'\' Zmr Ten einde nu Zmr\'\' te vinden, bezigt Huyghens eenwigvormig lichaam. Indien men namelijk door de raaklijn aan het vlakkegrondvlak van een recht cilindrisch lichaam getrokken,een vlak brengt dat met het grondvlak een hoek van45Â° maakt, dan ontstaat een wigvormig lichaam begrensddoor 2 vlakken, die genoemde raaklijn gemeen hebben,terwijl de zijwand van het lichaam loodrecht staat op het grondvlak. De op het grondvlak geprojecteerde afstandLA van het zwaartepunt der wig tot de raaklijn wordtsubcentrica genoemd. In de 7ÂŽ stelling bewijst Huyghens dat de inhoud der



??? 25 wig die van een lichaam is, hetwelk het grondvlak totbasis en de afstand FA van het zwaartepunt van hetgrondvlak tot de raaklijn tot hoogte heett. Verdeel ACBin kleine gelijke deeltjes en richt op die deeltjes parallel-opipeda op. Zij LA de subcentrica van de wig. De hoogtevan een parallelopipedum zooals GK is gelijk aan denafstand van een deeltje G tot AE\\ het product van GKmet GH is dus gelijk het deeltje G met het vierkant vanGH. De som der producten van alle parallelopipeda methunne afstanden tot AE is gelijk aan het product van dewig ABD met den afstand AL. Dus is de som der pro-ducten van de deeltjes G met de kwadraten van hunneafstanden tot AE gelijk aan het product van ACB meteen rechthoek tot zijden hebbende FA en LA. Daar nuACB gelijk is aan het prodiict van een deeltje G met hetaantal van die deeltjes volgt er uit dat de som van de kwa-draten der afstanden tot AE gelijk is aan

den rechthoekop FA en LA vermenigvuldigd met het aantal deeltjes. ??rekt men een lijn HK evenwijdig aan AE dan isZ{GKf = XiJCD)\'\' -h 2X{KD . DG)^ 2{DGy.



??? 26 Daar KD = HA, EiDG) = Z{AF) =n.AF is,zoo blijkt = n . HA\' 2/Z4 . n . AF n. AF. AL= n.HA\'\' in . HA . AF ^ n . AF^ n.AF.FL= n.HF\'\' yn.AF .FL.Gaat HK door het zwaartepunt F dan is^{GKy = n.AF.FL.e r r \\ \\ A My Kir E j) Â? r y H Zij ABCD een lichaam, en in E een lijn loodrecht ophet vlak van teekening. Breng nu door de lijn in E twee onderling loodrechtevlakken {EAC, gaande door het zwaartepunt) en EG. Verdeel het lichaam in gelijke kleine deeltjes zooals F,dan is FE^ = FG\'^ y- FH\\ Zij nu OQP een vlakke figuur in het slingervlak vanABCD en van gelijke hoogte met ABCD en zoo gecon-



??? 27 strueerd dat de lijnen QQ, RR, enz. evenwijdig zijn aan,en overeenkomen met de vlakken AIM, NN, enz. Verdeel OQP in evenveel deeltjes als ABCD De lijnen<2(2 en RR evenwijdig aan de vlakken MM en NN ge-trokken , zijn zoodanig dat de verhouding van RR tot <2 Qdezelfde is als die van NN XoX MM, dan zullen er inhet segment RQQR evenveel deeltjes aanwezig zijn alsin het segment NMMN. De som van de kwadraten derloodlijnen uit NMMN op EG neergelaten zal dus gelijkzijn aan de som van de kwadraten der loodlijnen uitRQQR op EG neergelaten. Zij op dezelfde wijze SYTZ een vlakke figuur vangelijke breedte met ABCD en loodrecht op zijn slinger-vlak, dan zal de som van de kwadraten der loodlijnenuit KLLK op EAC neergelaten gelijk zijn aan de somvan de kwadraten der loodlijnen uit VXXV op EACneergelaten. Zij ABCD een doorsnede van het lichaam en is in deevenredig-e fie-uur OQP, die in het

slingervlak is, de



??? 28 afstand fPP gegeven, waarop het zwaartepunt van dehalve figuur OPV van de as OP ligt, dan kan men desom der kwadraten van de afstanden der deeltjes van hetlichaam ABCD tot het vlak EC bepalen. Alle secties NN, MM enz. moeten echter gelijkvormigzijn, en het vlak EC moet door de zwaartepunten vanhen allen gaan, zooals het geval is bij prismas, pyra-miden, enz. Laat BD de grootste der genoemde secties zijn, enin B een lijn opgericht evenwijdig aan de as in E. Zij BC de afstand "van het zwaartepunt van de sectieBD tot de lijn in B en BK de subcentrica van de wigop BD. Zij J het midden van PV. Indien nu /IP: P<I) =-\'- rechthoek BCK: een ruimte Zdan is Z maal het aantal deeltjes van ABCD gelijk aande gevraagde som der kwadraten van de afstanden tot EC. Zij NX de afstand van het zwaartepunt van de sectieNN tot de lijn in N evenwijdig aan die in E getrokkenen NF de subcentrica van de wig op NN. De

kwadraten van de afstanden der deeltjes van hetvlak BD en NN tot het vlak EC zijn dan respectievelijkBC. CK. H en NX. XF. n\', indien er n en n\' deeltjeszijn in BD en NN. Nu staat de rechthoek BCK tot NXF als BD\'\'-. NN\'. Het aantal deeltjes van BD staat tot dat van TViValsdie secties zelve dat is als BD\'^-. NN\'^. Dus BC CK. n : NX. XF . n\' BD": NN" of in deovereenkomstige figuur = VV^ : KR\'\'. Hieruit volgt dat de som der kwadraten van de sectiesvan het lichaam tot die van een cilinder BDSS methetzelfde grondvlak en dezelfde hoogte zich moeten ver-houden als de som van alle VV, RR\'\' tot evenvele VVdat is, als het omwentelingslichaam om OP tot een



??? 29 cilinder VViiSi met basis W en hoogte OP, dus als deproducten der beschrijvende vlakken (OPVen den recht-hoek PSi) met de afstanden der zwaartepunten P(P enP/f ; OPV en PSi verhouden zich als het lichaam ABCDtot den cilinder BDSS dat is, als het aantal deeltjes vanABCD tot het aantal deeltjes van BDSS-, terwijl PtfJzich tot Pd verhoudt als Z tot BCK-, dus de som van dekwadraten van de afstanden der deeltjes van ABCD totEC verhoudt zich tot de som van de kwadraten derafstanden van de deeltjes van den cilinder BDSS tot EC,als Z maal het aantal deeltjes van ABCD tot den recht-hoek BCK maal het aantal deeltjes van BDSS-, en hieruitvolgt dat Z maal het aantal deeltjes van het lichaam gelijkis aan de som van de kwadraten der afstanden tot EC. |3. Berekening door Integratie. 24. â€” Ten einde bij vlakke figuren het traagheids-moment door Integratie te bepalen, verdeele men defiguur door lijnen

evenwijdig aan de as in oneindig dunne strooken. Indien mendan verder den inhoudvan een strook uit-drukt in functie vanden afstand tot de askan men, door Inte-gratie , zeer gemakke-lijk tot het traagheids-moment der figuurkomen. Wil men bijvoor-beeld het traagheids-moment van een drie-gaande door een van hoek ten opzichte van een liin



??? 30 zijne hoekpunten bepalen, dan verlengt men BC tot in D, dan is ABC = ABD â€” ACD dus Inhoud strook = ydx terwijl y. Â§ â€” x â– . ^ dus y ~ I, ^ ^ ^ g _^ waardoor inhoud strook = l. \'----dx. f Beteekent nu (F) onderaan T het traagheidsmomentten opzichte van de F-as, dan is dus Noem de loodlijn uit C op AY. . . . y dan is evenzoo = 72 â€? vindt dus fji _ y\\ maar M â€” ^ zijnde Zoekt men het traagheidsmoment ten opzichte van AXen noemt men do loodlijnen uit B en C op AX. ... en dan is T^,,= (P Â§\'/ Dc grootheden A = 2:m{y\'\' z^), B = 2:m{z\'\' -f x");C = 2Lm{x\'\'  zijn in dit geval (2 = 0), A = Zmy\'\' B = ^mx"" C = Zin{x\'\' jy^),dus C= A^ B of ^(normaal) ^(H ^(normaal in A) = f ^^ p



??? M 31 ^(V) = ^ \' Wordt de hoek XAY kleiner, dan wordt ?Ÿ kleiner endus ook . Valt A V langs AB dan is ?Ÿ = o en ^ (AB) 6 â–  Valt AK binnen den driehoek dan is ?Ÿ negatief dusdan is het traagheidsmoment 25. â€” Heeft een lichaam een massa /<w dan is, indienhet lichaam homogeen is T= fi ?’ y^?¤i maar dm = dydx dus of j ^^ j y^dy Heeft men dus een homogeene rechthoek, met zijden2a en 2b en wil men van dien rechthoek het traagheids-moment ten opzichte van eene as opsporen, welke asdoor het centrum van den rechthoek evenwijdig aan eenvan de zijden loopt, dan is y Men heeft gevonden \'-03



??? 3 323./ ilÂ? (â€?Y) T = of daar A f = 4 ab^ is Evonzoo 7",,â€ž = Af . â€”O) 3 derhalve a\' b\'\' T, \' = Af(normaal) 26. â€” Heeft men een Ellips met assen 2a en 2b enverdeelt men die ellips in strooken evenwijdig aan del\'-as, dan is de inhoud van een strook gelijk ydx, als dxde dikte der strook voorstelt. Daar de Ellips 4 kwa-dranten heeft, vindt men voor het traagheidsmomentten opzichte van de l\'-as. Y ^(D = maar uit de vergelijking van de \\ X\' -X Ellips i___^J O dus volgt fa _ T.^, = 4Â? . â€” I x\'V a\' â€” x\' dx.ajo Stel X â€” a sm (f, dan is b r- \' 7" â€” fi . â€” .a* \'4 sm\' gj eos\' tp df\' a j 0 = . - . a* f \' sin\' 2(f) ??qi



??? = 1} 33 cos 49" c((p = - . uda^.4 fina?¨ Daar IS Evenzoo vindt men en dus a^ ?¨^ ^(normaal) ^\' Voor den cirkel wordt b = a dus a- T. = M. (normaal) 2 27. â€” Uit de vergelijking der Ellipso??de ^ I 7 1 ^ _ volgt ^ "T" PN^^-Va"" â€”x^ QN= ty^a^^x\'



??? 34 dus inhoud schijQe bc = (tt . /W. QN) = p . nia-^ â€” x^).Bij de Elhps heeft men gevonden (normaal) l. 4 J dus hier daar de x-a.s normaal op de Elliptische schijfis en gebruik makende van (X) 7 â€” T A- T (normaal) " ^ ^(r.) dus 4 a bc 16 \'(A-) 15 = â€” firrabc . 5 daar Af = â€” /xnabc is, volgt dus Evenzoo vindt men en 5 a-" 4- b^ Voor een bol met straal a wordt dus het traagheids-moment ten opzichte van elke lijn door het middelpuntT = Ma"".28. â€” Er is gevonden bij den n"^ 4- Rechthoek T, ^ = ^ ^ (norm.) 3 a^ b-" EllipsEllipso??de T, .^M.(norm.) 4 b^ T = Af. (JT) 28. â€” Er is Dfevonden bii den Rechthoek (norm.) M. a-" 4- b-\' ; i 3 â€? i Ellips T â€”(norm.) M b-\' 4 1 . Ellipso??de T â€” m M b-" 5



??? 35 dus blijkt de volgende algemeene regel bij symmetrielichamen Som der kwadraten van de beide andere onderling loodrechte, halve assen symmetrie as \\ ---- ) 3 of 4 of 5 waarin de noemer 3, 4 of 5 is, naargelang het lichaam rechthoekig, elliptisch of ellipso??disch is. y. Bepaling der traagheidsmomenten doorDifferentiatie. 29. â€” Wil men het traagheidsmoment van een dunneschil bepalen, dan kan men dit door Differentiatie doen,indien het traagheidsmoment van het lichaam dat doordie schil wordt ingesloten bekend is, benevens de wetvolgens welke het volumen bij Differentiatie toeneemt. Men weet dat het traagheidsmoment van een Ellipso??demet assen 2a; 2b en 2c ten opzichte van de a as is M. â€”^^â€” of Ttqabc .-!-. 5 5 Laat de Ellipso??de zeer weinig in grootte toenemen, dan is het traagheidsmoment van de schil = d . *L nqabc . - 5 I Is de schil gelijkvormig met de eerste gedaante zoodatdus â€” = / en â€” = ^

is, dan is het traagheidsmoment van (X O/ de schil ^(a) = ^ i Vs ^Qpq â–  ^^^ â€? I = Va ngpq {p\' q\') a"da.Daar nu M = "L noabc â€” "L nopqa^ en dus Het traagheidsmoment ten opzichte van een â€” M.



??? 36 m = dM = /^nQpqd\'\'da is, zoo is het traagheidsmomentvan de schil \' â€” Voor een bolvormige schil \\s a = b = c dust == ^/j ma\'. 30. â€” Wanneer een Ellipso??de verdeeld is in oneindigdunne lagen, terwijl de dichtheid van laag tot laag ver-andert, maar in elke laag constant is, kan men metbehulp van deze methode het traagheidsmoment van deEllipso??de vinden. Laat het traagheidsmoment van de Ellipso??de van con-stante dichtheid afhangen van zekeren parameter a,dan kan men dit traagheidsmoment voorstellen doorT = ^{a) . D. Het traagheidsmoment van de schil is dant=dT= IDq,\' (a) da. Wordt D nu veranderlijk met a dan is, D voorgesteld door p, T â€” \\ (a) da. J 0 Als voorbeeld neem ik een Ellipso??de met halve grooteas-fl en q = ka dan is dT= % nkpq 4- a\'-da T,. = \\ nkpq ip\' q^) dM = ^nqpq a\'^da â€” ^nkpq a^da Af = nkpqa\'^ il = % = % -f- zijnde,dus maar 31. â€” Als voorbeeld neem ik een

bol waarvan de



??? 37 dichtheid in het centrum afneemt naar den omtrek toe,dus Q = Q^ â€” fir T= % Mr\' = "/isdr= \\ nqr\'dr T= njgr*dr = % n Qo y.5 6 Met behulp van Symmetrievlakken. 32. â€” In het algemeen heeft men tot het vinden vantraagheidsmomenten de hoofdassen voor het zwaartepuntnoodig. Nu kan men deze gemakkelijk vinden, wanneerde massaelementen ten opzichte van een vlak t symme-trisch liggen, dat wil zeggen wanneer deze elementenpaarsgewijze gelijke massas bezitten en elk paar op eennormaal op dit vlak aan weerszijden op gelijke afstandenvan dit vlak liggen. Want zulk een normaal is hoofdas voor zijn voetpunt.Kiest men namelijk het voetpunt tot oorsprong van eenrechthoekig co??rdinatenstelsel en de normaal tot 2-as danis Zimyz) = o en Z(mxT) = o. Is er nu nog een tweedesymmetrie vlak t\' loodrecht op het eerste f, dan zijn delijnen die in een willekeurig punt van de snijlijn dezervlakken t en t\'

loodrecht op die vlakken getrokkenworden 2 hoofdassen. Heeft men dus 3 onderling lood-rechte symmetrie vlakken, dan snijden deze vlakken



??? 38 elkander volgens 3 hoofdassen, en daar hun snijpunt hetzwaartepunt is, zijn deze assen hoofdcentraalassen. Dan heeft men slechts A\' = Zx\'^dm B\' = Zy-\'dm C = Hz\'\'dmte vormen, waarin dm = gdv = qdxdydz is, om te vindenA 4- 2\') dm = B\' C\' B = 2X2\' x-") dm = C A\'C = ^{x-\' jv^) dm = A\' B\'en dus is ook het traagheidsmoment ten opzichte van eenwillekeurige as, die de hoeken a, y met de co??rdi-natenassen maakt, bekend T = A cos\'^u 4- B cos\'^ C cos\'^y. I.egt men door een punt {xyz) drie vlakken loodrechtop de co??rdinatenassen en noemt de doorsneden Qx, Qyen Qz zoo is A\' j qx\'^Qx dx v4 ?’ qy-\'QydyC =f qz^Qz dz. B\' 33. â€” Nemen wij als voorbeeld het rechthoekig Paral-lelopipedum (a?¨c) dus y = Qbc r 2 x\'dx = A 2 B\' = Qca l I y\'^dy = ^V~ 2" C\' --- qab ^ zV2 = mc\' A= ^\'^m {?¨^ -f c^) B= tV m (c^ a^) ia\' -f ..JiiL\' ma-



??? 39 dus is het traagheidsmoment voor een v^illekeurige as,die de hoeken a, (5, y met de hoofdassen maakt: r = OT j c-") cos\'\'Â? (c\' cos""^ P)cos-\'y [. De vergelijking van de reeks Cauchy-Poinsot\'sche EUip-so??den vi^ordt dus en de vergelijking van de reciproke = 12. 34.â€” Heeft men een Ellipso??de met halve assen a, b, en c â– Ta T?? 72 â€” I Q^ = nbc dan is de vergelijking der doorsnede loodrecht op de JT-as Men verkrijgt dus Qy = nca en dus - a A I A\' â€” ngbc x\'^ i---\\dxâ€”â€”nQa^c = -ma\'\'. J - a \\ ^ \' \'5 5 Evenzoo B\'=-mb^ en C\'=-mc\'\' 5 5 dus c^) B = a^) 5 5



??? 40 Het traagheidsmoment voor eene as, die de hoekena, y met de hoofdassen maakt, is dus Voor de Omwentelingsellipso??de ^^ jV^ 5 ^ ^ 5 â€” r\' Voor den bol A^B= C= T=^-ma\\5 f. Traagheidsmomenten van Omwentelingslichamen. 35. â€” Kies een punt O van de omwentelingsas totoorsprong, de as zelve tot .;\\;-as en 2 daarop en onder-ling loodrechte assen als y- en z-as.Dan is A\' = 2:x\'\'dm B\' = 2:y\'-dm ^C = ZzHm = i^XjV\' = \\AB = C A\' = -f x-\')dm = C = A\' B\'= ^{x-" y\')dm = A\'Men heeft dus alleen A en A\' te kennen. Het volumen-element krijgt men door het lichaam te snijden: i". door 2 Meridiaanvlakken gaande door de jv-as ma-kende met het snijvlak de hoeken (jp en qs di^:2door 2 cilinders om de ^-as op afstanden r en r dr.3". door 2 vlakken loodrecht op de x-as op afstandenX en X dx van den oorsprong. IS T- \' T â€” â€” m5 15



??? 41 Hierdoor is dm â€” Qrdrdqdx. Daar ook nog r\' = y\' z\' is, volgt A = Q j ^^ f O ?’ rb r2v: rr A\' â€” Q / x\'dx / fl^ip I rdr Ja J O J O rb /â€?271 fr m = Q j J J De grenzen zijn r = o en ^ = de vergelijking van het omw^entelingsvlak is; qi = O en qp = 2 TT;X = a en X â€” ?¨ de grensvlakken loodrecht op de ;i:-as. A^i^re r l/(x)rdx gesubstitueerd in "= r x\'\\f{x)Ydx J a ng f U{x)Ydx ) â€?! a I T = A cos\' a B cos\' I? C cos\'r == A cos\' a {A\'-\\-\\A) {cos\' Â§ cos\' y) == A cos\' a (A\' ^A) {i â€” cos\' a)T = AA\') (i A â€” A\') cos\'Â?. 36. â€” Voor een omwrentelingscilinder r tot straal enh tot hoogte hebbende is a= â€” \\h b â€” \\h /(x) = r en m~ nqr\'hA = ^ Tri>r*/i = ^ mr\'A\'= ^-^ugr\'h^ = ^^mh\'B=C=\\m{r\'-\\-yi\'). 37. â€” Voor een omwentelingskegel, hoogte h enstraal grondvlak r, wordt als de top tot oorsprong geko-zen wordt f{x) = ^ x\\ a ~ o\\ b â€” h.



??? 42 A Het Traagheidsmoment voor de Hoofdcentraalas lood-recht op de as van den kegel is Methode van Townsend. 38. â€” Townsend heeft bewezen dat, als een symme-trische vlakke figuur wentelt om een lijn evenwijdig aande symmetrieas, dan zal, indien M de massa, K detraagheidstraal en ?? de afstand tot de omwentelingsas isT= -f zijn. Bewijs. jy dto = mk\'\' dMâ€” luQ {y -)- du)dT= zuQ {y -f- ?¨ydm II Nl A\' mh\'\'5 A = mr\'10 T â€” 2nQ ?’(jV -fT = 27re f(y\' iy^ ^y??^ -f dco. Nu is ?’ liy??\'dco = sS\'^Jydw â€”?’ y^ dw daar er evenveel positieveals negatieve deeltjes zijn. endus â€” O 27TQ {sdy\'\' dm dw) = 2ttq {^Smk^ -f to)== 2nQw5 (ik^ -f d^)Misk\' d\\



??? 43 39- â€” Wil men nu het traagheidsmoment van een ringbepalen, dan zoekt men eerst, daar de ring ontstaat doorwenteling van een cirkel om een lijn, buiten den cirkelmaar in het vlak van den cirkel gelegen, met behulpvan de Integratiemethode, het traagheidsmoment van dencirkel, ten opzichte van een middellijn, evenwijdig aan de as en past dande methode van ??ownsend toe. Men vindt dusmassa laagje= (Kydx au Stel X ~ a sin T^^^ = 4|U J^ a^ stn\'\' q>(a^ â€” a^ sin^ qp)^ . a cos qi e/q> =.v f: I â€” cos 4ÂŽ n = ffV - 4 _ fina\'^ (!/) ~ 4 â–  Â?P TT Daar /= na\'\' dus M=una\' is, zoo volgt (!/) 4 waaruit k\'\' â€” â€” â– 4 Door toepassing van de stelling van Townsend ver-krijgt men dus, daar = is 4



??? 44 7], Methode hij gelijkvormige stelsels. 40. ~ Worden 2 gelijkvormige stelsels in evenveelgelijkvormige elementen verdeeld, dan verhouden deelementen zich als hunne afmetingen, dus voor lineaireafmetingen is de verhouding t, voor vlakken i ^, voorruimteafmetingen Ten opzichte van 2 gelijkstandige assen verhoudenzich dus hunne traagheidsmomenten als f^, t*, Noemt men dus de traagheidsmomenten ten opzichtevan die beide assen T en T\' dan is T = Twaarin = 3; 4 of 5 is. 41. â€” Heeft men bijvoorbeeld eene rechte lijn AB = l met eene massa m en deeltl?? Z, men die lijn door een wille- keurige as h middendoor,en trekt aan het uiteindeA eene daarmede evenwij-dige as h\\ dan zijn BZ enAB gelijkvormige stelselsten opzichte van de gelijk-standige assen h en h\'. Het traagbeidsmomentvan AB ten opzichte van his gelijk het traagheidsmoment van AZ en van BZ tenopzichte van h, dus is het traagheidsrftoment

van BZten opzichte van h het halve traagheidsmoment van ABten opzichte van h. Noemt men nu het traagheidsmoment van AB tenopzichte van h ... . T en het traagheidsmoment van ABten opzichte van h\'... . T\', dan is het traaeheidsmoment



??? 45 AB van BZ ten opzichte van ^ = ^ en daar ^^ = t â€” 2 JIj ^ is, krijgt men ^ AB (h\') ~ ^ \' â–  J ^^B (ft) ~ 4 T^b (hy Noemt men nu ?? de afstand der evenwijdige assen,dan geldt in het algemeen T\' = M^\' dus in ons geval T\' â€” T ^ AB (h\') - ^ 4- - ml\' sin\' a AB(h) waaruit in verband met bovenstaande vergelijking volgt m n â–  â€?= â€” l\' stn- T of. 12 AB(h) 42. â€” Kiezen wij als tweede voorbeeld een paral-lelogram. Het traagheidsmo-ment is de som dertraagheidsmomentenvan de 4 Parallelo-grammen AZ-, BZ-,CZ en DZ welke onderling congruent zijn, dus is f â€” 2. ^Z en CZ hebben evenals BZ en DZ gelijke traag-heidsmomenten ten opzichte van een willekeurige as-?„door Z, welke as niet in het vlak van het parallelogrambehoeft te liggen. Men heeft dus ^JC(h) ~ ^ i^AZ^CZih)^ ^BZ=DZ(,h))- Trek door A een as h\' evenwijdig aan h, dan is dusT â€” T\' ^AZ-CZ(K) \'\' AHKy Trek door B een as h" evenwijdig aan h,

dan is dus



??? 46 T. AO{h)â€” ^ AZ(h\') ^"bzqi")). Daar nu de parallelogrammen CZen AC, alsmede DZen BD gelijkvormige stelsels zijn ten opzichte van deassen h en h\' als ook van h en h" en ?Š = 2 is volgt,als Tj^cQi\') "^"acqi\'\') dÂŽ traagheidsmomenten van hetgeheele parallelogram zijn ten opzichte van h\' en h!\' = 2*. Z\' 2^ T T _ AO(h\') AZ= CZ(ll) AZ= CZ?œt\') J"\' - T _ T" AC(h\'\') " â€? BZ= DZ(h) - â–  -L BX= DZ(V\'r Noemt men p en q de afstanden van de as h tot deassen h\' en h" dan is Mq-" dus krijgt men TAC,.)  = 2 M{p- q\') in verband met het bovenstaande Ii* T\' â€” T AC(k\') ACih) X" â€” T AC(h") JCth) en of Als 3ÂŽ voorbeeldnemen wij een drie-hoek ABC met massam. Hij is de helftvan het parallelogramA CBC met massaM = 2m. Trekt mendoor het uiteinde Pvan de zwaartelijn CPeene as-A\' evenwijdig aan de willekeuriggetrokken as h door het zwaartepunt Z van den driehoek, dan \' C\'\'



??? 47 is het traagheidsmoment van den driehoek ten opzichtevan A\' het halve traagheidsmoment van het parallelogramten opzichte van h\'. Volgens 42 is duswaarin â€” / = BD en 3/ = I (3/) CE de loodlijnen zijn uit i? en C op h\' neergelaten. Brengt men een vlak loodrecht op de assen h en h\\dan is y de projectie van AB = c op dit vlak en CE = 3/de projectie van CP op dit vlak. Daar Z op \'/s van CP ligt, is d?Š projectie van PZ,dat is PP, op dit vlak = p. Om dus het traagheidsmoment T van den driehoekABC ten opzichte van h te vinden, moet men van T\'aftrekken m . p\'\'\' waardoor men vindt ^ABC(H) = ^  Noemt men nu cf, j??, 3^ en 3^ de projecties op ditvlak van BC = a, ACâ€”b, AQ en BR dan vindt men T 24 evenzoo en ^ ABC(h)waaruit dus volgt. = MÂ?^ i??^ r^) Nu is echter (bpY = Â??? -f (??^ 2Â?/? cos C y?? =  2a?Ÿ COS C {tpY = -Evenzoo vindt men {bqy = 2{p yÂ?) - dus en



??? 48 fr r\' li ii bijgevolg  r\') a\'  dus = &. Met behulp van toegevoegde middellijnen. 44. â€” In Journal de l\'?‰cole Polytechnique Cah. XVIbewijst Binet de stelling: â€žDe 3 assen van een punt^ij â€žwaarvoor als co??rdinatenassen de vergelijkingen 2mxy â€ž= 2myz â€” 2mxz = o gelden, zijn toegevoegde tniddel-â€ž lijnen van de reciproke biner\'sche traagheidsellipso??deâ€žvoor vlakken door dit punt." Want is P een vlak door het snijpunt dezer assen,Â?, (1 en y de hoeken die de normaal op P met de assenmaakt en q de afstand van een punt m{xyz) tot dit vlakdan is q â€” x cos a ^ y cos Â§ ^ z cos y dus. Imq\' â€” Zm â€” Xm (x cos a y cos ^ -j-z cos y)^= cos\'\' a Xmx\'\' cos\'\' ^ Zmy\'\' cos\'\' y Zmz\'\'.Stelt men nu Zmx\'\' = a"\' Xm Zmy\'\' â€” b\'\'Zm en Zmz\' â€”c\'\'21m dan krijgt men voor den traagheidstraal z\'voor hetvlak P de waarde i\'\' = a\'\' cos\'\' u b\'\' cos\'\' (} -\'r c\'\' cos\'\' y.Het vlak loodrecht op het uiteinde

van ??\'aangebracht,omhult, als het daarmede evenwijdige vlak P verandert,de reciproke binet\'sche traagheidsellipso??de en wanneerXg, y^ en Zg de stukken zijn die op de co??rdinatenassenworden afgesneden, dan is Xg cos a = yg cos ^ = Zg cos y â€” iwaardoor men dus verkrijgt _ ^ -L ?? 1 Â?l Dit is dus de voorwaarde die er tusschen Xg, yg en Zgmoet bestaan, opdat het vlak raakvlak aan deze Ellip-so??de zal zijn. Xg, yâ€ž en zâ€ž kunnen vervangen worden door de co??r-



??? 49 dinaten van het raakpunt, want heeft men een Ellipso??deop scheefhoekige assen waarvoor, omdat de producten xy, yz en zx ontbreken,zp, 2q en zr toegevoegde middellijnen zijn en zoekt mende voorwaarde, opdat het vlak 1 Zo deze Ellipso??de raakt, dan is de vergelijking van hetraakvlak ^ I â€” , Door toepassing van de methode der onbepaalde coeffi-cienten volgt y \\ z i x J\' X x^ I x^ y = â€” en z = â€”% 2o yo of. Substitueert men nu de co??rdinaten van het raakpuntX, y, z in de vergelijking van de Ellipso??de, dan krijgtmen als voorwaarde dat het vlak, hetwelk van de assende stukken x^, y^, Zg afsnijdt, de Ellipso??de in het punt{xyz) rake: X \'^o" 7o" Zo"Deze voorwaarde vergeleken met a\' 1 I = doet ons dus zien dat het vlak hetwelk van de assende stukken x^, y^, z^ afsnijdt, raakvlak is in het punt {xyz) aan de Ellipso??de â€”^ ^ H--?? = i dat za, zb CL O C en zc toegevoegde middellijnen zijn.



??? 50 45- â€” Als voorbeeld nemen wij een scheef Parallelo-pipedum, waarvan de ribben p, q en r zijn, terwijl Zhet zwaartepunt en de assen ZX, ZY en ZZ evenwijdigloopen aan de ribben. en Blijkbaar is ?’ yzdm = j xzdm ~ J xydm = o = p"-12 ^ of b^ = q-\'12 ^ ma mb\'\' mq\'\'\' I 2 mc\'^ = â€”mr\'12 c\' = â€” r^12 De assen door Z zijn dus toegevoegde middellijnen van pi q-l -t- en de Hoofdtraagheidsassen zijn de assen van de Ellipso??de T2 H--i Hâ€”Â? = ff\'. p q f Neemt men x = \\p\\ y = \\q en z-=\\r, dan gaat dezeEllipso??de door de 8 hoekpunten van het Parallelopipe- Ais. 4 46. â€” Trek uit eenvasten oorsprong Oeen voerstraal OP=rnaar een punt P vaneen figuur en verleng-dien tot OF = r\',waarin P\' zoo geko-zen is dat als k destraal van een bol uitO voorsteltOP . OP\' = /?¨^ is. dum, terwijl dan (j^



??? 51 Indien dan P over de gegeven figuur loopt, vormt Peen figuur die de inverse van de gegeven figuur ge-noemd wordt. Noem de overeenkomstige volumina van P en P\' dv en dv\' en de dichtheden p en q\', terwijl dm de opening van den elementair kegel in O is, dan is k" k\'\'dv\' = r\'"\' dadr\' â€” â€”.dm . dr,r\' r\' want het negatieve teeken valt wegt, omdat als r toe-neemt, r\' afneemt, want steeds moet rr\' â€” k\'\' â€” const, zijn. r^dmdr = /?ˆÂŽ dus dv\' â€” â€”4 dmdr Nu is, als- men de afstanden van P en P\' tot een wil-lekeurige lijn door O x en x\' noemt, x â€?. x\' = r \\ r\'r\' dus x\' â€” X . â€”r dv y k\'\' daar â€” = , is, volgt hieruit x\'\'\'dvr r 10 dv. Nu is q\'dv\' = dm\' en qdv â€” dm dusdv\' Q dm\' dus dv q\' \' dm dm\' fky _r. . x\'^dm. q dm x\'-\'dm\'^ .e 10 Ex\'\'\'dm\' zal dus gelijk Sx\'^dm. 10 is, dat wil zeggen: zijn, als Q Indien een homogeen lichaam ge??nverteerd wordt tenopzichte van een punt O en de dichtheid van het

doorinversie gevormde lichaam omgekeerd evenredig is met



??? 52 de lo\'\'ÂŽ macht van den afstand tot O, dan hebbendeze twee lichamen gelijke traagheidsmomenten vooralle rechte lijnen door O getrokken. E. Traagheidsmomenten van eenige stelsels. 47. â€” Bij omwentelingslichamen kan men de JT-as alsomwentelingsas aannemen, dan is de massa van eenvolumenelement inqrdxdr. Het traagheidsmoment ver-krijgt men dus door integratie van inqr^dxdr T^2nQ r dx f^ y*dx J Xo J O ^ J en deze integraal is gemakkelijk te vinden indien men yweet uit te drukken in functie van zooals bij de vol-gende 5 toepassingen: a. De beschrijvende lijn van een bol is een cirkel x\' jy^ = d\' dus jv* = {a- â€” x\'^yx^â€” â€” a\\x â€” a ^ J -a 15 daar M â€” uq??^ is, volgt3 5 ?¨. De beschrijvende lijn van een cilinder is een rechtelijn evenwijdig aan de as; dus y â€” r; is A de hoogte dx^"^ r\'h. ? " ?’. dan is M = Tiqr\'\'-h c. Een parabool jy^ â€” px wentelende om zijn as be-grensd door het vlak x = h geeft

een parabolo??de. y* = dus



??? 53 nqh\'p _Mhp 12 d. De beschrijvende hjn van een kegel is een rechtelijn y = ax-, straal grondvlak r; hoogte kegel = h. jy* = a\'^x\'^ x^ = O ] X â€” k a = dus h X 2 M = â€”nr\'ho3 Mr\'. lO e. Van een afgeknotten kegel, stralen grond- enbovenvlak a en b, hoogte h, is de beschrijvende lijny d\'X b, als & de tangens van den halven tophoek is. dus t^AM.\'-^.. TO fl\' â€” b^ 48. Neemt men de omwentelingsas als jy-as en destraal van het grondvlak als ;v-as aan en wil men danhet traagheidsmoment ten opzichte van de x-as van denkegel vinden, dan is in het algemeen T=nQ f\' (xy i x\')^ju. 4 dus



??? 54 dus bij onzen afgeknotten kegela â€” X r- \'re p ( (a-x)^ I ^ ja r â€” 4 _Txq a^x\'^ 2ax^ , (4 ] \\> dx dx.dx x\' . X\' =11 . K -- I-: i daar â€” P) is, volgt a\' -a\' â€” I\' T = --a 2 W â€” b 20 49. â€” Het traagheidsmoment van een bolvormig seg-ment ten opzichte vaneen as loodrecht ophet grondvlak? Stel OX evenwrijdig aanCD op afstand Men heeft EP= xPW =\\2r â€” {h â€” x)\\{h â€” x).Het traagheidsmoment ten opzichte van CD is = y = J f^\\2râ€”{k â€” x)\\\\/i â€” xydx = nn Haar is 31= 7tQ{rA^ --//\') 3 2 \' 10



??? 55 r â€” \\h Het traagheidsmoment ten opzichte van OX is dus: r â€” \\h T 50. â€” Zoekt men de Enveloppe van een rechte lijnvan constante lengte die zich beweegt, steunende op2 rechthoekig^e co??rdinatenassen, dan vindt men x^ j^^aiHet traagheidsmoment T^^^ of T^^^ van een kwadraatvan deze kromme vindt men door gebruik te maken van: waarin y = ; Q de doorsnede en q de dichtheid is. jV = (J â€” x^ydx xl dus y^ = (J â€” xYdy \'^yjdx x\\ a\'^x\'^ â€” sa^x^ sax = ^^ fo dx - a^x dus Evenzoo d0 51. â€” Voor Polaire co??rdinaten gebruikt men: \'dr d9 rnx\'\' Pidd.



??? 56 Het traagheidsmoment van een cirkelboog, waarvan destraal a en de middelpuntshoek / is? De polaire ver-gelijking van den cirkel is r = 2a cos 0 \'dr = stn"\' 0 \\d0] 4Â?^ cos"\' 0 . 2a sin"\' 0d0. = â€” 2a sin 0 d9 j TT T t: (X) Nu is 2a^j 4 sin^ 0 cos^ 0d9 = 2a^ f sin^ 20d0 = = a^j(i â€” cos 40) d0 = â–  cos 40 d0 0--sin 40 dus 4 TT Tt U^-y) T,. = qqa^ 0 â€” -sin 40 ^(a;) = 2 sin Y cos y). 52. â€” In het ;C2-Vlak ligt de kromme z = ^ x\'\', OC " (de parabool z = â€” waarvoor a = \\ is) 2a in het xy-vlak. de kromme y â€” W^2X^ (de ontwondene van de parabool jV = | A / ^^ V a waarvoor a = i is). Op beide krommen zijn cilindervlakken evenwijdig aande y en z-as gebracht. Wat is en voor de doorsnede dezer vlakken?Men gebruikt hier \'dz^dx L dx



??? 57 z = â€”x\' \\ \'dy dx dx] dx.4 \' dz X dx y = \\{2xY dy _2 I bx\' dx\'\'^ \' 2 \' ^(x) = 11 ^ K(i 2X X\') dx dz fd/^\'[dx â€” 2X = qq IJ - ?? (A tVV h x\')^ioo) = qe 15^\') . dx = qg U 20 4 24 ^(y, = TI?•- (40 30^ ??x\' 5^\') . 53. â€” Indien u de hoek is tusschen den straal vanden cirkel naar het punt (xy) en de verticaal door hetmiddelpunt, dan is bij de Cyclo??de X = a(u â€”- stn tl)y = a(i â€” cos u).Om T^^^ en T^^^ te vinden gebruikt men ^(y)-^i^ f(yx - yoW^^ j waarin 8 = dikte van het vlak en o de dichtheid is.



??? dus 58 dx = a(\\ â€” cos ii)du I f Jq a\\\\cos u)\'^ a{\\â€”cos u)du \'^(OC) f O Nu is ?’ (i â€” cos uy du = â€” ?’ (iâ€”cos uf) cos"^ u â€” cos^ u ^ cos\'^u) du 6 cos\'- U = i cos 2U -)- 3 4 cos^ tl â€” cos -i- i cos ui I , I COS^ U â€” --- cos A--cos 2U -V- â€” dus 8 (i â€” cos uY du = ^^ n daar ndga\'- IS 24 T = a (X) 36 Evenzoo 54. â€” Gebruikt men Polaire co??rdinaten, dan heeft men Het traagheidsmoment van een Elliptischen ring (bin-nenste Ellips tot halve assen hebbende a-, b, de buiten-ste a, ; b.y wordt y\' a^ ^ h^ â€” ^ a\'\'cos\'\' 9 -I- B^sin^e



??? 59 \' I I \' _ /?Ž -=Â?; _ = - = â€” Pi als is (Â?J 2 cos\'\' 0 ^ J/Â?^ 0)^ I . stn\'\' 0d0.d0 Nu is TT r tg\'0 ^ ?’ cos\'\'0 {u\'\'cos\'\'Q ^ P sin\'&)\'â–  sin\'\' 0de 0 (a\'\'cos\'\'0 ?Ÿ^sin\'\'eyStel tg 0 = X dan is r ir. Stel nu ?Ÿx â€” ay dan is X dy 0 (a\' ?Ÿ\'tg\' 0)-\' m a - 0 (i jcT "" â€” I .1 ^-JV^J = M \'f ^ r4-ir- I 2 li ^ 2 J 0 I TT X--X-- TC \'4 dus 4 4 "\'\'â– 4 55. â€” Is de as loodreccht op het vlak, dan geldt:



??? 1816 dus voor de Cyclo??de van 53 is = Ma^ en = ^^ - 35) Ma^ 56. â€” Resumeerende blijkt dus uit het behandelde datde Integratiemethode de meest algemeene is ter opspo-ring van traagheidsmomenten, dat echter bij lichamenwaarvan de dichtheid volgens een bepaalde wet verandertmet voordeel de methode door Differentiatie te gebruikenis. Verder is gebleken dat indien men symmetrievlakkenin een lichaam kan vinden, hiervan gebruik gemaakt kanworden, daar men dan slechts de grootheden A!\\ B\'\\ enC\' behoeft te berekenen, terwijl dit bij omwentelings-lichamen nog gemakkelijker wordt, daar dan slechts Aen A\' behoeven opgespoord te worden. Bij gelijkvormige stelsels heeft men het voordeel dat,door invoering van een as die op een bepaalden afstandvan de werkelijke as gelegen is, er twee betrekkingentusschen de traagheidsmomenten ten opzichte van diebeide assen gevonden kunnen worden, welke twee be-

trekkingen kunnen dienen ter eliminatie van het traag-heidsmoment ten opzichte van een der assen en ons tenslotte geeft het traagheidsmoment ten opzichte van degegevene as. De methode met behulp van de stelling van Binetgeeft op eene gemakkelijke wijze de Hoofdtraagheids-assen , terwijl de Inversiemethode de betrekking tusschende dichtheden van 2 lichamen doet kennen, opdat diebeide lichamen dezelfde traagheidsmomenten ten opzichtevan een willekeurige as door een bepaald punt getrokken,kunnen hebbRn.



??? HOOFDSTUK IL Traagheidsproducten. Haton de la Goupilli?¨re geeft in Journal de 1\'?‰coleImperiale Polytechnique Tome XXI eene beschouwingover traagheidsproducten, die hij noemt, Theorie Nouvellede la G?Šom?Štrie des Masses en waaraan het volgendeontleend is. A. Invloed van de draaiing der vlakkenom een as. 57. â€” Men kan Hmxy, dat hij het moment ten opzichtevan de z-as noemt, voorstellen door AfXV, waarin Af de totale massa beteekent, en men dus krijgt XV = ^^^ hetwelk voorstelt een hyperbool op asymptoten. Wij hebben dus XV = ^ waaruit = â€? ^ komt overeen met den traagheidstraal en wordt deparameter van het moment genoemd. Gaan wij van het stelsel xy over op xW dat met het



??? 62 eerste een hoek ip maakt, dan is â– y x\' =y sin f -j- x cos cfj jv\' = jV cos (ft â€” sin (jpdan volgt zZmx\'y\' â€”= sin 2(jp 2fn{y\'\'- â€”â–  x"\')-f- 2i:mxy cos 2qp.Nu is Zmiy"" â€” x"") =  z") â€” -f 2^) = Miy- â€” v"") waarin u en ??/ de traagheidstralen zijn ten opzichte vanen jy en noemt men en A de parameters der 2 stel-sels, dan is = [u\'\' â€” f sin 2qp -j- A\'\' cos 2q>welke grootheid gelijk nul gesteld (voor cp stellende â€” w) geeft tg 20) u\' â€” Er bestaat dus voor elke as een vlakstelsel dat eenmoment nul geeft. Zulk een stelsel noemt men een nulvlak. 58. â€” Neemt men de nulvlakken tot Xy-vlakken aan,dan wordt de laatste term nul, dus (Z/?? â€” V) sin 20welke parameter voor </> = 45Â° zijn grootste waarde p ^ IJl. _ krijgt en Hoofdparameter genoemd wordt, waardoor onzevergelijking ten slotte wordt V- -P- sin 2(I>.Neemt men nu op de lijn, die elk stelselassen middendoordeelt een lengte gelijk aan den overeenkomstigen



??? 63 Parameter, dan zal de meetkundige plaats der uiteindeneen kromme zijn, wier polaire vergelijking isr = l sin 20. Men noemt de kromme een lemniscaat indien het pro-duct der afstanden van een willekeurig punt dier krommetot 2 vaste brandpunten gelijk een gegeven vierkant is;terwijl, indien de zijde van het vierkant gelijk de halvebrandpuntsafstand is, die kromme een gelijkzijdige lem-niscaat genoemd wordt, dan volgt daar X cos (??) isr"^ = 2Â?^ cos 2a).Stel nu a 2 = 1 en 0 hetazimuth ten opzichte van de raak-lijn in O en niet ten opzichte vande as, waardoor w = Q â€” 45Â°wordt, zoo wordt de vergelijking= P sin 20, waaruit dus blijkt dat onze kromme een gelijkzijdigelemniscaat is. De parameter verandert dus als de voerstraal vaneen gelijkzijdige lemniscaat wier halve as de hoofdpa-rameter is. Ziet men af van hetteeken van en maaktmen ook in het 2ÂŽ kwa-draat de imaginaire lem-niscaat, dan krijgt mennevenstaande

figuur. 5g. â€” Zet men echter,even als bij de traagheids-



??? 64 momenten, stukken af, omgekeerd evenredig met de over- eenkomstige Parameters, dan krijgt men de vergelijking C sin 20 dus f\' = 2r sin 0 . r cos 0 of C\' = zxy of een gelijkzijdige Hyperbool op asymptoten. B. Invloed van evenwijdige verplaatsing der as. -JC\' 011^) -or Brengt men door het zwaartepunt een vlak lood-^ - recht op alle evenwij- ^ dige assen, dan be- hoeft men alleen devoetpunten O dierassen te beschouwen. De overgang vanhet eene stelsel opeen evenwijdig kanplaats hebben door te stpllpn; 6o. Zlwaartcouutl



??? 65 x\' = X â€” I jc\' = jv â€” n-, waaruit Zmx\'y\' = Zmxy -j- M\\ri want l^Zmy en tiHmx zijn nul. De momenten behoorende bij evenwijdige assen wor-den evenwijdige momenten genoemd. Wil men omgekeerd een as vinden waarvan het even-wijdige moment een gegeven waarde heeft, dan heeftmen slechts de enkele vergelijking Zmxy. . Zmx\'y\'?V = - M De assen met hetzelfde moment vormen dus een cilin-der, een hyperbool op asymptoten tot basis hebbende. 61. â€” Om de algemeene vergelijking van deze krommen te vinden, gebruiktmen Polaire co??rdi-naten , voor vaste lijnde nul-as door Z ne-mendeI = r cos (@ â€” (P)ri â€” r stn (9 â€” flÂ?).Noemt men L de hoofdparameter van de centrale as,dat is de as door het zwaartepunt, dan is 2 Zmxy T-, â€? -== L\' stn 2<lK M Maak nu elke as gelijk aan haar parameter; dan isde meetkunstige plaats der uiteinden r\'\' sin 2(0 â€” <I>) â€” V â€” L} sin z<t>.Om den doorgang van

dit oppervlak van den tweedengraad te vinden met het vlak loodrecht op den bundelstellen wij X == o dus sin 2(9 â€” tp) = ~ L^ sin 2<P



??? 66 of een gelijkzijdige hyperbool ten opzichte van de vasterichtingen. De deellijn ZA is een der symmetrieassen. Door 0 f/\' 135Â° te ma-ken, krijgt men dedoorsnede met hetvlak loodrecht op ZB en er komt = dus een cirkel gele-gen in het vlak lood-recht op ZB. Het is dus een om-wentelings oppervlakom ZA, waaruit volgtdat de parameter der evenwijdige momenten verandertals de ordinaat van een gelijkzijdige omwentelingshyper-bolo??de met ?Š?Šn tak, tot as hebbende de deellijn dervaste richtingen. Stelt men in de vergelijking van al deze hyperbolen 0=0 dan is r = Â? Z.Is dus Z, dan zijn de punten Z\'en F\'de plaatsen waar alle hy-perbolen elkander kruisen.â– X Deze punten noemt menbrandpunten. In verbandmet 58 blijkt dus dat dereeks punten van een hoofd-traagheidsvlak, waarvoorde traagheidsassen eenvaste richting hebben, een gelijkzijdige hyperbool is, dietot asymptoten heeft de rechte lijnen door het zwaarte- -X



??? 67 punt volgens deze richtingen getrokken. Deze hyper-bolen snijden elkander in 2 brandpunten en hunne toppenvormen een gelijkzijdige lemniscaat, wier toppen in deze2 brandpunten liggen. Voor deze brandpunten zijn de beide traagheidsassenwillekeurig en is de traagheidsellipso??de een omwente-lingslichaam. 62. â€” Het moment van eene as O wordt focaal mo-ment genoemd als het behoort bij vlakken waarvan ereen gaat door deze as en een der beide focale assen.Dadelijk zal blijken, dat het geen verschil maakt, welkeder beide focale assen men kiest. Men kan van het stelsel {O; x\'y) tot {F; xy) overgaandoor te stellen x\' â€” X â€” q y â€” y dus Elmx\'y = Zmxy â€” qZmy,Zmxy verdwijnt omdat het moment van F nul is. Daar â€” L sin w de ordinaat van het zwaartepunt is, isEtny â€” ML sin co dus 2,mx\'y = MLq stn m = AILhr.h is Hriehnfik FOF\'.



??? 68 Het focale moment van een as O is dus het productvan de totale massa met een driehoek verkregen doorvereeniging met de beide brandpunten, Hieruit blijkt dat het moment van O dezelfde waardeheeft voor de beide vlakken OF en OF\'. Daar de basis FF\' van dezen driehoek constant is,verhouden de focale momenten zich als de afstanden totde lijn door Z en de beide brandpunten. Het focale moment is dus^ Mqq\' sin FOF\'maar in functie van denhoofdparameter ^ MP sin 2 . FOKdaar OK de hoek FOF\'middendoordeelt, volgt P- = , dus is dehoofdparameter midden evenredig tusschen de afstandentot de brandpunten. 63. â€” Hieruit volgt dat de assen met denzelfden hoofd-parameter cilinders vormen, waarvan de bases lemniscatenzijn en waarvan de constante voor ieder de parameter is.Deze lemniscaten hebben dezelfde brandpunten en ver-schillen slechts door de waarde van den parameter l. Maakt men l = L, dan

krijgt men een gelijkzijdigelemniscaat. Laat men l van de waarde L af onbepaald toenemen,dan komt men aan het ovaal, dat meer en meer cirkel-vormig wordt. Laat men l daarentegen afnemen tot nul, dan komtmen tot 2 afzonderlijke ovalen, die ten slotte de brand-punten worden. Zet op iedere as van af zijn voetpunt zijn hoofdpara-



??? 69 meter uit, dan blijkt, dat de hoofdparameter verandert als de ordinaat van hetoppervlak voortgebrachtdoor een lemniscaat diezich zoodanig verplaatstdat zijn middelpunt enzijne brandpunten rechtelijnen loodrecht op zijnvlak beschrijven, en zich zoo wijzigende dat de constantesteeds de afstand is door het vlak doorloopen. Wil men den vorm van het oppervlak of liever demeetkunstige plaats van de toppen der lemniscaten be-palen, dan ga men als volgt te werk: Het oppervlak bestaat uit lemniscaten die in evenwij-dige vlakken boven elkander gelegen zijn. A en B zijnde inwendige toppen, C en ZÂ? de uitwendige. De meet-kundige plaats dier toppen voorde as loodrechtop het vlak der lemniscaten vindt men door op te merken dat, als x denafstand tot het middelpunt voorstelt, voor den inwendi-gen top A: Q = AF = FZ â€” AZ = L â€” x is voor is Q = L X dus q = L ^ x voor ^ is q\' = AF\' = F\'Z AZ = L ^ xvoor is q\' â€” L â€” x dus

q\' â€” L Â? x. Men heeft dus voor de inwendige toppen= pp\' L-\' â€” x-\'dus een cirkel waarvan de middellijn is de brandpunts-afstand; in de figuur op Bl. 70 voorgesteld door FZF. Voor den uitwendigen top C is 0 CF = CZ â€” FZ = X â€” L



??? 70 voor /? is (>= X L dus q = x if L voor C is p\' = CF\' = CZ F\'Z =x Lvoor D is q\' = X â€” L dus = x Â? L. Men heeft dus voor de iiitmiendige toppen = pp\' â€” L"" dus een gelijkzijdigehyperbool op dezelfdemiddellijn; in de fi-guur op Bl. 70 voor-gesteld door BFB.Voor de 2ÂŽ as gelegen in het vlak der lemniscaten zijn M en N de top-pen. Noem den af-stand tot het middel-punt y dan is p = AfF= MF =p\' dus dit is ook een gelijk-zijdige hyperbool; inde figuur op Bl. 70voorgesteld door AA.



??? 71 C. Draaiing der as om een vast punt. 64. â€” Uit 4 op Bl. 3 volgt dat het traagheidsmomentten opzichte van eene lijn die met de hoofdassen dehoeken a, (i en y maakt, bepaald is door T= AcM\'a  Ccc?s\'y . . . (i) Stel nu A ^ C en elimineer Â? dus T A. Voor de maximumwaarde van T moet (B â€” A) cos\'(i-j-(C â€” A) cos\' / = o zijn, dat is ^ = y = goÂ°, of de lijn valt langs de JT-as. Door eliminatie van y vindt men dat voor de mini-mumwaarde van T de lijn moet vallen langs de Z-as. De reeks assen door den oorsprong gaande, die het-zelfde traagheidsmoment hebben, vormen Elliptische kegels,want uit (i) volgt: y\' z\') = Ax\' By\' Cz\' of {Aâ€” T)x\' (Bâ€” T)y\' {Câ€” T)z\' = o. I Is 7" en stel z = m dan is {A â€” T)x\' {Bâ€” T) y\' = (Tâ€” C)m\'dat is een Ellips om de z-as. 2ÂŽ. Is T^ B en stel x = n dan is (râ€” B)y\' (râ€” C)z\' = {Aâ€” T)n\'of een Ellips om de .^r-as.3ÂŽ. Is r = ^ dan is X-- V Bâ€” C of 2 vlakken die een traagheidsmoment

B hebben. Stellen a, b, c waarin a^ b^ c is, de traagheidstralenvoor der 3 traagheidsassen X, Y, Z, terwijl Jfde maxi-



??? 72 mum-as, Z de minimum-as en Y de middelste as is, enwil men de betrekkingen nagaan, die er bestaan tusschende assen uit eenzelfde punt O, dan snijdt men dezenbundel door een bol met den Hoofdparameter van demiddelste traagheidsas tot straal L = j/"Â?\'^ â€” c\'\'. Hetsnijpunt van elke as met den bol wordt pool genoemd. De reeks assen diehetzelfde traagheids-moment hebben, vor-men Elliptische ke-gels , die vlak wordenvoor 2 vlakken ^OYen i,\'OY welke vlak-ken met de maximum-as Xeen hoek f vor-men bepaald door C- tg 65. â€” Voor elk punt O zijn er dus twee assen C enC\' waarvan de hoofdparameter nul is. Deze assen wordenbijzondere assen ge-noemd en bijzondermoment van een asdat met betrekkingtot vlakken waarvaner een gaat door debedoelde as en eender twee bijzondereassen. Neem als assen-stelsel de bijzondere as^, de middelste traag-heidsas J^en de looH- I



??? 73 lijn op deze twee Laat nu z een willekeurige aszijn, dan geeft nevensgaande figuur, in het vlak X = x^ cos cfj â€” C sin ij.dus (daar y constant is) Smxy â€” â€” sin (fZm^y,want de term cos is nul, omdat C bijzondere as is. In het vlak ^x, Vy y = F cos 0 â€” J sin 0dus (daar C constant is) Em\'Qy = â€” sinwant de term cos 0ZmX, Y is nul, omdat Y traagheidsas is. Men heeft dus Zmxy = sin qp sinzx^^y geeft cos ^ = sin (p stn 0 terwijl = â€” c\') stn 2f tg^ I tg\\ is 2mxy = M\\/^{a dus Zmxy ~ Ml/\'ia\' â€” ?¨\'\') {?¨\' â€” c"") . cos fi of het bijzonder moment van een as is de projectie vande middelste traagheidsas. 66. â€” Daar de uitdrukking van het bijzonder momentdezelfde is voor de C as, als voor de C\' as, volgt er uit dat de nul-^ -â€”^ ^^ vlakken van een willekeurige asdeelvlakken zijnvoor de vlakken,welke die as met2 bijzondere as-sen verbinden. De deelvlak-ken in z van den



??? 74 boldriehoek zXX verdeelen de basis zoodanig datsin ^k sin X,k\'\'s??nl\'k "" sin l\'k\'daar de tweevlakkige hoek kzk recht is, vormen deassen uit O kegels. Wij kunnen bovenstaande evenre-digheid in de gedaante brengen sin (f â€” a) _sin {a â€” f) sin (f Â?) sin {a\' e)tg i â€”tg ^ tg (x\' â€” tgetg tg a tg ^ tg iâ€” b\'\' tg a .tg u\' = tg"" . l 67. â€” Laat men AI buiten rekening dan is het bijzon-der moment stn sin 9 yia\' â€” b\'\') {b"" â€” c\')maar in functie van den hoofdparameter en den hoek l^zkbegrepen tusschen het vlak van het moment en hetnulvlak I P sin 2 . Izk of \\ P sin CzC. Men heeft dus sm q> sin 9 (a^ â€” b^) {b\'\'â€” c\'\') ^ P sin l^zl.\'. De driehoek CzC\' geeft ons stn 2f en sin O)\' sin 9 ~ sin . Izl\'want / zCr = 9boog CC\' = 2f. Noemt men nu L demaximumparameter van Y^L\' sin 2t = = â€”â€” f^).Uit deze 3 vergelijkin-gen volgtP = U- sin a> stn g/.



??? 75 Noemt men nvi de afstanden van den pool s op denbol met straal L tot 2 bijzondere assen z/ en J\' danwordt het P â€” AA\'. De assen van denzelfden hoofdparameter vormen duskegels waarvan de richtlijnen spherische lemniscaten zijn,als men van deze krommen met behulp der polen dezelfdedefinitie geeft als van de vlakke lemniscaat met de voet-punten der assen. 68. â€” Indien wij op iedere as, van af het middel-punt, haar hoofdparameter uitzetten, krijgt men eenoppervlak, waarvan de niveau krommen lemniscaten zijn,en waar de verandering van den hoofdparameter wordtaangewezen door den voerstraal. Niveau krommen worden zoodanige kromme lijnen ophet oppervlak genoemd, die eenzelfden constanten para-meter hebben. Noem co de hoekafstand tot de minimumas Z in hetbijzondere vlak, dan is voor de uitwendige toppen = L\' sin (w Â? f) sin {w f) ZÂŽ {sin^ w â€” sin\'\' t)voor de inwendige toppen P â€” L\'\' sin

{( Â? m) sin (f if w) = L"\' {sin\'\' t â€” sm\'\' w). Het zijn dus krommen die tot maximum stralen hebbenL cos f en Z sin t of l^P â€” c\'\' en l/"^â€” b\'\'en waarvan de voerstralen omgekeerd evenredig zijn metdie der Hyperbolen, asymptoot aan de bijzondere assen. In het middenvlak YZ, als men 0 de hoekafstand totZ noemt, heeft men cos (p â€” cos (f\' = cos ( cos 0 dus P = L\'\' sin\'\' a = L" (i â€” cos\'\' t cos\'\' 0).



??? 76 Het is dus een ovaal tot halve assen hebbendeL sin f en Z Va\' â€” J\' en |/ â€” en waarvan de voerstraal omgekeerd evenredig is aandien van een ellips. D. Mohr-Land\'sche Methode. 69. â€” In â€žCivilingenieur" Bd. XXXIH. Heft I heeftM??hr eene verhandeling geschreven â€žUeber die Bestim-mung und die graphische Darstellung von Tr?¤gheids-momenten ebener Fl?¤chen" die in hetzelfde tijdschriftBd. XXXIV Heft II door R. Land gewijzigd is, in eeneverhandeling, tot opschrift dragende â€žUeber die Berech-nung und die bildliche Darstellung von Tr?¤gheits- undCentrifugalmomenten ebener Massenfiguren." of Het traagheidsproduct van een gegeven vlak F ten opzichte van twee willekeurige assen PA en PB in ditvlak, die elkander in een punt P, pool genoemd, snij-den, kan, indien de afstanden van een element dF vandit vlak tot PA en PB, a qvl b genoemd worden, voor-



??? 77 gesteld worden door /â€ž[, = jab . dF = |\'z\'\'dFsmq}^ smqi^, waarin a = z sin (jt ,, b = z sin gj^ en z = ZP is. Breng door P een willekeurigen cirkel met straal r,welke de verlengde poolstralen PA en PP in A^ en B^ snijdt. Verleng ZPâ€”z tot Z, , dan is A^Z^ = zrsim^\'^ , vol-gens nevensgaande figuur, waar AB = r sinÂ?, dusAC=2rsina is.De loodrechte afstandvan Z, tot A^B^ is duszr sin qp, sin (j j.Denkt men zich dus inz\'dF _ Cz^ _\' J zr ~~ zr \' Z. een massa dm = zr aangebracht, dan kan menhet traagheidsproduct vandF â€” z\'^dFsin qj, sin qj jbeschouwen als het statische moment van de massa dmten opzichte van de koorde A^^B^. Zoekt men dus het zwaartepunt T^ van al deze massasdm, met de totale massa fz-\'dF Up. m. waarin het polaire traagheidsmoment van het vlak ten opzichte van P beteekent, dan is het gezochte \\ traagheidsproduct gelijk aan het statische moment 1 van de massa m^ van het

traagheidszwaartepunt ) â–  â–  â–  (I) Tp ten opzichte van de koorde A^ B^ , die bij de I beide gegeven poolstralen PA en PB behoort. I Vallen de beide assen PA en PB samen bijvoorbeeldin PA, dan gaat het traagheidsproduct over in het traag-



??? 78 heidsmoment van het vlak ten opzichte van de as PA ende koorde A^B^ over in de raaklijn in A^. Dit kan men voorstellen door een tweeden cirkel,wiens middellijn door Af en Tp begrensd is, want dehefboomsarm Tp C van Tp ten opzichte van de raaklijnin A^ is gelijk DA^ die door de beide cirkels van denstraal AfA^ wordt afgesneden. Ter bepaling- van het traagheidsmoment is het dusniet noodig de raaklijn in A^ te trekken. Het komt ernu nog op aan, de co??rdinaten van het traagheids-zwaartepunt te vinden. Y De co??rdinaten van het algemeene punt Z^ zijn Xk = r,. sin zw = zr sin w cos qi X y xy = zr . â€” = zr . ~ z z : r(i cos Z(f) â€” zr cos\'\' qi = zr . z De statische momenten van de in Z, aan te brengenmassas dm â€”^-^ten opzichte van de co??rdinatenassen zr zijn dus voor:



??? 79 J T- J xy de r-as xu dm = . zr-^ â€” xyar ir z- .r2 de JT-as yfc = 2r ^ = y\'dF 2r z\' en de som van de gezamentlijke massasZdm â€” m.0 â€” â€” . Iâ€ž dus het statische moment van mp van het gezochte traag-heidszwaartepunt Tp met co??rdinaten Xtyt ten opzichter-as X- en F-asX-as van de is gelijk aan het moment van de tweede orde van het vlak F ten opzichte van dedus uit mp .Xt xydF= I^y itip .yt = jy\'dF^I^ volgen de co??rdinaten van het traagheidszwaartepunt Tp,bij den cirkel behoorende die de X-as in den oorsprongF aanraakt. ^ = .zrmp lp nip lp 70. â€” Hieruit blijkt dat de co??rdinaten van het traag-heidszwaartepunt onafhankelijk zijn van de in de puntenZj aan te brengen massas, waardoor het zich laat aanzien,dat men langs anderen weg tot bovenstaande betrekkin-gen kan geraken. Neemt men een rechthoekig co??rdinatenstelsel, waar-van P de oorsprong is, dan kan men voor een willekeurigmassapunt Z de

grootheden xydF en y\'dF beschouwen



??? II 80 als de statische momenten van massadeeltjes (y?¤F) wer-kende in Z ten op-zichte van de V enX-as. Het traagheidspro-duct ten opzichte vande V en X-as \'xy I. =?’ xydF == ?’ x{ydF^ en het traagheidsmoment ten opzichte van de X-aslx = I y\'?¤F = I yiydF) kan men dus beschouwen als het statische moment vaneen massa mp, werkende in een punt Tp met co??rdinatenXt, yt, ten opzichte van de V en X-as. f = j xydF = iHpXt" = ?’ y\'^dF = Mpyt Hierbij moet Tp liggen op een rechte lijn gaande doorP en het zwaartepunt der gedachtemassas (ydF) zoodanigdat de tangens van den hoek welke deze lijn met deX-as maakt, bepaald is door Xt dxy De grootheid mp kan nog naar believen gekozen wor-den en dan kunnen Xt en yc uit bovenstaande vergelijkin-gen opgelost worden. Kies nu m^ gelijk een veelvoud van het polaire traag-heidsmoment lp â€” ; z\'dF (omdat lp van de ligging der ^xy (O ?„.



??? 1837 door P gaande X- en F-assen onafhankelijk is) en stel = %........ Uit de betrekking Ig.-^ ly â€” lp kan men nu ly oplossen Iy = jx\'\'dF= lp â€”Ia- â€” Mp {dâ€”yt). Nu behoeft er nog slechts bewezen te worden, dathet door (i) en (2) bepaalde punt Tp{xty^ het traagheids-zwaartepunt is, en voor alle door P als pool gaandeassen, de eigenschap (/) bezit. Noem de afstanden van de deeltjes dF tot de assenPA en PB a en b dan is het moment ten opzichte van deze beide assen /â€ž;, = j ab . dF. Voor een willekeurig punt Z{xy) is a=ZWâ€”VW dus a â€” y cos â€” X sin (jpj ; b = y cos cp^ â€” x sin cp.^ n r. \'nl, = tn.. = jdF {jv^ cosqi^ coscp^ x^sin sintp^ â€”xy{sm(p^ coscp^ -{- coscpi stn qp,)} yi cosqif cos(pj -f- {dâ€”yt) sin (p^ sin qpj â€” Xi sin (qpj qPj)}ytcos{qi. -j-ÂŽ,) â€” Xtsin{qi, -\\-qi~)4-dsinq>. sinw, (



??? 82 De loodlijn PC = d sin qpj sin qj^. Trek door P een lijnevenwijdig aan A^ i?, en door Tp een loodlijn op A^ 7?,dan is TpB = yt cos (qp, sin (qp, qPj) dus /ab â€” nip . TpE wat hetzelfde is als (7). 71. â€” Daar de oorspronkelijk door P gebrachte co??r-dinatenassen willekeurig zijn, is ook de ligging van dendoor P gebrachten cirkel willekeurig, echter moet zijnmiddellijn d en de massa m-p van het traagheidszwaarte-punt Tp voldoen aan nip . d = lp. Elke ligging van den cirkel komt overeen met eenbepaalde ligging van Tp en steeds ligt Tp binnen denbijbehoorenden cirkel, want lag het er buiten dan zoudende beide traagheidsmomenten ten opzichte van de beidepoolstralen, die door de raakpunten, van de door Tp aanden cirkel getrokken raaklijnen, gingen, gelijk nul zijn,wat voor massas dF die allen bijvoorbeeld positief zijn,onmogelijk is. Denkt men zich voor verschillende liggingen der poolP in het vlak cirkels met gelijken

straal getrokken,zoodat alle poolstralen door de middelpunten een bepaaldegegeven richting hebben (zoodat dus voor iedere pool dedoor die pool gaande cirkel volkomen bepaald is) endenkt men zich voor eiken cirkel het traagheidszwaarte-punt Tp met zijn massa nip aanwezig en legt eindelijk aldeze cirkels op een willekeurige plaats in het vlak opelkander, door hen evenwijdig aan zichzelven te ver-schuiven, dan beantwoordt elk punt van het gegevenvlak als P09I aan een volkomen bepaald binnen dencirkel liggend traagheidszwaartepunt. Dezen cirkel noemt men ^rondcirkel en zijn pool O.



??? 83 72. â€” Laat S het zwaartepunt van een gegev?Šn massa(bijvoorbeeld een vlak) en P een willekeurige pool vanhet vlak op afstand PS = p van S zijn. Laat O de pool vanden grondcirkel zijnen OP\' evenwijdigaan SP de poolstraal. Laat de polairetraagheidsmomentenvan F ten opzichtevan de beide puntenS en. P zijn Is â€” Zig^ en/p = Fip-\'en laten S en over-eenkomen met detraagheidszwaarte- kd 71 met massa m^ â€” -I punten Tâ€ž met massa m^ â– kâ–  d en Leg door S en P twee evenwijdige lijnen SAj en PA^die met SP den hoek qp maken en noem de traagheids-momenten ten opzichte van die assen T Fi F?? I. en Voor deze traagheidsmomenten geldt: /p = /. . . . (a) (b) L = I\' FipsincfY De in P werkzaam gedachte massa F komt voor S alspool overeen met het op den cirkelomtrek liggend traag- want voor de door de pool S gaande as SP is het traagheidsmoment Fp heidszwaartepunt P\' met massa m\'p =



??? 84 van de massa F in P gelijk nul, daardoor moet dus ookhet statische moment van het bijbehoorende traagheids-zwaartepunt ten opzichte van de raaklijn door P\' die bijden evenwijdigen poolstraal OP\' behoort nul zijn, endaar de bijbehoorende massa m\'p niet nul is, en hettraagheidszwaartepunt niet buiten den cirkel kan liggen ,zoo moet dit met het raakpunt P\' samenvallen. Hieruit volgt dus: Het bij de pool P der gegevene massa behoorendetraagheid-szwaartepunt Tp met massa iiip is het zwaarte-punt der beide massas van het bij de pool S behoorendetraagheidszwaartepunt T^ met massa irig en van het puntP\' met massa waarbij Tg met de gegevene massa enP\' met de in P vereenigd gedachte massa F overeenkomt. 73 â€” Dit resultaat kan ook langs anderen weg gevon-den worden. Deelt men namelijk {a) door d dan komt er in-y Fp\' nis 4- m\'p gesteld is Trekt men nu 0?„ evenwijdig aan SA^ of PA^ en .0 waarm



??? 85 noemt de afstanden der punten Tg en 7p tot de raaklijnin A\' hg" en hp\'* dan is volgens (/) /^s = mshg\'\' /j = OTpV . Stelt men deze waarden in {b) en Fp\'\'= m\'pd dan volgtfn.php\'^ = nighs"\' m\'pd sin\'\' qp. Nu is echter dsin^/p de loodlijn uit P\' op de raaklijnin A\', dus de bij de raaklijn behoorende hefboomsarmvan P\', daarom werkt m\'p in P\' want m\'p is ook onaf-hankelijk van (fj en nu volgt dadelijk het bovenstaanderesultaat. Hieruit volgt dat Tp op de rechte lijn TgP\' ligt en ertusschen de 3 massas en hunne afstanden de betrekkin-gen bestaan mp= ms m!p of ip\'\' â€” is\'\' p^TsTp : TpP\' : TsP\' â€” m\'p : m^ â€?. mp= p-\' : : 74. â€” De gewone opgave bij een willekeurig gegevenvlakke massa, is het bepalen op bekende wijze van deligging van het zwaartepunt S ten opzichte van 2 dooreen willekeurig punt O gaande elkander rechthoekigsnijdende co??rdinatenassen, en dan de ligging en bijbe-hoorende massa van

het bij S als pool behoorende traag-heidszwaartepunt te bepalen, daar men hieruit volgensbovenstaande betrekkingen zeer gemakkelijk het traag-heidszwaartepunt voor iedere andere willekeurige poolP kan vinden. Voorbeeld. Gegeven het bij het zwaartepunt S behoorende traag-heidszwaartepunt Tg met massa ^ __ Fis\'\' Gevraagd het bij een willekeurige pool P op afstandp van S behoorende traagheidszwaartepunt Tâ€ž1



??? 86 Zijn a\' en b\' de projecties der rechthoekzijden a en ^van eenen rechthoekigen driehoek, op de hypothenusac, dan is = a\'c : Vc : c : c. Construeert men dus een rechthoekigen driehoek uitde rechthoekzijden 4 = P\'B en BC, wiens hypothe-nusa volgens ip\' = ig\' -f/\'^ is i^, en projecteert p op tpen beschouwt TgP\' als scheeve projectie van de hypothe-nusa tp = P\'C dan is Tp de scheeve projectie van hetdeelpunt van de hypothenusa op TgP\'. De constructie wordt nog eenvoudiger als men de mid-dellijn d van den grondcirkel gelijk 4 maakt, dus d â€” tg. Beschouw nu d = tg als de eene rechthoekzijde, richtin B de raaklijn op, BC = p. Verbindt C met Tg en P\'en trek door D een lijn evenwijdig aan CZÂ?, dan snijdtdeze lijn P\' T, in Tp, want CD is de projectie van pop ij, = P\'C. 75. â€”- 2ÂŽ Voorbeeld. Het traagheidszwaartepunt van



??? 87 3 gegeven momenten van de 2ÂŽ orde te construeeren.Laten voor 3 door een punt P gaande assenparen X\'V-, X"Y"- X"Y"\' de traagheidsproducten /\'; /" en /"\'gegeven zijn. Trek door de pool O v^an den grondcirkel lijnen even-wijdig aan de assen en trek de koorden s" en s".Trek evenwijdig aan die koorden lijnen op afstanden/\'; /" en /"\' of veelvouden hiervan; verbindt nu desnijpunten van elke twee koorden met het overeenko-mende snijpunt, van de daarmede evenwijdige lijnen, danis het snijpunt der 3 verbindingslijnen Tp, want noemde afstanden van het traagheidszwaartepunt Tp tot dekoorden h\'\\ h" en /;"\', dan is r = mp . h\'; /" = mp . h\'; /"\' = m^ . h\'"dus /\' : /" : /"\' = h\' : h" : h\'", welke voorwaarde door onze constructie vervuld is. Demassa die bij Tp hoort, kan men vinden uit ?Š?Šn der ver- I = mâ€ž h. gelijkingen want h is bfikfinrf.



??? 88 76. â€” Dezelfde betrekkingen blijven gelden, indienin plaats van de traagheidsproducten gegeven zijn detraagheidsmomenten. Elk assenpaar wordt dan ?Š?Šn as,en de koorden worden raaklijnen. Zijn gelijktijdig traagheidsproducten en traagheidsmo-menten gegeven, dan is dit analytisch opgelost in devergelijkingen (i) en (2). De constructie is analoog met de bovenstaande.



??? HOOFDSTUK 111. Equivalente massas. 77. â€” Twee lichamen of stelsels zijn equivalent ofequimomenteel, als hunne traagheidsmomenten ten op-zichte van alle rechte lijnen aan elkander gelijk zijn. Hebben 2 stelsels hetzelfde zwaartepunt en dezelfdehoofdassen en hoofdmomenten in het zwaartepunt danzijn hunne traagheidsmomenten ten opzichte van allerechte lijnen gelijk en zijn die stelsels dus equimomenteel. Ook is het omgekeerde waar, want voor alle rechtelijnen die volgens een bepaalde richting in het lichaamloopen, is het traagheidsmoment het kleinst voor de lijndie door het zwaartepunt gaat. Deze kleinste traagheids-momenten kunnen in 2 stelsels voor alle richtingenonmogelijk gelijk zijn, tenzij de stelsels een gemeen-schappelijk zwaartepunt hebben. Van alle rechte lijnen door het zwaartepunt zijn ertwee van de hoofdassen die het grootste en kleinstetraagheidsmoment hebben, waaruit dus volgt dat deze ende

3Â? hoofdas in de beide stelsels in richting moetensamenvallen, indien de stelsels equimomenteel zijn. De



??? go hoofdtraagheidsmomenten moeten dus gelijk zijn omdatalle momenten gelijk zijn. Daarenboven kunnen de 2 stelsels geen gelijke mo-menten ten opzichte van 2 evenwijdige assen hebben,tenzij hunne massas gelijk zijn. A. Stelsels die ten opzichte van een bepaalde asgelijke traagheidsmomenten hebben. 78. â€” Een homogeene staaf van contante dikte w(oneindig klein), dichtheid q en lengte /, heeft tenopzichte van een as door haar uiteinde, hetzelfde traag-heidsmoment als eene massa, die het 3ÂŽ gedeelte vande massa der staaf is, geplaatst aan het andere eindeder staaf Staat de as loodrecht op de staaf dan is x\'dx P QU) M = {iwl Op den afstand l van O zal dus eene massa M \'\' geplaatst moeten worden om hetzelfde traagheids- 3 moment als de staaf te hebben. Maakt de as een hoek l?? met de staaf dan is \'(Y) r â€” X .<tin dus



??? 91 Daar a = l sin S is,M zal een massa â€” op3 een afstand Â? van O Vgeplaatst, hetzelfdetraagheidsmoment alsde staaf hebben. 79. â€” Indien de as het verlengde der staaf snijdtheeft de staaf hetzelfde traagheidsmoment als een stelselvan 3 punten vi^aarvan 2 in de uiteinden der staaf iederM met eene massa â€” en het derde in het zwaartepunt meteen massa \'L M. dns Stel OA r-- a Mâ€” pto/ â€”Qw(a-\\-l â€” d)ra i ^(Y) ~ I r\'dx J a r â€” X sin 8 fa l ^(Y) ~ ^^^^ ^ / x\'dx nio sin\' 5 / x\'dx J Op = Qw sin\' 8 .M = qml



??? ........(i) M3 M 92 \'/3 omsin-\'?¨ I (Â?4 iy â€” a^\\= -^sin-" S (3Â?^ -f ial P) Plaats in het zwaartepunt G eene massa ^ en in enB eene massa p. Men heeft Â? /i Y = Het traagheidsmoment van deze 3 massas isVergeleken met (i) is dus J/3 ? ^ M2 3 waaruit M3 2 . M q â€” â€” Ai en ?Š = -, â€? 3 6 80. â€” Een homogeene driehoek met massa AI heeft ten opzichte van eenas door een der hoek-punten in zijn vlakgetrokken, hetzelfdetraagheidsmoment alseen stelsel van 3 pun-ten ieder met vande massa van den drie-hoek in het middender ziiden geplaatst.



??? 93 In 24 Bl. 29 heeft men voor het traagheidsmomentvan den driehoek ABC ten opzichte van AV gevonden. = r^) â–  T ABC(Y) Liggen nu de massas p, q en r in het midden der zijdendan is (??) \\p -4 4.Vergeleken met (i) is dus / 1 Â? == ^4 4 6/ r __ ^ 4 4 "" 6 / M6 t2 waaruit 81. â€” Deelen de punten D, E en F de zijden vanden driehoek midden door, dan heeft de driehoek tenopzichte van de zwaartelijn AD hetzelfde traagheidsmo-ment als een stelsel van 2 punten ieder met eene massa M . in en C ge- 12 plaatst , of ook als eenstelsel van 2 puntenC ieder met eene massaM â€” in jEenjpgeplaatst.3 Het traagheidsmo-ment van ABC ten op- zinhf-fi van AT^ ia Y



??? 94 valt A Y langs AB dan is ^ = o dus T 1 \\ab) - "6 â€? ^ â–  Noem de massa van ABD = M^ en van ACD â€” M^ _ ... AL dan isdaar AL. M. AL., = â€” is, zoo volgt â–  â€? . . 0) AL Plaatst men dus in i? en C 2 massas ieder met â€” dan 12 zijn deze 2 massas equivalent met den driehoek.Plaatst men in ^ en 2 massas a en b dan is b fA \'P â€” a vergeleken met (i) is dus a_ AL ^ _ ^ 4 12 4 12 waaruit a=b= â€”3 82. â€” Is de as evenwijdig aan de zwaartelijn, danheeft de driehoek hetzelfde traagheidsmoment als eenstelsel van 3 punten, ieder met Ys van de massa vanden driehoek in het midden der zijden geplaatst.



??? 95 Het traagheidsmoment ten opzichte van AD is Daar XY op een afstand S van AD ligt is. (Zie denoot van 16) M M Plaats nu in Z), Z en de massas a, b en c dan ishet traagheidsmoment van dit massastelsel ten opzichtevan XY AV , .rÂ? A\'\' T â€”-\'(-Yy) ~~ 2 ^ 14 J 14;Vergeleken met (i) is dus b_ __M _M (1) 4 ~ 12 4 12 waaruit 83. â€” Staat de as loodrecht op het vlak van den drie-hoek dan heeft de driehoek hetzelfde traagheidsmoment



??? 96 als een stelsel van 3 punten ieder met \'/s van de massavan den driehoek in het midden der zijden geplaatst. Volgens 24 Bl. 29 geldtvoor elke vlakke figuur D ^(normaal) ~ ^(x-as)\'^ ^(j/ as) ?‹2   â€? (I) Plaats \'m D, E F massas p, q en r dan is hettraagheidsmoment van dit massastelsel ten opzichte vande normaal, daar de co??rdinaten li2 en en T. van F. van E.....â€” 2 T van D. 1?\' / zijn en r ^norm. in/\\i ^ \'t^L.4 4 Vergeleken met (i) is dus 4 4 "" 62 6



??? 97 M Â? r _ M waaruit p â€” q = r â€” 84. â€” Loopt de as evenwijdig aan een zwaartelijn,dan heeft de driehoek hetzelfde traagheidsmoment alseen stelsel van 4 punten, waarvan 3 ieder met eenM massa â€” in de hoekpunten en het vierde met een massaM in het zwaartepunt. Volgens 82 Bl. 94 is (O Plaats in de punten A, B, C en G respectievelijk demassas a, b, c en d dan is het traagheidsmoment van ditstelsel ten opzichte van XY = Â?(??\') f> - A)\' ^ A)\' = {a b c (b)p^ ^ -f-{c)p^^~2b8p^ -f 2cSp^vergeleken met (i) is dus 1 7 M I â– >



??? 98 Â? % M. Berekent men op dezelfde wijze het traagheidsmomentten opzichte van een as evenwijdig aan CF dan vindt menc d=%M.Voor een as evenwijdig aan BF vindt men Men vindt dus M waaruit M en a = b = c â€” 12 d:^ V4 ^^ 85. â€” Staat de as loodrecht op het vlak van den drie-hoek dan heeft de driehoek hetzelfde traagheidsmomentals een stelsel van 4 punten, waarvan 3 ieder met eenAf massa ^ in de hoekpunten en het vierde met een massa % Af in het zwaar-tepunt. Volgens 24 Bl. 29is het traagheidsmo-ment van den drie-hoek ABC ten op-zichte van de normaal ---â€”^ ^(â€žo^aa, in A) = ^ ^^ ^f/  â€? (O Plaats in de punten A, B, C en G respectievelijk demassas a, b c en d dan is het traagheidsmoment van ditstelsel ten opzichte van de normaal, daar de co??rdinaten van A......o en o van B......8 en 8\' waaruit



??? 99 r en y\' MlZ en3 3 van C.van G. zijn r /v 3 J 3 â–  , ^ (ld l9 J.9 Vergeleken met (i) is dus 9 6 , d M 6 waaruit 9 b â€” câ€” â€” en d â€” M. 12 Neemt men een ander hoekpunt als oorsprong dan vindt men a = â€”, dus12 \' M a â€” b = c â€” â€” en d = ^L M. 12 \'* 86. â€” In 79 Bl. gi is gevonden dat eene staaf metmassa Af equivalent is met een stelsel van 3 punten,waarvan 2 in de uiteinden der staaf ieder met eenmassa \'/e derde in het zwaartepunt met een massa % M. In 85 Bl. 98 is gevonden dat een driehoek metmassa M equivalent is met een stelsel van 4 punten,waarvan 3 in de hoekpunten ieder met een massa \'/i j Men het vierde in het zwaartepunt met een massa M,Beschouwt men de staaf als een 2 hoekige figuur,



??? loo waar dus de uiteinden der staaf de hoekpunten der figuurvoorstellen, dan kan men zeggen: een 2-hoek met massaM is equivalent met een massastelsel, zoo verdeeld datin elk hoekpunt een massa \'/g AI en in het zwaartepunteen massa % M geplaatst is. Een 3-hoek met massa AI is equivalent met een massa-stelsel, zoo verdeeld dat in elk hoekpunt een massa\'/, 2 AI en in het zwaartepunt een massa AI geplaatst is. Hermede in overeenstemming zou dus zijn: een /z-hoekmet massa AI is equivalent met een massastelsel, zoo AI en n{n i)AI geplaatst is. n verdeeld dat in elk hoekpunt een massain het zwaartepunt een massa n I Het bewijs voor dezen regel vindt men in de Math.Annalen Bd. 23. 87. â€” Een parallellogram met massa Af heeft tenopzichte van een as door een der hoekpunten in zijnvlak getrokken hetzelfde traagheidsmoment als een stelselvan 5 punten waarvan 4 ieder met een massa \'/e ^^ het midden der zijdenen het

vijfde met eenmassa \'/s M in hetzwaartepunt. Het traagheidsmo-ment ^van ABCD ishet traagheidsmomentvan ABC vermeer-derd met dat van A CDdus



??? M lOI ^ACO- f^Jy\' rS S\') dus â–  â–  (O Plaats nu in ?¨, c, d en G respectievelijk massasp, q, r, s en t dan is het traagheidsmoment van ditstelsel ten opzichte van AK r^M\' 8 ^ 8 ^ 8 J > 1 14j 2/\' U 4J Vergeleken met (i) is dus ?‰ I Â? ^ 4 4 12 1 ^M 2 12 Â? . L 4- 1 == ^ 8 ^ 8 ^ 8 12 r_ _ M 2 12 waaruit 4 4 12p = q = r â€” s=\\M en tâ€”^LM. 88. â€” Een rechthoek raet massa Mheeft, ten opzichtevan een as evenwijdig loopende aan de lijn die doorhet midden van den rechthoek twee overstaande zijdenmidden doordeelt, hetzelfde traagheidsmoment als eenstelsel van 5 punten, waarvan 4 ieder met eene massa



??? I02 102 iT7. â€” m12 de hoekpunten en het vijfde in het zwaartepunt. f\\ y l a 0 B /I y -4- In 25 BL 31heeft men voorhet traagheids-moment van denrechthoek tenopzichte van OXgevonden T (Jf) â€”X y B Is dus 00\' = ??dan is het traagheidsmoment ten opzichte van 0\'X\' 7; Y-) -- AI. - m-- 3 Plaats in ^, 7?, C, 79 en (7 respectievelijk massas p,?‡, r, s en i dan is het traagheidsmoment van dit stelselten opzichte van 0\'X\' â€” iqbb -j- zr^b -f zsbb.Vergeleken met (i) is dus (O M waaruit t Daar de x- en y-a.s symmetrielijnen zijn van den recht-hoek, is het noodzakelijk het overige van de massa (\'/s AI)symmetrisch in de 4 hoekpunten te plaatsen, waardoorin elk hoekpunt \'/i 1 M geplaatst moet worden. \'L M. 8g. â€” Een tetraeder met massa AI is equimomenteelmet een stelsel van 5 punten waarvan 4 ieder met een



??? I03 massa ^ in de hoekpunten en het vijfde met een massa Breng door den topD van het Tetraedereen willekeurig vlakXY. Verdeel het Tetrae-der door vlakkenevenwijdig aan hetgrondvlak in elemen-ten. Noem de inhoudvan ABC = ?; deloodlijn DL uit D op ABC = / en uit D op PQR â€” u; de dikte van PQR = du dan is PQR = ^ . qdu; de afstanden van A, B en C tot het XY-vlak u, ?Ÿ en /. De driehoek ABC is te vervangen door 3 punten,ieder met V3 van de massa van den driehoek in hetmidden der zijden. De afstanden van het midden der 3 zijden van ABC tot het XF-vlak zijn " ? . ?Ÿ y. y Â? - , -, -. 222De afstanden van het midden der zijden van PQR- tothet X Y-vlak zijn dus a ?Ÿ u , ?Ÿ y u . y Â? w2 \' f 2 \' p 2 \' p Het traagheidsmoment van den driehoek PQR tenopzichte van het X Y-vlak is dus I u" â€” â€” y . --.du3 ?œ y-f



??? 104 Fntegreert men van ti â€” o tot p dan vindt menvoor het traagheidsmoment van het Tetraeder ten opzichtevan het JTl^vlak. = ^ e/ (iy al3 uy). Men heeft V = â€” q . p dus 3 â–  â€? (O Plaats in A, B, C, D en het zwaartepunt respectieve-lijk massas p, q, r, s en t dan is het traagheidsmomentvan dit stelsel ten opzichte van hat XK-vlak T = -f q -f r -f ^ (o^) t Vergeleken met (i) is dus t V 10 V r A-â€”. 16 10/ V . 8 \' 10 waaruit p = q = r = â€” en f â€” V. ^ ^ 20 ÂŽ Brengt men het XY vlak door een ander hoekpunt V dan vindt men dat ook s â€” â€” is. \'â– ! 20 Het Tetraeder en het stelsel van 5 punten hebben) hetzelfde zwaartepunt en dezelfde massa. De traagheidsmomenten der 2 stelsels ten opzichtevan een willekeurig vlak door het zwaartepunt zijn dus



??? I05 gelijk en deze gelijkheid bestaat dus ook voor elk wille-keurig vlak. Hieruit volgt dat de traagheidsmomenten ten opzichtevan elke rechte lijn ook gelijk zijn en dus zijn de beidestelsels equimomenteel. B. Theoremas over equivalente stelsels. Qo. â€” Elke vlakke figuur kan vervangen worden door3 punten met gelijke massa. Bewys. Zij O het zwaartepunt van de vlakke figuur, OX en?? K de hoofdassen in O . m de massa van elk punt zoodatdus M = im is. Noem {xy)-, {x\'y\')-, {x"y") de co??rdinaten der 3 puntenen Mu\'\' en de traagheidsmomenten ten opzichte van OX en OV dan is: m{x\'\' x\'"") == y = m{xy x\'y\' xf\'y") = o. Omdat de 2 stelsels hetzelfde zwaartepunt moetenhebben, is m{x x") = o ^{y y y") = O- Daar M = xm is, worden onze vergelijkingen (O (2) (3) (4) (5) y\' =3Â?= xy x\'y\' x"y" = o=0 y y y\' =0 Ter eliminatie van x\', y\', x" en y" uit deze 5 verge-lijkingen volgt uit (I) 7.x\' uit (4) V/ 1 4- 2;Â?; 4- ^ x"^ = x"".



??? io6 Door aftrekking krijgt men dus(x\' â€” x")\' = 613\'â€”of a;\' â€” = l/\'??lS\'^JP dus met behulp van (4) en x" = â€” l/\'??^\' â€” Op dezelfde wijze met (2) en (5) te werk gaande vindtmen / = i (â€”?’ l/\'??a\' â€” 3^) en y = 1 (â€”f - â€” 3y\') (3) kan als volgt geschreven worden: x"y\' â€” x\'y x"y" = oof  jk\' x") â€” x" {y\' â€”y") = o. Door substitutie van de gevondene waarden krijgt men of 2xy^xy-x3^ x\\/6a\'\'â€”3y\'\' (jZ??^P^^) {V^a\'â€”^\') = oof = -IxMu^HYy\') x\'y\'= {za\'~y\') â€”x\')of a\'^x\'^ = x\' , of = I dus een Ellips waarvan de halve assen zijn en al/\'I. 91. â€” Elk lichaam kan vervangen worden door 4punten met gelijke massa.Bewijs. Wil dit mogelijk zijn, dan is noodzakelijk en vol-doende dat: I De traagheidsellipso??den van beide stelsels voor eengegeven punt O samenvallen, dat dus 3 geconju-geerde diameters gelijke richting en grootte hebben.



??? I07 2ÂŽ. De zwaartepunten samenvallen en dus de beidecentraalellipso??den en bijgevolg de traagheidsellip-so??den voor een willekeurig punt elkander bedekken.3ÂŽ. De beide stelsels dezelfde massa hebben.Geef aan het punt O een massa ni en de 3 overigepunten de massas m^, nty en m^. Beschouw O als oorsprong van co??rdinaten en laat deassen door de 3 punten gaan. Noem de afstanden vandeze 3 punten tot O, tj, C dan is â€” Emy\' = niyi]\'-, Imz\' = mj^\' I,myz = O ; Emxz = o ; Emxy = o.De 3 lijnen die O met de 3 punten verbinden zijn dangeconjugeerde diameters der traagheidsellipso??de in O.Uithoofde van den eersten eisch moeten zij in richting engrootte samenvallen met 3 geconjugeerde diameters vande traagheidsellipso??de in O van het gegeven lichaam. De vergelijking van de laatste ellipso??de moet zichdus terug laten brengen tot terwijl de grootte der halve assen bepaald zijn uit: (1 ).....MyT,\' = ni.V = Mc,\\

Noem x^^, , z^ de co??rdinaten van het zwaartepunt S, dan is tengevolge van den 2\'\'â„? eisch: (2 ).....= myt] â€” My^-, m^l = MzQ. De derde eisch geeft: (3 ).....m mx-\\- niy itij, â€” M. De vergelijkingen (i), (2) en (3) geven: a \' h \' r \' \' y. \' tU:, = viy = M^f J; = M\' "n



??? io8 m = Mm Dc verhouding ^ hangt slechts af van de onderlingeivl ligging der punten O en S en niet van het co??rdinaten-stelsel of van de ligging der 3 overige punten wantde functie "0 "0 krijgt voor ieder punt yan de ruimte, dus ook voor hetzwaartepunt een bepaalde waarde, die niet verandert,wanneer men de co??rdinaten x, y, z door andere groot-heden uitdrukt. De vergelijking van het vlak waarin de 3 overigepunten liggen, is F f  of lil: _i_ ^y _i_ fo^: _ , 21 zal â€ž2 â€” Ook de ligging van dit vlak is dus onafhankelijk vande keus van het co??rdinaten stelsel of van de punten m^, m en m^. Door de willekeurige aanname van ?Š?Šn van de 4 hoek-punten van een Tetraeder is dus niet alleen de massa,maar ook het vlak, waarin de 3 overige punten liggen;volkomen bepaald. C. Toepassingen. 92. â€” Men noemt de traagheidsellipso??de in het zwaar-tepunt S van een stelsel Centraalellipsoide, die bij eenvlak stelsel overgaat in de

Centraalellips. Kent men nuvan een massastelsel de centraal ellipso??de en de massa m. c.\'



??? log dan is het traagheidsmoment ten opzichte van elk doorhet zwaartepunt gaand vlak gemakkelijk te vinden. Zijdit traagheidsmoment mr\'\'. Ten opzichte van een daar-mede op een afstand a evenwijdig loopend vlak is hettraagheidsmoment dan m{r\'\' Hieruit volgt dat detraagheidsmomenten van 2 massastelsels ten opzichte vaniedere as en van elk vlak in de ruimte slechts dan aanelkander gelijk zijn, indien de centraalellipso??den derbeide stelsels samenvallen en hunne massas even groot zijn. Liggen 2 zulke equivalente massastelsels in een platvlak, dan moeten zij gelijke massas en identische cen-traalellipsen hebben. De beide centraalellipsen bedekken elkander, wanneerde zwaartepunten van beide stelsels en 2 willekeurigeTangentiaaldriehoeken (omgeschreven driehoeken, wierraakpunten de zijden midden door deelen) van hen elkan-der bedekken. 93. â€” Een driehoek en een stelsel van 3 punten in het midden der zijden ge-

plaatst, ieder met \'/s dertotale massa van den drie-hoek zijn dus equivalentestelsels, want de massa der3 punten is gelijk de massavan den driehoek; het zwaartepunt der 3 punten valtmet dat van den driehoek samen en het traagheidsmo-ment en dus ook de traagheidstraal, ten opzichte vaniedere zijde en bijgevolg ook ten opzichte van iederedoor het zwaartepunt gaande en aan een zijde even-wijdige lijn, der 3 punten is gelijk aan dat van dendriehoek. Hieruit volsft, dat een parallelogram in 2 congruente



??? I IO driehoeken verdeeld, ieder met een massa â€”, equivalent is met een stelsel van5 punten, waarvan er4 ieder met een massa r â€” â€” in het midden der O zijden en een 5ÂŽ met m VI 0 Â?I . - , een massa â€” m het3 snijpunt der diagonalen geplaatst zijn. 2in 94. â€” Daar 2 Ellipsen elkander bedekken, wanneer 2paar toegevoegde middellijnen, in richting en groottesamenvallen; en de centraalellips van een parallelogramtwee toegevoegde middellijnen bezit, welke evenwijdig aan de zijden loo-pen, alsmede 2,welke langs de }ji beide diagonalen vallen, zoo blijktdat een parallelogram hetzelfde traagheidsmoment heeftals een stelsel van 5 punten, waarvan er 4 met een . , , , , 2 massa â€” m de hoekpunten en het 5Â?= met een massa - m in het zwaartepunt geplaatst zijn. Verder ook meteen stelsel van 4punten ieder metm een massa â€” ge-4 plaatst op afstanden ia zb en â€”= van iTT



??? 111 het zwaartepunt, indien de zijden van het parallelogramza en ib zijn. Ten slotte nogmet een stelsel van4 punten ieder metm een massa â€” ge-plaatst op de diago-nalen op afstanden 2a zb en j^â€” , indien de zijden van het parallelogram wederom za en zb zijn; want in alle 3 deze figurenhebben de massapunten dezelfde massa m en hetzelfdezwaartepunt als het parallelogram, terwijl hunne traag-heidsmomenten ten opzichte van ieder der genoemde4 diameters gelijk zijn aan die van het parallelogram. 95. â€” In 90 is bewezen dat de traagheidsmomentenvan elk vlak massastelsel voorgesteld kunnen wordendoor 3 even groote puntmassas; dat daarenboven demeetkunstige plaats van al deze puntmassas een Ellipsis, die met de centraalellips van het massastelsel concen-trisch en gelijkvormig is en wier afmetingen zich tot dieder centraalellips verhouden als : i. Hebben wij dusO y?Â? een m assastelsel ...............P...........-^f

van 4 punten in / / P\\?Ÿ _f-\' de hoeken van ^i/f/ / ^ een parallelo- m ............................." "^ni gram ieder met T â– i m een massa â€” ,4



??? 112 dan kunnen wijdie door een mas-sastelsel van 3punten , iedermet een massam3 zooals de beidenevensgaande fi-guren doen zien. Onze vroegerevoorstellingender traagheids-momenten vaneen parallello-gram kunnen nuook door de bei-de nevensgaan- vervangen de figuren worden voorgesteld. g??. â€” Ten einde nu een vlakke figuur door eenstelsel punten te vervangen is dus in de eerste plaatsnoodig dat men 2 toegevoegde middellijnen van harecentraalellips kan aanwijzen. Dit is bij sommige figuren gemakkelijk. Is bijvoorbeeldde figuur symmetrisch, dan vormen de symmetrieassenen hare normalen in het zwaartepunt 2 toegevoegdemiddellijnen, waar langs de assen der centraalellips vallen,Bij het trapezium zijn de beide rechte lijnen, waarvan deeene de beide evenwijdige zijden midden doordeelt en deandere aan hen evenwijdig loopt en door het zwaartepuntgaat, twee toegevoegde middellijnen der centraalellips.Bij

een parabool-segment deelt een middellijn der een-



??? 113 traalellips alle koorden, die evenwijdig met de begren-zende koorde loopen, middendoor, terwijl de toegevoegdemiddellijn evenwijdig loopt met die koorden. Voor een willekeurig begrensde figuur is het ook nietmoeilijk 2 toegevoegde middellijnen van hare centraal-ellips te vinden, door met behulp der traagheidstralen2 paar evenwijdige raaklijnen aan deze ellips te constru-eeren , dan vormen deze een parallelogram, wiens diago-nalen telkens 2 toegevoegde middellijnen der ellips zijn. Indien men graphisch of door berekening de traagheid-stralen der figuur met betrekking tot 2 zulke toegevoegdemiddellijnen bepaalt, verkrijgt men 2 paar raaklijnen dercentraalellips, welke aan de beide middellijnen evenwijdigloopen; dit omgeschreven parallelogram kan men totteekening der centraalellips benuttigen, terwijl voor zulkeen parallelogram de volgende stelling geldt: â€žConcentreert men in ieder hoekpunt van een paral-lelogram,

wiens zijden de centraalellips van een vlakmassastelsel aanraken en aan 2 toegevoegde middellijnener van evenwijdig loopen, een vierde der massa van het stelsel, zoo ver-krijgt men eenstelsel van 4gelij-ke punten, wienstraagheidsmo-menten ten op-zichte van iederewillekeurige asaan dat van hetgegevene massa-stelsel gelijk is." Want het vier-puntige massa-



??? 114 stelsel heeft dezelfde massa en dezelfde centraalellips alshet gegevene. Deze stelling leidtons dus tot de volgen-de voorstelling vanhet traagheidsmomentvan een paraboolseg-ment en van eenellips: 97- Zijn r. en r., de beide deelen, viraarin de mid- 7Â? -r . I - Â?7/1 T CL dellijn van een Trapezium door de diagonalen verdeeldwordt, zoo heeft het zwaartepunt S van het trapeziumvan het deelpunt den afstand ^/j (r^ â€” r,). Berekentmen het traagheidsmoment van het trapezium ten opzichtevan de middellijn en de door het zwaartepunt gebrachteevenwijdige lijn aan de beide gelijkloopende zijden enbedenkt dat deze beide rechte lijnen toegevoegde mid-dellijnen der centraalellips zijn; dan verkrijgt men boven-staande voorstelling der traagheidsmomenten van eentrapezium door 4 gelijke puntmassas. De lengte / heeft de waarde a.



??? 115 Uit de opgegevene constructie volgt een analoge voorden driehoek wanneer 6 â€” o en bijgevolg ook r^ = ogesteld wordt. 98. â€” De traagheidsmomenten van een door concentri-sche cirkels of parallelogrammen begrensde ruimte kunnendoor 4 even groote puntmassas voorgesteld worden vol-gens nevensgaande figuren. 2Â?, 99. - In 89 vonden wij voor het traagheidsmoment



??? ii6 van een Tetraeder ten opzichte van een vlak door dentop gebracht (i) Â?|?? ?Ÿy) Dit tetraeder is te vervangen door een stelsel van7 punten, waarvan 6 in het midden der zijden iedermet 7io het zwaartepunt met % m, want het traagheidsmoment van deze 7 punten ten op-zichte van het XF-vlak is, als de massas in het middender zijden p, q, r, t, \'u, v en in het zwaartepunt j- ge-noemd worden: {" ?Ÿ T=.p 2 4 Vergeleken met (i) is dus 4 4 16 4 104 4 16 4 1016 4 IC 4 4 \' = Z 2 8 10 ^8 10 r V 2 8 lo"Hierbij komt nog = F uit deze 7 vergelijkingen vindt men: = r = = V,â€ž F. IOC. â€” Ook kan men het Tetraeder nog vervangendoor een stelsel van 4 punten, ieder met van detotale massa, indien zij zoo geplaatst zijn, dat zij den



??? 117 afstand van het zwaartepunt tot de hoekpunten in redenvan i : â€” i verdeelen. ?? Zij A een hoekpunt, S het zwaartepunt,^ a en j de afstandentot het X F-vlak ter-wijl P de lijn ASverdeelt in verhou-ding van n tot m,dan is na m n msm n dus n-.m n = PQ-.a of PQ =m\\m n^RQ\\s of RQ = ms 4- na PR = PQ RQ = m n Stel xivl n \\ en m = â€” i, dus -j- Â? = 5 danis P ?Š?Šn van de 4 punten en PR de afstand tot hetXF-vlak. Daar a ~ cc en s = " ^ ^ is, vindt men voor het 4 vierkant van de 4 loodlijnen â– {(>-2y 5} Â?\' -f-1Â? (Â? (3 -f r)(K5 -1) en --T- .(6 â€” 21/5). . (6 - 2 IZ5) 4-r ^ fi (Â? (3 z)(1/5 - I) 5 (Â?4-/3 4- /)\'



??? ii8 Na eenige herleidingen krijgt men nu voor het traag-heidsmoment van deze 4 punten. of (1). D. M??bius-Grassmann\'sche Methode. 101. â€” Om deze methode toe to passen is het nood-zakelijk een en ander ??it de â€ž Ausdehnungslehre" vanIIermann Grassmann te doen voorafgaan. In deze theorie worden aan punten, lijnen en vlakkengetallencoefficienten gegeven, en men noemt slechts dantwee stelsels gelijk, indien zij behalve gelijke liggingook gelijke coefficienten bezitten. Met coefficienten voorziene punten worden op dezelfdewijze opgeteld, als men in de Mechanica stoffelijke puntentot hun zwaartepunt samenstelt, dat is, twee puntena en b met de coefficienten A en /u geven tot som datpunt met den co??ffici??nt (A hetwelk de lijn ab in de verhouding ^ : X verdeelt. Is }. -]- ?’< o dan krijgt men het oneindig ver gelegenpunt van de rechte lijn ab met den co??ffici??nt nul. De som van twee lijnen AB en BC is steeds

AC,onverschillig of het punt C tusschen A en B ligt ofniet, daar BC = â€” CB is, en dus ook de richting inaanmerking genonien wordt. Maken de lijnen AB en BC A-. een hoek met elkander, dan is nog steeds AB -f BC = AC. Als product van twee lijnen kan het parallelogramopgevat worden, mits slechts, zooals hier overal ge-schiedt, de richting der lijnen in aanmerking genomen



??? iig wordt. De factoren van dit product mogen slechts ver-wisseld worden, indien het teeken omgekeerd wordt,terwijl het product van twee gelijkgerichte lijnen nul is. Wanneer de eene lijn op de andere geprojecteerdwordt, kan men als product van deze twee lijnen ookbeschouwen het product van de projectie met de lijnwaarop geprojecteerd is. Van dit product mogen echterde factoren, zonder verandering van teeken, verwisseldworden, en het product van twee loodrecht op elkanderstaande lijnen is nul. Het eerste product wordt een uitwendig product, hettweede een inwendig product genoemd, omdat het eersteslechts bij het uit elkander gaan der lijnen, het tweedebij het naar elkander toegaan der lijnen een bepaaldewaarde heeft. Het uitwendige product van een rechte lijn A en eenpunt X, geeft, wanneer beide den coefficient i hebben,bet vlak door beide, met een coefficient gelijk aan denafstand van het punt tot de rechte lijn. Het

inwendigeproduct van twee vlakken B en F (geschreven B j F) isgelijk het product van hunne metrische waarden met dencosinus van den tusschenliggenden hoek. Dus is Ajc: I Ax gelijk aan het kwadraat van de metri-sche waarde van Ax, dat is gelijk aan het kwadraat vanden afstand van het punt tot de rechte lijn A-, verderis Ay I Az. wanneer y en z twee willekeurige puntenmet den coefficient i zijn, gelijk aan het product derafstanden van deze punten tot de rechte lijn A, verme-nigvuldigd met den cosinus van den hoek tusschen devlakken Ay en Az. In het nu volgende beteekent:A^. . . GRASSMANN-Lineale Ausdehnungslehre 1844en A.,. . . â€ž â€ž â€ž 1862.



??? 20 102. â€” In de Mathematische Annalen Bd. 23 Blad-zijde 143 bezigt R. Mehmke deze methode ter bepalingvan traagheid-smomenten. Daartoe splitst hij het stelsel, waarvan men het traag-heidsmoment ten opzichte van eene willekeurige as Awil kennen, in elementen. Laat X een punt van een willekeurig element en dmde massa zijn. Als men.nu aan A en aan x den coeffi-cient I geeft, is Ax / Ax het kwadraat van den afstandvan tot A, dus is het gezochte traagheidsmoment T=SAx\\Axdm. Hierin kan men het tweemaal voorkomende punt xbuitenbrengen en op de plaats waar stond een openruimte laten. T = (S A^^ / dm)x\\ Daar echter de as A bij de sommatie (integratie) con-stant is, kan men schrijven: 7"= (yio/^o) Sx^dm. Dus is het traagheidsmoment het product van met de integraal P= Sx^dm welke de as A niet meer bevat. Heeft men dus eerst P gevonden dan moet men nogmet L vermenigvuldigen, wat gemakkelijk te doen

is,daar voor 2 willekeurige punten y en z {^o / Ao) .yz = (AolA^y). = AyjAz = Az j Ay is. IZie A, NÂ?. 353-304 i. 103. â€” Bepaal nu de integraal S x^dm voor een ruimte



??? 121 van (11 â€” I) afmetingen, welke door n willekeurige pun-ten a^, a.^.....Â?â€ž begrensd is. Laat X een punt van het lichaam zijn, evenals depunten a de eenheid tot co??ffici??nt hebbende; x kanmen lineair in a uitdrukken {A^ Â§ 107â€”no) X -f- ..... terwijl I â€” Aj -f Aj.....is. Hierdoor wordt dus S x\'dm = ^(Aj??i ..... n S x\'dm = aitth . S XjXk dm.(i, k)=i Deze integralen behooren tot de groep ^A/a/\'..... Beschouwt men nu een der hoeken, bijvoorbeeld Â?jdan kan men, daar Aj = i â€” A^ â€” A,... . â€” Aâ€žis, schrijven: = â€” Â?1) X^ia^ â€” Â?1) .....Aâ€ž(aâ€ž â€” a^) Splits nu het lichaam in elementen door ruimten van(n â€” 2) afmetingen, die aan de {n â€” 2) ribben, die insamenkomen flj ; ??, Â?3;.....a^aâ€ž, evenwijdig zijn. Het element van x heeft de in x samenkomende rib-ben (A^ Â§ 105) ~ dX^ = (flj â€”a^)dl.,dx d??^ = â€” Â?1) Adx 5Aâ€ž met deze ribben zijn de overige evenwijdig. â€” dXn â€” (on â€” a^) dln



??? 122 De inhoud van het element is dus (A, Â§ 36â€”109) I (Â?2 â€” Â?1) (Â?3 â€” )----(^n â€” ajidl^dk^----= = a^a^ ... . an} dX.^dX.^.... dXn-Nu is . .. an\\ â€žhet (nâ€”i)! voud van den inhoud van het lichaam (A^ Â§ 111); is dus dm de massa van hetelement van x, m de totale massa, a de dichtheid, dan isdm = (rj^irtj . . . . an\\dl.^dl^ .... dln(n â€” i) \\ m ~ s .... ??n dus dm {n â€” i)! mdl^dl^ .... dlyi\' Hieruit volgt: ^ {n ~ i)\\ m â€” k^ .. ...dln X ligt alleen dan binnen het lichaam als de getallen; ; . . . Xn positief zijn (A^ Â§ 110). Dc bovenste grens van de integraal strekt zich dusuit over alle positieve waarden van do veranderlijke,waarvoor A, I â€” Xj .... - - Xâ€ž ^ O is.Volgens een stelling van Lionvh.le, (Meijer bepaaldeintegralen, Bladzijde 591) is nu S(i-- A, -- A, ... â€” X,/\' X/\'... X,t" dX., . dX^ . . dXn ^ I â€? Mn m ! ! dus ("1 fa â€? â€? Â? â€” O\'- (uj fÂ?2 . . . lin Â? â€” l)! Hieruit vindt men: 7 m SXi\'^dm = n{n i)-ni SX.Xkdm = - nin -1- i)



??? 123 De gezochte integraal is dus 2 Z aY ^ E ai??u. i = 1 (t; fc) = 1 n{n i) waar i en k in de tweede sommatie steeds van elkandermoeten verschillen. Voor de rechte lijn {n â€” 2) krijgt men Sx\'dm = â€” (Â?j ^ ^??j ^ -f ??j?Ÿj).3 * Voor den driehoek (Â? = 3) Tft Sx\'dm = â€” (Â?j ^ Â?j ^ Â?3 ^ Â?^Â?3  ai^j).Voor het Tetraeder {n â€” 4) Sx\'dm = â€” (a^\' a^\' a^a^ ----a^a^). 104. â€” Men moet nu nog met Z = verme-nigvuldigen om het traagheidsmoment te verkrijgen. Daar LaY â€” Aa^ / Aai Lai??ic = Aai / Aa^ is, heeft men dushet volgende resultaat: Beteekent at den afstand van het hoekpunt Â?j van eenlijn, driehoek of tetraeder met de massa m tot eenwillekeurige as A; ifji, den door de vlakken Aai en Aakingesloten hoek, zoo is het traagheidsmoment ten op-zichte van die as gelijk aan:Van de rechte lijn,fft -(Â?1\' Â?2\' Â?,Â?2 ^^^ fii)O van den driehoek,ftt â€” (a, ^ -f Â?J ^ Â?3 ^ Â?2 Â?3 <f23----Â?3 Â?4 \'hi)- 105. â€” Men kan echter

eenvoudiger uitdrukkingenvinden. S x\'dm â€”



??? 124 Is namelijk S het zwaartepunt van het lichaam (tegelijkhet zwaartepunt van zijn n hoekpunten) dan isns â€” a^ a^ ... . a^nh- Â?â€ž^  . . . . 2<2â€ž_i Â?â€ž of 4- ....Â?â€ž_ 1 aâ€ž) = n\'^s\' â€” ^ . . .. dus =  S ^ â€? â€? â€? â€? Â?n^ Hieruit volgt dus voor n = 2; 3; 4 het volgende:Beteekent a den. afstand van het zwaartepunt van eenlijn, driehoek of tetraeder tot een willekeurige as, enden afstand van het hoekpunt ??; tot dezelfde as, m demassa van de lijn, driehoek of tetraeder, dan is hettraagheidsmoment ten opzichte van die as.Van de rechte lijn, van den driehoek: Van het tetraeder: 106. â€” Voeren wij, ter herleiding van S x\'^dm, Â?pun-ten i^i , iJj, . . . . in, die voldoen aan de vergelijkingen(i -f- k)??j = ai -(- (waarin / â€” i; 2.....Â?is). Door deze vergelijkingen in het vierkant te brengen,krijgt men (i   kh-\' dus (I Xy^?¨,\'\' = la^ -f- zlZaiS nW.



??? 125 Maar daar ns = a^ a.^ .....dus ZojS = ns\'\' is, zoo is (i -f = Xay {znl De uitdrukking achter het teeken gelijk, is ^^a??\' -Y n\'s\'\'\' indien nV- znk = n\' is, dat is als A = â€” I Â? -4- n is. Stelt men dus Â? l//"! . bi =z= 4- (_ I Â? ]/ I 4- n)s . of , , ??i â€” J . = s Â? --dan is y i -\\-n ^ = M^) = f (V ^.....^n^). Het lichaam heeft dus hetzelfde traagheidsmoment alsde n massa punten ; ; . . . . Voor Â? = 2 is h ^ j I ^ (K3 (K3 â€” iK _ 2I/3 X _ â€ž I -â€”_ (I/3 â€” iH (1/3 \'K De punten b^ en b^ liggen dus symmetrisch ten opzichtevan het midden van de lijn ^j??j en verdeelen dien af-stand in verhouding (}/ 3 â€” i) : ((/\'3 i). Voor Â? = 3 is:(voor bi het onderste teeken gebruikende) 2 2 of daar 35 == a, 4- a, is ^ _ 1 gj 2 _ \' 2 De punten bi zijn dus het midden der zijden van dendriehoek Â?(Â?^Â?j. Hieruit volgt: Het traagheidsmoment van een driehoek ten opzichte



??? 126 van een willekeurige as is hetzelfde als dat van 3 massa-deeltjes , ieder \'/s van de massa van den driehoek bevat-tende, geplaatst in het midden der 3 zijden. Neemt men voor hi het bovenste teeken dus 2 2 dan ligt b^ in het midden van â€žEen driehoek is dus equimomenteel met 3 massa-deeltjes ieder V3 van de massa van den driehoek bevat-tende, gelegen op het midden van de lijnen, die hetzwaartepunt met de hoekpunten verbinden. Voor n ~ \\ bi = s Â? . V h Trekt men dus uit het zwaartepunt j van een tetraedernaar zijn hoekpunten a^.....a^ lijnen en zet aan weers-zijden van j op die lijnen stukken af, die gelijk zijn aansai : \\ \'\'5, dan krijgt men aan de uiteinden van die stuk-ken 2 stel punten, ieder van 4 punten, die equimomen-teel zijn met het tetraeder.
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??? STELLINGEN. I. Onjuist is de bewering van Mehmke (Zeitschrift f??rMath, und Phys. Bd. 29) dat de M??Bius-GRASSMANN\'schepuntrekening voor het vinden van traagheidsmomen-ten geschikter is dan het gebruik van Cartesiaanscheco??rdinaten. II. â€?â€? SITt X Schl??milch\'s bewijs voor Lim. -------= i, (Schl??milch , X Compendium der h??h. Analysis) is af te keuren. ITT. Het is onjuist, wanneer Sturm beweert, dat het kenmerkvoor de convexiteit en de concaviteit van lijnen alleendan niet toe te passen is, als de hoek der co??rdinaten-assen stomp is. (Sturm, Cours d\'Analyse Tome I).



??? I30 IV. Het gebruik van de Rectificatie formule dydx, is bij toepassing op ontwondenen niet wenschelijk. V. De door d\'Alembert gegeven methode ter oplossingeener lineaire differentiaal vergelijking met constanteco??ffici??nten, is, in geval de hulpvergelijking gelijkewortels heeft, onnauwkeurig. VI. Het bewijs der stelling dat door 3 punten slechts ?Š?Šnekegelsnede kan getrokken worden, indien een harerbrandpunten bekend is, (Anal. Meetkunde van^P. vanGeer Bl. 238) is onjuist. VH. Het bewijs van Verdet voor het ontbreken van lon-gitudinale trillingen is te verkiezen boven dat van Fresnel. VIII. Dat de intensiteit van een totaal gereflecteerden lichtstraal bij doorschijnende media, gelijk is aan de intensiteitvan den invallenden straal, rechtvaardigt de interpretatievan Fresnel niet (indringen van licht in het medium).



??? 131 IX. De verklaring der werking van den minimum-thermo-meter van Rutherford , voorkomende in W??llner\'s Experi-mental Physik, is onjuist. X. De theorie van den bliksemafleider (werking van spitsegeleiders) is onbevredigend. XI Het weergeven van het geluid in de telephoon geschiedtgrootendeels door moleculair trillingen. XH. Om \'het meeste nuttig effect bij electriciteit te ver-krijgen zijn Thermo-Electrische werktuigen aanbevelens-waardig. XIII. Ook in de kinetische gastheorie is men nog genood-zaakt afstootende krachten aan te nemen. XIV. Wanneer twee atomen door een zekere kracht aanelkander verbonden zijn, is reeds een veel geringerekracht in staat die atomen te scheiden.



??? 132 XV. De in vele leerboeken voorkomende uitdrukking â€žalshomogeen licht kan men Natriumlicht gebruiken" moetvermeden worden. XVI. Voor de berekening" der verplaatsingen van sterrenvolgens de gezichtslijn is de spectrophotograpbischemethode de beste. XVII. De beste verklaring van de verschijnselen welke bij deroode sterren worden waargenomen is die van Brester. XVIII. Ook aan hen, die in het bezit zijn van het diplomavan het eindexamen eener H. B. S. met 5-jarigen cursusmoest, op grond van dat diploma de gelegenheid totpromoveeren in de V^is- en Natuurkundige faculteitworden geschonken.
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