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INLEIDING.

[et is bekend, dat Georce Greex in het jaar 1828 uitgal
»An Essay on the Application of mathematical Analysis to the
Theories ol Electricity and Magnetism®™, waarin eene theorie van
Farr *) terecht
»die wundervollen GreeN'schen Theorie des Potentials™ genoemd.

f

de potentiaal ontwikkeld averd, door Tioayson en

De verhandeling van GreEEN  Dbleel nagenoeg onbekend tot het
Jaar 1850, toen zij in GreLie’s Jouwrnal fir die Mathematik )
overgedrnkt werd.  Gedurende dien tusschentijd werden vele re-
sultaten, door GREEN reeds gevonden, op nienw verkregen door
Gavss, Coastes, Toomson en anderen.

De  beschouwingen van GReEN blijven steeds in vele opzichlen
merkwaardig en worden gedeeltelifk nog gevolad in de leer van de
potentinal.  Zoo treedt ook veelal de functie van GREEN op bij
de alleiding der stelling: dat het altijd en slechts op eene wijze
mogelijk is, over een gegeven oppervlak, massa zoodanig te ver-
deelen, dat de potentiaal in ieder punt van dal oppervlak eene

b

geceven  waarde aanneemt.  Die functie bewijst bij het betoog

eenigen dienst, en verdwijnt later geheel; eene nitzondering is hel
*) TuomsoNy und TAarr. Handbueh der Theoretischen Physik, Deulsche

Uebersetzung von HenmnonTz und Werrnem, I Theil § 527, 503,

1) CreLLE, Journal fiir die Mathematik, Band, 39, 44, 45,




dat haar vorm voor een bijzonder geval nader bepaald wordt,
zooals o. a. bij Ruemany *). Dat plotseling optreden en even
spoedig verdwijnen wekt terecht eenige verwondering en gal mij
aanleiding tot een nauwkeuriger onderzoek van genoemde functie.

De bovenvermelde stelling leidde Greex al door gebruik te
maken van de naar hem genoemde functie. GREEN's  beloog
is echler niet geheel wiskundig en staat in zooverre beneden
het zuiver analytische bewijs, dat DiricuLer ) later gal.  Ook
Gauss deelde in zijne ,Allgemeine Lehrsitze in Beziechung auf die
im verkehrten Verhiltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden
Krifte” §) eene afleiding mede voor de genoemde stelling, welke
boven die van GRreen is fe stellen.  Niellegenstaande dus twee
wegen bekend zijn, om  dezen herrlichen Satz” (e betoogen ,
vindt men nog gebruik gemaakt van de functie van GREEN — zo0
0. a. door Gravsius in zijne bekende polentiaal-leer — en met
reden, want, zooals in het eerste hooldstuk blijken zal, heeft
hare invoering een eigenaardig voordeel.  In dal hooldstuk wordt
nagegaan in welk verband de functie van GREEN staal tol de al-
gemeene leer van de  polentiaal, en de wijze waarop GREEN de
genoemde  stelling afleidde, met die van Diricnrer vergeleken.
De volgende hooldstukken zijn gewijd aan de beschouwing van
de functie op zich zelve en aan de wijze, waavop zij bepaald
wordL.

¥) RimMANN.  Schwere, Elektricitiit und Magnetismus, 1876,
7) LBJEUNE DIRICHLET.  Vorlesungen iiber die im umgekehrten ete. wir-
kenden Kriifte. In 1876 door GRUBE uitgegeven.

§) Gauss und WEeBer. Resultate aus den Beobachtungen des magne-

tischen Vereins. 1839, Ook in Gauvss. Werke, 5 Band.




EERSTE HOOFDSTUK.

OVER DE POTENTIAAL IN HET ALGEMEEN EN DE FUNCTIE VAN
(IREEN IN HET BLIZONDER,

3. Twee materiéele punten @ en m, waarvan de rechthoekige
coordinalen «, g, y en x, v, z zijn, trekken elkander aan. vol-
gens NEWTON'S wel. mel cope kracht

[ — fan

(2

4

200 F den afstand van u en m voorstell. De componenten van de
kracht door op m uitgeoelend zijn

N I o — X el di m d 1
N - ————_— - =
D B dx — TR T

y —m g—y pm dI ; d 1
—_——— T e e L ] —
e l'a l‘f ( f :Y ‘l (]-\ I'J

r pIl y — 7 pan dl d 1
/e i LT — e T ) —s
D i I5* dz dz I

Hetzelfde geldt van cen systeem matericéele punten g, met coor-
dinaten Bi, i3 alsdan worden de componenten van de kracht
Op m uitgeoelend voorgesteld door

Ml 1Y -
“dx E,

1

Y TS
‘['il};' DA

1

=My ——.
(ll l‘t.

l*




Zi) nu
sk _—y
dan I8 :
1 1V V A
X——m(—, Y:md Zi— 1 (—i—-
dx dy’ dz’

De componenten X, Y, Z zijn derhalve de particele algeleiden
van V naar x, y en z, vermenigvuldigd met de massa m. De uit-
drukking mV heet de potentiaal van de massa’s g ten opzichte van
de massa m in het punt x, y, z; de grootheid V zelve de poten-
tinal van het systeem g in het punt x, y, z; in het laatste punt
wordt dus hierbij de eenheid van massa gedacht. De grootheid V
is. zoolang het punt x, y, z niet in een der punten «;, fi, 7 valt,
even als hare afgeleiden eindig en continu. Iare tweede afgeleiden
voldoen aan de vergelijking van LAPLACE

A2V VAP A Y
w5 b

dy® dz’
Op unun(hmn alstand wordt V nul of liever, zoo

=/ ¥Fy+7

= (foigiiVie=={)]

blijven de waarden
‘ dv ., dV dV
RV, R*—, R* — en R*—
dx”  dy dz
steeds eindig, hoe groot x, y en z ook mogen genomen worden.
Vullen de massa’s g continu een lichaam, of zijn zij verbreid
over een oppervlak, dan wordt de potentiaal in het punt x,y, z

_[lllll

waarbij de integratic moet uitgestrekl worden over het gebied
waarbinnen de massa’s liggen.

Volgens bekende definitie is bij een lichaam

dm = p da df dy = odz
en bij een vlak
dm = pdo

waarin dz het volume-clement en da het oppervlakte-clement in
iy 3507 voorstelt, terwijl ¢ de dichtheid is in dat punt, die
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het algemeen eene eindige en continue functie van «, g en
rekend wordt.

ar {l"l..
-

/

-

Men heelt dus voor een lichaam en voor een vlak respectievelijk

\Y :/fff de dg dy en
\ :/‘/}2 da.

Noemen wij het oppervlak, dat het lichaam begrenst, waarhin-
nen in het eerste geval de massa verdeeld is, S. en hel opper-
vlak, waarover in hel tweede aeval de massa uilgebreid is | even--
200, dan zullen in het algemeen de cigenschappen der functién v
verschillend zijn, naar gelang het punt x, vy, z huiten S, op S ol
binnen dat oppervlak gelegen is.  In hel eerste geval vertoonen de
beide functién V, of de potentiaal van ecen lichaam en van een
oppervlak, volkomen dezelfde eigenschappen, en wel juist die, welke
zooeven voor het systeem g, opgenoemd zijn.

1o Zij zijn, even als have algeleiden , eindig en continu.

20, Zij voldoen aan de vergelijking A V=0,

19

3% Op oneindigen afstand blijven de nitdrukkingen

«' ’ IV
RV, R pedY o ped
(x dy dz

steeds eindig.

Functieén, die voor alle punten buiten zeker oppervlak S aan deze
drie voorwaarden voldoen, noemen wij in het vervolg P, of V
functién van het oppervlak S.

n

Wordt het punt x, y, z binnen S gedacht, dan zijn de eigen-
schappen van de potentiaal eener viaktelading en van een lichaam
verschillend,  Wel blijit bij beide in alle punten binnen S de po-
lentiaal, evenals have cerste algeleiden, eindig en continu, maar de
tweede algeleiden voldoen bij cen opperviak nog steeds aan /2 N ==},
terwijl bij een lichaam de vergelijking van Laveace in die va
Poisson overgaal, nl.

1k U G R b I

--{_.—— i — —4qp of A\NV=—/ T

dx® dy dz?

Wiarin ¢ de dichtheid voorstelt in het punt x, y, =z
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De potentiaal van cen oppervlak in cen binnenpunt voldoet dus
nog aan de voorwaarden 1 en 2, zooeven cenoemd ; eene functie,
die, voor alle punlen binnen een opperviak S, deze twee cigen-
schappen vertoont, wordt in het vervolg dikwijls voorgesteld door
PEoLRVE

Zij ten slotte het punt x, y, z in het oppervlak S gelegen. Nu
iz het de potentiaal van eene massa over S uitgebreid, waarop
vooral de aandacht moet gevestigd worden. Nemen wij drie punten
aan, é6n binnen S, é&n daarbuiten en één op hel opperviak ge-
legen, en wel

N L I £
waarin potentiaal-waarden
\ri ] Y‘n J \Tu

700 dan P, en P, samenvallen in P,, heeft men

i Vi B Ve ==\ 5o 0o b s o o 1)
zoowel bij een lichaam als bij een oppervlak. Tevens is het-
zellde te zegwen bij een lichaam van de eerste afgeleiden. Dit
is niet zoo bij eene oppervlakte-lading. Zij in P, eene normaal op-
gericht en zijn de punten P; en £, op die normaal gelegen, zoo men
dan P, langs de normaal naar bhinnen het element dn, en P, naar
buiten het element dN laat doorloopen, dan zal de functie V; aan-

. dV ", WNE . y
oroeien met —dn en V, ‘mel —%dN. Vallen nu P;en P,in P,,
' dn dN :
dan is in het algemeen bij eene vlaktelading

. /dV, /d Vo
Lim. (—-—) b J i, ( ) Yt === 10 IO S 2
dn 5 (N ,) g )

waarin o weer voorstelt de dichtheid in 2, Bij een oppervlak is
dus de eerste alzeleide van de potentiaal bij doorgang door het vlak
: . dV ,
discontinu; met de waarde van S voor een punt op S, wordl
dan ook steeds bedoeld een der beide limieten , waarvan het verschil
— 4 op bedraagl.  Wij laten in het vervolg, daar, waar zonder ver-
klaring duidelijk is dat cen der genoemde limictwaarden bedoeld
9

wordt, meestal het woord limiet weg.  De vergelijking #)  vind!

dikwijls geschreven



/dV /dV
iy = = = s ‘!‘ ito S L e = e T 3
(‘lh])— 0 ((fll)-;. § o ST )

§2 In de polentiaal-leer, vooral waar sprake is van de polentiaal
ecener vlakte-lading over cen oppervlak S, vervallen de functién
Pien P, van S cene belangrijke vol.  Verschillende eigenschappen
van deze functién vindt men onmiddellijk uit het bekende theorema
van GREEN, dat hier in herinnering wordt gebracht.

Laten U en V twee [unctién zijn van de codrdinaten Xy NTS
die mel hare eerste afgeleiden ecindig en continu blijven voor alle
punten binnen een oppervlak 8, dan geldt de betrekking

[\ri}i da+vaUdr_,
7
fUﬁ1|a+[U&\r(1r ....... )

waarin dn naar binnen gerekend wordt.
Zim U en V beide Py funclitn van S, dan is zoowel A U als
2N ==l (hGE

\T
f\‘t—:%dg—fuﬂ—-do“_{. ........... ..5)

‘ene helangrijke betrekking verkrijgt men, indien voor U geno-

1 ol .

men wordt [ Waarin [5; voorstelt den alstand van een punt 2
&l

(X, vy, z), binnen of op 8, tol een vast punt P} (x', y', z') binnen S.

De unitdrukking s nict eindig evenmin als hare algeleiden zoo

Vi .

X, y, z in x', v, 7z vall. De gelijkheid ) kan dan ook slechts

Ay s i e k0N o i

loegepast  worden voor de ruimte ingesloten door S en door het

oppervlak van een bol, waarvan P hel middelpunt is en de straal

e cenomen wordt. Door ¢ steeds Kleiner te laten worden, vindt men

in dit g‘(}\';\l_ 7200 weer \’:\"i cene |'- functie i:\',

d 1 1 dv,
£ e el A Erll ==l L e 6
[\iihl i o [ T de —=4dn )

. v . T X 3 ol !
waarin V,' de waarde is van V; in het punt x', y', z

Ten einde voor de ruimte buiten N de stelling van GREEN toe te




]

passen, denken wij ons eerst die ruimte hegrensd door een bol mel
straal B3 dan geldt voor het deel, tusschen S en het oppervlak van
dien hol gelegen, de vergelijking *), waarin nu de integratie zoo-
wel over S als over het oppervlak van den bol moet plaats hebben,
terwijl nu de differentiatie naar de normaal binnen die ruimte ge-
trokken, moet geschieden; welke bewerking voor het oppervlak S
voorgesteld wordt door i
v dN
Onderstellen wij thans, dat U en Vbeide P, functién zijn van het
oppervlak S, dan volgt uit de derde voorwaarde, waaraan die funclién
voldoen, dat de integralen voor het oppervlak van den bol, zoo R
steeds grooter wordt, gezamenlijk =0 zijn, derhalve is ook dan

au, dv
e e — J U= de—0 ..ot
[\“ a [L“ N =" )

: ; : 1 :
Waordt weer in 4) voor U gesubstitueerd de waarde =, waarin I, nu
~u

voorstelt den afstand van P (x, y, z) tot een vast punt P, (x', y', z)
buiten S gelegen en zij weer V oeene V, functie, dan vindt men

even als vroeger

1 1 dvV
f\’" ;l% ii— do — % tIT\\—' do =AY o, 67

I I

waarin V. voorstell de waarde, die V, in het punt x', y', 2" aan-
neemdt.

$ 3. Zoo over het oppervlak S ecene lading is aangebracht,
waarvan de dichtheid o in ieder punt gegeven is, dan bestaal
het bepalen van de potentiaal dezer lading in het uilvoeren van
cene integratic over het oppervlak S, Is de potentiaal V; in
cen punt binnen S en hare waarde YV, in ecen punt builen S
bepaald; dan heeft men twee functién cevonden,  waarvan  de
perste cene Py functie voor S, de andere eene P, functie is, en wel
nemen beide functién aan het oppervlak dezelfde waarde aan. Uil
de betrekkingen, hierboven algeleid, volgt dadelijk dat omgekeerd
twee geheel willekeurige Py en P, funclién voor hel opperviak S,
die slechits aan de voorwaarde voldoen dat zij voor punten van S beide
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dezelfde waarden aannemen , kunnen beschouwd worden als de poten-
tialen eener vlaktelading over S.

Zij nl de P; functic V, en de P, functic V, en hare waarden
aan - het oppervlak V,, dan wordt aangetoond dat V; de poten-
tiaal voorstell in punten binnen S eener lading, waarvan de

dichtheid is
f— '1 l‘]\ri Ll\r1l
o=—1- (@)

en Vy de potentiaal in punten buiten S van diezelfde lading. In-
derdaad uit %) volgt

povi— [y 41 e e 7
A= [\‘dn E, it [l dn )

1 ettt Uy
‘n neemt men nu in aanmerking, dat T eene P, [unctie s voor

‘.
4

1 - 1 dV
— g o ] 8
[ ti\ [l':j aN do'cints e )

Verder is ———-::——'—,, zoodat men door optelling van
dn E, dN E;

S, dan volgt uit )

) en 8) verkrijgt

ik 1 7dyV, , dV,

‘”“““[ﬁ&ﬁ'(m)“
e N NN
vi=— [g (G +x) =[5t

waaruit blijkt, dat de waarde, die V" in het geheel willekeurige
punt x', v', z binnen 8 aanneemt, de potentiaal is eener lading
over 8 met de aangegeven dichtheid.  Door gebruik (e maken van

of

de vergelijkingen ) en 5) vindl men eveneens

A A Y, aY, ;
=—p 5 (G ) do = [ de

Over een oppervlak S is dus steeds eene massa te verdeelen, zoo-
dat de potentiaal in alle punten binnen S eene gegeven waarde
aanneeml en evenzoo de polentiaal buiten S, zoo die gegeven
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waarden binnen S uilgedrukt worden door eene P, functie van S
die buiten door eene P, functic en voor punten van S geldt,
Y =Y
De dichtheid dezer lading en daarmede de massa is oeheel he-
paald, zoodal er slechls ééne verdeeling mogelijk is.

1

§ 4. De vraag kan thans gesteld worden: zal ook iedere P, fune-
tie van het oppervlak S kunnen beschouwd worden als de poten-
tiaal in buitenpunten eener massaverdeeling over S, en is die mas-
saverdeeling geheel bepaald? Geldt hetzellde van eene geheel wil-
lekeurige P; functie voor punten binnen S? De potentiaal-theorie
van Gauss en het beginsel van Dirtcuner beantwoorden onmid-
dellijk beide vragen, en doen tevens eene nicuwe eigenschap ken-
nen.  Geheel analytisch bewijst DiricnnLer — | er bestaat voor ze-
ker oppervlak S eene, maar ook slechis ééne P functie, die in
alle punten van S gegeven waarden aanneemt, die voor de ver-
schillende punten van het oppervlak eindig zijn én continu in
elkander overgaan. Ook bestaal er eene, maar slechts ééne P,
[unctie, waarvan hetzelfde geldt.” et bewijs voor deze gewich-
tige stelling komt voor in de reeds genoemde |, Vorlesungen™ en is
in verscheidene leerboeken overgenomen; zoodat het hier kan ach-
terwege blijven.

De vragen, zoo even gesteld, kunnen derhalve bevesticend be-
antwoord worden.

[s cene P, lunctie gegeven, dan zijn de waarden van die funclie
voor het oppervlak S bekend en dan is er volgens Divicnier ééne P,
functie aan te wijzen, die voor alle punten van S de waarden aan-
neemt, waarin de P funetie overgaat.  Die functie en de gegevene
kunnen  beschouwd worden als potentialen in punten binnen en
buiten S eener lading over dat oppervlak, ‘die daardoor volgens de
voorgaande paragraal” geheel hepaald wordt.  Hetzellde kan gezegd
worden zoo ecne Py functie gegeven is. Maar verder, zoo voor alle
punten van S eindige, continu veranderende waarden gegeven zijn,
dan kan men ecene Py en eene P, [unctie aanwijzen, welke voor
punten van S die waarden aannemen.  Het algemeene probleem
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over een gegeven oppervlak, zoodanig massa te verdeelen. dat de
potentiaal van die massa in alle punten van dat oppervlak gege-
ven waarden aanneemt is dus mogelijk en bepaald. Mocht de massa
gegeven zijn, dan kan die massa zoodaniz over een gegeven op-

pervlak verdeeld worden dat de potentiaal in ieder punt van dal
oppervlak eene waarde heeft evenredig mel eene gegeven grootheid.

§ 5. Liggen gegeven massa’s binnen een opperviak S, hetzij
over vlakken uitgebreid, waarvan S er cen kan zijn, hetzij continu
binnen een lichaam veerdeeld, of in punten opgehoopt , dan is over
S altijd eene massaverdeeling aan te brengen maar slechls ééne
die in alle punten van S dezelfde potentiaal heeft als die massa's.
De potentiaal toch van die verdecling over S is in punten builen
S eene P, funclic en evenzeer geldt dat van de potentiaal der
massa’s binnen S gelegen; beide P, functien hebben aan het op-
pervlak dezellde waarde — volgens de stelling van Dinicnier
zijn zij dus volkomen dezelfde, Bijeevole is het mogelijk ecene
massa verdeeling over 8 aan te brengen, die in de oneindige ruimte
buiten S dezellde potentiaal te voorschijn roept als de massa’s bin-
nen N, en die verdeeling is geheel hepaald. Het bepalen der dicht-
heid van de gevraagde massa verdeeling is slechts een bijzonder
geval van hel algemeene probleem , aan het eind van de vorige
paragraal besproken.  Waren de massa’s buiten S gelegen, dan
zou er ééne, maar ook slechts ééne verdeeling van massa over S
mogelijk zijn, die in de ruimte binnen S dezelfde potentiaal heelt
als de buiten gelegen massa’s.  Dat werkelijk heide verdeelingen
mogelijk zijn is a priori waarschijnlijk.  Immers, zoolang men
buiten de massa’s zelve blijit — hier buiten het vlak S in hel eer-
ste-geval — vertoonen de potentialen eener lading over S en
van de massa’s binmen S volkomen dezelfde eigenschappen; et
is dus te verwachten, dat de eene massaverdeeling wel zal kunnen
vervangen worden door de andere.  Dat dit werkelijk zoo is, en
dat tevens de nieuwe massaverdeeling over S geheel bepaald s,
leert het beginsel van DiRicuLEet.

In plaats van de massa’s binnen ol buiten S fe vervangen doop
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door eene lading over S, die voor punten buiten of binnen S equi-
polentiaal is met de gegeven massa’s, kan men eene verdeeling over
S eischen, waarvan de aantrekking die zij uitoefent op punten
huiten of binnen S dezelfde is als die van de gegeven massa’s.

Zij de polentiaal van de massa’s v en van de gevraagde lading
over S, V, dan moet in dit geval:

dv__dV dv__dV dv__dV

TR T

zijn, waaruil
v = V - constante.

Ligeen de massa’s binnen S, dan is op oneindigen alstand, zoo-

wel v als V gelijk nul, derhalve

ViV,

of in dit geval is de verdeeling dezellde als die hierboven bespro-
ken is. Zoo de massa’s buiten S liggen, moel over S cene massa
verdeeld worden, waarvan de potentiaal in alle punten op S en
binnen S een constant verschil vertoont met de potentiaal der
massa’s buiten S, et is duidelijk, dat die constante moel gege-
ven zijn, om ook nu de lading geheel te hepalen.

§ 6. Al de hoogst belangrijke waarheden, die in het vooralgaande
slechts kort aangeseven zijn, volgen dus zeer eenvoudig uit het
heginsel van DiricuLer in verband met de stelling in § 5. GREEN
vond in zijne genoemde verhandeling dit alles reeds, maar minder
cenvoudig, en evenmin kon hij de stellingen geheel wiskundig
l)(.‘.\\“ij'.t('ll. Evenwel verdienen de beschouwingen van GREEN uil
een zeker oogpunt belangstelling. Uit het beginsel van DIRICHLET
toch volgt, dat voor ieder opperviak S ¢éne Py oen ééne Py functie
is aan le wijzen, die in alle punten van S gegeven waarden aan-
nemen, maar Divicniter geell geen enkel middel aan de hand, om
die functitn te vinden. Verder dan tot het bestaan en het geheel
bepaald zijn van P en P, komt men niet. GREEN nu geell voor
ioder der function eene uitdrukking.  We gaan thans over tot het
niteenzetten van de methode van GREEN, en wel in de eerste plaats

zullen wij de functie, naar hem genoemd, definiéeren.
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Zij S een oppervlak en P! (x', y', z) een punt binnen S, dan is
de Py functie van de coordinaten x, v, z, die zoo het punt (x, vy, z)

o : I
i S valt overgaat in de waarde —

N7
!.
“1

stelt: van dat punt van S tot P/, de functic van GREEN voor

waarin E, den alstand voor-

punten binnen 8. Ligt het punt x', y', 2', buiten S in P, dan
is de P, functie van x, y, z, die zoo x, v, z, in S valt, overgaat in
T waarin  weer I, de alstand is van het punt op S tot P,
4y
de functie van GREEN voor punlen buiten S. We zullen deze fune-
ticn respectievelijk voorstellen door G en G,

Beide functién zijn volgens de gegeven definitie alhankelijk van
de coordinaten van het punt P! ol P (x', y', z), welk punt wij
het vaste punt zullen noemen, en van de coordinaten x, y, z, terwijl
de vorm dien zij aannemen zal athangen van het opperviak 8. Uil
het beginsel van Diricnier weten wij onmidellijk, dat beide functién
bestaan en geheel bepaald zijn; immers G; is eene P, funclie van
S en G, eene Py functie, en van beide zijn de waarden die zij
YOOI punlen vam S aannemen , gegeven.

Greex bewees het bestaan van zijne [unctién door de volgende rede-
neering, waardoor wij tevens hare physische beteekenis leeren kennen.

Laat het oppervlak S een volkomen geleider voor electriciteit zijn
en in - het punt P eene hoeveelheid electriciteit — 1 opgehoopt ;
z00 dan de geleider met de aarde in verbinding wordt gebracht,
zal de negatieve electricileit wegstroomen en de geleider eene po-
sitieve lading  vertoonen.  De  potentiaal van de  electriciteit in
P! en van de lading op S zal op ieder punt van N eene conslante
waarde moeten  bezitlen, en wel, daar de geleider met de aarde
in verbinding staat, eene waarde wul.  Zij dus U de potentiaal
van de lading op S, dan is in ieder punt van S

U= wl— ==,
I,
ol I :I_
I
De potentiaal van deze lading in punten binnen S is cene
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P, functie en wel eene P; functie, die aan het oppervlak de waarde

— aanneemt. et is derhalve de functie G, Hiermede is aange-
i
toond, dat de [unctie bestaat, en daar op een gegeven oppervlak
S door de electriciteit in P eene volkomen hepaalde lading gein-
duceerd wordt, zoo is fevens hewezen, dat G; eenc geheel be-
paalde functie is. Op dezelfde wijze toont men het bestaan der
functie G, aan, door in P, weer de eenheid negatieve electriciteit
opzehoopt te denken.  De potentiaal in punten builen S van de
geinduceerde electriciteit op den geleider S met de aarde in ver-
bhinding gebracht, is nu de functie G. Merken we nog op, dat
in het eerste geval de potentiaal van de geinduceerde lading in
punien buiten S noodzakelijk zal zijn —, derhalve de dichtheid der
~

geinduceerde lading volgens de betrekking %) in § 1.

1 d /1 N
— . — U

' dx dn \E; ‘)

o

¢

Evenzoo de dichtheid der lading in het tweede geval geinduceerd

e —I—-—llw l——(i)

T 4 dN\E, T
§ 7. Nadat bewezen is, dat de functie G; en G, bestaan en
oeheel bepaald zijn, kunnen wij niet alleen aantoonen, dat, zoo
de polentiaal eener massaverdeeling over S in alle punten van 5
segeven s, ook de potentiaal in alle punten binnen en buifen S
en dus ook de dichtheid bekend is, maar we vinden tevens uit-
drukkingen voor hare waarden in willekeurige punten P en P
Zij nl. de polentiaal der massaverdeeling over S in punten op
S gegeven V, en have waarde in punten binnen S gelijk Vi, dan

A TARa V!
b Vi — |V i -l.iln'—[l d S b )

“dn L [% dn

En substitueert men nu in de vergelijking 3) voor Ui de functie

is volgens ©).

(3,, dan heell men



. 3 1 Sl
Aan het oppervlak is echter G, == zoodat door aftrekking uit

B,
9) en 10) yolgt ‘
- g :
4l Yi==RiVar==y -T——l,r,-) ) 1 ot O e A 11)
“dn \E;
ivenzoo heeft men, zoo V, voorstelt de potentiaal der massa ver-
deeling in punten buiten S, nir ﬁ')

1 qv,
Rl f AN L fﬁjﬁ"“

en uil de vergelijking 5'), zoo voor U, genomen wordt G,

_dG dy
=iVt qre i ante
)__f\! N do fl_ " AN da

d s1
= =—G,)de .. ciiiiinn, 1
"'(h\i (!']“ u) (g Rprs )

r

De vergelijkingen 11) en 1Y) geven derhalve de waarden V' en

of

baV,'—

V) van Vi en V, respectievelijk aan in de geheel willekeurige pun-
ten P/ en P (x, y', #). Tot het vinden van die waarden is, zoo
de functién G; en G, bekend zijn, slechts eene integratie uit te voeren
over het opperviak S.

De betrekkingen 11) en 11 zijn in de voorgaande paragraal
algeleid in de onderstelling, dat V, en V, de potentialen zijn eener
massaverdeeling over 8. Bij hare afleiding zijn echter slechts toe-
gepast de  vergelijkingen 5) en 6) benevens #) en ), waarvan
de beide eersten voor alle Py functién van S gelden, en het laatste
paar  voor alle P, functién.  De betrekkingen 1) en 11 gelden
dus respectievelijk voor iedere Py en iedere P, functie van het opper-
vlak S, en wij besluiten daaruit, dat dergelijke functién geheel be-
paald zijn, zoo hare waarden voor punten van het opperviak S
gegeven zijn.  Geen recht geven ons echter de vergelijkingen 11) en
) om te besluten dat er dus steeds eene Py functie bestaat, die
voor alle punten van 8 bepaalde waarden aanneemt; evenmin eene
P, functie. Zoover als wij tot nu toe de theorie van GREEN gevolgd
hebben, leidt zij ons nog tot geen der belangrijke waarheden in
X 4

S 4 en D aangeduid.
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Daartoe is het noodig te bewijzen, dat er werkelijk voor ieder
oppervlak eene Py en eene P, functie bestaal, die in punten van
S willekeurige gegeven waarden kan aannemen. Weel men dat,
dan zijn dic functien, zoo de gegeven waarden V, zijn, de fanctien
bepaald “door de integralen 1) en 1¥). Met nadruk wordl hierop
gewezen, daar het voorkomt, dat deze zaak niet genoeg in het
oog wordt gehouden. GREEN bewijst inderdaad, dat de functien,
bepaald door 11) en 1) P; en P, functien zijn, die aan het op-
pervlak S de gegeven waarden aannemen. Dit bewijs, gedeeltelijk
steanende op gronden, aan de electriciteitsleer ontleend, koml
voor in het laatste deel van § D van zijne tweede verhandeling, en
nadat genoemde stelling bewezen is, kan men al de vroeger ge-
vonden waarheden, onmiddellijk afleiden. Nu het beginsel van
DiniciLeEr — of ook zoo men wil de beschouwingen van GAUSS —
veel eenvoudiger en geheel wiskundig dezelfde uitkomsten geeft
als de theorie van GREEN, is het niet aan te bevelen, deze thans
nog te volgen, om de theorema’s nit § 4 en 5 te vinden.  Zijn
deze ochter cenmaal afgeleid, dan kan men als bijzondere toe-
passing van het beginsel van DinicnLer vragen de G en (i,
functic voor een oppervlak S te bepalen.  Die functien zijn dan
niet alleen als een toepassing van het genoemd beginsel  be-
langrijk, maar zijn zij bekend, dan is door middel van de be-
trekkingen 11) en 11%) het algemeene probleem, nl. eene Py of
P. functic voor dat opperviak S (e vinden die in alle punten
van' S gegeven waarden aanneemt, ol eene inteeratie lerngge-

bracht.

§ 9. Reeds in § 6 is eene physische beteckenis der functien Gy en G,
oevonden,  Zeer eenvoudig s ook het hepalen van die functien
op le vatten als eene der massaverdeelingen over S, diein§ 5 be-
sproken zijn. Gy is eene P, functie, die in punten van S de waarde

1 i (e : ] ;
— aanneemt, terwil T in alle punten op S en buiten S de po-
L {

4 4i
tentiaal voorstelt eener massa -1 in P geplaatst. Gy is derhalve

de potentiaal eener massaverdeeling over 8, die in alle punten e



17

ten en op S equipotentiaal is mel eene massa -1 binnen S in
P! of wat hetzelfde is: zij is de potentiaal eener massaverdeeling
over S, die ieder punt buiten S aantrekt, als ware in P/ eene
massa -1 geplaatst.  Tuomson voerde voor deze verdeeling den
naam van centrobarische verdeeling in, en noemde P hel attrac-
tiecentrum.  Op dezelfde wijze is G, op te vatten als de poten-
tinal in punten buiten S van eene massaverdeeling over S, die
voor alle punten binnen S dezelfde potentiaal te voorschijn roept
als de massa -1 in P gedacht. Zooals reeds bleek in §5, is het
hier niet \nhlumulu te zeggen, dat G, de polentiaal is eener mas-
saverdeeling over S, die op alle punten bhinnen S eene attractie
uitoefent als ware in P, eene massa -1 geplaatst; slechts, zoo de
constante G nul is, zal G, werkelijk de potentiaal van die lading
over 8 zijn.  Overeenkomslig mel zoo even zullen wij ook deze
verdeeling eene centrobarische noemen met P, als attracticcentrum.
Van beide verdeelingen is de dichtheid onmiddellijk te bepalen uit
de betrekking
I, e dV; _!_d\
3 dN

dn
Zij de dichtheid van de eerste verdeeling o, en van de tweede

g i) L I')
= Jm E(lci_ d

on 1 (l / I Y
) — ‘lu
<2 A AN ( )

|1
4

o,, dan vindt men

ol dezelfde dichtheden als bij de electrische lading op S geinduceerd

. THaE : ”
door de hoeveelheid electriciteit — 1 achtereenvolgens in P/ en P,
geplaatst, zie § 6. De formules 11) en 11 gaan zoodoende over in
\T,' = g,\’,l]n’ ..................... |2)

1l : - o

\“' R g,,\' ,,lln .................... 1~)

§ 10. De belangrijke betrekkingen 12) en 12') kan men ook di-
rect afleiden en geheel in overcenstemming met de beschouwing
in de vorige paragraal. Laat V' ovoorstellen de potentiaal van massa’s
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M, in punten P, geplaatst en v de “polentiaal van massa’s m; in pun-
ten p; gedacht; laat verder V; de waarden aangeven, dic V aan-
neemt in de punten p, en v; de waarden van v in de punten P,

dan geldt
My, — >m Ny s it 13)

Natuurlijk, want beide uitdrukkingen stellen niets anders voor

o Mimy
dan de som van alle combinatien ; -, wanneer E; de afstand i

’
van twee willekeurige punten P; en p.

Nemen wij nu over S eene massaverdeeling aan, waarvan de
potentiaal in een punt «, @, y van S is V, en de dichtheid
een punt «, f, 7, o' en nog eene tweede massavérdeeling, waar-
van de dichtheid in «, §, 7 is g, en de polentiaal in &', §', ;'
V.. dan is volgens 13), zoo he :)ppul'\-‘]:lkln element in «, f, 7
genoemd wordt do en dat in «', g, /', dd’

[.Jtlﬁ_f' )'dn" ........... e “)

Zij nu de dichtheid p; die ecner massaverdeeling znml:mig‘ dat

hare potentiaal in ieder punt van S gelijk zij aan —I—ui aelik aan — 5
4 /.

waarin B, en B, weer voorstellen de afstanden van  dat  punt

van S tot een punt P of P! (x'yz') binnen of buiten S geleger,

dan volet uit 14), zoo we p en het eerste geval o en in het

lweede o, nocmen

[\ u{i(r:[_ifﬂ ................ l';)
f\'.yuriﬂ ‘:_—fl-fj— dol e e e A 157)

De laatste integralen zijn echter volgens definitie de waarden
van V. in P/ en in P ol V! en V,. dus

[\Tn()j(lﬂ Bt \.l'
f Odo—"Y%:

De vergelijking 1) werd het eerst door Gavss gegeven in § 19

L]
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van de genoemde, ,,Lehrsitze” en daar wordt opgemerkl, dal men
z¢ 00Kk toepassen kan zoo de massa’s over ecen zelfde vlak verdeeld
zijn. — streng bewezen wordt het evenwel niet.  Men kan dil
echter onmiddellijk uit de stellingen 5) en 5) van Greex afleiden.
Zij van de eene verdeeling de nitwendige potentiaal V, | de inwen-
dige Y, en hare waarden aan hel oppervlak V.. Yan de andere
verdeeling de overeenkomstige grootheden V! Vi, V., dan geven de

n s

vergelijkingen 5) en 5%

V, —[w\— da ——-[\ r‘-H—tlrr ==i()
(n

CdV) AN
‘[\ (]\' dn [\ |\ IllT —

waarnit door optelling

ALY TR N
‘[\”(\Tln AN )[]'i_

/dV;  dV,)

|
— -+ — ) do.
( dn T N )
ol, zoo de dichtheid bij de eerste verdeeling o en bij de tweede o'
genoermd wordt, volgens de bekende betrekking 2)

/.‘\" g't]ﬁ —— / \'n'r‘nlﬂ.

11. Aan het einde van dit hooldstuk zij nog opgemerkt, dat
evenals door MaxwerL 1)y, als delinitic voor de functién G, en G, is
aangenomen dat zij aan het oppervlak respectievelijk overgaan in

1

- Ul -l- Dikwijls, zoo bij Gravsius, RiemMaxny en anderen, wordl

I
de Greensche functie voor punten binnen S genoemd de funetie
I
Gi— = —(
|8

¢ voor pllnlu-n hutten S, de funetie

1) Maxwernt, A Treatise on Electricity and Magnetism, Vol. L. pag.
113, Bij Maxwenn, even als in de verhandelingen van GREEN, is het

teeken voor G en G, omgekeerd.
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1
G,———0G
E\l ‘
De integralen 11) en 1Y) worden dan geschreven
o o

il
N AV e (] R e s 16)

dn
Y V,—i (B0 Pt (O o pgons sy | 167)

dN

Bij deze definitie is de functie van GREEN voor punten binnen
: s 1 LIS .
S geen P tfunctie meer, daar e de afgeleiden daarvan niet voor

Jl .

alle punten binnen 8 eindig blijven; de waarde der functie aan
het oppervlak is nu nul. Hetzelfde geldt van de functie van GREEN
voor punten buiten S. 't Komt mij voor, dat het beter is de
functie van GREEN te bepalen, zooals hier boven is geschied; ove-
rigens zijn de eigenschappen der functien G, en G, gemakkelijk te-
rug te brengen tot die van de functien G, en G..




TWEEDE HOOFDSTUK.

WIHJZE VAN BEPALING DER FUNCTIE VAN GREEN EN HARE
ALGEMEENE EIGENSCHAPPEN.

N 1. Zooals in het vorige hoofdstuk gebleken is, is het bepalen
der functien van Greex, of der centrobarische dichtheden een
bijzonder geval van het algemeen probleem: over een opper-
vlak S eene massa zoodanig te verdeelen, dat deze viaktelading in
alle punten buiten en op S equipotentiaal is met eene massa hin-
nen S, of equipotentiaal met cene massa buiten S, voor alle pun-
ten binnen of op 8. Door Green werd eene methode aangewezen
waarnaar de dichtheid van die yerdeeling in vele gevallen onmid-
dellijk kan berekend worden.

Onderstellen  wij nl. dat het opperviak S een evenwichtsopper-
vlak is voor twee massa’s M, en M,, waarvan M, acheel binnen
S en My buiten S gelegen is. Zij de potentiaal van M, en M, res-
pectievelijk V, en V., en stellen wij

M, 4 M, =M
en V,4V.,=—=V
dan geldt voor ieder punt 2, van het oppervlak 8
V = conslante
Verplaatst men P, over hel oppervlak over eene lengle ds,

dan iz
\F
L ==}

ds

en derhalve is de kracht, waarmede de eenheid van massa in P, of

9

-
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el

zooals men het uitdrukt het punt P, aangetrokken wordt, gericht
volgens de normaal van het oppervlak en is in grootte gelijk
dV
=
Ten eerste kan nu onmiddellijk over S zoodanig massa ver-
deeld worden, dat deze lading in alle punten buiten S equipoten-
tinal is met M,. In dat geval moet de potentiaal in buitenpunten
zijn V,: binnen S moet de potentiaal eene Py functie wezen, die
aan het oppervlak overgaat in V.. Maar voor punten van S geldi
V==
of Vi V.—C
V,=C—V; |
Neemt men derhalve voor de potentiaal in binnenpunten G — V., |
dan voldoet deze functie aan alle voorwaarden.  De polentialen der |
gevraagde lading zijn derhalve
Vi=(C—-V,
V=V
Voor de dichtheid » heeft men
dV; , dV.

\

\

\

|

7 s

—_— YT — —— e |
\ dn ©dN

waarin
dVv, _ d(G—V,) __  dV.
an T an (n
terwijl
CLY e Y dV,
(N D (l.\‘v_- = i]_ll'
15; dus
S (-"(l\’1 dvVyy 1 dV
¢ — T \dn ' dn/ 4 dn
dv . ;
Nu is de kracht, waarmede de ecenheid van massa m P,

dn
door de massa’s M, en M, wordt aangetrokken; noemen wij die

kracht K, dan is ook

-

et
T

De potentiaal in een punt binnen S is
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pd

V,—C—V,

Voor ecene oneindig kleine verplaatsing ds in willekeurige rich-

ling ds heeft men
dy. dv.

ds ds
of ieder punt binnen S wordt door de opperviakte-lading aange-
trokken met eene kracht gelijk aan de aantrekking door M. op dat
punt uitgeoefend, maar tegengesteld gericht.  Buiten S is

dVy . dY,

ds ds
waaruit  blijkt, zooals men reeds weet, dat ieder punt buiten S
op volkomen dezelfde wijze wordt aangetrokken door de lading op
S als door de massa M,.

Al hiet vooralzaande geldt evenzeer zoo de massa M, oneindig
ver verwijderd gedacht wordt, of S een evenwichtsoppervlak is van
M, en die massa geheel omshuit.  Men heell dan Vi= 0 en
-’l-.'rn :Jl \i,.
¥ dn

Fene lading over 8, waarvan de potentiaal in alle punten van S
en dus ook hinnen S constanl is, noemen wij eene evenwichtsla-
ding over 8. Zoo de potentiaal in alle punten van S=—1 Iis,
spreken wij van de evenwichtslading van S en hare potentiaal in
cen punt P, buiten S heel 11, hare dichtheid in ieder punt van het
oppervlak y. Is de potentiaal in ieder punt vin S =0, dan is
zij in P, gelijk Grr oen hare dichtheid eveneens Gy Bekend is
het, dat deze verdeeling van massa in de leer der statische electri-
citeit een groote vol speell, en daarom meestal niet als een bijzonder
oeval zooals hierboven, maar als voornaamste geval behandeld wordt.

Ten tweede trachten wij over S eene lading te bepalen, die in
alle punten binnen S equipotentiaal is mel de massa M. Van die
lading is de potentiaal in punten binnen en op S

\'f e W

Voor het punt P, heelt men

V. -+ e (1
ol L \'“ ye
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Nu kan men echter in dit geval voor de potentiaal in punten
buiten S niet nemen G — YV, Deze functie toch gaat wel voor het
oppervlak over in V, en voldoet ook aan de cerste en tweede voor-
waarde, die de P, functién beheerschen , maar niet aan de derde, —
op oneindigen afstand neemt zij de waarde ( aan. Wordt echter
genomen

V.—=Crr—Y,
dan voldoet V, aan alle voorwaarden der P, functién en is dus ook
de potentiaal der gevraagde lading.  Deze polentiaal is echter nog
niet bekend, tenzij de potentiaal van de evenwichtslading over S

langs anderen weg gevonden is.  Voor de dichtheid vindt men dan

1 (dV, d \
= {—4—(C—V,)]-
ﬂ %r | dn Jﬁm( L ,){
PR © R ‘] dr
Volgens definitie is — AN — 7 derhalve
R 1 \d\’, ti\'! dVv
T dxlin TS e S

Is G=0, dat wil zeggen S ecén cvenwichtsvlak van potentiaal
nul voor de massa’s M, en M., dan is

VY R =V r =

4

en derhalve de massa-verdeeling geheel bekend.

Wordt slechts gevraagd over S eene massaverdeeling te bepalen |

die op alle punten binnen S dezellde aantrekking uitoefent, als de

massa M,, dan is, volgens §

-

o van hel vorige hooldstuk, dit vraag-
stuk niet geheel bepaald, — eene bijzondere oplossing is dan echter
steeds aan te geven, nl.
'1 dV

e dn

§ 2 Laat de massa M, = -1 zijn, dan volgt uit het vooral-
gaande, dat onmiddellifk de functic G, bekend is voor-het viak S, mel
het punt, waarin de massa 1 ligt, als vast punt of attractie-centrum,

In dat geval is V,—= = en G;=—C — V., eveneens is

1
"
i




95

—~

bt 1 dVa
L (dn E, + (ln)

700 de massa .\l._,:—{—l is, kent men de functic van GREEN
niet, tenzij de bovengenoemde grootheid 77 voor het oppervlak
bekend is, of S een evenwichtsoppervlak van potentiaal nul mocht
zijn.  In het eerste geval is

: G, —Crr—V,
1 7dV, d 1
o S T (ll]] dn | ) Arttz
In het tweede geval

.| ‘IV 1
G, —=—V,en oo =—
! L en o, e (\l]ll +(I|l I )

Ook hij deze bepaling van G, s \\mlm het punt waarin de massa
=1 ligt het attractie-centrum.

§ 3. Nadat in de beide vooralfgaande paragrafen eene methode
is aangegeven, om in enkele gevalien de functién van GREEN wer-
kelijk te berekenen, gaan wij thans over tol de eigenschappen, die
zoowel deze functién als de massaverdeelingen, waarbij zij als po-
tentialen behooren, vertoonen.

Ten einde die eigenschappen op hoogst eenvoudige wijze te vin-
den, wa men uil van de betrekkingen 12) en 1¥) van het eerste

hoofdstuk en wel ten cerste

Vi '/ Vods ........cn. ST Y

waarin |V, de waarde cener Py functie voorstelt in het punt P/,
die aan het opperviak de waarde V, aanneemt. Verder is g, de
dichtheid eener lading, die in punten buiten en op S tot potentiaal

I : , : =
heell w on in punten (x,y, %) bimnen S v Lol potentiaal Gy het is

q

“1
de dichtheid eener centrobarische Tading, waarvan P! het attractie-
centrum is. of van de electriciteil door eene hoeveelheid electrici-
teit — 1 in P} op S, met de aarde verbonden, geinduceerd.

Wordt in de bovenstaande formule voor V, gesubstitueerd Zi

\
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waarin / voorstell den alstand van het punt xyz Lol een pun
van N, dan zal V; de waarde cener I, fimctie in het punt P/ zijn,
: o e

die aan het oppervlak overgaal in — het zal derhalve voleens de-
linitic de Greensche functie zijn met hel punt xyz als vast pun
of als atlractie-centrum; noemen wij deze G/, dan is

vy Qi(lﬁ
bp— :
(_-5

De integraal in deze vergelijking is echter evencens volgens de-
finitie de potentiaal der centrobarische lading met P, als attractie-
centrum in het punt xyz — of de functie G;; derhalve

G =G

Is dus over eenig willekeurig oppervlak S eene centrobarische
lading gebracht met een punt P/ als attractie-centrum, dan is de
potentiaal van die lading in P, gelijk aan de potentiaal in P cener
lading over S, waarvan P, het attractic-centrum is. De functie G, is.
behalve van den vorm van het oppervlak S, afhankelijk van de

coordinaten X', y', 2" en x, v,z De functie G ontstaat natuurlijk

door in Gy x', ¥, 2" mel x,y,z le verwisselen en omgekeerd ; nil
de betrekking Gy = G{ volgl dus: de functic G, is eene symme-

trische lunctie der coordinaten x', y', z" en x, v, 2

§ 4. Evenals de vorige eigenschap uit 1) gevonden werd door

| . : :

in by voor V, de waarde —— Le substitueeren vindt men uit dezelide
A

vergelijking andere eigenschappen door aan V, achilereenvolgens ver-

schillende waarden toe e kennen.

il

Zi) V, =, dan is ook V/==C, en heell men

Ui

— ‘:r‘)ll]ﬁ

l = o |r‘r.

De gezamenlijke massa, die zich op S bevindt, is derhalve gelijk

aan die welke in het attractic-centrum moel gedacht worden, ol ook
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de hoeveelheid electriciteit geinduceerd op den afzeleiden conductor is

is gelifk en tegengesteld met de induceerende electriciteit in P,
Yoor het verder onderzoek nemen wij den 00rsprong van een

rechthoekig codrdinaten stelsel in P/ ol in het attractie-centrum.

Wordt nu V. achtereenvolgens celijk X, y en z genomen, dan zul-
len, daar x, y en z Iy functién van S zijn, ook in alle punten van
S de waarden, die bij de aangenomen waarden van V, hehooren,
respectievelifk zijn x, y en z

Men heeft derhalve, daar in P/ x =0, y=0 en z=0 is

(l:[.\'g,(in, “_[\tl(lﬁ 0 uf/f.(fn

Het zwaartepunt van deze centrobarvische lading [1;1 derhalve

1 het attractic-centrum.  Evenzoo vindt men door voor V, achler-
:-:-n\‘nlgvus ¢ nemen

() _j\\uilli {0 _j\/nlln, )= [)'Zyjln.

Neeml men .Hll[l‘l{llt\t)|“‘t‘ll'~
Vi () i (X =Fz)
N e ,X' - 27 4) — (v 2%)
dan is weer inalle punten binnen S
Vi = (x* 4-y) — (x* - 7°)
en V= x4z — (v} + 2
daar deze beide  waarden van V, ook nu nog I lunctién zijn.

i

Weder is V' in beide gevallen gelijk nul, waaruil

-

](\: l .\'-:)l_l‘lili = /(N" -J[- '/.“lgilhi === //['\'l" I V.:Pg‘lln.

Pornsor’s  traagheids-ellipsoide der centrobarvische lading is dus

het attractie-centrum een bol.

§ 0. Onderzocken wij thans de lading, waarbij G, als potentiaal
hehoort, of wel de centrobarische lading met P,"als attvactie-centrum.

Hiertoe wordl nitgegaan van de betrekKing 129

\'“' mxmer [\'.LJ“IIU .................. .‘1}
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-

Zij in alle punten van S weer V, , waarin thans /A, voor-

I

— |

stelt den afstand van een punl van S fot een willekeurig punt

X, V,2 buiten S, dan is

gutiﬁ
= |

A *

en V. is nu de waarde der P, functie in het punt P, (x'v'z),

V=

die aan het oppervlak overgaal in z: het is dus weer de

waarde der functie G, in x,y,2" mel hel punt xyz als vasl punt;
noemen wij deze functie G, dan is
{)uilg

|"f —

fi— /\
Maar de integraal in het tweede lid is volgens definitie de poten-
timal der centrobarische lading over S mel P, als attractiecentrum

in het punt x, y, z, of G, bijgevolg

1 ‘
Ja

Yl
waaruil weer volgt, dat de Greessche functie G, eene symmelri-
sche functie van x\, v,z en xX,vy, % s,

Substitueert men in ¥) voor Y, eene conslante waarde G,
dan is V, in alle punten buiten 8 eene P, functie, die aan het
oppervlak de waarde G aanneemt, derhalve volzens de voorgaande
paragraal

Vo=—=:U1l

In P', (x'y'z) is nu

Vi (RFE L

of (11, __._[ 10,0
f{:l,llﬁ sm— Hu

De massa der electriciteit op den geleider S, met de aarde ver-
bonden . ceinduceerd door de hoeveelheid electriciteit — 1 in P, ol
ook de massa der centrobarische stofverdeeling over S, waarvan

2

van de evenwichtslading van S in het punt /77,

het attractic-centrum 1, heelt dezellde waarde als de ]mh'nli:l:ll
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Blijkbaar geeft de substitutic van de funclién x, y enz voor
hier geen eenvoudige uitkomsten. De ligeing van het zwaarle-
punt, enz van deze lading blijven dus geheel onhekend.

§ 6. De vesultaten in § 4 verkregen zijn gevolgen van zeer
algemeene  waarheden, die thans worden afgeleid.  Zij S een
oppervlak, dat eene massa M oeheel omsluit en laat over S eene
lading aangebracht zijn, die in alle punten buiten en op S
equipotentiaal is met de massa M. Zoo dan de potentiaal der
massa V' genoemd  wordt en de potentiaal der lading over S
in punten  buiten N en op 8 respectievelijk V, en V,, is zoowel
Vo als ¥V, egelijk V. Nu is volgens het theorema van GREEN

[ Hoofdstuk 4).
1|l
lr; + |V A Udr =

| — ] N\ / 3
.[1 T da - } [ VAN \'f1 Coae e AR - o) ries ).
P

Zij hierin U eene willekeurige Py functie van S, en V de poten-
tiaal van de massa M, die zooals veeds gezegd is geheel hinnen
S ligt, en gedacht wordt continu verdeeld te zijn bhinnen een
tweede opperviak 8" dan Kan men de gelijkheid #) toepassen voor
de geheele ruimte binnen S Tevens weet men, dat A U steeds
gelijk nul is en AV overal gelijk nul, hehalve in punten x,, v, %,
binnen N waar

is, zijnde o, de dichtheid in x,, vy, z.

Men heelt dus, zoo [ cen integratie over het oppervlak S en [

o of

cene integratic over de ruimte ingesloten door N, voorstell :

dl dV
[ V T 00 I, _i_ do — 4n Ili 0 A hE 1),
dn Mdn )

Neemt men verder i 3y weer U == P, maar voor \' de potentiaal
der massaverdeeling over S in punten binnen N o Vi, dan is

) " \
\.‘i”'(ll'i',__.'/]' (] (]ln -\)

dn - dn

W
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Aan het oppervlak is echter V=—=V,, dus door %) en %) af te

trekken
AV dVy
== Pn( do — 4 | Pode
\dn~ dn/ X
o ‘ dy, . dV dv, dvV
Uit de betrekking — 4mp —= — - —— volet, daar — o
; y A T N dN — dN
dV
e
dn
1'59{16 o ]'ig_rlllr .............. [‘:}.
3 s
welke vergelijking ook, zoo pde = dm en gde =—=dm, gesteld

wordl, kan geschreven worden
e ) P
Pl == / Pdmp =t ik S 1),
® o

Neemt men nu voor P, achtereenvolgens dezellde functicn als in
S 4, waarbij echter de oorsprong van het coordinatenstelsel in
een willekenrig punt gedacht wordt, dan vindt men wederom

[lh]l:[ i,
/N(hl]_—_'f X, [xydm ::f X, vy,

vidm == y i, xzdm = X, 2, (m,
r 8 » 'Y

;[5
[zuhu:: 7,dm, [}I'mlm:: vz, dim,
LY L L

¥
s o

X -F ve) dm - [ (x," <} vi') dm,

(xX* ~f=2°) dm ——] (X" - 2,%) dm,

(v* ~ %) din - j (vi" -t z,°) dm,

Wordt |I|'1I|:||\|~ over S ecene lading gebracht, die in alle punten

\\'\‘

buiten S en op S dezelfde potentiaal heeft als cene massa M binnen

L

dan gelden de volgende eigenschappen :

]

[*. De massa der lading s gelijk aan de massa van M.
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20 Hel zwaartepunt der lading valt zamen met het zwaarte-
punt van M.

3% In ieder punt hebben de traagheidsellipsoiden van de lading
en van M dezellde hooldassen.

S0

4°. Zoo de traagheidsmomenten van de massa M ten opzichte

van drie willekearige rechthoekige assen A, B, €' en van de lading
ten opzichte der zellde assen A, B, C zijn, dan is
A—A—=—B—B=GC—-C.

De eerste eigenschap is bekend, evenals de eigenschappen in § 4,
welke laatste voor Tuomsox °) gevonden werden. De tweede eigen-
schap werd door Liovvinie ontdekt en de 29 en 30 door ToMson +),
nl. voor het bijzonder geval, dat N een evenwichtsoppervlak is
der massa M en over S ecene evenwichtslading niteebreid wordt.

Yoor cen willekearig  oppervlak zijn zij hier, naar ik meen,
voor het eerst algeleid.  Bij de afleiding is ondersteld, dat de
massa M continu verdeeld is binnen de geheele ruimte door N in-
gesloten.  Volledigheidshalve wordt in de volgende paragraal” aan-
aetoond, dat geheel  hetzelfde geldt, zoo de massa M opgehoopt
mocht zijn in materieele punten ol over het oppervlak 8 ver-
deeld 1s.

-

§ 7. In de beide gevallen, hierboven genoemd, komt het er
slechits op aan de vergelijking 6) of 7) al te leiden, waaroil de
eigenschappen 1 tot 4 ommiddellijk volgen.  Zij de potentiaal van
de massa, over N verdeeld, in punten buiten 8 V0 en in punten
binnen 8 VY, dan moet de potentiaal der lading over S in punten
buiten S V', zijn, en stellen wij die potentiaal binnen SV, dan
kunnen wij de stelling van GREEN 3) loepassen voor de roimte
tusschen S en N en heelt men, zoo U een I functie is voor hel
oppervlak 8 en V= V', genomen wordl,

¥) Procoedings of the Royal Society of Edinburgh 1863/64 pag. 190 of
in Tuomsoxy und Tarr. Handbuch ete. N, 534535,
1) Cambridge and Dublin Mathematical Journal 1846,

Tromson. Reprint of papers on Electrostatics and Magnetism. 1872, pag. 108,




D)
l):!

[V;dll] +/ V',,-ﬁdﬂ:
_[l) dv, +frg, Y 8)

Neemt men verder weer U—P, en V—=1V, dan celdt voor S

) . T
\* ‘” — 1) avi Pt T e 1 9)
dn :

Daar aan het o l)c]‘\'l‘li\' S de iunf'ln'}n V., en V, dezelfde waarde
Pl

!

hebben, vindt men uit 8) en
" ﬁ , /dV ‘lVi) y
j dN" = Kdll dn’ Lasiy

+[1' ‘:\\’ ................ 10)

Eindelijk volgt it 3) zoo nog eens U=—=1"P; en V=V geno-

men wordl voor het oppervlak S

dbP; dv/
Pt [ DI ] it ) 11
-[a'\ e do ___‘/.f T o )

ead by dP, sl
Nu is N I dus door optelllng van 10) en 11)
Ul

d\’ rdV;
00— ) e e L et o -
[] Cdn clll,) Qo
1IV |l\'i' "
R f T T)

Is in da de dichtheid g en in dg' evenzoo o', dan geldt dus

]l‘.gtlrx:/[’,.g'(la' ............. 12),

waardoor dus ook voor dit geval de vergelijking bewezen is.
Zijn in punten P, massa’s g opgehoopt, dan is de potentiaal
.] l J () i
. ‘ : ‘ . " . LM y :
van die lading in een punt buiten of op S =— 3 £ 00 [, den alf-
’
stand voorstelt van dat punt tot Py De potentiaal van de lading

'

over S isdus V,— 3 ‘[[, en dezellde waarde heeft V

4|
4



Nu volgt uit 6) 1¢ Hoofdstuk

d 1 1 dn,
Pi— = do— | —=—=—"dp— 4nP..
‘Gn E " JEdo ot

Zoo Py de waarde voorstelt der functic P; in het punt P, Hier-
uit volgt
)
d o M 1 ~ ‘u lH_ 7 )
b e (1 — — IJT....M.J‘
dn — L E, dn

Zij verder de potentiaal van de lading over S in punten binnen

)

S gelijk V,, dan iq
d\ db,
l’ —do— ]V, -—(!n == A1)
dn
Door altrekking \mdl men nu op de gewone wijze
) —— 531]
Popdei== SPuas o, o 13),

Dat deze vergelijking ook onmiddellijk it de bekende vergelij-
king 1¥) van het vorige hooldstuk kon opgeschreven worden, valt
hel 00g.

N 8. Zoo over het oppervlak S eene lading uitgebreid is, die
i alle punten binnen en op S equipotentiaal is mel eene massa
M buiten S gelegen, dan zal men door de stelling van GREEN loe
te passen voor de ruimte buiten S, vergelijkingen vinden, over-

eenkomstig mel die in 6) en 7) algeleid, en wel

I"Q{]ﬂ = i'uglll s Mt p o s (e “')
[ N

|',,Qlicj _."—_‘] |“0l]|1’ .............. lﬂr)
L]

V/‘I'_.(pl]n s .L'I)”uJ L ey, T ].'{’)

Neemt men hievin P, gelijk € (constante), dan is P, =11 en

] (J('ﬁ_fll ol

en overcenkomstice  betvekKingen uit 129 en ). Hieroit Dlijkt

men vindt uit %)




dat de eigenschap aan hel slot van § 5 gevonden voor de grootte
der massa eener centrobarische lading ook een bijzonder geval is
van eene algemeene eigenschap.

De  betrekkingen 6), 12), 13) en de overeenkomstige, hierboven
genoemde, zijn geheel algemeene vergelijkingen , die men verkrijet |
200 eene  willekeurige massa over eene oppervlakte S op de be-
kende wijze verdeeld wordt; de vergelijkingen

\'l' == ‘/.V.gl(lp

21l \"u'_ \‘,guilg

zijn te beschouwen als bijzondere gevallen daarvan, die verkregen
worden bij de verdeeling over S van eene massa 41 in één
punt gedacht.



DERDE HOOFDSTUK.

DE FUNCTIE VAN GREEN VOOR HET OPPERYLAK VAN EEN BOL

EN VAN EEN PARALLELOPIPEDUM, TOEPASSINGEN,

3

S 1. Is een oppervlak S een evenwichts-oppervlak voor twee
massa’s M, en M, en wel M, binnen S gelegen en M, buiten S,
dan kan men zoo M, =— 41 is, op de wijze, zooals in het vorige
hooldstuk is aangegeven, onmiddellijk de functie G, voor dat opper-
viak berekenen bij het punt, waarin de massa 1 ligt als vast
punt ol attractie-centrum,

Ten ecinde echter de functie G, te kennen bij cen willekeurig
punt als attractie-centrum, is het noodig, dat S kan beschouwd
worden als een opperviak van constante potentiaal voor eene
massa =1, waar ook binnen dat oppervlak seplaatst, en eene
hekende massa M, buiten dal oppervlak. Slechts twee oppervlakken
zijn bekend, die aan deze voorwaarde voldoen, en wel het opper-
vlak van een bol en dat van cen rechthoekig pavallelopipedum,

Zoo van de beide massa’s M, en M., waarvan S een evenwichis-
oppervlak gedacht wordt, M, == -} 1 is, dan is de functie G, voor
S onmiddellijk te berekenen, behoorende bij het punt, waarin M,
ligt als vast punt. Slechts is het in dit geval nog noodig, om G,
geheel (e Kennen, dat S een evenwichts-oppervlak van potentiaal
nul s, of dat de potentiaal van de evenwichtslading van S eene
bekende  grootheid is. Ook  hierbij geldt hetzeltde als zooeven is
opgemerkt: ten einde G, algemeen e Kunnen berekenen, dat wil

9]
w)
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zeggen bij een willekeurig punt buiten S als vast punt, is het noodig,
dat S kan beschouwd worden als een evenwichtsvlak van eene
massa -+ 1, waar ook buiten S geplaatst, en van eene geheel be-
kende massa M, binnen 8. et bolvlak is het eenige vlak, waar-
van men weel, dat het aan deze voorwaarde voldoet.

In de volgende paragrafen gaan wij over tol het bepalen der
functien van Greex voor het bolvlak en tot de toepassing van die
functien; ten slotte zal de functie ( voor een rechthoekig paral-
lelopipedum berekend worden.

§ 2. Zij S een bhol met een straal a en middelpunt M en A,
een punt geheel willekeurig binnen den bol aangenomen, op een
afstand v van het middelpunt gelegen, dan verlengl men MA; en
neemt op dat verlengde een punt A, aan. zoodanig, dal

MATSCMAS =—=2a".
buiten den bol heet hel geconjugeerde punt van

a

Het punt A
A, en nu is voleens bekende eigenschap van het bolvlak | zoo
P, een punt op dat vlak voorstelt,

:\il), e

i

e R Wt B e T ¢ h)
AP, a '
, Pl . o LS el
Is de afstand van A, tot M gelijk v, dan is ' =a" ol — = -.
H ‘1

De vergelijking 1) kan derhalve geschreven worden

1 a1
_— e e s st ?)
AT R AR D
ol
a 1 |
— ﬁﬁ_l_%:” ............... )
MEAT RS SAT DA /
Uit 2) blijkt dat het bolvlak een evenwichtsvlak van potentiaal
. . a .
nul is voor eene massa -1 in A; en eene massa — - in A, ge-
b

plaatst. Evenzoo uit 2) dat het holvlak als een dergelijk vlak kan
beschouwd  worden voor cene massa =1 in A, en eene massa
a

— — in A, geplaatst. Daar Ay en ook A, ieder op zich zell geheel
7




willekearig kunnen geplaatst worden, voldoel dus het bolvlak aan
de voorwaarden, in de voorgaande paragraal genoemd. Volgens
$1 van het tweede hoofdstuk zijn nu onmiddellijk de functien
G en G, aan te geven. Laal P; een willekenrig punt  binnen S
zijn, en P, een punt buiten S, dan is

o2 1
L ‘\tll"i
€11

a 1
(e
v I J\il,|'

Weder zou men kunnen opmerken G; is eene P, functie van
S, die volgens 2), zoo P, in S valt, overgaal in -\-—’—) : zij 18 dus de
lunctie van GREEN voor S met A als vast punt.  Hetzellde kan
men zegeen van G,

Laal de afstand van P, tot M gelijk 4 zijn en de hoek tusschen

PM en AM gelijk o, dan is, daar MA, =— = is
-
PMA,

. inden drichoek

.-\,,P,-:% l/:l’ —+ A — Qrdcosd
ol
d
1/| —+ v — 2’rAdcosd
Zi) evenzoo de alstand van P, tot M gelijk 4" en de hoek
tusschen P, M en A M gelijk 9 dan vindt men eveneens
i

rye=nx ——ea ' —

I//-:T’ -{— s g Qa1 A'cos o’

Ul

Deze uitdrukking voor G, en G, vertoonen volkomen denzelfden
vorm, en schrijfft men in G, voor r, 4" en 8" ook v, 4 en &,

dan is
H

tlt o it
" e F 4 - - -~
|/ al - 't — e dcosh
§ 3.
Y van het eerste hooldstuk

Ter bepaling van de dichtheden g, en g, heell men, volgens

LT




__ 3l _1__{)

_abal g
n, —————=——
" 4x dN \E, “)
waarin [F; gelijk 1s aan A;P; en E, gelijk A, P,; dus
e l/ﬂ'J + A4 — 2adcosd

.=/ + 4" — 2ad'cosd
. d . . d
Verder 1s A Lim. ((ld ) A=

d Lim ( d )
Hi — — Lun. | —— :
- dN dd' /4 =«

\

Men kan dus weer schrijven

: d j a
: . —
) hoe |: A L/“: + 4% — 2adcos
a

i |,/:1" -4 v'd — 2a'rd cosd ]d:n

waarir het bovenste tecken bij o; behoort, en het onderste bij o,

De differentiatic nilgevoerd, vindl men
acosd — 4

01, « — ° 7— Lim. -
20 (@ - 4° — Zadcosd)®
a(a’rcosd — 1°4)

— |
_1 »
(@ 4 r’d4® — 201 Acos)? ﬁ‘,:n
en ten slotle
1 * — a°
Oi,n — 7 - »l-)

’[T . ) T Qi O,
a(a” -1 — Zarcosd)?

|
|
|
|
Ter hepaling van de dichtheid g had men ook Knnnen uitgaan

van de betrekking op pag. 22,

] )
i 71— l\ ‘
41T

Up de eenherd van massa in £, wordt nl. eene krachit nilgeoe-

1 1
fend == — — volgens P.A; en eene keacht volgens het ver-

N R

d
lengde van AP, — —
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| e ak :
Nu is [T':-_u of K *‘*T: dus werken in P, twee krachten
- L}

P
nl. eene kracht — en eene —, welke met clkander een hoek ma-

E? als:
ken, die het supplement is van hoek AP A,

D

hoek, waarvan een hoek gelijk A, 2,A, is, en de beide aangrenzende

resultante van die krachten is de derde zijde van een drie-

e

zijden zijn

| I _ r aE I :
=y (U ——p, ol — —¢en — . L.
E? ak? ak* r al?

Deze drichoek is gelijkvormie met drichoek A, P,A,. want de zijden

iy ! ald :
om hoek A, PA, zijn in den laatsten drichoek — en E: dus zal de
3

resultante zijn

AA,

K——

4 & 4
)
ald
a’ 9 —n

Nuis A \y,—m— —1r— ——; dus
1' ;

ol 1T a—r
U hn Al
Op volkomen dezelfide wijze kon g, berekend worden. De bekende
betrekkingen 12) en 12Y) pag. 15 worden nu

) | L I — 4@ :
\i:' T—[\' - Wb e ")
Tl a(a® - r* — 2arcosd)?
I x

1 — g

\ =ty ‘1,[\. s = Aol NYaTs 5)
4 a(a® -}- 1 — 2arcosd)®

ol
- | : r* —a
\l e \- — e e s s = 5 ﬂ)
32 a(a® -} r* — 2arcosd)®

§ 4. Alvorens verdere gevolgen uil bovenstaande betrekKingen
al e leiden, passen wij ze loe o werkelifk over een bol zoodanig
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massa te verdeelen, dat de potentiaal van die massa in ieder punt

van den bol eene gegeven waarde aanneeml.

(
O

Laat die waarde in ieder punt P van den bol § zijn

V,—=(Ccos y
waarin G eene constante voorstell en p den hoek tusschen den
straal MP en den straal MN naar een punt N van den bol getrok-
ken. In een punt A, dat respectievelijk

A A, A,
genoemd wordt, al naar het binnen, op ol buiten S ligt, bepalen
wij de waarden der polentiaal van de gevraagde massaverdeeling,
en wel V; en V..

Zijn deze bekend, dan vindt men op de gewone wijze de dicht-
heid ¢ in het punt A,

Als grondvlak van een poolcoordinaten stelsel wordl aangenomen
ecen vlak door het middelpunt loodrecht op MA, als oorsprong het
middelpunt, en het eerste normaal-vlak wordt door N gebracht.
De coordinaten van het punt P zijn dan

a, ¢, en g,
waarin & de hoek is tusschen MA en MP en ¢ de standhoek der
normaal-vlakken door N en P gebracht.  Zij de hoek tusschen
MA en MN=—=g, dan zijn de coordinaten van het punt N

o, ﬁ eI 0.

Men heeft dan
COS y == €08 & cos # -}~ sin & sin B cos ¢

dus VY e—

De formule 6) is no onmiddellijk  te gebruiken; wij geven de

( (cos @ cos B |- sin @ sin g cos ).

grenzen van de integraties aan en schrijven
do == a* sin &¢dadeg,

dan 1s

G . b gl COSH Cosd s g g
\Ti' 4 — == Ti—:n(l"—;n"} \] i \ - do |qu _}_
-"r 3 » & Bl
f o (@® - r* — 2ar cosd)® 0

e SING sin‘o da
{-/ el 2 =3 1],‘}/ COs q‘(lup ’
o(@*—1r'—Zarcos®)*  J, ‘




De laatste integraal in deze som is blijkbaar nul, zoodat slechts
overblijft te bepalen
[-T cos sing do l

- 3 :‘—“——' 1“‘\ )_—(!l +l_ ll([]‘\{})[]{}
o (A —-1*—2arcosg) * ‘". o

fet resultaat van deze integratie is verschillend naar gelang men
V. of V; bepaalt. In hel eerste geval vindl men

4 cosd sind dg il 9 i
[" (@ -1°— :’.;uw'os{})' '](' )

1 = dcosd 9%

q 3 T 31 — ¢
! (a® = r* — 2ar cosd)? At &

iy |

Derhalve yoe=—=i g - 208 3.
1
r?

In het tweede geval wordt gevonden

: i
Vi—= (- cos g.
a
Ter bepaling van g, merkt men op

[ /dV, [ i G
ll\_“. — (!I ") = K-— :3(.% 1'(15()‘) = — 2—cos f§
(I:\ (ll' r=a I' r=a H

dV, Y, i (¥
__l — —— ‘J . "")“ ] :“j
1I|l K(Il )r“u ( d 3t )r,:-l H St
|V, AV, 1 8¢
=l d\) TR

JT
De wevonden  waarden zin  slechts nlhzmlwluk van g, zooals
le verwachten was, en men heelt

' T 1 ¢ 7 . 'l:
Vi— U = cosp, V,—=~ULcosg, V.= (.-I—E cosp
[ 3G
e ----—10\(}

I
AT H

Blijkbaar is de som der massa, over den bol verdeeld, gelijk nul.

§ 0. Door ochruik te maken van de integralen 5) en %) in

verband met de gelijkheid 1 /dVi dy,
e — 7=\ 5 lil')'

A \ (h
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bestaat  de  mogelijkheid, de dichtheid o eener gevraagde massa-
verdeeling  onmiddellijk uit te drukken in de gegeven waarde van
de potentiaal voor het opperviak.  Zoodoende verkrijgt men de
merkwaardige uitdrukking voor o, die door Dirtcner is alue-
leid *). De eenige moeilijkheid bij deze alleiding is hierin gele-
aen, dat de uitdrukkingen

vy v,
(W)r:n L (\(l]‘ )r:a

z00 men onmiddellijk %) en ) gaat differenticeren, onbepaald worden,
daar de vorm onder het integraaltecken bij de grenzen oneindig
groot wordt. 't Is daarom noodig deze vergelijkingen eerst (e
transformeeren, daartoe <¢-hrijven Wwij

/ sind dg 2
=) L Vg
0

o (@® - 1* —2ar cosd)
waarin het bovenste teeken behoort bij V; en hel onderste bij V.,
ol wel het bovenste bij r <Z a en hel onderste bij r = a. el

-

4] &

coordinatenstelsel is aangenomen als in § 2. De integratie, in
zooverre zij op g betrekking heeft, denken wij uitgevoerd en wel Al

1 .?.7‘ ‘
T_);[” (&) dp = F(9)
waarin [ (¢g) = V..

[F(a) stelt dan voor de gemiddelde waarde van de polentiaal over
cen paralleleivkel met een spherischen straal & uit A, heschreven, Nu is

(@) sin gd¢
N=xa(*—: 1)] 1(0) 5.5 &
0 'I—

3
—= 1 — 2ar cos#)?

ol bij gedeelten gl_'i]lll'gll,‘(](,

OVi——. : [1 l})(l(l —}— IS dar mﬂ)

0

Ve S Tt fw () do
— - " -f-'—*f-'v‘(n)_—.:' : f L ,
! ; o (0 == 1* — 2ar cos)?

*) LeseuNe Diriconer.  Ueber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung

der Dichtigkeit der unendlich diinnen Kugelschale ete.  Abhandlungen-

Akademie zu Berlin 1850, pag. 99.
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-

Miernit volgt:

2= ) — S F ) = (1 4-5) [ )0 o
1 : - LAl (@4 1*— Zar cos?)*

- P a2 ,'r(._ I : a 1‘0'2{}) K (ﬁ‘) da
SR (N
o (a®<4-r*—%ar (0\3)?

. AV 1 1 &k (q) o
Lim. 2 (ﬁ—) — *=—F(#x) —=F 9 g
dr/r=a a () a ( ] 2a ~m'{}
r* —a’ /'-T( - o cosd) ]"'({}) dﬂ’

4 Joo || “{"‘l‘ H (()‘sﬂ)s

= Lim.

e ve . £AV
De bovenste teekens behooren weer bij Lim (—-—9) en de
ar/r=a

’ |/
ae . f( . .
onderste  bij  Lim (—wf\ . De eerste integraal in bovenstaande
NADI S r=n
uitdrokking heeft in het algemeen eene eindige waarde, daar 1'(9)
te gelijk met sin 1o tot nul nadert *). De laatste integraal is voor
r = a nul, zooals onmiddellijk blijkt, derhalve

1V, ko - 1 (= F(o)do
([--) :“;TI‘(W)'l'.‘;,‘l‘(“)_l_rfkg

A = s e A i o Sl

AV, 1 I = 1(0)do
(& ) — H-I(ﬂ|——1ll) =1 5

Cdr . Da 9a 20 |, 2asintd

w 1(9)d |
I () — e e i
(=) /., sin L& 1 )

Ten einde dus de dichtheid in een punt A, te bepalen, moet

waaruil :
I

h”’f

D
-

het eerst I (8) eezocht worden, waartoe de integratie

1 r
i('}):%f [(0q)dg.

Is [(0g) == {(cosy), waarin » den hock tusschen MS en een
bepaalden  straal MN - voorstelt, dan heelt men even als in hel

vorige vraagstuk

¥) Rigyvaxy, Schwere, Elektrieitiit und Magnetismus, pag. 141,




[(8q) —1(cos & cos 3 - sin 9 sin § cos ¢)

en
. 1 f2= : :
N = [(cos & cos g - sin & sin § cos g)dg =
&I 0 .

U E : :
— ['(cos & cos g~ sin & sin g cos g)dg.
T Jo

Is de [lunctie onder hel integraalteeken eene gehecle rationeele
functic van cos &, dan kan men de inlegratie uilvoeren en heelt

dan o leruggebracht tot  eene enkelvoudige integraal.  Bigenlijk

oD

, dl ; i B e o "
hehoelt slechls 17 cene geheele rationeele functie van cos 9 Le zijn.
(

§ 6. De gevonden uitdrukking voor o passen wij toe op hel
vraagstuk: | Eene  gegeven massa m zoodanig over een bol mel |
straal o te verdeelen, dat in ieder punt op het bolvlak de poten- :
tinal evenredig zij met het vierkant van den afstand van dat punt ‘
tot een gegeven diametraalvlak , waarvan de pool in een punt N ligt.”

Bij dezellde notaties als vroeger, is in een punt P !
V, = Ga’cos®y — ¢ cos’y
waarin ¢ cene constanle, die moet bepaald worden.  Ter bereke-

ning van de dichtheid in A, heell men

. (W R . o e T A
K== —[ (cos® & cos™ § - sin® 9 sin® g cos® ¢ -
Tl o

(

= 2cos & cos 8 sin 9 sin g cos ¢) dg

ol na inlegratic
I (0) = ¢ (cos*d cos'g - 5 sin*d sin’g)

A

C(8) = ¢ (51n°f — 2 cos’f) cos O sin o
= ¢ (123 cos*B) cos & sin .
Nu is in 7)

I¥ () = ¢ cos*g

o S 1

——— (= ('|,_,;‘”-“_\? i
o SN g & 0 2

“ 1(a)do s [0S O sin B i
—c(1—3cos* B




derhalve in A,

L.
tdor

Cl/ ey A
o= (> oo %) o
)
Fen einde ¢ le bepalen gaal men uit van de  betrekking

T
m=—2xa’ [ o sin g dg.
0

Substitueerl men voor p de gevonden waarde, dan vindl men

na eenvondige integralic m =— —ac of ¢ == —, dus

Q
0

Jm ( g ’r)
D11} GOSHJ ==
> haca : )

en in datzellde punt is

vy
. Ol <
VY Cos°p.

= )
|

Het is niet noodig, dat de gegeven potentinalwaarden in de ver-
schillende punten van S door eene enkele functic van @ en ¢ wor-
den voorgesteld.  Zoo behandelt Dimicnier het vraagstuk, waarbij

V. — cos » is. zoolang » < =. en V,=— 0 is voor y > =
Y= S dalis 7 ~ 0! Y — : =0y,

De dichtheid wordt dan uitgedrukt door eene elliptische integraal
van de derde soort, die tot volledige elliptische integralen  van
de eerste en tweede soort kan terug gebracht worden.

§ 7. Uitgaande van de uitdrukkingen 3) en ) voor V; en V, kan
men de potentinal van eene vlaktelading over het oppervlak van
den bol ontwikkelen in eene reeks van kogellunctien.

Dit is niet de eenvondigste weg om tot die ontwikkeling te Ko-

¥) RIEMANN t 4. p. pag. 140 zegt: ,Zur Berechnung von g ist die Formel
nicht brauchbar. Vielmehr hat man zun diesem Zweck sie in eine Reihe
von Kugelfunctionen zu entwickeln™.  De eerste uitsprank is zeker onjuist,
en wat overigens de ontwikkeling in kogelfunctien aangaat: Diricnnpr
brengt juist de bekende uitdrukking voor de dichtheid in kogelfunetion tot

de uitdrukking 8) terug. In de meeste gevallen is het echter beter de uit-

drukking voor g in kogelfunctien onmiddellijk te gebruiken,
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men en bovendien is de ontwikkeling zelve een bijzonder geval van
de algemeene ontwikkeling, die in het volgend hoofdstuk gegeven
wordt, maar zij brengl ons ot eene belangrijke eigenschap, waarom
zij reeds hier eene plaats vindL
Laten de coordinaten van cen punt A, hetzij A; A, of A,, zijn
153 O, i
en van een punt P op den bol
a &' '
en de hoek tusschen MA en MP gelijk o zijn, dan gaan de inte-
aralen 3) en ﬂ) over in
r*—a’

3
o (a® 1" — 2ar cos w)*
i

Stelt men verder iV, het l[llol,it.‘lll, — ¢ enoin V, evenzoo - —
r

d

.sin 9'do’ )

Y e (lrp

i,u

I
dm

e, dan 18 st{:wds ¢ <1, en men heelt

r Ao r =t ¢ 0
Vi rlq \ S sing'dd’ ...l )
4n (1 — e cosw -+ & )'I

en

1 1 —e
Vo—=— (|<p -, sin9'dd’ .... 9).
’lnr I 3
(l + % cos w &) *

Zoo lang & <1 is, lmu t men, volgens NEWTON,

1
e .?I A(COS o) e IR s L0}
(1 — 2e cos o -+ )7 o
wadrin P, (cos ) de kogelfunctie van de eerste soort is van cos o
en wel
o 1.3.5...(%n—1 n(n — 1 !
63 = { ) (.\'" )——L "~ *J-enz.. )”)
1 2(2 1)
Beide leden van 10) gedifferenticerd geeft
COS m— ¢ &
el =nl(cosw)e" ~ !
(1 — 2e cos w |- &)? -
of
2e co8 0 — 2¢°

oo
— i Y fong so)ah
220N |" (08 m)¢

(] — e COS @ ~-i— .)
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Hierbij de vergelijking 19) optellende, vindt men
«)” }_l ])" ([ 08 CU) ||-

1 — & L 2..
(1 Qe cosw - &)F 2
Deze waarde in 9) en ¥) substitueerende en levens & door
in V; en door - in V. vervangende, verkrijgt men, zoo in P(ad'g)
A\ :l'({}’(p') is,
al oo F
3\ :—E(‘.’Il—‘—l) n+'l l]qf {}qn)lj (t()sm) sin 9'do’ ... ]”)
en
- a = 27 , ;
V.—=-—=(@n-}-1 dg! [(8'g") Pa(cosw) sin 9'do’ ... 121y
T o o :
De nitdrukkingen Vi en V, voldoen aan de vergelijking van
LarLace, AV =10, die bij deze coordinaten overgaat in
drV 1 d dV 1 &=V
——— (m & )—{— —— .
dr sin ¢ de d, sin® & dg?
i deze vergelijking de waarden van V, en
daar de codéfficienten van de
dat de integraal

Substitueert men

V, uit 12) en 12) dan vindl men
erschillende machten van r nul moeten zijn

"2 ¥
j llql'[ [(0'g") Iy (cos w) sin 'd &
0

Yo—
1),

= U8

voldoel aan de vergelijking
1 d s dy,» RN
—— —(sin =) o~ == == =nn--1) Y. —
sin & d& de, sind  d¢*
Nu is @ de hoek tusschen MP en MA en derhalye
s @ = ¢0s & cos &' - siu & sin & cos (p — ¢)
zoodat volgens 11y P (cosw) eene geheele rationeele  funetie  zal
en sin & sin g.
‘en g, z00-

Z1j1 van
cos g, sin & cos g
De inteoraties in 1) hebben slechts betrekKing op &' en g
lal ook Y, ecene geheele rationeele funetie van genoemde grootheden
Y, aan de vergelijking 14) | bijeevole is

zal zijn: bovendien voldo
deze erootheid voleens gebruikelifke delinitiec *) eene LAPLAGE-[unctie
'reatise on LAPLACE'S functions ete. pag. 152,

) TonnuNTER
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van de n® orde, of zooals wij veelal zullen zeggen, eene kogelfunctie

van de n® orde. Vermenigvuldigt men Y, mef eene constante, dan
is het produkt nog eene kogellunctie, zoodal wij gevonden hebben ,
dat de potentiaal eener massa-verdeeling op den bol ontwikkeld kan
worden, zoowel in een punt binnen als buiten den bol, in eene
convergente recks, waarvan de achtereenvolgende termen kogel-
functies zijn.

§ 8 Zij nu de potentiaal van eene vlaktelading op den bol,
die in ieder punt P(ag'g’) tot potentiaal heelt [(9'¢')

HIRE (@) R e L (T )
» Pi (]'nr)‘ql_) r, Sl Tl Tl Balel) SRS I"'(l'{)‘qll)
» P.(@gg) . . . . ... ... {(¢¢)

dan is volgens de gevonden ontwikkeling

f ‘}f}”[ f(#'g) P, (cos ) sind' o' 15)

7T
f(&'g) P, (cos w) sind'd§" 15')

Frog) — +2(v>11 1)

v

; e
I (1'{}1}) :'T‘T-t C (..a

{]qt'

o+l

Laat men in deze uitdrukking r tot a naderen, dan gaal zoo-
wel F'(rag) als l’(r{hp) over in [(&¢) en vindl men

() ._——.;. '71] -|- 1)[ l]q;/ [(@'¢" P, (cosw) sind'd o’

ot ’,—l-.:‘. (=AY Y e et el e B eratires 16)
47T ©

ledere functie van @ en ¢, die als potentiaal van eene lading
op een bol in punten van dat oppervlak kan beschouwd worden,
dat wil zeggen, dic van & —= o lol 8. === en van ¢ == 0 lol

\
¢ — 2z eindig, continu en geheel bepaald is, kan dus volgens i
de hier algeleide vergelijking in eene reeks van kogelfunctien ont- |
wikkeld worden. ‘
Deze bekende en belangrijke stelling werd het eerst door Pors-

3 3 N 2 Sa v Il JHA |
son afueleid *), uitgaande van de integraal in 8). -Afzonderlijk 1
\

%) Journal de PEcole polytechnique 19 eahier. pag. 14D,
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moet dan aangetoond worden, dat deze integraal voor r — g
overgaat i [(&¢) of in de waarde van V, in hel punt, waarvan
de codrdinaten zijn a, & en overigens is de ontwikkeling als
hierboven.  De genoemde eigenschap is een zoo natuurlijk gevolg
van de vergelijking 15), dal hare alleiding  hier eene plaats ge-
vonden heelt.  Ondertusschen dient opgemerkt te worden. dat het
gegeven bewijs in sommige punten niet geheel streng is,  Dinrtcni-
LET *) toonde de leemten in het betoog van PorssoN aan. en aal
zell een geheel analytisch bewijs.

§ 9. Ons rest nog, voor dit hoofdstuk eindigt, de functie van
GREEN le berekenen voor punten binnen het oppervlak van een
rechthoekig  parallelopipedum 8. Dit oppervlak is te heschouwen
als een evenwichtsoppervlak van potentiaal nul voor cen punt mel
eene massa -1, geheel willekeurig bhinnen S gelegen, en van een
stelsel materieele punten, oneindig in aantal, buiten S. wanrvan
de ligging gevonden kan worden zoo het eerste punt hepaald is.
Evenals bij den bol kan men dus ook voor dif oppervlak de
functie van GReeN berekenen, en wel voor punten hinnen S.

Zij A een plat vlak en P een materieel punt mel eene massa
-+ 1, buiten A gelegen, zoo men dan nit P eene loodlijn op A
neerlaat, op het verlengde van die loodlijn een punt " neemt,
evenver van A verwijderd als P en daarin eene massa — 1 legt,
dan noemt men de massa — 1 het heeld van de massa -1 in het
vlak A, en omgekeerd; het platte vlak zegl men is symmetrisch
aelegen ten opzichte der massa’s <=1 in P en —1 in I".  Voor
deze twee massa’s is hel vlak A een vlak van potentiaal nul, en het
s duidelijk, dat dit evenzeer geldt, zoo cen systeem matericele
punten fer cene zijde van A genomen wordt, en cen systeem (er
andere zijde, zoodal de punten twee aan twee elkanders hoelden
zijn, of ) wat hetzellde is, het vlak A symmetrisch geplaatst is,
ten opzichte van die materieele punten. Hiervan wordt nitgegaan
bij het bepalen der GreEeN'sche functie voor een parallelopipedum,

) ('--t:l‘.l.l,l:_ Journal fiir die Mathematik, Band 17,

Heize,  Handbueh der Kugelfunctionen. pag, 432,
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Het middelpunt van een rechthoekig parallelopidum wordt als
oorsprong van een rechthoekig coordinaten-stelsel aangenomen,
waarvan de assen achtereenvolgens evenwijdig loopen met de
zijvlakken A en A, B en B, G en () en die vlakken snijden
respectievelijk van de X, Y en Z as stukken af gelijk

a b C
S e A
O O 2

Laten de coordinaten van een punt A; binnen S, dat als hel vaste
punt beschouwd wordl, x" y' z' zijn en zij in dat punt ecne
massa —- 1 geplaatst, dan bepaalt men het beeld van het materieele
punt A; in het vlak A, welk beeld eene abscis a — x' heefl. Ver-
volgens wordt het beeld van hetl verkregen punt in het vlak As
bepaald, waarvan de abscis — 2 a - x' zal zijn: weer het beeld
van dit punlt in A enz., welke constructie eene oneindige recks
van punten oplevert, die verschillende abscissen bezitten, maar
waarvan de beide andere coordinaten steeds y' en z' zullen zijn.
Wvenzoo construeert men het beeld van het punt A; in A, waar-
van de abscis wordt — a — x', het beeld van het verkregen punt
in A met eene abscis 2a -} x enz. Is de eersle constructie p
malen en de tweede evenveel malen herhaald, dan verkrijgt men
ecene reeks van punten, die in paren kunnen gerangschikt wor-
worden, ten opzichte van welke de vlakken A en A" svmmetrisch
liggen, en wel zooals hieronder wordl aangegeven, waar p on-
even is genomen.
Viak A

MASsA. ARSCIS, ABSCIS, MASSA,

-1 x! g—x' —1
~.. — 2a-4x' 8a—X -
o — 4a-fx' ‘ ba—x! -
n n
. — (p-1) a-}-x' pa—x'

—1 — a—x 2a-x -1
" | — 38— x' 4a-x' '

v - - ~
» l — (p-2) a4 x' (p-1) a - x'
" — pa — x'
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Vlak A’

Massa. ABscis. ABSCIS, Massa,
-+ 1 — 2a—x a—x! 1
» — 4a-4x Ba—x

i« — 6a--x' 58 — x! -
: —(p-1)a fi“ x ! (p-2) a ”— x' :
=) ”
= 1 — pa—x' -

—1 { —a — X' x! -+ 1
" —3a —x 24 x' .
] - ” -
. — pa—x' (p-1) a -} x' -

In het algemeen zullen de codrdinaten &, 7, G van een der beeld-
punten voorgesteld worden door
E—maf-(—1)"x n—yY' L
waarin m alle geheele waarden van — oo tot ~+ o kan bezitten ,
terwijl de massa in dat punt (—1)™ is.  De potentiaal van die
massa in een punl Py (xyz) binnen het |l:‘|l':llInlt)pipmlum zal zijn
(_ .i)m

3
N = (ma -+ (—1)"x'— x)* - Y=y 4@ — z)*

is, en wordt dus nul voor m gelijk == oo, De beide vlakken A
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en A’ zijn derhalve evenwichts-vlakken van potentiaal nul voor al
de geconstrueerde massa’s, ol voor ieder punt P, (Xyz) op A of A
heelt men

+0 (— )"

5 — _) —\

- /N

Constroeert men  thans op dezelfde wijze van al de verkresen

punten de beeldpunten in de vlakken B en B dan zullen de vlak-
ken A en A" nog evenwichtsvlakken van potentiaal nul blijven en
de vlakken B en B' eveneens dergelijke evenwichtsvlakken Zjn voor
de massa’s thans door de ruimte verdeeld.  De codrdinaten van
een der beeldpunten zijn nu

E—=ma--(—1)™ g=nb-4(—1)y (=12«

h
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en de massa in dat punt is (—1)»+"  Voor ieder punt van A,
A, B en B geldt thans

waarin:
N— (ma-(— D" X — x4 @b 4 (= 1)y — ¥+ & —2)"

Worden ten slotte de beeldpunten van al de materiéele punten in de
vlakken C en (' geconstrueerd, dan vindt men dat de zes vlakken, die
het pnrﬂllelopipmlum begrenzen, evenwichtsvlakken van potentiaal
nul zijn voor alle thans verkregen massa’s, in de geconstrueerde
punten gelegen.  Als codrdinaten van  een der punten heelt men
g—ma-t(—1)"x g=nb--(=1)y T=pe+(— )%z}
an in dat punt bevindt zich eene massa

(— 1) m+rte,

Alle waarden van — oo tol -+ oo kunnen aan m, nen p toege-
kend worden. Voor ieder punt P, (xyz) op een der vlakken van
S celegen, weel men

o
+ 0 4@ D0 (,,_ -])m+“-|-l’
=7

Zm-w-o /N

=)

waarin
| [ — ~ e A\m ! -\ 2 A3n ! A2
N = (ma— (—1)" ¥ — %) - (b 4 (— 1y — ¥+
+ (pe - (— 1) "z —2)’.

Volgens pag. 24 is de cevraagde functie Gy de potentinal der
massa’s buiten S gelegen in een punt Py (xyz) binnen 8, mel het
omgekeerde teeken genomen, en zij 15 weer de afstand van P tot
A, dan is volgens § 11 van het 1° Hoofdstuk

= ]
Gi—=
I
Daar binnen S slechts de massa -1 in het punt A ligt, is der-
halve G, de polentiaal van al de massa’s binnen en huiten S in Py ol

40 -0 &L [ _4\m+n+Pp
e s
]

e

De gevonden uitdrukking voor G. wordt gewoonlijk op de volgende

Lo

wijze herleid.  Volgens hekende ecigenschap is




or
ca

i *®

rin)rd—n— S

1
of voor n ==

o0
[ — /_ﬂ-
: 1/
Neemt men nu s = Nt en beschouwt t als nieuwe variabele . dan is

1 B dt

/N 1/5[ T
Y‘(__ ])m 1= (ma- (—1) " xr— x)%

1 5 dt .
(1 SSy(— —(n|'+(—l| ¥l —y)° % o P A A e 1‘)

2 (-__ ])l' o= e+ (= )P 1 — 2}t

en derhalve

waarin de summaties van — oo tol -~ oo moelen plaats hebben.
Neemt men nu in’ 17)
A= (— 1) e-m+=1" 5 —x)*

de termen mel even waarden van m samen en evencens die met
oneven waarden, dan is
A— 5 p—(matxi—xja S =m0 a—xl—x)at —
— i (X )3t S p—mbait—i.2m. 2ai(x— e

A — (8 — x! —x)21 v', —m2 eda2f — i, 2m, i (x X — a)t
—

Deze oneindig  voortloopende recksen kan men door @ functiin
nitdrukken,  Volgens definitie is
+ R
03(2)— = Sito = =xi)
-0
derhalve
A—c¢ =7 g(ai (x —x) 1)
— e~ g (2l (x - X' —a) 1)
waarin p = 4a’L.

¥) Berrranp, Caleul intégral.  § 301,
1) Scurominen,  Compendium der hiheren Analysis. 11 Band, pag, 446,

L*
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Evenzoo vindt men voor de beide andere reeksen in 17.)
B—e U= g,9bi(y—y) 1)
—e—0-1=n% g hi(y+y —Db) D)
met o = 4b*L
C—e— =2 g5(2i(z—2)t)
— e —le—v—tg (%i(z4 2 —Db) 1)
mel p — 3¢ L.
Ten slotte heeft dus G; den volgenden, zeer samengestelden vorm

) g — =0 g (%ai (x —x) t) i

| —et=¥=9% 8 (i (x4 x' —a)l) l
G_‘__._“_Lfm ) p ==t g (Oh (y = }’) 1) ‘ dt _
Vol | —e=tmr=7ta@biy+y —h)Y) A

e == 9 (%l (z — 2) 1) ‘

’ —e—-¥=1t9,(%i(z-}-z'—Db) ) a




VIERDE HOOFDSTUK.

ALGEMEENE VORM VAN V, EN V, FUNCTIEN Bl) EEN BOL EN BIJ
EENE ROTATIE-ELLIPSOIDE. TOEPASSING OP DE
FUNCTIE VAN GREEN.

§ 1. Het bepalen der functie van GREEN is, zooals m het
cerste  hooldstuk bleek , slechts een hijzonder geval van het alge-
meene probleem: eene massa zoodanig over een oppervlak te ver-
deelen, dat deze verdeeling in punten buiten dat oppervlak equi-
polentiaal is mel eene massa binnen dat oppervlak, of in punten
er binnen equipotentiaal met eene massa, die buiten het opper-
vlak ligt. Daarvan uilgaande zijn in het derde hoofdstuk, de func-
licn G, en G, bepaald volgens eene methode door GrEEN aangegeven.

Fvenzeer kan men het vraagstuk, dal ons bezichoudt, beschou-
wen als een onderdeel van  het algemeene vraagstuk: voor een
opperviak S of eene Vi functie of cene V, functie te bepalen, die
in de punten van dal oppervlak eene gegeven waarde V, aanneemt.
Nu bestaat er eene methode,  waardoor in sommige gevallen dat
algemeene vraagstuk kan opgelost worden.  Zoodra nl. voor zeker
oppervlak alle functién Vi of V. onder een algemeenen vorm te
brengen zijn, ol van cene recks van die  functién de algemeene
vorm is aan te geven, bestaat dikwijls de mogelijkheid, door de
aleemeene uitdrukkingen (e vergelijken met de gegeven waarden
aan het oppervlak, deze uitdrukkingen zoo te specialiseeren, dal
zij voor punten van het oppervlak werkelijk in de gegeven waar-
Zoo gelukte het Lami het algemeene vraagstuk op

den overgaan.
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te lossen voor punten binnen eene willekeurige ellipsoide — dat wil
zeggen voor de ellipsoide cene V; functie te bepalen, die aan het
oppervlak gegeven waarden aanneemt *).

Bij eene rotatie-ellipsoide, hetzij eene algeplatte ol eene ver-
lengde, gal HeNe de oplossing voor eene V; en eene V, functie ),
en als bijzondere toepassing leidde Lipsciirz daaruit de funclién
van Green af §). De ruimte laat niet toe in alle bijzonderheden
de ontwikkelingen, die in de genoemde verhandelingen voorkomen,
terug te geven. Ilet doel van dit hoolistuk is dan ook slechts de
methode niteen té zellen, waarnaar het algemeene vraagstuk kan
opgelost worden, en er op le wijzen, hoe, als bijzonder geval,
het bepalen der functién van Green daaruit kan algeleid worden.
Het kwam mij daavom niet ondienstig voor in de cerste plaats
het algemeene probleem voor den bol te behandelen, om eerst
daarna over le gaan tot de votatie-ellipsoiden; daardoor is hel
tevens mogelijk nog op twee verschillende methoden te wijzen,
die bij de algemeene oplossing kunnen gevolgd worden.

§ 2. Zij het middelpunt M van een bol 5 de pool van een

poolcodrdinatenstelsel en zijn van zeker punt ' de cobrdinaten
v, & en g

dan zal zoowel eene V, functie als ecene V, functie van den bol,
als functic van & en ¢ beschouwd, volgens het theorema, aan
het einde van het vorige hoofldstuk besproken, ontwikkeld kunnen
worden in eene convergente reeks, waarvan de achtercenvolgende
termen algemeene kogelfunctién van @ en ¢ zijn, en wel is vol-
oens bekende cigenschap slechts ééne dergelijke ontwikkeling voor
eene gegeven functie mogelijk.  Men heelt dus

S Y e R e 1)

waarin Y , de algemeene kogelfunctie is van de n® orde, dat wil
zeggen eene geheele rationeele functie van

\ ==

0 l/l

#) Liouvicue, Journal de Mathématiques. Tome LV, pag. 126—163,
pag. 351—385.
1) Crenre, Jowrnal fiir die Mathematik. Band 26, pag. 185.

“’\) n " n n " band 58, pag. 20,
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sin & cos g, Sin & cos g, en cos 9
die voldoet aan de vergelijking
1 d ( dY, 1 d°Y, ’ .
———(sin & )——. - - nn-+1)Y,=0... 2
sin & d& \ dn ! sing  de* Gl )
De algemeene integraal van deze vergelijking is *)

(o o]
Y, — =P, (cos ¢) {Asu c0s mp - B, sin mep ...... 3)
Hierin zijn A, en B,, willekeurige constanten ten opzichte van
9 en @, waarin echler nog r voorkomt, terwijl P, (x) de toe-
voeade kogellunctic van de  eerste soort voorstelt. Deze lunctie
staat nl. met de eigenlijke kogelfunctic van de eerste soort,
vorige hooldstuk 11) | in het volgend verband
|
l[l—-—lll e ‘lmp“(x)

) Y e— s 4
) e e A A )

dx™

of in eene eindige reeks )

1

. ; (n—m)(n—m—1) 7
) gy et | “[ yn—m \ M o—m — 2 N
Pa=x==1) (\ *WI)“\' "~ *f-enz. )s)
Nu moet V voldoen aan de vergelijking van Larvace, die zooals
bekend is, bij deze coordinaten overgaat in
d*rV AR (1 7 ] Y 1 &V .
r—f — —-(5111&—)—]- —— ..., 6)
dr? sin & do da, sin o da®
Men heeft dus

/

=) d* ' sine e 19 sin*o de* |
waaruil e N - s
dery, J ( T ay, i a“ Y, ~
T AR e G e A T e U e D
Trekt men van deze vergelijking 2) af, dan moet
l-“—t\ —n(n-+1)Y,=0

zijn, en wordt hierin de waarde uit 3) voor Y, gesubstitucerd,

*) Topnuxter, Treatise on Laplace’s Punctions. § 102,
+) De notaties, hier en in het vervolg gebruikt, komen overcen met die
van HEINE in het ,Handbueh der Kugelfunctionen 1878 en zijn nagenoeg

dezelfde als die van TODHUNTER,
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dan moet volgens bekende eigenschap A, en B, voldoen aan de
vergelijkingen
d’rA,
1§ ‘—dTm_ [l(n + l )i\nm
=

cn

d ]Bnm / L] E
i (n 4+ 1)B,,

Deze  vergelijkingen bepalen de grootheden A, en B,, als
functién van r. De vergelijking
d rf (1
U-——n m4-NDiE)=0
dr®
toch is zeer eenvoudig te integreeren, en wvcl'l,
— !
l == +L o

waarin G en ' willekeurige constanten zijn.

Door derhalve de eigenschap in te voeren, dal ten eerste de
functién V- kunnen ontwikkeld worden volgens eene reeks van
kogelfunctién, en ten tweede, dat zij voldoen aan de vercelijkine

o ? g L -‘ L]
van Larpace, vindt men, dat deze funclitn den vorm moeten
bezitten

a0
V—>=Y,, waarin
(=]

n

Y, =13 P, (cos &) {A,, cos mg - B,,, sin mg} 4~

n

e T+'1-- om (€08 0) $A',, cos mp - B, sin mg!.
= !

Avw, DB, Abw en B, stellen thans constanten voor, ook on-
alhankelijk van r.

De functie V; blijit eindig voor alle punten binnen S, dus ook
voor het middelpunt, waar r == o is; hieruil volgt derhalve on-
middellijk, dat in de ontwikkeling van V, alle constanten A',, en
B nul moeten zijn, of de algemeene vorm van V, zal zijn

= s} n
Vi= == P(cosid) A cosmyp - B, sinmgpl. ..., 8)
< 0

venzoo 15 eene der voorwaarden, waaraan de functie V, moel

voldoen, dat zij op oneindigen alstand gelijk nul wordt, waaruil
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volgt, dal de constanten A,., B,, in hare ontwikkeling de waarde
nul bezitten. Voor V, vindt men derhalve
o@D / n

V=3 e = P (cos 9) {A',, cos mg -} B, sinmg}. .. §)
< 4]

Na op deze wijze den algemeenen vorm van de functién V, en
V. bepaald te hebben, keeren wij terug tot het probleem eene
Vi of eene V, functie te vinden, die in de verschillende punten
van S gegeven waarden V,, die eindig en continu zijn, aanneemt.
Nu is V, eene functie van & en g, die alweder kan ontwikkeld
worden volgens kogelfunctién, en wel zal in het algemeen in hel
punt P (agq)

Va—

L]

ol48

n
= Pon (c0s 9) {a,, cos mg - b, sin ma.

zijn, waarin a,, en b, geheel hepaalde constanten zijn.

De waarden van Vi en V, in het punt Padq), zijn uil 8) en %)
onmiddellijk aan te geven en blijkbaar zullen zij overgaan in V,,
200 genomen wordt

\ “ﬂm I ) I)L'Ull
AL Yam — T
i d
T e A il P rhaal
I' A — ‘Inm . l’nm — I,nui - d .

Derhalve zijn de gevraagde lunctién

) e 1.u B :
\'f e 20 = =P (cos @) Ja,, cos mg = by, sin mg?
=T | o
2 w q" 1 u_v y ¢ . y
V.— = e =1, (cos 0) g, cos mg == by, sin mg?.
= O

Schrijft men de gegeven waarde

dan 1

en W s L "

Beschouwt men Vi en V. als potentialen eener lading over S
dan heelt men ter bepaling van de dichtheid dier lading




6O

dVi dV) SR =0
dn A =iy ;'|: ¥
VA 1y R 1S e
RO (ﬁﬁ),:a—“ g2+,
ol
o=z (I )Y - 10y
g4l o

Ter bepaling van Vi, V, en g is hel dus noodig V, in eene
recks van kogelfunctién te ontwikkelen, maar dan zijn ook de
gevraagde waarden zonder ecnige berekening aan te geven. Dat op
deze wijze de beide vraagstukken in § 4 en 6 van het derde
hoofdstuk besproken, kunnen opgelost worden, valt in het oog.

§ 3. Na het algemeene vraagstuk hehandeld te hebben, is het
bepalen der funclién van GREEN, slechts eene eenvoudige toepas-
sing. G is eene V; func tio der coordinaten van P, (r&¢), die aan

1 Sl
het oppervlak de waarde V, — T aanneemt, waarin E; voorstelt
1

g |

den afstand van een vast punt A, (i ¢'¢') tot het punt P, (a0q)

op het oppervlak. Men heeft dus de waarde i le ontwikkelen
|
volgens kogelfunctién.
Zij o de hoek tusschen MP en MA, of cosw = cos & cos & -

sin & sin &' cos (p—q'), dan 18
1 .1 o l-'n

=53 b (CORT0 ) P
s

B )/ r—omw e
daar ' <Za 1s
LArLAcE :_;':ll' in de Mémoires van de Fransche Akademie van 1782
de ontwikkeling van P, (cos ). Hierdoor vindt men E):

| @ n e
\ra p— l —_— P ;'nm I mu(( 0s l}\ ‘ nm (““H ‘(j.’) cos 1m (‘]‘ = qlr) £ qn TRy ll)
Jl o (] ¢ «

waarin

gl 3. 2n—1) 4y
e In +m ’]l—lll i)

*nm

# Hpixg, Handbuch, & 73 of TODHUNTER, Treatise, § 168,
b ?
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terwijl bij m = o slechts de helft van deze waarde voor 2 moet
genonen worden.
De waarde van G; in P; (r ¢ ¢) zal dus zijn volgens ?)
o pepn g

‘-:i — —‘: '—l-_'n 41 "r }"’Ilm l)lllfl ("”5 {}J [)nm (!IUS 6") lIOS ]n (’I' _’Pr)
o ¢ o

en van g; volgens 10)
l o0 n l.nl."u
o= 35 (2n-4-1) = Ay P (€08 8) Poy (08 @) cosm(g—q').
4T 5 o H

De uitdrukking voor G, in het vorige hooldstuk algeleid, ver-

krijgt men thans door =0 e stellen, dan is

AR

N =— -3 by Do (COs 8) Py, (cos @) cosm (p— ) L
E

0 I T |
(=] I’

of daar nu r<Zr,, is, volgens 11)

waarin A, voorstelt een punt, waarvan de codrdinaten Zijn, &'en g,
De
bepaling der functie G, en der dichtheid p, geschiedt nu op vol-

d. 1. volgens vroegere definitie het geconjugeerde punt van A

i

komen dezellde wijze.

§ 4 Thans wordt overgegaan ol de behandeling van het
viaagstuk voor eene rotatie-ellipsoide.  Zip de vergelijking der ae-

geven ellipsoide S bij een vechthoekig codrdinaten-stelsel :

x:! _+_ ,\-' ./.': :
a2

—|_ I ,.:1 ........... i l;)

a® —
dan is de z-as de rolatic-as, en de ellipsoide zal ontstaan zijn
door de wenteling van ecne ellips om have Kleine as, zoo ¢ po-
sitiel en natuurlijk Kleiner dan a® is, en om harve groole as, zoo
¢ negatiel, nl. ¢ imaginair is.

In het ecerste geval neemen wij de ellipsoide algeplat, in het
tweede geval verlengd. Zij nu van cen punt P binnen of buiten S

b




X == sin & cos ¢
y=—=rsin ¢ sin g

= r’ —c¢?cos &

dan wordt ieder punt bepaald door de waarden van r, & en g.
De eerste coordinaat is de waarde van de x of y as eener ellip-
soide confocaal met de gegevene door P gebracht.

Bij r==a ligt hel punt op S, voor r=>a builen S, en binnen
S voor r<Za. Om alle punten in de ruimte aan te geven, moel
v bij eene afgeplatte ellipsoide alle waarden van ¢ tot oo door-
loopen en bij eene verlengde ellipsoide alle waarden van o tot e
Brengt men door P en door de z-as een vlak, dan is de stand-
hoek van dit vlak en het xz vlak de hock @. De zoogenaamde
excentrische hock & is de hoek tusschen de z-as en de lijn uil
den oorsprong naar het punt getrokken, dat men verkrijet door
den bol, die met '|/|"3_f;: als straal beschreven is uit den oor-

sprong als middelpunt, te laten snijden door ecene [oodlijn uit ' op
de z-as neergelaten.  Het s duidelijk, dat men & van 0 tol 7 en
@ van 0 tot 27 moel varideren, om alle punten op eene der con-
focale ellipsoiden aan e geven.

[ene V, zoowel als eene V, functie, behoorende bij het door de
vergelijking 12) bepaalde oppervlak S, zal nu cene functie zijn der
coordinaten van een punt P (r @ @), dat of binnen of builen S ge-
dacht wordt, en kan als functie van & en ¢ weer ontwikkeld wor-
den in eene convergente rvecks, waarvan de termen opeenvolgende
kogelfunctién zijn. Volkomen dezelfde weg is hiertoe te volgen als
bij den bhol; slechts is het vinden van den algemeenen vorm der
V., en V, functién hier veel moeielijker.  HeNe Loa. p. voerl de
bewerking uit, wij zullen echter, zooals reeds gezegd is, op andere
wijze die algemeene vormen trachten al® le leiden en wel door
gehruik te maken van cene ontwikkeling, dic J. NEUMANN *) hetl

cerst gegeven heell.

Denken wij ons een punt Py hinnen 5 mel coordinaten
r, &, ¢

#) CreLLE,  Journal fiir die Mathematik. Band 37. pag. 28,
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en een punt P, buiten S, waarvan de codrdinaten Zijn

r, 4, ¢
dan zal, zoo A\ — P, P, is,
1 1
VAN r’ 4 r* — ¢* cos® & — c’cos® ¢ —

— AV VIR cos & cos O —
— 2rr’ sin & sin 9’ cos (@ — ¢).
Deze uitdrukking is als functie van & en ¢ in eene convergente
reeks te ontwikkelen, die voortgaat volgens kogélfunetiin.
Om daartoe te geraken, worden nieuwe coordinaten ingevoerd

en wel
7 l.‘:
@ —— Cos & Ok— l/-]__n
1 l_r'_‘
p' == c0s &' i) — 1o

waarin steeds de positieve wortel bedoeld wordt,  Om alle punten
van de ruimte (e bepalen moet, bij eene algeplatte ellipsoide ol
bij ¢ reéel, » alle waarden (lomlnnpvn van ¢ lol oo, derhalve o
alle waarden, die men verkrijgt door in « . i voor e« alle waarden
van 0 tol oo (e nemen.  Bij eene verlengde ellipsoide, ¢ magi-
nair, doorloopt v alle waarden van H tot oo en dus o alle waarden

De waarden van g variéeren van — 1 (ot —Jr— 1. Is dit vastoe-

steld, dan volgt, dat
l':r.]/'l —

18 en wel moet bij eene verlengde ellipsoide de positieve wortel en
bij eene algeplatte de negatieve wortel uit 1 — §* genomen
worden.  Steeds 1s

Cco
-}- [/1 — ==
en sin ¢ —=-+1/1—u*

Bij deze cobrdinaten is, onder de genoemde overcenkoms
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x-—cl/’l =7 ]/1 — @’ COS
=i l/ 1—¢° l/l — u° sing.

De uitdrukking voor ~ neemt nu den vorm aan
1 1

JAN

2—o — " — ' —u”+ 200’ pp' —
— Qe M — 4R V1 ——;f

V1 — u” cos (g — o)
waarin ¢, x en ¢ de cobrdinaten zijn van een punt buiten S en
o', ' en ¢ die van een punt binnen S.

De vergelijking van LAPLACE, waaraan ~ moel voldoen, hetzij,

men o, w en g ol o) u' en ¢ als variabelen aanneemt, komt
onder den volgenden symmeltrischen vorm

d dVv ASSdiY
T -2 Lo =L
drr( ﬁ) do i 1 —o6° d¢’

_d ('l )dV A diV
— du dp L 1 ——y.” dp®

Substitueert men nu in het tweede lid dezer vergelijking voor V

de uitdrukking X die symmetrisch is ten opzichte van o, g en o', u

dan - vindt men na differentiatie eene uitdrukking, weer symme-
trisch ten opzichte van o, w en o) o' Deze opmerking geell
NevvaNN aanleiding tot het opstellen van drie differentiaal-verge-

lijkingen, waaraan —— moet voldoen en die de ontwikkeling tot op

de constanten na bepalen.  Door drie andere voorwaarden in te
voeren, worden ook deze bepaald en zoo vindt men ten slotte
] o0 n

Z: = 3 Z Do Qo (0) P (6") Poa (1) Poa (1)) cosm (9 — ¢) 13)

waarin A, en P, (x) reeds bekend zijn uit § 2 en'3.  Verder
18 Ouu (X) de toegevoegde [unctie van de tweede soort, nl.




(515}

R 13 O e (AN ) e R O (X)
Gon (%) = n+m (—1)" S e

dx™
waarin (), (x) de eigenlijke kogellunctic van de tweede soorl is,

die 0. a. door eene bepaalde integraal kan uitgedrukt worden:
G
9

— _|.-_'_Z

O3 ()= dz.

Zooals bekend is, heeft men

P (X) == o0 voor Modulus x = oo *) en (),,, (x) = 0.

Om nu door middel van deze ontwikkeling den algemeenen
vorm der lunctién Vi en V, te bepalen, merkt men op, dat iedere
Vi functie van S is te beschouwen als de polentiaal eener lading
over S in een punt P (6« @) hinnen S.

Denken wij ons dan over S eene lading, waarvan de dichtheid
in een punt S (6, @' ¢') gelifk o' isen zij het opperviakte-clement
in dat punt de', dan is:

200 /\' voorstelt den alstand van P tot 8. De ontwikkeling van
~—— ig bekend uit 13) - waarin nu voor ¢!, u!, ¢ moel gesubstitneerd

worden o, w, @ en voor o, w, ¢ de coordinaten o,, o, ¢. Men
vindt dan

o0

n
Vi — .}-‘ 6‘:" ‘(l'nm (ﬁ) I)um (1“') (‘(]'\‘ ““F'*'\nm ‘_1-' i"l\lll {I‘i’) l)nm (,”) “i" I“‘I'“uu\ 3

~ 0

i
waarin S = Mo | Qi (04) Py (') cO8 mgp'p'doo’

¥) Qok in deze paragraaf zijn de notaties van HEINE pag. 210 en van
TopnuNTER pag. 88 gevolgd. Daardoor is de constante 2 anders dan bij
NEUMANN in Crenpe. tooa. p. 1k zou het bij de schromelijke verwarring
die in de notaties voor de kogelfuncties reeds bestant, niet gewaagd hebben
de uitdrukking van N. te veranderen, ware het niet dat de formules zoo-
doende nog meer overeenkomst vertoonden met die voor den bol.  De waar-
den van de kogelfunetiin voor verschillende waarden der veranderlijke ko-

Al

men 0. & voor in de uitnemende verhandeling van F. Neumany,  Beitriigo

sur Theorie der Kugelfunetionen, 1875, pag. 88,
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l
en IS‘,,,,__‘— me 7o) Pom (') Sin Mg'p'deo’

derhalve constante grootheden onafhankelijk van o, w en g¢. De
aloemeene vorm (_lcr functién V; is derhalve

Vi, = =P, (6) Pam (1) fc0s M@, - sin mgB.af . ... 14)

Op mlkomen duvllcle wijze vindl men voor den algemeenen
vorm der functién V, in een punt buiten S met codrdinaten o u en ¢

V.— 5 3 Oun (6) Pow (@) {cOs mapA',,, - sin mpBaf .14

§ 0. Nu de uitdrukkingen 1) en 14) gevonden zijn kan men
ter oplossing van het algemeene probleem volkomen denzelliden
wee volgen als in het laatste gedeelte van par agraal 2. 7ij weer,
even als daar in ieder punt van den bol, in een punt P, (s, ¢ ¢)
van de rotatie-ellipsoide de gegeven waarde V,, dan is V, als func-

lie van & en g te ontwikkelen volgens kogelfunc titn, en men heell
in het algemeen

oo
V2> ): Py (1) §80m COS Myp 1+ b,, sinmg} ...... 15)
[= -

waarin a,. en b, echeel bepaalde constanien zijn.  In het punt
P, gaat V, nit 14) over in:

w n
.}‘ 41: I’nm ('Tn) I)mll (]u') 3('Amu ‘:O‘Q ]"q" + l}ﬂ[]l blll n“]"}
en V, uit 1#) in
' 0w n
>3 Qnm (Uu nm {\'nm COS M J[— Ilnm sin llll‘p}
o ©
Door vergelijking mel 15) vindt men
')I'IIH hnm
A e l ( Bn.ﬂ :
nm G“) llm (GU)
(IR Biae—= -H-—h"'“
) gt ()12 ()

Do functién V, en V., die aan het oppervlak overgaan in

o n
V,— 5 > P.. () {80y cOS Mg = Dy SIM M . ... 15)

o

zijn derhalve
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V, — :bz._“’“_(ﬁ_)- P (@) {2 cOs Mg - b, sin 1 16
o o um (Uu) - IR " an) i )

Oum 0
‘ E - O (( )) an (F) {anm CcOs qul + hnm Jn ]T“pi ]ﬁl)

De bepaling van de dichtheid , die bij de gegeven potentiaal-
waarde V, behoort, is niet zoo eenvoudig als bij den hol. Men heeft
= AL
4w \dn * dN
en, zoo de coordinaten r, en ¢, die in het begin van de voor-
gaande paragraal’ gebruikl zijn, weder worden ingevoerd
dV__ dVdr  dV do  dV dg
AN dr dN " do dN " dp AN
do  de . ..
Zoowel — N l:]x-l—\—l is gelijk nul, zoodat nog blijft te bepalen
dV dr _ dV ds dr
dr dN 7 do dr dN
Brengt men door het punt v & ¢ eene ellipsoide confocaal met
de gegevene en laal men uil het middelpunt eene loodlijn neer op
het raakvlak aan die ellipsoide in r ¢ ¢, dan is die loodlijn
1]/1 —c’ tﬁ I — ¢

e e | W e g o 17
l/] — ¢*sin %9 w— g )

zooals onmiddellijk is af te leiden.  Verder is

dr P e .
| N = = en i e 5
waarut “
av v p_ i/ 1—aav
dN = do e "'l/ ;tﬂ'i it

Men vindt dus

i/ = fav,  av.
/Hr C l/p -——r;-([]n‘
Substitueert men hierin de waarden van V; en V, uit 16) en 16/
dan wordl gevonden

)

~

do ’n: i

i}
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1 i/ T=e . R.P.(

{84 €OS Mp by S0 Mep}

U= e——————————————= e T
T o) = o s ben (8 Qe (00)
waarin
o dEss (o) dQ),.. (o)
R = | Qe (00) " ds Pam (7o) T do \o —o.

Deze waarde van o wordt belangrijk vereenvoudigd door de be-
kende betrekking *)

O =i(e)

do
Ten slotte is dus:

0Qui (o) 21

de 1—¢°

— an (r’)

c— ’l
YT hnic)/ T— o) —or

w n an (‘u)
9 1\~
‘ 4:: (ul] + 1)"('] Pum (0_0) Qnu: (60)

{Qym COSMg—FDb,, sin Mg} 18),

§ 6. De oplossing van ieder vraagstuk, waarbij gegeven is de
waarde der potentiaal, in de punten der ellipsoide, kan nu onmid-
dellijk opgeschreven worden door gebruik te maken van de verge-
lijkingen 16) 16 en 18). Laat b. v. gevraagd worden over de
ellipsoide S eene massa zoodanig e verdeelen, dat in ieder punt
P, van dat oppervlak V, gelijk zij aan het vierkant der loodlijn
uit het middelpunt op het raakvlak van het punt P, neerlaten.

%oo de coordinaten van P, zijn ¢, @ en @, dan is volgens 17)
van' de voorgaande paragraal

y —_ o’ —a)
s Ma == Gus
Deze uitdrukking moel volgens kogelfunctién ontwikkeld worden ;

daartoe schrijft men

1, N 1
V== Coi1 =0} -+

y/ Oy — M 0o it

Een bekende vergelijking ) geelt

*) TopnunTER. Treatise, § 109,
1) Hewve.,  Handbuch, pag. 78.
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= — : 2n 1) Q, (o) P, ()
fl o

=) G @ ()

P (,u) — P..n (——- H)
P

en

ol daar

en “+I(F)_‘m[an+l(_ )
is, heelt men
1 1 o
- =23 (4 1) (Q, 2
Gu'—!«‘"' ﬁn‘l"ﬂ_ :(”l_i_l)u.n(“n)l-n(f")
of V, = s, (1 — 6) 3 (An—-1) Qsa (6) Pa (1)-

Uit 16) volgt nu voor de waarde van Vi in een punt P, met coor-

dinaten o, u, @,

V= Co, (1 — 0.) X (hn 1) o=

P, (0.0) P, (G) 2n (F)

en uit 16') voor V, in een punt P,, waarvan de coordinaten zijn o, u, ¢

V,—c%, (1 —o0, “ (4n 1) Qs, ( ()
terwijl eindelijk 18) voor de dic hthud in P, geull

ur]/l o (4n 1) _-“('“)

’iﬂ'i l/y_ — ﬁng =] :ln (ﬁn)

§ 7. In deze paragraal zullen de uitdrukkingen 16) | 16 en 18)
worden toegepast ter bepaling der functién G, en G, en der dicht-
heden o; en . De toepassing, hierboven behandeld, is daaraan
vooralgegaan, len einde nog duidelijker te laten unitkomen, dat de
wijze van bepaling der functién van Green geheel overeenkomt
met het oplossen van ieder ander bijzonder vraagstuk, waarin de
waarden van V, gegeven zijn.

De cobrdinaten van een vast punt A; zijn

U', |u' €11 q:'
die van een punt P; binnen S
0, 1 11 Pq,
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zoo dan P; valt in P,, waarvan de codrdinalen zijn:

Gg 5 [ en @
zal G als lfunctie der coordinaten van A; en P; overgaan in i
i
ST, 1< :

De ontwikkeling van 7 s bekend uit 13) nl.

1 l @ n :

E‘ — F 2 2.' 2'11m Qnm (60) an (OJ) an (]”’) an {H,) cosm (q' — (pj)

i v Qo o

wederom is dus de ontwikkeling volgens kogelfunctién van de
waarde, die G; aan het oppervlak aanneemt, bekend, en men heeft
derhalve uit 16)

e ) (0 , : ,
G' — Z = f A'nm P Eﬁ )) p ( ) l)nm (G) an (1“') an (F') COs 1 (‘P = fP)
en uit 18)

o 1
== 2 y
A 1/ 1=7¢2 -l/-y.‘z —_— 0
; (2n +-1) 5 Ko l)""'(( ; Py () Po () cosm (g — ). ... 19)

De functie G, en de dichtheid o, bepaalt men evenzoo; de
waarde van deze functie aan het oppervlak is

’_l l 9 )
. = ;= < han Pan (60) Qun (6') P () Pam (') cOs 1 (p — )

zoo E, voorstelt den alstand van een punt P, (s, u ¢) tol een
vast punt P, (o' ' ¢) buiten S. De vergelijking 1) geefl nu

o n l) 0
l nin (ﬂ' ) “ ( ){Jnm ([j,) ]]nm (‘U) [)nlli ({u,) cosm (q‘,—‘p!)

B
waarbij uit 18)
1
A c? l/'l Cos i [/ u— o, j

. Z (2n 4-1) .}‘: Ao (‘)“m(( )) Pow (1) Poe () cos i (g — ) . .. 20)

Oy =

0

s ]

8. Aan het einde van onze beschouwingen, herinneren wij
nog eens aan de integralen 12) en 129 uit het eerste hooldstuk nl.
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= AT S e o)

waarin thans de het oppervlakte-clement voorstelt. Door deze inte-
aralen worden V; en V. in een willekeurig punt bepaald, zoo V,

en

gegeven 1s, en g; €n g, bekend zijn.  De vraag dient gesteld te
worden: waarin gaan deze betrekkingen over hij eene rotatie-
ellipgoide, en in hoeverre komen de uitdrukkingen, die zij geven
voor V; en V, overeen met die in 16) en 16),  Ten einde dit na
te gaan is het noodig het oppervlakie-clement dew in het punt
P, uil te drukken in de codrdinaten van dat punt &, x g.
Men vindt:

(==t l/p — 0o l/ I'— o du dep
en worden nu in 21) en 2l') de waarden van g, en p,, zooeven gevon-
den, ingevoerd dan zal Vi de waarde van V; in het punt A; (6" o' ¢)
zijn, zoo de waarde van V; aan het oppervlak in o, u @ gegeven 18:

Vi == (9 q).

Fveneens is V. de waarde van V,, bij dezellde waarde van V, in
het punt A, (6" w' @)
Men verkrijot

| = o P (o)
V=7 2O 1) Tl p= S P )R o
e IF l'm.‘ (00) (') )

} oo n (ﬁr)
[ — —> (2n4+1) 2 dpim B s o 22
\u /l.'JT o ( —I— ) x m’ Qum ( ) m ( L) .)

waarin

I .__.[ (hp[ Yo () cosm (g — @) [(D) du

Deze uitdrukkingen zijn geheel dezelfde, als die in 16) en 167
wal a priori le verwachten was, daar eene echeel bepaalde functie
slechts op ééne wijze in kogelfunctién kan ontwikkeld worden.
Om duidelijk te maken, dat werkelijk de uitdrukkingen 21) en 1)
en de vroegere overeenkomen, behoell slechts opgemerkt te wor-
den . dat in de uitdrukkingen 16) en 16 ondersteld wordt, dat
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V.= 1 (2 q)
reeds ontwikkeld is volgens kogelfunctién. Die ontwikkeling zelve
vindt men echter in het algemeen volgens pag. 48, aldus

V=it == —1— E (2n -} 1)Y,

waarin ,,_./ {Iquj P, (cosw) [(8'¢') sin &' dor
Vervangt men hierin P, (cos w) door de waarde
n
P, (cosw) = X A, Pow (1) P (@) cosm (g — ¢)
L]

reeds op pag. 60 aangegeven, dan \findl men

V.__i.f @n 1) 3 1, Py () R

Z00 ___[ [ om (@) cOSI (p — @) [(0'9") dp'

is, en hieruit de uitdrukkingen 22) en 22') voor Vi en V.

Is dus de ontwikkeling van
V, = (8 ¢)
m  kogelfunctién niet bekend, maar moet zij volgens den alge-
meenen  weg  algeleid worden, dan is het zeker het eenvoudigste

a9

voor V' en V' de uitdrukkingen 22) en 22 te gebruiken; kent

men daarentegen die  ontwikkeling reeds, ol kan zij op andere
wijze gevonden worden, dan zijn de formules 16) en 16) te verkiezen.




STELLINGEN.

Ter bepaling van de oplossing eener lineaive differentiaal-ver-
gelijking mel constante coéllicienten, voor het geval, dat de hulp-
vergelijking gelijke wortels heelt, verdient de door v’ALEMBERT

geeeven methode geen aanbeveling,

Bij het gebruik maken van symbolische methoden tot het oplos-
sen van differentiaal-vergelijkingen komt het voor, dat van een
gedeelte der bewerking de beteekenis niet is aan te geven. et
verdient alkeuring, de juistheid van het door zoodanige hewerking
verkregen resultaal te verklaven uit een algemeen beginsel , dat

niet bewezen wordt, maar volgens BooLk ,claims a place among

the general velations of Thought and Language.”
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Het substitutie-teeken van SArrus hehoort in de variatie-rekening
algemeen gebruikt te worden.

IV.

Het is wenschelijk de methode van Oupers, ler bepaling eener
parabolische  kometenbaan, al te leiden op de wijze, zooals door
OproLzer *) is aangegeven.

\'E

In vele gevallen is de methode van Orrorzer, Ler bepaling eener

parabolische komelenbaan, te verkiezen boven die van OLBERS.
VL.

Voor de bepaling van de parallaxis der zon wordl de methode
der Venus-overgangen tegenwoordig door andere methoden over-

troflen.
VIL

De oculair-heliometer van SteiNnein is ondoelmatig ingericht.

VIIL

Bij een universaal-instrument is de inrvichting, welke dient om
het hovendeel te kunnen omleggen, geheel overbodig.

*) Band LVII ,Sitzungsherichte” der Weener Akademie,




Terecht zegt Kircumorr (Mathematische Physik).
»Die Mechanik ist die Wissenschaft von der Bewegung; als ihre
Aufgabe bezeichnen wir: die in der Natur vor sich gehenden Be-

wegungen vollstandig und auf die einfachste Weise zu beschreiben,
X.

Fr bestaan geen redenen om met TromsoN en TAIT van het
beginsel van Kleinste werking gewichtige loepassingen in der
abstracten Dynamik und in der Theoric mehrerer Zweice der

ge

Physik™ te verwachten.

XL

Geen wiskundige theorie van de elasticiteit hij vaste lichamen

is bekend , die voldoende kan geacht worden.

XIL

De  Kinetische gastheorie geeft geen  voldoende verklaring van

de voortplanting van het geluid.

XIIL

Het is niet waarschijnlijk, dat de aantrekking tusschen eleetri-

sche massa’s, op de oppervlakte der aarde geplaatst, alhangt van

de geografische breedte.
X1V,

De hezwarven, die fegen de tweede wet van de mechanische
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warmtetheorie (wet van CLAusius) ingebracht zijn, kunnen voldoende

weerlegd worden.
XYV.

Bij de bepaling der verhonding tusschen de electrostatische en
de electromagnetische eenheid is het te verwachien, dat die me-
thoden, waarbij geen gebruik gemaakt wordt van condensators,
de beste resultaten zullen opleveren.
XVIL
Het feit, dat de snelheid van een mel den  stroom aldrijvend
ingedompeld vast lichaam groofer is dan dic van den stroom,
wordt door HAGEN terecht verklaart door de omstandigheid, dat
bij het water verlies van snelheid plaats heeft door inwendige

hewegingen, die bij het vaste lichaam niet bestaan.

XVIL

De halve-cirkelvormige kanalen in het labyrinth van het oor
vervullen waarschijnlijk cene gewichtige rol bij de ruimte-waar-

nemingen.
XVIIIL.

Die Natur befindet sich in jedem Momente ihrer Existenz in
cinem erhaltungsmissigen Zustande. Es ist das hochste Ziel der
biologischen Wissenschaften, die organischen [ndividuen als erhal-
tungsmiissige Glieder des  erhaltungsmiissigen Naturganzen zu er-

kennen.

Mipivs, (Zeitschrift fiir wissenschaftliche Zoologie , 1878.)
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XIX.

Wir kénnen tiberhaupt zu keiner Erfahrung von Naturobjecten
kommen, ohne das Gesetz der Causalitit schon in uns wirkend
zu haben, es kann also auch nicht erst aus den Erfahrungen, die
wir an Naturobjecten gemacht haben, abgeleitet sein.

Hewumnonrz.  (Physiologische Optik.)

XX.

Onjuist is de volgende redeneering van Buckie *)

The deductive method strikes the senses less than the induective.
Hence, induction being more accessible to average standings, is
more popular than deduction. Hence, too, the teachings of an
inductive philosophy are more likely to affect national character
than the teaching of a deductive philosophy.

) History of Civilization in England. vol. V,




VERBETERIN G.

Bladz. 81. 11 r. v. b. staat 2°. en 3° lees 8° en 4°
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