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INLEIDING.

Singuliere oplossingen van de differentiaal-vergelijkin-
gen zijn integralen, die niet uit de algemeene inlegraal
zijn af te leiden door aan de willekeurige constante eene
bepaalde waarde te geven.

Van deze bepaling uilgaande, hebben wij getracht zoo
nauwkeurig mogelijk het verband aan te toonen tusschen
de singuliere oplossing en de algemeene integraal en tus-
schen de singuliere oplossing en de differentiaal-vergelij-
king; daarbij hebben wij de theorién, die door verschil-
lende wiskundigen gegeven zijn, nagegaan en het verband
tusschen die theorién aangetoond. De algemeene integraal
en de differentiaal-vergelijking hebben wij daarbij in alle
mogelijke vormen voorgesteld.

De vesultaten van ons onderzoek hebben wij afzonderlijk
medegedeeld aan het einde van de twee hoofdafdeelingen ,
waarin- wij het verdeeld hebben.  Wij hopen duidelijk
aangetoond te hebben, welke zekerheid ons de theorie
wefl.

‘o
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HOOFDSTUK L

Geschiedkundig Overzicht.
Daar de singuliere oplossingen nauw samenhangen
|

mel de algemeene integralen, is het te begrijpen, dat
men reeds bij den aanvang van hel onderzoek der alge-
meene integralen op vraagstukken stuitte, die van de
theorie der singulicre oplossingen alhingen.

LempniTz ') geelt een weg aan, om de kromme lijn te
vinden. die ontstaal door de opeenvolgende snijding van
een oneindig aantal kromme lijnen, welke door dezelfde
vergelijking worden voorgesteld, terwijl men in die ver-

gelijking de willekeurige constante laal veranderen.

Hij paste dit toe op het vraagstnk: de kromme lijn e
vinden, waarbij eene zekere betrekking bestaal tusschen
de normaal en het deel, dat door de normaal van de
abscis wordt afgesneden, Zooals bekend is kunnen w ij de
normaal voorstellen door

i)/ 1+ (h)

dx /

en het deel afsesneden door de normaal van de abseis-

| as door

1) Nova caleuli differentialis applicatio, Act, de Leipzig 1694,




Is nuo de betrekking tusschen deze beide gegeven,
dan komt men in het algemeen tot de differentiaal-ver-

gelijking :
178 F'd)  (x *Hd\)

d\
Stellen wij b. v. het geval, dal de eene in het quadraat
celijk 1s aan de andere vermenigvuldigd met een constanle,
dan hebben wij, dat:

V(@ =1 e (xr )

(l\ dx
il dy ;
lost men hieruit 2y~ op, dan is:
S0X
dy l/u? e
2\ —C—12 ——-CX — y°
A 1]\ { J —i ¢« !
of
ll
G — l\
) dz
'———"'7 e Lk o e S "i‘ 1 - U.
T
8 .

[liervan 1s de mtegraal

ol
v % :
— - ¢x — = (h — x),
(¥ 4.
en als men h=—a — ; slelt, verkrijgt men:
v} 4 x*— 20x a2 —ac =0,

zooals men ziel de vergelijking van een cirkel, waarvan
het middelpunt op den afstand a van den oorsprong ligt
en waarvan de straal =1 ac 1s.

1 x
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Dit is van de gegeven differentiaal-vergelijking de alge-
meene integraal met de willekeurige conslante a; ten einde
hiervan de singuliere oplossing al te leiden, differentieert
men len opzichte van a; dit geelt:

—2x }-2a — ¢ =0,
i ¢ 2x,
0 A=
deze waarde van a gesubstitueerd in de vergelijking des
cirkels geeft de vergelijking

. C3
Y =ox -+

die van een parabool.
700 lost men nu algemeen het vraagstuk op ; men kan

ook de singuliere oplossing rechistreeks unit de difleren-
tiaal-vergelijking vinden.

Lemsitz echter lost de differentiaal-vergeljking niet
op. Hij neemt dadelijk aan, dat de cirkel eene oplossing
van hel vraagstuk is, daar de cirkel een conslante siraal,
dus een conslante normaal heefl en men deze dus zoo
kan nemen, dat zij in een bepaalde verhouding is mel
den afstand van het middelpunt tot den oorsprong.

Jean Berzouinnt 1) heelt dit vraagstuk weder op eene
andere wijze behandeld. 1ij beschouwt twee normalen,
die oneindig dicht bij elkadr zijn gelegen en vindt dan,
dat de aangroeing van de normaal staat Lol de aangroeing
van het deel der as, begrepen tusschen het snijpunt der
normaal en den oorsprong, gelijk de sub-normaal staat
tot de normaal. Noemen wij dus weder de normaal b en
het deel der as a dan hebben wij:

db a—x

da- b

1) Ocuyres de Jean Bemsouvinr, Tome HI: Legon X1V,
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Bovendien vormen de normaal, de ordinaal en de sub-
normaal een rechthoekigen drichoek; daarom is:
y - (a—x)' = b~
Uit deze twee vergelijkingen vinden wij nu:
X—a— I—'[-“-l- =11 I / i (-‘-II]-) [,
da : ) vda/ \
Nemen wij nu weder aan, dat b en a verbonden zijn
door de voorwaarde

b —=1ac,
dan hebben wij nog

db 1 l /e
_— a =y

da Ty a
Substitueeren wij dit in de waarden van x en y dan is:

G i -
X—a—-eny— l/ ae — — -

Vi
2 1

Waarnit a geclimineerd zijnde, volgt:

n

5 ¢
Y =ox o
Dus ook weder het zellde resultaal.

Bij deze wijze van handelen, evenmin als bij die van
Lemsnitz, is cenig denkbeeld te vinden van het oplossen
van dit vraagstuk door middel van hel integreeren van
cen differentiaal-vergelijking, langs welken weg men juist
het ware verband kan opmerken, hetwelk er tusschen
de verschillende oplossingen hestaal.

Tamor 1) kwam het eerst vechistreeks van de difleren-
tinal-vergelijking tot de singuoliere oplossing.

[lij was namenlijk tot deze vergelijking gekomen:

. dy sdyy®
1l =y — 2xy— -+ (1 4-x%) (==
) 2 ax LY (‘_dx)

1) Methodus inerementorum, 1715,
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Ten einde deze te integreeren, differenticerde hij en
vond loen:
dy7d%y

[—— 2xy | 2(1 - x) = | =5 = 0.

“dx | ds®

, d*y . dy
Hieraan voldoel zoowel T —0alsxy — (1 x')i—“:l_};
ax- ¥ i ax

nil deze laatste vindl men:
dy  xy .
dx — 1-Fx*
welke gesubititueerd in de oorspronkelijke vergelijking geell:
yi—=1-x"
Dit noemt hij een singuliere oplossing.
d*y

— =0
dx® ’

Integreeren  wij

dan vinden wij:
y —ax -} h.
Waarin a en b verbonden zijn door de voorwaarde:
b/
Fven als Tamor kwam ook Cramraver 1) door difle-
rentiatie Lol eene oplossing.
CramgravnT kwam daartoe, toen hijuit de vergelijkingen
(x —z) f(z) =y — @(z) en dy ==[{z) dx,
z wilde eliminceren.  Dit deed hij door de eerste te dil-
ferentieeren en in het resultaat de waarde van dy uil de
tweede e substitueeren. Hierdoor verkreeg hij de ver-
gelijking :
[f(z) — (x — z) ['(z) + ¢'(z)] dz =0.
Hiernit ontstaan twee waarden van z, de ééne door
de vergelijking :
I(2) — (x — 2) [(2) + ¢/(2) =0,
de andere door:

1) Mémoires de l'académie des sciences de Paris. (1734).




dzi==/0"ofi 7. =a:

Welke in de oorspronkelijke vergelijking gesubstitueerd ,
twee oplossingen geven.

Door differentiatiec kan men dus de waarde van z be-
palen en daardoor uit de gegevene vergelijkingen elimi-
neerei.

Nemen wij nu het bijzondere geval, dat z gelijk het dif-
ferentinal quotient —ii%;p is, dan is {(z) ook p, en dan
wordl de eerste vergelijking :

y = xp - o(p) — p*
of y=—=xp - y(p)

Uit welke differentiaal vergelijking wij dus p kunnen
climineeren, door middel van differentiatie.  Het resul-
taal van die eliminatic geell de twee vergelijkingen.

y = cx -y (¢).
en y = xf(x) -4 y(l(x)).
Welke laalste een singulicre integroal is.
CratravLt  beschonwde nog deze differentiaal-verge-

lijking :

df(x, y) ' dy*
——— = = (X, y,—=— |dx.
TG

waaraan altijd
{bernp)=—L1,
voldoel, daar
2 e [ dy :
di(x, y) =[x, y) ¢ X, Y, ——) dx 1s.
: SRS dx

CramavLt noemt [(x, y) == 0 een singuliere oplossing ;
dat is echter niet altijd waar, daar deze oplossing ook
dikwijls uit de algemeene integraal is al te leiden.

Want de algemeene integraal van dezen vorm is:

J"J" )x, Y %i—r) dx

f(x, y) —ae




voor a— 0 wordt deze
fix, y) = 0.

Ook Evier 1) verkreeg door differentiatie twee inte-
gralen van differentiaal-vergelijkingen , die hij anders niet
kon oplossen.  Hij noemde die mogelijkheid een paradox
van de inlegraalrekening.

Zooa

s men ziel, zijn de verschillende wiskundigen langs
verschillende wegen ot deze singulicre integralen ge-
raakl. Geen van allen trachite echter deze atwijkingen
lot de theorie terug te brengen. De theorie van LarLace
is als eene eerste poging te beschouwen.

Laruace heell zijne theorie gegeven in cen verhande-
ling onder den titel: Sur les solutions particuliéres des
equations différentielles ). 1ij verdeelde zijn onderzoek
in de zes volgende problemen :

1¢ Te bepalen, zonder dat men de algemeene integraal
kent, of een oplossing van de differentiaal-vergelijking
dy = pdx al of niel begrepen is, in de algemeene integraal;
waarin p een [unctie is van x,y.

2° Al de singuliere oplossingen te vinden van de dil-
[erentinal-vergelijking dy = pdx.

3¢ Te bepalen, zonder dat men de algemeene integraal
kent, of een oplossing u =0 van de differentiaal-verge-
lijking dy = pdx*® een particuliere integraal is,

. 1 ; . dv
waarin g en p [uncties zijn van x,y en T—
dx

4° Al de singuliere oplossingen e bepalen van de dif-
ferentiaal-vergelijking d°y = pdx®.
¢ Te bepalen of eene oplossing u = 0 eene singulicre

1) Exposition de quelques Paradoxes du ealeul intéaral. Reeneil de I"Aca-
demie de Berlin, 1756.
2) Mémoire de 'academic des sciences de Paris, 1

772,
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oplossing is, van de differentiaal-vergelijking met drie
veranderlijken dz = pdx -}- qdy. '

6 Al de singuliere oplossingen van de vergelijking
dz = pdx -} qdy le vinden.

Zooals wij zien omvat dil, ten cerste een syslemalisch
onderzoek naar een kenmerk, om de singuliere oplossin-
cen van particuliere integralen te onderscheiden en ten
tweede een onderzoek naar alle mogelijke singuliere op-
lossingen.

Het verband echter, dat er bestaal tusschen de singu-
liere oplossing en de algemeene integraal schijnt LarLace
niet opgemerkt te hebben.

Zijne verhandeling heelt ook tevens het gebrek, dat
de voorbeelden schaarsch zijn; zoo ergens, dan is hel
zeker bij singuliere oplossingen noodig veel voorbeelden
le geven,

De volmaakste theorie, die gegeven is, is die van LA-
GRANGE. Deze gal zijne denkbeelden over singuliere op-
lossingen hel eerst in eene verhandeling onder den titel 1) :
Sur les integrales particuliéres des équations différenti-
elles.  Deze verhandeling munt boven die van LAPLACE
uit door de vele voorbeelden. [Hij toont in deze ver-
handeling voor het eerst het ware verband aan, dal er
tusschen de singuliere oplossing en de algemeene integraal
bestaal.  In eene afzonderlijke verhandeling 2) heefl hij
cenige schoone loepassingen van zijne theorie gegeven.

Eindelijk heeft hij in zijne Caleul des fonctions 9) zijn
theorie nog eens uiteengezel.  De meetkundige beteeke-

nis laat hij hierbij bijna geheel achterwege.

]) Ocuvres de LAGRANGE par Servet, Tom, 1V PaK. 1.
2) Idem pag. 585,

3) Lecon XIV en volgende,
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LarLace en LAGRANGE kunnen dus anngemerkt wor-

den als de grondleggers van de theorie der singuliere op-
lossingen,

Vele schrijvers hebben zich na hen bezig gehouden
mel de (heorie nader (e bevestigen. De resultaten van
hunne onderzockingen zijn zoovee mogelijk in de vol-
gende hooldstukken opgenomen.




HOOFDSTUK 11.

Verband tusschen de algemeene integraal en de
singuliere oplossing.

§ 1. De algemeene integraal onder de
vormen y==I{(x,a) en x =1y, a)

«. De verschillende kenmerken ter afleiding van de
singuliere oplossingen.

Zij

(1) y=I{x,a)
de algemeene integraal; a is de willekeurige constante,
welke bij de integratie is ingevoerd.

De vraag is, of er ook nog een integraal is, die ook
aan de differentinal-vergelijking voldoet, maar geen par-
ticuliere waarde is van de algemeene integraal (1).

Stellen wij, dat deze is:

(2) y=q(x).

Als er zulk een vorm bestaat, kan deze altijd uit (1)
afgeleid worden door a gelijk aan eene bepaalde functic
van x Le slellen, welke functie door de vergelijking

(3) f(x,a) = g(x)
bepaald wordt.
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Uit (1) verkrijgt men de differentiaal-vergelijking door
a uit (1) te substitueercn in de vergelijking
dy  df(x,a)

dx —  dx

Uit (2) verkrijgt men de differentinal-vergelijking door
alleen (2) te differenticeren ; deze is dus

dy  dg(x)

Beide waarden, die men voor :—:—i- vindt, moeten gelijk
zijn.  De tweede bevat echter alleen x, de eerste x en
Y3 wij moeten dus in de eerste y nog vervangen door
@(x), ol wal hetzellde is, a vervangen door de waarde
uit vergelijking (3) verkregen.  Wij komen hierdoor dus
tot het resultaat, dal, wanneer wij a == y(x) stellen,

dy  dfix, y(x)}
dx™ dx
en ook dal
dy 7i|ll“{x y P (\};

dlx . p(x)b dy
dx dx

l_ tlip dx
en deze kunnen alleen in twee gevallen gelijk zijn ;
(“"’X, for) ;
K e Sl L0} PG
of als wij voor w(x) weder a plaatsen:
di(x, a dy
(4) _k_i — oy e 0}
da da
di§x, y (x)}
dx
en dit kan niet anders, of deze laatste moet oneindig

groot zijn.

2% als die lerm onmerkbaar is ten aanzien van

sandl; :
In het eerste geval is — geheel bepaald, in het
da

tweede alleen maar in zooverre, dat y(x) het quotient niet
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oneindig grool mag maken. In het eerste geval is het

z dy :
quotient = onbepaald, en kan alle waarden hebbens in
dx

het tweede geval is het bepaald en heefl slechts de
waarde oo. Hier zullen wij later op terugkomen bij de
meetkundige beteekenis. (zie § 4).
Wanneer de algemeene integraal den vorm
Xi—r1(yred )
heeft, komt men Lot een analoog resultaal, als men dezen
op dezelfde wijze behandelt als den vorigen vorm.

- ot dy dx
Door middel van de vergelijkingen F—0 =0
s da da
dy dx ¥
o o e kunnen wij dos de constante a bepa-
ax ay

len, zoodal zij, wesubstitueerd in de algemecene vergelij-
king, een singuliere integraal geell.

[len singuliere integraal moel len minsie cen van deze
vergelijkingen voldoen. Wij noemen daarom deze verge-
lijkingen de kenmerken der singuliere integralen.

8. Nader onderzoek van de verschillende kenmerken.

Wij zullen omtrent de kenmerken, waardoor wij sin-
guliere oplossingen kunnen vinden, deze twee vragen
trachten te beantwoorden 1.

1e. Zullen alle oplossingen, die men verkrijgt, sin-
culier zijn?

2¢ In hoeverre zijn de oplossingen verkregen met de
verschillende kenmerken dezelfde?

Wal de eerste vraag aangaat, een paar voorbeelden
zijn voldoende, om lLe doen zien, dat men met de ver-
kregen kenmerken niet altijd singuliere oplossingen ver-
krijgt.

1) Voor de mogelijkheid van een oplossing te verkrijgen, verwijzen wij
naar de mectkundige beteckenis, § 4,
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1¢ Voorbeeld : y=—a(x —a)
Gedifferentieerd ten opzichte van a geeft dit,

dy s
da_—t:\_ﬂ)(k_’n)

Wij kunnen dus voor a de heide waarden x en }x
subslitueeren, dan verkrijgen wij de beide oplossingen
A3
y—0 en \::il-
. Z.Y

De eerste oplossing kan echier ool verkregen worden
door a=—0 te stellen, dus is deze als ecen particuliere
integraal te beschouwen.

2¢ Voorbeeld Yy = a’(x — 3a)

dy == 2a(x — 3a) — 3a°
da
( 2

dus a — (0 voor a =g X en voor a — 0; de cerste geefl
4

de singuliere oplossing Yy =575 X% de tweede de par-
243

ticuliere integraal y — 0.

Het is dus noodzakelijk aan ecen verkregen oplossing
le kunnen onderzoeken , of zij ul dan niet singulier is
Daar het onderzoek alle mogelijke oplossingen geldt, zul-
len wij dit behandelen na de verschillende VOrmen, waar-
onder de algemeene integraal kan voorkomen, te hebben
nagegaan. (Zie § 5),

Wat de tweede vraag aangaat, daaromtrent kunnen wij

|
dit vaststellen:
1¢ De singuliere oplossingen, die voortvloeien uit het
Ix

{ ! ;
kenmerk 'I — 0, moeten ook begrepen zijn onder die,
da -
. dy dy
welke voortkomen uit de kenmerken =2 — ¢ en - ==ov.
da dx

Wanneer men een zellde integraal oplost ten opzichte
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van y en ten opzichte van x, kan men in hel eerste
geval slechts singuliere oplossingen verkrijgen door de

dy dy .
kenmerken —~=—0 en— —oo en in het tweede geval
da dx
X dx s i dy
door ——0 en — — oo. De vergelijkingen . ==
da dy da
dy !
| ~—— oo kunnen alleen maarv voldaan worden door func-
dx

ties van a en x of x alleen; en iedere functie van a en x,
diec bij eliminatie van a een singuliere integraal geeft

1y ly
moet 2 =10} (it ay — o< voldoen.
da dx

Aan de vergelijking %} — 0 kan voldaan worden of door
a gelijk een functic van y te stellen; of door a een con-
slante waarde te geven, of door y een conslante waarde
te geven., In hel eerste geval kan men y tusschen die
functie en de algemeene integraal elimineeren.  Verdwijnl
a nu niet te gelijk met y dan verkrijgl men a als een
functiec van x. Geeft nu de eerste waarde van a een sin-
culiere integraal, dan zal deze tweede hel ook doen, en

: Iy y
die moet dus aan de kenmerken —= ==0en - == oo vol-
da dx
doen.  Verdwijnt a te gelijk met y, dan doet ons dit x
als een constante kennen en voldoet altijd aan de voor-
dx dy
waarde —=—= 0 of == = oo,
dy dx

llet tweede geval, als a constant is, kan geen aanlei-
ding geven ol singuliere oplossingen.

In het derde geval als een constante waarde van vy
dx ’ :
-] - — 0 maakt, geell eene waarde van v, in de ;th:c'nn'mu:
ua n
integraal gesubititueerd, a als een functie van x, die,
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wanneer zij een singuliere integraal geell, ook weder aan

dy dy
de kenmerken —3:0 en ) — oo moet voldoen.
da dx
2¢ De singuliere oplossingen, die wij verkrijgen door
dx : . dy
= kunnen niet overeenkomen met die van 1
dy dx

laar &2 niet te gelijk nul en oneindig groot kan zijn :
aaat d_y 1 gen) ] e I* An ;
de oplossingen, die daar uil voortvloeien, moeten aan de

i

dy
voorwaarde T:f:ﬂ voldoen.
[ H

S ux dy re
[mmers nil ——=— o volgt —= =— 0 of Yy = een con-
dy dx
stante waarde, welke waarde van y in de algemeene in-
legraal gesabitueerd, x als een functie van a doet ken-
nen, welke functie, voor het geval dat zij cen singuliere

. . dy dy
inlegraal geell, i — 0 moet voldoen, daar 2j - == o0
da " dx

niet kan voldoen

dy i
Wij kunnen dus volstaan mel de kenmerken Iﬂ — 0 en
da
dy B : dx
Ty —° te onderzoeken, daar zij levens, die van —=— 0 en
X ’ (H
dx . Tar
—=—=o0 In zich bevallen.
dy

Passen wij het voorgaande op een paar voorbeelden foe,
Zij gegeven de algemeene integraal:

Y —ax - l/l_:,

dy :1

'_'—-_-:\' e e i
(Id I/l =23 a‘.‘

dan is

Opgelost ten opzichle van x, verkrijgt men dan :




. X y
dan is — = —
da nt +

a

et eerste kenmerk geeft x —= ———, hel Lweede

1/ 1—a?
1 : o :
y——————; subslitueeren wij deze laatste in de al-
1/ (1 = ﬂ.) i
gemeene integraal dan verkrijgen wij de eerste. Beide
geven de singuliere oplossing
[/ pmimy
Vi=—VaXEiS]
In dit geval komt dus de sing ll]I(‘I(‘ oplossing  voort-
= : dy
komende uit — =0 overeen mel die van == == 0.
da da
Zij nog gegeven de algemeene integraal
} —_— I.‘ _l" ‘-'"x-
S e dy ' :
Hierbij wor(ltl— oo voor x =—0; x =0 is een singu-
(X

liere oplossing ;
wij x oplossen en len opzichte van a differentieeren.

Wij vinden dan

dezelfde oplossing verkrijgen wij wanneer

dx dx ]
— —2(a—y), dus — =0 geelt a—y
da ( Y)s da = Ys
hetgeen in de algemeene integraal gesubstitueerd ook
x =1 geelt:
In dit geval komt dus de singuliere oplossing voort-
: . dx X dy
vloeiende uit - == 0 overeen mel die van 5 —
da dx

dy
BooLe 1) merkt ook op, dat de oplossingen van —!l—_—U
da

1) A treatise on diff. equations 8™ edition,
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-

enm=— 0 niet altijd overeenkomen, zonder ze echter Lot
dy dx
de kenmerken —~ —= oo en = terug e brengen.
dx dy
dx
Daar de singuliere oplossingen gegeven door ™
C }'
ook gevonden worden onder degenen die voortkomen
y dx
uil = =0, is hel ook voldoende de kenmerken — — 0
dx da
dy
en T::() te onderzoeken.
aa

§ 2. De algemeene integraal onder den
vorm F(x,y,a)=—=0.

a. De verschillende kenmerken ter afleiding van sin-
quliere oplossingen.

Terwijl BooLE voornamenlijk den vorm y == f(x, a) aan-
neemt, zoo behandelt Lacrance alleen dezen vorm

(6) F(x,y,a)=0
als algemeene integraal.

Uit (6) verkrijgt men de differentinal-vergelijking door
(6) te differenticeren en tusschen het resultaat en (6) a
te elimineeren. Zij a uit (6) opgelost ==I(x,y), dan is het
resullaal van die bewerking

dF(x, vy, a) dif(x .y . 1)
Y (e o dy — 0.
() dx r dy !
a=1(x,y) n=A(x,y)
Ten einde (6) in een singuliere vergelijking te ver-
anderen, moel a = g(x, y) gesleld worden en om

dan de diflferentiaal-vergelijking al te leiden, behoelt
men alleen te differenticeren. Men verkrijgt dan de ver-

gelijking
dF(x, vy, ¢) dl(x, v, q) diF(x, y, ¢) /dg dg
e o L O B Y ) e e RS ) O e iy =k
o dx - iy dy - T T dx - ay d\) (1)




19

Opdat nu deze vergelijking dezellde zij als (7) moet
dF

e —0zijn, en moel f(x, y) == p(x,y) gesteld worden.
g

. dF v
De vergelijking d—(-p:(), bepaalt de functie ¢, en door
die waarde in (6) voor a te substitueeren stelt men ook
werkelijk g(x, y) = ((x, y).

Nemen wij nu a weder voor ¢ dan bepaalt de ver-
L Pp

Al

s adl S e ' . ;
gelijking -(E:() de functién die (6) tol een singuliere

¢
oplossing maken.

Wij hebben gemeend de afleiding van de differentiaal-
vergelijking uit de algemeene integraal en uit de singuliere
oplossing in dezen vorm te moelen geven, daar zoo dui-
delijk uit komt, dat men werkelijk dezellde differentiaal-
vergelijking kan krijgen, hoewel men bij de eerste afleiding
a elimineert na de differentiatie, en bij de tweede aflei-
ding a gelijk aan een zekere functie stelt.

Boore slaat, wanneer de vergelijking in dezen vorm
gegeven 1s, den volgenden weg in. De singuliere oplos-

- r dy dx
singen moeten aan de voorwaarden ====0 en — =0
da da
voldoen; zoo men x als standvastig beschouwt , is
dI®
dy da
da~ AR
ok
Beschouwt men y als onveranderlijk, zoo is:
dI
X ow da
da ™ dF’
dx
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dy dx Jie : dF : \
en — zijn beide nul wanneer — 0 is. Men ziet
da da da
echter, dat aan de voorwaarden ook voldaan wordt, wan-
dF dFF . L :
NEer ——— o0 en —=——oo 1s. Hel kan dus zijn, dat uit
dx dy

deze twee laatste vergelijkingen ook eene singuliere op-
lossing voortkomt.

B. Nader onderzoek der verschillende kenmerken.

I
LAGRANGE neemt alleen hel kenmerk —=— 0 aan;
de
daaruit volgt, dat dan de singuliere oplossingen  zoo-
d dx 1Lt
wel —L als ——=—0 maken en wij zagen in § 1, dat
da da i
dit niet altijd het geval is.
, dy
BooLE geelt geen acht op de voorwaarden —> — oo
ax
Cdx
of — — oo daar
dy
dlf
dx = dI’
dy
: Sty dI*  dy
ziet men dat het oneindig zijn van —, — oo maakl;
g dx  dx
=1 = dE dx dF
terwijl uit —=—="2o9 volgt -—=—=o0; alleen wanneer —
. dy dy (x

1
1

en — beide oneindig zijn heeft dy een onbepaalde waarde,

dy . dx

et kan zich voordoen, dat men door middel van de
gevonden kenmerken functién vindt, die noch singuliere
oplossingen, noch particuliere integralen zijn.

Nemen wij bijv.
x-t-a—17[3a(2y —a)| =0,

i
|
i
|
i
\
i
|
|
|
\
\
dy dx
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hiervan vindl men:
di da
dy T V[ Ba(zy —a))”
dl oy ATTETt
o wordt dus voor 2y =—a oneindig grool. Substitueert
men deze uitdrukking voor a in de algemeene integraal,
dan vindl men:
(8) X 4 2y = 0.
De differentiaal-vergelijking is,
3x (:—3{) = ﬁ)’%i— 4 x| 2y —0.
Hieraan voldoel (8) niel.
CAatTALAN 1) meent, dal de afwijking alleen plaats heeft
QR s
dyiom o
Hij voert hier geene gronden voor aan.

bij de kenmerken: =5

T dx

RAApe 2) heelt aangetoond, waar de oorzaak ligl.
Zooals wij gezien hebben is:

dr
dy  da
da — dF
dy
dlf dyfini . olinest N
Is nu — =0, dan zal == niet altijd gelijk nul zijn;
da da
dF ,
eVeNzZoo wanneer ——=— o9 is, In het eerste geval hangt
dy

dit van den noemer in hel tweede geval van den Leller al.
Onderzocken wij nu de vergelijking ,
x4 a —17[3a(2y —a)] =0,
dan is

1) Journal de I'Eeole polytechnigue, tom. 31,
2) Journal v. Crerie, Band 98,
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dfe 3(y — a)
da 7 V[3a(2y —a)] |
en 1
dFF ___ 3a i
dy L [3a(2y —a) | |
dus !
__ 3(y—a)
dy V" [3a (2y — a)]
da — 3a '

 [3a2y—a)]
Men ziet dus, dal voor 2y —a=—0 zoowel de noc-

ooy dy :
mer als de teller oneindig groot worden. P heeft dus

voor a — 2y, een onbepaalde waarde. Vermenigvuldigt
men echter teller en noemer met
[3a(2y —a) | dan vindt men:
(9) %g- — -—515 [“{3a(2y —a)} — 3(y — a)].
3 1 :
Stelt men nu y —3a dan vindt men :

dy 1
da— 32’
2y —a kan dus geen singulicre oplossing leveren.
RaAse stelt daarom dezen regel vast :
ledere vergelijking, die de quotiénlen
dIf dI

da % da
dF dF
dy dy

gelijk nul maakt en waaruit a door middel vanF(x,y,a) =0
geelimineerd is, voldoet aan de differentiaal-vergelijking ;
en die vergelijking zal dan tevens een singuliere oplos-

sing zijn van de differentiaal-vergelijking wanneer zij door
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geen conslanle waarde van a uit de algemeene integraal
kan afgeleid worden.

Ten ecinde een waarde van a fe verkrijgen, die (9) ge-
lijk nul maakt zoude men a uil de vergelijking

1{3a(2y —a)} —3(y —a)=0
kunnen oplossen.  Eenvoudiger is het echter de waarde
van den wortelvorm in de algemeene integraal Le subsli-
tueeren dan verkrijgl men:
x -}-a=3(y —a),

: 1
ofa — —(3y —x).
T )

Substitueert men deze waarde van a in de algemeene

integraal dan volgt:
3(y 4x) — {38y —x) By +x)} =0 of
X* - 2xy — 3y* =0,
Hetgeen een produkt is van de vergelijkingen,
x—y=—0 en 3y +4+x=0.
welke vergelijkingen de differentinal-vergelijking voldoen
en singulier zijn.

CATALAN meent, dat, wanneer de vergelijking niet
onalhankelijk is van a, wij dan altijd cen singulicre
oplossing verkrijgen. Dit mist echter allen grond; de
volgende vergelijking is noch een voorbeeld van hel
teaendeel.

(a—x-4-y)?— (x4 y)(@a—x 4=y 1=

Hicrvan is:

e

da
I
: — —6(a —x-y) (0 —2x)
dx -
dIf

dy




dus:

3(a—x-}-y) ) (@ —3x—1y) ([.\:___3(3—x+y)(a~—?:x—y)-

d;l— 6(a —x-y) (x| N i 6(a—x-|y) (a— 2x)

dy dx ‘
Voor a — x4 y =0 wordt noch —(ﬁ;, noch T celijk

wel nul wordt. Niettegenstaande wij hier

5

nul, terwijl

AL

dus een functie hebben, niet onafhankelijk van a

dr’

—d-i-l-::O maakt, verkrijgen wij geen oplossing van de

, die

differentiaal-vergelijking.

Daarentegen geeflt a — 8x — y =0 de singuliere op-
lossing.

Wij kunnen nu het verband tusschen de kenmerken
van een vergelijking onder den vorm y =—f(x, a) en van
de vergelijking onder den vorm f(x, v, a)= 0 nader be-
palen.

() van § 1 zijn wij tot het besluit gekomen dat
het slechts noodig is de kenmerken

dy dy i
F—0en H—cote onderzoeken.
da dx
Nu hebben wij gezien, dat voor de vergelijkingen onder
. d . dIe
den vorm F(x, YisRa 1) o 0 15, wanneer —=— 0
da da
. dl? -
is of —— oo,
dy
. di . dE . X
Wanneer — — 0 is, moet — niet gelijk nul zijn.
da dy :
dlf .
Is echter -IT:O dan is, daar
v
dliF
dy  dx

dx — dF’
dy
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dy dlf : - ¢
%Y o, wanneer — levens niel gelijk nul is.

dx dx E

Om dus de singuliere oplossingen volgens dezen weg
te bepalen, zoude men alle drie de kenmerken moeten

onderzoeken,

dy w die
AT wordt ook gelijk nul wanneer ——l)—;c.\:,cn als dan
da dy
tevens — niel oneindig groot is.
da
b T dl dy .
[let oneindig zijn van — maakt == =0 wanneer niel
; dy dx
o, dF : . P AT
te gelijk oE — oo is; de oplossingen, die hieruit voort-
X

,dx
komen, komen overeen met die =9 maken.
dy

Wii kunnen dus met deze gegevens nagaan welke oplos-
. ¥ o D 1

singen van de vergelijkingen onder den vorm Fix,y,a)=0
overeenkomen met de oplossingen van de vergelijkingen

onder den vorm y=— f(x, a).
De algemeene integraal, op welke wijze van de twee
ook gegeven, moel dezellde singuliere oplossingen geven.

v Onderzoek van HouTAIN,
Houramx 1) geeft aan de theorie van LAGRANGE een uil-
dlf dlf

breiding ; hij neemt er de kenmerken ————=ao ¢l
' dx dy

m—n,
bij op. Hij brengt de theoric terug Lol deze drie stel-
lingen :

10, Men verkrijgl al de singuliere oplossingen van ecn
difterentinal-vergelijking van de eerste orde met Lwee ver-
anderlijken door middel van de eliminatie van a tusschen
de algemeene integraal en het partieele differentiaal-quo-

1) Des solutions singuliéres des équations différentielles. 1854,

Mémoire conronné. Extrait des annales des universités de Belgique.
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tiént daarvan ten opzichte van de constante, welk diffe-
rentiaal-quotiént gelijk nul gesteld is, of tusschen de al-
gemeene integraal en de partieele differentiaal-quotiinten
ten opzichte van x en y, welke gelijk oneindig grool
gesteld zijn. Uit de vergelijkingen, die men daaruit ver-
krijgt, neemt men degene, die de differentiaal-vergelij-
kingen voldoen en niet de algemeene integraal.

2". Welke ook de vorm van de algemeene integraal is,
van een diflerentiaal-vergelijking van de eerste orde met
twee veranderlijken, de loepassing van de kenmerken,
om er de singuliere oplossingen uit af te leiden, geefl
altijd dezelfde resultaten.

3°. Wanneer de algemeene integraal van eene differen-
tinal-vergelijking van de eerste orde mel Lwee verander-
lijken een algebraische 1) functie is van x en y, kan men
haar altijd onder een zoodanigen vorm brengen, dat de
singuliere oplossingen van de veranderde algemeene inte-
graal zijn af te leiden, alleen door de eliminatie van de
willekeurige constante tusschen de integraal en het par-
ticele differentiaal-quotiiint ten opzichte van de constante,
welk quotiént gelijk nul gesteld is.

Zooals wij zien, omval de eerste stelling helgeen wij
in (§ 2 «) in het kort ontwikkeld hebben. Bij de beschou-
wing, die hij aan het einde van het bewijs dezer stelling
toevoegt, komt hij langs een eenigszins anderen weg Lot
dezelfde resultaten als wij in het eind van (§ 2 8) verkrijgzen.

De tweede stelling is alleen bewezen met betrek-

1) Onder Algebraische functie verstaan wij een funetic, waarin mel ver-
anderlijke grootheden, die daarin. voorkomen niet anders dan algebraisehe
bewerkingen gedaan worden,

Onder algebraische bewerkingen verstann wij optellen, aftrekken, verime-
migvuldigen, deelen en machtsverheffing met constante exponenten dus ook

worteltrekking,
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dik snlidELs (00 LedR

king tol de drie kenmerken —_——0 ——occen=——o0
da dy dx

het bewijs zullen wij hier mededeelen.

Wij moeten daartoe eerst de afleiding van de kenmer-
ken zooals Hourals die geeft, vermelden.

De algemeene integraal F{x,y,a) =0 oeefl gedifferen-
ticerd als a veranderlijk 1s:

ti—lj\ dx - t—ll_[\i dy - t% da =20
zoodal
dF - dli
dy dx  da da
Ix — _dF  dFdx
ay dy

Opdat dus nu dy hetzelfde blijve moel
dx :

dl’
da
m:\
dy

— 0 zijn;

dr dlf
waaraan voldaan kan worden door =S ST
Op dezelfde wijze vindt men ook L(lll\:
et voorname doel is dus, dat het quotiént (10) nul wordL.
Voor de tweede stelling is het noodig aan te toonen,
dat het quotiént (10) niet verandert, hoe men ook F(x, y,a)
verandere, als tevens bij die verandering de betrekking
tusschen x, y en a dezellde Dblijft.
Wij hebben echter ook gevonden (zie § 2, «) dat

dIe
dy da
da~  dF

dy
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Quotiént (10) is dus de verhouding tusschen de ver-
anderingen van y en a.  Als dus de verhouding tusschen
v en a dezelfde blijlt, zal de verhouding tusschen de ver-
anderingen ook dezelfde moeten blijven; anders is het
eerste niet mogelijk.

et quotiént (10) blijft dus constant voor de verschil-
lende vormen en zal dus ook voor dezelfde vergelijkingen

1

. e L AN,
nul moeten worden. Maakt dus die vergelijking F nict
-7 T da

~

dl
nul, dan zal T oneindig groot moeten zijn.
dy

Wat de 3¢ stelling betreft, daar er ondersteld is, dat
de algemeene integraal F(x, y, a)=—=0 een algebraische
functie 1s, zoo kan men uil deze de noemers en wor-
lelteekens door met een funclie van x, y en a te verme-
nigvuldigen en door machtsverhelling doen verdwijnen.
‘ L dl dF
De vergelijkingen R e A g e = kunnen dan niet

dx dy
meer door eindige termen voldaan worden, er blijit dus

A
1

alleen de vergelijking "d — 0 over.
a

Hierbij moet echter nog aangetoond worden: 1°. dat,
wanneer men de algemeene integraal met een functie van
x en y vermenigvuldigt, die toch aan de differentiaal-
vergelijking blijlt voldoen, 2° dal wanneer men de alge-
meene inlegraul tol een macht verhell, die dan ook aan
differentiaal-vergelijking blijit voldoen.

Bewijs van le eersle,

Zij F(x, y, a) == 0, de algemeene integraal van f(x, vy, p),
De vergelij ng [ =0 ontstaat uit de eliminatic van a
tusschen de vergelijkingen.

cl[

F=0 (1,\

e b

il\+ t]\ =1L
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Indien men nu de algemeene integraal mel een functie
p(x,y,a)—0 vermenigvuldigt, moet ¢ . ' =—=0 ook vol-
doen aan de vergelijking £=20.

De vergelijking ¢ . F =0 cedifferentieerd geell :

gdF - Fdp =0

(115 adkE== 0.
Deze vergelijking moet voor alle waarden van g vol-

. dF dF : .
daan worden dus 1s AE dx - ]—d\' — 0, waar uit volgt
dx dy

of daar ' =0,

a = w(x, y. p), hetgeen in (11) cesubstitueerd geell
p(x, v, p) XF(x, v, y) =0,
hot welk de differentinal-vergelijking is van de oorspron-
kelijke integraal vermenigvuldigd met een factor.
Bewijs van het tweede.
Onderstellen wij, dat de algemeene integraal den vorm
heeft ,

o(x, ¥, 8) — ga(x, ¥, 2) )/ oalx, ¥, 0) =0,
deze gediflerenticerd geeft.

e
(11)e dgp, — do. l/q s — g 7

l/'q m—1
m ,‘l‘l
Verheflen wij de algemeene integraal tot de m-de macht,
dan verkrijgl men:
(11)# Pt =" . Pa,
welke gedilferentieerd geeft :

U

mpy A== o v Lol Mg, - @ Ay,

C e\ m—1 q m
of (11)r dg, — (L' ) s — - -!m'_ — dgps = 0.
Py/ Py
Uit (11)# vindt men echter ook
s, :- m—1 m _ |’““ ‘J‘-_'N
( L) Pl l/q_, en ———— = —a’
\l]n'i, // o 1 I

welke in (11)r gesubstilueerd ook (11)= geven,
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§3. De algemeene integraal onder den
vorm. F(x,y)—=—a.

a. Afleiding van de singuliere oplossing.
Zij dus (12)3 S (x sy)eza
de algemeene integraal.
Van deze vergelijking verkrijgt men de differentiaal-ver-
gelijking eenvoudig door te differenticeren. Dus
dF dF
— dx 4 — dy = 0.
dx +dy !
Helgeen de zoogenaamde exacte differentiaal-vergelijking
is.  Iliernit vindt men het differentiaal-quotiént

di
dy  dx
dx —  dF’

T

Greefl men nu a eene veranderlijke waarde, dan moet
steeds de waarde van het differentioal-quotiént hetzelfde
blijven. Beschouwt men a als veranderlijke, dan geelt (12):

dl dI
— dx 4 — dy == da
dx ! dy y -
dan is
dF
dy  dx | da 1
d< —  dr ' dxdF
dy dy
dyste 2
Opdat dus deze 53 gelijk zij aan de eerste, moet, daar
dxi%
da sy > i 1 v
= verondersteld is niet gelijk nul te zijn, gp — 0zin
X 3 il
dy

dy

ol
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di
i . dx dy | da 1 =
LVenzZoo 1s — — ———— — —= €I uaar
dy dF dy dF
dx dx
dI
dx dy » die B
—— —— < moet blijven, moel ~— 00k == oo zijn. In
dy dk ; dy
dx
dy | " it
het geval dus dat ]— onalhankelijk moet blijven, moet
dx :
dlf dF ook d )
zoowel als — oneindig groot worden.  Worden zij

(E uy

) v . o .2 dIF X
niet beide te gelijk oneindig groot bijv. alleen -~ dan is
gell : ! i

dy e : y :
2 — oo en verkrijgt men de singuliere oplossingen ,
dx '
: : dIe
die daarmede overeenkomen; is alleen — == & (dan
d}‘
dx
15 m———
dy
: dlf dF
Men ziet dus dat de kenmerken TRt ==
dx dy

wanneer zij alzonderlijk voorkomen, overeenkomen mel

dy dx .
de kenmerken ASiaie e e=ic0 van de vergelijking
dx dy Vg

opgelost ten opzichte van x of y. Komen zij echter beide te
zamen voor, dan zijn daarin de singuliere oplossingen opge-
, dx dy Y
sloten, die men door — ==0¢en - Y —o verkrijat.
da da e
Voorbeeld:
xy - l/l -+ x* — y*
T D
14 x*

gedilferenticerd, geeft dit:
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. ¢
R e SR 3 P
[/ 1+=x—y  2x(xy H/1+xcﬁ, )|
1 B GF=r T
R Y

+ 14 x*

Men ziet dus, dat de coéfficienten van dx en van dy

dy = da.

beide oneindig groot worden voor y — [/1 -+ x% lerwijl
dy X . ST G ek

de waarde van == s, hetgeen afgeleid is il
dx y ‘

y ~_—_'|/1 —+x, welke vergelijking dus een singuliere op-

lossing is, daar zij tevens uil de algemeene integraal kan

. XY
afgeleid  worden door a :—)— te stellen.

Lossen wij de algemeene integraal ten opzichte van y
op, dan is:

y —ax -+ [/1_—:_1—

- dy a
==X =
da l/l =T

dy :
d:\:O geeft dus:

X
1= ——

A
l,/l - x*
hetgeen in de oorspronkelijke vergelijking gesubstitueerd
geelt : }:l/ x} -1,
Zi) verder gegeven de algemeene integraal:
y—}—[/h—x:::,
door differentiatie verkrijgt men
1 dx
——— da.

2 /b —x
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{

;oo e d : :
[Tierbij is alleen 7o — °°, wanneer h —x 1s, helgeen
dx

dus ook tevens d—bz oo maakt.
dx

Uit het voorgaande volgl dus, dat de exacte differentiaal-
vergelijkingen wel singuliere oplossingen kunnen hebben

Het is immers voor een singuliere oplossing niel nood-
zakelijk, dat de differentiaal-vergelijking dezelfde is, als
die van de algemeene integraal . maar wel, dat het differen-
tinal-quotiénl van de singuliere oplossing gelijk is aan hel
differentiaal-quotiént van de algemeene integraal , wanneer
hierin de waarde van de singuliere oplossing is ingevoegd.

flet kan nu zijn, dat dan ook tevens de integreerende
[actor oneindig groot wordt, hoewel dit nict noodzakelijk is.

Bijvoorbeeld de vergelijking :

5 2x(x -1/ 14X — v/ TEv—y

1| x°
4 (x]/ T — 9 dy=—0

wordl exactl, als men mel

1 . : 300,
- - - vermenigvuldigt, en deze factor
(14x)]/1+x—

Py T S o S
wordt ook voor |/ 1 4 x* — y* == 0 oneindig grool.

Daarentegen wordt de vergelijking :

X 2x(x 4+ |/ hl-i{-- Xt Y’)
[} F} = X = - { { [ A : -](].\ _‘_

12—y 1| x!
(2= ) =0

exacl, wanneer men mel vermenigvuldigt.  Deze

1
14 x*
factor wordl niet oneindig grool voor l/l +x*—y =0
4
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B. De inlegreerende factor.

Na het vermelden van het onderzoek van IouTAlN in
(§ 2 ») zoude het misschien den schijn hebben als of § 3
geheel overbodig is, daar de vergelijking in den vorm
F(x, y)—a zeer gemakkelijk als een verwante vorm
van F(x, v, a) kan beschouwd worden. Wij hebben echter
deze § 3 vooral gegeven, om de verkeerde meening te
bestrijden, als zouden de exacte dilferentiaal-vergelijkingen

geen singuliere oplossingen hebben.
Dit wordt nog bevestigd door het volgende voorbeeld.
Van de exacte differentinal-vergelijking

Ix

d
: L )
3]/:»; —a

is de algemeene integraal

y — ]/:—— a — c.

Hiervan is x —a een singuliere integraal.

dy —

Houtary geeft in het tweede deel van zijne verhan-
deling , waarin hij toepassingen behandelt, eene geheele §
over de vorming van den integreerenden factor door mid-
del van singuliere oplossingen.

Hij bewijst daarin de volgende twee stellingen :

1* ledere singuliere oplossing geelt eene oneindige
waarde aan den integreerenden lactor.

: L : :
2¢ Indien g of - de integreerende factor 1s van de

dy :
—llﬁ—_ 0, dan zal g =0 deze verge-
dx

| -
==

vergelijking P |-

=

lijking voldoen.
Uit deze laatste leidt hij weder de drie volgende af:
1¢ Indien de factor, die de vergelijking Pdx |- Qdy =0
exact maakt, g is, is g ==0 ecen parliculiere integraal.
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2¢ [ndien = de factor is, die de vergelijking Pdx -

1
(Qdy = 0 exact maakt, is 8 =0 een parliculiere ol een
;
singuliere oplossing, al naarmate de vergelijkingen =
dF . , i
en| - — oo voQr I[' een constante of een veranderlijke
y

waarde geven.

Uit deze twee vercenigd volgt:

3¢ De particuliere integralen en singuliere oplossingen
zijn factoren van den integreerenden factor.

In de tweede van deze drie laatste stellingen is de uit-

: e dI’

drukking : al naar mate de vergelijkingen — == oo en
: S dx

dFlf - : 5

g5 — ©° voor I" een constante ol veranderlijke waarde

dy =

geven, niet duidelijk.

Wij hebben daarom getracht uvitgaande van de 2° stel-
ling van HovTalN en steunende op hetgeen wij in (§ 3 «)
gezegd hebben, het geheele duidelijker voort te stellen.

ij plaatsen dus voorop de 2° ske I
Wij plaatsen dus voorop de 2°¢ stelling:

A wil : : :
Indien g of - de integreerende factor 1s van de verge-

1d frys
lijking P {-——\——0 dan zal g =0 deze vergelijking
() dx
voldoen.
1 : : :
Al naar mate g of = de integreerende factor 1s, heelt
{
men de voorwaarde voor de integreerbaarheid:
d(pl) _ dp0)
dy — dx
of P

. QY
(N.‘*_f-,) _dK{f,)
dy  dx
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Wanneer men de differentiatie uitvoert en de tweede
mel — g° vermenigvuldigt, verkrijgt men de twee verge-
lijkingen

d d dP  dQ
Pl L ﬁ e

dy dy dx

dx
dg dP - do
5 a_y— (I\ L I: dx ]

Voor g =0 worden beide \'BI”CII‘}]\IH{;CII

(13) { en

dg d
(14)... .. P~ —0 of =11}
dy dy
Maar uit g =0 volgl:
g )08 dg dy 0 of dg Lo dg dy .
dx ' dyds dy dy dx
Hetwelk in (14) gesubstitueerd geelt:
11[’ (Ip’ dy
(l\ +0 “dy dx T ="t
of
dy
40 ==
S dx

Dus == 0 voldoet de dilferentiaal-vergelijking.
Dit bewijs is van EuLer, hij maakte daarbij de opmer-
king, dat wanneer g deintegreerende factor is en § =20

P of () oneindig maakt, dat dan de vergelijking (13) zich
: ; dP .
niet vereenvoudigl tot (14), daar dan ook =0 dsen
‘ dy
e dp
dus f# — onbepaald.
dy

JeAN Tremprey 1) heeft echter opgemerkt, dat men
die zwarigheid kan vermijden door de differentiaal-verge-
lijking zoodanig te veranderen, dal I en () geen noemers
hebben.

1) Mém. de 1I’Ac. des se. de Turin 1700—91,
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FurLer maakle ook zwarigheid voor hel geval, dat

== 0, P of () deed verdwijnen, en % de integreerende
factor is. Tremprey heeft echiler opgemerkt, dat, wan-
neer bijv. P==0 is tengevolge van g =—=0, alsdan wel
(18) overgaal in
g
dx

() — )

maar dat ook tevens daar  niet nul 1s,

ax
Dus de vergelijking g ==0 geell y== ecen conslanle
. dy £ : s
ol T — 03 aan de differentiaal-vergelijking wordt dan
dx

toch voldaan.

Daarentegen is het wel een uitzondering het geval,
dat g van den vorm e" is, waarin u eene [unctie is zonder
noemer; deze factor in de voorwaarde van integreerbaar-
heid gebracht, geell

l’d“ b sl olel
dyRe e yRR (X

Welke vergelijking niet mel (13) overeenkomt.

Wanneer men dus P en () zonder noemers maakt, is
de stelling van Evner juist voor algebraische functies.

Hetgeen uit deze stelling volgt, is dus ook alleen maar
zeker voor die funclies.

Wij hebben nu gezien in (§ 3. «), dat voor singuliere

; g R oY
oplossingen — of — of beide oneindig grool moeten
S xSt v
worden.

Onderstellen wij dus nu, dat in de differentiaal-verge-

lijking de noemers zijn weggemaakl en zij ¢ ==0 een
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o ter - = dF
singuliere oplossing, dan moet deze bijvoorbeeld — on-
dx

eindig grool maken en de differentiaal-vergelijking voldoen.
dF

Daarl——: P 01”; is, zoo zal, daar P niel oneindig
dx (

wordL, OFE oneindig moeten zijn. Wij kunnen dus vast-

stellen voor algebraische functies, dat wanneer de diffe-
rentiaal vergelijking geheele vormen Lot coéflicienten heelt,
de singuliere oplossing den integreerenden factor oneindig
groot moel maken.

Daar g =0 de vergelijking voldoet, moet als g de in-
tegreerende factor is, 3 een parliculiere integraal zijn,

P . :
Omtrent = is niets met zekerheid te bepalen, of het een

particuliere dan wel een singuliere oplossing is.

§ 4 Meetkundige beteekenis.

«. Meethundige beleekenis van de singuliere oplossing.
Zij y=I[(x,a) de vergelijking van een Le beschouwen
kromme lijn. Laten wij de constante a veranderen, dan
verkrijgt men een reeks van gelijksoortige kromme lijnen,
die elkaar achtereenvolgens snijden. VYoor twee naast
elkander gelegen kromme lijnen, zijn voor een zellde

. . dy
abscis de ordinaten y en y - Tk- da. In het snijpunt

da
‘ _ dy % oy fe g
van die twee krommen moet dus e 0 zijn. Elimi-
da
% dy .
neeren wij nu a tusschen P 0, en de vergelijking
aa :

der kromme, dan verkrijgen wij een vergelijking voor de
meetkundige plaats der punten waar de verschillende

krommen elkaar achlereenvolgens snijden.  Volgens het-
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ceen wij in § 1 behandeld hebben, zal deze kromme lijn
ook de singuliere oplossing voorstellen van de differentiaal-
vergelijking, waarvan y = f(x, a) de algemeene integraal
is. De singuliere oplossing en de algemeene integraal heb-
ben een zellde differentiaal-quotiént; de eene en de andere
kromme lijn hebben in dat snijpunt dus een zelfde raaklijn.

De differentiaal-vergelijking van een dusdanige verge-
lijking verbindt dus ten eerste ecne oneindige reeks van
krommen van dezellde familie, die niet verschillen dan in
de waarde der constante, len tweede een kromme, die
al de eerste krommen raakt, enveloppe genaamd; men
kan dus die verschillende krommen beschouwen als eene
enkele kromme mel ecen oneindig aantal takken, die
onderling verbonden zijn door dezellde vergelijking, Dus in
ieder punt van de rakende kromme zijn twee takken die
dezelfde raaklijn hebben, de eene, dat is de rakende kromme
zell, de andere de kromme, die zij in dat punt raakt.

Wij hebben in 't algemeen aangenomen, dat die snij-
punten een kromme lijn vormen.  Wij zullen nu de
gevallen, die kunnen voorkomen, eenigszins nader be-
schouwen.

De plaats van die punten hangt samen met de eliminatie

van a Lusschen y = 1{(x, a) en (III)I — 0. Wij kunnen
.
hierbij twee gevallen onderscheiden: de eliminatie kan
plaats hebben of kan niet plaats hebben.
Die eliminatie kan plaats hebben, wanneeraals een functie
. dy - _ : ;
van x uit 5. —a1s 0p te lossen, en dus gesubstitueerd
kan worden in de algemeene integraal. In dit geval heb-
ben wij eene rij van punten, die eene singuliere oplossing
voorstellen, indien deze niel met een parliculicre inte-
graal samenvalt.
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dyanen
In het tweede geval wordt —ih— of door een constante

. da
] - Cdy .
waarde van a of x gelijk nul, of —= kan in het geheel
da

niet gelijk nul zijn. In dit geval zijn er enkele snijpun-
ten of in het geheel geene.
Voor het eerste geval zij gegeven:

y:ax—l—]/l—u""_;

(Y a
VT

hier is
——;

]/1 — 3’
waarvan wij de singuliere oplossing vinden:

Vi [/ x* + 1.

Voor het tweede geval kunnen wij ten eerste dit alge-

meene voorbeeld geven:
vae=al(x)s

- e (LY . : : Feh 108
hierbij is — == f(x). Substitueeren wij in de alge-

meene integraal [(x) == 0, dan krijgen wij:
Yi—=:U.

Wij zien dus, dal de vergelijking y = al(x) van a onal-
hankelijk is voor de punten (y =0 x =x,) (y == 0 X=X,
enz. waarhij X, , %. enz. de wortels zijn der vergelijking
f(x)=—=0: al de krommen dus, die men door y=—af(x)
kan voorstellen, snijden elkaar in ‘die punten.

Zij verder gegeven:

A%
S0 ST dy
hierbij 1s T — 2af(x).

(a

Yoor a— 0 is l—_— 0 en ook voor alle wortels van
da
f(x)=0. De abscisas is dus een particuliere integraal.

Zij verder nog gegeven:
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y = f(x) 4 a;

hierbij 1s

dy
=
da
T - i dy : !
Hier is het dus niet mogelijk, dat —===101s, en eris

da
dus voor deze kromme langs dezen weg geen enveloppe
te vinden.

Ten ecinde alle singuliere oplossingen e vinden,
7 . dx

zouden wij ook nog moeten onderzoeken, of ‘--1-—:_:()
da

geene nieuwe kromme lijnen pal; wij zullen echter,

! dy
daar het ook voldoende s, l—_m onderzoeken.
dx

A dy . |
De vergelijking -y — ~o heeft plaats, wanneer die
= ° dx

vergelijking een lijn voorstelt, die evenwijdig loopt met
de y-as. Wij zullen dit rechtlijnige enveloppen noemen.
In het algemeen wordt op dit kenmerk veel te weinig
acht geslagen.

Gaan wij nuna, ol wij in de vergelijkingen, waar wij geen
singuliere oplossingen vonden, ze nu wel kunnen vinden.

Ten cerste:

y = al(x),
. dy :
dit geell: s ein [ 1(X)3
o [].\' k )
len Lweede: y = a’l(x) ;
' dy o
dit geelt: e e (X))
o ‘lx ( )
ten derde: y = [(x)42a;
dy
dit geelt: — — ['(x).
Bt dx (x)

L 1 .
De worlels van de vereelijking —— = 0 maken 1n alle
Ael b T
I'(x)
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; dy e :
diie de gevallen — = oo. Dit zal daarom echler niel
‘ dx

allijd aanleiding geven tol de rechtlijnige enveloppen.
Nemen wij bijv. de vergelijking:

== a]/i——{- Xt

dy 1 a

hierin is:

r ay e
Voor x =—= — 1 wordl 9 — ©°, maar wij zien ook
dx

dat y dan nul is; dus hoe men & ook laal veran-
Ly S
deren, allijd is —= alleen maar oneindig in hel punt
dx ‘
(o= v i——20,)
Zoo wordt van de vergelijking
ok A
= l 1 4x-a,
dy
15, ==
" dx

voor alle waarden van a, als men deze van — oo ol

wanneer x — — oo eniyE=s1 dan 18 dus

. dy
-}~ oo laat veranderen, hel punl waarin 1— — oo wordt
ux

op de lijn x = — 1 gelegen. In dit geval verkrijgen wij
dus wel zulk een rechtlijnige enveloppe, een enveloppe
namenlijk van de parabolen voorgesteld door de alge-
meene integraal,

Stellen wij echter in de algemeene integraal a == [(x),
dan zien wij, dal voor x = —1 f(x) een bepaalde waarde
verlangl en dat aan het punt {x=—=-— 1,y == I(—1)]
de plaats is, waar -::—\\ — oo wordL

Al de krommen dus, die door

y — l/ A+ x -+ f(x),
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worden voorgesteld. zullen op de lijn x =-—1 een punl

dy P .
hebben, waarvoor — oneindig grool Is.
dx

In dit geval is dus x == — 1 geen enveloppe, maar
een raaklijn, die cen recks krommen van verschillende
soorten raakl.

" dy 7o
Fen algemeene regel, wanneer l—:co aanleiding
dx

geeft Lot een rechtlijnige enveloppe, is niet le geven.
Uit den eersten vorm

y—af(x),
is wel (e besluiten, dat, wanneer hel oneindig worden
an ['(x) samengaal met het nul worden van [(x), er
dan niet zulk een enveloppe onlslaal.

. i . 3 dy
Zooals wij gezien hebben, geell het kenmerk %:m
(

slechts aanleiding tot rechtlijnige enveloppen. Het dif-
ferentiaal-quotiént is dus voor die oplossingen constant.
Laten wij de coordinaat-assen draaien, dan  maakl de
liin, die de singuliere oplossing voorstelt, met de abscis-
as geen rechten hoek meer, maar een hoek gelijk aan het
complement van den draaiings-hock ; noemen wij de nicuwe
codrdinaten y' en x', dan is voor de rechtlijnige enveloppe
dy'
i colg, a,
als « de draaiingshoek is van de assen.
Nemen wij bijv. de vergelijking:
Ni— |/ x —b4a;
x—= b is de vergelijking van zulk een rechtlijnige en-
veloppe van de kromme lijnen door de eerste voorgesteld
Laten wij nu de codrdinaat-assen draaien; noemen wij
den sinus van den draaiingshoek « en den cosinus g, dan is
y—=x'a- 3B en x =x'f— y«;
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de vergelijking wordt dus (de accenten zijn verder weg-
celalen):
Xao -} Wil = ]/x()’ = A= b —{— d ]
lost men hier y uit op, dan vindt men:
1 ,
y— — TR [« — 2388 + 2xaf =

== 1'/":(4? - 400:{3 + 4};(3’ == 4])ﬁs) “;
beschouwen wij hierin a ook als variabel, dan is

C e
7| 2P =F 1V (a® — daap - 4xg — 4 hﬁz)

3 (ﬁ Ry RA 7;:{9 ) dt_l]
WA= (e — daaf - 438 — 4bg?)/ dxd

e x — bg
Stellen wij hierin a — ——= dan wordt
(£4
dy g
iy T (44

. : p t.] f
Men ziet dus, dat het oneindig worden van %,]ml-
. dx

geen deze soorl van singuliere oplossingen geell, niets
anders is dan een bijzonder geval van de rechte lijnen,

: o dy
die men verkrijgt door - een bepaalde waarde te geven.
i ax ‘

. : - dy
Dit volgt ook daaruit, dat die enveloppe, van -ii e {4
: : dx

ontstaan doordat men de krommen evenwijdig aan de y-as
laal bewegen; maar men kan ze ook langs iedere wille-
kearige rechte lijn laten bewegen.

g. Meethundige beteekenis van de kenmerken. Theorie
van TIMMERMANS.

Hourain behandelt de meetkundige beteekenis van de
vergelijking in den vorm F(x,y,a) = 0. Hij voegt
daar nog aan toe de beteekenis van de vergelijkingen
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ar_

o 9F dr
N x dv

overnemen, daar het een bevesliging is van helgeen wij

0 ——oo.  Dit laatste zullen wij hier

vroeger behandelden en wij tevens eene bedenking tegen
de bewering van Houraiy kunnen mededeelen.

Indien vergelijking F(x,y,a) == 0 een algebraische
’ . dF
18, dan 18 T:‘) een kenmerk om de gelijke waar-
: SelL
L ¢

den te vinden vande oplossingen der vergelijking =0,
het zij, dat deze oplossingen singuliere of particuliere in-
tegralen zijn.

dF

(1}'

= oo bepaall de waarde vana, die voor een zelfde

X,y een maximum of minimum doel worden; evenzoo be-
dF : .

paalt o= de waarde van a, die voor een zellde
dx -

y,X een maximum of een minimum doet worden.

Deze meening van Hourain steunt hierop.  Wij vonden
o .
namelijk zie (§ 2, »):

di dF

dy  dx dada,
dx — dFF dFdx
dy dy
dl dy
— —= oo maakt dus —==—0, de voorwaarde voor cen
dy dx
" : \ dx
mogelijk maximum van y. Evenzoo ook wordl ——==10,
> . o ‘lj’
dli : A .
voor -— —— oo; wanneer dan echter in hel eerste geval
dx
: dr s : di
niel levens — == oo is, en in hel lweede geval T\-: oo,
dx dy

Wij hebben echter gezien, dal, wanneer slechls éen van
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beide oneindig groot is, wij rechtlijnige enveloppen heb-
ben. Dan is dus y eigenlijk geen maximum.
Voor de niet rechtlijnige enveloppen moelen beide (e

§ L " dy ..
eelijk oneindig groot zijn, daar s onbepaald moet zijn.

] . dF
Op de meetkundige beteekenis van T zooals HoUTAIN

€

die gegeven heeft, steunt de theorie van TiMMERMANS 1).
Zij F(x, y, a)=—0 de algemeene integraal van de dif-
ferentiaal-vergelijking [(x, y. p) =0. Wij onderstellen,
dat de vorm der integraal algebraisch is, en geen wor-
tels en noemers bevat, en dat x de hoogste macht van
a is, die er in voorkomt. Men kan dan de integraal
onder den volgenden vorm brengen:
(a—a)@a—a)(a—ay..... (a —a,)=—0,
waarin @, .....2. de wortels van de vergelijking voor-
stellen.  Wanneer men de vergelijking I' =0 vereenigt
met de vergelijking %I—‘ , drukt men de gelijkheid van meer-

t
dere wortels van a uit. Zij komen dus vereenigd over-
ecen met de vergelijking a, == a,, waarin men i en K door

1. 2, 3....u achlereenvolgens kan vervangen, en de
b} f o D ]

vergelijking a, == a, is die van de snijpunten der krom-
men a—a,— 0 en a — a, — 0, waarin a gelijk 8.
De vergelijking dus, ontstaan door de eliminatie van
a tusschen =0 en (JII';:(,‘ behoorl aan de snijpunten
¢

der integralen :
g—a,—0,a—a—0..... 2 —a, = 0.

Als de verschillende wortels rationeel zijn, stellen zij

1) Mémoire de Pacadémie des sciences de Bruxelles, 1542,
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verschillende soorten van krommen voor; daar wij echler
reeds gevonden hebben, dat de singuliere oplossingen
door een vergelijking moeten verbonden worden, kunnen
deze alleen voorkomen, als er worlelvormen zijn, en deze
wijzen aan, dal de verschillende krommen door een ver-
gelijking verbonden zijn.

Die vormen onder het wortelteeken gelijk nul gesteld,
stellen een kromne voor, die de opeenvolgende snijpun-
ten bepaalt, van de twee krommen 8 —8,==0 en a —
a.. Men kan echter een wortel doen verdwijnen zoowel
door de functic ¢ er binnen, gelijk nul te stellen, als
door een factor y er buiten gelijk nul te stellen. Men
kan dus de vergelijking a, == a, vervangen door ¢ =20
en w=—"0. Voldoen nu ook de vergelijkingen p =0 en
w=—~0 aan de differentiaal-vergelijking, dan zijn de ver-
gelijkingen singuliere oplossingen of particuliere integra-
len, wanneer zij de algemeene integraal niet of wel vol-

4
5

s il b
doen. Daar de vergelijking T — 0 al de vergelijkingen

a, — ae in zich bevat, kan men den volgenden regel vast-
stellen :

Ten einde de singuliere oplossingen te verkrijgen van
cen differentinal-vergelijking van de eerste orde met (wee
veranderlijken, waarvan de algemeene integraal een alge-
braische functie is, moel men deze integraal ten opzichle
van de constante oplossen. Indien de waarde van a geen
worlel bevat, zal er geen singuliere oplossing zijn; 1s er
wel een wortel, dan moet men de functies, die onder
de verschillende wortels staan, gelijk nul stellen, of ook
de functies, die door die wortels vermenigvuldigd wor-
den: en indien deze vergelijkingen de differentiaal-ver-
gelijking voldoen en niet de algemeene integraal, dan 1s
dit een singuliere oplossing.
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Voorbeeld:
Van de differentiaal-vergelijking

2 dv e
SIS = DR 2 NS | 7 l/ ey
by —x dx + 1-F ::-L ——0

is de algemeene integraal

P T B - a
a¥’x—m-4+Yy—n—a—o.
Deze opgelost len opzichte van a, geeft:

—s =
de—tal (x-—m)i“f x—m-+Yy—n]=0.
Hicruit vindt men de drie singuliere oplossingen.

x—m-44"y—n,
x—m—20,
y—n=0.

§ 5. Criterium voor de singuliere
oplossingen.

«. Wanneer de algemeene integraal belend is.

Wanneer men de algemeene integraal kent, kan men

dezen regel geven:

Ten einde te bepalen, of een inlegraal cen singuliere

oplossing of een particuliere integraal is, moel men een

van de veranderlijken x of y tusschen de verkregen inte-

ovaal en de algemeene integraal climineeren. Indien men

de andere veranderlijke van de dan verkregen vergelij-

king kan doen verdwijnen door aan de conslante een

bepaalde waarde te geven, dan is de verkregen oplossing

een particuliere integraal ; indien men dit echter niet

kan, een singuliere oplossing
Voorbeeld :
Van de diflerentiaal-vergelijking :

: . fdy\? dy
) (=2) —dxy—= —x =
( Y) (\IIX) et £

Ix
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is de algemeene integraal:
y — 2ay - x* —a* = 0.
Aan de vergelijking voldoen:
i DA =] il = S PATE = 1),

Elimineert men tusschen beide en de algemeene inte-

graal x, dan verkrijgt wen de vergelijkingen:
2ay -}- a* — 0 en 2ay -} y* -} a° = 0;
de eerste wordtl door a =0 voldaan, de Lweede door geen
¢én waarde van a. Ten einde zeker le bepalen, dat geen
waarde van a voldoet, kan men dit nog opmerken. Wan-
neer de eene veranderlijke bijv. x geelimineerd is, Krijgl
men in hel algemeen een functie van dezen vorm:
y [{y,a) 4 @a) = 0;

daar wij y onbepaald moeten laten, moeten g(a) en f(y , a)
alzonderlijk nul worden, of de wortels van ga) =0
moeten (y,a) nul maken, anders is het niet mogelijk, dat
elke waarde van a beide nul maakt.

Bij enkele gevallen volgt de beslissing spoediger; 1° in-
. dF :
dien -rdr"—::u van de algemeene integraal I°(x, y, a) == 0
aan a cen conslante waarde geelt.

2¢ Indien a slechts in den eersten graad voorkomt in
: " . . dF
F(x,y,a) == 0; zij Kkoml dan niet voor in = = 0
welke vorm dan slechts uit x en y bestaat; in dit geval

dle

s o= 0 een particuliere integraal.  Immers heelt
ua

1

het substitueeren van a == 0 of van de verkregen fune-
ie van x en y in de algemeene integraal hetzellde
resultaal.

Deze laatste opmerkingen zijn van Houraix; zij komen
overeen mel hetgeen wij in § 4 gegeven hebben. Wan-
neer de algemeene integraal bekend s, heelt Hovrain

4
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uit de theorie van TomMeERMANS nog eene andere me-
thode algeleid, om singuliere oplossingen te herkennen.

Wij zullen die hier achterwege laten, daar zij alleen
voor algebraische functies van toepassing is en de me-
thode boven gegeven van algemeene strekking is. Bo.
vendien is de redeneering geheel overeenkomstig helgeen
wij later geven (zie Il UL § 3). Hier volgt alleen kort
het resultaat.

De regel van TiMMERMANS (zie § 4 ) onderstell twee
gevallen, dat de functie onder den wortel zell en de
functies. die met den wortel vermenigvaldigd zijn, gelijk
nul gesteld, de differentiaal vergelijking voldoen. Na-
menlijk y = 0 en ¢ =— 0.

Hij toont nu aan, dat de vergelijkingen y =0 slechts
particuliere integralen kunnen zijn, terwijl de vergelijkin-
ven ¢ — 0 de singuliere oplossingen moelen bevatten.

o
8. Wanneer de alyemeene inlegraal niel bekend is.

Voordat wij tot de beschouwing van de verschillende
methoden, die men gevolgd heelt, overgaan, dienen
wij op te merken, dat die heschouwing in twee deelen
verdesld is, waarvan het eerste deel handelt over dat
criterium, dat geheel onafhankelijk is van de wijze,
waarop men die oplossingen heeft gevonden en waarbij
de herkenning geheel steunt op hel verschil, dat er be-
staal tusschen de singuliere oplossing en de algemeene
oplossing. Dit hebben wij hier gegeven het tweede deel
kan eerst behandeld worden in hel volgende hooldstuk ,

wijl daarbij de kennis van de afleiding der singuliere
oplossingen uil de differentinal-vergelijkingen vereischl

wordt.
Zooals uit hel eerste Hoofdstuk blijkt, heeft Larvace

zich voornamelijk met het eerste deel hezig wsehouden,
Drie van de zes problemen, waarover hij in zijne mémoire
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handelt, zijn ler herkenning van gevonden oplossingen.
Wij zullen hier kort de methode van LAPLALE mL-
eenzetten.

Wanneer men een pavticuliere integraal door een kromme
lijn voorstelt en de gegeven oplossing « =0 evenzoo,
dan kan men de eerste kromme lijn zoo bepalen, dat zij
de tweede in een bepaald punt snijdt. Is w =0 nu een
particuliere integraal, dan moeten de twee kromme lijnen
geheel samenvallen; vallen de twee kromme lijnen dus
niet samen, dan is Ilcl geen particuliere integraal, maar
een singuliere oplossing.

Zijn yv' en Y' de oldnmlcn van de beide kromme lijnen
voor de abscis x 4 «, lerwijl x en y de codrdinaten van
het snijpunt zi_in dan is:
f')”}

= ,_*.,

2 dx?

l',‘:l ,
V=Yt a« —]— o3
’ : dx

i

(h u"‘ l]:}' “:; {13:,'

=y +e- T T +lf A O

dx dx 9.3 dx*

3 dx

Voor het geval dus, dal @ ==0 ecene particuliere inte-

araal is, moet steeds y' == Y' zijn, waaruil de volgende

voorwaarden volgen :
dy dy &% 115 oy dly

o

e 1] 3

: dx?

- =
dx ax dxt A dxt
Zij gegeven de vergelijking :
: dy o (dyY’
y' — 2xy X -+ (1 4 x7) (-——) et 1

dx
of

dx l |-x*
Hiervan is de algemeene integraal y = ax "1 —a’,
Ook voldoen de vergelijkingen :

y—x=—0¢en y=—"x'4-1.

De eerste verkrijgt men door a=—=1 te stellen, de
4%
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x
tweede door a — ———— le slellen.

/<51

Wanneer men (15) differentieert, verkrijgt men:

dﬂy
-~ — 0.
dx
_ i , , d’y
De eerste vergelijking y —x=—=0 geelt ook = 0
) ax?

en de tweede v :]/\—%«1 geell:
dy 1 X

a

— —_————

X1 et

Men ziet dus, dat de differentival-quotiénten van de
cerste altijd wet die van d¢ differentiaal-vergelijking  zul-
len samenvallen, terwijl de tweede bij hel tweede difle-
rentiaal-quotiént reeds alwijkt.

De eerste is dus een particuliere integraal, de tweede
een singuliere oplossing.

Zij nog gegeven:

dx dx
ol
. dy : )
(lh)....,...i—:: xy? — l X’y —4y¥
dx ; - )
De algemeene integraal hiervan is y == a*(x —a); ook
(s - ‘ X*
voldoen de vergelijkingen y=—(x—1)" en y* ="
De eerste verkrijot men door a =1, de tweede door
X
a — — le slellen.
2

et

Wanneer wen (16) differentieert, zoo Komt:
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Substitueert men hierin y == {x — 1)* dan wordl

Ny

dxis e
hetgeen overeenkomt met het tweede differentiaal-quotiént
van vy = (x — 1)>.  Ten einde nu zeker te kunnen be-
sluiten, of y == (x — 1)* een particuliere integraal is, moel

men ook nog de hoogere differentiaal-quotiénten van (16)
onderzoeken; het geval kan zich dus voordoen, dat men

nooil mel zekerheid kan zeggen, van welke soort een

X :
= dan verkrijgl men:

4

2}

integraal is. Subslitueert men y

L=

|

dy 3 5 .0
A

De waarde van de onbepaalde breuk blijkt nal te zijn;

Pl

dus is

d®y 3 .
—S e X
dx® 4

hetgeen overeenkomt met het tweede differentinal-quotiént
L X e 2 § Aot B8

van v? = . Deze vergelijking is een singuliere oplos-
W ‘1 ¥ . o D

sing, om dit echter op deze wijze aan te toonen, zoude

men nog verder moeten differenticeren.

Ten einde de onzekerheid van deze methode te ver-
mijden, zoekt Larnace, steunende op het behandelde Ken-
merk eene andere eigenschap van de singulieve oplossingen.

[1ij gaal daarbij van de onderstelling uit, daly == 0 een
integraal is. Wanneer dit het geval is, moeten »', #', »", enz.
=0 zijn (» ' »" zijn de dillerentiaal-quotiénten d}_ . *

dx ' dx®
enz. algeleid uit de integraal, hier y == 0 en door
pp,p,p" enz. stellen wij dezelfde dilferentiaal quotiénten
voor, maar algeleid uit de diflerentiaal-vergelijking.)
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Onderstellen wij nu, dat p ontwikkeld is, volgens de
opklimmende positieve machlen van y dus
A7)..... p=Iy"+ f'y" - 1"y"" enz.
fafintifeziin fnncllcs van x.
Differenticert men (17) dan heeft men:

1y
(} [nrvn_l+n[a nl-—lk__ Cnﬁ-:l I_}

L ar
— -}~ enz.
d\ dx

r

a1k o Y-
Substitueert men hierin voor 7 in waarde dan
dx

heeflt men:

; : df' df’

p'= nf?y*™—' 4 (n4-n) (f'y"* " ' | enz. | y" — - y*' - — - enz.
dx 'Y dx
Op dezelfde wijze vindt men:
p" = n(2n— 1) ffy"~*4 enz.

en z0o 00k de volgende differentinal-quotiénten.  Deze
quotiénten kunnen dus gelijk nul zijn, wanneer n gelijk
aan of grooter dan 1 is, y==0 is dan een particuliere
integraal; is dit niet het geval, dan hebben wij met
eene singuliere oplossing te doen, daar dan de hoogere
differentiaal-quotiénten uniteenloopen.

Tot dit bijzondere geval dat y ==0 eene oplossing is,
brengt hij nu het algemeene geval, ¢ =0 terug. Hel-
open, eenigszins gewijzigd, hierop neérkomt.

Wanneer u = 0 eene oplossing is, kan men (usschen
de differentiaal-vergelijking en u == 0, y elimineeren, zoo-

T 1L (.].u
dat de vergelijking van den vorm - =—{(x, u) wordl

dx

Ontwikkelt men nu {(x, x) volgens de opklimmende po-
sitieve machten van wu, zoodal:

ll_u

dx

waarbij 1, I'.... functies zijn van x, dan komt men, even-

als bij het vorige onderzoek naar y==0, lot hel be-

(1BYRRES = u"l 4 u*'l' - enz.,
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dluit, dat @ =0 een singuliere oplossing is, als n <1
en een particuliere alsn = 1is. Wanl, wanneer men (18)
.y . . tl‘u
differenticert, zict men, dat d -rmwonll,\\'unneurnf:gl,
dx
dx
en 0, wanneer n = 1 Is.

Daar
de  du dy du

dx— dx
moel, wanneer u—— 0 ecen singuliere oplossing is, het
differentinal quotiéal Len opzichle van X, van

du e
E -+ p 0o oo zijn,
ol
(19.)... ....... . —..——"‘l—* — !
’ 1]'.u I d* um \ t]pl]u
dx T P gy T dx dy

Bijvoorbecld:
dv __ny—+4Y 1 \{* y*

dX 1 {-— x*
Stellen wij hierin p == |, 14 dan \':rrkl'ij;_'l men:
/ e r—— et S 1S £
.l.u \u~-y"ll/ ]—u — U } 1.
dx x* -1
Hierin is ! de laagste exponenl van s de vergelijking
y — xE- Fl — 0 is dus cen singuliere oplossing.

Stellen wij echter u=y — X, tim 1S
l].u_ Xu - 1 ~|—-‘ 1 —u — 2ux

dx 1 -} x*

Ontwikkelen wij den wortelvorm, dan is
tl_u. - \u- Xt — .!,.u"" - ?p’x” enz.
E o e

De laagste macht van u is>1, dusis y —x=— -() eene

particuliere integraal.
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Substitueeren wij ook de verschillende waarden van u
in (19), dan vinden wij voor de eerste vergelijking, dat de
noemer oneindig groot wordt, dus de breuk —= 0, helgeen
ook bevestigt, dat hel een singuliere oplossing is. Substi-
tueeren wij daarentegen y— x=—= 0, dan is de nocmer
nul, dus de geheele breuk oneindig groot; dit bevesligt
dus ook, dat het een particuliere oplossing is. Deze wijze
van Laprace, om singuliere oplossingen te herkennen
steunt op het ontwikkelen van functies volgens de op-
klimmende positieve machten van een der veranderlijke.
[s dit niet mogelijk dan is hel ook niet mogelijk hiermede
te bepalen of een oplossing singulier is,

De eigenschap, welke wij zooeven bewezen hebhen
namelijk dat, wanneer de dillerentiaal-vergelijking onder

du : : ! ]
den vorm T—‘—l(x,;;) —=01is, en w =0 een singuliere
(1.9

integraal is, alsdan de exponent van gx tusschen O en 1
moel liggen, cebroikt Poissox '), om den factor le vin-
den, waarmede men de differentiaal-vergelijking moel
vermenigvuldigen; opdal de singuliere oplossing er niel
meer aan voldoel.

Boore leidt uit dit bewijs van Poisson een ander ken-
merk af, om de singuliere oplossing te herkennen, het-
geen cchter inderdaad hetzellde is als hetgeen Lavrace

gebruikl.

BooLe 2) komt daarbij tot den regel: Wanneer de ver-
gelijking 4 =0 aan de differentiaal-verzelijking voldoet,
dan brengl men de differentiaal-vergelijking onder den vorm

E:_‘f: -+ (x,u) = 0.

1) Sur les solutions particulitres ete. Journal de I'Ecole Polytechnique
Tom. VI.

2) Zie supplementarey volume pag. 30,
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i
: ’ t]lu. . Ty Te
Bepaal dan de integraal — waarm M gelijk is aan
o M i
0 '
[(x, u) of aan f{x, &) met weglating der factoren, die voor
«==20 niel verdwijnen ol oneindig groot worden.
Is deze integraal- —=0 dan is x==0 een singulicre
oplossing.
ilebben wij namelijk voor de algemeene inteoraal :
. . o <
K =
Dan is

dir  dF d
A )
dx lflu dx '

of
dIr
(llu (l.\;‘
dx — dF°
i
dus:
dl
I "
v illu /‘ '[.” |
——— T — — du,
v l{x,lu) 3 dif *
() 0 :
dx
Wanneer uw =0 cen singuliere oplossing is, is I (x, 0)
niet constant, want, als dit het geval was, dan behoelde
men Gomaar die waarde te geven om g == 0 als een par-
T : : dle . x
ticuliere integraal te vinden. o= 18 dus met gelijk nol,
dx '

wanneer g =0 Is.

Nu i1s:

I
o du o (I
J — du =11 / — du
dl e (I_u
)
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T = 1
Mierbij is I de gemiddelde waarde van — tusschen de

dI’
dx
, . , shifen : 1
. grenzen der inlegralie, en in dit geval is dusl — , ——.
: dlF (x,0)”
dx

dus heeflt H geen oneindige waarde, en daar

“dF -
f —l—(]‘u —{F (x, u) — F (x, 0)}is,
LT {“
verdwijnt de gehecle integraal voor u =—— 0,
Voor een particuliere inlegraal, zegt Boonk nu, is
" L dE
['(x, 0) een constante, dus verdwijnt = voor u =0, dus
dx
1 !

Il—= ——— — oo en dan zoude de intearaal niet gelijk |
| I'(X,O} o O l
nul zijn. BooLe vergeet echter, dat men die gemiddelde
waarde [l alleen kan invoeren, wanneer geene der |

i
1 Ay : ,
waarden van ——— oneindig eroot 15, dal men dus in
F(x, i) = s
dat geval geheel anders zoude moelen integreeren. Boven-
,0
dien is toch altijd / I'(x) dx = 0; men kan uit de boven-
LA
beschouwde integraal dus niets anders dan nul verkrijgen. |
Het criterium van BooLe schijnt ons derhalve van geen ‘
waarde te zijn, |
Daarenboven geeft hij nict den weg aan, om in f{x, u)
den factor te vinden, die voor x = o verdwijnt; de eenige
weg, om zulk een factor te vinden, is de methode van
Larvace; door f(x, ) volgens de opklimmende machten
van u te ontwikkelen; ten einde dus het criterium van

BooLe te gebruiken, moet men ook eerst dat van La-
PLACE bezigen.
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Caveny komt langs een anderen weg tol  hetzellde
resultaal als Poisson en Boonk; om dezelfde reden kun-
nen wij zijne wijze van herkennen niet billijken.

§ 6. Resultaal afgeleid uit de vorige
heschouwingen.

Wij kunnen hel resultaat der vorige § § korl samen-
valten.

1° Is van een differentinal-vergelijking de algemeene
integraal bekend in den vorm y=—=1{(x,a), dan kan men
al de singuliere oplossingen niet alleen afleiden maar ook
scheiden van de particuliere integralen, die met de sin-
guliere oplossingen tegelijk verkregen worden. [§1.§ be ]

2¢ Is van een differentiaal-vergelijking de algemeene in-
tegraal bekend in den vorm F(x .y, a) == o0 of F(x,y)=a,
dan kan men al de singuliere oplossingen niet alleen af-
leiden, maar ook scheiden van de particuliere integralen,
die met de singuliere oplossingen tegelijk verkregen wor-
den, indien men daarbij echter oplet, of aan den eisch
van Raane voldaan wordl, [§ 2. § 3. § Da.]

3¢ De singuliere oplossing is de vergelijking van de
enveloppe aan de krommen, waarvan de algemeene inle-
graal de vergelijking is. [§ 4a.]

4¢ Is van een differentinal-vergelijking de algemeene
integraal bekend en is die algemeene integraal een alge-
braische vorm, dan geell de theorie van TiMMERMANS een
zekeren weg, om de singuliere oplossing te vinden. [§ 45.]

5¢ Is van cen differentinal-vergelijking de algemeene
integraal niet bekend, dan konnen wij it het voorgaande’
nog geen weg vinden, om de singuliere oplossingen e
bepalen; wel kan men een vergelijking toetsen, ol het al
ol niel een singuliere oplossing is, wanneer die oplossing
aan de eischen van § 58 voldoel.




HOOFDSTUK III.

Verband tusschen de differentiaal-vergelijking en de

singuliere oplossing.

§ 1. De differentiaal-vergelijking onder

. 7 [l.
den vorm l(x,v ,-!—3) =05
s (b

Ten einde de singuliere oplossing uit de algemeene
integraal

KX PV a0
al te leiden, elimineeren Wij @ tusschen deze integraal en
die
:ﬂ] it )

De differentiaal-vergelijking verkrijgen wij door a te
elimineeren tusschen

l_][" di* dy

() R Rt & s ﬁ"},' [J-i-.'f.;(l‘
en de algemeene integraal,

Stellen wij a opgelost nit (1) — g(x, y,p) dan is de
differentiaal-vergelijking

(21 e KXV 9) = 0

Differentieeren wij deze, dan verkrijgt men
dE - di dy | dF dg

i

.

dy dx ' dp dx

dx
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et eerste gedeelte verdwijnt, wij verkrijgen dus:
df dg
dy dx—°
Aan deze differentiaal-vergelijking van de (weede orde
g dF
voldoen de vergelijkingen (2), g = a en i =1}

Elimineert men p tusschen (2) en ¢ = a, dan verkrijat
men de algemeene integraal F(x,y,a)=—0.

- J dl’

Elimineert men p tusschen (2) en I;-_; o dan komt
een singuliere oplossing.  Lnmers is in beide vergelijkin-
aen poalleen begrepen in de functie ¢; men kan dus
p elimineeren door ¢ te elimineerens duar nu ¢ = a is,

1s de eliminatie dezelfde als of men a tusschen
dl !
== OaeN RISVt ) ==
da :
climineert, hetgeen, zooals wij vroeger gezien hebben
een singuliere oplossing kan geven.
Uit het voorgaande blijkt dus, dat de mogelijkheid
bestaat, om de vergelijking die men verkrijgt door de dif-
[erentiaal-vergelijking, in twee [acloren te onthinden,

dip dIe :
waarvan de eene —— de andere — 15, door welke facto-
X ( i

ren wen zoowel de algemeene als de singuliere oplossing
kan vinden.
Voorbeeld :

2xy e

(8] ettt X3 — ————h =0
P P
dit gediflerenticerd geeli:
v xyp' = Xp

[‘.1 p pe p’

ol y T\ 'xp’
L) (== —1)=0;
(.]} p/ \p )
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d xp' dFi y X
dus wfg:_[)_l,_:,____:_
dx p deg p o p
- dy xp' —
Uit S ED I S ol
X n
X
et )
g D

Glimineert men tusschen deze en (3) p, dan verkrijgl
men de algemeene integraal ;
x*—2ay—a* —b=—0,
en elimineerl men p tusschen (3) en
adEy S yialix
dg " p " p’
dan komt: x*-l-y*— b =0,
hetgeen de singuliere oplossing is.
et heeft echter bezwaren de vergelijking, die men ver-

krijgl door de differentinal-vergelijking te differentieeren ,
in de verlangde factoren te onthinden; op de volgende
wijze kan men echter die zwarigheid vermijden.

Stellen  wij de gegeven differentiaal-vergelijking voor

door [(x,y,p)==o0, dan kan deze van (2) slechts door
een factor verschillen; wii hebben dus:
f(x,y =XVt ) s
deze gcdiil];rcnlwmtl gm [l
(“ (“ (“ {”‘ (]lp -
4) .... —p' — -8'F(x, v, ¢
) dp (l\l +1I (lnp dx LSO,

¢' is hel differentinalquotiént van g ten opzichte van x.

Daar F(x, y,:p):-('L)lz 15, wordt (4), als men die

;
waarde daarin substitueert
df dfl 3 dit — _dF de , ',
(Ipl +1l\ 1y il.{'u‘ﬁ(_i;; dx +_p' 1x, ¥, p):

e . de . .
In het tweede lid is p' opgesloten in —F; dit tweede lid
dx
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5
4

: dl s .
kan dus door middel van d_rp:U verdwijnen, onalhan-
kelijk van de waarde van p’; dit moet in het eerste lid,
dat met het tweede identiek moet zijn, ook plaats kunnen
hebben, en dit kan hel niet anders dan door middel van
de vergelijkingen.

dl df dl
—=—0 en—p-+—=
dp dy Wb T
S df S L
De eliminatie van p lusschen I = 0 en de dillerentiaal-
{ [1

vergelijking geell nu de singuliere oplossing evenals de
vergelijkingen :
(ll' -
o — 0 en F(x,y,¢)=0.
e
Voorbeeld.,
Uit de differentianl-vergelijking

pi(x* —b) — 2xyp —x* —0
volal
2 [ p(x* — b) — xy] p' — 2(yp 4 x) —
Elimineert men nu p tusschen p(x* — b) — xy =0 en

de (lill'[rrunli;m]-\'r:rne'.liiLmn, dan vindt men de oplossing :
+y*—b=—=0.

Ten einde na te gaan, of dil een singulicre oplossing
kan zijn, kan men dezen weg volgen

dlf dI° dl’
Wanneer — =0 overeenkomt mel w—;“:{lnlm'l——[!-i-
d Il U ay
dl
}——{ overeenkomen met f(x, v, p) en zal de eliminatie van
di dl df Nk,
p tusschen ——==10 en ——p -+ -— =0 ook dezellde sin-
dp 11\ dx

guliere oplossing moeten opleveren ; krijgt men dus niet
dezellde vergelijking, dan heelt men ook geen singu-
licre oplossing.
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Voor de singuliere oplossing verkrijet p' dus den vorm |
e g |
| P=35 :
¥ Yoorbeeld. '
|
! (xp—y) (xp — 2y) + x* =— 0; ‘

hieruit volgt:
! X(2xp — 3y) p' — xp* - yp -+ 3x* —0,

waaruil :

__ Xp*— yp — 3’
| IS S =nE

Stellen wij dus teller en noemer van deze breuk aelijk
nul, en elimineeren wij p tusschen beiden dan verkrijgen wij :

3ye
— — 3x* — 0, '
4x '

Dezelfde vergelijking krijgen wij, als wij p tusschen
2xp — 3y ==0 en de differentiaal-vergelijking elimineeren,
Wanneer wij uit
dr df
e ayeaNaE
Y= e —

dff
dp

de hoogere differentiaal-quotiénten bepalen, zien wij, dat
prptenz. oozijn,  wanneer hel de singuliere oplossing
geldt.

Deze methode. waarop wij de singuliere oplossingen
uit de differentinal-vergelijking afleiden is, eenigszing ge-
wijzigd, die van LAGRANGE.

Wij hebben daarbij gezien, dat de singuliere oplos-

singen, die uit de algemeene integraal door het kenmerk
dFi
da

p’ onbepaald maken. LaGrANGE beweert hierbij niet, dat

== 0 verkregen worden, dezellde zijn, die-de waarde
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wanneer eene vergelijking aan deze voorwaarde voldoet ,
die vergelijking dan singulier is
mogelijk is.

De theorie van Poisson steunt op de vo lgende stelling :
ledere differentiaal-vergelijking van de eerste orde met
twee veranderlijken, kan veranderd worden in een djf-

. maar alleen dat zulks

lerentiaal-vergelijking, bestaande uit twee factoren, waar-
van de eerste al de singuliere oplossingen heval en de
tweede niel voldaan wordt door die oplossingen.

Zi =1,y
dx
de flill‘:,‘.rmlliu;ll-vnrgclijking. Hiernit kunnen wij y elimi-
neeren, door y gelijk een functie te stellen van x en een
nieuwe in e voeren veranderlijke z.  Zij dus
VeSS (XR1Z).

Dan is
lllp \ []r[- I](J (]?.
—— = (X,2) | ——=— -} — —,
dx ( » #(X )) dx l dz dx
of
de / dop dz

e 1( y (X ,/)) |- l]!—ﬁ?::

Om deze nu in twee factoren te ontbinden, waarvan de
eene het differentiaal-quotiént niet bevat en de andere wel,
Uip deg :
zoude —— een [aclor moeten zijn van —- - i(x, P(X, 2) ).
dz dx
Eenvoudiger echter is het dit verschil gelijk nul te stel-
len en dus de vergelijking te ontbinden in twee factoren.

dy z
e Ve == ()
dz dx
Men ziet dus, dat, wanneer men voor y = g(x, z) de
dg '
algemeene integraal neemt van T—— — I(x, v), waarin z de
dx

arbitraire constante is, dat dan, de diflerentinal-vergelij-
King zich ontbindt in de twee vergelijkingen :

o
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dp dz |
Ez-___() en a“'(_..o

' d
De eerste beter bekend onder den vorm Ty-wetcn wij,

u

“ beval al de singuliere oplossingen. |
Uit deze stelling van Porssox leidt men nu de twee {

volgende r egels al.
\

f . Om de singuliere oplossingen L& vinden, van eene L
i differentiaal-vergelijking van de eerste orde mel Llwee !

dy .
factoren, waarvan de eene -1—"— niet en de andere wel beval.
dx

Doze eerste factor, gelijk nul gesteld, zal al de singu-
liere oplossingen van de differentiaal-vergelijking bevatten.
[I. Om de singuliere oplossingen van een differentiaal-
van de eerste ovde mel Lwee veranderlijken

vergelijking
vergelijking ten opzichte van

te vinden, lost men deze

dy
E)— op, en zockl men den orootslen gemeenen decler van
e ,

— }““l“ﬁ

den teller en noemer der breuk, die men voor
dx

verkregen; deze groolste gemeene deeler tot nul herleid
beval de gezochte oplossingen.
Zooals men ziet, steunt deze wijze van oplossen van

dy

Poisson op het onbepaald worden van I De oplos-
dx

singen, die 1 bepalen, worden hierdoor buiten geslo-
' dx '
ten; de methode van PoIsson is dus verre van algemeen
hetgeen ook nog blijkt nil het feit, dat wij vroeger ook

dy : p
reeds aantoonden, dal ]—" — () piet alle oplossingen beval.
da

De theorien van LAGRANGE en Porssox zijn alleen van
loepassing als de differentinal-vergelijking algebraisch is.



9. De differentiaal-vergelijking van

CL7a

den vorm %—i'(x DAL

«. Oplossing van LAPLACE.
LapLace zoekt de singuliere oplossingen van de diffe-

rentiaal-vergelijking gebracht onder den vorm

dy
=L ):

dx
Hij gaat hierbij van de bekende ecige nschap uit, dat

©

de integreerende factor g door de singuliere oplossing
oneindig groot wordt en dat dus de singuliere oplossing

: _ 1
een laclor moel zijn van r Gesteld dus, dat men den
integreerenden factor gevonden heelt, 200 komt hel er

AN 1 : !
op aan, dien factor van -g te bepalen, die tol nul herleid,

oplossingen zijn van dy = pdx.
Indien men « een van deze factoren noemt, en indien
IPIaSL Yot ;
men de vergelijking _—)_:U differentieert, verkrijgt men
{
dy = ydx; w =0 moel dan aan deze differentiaal-verge-
lijking voldoen, evenzoo aan dy = pdx, en dus ook aan

dy — pdx — dy - ydx =0
of aan
y—p=0.
w moet dus een factor zijn van y —p, bijgevolg is de ge-
. 1 ‘
meene lactor van g eny— p een integraal van dy == pdx.

(
Men dient daarna dan nog te l}vp'llvn of het een singu-

liere oplossing dan wel cen particuliere integraal |
In de meeste gevallen kent men de algemeene mln'"l.ml

en den integreerenden factor niet, men moel dus een
o¥
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anderen weg zoeken, om de singuliere oplossing onafhan-
kelijk daarvan le bepalen. Larvace gebruikt daartoe de
getransformeerde vergelijking (18) [zie 8. § 5 Hooldst. I1.]
du == u"hdx.
Waarin h—1--1u"~" - enz., u een singuliere op-
lossing en n<—1is. Daar nu ook
du _—_::]]—F: dx - j—';dy.

Zoo 1s

(]u du
—aL d ) m— g i =k X
dy Y 1 hdx 3% dx
en daar dy = pdx
heelt men f]ﬁ
"h dx
5)..... p—LE 7
( ) I) {].u [I‘u
dy :1?

Nu onderstelt men verder, dat w van den vorm y — y s,

ve ' . . du du dy
zijnde y een [unctie van x, dan is -I— —1len ——— -k

dx’

dan verkrijgen wij voor het differentiaal-quotiént van (5)

dy dx

ten opzichle van vy
dp dh
—L ] l]lu." ~'h ﬁl- |u" —
Wanneer dus n<<1, hetgeen plaats heeft als )
dp |
— =0 0l— —0

een singuliere oplossing is, dan is -
dy dp

b
1])'

w is dus een faclor van —==10.
( Ii
dy
I'en einde dien factor te vinden, differentieert hij —=0;
( l)

dy
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aesteld, dat dit geell :

: dy = qdx.

Hieraan moet w voldoen. Daar w ook tevens aan dy = pdx
woet voldoen, erlangen wij op dezelfde wijze als boven,
dat @ te gelijk een lactor moel zijn van p—q=—=20 en

van —==0. Wij kunnen hieruit g bepalen.

dy
Larnace geeft hierbij het voorbeeld:

—ixdx : :
dy== hiervan 1s

VT

1 Ve y—aly— /< Fy—al
dy
l/ ;?-:}-\:—:{I Ly’ —a h}'l/\‘—|—} ==t
en p— q== S S
l q _\[\ ""-I x-_'_*_v,___dg].
Men ziet, dat ]/‘x"' - y*—a® de eenige gemeene factor

is; het is dus een singuliere oplossing en de eenigste.
LarLace neemt hierbij de eigenschap van den integreeren-
den factor aan; wij hebben echter in (§ 4 H. 1) doen
nitkomen . dat de integreerende factor alleen dan oneindig
aroot wordt, wanneer de coefficiénten in de vergelijking
geheele vormen zijn.
In zijne verhandeling zegt hij, dal men op dezellde
. 1 & 4 ;
wijze zal vinden, tlill-l—- =0 moel zijn; hij bedoelt hier
- ( p
dx

1 :
echler zeker —==0 helgeen uit het voorgaande gemak-
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kelijk is af te leiden. Houtarn weeft de theorie van La-
PLACE vereenigd mel die van LEGENDRE 1).

Hij geeft de theorie in de volgende drie stellingen:

I. Men verkrijgt al de singuliere oplossingen van een
differentiaal-vergelijking van de eerste orde mel twee ver-
anderlijken, wanneer van de oplossingen, die men ver-
krijgt door de eliminatie van p tusschen de differentiaal-

TP ey df
vergelijking {(x, y,p) == 0 en de vergelijkingen e 0,

(—E: oo, (-]—[:co, diegene neemt, welke de differen-
dx dy =

tiaal-vergelijking voldoen en niet in de algemeene inte-
graal begrepen zijn.

[I. Welke ook de vorm van de differentiaal-vergelijking
zij, de singuliere oplossingen zullen altijd dezelfde zijn.

[II. Men kan een differentiaal-vergelijking, welke een
algebraischen vorm heeft, altijd onder een zoodanigen vorm
brengen, dalt de singuliere oplossingen alleen door het
kenmerk gl =0 uit de differentiaal-vergelijking zijn af
le leiden,

Van de eerste stelling geeft hij drvie bewijzen, het
cerste bewijs is algemeen, de twee laatsten alleen van
toepassing als de differentiaal-vergelijking een algebraischen
vorm heeft. De twee laatste bewijzen geeft hij ook ieder
voor de twee gevallen, dat de vergelijking is onder de
vormen F(x,y,p)==o0 en p=—=1F(x,y).

Ten einde niet al te uitvoerig te worden hebben wij
die bewijzen niet medegedeeld. De stellingen hebben wij
alleen medegedeeld als een bevestiging van het voorgaande.

De tweede stelling is ook een noodzakelijk gevolg van
de tweede stelling van (y § 2 I 11).

1)" Mémoires de 'académie des sciences de Paris. 1849,
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df  _ df

Wij hebben dus deze drie kenmerken —=—0, — — o9,
- dp dx
df

Het kenmerk van Lacraxce is op de wijze in het eind
van (§) te geven in de beide laatste te herleiden.

g Oplossing van BooLE.

Bij den weg, dien DBoore volgt, om de singuliere op-
lossing uit de dilferentinal-vergelijking af te leiden stelt
hij zich ook de dilferentiaal-vergelijking voor, onder den

- dy v
yorm ‘—E:ikx Y ):

Zij (6)5resion Vie— [(x72)
de algemeene integraal, dan verkrijgen wij de differen-
tiaal-vergelijking door a uit (6) in

[T S iters == _tll(x,u)
dx
te substitueeren, zoodat men verkrijgl
(BT P—9(X,¥)
Verder hebben wij
dp  dp da

dy T a dy )

dp ll"'};. dy

dy “ dxda  da
dp  d (y

(1:.:’- T dx log do

Op dezellde wijze vindt men:

d /1\ d dx
( log — -

dx \p/ — dy T da
De veaag is nu, wat de waarde van de dillerentiaal-

: dy dx \
quotiénten is, wanneer > =0 en — == 0 is, dus de
da da

Jogavithmen van deze functies oneindig grool zijn.




| Als 3; — y(x,a) is, wordt

| -d—IO“‘ dy — de limiet van logtp(x—}+ll,za)~lo_g y(x,a)

dx ° da h .

als h tot nul nadert. |
Wanneer y(x,a) gelijk nul is, mosten x en a tegelijk |

veranderen, opdat de waarde nul blijve; verandert dus

x alleen, dan blijtt de functie niet nul; dus log yi(x -

h, a) niet gelijk oo maar wel w(x,a); de geheele waarde !

blijft dus oneindig groot; daar dus bij een singuliere |!

: Jdx SRily ahor ’
' oplossing of—=—=10 of SX—0 of beide tegelijk plaats
| da da |
: 1 i
| d- !
| e aadp P !
heeft, moet er ook altijd of aan —- — oo, of aan —= — oo -
dy dx 1
” of aan beide vergelijkingen voldaan worden, H
Omgekeerd is het echter niet zeker, dat iedere ver-
1
d-
e . dp p LT .
gelijking die of Eo = oneindig groot maakl, ecn sin-
o dx

guliere oplossing is.

BooLe tracht aan te toonen, dat behoudens enkele
| uitzonderingen de gevonden kenmerken zekerheid geven;
in hoeverre dit beweren gegrond is, zullen wij in een
der volgende § § onderzocken. Zooals wij zien, komen
BooLe en Larnace tot dezelfde kenmerken.

De kenmerken van Boorr onderscheiden zich in zoo-
verre gunstig van het kenmerk van LaGrance, dat zij

' dy dx |
berusten op de beide kenmerken —.— 0 en T_:‘)’
aa td

welke beide kenmerken, zooals wij gezien hebben, alle ;‘
oplossingen in zich bevatten. ’

LAGRANGE heeft ook nog op de volgende wijze twee
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andere kenmerken afgeleid, die bijna geheel met die van
BooLe overeenkomen.

In § 1 van dit hoofdstuk hadden wij de differentiaal-
vergelijking onder den vorm

Kzt o) =0

Lossen wij hier p uit op, zoodal p=—=—f(x,y) is, en
substitueeren wij deze in de vergelijking zelf, dan ver-
krijgen wij een identieke vergelijking; de verschillende
partieele diflerentialen moeten dus verdwijnen. Wij vin-
den dus:
dIf dIf {]lp dl’ (]qs llp__
TR R T e
df  dF dp  dF dg dp

e =+ L —0.
dy " dp dy dg dp dy

0.

en

Hieruit vindt men:

diF . dlY dg dlit . dlE dg
dp _ dx " dg dx dp _ dy ' de dy
dx = dF dg T dy T dI dg
dp dp de dp
e Sl ; dl’ :
daar nu bij singuliere oplossingen — == 0 is, zoo wor-
g
den dan
dp dp
*‘!‘ e ) én - I: 0.
dx dy
1
d-
' p k
Volgens Doore zoude —-==oc moeten zijn, maar daar
ux ¢
1
) 1 dp . :
P l: 15, 200 komen de kenmerken als p zell
(x p’dx

niet gelijk nul is, overcen.
7. Oplossing van TIMMERMANS,
TimmErMANS heelt uit de verschillende wortels der dif-
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ferentiaal-vergelijking ten opzichle van p een weg gevon-
den, om de singuliere oplossingen uit de dillerentiaal-
vergelijking af te leiden.
Zij [(x,y,p)=—0o0
een differentinal-vergelijking van de eerste orde mel Lwee
veranderlijken; wij onderstellen den vorm algebraisch ;
zij u de hoogste macht van p. Zijn nu p,, psypPs. .. Pu
de waarden van p, dan kan men de differentiaal-verge-
lijking schrijven onder den vorm:
P—p) (P—p) (P—Ps) -« -+ (p—pu) =0.
De vergelijking
df
e
onderstelt dus de gelijkheid van twee of meer worlels.

0.

) ol
Is de waarde der wortels rationeel, dan geeflt T —0de
dp

vergelijking der raakpunten van twee krommen van ver-
schillende soort.

: : df

Komen er echter worlelvormen in voor, dan omval =— == 0

dp
ook de vergelijking der rvaakpunten van de krommen die
door een vergelijking verbonden zijn.

Truyveryans leidt hieruit den volgenden regel af’:

Ten einde de singuliere oplossingen (e verkrijgen van een
differentinal-vergelijking , die een algebraischen vorm heelt
moel men deze vergelijking ten- opzichte van p oplossen

Indien p geen wortel beval, is er geen singuliere op-
lossing; in hel legenovergestelde geval stell men de fune-
ties onder de wortelleekens gelijk nul, of ook de lTunc-
ties, die de wortels vermenigvuldigen; en indien deze
vergelijkingen aan de waarde van p voldoen, -en niet aan
de algemeene integraal, dan zullen dit singuliere oplos-

singen zijn.
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Daar sommige differentiaal-vergelijklngen van transcen-
dente [uncties algebraische vormen zijn, zoo omvat deze
regel mog meer singuliere oplossingen dan de regel van
(§ 4, g, H II).

Voorbeeld.

De singuliere oplossingen te bepalen van de differen-
tiaal-vergelijking

[1-[* il—\ d\ ]—\— y—0~0.
dx l|\ !

De algemeene integraal hiervan is:
a’—2aly 4 (ly) =x-v.
Hierop is dus de regel van (§ 43, U 1I) niet van toe-
passing. Lossen wij de dilferentiaal-vergelijking ten op-

zichle van -‘]—) op, dan heell men,
dx
dy _ —yE])/ xFy i
dx }ﬁmﬁ

§ 3. Criterium voor de singuliere oplossing.
Onderzoek van TiMMERMANS.

Zooals wij gezien hebben  zijn bij een dillerentiaal-
vergelijking van algebraischen vorm , de oplossingen be-
grepen in de vergelijkingen, die men verkrijgt door de
vormen onder hel wortelteeken gelijk nul te stellen ol
ook door hunne factoren gelijk nul te stellen. De eerste

vergelijkingen  zullen wij door ¢ == 0 aanduiden, de
tweede door yp==0
leschonwen wij eerst de vergehjkingen ¢ == 0. Wan.

neer zij aan de differentinal-vergelijking voldoen, stellen zij
de vergelijking voor van een kromme, die aan twee krom-
men raakt, waarvan zij de vergelijkingen gelijk maken.

Zij p == a(x, y) ¢en van de vergelijkingen. Ontwikke-
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len wij deze naar de opklimmende machten van  dan
hebben wij
p— ;\.-. qu :\,qr + A:t}r? —{-— .....
Als y == 0 hieraan voldoet, moet
(llp
dx
i

1\.,, =

Dit gesubstitueerd geeft:

ds | i
(p)+<w WL\w—I—:\w* ]

dy

maar dy k,[ (jlf %t—f') p] dx,

dus

dy = 1p | [ v Aayp - Ayt - L] dx,
of
dy = M dx
als wij

T y
(‘ YN A Ay LAtk ]

dy/
stellen.

Differenticeren wij nu, terwijl wij A, weder kortheids-
halve opnemen en ook voor dy steeds zijne waarde sub-
stitueeren, dan verkrijgen wij

dy .
Gx T o A Al
d%y dA, dA.,
T — g T Ay +““*'# T 280N -yt
dy _ d*A,
;—iv-\ d—-' = A \1 I’J +

Aan al deze opvolgende vergelijkingen voldoel y == 0
deze vergelijking kan dus niets anders dan een particuliers
integraal zijn, daar zij geheel mel p == = (x, y) samenvall.
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Onderzoeken wij nu de vergelijking ¢ == 0. Noemen
wij @ de exponent van den wortel  Ontwikkelen wij p

volgens de opklimmende machten van g# dan heeft men :

1 p
1) == :\;J *I— A“I'T‘ —'—— ‘\"'l; + -
Opdat nu g == 0 aan deze vergelijking voldoe, moet:

i
A — \‘TIQ

zijn, dus verkrijgt men:

S "t -‘l] ! >
l]) +_( h | J [\ *l \'“"{"\;“’“i-"‘]

dx

-«"|||]l\\ llq
{ - - Je \
dy [(\ll‘\ ) P (\il\ )] gx
700 18
L 7di ) TR 3 -
dy =g (1) [-\. L AL gis - AL g |] dx

1

dp = gn M'dx,

daar echter

of

als wij stellen

g X e
' - \ - : { ,ﬂ — \ PP ==, .. -]:
<l\ [ 7t A

dillerenticeren wij nu p op dezelfde wijze als boven, dan
vinden wij:

dy 4.

e :\“ + :\ ‘JF‘ i .'\;l] ;‘ -{— A% Ay

dx

A2y (l.\:‘ dA .f—:l_ 1 AN 'L\i . 2 ‘\'- W
dx x x Tk dx o




d:‘y o dgA; 1
F i di\'.3 —y

di\' di—lA;
dxt — dx‘*'i+
3! 1y AN
) g ,(1 = '_l h_‘ﬂ.l_ _‘{,
1"' i—1—
¢ e

HERHE=A

b

g zal aan deze vergelijkingen niet voldoen, wanneer

de exponent van ¢ in den noemer positief is.
¢ zal dus met een der krommen niet geheel samen-

vallen.
Of ¢ = 0 een singuliere oplossing is, hangt dus van

den exponent af
Indien de functie @ een geheele macht is van een

[unctie ¢,, zoodat ¢ =— (pr, dan is g een singuliere oplos-
=y of

sing of een particuliere integraal al naarmate u
In het tweede geval komt de funclie ¢, buiten

12
Iy

< ¥.
het wortelteeken en is zoodoende een particuliere integraal.
Uit de gegeven ontwikkeling kan men ook den graad

van de raking der enveloppe bepalen Zoolang 1— 1<
F
is het differentiaal-quotient van de enveloppe en de geén-
veloppeerde kromme gelijk; is dan bij het volgende quo-
: . _(i41)w o .
tient 1<Z* ~, dan zijn die quotiénten ongelijk en legl
"

»

de graad van raking tusschen

i
en
=1y iy

Wanneer een differentiaal-vergelijking (x| y, p)==0

een algebraischen vorm heeft, kan men haar algemeen

onder den volgenden vorm plaatsen
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v
= (% ¥) +y(x, y) [q:(x : 3‘)]-“
en al de singulicre oplossingen zijn begrepen in de ver-
gelijking ¢ = 0; diflerentieeren wij nu ten opzichte van
x en y dan hebben wij de particele diflerentiaal-quotienten :

dl}\ L fdy ] ‘[ ]‘ dy (o .Al,’l,"(&_’_ !) ‘dip
(\li\) BE (tl—\/) o ASER dx ' |: o ( tl\)
p(X, ¥)

¥

(]p (1! [ :I“ dy ¥ l!r V) lil]
( 5
((l\ 11\\ Tl dy | ,rc[ ' ]ﬂ SR 7
QpLx, \-,'
ol

S ”"“7 - dy e Ay ‘dy
"(l[)\ " [lm‘# ' }_J_]___ | 'l‘\“ | ,u[m\ \ i] ( tl\ ) I:q: Xy u] ( 'l\

(st
[ (X H-I —' - rr X, ] dw [ (X, \'\—] 0
/ (!p)_'” X cl\ ) Kui\ i (‘ll).

\\d}‘, pi—»
ng(x ,y) "

deze waarden worden door ¢ == 0 tegelijk nul; indien ¢
G o .. dyp :

alleen een functie van x 1s, 18 — == 0 en dan is alleen

ay

¢||l . dp

-~ == oo evenzoo is alleen —— == o<, als ¢ alleen een

dx dy

y . . dp dp -

functie van v is, — en — worden echterniet alleen voor
¥ dx dy

¢ = 0 oneindig.

De differentinal-vergelijking kunnen wij ook onder den
volgenden algemeenen vorm plaatsen:
(= [p—gx. V] — [y, V)] [px,y)]"=0
hieruit vindt men :
1”. I !

3p = #lp— 20, ))
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df
Voor ¢ =0 wordt p=—=y(x,y) dus dan is —=—=0.
dp
HouTais wil uit de theorie van TiMMERMANS nog het
d*y 0
kenmerk van Lacrance alleiden, dat T8 g wordL.
ax” )

Wanneer wij namenlijk nit p het tweede dilferentiaal-
quotiént afleiden, vinden wij:

d*y tl/ d/ 4 :; dup t|1p
dx® d\ d} P +|:'m\ e ] (ll\) kd\
oo vlex,y)] ci.;) I|q> (
[ ];o%l j(d\ bl (ll\ P \
pLo(x,y)

en indien wij voor p zijn waarde plaatsen en alles Lot

denzelfden noemer brengen Krijgen wij:

v |

s e+ (Bt
mn}(“"')ﬂ"“‘) - 4—(“”) (0 ) [ ‘”*‘l"(‘*

L—I'

dx dy Iy
§ ilqn llq ) dg’ _'-[ e
IP}' o ¥+ ¢ i (]\ ("‘1)1 ((I\) w( ) [‘;( )];t.\ l! -:\ , ‘i),]_
T R

ulp(x, V)]

’dl A

Opdat voor ¢ = 0 de teller nul worde moeten (d—]-) en

[le:' g 14 . . .
(-“) heide nul zijn, en dit kan niet of er moet noch x
dy

noch v in de singuliere oplossing voorkomen.

§ 4, Onderzoek naar de verschillende

kenmerken.
Wij zullen trachten omtrent de gevondene kenmerken
de voleende Lwee vragen (e beanlwoorden.
«. In hoeverre kan men verwuchlen, dal de verge-
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lijkingen , die men door middel van de kewmerken vindl
aan de differentianal-vergelijking zullen voldoen.

8. Zullen de vergelijkingen, die men door de kenmer-
len vindt, en die aan de differentiaal vergelijking vol-
doen , singulicre oplossingen zijin.

«. DE MorGAN 1) heeft getracht aan te toonen, dat de

. . dp dp s .
vergelijkingen, die —= en —— oneindig groot maken, ol
: dx dy :
aan de differentiaal-vergelijking voldoen of de meetkundige
plaats aanduiden van de punten, waaryan de kromming
oneindig grool is.
Zij de differentiaal-vergelijking
p=1(x,Y)

; At df
dan vindl men vil — == 00 €N — == o9,
dx dy
d°f d*l d*f d°l
A —) —_— — 0
dx® + dxdy } dxdy + dy* P
ol
Al d*l
dx? llxd\-‘
N, e —= = ——
) | der d°l
1|xi|?\‘ dy?

Differenticert men de differentiaal-vergelijking zell, dan
verkrijgl men:

, dft . dl
(LO)IRe *_-llx-‘——{ly-p
! dlr
| =
ol P —— T
dy

1) Transactions of the Cambridge Philosophieal Society vol, I1X, part, 2
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Wanneer p' verdwijnt len opzichle van = hetgeen

plaats heeft als p' ecindig is, dan is
df
dx
(B} )= TR
Y
en dan zal dus de waarde van p uit (9) de dilferentiaal-
vergelijking voldoen, daar p in (11) onbepaald is en men
dus door middel van (9) de waarde kan bepalen.
Verdwijnl daarentegen p' niet, dan kan dit niet anders
dan wanneer p' oneindig grool is en dus, wanneer de
gevonden vergelijking de meelkundige plaats van de pun-
ten van oneindige kromming voorstell.
et kan daarbij ook voorkomen, dat p', hoewel onein-
df df

— of — verdwijnt en
dx dy

dig groot, toch len aanzien van
dat dus de vergelijking te gelijker tijd een enveloppe voor-
stelt en tevens de punten van oneindige kromming.

Darpoux ') maakt in eene mededeeling over hel op-
pervlak, waarin de middelpunten van kromming van ecn
algebraisch oppervlak liggen de volgende opmerking :

Wanneer wij een diffeventiaal-vergelijking beschouwen
bijv. van den tweeden graad van p

ApP+Bp+C=0

waarin A, D en G functiétn van x en y zijn, dan neemt

men in het algemeen aan, dat de kromme, voorgesteld
door deze vergelijking, een enveloppe heelt en dat deze
enveloppe gegeven wordl door de vergelijking :

=B —4AC = 0.

Juist het tegenovergestelde heeft plaats; in hiet alge-

1) Comptes rendus de 'Acad, des Sciences, Tome LXX, pag. 1831,
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o

meen hebben de krommen geen enveloppe en de kromme
R=—0 is de plaats van de keerpunten.

Indien de krommen een enveloppe hadden, moest de
vergelijking R =0 de differentiual-vergelijking voldoen ,
dus hebben wij de vergelijkingen :

div: dR dy dy B
dx "dy dx — ®“dx 27

of
di B dhi 2
dx  2A _ll—“,- A

Deze laalste vergelijking moet voldaan worden en daar
B 1 :
R en T onalhankelijk van elkaar zijn, zal dat meeslen-

tijds niet plaats hebben.

Tegen deze bewering geefl CATALAN ) eenige voor-
beelden dat R==0 wel de enveloppe voorstelt, zooals bij
de vergelijkingen.

‘dyy\ ; oo dy :
2x? 4 1) (=2 ) (L 2xy v -2 5 4 gve 11—
(2 1) (30) + 0 t-2xy 4y 2) < oy 1—0
(8]
dye dy
3x (- - 6y == 4-x-}- 2y — 0.
i (\,tlx) Y dx ) :

Darpoux 2) heeft daarop zijne stelling now algemeener
bewezen

Zij namelijk gegeven de differentiaal-vergelijking :

(YA D i)

Nemen wij hiervan het differentiaal-quotiént ten opzichte
van p, dan neemt men algemeen aan, dat, wanneer men
tusschen dit differentiaal-quotiént gelijk nul gesteld en
tusschen de differentiaal-vergelijking p elimineert men
dan een singuliere oplossing zal hebben,

1) €. R, Tome LXXT, pag 69,
2) O, R, Tome LXXI, pag 267,
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Hierait volet, dat wanneer men uit de differentiaal-
vergelijking p oplost en uit de singuliere oplossing y;
dat dan p het differentinal-quotient moel zijn van y. Het-
geen in hel algemeen niet zal plaats hebben, daar de sa-
menstelling van x in de differentinal-vergelijking geheel
willekeurig is, en men in de formule een constante door
een functie van x kan vervangen, zonder dal er iels ver-
anderd wordl, daar de differentioal-vergelijking niet ten
opzichte van x gedifferenteerd wordt.

Uit deze opmerkingen en van DE MORGAN en van DAn-
poux blijkt dus, dat omtrent de gestelde vraag niels mel
zekerheid is te zeggen; wij kunnen dus alleen de waar-
schijnlijkheid bespreken van de gevallen, die voor kun-
nen komen. De Moncan en Darpoux behandelen te sa-
men die dric kenmerken, die wij hebben gevonden

dp dp df - rim.
L —o0; ——o9, en ——0, waarbij wij dan nog
dx dy dp it
df
moeten voegen ===}
d -
p

Mansion 1) behandelde in een verhandeling over de
singuliere oplossingen van de dilferentiaal-vergelijkingen
van de eerste orde dezelfde vragen als pE MORGAN en
Dansoux, en komt daacbij tot geheel andere resultaten.

Tegen pe MorGAN maakt hij de gegronde aanmerkingen,

. v e il o i
dat uit (10) blijkt dat, wanneer -— en —— oneindig grool
' dx dy
. ' . . . '
zijn, p' ook oneindig groot is, dus dat het geval, dat p
oneindig aroot is, meestal zal voorkomen ; bovendien zijn
dl dl

de differentinal-quotiénten van — en ——, zooals nE Mon-
dx iy

1) Bulletins de PAcademie de Brux. 1872, Tome 34,
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GAN ze geefl, verkeerd, maar moelen zijn;

(df\=2df I\ -2
(_%] [(_ d*r 'l_” i‘n[[i) d’l (H _”'
dx/ iil.‘{‘ d\{h \dy, dxdy 1]\

Welke vergelijkingen ten gevolge van et oneindig zijn

df df
van — en ~— gelijk nul zijn, maar nicts geen zekerheid
dx dy °

geven, dat de andere factoren dit zijn. Maxsion heell
daarom een uitvoerig onderzoek ingesteld omtrent deze
vraag:

Gegeven zijnde een serie van krommen voorgesteld
door de vergelijking

p(x,y, a) =0 of y— F(x, a),

ten cerste te zoeken de enveloppe van deze krommen en
ten tweede de meetkundige plaats van de punten waar

de kromming oneindig groot is.
De vergelijking van de enveloppe van de krommen
voorgesteld door ¢(x, v, a) == 0 vindlL men door a le eli-

mineeren lusschen

dg  dg _
P — — U'en [-]i-l_ ']\ =0
en lusschen
1||, t]q
g —20 en dl d\ 0.

De plaats van de punten, waar de Kkromming oneindig

erool 15, vindt men door a te elimineeren tusschen

ll:e} ll?t[! l] li‘ t]q-
y— 0en |— =2 ——p - Y | el e—— e
L (“l.\" r dxdy Pisi; (]\ ) dy
en Lusschen
. '(]:(]' l!l’ ]. l}l:tin 1 llt[
o——xan (— - 2 — e — -] —y
¥ dy® 5 dxdy p dx® p‘,) dx —

Hieruit ziet men dadelijk, dat, indien men heelt:

(Iql Ilvp
— o0 el — == o9
dx dy —
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men dan in 't algemeen een oplossing zal hebben van hel
b cerste vraagsluk, welke echter niet het tweede vraagstuk

hi zal voldoen; daarentegen, wanneer wij hebben
H l
Hll d(p =0 ap
‘ — —0en ——0
il dx dy ’

',! dat dan het tweede vraagstuk opgelost kan zijn.

zwl In het algemeen zullen die twee oplossingen niel sa-

ii _ menvallen.

i| Daar

{5_“ (Iq-

I _

il dy

1; 700 18

%‘;i ll"‘q‘ l]"'c;n tl:"q‘ 9 |

} i,l_p b sy Sy dx* -}_: dxdy P -l_tl}“_p

kT e dy

i dy

1 dus p' = 0, wanneer ﬁ oncindig groot is.  Wij zien

i dus, dat het kan voorkomen, dat de enveloppe samen-
| valt met de plaats der buigpunten; daar in die punten
: p'=0 moel zijn 1).

1 Indien wij den Lweeden vorm onderzoeken :

i (12) Eie o S v (i)

i dan kan men het eerste vraagstuk oplossen door a te
:; elimineeren tusschen (12) en

| i ()}

1 da

| Ten ecinde het tweede vraagstuk op te lossen, moet

men a elimineeren tusschen (12) en

1) Zie Lopatro, Diff, en Integr. Deel T, pag. 128




d°r
dx*
Uit (12) leidt men de differentiaal-vergelijking al, door
a e elimineeren tusschen (12) en

dl a2
(13). .« cvv e p=1_ — KFi(x, a).
Zij (14) ... ..y ==[(x,p) de dilferentiaal-vergelijking.

Als men nu (p) uit (13) in (14) substitueert, dan
heell men:
(15) .....y=ffx, F(x, a)} = F(x ).
Bij ecne singuliere oplossing kunnen wij a vervangen
door cen functie van x bijv. z(x) dan is:
(15 ) ey = 8 K (% y(x)) 1.
Dillerentieert men nu (15) en (16) en noemt men
de differentiaal-quotiénten p en p,, danis:
o di dEdr dlY dy
P—Tx 3 A dx 3 dl dy dx
en
dr dft d1
P =T A dx

In de punten, die de twee Krommen gemeen hebben,
o

zijn x en y dezelfde en is ook a==%(x), dus don 1s:
di dl” dy
AT o o i o e e | e N S
(A7) i dF' dy dx

Voor cen singuliere oplossing moet dus:
df dI”
A dy
Dit kan zijn, ten cerste tengevolge dat:

— 0 zijn.

dit . dy dp

— of ==—0 of ==— o0 15;

dl dp dy

. dli’ ..
wanneer niel tevens — —— oo; men zal dus een singu-

dy
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Hi| liere oplossing kunnen verkrijgen, wanneer wen p elimi- :
|
| dp _
i neert tusschen — — oo en (14).
I dy
lfl dF!
i Wanneer dan ook tevens J< et oneindig groot is,
1] X
komt dit overeen met het kenmerk van LAGrANGE, wanl !
il .
| dan is: ‘
4 df . |
l = d_\ en daar ]
l‘. df
| L.
l‘:.‘! {l\—{
Hi| Z00 1S: dl
I T
i Jo I dx
i if— =
Il df
tlf‘ dp
il 0
il dus 1)
1| Pi==1

Door middel van deze vergelijking van LAcrance ziel
men dan ook tevens, dal p'=—o~o is, wanneer p niet

J dr . df df
Hi gelijk —is en wanneer — ==0 is of — — oo of P01
i dx dp dx =
{ ¥
In deze gevallen kan dus de kromming oneindig grool zijn.
di’ ; y 3
[s 1 = dan zal er ook een singulicre oplossing
| dy :
|

kunnen zijn, wanneer
dy 5 dl L

lim. = =),
; dp " dy T
? Is dit produkt verschillend van nul, dan is er geen
" Ty . dI
singuliere oplossing. s i of p'==oc, dan kan er wel
dx

een singuliere oplossing zijn, maar daar p dan niet gelijk

(1| L o :
aan = 15, 18 de vergelijking van LaGranNGE niet voldaan,
ax :
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en de enveloppe is dan tevens de meetkundige ploals van
singuliere punten.
Lacrance leidt zijn kenmerk ook alleen uit de verge-

Al
|

-=— 0 al. Wij hebben reeds vroeger opgemerkt ,

b (
lijking

dat hij daardoor niet alle rechtlijnige enveloppes in zijne
beschouwing opneemt.

df _ dI 2
Het produkt — <X —— kan ten tweede ook nul zijn
dls t]x
dl . .
wanneer — == 0 1s; dan heelt de enveloppe een ra-

(]x
king van de tweede orde mel de omhulde kromme; want
de vergelijking der enveloppe is:
y =F(x,y(x))

dus
- f]lf‘_{_g][" dy
dx dy dx
of daar ; of il-l-::: 0, 200 I8
dy da
_dF
P=—ix
dus
h';-‘—li -} i O en len gevolge van cb —0
dx®* © dxdy dx L T dy
K
=

Uit dit onderzoek zou men dus kunnen afleiden, dal

: ¢, _Jlai dp

in het algemeen de eliminatic van p tusschen -il-- — oo én
dy

dp ol \ : : .

- — o aanleiding  geeft tot singuliere oplossingen ¢n

dx ' '

slechts bij uitzondering tot de meetkundige plaats der pun-
ten, waar de kromming y oneindig groot is.
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Dargoux laal dus in zijne beschouwingen, daar hij

df 1
alleen het kenmerk -]—:l) opneemt, ook vele rechtlij-
ap

nige enveloppes butten behandeling.
Wij kunnen uit dit a

les besluiten, dal wij niel met
zekerheid kunnen bepalen, of men met de bekende ken-
merken de singuliere oplossingen kan verkrijgen.
Omtrent Liet kenmerk van Lacaxce is gebleken, dat
dit niet voor alle singuliere oplossingen van kracht is.
Lacrance beschouwt bij zijne theorie ook slechts een
contact van de eerste orde  Helgeen ook blijkt uit de
meetkundige beteckenis, die hij aan de singulicre oplos-
singen geeft.  Wij gaven in (§ 4 « 1. IL) de volgende
bepaling, die wij aan hem ontleend hebben: men kan dus
die verschillende krommen beschouwen als een enkele
kromme mel een oneindig aantal takken, die onderling
verbonden zijn door dezellde vergelijking.  Dus in ieder
punt van de rakende kromme zijn twee takken, die de-
zelfde raaklijn  hebben, de eene is de rakende kromme
zell, de andere de kromme, die in dal punt raakt. La-
GRANGE ') zegl verder in zijne theorie, dat aan iedere

dy d’y
waarde van nu ecen dubbele waarde van -2 moel be-
dx dx®

T
anlwoorden en dat das l—\ cen onbepaalde waarde moet

oux-
hebben, dus d_h —0.
dx®
op dezelfde wijze als bij dubbele punten
dy 0
ds 0

moel zijn.

1) Ocuvres de L. par Serret. Tome 1V, page 39.
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Men kan zich echter enveloppes denken, die met de
omhulde een raking van de n-de orde hebben, de voor-
waarden daarvoor zou men kunnen vinden, wanneer men
de vergelijking (17) differenticert.

Voordal wij tol de volgende vraag overgaan moelen
wij eerst nog eene verhandeling van Dannoux 1) vermelden,
waar hij cene opmerking maakt, die de geheele theorie
der singuliere oplossingen nog onzekerder maakl.

Nadal hij nog eens de kenmerken van Lacraxce heell
afgeleid en bepaald, dat de ecliminatie tusschen

7 , I .
[(x,y,p)=0 en =0 (zic § 1)
' dx
en tusschen
df dr dff
——r—len —pite——0
dp ll}’[ 3 dx

dezellde moet zijn, en doarbij erkent, dat de singuliere
oplossingen waarhij p en p'== oo zijn, daarbij niet zijn
opgenomen, maakl hij de opmerking, dal men verkeerd
doet, om van alle differentiaal-vergelijkingen aan te ne-
men, dal zij integralen hebben, die over het geheele
vlak continu zijn.

Voorzeker is het waar, dat dit niet altijd het geval is;
waar men zal mijns inziens toch bij het afleiden van de
singulicre oplossing uit de differentiaal-vergelijking die
hypothese omtrent de algemeene integraal moeten stellen,
want daar de singuliere oplossing met de algemeene in-
tegraal samenhangl, moet men bij het nagaan van de
kenmerken altijd aannemen, dat er zulk cene algemeene
integraal is.

3. Onderzoel van BooLE.

Met de tweede vreaag houdt voornamelijk Boove zich

1) Bulletin des seiences math. et astr. tome IV.
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bezig.  Dat onderzoek is verdeeld in zijne trealise on diff.
equations en in hel supplement daarop, waardoor hel
geen goed geheel is geworden.

Wanneer men kan bewijzen, dal een particuliere inte-
graal nooil aanleiding kan geven, dal :-;!T}:co wordt,
zou daaruit volgen, dat alle oplossingen van de diffe-

. R . dp ; 2
rentiaal-vergelijking, die [—l—:: oo maken, singuliere op-

lossingen zijn.
jooLk 1) heefl maar getracht aan te toonen, dat de

dy . dp
I_} — () maken, nooil ul on-

particuliere integralen, die
dx dy

eindig grool kunnen maken.
(resteld, dat ((]l—:: —(x,a) is en dat deze voor een con-
¢
stante waarde van a nual wordt, dan zal deze lunctic voor
een verandering van x steeds dezellde waarde nul behou-
den, dus in de vergelijking.

dp L log w(x -}~ h, a) —log y(x, a)
dy h

zijn beide de functies yp(x-h,a) en w(x,a) nul, dus

de logarithmen er van — oo; de twee lermen vernieligen
elkaar, de limiet is dus nul.  Boore ) heelt echter een
voorbeeld gegeven, waarbij de redeneering niet doorgaal ;

oD
POV, D) o

wanneer namelijk w(x,a) van den vorm e
waarin g(a) voor een waarde van a oneindig groot wordt,
dan is
dp lim pl)ip(x I, a) — y(x, a)j
dy h

1) “Supplement pag. 14.

2) Treatise pag. 159,
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en daar g(a) niet verandert, wordt die limiet wel dege-

lijk oneindig grool.  Daarbij vergeet hij geheel die par-

Yooyt B . dy . .
liculiere integralen, die T niel gelijk nul maken, maar
(il L

toch samenvallen metl een integraal, die onlstaal, als men
voor a een funclic van x substitueert, zooals:
y —a(a — x)%

Voor a == 0 en a ==x verkrijgt men dezelfde integraal
: dp

y == 0 en maakl — == oo, en toch noemt men y =0 geen
dy
singuliere oplossing.

Uit deze [eiten blijkt al voldoende, dal het niet moge-
lijk is, voornil mel zekerheid te bepalen, ol de oplossing
singulier, dan wel pacticulier zal zijn.

BoorLe beproelt echter ook omgekeerd te bepalen, welke
vormen aanletding  Kunnen geven tot het oneindig wor-
den van ﬂ
dy
Hij beschouwt daartoe de vergelijking

dp_xod g oeedy
dy dx " da

en leidt oit het oneindig worden van het tweede lid het
oneindig worden van het eerste al.  Wij worden daardoor
dus teruggebracht tot de beschouwing van de kenmerken
dy dx
= en — -
da da
Ten eevste, zegt hij, kan die vorm oneindig grool
worden len gevolge van cen functie onalhankelijk van a,
oL, dp
dus een lunctie van x, maar, omdal E alleen tot oplos-
dy
singen mel y kan leiden, zoo moet men dil geval maar
overslaan; op het ongerijmde van deze redencering is de

aanmerking gemaakt, dat men juist nu van die functién
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van x moet zien, wal voor een oplossing dit is. BooLe
verbetert dit dan ook eenigszins door te beweren, dat,
daar het eene oplossing 1s van x, men hel kenmerk

(l}-
'—II—: moet onderzoeken, omdat daarmede alleen oplossin-
gen mel x kunnen gevonden worden. [lij kan hieruit dus
alleen maar afleiden, dat men beide kenmerken moet
onderzoeken, omdat dan alle ginguliere oplossingen e
verkrijgen zijn, maar hiermit blijkt nog niet, dat alle
oplossingen singulier zullen zijn.

Fvenzoo kan het tweede lid oneindig groot worden
voor een functie van a en x dus als a=—/[(x) is. Dil
geell ook volstrekt geen zekerheid, dat wij mel een sin-
guliere oplossing te doen hebben,

Findelijk komt hij tot het geval, dat het tweede lid
oneindig groot kan worden tengevolge van een constante
waarde van a, en hij leidt hier zells een bijzonder soorl
van singuliere oplossingen uit af.

(l dy

— log —= = ¢g(a) y(x, ),

Hij stelt dan P T

' F . 2 )
S — / pla) w(x ,a) dx == g(a) ]{ y(x, a)dx,
L] L]

dv
dus log
da

; (I\' p(a) y(x,a)
(IO e Ol

Hierin wordt @(a) voor ecen bepaalde waarde van

a— —oo. Wij kunnen (18) ook eenvoudiger schrijven
op deze wijze
Al ik e AR
(LO) ST s -{E._[,

dy . Sy .
el \'t‘l‘ll\\'l”]l dus voor a — — oo, wanneer y(x ,;n) VOO
da '

die zelfde a een eindige waarde heell.
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Uit {19) vinden wij:

y = I(x,a)e” Y L F(x)

Zien wij nu, wal voor een lijn deze vergelijking voor-
stelt, terwijl a = — oo 1s.

Nemen \\'ii x 200, dal y(x,a) steeds positief is, dan
is altijd y == F(x). Zoodra :,r:hlm y(x,a) =0 is; slel dat
dit plaats heeft voor x =—=x, dan is

P e {64 5F). +- F(x,),
en zoodra y(x,a) door het nulpunt heen aan den nega-
tieven kant is, verdwijnt het beschrijvende punt i het
oneindige  Is daarentegen a=—=oo, dan zal zoolang
y(x,a) negatiel is, y=1I(x) zijn; deze Lweede particu-
liere waarde sluit zich dus onmiddellijk aan de andere
particuliere waarde aan.

Voor de positieve waarde van y(x,a) verdwijnl het
punt weder in het oneindige. Voor dezelfde waarde
is ook

X,
Yo oo — (X, 2) = F(x)).

Deze v komt niet overeen met de vorige, tenzij I(x, , a)
voor a—— — oo of - oo dezellde waarde heelt; dan heb-
ben de beide particuliere integralen een punt gemeen,
anders niel.

Fr bestaal dus niet de minste reden om dit singuliere
oplossingen te noemen, het zijn zuiver particuliere inte-

dy . ; \
aralen ; 117 is alleen maar nul, zoolang als ay(x,a)
= — o0 i8i

Gaan wij nog de voorbeelden na, die Boore geefl.

J8iyie—=laf

Voor a == — oo en x positiel is y == 0, dus deze par-
ticuliere waarde valt mel de positieve x-as8 samen; voor
x negatiel is y=——oo. Wanneer a ==-}o0, is y=—=0
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zoolang als x negatief is, dus dan wordt deze parlicu-
liere inlegraal door de negalieve x-as voorgesteld; wordl
x positief dan 1s y =— oc.

Voor x==0 is in beide y=—=0, dus in het punt

(x==0,y=—=0) vallen de beide particuliere integralen
samen.
9e y — "X — 0

Dit 1s geheel hetzelfde voorbeeld als het eerste, als men
x —a—x' stelt, dan is:

pnx'

y
Wij verplaatsen dus de geheele voorgaande constrnctie
tot in het oneindige, waar wij ons bij hel al verder en
verder wegdenken van den oorsprong, toch nog de voor-
gaande twee particuliere integralen kunnen voorstellen.
llet onderzoek van Boone geeft ons dus geen zeker-

: . on o dp . ..
heid, dat de oplossingen, die wij door —£ — oo verkrij-
: :

gen, singulier zijn; inlegendeel het kan voorkomen, dat
zij particulier zijn. De bijzondere verdecling van non
envelope en envelope species of singular solulions kan
geheel achterwege gelaten worden.  Er zijn niel anders
dan singuliere oplossingen, die tevens enveloppes zijn;
wij kunnen immers geene andere singuliere oplossingen
verkrijgen, dan door een veranderlijke constante en die ver-
anderlijke constante geell in de graphische voorstelling,
of een reeks van snijpunten, of enkele, of geene; die reeks
van snijpunten hebben wij leeren kennen als de graphi-
sche voorstelling van de singuliere oplossingen ; de voor-
waarde, dat daarbij steeds het differentinal-quotiént hel-
zellde is, maakt dat die reeks van snijpunten een kromme
lijn voorstelt, die de opeenvolgende Kromme lijnen raakt
en deze noemen wij de enveloppe.
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B:. Onderzoek van ZAJTACRKOWSKI !).

ZAJACRROWSKD heeft getracht aan te toonen, dat de
oplossingen der differentiaal-vergelijking, die aan de ken-
merken van LarLace

1

d—

dp p
-—= o0 en —— oo.

dy dx

voldoen, altijd singuolier zijn.

Fenigszins gewijzigd toont hij dit op de volgende
wijze aan,

Wij hebben gevonden (zie § 5 [111) dat, indien u == 0

du

een singuliere oplossing is, ir volgens de  opklim-

1 -
dx
mende machten van w, de laagste macht van u kleiner
dan 1 moet zijn, dus dan moet
(];L
dx
d— — oo,
e
i
worden.
Wanneer dus Zazscnkowskr bewijst, dat- een vorm

; . i : R o N ‘
w=—0, die de differentiaal-vergelijking — [(x,y) en
dx -
1 dy
ook tevens de vergelijking d |I; == oo voldoet , ook moet
||y
{ '[l
voldoen aan d-—=—o00,
dx
e
dan moel @ == 0 cen singnlicre oplossing zijn,
. . dp ” :
Als dus w==0 een vorm is, die -I—-_';mmaml\‘l,d:m 15
dx

1) Grunerts Archiv 1874 Theil 56 Pag, 175,
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du (?u
= +
(8 duidt partieele (]lt‘lcrcnLl:ml-quollunlen aan)
du ou
HTR
of p-—-T‘ ’
3y
waaruit volgt
u
Ju(alﬁ O 0'u ) (lly ﬁu) 0'n
lll} 0\ S r\u r)\ m\ Tl \[{_X —rT\’ :{‘TJ
dy - du i
(0})
du 0'u Fu du du
d . du 0y dyox Ty (TR _EI>
en daar —] == - :
dx O}' ﬁ‘u
(35)
200 15
(];1
d_[l dx d 1 O‘u

dy Gp dx 0\,
Daar het eerste lid voor @ =0 oneindig groot wordt,

moel dit met het tweede ook het geval zijn.

d Odu : s, o .
- —“—- kan niet oneindig worden, omdat l'-,—’i niel
dx ~ dy dy

§

il o . 7 ~
oneindig kan worden, daar T niet gelijk nul kan zijn;
0)
dit kan alleen gebeuren lengevolge dat in g, y niet voor-
dp d | dy dy
= en —
ll\ “dx da da

komt en zooals wij zagen, 13
kan nooit nul zijn, dan len gevolge van een functlie van
< en a of van een van beiden, hietgeen gesubstitueerd in

de algemeene integraal altijd cene lunctie mel y geell.
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ou . 3t I du
Daar dus d lv;’\i niet oneindig kan zijn, moel 61—‘1
oy ax

TIx O
oneindig groot zijn.
Wij hebben dus hier een zuiver kemmerk voor de ge-
due : : :
vallen, dat ‘—R ontwikkelbaar is volgens de opklimmende
machten van g Uitgezonderd echter nog die gevallen,
waarin een singuliere oplossing en een particuliere inte-
oraal samenvallen, zooals hij de vergelijking
y — a(x — a)’
De vergelijking y == ¢™ heeft tot differentiaal-verge-
lijking
d}j Y log y
GhaT
dit is niet ontwikkelbaar in de opklimmende positieve
dp

machten van vy, terwijl y =0, ~oo maakl,  Dit s

dy
dus een negatieve bevestiging van den regel van Zasacn-

KROWSKILL

§ 5. Resultaat afgeleid uit de voorgaande
beschouwingen.

1* Onder welken vorm ook de differentiaal vergelijking
segeven is, altijd is het mogelijk de singuliere oplossin-
gen al te leiden § 1 en § 2.

2¢ Bij het alleiden van die oplossingen verkrijgt men
echter tevens particuliere integralen. Die singuliere op-
lossingen en particuliere integralen van elkander te schei-
den is zonder de hulp van de algemeene integraal slechits
mogelijk voor vergelijkingen, die gebracht onder den vorm
llgt

dx

- f(x, u) == 0, waarin g =0 cen oplossing 15, onl-
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wikkelbaar zijn volgens de opklimmende positieve mach-
ten van w. Hierin stemmen de onderzoekingen van La-
rLAcE (§ 58 1T 1I) en Timmenrymans § 3 volmaakl overeen.
[let onderzoek van Zasacrkowskr heelt dal soort van

dx

: dp 1
oplossingen ook tot de kenmerken fy — oo en d——o0

G h p

terug gebracht (§ 48.).

3° Aangaande de vraag, of men in’t geheel wel oplos-
singen zal verkrijgen door de verschillende kenmerken,
meenen wij voldoende bewijzen te hebben medegedeeld,
dat daaromtrent niets met zekerheid vooruit kan gezead
worden. Integendeel de opmerking van DArpoux heell
de resullaten nog onzekerder gemaakt. Deze heell daar
over een nieuwen arbeid aangekondigd (§ 4«).

4¢ Ook meenen wij uil het vorige te mogen besluiten
dat alle singuliere oplossingen een enveloppe voorstellen:
en dat de bijzondere soort van BooLe voor particuliere
integralen moet gehouden worden (§ 48).
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Voor de theorie der singuliere oplossingen dient als
heginsel te worden aancenomen , dat iedere dillerentinal-
by o

vergelijking een algemeene integraal heell,

I1.

De methode van den integreerenden factor heeft meer
en belangrijker resultaten opgeleverd dan eenige inte-
areer-methode,

111

De draaiing, die cen rechie lijn moet ondergaan om
: in_de richting van een andere lijn te komen, is de hock,
dien deze lijnen maken.




IV.
De methode om de verhoudine van rechthoeken met
(]

ongelijke hoogten en gelijke basis te bepalen door deze
als dikke lijnen te beschouwen is af te keuren.

V.

De leer der Quaternions behoort meer toegepast te

worden.
VI.

Wiskunde is een natuur-wetenschap.

VIL

De theorie der capillaire-verschijnselen steunt op ver-

keerde gronden.

VIIIL

De opstijging in een capillaire buis wordt veroorzaakt

door den benedenrand der buis.

IX,

Door de theorie van Farapay omtrent de inductie
van Electriciteit komt men niet verder: zij is in wer-
kelijkheid dezelfde als de theorie van de werking op

alstand,
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X.

Wat MaxweLL (Electricity and Magnetisme) bedoelt
met displacement of Electricity is zeer onduidelijk.

X1
Ten onrvechte antwoordt Lamiz op de vraag of de
inwendige samenstelling der vaste lichamen altijd een
raadsel zal blijven: »Ouni, si 'on ne veut admettre que
la matiére pondérable, non. si Fon admet en outre
'existence de I'éther.”

XII.

De verklaring, die Crooke van den radiometer geeft
is in strijd met de ondulatie-theorie.

X11T.
Bij de mnasporing der planeten binnen de loopbaan

van Mercurius 1s vooral veel te verwachien van de

photographie.

XI1V.

De theorie omtrent het ontstaan der planeten-wereld
wordt ten onrechie naar LarvLace ;;t'llnl'lllll.

XV,

De onjuiste vitkomst van de theorie van HEgMANN,
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omtrent de verbrandingswarmte van samengestelde stof-
fen, is geen bewijs tegen de constitutie-theorie.

XVI. ;

L \

et is gewaagd als algemeenen regel te stellen, dat |
de natuur een afkeer heeft van zelfbevruchting. |
|

XVIL |

Onjuist zijn de benamingen Kiem en Dojerstok in de

vrouwelijke generatie organen der Plerelmia.
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