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INHOUD.

Hoofdstuk I

Overzigt der verschillende methoden.

A, Overzigt van het- vraagstuk. Elementaire behandeling
door Beer en Green.
§ 1. Overzigt van het vraagstuk.
S
(¥

2. Bepaling van de betrekking tusschen de uit- en inwendige potentialen
en de potentiaal aan de oppervlakte van de over een bol willekeurig verdeelde

electriciteit.
§ 3. Methode van Beer,
§ 4. Methode van Green.

B. Methode van Thomson.

§ 5. Electrische digtheid op de cirkelplaat bij gewone verdeeling, afgeleid
uit de digtheid op de ellipsoide. Potentiaal op de cirkelplaat en andere formule
voor de digtheid. FElectrisch beeld van een gegeven massa-punt; dat van een
electrisch oppervlak. Betrekking tusschen de electrische digtheid in eenig
punt van een gegeven plat vlak of bol-oppervlak en de digtheid in het
overeenkomstige punt van het electrisch beeld. Bewijs daarvan voor den bhol.
Potentiaal van het eleetrisch beeld. Daarnit volgende verdeeling over het
electrisch beeld, alsof zijn opperviak afgeleid wure en onder influentie-werking
stond. Nog andere formulen voor de clectrische digtheid op de cirkelplaat.
Digtheid op het clectrisch beeld.

§ 6. Electrische verdeeling over een geisoleerd belvormig segment, zonder
influentie, De verdecling is in overconstemming met de proeven van Faraday
en met de uvitkomsten der methoden van Green cn Beer.

§ 7. De vordeeling der electriciteit over een bolvormig segment en cirkel-
vormige plaat, die afgeleid en slechts onder den imvloed zijn eener, in een
willekeurig pant O geconcentreerde, hoeveelheid electriciteit — q.

Bijzondere gevallen.




(i. Methode van Lipschitz.

§ 8. Verdeeling der methode.

@. De elecirische verdeeling over eene afgeleide cirkelpiaat.

a

§ 9. Formule voor de digtheid van de lading op een willekeurig gesloten
oppervlak 8, dat afgeleid is, geinduceerd door de negatieve electriciteits-
eenheid , geconcentreerd in een vast punt C buiten 8. Voor het geval dat §
eene afgeplatte omwentelings-ellipsoide is, drukt men de regthoekige codr-

: ! 1
dinaten x, y en z, alsmede den omgekeerden afstand 5 Van twee punten

D en IV, uit in de elliptische ¢, 2, ¢. ¢ = P ¥V — 1, waarin p alle waarden
van O tot oo kan verkrijgen, wordt bij den overgang van de ellipsoide in
een cirkel aan de oppervlakte gelijk nul. Neumann’s ontwikkeling van de

. 1 . o . -
Waarde van - m eene recks volgens de kogelfuncties van Laplace. Ultwendige

potentinal en electrische digtheid der op de ellipsoide geinducecrde lading.

§ 10. DPotontiaal en electrische digtheid van de lading over de afgeleide
cirkelplaat; overecnstemming van de waarde der digtheid met die, welke volgt
uit de digtheid op de ellipsoide bij den overgang van deze in het cirkelvlak.
Neumann’s ontwikkeling toegepast op de som van twee omgekeerde afstanden ;
voor het geval dat het influencerende punt C ligt in de as van het cirkelvlak
vindt men gemakkelijk een eindigen vorm voor de potentiaal. Verdere
handelwijze van Lipschitz.

§ 11. Ook als € een gansch willekeurig punt is verkrijgt men, doch langs
een anderen weg, voor de potentiaal een eindigen vorm, die al de ver-
eischte eigenschappen bezit. Meetkundige beteekenis dezer potentiaal-functie.
Eindformule voor de electrische digtheid op de afgeleide cirkelplaat.

&, De cleetrische verdeeling over een bolvormig segment.

§ 12. Vasistolling der gegevens met betrekking tot het bolvormig segment
¥. Eigenschap van de te vinden potentiaal-functie V der geinduceerde lading
Formule voor de electrische digtheid. Bloctrizche verdeeling ingeval het
influencerende punt C ligh in het middelpunt N des bols, en daaruit volgende
verdeeling eener gegevenc hoeveelheid electriciteit ) over heb geisoleerde
segment , vonder influentie. Hoeveelheid clectriciteit @, der geinduceerde lading
voor eene willekeurige ligging van C. Wiskundige stelling ; kenmerk voor
de ligging van het overeenkomstige punt C'.

§ 13. Hierin gaat men over tot het zoeken van V, en vindt daarvoor
verschillende vormen naar gelang van de ligging van het punt € en van het
punt O, waarin de potentiaal genomen moet worden. Hieronder is het geval,
dat het punt C met het middelpunt N zamenvalt, niot begrepen. Daarna
wordt de juistheid deszer yormen voor V aangetoond.

§ 14. Vormen voor de potentiaal ingeval het punt Cligt in het middelpunt
N. Met betrekking tot de ligging, die het punt C alzoo hebbon kan, vindt
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men ook nog de waarden van V, als C cen punt des bel-opperviaksis, waarvan
het gegeven segment F een decl nitmaakt, maar miet op T gelegen.

§ 15. De eleetrische digtheid op het afgeleide bolvormig segment ¥ gevonden
nit de waarden der pofentiaal.

§ 16. Grenswaarde van het produkt van de electrische digtheid (die steeds
positief blijft en oneindig groot wordt aan den rand) in een punt O, zeer digh
bij den rand gelegen, met den vierkantswortel uit den afstand van O tot den
vand. Electrische digtheid voor het geval dat de puntén € en N in elkafir
vallen. Waarden der geinduceerde hoeveelbeden electriciteit Q, en Q, , de
laatste wanneer het punt ' met hot middelpunt N zamenvalt, waardoor dan
ook de gewone verdeeling der hoeveelheid electriciteit @ bepaald is,

. Methode van Kotteritzsch.

§ 17. Aard der methode. Overeenkomst tusschen de uitwendige potentiaal
van clectrische massa’s, gelecen binnen een gegeven bol-oppervlak, en de
nitwendige potentiaal der op dat opperviak geheel willekeurig verdeelde
electriciteit. Uit- en inwendige potentiaal en electrische digtheid der lading, op
het afgeleide bol-oppervlak door genoemde vaste electrische massa’s geinduceerd.

§ 18. Gegevens met betrekking tot den vorm en het electrisch evenwigt
des geleiders. Aanneming van een polair cobrdinaten-stelsel , dat het middel-
punt C der schijf tot pool heeft, en waarvan de hoek # gerekend wordt van
af het naar hel influencerend punt Q toegekeerde deel van de as der schijf.
Construetie van het electrisch beeld van de oppervlakte der schijf ten opzigte
van een bol-oppervlak, uit C als middelpunt beschreven met een straal a <Zh,
de halve dikte der schijf. Aequivalent te verplaatsen electrische massa’s.

§ 19. Hier heeft een gedurig aequivalent overbrengen plaats van electrische
magsa’s, gelegen binnen het oppervlak van het clectrisch beeld van de opper-
vlskte der schijf, op dat beeldoppervlak, waarbij telkens het laatste gedeelte
van § 17 gebruikt wordt, en behalve het reeds vermelde polair codrdinaten-
stelsel nog twee andere gebezigd worden, die de middelpunten der bol-opper-
vlakken, de electrische beelden van de beide evenwijdige grensvlakken der
schijf, respectievelijk tot polen hebben, en waarvan men de hosken #; en 4,
rekent van af de naar C foegekeerde deelen van de as der schijf. Uit de
alzoo verkregene waarden der digtheid op het electrisch beeld laat zich dan
verder de waarde der electrische digtheid op de schijf zelve afleiden.
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Hoofdstuk 1L

Vergelijking van de uitkomsten en nadere gevolgtrekkingen
der methoden, en behandeling van de grensgevallen

(eirkelplaat en bol-oppervlak).

o

en Green. Flectrische digtheid op het gansche bol-opperviak.

§ 21. Electrische digtheid op het afgeleide bolvormig scgment, als het
influencerends punt C ligh i de as, hetzij binnen of buiten het bol-oppervlak,
uit Thomson’s algemeene formule voor de digtheid. Van de omstandigheid ,
die plaats heeft, ingeval het punt C met het middelpunt M zamenvalt, wordt
gebruik gemaakt tot het bepalen der verdecling eener willekeurige hoeveelheid
electriciteit over de beide zijden van een geisoleerd bolvermig segment , zonder
influentie ; electrische verdeeling over den ganschen bol en de cirkelplaat.
Afgeleide waarde dor electrische digtheid , wanneer het punt C gelegen 18 op
het verlengde oppervlak van het sogment. Electrische digtheid op hetl afgeleide

§ 20. Overecusternming tusschen de uitkomsten dor methoden van Beer

bol-oppervlalk.

§ 22. Aanwijzing van het verband tusschen de formulen voor de electrische
digtheid van Thomson en Lipsehits, door die van den laatsten te herleiden
tob een vorm , die identisch is met de som van de waarden der electrische
digtheid aan weérszijden van het segment:; daarbi] aungenomen hebbende, dat
het influencerende punt C in de as ligh Overeenstomming tussehen de uit-
komsten, wanneer het punt C met hel widdelpunt zamenvalt; wanneer dat
punt zich bevindt op hel verlengde oppervlak van het segment.

§ 23. Waarde der electrische digtheid op de met den grond verbondeme
cirkelplaat , afgeleid uit die der digtheid op het bolvormig segment volgens
de methode van Lipschitz, in overeenstemming met de vroeger gevondene.
Bijzondere gevallen, waaruit weder de overecnstemming blijkt met de nitkomsten
volgens Thomson.

§ 24, Waarde der clectrische digtheid op het met den grond verbondene
bol-oppervlak, afgeleid uit die der digtheid op het bolvormig segment volgens
de methode van Lipschibz.

§ 25. Overcenstemming van de door Lipschitz verkregene uitkomsten meb
de benaderde oplossing van het vraagstuk dgor Green.

§ 26 Bepaling der electrische digtheid volgens de methode van Kotteritzseh ,
toegepast op heb geval , dat de bolvormige schijf overgaat in den gansehen bol.

Slotwoord.

il
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HOOFDSTUK 1.

Overzigt der versehillende methoden.

A. Overzigt van het vreaagstuk. Elementaire behandeling

door Beer en Green,

S 1. ilel onderwerp, waarover hier gchandeld wordl, bhetreft de
wijze, waarop de clectriciteit in  den evenwigistoestand verdeeld s
over de oppervlakic eener geleidende schaal van oneindig kleine dikte,
dic den vorm hecll van een bolvormig segment (hieronder ook de
cirkelvormige plaat en hol als grensgevallen gerekend), alsmede over
eene bolvormige schijf, waarvan de beide evenwijdige grensvlaklken
aan elkadr gelijk zijn; heizij de geleider geisoleerd en, na eene zekere
lading onivangen te hebben, buiten alle mfluentiewerking  gesteld is,
zoodat er eenc gewonc electrische verdeeling plaats  heeft : hetzij de
geleider door een oneindig dnnoen draad mel den grond verbonden
en onder de influentic is van uil- of inwendige vasle electrische
massa’s.

Verseheidene - geleerden Thomson, Lipschitz, Green, DBeer, Kolte-
vitzsch hebben zich uitvoerig met dit vraagstuk bezig gehouden.

De methoden van Green en Beer zijn evenwel beperkt tot hek
bijzonder geval dat de geleider een geisoleerd bolvormig segment is,
dal zeer weinig van een bol versehilt; derhalve eene zeer dunne bol-
vormige schaal met cenc kleine cirkelvormige opening. Beide hebben
hicrtoe gebruik gemaakt van het verband dat er bestaal tussehen de
uil- en inwendige potcntialen en de polentiaal aan de oppervlakte van
de over een bol willekenriy verdeelde electricitoil.

§ 2. Laal van deze de veranderlijke digtheid ¢ zijn, R de straal
van het boloppervlak, dan is de polentiaal van de lading in ecn punt

1




)

P binnen den bol, op den afstand v van het middelpunt M. den oor-
sprong der codrdinaten
= = T i )

A " - enz. * /

Vi=2Xo Fxlﬁ—l Xy — e Fenz. 5 . . . . (1)
waarin X_, X, enz. funclién zijn van de beide andere polaive coordi-
naten # en @ van het punt T

in cen buiten den bol gelegen punt P/, welks codrdinaten zijn v,

g en g, 18

2 3
711:.O£~E—‘(1 l’%u X5 e h = TRIE. 5 L. @)

zoodat, als Yi= {(r) en Vua=TF("),

volgt
. k R? o o B .. { R*# ’
Tiry—= 1 > Of ===} S I/'})
F(r) : ( 1’) of f(r) . { ( - )

Noeml men n de normaal in cenig punt gerckend van de opper-
viakte mnaar builen, dan heefll men

N = dVi _ dVu ) dVi (ﬂ w_
dn dn = ke T

R —F (R), . . (4)

terwifl wil de cerste vergelijking (3) verkrecen wordi
o =) .] (i )

P ==t ( i ) =T ( i ) ,
r“ T "'-5 T

waarnil voor r= R aan de oppervlakie

F'(B):_f%”-- SR . i, =
L
Door de tweede vergelijking (3) te differentieéren, vindi men evenzoo
Cay=— " _rwy; .. . (®)
L
waardoor (4) na beurlelingsche sabstitulic van (5) en (6) verandert in
[(R) auE N |
Ao = 20 () 4 - R l:Z T_FT{, a =
SR .
B (R) LAV, ¥ ' "
_;,._____g)_.' s _:___L)__TE_,‘_.
fag === Sl = ir R (

*) Th. Kotteritzseh : Lehrbuch der Blectrostatik , Leipaiy 1872, S 174
**) C. H. C. Grinwis : Wiskundige theorie der Wrijv. Electr. Blz. 22 N° 8,
R. Clausius: Abhandl. tiber dis Mechan, Wiirmetheorie, zw. Abth. Seite 68.
August Beer: Einleitung in dic Elcktrostatik nes w, 5 24,

G. Green. An essay on tho application ete., art. 4. (Crolle’s Joarnal, Bd. 44.)




Laat de cenheid van clactriciteil geconcentroord zijn 1n een punt
builen den bol op den afstand a van hel widdelpant, U de potentiaal
dezer electriciteit in eenig punt P hinnen den bol; dan zal, als deze
15 afgeleid ,

Vi ll=o.
Alsdan gaat de cerste vergelijking (7) over in

Noemende nu den alstand PO, | en hoek QNP ¢, 200 13

12

=+ — Jarcos «,
waaruil.

dr - ] '
i 1
rlb 9 | 2 JaCoR g —9p
{]1 ST TR T B
Aan de oppervlakie r =R, zoodat
, 2R2 — Zal cos ¢ —- |2 h? — a?
LS =l O W s
s Rz HE
of
R2 — 42
= ,hp ¢ v e o= [8)

de digtheid van de lading, op de oppervlakte des afgeleiden bols door de
eenheid in Q geindueeerd, in een element ds, waarvan de afstand tot Q
gelijfk aan 1 is. De potentiaal V in het uitwendig punt ) van cens
geheel  willekeurig over den bol verdeelde lading is nu, als V de
potentiaal van deze lading in ds

L‘i" EE— Rz V -
=— [ Vods="F— s, Lo L

waarbij de inlegralie over het geheele bolopperviak moet worden
uilgestrekt.

Door middel van de tweede vergelijking (7) verkrijot men op over-
eenkomstige wijze voor de potentiaal V' in cen inwendig pial )

! ¥ e RE—a? oV
Ve — [Veas =" s oL oy

*) Grinwis L ¢ Blz. 100,
*¥) Green L c. art. 5. Grinwis L ¢, Blz 10).
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waarin nu ¢ de digtheid in ds op den algeleiden bol geinduceerd door
de cenheid in het punt (', op den afsltand a" van M, en |' van ds.

§ 3. Uilgaande van (9) en (10) is de methode van Beer de volgende.

Laat K de constante waarde zijn van dc potentiaal der lading in de
massa waarnil hel bolvormige segment bestaat, V de veranderlijke
waarde der polenliaal op het ontbrekende deel van het holopperviak,
die altijd kleiner dan K is. Voovonderstel dan, dat men integrecrde
over hei geheele holoppervlak, alsol daavop de potentiaal overal gelijk
aan K ware, dan zoude op lel ontbrekende deel de waarde K—V te
groot genomen zijn, zoodal, om de uit- of inwendige poicntiaal van
het gegevene segmeni te vinden, de uil- of mwendige polentiaal van.
het geheele boloppervlak (die hicrop de waarde K heeft) in eehig pont
moet verminderd worden met de uit- ol inwendige potentiaal van
het onthrekende segment in datzelfde punt, die op dal segment K—V
tol waarde heeft. Aldus verkrijgt men volgens (9) en (10) voor de
uit- en inwendige poteniialen V, en V; van hetl gegevene seguient

N == S — = j i&_vﬁq (1)
" o1 el P R

3 g2 7 i
Vo=t —gp‘_,mh,d—- I *‘fI;\ ds . . . . . (9
waarin de integratién allcen over hel oppervlak van hct ontbrekende
bolvormige segment moeten worden ullgestrekt,

Als nu ¢ de constante electrische digtheid behoorende bij de polen-
tiaal K over den gehieelen bol, ¢ en ¢ de digtheden op het binnen-
en builenvlak van hel gegevens seginent heleskenen, dan komt er,
wanneer men de lading over den geheelen bol g noemt, en gemakshalve

L i S F T Mg

stelt, waar 1 de afstand is van het element ds tot aan hel punt van
het gegevene segment, waarin de digtheid gezocht wordi,

q K :
i — - = e e - & W r W . l ”i‘
€7 SeRE ~ dalt (1)
s 1 dVi i ' K—N R2—a? d  p RK—V e ' Y
ST S B A sl e e LU L W R i
¢ 47( da’ dip ("‘JI"TI.'P\ & A (j}'lr I I's “)
| (@ =R)
AT ol b Yo m X
U”:_ 1 'U\lu:___ /E,, #ixii4 .ad j l‘ \' di‘\
3 An  da An u? Az} &
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a’—R? d pK—V
T rE EiefT ds):Q-—I—dg; o (A8
(a =R)

waaruit blijkt, dat ¢ en " gelijke teekens hebben, omdat Ag en I
beide met K in tecken overeensternmen. Yoorts is K—V aan den rand
der opening nul, en in het midden van het ontbrekende segment
cen maximum. In dit punt is V gelijk aan het versehil van de poten-
tiaal K van den geheelen hol en die van het onthrekende segment ,
voor welke laatste men wegens de kleinheid der opening de potentiaal
v mag nemen van het eirkelvlakje, dat den rand tot omlrek heeft.
Beteekent 24 de schijnbare middelliin der opening in het middelpunt
van den hol, dan is )

v= Zmp { v (H""r_:inz o+ R (1 — cosé) 2) — K1 — cas 5‘)}

= 2ng (],/EB"{’I — cosd) — R (1 — cos ﬁ))

=Ksin o 4 (1— sin L 7);

waaruil volgt, dat in elk ander punt van het ontbrekende segment
K—V ¢v,
en men dus met zekerheid als grens kan aannemen

- ' 1 - o 1
E{—“T < K sin _U), 4 of (4?(@“ s T a.

Daar cindelijk

f ds =R (1 — cosf) X 2aR = 4ul®sin® -:J- a;

3 4
Ao < ¢ (_ET{ ) sinsr; 8,

N

vindt men

waarin | de kortsic afsland 1s van hel punl van hel binnenvlak waar
de digtheid is 4o tot asn den rand, waarvoor genomen kan worden
de alstand tot aan het middelpunt der opening, mdien deze zecr klein
is. Als b. v. de schijnbare middellijn der opening 16° bedraagl,

Ao : = :
zal — voor punten, op 45° 90° 135° en 180° van het midden der

*) Grinwis. 1 e. Bla 20 (1)




opening verwijderd, kleiner zijn dan 0,00266; 0,00031; 0,00012 cn
0,00009. *)

§ 4. Daar met de constanic waarde K der potentiaal in den even-
wiglstoestand aan het oppervlak van het gegevence bolvormige segment
T ; ; 5 <ol I
S, indien er geene opening was, de electrische digtheid 7—¢ zou over-

: & £ g 4 nR

eenstemnien, zoo noemt Green de algemeene waarde der digtheid in

. { ;
eenig punt van het bol-oppervlak T + ¢, en die van de overeenkomni-
= 2 Tl
slige potentiaal in een daarbinnen gelegen punt Q'K+ V; welke laalste
aan hel bol-oppervlak overgaal in K 4V, zoodat over hel gehecle
sepmenl 3V =o, en vergelijking (10) veranderl in

K 4 el 0 {-](—l—'V o
M R e — 5,
4R o |'a '
‘ he—a2 K !
of, omdat iR J I ds=1K, 1
. R2—at V. =
‘f:w— Jvi’Tﬁé‘ R IR TRRL P & )
ITal

waar de inlegraal alleen over hel oppervlak van het ontbrekende bol-
vormige segment s moel worden wuitgestreki, dat men als vlak kan
heschouwen.
In elk punt van s is dan
bl

G — — .

P2 du’

)

waarin n de naar binnen gelrokkene normaal van hel opperviak, en

*) De getallen 0,0641 enz bij Beer vermeld in het geval dab de spherische
straal van den rand 15° iy voor punten op 45°, 907 en 180° van het midden
der opening verwijderd, siju de grenswaarden met betrekking ot 2 Jo, dat
is: de som der beide gelijke electrische digtheden A¢ aan weérszijde van het
gegevene bolvormige segment der lading , die dawrop zou worden geinduceerd,
als het afgeleid ware en het ontbrekende segment bedekt metb clectriciteit van
de digtheid .— ¢ helgeen nog duidelijker zal blijken unit de hierna volgende
methode van Thomgon.

Beer, 1. e. # 84 u 55,

Grinwis. 1. ¢. N 26, ¢.

#%) Qrinwis. L. e. Blz. 20,

Green L ¢ p. 365,




K : K
s =0 0l 0 =——=2.
LrR 4l
Door deze beide waarden van o aan elkadr gelijk Lo stellen, verkrijgt
Green, na uil het zeer digl bij het vlak s gelegen punt Q' de loodlijn
x =R —a' op s, waarvan de twecde en hoogere magten kununen wor-
den verwaarloosd, ingevoerd te hebben
—Ke @ YV d
S e I SJ 0
R dx?J I

waar de integraal zich uitsirekl over het geheele vlak s, en x op het

. {18)

einde der bewerking gelijk nul gesteld is.

Om de waarde van V uit deze vergelijking te vinden, maakt Green
verder gebruik van de polentiaal in het punt Q° en de aantrekking in
de rigling van x cener oneindig dunne omweniclings-ellipsoide, waarvan
het cirkelvlak s de aequator is. V hekend zijnde, wordt de algerneene
waarde van V door (17) bepaald, en men verkrijgt voor de electrische
digtheid o in een element dS° van het binnenvlak van S op korlen
afstand van den rand

A Ka?

L T - G — 4 enE ) 0
T by T dn T 4w da’ = 12x*RLk3? somn TSl ST (1 .))

’:i_‘
I

waarin « de straal van s, en k de afstand van het middelpunt der
(12 o
opening tot aan het element d/, terwijl grootheden van de orifleTg-mJn
< &
verwaarloosd geworden.
De electvische digtheid o in het overcenkomstige element d3” aan
de buitenzijde van &
, K :
a :!——+tj, s z . = o e . (Qﬂ)
¥t
zoodal voor punten, die wel op korten afstand, maar niet in de onmid-
delijke nabijheid van den rand gelegen ziju

g o

St R R
waarnit blijkt, hoe gering de electrische diglheid op de binnenzijde recds
is op eenigzins merkbaren afstand van den rand, terwijl voor een zelfde
eleinent van S de digtheid met de grootle der opening toeneemd.

De berekeningen , die Green aangeefl, laten aan duidelijkheid zcer le
wenschen over: zijne uilkomsten stewnmen echter, zooals wij later zullen

*) Green. (Crelle’s Journal Bd. 47, p. 177.)




aantoonen, overeen met die, welke Beer langs cen meer geleidelijlien
weg verkreeg.

Wij zullen' nu een overzigl geven van de achlereenvolgende methoden
van Thomson, Lipschilz en Kétteritzsch.

B. Methode van Thomson *#).

§ 5. Over de oppervlakte eener geleidends, geisoleerde, en buiten
de inducerende werking van uitwendige electrische massa’s zich bevin-
dende cllipsoide is in den evenwigistoestand de daaraan medegedeelde
electriciteit zoodanig verdeeld, dat hare digtheid ¢ in elk punt P der
oppervlakle evenredig is aan de loodlijn 1 uit het middelpunt op het
raakviak in dat punt neérgelaten, zoodat

o =0l = &ﬂ?ﬁr ool LIS TR A R
Lo M X :{" Z
Ampaq ]/f(j -+ & =+ ——IA)

waarin () de totale hoeveelheid electricileit, p q en r de halve assen,
en x vy en z de regthoekige coordinaten van het punt P zijn.

Door m deze formule, na eliminalie van z, r=o0 en q=p le
stellen , verkrijgt men voor de elecirische digtheid ler weérszijde van
eene oneindig dunne cirkelvormige plaat, waarvan de straalisp,op cen
afstand t van het middelpunt de waarde
0 . )

bapV (pP—® T T
Uit de uitkomsien van proefnemingen van Coulomb omtrent de elee-

'Q:

triciteilsverdeeling op cen Lkoperen plaat van 10 duim middellijn,
waarvan de dikte wel niet vermeld is., doch die als zeer gering moet
worden beschouwd met betrekling tol de middellijn, blijkt, dat de
waarden van de digtheid in punten op verschillende afstanden van den
rand der plaat, zooals de waarneming die geeli, vrij wel oversenstem-
men met die welke voor dezelfde punien door berckening uit (2)
gevonden worden, nitgezonderd in de onmiddelijke nabijheid van den
rand. Alleen zijn de waargenomene digiheden iets kleiner' dan de bere-

¥) Reprint of papers on Blectrostatics and Magnetism by Sir William
Thomson. London 1872, Art XV,




kende, helgeen zich daaruit laal verklaren, dat de dikte wel gering
maar toch eindig was.

De potentizal V in eenig punt M van de opperviakie der plaat heeft
Lot waarde

()?T =
V= —, 5
= 3)

welke onathankelijk van dep afstand van M lol aan het middelpunt en
dus conslant is. Dit toont Glansiug aan met behulp van (2) voor de
digtheid in P, en door M als oorsprong van polaire codrdinaten aan
le nemen ™)

Trekl men door het punt P cene willekeurige koorde HI, dan is,
daar de middellijn gaande door P in dit punt verdeeld wordi in twee
segmenten, die gelijk zijn aan p+t en p —¢,

p*— 1*=HP.PL

. s YpV ;
Hierdoor gaat (2) na substitutie van )¢ voor () over In

VA
v :
Q = —T == 7 . N . . . . . - - e (/l')
9"/ HP.PI
Zij gegeven een bol, welks straal is a, en een punt q daarbuiten,

waarin eene clectrische massa m geconcenlreerd 1s op den alstand r
: i a

van het middelpunt; dan noemt Thomson cde massa —— m, geconcen-
;

(reerd in hel punl g, gelegen op den alsiand 1’ :?; van het middel-
punt des bols in den voerstraal gaande naar het punt q, het electrisch
beeld van m, en omgekeerd deze laatste massa hetl electrisch heeld
van de eerste.

De aaneenschukeling der electrische beelden wet betrekking tot den
zellden bol van al de punten van een elecirisch opperviak vormt het
electrisch beeld van dal oppervlak. Zoo is hei elecirisch beeld van
een plat vlak of bol een bol, waarover de eleciviciteit zoodanig is
verbreid, dat tusschen de digtheden g en ¢ In cenig punt P van de
gegevene oppervlakte en zijn beeldpunt p de belrekking heslaat

83

e N

F—_
o=

#) Griawig, 1. ¢. N* 16a en 17,

EoAE——
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Laat, om zulks voor den bol te bewijzen, CM en M dc middel-
punten der bollen zijn, CM =c¢, den straal van den bol om M gelijk
aan R, en om M, het middelpunt van het beeld, gelijk aan R'.

Men  trekke uit (0 twee voerstralen, snijdende den bol en zyn beeld
in de punten P, Py, Q, Q, en p, p,. q, q,, zoodal £ PGM = ¢,
Z POP; = dg; voorts uit M en M de twee san iwee evenwijdig zijnde
stralen naar deze snijpunten, en de loodlijuen PL en pl op GMX;
dan is, als / CPM =, in drichoek CPM

¢:R=sine:smnayp,

! . L
waaruil e Bg S0 gsul o ).

Verder is A PMX=9¢+a, LCMQ=4da— PMX =aq — o,
2 UMOQ; = (a4 da) — (9 dg),
waarnil door aftrekking volgl /2 QMO = de—dq.

Zoo is ook Z PMP; = da ~+ dyg.
NO? IS CP=r==¢cos @ -+ V7 {:ﬂz—(;“ qin? 'F):
- 0 , G LOS @ — R — e?sin?a
en Cp=1'= LRI B VA SIN® @)
r e? — R

Bij de rondwenteling nu van de figuur om CM beschrijlt elk der
bogen PPy en zijn beeld ppy de ronde oppervlakie van eene bolvermige
schijf.  Alsdan is, de digtheid o eccne functic van ¢ zijnde, de
oppervl. schijf geleider =bg PP, X 2aPL = 2altr (de + dg) sin @,

) » beeld  =bhg pp; X Lupl = 2nR't' (da — dg) sin g,
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== - a . ‘
massa beeld = g X 2nhir (da =+ do) sing x — - Ympla (da + dip)sing,
B a de+ dy ¢2— N2 dae-+ do
ArTLE = ey Ti = o= = ST 1.0
v de—dg al ta—dg

digtheid becld ¢ = —

Deze uildrukking wordi na differentiatie van o en herleiding

(¢2 — B2 cceos -V 12— ¢?zin® ) (c* — R

= i = e —— v

; ‘ e e . 2 - 33
gy ceos p— V' (R2— ¢2sin? ¢) : ar (¢* — R r' g

: , ad
dat is 0 =—r5 Flw. tobhow.

fetzelfde resultaat verkrijgt men voor het plat vlak.

Noemt men nu G de polentiaal van de gegevene lading in een wille-
keurig punt A, G' de potemtiaal van het elecirisch beeld in het punt
A", becldpunt van A, dan is

2P a 2 e i

=l S o L ()

waaruit volgt dat, daar de polentiaal V der lading van het gegevene

oppervlak O in alle punten van O conslant is, de polentizal V' van

het elecirisch beeld o in verschillende punlen van o omgekeerd even-

redig is aan hun afstand 17 van het punt G, en stellende — aV = q, wordl
A

WS, (TR R

)

Het electrisch beeld van eene geleidende, oneindig dunne cirkelvor-
mige plaat of bolvormig segment, waarvan de potentiaal aan de opper-
vlakte is V, ten opzigte van cen bol uil een willekeurig punt C als
middelpunt mel den strasl a beschreven, 1§ dus een bolvormig segment,
dat eveneens is geélectriseerd als eene oneindipg dunne schaal van den-
zellden vorm . die afgeleid en slechis onder den invloed is van cene
hoeveelheid eleelricileil aV = —q, geconcentreerd in G

Yoor de eirkelvormige plaat gaat dan (4) over in

e q ol e e By

N 9% .V P Dl

i *) Dat deze betrekking ook dan neg wear is, aly de oppervlakte een

willekeurigen geometrischen vorm heeft, vindt men gansch algemeen bewezen
in W. Thomson. u. P. G. Tait. Handbuch der Theoretischen Physik. Hrst®,
Bd. %w. Th, § 513 515.

®#)  § 516 van hetzelfde werk,




Zim nn h, p en 1 respeclivelijk
de beeldpunten van H, P en I, en
dus boog hi, bpeeld van HI, de
doorsnede van het clectrisch beeld
o, welks verlengde opperviak door
het middelpunt G gaat, met het
vlak door II en [, dan is

GH=L, Gp=2_
Ch Cp’

waaruit volglt CH : CP =Cp: Chof
oo __ Cp

; en derhalve driehoek

| Gp Th
CHP gelijkvormig met driehock Chp,
b weshalve
CH.CP ’

— e — h" - '3—1 * D
HP = hp Cp.Ch p Cp.oh (9)
Uit de gelijkvormigheid der drichoeken GPT en Cpl evencens volgende

2

=0 e

v hppt a* (i
g pl== el e L sl e A
200 i HP.PI= (o o (10)

Voor de electrische digtheid in P verkrijgl men dus
— . glp L -6G o gy
¢ 9303 ]/ : :

Hel eerste lid van (10) constant zijude voor alle koorden zooals HI,
is zulks mel het tweede lid ook het geval voor alle vlakken door Cp,
dic een op een door G en p willckeurig gebragt holoppervlak wille-
keurig getrokken doch onveranderlijken cirkel in punten zoeals b el 1

s g . . hpa
snijden. Doch -S . constant zijnde, is CE ]Ci

Cp?

In geval G een pool is van den onveranderlijken cirkel is Ch=Ci

constant.

constant , dus ook hp.pi constant : dat is: het produki van de heide

koorden uit een willekenrig punt p van cen gegeven boloppervlak naar de

snijpunten van een op dal oppervlak getrokken vasten cirkel met een
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vlak door p, en één der beide polen van dien cirkel heeft altijd dezelfde
waarde, hoedanige stand dit vlak ook hebben moge.

Als verder D hel midden is van III en m hel midden van boog
hi, dan is

i1P.PI = DH?-— Lil?,
bp.pt = mh?— mpe, RS )
Ch.Ci = mC*— mh? ;

waarvan de beide laatste vergelijkingen worden verkregen door loe-
passing van de goniometrische formule

sin (f=4 g) sin (f — g) = sin® { — sin? g

op de helften van de hoeken aan het middelpunt van den cirkel hCip ,
waarvan de kooraen zijn: in het eerstc geval hm enpm, in het tweede
Cm en hm.

Door substitutie van (11) in (5) verkrijat men, met machtneming

van (12) en opmerkende dat Cp =v', voor de electrische digtheid in
het beeldpunt p

f_q , mb* — mh? (
T e S e S gl o . (13
g dn'? V mh* — mp? (13)
Gaat hel vlak, door HI en C gebragt, tevens door het middelpunt [
van het bolvormig segment o, dan is (h=Db, die in de plaats kot
van  mh, de koorde wit het middelpuut van het segment naar den
rand getrokken . en de laatste formnle wordt

’— q N e e
¢ Intr? ]/ ot g 0o, 1 e

Daar hierin de straal van het boloppervlak , wairvan o een gedeclle
18, mniet voorkoml, zoo zal (14) ook doorgaan in hel geval dat die
straal 1s oneindig grool; dat is, voor de electrische digtheid in een
willekeurig punt p ter wedrszijde van eenc oneindig dunne cirkelvor-
mige plaat, waarvan de straal is b, die algeleid en onder den invloed
1s van eene hoeveelheid electricileit gelijk aan — q, geconcentireerd in
een in het vilak der plaat doch buiten Jen rand willekeurig gelegen
punt G, ;

§ 6. De verdeeling der electriciteit over de opperviakic van een bolvor-
mig segment 0, dat geisoleerd is, en waaraan eene zekere lading is
medegedeeld, zonder mfluentie, worde tol het geval van influenlie terng-

—




aebragl. Zij toch V' de in den even-
wiglstoestand door o conslanle po-
tentizgal der ladmg, dan s deze
verdeeling dezelfde als die zoude
plaats hebben ingeval o ware algeleid
en onder den invloed van elecirische
massa's, zoodanig verbreid over cen
het segment omsluitend oppervlak S,
dat zi] daarbinoen eene constante

potentiaal — V' blijven voortbrengen.

Is nu 5 een boloppervlak, concen-

trisch met dat waarvan o een gedeelle
is, terwijl de siralen van beide oneindig weinig verschillen, dan 1s de

T : : . v
digtheid der inducerende lading gelijk aan )

op de bolle zijde van o door

., de middellijn van §

velijk d zynde. De digtheid van de lading

g 2
de oneindig digibij gclegene elementen van 5 geinduceerd, is dan
Tt

+ g terwijl elk element van het overige gedeelle van S op de holle
en bolle zijden ladingen van pelijke digtheid induceert, waarvoor (14)
van toepassing Is.
Zij d3 zulk een element gelegen in het punt U, dan bevat dit eenc
Y'ds
R

eene lading induceert, waarvan de digtheid 1n het punt p volgens (14) is

'V'r(]S ‘H.)
Arddr? V )2 [

Als nu Mh een straal is naar den rand van o, makende den hoek
hMf=& met de as ¢f, terwijl hoek Mp =g, hoek (MO=4, en de

o2

hoeveelheid electriciteit gelijk aan die aan weérszijden van o

hoek tusschen de vlakken fMp ea (MG gelifk aan v, dan volgt uit

de ge]ijkheenigheid der drichoeken en uil den bolvormigen deiehoek Clp
‘ 2

b= fhg— ) (I — ¢ose), Ip? ——»9 (1——00‘3@) (A= 3 (1 -—cos?),

2 2
ol rm W o a4 . ; .
1t =hot= g (1 — cos uMp):—Tﬂ—(I —— (€08 6 ¢OS p—singdsin ¢ cos w).

o = (et )
Door substitutic dezer waarden en van dS— C d” sin #dedy, en inte-
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gratie, de lotale electrische digtheid op de helle zijde van o in p

noemende, wordl

v
Sn?dV (cos @ — cos &)

| |

f L (cos e — nos d)sin ads X

2 d
% : x - = -
1 -— cosécos g — sin ¥ sin @ cos
Q
Nu is ) als a>b
. ([1]) { a—h 1 1
______ o
j.]+l)pn~,y Vfd — b Belg ]/( ) T
dus
Pk =07
dw . A B a == 1 2, . D
Sty = v e | e = e
A 08 1Y (a® ) a 271, Vi(E@—1?
&
en d1p ~ Ly o Doe —y
ol —cosgcos g —singsingcosy  cosgp—cosp’
T4 = : -
v -V (e0s e — cos #)sin 244
zoodat o= - - . ‘f : - ——,
4m’d V(\COS @ — CO8z)

Cos p — cus ¢

Stell men- nu nog V (cos
algemeen

05 /) =x, en opmerkende dat in hel

x? dx dx . X
jﬂ—w_—" L fc—!—\":‘( —Ve. uglg V!’:+C'

dan wordt
T
f (co

== { V' (1 +cose) —V (cos @ — c0se) Batgl” -

(L - cos “)
— 008 4) sin ade __ G’f x*dx

10.::;3-—10:5’ Lobq)—voac-l—v

R T
R T )
COS @ — COS ¢

V! 1 ~+ cos { ¢0s 2
en =g D By - U G
2nd h G0S p — €05 & COSp — COS¢

*) M Sturm. Cours d’Anal. Trentme ieg. Bxere. 1.
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of ook met invoering van fp=t, d en b

el
2,

{j—-—-.

(16)

Wi
(i}

v 17— h? 2|2
O N L SR
2°d {7 bP—1? b—(%
waarbij voor de electrische digtheid op de bolle zijde van o nog ge-
voegd moel worden
¥

T 1 . 2 ¢ = . § W P 17
Daed { )

In geval d = verdwijnt (17) en gaal (16) over in

V!
T U —0)

zijnde de electrische digtheid aan wedrszijde van

eene geisoleerde , oneindig dunne cickelvormige plaal, waarvan de strual
is b, op den afstand t van het middelpunt; hetgeen met (2) en (4)
volmaakt overcenstemt.

Thomson heelt uit (16) en (17) de gelallenwaarden berekend van de
electrische digtheid in het geval van de vlakke schijf cn het bolvormige
seoment, waarvan de doorsnede met een vlak door de as {g een booy
van 107 20° 907, 180°, 270° en 340° en wel voor het middelpunt
en de b punten, die den boog van hel middelpunt naar den rand in
zos gelijke stukken verdeelen, en in elk geval de constante cosfhcient
zoodanig gekozen, dat het gemiddelde der digtheden op de holle en
bolle zijden in hel middelpunt gelijk aan de eenheid zlj. Uil die ge-
tallen blijkt, dat reeds bij cene zeer geringe kromming (10° en 20°)
de hoeveelheid eleclriciteit op de bolle zijde merkbaar grooter is dan
die op de holle zijde, alhoewel de gemiddelde digtheid in eenig punt
uiterst weinig verschilt van de digtheid in het overeenkomslige punt
van de vlakke schijf; terwijl, naar mate het verschil tusschen den boog
ent den geheelen omtrek kleiner wordt (270° en 340¢), het streven der
clectriciteit om zich alleen op de buiten-oppervlakie te bevinden meer
en meer toeneemt; zooals in overeenslemming is et de proeven van
Faraday omtrent geisoleerde holle geleiders, waarbij aangetoond wordt,
dal op de binncn-oppervlakie bijna geene electriciteit aanwezig is, als
ook met de uitkomslen der melhoden van Green en Deer tor bepaling
der electriciteits-verdeeling op eene geisoleerds, zeer dunne bolvormige
schaal, waarin zich eene hetrekkelijk kleine cirkelvormige opening bevindt.

Wij lalen de door Thomson berekende waarden van de elecirische
digtheid hier volgen.



VlakkeSchijf. | Gebogen Schijf. Gebogen Schijf Schaal.
Boog 100, Boog 200, Boog 909,
holle zijde | bolte zijde | holle zijde | bolle zijde | holle zijde | bol'e zijde
0,9136 | 1,0685 0,3686 | 1,1364 04459 | 1,6541
0,9457 | 1,0826 0,8776 | 1,1504 0.4469 | 1,5551
0,9920 | 1,1289 0,9236 | 1,1964 0,4828 | 1,5910
1,0858 | 1,2297 1,0165 | 1,2893 0,5566 | 1,6618
1,2722 | 1,4091 1,2884 | 1,5611 0,7065 | 1,8147
1,7386 ' 1,8755 16662 | 1,9379 1,0983 | 2,2015
Gremidd. digth. Gemidd. digth. Gemidd. digth,
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0142 1,0141 1,0140 1.0010
1,0607 1,0605 1,0600 1,0369
1,1547 1,1542 1,529 L,1106
1,3416 15407 1,4247 1,2606
1,8691 1,8071 1,8016 1,6474
Schaal. Schaxl. Schaal.
Boog 180" Boog 2700, Boogz 540"
holle xjde | bolle zijde | Liolle zjde | bolle zijde | holle zijde | bolle zjde
0,1202 | 1,8798 0,0135 | 1.9865 0,0001L | 1,9989
0,1266 | 1,8662 0,0144 | L9874 0,0002 | 1,999
0,1418 | 1,9014 0,0176 | 1,9906 0,0002 | 2,0000
) 0,1779 | 19875 0,0253 | 1,9983 0,0004 | 20001
0,2570 | 2,0166 0,0451 | 20181 00009 | 2,0006
0,4969 | 2,2556 0,1196 ' 2,0925 0,0042 | 2,0040

Gemidd. digth.

1,0000 1,0000 1,0000
1,0064 1,0009 1,0000
1,0216 1,0041 1,0001
1,0877 1,0118 1,0002
1,1866 1,0816 1,0007
1,3757 1,1060 1,0041

Gemidd. digth.

Gemidd. digth.

§ 7. De verdeeling der electriciteit over de oppervlakle van een bol-
vormig segment of cirkelvormige plaat o, die afgeleid en alleen onder
den invioed is van eene hoeveclhpid electriciteit — q, geconcentreerd in
een willekeurig punt G, wordt nu gevonden uit de verdeeling over
het electrisch beeld O ten opzigle van een boloppervlak, uit G als
middelpunt wmet een willekeurigen straal a beschreven. De doar O

2
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constante polentiaal V van O is dan gelijk aan — 1, zo0dal volgens
= | a )

(16) en (17) de electrische digtheid van O, en daaruit de digtheid
¢ van o door (5) bepaald wordt.

h

Beschonwen wij daarloe nevensgaande figuren, waarvan de eerste
het geval voorstell dat o is een bolvormig segment, met de holle zijde
naar (o gekeerd; terwijl in het tweede geval o is eene civkelvormige
plaal. De beide polen van den rand van 0 zijn g en [, en die met
betrekking tot o, even als wvroeger, g cn f; het vlak der figuur is het
vlak door G, g' en een willekeurig punt p van o; en hpie het beeld
van HPlg". Noemt men nu van 0 de middellijn d, de koorde wit [’
naar den rand b, cn ['Pt, dan is

A — =gl =g P =yl

en b (3 =1IP. PL. %)

*) Deze vergelijking iz afgeleid wit de algemeene wet de 2¢ van (12)

w




De electrische diglheid op de holle =zijde van O in het pant P
wordl dan

SRR T (R R
CT T 2tad {V [1D.PI Bate 1 hip.or } (18)

o e iy T g B L s

Ook nu 1s g'll=gl—¢ch GlE — 2 Coln (19)

N T T
[P =hp Cp.Ch en Pl = pi tp.Ci

Laat nog k de alstand zijn van G lol o, waarvan de middellijn d

negatiel is, als o de bolle zijde naar G gekeerd heeft, dan volgl
e a® s a_g_____:_azd L e b ()
k d —k k(d—k) :

Na substitutie dezer waarden in (18) en (3), en voor r' Up schrij-
vende, verkrijgt men voor de electrische digtheid in het punlt p op
de van (i algekeerde zijde van o (de holle of bolle zijde, als o bol-
vormig is, nsarmale G buiten of binnen het boloppervlak ligt, waarvan
o een gedeelle is)

,  qgk(d—k) ¢ Gp . eh. ei mGp eh. el A

o= é&kdi—q;){ ﬂ{a’ V hp. pi = I, Gll, V hp.}ffi“]}; (22)
waarbi] voor de electrische digtheid op de naar (i loegekeerde zyde
nog gevoegd moel worden

g

gkid—k) L @
9d. Cp° "

et punt ¢ kan men, onalhankelijk van O, door construectic uit de
gegevens van (G en o hepalen. Want uit (19) - volgt
' eh:ei=Ch: G = . & . o . . (24
waarin I en i de snijpunten zijn van den rand van o met een wille-
keurig vlak door Cg'. Gaat dit vlak nu door hel wmiddelpunt M van
één der beide segmenten, o, dan gaal het ook door hel middelpunt
van hct andere, cn tevens door de beide assen f'g’ en fz, zoodal,
als 1 en n de snijpunlen zijn van den rand van o met genoemd  viak,
In eene middellijn is, en

el:en = (Cl:Cn

overeenkomstige

m'H? —m'P? - HP. PI,
door H en 1 daarin te beschouwen als de snijpunten van den rand van O
met het vlak door C, P en {'; maar omdat het tweede lid dezelfde waarde
heeft in het vlak door C, P en g, z00 gaat bovenstaande vergelijking ook
door voor dit laatste viak, het vlak der figuur. '

2%&‘




()

Alzoo enijdt de lijn Gv, dic den

hoek 1Cn midden door deelt, In in
S een  punt v, waardoor ook de
\ deellijn van hoek len gaat; maar
A | alle punten, die deze eigenschap
/71\\\ | hebben, liggen in een cirkelom-
o trek, waarvan de mlddelll]n uv
gevonden wordl door in C de lood-
lijn op Gv te trekken, snijdende
e hel verlengde van In in u; e is

dus het ontmoetingspunt van dezen
cirkel met het verlengde oppervlak van o.

Drengt men nu een vlak door Cep, dat den vand van o in h en i
snijdt, en meel eh, ei, hp, pi, Cp en Ge, dan wordt de electrische
digtheid in het punt p verder door berekening uit (22) en (23) gevon-

. ehoei :
den. Daar evenwel de verhouding hp. p niet verandert, als h en 1
% 1
gelegen zijn in een willekeurig vlak door pe, zoo mag men in plaats
van Cep nemen het vlak pef. Alsdan is volgens de 3¢ en ¢ van (12)
¢h. el =fe® — fh® = fe* — b?;
hp. pi =fh* — fp? =h% — fp%

Hicrdoor verandert (22) voor de digtheid op de van C afgekeerde
zijde (levens het accent weglatende) in

__gk(d — k) fe? — b* Gp fet—h® U
S T b e TV = | f @)
Plaalst men de influencerende massa — q in het middelpunt M, dan is
)
Gp=(]e:k:%—d, ef:(i,“T? =V, en (20) gaal over in (16); echier

met dit onderscheid, dat van Lwee bolvormige segmenten van gelijke

afmetingen, waarvan het eene is geisoleerd, buiten influentie, en geladen

Lot eene polentiaal —Qdi, het andere afgeleid en onder influentie van eene

electrische massa — q in het middelpunt, de lading op de holle zijde

van een van beide dezelfde is als die op de bolle zijde van het andere.
Als o ig cene cirkelvormige plaat, d =20 en

*) d. Clerk Maxwell. A treativse on Electiicity and Magnetism Oxford
1873. Vol 1. § 176—181.

&



__ gk gf=——bt 1 Cp le? — b? } -
v Q—}.rrz.ﬂpS{ e L mE Batg C.(]/ T 1].}2 5 (26)

waarbij voor de electrische digtheid op de naar C toegekeerde zijde
nog gevoegd moet worden

qk____..,..(av)

Qﬂr.ﬂp?’
Daar in dit geval e met u zameavall, is

1 oGl - Ga ok Gl

Py o ey e s (98
R T e (26)

waarin b de siraal van de plaat. Cn en Cl berekent men uil de gege-
vens voor den betrekkelijken stand van G en o, en daarvit en uit de
aldus gevondene waarde van fo, Ce.

Ligt bet punt G in het vlak van de plaat, doch buiten den rand,
dan 18 k=10, Ce=0 en lim Eté*: 1; zoodat (27) verdwijnt, en (26)
verandert in (14) voor de electrische digtheid ter weérszijde van de plaat.

. 1 : . . [ e
Indien G in de as ligt, fo=2, Ce=1x ¢n i —1, cn men verkrijgt

voor de digitheid op de van G afgekeerde zijde van o

gk 7 Cp 1 i e , Gp v ;
* 220 {V U vt L v gy v (L (29)

en voor de digtheid op de andere zijde

qk ar

A B i (30)

In dit geval is de digtheid in het middelpunt der plaat, als
q = 2n?,

op de van G afgekeerde zijde

‘  utia oy ! k N

op de andere zijde SR

waaruit Thomson de volgende waarden berekend heelt, en daarhij den
straal van de plaat als cenheld asmgenomen.




Afvianad van | Geinduceerde electrische digtheid in het midden
het influen- | i halilasy
Op de afgekeerde zijde Op de toegekeerde zijde
cerende punt ' :
e 71 - Bgeob 1 « — ~

k. P=x T x| P

0,2 0,1651 78.7049

0,4 0,1218 19,7567

0,6 0,1655 85,5921

0.8 0,1957 5,104d

1.0 0,2146 3.3562

1.2 0,2250 2,4067

Ik 0,2908 1,8522

1.6 | 0,2296 _ 1,4568

1.8 (2275 1.1969

2.0) . 0,2252 1,0086

3.0 0,1946 . 0,5437

C. Methode van Lipschitz.

§ 8. Deze bestaat uit twee alzonderlijke deelen , die met elkaar in
naauw verband staan, namelijk :

o. De electrische verdeeling over eene- afgeleide cirkelplaal.

h.  Die over cen afgeleid bolvormig segment, waarbij voor de
gewone electrische verdeeling het influencerende massapunt word( ge-

plaatst in het wmiddelpunt des hols.
«. De electrische verdeeling over eene afgeleide ecirkelplaat. *)

(%

§ 9. Zij gegeven een willekcuriy gesloten opperviak S, dat alge-
leid is, en een vast punl G daarbuoiten, waarin de negalieve clectri-
citeits ecenheid is geconcentreerd , dan zal, als men den afstand van
G tot eenig punt P, op S of daar hinnen gclegen, r noemt , de

i L - - ; T
potentiaal der op S geinduceerde lading ¢ in P_r_ zijn.
Is n de naar buiten getrokkene normaal van het oppervlak, dan

heeft men

*) R. Lipschitz. Beitriige zur Theorie der V. ertheilung der statischen und
der dynamischen Rlectricitit in leitenden Korpern. (Crelle’s Journal Bd. 58,
5 10—43).
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el e Tk v 8 DRSS S
dn dn & A

waarin Vo de uvitwendige potentinal, die aan de oppervlakie overgaat
1

¥ .
Men neme voor het grensvlak S van den geleider eene afgeplatte
omwentclings-ellipsoide, waarvan hel middelpunt M de oorsprong der
regthoekige cobrdinaten, en de omwentelings-as de z-as zijn. De
lengte van de as in den aequator bedraagt 2a, die van de omwenle-
lings-as %¢, de excentriciteit e, zoodat a2 — ¢® of e® positief, en ¢
eene posilieve en bestaanbare grootheid zijn zal.

Laat x,, Yy,, % de codrdinalen ziju van een punt D; x,, y,, 2, die

n

van cen punt D. In plaats van deze voert men drie nicnwe in, namelijk:
de halve as in den aequator der ellipsoide, gaande door ) en confocaal
met de gegevene, en twee hoeken, die de plaats van het punt daarop
hepalen, zoodanig dat :
MA =x, =3, sin g, cOs ¥y,
AB=y, =3, sin ¢, simy,,
BD =z, =V/(a,® — ¢) cos 4,,

an RS o el KR
X, = a3 SiN 4, COS Y, ,
Yy = A S0 4, $1N Y,

zs =V (2, — e?} e0s g, |
Uit de figuur blijkt,

Z dat ¢, de hock 1s
tusschen het X7 vlak

//”?‘\“\‘ en het vlak deor D en
) : MZ; en 4, de hoek

IQL, die gevonden
wordt door het vlak
DMZ te laten wen-
lelen om MZ, totdat

[ A het zamenvall mel
e i het XZ vlak, en uil
Jf G de nieuwe plaats Q

e hat - Din d:
V/G’ van het pup'L D in dat
: vlak als middelpunt

met QI = MH, = ¢,
als straal cen cirkelboogje te beschrijven, dat MX in [ snijdt.
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De hoek s doorloopt alle waarden van 0 tot =, de hoek & van 0 tol 2.
Is d de afstand ‘der punten D en D, dan vindt men

1 1

Hu_l/-{alﬂ +0,* —c?c0s® 6, — e’ cos? 1 — 2V (o} — &)V (" — 7)) (3)

CoS 4, €S @, — 28, 8, Sin 6, sin 4, cos (w, —s))
= ar _ o )
Stelt men e —+¢,2=—1 en cos 4, = u,,

dan gaan de vergelijkingen (2) over in
si—el (l — ol — !‘-19) cosdry, |
Y1:e|/(l —1712) V(1 —llblz) sin 1:)|'.' é (_»i,)

(7]

1= 0 g g

en zoo ock voor het punt D'. [ierin zijn de regthoekige codrdinaten
uitgedrukt in de elliplische 7, » en .
En (3) wordt

1 1 —
a e V{-‘? = {T12 -—,u1'g e 022 == f.(gs —+ 204 (g Kby poo — b i
W (1 — o W (L—a AV (I —u )V (1 —®) cos (b —) §

1 ;

e T

eVK ()

Omdat de ellipsoide is afgeplat zal s eene positieve grootheid maal

i zijn, die alle waarden van 0 lot oo kan verkrijgen, en V(1 — %)
bestaanbaar en positief. Aan de oppervlakic der gegevene ellipsoide

i : . :
= zoodal s, = (O hij den overgang van deze in een

o =
7 a, | B

cirkel, die e tot straal heeft.

Neumann heeft de uitdrukking (5) onlwikkeld in eene reeks volgens
de kogelfuncties van Laplace, (die ook doorgaal in geval de ellipsoide
is verlengd) en daarvoor gevonden

1 I L= o m=—n

e‘P‘F :E E (9‘“ s 1) E hzn,m QuQm (5'1) P13.1:1 ('r‘a‘} Pn,m {:“1) Pn.m (.”2) X

ni—:0 m=0

Xeosm (b, — 4. ) o . (6)

*)  Entwicklung der in elliptischen Cobrdinaten ausgedriickten reciproken
Entfernung zwcier Punete u. s, w. von Herrn I. Neumann. (Crelle’s Journal
Bd. 87. 8. 35).
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waarin n en m alle positieve geheele getallen van 0 af, P, (s) on

0, o(c) de particuliere integralen der differentiaalvergelijking

d(l — o?) f{'TI 2
: ( 111 e x
do (Iltll-!"i)— 1l02)'—-03 3 . C (l‘)
en wel
P, (o) =(1 — ofyim no)
da™
1.3 90— n S I) o
uO(U ———-n) m -+ (8)
nm—1) (n — 2) ( n—J) }’
2.4.(2n— 1) (2n—3)
1m d_m
»n m(o )= 1 —o¥)* _fQﬂ.O(G) , ]
dum '!
+ L 1.- ’ (9)
0 Pn \ . 1 il
Un.() (v) = r G-E_jz de=V — PH.O (o) log z+ B \
— 1

en evenzoo P, () door verwisseling van ¢ met u I is eene gcheele

fanclie van ¢ van den n— Is» graad, en pelijk aan de som van

. ; A =t . Tt
dic termen in de ontwikkeling van P 4 (o) log i volgens de maglen

van L, die niet verdwijnen als 7 = s ; terwijl Q,, (0)=10. Yoor
a

de afgeplaite ellipsoide, 7 = pi zijnde, komt 2i Bgig ,:) *) in de plaals van

log ;:: , waarbij de boog alle wesarden kan hebben (usschen
-; en 0.

Findelijk is bom = %ﬁ? b= —.} en tevens voorondersteld
% > Eiz_

Laat nu voor het geheel willekeurig punt D het vaste punt G ge-
nomen worden, waarvan dan sy, u,, ¢ de coordinaten N, 7, @, P
" die van het punt waarin de potentiaal V, gezocht wordt. Daar Vu op
oneindigen afstand , d.i. voor = oo, verdwijuen mocet,en als ¢ = s,

*)  R. Lobatto, Lessen over de Hoogere Algebra 1862 Blz. 300 (16).




gelijk i3 aan het omgekeerde van den afstand der punten (s, wr, 1)
en (v, g, ¥), zoo zal

= oo m=—n

. -
E (Qn—i_ ] Eb”’]]m l = UU) Qp 101 U)On m(“I} X
=0 m=20 u m((}u
X Pu m(-'u')Pﬂ n'l(.ry'i) cos m(‘i/ — 1)' : ‘\10)
HOpmerkende dat het element van de normaal
V(pﬂ =) Sl
i —= et A e L
dn=- Vi — Ug)dm , (11)

en dal nog

i 9
(umﬁ U”;" D Qs (o S w'})u—us):bin . (12)

zoo verkrijgt men uit (1) met behulp van (6), (10), (11) en (12) voor
de electrische diglheid

1 = ,) t n.n m (J 1)
== 20 —+ 1 bn m X
> 2ne? l/(] ‘702) V('Urz = Cl'og) 0E UE n m(’ o)

K Py (@), i) cos m(y —iLy) . (13)
in hel punl der oppervlakle, waarvan de beide anderc codrdinalen zijn
o en .

§ 10. Wanneer de gegevene ellipsoide overgaat in het cirkelvlak,
waarvan e de straal is, vallen de beide punten (so, g, L) en (ro, — o, %)
in één punt van dat vlak zamen, cn behoefl men 4 in de alsdan komende
nitdrukking voor de elecirische digtheid, die uit de som van de heide
waarden van het tweede lid van (13), na daarin so=0 gesteld te
hebben, bestaan zal, slechts te laten veranderven van 0 Lol =1 voor de
verschillende punten van het cirkelvlak.

Wij laten hier de door Lipschiiz opgegevenc waarden der funclién
Pom(@) en Q, (z) en harer afgeleiden voor =0 volgen.

{(n— m) even (n — m) oneven.
Py m(0) n—m 1 B(P S 1) 0
1 24..(n — m) )
TR l.:ﬂ..:(n-]— m,
By (0) 4] 1 X T‘Zi&.,.(u = 1)
Jom(0 == ﬂjPD.ul(U) s 2 - _l
Qa.m(0) ; Do n_m(O)
2 1
Q'am(0) “bom Ppm(0) — i P, (0.
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Oy m (U) vindt men ix de aangehaalde verhandeling van Neumann, na
cenige aldaar voorkomende druklfouten te hebben verbeterd; terwijl
Powm(® en Q) ,(0) in de cene kolom gelijk zijn aan P, (0) en Qg ()
in de andere, als men in deze laatste m met de cenheid vermeerdert,
volgens de ook bij Neumann g(:vonden' wordende betrekkingen

(a0 ) = (ans3@), _,

=10

s d U.n.m (U) p— { YN,
e (T.)J:_O(Ju.m —|-1(_U)>J:O

[Lieruit  blijkt dat uit (10) die lermen verdwijnen waarvoor n — m
oneven is, en dat voor de overblijvende termen
Do (@
Qs (0) =
Duidl men daarom de (weede sommatie aan door ', zoo verkrijgt
men voor de pol‘entiaa] van de lading over het cirkelvlak

“"u ey E (“)l’l + 1) 2 hNnm -11 m( ) i EI(G[) Puﬂ ﬂu 1 m ”l) X

X cosm (y — ). (14)

De totale elcetrische digtheid » wordt bepaald door het verschil der

differentiaal quolienten van V, len opzigte van de norinaal ter weerszijde

van hel vlak, en daar deze gelijk doch tegengesteld van leeken zijn, i3
i

(9] n
i e % (2n + 1) %r b2 O (00,660 Pyl P, () %

X 08 m (P —y). (15)

Dat deze uildrukking met (13) oversenslemt, als men volgens de
laatsle de som neemt der elecirische digtheden in de punten (o, s, L)
en (60 — w,p) en dan o, = 0 stelt, volgt uit de eigenschap der groot-
heden P, () dat voor (n —m) even P, (— w) = P (@) en voor

(n — m) oneven P, (— w)= — P, (v), zoodat in genoemde som alleen
die lermen overblijven, waarvoor n — m even is, d. i. waarvoou
__1___ - hn.m nf (0]
Gl 2gp —memnss

- Past men de onlwikkeling volgens (6) voor het omgekeerde van den
afstand der punten (o, @, £} en (e, wi, ¥1), waarvan de algemeene
term, behalve door een voor de gansche recks constanten factor, van
den algemeenen form der dubbelresks (14) alleen daarin verschill, dat
in den laatsten Q. (o) de plaats van P, (o) vervangen heeft, ook
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toc op den omgekeerden afstand der punten (, — gz, 4) en (o, tyy Gy,
en neemwt de som van beide uvitdrukkingen, daarbij de bovengenoemde
cigenschap der Pum () in het oog houdende, dan komt er

o L
VE@ TVE—pn= "

N8

n
(2n -+ 1)§f hsﬂ.m Pu.m (o) Q}’I-Tﬂ (5.1) X
0

% Py o) Py (i) cOS m(y—g). . (16)

Yoor het hgzonder geval mu, dat het vast punt C ligt in de as van

het cirkelvlak pu=1,P,, (w)=0enP, ; (&) =1, waardoor (14), nadat

nog voor (), (v) de inlegraal uit (9) in de plaats is gesteld , overgaat
in de enkelvoudige reeks

+1

Vo=— @f-e E @n—+ 1) f .0 (&)de Ono (=) Pro (0, . (17)
iy
en (16), na verwisseling van ¢ met de tusschen + 1 en — 1 gelegene
bestaanbare grootheid ¢, zoo als geschieden mag, verandert in

1 1 = ) 5
CEG D) VG —m ) g ot @) P, 48

waarin n, even als in de voorgaande vergelijking, alleen een even
positief getal kan zijn,
Door omwisseling van de orde der sommatie en integratie wordt dan
+ 1
= % (E(Jm + 1) Py () Qo (70) By,
-1

+1
1 1

1 de 5
spece B _ = . : /_.19)
Qan(VK(E, Ty Gy ) VK(E,——,:L,J,,“I)) 5 —e S

=

waarbij Kz, u, i, 1) =1 — 62—+ ® — 1® + Y5040,
0f, als men de integratie uitvoert

L (7, 1
Vuz 1 { : 1 bg.lg V[\ 1,”10-11 T) -+
e ‘/h(g‘, 4% 1) — G0 "[—‘u, G)U.)
1 bo.to VK(J y T 0y ]) } \ ' (d
VR, —po, 1) er— W

waarin de bogen tusschen (0 en = moeten worden genomen,
In dit geval is (14) alzoo gesommeerd kunnen worden.
Lipschitz toonl verder aan, dat wat ook in het algemeen de waarde
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van m zij, er altijd een factor Gm(s) bestaal, waardoor de grootheden
Quam (7) uit de Pymle) door intcgratic worden wverkregen; hij komt tot
de betrekking
- 1

gl Am de )
[Bnpa—apn & "y

, f;im F -
(1 ) it

~ 11,10 (J) —

waarvan de vergelijking voor Q, () van Neumann een bijzonder geval
is, en vindl len slotle voor de potentiaal in het algemeene geval een
eindigen , met (19) oversenkomsligen vorm , een dubbel-integraal, die
evenwel voor verder onderzoek weinig geschikl is, zoodat daartoc een
anderen weg moet worden gevolgd.

§ 11. Daar namelijk de gevraagde polentinalfanctic voor g, = 1
in (20) overgaat , en verder aan de vergelijking van Laplace

d2v a*y sz
a7 T dy? dzg
voldoen mm‘., die door de codrdinalen s, w, ¢ verandert in
dV
—0 1— ) ——
d (1 ) - d( (7 ) d.u " 52_#2 d2v 0 ('{):2)
d; dgl!‘ (1 1 9-.‘2) (1 s #2) d\Lg y (2

en het zeer lastig 1s te onderzocken, of aan deze laatste door functién,
dic in vorm et (20) ovcrcenstemmen, al of niet voldaan wordt, zoo
voere men het quadraat van het quotient van den afstand der punten
(7 #, ¥) €0 (oq, %1, ¥x) door den straal ¢, of K in plaats van < als
coordinaat in, met behoud van de beide andere codrdinaten ¢ en u.
Hierdoor wordl (22) voor eene functie V in hel punt (s, g, K)

gl
, ) ) d=y
o — 2o tet =t R — 20,0, | R —
d(1—u? ‘“ 197
Ll- [.1 \f
— 2 [ttt R e 2, o] ke
| 42V v _
9 59_ :.‘é 9 T i
+ 20— (2K g +3 ) =0. (23)
Hel blijkt nu, dat door substitutie van
1 VK .
et e . .- (24
V= bale (F_MA_M%) (24)

in (23) deze vergelijking identiek, en derhalve ook aan (22) voldaan
wordt, terwijl men uit deze eerste particuliere integraal eene tweede
verkrijgt, als men g, door — w. vervangt, dat is
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1 . V K (o, 1, b, 50, — 2y 504)
= ho.tg :
VK{"J—? Loy Wy Tg, r"’:z.c'ﬁr*'r) 548 T oy T M.
welke witdrukking gelijk is aan die, welke uit (24) ontstaan zoude
zijn door verwisseling van g mel — p, wanl

K ('71 iy Ly Ty, iy, Pap=K (5 =gy s 52y fny “”1)

Alzoo heeft men voor de gevraagde polentiaalfunciie

il 1 VK (‘71:(“{'! Ebﬂfl'w’-’:”"i‘ﬁ‘)
Yo — = e - bg.ig
« Te l/ ‘{& QG’ oy L.F“.' Fyy Mg, "7!"1) =TT + ey (:“5}
(+ ! byipll BRI e DY
V_{\_(r’;‘_: .'35;"-,’1',511_—-‘1’11-;"‘.“"1) — 00y — 2ty

waarin de in hunne tangenlen uitgedrukte bogen tusschen 0 cn =
moeten worden genomen.

Dat het iweede lid deser vergelijking voor elk punt (0, «, L) van het

cirkelvlak verandert in T blijkt uit de gelijkheid van
1 1
! I en A r 5
e V-{i(o'n fty, ¥ Ty |u’]"* -‘Pl) Dl li(U, Moy Wy Ty, — 1y -ﬁLL-]
en omdat
b% L”VK(O,,H 'J.«‘, ‘.'FI,_iul,:.i:I) -{-—hu‘ tﬁ"/l{(D, it '\L‘,FI,*!{LI;'LT)ZAT =
- e > — oty ’

Overigens wordt de waarde van dat tweede lid op oneindigen afstand
van het cirkelvlak gelijk nul, en heeft het voor de gansche ruimte, met
nitzondering van het eirkelvlak, nog de eigenschap van wet inbegrip
zijner maar elke willekeurige rigfing genomene differentiaal-quotienten
eindig en conlinu te zijn, zoodat hel al de cigenschappen eener polentiaal-
functie bezit, waarmede de waarheid van (25) bewezen is.

Wat de mcetkundige beteekenis van Vy betrell, merke men op, dat
deze de som is van Lwee uildrukkingen, waarvan de tweede uii de cersie
verkregen wordt doordaarin — 4, in de plaals van w, (e zellen: waaruil
volgt dat, als cenmaal de elementen van de eerste door de ligging der
punten Gy, o, Pe) en 0(s, p, ¥) bepaald zijn, men het vasle punt
(74, px, &) slechts behoeft te vervangen door het punt (sy, — s, iy,
gelegen op het verlengde van de loodlijn nit G op het cirkelvlak neére-
gelaten, en op gelijken afstand als C van dat vlak, cn dezelfde construe-
tie voor de tweede uitdrukking te maken. Laat nu OP de loodlijn zijn
op het cirkelvlak, M het middelpunt van den cirkel, OU en OT gelrok- T
ken naar de niteinden der middellijn UMPT, dan is, als 7 = pien « positief,
volgens de vergelijkingen (4) ‘

MP=eV(1 +p)V' (1 —u?), 0P =epu, UT =2s,




en dus

o=t { g + (141 AV 1 — )}

(= E‘-g{ pg#_g == (1 — (1+ pg) V (1 e Iu,ﬁ))g} 2
of
0U=e (V1 +p)+V (1 — i) en OT=e (Via+rp—va— ,,.9))-

Noemende den hoek UOT 4, dan zal
o 0T — UF*

CO8 7 — _ = ,
200.0T
14+cosy  {(OUHOT)? — UT? 4e? (1 - p*) — 4e?
O LO0UOT det(pP 4+ )
COs ;I—'J]: 1+{?0S?‘F — P 811l 17-1; — Do il
s 2 V (p3 = :H-Q) ; 2 Vv (pﬂ —f= Iu,ﬂ)

Als © negatief is

cOs (—ﬁ'): B Sill(f,z)m S - -

2 Vip?+u®)’ - P Vip?+ )
Laal nu eveneens de loodlijn uit het vaste punt op het cirkelvlak
neérgelaten GP, zijn, de middellijn U, MP;T en den hoek U,CT, 4,, dan

heeft men, naarmate w, positief of ncgaticl is

cos (i %)a P: " (i ?h) i
LU & b =7 Sy ‘——d——- E— = =
2 . V P2+, ® 2 Vip 2t gt®
Hierdoor wordt

2

2 -5 Ir :
— s w, = pp, ey =V (pP 2V (p, 2+.ziﬂ)005(_ﬂ) :

en de langens, waarvan de hoog moel worden genomen, in de eerste
uitdrukking van (25)
C. C VK(O‘,V-, ¥, Gxy iy, Ur)

Ty el S T B cos(i-ﬂEi)

2

waarin e de straal van het gegeven cirkelvlak, e V'K(e, , ¥, o, 25, ¥;) de

afstand van O Lot G, eV (p*+u?) de midden-evenredige tusschen de

lijnen OU en OT, e V/(p:® 4+ ws%) de midden-evenredige tusschen GU, en
= n 4 = . x ; v

GTy, en cos| ——5—— } de cosinus van het halve verschil of van de

halve som der hoeken UOT en U,CT,, al naar gelang de punten O en
G zich aan dezelfde of aan verschillende zijden van hel vlak bevinden.




B =

o ]
1]

De totale electrische digtheid o der lading, op de afgeleide cirkel-
plaal door de negatieve eleclriciteits-eenheid in G geinduceerd , kan pu
gemakkelijk uit de potentiaal Vu dezer lading worden gevonden.
Volgens (11) toch is voor =10 het differentiaal-quotient van Vy ten
opzigle van de normaal aan die zijde van het vlak waar u positief 1s

£

dVv .
( ' ). aan de andere zijde heeft het dezelfde waarde, maar mct
e :

a——|)
tegengesteld teeken.
En omdat

_d( 1 ) e £ - _ Ogihly
d= Vﬁt(’f’.‘?&g L}',o‘l,;’.&!, UE"I) ds V[i(gﬂ'y“: Py Ty, _'I"Lli"\‘l"l) VKS

ad—:0 a—=1)

Jje]

b i VK('T,.’-'-"; ¢, 0_11.0'1:"7’)1) _d b, e I/I((J,,b;,u G — J:LI,'..IDI) 7
== o — i
Vg te e e d= 25 — g0y — Mg VK

a1 g==10

R I I T T ORI L VE a6
( dq)_}r_e(—ﬁ + VI (ht_,. lb:m——hatg MJJ-;) , (26)

=10
waarin K beteekent K (0, %, %, 0. &, ¥y), €0 de bij de tangenien be-
hoorende bogen tusschen () en » moeten worden genowcn. Deze uit-
drukking kan nog vereenvoudigd worden, wanl stelt men gemakshalve
VK _ '

3, dan komli er

wordt

.'ulq‘l'
: _ 1
bg. tg (— ) —bg. igf == —2 bg. tg =2 bg. tgﬁ,
n TT
in welke laalste evenwel de boog tusschen de grenzen + 5 e — 3

ligh  Door substitutie in de vergelijking

d Vu
g = e,w( du‘)

=0

vindt men ten slotie voor de clecirische digtheid in het punt (0, 2, ¢)
i T Tg Wity (115 g
e=—mea PR b R) - - - D

waar de bglg VK tusschen - = g en — gelegen is, en u alleen po-

JE=hE|

sitiefl mag worden genomen.

N
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3
&. De electrische verdeeling over een belvormiz segment. *)

§ 12. Zooals reeds aan hel begin der methode gezegd i, komt
het hier hoofdzakelijk neder op het bepalen der elecirische verdeeling
over een algeleid bolvormig segment F, dat onder de influentie-wer-
king staat van de negatieve electricileits-eenheid, geconcentreerd in
gen willekeurig gelegen vast punt G daarbuilen.

Den sland van dit segment kiest men zoodanig, dat de cirkel-
omtrek , waardoor het begrensd wordl, zich in een horizontaal vlak
bevindt, en het segment daarboven. Als oorsprong van een rcgthoekig
cobrdinalen-stelsel neme men het middelpunt M van dezen cirkel , waar-
van de inhoud is S, en de z-as vertikaal naar boven. Noemende dan
den straal van S e, den straal van het bolopperviak B, waarvan het
segment een deel uitmaakt, r,, zoo heeft het middelpunt N des bol-
oppervlaks fol cobrdinaten x = 0, y = 0, z = « V' (r,? — &%),
waar « gelik aan de positieve of negaticve cenheid moet worden ge-
nomen, naarmale het segment F grooter of kleiner dan het halve bol-
oppervlak is.

De te vinden potentiaalfunctie V der geinduccerde lading is ecne
potentiaal voor de gansche ruimte mel uilzondering van het oppervlak
K, die de eigenschap hebben moet van in het punt O gelijk te zijn
aan het omgekeerde van den afstand der punten G en O, als dit
laatste punt op F gelegen is, en nul, als het op oneindigen afstand
van F ligt.

V bekend zijnde, wordt de electrische digtheid ¢ in het punt O
van I" bepaald door

dv dV »
e L O a o s o 128
- ( dr) ( dr ) ’ !
i) + 31‘07 rl} — é‘ra

waarin r de voerstraal NO, waarvan de naast de haakjes slaande vor-
men de waarden zijn, en dr; cenc oncindig kleine positieve groot-
heid. Maar omdat men eene lading over een bolvormig segmenl be-
schouwen kan als eene lading over den ganschen bol, waarvan de
digtheid in elk punt buiten dat segmenl gelijk nul is, heeft men in

plaats van (28) -
g = 2 (ﬂ) ESEE AR
T

dr ry

u—ar“

*) Ueber die Vertheilung der statischen Electricitit in einem kreisformig
begrensten Scgment einer Kugeliliche, (Crelle’s Journal Bd. 58, 5 152.}
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welke vergelijking dezelfde is als de eerste van (7) aan het begin dezer
verhandeling, en doorgaat voor elke willekeurige clectriciteits-verdeeling
op het boloppervlak.

Ingeval het punt C ligt in het middelpunt N, heeft de potentiaal

3 1
over het geheele oppervlak van IY de constante waarde — | zoodat, als
"
0

Un de hoeveelheid electriciteit op F is, deze daarover eveneens ver-
deeld zal zijn als dezelfde hoeveelheid over F, geisoleerd en buiten
influentie. Kene gegevene hoeveelheid clectriciteit (), medegedeeld aan
hel geisoleerde segment, verdeelt zich dan zoodanig , dat de digtheid is
Q
Qo
op dc geinduceccede lading , in het geval dat (. met N zamenvall,
Wat ook in bel algemeen de ligging van het punt C moge zijn,
zoo kan de hoeveelheid electriciteit ()., waaruit de daardoor geindu-
ceerde lading bestaat, altijd zonder inlegraalieeken worden uitgedrukl,
en wel in de potentiaal in het punt G van de lading geinduceerd door

¢ en de polentiaal 8— V, de grootheden g en V betrekking hebbende
n

de negalieve eenheid in N. Want beschouwt men tweec ladingen over
een zellde oppervlak, waarvan de eene gebonden is door het punt
met de digtheid gc en de potentiaal Ve in hel punt O der oppervlakie,
de andere door hel punt N, digtheid ga, potentiaal Vo, dan zal volgens
-eene stelling van Gauss 7)

fgc Vi do = f@n Ve do "

waarin de hel element van het boloppervlak B en de integralen zich

uitsirekken over het oppervlak F. Maar V, = L, V. gelijk aan het
Iy
omgekeerde van den alstand der punten C en O, zoodat het tweede

lid der vergelijking de potentiaal is der lading ga in het punt G, dat

is Vo, als hierin de codrdinaten van O door diec van G worden ver-

vangen. IHierdoor verandert hovenstaande hetrekking in
Jedo=Qe=roVare. . . . . . . (30)

Wanneer het segment F in het geheele bolopperviak B overgaat,
staat het bepalen van de potentiaal der lading, op den afgeleiden bol
door ecn elecirisch -massapunl teweeggebragt, in verband met de

*) C. P. Gauss: Allgemeine Lehrsiitze in Bezichung auf die im verkehrten
Verhiltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Ab-

stossungskrifte , art. 19.

(=]
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volgende wiskundige stelling: Laat in de regle lijn wit N naar het
inducerende punt G getrokken, en aan dezelfde zijde van N als (i een
punt €’ genomen  worden, zoodanig dat NC. NC' = r?, dan heefl
men, als O een willekeurig punt van het bolopperviak is, de even-
redigheid :
0C: 00 =r,;: NC'=NC:r, . . . . . (31)
Hierbij kan C zoowel binnen als buiten B gelegen zijn. Bevindt zich
G binnen B, dan ligt (' er builen, en omgekeerd. Omdat men in hel
vervolg dezer methode onderscheid moet maken in de ligging van een
punt G binnen B boven en onder het vlak 8, zoo zal voor de plaals
van het overeenkomstige punl ¢’ een kenmerk worden verkregen door
gebruik te maken van de opmerking, dat voor elk punt C van $ het
overeenkomstige punt G behoorl tot het segment S huiten B van het
boloppervlak door N en den cirkelomtrek, waardoor F begrensd wordt.
Men noewe de ruimle, omsloten door het cirkelvlak S en het segment
F, R, de yruimte, die ingesloten wordt door S en het ondersie seglﬁem
van B, R,; verder, indien het segment F grooter dan het halve bol-
oppervlak B is, dat is voor e =1, de ruimte tusschen het onderste
segment van B en het segment S'R';, en de overblijvende uilwendige
ruimte R', maar voor e=—1 de ruimte, ingesloten door F en §', R’,
en de overblijvende uilwendige ruimte R',. [eeten de ruimle, waarin
het punt G gelegen is, en die, waarbinnen hel overeenkomstige punt
(" zich bevindt, corresponderende ruimten, dan zijn volgens hel voor-
gaande zoodanige altijd de ruimicn R en R’, alsmede R, en R/,.
§ 13. Wij gaan nu over tot het zoeken van V, en maken daarioe
gebroik van de elliplische codrdinaten ¢, wu, v, mei de regthoekige
X, ¥y, z volgens de onder a vermelde vergelijkingen (4) aldus verbonden

x=clV (1 —a®)V (1 — p?) cos y,

y=eV (I—aV (1 —siny, { .

L—8 g
frme. — fle
1H

e

Hierin is ¢ =pi, als p eene beslaanbare grootheid beduidt, gelegen
tusschen de grenzen 0 en + oo, u ligl tusschen — 1 en + 1, 1y
tusschen 0 en 2=, terwijl y/ (1 — %) en V7 (1 — 4?) allijd positief
zijn. Men late even als in ¢ (doch met dit onderscheid dat O hier
niet een gehcel willekeurig punt is, maar een punt van het oppervlak
) nit O of (v, #, w) eene loodlijn OP op het XY-vlak neder, trekke
de middellijn TPMU, OT, OU en noeme hoek TOU 5, dan komt er

: oS

==

e
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“ |

888 L g = s SHL L=
BTV —) T V(=)

het hovenste leeken bezigende voor  positief, dat is als O zich boven
S, het onderste voor w negatief, als O zich onder S bevindt. *)

Stelt men V (r? — e*) —ep,—¢ %, dan zijn de codrdinaten van het

i
widdelpunt N ¢ =0, u—=a===1, en het vierkant van NO volgens
de vergelijking (5) gelijk aan €* (1 — 5y — & — p? + 2z op). De

voorwaarde, waaraan door de codrdinaten van O voldaan woet worden,
wanneer dit punt op hel boloppervlak B ligl, is derhalve NO?* =1,* of
@& — Qame tp o = 0.
Van de beide factoren

o — ({M‘o — V{1 — 0'02)) goen u —(mu +ip (1 — 0.09)) 7y

¥) Zij nog opgemerkt, dat in hebt vlak, hetwelk door de deellijn van hoek
TOU gebragt loodregt staat op het vlak der figuur, en den cirkelomirek ,
die F begrenst, in de punfen f en 1 snijdt Of =0l—=e} ' (x? — #2) , de
middeu-evenrédige tusschen OT en OU, alsook tg i fo1 = '.

&




waarin het voorste lid dezer vergelijking zich laal ontbinden, zal de
eerste  gelijk nul zijn, indien O behoort tot hel oppervilak F, en de
tweede gelijk nul, als O een punt is van het ondersle segment van B.

. 1nt 5 1
Want uit (32) volgt: :: gelijk aan tg 3 s wanneer O boven S, en

% ] il
gelijk aan — tg o 7, wanneer 0 onder 8 ligt. Door verder de punicn

Z en Z, waarin de Z-as het boloppervlak B snijdt, te vereenigen met
T en U, ontstaan (wee hoeken TZU en TZ'U, waarvan de eerstc den
constanten hoek 5 voor een punt O van F, de lweede den constanten
hoek 5 voor een punt O van het onderste segment van B voorstelt.
Daar nu

IM=el/ (1 — o) + oo, IM=cV (1 —s¢t) — a8 =,

\mdtmenlgéT?U—“V(’l——f2)—0: ,tg E)TL'U V(1 —o5)+e Ui—n;

zoodat voor clk punt O van F

o — (s — iV (1 —oe=0, . o (88
en voor elk punt O van het ondersle segment des bolopperviaks

o — (asy +iV (1 _a;;) o=0. . . . . (34)

Uit (33) wordt in verband met (4°) afgeleid
73 71 : 71
REERS - TR el A i =
wo,—1V (1 —o) ew’ ((m“ Uk (G )) T eg’

of

— V(ncir.ro; + 17 (1 -"Foi))]/(i) ”—1]/ (mala"—l—V 1—oy’ ))]/f( ) (59*)

en uit (34)
13 gl (occh—I—lV(”l——au‘)) (azu +iV{l —s 2)),7___

of

=1/ (- ado, +V (4 —rfﬂﬂ)) 1.f(lez),¢:ilf(m AV (=52 )1/( ) (34%)

Het is duidelijk, dat in deze beide laatsten w en z negatief zijn
wegens de ligging van O onder het XY-vlak. ~ Voortaan zullen wij de
coordinaten van het inducerende punt C noemen o,, @, ,¢,, en di¢ van
het overcenkomstige punt C' o, ¢/, ¥,, want voor beide punicn is de
hoek & dezelfde. Als dan x,,Yy., z, en X, 7, z' respeclievelijk de regt-
hoekige codrdinaten van die punten beteekenen, zal uit
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NG = 2iX =¥ 1y =%, —aep,ii —aep®
volgen

5 200 o2
po. BPE, To” Xy 7 Yo ¥z

X ) == ) :" = - ——
NC? XI2+YIS+(ZI'_aepn)B KIQ+Y[2+(ZI_C¥BPG)2 '

(39)

Io® (2, — ae
Zf—aepgz P - f(n‘ - pO) g f
X 4y, " (2, — aep,)
Omdat z + ie = ie (1 —op) enz —ic=—ie (1 + o), verkrijgt

men, door beurtelings het vierkant van olk dezer beide vergelijkingen
bij de som der vierkanten van de twee eerste van (4°) op te tellen,
en de leekens , en " bij te voegen
20+ (o i =— e (o, — )% |
¥y — e =—e? (¢ + 2 |
Plaatst men de uil (35) bekomene waarden
et (’l - pﬂﬁz)z
X2ty (2, —aepy) o
e’ (1 4 po?) (2, —aep,)
R e — aepﬂ)i
identieke vergelijking
X2+ P — e =Xy + (2 — aep )+ Ua’ — aepy)ae p,—ie)+(wep, —ie)?,

dan laat deze zich herleiden tot den vorm
(at‘pﬂ-—lﬂ)( Pl gl o8 -I—Ie)2)
5,0+ .0 + (2 — aiep,)*

(36)

P+ y? 4 (@ — aep) =

' —aep,— i het tweede lid der

X?+y? 4 — ey =

die door (36) verandert in

=& baiptie, )
Xzt ¥ Pz, ccep,j)2

of, warnneer de noemer door e (1 —o?—s 2— 4 *+2 2a0,0, 1, ) en

ipo door o, vervangen en uit beide leden de worlel getrokken wordt

T Fil+asg) (0, — ;)

Z e = V(ﬂ——woé—af—lu-lﬂ—l—ﬂaauo:l w,)
waaruit men, door het onbestaanbare van het bestaanbare gedeelte te
scheiden, verkrijgt

ii(—owﬂo}-l-p,l) b =+ i (oo o, — 7;) -
V(1 —o—0, 2, %00 o, p,) by I/(’l——-u- =P+ 2aryr e, ) (38)
Wat het teeken in (87) en (3t) betreft, dit moet zoodanig genomen

.l

worden dal ﬁi’ sleeds positiel blijit, wat ook de ligging van C moge

(o' +p)P=

, . @D

i —

J —
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zijn, zoodal het zal overeenkomen mel hel tecken van (— ao, o1 + 1),
daar de noemer allijd positief is. Voor een *punt G in het vlak S
v = 0 en p. positiel of ncgalief, al naarmate dit punt beschouwd
wordi le behooren tot de ruimte R of tot de ruimie R,. Wanneer
e=1, blijlt —o,0, 4+, posilief, zoolang C boven S ligt; deze uit-
drukking is negatief in een punt C binnen de ruimte, omsloten door
S en het oppervlak, waarvoor — o0, + & =0, en wordt weder posi-
tief, zoodra C buiten deze ruimie ligt. Maar als «=—1, blijft
o 71 + #: negalief, zoolang C zich onder S bevindt, is positief,
wannecr ( binnen de ruimte ligt, omslolen door S en het oppervlak,
Waarvoor = 5, 0, -+ x: =0, en wordl weder negaliel in een punt G
buiten deze ruimte. Daar nu — wo,o, =+ @, =0 het oppervlak §
voorstelt , ") en de door S en §' ingesletene ruimte voor ¢ = 4+ 1

*) Laat ¢ een punt van het oppervlak 8 zijn
in het geval dat ¢ —=— 1, als in nevensgaande
fignur. Trekt men dan de loodlin CH op de
middellim NML des boloppervlaks, waarvan
§' het buiten B gelegene segmentis, en plaatst

de waarden NM —= e%,

MH=——¢ Tl P NL= E;G‘_—-—”“?),
i

UU

i

HOz=el/(1 —o )V (L —p2) in
(NM + MH) x NL=(NM + MH)? - HC?,
dan komt men ma herleiding tol eene verge-

lijking , waarvan het voorste hid zich in twee
factoren laal ontbinden, en wel
=, o+ £ ie 8, - a,) = 0.

Omdat in dit geval g, negatief is, zal o, 4, — # in het algemeen cone ne-
gatieve grootheid maal i zijn, zoodat door alle punten van S’ voldaan wordt
aan de vergelijking

—ag,06, -+, =0
Wanneer @ —— 1, verkrijgt men evenzoo
(@, 0, + 1) (7 2,4 ) =0,
Alsdan voldeen alle punten van 8’ aan de vergelijking
¢ o, =0,
waaruit volgt, dat - @s,0, + p,—=0 in ieder geval het vlak S’ voorstelt.

(De beide andere factoren o, 4, — o, en ¢ g, + o, zijn gelijk nul voor alle

punten van dat gedeelte des boloppervlaks, hetwelk binnen B ligt.)
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uil de ruimten B, en R',, voor @=—1 uit de ruimten R en R’ bestaat,
zoo moef in (37) en (38) het hovensle leeken gebruikl worden, als G
binnen R of R' gelegen is, en het onderste teeken, voor cen punt C
in R, of R',.
Stelt men nu kortheidshalve
0C*=e’K , 002 = 2K/,
NCG? = e%k, NO"? = ek,
zoodat
K=2—¢" 0, "~ u—p:*+ Lor o :—2V (1=6))V (1 —o 2V (A=) (1—w1 Hecos(L—y ) ,
K =92—5%—¢" —?—p* 2oz’ s'— 2 V(l —52)‘/( 1— ’J"g)V(lfP’fgj!/('l_EL'E)COS(F"LL1) '
k=1 —c2—0;"— @, + 2oz g u,
K'=1—0c—5%— p? 4 200,71,
dan is de vorm der potentiaal ¥ in een gelieel willekeurig punt O of
(¢, @,¢) de volgende:
(L) G binnen R,

R i 0 VK k! =
1 1 = vhg,t iy —— %
) binnen R 3 y 6 {V.l.‘k 58 —tos Lo +lv/(1 By 0_02)5,_/ K;h%la — e [‘}J‘{)‘J }
1 { s VK VK
—=—{ - boig : :
O buiten B, V= el e s i l/ﬂ VK hgte — o - gt }
(II) G binnen R/,
1¢1 — K k! VK
ann 1, Y=L {1 bt L
O binnen R, A vVE RS — s +l/(1 — VK gty — o &
e e VK 25 =
O buiten R v S H/(l _Joz‘)l/ﬁabnta — oo’ + pp
(IIly G binnen R, of Ry,
e — VK e o }
— —_bgtg o
O binnen R, V= il — il '4'“‘//(/1 — e VK bglg — o6 -+ pu
1 1 VK 2% A }
i =—J—_-bgtg - =
0 bl]lteﬂ Pl, Vv o 3_1/[\ & 9 — e, +.'35t°51 "" 1/([ . %2) a/[.& UQTQ LN thTI —+ {ete

Hieronder is het geval, dat het punt G met het middelpunt N za-
menvalt , niet begrepen , maar dit zal later behandeld worden ; de waarden
der in hunpe tangenten uitgedrukic bogen zijn hier en overal in hel
vervolg dezer methode tusschen 0 en = gelegen.

Omdat er slechts ééne funclie bestaat, die aan de vroeger genoemde
voorwaarden voor V voldoel, zoo blijkt uit de volgende beschouwingen,
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dat die alle vervuld worden door de voor V gestelde vormen in boven-
staande vergelijkingen, en de juistheid dezer laatste.

1. In @ heeft men reeds gezien, dai de funclie i beto ——V—Kﬁ

: = ’ VE " °® — g5, = ph

der grootheden ¢, 1, ¢ eene potentiaalfunctic is voor de geheele ruimte

met uitzondering van het cirkelvlak S, dic in cen punt (¢, =z, <), op

oncindig grooten afstand van S gelegen, verdwijnt. Zoo zal ook de

— V'K T 1 K

ol
functie ;- bgle — = —=—— — —=. hoto ————— op onein-
VK™ s s ol K KK = P

digen afstand van S gelijk nul en eene potentiaalfunctie zijn voor de
gehcele ruimte met uvilzondering van 8 en van het ruimtedeel binnen
het boloppervlak, wit G als middelpunl mel een naar welgevallen
kleimen straal beschreven. Ligt nu het punt C binnen R, dan is
cene functie van het punt (v, %, ¥) of O, die binnen R gelijk aan

_.l__h ‘tl‘ﬁ——_VI{
VK % %-——G'U'I‘Jr—.b&ff;

X

1 0EHE
— g&, - pg,’

en buiten R gelijk aan I;K bgtg
potentiaalfunctie voor de geheele ruimte behalve F, mils er aan het
vlak 5, dat met F de grenzen vormt, die de ruimten, waarin elk der
beide genoemde uitdrukkingen respectievelijk de potentiaal is, van elkadr
scheiden, mel betrekking tol die [unclie en hare ecrste differentiaal-
quotiénten geene disconlinuiteil plaats heeft, want de punten O en (
kunnen in dit geval alleen binnen R, maar nooit daarbuiten in elkair
vallen. Dat aan deze voorwaarde voldaan wordt, volgt uit de be-
schouwing der beide punten (s, 2, ) en (s, — ©, 1), gelegen digt bij
het vlak &, hel eerste binnen de ruimte R, het tweede binnen R,

zoodati: eenc kleine grootheid voorstelt, terwijl « en 0 onbepaald
zijn, Van het cerste punt komt men tot het tweede, door in R « cn

— T A
Y te bebouden, en T tot nul te laten afncmen, vervolgens in B, de

== 2= (73 a
constanten — g en ¢ te behouden en — van nul tot - te laten aan-
1 1

grocijen. Door tocpassing dezer handelwijze op de funclién
1 VK i _ — VK

—— bgtg — ————— en — belg—————
VK™ —g5, +pu, ~ VK o oo, + w,
tweede functie dezelfde als die, welke verkregen zou zijn, door in de

wordt de waarde der

— —_— a ‘
eerste w en ¢ onveranderd te laten en o doer nul heen continu te doen

afmemen tot — —. De waarden der [unclic in quaeslie, alsmede die
1
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harer eerste differentiaal-quotienten hoven en onder S, sluiten zich
derhalve continu aan elkair aan, zoodat zij eene potentiaal voor de ge-
heele ruimte behalve F is, die verdwijut op oneindigen afstand van S
of, van F.

Wanneer het punt G buiten R ligt, zal zoodanige polentiaal zijn

; o . 1  — VK
eene functie van O, binnen R gelijk aan -P—K--bglg_m T builen
y VK
R gelijk aan I/I bgte —— o +o:u,:
VK" 1 —VE
2. Daar de vitdrukkingen — I/K’ bgig e l/liib“tg — sor

len opzigte der punten C" of (o, ', ;) en O of (s, u, ) zich eveneens

WBRb s A R G
— 05~ s £ YK 7° 'a-—eJ'UI“"‘f«’-{MI P

verhouden als — Vl bolee

zigte der punten C en 0, zoo ziet men, dat de voor V gestelde vormen
steeds zamengesteld zijn uit twee potentiaalfunctién, in 1. omschreven,
waarvan elk nog een van o, u, onathankelijken factor heeft. Hieruit
volgt, dat ook elk der voor V gestelde vormen eene potentiaalfunctie in
het punt O voor de gansche ruimte behalve F is, die op omneindigen
afstand van F gelijk nul wordt.

3. Eindelik moet men nog aantoonen dat, wanneer het punt
0 op F gelegen is, doze vormen overgaan in den omgekeerden af-

1
noog In dat geval bestaat tusschen
de codrdinaten o en w van O de betrekking (33)

o -—+—(a:00 —iv(1l — %2))5:: 0,

en kunnen (37) en (38) gebruikt worden, om K’ en —oo’ + pu' iney, o,
uit te drukken. Evenwel vindt men K’ gemakkelijker uit de evenredigheid
(31), die na substitutie der waarden verandert in
eVR:evK'=e vl —st):e vk =evk:e V(1 —o) . (39)
Yoor — oo’ 4 pp' volgt uit (33)
¢ —p l—any+l(1l—0¢2) —1—as— V(1l—s® iV (1—q,

stand der punten 0 en C, d. i, i

G B P e R g 14 as,
Verder komL er door het ecrste lid van 37} mel (¢ — »), hel Lweede
V({1l—

mel (9‘ =+ ) te vermenigvuldigen

1"'1-057

(¢ +u,)(a‘—u)_‘ +V[flk—" 60) (0y — pty) (5‘+=u.)., . A0)
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die, door hel bestaanbare van het onbestaanhare te scheiden, zich
splitst in de vergelijkingen

B + !L:Uor —_ __I_ '/(lilk_" 0-02J (__ G,Q_l + .u(url)-, 41
- S LAl
== '9';&!«' + MG" = — V(:/; 502) (;4 0y + lﬂ’nl‘f‘_[); \ :

waarin men het teeken even als in (37) en (38) moet nemen: het bo-
venste teeken, als C binnen R of R', en het onderste teeken, als C
binnen R, of R', ligt.

Volgens (39) en (41) zal nu, wanneer het punt O op F gelegen is,

I — gelijk aan 1% , en 2 selijk aan L
Vi, VK YR — ot — Gt <+ g

= Sk I& we = - ¢ i =
of gelijk aan YR zijn, naarmate G zich binnen R en " of binnen
——17F L0 '
I [t

R, en R'; bevindl. Al de voor V gesielde vormen gaan dan over in
= {—t—ﬁgtg e L g = V2 }2 o
we ( VK —o5, + uus VK S — 06, T+ g eV'k
waarmede de juistheid der vergelijkingen (1), (I1), (II1.) is aangetoond.
§ 14. Alhoewel in deze vergelijkingen de ligging van het punt C
in het middelpunt N is uitgesloten, in welk geval hel overeenkomstige

punt (' zich op oneindigen afstand bevindt, zoo nadert toch de waarde
van V, npaarmate G digter bij N komt, tot ccne bepaalde grens, die
met het in elkadr vallen der beide punten overeenstemt; en daar N als
a= 1 in de ruimte R, als «=—11in de ruimle R, ligt, kan die
grenswaarde voor ¢ =1 uit (L), voor ¢« =—1 uit (IIl.) worden alge-

i

- ) i -
leid. Van de grootheden UT v ou, P is dan de eerste o; — ¥V K'en

a
vV k' : : VK i
VK~ gaan over i de eenheid, —— ———— - wordl, —; &y, e ver-
j a

— g6 Fup
vangen o, u,, en voor K komt de uitdrukking 1— o,2— % — 2 + 2 a0, op,
lerwjjl de beide waarden, dic men voor V alzoo verkrijgl als ¢ =1
en als ¢= —1, vereenigd zijn in:

(IV.) C in het middelpunt N,

» 1 1 aV K 1 —1
- T'—__‘_ ol o e i et (o g
Wihintien 1.3 e { vR bgtg — Gy o +V(1 —a’e‘z)halg ( 5

)b
1 —aVK i

i s 1 o vf o 1
s e b e 5 e
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Ligt het punt C op een der oppervlakken, die de ruimfen R en R,
R, en R, R; en R van elkadr scheiden, dan zijp de waarden
van V in dc twee gevallen, dat G beschouwd wordi 1e hehooren
lot elk der heide ruimten ter weérszijde van het oppervlak, aan
elkadr gelijk; op de grensvlakle T tusscher R en L' mag C wegens
den aard van het vraagstuk nict gelegen zijn. Zoo zal men ook, wan-
neer hel segment K in het halve boloppervlak B overgaat, waarbi]
s =0, voor V dezelfde waarde vinden, helzij men a=1ofa=—1
neemt. Is C cen punt van het onderste segment van B, dan vallen
de punten C cn (' in elkadr, cn bestaat tusschen de codrdinalen
7., «; de betrekking

wy — (a00+iV(! -—009)) =

waarin (34) verandert, door @ en o te vervangen door g, en oy ;
terwijl men voor V verkrijgt

e L e e
: e nevk 28 Tosilag £
2 vk (W

als O buiten R ligt, V:m botg e v

§ 15. Daar nu de polentiaal V van de lading, geinduceerd op het
afgeleide bolvormige segment F door de negatieve electriciteils-eenheid
in C, voor elke ligging van C gevonden is, wordl verder de digtheid
o van die lading bepaald door (29)

dVv V
t’l»ng—@(dT) E,
Ty=—0 ¥

. dvy
waarin r de voersiraal NO, derhalvo( T de waarde van
I'o—‘é\:r'o

dv ; : _
dr’ als men hel punt O binnen de ruimie R tot aan hel opperviak F

verplaatst. Dij het differentieéren nu van V met betrekking tot r 1s¢
van r onalhankelijk, en noemende x,y,z de regthoekige codrdinaten van
het punt (s, @, ¢, zal

e e e (SRR Rl Ll
dr dx r " dy v dz T ’

d‘u . dlu- X d ¥ d'u, Z— alPq
A T T

dr— dx
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Hieruit volgt wegens de vergelijkingen (4%)

dr (1 — 0% (6 — asyp)
e (P —H il — o2 — ¢ —u+ Qao,om)
S ) i () *
£

& (@ — A VA — o — o — @+ Yasgr)

#) Deze waarden verkrijgt men op de volgende wijze:
Uit x? 4 y? 4 (z—aepy)t =17
volgt door differentiatie
dr dr dr
XiI'EE, }':rdy-, Z*——({OPDZTE;
door deze ten opzigle van r te dilferentietren
ds__dr x dy_dr _y dz_ dr_z—aep
SR A e
terwijl uit de vergelijkingen (4*) wordt afgeleid
S e,

o ds s B e
g= =t dx e dx) Pax= &  %dx°
e wlte ey Y a oy e
Y—_e“(“dv"*"*dv)’ \ AN aGyT @ T Tdy
LB 9 dze dp 7 de
i=—d (s ta't). U
Verder
DL = LR )
T T e l=p?)  ztf-el?
of 22 (e —x? — 32 —12?) o2 — e ot == 0,

Differenticeri men deze vergelijking achiereenvolgens fen oprzighe van x , y
en z, dan vindt men

g oo SldeT e Do e
dz~ e (p? —o%) 7 dy  e?(p? )"’ & Ga (2 —o?) 7
derhalve
de de - da B ) 73—3—aep (o'~—l)z
X ¥t —aep) o=t G oY) & o (22 — o)
__(l-——rj""—,u)d r—r‘p}-{-aa“,u(l——a) (6 —ao, p) (1 — o2)
PER P = P .
En omdat
e Xig 1 a? " i3
dx T e {eql—f_cﬂ (#9—0‘2)} o é“ﬂ@ﬂ—aﬂ)x’
i"f e, 4o s - . d,u (1 —p?)z
dy eﬂ (F_EE } Bt d? 82 I (U_2___. ,_;2‘) 2
1p dp 1o —)'I.(E_"‘ Y] g B —aep, (1 ——nf)
J:.l (— S = P" =] A —
e | +., d + (Z ern) d;j e (,U.’. G";) BE " (#g T 0'2)

—r(Q——p) —pt—as o (p?—1)  —(z —asa)(i—p
p2 g2 [pE— g :
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Deze uvitdrukkingen gaan, daar in dit geval het punt O op F ligt, d.i,
g — (oco'ﬂ-—l Vil — D’OE)) o=1;
over in

dl“ g2 —02 dr W —o?

plo _le(l—s)  da_icl —p)

Men stelle gemakshalve
_751+MIMI:T)1 —GG"-I—MM‘:U‘!

T

dan moet, om (ol de waarde van — le geraken, gebruik gemaakt

dr
worden van de ‘uitdrukkingen

dy 1 VK VK v 1 dK 1 dv
S W ECE o B T S SRR T e

dr (Vl\ ) ( VH' S T R (U2+K)) T dr £ K dr
— VK — VK v 1 dK 1 dv
L e =R e o Sl S e = ety
ar (VK s ——) 5 t/w bel (w2+|{)) d

2 dr K

Wat het differentiaal-quotient % betreft, in den driehoek OCN,

waarvan OC=eV' K, NC=el 'k, is, als 4 den hoek O NG beteekent,
K=1—e¢?+k—2V (I —0¢)V k.cosd,
dK

BWZQ(V(I—%”)—V!LCOSR.). S
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En volgens (43)
dv i

e f—

Srmbh e (—— (1 —c®)uoy+(1— u?) G",ul),

of, als — su; + oy = gesteld wordt,
dv —1 ;
g e e o - S )
Door in (44) en (45) o/, @' respecticvelijk in de plaats te zellen van
Ty, &1, €0 T VOOr (— o g +wa') te schrijven, zal

diX’

) d——_—”(V(l—ceg)—Vk' PO“}u) Coe . (46)
el L e o L B
dl i =i
Wanneer men nu in
| v K 1 et VK
HGF(VI‘: bglg T )+ V(l—cog) VK betg T
G — v K 1 1 —vEK
D S e il S it o Les
‘“m-(m& bty )*‘vm*ao) VE D8

dix v .
o door hunne waarden uit (44) cn (45) vervang(, wordtl de
U

eerste dezer beide uitdrukkingen na herleiding

k—1 g2 brg Y, 2 (/1 — s —V k.cos Vv . i(z4suv) -
VT —VE 5 5 ToER g )8

K o
de tweede
E—1+s b .g‘tg_VK—- ‘2 r/{VI_"—“r;;?-f——l/lc. cosh) v l(r—I—a;w)
V(1 —a ) VK2 v v2+h\ K qu d.. ) (49)
Verandert men daarna in (48) en (49) ¢y, my I ¢, u', en voegl

er'/(il/_k_r%-- *V(lg;i% : als factor bij, dan verkrijgt men respectie-

velijk de vormen
S sy (o D) o,
V(-6 ¢ k'—140c VK 2 (] 1efVK.cosh' | i(&How))y

vk WI—s K088 T TR Tfﬂ"?_—“) )
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Uit de beschouwing der vergelijkingen (L) (I1.) (IIL) blijkt nu, dat

dVv w . 1

2 ((ﬂ) + - op eene conslanle na uil de som van twee der uit-
r —dar, O

drukkingen (48), (49), (50), (51) bestaat. Wegens de ligging van O

op F geven (39) en (41) ter herleiding van (b0) en (51) de waarden

VK’=V(1V- 2Dy V“Vi”)w(,u'z ﬁVﬁfa“)q,, r'_—_f“‘/:};%)r,
waarin het bovenste tecken geldt, als het punt G binnen R of R* ligt,
en hct onderste tecken, als G zich in de ruimtec R, of R, bevindl.
Hierdoor veranderen (50) en (51) in

l—gl—k . EVE (V{—Vi-—a cosd)p ko 7T+Jm 9)
Vi —o-(ﬁ)n/lsh“tg T —'~+1x( V{1l —c?).K gl )(5

1= -k —i—V[k l'l/lx—l/lﬁr ccoshV ke | i(—rruw)\ o
V{l—c,” )I/K3b‘“ i w—l—h( Vl\l—u"”') K et )’(a‘))

waar het tceken den zooeven genoemden regel volgt, zoodat in het
geval van (L) de vormen (48) en (53) wet het bovensie teeken, in
het geval van (IL) (49) en (D2) met het bovenste teeken, in het geval
van (IIL) (49) en (53) met hel onderste tesken bij elkadr gevoegd
moeten worden. .Alzoo komt in het geval van () de uitdrukking

Ll e VK -VK 2 (-e®-Kv %z
ole” ——4belg ol 1A _{L 0 o 2
(~bulebsle — )4 g Vd~c2). K + ) Gh)

V(1 —¢,> WK
en in het geval van (Il.) en (IIL.)
11_‘0'0 1 l’ l& Vl_{ (I_"TQ_I\)'L’ 21!, ==
hote "= — bolo D i le =)
i —amps (P88 5 = bets =) — v~+l&(V(1 %) [+

Ten einde deze beide laatste te vercenvoudigen, schrijve men
1—¢,> —k in de gedaante

(6361 — a7y —1 1/1——705) crI) (,ux —(ary+1V1 — G-OE) 5‘1) s

! ; e ; 5 :
welk produkt, omdat hier ~=as, —1 V(1 —5*), overgaal in
¥

(’ 2 ) ( ey SR
i = 1 = — c"I) e ;
) 22 T @
o i [ G - 9i Ll
terwijl wit £ —"=__9j v(1 —g,%) volgt 1 1

r R @ —g2  V(l—oy2)on
Hierdoor wordt

H

(1—ec>—k)wo 2ie . o oot T 7 v2+R

V(i — ). K  w—  V—s2)ouk Vil—o2)ow  V{l—s?)oa K
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vE #ﬂ{l, alsmede de
i 1d

Substifueert men nu nog w — bgtg voor bgtg -
v

oorsproukelijke vormen (— e, -+ pu;) en (—ou; + wr,) voor v enz,
dan zal men uit (54) en (55) voor de electrische digtheid ¢ in het
panl (7, ,) van het afgeleide bolvormige segment F verkrijgen:

(V.) als G binnen R ligt,

1 =il ., VK O — AT
o = . U? (4“1'1,'—‘1)%[‘% )+ — ! .
2%V (L —o o) VR® 2 — 06, U, ol i

(VL) als G huiten R ligt,

V'K

—1 ! 1—sf—ky 1 \ O — o |
= g — hgig !
: P et Il (.Hi —-5'03) { VK3 ( 2 : 2 —0, +|u|w!)+ J;&K ‘

§ 16. FEen nader onderzoek dezer waarden doet zien, dat ¢ sieeds
positie! blijlt, zooals ook zijn mont wegens het aanwezen van negatieve
clectriciteil in hel punt G. Aan dea rand van Fs=0, p=0, ¢ on-
sindig groot, en daar van punien op het segment, die zeer digl bij

o)

- . A
den rand liggen, de afstand tol dezen cﬂ =7y (1 —»,%) bedraagt,

terwijl volgens de vergelijkingen (53%)

" - 1/ (o +1(1 —aj))'l/(%) o=il/ (—-ui,—ﬁ-l/ A= ( %)

heeft het produkl van de digtheid ¢ in zoodanig punt O of (s, u, )
met den vierkantswortel uil den afs(and van O tot den rand, naarmate
het punt dezen nadert, de bapaalde grenswaarde

tim. {0 1/ (zVT—77)} =

= 92 VI o)

T e S

iK

waarin het bovensle leeken geldl voor (V.), hel ondersie teeken
voor (VL).

Wanneer dc punten ( en N in elkair vallen, wordl de clectrische
digtheid als a==1 uit (V.), als e=— 1 uit {VL.) algeleid , door daarin
te stellen 6, =¢;, ©#, —=a; alsmede, daar f"&—'——a:ro — V(1 —a,")

g

4.

X




al)

K=1—0 —opw +ap=—liaV(l —0,*). 0, — ao + su =
= —iaV (I =7 ). @, waatdoor zoowel voor ¢ =1 als voor e= — 1
de vergelijking

! 1 5%
) = a— hele f . = S hE
= 22— o) () bt (, )+ ) (56)

Vervangt men in de vergelijkingen (IV.) de codrdinaten &, @z van O
respectievelijk door o,, @y, die van G, dan verandert daarin de grool-
heid K=1 —g? — w2 a v, 0 10 k, en volgens (30) komt voor
de hoeveelheid electricileit (), wasruit de geinduceerde lading bestaat,

4 — 9 ) oy -
C binnen B, Q, = v { B ) be _aVk + balg (___1.) E'
qI .

onlsiaat.

Vk s G Oy Ty 73 —r
(D7)
Sl 1 (V1 —a®) —aVk 1
Ghulen R == — S 0 e —+hoto ( ) .
3 TE 'Vk Gl —g‘oq[+cc,u:L ga T X

Bij het in elkadr vallen der punten G en N wordt nu de hoeveelheid
electriciteit Q, der geinduceerde lading, waarvan de digtheid in (56)
13 uitgedrukt, en die aan de oppervlakte van het ‘s,egmen Ll { of -}/(%

—5, )
tot constanle potentiaalwaarde heeft, verkregen, door in (57) o, in
plaats van ¢, o in plaats van g, tc zetten. Opmerkends, dat het punt
N als «=1 bhionen R, als «=—1 in de ruimle R, ligt, zoo moel

+ vk
vk bg Lg-_g 5, +*au,
R fex
nadert, naarmate de afstand tusschen G en N afneemt; ¥ k wordt
dan onbepaald kleiner, terwijl — a, 61 4 4, tot de grens 1 — g > 1
nadert, zoodal

' " (1 e ok 15 1
2 1/ k Ch ;-670770'1 *{Ta fer —7177—7; (e} 2

De beide waarden van ), voor e=1 en e =—1 zyn alzoo ver-
eenigd in de vergelijking

Q.n ::I—( V—ﬁl__i o= bol‘% ( s )) .+ (98)

(n 15 de hoeveelheid electricileit, die, medegedeeld aan hel geisoleerde
en huiten alle influentie-werking geplaatsle segment F, zich daarover zoo-
damig verbreidt, dat hare digtheid bedraagt ¢, in (96), ca de polentiaal ¥,

de grenswaarde bepaald worden, waarloe




in (IV.) aangcgeven. De clectrische digtheid (.? ¢ en potenliaal % v
Wk n

cener willekeurig gegevene hoeveelheid (, over F vrij verdeeld, vindt
men derhalve door middel van de zooeven genoemde vergelijkingen ,
verbonden met (D8).

'D. Methode van Kitteritzsch. *)

§ 17. Deze methode is eenc herhaalde toepassing der acquivalente
massa-verplaatsing, Hicronder verstaat men eene massa-verdeeling, die
van de gegevenc verschilt, doch zoodanig dat de werking van beide
op punten, hinnen gegevene ruimten gelegen, dezelfde is. Hare poten-
tialen in die punten zijn Of gelijk, of verschillen slechls eene conslante.

Voorbeelden van aequivalente massa-verplaatsing zijn:

1. Eene electrische lading van constante digtheid over een bolopper-
vlak vervangende eene evengroote hoeveelheid electriciteit, geconcentreerd
in het middelpunt; waarbij de potentiaal in alle punten buiten en op
het oppervlak niel verandert. .

9, Massa’s, die binnen cen willekeurig gesloten oppervlak S liggen,
kan men allijd, maar slechts op eene enkele wijze, aequivalentl voor
alle punien van S en van de ruimte daarbuiten op dit oppervlak ver-
plaatsen, zoodat de potentiaal in genoemde punten dezelfde Dblijft.

3. Voor willckeurig verdeelde massa's buiten cen geslolen oppervlak
S kan eene massa-verdeeling over S in de plaals gesleld worden, waar-
van de potentiaal voor alle punten, die zich bevinden op S of in de
ruimte daarbinnen, slechts eene consiante grootheid verschilt van de
potentiaal der oorspronkelijke massa’s.

Alvorens nu tot de methode over te gaan, moet de overcenkomsi,
die er bestaat tusschen de uilwendige potentiaal van elecirische massa’s,
gelegen binnen een gegeven bolopperviak, met de uiltwendige potentiaal
van de op dat oppervlak geheel willekeurig verdeelde electriciteil , aan-
getoond, alsmede de digtheid der lading op het holoppervlak, indien

het afgeleid is, door genoemde vaste electrische massa’s geinduceerd , .

bepaald worden.

*) Kotteritesch : Lehrbuch der Eleetrostatik Cap. IV, § 4
A%
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Vroeger zagen wij, dat de poteniiaal eener gansch willekeurig over
den bol verdeelde lading in cen punt ' op den afstand r van het
middelpunt, den oorsprong der codrdinalen, naarmate r{R of r)R
volgens onze ccrste vergelijkingen (1) en (2) zich laat brengen onder
den vorm

. 2 = _ep /Y
Vj_PO+PI(R)+P2(R)+...._%E(H),
2 3 - n- 1
vu:po(ll)ﬂjr(—_[?) + Py (E>+....=§Pn(£),
_I‘ I i 0 I

waarin R de straal, en de coéfficienten P, functién van de beide andere
' polaire codrdinaten ¢ en ¢ van het punt P zijn.

Beteekent nu dq het elemenl van de hinnen den hol gegevene elec-
trische massa’s, r; de voersiraal van dat element, o de hoek tusschen r
en v, dan is de potentiaal van die massa's in het uilwendige punt P
= f ; dq oy e
V' (r* — 2rrecos o+ r;?)

Daar altijd r r; heeft men

- 1 A 1 1 ] El‘) TI i}
=g o 7‘ " =) 2 e i | Y X
V (1*—2rr, cosa+r,%) | V(I — 2 'Flc.os a—+ L{%) L ( r )

waardoor

. -[1(__1 w© I’41. I—l_ 50 Fjl- n 1_'—]. ‘dq 111 ﬂ+l
V—'f I%Pn(l)—%([) ‘]T“I‘pu T{ 7
— 5 \n-- 1
of Vo= EPrn(I}):
. f
wanneer men stelt:

e y )
£ Efpﬂ(ﬁ)‘-“I-

Nemende voor de willekeurig verdeelde lading de op het afgeleide
boloppervlak door de gegevene electrische massa’s geinduceerde: .

Y- Va=0,

R n-4 1
T - r o = T 11
wmg () gt
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zoodat de digtheid

1 fdVa dV; 1 & !
REIE Y| (L dhie STE- Ry P g P~ (B
7T ha \dr dr) 4ﬂR%(2ﬂ+1)P @

§ 18. De vorm dan van den geleider, waarover de electriciteifs-
verdeeling zal worden bepaald, is hier eene bolvormige schijf, waarvan
de beide evenwijdige grensvlakken ¢ tot straal hcbben, en op den
afstand h van het middelpunt C der schijf verwijderd zijn. In het
verlengde van de as dezer geisoleerde schijf bevindi zich cen influen-
cerend massapunt, waarvan de massa ( en de afstand tol G [ bedraagt;
terwijl men de schijf zooveel electrieiteit heeflt medegedeeld, dat in
den evenwigtstoestand de totale potentiaal binnen de schijf en aan de
oppervlakte gelijk is aan G,

e

\
iy DR S
=

25

Laat € de pool zijn van cen polair codrdinatenstelsel en de hoek ¢
gerekend worden van af het naar () toegekeerde deel van de as der
schijf; a ¢ h de straal des bolopperviaks, uit G als widdelpant be-
schreven, len opzigle waarvan het electrisch beeld van de opperviakle
der schijf moet worden geconstruéerd.

De electrische beelden der beide evenwijdige grensvlakken zijn dap

>
twee symmetrisch gelegene bolopperviakken B en B, die @a—ﬁ tot straal

hebben, en waarvan de middelpunten zich bevinden in de as op den




et
He

a® - . s
afstand gy ter weérszijde van (. Van den rand der schijl is het

electrisch beeld een boloppervlak I, uit C als middelpunt met den

aﬁ.
straal ————~— beschreven. Evenwel kowen van ,B, .B en I alleen
V(e T h*)

die gedeellen in aanmerking, waardoor het electrisch beeld van de
oppervlakie der schif vitwendig begrensd wordi. Daar in alle punten
“ van het boloppervlak met den straal a de polentiaal der massa () gelijk

is aan die eener massaTQ, geconcenlreerd in een punt, dal in de

. _ . . as -
as ligt aan denzelfden kant van  als (), en op den afstand . van C,

zoo zal in dc punten van dat oppervlak de polentiaalwaarde van
electrische massa’s, die men aequivalent op hel electrisch beeld van
de oppervlakte der schijf verplaatsen kan, en van de massa ( e zamen
G zijn, als de le verplaalsen electrische massa’s bestaan uil de massa

: B
aG in het punt G en de massa — ? Q in het beeldpunt van () gecon-

cenireerd.
Het komt er dus nu voornamelijk op neder, de beide binnen het
elecirisch beeld van de oppervlakte der schijl gelegene electrische

, a ‘ A ;
massa’s aG en — TQ aequivalent voor alle punten, die zich buiten

dat beeld bevinden, te verplaatsen.
§ 19. Daartoc brenge men de massa alc op het oppervlak F over,
zoodat hierop de consianle elecirische digtheid

D — aG L fer=plh)iG _ 3
— iivn @)
fer "
T .
Om vervolgens de massa — + Q op ;B te kunnen overbrengen

moet een nieuw polair coordinalen-stelsel der ¢, en 1 worden aangeno-
men, dat hei middelpunt van ;B tot pool heeft, en waarvan de hoek
6, van af hel maar G gerigte gedeelic van de as der schijl gerckend

o

T = ) d .
wordl. De afstand van het massapunt — T Q Lot aan de nieuwe pool
a® a? f— 2h
bedraagt dan — — —— az( el
e 2h f 2 hf

tief in rekening moet brengen, naarmate 12 2h, zoodat de poteniiaal

), dic men als positicf of nega-




o

3]

van genoemd massapunt in buiten B gelegene punten =zijn =zal:

a
]/ g oae Ee—2 L i — 2y
{‘ 0 orr reoset (o %—f—”)?(
a*(f— 2h) \»

L T 1
a e 2hi LU —
S ()R e

0 o / %W

92 n-41
— E H(Eh) B
% i

maar volgens (1) en (2), doch met het tegengestelde tecken, kan men

e

g0 : i
de massa — — O sequivalent voor alle

f

door cene massa-verdeeling op dit opperviak met de electrische digtheid

punten buiten B vervangen

S (2m + 1B .

2
! 0

K
41 ———
2h

Dat is, als ,D* de clecivische digtheid van deze lading over ,B wordl
genoemd

IDJ =1 a;r:n__ Q’ %m (in + 1) Bm L
e e B
B, = (:i& ) " (cos 7,) .

Daar echter een gedeelte van het clectrisch opperviak B binnen het
clectriseh beeld van de oppervlakie der schijf ligt, en wel het binnen
F gelegene gedeelte, zoo brenge men de lading daarvan acquivalent
voor uitwendige punten op F over, en bepale daartoe de potentiaal
van dat gedeelte van B met betrekking tot het codrdinaten-stelsel,
waarvan de pool ligt in €, in cen buiten F gelegen punt P (r, 7, ¢).
Laat nu behalve G mog B, het snijpunt van de as der schijl met (B
zijn, L (¢.0, ) cen punt van het gedeelte des opperviaks B binpen
F, 7 de hoek LB, dan is

Tt

ﬁ+y:q; 8 = %




ab

waaruil volgl
6 =m—249; €088 =—cos2a.

! a2 . s a*
Q:GL:B1CSID?':TSII](_® —ﬂ): T GOS8 &.

Omdat verder de cosinus van den scherpen hoek tusschen de normaal
» in L van ;B cn de normaal van het boloppervlak, uit C als middel-

s e d
punt met den straal o beschreven, gelijk is aan —> » zoo ontstaat voor

dw
de gevraagde polentiaal in het punt P de uitdrukking

s T AT e
. 5 UEm (2 m + 1) B, ¢* sin ¢dsde
_3—31[—;@ bote © dn? F 2 Qi i g |
R dTV(Q — 2 o1 COs 0+ 1?)
waarin ¢os 0 = cos LGP = cos 4 cos ¢ ~ sin g sin 4 cos (g — o).

Stel nu in de ontwikke]ing volgens kogelfunclién

] =2 UL\
o — = n T )
1/ (¢® — 2 groos d+1r?) — Eﬁ et )

voor een oogenblik cos 6 =1z, alsmede cos # =X, cos ¢’ =x', g — g' =1y,
dan is '

n

P (@)= 5= (— )" ah Un () Ph () cos my, )
0
‘ n_q<1"3'5""(2n_1))2 e (135(%[1_1) g
e amﬁ‘ﬂ'(n-i—#]ﬁ)_ﬂ(ni—ﬁm)’ =T 123 )"

1.2.3....n X
135 @ —1 &

5 (z=
Hieruit volgt
2
S, P de =25 (x) P (x),

of, als men den hoek ¢ rckent van af het vlak gaande door de as der
schijf en het punt P, zoodat ¢'=10, en voor z, v, %, X, hunne waar-
den weder in de plaats stelt

*) B Heine: Handbuch der Kugelfonetionen, Berlin 1861, 8 175.




S
jc: P° (cos 0)dp =2 = P" (cos ¢) I (cos ¢').

De potentiaal in het punt P wordt daardoor gelijk aan

T

a P (cos o' 2 = o e
1"1 =) ) | ((fOS f)}) §n1 {::EH] -+ 1) P’u] . J d sinéd o=
¢ o
G
bgtl[_{_]_;l dy
oo q% RO = ;— ¢ %2 92 =
i ) s Y pirsse s % T
Xk V(e -+ lJ_ ) J P {cos¥) 4 . s ; s
[ 0 \ v bty & ViRl ¥ ettt b?) dv
h

. P (cos o) Em (2m ~+ 1) B, sin ¢ d 0.
0

Vervangt men nu nog ¢ door zijne hiervoren gevondene waarde,

tevens opmerkende dat 3—9 — G084
v
¢ 5 QQ a* 1'/({2+h an 4 1
(i g (5 e
v(e2+h?) /) V(F+hY) de

En de vorige uitdrukking voor de potentiaal gaal over in:

V“+}‘)Q§ ( c~+w>) (V(‘“"?hg))”rm(cow')
g

fms'”rle['“ cos ) Zm (2m+1)B,sinede=

hgtgh
n =+ 1
—— LQ—I—h)Q z (V{c~+h)) F .

De electrische digtheid op het boloppervlak F der aequivalenl over-

gebragte lading van hel binnen F gelegene gedeelle van B zal
dan zin

_q Y@+
af

v E};(Ew'i_hz) = A N T
- Sl 0%“ @2m—+1)F*

RACETIN

=1V B
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Maar op F was reeds ecne lading met de digtheid D', zoodal voor
de iotale electrische digtheid D,

2 4 1? 20
b= L&aanl (G L EM(Qm+1)1* ) \,

|

]

2 i m . L2 .
e — (V(C ‘{”.h))m P" (cosg) | cos’ TLoP” (cos 6) Sr (2n+1)B singde) (5)
m ll h 5 ¢ 0 f‘
ghg -

B, ==Y P cos 29,

Een gedeelte slechis dezer electrische lading van F draagt bij tlot
de vorming van het elocirisch heeld van de oppervlekte der schijl,
een ander gedeelte bevindt zich binnen B, het overige der lading
binnen ,BB, welke beide laatste deelen aequivalent op B en ,B moelen
worden overgebragt.

Men bepale daartoe vooreerst de polentiaal van het binnen B gele-
gene gedeelte met belrekking tot hel cobrdinatenstelsel, waarvan de
pool is het middelpunt van B, in een punt builen dit oppervlak.
Deze polentiaal heeft, als ¢9; en ¢, de grenzen zijn der Integratie len
opzigie van ¢, , tol waarde

,é”] 2

Dy ¢ sing do,dp
d 108 § —+ r? )
dv

iy *=h

of als men integreert met beirekking tot g

o
9. - l’rnf'ﬁ] 0 " (cos 4,) g2 gin g, da,
< Jt U+l (_l?

0 do

Wat de grenzen ¢°, en ¢, der integralie betrelt doen zich de gevallen
voor, dat het middelpunt van B ligt binnen, op, of buiten het opper-
vlak F, dat is

a? < a*
9]1>|/( +h)




C ﬂ_<- h V3.
o
Yoor ¢ < hV'3

C ‘
6?“, :n‘—ﬂbglﬁgﬁ, 0, —m,

benevens de vergelijkingen

az &
6 CORfy + — 05— —,
T e T he) 9h
o 8in & § sin ¢
) Ve H ) '
: N\ 2
d
) = 0w (or 8,)
dy
Voor c=h¥'3
51 bt e
"y =m—2 DgigV:%, & —)—E ;
en daarbij de vergelijkingen -
32 - 2%
P08 At CRE = —
i P e ) 2h
- = ;
) Sin g, = o
: PP e b ’

Yoor ¢ > hV 3
bestaat de integratie len opzigte van g, uil lwee deelen: het ecnc deel
: : . . 2h
strekt zich wit van ¢°, =0 tol ¢« ==bhg sin Ve het andere
heelt tot grenzen

) ¢ . 2 h
U == e — Dg 31 RO
a4, 7 2 bty h a4 g =l V (¢ + h?)

mel de vergelijkingen

0 8in 8, = —— oy gin 4,

do y* g
= ¢08° (4 + o).

C de
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In elk geval volgt vit de bygaande vergeljkingen

= g% ~ sing |
T V(@b o,

door deze waarde van ¢ in elk der eerste vergelijkingen in de plaats
le stellen

=i
sin (¢~ ¢,) = V (CQ: %) sin @,

zoodat hieruit gevonden wordt

1 2 .o+ 2
sinﬁ=sinalgv(%;—l Cos 8, ]/(1 —C(j—h)f sin® g )Z’

a’ V (¢ +1h%)
0= V@ +19 { g %08 ﬁl"']/(l (2”2 sin ﬁl)} \

Met betrekking tot het teeken moet men opmerken, dat voor
¢<h¥ 8 alleen het bovenstc tecken geldi, zoo ook voor ¢ =h¥ 3,
in welk geval

g®

sing =sin 24, o=9 ¥ (¢ hd) COS 6,

Yoor ¢>hv 3 moeL bij de integralie van #,= 0 tot

= hg : oIS ¢ i de Integratie ve
7't g sin — 1/( Q_I_HJ het onderste, en bij de inlegratie van

8y = 2 bot tot #' =h"‘4ini - het hovenste teel
1=m — 2 boty h 4 g sit —5r o ey het bovenste teeken
gebruikl worden.

d i
Ook neme men voor-d—{) steeds de positicve waarde.
v

Wi zullen nu, om verder alle drie de gevallen te gelijk te kunnen
behandelen, in de laatste witdrukking voor de potentinal de leekens ¢°,
en ¢, behouden, on stellen

@ ) e R e
¢ =yt @ D=0, gi=[4@)]

waardoor de potentiaal zich laat brengen onder den vorm




61
= a:"" 4 1
D E " ( ﬂE PU(CDS‘ﬁI)

0 : T

& -a? = o . az -2
V(C2+h3) X(ﬁ[) Dl(ﬂl) i (COS ﬁ[)(l/((:gj_‘ﬂg—))j ((91)) .
- L(o)sin g, d o, =

g% 79r 92h

f= =]
02 =1
== dmazh n a'r : 2h 3 n
el e 2h ( f—_\) P? (cos 4,)
e~ h? ey V' (c* + h?)
v
0

ﬁr
r it 2 .
Jf [I (91)] w(4,) D, (8,)P* (cosg,)sing, dé,.
g0

De clectrische digtheid op hel bolopperviak B der aequivalent
overgebragte lading van het binnen ,B gelegene gedeelte van T zal
derhalve zijn :

ghﬂ o) i
EE e e R G D |
o % (Zitn -+1) By ‘
2h m
o = e P™®(cos
g (l/(c3~l-h"’)) (£0s 4,) 0

—_

2

&'y
f[x (51)]m - "y D (6,) P (cos 8,) sin e, de,.
4o, /

Om vervolgens de lading van het binnen ,B gelegene gedeelte van
het electrisch oppervlak F aequivalent op ,B te kunnen overbrengen ,
moet nog een derde polair codrdinaten-stelsel der 4, en r worden aan-
genomen, hebbende tot pool het middelpunt van ;B en waarvan de
hoek 4, van af hel naar C gevigte gedeelte van de as der schijf
gerekend wordt.

Men zou nu de geheele voor B gedance berekening moeten herhalen
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voor ,B; maar omdat de nieuwe berekening van de vorige alleen daarin
verschilt, dat g, in de plaats komt van ¢, en = — g den hoek ¢ vervangt,
volgt voor de electrische digtheid ,D* der aequivalent op ,B overge-
bragte lading wil (7) lerstond:

2 e -
EDI = —sz' %m ( E);I’n —= 1) zBm 9
. 2h © ym _
8= () e
0 (8)
e L9
j I:I (62)]m i L (4,) Dy (8,) P™ (cos 9,) sin 4,d g,
| /

Een gedeclte der beide electrische ladingen op ;B en ,B, door (7)
en (8) bepaald, ligt weder binnen het electrisch beeld van de opper-
vlakte der schijf, namelijk het gedeelte binnen ¥. Om dit aequivalent
op I over te brengen, behoelt men geene nieuwe berekening te maken,
maar kan dadelijk de uitkomst uit (5) worden afgelcid. Want deze
nieuwe lading van I bestaat uil lwee deelen; het cene daarvan is af-
komstig van de door (7) bepaalde clectrische massa op ,B en binnen
F, het anderc van de door (8) bepaalde clectrische massa binnen T
op :B. De digtheid van hel eerste deel, die zich even zoo uit (7) laat
afloiden, als het tweede deel van D, in (B) wit {4) is afgeleid, is
gelijk aan

2" (am+1) 45,

lul =

-

V{.Cz—i—llﬂ - o o .
m—( — ) P" (cos B)f g c’Pm(cosﬁ)%n(ﬁn—l—i)IB; sin ¢d @,

bcrtr._,...
B8 h

Op overecnkomstige wijze vindt men voor de electrische digtheid van
het van de massa op oB alkomslige deel der lading, mel inachtneming

& a? d
dal dan, % < é é’m zijnde, o= — Y Cos 4, di — —cos 4




Em (0) m_l_l) dm:
0

2 2
dy— — (— 1y (L) pm s )

o

bgio — —

=

] (=2) .
J('.Usm +14P™ (cos g) >0(2 n-+1) gl sin g ds.
- 0
2

Wordt nu 47 447 =F. gesteld, dan heeft de electrische digtheid

Dy der gezochie nieuwe lading van F de waarde

m ?

Dg—_—ﬁm( dl"‘f‘“l)f‘
0

g (V((:zlj_ hﬁ))m ['m (cos g)

id
2 (9
s o
25 1 ~ ; ) .
' Eﬂos“‘ aP™ (cos 0) > @n-+1) . b, singda
0

¢

bgtg 4

(¢

bgty — — i
— (D" ;,l,oa.“‘ e (Luw)§ (20 +1y,B, sinsda

f |/

Het gedeelle dezer lading, dat binnen | B ligh, moetl weder aequivalent
voor alle punlen buiten B op dit oppervlak worden overgebragt, zoo
ook hel gedeelte, dat zich bingpen ,B bevindt, op ,B; daarna heeft weder

|

' een overbrenge van massa’s plaats op F enz. zoolang toidat de nog over

te brengen massa’s geen invioed meer hebben. Daar de verdere uitvoering
der massa-verplaatsing zclve slechts eene herhaling is van de beide het
laatst verrigle verplaatsingen, levert zulks geene moeijelijkheid meer op),
en kan voor de electrische digtheden D', ,D en D op het electrisch
beeld van de oppervlakte der schijf respectievelijk op B, ,B en F
aan het einde der bewerking terstond geschreven worden :




b4

— h= "Om ) i
I” —— & l:n:Q 2 : (..‘l"ﬂ + Ij Blli
2he &
m (2 B B B 4
+c.2—l—h"‘-% m+l)( )

b0 §m @m+1) (85 + .85 +,8)+--),

C‘Z.
o I

Sn (g O 17l T o s O
+% (2m )( )

f—3ah\" =
B,=\—7 ) P @ose),

e (V(Glh-l_-hz) ) P™ (cos @)

a
m-4 1 L . :
,f cos gP™ (cosg) =27 (2n+1)B,sinods,
0
bgte

h

Al gh s
IB“‘_(—V(MhL’)) P (E0sidy)
91

i m -+ 2 )
(j [Z- (6’1)] W (8,) D, (6,) P™ (cos ¢,) sin 9, do,,
80,

n nl g 1’
D= _Hﬁ) P™(c0s 0,

2

: ¥ :
J I K(0) ]m ) 2(8,)D,(6,) P"(cos 4,) sin 9, d &, ,
m,

(V(02+ h*) I’m(cos 6)

] m-- " 2 . bt S
J cos o™ (cos 6) Su(@u+1),B} ™ “sinode
0

bty o
gtg —

brtg _-_._c_

| o P
-—t——i) f 08" aP™ (cost) >° (Qu—+ 1) B lsinodoe
0

- (10)
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De in de waarden van B} en B} voorkomende digtheid D, beleekent,
als n > 1 is, dal gedeelle van de waarde van D), hetwelk men overhoudt,
wanneer alleen de wuitdrukkingen F’I’n, die denzelfden aanwijzer n hebben ,

blijven, terwil al de anderen alsmede de eerste term van de waarde
van D worden weggelaten; deze eerste tcrm alleen is gelijk aan D,.
Daar nu in de uitdrukkingen voor .D, ,D en D de straal a slechts

voorkomi in den aan alle drie gemeenschappelijken factor en de

? 3
electrische diglheid in eenig punt A van de oppervlakie der schijf ver-
kregen wordt door de digtheid in hel snijpunt van het electrisch beeld
met den voerstraal r, uit het middelpant G naar het punt A getrokken,

d\3 ] . - (ot
met (T) te vermenigvuldigen, zullen de vergelijkingen (10), wanneer

men daarin a door r vervangt, en r als eene constante beschouwt bij
de inlegralién, die B en F bepalen, de electrische digtheid in den even-
wiglsloestand uitdrukken, aan de oppervlakle der schijf, waarbij de
totale potentiaal in alle punten binnen cn aan de oppervlakte der schijf
dezelfde constante waarde G heeft als bij de verdeeling over het elecirisch
heeld op het bol-oppervlak met den siraal a. ”)

*) Kolteritzsch : Liehrbuch der Blectrostatik 8 270, 271.
Grinwis : Wiskundige theoric der Wrijv. Eleetr. W?. 11, 2 Stelling.
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Vergelijking van de uitkomsten en nadere gevolgtrekkingen
der methoden, en behandeling van 'de grensgevallen
(eirkelplaat en bol-oppervlak).

§ 20. Na een overzigt der verschillende methoden gegeven te hebben,
moelen de verkregene uitkomsten met elkadr vergeleken, dat is: het
verband , dat daarlusschen bestaal, opgespoord worden, waardoor het
mogelijk is de eene uitkomst uit de andere af te leiden; en de waarden
gevonden, die daaruit voortvloeijen voor de gremsgevallen.

Daarbij zullen wij zooveel mogelijk de volgorde in het vorige hoofd-
stuk in acht nemen, en alzoo beginnen met de overcenkomst tusschen
de uitkomsten der methoden van Beer en Green aan te toonen.

Deze waren (§§3, 4) volgens Decr

Ao ‘ZQ( )blﬂs;ﬂ

waar Ao de electrische digtheid op hel binnenvlak, ¢ + 4¢ de digt-
K

4wR

constante potentiaal der lading, R de siraal van het bol-oppervlak ,

1 de kortste afstand van het punt waar de digtheid is 4 tot aan den

vand, en ¢ de spherische straal der opening zijn.

+ K de

heid op het buitenvlak van het bolvormig segment, ¢ =

Volgens Green

. Ko? K

T 1 7 B a —41LH e

12 a*R. k®

waarin ¢ de electrische digtheid in het element dS' van het binnen-




vlak, o' de digtheid in het overeenkomsiige element dS” van het
buitenvlak, « de straal van den rand van hei segment, en k de afstand
van het middelpunt der opening tot aan het clement dS'.

Daar nu
T 3R BY
S R¥sin*s 8 )3'°1ﬂ )
v E = 5 g =5\ ) sin® - dcos’ ¢
3nk? — Bulkd T3z \k/ W 9 g%
1
welke laatste uitdrukking altijd kleiner is dan 2 (—ﬁ) sin® T é,

volgt hieruit, het teeken daargelaten

Byt ot
d@(ﬂg(—r) sin® gt

zijnde de ongelijkheid, waartoe ons de methode van Beer geleid heeft.

Voor het gansche bol-opperviak ¢ = 0, ¢« = 0, ¢ = 4 ¢ =0, en

de conslanle waarde der electrische digtheid op het buitenvlak gelijk aan
K Q o Tad:

R I 0 de lading . . . . . . (1)

21. In § 7 hchbhen wij gezien, dat de electrische digtheid o der
lading, op een afgeleid bolvormig segment o geinduceerd door de hoe-
veelbeid electricileit — g, geconcentreerd in een willekeurig punt C,
in een punt p der van G afgekecrde zijde van hel segment

R S feﬂ_« N
— 2, Li.bpdl{;e]/ v S = \”

de electrische digtheid op de naar (i tocgekeerde zijde

qk(d — k)

.

waarin k de kortste afstand van G tot het bol-oppervlak van o, d de
middellijn des bol-oppervlaks, die men negaticl moel nemen als het
punt G er buiten ligt, e het beeldpunt der pool g van den rand van
het bolvormig segment O, het electrisch beeld van o met betrekking
tot het bol-oppervlak, met den straal a uit C als middelpunt beschreven,
f het middelpunt van o, en b de koorde uit f naar den rand getrokken.

Ligt hei punt G in de as van het gegeven segment, dan valt het
beeldpunt ¢ met de pool g zamen, zoodat voor cen punt C binnen

5
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het bol-oppervlak, waarvan o een gedeelte is, de electrische digtheid
op de bolle zijde

qk(d—1L) {Cp, , &&—1? ~—b9 |
¢= 9,24, Cp? 1 V p—T1p et Vh ‘ »(2)

de eleclrische digtheid op de holle zijde

kid —k
Q+——1q935'£d. Gpgj S e T (3)

Maar voor cen punt C buiten genoemd boi-oppervlak is van deze beide
uitdrukkingen dec cerste de electrische digtheid op de holle, de tweede
die op de bolle zijde, en d negatief.

Wanneer het punt G met het middelpunt M zamenvalt, bleek het dat
de geinduceerde lading overcenstemt met de lading over het geisoleerde

: - . 2q - :
segment zonder influentic, die ~E’1 tot potentiaal heeft en alleen daarin

verschilt, dat bij gewone electrische verdeeling de lading op eene der
beide zijden gelijk is aan de geinduceerde lading op de andere zijde bij
influentie. Van deze omstandigheid wordl in hetgeen nu volgt gebruik
gemaakt,

Men stelle zich voor de electrische digtheid te bepalen op de beide
zijden in cen punt p van een geisoleerd bolvormig segment o zonder
influentic eener daaraan medegedeclde willekeurige hoeveelheid electriciteit
(). Laat daartoe in het middelpunt van een ander bolvormig segment ,
dat afgelcid en van dezelfde afmetingen is als het eerste, eene elecirische
hoeveelheid — q geconcentreerd gedacht worden, die aan de binnenzijde

=m

eene lading () met de digtheid ¢/, aan de buiten- of bolle zijde eene

lading Q met de digtheid ¢” induceert. De gewone elecirische ver-

decling der hocveclheid () heeft dan zoodanig plaats dat, als Q° de
lading op de binnenzijde, Q" de lading op de buitenzijde van o beduidt,
zoodat Q'+ Q" =0Q, terwijl ' + Q" =0Q_, de electrische digtheden D'

en D" op de binnen- en builenzijde van o

AT R
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Nu 1s volgens §

§ 7
v q & — b dt —b?
=0l = —bale] b
d b t b t

T

i v, 9
¢=e wd®
Noemt men verder @ den hock, dien de as van het segment maakt
mel den straal naar den rand getrokken, do het oppervlakie-element,
dan heeft men

1 1
do—. d*singdedy, b*= f, d*(1 — cos o), 2 = g d* (1 —cosd),

q . . _1——003a
[rpdo=pflo=Fa="g—uq,

sin #d s
{ etk ) f V' (cos ¢ —cosa)

f{i" do =

1+cose
- fsm ode. bgtg]/ﬁosﬁ_ms“}

Door cos g — cosw—x—1z" te slellen, en bij gedeelien te integreren
ontstaat voor de algemeene inlegraal achlereenvolgens

1 4+ cosa = S 1 == cos @) V'x. dx
fbgtg]/ —{—m—“ dx = xbgig I/ x ;{Usa—p-‘/( — f’l

f V'x. dx _G}f 7? dz o f dz }
1+cosa+x “Y14+cosatu? {Z_(1+00bc‘) 1 + cos o+ 7°

i 6 e} ;
= 9 IL_V(l -+ cos a) botg V{1 T cos a)}-"

soodat ma substitutie en tusschen de behoorlijke grenzen integrerende
‘ i q ; T
) ———f 0=— ja+sine— (1 —cosa)5|;
(1 m 0 d 20‘[ & ( ) f2 ?

Q _'f(?do——'Q” _|_ zCOqu—Qq {GG_!' an a—[——(E—CO%a)Q}

0= (a-+sina).

Hiernil volgt, dal (4) en (5) veranderen in

s 1—cosa my ., 1 1 —cosa = .
Q_gq(i_a-i—siﬂ’c; é)’ 0 9 Q(1+ o -+ 81N @ CE), (b)

+cosa+x’
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; 0 dz — b~ d?— b2
D= m’]g(w'}' sin 0&){1/ —bglg 1/ % ' e

. i - (7)
o — b*y
= T d® (a'-l-sn“ux)h' he 1’+T_hom—l/b"—l J\
Voor den ganschen hol e ==, b=4d, waardoor
v =] e [ (-! 3
=0, Q"=0Q, D=0, D" =g ke, o = 48]
9h
En voor de cirkelplaat, in welk geval « = sin a—»a— 1 (d® —b2)
=
(== - Q, D'=D" = b, OF o)
I = 9 B (e R )

Findelijk kannog Let geval plaats
hebhen, dat het punt C gelegen is
op het verlengde oppervlak van o.
Dan  bevindl zich de pool g’ op
oneindigen afstand; het beeld-
; punt e valt zamen met hel punt

G, waarnit volgt Ce =k = 0,
en de electrische digtheid wordt
aan clke zijde van het bolvormig
segmenl

fC2 — b2
fp-‘a ?

’) EC'IJ" ]/

zijnde formule (14) § 5

Voor het geheele bol-opperviak verdwijnt (2), en geeft (3) op de

naar het punt G toegckecrde zijde van het oppervlak de electrische
digtheid

gk(d — k)

=80o (10)

waarin d wederom negatief, als C een uitwendig gelegen punt is.
Het in elkair vallen der punten G en M doet de voorgaande uil-
drukking overgaan in de constante digtheid aan de binnenzijde

@:E‘i’_ﬁ_........u..(ﬂ)

De electrische verdeeling op de afgeleide cirkelplaat zie § 7.



"

§ 22. Wi vonden (§ 15) voor de elecirische digtheid ¢ in het punt
O of (s, g, w) van het afgeleide bolvormige segment F, naarmate het
influencerende punt G (s, g, ;) binmen of buiten de ruimte B ligt,
omsloten door F en het cirkelvlak, waarvan de rand van I' de

omirek 1s:

+1 | — o2 —k 1 V' K T, — 0
= — A — bholy — : ‘3 V
" 2r?e¢* V(1 — 64?) { V K3 (") bglg — oo, + u,g,rl)_l_ J,wh } )
e? V(1 — o) V Ké L ©C oy g oul

(=g et (g —bg &) e,

waarin s, de waarde van ¢ in het middelpunt N des bols, alwaar
w—=eo =221, naarmale F grooter of kleiner dan het halve bol-oppervlak
i5, e de straal van den rand, ry—=e V(1 —o,%) de straal des bols,

; NGy _, 2 2 9 Q
k = = =1 -— 6y —o0,° — .+ Laoyopr,

(]F 2 9 a {2} L
K_—_( -t;) =2 — o — oy —p?— p,*+ oo, pu; —

— WA — VU — o)V A — VA — ) cos (p—ps),

en g —ae,—iV (1 —q); terwil de in zijn (angens uitgedrukte

boog gelegen is tusschen 0 en . ]

Hierbij moet worden opgemerkt dat, wat ook in het algemeen de
ligeing zij van Gt punt G, altijd elk der beide termen, uit welker
som de formule voor de electrische digtheid der geinduceerde lading
in eenig' punt van F, mits dat het niet aan den rand gelegen is, be-
slaat, eene positieve waarde heeft. *)

Om nu het verband tusschen (V) en (V1) en de vergelijking (25)§ 7
van Thomson aan tc toonen, zullen wij uitgaan van (VI) en derhalve
aannemen, dat het punt G ligt buiten de ruimte R in de as van het
segment en binnen hel bol-oppervlak, als in nevensgaande figuren.

¥) Alleen als het punt C zich bevindt op het verlengde opperviak van F
verdwijnt de term , waarin de in de tangens uitgedrukte boog voorkomt.




Alsdan is

.51:%(31\1, vy = — 1.

Wanneer verder b de koorde ZU, uit het middelpunt van F naar
den rand getrokken, beteekent, dan vindt men voor het vierkant van a,
de halve groote as der ollips gaande door het punt 0 en waarvan T
en U de beide brandpunten zijn

a? =h2 — }r;‘b 0Z%
zoodat
- A 2 Lz
A L
of
oy 1 ) . 1el/(b"' — 0Z%) _
heV( b — o) (b — 027)) =——
Daar nu
&_—(+ Vi :62+10) -;———_Z M
volgt
. 1 q
= ‘—: ZM = 1V (b — O7)
Hierdoor wordt
o VK 0G k
bglg N e bet —

VR —0E on VP05
¢ b zM~ b )

=3 ac boZM ] [ 00, drd—be
g hé’tg[ I'N —CM eV — 072 )]_hﬂ'b [_TV b? 02"}’

En




waarin { den keortsten afstand GZ' van het influencerende punt tot aan

het hol-oppervlak , waarvan hel segment I een deel vitmaakt, aanduidt,

welken afstand wij in Thomwson’s methode k gencemd hebben, terwijl

het aldaar voorkomende beeldpunt e hier met het punt Z' zamenvall.
Voor het tweede gedeelte verkrijgt men

€

oMy — Moy (e~ 7' M. CM)b {'21 ) h.Z’M
swk T DGV (bt — 07 —0c Vb — 072)

Daardoor verandert (V1) in

—1 rp—wNe 0c
€= 921 . Uocs 'ug” btg[ Vh”—U.L“J

0G*  (2r,— Db &M
T NG e 003V (b — OF) |

of

=2
=]

_ @, —0n i g — 1] 06, ing —b2| (19
971,008 |2~ — Pelg | TV R o P

VYoor elke anderc ligging van het punt G in.de as van het segment
laat zich nit (V) of (V) een dergelijken vorm voor de electrische
digtheid aflciden, zoodat in het algemeen

f{2r,—1))1 1 OCq pdr® —b? OG
¢ TPy, OG Dcd{w =i [L/V oz V Z" (19

waar, ingeval het punt C buiten het bol-opperviak ligt, de middellijn
Ir, negatief moet worden genomen. Deze uitdrukking is identisch met
de som der digtheden in (2) en (3) § 21 volgens Thomson, als men
q = 1 slelt.

Wanncer de punten € en N ?'zmcmallcn volgt uit (13) onmiddelijk

fee 1 410 4[0 —
= s i 4
Tt (277: bglg 1 052 1/;)2 D’_}!’*)-‘ (14)

waarin ook (56) na substitutie verandert, dat is gelijk aan de som
* der clecirische digtheden in (16) en (17) §
Ligt het punt G op het verlengde oppervlak van ', dan zal

Er 2 MZ — 001 + @, = — 6oy (’l -— HIM—I) =),

001

UI




T4

&__:u

{ o k=0,% 9, i (MI+ZMDE eV (CL—b) _
K T OV =01 ZUNT
2 (72 — b®
=g ()C(JIQ V 022 4 WHEII’(IOOI‘ (Vl) 'VVOI'(_“_
1 deryq 027 —h? 1 (72 — b2
T T %%er, =i e 15
¢ 20" ey 0C2 V b? — 0% w® OC2 bh* — 072’ ( )

hetgeen de formule (14) is in Thomson’s methode, § 5.

y 23. Om wit (VI) de waarde der elecirische digtheid op de met
g p

den grond verbondene cirkelplast af te leiden, behoeft men slechts
=—1,0=0,05,=0c te stellen. Alsdan wordt

11— — —k . Rt V7o 01 1,

Vo) — V=) TV o) = B b

zoodat hel eerste gedeclte van de waarde der digtheid overgaat in

1 9 a4 16 fett iG’I pion Loty

TIre VE MUpKT — ey

Het tweede gedeelle laat zich aldus herleiden

e it
el L 1 1 et s
2feY K V({l—o, D" 9t o2 5ot)
Ll s mpe N SR 1, Goe SASSET R b
Ire? WK VI —od) e K T 1 e X
i

Alzoo verkrijgt men voor de electrische digtheid ¢ in het punt
(0, #, w) op de afgeleide cirkelplaat

b for | eapp i T
¢ - (1{ B2 € b“’t“l/l{) ; (16)

waar K gelijk is aan het vierkant van hel guotien, van den afstand

der punien (0, g, ) en (., g, , v,) door den straal e der cirkel-

plaat, de ho*tg VK tusschen —Iwg en — o gelegen, en g« alleen positief

29| g

wag worden genomen, hetgeen geheel met hel vroeger gevondene

(§ 11) overeenstemt.

Ingeval het punt C zich bevindl in het vlak der cirkelplaat buiten
den rand

= ; VM2 —e?), w=0, MO=el/(1 —ud

Fa
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en de digtheid in het punt O

i i i NC—e) 1
BTN en o V'

overcenkomslig met (14) § 5
Wanncer het punt G ligt in de as op den afstand f van de cirkelplaat

(17)

g
Lz

'\IO’2

i — ‘f i! oy =1,
zoodal de digtheid
e i fi f1, . Viet— '\1102)}
ozedr—— R . " i O 5 e A Y
¢ 2002 {V(ry"*——\lo +0oc 8 g :

of

; — % eLY +£— 0‘ 1.]0
Y= 00 Vie* — MO?% ' 2 V( (e? — MO? ]} i

(18)

ook weder de som der electrische digtheden in (29) en (30)§ 7.

§ 24. Uit (Y} laat zich ook de waarde der electrische digtheid
van de lading, op het afgeleide bol-oppervlak door het daarbuiten
gelegene massapunt G geinduceerd, bepalen. Daartoe schrijve men (Y1),
opmerkende dat hier = 1. onder den vorm

1'02 ]N 12 o .
— 1 Ve e | 1 0G
s - — bglg
= 9,2, I D63 9 5 ( €01 + )
: Ll e e
e? e AR R AR i

i S b \
oy — 6 ('/!‘U2 A b oo 1‘0) Biig ‘

2
= g |
i w. OC2 \
Gaat nu het positicve deel van de as der z door G, dan is
iy (1 NO)
T o 3
€ (e =0)
1
= V([ H NG et)
¢ (e = 0)
8o, = j(r,—+ NG),
fe = 0]
terwijl
o B ol 204 1 .
V(r,® —e?) —1 . 7ir~ =
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zoodat voor de clectrische digtheid in het punt O op het afgeleide bol-
oppervlak de laatste vorm cenvoudig wordt

— 12 —NC* = _ NG —p?
®= 9.t~ 0CF 2~ Zmr, 00 - - - (19

welke waarde van die in § 2, verg. (8) alleen in tecken verschilt,
alwaar in het uitwendige punt de positieve ecleciriciteits-ecnheid was
geconcenireerd.

Ligl het influencerende punt G binnen het afgeleide bol-opperviak, dan
volgt evenzoo wuit (V) voor de electrische digtheid der geinduceerde lading

— NG? :
Q m . . . » . * N - (20)

Deze uitdrukking gaat, als het punt G met het middelpunt N zamen-
valt, over in

1
1b =PRI PR

hetgeen ook terstond uit (56) gevonden kan worden.

§ 25. Op het cinde zijner methode toont Lipschitz de overeenstem-
ming aan van de door hem verkregene uitkomsten met de benaderde
oplossing van hel vraagstuk door Green. In de ondersielling namelijk

¢ . o of
dat e—=1 en — cene kleme grootheid is, waarvan de hoogere magten
(U

verwaarloosd mogen worden, vindt Green voor de waarde der potentiaal
in eenig punt van het onlbrekende holvormig segment, die in § 4
door K -+ V is aangeduid geworden, hel produkt van de constante
waarde K der potentiaal aan de oppervlakie van hel gegeven bolvormig
segment F met

e (1 _xg—l-yz)_

7y

Maar uit de vergelijking (IV) § 14 volgt, dat de potentiaal, op F

. 1 1 .
o I . — == 0T ! i " t
gelijk aan VI —7) — 7, 0 een punt (o, @, ¥) of (x, y, z) van
het benedensle segment des hol-oppervlaks B, waar ¢ en @ verbonden
zijn door de betrekking (84) § 13

2 —(cwo iV (L —op) )r =

9
R T TR o - T H A |
o=, )b gtg ( ) lot waarde heelt. Drukl men verder o, in r, ui

i
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: : —V(r* —¢? T =
en substitueert 1oy, == — ’—(—z—-j, (1 —0'02):—69 in de vergelij-
Fa
king (347
= ]/(aiao—l—l/(’l — 092')) ]/
dan komt voor @ =1
Fopi i S e U B L )
i & Ly 'H/( — &)/
welke laatste wegens de betrekking
£ g
€° — %% — y2
P a Q 2 ke oA R J
=V (? —5— )=V (S —e)= =
Z V( 0 o ) ( (0] ) ‘/ (r-npi‘x?-_ - EB,:I +V{F{;2— Cz)
overgaat in
(77 ]/’ e R t
g : ‘(Vn““/("u —¢€ )) (l/ 3 —XS — V)=V — eg')$
, B
Worden nu de hoogere magien van —— verwaarloosd , dan mag men
0
}L(i) 1 ]xt(”)'l" 1 ‘af
v hote \ — )= — 97 — hole { — ) schrnven — @ ——
voor bglg \— g 7 glg (5 rijven o w —-— 0
1 (i V 1 X.z"!-}'g ;
SR T ef )’
o : Il
zoodal, lerwijl de constanle waarde der poteniiaal op F bedraagl—»
: r
de benaderde waarde der potentiaal in de punten van hel ontbrekende
bolvormig segment is
1 i)
N
I'o ‘TT'O
“ alzoo overeenstemmende met de door Green gevondene.

§ 26. DBij de toepassing der methode van Kotleritzsch op het geval
dat de bolvormige schijf overgaat in den ganschen bol is op te merken
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dal de heide even-
~Q | wijdige grensviakken
' worden de vlakken
T: en T, rakende
den gegeven bol in
de uiteinden der mid-
dellijn, waarvan het
verlengde gaat door
het  influencerende
massapunt Q, en de
2h electrische beelden ;B
en ,B dezer vlakken,
die nu geheel binnen
het clectrisch beeld )

F van het gegeven

bol-oppervlak  gele-

gen zijn, en dat beeld

in de punten B, en

?

B, raken, niet meer .
in aanmerking komen. De beide electrische massa’s aG in het middeclpunt

a() .
G des bols en — —3 i het beeldpunt van ( geconcentreerd gedacht,

die met het massa-punt ) op het bol-oppervlak met den straal a, len
opzigte waarvan het elecirisch beeld is geconstrucerd, de constante
potentiaalwaarde’ G opleveren, moelen nu op F sequivalent voor alle
punten daarbuiten worden overgcbragt.

Door het overbrengen der massa aG ontstaat op F eene electrische
lading, hebbende de constanle digtheid

_aG _ bh*G
Q5 - g% e
A hs

az .y o8 : N 0
Daar verder h—’-f de afstand van het widdelpunt G is, waarop een

: al) . :
electrisch massa-punt p | het van G naar () gerigte gedeelte der

as zou moeten gelegen zijn, om op het afgeleide bolopparviak F
cenc lading te induceren, die in alle punlen buiten F dezelfde

a()

potentiaal heeft als het clectrisch beeld ——" zal in een punt 0’

£




79

: - aQ . : .
van F, dai op den afsland t van het massa-punt il ligt, de digtheid

h %"
¢, der lading, ontstaan uit de voor uilwendige punten aequivelent
: al) .
overgebragte electrische massa — — Zijn
al) at (2 at
= h ht ~— h2 - )] 112 (fz__ h?
2 a? 3 il I
T — ¢
h
a* a?
waarin { = ( — —iLO s+ ):-—l
= h? h? h?

1=V (% — 2 Fh cos 6 +h?) de aflstand van Q Lot het punt O, beeld-
punt van O

Na vermenigvuldiging van 6, + o, met l3 verkri_jgb men voor de

elecirische digtheid ¢ op den gegevea bol in het punt O

—= G = U 1'9_[12_- 1 3 4 L2y
=T ke B (o — =190

L=

waar h de straal- des bols, [ de afstand van het inflacacerende punt
4&'1 de constante digtheid der vrije, het tweede
izl

tot het middelpuat,

deel van ¢ de digtheid der gebondene electriciteit, hetwelk overblijft

wanneer de bol wordl afgeleid , in welk geval G= 0.




SLOTWOORD.

Nog een enkel woord over de methoden zelven.

Die van Beer en Green zijn allecn benaderings-methoden. In die van
den eersien wordt namelijk voor de potentiaal V der lading over het
gegeven bolvormig segment in het middelpunt van het ontbrekende
segment  genomen het verschil der constanle potentiaslwaarde K over
den geheelen bol en die van het ontbrekende segment ; alzoo hel ge-
geven segment. dzarbij beschouwd als bevaltende cene ladimg van con-
stante digtheid ¢, terwijl toch de digtheid veranderlijk 1s.

Eene andere onnmaauwkeurigheid , die ook bij Green voorkomt , bestaat
daarin, dat in de plaals van het ontbrekende segment komt het cirkel-
vlak , dat den rand tot omtrck heeft.

Naarmate echter de groolle der opening afnceml, hebhen beide minder
invloed op de juistheid der methoden.

De methoden van Thomson, Lipschitz en Kétteritzsch zijn alle drie
mathematisch juist. De eerste dezer munt uit door de eenvoudige
wijze, waarop men lol de uilkomslen geraakt; de tweede, waarin
benevens de electrische digtheid ook de uitwendige potentiaal en de
grootle der geinduceerde lading voorkomen, is diepzinnig en zcer

werkzaam ; de derde staat, doordien de vorm des geleiders, waarop
zij betrekking hcefl, een andere is, niet zoozeer in verband mel de
overige methoden, en is meer theoretisch dan praklisch.




STELLINGEN

Green’s methode ter bepaling der electrische diglheid bij gewone
verdeeling in ‘sen willchenrig punt van de oppervlakle eener geleidende,
zeer dunne bolvormige schaal, waarin zich ecne kleine, cirkelvormige

opening bevindt, is onjuisl.
1L

Overeenstemming van de uitkomsten  der methode van Green, wal
de electrische digltheid betreft, met, die van de methode van Beer heeft
er in zooverre plaals, en kan er ook slechls in zooverre plaals heb-
ben, als dat twee waarden a en x, mel betrekking tot eenc zelfde

grootheid niel met elkaar in strijd zijn, wanneer zij beide kleiner dan

of hoogstens gelijk aan eene zekere grenswaarde b zijo.
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II1.

De methode van Thomson, die de waarde der electrische digtheid
aan elke zijde van het bolvormige segmeul afzonderlijk geeft, is ook

wegens hare cenvoudigheid boven die van Lipschilz te verkiezen.

&

IV.

Zoo men ook de Wiskunde onder de natunrwetenschappen wil rang-
schikken, is die van alle naluurwetenschappen degene, op welker gebied

men het minst aan dwaling is blootgesteld.

Het 1s wenschelijk dat de theorie der kogelluncties van Laplace,

wegens hare loepassing in Physica en Aslronomie, meer beoefend worde.

Les causes primordiales ne nous son! point connues; mais elles sont
assujetties @ des lois simples el constanies, que on peunt découvrir
par l'observation, ct dont I'étude est I'objet de la philosophie naturelle,

FaougriERr.
VII.

De verklaring, die Cauchy geeft omtrenl de dispersie van het licht ,

is niel in alle opzigten aannemelijk.



GE
[t st
S

VILIL.

De wet van Dulong omirent de soortelijke warmte is niet vast

oenceg gegrond, om daarop eenc nicawe chemische theorie le bouwen.

X

Ook by electriciteit moel men denken aan eene werking van een

mediuin.
X.

De natourlijke kwarts is niet uil den gesmollen toestand gekristal-

liseerd.
XL

et gehalte der dampkrings-lucht san koolzuur is in den loop der

tijden veranderlijk.
XIL

Het is niel mogelijk eene scherpe grens le trekken tasschen de begrip-

pen: individu en kolonie.

. XIII.

et zoogenaamd vormloos zetmeel is in de planten, waar het voor-

komt, niet door kunstmatige drooging onlstaan.
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XIV.

Bij de nieuwe regeling van hel [looger Onderwijs is het wenscheliji,
dal aan één der dric Rijks universiteilen cen observatorium voor Phy-

sische Aslronomie verrijze.
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