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HOOFDSTUK L.

INLEIDING.

§ 1. Doel van de studie der trillende vliezen.

£

Waar wij cene mathematische theorie met de proeven
te vergelijken hebben, zal zich steeds de zwarigheid voor-
doen, dat de lichamen van de natuur niet volstrekt vol-
docn aan de voorwaarden, waarop de theorie iy gegrond
en waarvan wi wel genoodzaakt zin unit te gasn om niet
fie stuiten op onoverkomelijke analytische bezwaren. Bij
de benadering, waarmede wij ons dus mocten teyreden
stellen, hebben wij recht des te nauwkeuriger oversen-
stemming tusschen proeven en theorie te verwachten,
naarmate het lichaam waarop wij experimenteren, minder
verschilt van de abstractie, die wij theoretisch kunnen
nagaan. -— Om deze reden iz de studie der vliezen zeer
belangrijk voor de theorie der Elasticiteit, die cene zeer
kleine dikte en volmaalkte homogeniteit eischt; zij zijn
in dit opzicht boven de platen te verkiezen, bij welke de
dikte nooit onmerkbaar, de homogeniteit twijfelachtig en
de wijze van ondersbeuning gebrekkig is.

Behalve dit is eene studie van de trillende vliczen
Onhmisbaar n de theoric van het gehoor, welke natuurlijk

zich daarop moet baseren.
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§ 2. Historiseh overziechft.

rs als

Niettegenstaande dit hebben roowel wiskunstenaa
natuurkundigen zich in de eerste plaats bezig gehoudell
met de platen en dateert cene grondige beschouwing der

vliezen eerst van den laatsten byd.

Wat de vorige eeuw ons daarover opleverde is val
weinig of geen betcekenis en wordt door Poisson als
hoewel

»quelques  essals infructnenx’” gekarakteriseerd,
daaronder stukken voorkomen van L. Euler. Deze laab
gaf zelfs reeds de vergeljking der platte vliezen 1), M

het bewijs daarvan liet te veel te wenschen over Om

gte

1l

daarop eene volledige theorie fo bouwen.

Ook de proeven in dien tijd op vlezen gedaan, hebhen
weinig waarde.

De proeven toch van Riccati en Euler worden doo”
(‘hladni afsekeurd en wat hij zell daarvover in zijne
Alknstik geeft, bepaalt zich fot gissingen.

Wij kunnen dus aannemen dat de wetenschappelk®
behandeling van ons onderwerp begint met het proe =
ondervindelijk onderzoek van Savart en de mathemati-
sche heschouwingen van Polsson.

Van dezen laatsten bezitten wi twee verhandeli

over elastische lichamen. De eerste dateert van 1812 el
France van

nge‘ﬂ

is opgenomen in de mdmoires de U Institut de
dat jaar. I1ij leidt daarin de algemeene vergelijking #
voor het evenwicht en de beweging der elagtische opper”
vlakken, welke ook reeds cenige jaren vroeger door
Sophiec Germain was gevonden. Het byzondere geval
van de platte opperviakken geeft hij daarin niet. Hiertoe

1) Mov. commentat. Aeadem. Petropolit. Tom K.
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gaat hij cerst over in zijue tweede verhandeling 1), het
eerste grondige werk over de theorie der trillende vlatte
vliezen. Het is in dit werk dat de strenge afleiding van
de vergelijking
dw dw  dw
e ; (d? e ;@H‘Z)

wordt gegeven, welke de grondslag is van de theorie.

By de intogratie dasrvan bepaalt Poisson zich tob
het algemeene geval van het rechthoekige en een hijzon-
der geval van het cirkelvormise vlies (n.l. het geval dat
w in bovenstaande vergelijking slechts functie is vam ¢
én 7 en niet van g, waardoor de diametrale kmooplijnen
worden. uitgesloten.) Hij stelt zich tevreden met het af-
leiden der algemeene weften en treedt niet in de details
van eeue classificatie der toonen en knooplinen.

Lijnrecht in strijd met de door Poisson gegevene
theorie, welke voor eon hepaald vlies slechts ééne serie
van toonen toelaat, zijn de waarnemingen van Savart
ecn paar jaax vroeger gedsan, met het 0og op 2 zijne theorie
van het gehoor, Hij vindt dat een vlies elke willekeurige
toon kan voortbrengen en breidt degen regel zelfs aif
over alle lichamen, zoowel de snasrvor mige als die waai-
van alle drie almetingen van dezelide orde ziju. Herst in
den allerlaatsten tijd is door de proeven van Bourget en
Bernard, de dwaling van Savart bewezen en de oon-
zank daarvan asngetoond. Wi komen daavop terug als wij
de proeven met de nitkomsten van de theorie vergelijlken.

1) Mémoires de Vlnstitut VIII 1829. Behalve dess twee verhandelingen,
bestaat er nog cene vai Poisson, voorkomende in de Anuales de Chimie
et de Physique t. 37 pag, 337, Deze, gewoonlijlode klginere genoemd in tegen-
Stelling met de bovengenoemde, lieten we onvermeld omdat zij slechts cen
O¥erzicht is van de resultaten der grooterc.
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Ondertusschen wag bij dit essentieel verschil van proe-
ven en berekening een nader onderzoek van de quaestic
dringend noodzakelijk. Toch is er, hbehalve de proeven
van Marx, 1) die minder de bevestiging van de theorie
op het oog hadden, zoo goed als niets over de vliezen
ceschreven, totdat het vraagstuk wedr door Lamé is
opgevat in zijne Lecons sur I Elasticité. Daarin geeft hy
de oplossing van een nienw geval, dab, waarin het vlies
den vorm van eenen gelijzijdigen drishoek heeft, en waarbij
hij groote analytische netheid bereiks door het invoeren
van een nieuw soort van coordinaten, voor het eerst door
hemzell gebruikt in zijne Theorde Analytique de la Cha-
lewr. Bovendion geeft hij de volledige ontwikkeling van
het geval der vierkante vliezen.

Met het doel, de nitkomsten door Liamé verkregen
aan de waarneming te toetsen hebben Bourgeten Ber-
nard talrijke proeven op vierkante vliezen in het werk
gesteld 2). De resultaten van dit onderzoek verdienen,
om de zorgvuldige wijze van waarneming , alle vertrouwen.
Ook de cirkelvormige hebben zij aan proeven onderwor-
pen, nadat ecrst de theorie daarvan door Bourget 3)
gehieel algemeen is ontwikkeld en de berekening der
numerische waarden van de afmetingen der knooplijnen
met hunne correspondeerende toonen meb veel zorg is ge-
geven. Door deze proeven zijn de beweringen van Savart
voldoende wederlegd. Toch geven ook deze proeven eene
afwijking van de theorie, die misschien daarin zijn’ grond
heeft, dat in de algemeene vergelijking waarop de theorie

1) Schweigger—=Seidels Jonrnal, Bd 65 en 66 (b en 6 Je serie.
9y Annales de Chimie et de Phys. 3e serie t. G0
3) Annales de PReole Novmale T1T 1866.
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s gebaseerd de weérstand van de lueht niet in sanmer-
king is genomen. Wy komen hierop terng in het lautste
hoofdstulk.

Behalve aan de werken van genoemde auteurs, herin-
veren wy asn de theoretische behandeling van de platte
vliezen van Riemann 1) en Mathieu 2). Aan dezen
laatsten zim wij nog de behundeling van het elliptische
vlies 3) schuldig. De talrijke analvtische bezwaren aan
dit geval verbonden, zijn gelukkig door den auteur over-
wonnen; wiy stellen ons voor in het 5¢ hoofdstuk dasr-
van een overzicht te geven.

In het voorgaande gaven wij een overzicht van hetgoen,
voor zoover ons bekend is, over de trillende platte vlie-
zen is goschreven. Wil willen nu achtereenvolgens de
verschillende vormen van vliezen behandelen, voor wellke
de integratie gelukt is, om daarna de resultaten van
proefneming en theorie te vergelijken.

1) Partielle diff, Gleichungen 1864,
2) Cours de Physique Mathematique 1873.
3) Liouville. Journal de Mathematique 15, 1868,




HOOFDSTUK IL

RECHTHOEKIGE VLIEZEN.

§ 1. Analytische voorstelling der quaestie.

Wij beschouwen steeds homogene vliezen, van €oU-
stante zeer kleine dikte en waarbij de krachten, die We
in het vlak van het vlies en loodrecht op den omtrek
aanremen, langs dien omtrek overal dezelfde waarde
hebben.

Legzen wij cen loodrecht assensystesm in heb vlak van
het vlies, dan 18 de algemeene differentiaal vergeljking
dor beweging (zie Liamé, Legons sur 1’Elasticité p. 119)-

diw 5 A2 d*w
1y 22 = (7;1+- )
dt da® tly*
waarin ;

w do oneindig kleine verplaatsing is van eenig

van het vlies. Deze verplaatsing is bij de afleiding der
het

p ant

vergelijking (1) aangenomen loodrecht te zin op
oorspronkelijk oppervlak.
ayy de rechthoekige coordinaten van eenig punt.

de tijd.

& eene constante = - als I de constante normale frek-
¢
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kracht langs den rand voor de conheid van oppervlak en
¢ de densgiteit voorstelt.

Voor het geval van de rechthoekige vliezen, dat wy
gaan behandelen, hebben wij behalve aan (1) te voldoen
aan de condities langs den rand. Leggen wij de assen
langs de zijden van het vlies zoo moet

@ |

lw=o » a==l » y=I

WITo VoOr x=="o en Yy — o

welke uitdrukken, dat de rand onhewegelijk is. Ook aan
den aanvangstoestand moet worden voldaan, aangezien
natuurlijk zoowel de oorspronkelijke vorm van het vlies,
als de smelheid van elk punt willekenrig gegeven kan
zijn en dus

(3) w ==jf(ay)vooré==o

(4) A E@se) ‘s + fszo
dt

2. Uplossing door particuliere integralen.

(o7

a. Algemeene oplossing, voldoende aan de voor-
waarden (2).

Trachten wi aan de vergelyking te voldoen door
wz= X Y T waarin X eene znivere functie van a
Y » » » oy
e s » » » & voorstelt.
Brengen wij deze waarde n (1) en deelen wy door
XYT zoo komt
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Het eorste lid hiervan is eene zuivere functie van %
terwiil het 2° lid alleen @ en y bevat. Elk lid van de
vergelijking moet dus eene constante waarde hebben.
Evenzoo elke term van het tweede lid afzonderlijk. Geven
wij aan deze constanten negatiove waarden, omdat de
beweging periodisch zijn moct en zij dus

7! X . BY .

,}T_ ;f:fl el R 1 (.3\____:‘_ i L A

da? Y dy
700 bestaat tusschen de eonstanton &, f,y de betrekldug
= + &)

De integratie dezer dric vergeljkingen geeft

|

T—Acosyt + Bsinyt
X = C cos he + D sin
Y =Xeosky + I sin ky en duos
(k) == (A cosyt + Bsinyt) (Ccos bz + D Sin huy
(E cos ky + Fsin fay)-

Om nu asn de condities (2) te voldoen, moet, daar voO*

Py Wo=0p wat ook y en # 0= ¢ zjn
Y==9 W= » B b=p =
. ' ) )

p—=—1 w=—g¢ sinhl=—o o M=iz .. h= 55
i

y==¥ w=o sinkl=o o H = . k= -E-f‘

Stellende dus ADF=A, en BDF =B, zoo is

£ - wy = il
r AR ' . s B g
(5) w==(Ay coe yt + By, sin yf) s o7 - BT

)

waarin ¢ en # willekeurige maar peheele getallen zfju ik

® 1=e |5+ ;
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Ook de som van alle particuliere oplossingen zal vol-

doen aan (1) en (2).

i Gl & . = o L EEN T s
(7) ww= 3 3 (Aycosyt+ B, sinyi)sinin T 'E’n—'[{
=1 et : !

h.  Bepaling van de constanten A en B zoodaniy, dal

aan de voerwaarden 3 en 4 wordt voldaan,

Wiy maken nu gebruik van de onbepaaldheid dor cost-
ficienten A en B om ook de voorwaarden (3) en (4) fe
vervullen. Stellende #==0 in (7) en de afgeleide daarvan,
zo0 vinden wij als vergelijkingen voor deze constanten:

[0 N9 N e, P T e
>  x A sindm — sin d'pZ o= f(ay)en
) =0l =l { l
(8)
Ny N s . Si ?:fﬂ: y - B
( - > ..'2 ¥ B‘1 171 278 l_ n _Z-" == (.‘i.‘:, !5/)
=0 ¢ =10

.

Ontwikkelen wijj nun de functies van het tweede hid
volgens Fourier’s methode in dubbele sinusrecksen, zoo
zal de gelijkstelling der afzonderlijke termen ons terstond
de waarde der coéfficienten geven. _

Om de gewenschte ontwikkeling te verkrijgen, hebben
wij slechts de algemeene formule van Fourier ecen
weinig te vervormen, waardoor zij eenew vorm zanpeemt
analoog aan dien van bet eerste lid van eene der verge-
lijkingen (8).

Volgens dit theorems toch is 1)

W)=~ = 3 e 4
UL, Y = —, X 2 di du ¢ (A, 7
’ 46{:’/ == 00 T - O 'f—c ‘v/‘_u‘
g (h—a) cos ”*_:‘ (—).
L4 e

Ly Fie o. a0 Riemanu, Parficlle Dill. Gleichnugen p Y3
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Veranderen wij de somteekens in andere, die zieh,
evenals die van (8), van 0 tot o~ wibstrekken, zoo heb-

hen wij algemeen

o o
Z T A cos mh cog nk =
W= = =
oo 0 S Y =
= X A cos mh [ X gos nk + x cos nk ’
i ) L N 0 .
-2 = Acogmh 2 cosnk=—4 = £z cos mh cos nk
NG (1] } =4 W0

en dus kunnen wi schrijven
1 .
@ ) B I J _/ di dp ¢ (Au)
ey
anm

: ! nm _
cos — (A —z) cos = (y—gj)-

Als wij nu asnnemen dat ¢ (z,y) slechts voor positieve
waarden yan de veranderljken gegeven is, zooals dit in (8)
het geval is, zoo luat deze formule zich vereenvoudigen.

Ontwikkelen wij de cosin. en schrijven de x's en y's
buiten het integraalteeken zoo komf

1
gofag) = o
ol A
= (PTG fIT y
[2’2 cos % o GOS8 —iq'(l:l”'}
L ¢ c’ 2

My , Nw . mamk ge, . 3
+2Fgqin— sin— Y f ¢ A s — L/ ¢ dusin —— ¢ (M)
(i ¢ —a (i

¢ ; 1=

L . Mak nmy . Tk e nmy N

4 =2 Fuin == oo8 /'ﬂ digin —— [¢ du cos — {Aose)
i (el L —c' c

: el P71
mwE . A i - 1 )]
- 22X — " sin dk eos ¢ dp sin — @ (A
ﬁ CO8 §i1 / g /' t 7 |

¢ o5
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Daar an ¢ (ry) slechts voor positieve waarden van
2 en y gegeven is, kunnen wij hare waarde voor nega-
tieve ’s en y's geheel willekeurig nemen. Nemen wij

¢ (z,—y) == — ¢ (vy) dan wordh

¢’ Tt
S o g (o) e =

—r o
{_/::J Cos fl_‘.‘.“ tp(l u) flE = /‘ _Hn_ o (l:y.) dp =
o
1 g 3 . a0 2413 T y
f ’ COS | -7 p (i—p) d (_H-) 'i'..,/,, (,0,5? @ (hK) dit =

i == 0,

e JuTTLE 4 .
_/G Cos i ¢ (Lp) de + ,/ COS
berwrl

/,c' N FUITER
ofi g EI & @ (Ap) dp =

i

. 53] e S o FUTT i L o
/ . sin W ¢ (F.u)db + e/“ tulll—;," ¢ (hy) dp =

/"’ — _m(l —m d(—#) + f 5111—71—@(#,}’)(!,(1__
o’

fild 0

Tt

2 [ sin
o

(A.u) dp.

Bijgevolg als wij de integralen in g nu vodr die van
1 schrijven

2
@ (mvf/) = — X
Ce
. . nm
lE 2 gin ™ sin j sin ¢ rl,u / ' gin o ?’ (A ) di
c e
mTmE . Rl C g momh
+ EEC08 — sm,__zr:'{ ¢ sin :L'M (l,u-J ,eos — () dd
a g P o L c i

Zi nu alweér, daar ¢ (zy) voor negatieve o’s wille-

keurig is




§ )

'

¢ (—xy) = — ¢ (zy) dan iz evenzoo

o & g
e ¥ B
¢

5-9 (2,%) d* = ¢.  Daardoor is dan eindelyk

4 oo o mEr ., ATl

9. elg)= — = Z sim ; blll—L/;b'/a

Ge m—o #=—0

mnd . Nn
22 in (&, o) dd dp.
i

sin
Dit is de vorm dien wij zochten en die analoog is meb
het voorste lid der vergelijkingen (8). Willen wiy ze
volmaakt in overcenstemming brengen zoo behoeven wij
slechts te nemen
—! o=l m=i m'=i en successievelijk ¢=f of 9=F
en eindeliik
A“._._ Hl L/'EJ Hlnﬂﬁﬂ E_T;i.f (}. .;_L} dt dp
By 1, RS ) dh dp
= L’El '/G_/ sin — sin ——34 ( ;
waardoor de coéfficienten in (7) gegeven zijn en dus &

geheel en al is bepaald.
§ 3. Andere oplossing.

Wij kunnen de oplossing van het voorgaande yraag-
stuk ook anders geven, waardoor beter in het 00g zal
vallen in hoeverre het gevonden resultaat algemeen is.
Wij zullen vinden dat (7) algemeen iz, onder de eenige
gaanume dat na eenigen tijd hel vlies zijne vorige g€
daante herncemt. De duur dezer periode z3 2 7.

De integraal van (1) is eene functie vam «, ¥» '3
nemen wij w=#@ (x, y, t) dan behoeft men deze fumnc-
tie slechts te zoeken tusschen de grenzen




o en | voor @

o en { voor y

— z en += voor ¢ en te zorgen dat w buiten die
orenzen periodisch 1s. Elke functie nu laat zich tusschen
deze grenzen ontwikkelen door eene formule welke geheel
op de wijze van (9) wordt gevonden n. 1. deze

4 ! I mal NI

, s ‘ 3 4 - T . al . g
o2, 4, )= — - =xx efi {/ _fq sin —— sin —,
M sy _ | 0 ] 0 -a / [

. dnmhk | %
s —— s -, cosp (v—i) ¢ (2., ¥) A dp dv.

Deze is steeds ==0 voor a==o en y—o

en ook voor n= ¥ ==1 aangezien
m en n geheele getallen voorstellen. Ontwikkelen wij
hievin de eos. in aanmerking nemende dat de hepaalde
integraal = constante, dan is

M

: . Rl !
e (m,Y,t) = Z2Z gin §in %’t [A cos pt + B sin pr].

Zal nn deze functie voldoen aan de vergelijking (1)

e

%0 moeet p=—cn l.-/ ﬂ_;. ’f_g__
Z). Pl

den door de functie in (1) te substifueren.

z. a. wi ferstond vin-

De coifficiénten worden weér berekend evenals bij de
vorige oplossing. Eindelijle blijkt dat ¢ (274 ¢) = ¢ (7) en
2 (2% —t)=¢ (—1) zoodat de gevondene oplossing, die
geldig is tusschen de grenzen — men =, buiten die gren-

zen periodisch wordt,

8 4, Rangsehikking der toonen en knoop-
lijnen van het rechthoekig vlies waarvan
de vierkanten der zijden onderling

onmeethaar zin.

Wi vonden (zie form. (7)),
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g J - 3 - . -’E . T T
(7) w=2= = (A cosyt + B, sinyf)sinem < sin v {-{

Flke term Liervan kan' geheel alleen bestaan als de
begintoestand een  bijzondere is: want hadden wij in de

form. (10) gegeven

~]

3 N - & "
Fley) = Ksin k iy sin & @

f

i

x . . 7
F(2,y) == H sin k= 7,51 e 7 %

00 zouden alle A’s behalve Ay
en alle B/ behalve By

verdwijuen omdat steeds alle integralen als deze
-/’ﬁl‘ A 3{ 4 }. . )
S, sinkn 7 i ' 7 d 3 == o behalve voor k= £’

Elke term van (7) stelt dus eene mogelijke vibratie

voor waaryan de periode is (vgl. form. (G) ).

2 2 o
I'= — = 7? " ¢n et aantal trillingen pe?
¥ ] 2 2
cl 9. .5 seconde
i l’2
2 ,' 2 s i
N (;, == rl ]/? o waarin de notatle
1.2

N (Z4) agnduidt de hoogte van den toon, gegeven door

den term waarin de beide getallen ¢ en 3/ yoorkomert.
Het aantal toonen, dat een rechthoekig vlies kan voort=
brengen, is dus even groot als het qantal van elkaar ver-
schillende waarden van y, dus in het algemeen ouneindig:
Willen wij deze toomen ieder afzonderlijk beschouweits
w00 wordt daartoe verciseht alle fermen in de form. (7)

to vinden. die denzelfden toon voorstellen of m. & w.
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alle waarden van K en K’ te viuden, die voldoen aan
de vergeljking
£ 2  K2 K

7 T

Sehrijven wi) deze
i KA — (K2 — ?)f_ so0 bkt terstond, dab,

als 2 en 12 (I en I de zijden van het vlies) onderlng
onmeetbaar zijn, het eerste lid een geheel en het tweede
een onmeethaar getal is. Aan dege vergeljking kan dus
piet worden voldaan, dan door K =4, K'=14, zoodat
met elke toom slechts den ferm correspondeeri. Alle toonen
van het rechthoekige vlies, waarvan de vierkanten der
sijden onderling onmecthaar zjn, vormen dus oneindig
veel reeksen, analoog met die van de smaar. De grond-
toon van elke reeks i een toon N (7, #) waarm 7 en ¢
betrekkelijke priemgetallen zijn, terwijl alle overige ter-
men derzelfde reeks worden voorgesteld door N (m 4, m ¢').

Met elken toon correspondeert één enkel systeem knoop-

lijnen , waarvoor in

: e N
w == (A cos yt -} By sin gt} sin 7 Sin 'f,’n-f
op elk oogenblik (dus onafhankelijlk van &) w = o is.
De meetkunstige plaats der knooplijnen is dus gegeven
door

s

: . s . Y
{1 2 7 BRI Pur T e )

waaraan voldaan wordt door




— Jr

De eerste en laatste waarden van beiden, stellen den
rand voor; de overige 71— 1 en # — 1 lijnen respective-

lijk // de mijden.
§ 5. Het vierkante vlies.
a.  Inkelvoudige toonen die het vlies qeven kam.

Bij het vierkante vlies i (==l —a.

2a e ¢ e
T — = N(@Gi)=~1""

el"p £+ A 1o a

De termen, die denzelfden toon geven als N (7 4/) moefen
voldaen aan de vergeljking
P R e

Om alle oplossingen hiervan te vinden sehrijven wij
B == (i e § P —1) (i = 7 —1).
Onthinden wij nu elk dezer twee complexe factoren in
zijne priemfactoren, aldus:

"?""f’ 4 V_l = (f‘ - g VJ_U" (“‘1 7 B Vf‘l)kl . v PP
e st e V—1Y{m — g1 1V'— LR . g g
waarin de g’s de réeele priemfactoren zijn, die zich niet
in complexe factoren laten onthinden, d. i. niet gelgk
zijn aan de som van twee gundrastgetallen. Volgens be-

kende theorema’s uit de getallen theorie zijn deze alle
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van den vorm 4 o -+ 3, asngezien alle réeele priemgetallen
van dien vorm ook complexe priemgetallen zijn en die
van den vorm 4n 4 1 zich steeds laten voorstellen als
de som van twee vierkanten of, wat hetzelfde 18, als het
product van twee complexe factoren. Behalve deze factoren
kan eenig getal dan nog slechts als ondeelbare factor het
getal 2 hebben dat zich laat schrijven
(L 4-v/—1) (1—y—1). Bjj gevolg laat zich » schrijven
P @ i e (o By — 1) (o—B Y —1) o, + B, v — D)k,
(eg—By/—1)0 . . g g,
Het product van alle complexe factoren laat zich hieruit
gemakkelijk op verschillende wijzen als het produet van
slechts twee complexe factoren schrijven. Om alle wijzen

te hebben waarop dit kan geschieden behoeven wij slechts
te schrijven

P4 2= g% g L (4 ny—1) (m—n —1)
en dan te nemen voor m + z1-—1 een produet bestaande
uit factoren waarvan er een genomen is uit elk paax
factoren o+ g1-—1, Het product der overblijvende fac-
toren zal dan m—n1~—1 zijn. Doen wij dit zoo dikwijls
als mogelijk is, zoo vinden wij (kB + 1) (k+1) . ..
wWijzen, waarop » in twee complexe factoren

(m 4 n —l)g? g . . en (m—uL-—1) grgm . .

kan worden ontbonden en dus hetzelfde aantal voor de
wijzen waarop

‘2

=

4

41 — (1 = n?) g Gt e = (gt gp ) R
g g+ == A B
kan worden gemaalct.
Hiermede is dus het vraagstulk opgelost. Nemen wij
als voorbeeld » = 85
2
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B =5, 1T=2+DN#+ 1) =2+ "—1)
(i el (2o )i spr—=1)
@+ =@ YV —1)=T7+ 6y —ldusis deanderefactor
T—6 1/ —1 c.m? -t = T 4 6
@R+V —1)(t—1y—1)=912y—1 dus is de andere factor
9.2y —1. mpnt=9" ¢ 2°
@2—y/—1) (4 +y—1) =9—21/—1 dusis de andere factor
Dl B — Lo mPolii= OF 4 22
2—y—1) @d—yv—1)= 7—6 y/— 1 dugisde andere factor
T4 6y—1om =7+ 6*
Rangschikken wij nu de toonen, die het vierkante vlies
geven kan. Ook hier zijn oneindig veel reeksen van toonen
mogelijk. De laagste term van elke reeks is :;; 1
waarin » een getal is, dat nieb door een quadraat deel-
baar is en gelijk is aan de som van twee quadraten-
Lamé noembt » het argument van de veeks en moemdt
het enkel, dubbel enz. naarmate # zich volgens het voor-
gaande op één, twee enz. wijzen in de som van.twee
vierkanten laat ontbinden. De andere termen van elke

serie worden gegeven door de formule

N:m-{; L~

=
waarin m elk geheel gefal kan zyn.
Behalve deze rveeksen is er mog eene onvolledige reeks
e ¢

e
10 s e B o
2a 2a v 2 Qo

B
waarvan het argument 1 is.

Van al deze toonen hebben alleen die waarin @
L2 P heeft

Génen term. HWlke aundere toon waarvoor »

. re . . . , e
minstens 2 termen, de ééne waarin i =g, ¥ =/ en d




19
andere waarin ¢ — @, # = «. Dit duidt Lamé aan door
de notatie N (:,), welke dus beteekent dat de toon N

de twee termen N (i) en N (#4) heeft. — In 't alge-
meen heeft een toon evenveel termen als de vergeljking

2 == ¢ m? oplossingen heeft. Zoo heeft de toon 2L 1785
42

vier termen. Wi duiden dit aldus aan:

ng & \T(g)

i

De toon 13 ot V8a: o L7132.85 heeft 10 termen
want :
1885 == 18%.5.17 = (2 + 3%2(22 4 17) (42 4- 12) ==
= (@ 8 P BB 1P 2 L 1)
oy sl Sl it
24+ 3 =1pR 4 p—D @+ —1) = — 107 +
o4 54 1~ —1 . 182.85 = 107° 4 542
2+31-—1p(@ L -—1D (4—1-—1) = — 69 +
+ 981 —1 .-, 69 4 987
24+3 1 —1pP2—1p " —1)4 4-1-—1)=—21 .
+1181-—1 .- 21° 4 118°
281" —1F2 4+ p-—1)4 4+ 1.-—1) — — 107 +

+ 54 - —1 .. 1070 1 ba2
@+ 3 1~ 1P - —hd—p—1) = 07—

543 —1 .. Bdr 4 107

@—31—1p@ 1~ (- —1) =21 —
—1181-—1 .. 118 4 21>

(2—3 1 —1F 2Q—p'—1) (4 4 1" —1) = 69—
—981-—1 .. 98 69

-3 —1)p2—p'—1)(d—1 - —1)—=107—
—54 L~ —1 ... 547 - 1072
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2=+3 1L —1)2=31r—-1@+1—DE+ L —1) =
18 (7 4= 61-—1).~. O1° + 78°

@2+ 31— (*»-31/ @ 1 —hE—r —H=
=13 -+ 2-—1) .. 1178 + 26°
@ 431 —1) (=81 —1) @1 —h@E+1—D =
—13 (9—21-—1) .. 26" + 117

(2 4 3 1-—1) (2—3 1-—1) 2—p - —1) (4——]//——-1):‘7
_13(7—617—1) .. T8 + o1

Wij hebben dus de notatie

(15017 m“(us) 11%) i m) N(]”)

b. Knooplijnen.

Nu wij de toonen hebben verangschikt en de verschil-
lende termen kunnen vinden, die by één’ toon hehooren
kunnen wij de knooplijnen heschouwen, welke zich bi
olken toon zullen voordoen. Beginnen wij bij het een-
voudigste geval:

e — N (L) = ?ﬂ— 173 heeft slechts één term; zal

2

1474 'fri{

w — (A cos P+ B sin ¢ sin g sin 25

gelijk nul zijn van voor alle waardem van ¢, %00 moet
ﬁg’ L. e il
o g e Bl —— I

£ s

. e aRle
Hioraan voldoen op het vlies gee

andere pnnten dan die waarvoor

qg=10 Of F ==
N (1. y=o0 » g == :

1 . - TS n e
d. w. %. er zZgn geene andere plaatsen van rust ds

randen
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c ;
( ) = -9- 5 heeft twee termen sn dus alg
H
. Ty . 27
w = (A, cos yt + By, sin y#) sin — sin Y +
(24 4
2ma 8
+ (A, cosyi+ B, sin g ) sin ——sin £y
a tl
geljk nul zal zijn voor elke ¢ zoo moet
. owx | 2my 2nw"". " my
A sin —sin —— + A, sin gin ——==o
: a @ : a a
7k 2oy 2rwe . Wy

SLIL —

+ B, #in

B,. sin — sin
1.3 5 T

of uls wij de sinussen van den dubbelen boog ontwik-

kelen
- AE poth
sin — sin —— (A” Co§ —— + A, cos )w- 0
[
. TE 7Y
sin Rin —— (B12 cos —— - B,, cog — ) = 0.
87

Hieraan wordt in de eerste plasts voldaan door

3 agy i 7Y

#1171 8111 T )

(4]

welke wedr uitdrnkt dat de randen kuooplijuen zfn. De
andere factoren = o gesteld geven algemeen slechts één
enkel punt, het middelpunt (zie fig. 2); immers kan
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aan bovenstaande vergelijkingen, behalve door de randen,
slechts voldaan worden door gelijktiydig

Y T wE

i 1
(73 2 i 2

L

B =t

te nemen , d. 1. alleen door het punt @ = 5 b Y =

In het gewone geval zal de toom N ('?) dus slechts het
middelpunt als knooppunt hebben. ls evenwel de begin-
toestand zoodanig dat A,, B,, = A, B,, is, zoo worden
de beide factorem tusschen haakjes gelijk. Bjj pevolg zal
in dat geval de kromme

al i
AJ.‘& Cos _{ == Ag_} COS —— oo 0.
& Ch

eene knoophjn zijn. De vorm van deze knooplijn hangt
af van de constanten A, en A,
Is de begintoestand zoodanig dat

Al e gy w0, 18 @ == 5 @ d. 1, eene middellijn //y as,

]

eene knooplijn (zie fig. 3)
als A,,=o0, 200 izy = g ¢ d. i. eeme middellyn // 2 as,

eene knooplijn (zie fig. 4)
als A2 = Ay, zoo 1s y=a d. 1. de diagonaal tegenover
den oorsprong (zie fig. 5)
als Ayo=— Ay, 20018 4 y=a d. 1. de diagonaal,
welke door den ocorsprong gaat (fig. 6).
Voor elke andere waarde der constanten is de knooplijn
eene kromme, die door het middelpunt gaat en waarvan
de holle kant steeds naar dezelfde diagonaal is gewend,
zoodat zlj in het middelpunt een buigpunt heeft,
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~2 heeft slechts éénen term.

jie

et}

L

— N (2.2) = 2

De vergelijking van de knooplijnen 1s:

N (2.2) e R
5l —— 8l — =—0
@ @
eil dus
. 2w e T
g =0 of sin — €08 — == 0
a at a
fig. 7. o 1l
2 dexe geeft v = a of a = j“‘
. 2my S G0 my
sin Y =—yp of sin = cos =0
@ (% a
i .. 1
wp=a of y=—=_ @
h)
ad

d. i. de randen en twee middellfjnen evenwijdig aan de
zijden.
¢ e A
— N ( )——— __ 710 heeft 2 termen.
2a
Wij krijgen even als in het 2° voorb. deze twee verge-
lijkingen, waarasn gelijltijdig moet worden voldasn :

= T - 8;: b/ 37’] fuig . 7,
A;g sin _— sin — 4 Az, sin — sin o
(0 @ @€ &
2 Ll 37&‘ S 7
B, sin - sin — 4 Bs: sin — gin Yo
i [ b ]
mmar sin 88 — sin & (4 cos 0 —1); wij kunnen dus
. 2 i T 7T
schrijven met weglating van den factor sin — sin 2~
84 (4

dic weder den rand geett

o 7Ly g T
As (4 oo 2 — 1) + Ayy d o8 —— 1) =0en
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By hoot? L — 1) + By (hoost = — =10

/] {6
Aan deze twee vergelijkingen voldoen algemeen slechts

deze paren waarden

( G

g omm. = meh = =
‘ 3 3
a o

Y o= S gl A
Y 3 3
o o«

i = 2_ » q = i
: g 3
@ @

g o= 9. 5 @ T= 2
¢ 3 3

d. i. vier knooppunten (zie fig. 8) liggende op de plaats
van snijding der lijnen, /) aan de zijden, welke het vlies

in 9 gelijke vierkanten verdeclen.

3
N (7]

Is evenwel A,, B,, = A,; B,,, 700 worden de twee
hovenstaande vergelijkingen dezelfde en er is bijgevolg

eene knooplijn aanweszig, wier vergelyking is
7L ; T )

Ay (4 co¥’ 4y 4 Audeos — — =0
a

Is dan bovendien

Az == 0 zoo geeftcos i
a 2
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by
Is Agy == 0 > » o8 o —
a

) e L_; eny = _)Ti)(hg 10.)
3

LY

B =

welke respectievelijk Iijnen aanduniden, // de zijden, die
vlies in drie geljke deelen verdeelen. _

Is Ay, = Agy zoo is

- at o & = 2
2 cos® - 4 2o -f — 1 = 0 of
@ a
Qay )
1 + eos —— 4 cos e 0.
) @

cene geslotene kromme waarvan het centrum met dat van
het vlies samenvalt en die zmoodanig is dat juist een derde
der beide diagnalen daarbinnen ligt (zoodat zij door de
4 punten van fig. 8 gaat.)

4e,

gemeen heeft de toon N (P) een knooplijn-
9

systeem dat gegeven is door de vergelﬁkimmn

; ae . Y 7T
A,, sin BT in 479 + A, sin — T ein 220 0 en
a a4 17
_ . pAx . gmy . i 7Y
By 910 PAT gin 47 + By, sin 972 in LY = 0.
7 a @ a
Nu is steeds
L i m (m— 1 (m—2)
$in me = sin z (m cos g — ( ( Cog " ° &
.§2 B
gin® 2 + —— —),

Als wij door deze formule de bovenstaande sinussen
ontwikkelen blijkt, dat beide vergeljkingen de factor
. mE . 7 ¥ : fs
sin 22 sin 22 hebhen. Bijgevolg is de lijn, voorgesteld

(74 @& ]
T . Ay i ;
door sin — sin —~ — ( d. i. de rand eene knooplijn z.a
@ @

natnurlijk, — Maar bovendien wordt aan de beide boven-
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staande vergelijkingen voldaan door alle punten voor welke

geljktydig
i pry
sl = i7 en P =
L 1o
+ gAd (‘W"lj
of 2% = ma en 0=y
143 Fi
d. i, door alle punten
|
] S o ct
g =h - 4 = k= en door & == — ,y = H- ,
' 2} 17 q |

Deze vergelijkingen stellen voor de punten

a i) i
P Al (/ — =
i” ¥ P
o o
@ == 2. — meb een wvan g = 2. —
P 4

AHRL E e ot de wanrden
@
x (P__]') il'¥ | : ¥y = (/J_—]) &

en verder

a T

g q

(i s @

il = met een van y = 2 - .
S e N de waarden ?

(44 : e ¢
w = (g—1) p L=

Trekken wij de Hjnen, //de uijden, welke het vlies in
p* gelijke vierkanten verdeelen dan zijn dug de (p-“l)g
snijpunten dier lijnen knooppunten. Evenzoo de (t]-—'l)g
snijpunten der lijnen die het vlies in ¢* gelijke vierkan-

)
f'lU
ten verdeelen. zoodat er steeds yvoor den toon N K b
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(p—1) + (9—1) punten zijn aan te wijzen, die steods
in rust zgn. (Als A,, B,, = A
lijn. Deze knoopliin moet steeds door alle knooppunten

B,, zoo is er een knoop-

gaan).
3 - (4 ;
b.v. De toonen N |o en N 3> hebben respectieve-

lijk 22 + 1° = 5 en 3° + 2! = 13. Knooppunten wier
ligging duidelijk is uit de figuren 11 en 12,

(o)

fig. 11. fig,

De toonen N (f_{) hebben (p-—1)* knooppunten, lig-

gende op de snpding der lijnen evenwijdig aan de zijden
en die het vlies in p* geljke vierkanten verdeelen.

Deze voorbeslden doen genoegzaam zien, hoe men te
werk gaat om bij elken toon de correspondeerende knoop-
lijnen te vinden. Het is duidelijk dat er, met uitzondering

¢ : = ¢ m |
van de foonen waarvoor ¢ == ¥ (d. i. de toomen 2 -1-5
il

]

%

g, 2_2 L“18 .... . voor elken toon een on-

eindig aantal knooplijnen bestaat. De gezamenlijlke knoop-
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lijnen, behoorende by denzelfden toon, noemt men het
knooplijnenstelsel van dien toon.

Hen overicht der mogelijke toonen geven wij in het
laatste hoofdstulk.

§ 6. Rechthoekig vlies waarvan de quadra-
ten der zjden onderling meetbhaar zyjn.

Zijl“.—_:;E P =

7 dan zal

Et"'

NG#)=gVeiq i
Er zullen dus weder evenveel termen met elken toon
correspondeeren, als er wijzen mogeljk zijn waarop
p= af Bt
zich in de som van twee termen «f° en fi* laat ont-
binden.
Ziju ook I en ¥ zelf onderling meethsar en is

= po i = pi dan 1is

g TR
e |/ 7 )
N @)= —l/ -+ =
( ¥ 2}? mﬂ [,32
welke toon evenveel termen hestt als
._,'2 i/s
r= — - — verschillende oplossingen n geheele getallen-
a* !J“

- - i 2 i
Voor de toonen N (ke, 28) d. i. die waarvoor 2 en ®
respecticvelijk door « en g deelbaar zijn, is heb aantal

trillingen per seconde

SWL N a C 5 /337 ke
N (ke, £8) = ")—}f E B+ R
Deze vergelijking is desclide, welke by het vierkante

ot o 5% : < 9 ler de
vlies is behandeld. Bjj gevolg bevinden zich ondel C
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toonen die het vlies geven kan, steeds alle toonen van
Liet vierkante vlies waarvan de zijde p 1s. De knooplijnen,
die deze toonen vergezellen , verdeelen het vlies in « § £ &
gelijke rechthoeken, immers de vergeljking der kuoop-

lynen 1s
. kazze | KB 7Y
sin - — g2 ==lo of
e P
. kmx | kmy
S1n SN e @
i &

waaraan op het vlies voldaan wordt door

i U ==
_p A%
Tk i
—ol — 9P
k i
= (k—1)L — (¥ 1)1%
= =y
— (k4 DL - (B 1 1) f’k_
:‘_“up :ﬁ}?

d. 1. behalve de randen door «k—1 en gi'—1 lijnen
regpectievelijl evenwijdig aan de zijden. Deze verdeelen
het vlies in g k%’ rechthoeken of z a. wij deze verdeeling
ook kunnen opvatten: in «g vierkanten waarvan elk als
het gewone vierkante vlies trilt, nl. elk met & knoop-
lijnen // de eene en & kumooplijnen /{ de andere zide,
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VLIEZEN VAN DEN VORM ®ENS GELIJKZIIDIGEN DRIKHOBES.

§ 1. Algemeene oplossing.
a. Invoering van nievwe codrdinaten.

et bezwaar van de integratie eener particele diffe-
rentiaal-vergelijking , bestaat gewoonlijk in de condities
waaraan de integraal aan den rand moet voldoen. Ge-
woonlijk zal dus de oplossing des te gemalkkelijker zijn
naasrmate die condities zich eenvoudiger laten voorstellen.
Zulk eene cenvoudige voorstelling kan dikwijls worden
bereikt door de invoering van nieuwe codrdinaten die b. V-
voor onze guaestie zoodanig moeten zijn, dat w =7
wordt door aan die codrdinaten bepaalde, constante waa~
den te geven, zooals de rechthoekige ecotrdinaten dit
toelieten voor het geval van een rechthoekig vlies. Lamé
heeft zulle een codrdinatenstelgel, geschikt voor heb drie-
hoekig vlies, gegeven in zjne Theorie analytique de la
Chaleur, bij het onderzoek naar de beweging der warmte
in het regelmatige driehoekige prisma.
71 o het middelpunt en [ de straal van den cirkel,
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ingeschreven in den gelijkzijdigen driehoek. Trekken wij

dan door eenig punt van het vlies lijnen evenwijdig aan

de zijden, zoo noemt hij de loodlijnen P P, P? op die

lijuen uit o neérgelaten, de cotrdinaten van dat punt.
Door de invoering dezer cordinaten wordt onze quacstie

deze :

gene functie w te vinden, die voldoet

aan de algemeene differentiaal-vergeljking

d?w dw i
1 == i (..._ w—)
( ) dit’ o + dy*

en %oodanig is dat
(2) w =0 voor P={, Pr =1, P* =1 onafhankelyk van 7 en

e
: = 0 VOOY { == 0.

b

3) w =f () en

daw ; . .
Het geval dat ook =5 el willekeurige functie van

Ll

en 4 is, laatuich ,zooals wij zullen zien, gemalkkelijk afloi-
s
dt

Eindelijk nemen wij ten 4° aan, dat de begintoestand
symetrisch is t. 0. van de P as. Zeer gemakkelijk zullen
wij, als w», e. o’ de hocken zijn, die de P, P, P" as
respectievelik met de @ as maken, de transformatie-for-

= o is gevonden.

den , als eens de oplossing voor

mules vinden:

2008« | y sin « =P
!:v cos w' 4~ y sin o =P

) ,:r; ¢08 «” + y sin o’ = P” waaruit nog volgt
P 4P Pre—o
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b, Algemeene oplossing voor nog onbepaulde begintoestand.
Sehrijven wij nu de particuliere integraal van (1), die
dw :
voldoet aan —-= o in den vorm
dt
w = A cos 4 (C cos kv 4 D sin fr) (K cos by + I sin ky)
zoo zien wij dat in de nieuwe codrdmaten uitgedvukt s
eenen vorm zal hebben als deze:
w=—A cos yt [B sin mP 4. a P’ 4 pP”) =
1 [
+Ceos mP +nP +pP"]
waarin volgens (4)
mP L nP 4 p P = (mcos o+ neos e + pcose’)s
B . - . i
A- (mSin ¢ J NS o + PR o )y
Snbstitoeeren wi deze waarde van 2 in (1) zoo vinden
wi als conditie waarop =zij eene parliculiere integraal
van (1) 18

2

Y : !
— — (m Co8S a4+ n COS o’ 4 p COS w’)? 4 (m sin ¢ + n sin o’
(o .

+ psin o) —m2 1 4 2 2 m cos (g—n') + 2 pmn
o8 (e—o") 4= 2up cos (¢/'—o”)

1
maar cos (n- - «’) — cos (- ") =- ¢08 (¢/ - ") — — g " e
(5) E =me L w2 4 97— (p + pe + mn).

Uit de symetrie van deze conditievergelijking is het
duidelijl  dat voor alle navolgende hogen de daarmede
corvespondeerende y dezelfde is:

mP + nP” 4 pPr pP L P 4 mP”
aP 4 pP’ o mPs ul L mP L pP”
PP+ mP + P mP 4+ pP’ 4+ aPv
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Wi kunnen daarom de som der sinussen en cosinussen
“van al deze bogen tot eene parliculiere solutie vereenigen,
elke term afzonderlijk met eene arbitraire constante ver-
menigvuldigende. Op deze wijze verkrijgen wij eenen
vorm voor w bestaande uit 12 termen, die wij evenwel
tot 6 kunnen rednceeren als wij voor de constanten K en L,
welke bij den sinus en den cosinug van denzelfden boog
behooren , schryjven:

KE—Becozbh L =Bsinb enz.
daardoor wordt

(6) w — A cosyt[Bsin (mP 4 P4 pP” 3y 1

+ C sin (nP + pP’ + mP* + ¢)+ Dsin(pP 4 mP’ - P 1 d) +

+ Esin (pP + #P’+ mP” + ¢) + Fsin(aP 4 ml o gP” + f) +
+ G sin P + pP2 | wP” + g)].

Beginnen' wij nu met de vierde conditic.
Men ziet gemalkkelpk in dat, als M’ een punt is sy-
wetrigsch t. 0. der P as met het punt M,

PMY=P@h; PO — P (M); Py = P (M)

De verwisseling van P’ en P¥ moet dus geene verande-
ring in w te weeg brengen (want als (6) voorstelt de
verplaatsing van het punt M, zoo zal diezelfde formule
als P en P” verwisseld worden, voorstellen de verplaat-
sing van het punt M/, die gelyjk moet zijn aan die van
M, ten minste voor f==o). Daar deze verwisseling P
onveranderd laat, moeten de termen waarin P denzelfden
cotfficiént heett by die verwisseling in elkander overgaan.
Zoo moet de eerste term waarin voor P/ wordb geschreven
P en omgekeerd, den laatsten geven enz.

Dit geeft
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, B =G =g
7 {D=E d=e¢
' F — ¢ f = ¢ Bij gevolg wordt
(8) w = A cos yt
[B sin (mP + «l + pP’ 4 b) +csin (nP + pP* + mP” 1 ¢)
+ D sin (pP +-mP’ 4 2P 4d) + D sin (pP 4nP/+mP” 4 d)
+ O sin@eP + P’ + pP” 4+ )+ B sin (mP-pP/+nP7=-b)]-
Om nu asn de conditie (2) te voldoen, elimineeren wij
eerst P door de vergelijking P + P + P7= 0 (zie (4).
Hr komt
w=— A cosyt [ Bsin { (m—p) L + (n—p) P40} +
-+C sin { (n—m) P + (p—m) P ¢ ¥t
4+ Dsin { (p—n) P+ (m—n) P +-d f
+ Dsin ((p—m) P + (n—m) Pryd )+
+ Csin | (n—p) P + (m—p) P'+c¢} +
+ Bsin { (m—n) P+ (p—m) P+ 0} |
Voor P = { moot w = 0 zijn en moeten dus de
termen, waarin P denzelfden cotfficient (met omgekeerd
teeken) heeft, tegen elkander wegvallen. Bijgevolg
C (m—p) I 4 6 = (n—m) I—b + 24z
(n—p) ¢ + ¢ = (m—n) l—c + 2 £
(p—n) I + d = (m—p) | —d + 2v7.
De som van deze drie geefh
i DR SR o
Op dezelfde wijze geeft de conditie w—=0 voor P =1
(1) B=0C=D
(m—n) I + d = (p—m) l—¢ + Qux
(n—p) I + b = (m—n) I—d + 27
(p—m) b + ¢ = (n—p) —b + 247
waarvan de som is
bee+d=1{(c+ B+~ zoodat
(12) u+ﬁ+¢’zl+p+y:A.

©)

(1)
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Tellen wij de vergelijjkingen (9) 2 aan 2 op, zoo komt
2o+ d)y = (Cm—an—p) I 4+ 2(p + )7
(13) ’ 2@+ =Cr—p—m)l +2 @+ &) 7
2 (b 4 c) = (2p—m—n) | 4+ 2 (l 4+ w) 7

Uit de vergelijkingen (11) vinden wij voor dezelfde
grootheden

2 (¢ 4+ d) = —2 @m—n—p) | + 4 oz
(14) 3 2@+ b)) = —2 @an—p—m) ! + 4 fr
v 2040 = —2 (Cp—m—n) ! + 4 dn

Deze beide vereenigende
{ 8 2m—n—yp) | = 2 (Bo—p—y) o
(15) 3 3 2n—p—m) [ = 2 (2f—r—1) =
3 (Zp—m—mn) I 2 (20—d—p) x

Eindelijk als wij deze 2 aan 2 aftrekken

0 (n—p) = 2 [2 (f—0) + w—v] 7 = [(2F + ¥) —
— @ + ] 20
9L (p—m) = 2 [2 (9—a) + »—H] 7 = [(26 + ») —
— (Ze + )] 27
9 (m—n) = 2 [2 (0—p) + 2—p] 7 = [(Re + 2) —
BBt
waarnit, als B’ eene willekeurige constante is
Am =2 (20 + ) 7 + B’
n =226+ w7+ B
p — 2 (20 + ) 7 + B,
Om b, ¢, d te vinden, trekken wiy (14) af van
2(h4et+d)=2(c+p4J) #, er komt:
20 =2 @m—n—p)l +2(—a - g+ &)=
2e=2 (2n—p—m)l + 2 (e—F+ 0) 7
2d — 2 (Zp—m—n) [ + 2 (& 4 6—0) 2.
9%
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Hierin de waurden (15)
2 1 .
b= 3‘(2“—# —o)iw (s bl = [A+2(A—e)]
2 1
p= (28—v—2n)a + (e—f + ) = =3 [A42(x—8)]=

“

' 1
cf::), (20—A—p) 7 + (¢ + §—0) 7 zé[A +2(»—0)] 7

(]

Merken wij op, dat wi de constante B’ in de verge-
lijkingen (16) kunnen weglaten, omdat die, zooals ge-
makkelijkisin te zien, door de vergelijking P 4~ P' + P7 =¢
toch terstond kan worden geélimineerd, zoo zullen Wi
de gezochte particulicre integraal hebben als wij in (8)

substitueeren
(10) B=0C=D

: 2 ( 2 3 o

m = a7 (2& - ?L) he== "é? LaA‘{"g(A—"‘) L

‘ . 5 Dt 27 I3 ; -J
(18) { # = 57 (26 + w) {19)% ¢ =] 5A+3(e—H)]
o 2 3 i T

| p =57 @3+ d= 5| ;A +30—3)| !

met de conditie (12)
¢4 f+0=ar4p+»=A,

Schijnbaar is deze oplossing, waarin 5 der constante,
gehecle getallen willekeurig zijn, algemeener dan die van
Lamé, bj wien 3 constanten voorkomen, wier som = ¢
moet zijn. Toch zijn de toonen, die beide vormen geven,
dezelfde, asngezien in m, n, p waarvan y (zie form. (9))
en dus ook het aantal vibraties afhangt, slechts drie
willekeurige constanten voorkomen, welke ook aan de

voorwaarde onderworpen zijn, dat hare som =o 15, als




37

L8 2
wij in (16) slechls nemen B — — é;—A, wab volgens het

bovenstaande gedaan kan worden zonder schade voor de
algemeenheid der oplossing.

Nemen wij dus evenals Lamée=g=d=0 . A=o0
en substitueeren wi de daardoor gevondene waarden van
m, n, p, 6, b, ¢ in (8), zoo komt

(19) w=A cos y ¢
[sin%’-j (?LP+£;.P’+;P”+ 3al)
+ sin 2;’ @ P+ » P+ AP’ + 3ul)
27

510 a7 (P-4 aP 4 p P+ 3ul)
. 2=
Tein or ¢P A+ e+ 2P+ 5
9 ,
+ gin a7 (g P+ aP 4 » P 4 3ul)
In
~+ sin 5 (AP + 2P/ P SM)]

met de conditie

(20) Atpt+r=o0
waarin 4, u, » willekeurige, positieve of negatieve, geheele
getallen voorstellen, maar die niet de waarde nu/ mogen
hebben, omdat daardoor, zooals lichtelijk te zien 1is, w

verdwint.
Voor y vinden wij volgens form. (5)

: Phor Rty ‘ y
pr==c (iﬁ) [ A% i 2 — (v 4 2h + Ap)| =

:cj(z_;_). [(l_|_iu-i-'y)2_3 {mr-{-l(y +r)}]
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of, als wi 1 elimineeren door (20)
4

ok e 2 . . i 2
fieme (—93) (o +oy —w]= g5 - (& + w4+ )

of eenvoudiger door de zijde o« = 20173 in te voeren.

4 me , =
@D =4, L w4 v

¢. Bepaling van de constanten A.

De waarde (19) met de voorwaarden (20) en (21) vol-
doet nu asn alle vereischten, behalve aan de cerste con-
ditie (3). Om ook hieraan fe voldoen , nemen wy de som
van alle particnlierc w’s (19) en trachten dam z66 over
de nog willekeurige constanten A te beschikken , dut 0ok
deze laatste voorwaarde wordt vervuld.
Stellen wij kortheidshalve de waarde (19) van w,
voor door;
(22) w = Awu cos yt
dan is de algemeene oplossing
(23) w=2 Au cos yL.
Bij gevolg is
(K) =Au=f(zy) of voluit geschreven
Attt At bowi Bt iye s Aslal B2 (@)
de vergelijking waaruit de constanten moeten worden be- |
paald. Om dit te bereiken vermenigvuldigen wij met
e die dy en integreeren over het geheele vlics. Daardoor ‘
zal A, geisoleerd worden, omdatb alle andere termen uib
de vergelijking verdwijnen; want f fu, v, dedy =0 bjj
eene integratie over het geheele oppervlak, behalve yoor \

n=k.
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Bewijs hiervan. Aangezien w voldoet aan de vergelyking
d*w =% (dz'w f d‘lw)
da? da? dy*
is. de differentiaal-vergelijking van u
Fu d*u 2
(24 ) o FFu=—o
dy*

als wij 5 —

“:h

— §° pemen. Deze vergelijking geldt evenzeer

VOOr eene particuliem solutie van den vorm w= A’ sin ¥t.
Als bijzonder geval is dus ook

s At

dy*

Vermenigvuldig met wedo dy cn integreer over het ge-

S =

heele vlies
i i,

(25) // ((Ea rly- A4 0, un) e it dy = o.

Nu is, integreerende over =

&

du T2,
g i ely = n"?;‘ f Uk 2 de =

clu,,, ) o [ drs Heldy

s d(
/ A6 dx d:r: d'z'

Hierin zijn #, en @; de abscissen van punten aan den

omtrek. Maar langs den geheelen omtrek is w, = o en
dus de eerste term van het tweede lid == o; bij gevolg
d*u, du, du,

f fd'n e g d?/ = /1[ ?} du

evenvoo zal

d’u . g da,

/'-,/' = oy de dy = — ./1-,, :}; %

5 clar: r."[.'-,?

dy
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Deze gelijkheden in (25) gebracht geven
s, e, du.,‘ du

O L) Mt 02 0 —ff(tze i ff'f)dldj

Fiveneens zullen wij vinden, als wjj in (24) # = %

schryven

e, du du, clun_) i )

S //’u Mi‘(hd‘j_//(fhc-v dydy

Het verschil van deze vergelijkingen geeft:

(05 —0%), /:, u, W, do =0
als het element van het oppervlak door do wordt voor-
gesteld. Bijgevolg

(26) JO u, , do = o als n en k ongelijk zjjn.

Het is dasrom dat wij in de particuliere oplossing de
6 bogen, die dezelfde v, gaven tot ééne oplossing hebben
vereenigd.

Nu wij elke constante op deze wize kuunnen afzonde-
ven, hebben wi geene zwarigheid meer te overwinnen,
dan die van de integratién. Dege zullen in behandeling
en uitkomst verschillen, naarmate twee van de getallen
a, w, » gelijk zijn, of dat alle verschillende waarden heb-
ben. Wij zullen daarom de termen waarin g = 2 en dus
y — — 22 is, hij elkander voegen en schrijven (zie (K) )

27) flzy) = A}, Uy + Ay tys + Ayt +

=i 11 ’,!, =2
+ Ay, Uy,
+ A, ty, 4= Agy gy T Ay, Uy ==
+ A, e, +
+ A Wy =« o T A, Y, T
o

e Al.lul.l = Ae.-z LT STl B o Au, LA +
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Bepalen wij cerst de codfficienten van de laatste reeks.
Vermenigvuldigen wij ter weéfrszij met Uy @0 en inte-
greeren over het geheele vlies, dan zal volgens (26)
(28) ,/; Yo f (2y) do = A, ;um\” do.
Hierin is
. 2x ;
Uy = 2 sin o [7« 2= P P% SM] i
-+ 2 51 2 P—2 P pr aal
uSlﬂﬁ'[?\,(— T )+0)\]+
2z

9
of daar P+P' - P' =0

+ 2 sin

[ (—2P+P+P)—6r]

2 in 2 1)+ 2ol ot P+
_— B3I — - b 2l P
7% 1 ) )T 2 810 3 ( )

. 2am
280" (]—P"
=+ 5 U=E)
of, als we Invoeren
29 (—P=p ; I—P=p ; [—P'=7p"
zoodat p, p', p" de afstanden tot de zijden voorstellen ,
die gebonden zijn aan de conditie
(30) p+p'+pr=3l,
Qi
31

Nemen wij verder voor een element van het oppervlak

. SDix 1 . 2ix
31) uy;, =280 P-4 280 P T
(B}, v =8l e B P+ P

een parallelogram waarvan de zijden // loopen aan de
zljden van den driehock p'= o0, p" =o [zie fig. 13].
Dasarvan is de
hoogte — dp’ en de
basis = em” = kif — = dp en dus
s m? 28 O




€
()

{p' dp”.
L e

do =—

Wi kunnen dus (28) schrijven, deelende door 1-173,

' ﬁ‘ dp' fa‘“ﬂ" g £ (o) dp” = Ay; f';” dp’ /f“_"' u“" dp”..

F‘iw. 1 e',-, 5

In het laatste lid kunnen wij ook de tweede integraal
nitstrekken van o fot 34, al we het resultaat halveeren
d. i. de waarde van de integraal : /: u u'z do over den drie-
hoek ABC = de helft van de waarde der integraal over
de ruit ABDC.

Want: als ' symetrisch is €. o. v. BC met een wille-

keurig punt m van het vlies, dan is, als wi de cobr-
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dinaten van m’ noemen p,, p,, p”, terwijl die van m zyn
P ; px : pfr.

Po=—Pp

po = p' + 2p eos 60°=p' -} p

p)=p" + 2p cos 60° = p* + p.

By gevolg is de waarde van de functie

: e DTN 7 2
Uy AN = — 2 gin Bl 4 2s8in 77 -~ (p + P) +

2 2 T -
i T LR s L —Bﬂln_ i i
+ p) i - Tt

wegens de gelijkheid (30).

De waarde van de functie wuy, veoor hebt punt wm’, ver-
schilt dus van die in het punt = (vgl. (31)) alleen in
tecken. Dientengevolge is de waarde van / [y’ do over
den driehock BDC geljjk aan de waarde van die integraal
over den drichoek ABC, die dns weder gelijk is aan de
helft van de integraal over de ruit ABDC. . e. d.

Wij mogen dus ten slotte schrijven:

(82) ' dp’ S iy, f (o) dp":% Apa S S upa dp' dp

waarin u,, de waarde (31) heeft.

5

2 :
Nemen wij kortheidshalve —f? =k zoo is
b5 1/
3= sin® kp ~ sin® kp' 4 sin’ Ap" +

+ 2 sin &p sin kp’ +- 2 sin &p sin kp” + 2 sin kp/ sin kpr

Deze in (32) geeft aanleiding tot de volgende inte~
gralen
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. . 2mh 5 z
S sm? kp dp dp” = [ sin? ';;T (Bl—p'—p") dp’ dp" =

= fdp £¥sin’k(p +p)dp'=
= f*dp' frT%sin’ kg dy.
S sin’ kp’ dp' dpr = £ dp” ¥ sin? by’ dp'
S S sin by dp' dp = [ dp’ S sin’ kp” dp”
Nu is algemeen
Srn ,  2m 4 3 -
S 5111“—33— 1= -él dus onafhankelijk van 2. Bo-

venstaande drie integralen zijn dus elk voor zich geljk aan

5 J 27
QZ J: Ly = ~2-22 en hare som = ?32

Voor de andere integralen is
S sin kp sin kp' dp' dp” = — 7 sin kp’ dp?
S sink (p' +p*) dp =
= [ ¥sin kp’ dp’ f7 ¥ sin kg dg

evenzoo
S sin kp sin kp” dp’ dp* = — ¥ sin kp” dp”
Jo2 " sin kg dy
S sin kp sin kp” dp’ dp” = — £ sin kp’ dp’
S sin kp” dp”
maay
L [ 2” A K=z SN
A sin —7- 2 dz =o.

Bijgevolg zijn deze drie integralen = ¢ en is dus ten slotte
S wy? dp dp” = 2,270
Deze in (32) geeft

1 - — . o
(81) Ay = gz ST [lay) dp

waarin men f (z) gemakkelijk tot eene functie van p
en p” maakt met behulp der formules (4) en (29).

v
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Zoeken wi nu de coéfficinten der termen Waarin 3 en
 verschillend zijn. Deze zijn gogeven door de vergelijking

31 3t — @ "
@8 [ dp [P, fey)ydp’ =

%A‘Ma e/:mu/:sz “;a.,u,g dp* dp”.

Vervormen wij de waarde van u, w door eliminatie van
P (met behulp van P4 P/ P* = ¢) en invoering van
de formules (29), terwijl wij kortheidshalve schrijven

(35) m—ay=—a y— AT M, A— =gy,
zoo komft
(36) -u,w"::A—I—B +C4+ DL E+F

waarin de letters verkorte uitdrukkingen zjjn voor

. 2n 9=

A =sin a (v p’ — &, p”) B=sin —2 (g p” — AP
oD 27

(37) C =sin Ez (A p — P”) D=sin — Y] (A P " ')
2m I

E:Siu_g_[(“!p'_)\lp”) F = gin gl(?’gp‘—‘ﬁp")

De nieuw ingevoerde grootheden A, «, v, voldoen klaar-
blijkelijk (vgl. (20)) aan
(38) » +wm + =0
(39) 4 — & =3, A — v — Sk B, — 2, — 3y
waaruit weer terstond
(40) a Ze =4 (mod. 3).
By het zocken van de integraal £ w,,” dp’ dpr hebhen
wi dus te maken met 21 termen, aange.amn
(41) w :—-A“I—BB—F C+ D+ E +F +
+2[AB+ AD 4+ BC 4+ CF 4 DE + EF +
+AC+ AE+BD+BF 4 OE + DF +
+ AF + BE 4 CD].
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Behandelen wij in de eerste plaats de integralen van

de termen in den quadraatvorm

.[: 31'36 Aldprdp” = j o dp’ j ] sin“ 3 (wl pt — w p) dp”
Den tweeden factor hiervan schrijven wj
% e [ 1 — cos %f i p — m p-"’)]dj_:-” =
—[— SR 5111 —(wp -ﬂ—#lp”)] =

— _?:.l _QZ_ i (4911‘1 P — 4?-#- ) oin '4_'37 pl?}f]
2 Sum L 9/ 3 91

el

en dus, vermenigvuldigende met dp’ en integreerende.
JTELY Ndp dp’ = £ J;D -+
__S,Z'”' ing Lromy o 47‘#1 4 []

welke met invoering van (35) geeft

LS Ny =

& P+ ! (i‘!) [2 — 08 SEE - eos 4”‘”’]
2 2pm 4w 3 &

maar aangezien w, — ¥ (mod. 3) hebben de twee laatyte

termen dezelfde waarde. Zi]

(4:2) COR .1‘;1_” — G0S 4'3;_7{ — ¢G0S 4:AIH L ‘y
g 5
dan 1s
{ { o -5
(43) £ S Ndp dp” = g (_:)_f_) ey
. 2 4y iy ¥y

De andere guadrasttermen van (41) geven in plaats
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: 1 L
van den factor .—— respectievelijk : : :
M Ay iy vy Ay
1 e

S ?
¥, A ALy

oy ¥

B1jj gevolg zullen wij hebben:
(44) Som der quadraattermen geintegreerd
At T

=278+ 2 (1_7)(9_5_)‘ M b
\ 4n ApY,

= 27 volgens (38)

en omdat a. w, », geen van alle — 0 kunnen wiju, bij
de veronderstelde ongeljkheid van a, p,».

De integralen der dubbele producten zijn niet alle
analoog, maar vormen drie groepen. Bl de rangschik-
king van (41) vormen de 6 eerste termen eene groep
waarin de beide fuctoren denzeltden co&lficiént voor p/ of
p” hebben; bij de 6 volgende is de coéfficiént van p~in
den éénen factor gelijk aan den coéificiént van p’in den
anderen en omgekeerd, terwijl de beide andere coéfficién-
ten verschillend zyn. Eindelyk zgn in de drie laatsten,
de coéfficiénten van p' en p" in de beide factoren ver-
wisgeld.

Onderzoeken we dus de algemeene integraal

., . 27 T2
(45) k= J‘:‘ :' sim ,..g_l_(ep'—gp”) gin 5; (zp'— 6p") dp'dp”

waarin ¢ ¢.z,0 geheele getallen zijn. Ontwikkelende volgens
de formule

sin @ sin b= %cos (a—b) — % cos {a -+ b) komt

2w
(46) 2% :l/:m dp'; ”31- cos ff[(e ) 1-) Pt 58 5 (o._ t’) p(/:l dp/ e

_ 27
8 gt [ sos | bz o — (- 0§ do.
./’:. f .ﬁ [\195 (!?T")f ' }P P
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De ecrste integraal hiervan geeft:
[ dp" {sm —u[(e —z)p'— *6-’}""] 1=
/_ml-: (a—-B) y_ 27 (?-F)g
1

—sin 7 =9 1””] w0 =( ) eoe=

{2 2::7 (g—7) | 3 LT
cos 3 =7 (0—b) cog — (e—0) p =
[ i p O QJ : ]n

(95 ) 1 O (6—b—g+7)
—l = — co8 ———— —————
O / (0—1)(e—0) [ 3

08 27 (e f) M & ~+ 1].

1entegr. =

@"-T)

‘?7:'(9—1)

De tweede integraal vindt men uit deze eerste door
verandering van g—z in ¢ + 7= ¢n o—6 in o+ 0.
Men heeft dus:

9 Vi 1 Qg l6—8—0p + 7)
ATY 2k = ( .__) SR [:c il A
(40 Dt 5

27 (¢ —7) P ("'—6:1 ]
— CO8 e el

2 (0 1 0) :I {
—co8 —— —— 1
Gl ing U

Voor de eerste groep, h. v. voor AB hebben wij
0T 0y, O =y 0= — gy, = — a; deze waarden 111
(47), geven voor den cersten ferm
o 1_.(_95 3= (2 — cOos 2t o iﬂf—‘),
2 \2x ' 3 3

de tweede term is oneindig omdat » 1 6 =9 Voor dif
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geval evenwel gnat de vorige wijze van integreeren niel
door. Substitueeren wi echter deze waarden terstond in
den tweeden term van (46) zoo komt voor dien term
27r . 2w (1 —a
ER O T (el =0 volgens (59)
2 (1 —2) 3 i
en dus
¥ s 1£91% 1 4
2/'/ ABdp'dp' = — _(__ ._3(2 — €08 mpy (:ns_ﬂff‘_)
2\N0ms w, : 3
Nu is
4 _ : ‘
o3 "i“ =08\ mu + f’ﬂ‘) =08 (np.l - M}_;) — o8 Ql""_‘ ;
3 3 3 3
Stellen wij dus (vgl. (40))

2

co8 %ﬂil — 0% 27’“7'1 —cos M = & dan is ook

(48)
cos L — 6os ém@ — Co A, =1
] 3
Daardoor wordt
2 ff"AB dp dp" = — (giz.)"’ La—a

25‘5 'ul‘

Wij vinden analoge waarden voor de andere integralen
dezer groep en voor hare som
(4Y) Som der 6 eerste integr. =
o i VNG 1 i 1
=—2 (g -2 G+ 55+ ).
De substitutie van ¢ =4, o=p,, z==A,, 8=» in (47)
geeft , aangezien de eerste term — 0 wordt,

3 i ¢ 2 Pird)
2 /1/-41_1\‘(,] dp' Q{bu___ 1_ (_?E) (2 — CO8 ST gos - L):
ST dm o )

(3]

.
=2 (El_ = (1 —¢) volgens (48)
\2m per
4
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en (daar x4 u +2» = o)
(20) som del 6 integr. 2¢ groep =

= — 4 (%{T)j (1—a) (i‘l“ __l__ J. _1->:—

[P ViM vy

e (T )l (1—d) Mtmtn

- aﬂ' Ay 1 vy

Eindelik als g=w, o =ppy 1= — s, 0= —

9y 1
2 [ AT dy dp (gn) 3 [1— cos d

__2(“') L ioes
Qm )t1

en dus |
(51) Som der 3 integr. 3* groep —

- 2(&)“ 1—)( + ;v- %)

1.

Bijgevolg als wij de som nemen van (49), (50) en (51),
blijkt het dat de som der integralen, correspondeerende
met de dubbele producten in (41) — o is, en wij hebben dus

IS wy, dp dpr = 27 (vgl. (44))

waardoor it (34) |
(52) A.A# —_— 275} J‘jG [} Jﬂ # ?',Alu f(ut-.;/) qu

Hiermede is de quaestie geheel opgelost, want wij
kennen nu in de algemeene oplossing, w=— = A u cos y s ’
alle eoéfficiénten. .

Wi vatten hef gevondene samen in de formule

‘ = i) i A t \
e == : ‘ ; ¢0s g ¢
(.),3) w=— Z #H,, u, ©€osy t-= = E HA » cos ¥ |
A—@ A=EA—=0
WAL I

A, de waarde (33) en A . de waarde (52) heeft, terwiil




Uy, €0 w,  respecticvelijk dopr (31) en (36) worden

gegeven.

d.  Oplossing in geval ook de beginsnelheid van het

vlies willekeurig gegeven is.

Wi kunnen eindelijk het geval van het symetrisch
trillende driehoekige vlies in zijne grootste algemeenheid
opvatten en voldoen aan

(i E2 e (‘ﬂ{’ . ‘*2“_’)

di dais ;’l; 4
terwyl voor
’ daw
()t =0 w=[Gy) = =F @

Immers: Zijj w, eene funclie, die voldoot san (1) en
aan de voorwaarde
dw)
. o
o). = Dy (-— =
l\ )ﬂ f ( y) \dt S
en tw, eene functie voldoende aan (1), zoodanig dut

s :
(a) (ws), = o en (_d_f),, = F (o)
dan zal w — w, 4 w, klaarblijkelijk voldoen aan (1) met

de voorwaarden (3°).

Nu hebben wij w, in het voorgaande gevonden,

Voor w, zal zijn

w, = A’wsin y; eene particuliere oplossing, wolke in
(1) gebracht, dezelfde vergelijking voor v geeft als dic,
welke wi voor » vonden (vgl. (24)). Bijgevolg zal zijn

wy, = ¥ A’ u sin y ¥

De constanten worden bepaald door de conditie (@),

welke geeft

zAyu=F (aryy)
4%
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Goheel op dezelfde wijze als hierboven, vinden Wwij

daarait
A = "—l-f* 4l ! 3l—p' I (a A"
w8 TP dp Sy, F @) aP
(54) 9

A

e i ; = ikt
A éﬂgrh,u J‘i’ dp fit # . F (o) dp

welke waarden dan, met die, welke segeven zijn door

(33) en (52), in de algemeene oplossing

i

o~

BG5S w = s “-M(AM cos gt + Ay, sm yt) 4+
A=0
o~ o L
4+ F = z.r,M(AAMcos 7t + AM& gin ¢1)
A=o =0

moeten worden gesubstitueerd.

89 Bangschikking der toonen. Knooplynen-

il

a.  Groepering der enkelvoudige toonen en bepaling
van het aantal termen behoorende bij
denzelfden toon.

Hlko term van de voorgaande oplossing kan wetr af-
wonderlijk bestaan. De trillingsduur van zulk eenen
enkelvoudigen toon wordt gegeven doox

7T = 2n. Het aantal trillingen per tijdseenheid

1 2y / ;
Ny = == x — l/ ol + py 4+ volgens (21)
']. 2!_.1; i)
De toonen door deze formule voorgesteld, kunnen wy
in evenveel reeksen groeperen, als er argumenten 90
van den vorm m = - ww -+ ¥, die miet gelijk aan, noch

deslbaar door cen vierkant uijn. Elke term van zulk eene
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. 2¢ T :
reeks 1s dan voor te stellen door P b Vi, waarin k= 1
@

is voor den grondtoon der vecks en voor de overige ter-
men respectievelyk alle mogelijke geheele waarden door-
loopt. Bovendien komt er nog ééne onvolledige reeks
voor waarvan het argument 1 is. De basis van deze groep
stelt geen’ toon voor omdat aly wij » of »=¢ nemen,
w verdwijnt (vgl. bldz. 20) en er dus geen vibratie be-
staat, zoodat @ 4 wr 1 »* nooit = 1 zijn kan. Het aantal
termen van deze laatstc recks 1s even groot als het aantal
oplossingen dat w2+ pv + 22 = %* toelaat voor A

Met denzelfden toon kununen meer dan één term cor-
respondeeren. Om alle termen te vinden, die denzelfden toon
2e

s o : .
Vim geven, hebben wij alle oplossingen in geheele
Ja

vetallen te zoeken van de vergeljking

w4 v 9 =

@, Oplossingen tn geheele getallen van de vergelijling
WAy + ¥ =,

De behandeling van deze vergeljking is niet zoo cen-
voudig als die van de vergelijking, welke bij de vierkante
vliezen voorkomt. Wi zullen trachten hij de oplossing
zoo kort mogelijk te zin.

Vermenigvuldigen wij onze vergelijking met 2, om den
middelsten term dien coefficiént te geven, zoo is de ver-
aelijking

(1) 2¢* 4 2w + 2" = 2m' = m
welke gemakkelijker te bchandelen is. Zoeken wij hiervan
in de eerste plaats slechts die oplossingen, waarin & en»
onderling ondeelbaar zijn, Het geval dat er ook oplos-
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singen , en » ziju, die eenen gemeenschappelijken factor
hebben leidt men gemakkelyk daarwit af.
1e. — w en ¥ onderling ondeelbaasr.
Wanneer wij den vorm
(2) 227+ 22y + 2 waarvan de determinante D — — 9
ig 1) transformeeren door de substitutie
& = po + gy’
y o we' 4+ oy of, zooals deze substitutie gewoonlik
in de getallentheorie wordt geschreven,

‘ g e
(3) (P;) zoo zal de eerste cobfficiént den vorm (1)

asnnemen., Wi zullen n.l, vinden de uitdrukking
(4) mz? 4 2nxy -+ ly* waarin
(5) m = 2w = 2pr 4 27
(6) n = Quo + po -+ vg -+ 2ve.

Om [ fe vinden, merken wij op dat de determinante
van den nieuwen vorm (4) zooals gemalkelijk te vinden is 2)
D' = (vo — )’ D:  — 3 (no — »g),

otel nu dat wij de willekeurige constanten ¢ en & 700
kiezen , dat
(7) wo—wvp=1
z00 zal de determinante van den nieuwen vorm gelfk

zijn aan die van (2) en dus

1) De determinant n.. is = het quadraat van den halven
coefficiént van ay verminderd met het product der cotfficienten
van a en y-.

2) Algemeen toch wordt de vorm
ae® 4 Ybwy + oy, waar D=8 —ac, door de substitulie (3) tot
(a* - 2bpr-F0r)a+ 2| asg+b(ve -ua)tova |2y |+ (ag'+2bgo+00' "
wadrvan de determinante
D' = [opg + b (vg + ) + crol'—(ap'+-2bp-o) (ag' +2bgo-07)

= (6* — ac) (o — vg)’ = D (pa — »g)® q. e d.
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— 3=’ il waaruit

Hierdoor verkrijgt dus (4) den vorm

(L3 S
= A

s
me” - 2nvy -+
m

of zooals men gewoonlijk schrijft, den vorm

(9) (m, 7, il__i__')

0

Aangezien nu de vorm (2) en de vorm (9) dezeltde
determinante hebben en (9) uit (2) door ecne substitutie
als (3) verkregen is, waarin w, », ¢, o geheele getallen
zim, zoo zijn (2) en (9) eguivalent 1) d. w. z. dat ook
wederkeerig (2) uit (9) af te leiden is. FEr bestaat dus
cene substitutie in geheele getallen waardoor (9) weer den
vorm (2) aanncemt. In (9) is evenwel » niet geheel wille-
keurig maar, omdabt ! een geheel getal wmoet zijn, moet
7'+ 3 deelbaar zjjn door w en dus moet — 3 quadra-
tische rest zijn van m en # moet ziin cen wortel van de
congruéntie

(10) 22= — 3 (mod m).

Aan deze congruéntie kan op oneindig veel wijzen wor-
den voldaan, Kennen wij al deze waarden van 7 en alle
mogelijke substituties waardoor elke vorm (9) in (2) over-
gaat, 700 kennen wij alle waarden die de transformatie-
constanten hebben kunnen en daarmede alle waarden
van # en ¥ voldoende aan (1). Wij hebben daartoe even-
wel miet alle wortels van (10) noodig, maar alleen de

1) Zic voor het bewijs hiervan o.a. Dirichlet. Vorles, itber Zahlenth,
§ 56 pag. 145,
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onderhing incongruente , die steeds slechts 1n beperkt aan-
tal asnwezig zijn; want newen wi in plaats van eene
wekere waarde n eene andere, die daarmede congruent 18,
400 veranderen daardoor alleen de constanten ¢ en ¢
niet w en », zoodat wij daardeor geene nicuvwe yoorstelling
van m krijgen. Om dit aan te toonen behoeven wij omge-
keerd slechts te bewijzen, dat door het aanmemen Van
andere waarden van ¢ en ¢, n alle mob zijne oorspromn-
kelijlte waarde congruente waarden en geene andere
doorloopt.

Dit nu blijkt terstond, want; laat zijn o en o een ander
paar constanten , voldoende aan

o' —vg =1,
Trekken wij (7) hiervan af zoo komt
w(o'—a) = » (¢—e)

maar wij hebben aangenomen dat w en » onderling ondeel-
baar zijn; bij gevolg moet ¢'—e¢ door # deelbaar zijn
en dus

06— —py of g—o¢+wl o =u+ vl

2

waarin 8 alle mogelijke positieve en negatieve geheele
getullen kan voorstellen. De waarde »n’ van n, mete , 7
correspondeerende, wordt volgens (6)

w =% + mo 4vo + 2ve —n + md.

Als dus @ alle mogelijke waarden doorloopt, doorloopt
n alle mogelijke waarden die congruent zijn met » €D
geene anderc, Wat fe bewljzen was.

Beschouwen wij dns nu alleen cen volledig stel ineon-
gruente wortels van (10). In de getallen-theorie wordi
bewezen dat het aantal daarvan, als s oneven en niet
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deelbaar door 3 is, 27 15, waarin » voorstelt het aantal
deelers van m, die den vorm 3% + 1 hebben 1). Als m deel-
baar is door 3 zoo kan de congruentie nog meer wortels
hebben. Is m” even, zoo moeten, aangerien m' = p* 4 w» +
is, wen» beide even zljn en vallen zij dus niet onder het
nu beschouwde geval dat « en » onderling ondeelbaar zijn.

Stel dat wij deze wortels gevonden hebben, dan hebben
wij op elk daarvan den vorm

©) (m, 7, ”"*”’)

n

te construeeren en het vrasgstuk wordt gereduceerd tof
deze quaestie:

Alle substitotién te vinden waardoor (9) in (2) overgaat.

Wy zullen al deze substitutién kennen als wiyj

1¢. Kene substitutie gevonden hebben waardoor (9)in
(2) overgaat (waardoor natuurlijk ook de omgekoerde sub-
stitutie terstond te vinden is) en

2¢.  Alle substitutién opgespoord hebben waardoor (2)
in zich zelf verandert d. w. z. denzelfden vorm behoundt.

Want: laat zijn L ééne substitutic waardoor (2) in (9)
overgaat cn laat T voorstellen alle substitutién waardoor
(2) in zichzelf verandert, zoo zal door elk paar substitn-
tien LT natuurlgk (2) in (9) omgezet worden. Bijgevolg
behooren deze substitutién LT alle tot de gezochte S
substitutién waardoor (2) in (9) wordt getransformeerd.
Maar niet alleen hehooren zij daaronder, te zamen geven
zf) ook ol deze S substitutién en wel elk slechts eenmaal,
want: laat L' zijn de omgekeerde substitutie van L,
waardoor dus (9) in (2) overgaat, zoo heeft elke samen-

1) Vgl. b, v. Dirichlet t. a. p. § 37.
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gestelde substitutie SL- fen gevolge, eerstecn verandering
van (2) in (9), daarna weér van (9) in (2}, noodat SLin
het geheel eene verandering van (2) in zichzelf te weeg
brengt, hetzelfde dos wat T allecn doet. Wi kunnen
dit kort zoo schrijven

Bl = T

Bij gevolg is ook SLL = TL maar L en L' heffen
elkaar op en dus S=TL d. w. z elke S lkan worden
voortgebracht door de substitutie L met eene der substi-
tutién T. Bovendien treedt op deze wijze elke substitute
slechts éénmaal op, want, daar TL=25 is, terwil I
steeds dezelfde transformatie voorvstelt en elke T slechts
eonmaal voorkomb, zoo zal ook elke S niet meer dan eens
te voorschijn komen.

Zoeken wij dus nu in de eerste plaats ééne substitutie,
waardoor de vorm

(9) (-m, 7,
Vi
@ €, 1, 2.

Om deze reduckie te volvoeren, hrengemn wij (9) onder

w4 9 .
=) overgaat in

zijnen gerednceerden vorm, waaronder men een’ vorm
verstaat waarin de 3¢ coéfficient > lc¢ co#ff. > 2 x ab-
solute waarde 2¢ cosff. is. Dit kunuen wij bereiken door

eenige achtercenvolgende transformaties van den VoI

—1 4

( 0 1). Schrijven wij nl. ter verkorting (9) op dexe Wijze
(13) (a, b, ¢

zoo neemt deze door de Sub&titutie(__? Dden yorm aal

(] 4:) (ﬂ, —h— _L‘J’ ) bo + Crf)
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waarin de eerste coéfficient dezelfde is uls de laatste van
(18) 1) of korter

(15) (e, d, ¢
waarin de waarden van d en ¢ blijken unit (14). — Wjj
kunnen nu ¢ gemakkeljk zoo kiezen dat 2 (d) < e
((@) aanduidende de absolute waarde van d), Is dan te gelgk

ook ¢ < ¢ zoo iz de vorm gereduceerd. Z%oo niet, zoo
- ST A |
voeren we weder in de substitutie o J’); er komt

(e, ~—d—ed, o 2d0 + ed?) of
(LEY (o SR S Se ot B

[

waarin wij alweer & zoodanig nemen dat

2() S e

Op deze wize voortgaande, moet eindelijk de laatste
coéfficiént grooter worden dan de eerste, want volgens
de veronderstelling dat (15) nog niet gereduceerd is, is

¢ < ¢ en dus de ecrste cosfficiént van (16) kleiner dan
dic van (15). Evenzoo zal telkens de serste codfficiént
van eenen gebtransformeerden vorm kleiner zijn, dan die
van den voorgaanden vorm. Eindelijk moet dus de eerste

coéfficiént E worden aan den laatsten, aangezien ge-

makkelijk blijkt dat beide steeds poszitief blijven. Zoodra
dit nu het geval iz, is de vorm gereduceerd. Nu laat het
zich bewijuen 2) dat steeds twee equivalente, gereduceerde,
quadratische vormen ddentiseh zijn, behalve de vormen

1) Gewoonlijk wordl, waar dit hel geval iz, {(14) een naar

rechts verwante vorm van (13} genoemd,
2) Vgl. Dirichlet t. a. p. § 64 pe. 170,
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(@, 5 @ ¢} en (a, b, a), die respectievelijk equivalent zyn

I
met (a, — 5 % ¢) en (a, — b, a).

Bijgevolg moeten wij bij de reductie van den vorm (9)
steeds ten slotte komen tot den vorm (2, £ 1, 2)
waarvan wij dien met het onderste teeken, terstond den

0—1
gewenschten vorm geven, door de substitutic ( 1 D)'

De ééne gezochte substitutie is hiermede gevonden en
deze is het resultaat der successieve transformaties

( 01) 01
e 18 _15') """""

0—1

z0o noodig nog met de substitutie (I ) Al deze ach-

tereenvolgende transformatisn laten zich gemakkelijk tob
ééne transformatie vereenigen z. a, wij zullen zien.

Ons blijft nu alleen nog over, alle substitutién op te
sporen waardoor de vorm (2, 1, 2) in zichzelven over~
gaat; zoodra wij deze nog zullen hebben gevonden en Wwij
passen die toe op de reeds verkregene voorstellingen vab
m onder den vorm (2, 1, 2) (waarvan er ééne COITES”
pondeert met elken wortel van (10)) zullen wij alle mo-
gelijke wijzen hebben, volgens welke m zich in dien vortt
laat voorstellen. Zij dus 2 en y een stel waarden vol-
doende aan :

(2) 2 + 20y + 29 = m,

dan zijn gevraagd alle substitutién
o

oyl
Gk

welke (2) in zichzelf veranderen.
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Voeren wij de substitutic (17) uib, zoo komt
2( oy + ) a7 + 2 (20F 4 0d o+ By + %) 2y +
+ 2(F + B+ ) yi=m
zal deze weér den vorm (2) hebben, zoo moet
' (I8) o +uy4+4yF =1
(19) 20f + od + fy + 2o =1
(20) A 4B 0" =1.
Trekken wij het vierkant van (19) af van viermaal
het product van (18) cn (20) zoo komt
(21) o0 —fy=0 (welke alleen uitdrukt vgl. form.
(7) dat de determinante van den gewochten vorm — die
van (2) moet zyn).
Deze substitueerende in (4) geett
(22) o+ fy+y3=0
welke wij, met o vermenigvuldigd, aftrekken van (18) ver-
menigvuldigd met f. Er komt
y by — o) = ¢ en dus volgens (21)
(23) B=—¢
Evenzoo geeft (22) vermenigvuldigd met y afgetrokken
van (18) » » 8
(% +7) (de—pBy)=4 of volgens (21)
(24) e— 0= —y.
Substitueeren wij nu (23) in (21) dan is
ad = — 7+ 1 en deze verbonden met (24) geeft
(@5) (a+af=—8p+4.
Als wi] nu ¢ -+ 6 =1t stellen zoo is

| ety
f —
2
(26){ F=—7y
L
=

2
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Hierin zijn ¢ en y bwee geheele getallen , zoodanig dat:
AL
Deze vergelijliing heeft slechts 6 oplossingen, welke zjn :
="l p il
1 4= 2 y =+,
Hiermede correspondeeren de 6 eenige mogelgjke sub-

I

stitutién, die een’ vorm als (2) geven:

P o e
Mgt S

Deze zelfde transformatien gaan door als wij niet’
% + 2oy 4 2y maar in eens * + 2y + y° vervormen willew.

Met elken wortel van (10) correspondeeren dus 6 op-
losgingen. '

2% u en » heblben eenen gemeenschappelijhen factor.

71 & de grootst gemeene deeler en dus in

w—eu w—s»  enyonderling ondeelbare getallen.
Wij zoeken dan de oplossingen van

2P u?4 2% ' 4262 =2m —=m

bijgevolg moet m* door & deelbaar zijn; deelende komt:

e i : m =

2u? 4280+ 20 = ‘8’-:‘= M, welke weér op de
boven behandelde wijze wordt opgelost.

Wij hebben dus dezen regel voor het vinden van alle
oplossingen der vergelijking n’ <+ ww» + 2 ==

1 : . : .
1e Als m":gm geen factor heeft, die een zmiver

guadraat is, zoo zoek de Incongrmente wortels van

5

#=— 38 (mod. m).
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Construeer op elk daarvan een’ vorw als (m, Ty —
m

ﬂ.—}—ﬂ)

en breng dezen onder den gereduceerden vorm (2, 1, 2).
De substitutién, die daarvoor moeten worden gebruikt,
aeven ons elk één paar waarden . en » voldoende aun
2w+ 2w 4 2,2— m; clk paar levert weer 6 paar op-
lossingen door de substitutién (27).

2¢, Heeft o factoren p*, p7% . . . . . . die een zniver
vierkant zijun, zoo komen bij de mogelijk op deze wize
gevondene waarden van « en », nog evenveel paar waar-
den als de vergelykingen

’ Ha e
20 + Q' y - Yy = —

2

ji
2" e Bty By :Ei
P
oplossingen toelaten ; de hierdoor gevondene waarden zijn
respectievelijk gelijk aan alle waarden van
P py's P Py ..
B, Toonen van gelipke hooyte.

Hiermede is de volledige oplossing gegeven van het
vraagstuk: alle waarden , en , in geheele getallen te
vinden , welke voldoen aan

oy ¥ =,

Zoeken wij nu de toonen van gelyke hoogte, zoo moct
wel aan deze vergelijking worden voldaan, maar niet elke
oplossing daarvan geeft daarom eenen afzonderlijken term
van w. Want wij merken op:

1 — Als = een wortel is van
¢ - — 3 (mod. m) zoo is ook — u een wortel daarvan.

Zij nu p en » het stel waarden dat + n ons geeft,
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— ¥

z00 zal met — #n corvespondeeren het stel — e,
zooals blijkt uit de vergelijking (6). Twee stellen waar-
den, die alleen in teeken verschillen [want ook a heeft
klaarblijkelijk in beide oplossingen dezelfde waarde met
verschillend teeken] geven niet aanleiding tot verschillende
termen z. a. men terstond ziet uit den vorm van zulk
een’ term |zie form. (19) bldz. 19]. Hierdoor wordt het
aantal oplossingen dus gehalveerd.

90 __ Veronderstellen wij dat «, & één paar waarden
is van w on y. De substitutien (27) geven ons daarvoet
in de plaats de 6 oplossingen.

I B, o + 8] — (U‘+13)1 o] [l!"l";?a—oc]
(8, — (o8] [ ks A] it £l

Hiervan kunnen wij er drie weglaten, die met de
overigen alleen in tecken verschillen. BEx blijven dus 3
oplossingen over

ﬁv""(“'l'ﬂ); ‘(“"‘ﬁ)v'—'“; “'-113

Deze geven respectievelijle, daar 2= » = 0

AT— o A= }L:—'—(m"{‘"ﬂ)
p=1~ w=—(e+B) w=¢
y—=—(a+p) »—=¢ = f

Uit den vorm van de particuliere oplossing van %

(form. 19 pag. 19) blijkt nu terstond, dat ook deze 3
oplossingen één en denzelfden term geven.

Het aantal verschillende termen die met den toon

N(# v)= g_cl/ m' overeenkomen is dus ten slotte gelik
34 :

aan het halve asntal incongruente wortels van
(10) 7= — 3 (mod. m)

Om deze oplossingen te vinden hebben

waarin wm — 2m’.
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wij slechts , als de wortels van (10) gevonden zijn, lasb
in =+ @, & b, . . . . te construeeren de vormen

( a* + 3) ( b4 3)
M, o, by = ey,
m 1

en de substitutién te zoeken, waardoor deze den vorm

(2, 1, 2) aannemen. Deze substitutitn geven terstond alle
oplossingen.

Eindelijk nog deze ééne opmerking. Door den aard van
het vraagstuk, dat eischt: alle toonen te vinden van ge-
lijke hoogte als N (&, #) is steeds ééne voorstelling gegeven.
Wi kunnen gemakkelilk nagaan, met welken wortel
deze correspondeert en behoeven dan nog alleen de op-
logsingen te zoeken bij de overige wortels.

Passen we nu het voorgaande toe op eenige voor-
beelden.

1°. Gevraagd alle termen te vinden die denzelfden toon
geven als :

N@.1). Hieris m=13 ~m=2.13

m’ 18 oneven en niet declbaar door 3 en verder van
den vorm 8 A -~ 1; bhijgevolg heeft de congruentie
z'=—3 (mod. 26) slechts 2 incongruente wortels, die
natuurlijk slechts in teeken verschillen en waarvan wi er dus
slechts één’ hebben te beschouwen. Derhalve is er maar
ééne solutie; deze nu is gegeven door de quaestie zelf.

Alle oplossingen van de vergelijking o + w» 4+ " =’
zouden hier zijn

+ (1, —4); =1y 8)% (i~ 3}

2°. Gevraagd de toonen van gelijke hoogte als N (9. 1).

Hier is m' =91 en dus m =182 =2.7.13.

Twee deelers hebben den vorm 34+ 1 terwil
oneven en ondeelbaar door 3 is; bij gevolg heeft

-

&
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Deze

= —8 (mod. 182), 2°—4 incongruente wortels.
vindt men gemakkelijlk 1). Ze Zijn
+ 19, + 33

De hiermede correspondecrende vormen

Ty
(182, — 19, 2) en (182, 33, 6).
De oplossing (9, 1), die gegeven iz correspond
den wortel — 19, immers aan
(1) wo—rg == 1 kan voor p—Y%v=1
worden door =1 ¢=8. Door deze waarden
de vergelijking (6) » = 163. Door het kiezen van andere
o's en o's zijn evenwel alle hiermede congruente g€
n — — 19 aangezien
du-

2 &
7w 4 3y . 2
(m, i, ) zijn, als we slechts één teeken neniell

1‘3]_‘13 I}JETJ

yoldaan
gee-ft

tallen te verkrijeen en dus ook
143 = — 19 (mod. 182). Wij hebben dns slechis te re
cecren den vorm

(182, 33, 6).
’ i) zoo verkrijgen wij

Substituceren wij hierin (

(vel. form. (14))
(6, — 33 — 65, 182 + 669 + 66%)
zal mu 2 (38 4 60) <6 zoo mook P — b min
#j §=—>5 zoo wordt onze vorm
(6,—3,2)

Hierin is nog de 3¢ coéfliciént grooter dan de eerste
en deze vorm is dug nog niet gereduceerd.
Dy ) zoo komt
&

2,8 — 25, 6— 60 +20");

Substitueeren wij weder (

1) Hiervoor bestaan verschillende methoden. 1let snelst worden

; ) Coa s Canss d
de wortels wel gevonden door de indirecte methade, die Gawss de

methodus coclusionis noemt. Vel Gauss Werke L, p. 948.
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weer moet 6--40 <2 0 21, Zij & =1 200 komt
(2,1,2) welke gereduceerd is en_den cgewenschten vorm
heeft.

W1 gebruikten hierbij de transformaties

o
en )
—1 —5 —A1 1

Nu is algemeen, zooals gemalkelijk te zien i, de uit-
komst van twee achtereenvolgende substitutitn:

o () 2y
Low i },’ e ju - dyf ‘3/5' - dg’

en dus
( (4 ( 0 1) s (—1 1)
— =5 =1 5 —6/

Door deze substitutie gaat dus (182, 83, 6) over in
(2, 1, 2). Keeren wyj dews substitutie om, om de trans-
formatie ( i) ) te hebben waardoor (2,1, 2) in (182, 33, 6)

»
overgaat zoo vinden wij, omdat alweer algemeen het om-
gekeerde van de substitutie

o {? - l‘jF -—3&‘ 1
(B) (J{ 3) ig (_ e Le) als ¢ = P

('k" Q\.———(_G _1) en dus o= -6, = — 5
» ) —5 —1
of als wij de omgekeerde teckensnemen ,— 6, ,= 5.

By gevols N(9.1)=N (6. 5).

Het gehesle anntal voorstellingen van w w4, =0911s12

en wel + (1, 9); + (1, —10); 4 (5, 6); =+ (5, —11);
+ (6, —11); == (9, —10),
de. Zp gegeven m’=582=92*.7.19 ..m=1064=
20200 .10,
Aangezien m’ even is kunmen in uf 4 pw -t —w,
w en » geene onderling ondeelbare wasrdon hebben (immers

R

2
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beide moeten even zijn, om een even getal voort te bren-
gen). Maar m' heeft den quadratischen factor 2° en I
gevolg hebben wij de oplossingen te zoeken van
Ot Qw4 WP =2 . 7. 19 = 266.
s = —3 (mod. 266) heeft 4 wortels, daar 7 en 19 beide
den vorm 3% 4 1 hebben; deze Wortels Zjn
n==4 923, n==+ 6L
De daarop g ﬂeconsfrumlde vormen (één teeken nemende
(266, 23, 2) (266, 61, 14).

) zijn

De eerste wordt terstond gercdueeerd door de transfor-

matie ( 2 “13 ) waarvan volgens (B) het omgekeerde is

(—12 _1) Hierdoor verkrijgen wij dus het stel

=12, = 1.
1

(266, 61, 14) wordt door de substitutie ( 1 5)
J

( 14, 9, G6) dezewecer » » » —(l ﬁ_g)
ML

( 6, 3, 9) en deze B » ( 1 ,Q)

(2 L, 2
Nu is volgens (A) (zie vorige bladz)

(_1_3)( 1—9)( 1—2>— e
- ) ()

waarvan het omgekeerde is (volgens (B))

(—12 _j) en waardoor dug g = 3B = g g“\,onden

wordt en dus

N (—24, 2)=N(—26, 18).
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b.  Knooplijnen.

Wij kunnen unu steeds alle termepn vinden, die den-
zelfdon toon geven, en zijn daardoor in staat ellen toon,
die het vlies geven kan, afzonderlijk te beschouwen en
. de knooplijnen na te gaan, welke die toonen verge-
zellen.

De algemeene vergeljking der knooplijnen van die
toonen, welke slechts één’ enkelen term 1) hebben is

W= 0.

Door vervorming van de in de form. (36) bldz. 45 ge-
vondene uitdrukking voor u,, kunnen wij deze schrjjven

7k
(28) o—=in = @ | p )coq (p —pT)+
] ﬂsf i gy .T_E‘ S /]
—+ sin 37 (p' + p) cos 0 (p'—p") +
iy nt TV gt 27
-+ sin S_Z(p +p )eosg (p'—p™)

wasrin Ay = # - vim = r—Aiyy—=A—menp o p =3l
Beschouwen wij de gevallen waarin de knooplijnen
rechte Ijnen zin.
1¢, » en » beide even. In dit geval iy ook a even. Aa,n
(28) wordt dan klaarblijkelijk voldasn door

27 ¢+ ) = i ofp = BU(1— ).

Het is duidelijk dat ¢ slechts de waarden 1 of 2 hebben

1y e laagste Loonen van het vlies hebben alle slechts éénen
terma, Zij verhouden sich als de vierkantswortel uit de gelallen
3.7, 9 12 13 19, 24, 27, 28, 31, 37, O e S LT e
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kan. In het lamtste geval is bovenstaande vergehjking,

de vergelijking der zijde p =0, in het andere geval vin-
3 - L
den wy p = —él, welke een lijn aanduidt, gasnde door

het wmidden van de loodlijn op de zhde p=—o en even-
fig. 14. wijdig met die zijde.
Bovendien wordt vol-
daan aan (28) door
i 2 -1
— ()= —
g T 2

welke voor i =—o¢ geeft

i 2

9 .
e ey ; [, Hier-

door worden twee lijnen

voorgesteld loodrecht op
# en ¥ even. de zijde p=—o0 en wier

voet ; van de lengte der zijde, van de uiteinden ver-

wijderd is. Deze 3 knooplijnen komen dus altijd voor bij

2°, Ken der getallen A, #,, », deelbaar door 3 zon-

der == o te zijn. De beide anderen zijn in dit geval ook
deelbaar door 3 (vgl. form. (40) pag. 24).

De tweede factor van elken term zal nu =— o wor-
den als

n Dot} 3 ;
— (p—p)=F — _—wendupp'—p’= £ _1 d i
5 =)=+ — p—p 5

twee knooplijnen loodrecht op de zijde p = o (zig fig. 15),
die boide een vierde gedeelte dasrvan atsnijden. Deze
twee knooplijnen komen dus voor by al de toonen N (1.4,
N I2B Y IN e ¥ o



ey, 7, A deelbaar door 3.

3. 1o en »heide deel-
baar door 3. A zal heb
dan ook zijn. Vooreerst
hebben wij hierde knoop-
Iijnen van het vorig num-
mer, maar vervolgens
ook die, welke gegeven
worden doox de verge-
Ipking

o

/—(y L i

wagrin i = 1 en i =2 respectievelijk geven p == 2len
p =l d.i. twee lijnen evenwijdig aan de zijde p == 0 en welke
de twee andere zijden in drie gelijke deelen verdeelen.

(Zic fig. 16).

4e, Algemeen ziet men gemakkelijk in:
Als # en » tot grootst gemeenen deeler hebben 7, 700

wen # beide deelbaar door 3.

gullen er steeds 7—1
knooplijnen  aanwezig
zijn evenwijdig met de
zijde p = o en onderling
op gelijken  afstand.
Bovendien komen er
lknooplijnen voor, lood-
recht op p == o. Het
santal van deze laatsten
is gelijk aan het dubbel
van het grootste geheele

1
getal onder -, ¢+ 1. Hare afstanden tot et midden van

3

€ ¥ <
STl T Ja

de zijde p =0 zijn respectievelik —, 3. —, b— ...,

45 de’ AT
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waarin @ — de lengte der zijde is. Findelgk zijn deze
laatstgenoemden de eenige als @ en » eenen grootst ge-
meenen deeler © hebben, terwijl « en » onderling ondeel-
baar zin. ‘
ol = 3 oA — D
Wij kunnen de vergelijking (28) voor » = » brengen
onder den vorm

L)

: p . il i)
Og=—8M®wxy - SN KT JSINLMeT —
31 5 3/

Deze vergelijking geeft niets dan de randen als =1
d. i. voor dem grondtoon N (1.1) = i—c 173, In het
La

algemeen geeft zij 8 (»—1) knooplijnen, waarvan er« —1
evenwijdig zijn met elke zijde. 7Zij verdeelen het vlies in
w® gelijke , geljkzydige driehoeken.




HOOFDSTUK IV.

CIRKELVORMIGE VLIEZEN.

§1. Invoering van pooleoordinaten.

Leggen wij den oorsprong van het coordinatenstelsel
in het middelpunt van het vlies en voeren wi pooleoor-
dinaten in door te stellen

z=1cos 0 g = v §in 6
zoo wordt de algemeene vergelijking

adw (clgw+ dg-w)
i \dZd |

(M)

vervormd in

R . s 1dw 1 d'w
(2) —ts ( —_— ).

dE W"{_;daﬂ—i_r_édﬁg

Wi zullen nu aanmemen, dat er geen beginverplaat-
sing is gegeven, mauar eene willekeurige beginsnelheid.
Wanneer wij de oplossing met deze beperking hebben
gevonden, wordb daaruit, zonder de minste zwarigheid, de
meest algemeene solutie afgeleid voor het geval dat ook
de heginverplaatsing van elk punt willekeurig gegeven is.
Dit geschiedt geheel op dezelfde wijze als dit gedaan is
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4

voor het driehockige vlies. Nemen wij den straal van het

ylies — 1, zoo zijn dus de voorwaarden waaraan w moet
voldoen

B) w—=o voor »=1

4) w=o » t=0

i
) ‘_(%"——F 8 » t=o

§2 Aflciding deralgemeene oplossing,
welke voldoet aan de voorwaarden

(3) en (4).

Zocken we wedr eene particuliere oplossing als
6 w=TR{E
waarin T, R, (@ respectievelik zuivere functies van /,r, @

voorstellen. De substitutic van (6) in (2) geeft, deelende

door TR (@
1 @1 i (1 o i s B - R T ®\)

T @ C\RE@ iR e @ &
Het ecerste 1id van deze vergelijking is eenc zuivere
functie van ¢ terwijl het laatste lid slechts » en 0 bevat;
bijgevolg mocten zij gelijk zijn aan eene constante — ¢* %
die wij, als vroeger, negatief nemen, omdat de heweging
periodisch moet zijn.
Hierdoor is dus

d*T .-
T il e G,
(() ut* Lt 4

De blijvende vergelijking laat zich schrijven
# TR r dib 1 d&®
— - 4. S i N —.;
B def 0 Rodp ®) ae’
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welke door dezelfde redeneering in 2 vergelijkingen te
splitsen is, welke wij schrijven kunnen

O ;

= 472 @) = o

d’R 1 dR n’
@ =+ + (% )B=o

dr’ r dp

(8)

De integralen van (7) en (8) zijn respectievelijk
T = A cos gof + B sin get, welke door de conditie (4) wordt

(10) T=Bsinget , on
(11) (@)= H cos n8 + K sin nf.

Door in (10) ¢ slechts positieve waarden toe te ken-
nen verminderen wij de algemeenheid der oplossing niet.
In (11) moet, als 8 met 2 aangroeit, (i) weder dezelfde
zijn; hieruit volgt dat » een geheel getal moet zijn, dat
we evengeer alleen positief behoeven te nemen.

Zoeken wij eindelijk de integraal van (9). Wij kunnen
deze op verschillende wizen vinden; in oneindigen vorm,
door reeksen of onbepaalde coéfficiénten; in eindigen vorm
door hepaalde integralen. Wi geven hier beide vormen,
omdat zij beiden in het vervolg zullen mocten worden
gebruikt.

15, FIntegratie door reeksen,

dr®  » dr 7t

Wy zien aanstonds, dat, als wy onmiddelijk ontwik-

len volgens de formule

& g
R=R ‘r(@) +L(“R‘) e
ar J. "2 \ar ),

o 7 . (IHR- i
Wwij, om geene oneindige waarde voor _&__) te krijgen,
-?" (7
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. dR

beide ( — 0 en I, = o zouden moeten nemen, waat=
‘ﬁ". a

door wedr alle volgende differentiaalquoticnten = o wor-

den. De oorzaak hiervan is dat voor » =0, de coéfficiénten

di : o os
van y en R beide ~ worden, omdat zy = en = 1n
i

den noemer hebben, Stellen wij evenwel R = 7y zoo laat
p zich zoodanig kiezen dat ten minste één der beide
cotficicnten eindig blijft, want door die veronderstelling

wordt de vergelijking

dy - 1 dy p*-—n .
——.2+(9p+1)~—-—'_+(‘“ - +q‘)?f=0-
dr 1

T

Wij nemen dus p’=n" .. p==L.
Zij p=+n dan 18 R=+.
De vergeljjking en hare achtereenvolgende afgeleiden zijn :

f  dly

LT
dr
dy

o S
"

-f—(g'ﬂ-‘— 1)%4—(‘72@:!)
dy

d’y
dr®

dy 5
1 (2n+ 2) g d_:i +qy=o0

dy
di?

A dy &y | . Ly
(A) ¢ r St @t %) g Fog = o

&y Ay %y A%y
e 2n+ 4 BRI el S N
o T )= ity B s T

(i

-

\

De opvolging is duideljjl. Stellen wij nu (%{) —= 0,

r
n

#,=A en brengen wij deze en de waarden van (i:)
oar

dy ; S
(W _ .. . uit deze verselijkingen berekend, in




r d,/ .r:? d{u \ 1
B) Re=my=1 |y +» T
(B) Y LJ (d-r')o+2 (d:f"2 )" I 1

4
De eerste van de vergelikingen (A) wordt voor »r=o0

rlj
(dJ (9;,_1)( d?j L A=y

dy neemt den vorm e
A (2]

r
d_?; d2 2
d 3
lim :} :( dlr' ) Men vindt dus

(0]

dz'?'r = === (?T:! A
(cza) 2 (n+1)

Deze waarde invoerende in de 2°¢ vergelijking (A) en

gan voor v — o, bijgevolg

r — o stellende geeft:

dﬂy d'f/ d‘]y
g TR e A
(#).7¢ @)= ~@).=°

De derde vergelijking geeft

dy A a dy
(&;})ﬂ +(2’1+3](C£?f)+q( )+2q9 dr | =o
P S A
d’y oy
RN dr  (dy
hierin ig lin = (&— yﬂ).ﬁ lim - _( dﬁ) zoodat

men verkrjjgt

3 e
d /), A4+ 1)(n +2)

Op deze wijze voortgasnde en de waarden der differen-
tiaal-quotienten in (B) brengende komt:
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(12) R = A »* U waarin

gry* 9ry*
(%) e

13) U =1 — L 5
(13) Lot 1) L2+ 1)(r+2)
Voor p = —n krijgen wi eenc tweede particuliere op-

lossing, die met de nu gevondene alleen in het teeken
van » verschilt, zoodst R’ == B#" U’ is. Deze moeten wij
evenwel verwerpen omdat zj voor 7=—o R = oo geeft
d. i. eene oneindige verplaatsing voor het middelpunt van
het vlies, hetgeen ongerjmd is.

2°.  Oplossing in eindigen vorm.

Wij kunnen de reeks (13) den vorm eener bepaalde
integraal geven. Algemeen 18 n.l

( : 1 of 008 w ' cos'w
COB (o COB @) — L — - — e W oA S
1.2 1.2.5.4

Als wij deze vermenigvuldigen mniet sin” o de en inte-
greeren van o tot = zoo komt

L5 ™ @ 008 (008 w) dw = {7 sin™ w di —

3 %

< g .. I e
e sin® o cos®w dw 4 = Ssin™ o cos* wdw....
“ s

nu 1s
[ 13.5 ... .(2n—1)
S7osnt w da = N =
o 246 .... .2n
7 gin™ w ot o dw— ———— £FT 8™ pdp— #
@ _Qu—l-'?nr" T2 nt 2

" L& |
T am™ w eost w dow —

: (2n 4 2) (21; 4 4) e ‘
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waarvan elk door partiéele integratie uit de voorgaande
is af te leiden. Bij gevolg, na eene kleine herleiding

B i Y
f:r Sin% o cOS (¢ 608 p) do = '(-;‘ v (20 1) =

() (£)

[1 T LerD T olzeDEEY ]

1.8.
2.4,

Deze vergelijkende met (13) is dus

3.46 i Dn 1
= i Lom T
Y 1.3.5...2u—1) 7% S sin™ w c08 (g7 €08 o) dw

Hierdoor is dus de oplossing van (9) in eindigen vorm
gegeven.

De waarden, die wij hebben gevonden voor T, (=), R
" geven cene particuliere oplossing, voldoende aan de diffe-
rentinalvergelijlking (2) en ook reeds asn de voorwaarde
(4) w,= 0. Zal nu de conditie (3), w=o0 voor r = I
vervuld zijn, zoo moet Uz=o zjn voor r—=1 en bj

© o)

Tn+D T1mt+) m+2

gevolg moet

(15) o=1—

waardoor g in @ gegeven is. Deze vergelijking heeft ». a,
wij zullen aantoonen oncindig veel positieve wortels (de
negatieve nemen wj niet in asnmerking). By elke waarde
van » behooren dus oneindig veel g’s. Noemen wijin het
algemeen ¢,, de s wortel van (15) behooren bij de waarde 7
(als wij die wortels in opklimmende orde gorangschikt
denken) zoo zal de particuliere oplossing, welke aan de
3% en 4e voorwaarde voldoet, zijn

(16) w,, =R, [A,, cos ng + B, sin nf| sin g, of.
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Voegen wij al deze particulere integralen samen, %00
vinden wij als algemeene oplossing
A7 w=g¢ = R, [A., cos no + B,, sin #6] 810 G et
n—o 8=l

waarin de constanten A_, en B , nog moeten worden be-
paald door de laatste conditic (zie (5)) d. i. door de
vergelijking

o
=

o .
(18) F(r,0)= = gus ¢ R, [A,, cos 06 + B, sm né].
! ,

§ 3. Bepaling der constanten A en B.

De constanten kunnen nit (18) niet worden afgezon-
derd door de algemeene formule /0 w ' do— o van bladz.
40, maar worden zeer gemalkelijk gevonden door de be-
trekking

SRR rdr=o0
welke tusschen twee verschillende R's bestaat en die zich
nagenoeg op dezelfde wijze laat betoogen als de mange-
haalde formule. Immers R en R’ voldoen aan de verge-
lijking (9) en dus
&R  1dR n’
=% —] ((]32 ———)R:O
e

dr? r dr
2R/ 1 dRY ( ﬂ.“')

o 2 = Pf —
dr? T r dr = T
welke verbonden kunnen worden tot

d’R &Ry 1 ( dR dR’) ;
LR AR — —H— 1oy RR=—0
dv dr’ L P dr dr Pl LA
Vermenigvuldigen wij deze met vdr en integreeren v

0 tot 1.

RJ

a1l
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Aangezien dan

2y { o £
(‘(R’mi. ﬁRdR‘)m—— KR g R )?]

dp’ drt ol v

dR R dR/

dy tlr

’ ?l
dR rl.‘i)m

s (R' Ir=— (R’ =
A i i

is, omdat R en R’ beide — o ziju san den rand van het
vlies (d.1. voor r = 1), zoo wordt onze vergeljkme
(¢ —¢7) L BR rdr — 0 en dus
(19) [ BRI rdr =0

als ¢ en ¢ verschillend zim. ¢. o 4.

Vermenigvuldigen wij nu (18) met R,.» cos nfdrdg en
integreeren over het geheele vlies, zoo krijot elke term
van het tweede lid den vorm

Quw € A B, Ry de 77 08 06 cos nw/od
+ ¢ ¢ B,y S I, R, rde f P cosme sin nodo.

Alle termen waarin n' en s heide of één van beide van
n en s verschillen vallen dug weg volgens (19). Voor

=nens —s verdwint alleen de codfficicnt van B, want
ST cos ng sin ng = o.
De codfficiént van A,, wordt g, ez S, R, rdr
omdat /" cos® n6dd = n Bij gevolg is
g 1 G A R ) g3 3 3 1 2 o
/: / ST (o) R, r cos nldadr —q,, 0n A, i VR, rdr

Kivenzoo vinden wij B,, door met R,.» sin agdrds te
vermenigvuldigen. Wy hebben dus ten slotte

1 / qﬁ/. F (?q 6) {{,” Cos J?ﬁd@r]t

A 2
(2(}) T ch_nm /7 R : !d?'l
1 L)L E (r, ) Ry, » 8in n8d0dy
9 et el e e L ==
(21) B,, = ot R, vy

(§




)
8§ 4, Rangschikking der toonen. Knooplijnen.

De volledige oplossing toont aan dab er over het alge-
meen oneindig veel toonen gelijktijdig door het vlies
worden voortgebracht. De begintoestand kan evenwel
zoodanig zijn , dat er slechts één term van die oplossing
blijft bestaan. Bij gevolg steli elke term één’ der moge-
lijke toomen wan het vlies voor. Beschouwen wij dns
eenen enkelen term.

(22) w=9"1 [A cos #b + B sin wf] sm gct.
De frillingsduur en de hoogte van den foon, hierdoor
voorgesteld , zijn klaarblijkelgk gegeven door de formules
1 e
(23) gl == 2, e N =F_ == —u
T 2=

Wi zullen in het volgende aantoonen dat alle waarden
van ¢ verschillend zijn , zoodat er dus, z. a. uit de waarde
van N blijkt, geen twee termen zin, die denzelfden toou
geven. De algemeene vergelijking der knooplijnen 1s duns
steeds

1 [A cos né + B sin nb| =0
welke zich splitst in het stel

(24) rm=o

(25) U=o

(26) A cos ng + B sin ng —= o.

De eerste hiervan geeft r=—o alsn niet —o1is d. W. Ze;
behalve voor de termen waarin # =20 is, is het middel-
punt steeds een knooppunt.

De tweede vergelijking, is de vergeljking der girkel-
vorumige knooplijnen (vgl. form. (13)). Stellen wij in deze
]

vergelijking qr = 8 z00 18 ¥ = en § suceessievelyjk ge-

1
lijk aan elk der wortels van



d BN
o gkl g e ilB) i
= 1.(n+1)  1.2(n+1)(n+42)

welke identiek is met de vergelijking (15). De achter-
eenvolgende waarden van 4 zijn dus

el N o RTNR W S AR (A
zoodat de stralen van de knoopeirkels, welke den toon
N, vergezellen zijn:

o8

( . ¢
(27) P == . N e RN o —me 1,
o Yu.s Crs
De laatste hiervan is de vergelijking van den rand, de
daaraan volgende stellen geen plaats op het vlies meer

voor. Wij vinden dus voor dem toon N_,, s — 1 concen-

3

trische , cirkelvormige knooplijnen, wier stralen door (27)

sullen gegeven zijn, zoodra wij de wortels van (15) kennen.
De vergelijking (26) cindelijlc geeft 2n stralen, onder-

ling of gelijke afstand, want schrijven wij

tang wf# = — ; en z1) ¢ de kleinste hoek, wiens tangent

e f 18, zoo zal bovendien elke hoek hieraan voldoen
voor welken

. (L] S o i -
8= — 44— d. 1 in het geheel 2n waarden, die tel-
i H i

7T .
kens ~— verschillen.

De hoogte van de mogelijke toonen (vgl. (23)) en de
afmetingen der cirkelvormige Ikmooplimen, kunnen dus
niet anders worden gevonden dan door de oplossing der
vergeljking (15). Wij hebben dus deze vergelijking nader
te beschouwen.
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g

§ 5. Behandeling der vergelgking

Y A
4 (5) (3)

1. (n+ 1) i L.t D) n+2 =~ "

Voor wij overgaan tot de oplossing van deze vergelij-

king, zullen wy aasntoonen:

1* dat alle wortels reéel zijn,

2" dat er geen twee gelijke wortels voorkomen.

Het bewljs van het eerste is door Poisson gegeven
en is zeer eenvoudig., — Veronderstellen wy dat (15) een
imaginairewortel ¢, = 45V -1 heeft, zoo moet ook

gy =0 —0V" —1 een wortel zijn. Voor deze twee wortels
1o i

en voor dezelfde » nu gullen de waarden van R respec-
tievelyk zin

R,.=C+DV—1 B = (D]
zoouls blijkt wit de vergelijkingen (12) en (13). C en D

"

stellen redele functies van # voor. Brengen wij deze waar-
den in de form. (19) zoo komt

S @ L D) rdr = o.

Dit is evenwel ongerijmd, want alle clecmenten der in-
fegraal zijn positief.

Om in de tweede plaats te bewizen dat (15) slechts
onge lijke wortels heeft, schrijven wij voor ‘I, hare waarde
in eene bepaalde integraal, welke ferstond uit (14) wordt
gevonden door daarin #» = 1 te nemen, Men heeft

e den DU dinin

a By et sin? w cos (g cogm) dw.
( ) " 28 {27;_{_ 1)7-;» 3 Lq ) gLl
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Integreeren wij by gedeelten zoo is
ﬂ - .
fﬂ sin =" @ cos (g cos @) do —
P ELd - D) )
=i ”"“l)e/‘a S 77 W gos (9 cos w) do —
“ Dt a D
—(2n—1) / si ** @ cos (q cos w) do -
- A .
= g /aa sin ** @ €08 o §in (g cos o) dw.

De laatste integraal integreeren wij weer bij gedeelten ;
daardoor zal dan worden

. IR ATy i 2:
T el
TS & e (2rn+1) »
g @n—1) f7 sin ™o cos (g cos @) dw —
i £ ;

— (2rn—1) j/"'”‘ sin ** » cos (¢ cos w) der
q’ ookl GAPE ; 7|

4+ ——— [ 3in """ @ cos (g cos ) dw
Yot/ R U

en hiernit dan weder gemakkelijk
n(n -+ 1)

q 2
2

(28) T'n t1— (T'n 7 Tn-l)"

Door differentiatie van (a) verkrijgt men

I, 1o 2k T
(dqn:“l.:a . (2”,11);./,,%‘“ Cabs i

welke door partigele integratie geeft




36

Nemen wij nu aan, dat'T, = o twee gelijke wortels had,
dan zou voor de waarde van die wortels, niet allcen
L &
T,

T, , maar ook T zijun, en dus ook T, ,, = o vol-
l'f.(g

gens (29) en daardoor eindelijk (Vgl. (28))

r =——
Tﬂf‘?=o 7 ’[‘+."I_O

b

Brengen wij deze waarden in de achtereenvolgende
afgeleiden van (29)

zoo komt dﬁl_“.z : d_ﬂl’i ==l
dq* dq’

zoodat, zooals blijkt uit de ontwikkeling van T, door het

theorema van Marlaunrin, T, identisch = o zon zin,

“
welke ook de waarde van ¢ is, hetgeen ongergmd is.

De algemeene oplossing van (15), die wij nu laten
volgen is gegeven door Bourget 1). Poisson geelb
de oplossing voor het geval dat n—=o 18 2).

Greven wij eerst T, cenen anderen vorm door de oplos-
sing der differentiaal vergelijking waaraan T, voldoet en
die gevonden wordt door differentiatie van (29). Er komt

el S g d*'T 1

ot 8 S i e &g
dg’* 2(n + 1) dg 2n+1) ™

hierin de waarde van o
dq

van T,., (28) en van T,,, (29), komt

- volgens (29) en daarna die

B 29t DNt
b +F ==,
dg’ q dy

1) Annales de PEcole Normale III, 1866 bldz. 72.
2) Journal de VEcole Pelyt. XIL p. 350.
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Stelt men
- —(nf é‘) = ke
30) T,=Vgqg zoo vindt men de vergelijking
12 '2_ i
By [1 " ”_j..] g
dqz qz
welke het serst door Sturm is behandeld in het Journal
de Mathémat. pures et Appliquées I p. 174, 1)

Sturm vindt daar voor het verschil ., tusschen twee
achtereenvolgende waarden van g, welke V —o maken.

v
(32) v
]
14—
7
waarin p een getal is tusschen de twee wortels ¢ van
V ==0, dus ook van T,=o0. Door deze formule bere-
kent men spoedig de benaderde waarde van de wortels
der vergelgking (15) als de eersten bekend zijn. Als de

waarden van ¢ groot zijn is hun verschil nagenoeg — =.

n? 1
i— -
Voor het geval dat de term & 7 te verwamrloozen is

7
wordt de vergelijking (31)
e
.El___Y_ + V=0
dq

waarvan de integraal is
(33) V=P cosg+Q sing.
Trachten we voor P en () waarden te vinden (als func-

ties der veranderlijke) zoodanig dat (33) de integraal wordt
van (31).

1) Vgl. ook de zeer eenvoudige behandeling van Maibieu,
Phys, Math. p. 107,
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Men vindt dat P en Q gegeven zijn door
aP dQ 4 n2—1
= P
g T @t Tig
d*() 9 apP 4 2—1
dq? dg  Ag
welkke wij zullen oplossen door de methode der onbepaalde

— 0
(34)
Q=0

coificiénten. Beproeven wij te voldoen door

Pr—Aqg + A ¢" "+ A, g7 - ... -
Q=Bg¢ + B¢ L Bog— + .....

Wanneer wij deze waarden substitueeren in (34) zoo komb:

M —= 0

<2?+1>4( Hip, 1l gmreo

(@0 + W@r—Vgl oy o)
4

9 2p— 3

@2n 4 3)(2n—3) A+ 4B, =0
4

(w__‘nﬂ&—fm::o

of als wij kortheidshalve schriven

2n L 2w —__E)— 2

oM

(3=) ¥t P e
AIZHLB E'i]_:—HIA_
JAB:"—"HID?,A. Bg:ﬁ—ﬂingB
A‘&:{:——HIHSHEB B?.:I?;Hgﬂhj&_
A, =MILIL I A B,= m 11, 11,41, B

Hierdoor wordt dan
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o=V g = insbd) = g — 6 +3F)

r Uil A L, il n; U‘aﬂé]ﬂ_
L(A cos g -+ B sin ¢) (1 % = 7 J
B T R
—-(Ahlnq_f_BCOh{‘f)(E—T_l_ ! )]

of als wij sehrjven A == cosyp, B—=TH+in o
i1, 1T I0TT
—I— 3 7"“

(36) T,=¢-=-+d) [H 08 (g—gp) (1 "

(Z‘Z q’l
O oo,
— H sin (9—¢) (_Z_ ‘q;, S ):I

Hiorin moeten nog de constanten H en ¢ bhepaald
worden. Dit kan geschieden door de waarde van T,, uit-
gedrukt in eene bepaalde integraal (a), in eene dorgelijke
reeks te ontwikkelen. Wi behoeven daarbij niet alle ter-
men te zoeken; &én daarvan is voldoende om. door ver-
gelgking meb den correspondeerenden ferm in (36), de
constanten te vinden. W1 nemen daartoe den term met
den factor ¢ -+,

Vooreerst merken wij op dat wij de integraal, voor-

komende in (1) tusschen de grenzen o en 57 kunnen

nemen, als wij slechts het geheel verdubbelen en dns

T T TR SN 2w IWm = , yd
" - 10" |, e0Ss (9 o8 v ) dea
" 1855 .8 71—1) W‘f,,“ 8 /

) 1 iguan @ 1 =i eox)
of omdat cos (¢ cos w) = ; @ it o
2 /1 S 1
(a7) T, : —
w2 n—l) o
BT s g pea @ I, —if COR G
t/ 5 wn™ e e / dw | .
L}

6%
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Beschouwen wij deze beide integralen ieder afzonderlyjk.

De cerste vervormen wij door de veronderstelling

19 08 @ = 19 — y*, waardoor wij zullen vinden

/u Sinén wf; T e = (_2. )ﬂhr T et
"t:q'
e a2 w—%
l/ 9 Jfln (l o) Fy_‘ e_yz fl:’l.
\ iy

De gewenschte factor g-=-+%) komt hier voor buiten het
integraal-teeken. Men behoeft dus slechts dien term van
de ontwikkeling der integraal te zoeken, welke onaf-

hankelijk is van ¢.

N ! u )n— | ( 1) y:‘!
I8 (1 %ig =1l—\n—y %y S

Als wij dit in de integraal invoeren, splitst zy zich In
oneindig veel integralen, waarvan de eerste is
/,Vr?

o

—yd

e dy.

Partieel integreerende krijzen wij achtereenvolgens:

-u—l

V ooy -yn —i., 2n—1 qu 9n—3 ..y;
/'” Yy dy == —— {f({) e 5 /'0 Y dy
b 1 nt o 2n—3 Vi
/ i yrr e dy = —¢ 7?) 2 _23:25 > e rdy

Va

JV_ ye™ “'U—-~~(?Q)‘ -“*—1— /

e dy

en dus
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efia;

,/:}/; e dy = —
Bt Wm—1\ | =
[(aq) -i—( 5 -)(zq) . T PR
Zn—1 In—3 % n §1 :
( )( ). o= LT (z([) l

il v i (‘7}1-—1;

bS]

Geen term van het eerste gedeelte van het tweede lid
is onathankeljk van ¢ De waarde van de infegraal
; . = L g .
daarin voorkomende, 15 gelyk aan 5 7 verminderd met
eene recks van termen, die alle ¢ bevatten 1). Geen van
de overige integralen waarin wij de gezochte integraal
hebben gesplitst, heeft eenen term onafhankelijk van g;
bijgevolg is de gezochte term van de ontwikkeling der
cerste integraal
1"7%]n..,."}ﬂ—] ]_
1’ . on
2 ped
(ieheel op dezelfde wijze zal men door de substitutie
1 wg eos @ =tg - 5
voor den term van de tweede Integraal, die g—t¥) tot
factor heett, vinden:

- . T =i
(++%) @ i)H% L ! Qn( 7" 1) 1 (oo
B gevolg is (vgl. (87)) de gezochte term van T,
w= 1 1 \ntd ig ntd = i __(“1_%..
(n 8} . vl s 2 1//:17_[ (T) & + (l’»J & ]q )

Deze moet nu geljk ziju aan den correspondecrenden

1) Zie 0. a. Lacroix ¢ WOI, p. 507,
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term van T, in (36). Schrijven we eerst nog om ons het
vergelijken gemakkelijle te maken

n + 1 7 S T
(%) %uoa (’n -+ 5)-;— -+ ¢ s (n—l— )_2—
21l

(1 )nf'l‘ 1N 7 I T _s(”%)?r
e — cos (u = T R S )._ Savp o 2
4 27 2 9 /9

welke men vindt door in de formule
(cos® £ 1-— 1 sin @)" = eos e = L~ — 1 sin mu

SO

1 1.
--7; 2 =n +—- fte nemen en te schrijven — 7 =__
= 7| 2
(38) geeft daardoor, als wij hem met den correspondee-
renden term van (36) gelyk stellen
ek 2 1 1
1R i R i) %7,---__ cos | g —(n—|— )__ —Hecos (1—e)

1 A
?:(n-i— )__
2 2

=

H=1.2.3.....n.2“l/__. .

T

en dus

(39)

Hiermede is de nienwe vorm (36) van T, geheel be-
paald. Deze vorm nu geett eene zeer gemakkelijke op-
lossing voor de ¢'s die T, —=o maken. Immers als wij
T, == o maken, laat (36) =ich schrijven (met invoering
der waarde (39) van ¢).

II, ELnﬁnﬁ 5
1 i 1 o ok it i e et sl TR
['r()b (} —— ( —j 5) - | = i q
BE S AT R mean gL
(24 q

of als wij deze deeling werkelijk nitvoeren en kortheids-

halve stellen




m=24a
40 Jran O -0 =0, M (1, — L =g
)Hillgiﬂ5ﬂ7ﬂg—ﬂ5117£—-lu}=w
700 komt
r 1 a7 3 A v
cot —(n _‘)_ =____.~“- "Ny AN
{Q T 3)3 J q ¢ q
of daar cot » = — g (¢ + =)
r 3 ?TI A 1o ¥
— tg g — [ n .—)— s ey hges
@ “ ( 3 2 2J| ] Qu q°

en dus

e L A
— = . —(s— 1 )r—arc i A W = e (O
=+ 3)5 = (i)

maar

1

fwotgyzy—-gya T eI

eR| —

en dus eindelijk als wj aan ¢ weer hare gewone index

1
)Q_{_

Uit deze formule is g, zeer snel te benaderen. Bourget

gBVBH_

1 1 d LY ( N 2
(46) g, :(8-——9%-—-4)—(2 —}—(F,_{_S)Q_B_ v 1 lu,+..5

in zijne aangehaalde verhandeling bldz. 81 geeft eene tahel
van de waarden der constanten, die bi de berekening
nootig zijn. Ook geeft hij uitvoerige tabellen van de
toonen , welke het vlies geven kan met de knooplijnen,
die deze toonen vergeszellen.
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§ 6. Vlies, begrcecnsd door twee concen-
trische bogen en twee stralen.

Laat de vergelijkingen van deze bogen en stralen zijn
re=d, w==V =0y =,
Als wij weér de beginverplastsing — o nemen, zal, als
W =TR®
de particuliere oplossing of m. a. w. de enkelvoudige
trilling voorstelt, daarin weér
T=18 sin qct zijn (vgl. (10})
In
® = H cos nb + K sin 8 (zie (11))

moet nu H)=o zn voor 6 =0 en 0 =«

am . T
bij gevolg H—=10 en »n =1 ~ en dus

v . &
=R sin ¢ —.
i 2
De voorwaarde dat n een gehesl getal moet zijn, ver-
valt; daardoor blijft de tweede particuliere oplossing van
R nu bestaan, zoodat

o sl i
La+DtT Lt ety T
| qr ). (rp\“ X

9 T
1.e—1)"1.2(0n—1) (n—2)




Hierin moet B = ¢ wordeuw voor » =1 en r —= ¥, waar-
v L N - SN
door ¢ in functie van # en T kan worden bepaald, —
i

Vormen wy dan ecindelijk de algemeene oplossing door
de som te nemen van alle particnliere w’s, zoo zullen
de nog onbepaalde constanten daarin, uit de conditie
daw

— = F (v, 6) voor t—=o0, moeten worden afgeleid.
dt




HOOFDSTUK I,

HET ELLIPTISCHY VLIES.

§ 1. Invoering van nieuwe coordinaten.

De integratie van de vergelijking
dhe = ( d*w P )

F ol

2

i dy®
voor het elliptische vlies is gegeven door E. Mathie®
in het Journal de Mathématiques pures et appliqueées
1868 1). Wi zullen hem niet overal in zyne zeer uit-
voerige heschouwingen volgen, maar een overzicht geven
van zijne resultaten en de wijze waarop die zijn verkregen-
Om de voorwaarde w=—o voor den rand gemakkelijk
uit te drukken, voeren wij een stelsel kromlimige codr-
dinaten in, bestaaude uit een stel ellipsen, confocaal met
den rand van het vlies en de orthogonale trajectoren vanl
deze cllipsen. Deze orthogonale trajectoren vormen, 00~
als gemakkelijk te bewijzen is, een systcem hyperbels,
wier groote as en brandpunten samenvallen met die vau

1) Val. ook zijn’ Cours de Physique Mathematique. 1873 pag. 122.
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het vlies. Het is duideliik dat een punt van het vlies
gegeven is, zoodra de afmetingen van de ellips en de
hyperbel, die elkair in dat punt snijden, bekend zijn.
Het stel cllipsen laat zich voorstellen door de vergelijking :
i iy
(1) _9_+TJ_r ==l
¢ Pt
waarin ¢ de constante liniaire excentriciteit;,
eng’ =V"o" ¢*® de assen van elke ellips voorstellen.
De hyperbels zijn hevat in de vergelijking
i 1
R S
o et
waarin » de groote en »  — V"0 * de Kleine as is van
de hyperbel. ¢ en , deorloopen voor de verschillende
ellipsen en hyperbels alle waarden van af ¢ tot (o=
groobe as van het vlics).
Stellen wij nu

P = P —8
By pe= + en dus ¢/ = Vgt grm & ?)i_"
4) » = ¢ cos o il V«-fzﬁ,,? =¢ s g 1)

700 zullen wij « en £ nemen als kromlijnige cotrdinaten
d. w. z. wij denken ong elk punt bepaald door de waar-
den, welke o en § hebben voor de ellips en de hyperbel ,
die elkander in dit punt snijden.

Door middel van deze codrdinaten laat de conditie, dat
de rand in rust moet blijven, zich eenvondig 706 uit-
drukken

w = o voor fA=— const — B.

i) Het laat zich zeer eenvoudig aantoonen dat @ voorstelt den
hoek, welken de assymptoot’ van de hyperbel . gaande door het
punt (e, 5). maakt met de groote as van het vlies,

v
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Elimineeren wij nit (1) en (2) heurtelings = en gy, 700

kowb. met invoering van de waarden (3) en (4),

o FﬂTP—ﬁ (epﬁﬁ--ﬁ .
(ei) Je=mpt e DS Y=o — - sin ©®
‘ 2 ‘ 2

waardoor wij van de codrdinaten x en y tot «, Fkunneun
overgaan.

Wij hebben dus by deze quaestie eene funetie w te
roeken, welke, als wij de beginverplaatsing weer — ¢
nemen, voldoet aan de volgende veveischben:

. a2 LT
6) — = & [— + —)
oz da? r_'['?_}'i'
welke wij eerst te transformeeren hebben voor de eodrdina-
ten w«, 8,
(7) w=o voor g=—A,
(8) w=0 » t=o.
dw )
) — =¢(x,f) voor i=o0.
it ;
Nemen wij, om reeds terstond te voldoen aan (5)» als .
particuliere oplossing van (6).
(10) w = sin 22 cf.
wasrin w eene functie is van @ en y alleen, die volgens
{(6) moet voldoen aan:
d2 2
(1) — +

da? "J?Jj:

= — 42,

Voeren wij nu hier in de waarden (5)

fn
o B r & P
= = cos n = ¢ eos (7 — 1) eos w
e B __e ¢ : 1 : 1~ 1) sin®
= — gin e — — ¢ — 1 sin (¢ == 1) e

9
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manr geven wij cerst aan het cerste lid van (11) wijne
eenvondigste gedaante, door te stellen

x Loy bty =0

T—y — L=
zoo wordt (11)

d*u
dt dr

waarin men voor t en o uitgedrukt in » en g vindt

(12) —4pu—4

o= cos (* — @ UgETET
v==c¢’cos (. + g1~ _ 1)

welke door differentiatie geven

dee R d:ﬁ
1:~—r’§111(mkﬁV_l) o ﬁl/_lgf)

e sl B
= —¢ h'l]l(f:—ﬁl/_ 1)( ""1/—1{.3,0)

dg’

. (O
) = — ¢ sin (e +’9V—1)(0_r£ + 1 _1d7‘

iy SN = o %de
=~ o (S )

Uit de 3° en 4e dezer vergelijkingen volgt

ﬁ. o — de — O
13 I Nl AT T T g B
( ) i it do = oo
en hieruit Weder
(14) fﬂ,;: i" == 0.

at dv  di dw

Om nu de vervormde uitdrukking van (12) te vinden,
hebben wij slechts van veranderlijke te veranderen:

. du de  du dB (d” A ) o olgens (13)
e LSl e V Uf-‘ e
VL poka dp S8

W od dr R

""*




. -Eﬂ‘u_ s (CF_” | dth)d;uf
dt do dat do dg/dt dv
£ diu N dg (rm —_ du\ d
e P (ESUSE [ F i 10
kda dasg R ldﬁﬂ dt duv de LTy dp /dl do -
De laatste term is = o volgens (14). Wegens (13)
is dus
d?u (d % v AP ) loe o
dide \dwt '~ dedB/ dt dv
AT du\de de (P duw\ dode
i =T+ S o=
deo dg dFP/ dt de  Nde?  dgt/ dt dv

1 dw  du
— 4¢7gin (o 1+ Byv—1) sin (a—8 V' —1 <r/—u . g—lgg;)
maar
2 sinl (o ++ 8 Y/ —4) sin (a—p )/ —1) = cos (Zg 1/ —1) —
— ¢08 20 = E (28) — co8 2a
als wij voor de hyperbolische cosinus het symbool E
schryven.
By gevolg
— AP u=A dﬂl" = .-——2—-—'% (ﬁi 2 fgz—?f)
dt dv  *[E(28) — cos 24| \do® ~ dg°
of eindeljk
(15) A du

2

N = — 232¢2 [E (28) — cos 2a] w.
du,'} (],G '

9. Particuliere integralen van (15).

W Al

Zi) nu om deze te integreeren.
(16) »=PQ
zijnde P ccne zunivere fanctie van «; ) eene zuivere fanctie
van @, zoo zal men, in plaats van (1 5) alleen , deze twee

gewone differentianl-vergelijkingen verkrijgen
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e
(17) = + (B—24 ¢% cos 20) P = 0.
Sk o e
(18) i (R—24 K (28)) Q= o

waarin I eene comstante i1s, die voor den cirkel gelijk
het vierkant van een geheel getal is. De zwarigheid van
de oplossing van het nu behandelde vraagstuk bestaat
hoofdzakelijk 1n het opsporen van de waarde der constante
B en in de ontwikkeling van de foneties P en Q.
Wanneer wyj ecen punt («, ) zich laten bewegen langs
de ellips, wier parameter § is, zoo zal, als dat punt
op zyne oorspronkelyke plaats terugkeert, w weder
dezelfde waarde moeten aunnemen, als die in het punt
waarvan wi zjn uitgegaanm m. a. w. als wij 8 constant
laten en « met 2= laten aangroeien, zoo moet w en dus
ook P daardoor niet veranderen. By gevolg moet P eene
periodische functie zgn met de periode 27. Door deze
voorwaarde wordt R bepaald. Om de oplossing van de
vergelijking (17) te vereenvoudigen merkt Mathieun op
dat de algemeene begraal van eene differentinal-verge-
lijking tweede orde zich laat splitsen in twee particuliere,
waarvan de eene = o en de andere maximum of minimum
wordt voor de waarde o van de veranderlijke. Immers:
die algemeene integraal heett, als wij volgens het theovema

van Maclaurin ontwikkelen, den vorm

dlif & d"'f;n’
() = o s (d"ﬂ)u + 2 (d.‘.{lﬂ)n T

waarnit deor differentiabie ook

dy (dﬂ’\ : ‘f" "J)
(@) de c;f:—;)o ' \i.z: 7
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s s dyy .
wagrin Wij voor y, en \ == willekeurice constanten knn-
" Spws dy »
nen schrjven; nemen wij in (¢) ¥y, — o en { =) = C
dx/
z00o komt als particuliere infegraal
= Cr + F {0 & + .
welke == 0 18 voor @ = ¢
el dy o 5
nenen  wi daarentegen i_ == o cn ¥y, =— L7 %00 18
“ela 4 5 il

‘

oy = O+ 2 () - . s,
eene particuliere oplossing, welke volgens () maximum
of minimum is voor # = ¢. e algemeene integraal is
bovendien
¥ = i T Y
Men mag dus stellen
(199 P=P, + P,

waarin
P, cene oplossing van (17) is, die = o is voor ¢ == o
P, » » » > » » max.of min.is voor e=o.
Zoeken wi deze beide functies ieder afzonderlijk en
gelgktijdig dasrmede de waarde van R. Wij zullen vinden
dat wg R mnilet 266 kunnen bepalen dat zij dezelfde waarde
heeft in P, en P,, zoodat er geene algemeene integraal
van (17) te vinden iz die aan alle vereischten voldoet,
met name niet aan de gevorderde periodiciteit.

Beginnen wij met P..

§ 3. Ontwikkeling van P, en P, en de daarbj
behoorende R’s volgens opklimmende
machten van ¢,

Stellen wij A+ = & zoo wordt de oplossing verlangd van

de vergelijking
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: P
20) ‘d,-xz L R, — 2K eos 20 P, =0
Nu iz bij den cirkel B = het vierkant van een geheel

getal g.
Stellen wij dus hier -
2 BR=g + o+ 84 +

Eveneens was by den cirkel
P=A cos gr+Bsin ge en zou dus voor de oplossing,
dic max. of min. moet zijn voor » = o, A cos gr zin.

Wi nemen dus nu

(22) P,==cosgetKp+ip+ Ap+..

In #ime hierhoven aangchaalde verhandeling (p. 147)
toont Mathieu aan, waarom wy slechts evenc machten
voor h behoeven toe te laten; wi] verwijzen naar daf werk
voor het bewiys daarvan,

Z1] vooreerst

P,—=cosge + BPen B = g + o F:
substitueeren wij deze in (20) zoo komt

d’P ! 4 .
- + (¢ — 2 & cos 200+ o) P—(2cos 2 & —o)eosgr==0.
P : ,
Nu is
p—=p+ P o=w-+ B/ enals we deze invoeren
Ip . ,
—,iln + g'p — 2 cos 2e cos ge — @ COS g 4
It : !

d*P
=0 ['f,'Z + (°—21* cos 20 + B 1) P, 4~
oo

+ (— 2 cos 2¢ 4+ B 2% p+ Bcos gm]:r_}.

Nu hebben wij natuurlijk stilzwijgend verondersteld .
dut p geen kb bevat; elk gedeelte van de vorige vergely-
king moet dus afronderljk == o zin en dug
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’ dp : !
(23) —+ 9gp="2cos 2 cOng® + i o =
de
=08 (g + 2) ® — w eos g¢ + cos (g—2) ®
a‘e
(24) o= = + (" —2/ cos 2¢ + B P, —
x?

— (2 cos e+ BA)p + B cos ge.

De vergelijking (23) bevat in het laatste lid slechts
cosinuszen van de veelvouden van denzelfden boog; we
kunnen dus stellen

(20) p=acos(g + 2)e + boosge + ¢cos (g—2)e.

De substitutie in (23) geelt dan

L 1

Lt D) - el o lg—1)n
b is willekeurig ; nemen wij b= o.
In (24) is alweér

(26) o= —

Po==mn 4 p B=—2 -0,

Om dezellde reden als boven zal de substitutie hiervan
twee vergelijkingen geven; deze ziju:

dat
@y 24 T o'pm+ 2eom2e.p 4 Bcosgu=yo

efo®
2

it . g . v
28) " o= —d—,,“l 4 (*—2 cos 2a + BA + CRY P,
I
+(—2¢cos 20+ B 1° - C 1Y) p, +8 + CF%) p + C cos go.
De oplossing van (27), na invoering der waarde (25)
van p, geeft
(29) p==dcos(g + b o + ecos (g +2) e+ fcos get
+ h cos (g—2) o 4~k cos (y—4) »

waarin
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i 1 1
e o0, h=0, k= ——— — —

%\ R DGR T el 1))
3 L

‘J A= S0 [ = willekeurige gvh, zi] == o.

Op deze wgze voortgaande verkrijgen wiy ten slotte

1 5/ + 7

(8l) Ry,—g¢ At 4 - Bt o

! g+ 1" TR

terwrl

P, gevonden wordt door substitutie in (22) van (25), (29) . .
De ontwikkeling van P, geschiedt geheel en al op de-

zelfde wijze; slechts stellen wp hierby natuurlijk

(32) P,=singe + Ay 4+ Mg +. . . ..
Wij vinden:

g = a 8N (g + 2) ¢ + ¢ sin (G—2)
p==dsin (g 4 4) ¢ + ksin(g—4) e

ay ¢ dy k....hebhen dezelfde waarden als in het vorige
geval (vgl. (26) en (30))

De ontwikkeling van R, iz identisch met (31); toch
#ijn By en Ry niet geljk, zooals wi zullen aantoonen.
Men ziet n.l dat de voorgaande oplossing van P en R
niet tot in het oneindig kan worden voorfigezet (behalve
in het bijzondere geval dat g =0 is) immers: uit de
formules (22) en (32) ziet men dat P, en 1 bestaan uit

een veeks van btermen welke de grootheden p, p’.....>
GG e are bevatten.
Nu komt
1
in p en g voorde const. ¢ === — — en dus zal voor
' tg—1)

g=1 p=oven q= o
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- ¢ .
n p’ en g voor de const. £ = P en dug zal wvoor
g — <)

g=2 plemev en g =

v ) ° . . - . - = - - 3 . 1 . . - -

Hetzelfde is het geval in de ontwikkeling van R. De
hierboven ontwikkelde vorm van P, en P,, R en R, mag
dug slechts worden voortgezet tot en met den ¢° termi
Van dien term af evenwel laat de ontwikkeling zich een
weinig wijzigen. Wi merken daartoe op dat zieh, op het -
oogenblik dat de vorige afleiding ongeldig wordf, in de
vergelijkingen (23) en (27) of hare analoga, termen voor-
doen, die met elkander kunnen worden vereemigd. Hier-
door neemt de oplossing van die vergeljkingen eenen
anderen vorm aan. — Nemen wij als voorbeeld g = 2.

Wy mogen van P,, volgens de vorige methode, twee
termen ontwikkelen.

(277 P,—cosgm4 L A* (1 — L cos 4«;

De verdere termen zouden oneindig worden; gaan wij
evenwel terng naar de vergelijking (27) zoo wordt die
voor het gekozen geval

4 4p — 2 cos 20 (g cosdo ) B cosZe=0

waarin slechts twee verschillende bogen voorkomen. De

integraal zal dus eenvoudig van den vorm zyn
p, = d cos B + f cos 2o
welke in (27) gebracht geeft
4 . . .
d= — _, 8 —=a+ 2¢, fwillekeung, zy = o.
)
Op deze wijze zetten wij de ontwikkeling van P, en
gelijktijdig daarmede die van B, voort. — Bij eene der-
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gelijke behandeling van P, en R, zal terstond blyjken dat
daardoor sommige termen van R, in teeken met die van
R, verschillen, zoodat ook de geheele waarde van die fwee
arootheden niet gelijk kan zijn, zooals wij reeds opmerkten.

§ 4. Bepaling van Q) en vorm der
waarde van w.

De differentiaal-vergelyking (18) van Q gaat in die van
P (17) over, door « in f 1~ — 1 te veranderen. By gevolg
zal ook de waarde van Q wuit die van P volgen door daarin
® te vervangen door FL~ — l.

Nu is
P, =singa+Aasin(g & 2)» —|- big— 2)a| -+

Schrijven wij voor «, /3 L/ -1 en deelen wij door den
factor 2 1L-—1, of liever, denken wij dien factor op-
gaande i de willekeurige constante , waarmede men de
particuliere oplossing te vermenigvuldigen heett, zoo komt:

(C!-)Q].:(j'ag ”_e'ﬁ.‘" +!Ll[([(€ }3"'91’2]_ _e_ﬁ(ﬂ"\'m.) +b(€ ﬁi.u—zi'_g—gﬂ’l.u '—Z:)] _!_ o
evenzoo uit P
(@Qg""-f?ﬁ y-{-e_ﬁf’-i—hg[ﬂ(eﬁ” W—!—e-ﬁ:""m) ~:—?)(e‘ﬁ G Sy ""“)__f_;, :

zoodat de algemeene integraal is
Q=mQ +nQ,

Wi willen aantoonen dat in de oplossing
w = usin 2 4 ¢t, waarin algemeen » = P Q, voor » moet
worden genomen, hetzij P, Q, hetzy I’, Q;en niet de algemeene
vormen P, Qof P,Q, aangezien deze discontinuiteit zouden
die o

geven in de wasrden vam #, — , —— en dus ook in 1w,
e dg




108

dw  iw

—_—y —

de @
hetwell ongerijmd is. Om te bewijzen dat dit hetgeval

, op de lijn die de brandpunten vereenigt,

zou zijn, beschouwen wij twee punten m en ' symme-
trisch t. o. v, de verbindingslijn der brandpunten en
oneindig weinig daarvan (dus ook van elkander) verwij-
‘ encl BT du

derd. Drukken wi nit dat de waarden van w, — » —
F du dp

voor die twee punten onemdig weinig moeten verschillen.

Algemeen is (vgl. form. (3) bladz. 97)

B ¢ te
= .

Het ig duidelijk dat de ellipsen van den parameter 8,
voor die punten, welke hoe langer zoo dichter bij de lijn
liggen, welke de brandpunten vereenigh, tot die Ign
naderen ; het limietgeval 8 = o stelt die Ijjn zelve voor;
immers : ¢ nadert tot de limiet ¢ en ¢ tot 0 en dus
volgens bovenstaande waarde van &

lim. & = 1 A Hid S0,

Zooals wij zagen (vgl. noot van bladz. 97) stelt « voor
den hoek, dien de assymptoot van de hyperbel, gaande
door (x g) maakt met de groote as. Als dus de cobrdi-
naten van

moEn « en o zoo wijn die
Van mn’ — @ en o
cn de continuiteits-voorwaarden laten zich zoo uitdrukken :
d
fo

L

@ w (o 0) = u (— ® 0)5 ——u (% o) =

= — — y {(— =, ()); u(%*. 0) == — _".#

— {— , 0)
oo 8 ae

waarvan de eerste en tweede uit elkander volgen.




109

Beproeven wij nu eerst of w =P, Q =P, (mQ, |} = Q,)
aan deze voorwaarden voldoet. Substitueeren wij deze
waarde in de eerste vergeljking (¢) zoo komt (omdat,

als wij ¢ in — a« veranderen, P,, waarin alleen sinussen
voorkomen, in — P, overgaat, terwijl D, onveranderd
blijit) '

£ [-m (Ql)o +n (QZ\’G] =—0D [m (Ql)o + n (Qz]a]
maar uit (z) is duidelgk dat Q,=o¢ en dus
2P (Q,), = — =P, (Q,),
waaraan niet kan worden voldaan dan door n — o.
Zij in de tweede plaats w = P.Q =P, (mQ, 4- nQ,).
De laatste vergelyking (c) geeft

3 l-< dQ,.) ) (EQQ) —|__ . | (CEQL) dQ)\
lﬂ‘l,m (—&-—E o—l—ﬂ(—tgaJ_. P, [m = +n(_di§)a.!

maar (i—%){z o vgl. (6) en dus

P,m (E{?{) = —P,m (%‘)
a’ e

m—o d Ww. %

2

en dus

zal P,Q eene continué waarde aan » geven, Zoo moet

{ S oy o G . ol L

wich reduceeren tot Q3 zal P in d_geendlse-ontmmtmt
Pk

goven, zoo moet Q worden (). Hebgeen te bewnzen was.
Er zijn dus twee oplossingen of m. a. w. fwee enkel-
voudige trillingstoestanden mogelijk, gegeven door de
tormules
B3 w=— APQ, sin 2i¢
(84) w=—BP,Q, sin 24t
Zullen nu deze oplossingen ook voldoen aan de conditie

w=o0 voor 8 =B (vgl. (7)) zoo moet
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Qe =0 (=0

Deze vergelijkingen stellen hef verband daar tusschen ,

h en g. Zij hebben oneindig veel wortels. zoodat bi

elke waarde van ¢ weder oneindig veel waarden van 7
of i¢ behooren.

Noemen wij de wortels van af de kleinste respectievelijk

J"l.;,l - ’I‘"E-_(i Ll s = l.l._ﬂ' ~ Ll e

z00 nemen de particuliere oplossingen dezen vorm aan

(35) w,=A, P, @, sin2; et

36) w,,=B,. P, Q,, sin2d

&3
§5 Algemeene oplossing.

Nemen wij nu de som van alle mogeljke enkelvoudige
trillingstoestanden, zoo blijven daarin de willelkeurige con-
stanten A,,, B
bepalen dat de superpositie der enkelvoudige trillingen

welke wij zoodanig moeten trachten te

gr

de gewenschte beginwaarde aan de snelheden geeft d. w.z.

daw x
(7_ — ¢ (0, 8). Deze voorwaarde gebracht m de alge-
it |

meene oplossing

w

O o |
(B7) w= 2’1 2 A, P, Q, sin 23 ¢+
=1 g=e |
IO i |
x x B, P,. Q, sin 2l et

s=1 g—a

.I..

levert de vergelijking waaruit de constantcn moeten wor-
den gevonden

("{R) 72 (m’ B) — 2¢x2 lm ‘Aﬂl IJI,G: Qlyx +
+2c2x¥ B, P

2ou (’l‘.’ys'

Om tot de oplossing hiervan fe geraken merken wij
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op dat P en () onevene en P, en €. evene functies van

x en f zyn, zoodat
PP=A=s4+ B4 Qo' .
A TR b e B S AR )
(Ky/) ~¢ A +
) h=Mg+N g*+ P g° -
i =R +-8p2 4 Tgt

Dit blgkt terstond uit de reeds gevondene vormen van
Pn Q.‘-

Immers: Py bevat slechts sinussen welke zich slechts
in reeksen volgens onevene machten van de veranderlijke
laten ontwikkelen. P, hevat slechts cosinussen en is daarom
eene evene tunctie. — () bestaat uit cenc reeks fermen
als: e — ¢ 7, maar

]-)H

¢ — ¢* = 2p+2 - g t-.en is dus oneven, terwil
st
Q. even is aangezien
2
)
o e =2 o f o
2
Hieruit blykt dat Py Q, den vorm
(@) capg+ha’pg+eap + ... . heeft welke oneven
1® too, v. « en 8, ieder afzonderlijk manar even 7. o. o
beide te zamen.

Evenzoo is de witdrukking door P, Q,

() bt i+ mp - ne2@® 4 .. ..
evVen I 0. van m €n g.
Om deze reden moet ook & (a,s) zoodanig gegeven
zijn dat zi zich splitsen laat in twee funchies
Fle,@enF (. p8)
die respectievelik vormen hebben als (a) en (b).
Daardoor laat dan de vergelijking (38) zich splitsen in

deze twee




112

(39) [ (“’ '6) - ‘2 & z X ly* AW ]')‘ln_'rl u‘iy&

a—1 =

(40) F (“’ ﬁ) =Ze & = ‘j".m' Bb’-a Pﬁw Q':!ys'
T =
Voor de afzondering der constanten gebruiken wij de
gelyjkheid
Qj,l)fj /-;ﬂ- {E(zﬁ.)-COSQ&}PP'QQ'(;ﬁdu:O‘
waarin wi door P en I, Q en () twee verschillende
waarden van P of Q) van dezelfde soori aanduiden. Deze
geljkheid laat zich gemakkelijk bewijzen; want de groot-
heden P, P, Q, @ voldoen aan de vergeljkingen.
&) ,
E‘“ —[R—22cE(2)] Q=0
dﬁ 4 ) ’ 1
Eﬁg — [R/—247 ¢ H (28) [Q =0
apP i
e [R*‘%J‘Q &2 ¢os 21)5_' P =}
(!ﬂs '
&P .
— — [B—2a"% ¢® e0s 2] P = 0.
e
Trekken wi @ maal de tweede vergeljking af, van @
maal de eerste en integreeren wij over g van o tot B zoo

komt, partiéel integreerende
,dQ a

@ o=(Q s aﬁ,l +

+ 2 (=27 ¢ 7 E(2) QQ dp — (R—R) [;“ QU de

Op dezelfde manier geven de derde en vierde verge-

lijking

. dP AP\ n

y o={pE = YL
@ o du do ,)n

— 2 (=17 & ""'r PP’ cos 2« de + (R -RA ./ 7 PP da
: T ( ¥l s
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In beide deze vormen is de eerste torm -~— o, want
van (¢) verdwint de eerste term, voor de bovensto
grens, omdat Q' en Q mnul zijn aan den omtrek ; voor
de onderste, omdat, als Q on @ beide van de soort
Q, zijn, zij zelven — o worden , en als O en Q heide van
de soort Q, #zijn, hare afgeleiden ==o¢ zgn. (Vgl. de vor-
men van Q, en Q, in de form. (K) p. 110).

De eerste term van (d) is == o omdat P en P’ (welke,
zooals wij aannamen van dezelfle soort zijn) aan de beide
grenzen dezelfde waarde hebben. Bjj gevolg bestaan deze
twee vergeljkingen :

(@ (R—F) /27 QQ dg =2 (=1 ¢ /" QU B (%) ds
() 2*—ad) ¢ /:n PP’ cos 2ede = (R—R) /0?T PP’ do

waarvan het product geeft

() B—R9(2* -2 'ﬁﬂ'/zﬂ (E(2p)—cos 2,)PP” Q) dg de—0

zoodat

(h) J:B ﬁ'” (T (28) — cos 2w) PP* QO dg dy == 0 is.

Deze gaut nog door als 2 =3/, want, ofschoon dan

(9) identiseh wordt, geven (¢) en (F) terstond
f;“ QO dB= o S PP da=0
waardoor de gelijkheid (5) wordt bewezen.

Eveneens gaat zij door voor R — R/.

Maar is gelijktijdic R =1 en 3 — 3 enisdus PP—P
en Q=@ zoo geldt zij niet meer.

Men ziet gemalklkelijk in hoe nu dezo vergelyking dienen
kan om de constanten afte zonderen. Immers, vermenig-
vuldigen wij (39) en (40) respectievelijk met

Ply! nga (E (2&) -— 08 got) (ga (gﬁ en
P Que (B (28) — cos 2a) do dg
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en. integreeren wij dan over « van o tot = en over 3 van
o tob B, zoo zullen alle termen wegvallen, behalve die
met de constante A, of B, welke daardoor is bepaald
en hiermede is dus de algemeene oplossing voltooid.

§ 6. Hnkelvoudige toonen. Knoopljnen.

Wij vonden dat er twee soorten van enkelvoudige tril-
lingstoestanden mogelijk zijn, gogeven door de formules

w=A P, (), sin 2i ¢t w=:B P, Q,sin 2" ct.

De trillingsduur van deze toonen is respectievelijk

=
T = — i
Ac i

i

-

waarin » een wortel 18 van (Q,); = o0 en » van (Q,); = o.
Het aantal frillingen per tijdsecnheid is dus

(¥} €

1
N (9.8) == rF = - ﬂ’g_s 3 N/ (,‘_?-S) — ; A

UE]

d. i. de hoogte van den toon wordt gemeten door de
waarde van i. De knooplijnen zijn bevat in
@42 Pi=o ; Q=0 voor de eerste soort,
“43) P,=o0 ; Q,—o voor de tweede soort.
P,—o0 cn P,=o zijn de vergelijkingen van hyperbels
confocaal met het vlies. Aangezien « — const voorstelt de
twee halve takken van eene hyperbel, die denzelfden
assymptoot hebben, correspondeert met elken wortel der
vergelijking P, =0 of P,=o zulk eene halve hyperbel.
Het aantal wortels van deze vergelykingen tusschen
0en g I8 —g.
Went: Tn de ecrste plaats kan noech P, = o noch P, — 0
twee gelijke wortels hebben; veronderstelde men toch dat

P = o twee gelijke wortels a had, zoo zou voor die




115

waarde, niet alleen P — o zijn, maar ook — — o en
i

dus volgens de vergelijking

0
a

o + (B—27° cos Quy P=p
() 4

en hare achtereenvolgende afgeleiden, ook alle differen-

P o
tiaal-quotienten — -—P, . == 0; waaruit dan vol-
do’ " do’
gen zou
Pt g (u—-a)(—@—) XL Ve s at=p
det /a

d. w. z. P zou=o zijn wat ook % is, hetgeen ongerijmd.
Z1 nu ¢ een wortel van

P, =sing: | ¥ [@sin (g + 2) 4 4-& sin ‘(g—-Q) al L .. =o.

Als wij & continu laten veranderen in I, zoo zal daar-
door ook ¢ veranderen , maar zj) kan niet = o worden,
omdat dan P, =0 twee gelijke wortels hebben zou. Ook
kan zij niet = 7 worden, om diezelfde reden, Steeds moot
1) dus binnen die grenzen blijven. Bygevolg blijft het
aantal wortels tusschen o en » van P, = o hetzelfde, als
wij de waarde van % varieeren.

Zij nn d een wortel van

Py= cos g + 4*[a cos (g + 2atbeos(g—2) el +....=0,

200 kan ook d, door % zonder sprongen te doen veran-
deren, de grenzen o en = niet overschrijden; want voor

; . Py .
dic waarden 18 — = o; werd voor diezelfde waarden
W

bovendien nog Py==o0, 700 zou weder, evenals boven, be-
wezen worden dat Py == o gou moeten zijn voor elke k.
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Bijgevolg is ook hier het aantal wortels tusschen o en #
hetzelfde, welke ook de waarde is van A
Voor 4 = ¢ nu worden
P, =singa=—o P,—cosga=0
welke klaarblijkelijk ¢ wortels hebben tusschen o en =
(de wortels ® — o zelven mederekenende).

De vergelijkingen Q — o, Q,—o geven de elliptische
knooplijnen, waarvan het aantal gelijk is aan het aantal
waarden van g tusschen de grenzen o en B, die Q, of @, nul
maken. Dit aantal is bij den toon, correspondeerende met
4,, gelifk aan s—1. Voor het bewijs hiervan verwijzen
wij naar Mathieu. Wi merken alleen op dat voor
¢=o (d i voor het cirkelvormige vlies) ditzelfde resul-
taat is gevonden.

Algemeen heeft dus de toon N (g,9)

g hyperbolische knooplijnen, als wij de twee halve
takken , die denzelfden assymtoot hebben en de groote en
kleine as ieder voor ééne hyperbel in rekeming brengen;
en s—1 clliptische knooplijnen.

De numerische berekening der afmetingen var die
knooplijnen eischt de oplossing der transcendente verge-
lijkingen (42) en (43). Wi zullen ons daarmede niet
bezighouden , aangezien toch, voor zoover oms bekend is,
nog geene proeven zijn bekend gemaakt, genomen op
het elliptische vlies waarmede de uitkomsten der theorie
zouden kunnen worden vergeleken.

Overigens verwijzen wij, voor meer uitvoerige theoreti-
sche ontwikkelingen, naar de reeds aangehnalde werken
van Mathien.




HOOFDSTUK VI

VERGELIIEING DER UITKOMSTEN VAN THEQORIE EN WAARNEMING.

§ 1. Voorloopige opmerkingen.

In de inleiding wezen wij op het belang van de studie
der vliezen voor de theorie van de Elasticiteit. In die
theorie zijn kleine grootheden verwaarloosd, die mogelijker
wijze hier en daar van merkbaven invloed kunnen zijn.
By de toepassingen op versehillende gevallen neemt men
dilewijls zijne toevlucht tot hypothesen, welke wel de
berekeningen zeer vereenvoudigen en zonder welke die
rekeningen meestal onuitvoerbaar zouden zijn, maar waar-
aan de gevallen, welke werkelijk in de natuur voorkomen,
niet of slechts bonaderd voldoen. Zoo is by de behandeling
der vliezen aangenomen, dat elk punt van een frillend
vlies zich zal bewegen op de loodlijn opgericht op den
evenwichtsstand ; men heeft goabstraheerd van de nitwen-
dige krachten en aangenomen dat de dikte van het vlies
oneindig klein is. Hieraan nu wordt bij de proefneming
nooit voldaan. De uitkomsten der theorie kunnen daarom
niet dan benaderd zijn. De vergelijking van de waarne-
ming met de theorie moet beslissen of dic benadering
voldoende is en zoo niet, hoe groot die afwijkingen zijn
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en wij hebben dan te onderzoeken voor hoever die aan elk
van de bronnen van dwaling moeten worden toegeschreven.

Maar behalve deze onvermijdelijke fouten , zijn cr andere,
die in de praktijk zeer moeilijk geheel zin te elimineeren.
Hierhij komen in de eerste plaats in sanmerking de fouten,
ontstaan uit de ongelijkmatige spanning, Eene tamelijke
gelgkmatige spanning is slechts met de uiterste zorg en
meestal eerst na vele vergeefsche pogingen te bereikemn.
Daarna wijzen wij op de niet volmaakbte vastheid van
de randen en de nooit geheel zekere homogeniteit van
het vlies. — Deze bezwaren zijn oorzaak geweest dat ver-
schillende proefnemers, die niet allen met evenveel zorg
schijnen te hebben geéxperimenteerd, tot zoo uiteenloo-
pende uitkomsten zijn geraakt.

Eer wij evenwel de waarnemingen dier proefnemers
behandelen, zullen wij, om de vergelijking gemakkelijk
te maken, een overzicht geven van die resultaten der
theorie, welke het gemakkelijlst door de proeven kunnen
worden nagegaan. Wegens de steeds onvolledige kennis
van de spanning van het vlies, die altijd aan kleine ver-
anderingen onderhevig is, ten gevolge van de onstandvastige
temperatuur en den veranderlijken hygromefrischen toestand
van de lucht, houdt men zich niet bezig met het volstrelkte
getal trillingen van het vlies , maar men vergenoegt zich, de
verschillende toonen van het vlies onderling te vergelyken.
Wi zullen dan ook slechts die werhoudingen der toonen
laten volgen. Bovendien geven wij slechts de resultaten
van de berekening voor het vierkanfe en het cirkelvor-
wige vlies, omdat, voor zoover ons bekend is, nog geene
proeven op driehoekige en elliptische vliczen zijn geno-
men, terwijl ook het rechthoekige vlies slechts zeer terloops
door eenigen is behandeld.
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§ 2. Overzicht der theoretische uitkomsten
voor het vierkante vlies.

15, De mogelijke toonen van het vierkante vlies wer-
houden zich als de vierkants wortels nit de getallen

2, 5, 8, 10, 13, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 33,

of by benadering als de getallen

13.1.58% 2:.2.24: 2555 .8,.92; 3; 3.16; 8.504;.3.61;

2¢.,  Alle toonen N (z,7) worden vergezeld door één on-
veranderlijk stel knooplijnen, die het vlies in i? gelijke
vierkanten verdeelen.

/ ¢
3¢, Met elken anderen toon N ( : ) correspondeeren

&
oneindig veel verschillende stellen knooplijnen, waarvan
er één of meer mit vechbe lijnen hestant. Deze verschil-
lende stellen, behoorende bij éénen enkelen toon, te zamen,
unoemen wij het knooplijnenstelsel van dien toon em wij
nemen als type van zulk een stelgel, het stel dat uib
lijnen evenwijdig aan de zyden van het vlies bestaat.
Gebruiken wij nu eene notatie analoog met die voor de

toonen, Laatb (;E
b

) algemeen voorstellen, o linen even-
wijdig met de eene en b lijnen evenwijdig met de andere
zijde, zoo zal dit symhool alle stellen vertegenwoordigen,

die den toon N (g + i) kunnen vergezellen. (#, ¢} zal op
+

dezelfde wijze voorstellen het eenig mogeljk stel knoop-
lijnen van den toon N (a1, ¢+ 1)
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4°. Wi kunnen nu cen gemakkelijk overzicht geven
van alle toonen en knooplijnsystemen op deze wijze:
Taonshoogte | 1. —| 1.68| 2.—| 2.24) 2.55( 2.9 3.—| 3.8 4.—

Knoopl {0.0)1(;) (L.1) (z) (f) (;) (2.2} (i) (3.3) BNz,

§ 3. Resultaten der theorie voor het
cirkelvormige vlies.

1e.  Hlke toon heeft slechts &n stel knooplijnen be-
staande wit cirkels of middellijnen of beide gelijltijdig 1).
Zulk cen stel duiden wij aan door de notatie van Bourget
C, My d. w. z a cirkels en & middellijnen.

2e. De onderlinge afstand der cirkelvormige knooplijnen
is bijna gelifk. Bij die toonen waar geen middellijnen
aanwezig zijn is de straal van dem binnensten cirkel
kleiner dan die afstand; de onderlinge afstand der meer
naar den rand gelegene cirkels is een weinig grooter dan
die van de meer binnenwaarts gelegene en het middel-
punt is geen knooppunt. Bij de overige toonen is dit
alles omgekeerd.

3% De verhouding der tooncn, die het cirkelvormige

1) Prof. Bourget meckt op dat, ofschoon dit »mathematisch
gesproken” het geval moct zin, het evenwel reeds vooral te zien
is dat dit in de prakfijk niet steeds het geval zijn zal; want,
hoewel in form. (17) bldz. 80 elke term een verschillende toon
voorsielt, komen er vele toonen voor, die zoo weinig versechillen
dat zij physisch als denzelfden mosien worden beschouwd, aan-
gezien men bij prosfoeming hevindt, dat het vlies ook teilt voor
toonen, die zeer nabij de toonen hggen voor welke het vlies het
duidelijkst aanspreeké. Daardoor worden dan ook somtijds meer
ingewikkelde fignven voortgebrachl, maar zij mijssen bijna altijd
de scherpte der andere figuven,
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vlies geven kan, met de afmetingen der daarbij behoo-
rende knooplijnen worden gegeven in het volgende*over-

zicht. De hier gegevene getalwaarden zijn genomen uit de
recds vroeger aangehaalde verhandeling van prof. Bourget,

e .

[
Verhouding van het Btralen der knoopeirkels ,
asntal trillingen tot dab KENUOPLII NN, als de sfraal van het
van den grondtoan. vhes — 1 is.
je C, M, |
1.549 C, M |
2.136 ¢ M,
2.296 C, M, r = 0.436
2.653 c, M, |
2.918 C, M, r == 0,546
3.156 ¢, M,
3.501 ¢, M, | »=0610
o t = 0.278
b0 CeM.. ¢ eenew
3.652 C, M,
1.060 C, M, r = 0,654

Met deze resultaten der theorie hebben wij nu de he-
trekkeljlk weinige proeven te vergelijken, die op vliezen
genomen zijn. Poisson in zijne kleine verhandeling 1)
over de elastische lichamen, klaagt over het volslagen
gemis aan proeven die hem zouden in staat stellen de
uitkomsten door hem voor het cirkelvormige vlies ver-
kregen, san de wamrneming te toetsen. Ook schijnt hij
die niet gevonden te hebben voor het rechthoekige vlies,
althans hij maakt dasrvan goene melding ofschoon hij niet
verzmmb by de beschouwing van andere lichamen, door

1) Annales de Chimie et de Physique t. 37 p. 352.
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hem behandeld, de proeven aan te halen, die dienen lmm-
nen om zijne theorie te bevestigen. Dit neemtb niet weg,
dat toch reeds een paar jaar vroeger, proeven waren be-
kend gemaakt, genomen op vierkante en eenige weinige
ook op cirkelvormige vliezen.

§ 4, Proeven van BSavarh

Deze proeven zijn van den bekenden natuurkundige
Savart 1). Zij hadden hoofdzakeljlk ten doel, zyne
theorie van het gehoor te bevestigen, welke aanneemt,
dat de vliczen resonneeren kunnen voor elken toom.

Van zijne wijze van proefneming declt hij slechts mede,
dat het vlies in beweging wordt gebracht, door het te
houden boven eene geluidgevende orgelpip, welke ver-
lengd kan worden, zoodat de toon daarvan langzaam kan
worden veranderd. Van de wijze van spanning, de zelf-
standighcid der vliezen enz. maakt hij geene melding,
wat daarom te betrcuren ig, omdat het dasrdoor ommo-
gelijk is, zijne proeven, dic tot zoo vrecmdsoortige uit-
komsten leidden, te herhalen, Zijue resultaten zijn:

1°. Een vlies kan elk willekeurig aantal trillingen in
de seconde volbrengen.

9¢ Hene verdeeling van het vlies door klankfiguren,
kan men onmerkbaar in elke willekeurige anderc doen
overgaan door langzame verandering van den {oon der
orgelpijp, die het vlics in trilling brengt.

Men ziet hoe geheel in strjd dit is met de theorie,
welke slechts ééne bepaalde veeks van toonen als moge-
lijk geeft en volgens welke de verschillende stellen knoop-

1) Ammales de Chim. et de Phys. t. 32.
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lijnen, behoorende bij éénzelfden toon, in elkaar kunnen
overgaan (door verundering van den velatieven stand van
vlies en orgelpijp) maar niet het systeem van eenen toon
in dat van eenen anderen. Immers, als het vlies, zooals
de theorie aangeeft, slechts voor bepaalde toomen aan-
spreekt, zoo zal, als men van een der mogelgke toonen
van het vlies, de orgelpijp tot den volgenden doet over-
gaan, het vlies in dabt interval zonder beweging zyn.
Zoodra nu de hoogte van dien volgenden toon is bereikt>
zal het vlies weder in ftrilling geraken en het systeem
knooplijnen van den vorigen toon zal eensklaps in dab
van den nu sansprekenden worden vervormd.

Savart gaat zells nog verder in zijne beweringen en
houdt staande, dat niet alleen vliezen, maar ook alle
andere lichamen resonneeren kunnen voor elken foon.
Dit nu is zoo geheel in strijd met alles wat belkend is
aangaande de trillingen van snaren en andere lichamen ,
dat het onmogelijk is de proeven, die tot zoodanige uit-
komst leiden, ook voor de vliezen, zonder nader onder-
zoek aan te nemen. Prof. Bourgetl en Prof. Bernard,
hebben in hunne verhandeling (waarvan zoo aanstonds
sprake zijn zal) er zich op toegelegd, de waarschinlijke
oorzaken van Savarts dwaling aan te tooncn. Eerst
hebben wiy evenwel nog het veel vroegere werk van

Prof. Marx te behandelen 1).
§ 5. Proeven van Marx.

Welk doel Prof. Marx zich voor oogen stelde bij zijne

1) Van dezen auteur zijn twec verhandelingen opgenomen in
Sehweigger Seidel’s Journal Bd, 65, 8. 148 en Bd, 60,
8. 109,
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proeven, blijkt niet duidelijk. Aan het ecinde van zijne
tweede verhandeling geeft hij wel eene proeve van theorie
der klankfiguren, maar deze laat niet toe de afmetingen
der knooplijnen te bepalen. De werken van Poisson
(1828 en 29) over dit onderwerp schijnen Marx (1832)
geheel onbekend te zijn gebleven, ten minste nergens
blijkt eene poging de door Poisson gevondene nitkom-
sten met het rosultaat zijner proeven te vergelijken. Dit
is zeer te betreuren, want zonder twifel zouden zijne
proeven in dat geval oneindig meer waarde hebben gehad
dan waarop zij nu kunnen aasnspraak maken.

De vliezen van kautschuk, welke Marx gebruiks, zijn
van zijne eigene vinding; hij geeft eene uitvoerige he-
schrijving van de vervaardiging daarvan. Zij zijn uiterst
elastisch en geven volle toonen, gelijkende op het geluid
van ecnc klarinet. Minder zorg dan san de bereiding der
vliczen schijnt Marx asn de wijze van spanning ten
koste te hebben gelegd. Hij zegt daarvan alleen dat hij
het vlies brengt over de opening van een’ houten, glazen
of metalen cilinder, waarna het »zoo sterk mogelijk ge-
spannen en de omslaande rand behoorljk vastgebonden
moeb worden.” Maar meer nog: Het vlies wordt bij de
eerste proeven van Marx in beweging gebracht door er
een’ luchtstroom uit den blaasbalk op te richten ; het uit-
einde van de buis, die den wind aanvoert moet eenigs-
zins tegen het vlies worden aangedrukt, Ook dit is eene
bron van onzekerheid in de geljkmatigheid van de spanning,.

Het is des te vreemder dat Marx nict meer zijne op-
merkzaamheid aan die spanning wijdt, omdat hij zelf de
aanmerking maakt dat de minste verandering in het aan-
drulkken van de windbuis fegen het vlies » waardoor eene
verandering van spanning wordt te weeg gebracht” ter-
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stond eene verandering van toon en knooplynenfliguur
ten gevolge heeft. Het bewijs dat werkeljk de span-
ning van het vlies bl Marx doorgaands onregelmatig
was, ten minste by de corste proeven, waar het vlics
door den luchtstroom werd in beweging gebracht, is,
dat alle figuren niet alleen zeer onregelmatig, maar ook
oeheel asymmetriseh warven (z. a. iz op te muken uit de
tweede verhandeling van Marx t. a. p. blu. 115, eene
der eerste regels).

De resultaten gevonden in de eerste verhandeling van
Marx #zijn dan ook afwijkende van de theorie. 7ij laten
zich zoo samenvatten:

1¢. De klankfiguren der Acolinc (zoo noemt Marx zin
werktuig) zijn allen kromme lijnen, waaronder geen cirkels.

2¢, Hoogere toonen geven meer samengestelde, lagere
meer eenvoudige figuren. |

3°. De laagste toon heeft ééne zwak gekromde lyn ,
gaande door het middelpunt.

Het tweede wil ook de theorie; daarentegen kunnen
volgens de theorie slechts cirkels en middellijnen voort-
komen en heeft de laagste toon in het gcheel geen knoop-
lynen. Deze toon i1s evenwel moeielijk op het vlies op te
wekken zonder het aan te slaan, ten minste ook Bourget
en Bernard konden hem niet voorthrengen bij hunue ge-
wone wijze van procfneming (met eene orgelpyp). Het is
daarom niet onwaarsehijnlijk dat Marx op een na den
laagsten toon voor den laagsten heeft aangezien. Deze
toon nu heeft ééne middellin als knooplijn en deze zou
dan tamelijk wel overeenkomen met hetgeen Marx waar-
neemt, ;

In zijune tweede verhandeling geeft Marx eerst eene
voortzetting van op dezelfde wijze in het werk gestelde
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proeven, Iy vindt o. a. dat by toomen (?), die {usschen
de ters en de quint van den laagsten toon liggen, twee
middellijnen voorkomen, die elkander rechthoekig snijden.
Meestal zjn die knooplijnen een weinig gehogen, z66
dab zy er uitzien als de twee takken van eene hyperbel.
Wanneer, zooals wij aannamen, de spanning bij Marx ge-
brekkig was en de laagste door hem waargenomen toon,
op één na de laagst mogelijke van het vlies is, zoo be-
vat ook deze waarncming eene (hocwel zeer gebrekkige)
bevestiging van de theorie. Immers de theorie geeft (vgl.
tabel blz. 121) voor de toonen wier knooplijnen zijn
C, Mi en C, M; cen interval liggende tusschen de torz
en de quint., Dat de middelljnen als hyperbels gebogen
zn wijst op twee ongelijke assen van electriciteit waar-
door de knooplijuen tot die van het cliptische vlies naderen.

Overigens vindt Marx:

le. Dat de intervallen tusschen de mogelijke toonen
soowel bij de lagere als b de hoogere zeer klein kun-
nen zijn,

2¢, Dat alle hoogere toonen zeer onregelmatige knoop-
lijnen hebben.

3% Dat by één’ enkelen toon meer dan een stel knoop-
lynen kan voorkomen.

Vooral de cerste en laatste uitkomst wijken ver af van
hetgeen de theorie leert. In hoeverre bij het laatste resul-
taat de reeds asngehaalde opmerking van Bourget (ze
noot bldz. 120) van toepassing is, is niet te beslisven,
omdat Marx niet zegt of deze regel ook geldt voor
lagere toonen, wier intervallen door de theorie als grooter
zijnde, worden gegeven en waar dus natuurlijk die op-
merking geene verklaring zou kunnen geven.

Gaan wij nu over tot de proeven, die in deze verhan-
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deling zijn gegeven en welke op eene andere wijze genomen
zijn. Bij deze proeven wordt de beweging van eene lon-
gitudinaal trillende staaf of van de lucht eener orgelpip
ann het vlies medegedeeld. Op deze wijze verkrygt Marx
niets dan ringen (welke ook door andere proefnemers heb
gemaklkelijkst werden verkregen). De afmefingen dier
ringen zijn onderworpen aan de regels:

1°. De onderlinge afstanden der ringen zijn even groot.
Dit is nagenoeg overeenkomstig met de theorvie (vgl.
2¢ bldz. 120). Vooral bij hoogere toonen z a. die zijn,
welke Marx beschouwt, Uit de uitvoerige tabellen welke
Bourget geeft, blgkt, dat dit b. v. voor den toom,
wiens knooplijnenstelsel is Cs M, nog geen duizendste
van den straal van het vlies verschilt.

2°, De onderlinge afstand der knoopecirkels is het grootst
bij de laagste toonen van het vlies.

3°. De toon die het octuaf i3 van eenen anderen, geefl
het dubbele aantal ringen. Ock dit iz benaderd waar en
wel des te meer naarmate die toonen hooger zijn. Nemen
wij b. v. het geval dat Marx heeft, n. L. twee toonen,
die respectiovelijk 12 en 24 ringen hebben. Dit zijn de
toonern. '

N (0.13) en N (0.25).

Wij vinden voor de wortels der transcendente vergelij-

king (15) blz. 84 de twee waarden
Gons = 40.06' ; 19, 2= TE.76.

Als nn @ het aantal trillingen is van den toon met den
eersten wortel correspondesrende, zoo is volgens form. (23)
blz. 82 dat aantal voor den tweeden toon Eﬂ:—a =194

40.06
welke slechts omgtreeks een’ kwart toon van het octaaf
des eersten verschilt, en deme toon zal al aanspreken als
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de staaf of orgelpijp het octasf geeft van den vori-
gen toon.

Deze laatste proeven zijn dus aan te merken als eene
bevestiging van de theorie, :

Toch wijken én de eerstc proeven van Marx én de
uitkomsten van Sa vart, zoozeer af van hetgeen Poisson
had gevonden, dat de theorie on wasrneming als in strijd
met elkafir moesten worden aangemerkt: Om dezen strijd
te beslissen waren proeven noodig, genomen met de uiter-
ste zorg, zonder vooraf opgevatte denlkbeclden (waarvan
men Savart mag verdenken) en welke zich als doel
stelden de juistheid der theoretisch gevondene resultaten
aan de waarneming te toetsen.

§ 6. Proeven van Bourget en Bernard.

Proeven voldoende aan deze voorwaarden zijn eerst
korten tnd geleden gegeven door Bourget en Bernard.
Wij laten een overzicht van die waarnemingen volgen.

In de eerste plaats hebben zij zich bezig gehouden met
de vierkante vliezen 1). In de verhandeling dasrover
wordt al terstond gewezen op de onwaarschijnlijkheid der
uitkomsten, door Savart verkregen. Immers, zooals
wij reeds opmerkten, voor de snaren althans strijdt het
door Savart beweerde, ten eenenmale met wat omtrent
de trillingen daarvan bekend is. Maar ook voor vliezen:
welke overgang laat zich denken van het geval waarin
geen knoopliyn voorhanden is tot dat waarbij er ééne
voorkomt? Bovendien, wanneer men in de nabijheid van
een vlies eene reeks van toonen voorthrengt zal men tor-

1) Annales de Chim. et de Phys. 30 serie 60. A 1860,
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stond wasrnemen dab slechts eenise daarvan worden ver-
sterkt. Hn »! spreekt heb vlies aan, dan nog is die toon
niet altijd die, welke in zijne nabijheid is voortgebracht.
De oorzask van Savarts dwaling ligt wasrschijnlijk
hierin, dat hij slechts (zooals blijkt uit de figuren, die
hij geelt) de hoogere toonmen heschouwd heeft, tussehen
welke de intervallen zoo klein zijn, dat hij heeft kunnen
meenen dat het vlies voor alle toonen resonneerde , te meer
omdat voor toonen een weinig hooger of een weinig lager
dan die, welke het vlies geven kan reeds trilling ontstaat. —
By den overgang van één’ van twee zulke nabij liggende
toonen tot den anderen, hebben Bourget en Bernard
steeds ecen verward ophoopen van het zand waargenomen.
Deze onregelmatigheden heeft Savart waarschijnlijk voor
overgangsvormen gehouden, hoewel zij bij nauwkeurige
waarneming steeds veel minder scherp blijken te zijn als
de knooplijnen, dic zich bij de werkelijke toonen van het
vlies vormen. Behalve deze overgangsvormen blijven nog
eenige (zeer regelmatige) fignren van Savart onverklaard,
maur deze zjn, niettegenstaande de auteurs van de nu
behandelde proeven zich jaren lang met vierkante vliczen
hebben bezig gehouden, nooit door hen waargenomen,
De zelfstandige proeven van Bourget en Bernard
zijn zeer gevariderd. Zij namen doze prooven op vliezen
van verschillende grootie en van allerlei zelfstandigheid.
De grootte wisselde af van 10 tot 35 centim. Gewoonlijk
gebruikten z1 vliezen van papier sams fin, dat zeer homo-
geen en weinig hygrometisch is; maar ook ander papier,
perkament enz. werden aangewend. De randen waren van
hout, steen, karton of iets anders, meestal van hout of
karton. Het vlies werd in beweging gebracht door eene

opene orgelpijp met fluitmondstuk, waarvan de harmo-
g
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nische toonen weinig intensiteit bezitben. Alle orgelpijpen
die zjj gebruikten waren voorzien van eene bewegelijke
papieren buiy, waardoor zij konden worden verlengd,
Het grootste beswaar dat by de proeven moeb worden
overwonnen is het verkrijgen eener geljkmatige spanning.
Bij de proeven van Bourget en Bernard werd het
papier, dat dienen moest als vlies, nat gemaakt en, door
het daarna in een boek vloeipapier tc persen, Op cenen
willekeurigen oraad van vochtigheid gebracht. Dan werd
over den rand een lasagje gom gebracht en werd hy tegen
het vlies asngedrukt. Bij het droogen werd dan de span-
ning natunrlijk grooter of kleiner naarmate het vlies meer
of min vochtiy geweest was. Niettegenstaande deze wize
van het vlies te spannen vrij goede resultaten geeft is
men  toch nimmer van te voren zeker dat de elasticiteit
in alle richtingen dezelfde zijn zul. Maar men kan erken-
nen of dit bij een vlies werkelijk hel geval is. De methode
waardoor dit geschiedt is gegeven door bovengenocmde
natunrkundigen. 7ij berust op het volgende:

2 :
Bij den toon N ( 1) kunnen zich o, a. de heide stellen

knooplijnen (0, 1) en (1, 0) vormen. Als er evenwel twee
ongclijke assen van elasticiteit zijn, waardoor de knoop-
lijnsystemen mocten naderen tot die van eenen rechthoek
met ongelijke zijden, zoo vormt het ceme stel zich voor
eenen hoogeren toon als het andere. Hierdoor doet zich
dikwijls de omstandigheid voor dat, by het langzaam
hooger worden van den toon der orvgelpijp , het stel (0.1)
zich vervormt om eerst voor een’ hoogeren toon in (1.0)
over te gaan (ook dit is hoogst waarschijnlijk eene bron
van font geweest bij Savart), Nuis, ook zonder theorebi-

sche kennis, dumidelijk, dat, als de beide assen van elasti-
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citeit dezelfde zijn en het vlies homogeen en overal van
gelijke dikte is, de beide stellen knooplijnen (0.1) en
(1.0) zich voor denzelfden toon even gemallkelijk mocten
vormen, aasngezien deze heide middellijnen volmaakt in
dezelfde omstandigheden verkeeren. Zal dus een vlies
bruikbaar zijn zoo moet het die twee stellen (of algemee-
ner de twee stellen (@, ) en (b, a), cvenzeer kunnen
geven voor denczelfden toon.

Men erkent of dit het geval is aan de vorming van
knooppunten (vgl. bladz. 25). Bourget en Bernard,
die zich bepaalden tot het verifideren der door Lamé ge-
geven theorie, hebben, evenals hij, de theoretische nood-
zakelykheid van die konooppunten over het hoofd gezien.
De verklaring die Bourget van het optreden dier knoop-
punten geeft i3 dan ook onjuist. Toch bewijzen de experi-
menten voldoende dat deze knooppunten slechts bij gelijk-
matige spanning te voorsehijn komen, dus alleen dan
wanneer de knooplijnenstellen (p, 1) en (1, p) zich voor
denzelfden toon vormen, 71 bevinden zich juist op de
plaats die de theorie aangeeft, ten minste bij de toonen
N(p, 1); bj de andere toonen schijnen Bourget en
Bernard ze niet te hebben waargenomen. Het zou
allicht de moeite waard zyn, ook voor andere toonen als
die in N (p, 1) begrepen zijn, deze knooppunten, zoo
mogelijk, te doen ontstaan.

Op vliezen waarvan de deugdelijke spanning op deze
wijze was erkend, hebben de gencemde auteurs proeven
genomen. Zj zijn tot deze vesultaten gekomen:

12, De vorm en de volgorde van de knooplijnenstelsels
i8 dic van de theorie. Alleen bij den toon N (1.1) waar-
van het knooplijnenstelsel onveranderlijk zijn moet en he-
sbaan nit twee middellijnen, welke het vlies in vier gelijke
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vierkanten verdeelen, ontstaan, in plaats daarvan, twee
krommen in den vorm van de twee takken eener hyperbel ,
welke dic middellijnen tot asymptooten hLeeft. Als men
den toon van de orgelpljp langzamerhand rijzen laat,
naderen de toppen dier hyperbel elkaar, van af het cogen-
blik dat het vlies begint te resonneeren totdat zyj elkaar
bijna raken (en alzoo bijna samenvallen met de twee lood-
rechte middellijnen) om zich daarna weder van elkander
te verwijderen. Hen analoogverschijnsel doet zich voor by
alle toonen N (7, ¢) welke één onveranderlijk knoopstelsel
hebben moesten. — Verder zal by den grondtoon niet
het geheele vlies in beweging zijn, maar er vormt zich
een knooplijn dicht by den rand, welke een kleiner vier-
kant met afgeronde punten vormt.

2e, De veranderingen van alle stellen knooplinen bij
één zelfden toon hehoorende (door verandering van den
begintoestand d. i. door relatieve verplaatsing van vlies
en orgelpijp) hebben plaats volgens de theorie.

Se. De toonen behoorende by de verschillende knoop-
lijnstelsels zyn andere dan die welke de berekening geeft.
Het waargenomen interval van twee toomen van het vlies
18 altijd grooter dan het berekende. Deze afwijking is klein
als men twee zeer unabij elkaar liggende toonen beschouwt,
maar kan bij twee meer verwijderde asnmerkelyk zijn.
Voor verschillende vliezen is deze afwijking niet hetzelfde,
maar in het algemeen grooter voor zeer dunme vliczen,
hoewel deze meer fot de theoretisch beschouwde abstractie
naderen. Wij laten hier het overzicht volgen dat Bourget
en Bernard van eenige hunner proeven geven en waar-

uit de grootte van de afwijking blijkt.
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Verhouding , tot den grondtoon, der fwonen wier knoopstelsels ZIjn

l0.2) en (0.1)'(0..3) en (0.1)}(0.4) en (0.1)}0.5) en (0.1)'(0.6) en (0.1)

4

waurg, | berek fwaarg, |berek. waarg.[hemk. waarg |berek. {waarg, |bexek,

i |

Rand v. karton '
Plantaard. Pﬂpier}l-ﬁﬂ 1415 4.100 3.610
Gde = 10 om.

Rand v, hout

lantaard. papier}

2.260 [1.845 4.40 [3.610
“de = 30 em.

vand v, hout
Sewoon papier
Hjide — 10 em.
and v. hont
[’E'Bweou papier
Mide = 15 ecm.

|

Rand v. hout }
£ |

|

1475 | 1415 §1.990 |1.845 12.530 |2.280 [3.920 i2.7’532
|

1.485 |1.415 [2,040 |1.845 ;
Tewoon papier 2.29 )1,845 2.820 |2.280 18,46 |2.722
T:"‘Jdu = 10 em.
Rand v. karton
lantaard, papier

: 2.670 |2.280 §5.880 2.722
“jde = 10 em. '

Merken wiy nog op dat de hoogte van den toon van
het vlies, bij derze proeven, hepaald is door den sonometer.
De toon van het vlies, die overschaduwd wordt door die
van de orgelpijp, werd hoorbaar gemaakt door een kur-
ken hamertje op het vlies fe laten rusten, waardoor een
soort gekras onfstaat, waarvan de toonshoogte natuurlijk
gelgk aan die van den toon van het vlies is.

De proeven op cirkelvormige vliezen door Bourget
genomen, leidden tot bijna dezelfde Physische wetten.
Het blijkt al spoedig dat wanneer de spanning van het
viies niet geljkmatig is, de knooplijnen elliptische en
hyperbolische vormen aannemen, die evenwel des te meer
tot cirkels en rechte Iijnen naderen, naarmate het spannen
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met meer zorg is verricht. Is die spanning voldoende
gelifk in alle richtingen, zoo vindt men:

~1°. Het vlies resonneert slechts voor bepaalde toonen,
wier intervallen kleiner worden naarmate de toonen
hooger zijn.

2. De knooplijnen vormen zich voor toonem van be-
paalde hoogte. Voor toonen een weinig hooger of lager,
trilt het vlies ook wel, maar er onfstaan geen scherp
geteekende knooplijnen.

3°. De knooplijnen zijn of cirkels of middellynen , wier
afmetingen zuiver die van de theorie zyn.

4®, De toonen, welke met deze knooplijnen correspon-
deeven, zijn niet die van de berekening. Evenals by de
vierkante vliezen, iz het waargenomen interval steeds
grooter. Deze afwijking bljkt uit een overzicht van cenige
van Bourgets proeven, dat we alweder overnemen,

— |
IAfstmnd tot den grendtoon.!

Knooplijnen. | Afwiking.
Waargenomen. | Berekend,

Co My 1.97 159 | 1.24
Co M, 3.00 214 | 1.40
G M, 3.26 | 2.80 1.42
Cy M, 3.94 | 2.65 1.48
C: M, 432 4 292 1.48
Co M, 4,79 3.16 1.51
¢, M. 5.56 3.50 1.58
C: M, 5.65 3.60 | 1.57

5,70 3.66 1.56
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§ 7. Invloed van den tegenstand der lucht.

Deze afwijking, die altijd in denzelfden zin is, kan
onmogelijk aan fouten der waarneming worden toege-
schreven. Prof. Bourget heeft zeer talrgke proeven in
het werk gesteld om de oorzaak daarvan te vinden. Die
proeven hebben hem overtuigd, dat zy niet cen gevolg
13 van de onvolmaakte vastheid van den rand, noch ook
van de dikte van het vlies. Want hoewel die dikte cenigen
invloed heeft, zooals we reeds Lebben gezien, blijft de
afwijking steeds in denzelfden zin en wordt zelfs grooter
naarmatc het vlies dunner is. Ook schijnt zij onafhan-
kelijk fe zijn van de stof van het vlies cn van die der
randen. Ounwaarschijnlijk a priori is het zeker wel dat het
gewicht van het vlies, waarvan de theorie abstraheert,
de afwijking vervoorzaakt. Kr blijft dus wel niet veel
anders over dan de tegenstand van de lucht. Dat deze
tegenstand de oorzaak der afwyking zgn zoum, 1s ook
daarom aannemelijk, omdat de theoretische uwitkomsten
voor de snaar verkregen, zoo goed als volmaakt met de
proeven overeen stemimen, Bp de theorie der snaren nu
zijn dezelfde grootheden verwaarloosd als by de vliezen.
Terwijl evenwel de overige grootheden, welke men niet
in aanmerking neemt, voor beide als van dezelfde orde
moeten worden beschouwd, is dit niet het geval met
den wederstand der lucht. Bourget heeft daarom den
invloed van dien wederstand ingevoerd 1).

Hij neemt dien weérstand evenredig aan de snelheid;
daardoor krijgt de tot nog toc beschouwde vergelijking

1) Comptes rendus t. 72 (1871)




136

_.2 ,2': 'P" “
(1) i :cz(i.t_t L7 "’)

P da’ ﬁdyg

dopen term meer cn wordt

d*w g dw & (dfzw r.iz'w)

oY —
) a dt

i
waarin m° eene constante is.

Stellen wij

w="Tu, waarin » alleen eene functic van zxeny en T
eene zuivere functie van ¢ is, zoo verkrijgen wij in plaats
van (2) alleen, de twee gewone differentiaal-vergelijkingen

A*T T
3 et Wy 8 [ e B
(3) 77 == i -+

dr d*u
4 LT = — qu
Sl

a eene constante zijnde, die moet worden hepaald door
de eonditie dat w =0 zijn moet aan den rand.
By de mvoering van w — T‘w in (1) komt

i/l dw  dw

en il i

——4+al"=0
dt P da’ i dy°

— R TY

waarvan de laatste identiek is met (4); bygevolg zal in
de gegevene oplossingen van w, waar we den weérstand
van de lacht = o namen, door de invoering van dien
wedrstand , wel de functie van ¢, maar niet die van z en y
veranderen d, w. z. de knooplijnstelsels in de lucht en die
in ’t luchtledig (welk geval door de steeds behandelde
vergelilking wordt gegeven) stemmen overeen. Het aan-
tal frillingen in de tijdseenheid daarentegen zal verschillen.
De integratic van (2) geeft

— pt in A
Tz 202 (A 08 £ -+ B sin g)
2 2
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WHaArin p == /423 _ e

" Als ¢ aangroet zal T, dus ook w, afnemen, zooals na-
tourlijk is.
De trillingsduur is

dar el | P 1 il
T:p_ endus N = T:-{[-_W:H‘/4a262_m4 of
N2 — a’c’ et
¥ 4n® 167

By de beweging zocals wij die te voren beschouwden
was m = o en dus wordt het aantal trillingen in het
luchtledig gegeven door de formule

g T

en dns emndelyk
m’
164°
ledig en in de lucht respectievelijk n, en N, noemen,

n o\

g
— = 8' 4
o i

N _ ab
() oy I’/ —{ T Waarin of== =)

N = —

of, als wij de grondtoonen in het lucht-

N - :
terwijl —het interval voorstelt van cen’ willekeurigen

/)

toon mel den grondtoon in de Incht en " datuelfde in-
n,

terval in het ledig. De codfficiént m is niet bekend. Be-

tekenen wij echter de waarde dasrvan of die van s door,

i
voor ¢én der toonmen, de berekende waarde — en de waar-
: -
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N ; . ;
genomen Waa.rdeﬁ to substitueeren in (5), %00 zal diezelfde

P
waarde van s in (B) ingevoerd, met de overige waar-
nemingen moeten sluiten.

Nemen wij b.v. in de aangehaalde proeven val Bour-
et op het cirkelvormige vlies st == 0.590 (gevonden uib
de middelste observat.) zoo komb:

i—

= i S S
Kunooplijnen. | Waargenomen 2 Beed = Verschil.
interval g inferval #,
C, M, 1.97 2,18 bijna 1 toon.
G, M, 3.00 3.11 1 toon.
G-; M, 3.26 Deaf » ¥
C, Ms 3.94 3.96 onmerkbaar.
¢, M 4.32 | 4.33 »
Cy, Ma 4.79 4.78 »
G, M: 5.66 3.34 3 toom.
¢, Mo 5.65 5.48 > »
¢, M; 570 ' 5.06 » >

Bourget noemt deze overeenstemming voldoende, Het
verdient evenwel opmerking dat ter webrszi) van die
waarnemingen welke onmerkbasr yan de bervekening ver-
schillen (omdat daaruit de waarde van # is afgeleid) de
fouten in denzelfden zin zijn. Bepaalden wij @ zoodanig
dat de eerste waarneming volmaakt met de berekening
sloot, zoo zou hij alle volgende waarnemingen de afwi-
king weér in denzelfden zin optreden als te voren. Het
bedrag daarvan, hoewel sterk verminderd, 1s toech nog
aanzienlijk genceg om de afwijking niet geheel op reke-
ning van de fouten van waarneming te worden gebracht.
Ben nader onderzoek der quaestie blijft onzes inziens duos

nog wenschelijk.
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STELLINGEN.

De overeenstemming van theorie en waarneming, by
de trillende vliczen , is nog nicet geheel voldoende.

11.

Eerst door de, in dit proefschrift gegevene, theoretische
afleiding der knooppunten van het vierkante vlies, kan
de theorie van dat vlies als volledig wordeu aangemerlkt.

111,
Wiskunde i1s geen natuurwetenschap.
IV.

Le caleul n'est qu'un instrument, précieux sans doute,
parce qu'il assure et facilite notre marche; mais qui n’a
par lui méme auecune vertm propre; qui mne dirige poink
I'esprit, mais que Vesprit doit diriger comme tout autre
instrament.

Poixsor,




V.

Lorsqu’on parvient & un résultat simple par des calculs
ecompligués, il doit exister une maniére beaucoup plus
. directe d’arriver au méme résultat. '
Lamk.

VI

De mathematische waarheden zijn niet alleen waarhe-
den van definitie,

VIL

Ten onrechte beweert Multatuli dat de bron van winst
voor een speelbank mniet gelegen is in het voordeel dat
de zero oplevert, welke, volgens hem »desnoods wel
geheel en al kan gemist worden.”

VIIL

Verkorte rekenwijzen behoorden te worden ingevoerd

bij het lager onderwijs.
| IX.

Onjuist is de bepaling van Schlémilch: Ken hoek 1s
het verschil van twee richtingen.

X.

De beste photometer is die van Zillner.
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XL
Het optisch bedrog, door Zillner behandeld in zijne

Cometentheorie p. 381, is niet een gevolg van ooghewe-

gingen.
X1I.
De verklaring door Laplace gegeven van de schijnbaar

grootere middellim van zon en maan aan den horizon is

onjuist.

XIII.

Valsch is de bewering daf, volgens Faye’s zontheorie,
geene vlekken op de zon zouden moeten waargenomen

worden.

XIV.

Zonnevlekken zijn eyclonen.
XV,

Het gemiddelde van de cigenbewegingen der sterren
van verschillende grootte is niet omgekeerd evenredig

met haren afstand.
XVI,

Het is onwaarschynlgk dat de meeste cometenbanen

ellipsen zijn.
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XVIL

De articulate behooren boven de mollusea gesteld te
worden.

XVIIL

De conclusie waartoe Prever komt (Deutsche Rund-
schau Apr. 75. p. 62): »Die Urzeugung ist . . . ebenso
unwahrscheinlich wie das Vorkommen eines lebenden
Korpers, der nicht stiirbe,” berust op eene foutieve rede-

neering.
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