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??? VOORREDE. Aan het einde mijner academische studi??n gekomen, is het mgs-angenaam, een openlik woord van dank te richten tot allen, wieronderwas ik vroeger of later mocht genieten. In de eerste plaats tot U, Hoogleeraren der Wis- en Natuur-kundige Faculteit. Was het ook gedurende slechts korten tyd, datik Uwe lessen kon bgwonen, ik zal ze m^, niet minder dan devriendelgke behandeling, van TJ ondervonden, immer met genoegenberinneren. "Vooral U, Hooggeachte Promotor, Hooggeleerde Griimwis, benveel verplicht. Mocht ik toch van het oogenblik, dat ik, bybet afleggen van het admissie-examen voor de Koninklyke AcademieDelft, voor het eerst met TJ in kennis kwam, meermalen UweWelwillendheid ondervinden, vooral gedurende myn studietyd in?œtrecht, hebt 6y mij daarvan herhaaldelijk de duidelijkste blykengegeven. Waar ik Uw raad of Uwe hulp behoefde, hebt Gydie verleend met eene hartelykheid, die my met innige dank-baarheid jegens U vervult, en

hoeveel ik aan U verschuldigd ben,\'W\'at mijne wetenschappelijke vorming aangaat, dit vermag ik nietIQ woorden te brengen. Is het mij dus een aangenamen plicht, U\'\'â– oor dat alles mijnen hartelijken dank te betuigen, ik waag hettevens den wensch er bij te voegen: blijf mij ook voor het vervolggenegenheid en belangstelling schenken.



??? vm Ik voel mg gedrongen hier ook eenige Hoogleeraren en Leerarender Polytechnische school te gedenken, en hun mijne erkentelijkheidte betuigen voor hetgeen zij tot mgne ontwikkeling hebben bgge-dragen en voor den vriendschappelgken, soms zelfs vertrouwelijkenomgang, waarmede enkele mij hebben vereerd. Mogen zij mijhunne vriendschap nimmer onthouden! Ten slotte mag ik niet verzuimen, onder hen, aan welke ik veelverschuldigd ben, U te noemen, waarde Landk?Š ! Veel heb ik van?? geleerd in de uren, die we zamen hebben gewerkt, en de om-gang met ??" heeft ook op mijne latere studi??n een heilzamen in-vloed uitgeoefend. Ik heb er behoefte aan, ?? daarvoor nogmaalsmgne dankbaarheid uit te spreken, al zijt Gij daarvan ook wel over-tuigd. Steeds zal ik het mg tot eer rekenen, U onder mgne vrien-den te mogen tellen.
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??? INLEIDING. Onder de talrijke werken van Lagrange is zonder twijfelâ€žM?Šcanique analytique" een der belangrijkste. Lagrange legt in dit werk, waarvan de eerste druk in1788 yerscbeen \'), aan de behandeling van zijn onderwerpeen geheel nieuw beginsel ten grondslag: het beroemdeprincipe der virtueele snelheden, en ontwikkelt hieruit,langs geheel analytischen weg, al de reeds op andere^ijze gevonden wetten der theoretische mechanica. Indit werk worden door hem medegedeeld de algemeene^ewegings-vergelijkingen van een materi??el stelsel, waar-aan de punten aan zekere voorwaarden moeten voldoen,e^i wel worden deze vergelijkingen verkregen, door het^ovengenoemde principe toe te passen op een ander, dateenigen tijd te voren, in 1742, door d\'Alembert was ge-bonden, of liever nog, door dezen het eerst in bepaaldenVorm was uitgesproken. Lagrange stelt echter die bewegings-vergelijkingen nietalleen in den meest algemeenen vorm op, maar hij heeft"^ok nog,

door het invoeren van nieuwe veranderlijken, ^ O De tweede druk verscheen in 1811; de derde werd, herzien en met be-aanteekeningen vermeerderd, in 18B6 door Beetrand uitgegevan



??? xn aan die vergelijkingen eene andere gedaante, een eenvoudi-ger vorm gegeven. Die tweede vorm der bewegings-vergelijkingen ishoogst merkwaardig, en het is te verwonderen, dat, terwijlde eerste in bijna alle latere werken over Mechanica isopgenomen, van dien tweeden, veel eenvoudiger en even al-gemeenen vorm slechts zelden, en alleen terloops, wordtgewag gemaakt. Hetgeen men daarover vindt, komt voor in de wer-ken van geleerde genootschappen, o. a. in de Compt^^rendus de l\'Acad?Šmie des Sciences, in verschillende mathe-matische journalen, bijv. in dat van Liouville, in de leer*boeken van Jacobi, Schell, Thomson en Tait, en van en-kele andere schrijvers; maar toch is de litteratuur overdit onderwerp zeer beperkt, en bovendien in zeer verschil-lende werken verspreid. Met het kiezen van dezen tweeden vorm der bewegingS\'vergelijkingen van Lagrange tot het onderwerp mijoÂŽ\'"dissertatie, beoogde ik nu in de eerste plaats de aandacb^op dit punt te vestigen door verschillende van de

daaroververspreide stukken te verzamelen, ze toe te lichten of a?¤Â?te vullen, waar het mij wenschelijk voorkwam en ze zoo-veel mogelijk tot een afgerond geheel te verwerken, ^^in de tweede plaats daarbij, voornamelijk door het ge^ÂŽ"van enkele toepassingen, het groote gemak te doen ui^\'komen, dat die tweede vorm voor het in vergelijkio^brengen van mechanische vraagstukken aanbiedt.



??? EERSTE HOOFDSTUK. De bewegingsvergelijkingen voor aanhoudendwerkende krachten. Â§ 1. Zooals bekend is, drukt het principe van d\'Alembertâ– â€?lit, dat de verschillende krachten, die op al de materi??elepunten van een zeker stelsel werken, op elk oogenblikevenwicht maken met de traagheidskrachten dier punten, dati8i met de krachten, die gelijk en tegengesteld zijn aan dekrachten, welke de werkelijke beweging dier punten zoudenkunnen veroorzaken, wanneer alle pujiten van het stelselvrij waren. Met andere woorden: volgens het principe vand\'Alembert, houden de krachten, die op de verschillendepunten van een stelsel werken en de weerstanden dier pun-ten tegen de versnellingen, die zij in een willekeurig be-wegingsgeval aannemen, op elk oogenblik elkaar in even-wicht. Verbindt men deze stelling met het principe der vir-tueele snelheden, dan verkrijgt men de bekende algemeenevergelijking voor de beweging van een stelsel materi??elepunten:



??? xi, yi, zi zijn de co??rdinaten van zeker punt van het stelsel,mi is de massa van dat punt, X, Y, Z zijn de parallel aande assen genomen componenten van de op dit punt wer-kende reaulteerende kracht, terwijl J^yi d^ xi d>Zi mi de componenten der traagheidskrachten van dit puntzijn. Deze vergelijking (1) is nu de onbepaalde of variatie-vergelijking der beweging en levert onmiddellijk, voor hetgeval dat het stelsel vrij is (dat wil zeggen, dat de mate-ri??ele punten ongehinderd de inwerking van de daaropwerkende krachten kunnen volgen, dus dat alsdan de h enz. allen van elkaar onafhankelijk zijn) de bekendebewegingsvergelijkingen van een materi??el punt, doordatwe de co??ffici??nten van Sa?, ^z enz. nul stellen. Menkrijgt dan: at* aV xi O, Yi Xj â€” mi dt^ in het geheel als het stelsel uit n materi??ele puntenbestaat, Zn dergelijke vergelijkingen door i alle geheelewaarden van 1 tot en met n te geven. We spreken in het bovenstaande en in het vervolg dik-wijls van een stelsel materi??ele punten. We meenen daar-mee, dat

de punten niet geheel en al onafhankelijk vanelkaar zijn, dat ze onderling invloed op elkaar uitoefenen,zoodat zich een enkel punt niet kan bewegen, zonder datdeze beweging invloed uitoefent op die van de anderepunten.



??? Men kan de vergelijking (1) ook in een anderen vormbrengen en wel in dezen: d^zi df^ \' df\' â€? dPS (Xa^i Yi^yi^-iazi) of, volgens de notatie, die we in het vervolg zullen aan-wenden , 2 nii {^i ^wi yi l^i zi ^Zi) = 2 (Xe Iwi Y,- ^yi Zi Izi) (2). In deze vergelijking stelt het eerste lid voor den arbeidder krachten mixi] miyv, mizi, die gelijk en tegengesteld2ijn aan de traagheidskrachten der punten, die de werke-lijke beweging zouden kunnen voortbrengen, wanneer depunten vrij waren, en ze over de wegen \'Â§zi werkten. Het tweede lid stelt den arbeid voor, dien de krachten,Welke inderdaad op de punten werken, verrichten, als zeliiinne aangrijpingspunten over dezelfde wegen verplaatsen. Â§ 2. Die vergelijking (1), die we nu ook aldus kunnenschrijven: 2 I (X;â€” miXi) (Yj â€” miyi) ^yi (Z; â€” Szij = O (3). geldt voor een geheel willekeurig stelsel materi??ele pun-Is het stelsel vrij, dan zijn Sy, enz. van elkaarâ– volkomen onafhankelijk; maar bestaan er tusschen de co??r-dinaten der verschillende

pimten zekere betrekkingen, zijnderhalve eenige, bijv. m voorwaarde-vergelijkingen tusschende co??rdinaten der punten gegeven, dan zijn de Sa?, niet allen onafhankelijk meer, maar slechts Zn â€” m vandie variati??n, en de m overige zijn functi??n van deze. Debewegingsvergelijkingen der verschillende punten zijn dan < 2 mi



??? niet meer zoo eenvoudig. De boven bedoelde voorwaarde-vergelijkingen kunnen ook nog wel bovendien den tijd ex-pliciet als variabele bevatten, wanneer bijv. sommige deelenvan het stelsel zich volgens eene bepaalde wet moeten be-wegen. Geven we aan het stelsel eene zekere virtueele verplaat-sing, dan zal aan de voorwaarde-vergelijkingen if=0,JV = O enz. door de co??rdinaten der punten van het stelselvoldaan moeten worden, v????r die verplaatsing en na dieverplaatsing. We zullen dus, indien we de vergelijkingendifferenti??eren ten opzichte van x, y, z enz. en den tijd alsconstant beschouwen, de volgende m betrekkingen hebben,waaraan die variatien van de co??rdinaten moeten voldoen: rdM^ , dM^ , dM^ ( ^St/; -f I \\ -Izi ) - Oâ– i J dyidN dZi dN dx. \'dN (4). enz. Door deze m vergelijkingen kan \'men nu m variatienelimineeren uit de vergelijking (3), en door dan de co??flS.-ci??nten der overblijvende \'^n â€” m variati??n, die onathanke-lijk van elkaar zijn, nul te stellen, verkrijgt men de â€” mdifferentiaal-

vergelijkingen van het vraagstuk, welke in ver-eeniging met de m voorwaarde-vergelijkingen een stelselvan Zn vergelijkingen vormen, waaruit men alle 3?Â? va-riabelen in functie van den tijd kan bepalen. Deze eliminatie kan op zich zelf reeds lastig zijn, maarheeft bovendien het nadeel, dat de uitdrukkingen, die menten slotte verkrijgt, niet symetrisch zijn, omdat men aanenkele variati??n, die men elimineeren wil, de voorkeurgeeft; bovendien is de geheele behandeling niet zeer alge- /dN^ , dN^ , dN ^ \\ ^



??? ... dM, dN ,2( Aj- â€” A-â€” enz S^Yi â€? dxi meen: de vorm der vergelijkingen, die men door elimi-natie van enkele variabelen verkreeg, zou toch geheelanders worden, als het aantal der voorwaarde-vergelijkingeneens veranderde. Al deze nadeelen heeft Lagrange vermeden door de toe-passing van eene methode, die reeds door Euler in devraagstukken van maxima en minima met vrucht was aan-gewend, namelijk die der multiplicatoren. Vermenigvuldigt men de vergelijkingen (4) respectieve-lijk met een onbepaalden factor A, f/, enz. en telt men ze allenbij (3) op, dan krijgt men: dxi dM , dN , ^. , , , dM , dN , dx- J ^ V "" ~ ~ dzi dzi (5). dxi (6). enz.^ == 0. Bepaalt men nu de onbepaalde factoren a, yi, enz. zoo-danig , dat de co??ffici??nten van de m afhankelijke variati??nin deze vergelijking (5) wegvallen, en stelt men daarnade 3ÂŽ â€” m co??ffici??nten der overige onafhankelijke variati??nnul, dan verkrijgt men de volgende dfi vergelijkingen: . ^ , dM , dN .mxi = A?? -j- A ~â€”jCt â€” -f-

enz. dxi ^^ , dM , dN , myi Yi -f A ---h enz. dyi dyi .. â€ž , dM , dN , mzi i- A â€”;--j- u,â€”â€”h enz. dz; dz{ Waarbij men i alle geheele waarden van 1 tot en met nmoet geven, en A, enz. in alle vergelijkingen dezelfde zijn.



??? De termen, die in dit geval in het tweede lid meer voor-komen dan in de bewegingsvergelijking van een vrij stelsel,m??ti â€” Xi, myi â€” Yi, mzi ~ Zi, drukken natuurlijk uit den invloed, dien de verbindingen,waaraan de punten moeten voldoen, uitoefenen op de krach-ten, die er op werken. Wil men de grootheden A, fz enz. bepalen, dan heeft mende voorwaarde-vergelijkingen tweemaal ten opzichte van t tedifferenti??eren en vervolgens de tweede differentiaal-quotien-ten van x, y, z enz. uit (6) hierin te substitu??eren. Henverkrijgt dan m vergelijkingen ter bepaling der m groot-heden A, ft, enz. Â§ 8. De vergelijking (5) laat zich ook in dezen vormbrengen: 2 mi {xi Ixi -f- yi tyi -f zi tzi) = 2 (Xi Ixi -j- Yi Syi -f Zi tzi) Ai SiV-f enz. (7). welke vorm ons in het vervolg zal te pas komen. Zijn de krachten X;, YÂ?, Zj enz., die op de diverse pun-ten werken, zoodanig, dat ze de parti??ele differentiaal-quo-tienten zijn van eene zelfde functie U der co??rdinaten, danlaat zich de laatste vergelijking (7) ook aldus sqhrijven:2 mi {k Ixi -f yi

lyi -f zi ^zi) â€” W X -f (a enz. (8). Deze functie U is door Hamilton krachtfunctie genoemd;ze bestaat in alle gevallen, wanneer de krachten, die op depunten van het stelsel werken, voortdurend naar vaste cen-trums gericht zijn, en wel functi??n zijn der afstanden totdie centrums. Ook is dit het geval, als de krachten be-staan in onderlinge aantrekkingen of afstootingen tusschende punten van een stelsel, en waarvan de intensiteit eenefunctie der afstanden tusschen die punten is.



??? 7 Â§ 4. Wanneer een stelsel uit n materi??ele punten be-staat, en tusschen de co??rdinaten dier punten m vergelij-kingen gegeven zijn, dan zijn derhalve de co??rdinaten nietallen onafhankelijk van elkaar; we kunnen dan, zooals bovengezegd is, de Zn co??rdinaten uitdrukken door Zn â€” m, co??rdi-naten die men hiertoe naar willekeur heeft uitgekozen, endie geheel onafhankelijk van elkaar zullen zijn.Had men bijv. de Zn co??rdinaten .....xn ViVi.....yn ZiZ.^.....en de m voorw. verg. J/ = O, enz., en lossen we hieruit op n grootheden x^x^ . . . x,n, dan vinden we daaruit: ,, Â?w 2,----â€? â€? -yny , \' â€? â€? â€? X.i~Cp{Xm  ----Xn, 4. , = Â?m 1, Â?m -1- 2 â€” ^Â??? -f 2 Vi Â? ~We hebben dus nu de Zn variabelen uitgedrukt door de Zn â€” ,die we hebben uitgekozen. Nu is het echter in de meeste gevallen niet wenschelijk,die Zn co??rdinaten op deze wijze uitte drukken door Zn â€” mvan hen, die men daartoe heeft uitgekozen, maar "verkiese-lijker is het, in hunne plaats andere

variabelen in te voeren,die functi??n der co??rdinaten zijn, en wel in even groot aantal,als er onafhankelijke veranderlijken voorkomen. Nemen we derhalve xm y â€” zekere functie van Zn-mnieuwe veranderlijkeneene andere functie dier zelfdeveranderlijken enz., dan is het duidelijk, dat men aldus alleZn oorspronkelijke veranderlijken y, .s enz. kan uitdrukkenin 8?^ â€” m nieuwe variabelen, en dat deze door oplossinguit de vergelijking, xm j^. functie nieuwe variabelen enz.



??? als functi??n der oude variabelen kunnen bepaald worden. "Wezouden echter ook, door niet van alle m voorwaarde-verge-lijkingen gebruik te maken, slechts enkele bijv.co??rdinaten kunnen elimineeren en de co??rdinaten kunnenuitdrukken door de â€” Tc overblijvende. Deze co??rdinaten zullen dan natuurlijk niet allen van el-kaar onafhankelijk wezen, maar nog gebonden zijn door denog niet gebruikte voorwaarde-vergelijkingen, waaruit na-tuurlijk ook die h bepaalde co??rdinaten ge??limineerd zijn. Voert men nu wederom nieuwe veranderlijken in, func-ti??n dier 3Â? â€” h co??rdinaten, ten getale van h, dan zul-len deze nieuwe variabelen niet allen onafhankelijk van el-kaar zijn, maar, indien men in de niet gebruikte voorwaarde-vergelijkingen die nieuwe variabelen invoert, nog door dezegebonden zijn. Op deze wijze kan men derhalve een grooter of geringeraantal nieuwe variabelen invoeren, en min of meer voor-waarde-vergelijkingen, waaraan deze nog moeten voldoen,overhouden. Elimineert men door

middel dezer vergelijkingen even-veel variabelen, dan kan men dus ten slotte tot het eerstegeval terugkeeren, waarbij men natuurlijk het kleinste aan-tal variabelen verkrijgt, die nu geheel onafhankelijk vanelkaar zijn, dat is door geen enkele voorwaarde-vergelijkingmeer gebonden zijn. Â§ 5. De bewegings-vergelijkingen van Lagrange nemennu een zeer eenvoudigen en hoogst merkwaardigen vormaan, als men zulke nieuwe variabelen invoert, en vooral, alsmen haar aantal, zooals boven is aangegeven, zoo geringmogelijk neemt. Bevatten de voorwaarde-vergelijkingen Jf = O, N= O enz.



??? 9 ook nog den tijd expliciet, dan zullen in den regel ook defuncti??n der nieuwe yariabelen, die de oude uitdrukken,den tijd expliciet bevatten en derhalve van den vorm zijn: O\'i-fi .....). yi^I\'i .....). (9). Zi â€” Fi !?2 â€? â€? â€? â€? â€? )â€? Gaan we nu na, wat ?Šr van de algemeene vergelijkingenWordt, in geval we deze nieuwe yariabelen enz. in-voeren, en de voorwaarde-vergelijkingen M=0, Nâ€”Oenz. functi??n van t en der co??rdinaten zijn.Vooreerst is dan: dxi , dxi^ .Ixi y-Sq^ enz. (10). dzi ^ , dzi .Izi = _ â€”dq^ enz. Substitueeren we deze waarden in het tweede lid derVergelijking (7), dan gaat deze over in: 2 mi (xi \'Sxi -f yi ^yi  = enz. worden natuurlijk na substitutie dezer nieuwevariabelen: = _ - enz., ^ ^ enz.



??? 10 \\ ^x dq, J dxi dyi dzidq^ dq^ \' "dq^dan wordt de vergelijking (11): S mi {k ^ooi yi lyi k ^z??) â€” Qi Qa hi enz. (13). Evenals nu in de vergelijking (7) X;, Yi, Z;, de aan de assenevenwijdige componenten zijn der krachten, die op de verschil-lende punten van het stelsel werken, voor het eerste recht-hoekige co??rdinatensysteem, evenzoo kunnen we nu Q^, Q2enz. beschouwen als de algemeene componenten der krach-ten, die op het stelsel werken, genomen voor het nieuwestelsel co??rdinaten of veranderlijken. Het is duidelijk, dat Qi, Qj enz. wederom onmiddellijkovergaan in de X;, Y;, Z;, als we het aantal nieuwe variabe-len nemen 3Â?, en = iCj â€”x^ enz. stellen. Wij hebben dus het tweede lid der vergelijking O)een anderen vorm gegeven, en ons blijft nu nog de veran-dering van het eerste lid dezer vergelijking over. Menkan daartoe, zooals Lagrange heeft aangetoond, gemak-kelijk geraken, en hierop berust werkelijk een der grootevoordeden dezer methode voor de behandeling van ver-schillende

dynamische vraagstukken, doordat dit eerste lidzich laat uitdrukken door de partie??le differentiaal-quoti??n-ten van de uitdrukking der halve levendige kracht, T = 2 mi (xi^ yi" (^i (12). enz. Stellen we nu verder:



??? 11 "vau het stelsel, wanneer we namelijk ook hierin de waar-den van xi, yi, ^ in de nieuwe variabelen invoeren.We vinden dan voor: â€? _ (I , I _ /dxi\\ j_ . dxi _ dxi , 1\\-T- 2a 7- enz. ^\'-Tt -Kjitj-^dldt -F enz. (15) ^ _d^ _ /dzi\\ dzi dq, dzi dq^ . _ / dzi \\ dt ~\\dt)\'^ d^dt dg^t ~ ) d^?? , dzi . , Hierin stellen (J) voor de partie??le ^^ifferentiaal-quotienten vanajj,% zi, ten opzichte van voorzoover t in die uitdrukkingen van xi^ y;, z\'i in functie van^, expliciet voorkomt. Na substitutie der waarden (15)ifl (14) vinden we: (16) Waarm [q, q^, {q, q^), {q^ q^ enz. voorstellen de co??ffici??ntenVan \'qi\'q^, enz. in de ontwikkeling van T. Het zijn be-kende functi??n van t, qi, q^ enz., die uit de voorwaardenâ– ^an het vraagstuk kunnen bepaald worden. A stelt hetgeheel der termen voor, die ook t expliciet kunnen be-"^atten en waarin \'q^, \'q^ enz. slechts in den eersten graad voor-konaen. . ^ dyi



??? IS Die collectiefterm A vervalt, ^^ x, y, z enz. uitgedruktin geen t bevatten. In dat geval is T eene homogeene kwadratische functie van , enz. en al deco??ffici??nten, die er in voorkomen, zijn uitsluitend bekendefuncti??n van de nieuwe veranderlijken. Na deze uitweiding gaan we over tot de vervormingvan het eerste lid der vergelijking (7). Men kan ditschrijven: T. mi{xilxi-\\- zi^z\'i) miixilxi-^yilyi^r ii^^i) dzÂ?\\ _dt)~ ... . dyi , dxi -S mi (\'xi Ixi -\\-yi lyi -f \'zi â€” Z mi (x^ Sxi -f yi Syi k Sid (17). De tweede term van het tweede lid dezer vergelijking isklaarblijkelijk niet anders dan IT ^\'h^\'Lmi (xi^ yi^ of, als T in de nieuwe variabelen is uitgedrukt: dT ^ , dT ^ , , dT , dT ,ST = â€” â€” enz.   enz., dqi ^^ dq^ dqi dq^ (ig) daar bij het vari??eren de tijd t als constant wordt beschouwd.De eerste term van het tweede lid levert na die invoering dt 4 S mi (Â?t Ixi yi \'?¨yi -f zi ^Zi) =at d -dt^ Cdxi ^ , , ^ (19)



??? 13 of. daar uit de rergelijkingen (15) volgt: dxi dsci dxi dxiâ€”r = â€” â€”â€” â€”enz.d\'qy dq^ d\'q^ dq^ dyi _ dyi dyi _ dyid\'q^ ~ dq-y \' d\'q^ ~~ dq^ zoo gaat de vergelijking (19) over in: d S Mi (xi ^Xi yi ly Zi Izi) = f,dxi . dyi . dk\\ ^, f . d\'xi \' . dyi . d\'zi \\ d ^ S Ui (xi ^xi -f yi lyi k Izi) =d rdT d rdl\' , dT^ , \\Derhalve vergel. (17) wordt: 2 mi{xi\'?¨xi-\\-yilyi-\\-zilzi) â€” d fdT ^ , dT a rai\'. , Â?f??\' \\ ^^ dT dT dT ^-TT- d â€” dt dT dT dT^ dT ^ dqi dqj, ^^ dq^ dg^ ^^ of 2 mi (xi ^xi yi ^yi zi Izi) = ( JTd f dT d^ d\'qi dTdt dqij d\'q^ dT -}- enz. dq^j dt



??? 14 Ten slotte hebben we de algemeene bewegingsvergelij-king getransformeerd in: ldâ€” \\2 f ^ ^ \\ dt dqk) /f. 1 \\ 1 ^^ ^ 1 dN . , (21) 2 Qjfc ^Jfc A 2â€”-f/Â? S?¤; â€” enz., aqh dgjc welke vergelijking terstond vervalt in de volgende verge- kingen: dq^ dT dM dN Ik - ^ =   ^ (22) ^ dq^ dT dM dN ^ -frâ€” =   enz. enz. Dergelijke vergelijkingen heeft men nu evenveel, als ernieuwe variabelen zijn ingevoerd. Deze zijn nu nog nietallen onafhankelijk van elkaar, maar nog door enkelevoorwaarde-vergelijkingen: M =: O, N = O enz. gebonden.De vergel. (22) leveren, in verband met die voorwaarde-vergelijkingen, een voldoend aantal vergelijkingen ter be-paling van de nieuwe variabelen in functie van t, als menuit (22) de onbepaalde factoren A, [x, enz. elimineert. De boven opgegeven vergelijkingen (21) stellen nu dentweeden vorm voor der bewegings-vergelijkingen van La-grange \'). Ze gelden voor geheel willekeurige variabelen,die men verkiest in te voeren, en zijn derhalve algemeenerdan

die, waarbij men uitsluitend van rechthoekige co??rdi-naten gebruik maakt. 1) Lagrange, M?Šcau. Anal, Tome 1. S*" edition p. 292.



??? 15 Â§ 6. Zooals reeds boven is aangestipt, nemen de bewe-gingg-vergelijkingen van Lagrange een bijzonder eenvoudi-gen vorm aan, als men bet aantal nieuwe variabelen zooklein mogelijk neemt. Men heeft dan met geen voor-"w^aarde-vergelijkingen meer te doen; deze worden door deiiieuwe yariabelen identiek nul, en in de formule (21) val- len derhalve de termen 2 ^^ "Sqic, â€” , dgk dqk en de vergelijkingen (22) worden dan eenvoudig: dN ^2 -Tâ€” ??qic enz. weg, dT dT d d (23) ^ - dt dqy d^dt dT dT enz. di-i Zijn bijv. de voorwaar de-vergelijkingen van een vraag-stuk , iPii â€” = O en {x^ â€” -f {y^ â€” y^f â€”â€?ian kan men als nieuwe variabelen aannemen en en stellen: x=: a Sin y â€” a Cos Xy â€” a Sin -f- h Sin q^, y^ â€” a Cos Cos Bij invoering dezer nieuwe variabelen q^ en q^, worden,Zooals men ziet, de voorwaarde-vergelijkingen identiek nul. Voor het geval dat er eene krachtfunctie bestaat, datderhalve X;, Y/, ZÂ? de partie??le differentiaal-quoti??nten eener??nkele functie U

van de co??rdinaten zijn, Is: dU iE dx i\' dU Ze = dyi\' dan wordt: dzV J_ V 7 \\ â€” dxidqk = s {^i ^dU dxi\\dxi dqk dU dqk dqkdU dyi dyi dqk dzi dqk  (24)



??? (25) IG en de vergelijkingen (23) krijgen den vorm:AT dU dT d d\'qk dq_lc dqi waarin alle waarden van 1 tot en met het getal, dataanwijst het aantal onafhankelijke variabelen, kan aan-nemen. Â§ 7. Indien eenige der nieuwe variabelen, die voorko-men in de uitdrukking voor T, niet voorkomen in die voorU, dan wordt natuurlijk voor deze variabele de bewegings-vergelijking : d\'qk dj_ _dt dqic ~ \' en bevat T tevens van enkele variabelen niet q^^ maardT wel qy dan is dus ook â€” nul, en de bewegings-vergelijking dt dt dqk wordt eenvoudig: dT dqk = 0, welke onmiddelijk een eerste integraal levert van den vorm: â€” = constant.dqk Voorbeeld. Twee materi??ele punten van de massa\'sm en m-^ zijn door een staaf zonder massa verbonden. Dezestaaf is om een harer punten, dat vast is, beweegbaar in eenhorizontaal vlak. Het punt m kan vrij langs de staafglijden, Â?j, ia op onveranderlijken afstand a van het vaste



??? 17 punt op de staaf bevestigd. Aan het punt m wordt eenezekere beweging medegedeeld. Wat zal de beweging vandit stelsel zijn, en wat is de weg van het punt mlDe kinetische energie van dit stelsel is: a^ mr-" ??\'^ mr\'\'), derhalve: dT ^ dT -77- = U, â€” â€”mrdb drdT , dT â€” â€” m, a\'9 -f-mr^ O, -p- = mr.d^\' dr De bewegings-vergelijkingen zijn dus (in dit geval be-staat er geen krachtfunctie): O, mr â€” mr = O, d{m^ mr^) 6\'_ Jt dt d?Š Deze laatste vergelijking levert-nu onmiddellijk de eersteintegraal: (mj a?\' -f- mr.j) ?¨\' â€” B. Dit is de integraal, welke ook door het principe der vlak-ken geleverd wordt. Uit de boven opgegeven bewegings-vergelijkingen vandit vraagstuk is nu gemakkelijk af te leiden de differen-tiaal-vergelijking der baan van het punt m: f dr\\- Â? m j â€” ^ i^i "H â€” (% -j- mr^). Het geval, dat we boven beschouwden, en dat we hiermet een voorbeeld hebben toegelicht, zal zich steeds voor-doen , wanneer men te doen heeft met stelsels, welker pun-ten naar

vaste centrums worden aangetrokken of afgestootenmet krachten, afhankelijk van de afstanden dier punten tot dTdr H dT dT Tr \'\' dT d??\' O, - ^ =



??? 18 die centrums, als men die afstanden en de hoeken^ welkede voerstralen om die centrums doorloopen, als verander-lijken aanneemt. Zoo verkrijgt men hijv. hij de bewegingvan een materi??el punt om een vast aantrekkend centruna,volgens de Newtonsche wet, wederom de integraal, welkehet principe der vlakken levert. Â§ 8. Wanneer de functi??n U, T en de voorwaarde-ver-gelijkingen onafhankelijk van den tijd zijn, dan geldt, zooalshekend is, het principe der levendige kracht, en we kunnen2qk vervangen door dqj^, derhalve voor de virtueele ver-plaatsingen de werkelijke verplaatsingen nemen, die depunten in een tijd dt ondergaan. We kunnen aldus uit dentweeden vorm van Lagrange\'s bewegingsvergelijkingen (25)het principe der levendige kracht afleiden. Telt men de vergelijkingen (25) op, na ze respectievelijkvermenigvuldigd te hebben met dqi, dq.^, enz., dan komt,als men integreert: \\ I dT dqkj d d\'qk dqk â€” U = Gonst. dT d dT-T.^dqk d\'qk -^-dqk dT â€” Z-TT- dqk Nu is: 2 dt d\'qk

d\'qkde voorgaande vergelijking wordt door deze substitutie: f d dT d\'qk of: dt ^ d\'qk ?’ (26) Tâ€” u- a Maar nu is, zooals we boven (Â§ 5) reeds opgemerkt heb-



??? 19 ben, ala T onafhankelijk is van t, T eene homogenekwadratische functie van q^, q^ enz., derhalve, volgens debekende eigenschap der homogene functi??n: dT dT dq, [ A ^^ dt â€” [â€” J dt^ \\dqk dt) J dt dT , ^ ^ dT dqh _ f d _ fdT dqh d\'qk dt waardoor de bovenstaande vergelijking (26) zich vereen-voudigt tot: T â€” U= Constant, Welke de bekende vergelijking van het principe de leven-dige kracht is. Â§ 9. De tweede vorm der bewegings-vergelijkingen vanLagrange leent zich bijzonder tot het in vergelijking bren-gen van verschillende vraagstukken, en levert, indien mende variabelen met oordeel kiest, in vele gevallen de diffe-rentiaal-vergelijkingen in een vorm, geschikt voor de inte-gratie of gemakkelijk daartoe te brengen. De grootste moeielijkheid, die zich hierbij voordoet, isgelegen in het bepalen van de waarde van T en van dealgemeene krachtscomponenten Qt, in de nieuwe variabelenUitgedrukt, of, indien er eene krachtsfunctie bestaat, hetbepalen van deze. Het is daarom misschien niet

onbelangrijk, omtrentdie waarden der algemeene krachts-componenten Qt eeneenkele opmerking te maken, en eens na te gaan, wat zeeigenlijk voorstellen, omdat we daardoor in vele gevallendie waarden onmiddellijk kunnen neerschrijven, en andersVrij omslachtige berekeningen kunnen besparen.



??? 20 Vooreerst hadden we toch: dxi . dyi dzi iÂ?"â€” 4\' dqh dqk \' \' dqk^Toryolgens kregen we in de plaats der uitdrukking: in de formule (7) eene uitdrukking Q, J^i Q2 enz-in de vergelijking (13), toen we van variabelen Veran-derden. De eerste uitdrukking S (Xi -fY^ ^zi) stelde voor den virtueelen arbeid der krachten X;, Y;, Z;, welke opde verschillende punten van het stelsel werken, als ze hunneaangrijpingspunten over de virtueele wegen dw;, lyi, ^zi ver-plaatsen. Evenzoo moet derhalve de uitdrukking Sg-j-f-Qj Sg\'i-j- enz.voorstellen een even grooten arbeid, dien de algemeenekrachtscomponenten verrichten, als ze over de virtueele ver-plaatsingen der aangrijpingspunten ^q^ werken, of alsde veranderlijken eene variatie of virtueele verandering, Sg-j enz. ondergaan. Stellen nu de variabelen q^, q^ enz. hoeken voor, die hetstelsel om verschillende assen doorloopt, dan moeten na-tuurlijk Qi, Q2 enz. de krachtscomponenten, die met dezevariabelen overeenkomen, voorstellen het moment van zekerekracht

ten opzichte van de as, waarom q^, q^ enz. wordtbeschreven. Deze kracht en dit moment zijn in enkele ge-\'vallen onmiddellijk te bepalen. Heeft men bijv. een enkel punt, waarop krachtenX, Y, Z werken, kan dit punt slechts bewegen omzekÂ?re as, en noemen we q den hoek om die as door-loopen, dan is X^x YSy  de virtueele arbeid qic = S (^Ki



??? 21 van Y en Z; deze moet derhalve gelijk zijn aanQi Sg-,. Qi is dan het moment der krachten X, Y en Zofvan hare resultante ten opzichte dier as. Nog in eenige andere gevallen is het mogelijk de waar-d.en dier momenten onmiddellijk aan te geven, zooals bijde behandeling van enkele vraagstukken wel blijken zal. Stelt echter de nieuwe variabele eene lijn voor, dan isde beweging van het aangrijpingspunt der algemeene krachts-componente geen draaiende maar een glijdende; dan steltQjfc, die daarbij behoort, ook geen moment maar eenekracht voor, en dan is dus, zooals behoort, Qjt^p wederomde virtueele arbeid door Qfc verricht, als het aangrijpings-punt over den lineairen weg Iqu wordt verplaatst. Bij de toepassing der bovenstaande theorie op enkelevraagstukken zal het hier opgemerkte duidelijker worden.We zullen zien, dat men daardoor in de meeste gevallenveel gemakkelijker tot de bepaling der algemeene krachts-componenten kan komen, dan dat we, zooals anders noodigzou zijn,

in de uitdrukking voor Q/k, Y; ^ dqk ^ dqk f dooi qjc dqk) in de nieuwe variabelen j dxi dyi dzi ??e waarden van -r- , ^, â€” dqk dqk dqk Uitgedrukt, substitueerden. Â§ 10. Beschouwen we bijv. vooreerst eens de bewegingvan een materi??el punt, en nemen we polaire co??rdinaten{f, ??, Cp) aan. Op dat punt werken de volgende krach-ten; A in de richting van den voerstraal, B loodrecht opvlak POa en O loodrecht op den voerstraal in het vlak PoÂ?, (fig. 1).



??? 22 We zullen dan voor de algemeene krachtscomponentenToor de drie onafhankelijke veranderlijken r, 6, 0 vinden: 0 = B?-Sin??. 0 = Gr, R=: A, B en C brengen geen verandering in de lengte van den voer-straal te weeg; de virtueele arbeid van B en C, als omvarieert, is derhalve nul, die van A is A\'Sr; bijgevolgis A de algemeene krachtscomponente voor de verander-lijke r. Evenzoo, als ?? en <p om M, vari??eren , krijgen wevoor de momenten yan A, B, O om de assen, waarom ^en Cp beschreven worden, Cr en BrSin??. Verifi??eren we nu deze uitkomsten, door op de gewonewijze de algemeene krachtscomponenten uit te rekenen. We moeten daartoe A, B, O ontbinden yolgens de assenen de co??rdinaten van P {a;,y,z) uitdrukken in de nieuweveranderlijken r,?Š,<p. We vinden daarvoor dan: X, ACos?? ,0 , â€” CSin?? Y, ASin??Cosc?), â€” BSin^p, -fCCos??Ooscp,Z, ABn????incp, -fBCo8<|), C Cos ^ Sin (?), x = r Cos y = r Sin ?? Oos Cp, z â€” r Sin ?? Sin <p> en als de algemeene

krachtscomponente voor de variabele r = -f Yfi Z ^=(AOos??-CSin??) Co8?– dr dr dr ^ \' (A Sin ?? Cos (?) â€” B Sin 0 -f O Cos ?? Cos Cp) Sin ?– Cos Cp (A Sin ?? Sin (?) -f B Cos (?) -f C Cos ?? Sin (?)) Sin ??Sm(p, welke na eene eenvoudige herleiding geeft:A



??? 23 Bvenzoo vinden we voor de variabele ÂŠ, ÂŠ = Xâ€” Z â€” =:_rSin?–(ACos?–-CSiu?–)-fd& dd M r Cos ?? Cos (p (A Cos 0 Sin ?? â€” B Sin (?) C Cos ?– Cos <p) ^ Cos ?? Sin (p (A Sin ?– Sin cp B Cos c?) -f C Cos ?Š Sin (p), ÂŽ =:Cr. en ten slotte voor <?), cD=:X~ Y ^ -f-Z /Sin??Sin<?)(ACo80Sin?? d(p d<p dep â€” B Sin (?) O Cos cp Cos ??) r Sin ?? Cos (p (A Sin ?– Sinc?) -f B Cos C Cos ?? Sin tÂ? = B?-Sin?–. Ziin verder: ^ i ^ = r??, r Sin ??^ = r?? Sin ^ dedt^dt dt ^ drie langs de drie loodrecht op elkaar staande richtingen genomen componenten der snelheid van het punt P, dan is de kinetische energie: T =: I w (r ^ -f ??\'?? Sin H cp\'\') > dT dT dT dT dT dTwaaruit wederom â€”, â€”, , â€”, â€” ziin af te dr dr d^ d^ d(p dcp leiden, en zoo komen we ten laatste tot de drie differentiaal-vergelijkingen der beweging: m d\'^r\'dfi m Uit deze laatste vergelijkingen kunnen we natuurlijk weder



??? 24 zeer gemakkelijk de bijzondere gevallen van de bewegingvan een punt in een plat vlak voor pool-co??rdinaten afleiden-Â§ 11. Twee materi??ele punten, waarvan de massa\'s eum^ zijn, zijn door een onrekbaar koord zonder massa ver-bonden; m kan ziek slechts bewegen over een plat vlak,dat met een verticale lijn een hoek ot, maakt; ra, beweegtzich ook over een plat vlak, dat met de verticale lijn eenhoek i3 maakt. Het koord gaat door een zeer klein rin-getje, dat op de gemeene doorsnede der twee vlakken isaangebracht. Welke is de beweging der beide punten? De co??rdinaten der beide pimten voor rechthoekigeassen zijn zes in getal; voorwaarde-vergelijkingen, waaraandie co??rdinaten moeten voldoen, zijn er drie, namelijk detwee vergelijkingen der vlakken en de uitdrukking, dat hetkoord van constante lengte is. Men moet dus het vraag-stuk kunnen terugbrengen tot een met drie onafhankelijkeveranderlijken, en het ligt voor de hand hiervoor te nemen:10. de afstand van m tot het ringetje;

2". de hoeken, diede voerstralen van elk der punten maken met een vastelijn in elk der vlakken, bijv. met de gemeene doorsnededer vlakken of met eene lijn, loodrecht op die doorsnede.Doen we dit laatste. Het is duidelijk, dat deze variabelenonafhankelijk van elkaar zijn en, als ze bekend waren, detoestand van het stelsel volkomen zouden bepalen. Voor de co??rdinaten a;, y, z qu cc-^^, y^, z^^ van m en m vin-den we dus: x^ = (/â€”r) Cos Cp Sin (3Vx = Sm (p = {lâ€”r) Cos 0Cos(3,is, de lengte van het koord Cos ?? Sin Â?y = r Sin ??z~rCoa?? Cos Â?als r de voerstraal vanen cp en 3 de boven bedoelde hoeken voorstellen. m



??? 25 De krachten, die in dit stelsel werken, reduceeren zichtot de zwaartekracht en zijn Ti â€” mg, = rn-^g. In dit geval is nu eene krachtfunctie U aanwezig, enwel is â€” â€” mgd{r Cos ?™ Oos x)-\\-migd{{Iâ€”r) Cos Cp Cos /3.)JJâ€”m gr Cos i Cos oi.-\\\'m^g {Iâ€”r) Cos (p Cos (2,als we de constante der integratie nul nemen. Voor de algemeene krachtscomponenten krijgen we verder : dU dU dUd^ = mg Cos ?” Cos a â€” Mig Cos Cp Cos /3.= â€” mgr Cos a Sin ?Šâ€” â€” ^ {Iâ€”r) Cos <p Sin (p. De kmetische energie wordt nu blijkbaar: T I I rÂ? Â?) -{- my ( (lâ€”r)^ <p^ P) I = m^) P imr^P-i-^m^ (lâ€”r)^ (p^ derhalve : dT dT~dr d(p = 0, dT dT ^ , â€” â€” mr^ $, - {lâ€”rf (p ; en de bewegings-vergelijkingen zijn dus: mr^ ?? 2mr Irâ€” â€” mgr Cos tx. Sin ??â€”^ â€” â€”r) <p râ€” â€” m^g {Iâ€”r) Cos (3 Sin Cp â€” mrQ^-\\-mi (lâ€”r)Cp\'^ =mg Cos 6 Cos Xâ€”Cos Cp Cos (3.Â§ 12. Zooals deze vergelijkingen hier zijn opgegeven^2ijn ze niet onmiddellijk op te lossen. We zullen onsâ€?iaarom bepalen

tot het onderzoek van enkele bijzondere



??? 26 gevallen, waarbij we omtrent de waarden van m en /3,<p en ?? zekere onderstellingen zullen maken: 1Â°. Is x = O, (3 = 0 en nemen we (p en 6 constant aan, dan is, daar??, ??, nul zijn, {m m,) r ff (m Oos 6 â€” m^ Oos (p).Zijn nu cp en ^ nul, dan beeft men in mâ€”m. r =g de bekende vergelijking voor de beweging van een materi??elpunt. 2Â°. Evenzoo vinden als iÂ? = O, /3 â€” 90Â°, d en(p constant zijn:[m -f- m,) f == gm Oos ??, en als ?? = O is: M r = ??- m m^ 3". Is Â? = 90Â° en (3 = 90Â°, en nemen we cp en ^ variabel,dan krijgen de bewegings vergelijkingen den volgendenvorm, dien we in enkele gevallen gebeel kunnen oplossen:ffif.2 ^ _{_ 2mrr ?¨ = â€” mgr Cos <x Sin Sm^ {Iâ€”rY p â€” {Iâ€”r) rpâ€” â€” m^g {Iâ€”r) Oos (3 Sin P(m f â€” mr {Iâ€”r) p"^ = mg Cos ?? Cos ot, â€” mi gCos (p Cos /3;waaruit: mr"^ l Smz-r ^ = O of d. {mr^ ??) = O of r"^ ?Š = Const. en (lâ€”r)\' p = C^ Dit zijn dus reeds twee eerste integralen der bewegings-vergelijkingen. De derde vergelijking

wordt, als we vande gevonden integralen gebruik maken: (m m^) T â€” mr -{- Â?i {tâ€”?â€?) p^ = O = 0. m ~ -f- iWj (t-ry (m -j- mj r



??? 27 Een eerste integraal van deze is: Qi C ^ (?Â? 4- â€” m jp^ mi=A. Wil men nu de vergelijking van den weg van het punt^ vinden, dan kunnen we uit de laatste vergelijking, door??iiddel van ?¨ = dt elimimeeren en krijgen dus de differentiaal-vergelijking: {i- Welke vergelijking, als Ci nul is, gemakkelijk kan opge-lost worden. Alsdan is de beweging van mi gericht naarhet vaste punt. Men vindt zoo doende: / N ^^^^ I 1 ÂŽ ^ m d?š f \' J C^ (m-\\- m,) Waaruit men vrij gemakkelijk de integraal afleidt: de il /y ?´ 4" const. secans = o// Het hier behandelde geval is ook een bijzonder gevalVan een vraagstuk, voorkomende op bl. 126 van het tweededeel van Jullibn (Probl?¨mes de M?Šcanique ration-nelle). De daar gevolgde methode, om tot het opstellen derbewegingsvergelijking te geraken, is echter eene geheelde hier gebezigde. Niet minder verdient het volgende geval onze belang-stelling : Nemen we Â? 90Â°,



??? 28 (3 â€” 0,0 constant en wel nul, dan worden de bewegings-vergelijking-en : ??) â€ž .m â€” ~ O en (Â?Â?-f- m^) f â€” mr = â€” m^ff. dt De beweging van m is die van een materi??el punt naareen vast centrum, getrokken door eene kracht, die daarvanuitgaat. De wet dier aantrekking, of de spanning van hetkoord, dat aan die kracht gelijk is, is merkwaardig. Bij een zoodanige beweging van een punt, aangedaan dooreene kracht van het centrum uitgaande, is de componenteder totale versnelling in de richting van den straal, zooalsbekend is: ^ ^ ) en derhalve de kracht, welke deze versnelling aan eene massam kan geven: (^11 _ en dit is gelijk aan de spanning S van het koord.Uit de bewegings-vergelijkingen volgt echter dat: en daar m ^ = O of mrÂŽ f = constant is, zoo is de span-ning van het koord: /ÂŽ-t-mj\\ m\'-r\'\'J Het bijzondere geval, dat m door een stoot eene bewe-ging in eene cirkelvormige baan krijgt, en m, in rust ge-



??? 29 laten wordt, is yan belang, omdat dan de beweging yan mstabiel is, en eyenzoo m-^^ in een stabielen eyenwichtstoestandverkeert. De stoot, dien m ontyangt, moet yoor dit geyalklaarblijkelijk loodrecbt op den yoerstraal gericbt zijn, enaan dit punt eene snelheid v geyen, die men aldus bepaalt: en daar c = mr*\' S\' = mrv is, zoo is: (m m^) g ~ mg â€”mofÂ?; = j/ â€” gr T w Dit resultaat had men ook kunnen verkrijgen uit deoverweging, dat de middelpuntvliedende kracht bij de cir-kelvormige beweging van m natuurlijk gelijk moest wezenaan de spanning van het koord, dat is, aan m, g, derhalve: â€” , waaruit v = i/ ^ grr r m Â§ 13. Een vast lichaam kan zich om een vaste asbewegen en draagt een tweede as, waarom een tweedelichaam zich bewegen kan. Wat is de beweging yan ditstelsel? 1Â°. Geval. Nemen we aan, dat de beide assen even-wijdig zijn. Zijn 0 en de hoeken, die respectievelijk ge-blaakt worden met een vast vlak door, een vlak gaandedoor beide assen en een vlak door de

tweede as en hetZwaartepunt van het tweede lichaam gebracht, dan is hetduidelijk, dat deze beide hoeken, die onafhankelijk van el-kaar zijn, den stand van het stelsel volkomen bepalen. Verderis Â? de afstand der beide assen en ?? de afstand van hetzwaartepunt van het tweede lichaam tot de tweedeas (fig. 2).



??? 30 De snelheid van het zwaartepunt van B is de resultanteder beide snelheden a(p en ?¨\\p, welke samen een hoek ^â€”0insluiten. Het kwadraat dier snelheid is dus: Cpi -f 2a?¨0 Oos {(pâ€”en als nu m en Â???, demassa\'s der beide lichamen voorstellen, dan is de kinetischeenergie van dit stelsel: T = ^ j mf m, {a^  [ als j de traagheidsstraal van het eerste lichaam A om deeerste as, en die van B om eene daaraan evenwijdigeas door het zwaartepunt voorstelt. Uit de waarde van T leidt men af: dT â€” mf 0 Cos {^pâ€”(p) fp ct ^ dT = m^ ab Oos (:P~<P) ip m^ -f P) 4> d Y dT dT â€” â€” â€” â€” = m^ab Sin {^â€”<p) (p acp d\\p Daar nu verder, zoo er uitwendige krachten op dit stelselwerken, deze, zooals we gezien hebben, tot algemeenekrachts-componenten momenten van koppels $ en ^ geven-op ^ en j5 om de eerste en tweede as werkende, zooworden de bewegings-vergelijkingen de volgende: dc dt Nemen we nu eens aan, dat de beide assen horizontaalzijn, en dat alleen de zwaartekracht op dit

stelsel werkt,dan is de krachtfunctie U klaarblijkelijk niet anders dan



??? 31 ^ Z dz, als de Z as in de richting der zwaarte- kracht gericht is, en derhalve: ^^ f mg d{h Cos <p) m^g d {a Cos (<p oi)-{-1 Cos (ip Â?))Cos <p -f 7n^g a Cos {(p a) H-\' m^g b Cos ??^), als namelijk h de afstand is van het zwaartepunt van heteerste lichaam tot de eerste as en a, den hoek voorstelt,tusschen het vlak door de heide assen en het vlak door deeerste as en het zwaartepunt van het eerste lichaam. Nemen we verder (?) of den stand van het vaste vlakzoodanig aan, dat (?) = O is als het zwaartepunt van Aloodrecht beneden de eerste as is (fig. 2).Uit de waarde van U volgt: = = â€” mgh Sin <p â€” m^ga Sin {(p a.), depd?? Â?i^.?? Sin H- oc).De bewegings-vergelijkingen zijn nu; d{??> Cos ~Cp)) Jt - Wj ab Sin(ip-(?)) ^ cp {mj^ m^ a^) Cp-{-m,ab â€?mgh Sin <P m^ga Sin (0cc) = O, m^ab ^ ^^ ^^^ -f j^j (^?? 4- ^ ^^ ab Sin (^â€”0) ^ <p dt 4- gm, b Sin (ip-^-oi) =â–  0. Werken er op dit stelsel geen uitwendige krachten, danzijn en Y nul, en we verkrijgen door optelling der

beideVergelijkingen en integratie de eerste integraal: ra, a^) (p-\\- m, ah Cos {iiâ€”Cp) Wi (?¨^ z^^)



??? 32 Ditzelfde vinden we ook, als T -j- O nul is.Deze uitdrukking stelt nu voor ket moment der hoeveel-heid van beweging van het geheele stelsel, want het isde som van mj^ 0, mi a<p {a-^?¨ Cos (^pâ€”0)), mx b^ (b-\\-a Cos â€”cp)) en mi k"^ welke zijn de momenten der hoeveelheden van beweging vanhet eerste lichaam om de eerste as, van het tweede lichaam(de massa in het zwaartepunt vereenigd) om die eerste asen van de draaiende beweging\' van het tweede lichaam omeene as door het zwaartepunt. Die som is nu constant. In dit geval nu kan men de oplossing van het vraag-stuk tot de kwadraturen terug brengen; want uit de laatstevergelijking kan men afleiden 4i en (p uitgedrukt in â€”^en ^â€”(p, en wel: ^ _ 0 -I- /J??) -4- M, ah Cos <p) | mj*\' mi a"^ m^ ab Cos â€”cp) \' ^ _ C-j-\\ mfmi a\'^-j-m^ ab Cos <p) | (ipâ€”0)mj\'^ Ml mi ab Cos {^pâ€”Cp) \' welke waarden in T gesubstitueerd, eene vergelijking gevenin 0â€”ip, ^p â€”0 en constanten; daar, in het geval er geenkrachten op het

stelsel werken, T constant is. Deze laatstevergelijking en die van de momenten der hoeveelheden vaÂ?beweging zijn nu voldoende ter bepaling van 0 enfunctie van i. Onderzoeken we thans een paar bijzonderegevallen van dit vraagstuk. Nemen we aan, dat beide assen horizontaal zijn, dat alleeÂ?de zwaartekracht op het stelsel werkt, en dat de hoeken^P en 0 zeer klein zijn, voorts, dat hoek iX nul is, en de



??? 33 Wde lichamen zich reduceeren tot materi??ele punten yande massa\'s m en m-^, dan wordt bij dit bewegingsgeyal j ~hen k=:0, en we hebben dan te doen met de beweging yantwee materi??ele punten m en m^, waaryan m op een staafzonder massa, die in zeker punt is opgehangen, beyestigdis, en wel op een afstand ^ van dit vaste punt; terwijl aanhet andere eind van die staaf beweegbaar verbonden iseene tweede staaf zonder massa, welke op een afstand hvan dit einde een tweede punt m^ draagt. Daar we in dit geval \\pâ€”0 nul kunnen nemen enzoowel als xp^ kunnen verwaarloozen, zoo reduceeren zichde bewegings-vergelijkingen tot; (mP Tti-^ a"^) Cp Mj^ a?? ^p -j- mgh Cp -j- m-^ ag (p = Om^d (ap = 0 (1) of tot; m/i\'\' (p g {mJI m-^^a) p) â€”-gam-^\\p 0 ap ?¨ip g^ = 0. (2) Tot dit geval laat zich het algemeene geval gemakkelijkterugbrengen; want voor de onderstelling, die we bovenaannamen, waren de bewegings-vergelijkingen: {mj\'^ 4" Â?Kj a-) ^ - -m-^ ab {mk -{-m^ a) g

Cp Om^ a?¨p m^ k^) p -{-gm^^ ??p = 0. We hebben dus nu maar te bepalen de massa\'s M en M^en op welke afstanden H, A en B deze geplaatst moeten\'Worden, opdat de beweging van het stelsel van twee licha-Dien om twee parallelle horizontale assen, waarvan de eersteVast is, overeenkome met die van twee materi??ele punten,Zooals we boven beschouwden. We kunnen die waarden be-palen uit vijf vergelijkingen:



??? S4 M H^ Mj A^ = m/ 4-M H M^ A = m/J ??.Ml A B = fÂ?! ab.M, B^ = m^ {b^ k^) M, B = mj b. b\'^ P A UT enz. waaruit: B = De simultane vergelijkingen (1) of (2) zijn nu volgensde bekende metbode gemakkelijk op te lossen. Stel bijv.een particuliere integraal 0 = e^V-?- m ^ = {xdan is: â€” r mlir\' g (mh -j- m,-ja) â€” gm,-^ a/^i = O en â€” ra â€” brfx g = O?waaruit en mP b â€” rg {mh m-^a)-\\- gm^ a [gâ€”ra) = 0> â€” 9â€” ra At of: br r"^ mh\'h?\' â€” r {bg [mh -\\-m-^a) gm^ a^) ^^ welke vergelijking in bet algemeen twee wortels r geeft-Hierdoor krijgt men dus de integraal: (?) = Aj Sin  Â?i) Ag Sin (\\/r~ i = Sin (t/^ i Â?i) <Â?2 A-s Sin (V^ ^s)-Nemen we aan, dat de massa van bet eerste licbaam nulis, en het tweede lichaam eene homogene of niet homo-gene staaf, dan levert het algemeene vraagstuk onmiddel-lijk de bewegings-vergelijkingen van eene staaf, opgehangenmet een harer einden aan een dun onrekbaar koord zondermassa, als die staaf zeer weinig uit haar verticalen even-wichtsstand is

gebracht en alleen aan de werking der zwaar-tekracht is overgelaten. Voor dit geval vindt men, daar hoek A = O, O,



??? 35 m^ â€”M, i ~ l, als 21 de lengte van de (homo-gene) staaf is, en k"^ T = 1 Mia\'\' Cp^ -^^alCp^ CoS {i>â€”(p)V ~ Cos De bewegings-vergelijkingen zijn: a\'^ (p al ^ ga Cp O en ^ ^-j- ai Cp Ig <p O, waaruit wederom: cp = Al Sin (v/?^ ^ As Sin {Vf^ t ^s) ^ â€”Ai^ii   Sin (1/^3 ^ Â?2); terwijl de waarden van r en ^ gevonden worden uit debeide vergelijkingen: tl\' is: Ig (4/â€”3a) H- 3/^ = 0 en = __gâ€”ar air\'\' Ir 2Â° Geval. Nemen we aan, dat de beide assen elkaarrechthoekig kruisen. Stel, dat de eerste as verticaal, dusde tweede horizontaal zij, en laten na zekeren tijd 0 en dehoeken zijn, die respectievelijk gemaakt worden 1Â° dooreen vlak door de eerste as en loodrecht op de tweede as,met een vast vlak door de eerste as gaande en 2Â° dooreen vlak door de tweede as en het zwaartepunt van hettweede lichaam gebracht, met een horizontaal vlak. Dezebeide van elkaar onafhankelijke hoeken bepalen wederomden stand van het stelsel, (fig. 3). Zij vervolgens a de afstand der beide

assen, l de afstandvan het kruispunt op de tweede as tot het vlak doortet zwaartepunt van het tweede lichaam loodrecht op detweede as gebracht, en c de afstand van dit zwaartepunttot de tweede as, dan is de snelheid van dit zwaartepunt



??? 36 de resultante van (a cCos-^) Cp, h <p, e-p, en wel is hetkwadraat dier snelheid, zooals men spoedig inziet: (a -f c Cos (p^ 6-2 (p\'- â€” 2bc ip ^ Sin -p;derhalve de kinetische energie van het stelsel : ;{a c Cos py cp^  ht 4)2 ^ â€”2?¨c(ppBm^p i- -p- J is de traagheidsstraal van het eerste lichaam om de ver-ticale as, & die van het tweede lichaam, om eene as even-wijdig aan de tweede as door het zwaartepunt gaande. Uit T leidt men af:dT â€” = (p -j- m-^ (ac Cos py p â€” m^ hc \\p Sin p U/(Jj dT ~ â€” (c2 -p â€” ?¨cp Sin p -\\-k-i -p)dT dT â€” = 0, â€” â€”â€”{[a cCos-4;) c Sin vp â€” ic^) p Cos p]- Derhalve zijn de bewegings-vergelijkingen, als zich dealgemeene krachts-componenten weer reduceeren tot de mo-menten van twee koppels om de eerste en om de tweede as,op het eerste en tweede lichaam werkende in vlakken lood-recht op die assen: d {m^ (a -f- c Cos p)\'^ p â€” m^ hc p Sin p)_^ "(1) (2) dt c2 p -{- p â€” hc Sin pp â€” ?¨c p p Cos p \\-f- {a-\\- c Cos p) c Sin p-\\-?¨o(pp Cos p^ Werkt op

dit stelsel alleen de zwaartekracht, dan is dekrachtfunctie klaarblijkelijk: U â€” gm^c Sin p; dU derhalve dp\' ^ â– = g m^c Cos p en ~ = = O,



??? 37 zoodat de bewegings-vergelijkingen nu zijn: d jmj {a-\\- c Cos Cp â€” m^hcp Sin -p | =0 {mji 4- wj b\'-) p -f di m-^ I {/c2 -f c2) â€” ??ccp Sin -p {a\'\\- c Cos ^z) c Sin\\p ==gm^ c Cos \\p, (4) De eerste dezer vergelijkingen laat zicb nu onmiddellijkintegreeren: imj\'^ - - m^ Jp-) cpm^ {ac Cos p)^ p â€” m^ ?¨c -p Sin p ~G. (??) Deze vergelijking toont dus aan, dat de som van de mo-menten der hoeveelheden van beweging, ten opzichte vande loodrechte as van het eerste lichaam mj^ <p, en die vanhet tweede lichaam (de massa in het zwaartepunt vereenigdgedacht) m-^ p {a-\\-c Cos \'py m^ h {bp â€” cp Sin p), con-stant is. Passen we het bovenstaande eindelijk eens toe op hetvolgende eenvoudige bijzondere geval, dat ^ = O en Â? â€” Ois, dan zijn de bewegings-vergelijkingen: ^J^ P f^iG^ Cos^ pep â€” Const. (P  c2 Sin p Cos pp^=:gc Cos -p. Stel nu, dat we de massa m kunnen verwaarloozen, endat het tweede lichaam zich reduceert tot een materi??elpunt, dan is dus yl; = 0 en

heeft men: m^ c^ Cos^ P P = Const. o\'^ p -j-c\'^ Sin p Oos p p^=gc Cos pof: C c^ Cos^ P \' c^Cos^ p p = 0 waaruit p â€”



??? 38 Voeren we Tervolgens in plaats van ^ den hoek | 90Â°â€”tpin, dan zijn de vergelijkingen:0 â€?â€? ^ = 2Q- af-\' c I\' = â€” ^ Sin I c Sin I Cos |waaruit: C2 c fSin ?Cos ISin I = cSin | Cos ? , , , â€”^ Sin ? c* Sin^ I na substitutie van: . C 0=. c^ Sin^ Door integratie van de laatste vergelijking verkrijgt men: We nemen dus aan dat | nul is, als ? = is, en vin-den na herleiding: (oo^ I - ooB q (Cos 5 - Cos So) > We zijn derhalve tot de kwadraturen gekomen. Neemt men nu nog eens aan, dat Cp constant is r= w, dehoeksnelheid om de eerste as, dan heeft men natuurlijkslechts te doen met de eene vergelijking, tf ^ c Sin Cos â€”ff Cos \\p,waaruit, 90Â° â€” ^ ~ | zijnde: d^ --- ^\'It^ [/ (Cosl-Cosfo) (2^ â€”c<y\'(Cos? Cos?,)}, zooals men ook langs anderen weg en wellicht nog een-voudiger had kunnen vinden. Deze uitkomst stemt overeenmet die, welke van de oplossing van dit speciale gevalin Jullien II, p. 258, gegeven is.



??? TWEEDE HOOFDSTUK. Oe bewegings-vergelijkingen voor impulsieve krachten. Â§ 1. We hebben tot dusverre alleen beschouwd het ge-val , dat op het stelsel materi??ele punten aanhoudende krach-ten werken. We moeten nu nog nagaan, wat er van debewegings-vergelijkingen wordt, ingeval er impulsies op hetstelsel werken, en we het aantal variabelen door middelvan de voorwaarde-vergelijkingen, waaraan de co??rdinatender punten moeten voldoen, tot het kleinste getal terug-brengen. Zooals bekend is, kan men gemakkelijk uit de al-gemeene dynamische vergelijking : afleiden de vergelijking voor impulsieve krachten: waarin X/, Y/, Z/ voorstellen de componenten der impul-sies in de richting der assen, die op het punter;, yi, zi,werken. Bestaan er nu m voorwaarde-vergelijkingen van den vorm:



??? 40 M=:0, JV=:0 enz., functi??n der co??rdinaten, dan komtmen weder door de methode der multiplicatoren tot devolgende 3Â? symetrisclie formules: .. ^ , , dM , diY , mi xi-= Ai -f- A ---\\r --r enz. dxi dxi ^ , , dM . dN , mi vj = ?? j -r A ---{^-r T enz. dyi dyi ^ , , dM , dN , m\\ %i â€” Zi A â€” ---enz. (Izi dyi waarin i alle geheele waarden van 1 tot en met 7t kankrijgen. Heeft men uit deze vergelijkingen de m onbe-paalde co??fl3.ci??nten A, pt, enz. ge??limineerd, dan geven deZnâ€”m overblijvende vergelijkingen, gecombineerd met dem voorwaarde-vergelijkingen, een aantal van Zn vergelijkin-gen ter bepaling van x, y, z, enz. in functie van i. Â§ 2. Yoeren we nu ook hier wederom nieuwe variabelenin, functi??n van x, y, z en t, dan zijn dus omgekeerdX, y, z functi??n dier nieuwe variabelen q-^, q^ enz. en vant, en derhalve: \'dxi dxi~dt /\'dx{\\ dxi dxi . , \'M dq^ dxi . dxi . Soortgelijke uitdrukkingen krijgt men ook voor de anderevariabelen. Telt men nu de overeenkomstige leden der vergelijkin-gen

(1) na ze respectievelijk met \'^xi, lyi, Izi, vermenig-vuldigd te hebben, bij elkaar op, dan verkrijgt men: 2 mi {xi Ixi -f yi lyi Z, ^z) â€” Z (X\'j lx, Y\'i lyi Z\'i (1) (2)



??? 41 substitueert men in deze vergelijking de boven gevondenWaarden van Sa?, "Sy, "^z, enz., dan wordt het tweede liddezer vergelijking: Q,\\   enz. A Sil/"  enz., als we namelijk voor Q\'^, Q\'^ enz. aannemen de waarden: \\ dqi dq^ dq^ J ) enz. dq^ _ â€ž / Y\' dxi dyi dzi dq^ dq^ dq^ Evenals we nu in het eerste hoofdstuk dxi ..dyi de algemeene krachts-componente voor de variabele q^^ heb-ben genoemd, evenzoo zullen we nu Q\'j de algemeene com-ponente der impulsie voor de veranderlijke q-^ noemen. Het eerste lid van bovenstaande vergelijking kan menWeer door middel van de uitdrukking der kinetische energie T = ^ Z mi {xi^ yi^ gemakkelijk in functie der nieuwe variabelen omzetten.We vinden toch terstond uit de waaren xi, yi, %i: dxi _dxi dyi _dyi dzi _dzi d\'q^ d\'qi dq^^ d\'q-^ dq-^ zoodat het eerste lid der bovenstaande vergelijking wordt: 2 mi {xi Ixi yi lyi -f- zi ^Zi) ~ dxi ^ , . dyi . , . dzi\\ . -{- 7n,i ( xi , V dq enz-



??? 42 f.dxi dyi ^ , . dzi ^ \\ , ^ ^^^ \'\' \'\' Men yerkrijgt dus ten slotte: dT ^ , dT ^ , Q\'i hl ??\'o enz. AJif Â? (z^N enz. (3)welke vergelijking onmiddellijk vervalt in vergelijkingenvan den vorm: dT , d3I , dN , ... dqs dqs dqs Dergelijke vergelijkingen keeft men in even groot aantalals men nieuwe variabelen q^, q^ enz. beeft ingevoerd. Zegeven ook weer terstond de bekende vergelijkingen voorimpulsieve bewegingen voor de gewone rechthoekige co??r-dinaten als = enz. stelt. Van bijzonder belang is het ook weer in deze onderzoe-king, als we het aantal nieuwe variabelen, dat we wille-keurig meer of minder groot kunnen nemen, door middelvan de voorwaarde-vergelijkingen van het vraagstuk tot hetgeringste getal reduceeren. We doen dit, door van allevoorwaarde-vergelijkingen gebruik te maken, zooals dit xnhet voorgaande hoofdstak is aangewezen. De nieuwe varia-belen voldoen dan van zelf aan die voorwaarde-vergelijkin-gen, maken die derhalve identiek nul, en uit de boven-staande

vergelijking (3) krijgt men dan de eenvoudige for-mules: dT dT



??? 43 Ouderstelleii we nu nog verder, dat de m voorwaarde-"Â?vergelijkingen N=Q enz. den tijd t niet expli- ciet bevatten, en is dus ook T daarvan onafhankelijk, dangelden natuurlijk nog dezelfde formulen (5), maar bevattengeen t meer expliciet, en men heeft dan: dT dT â€” â€” = enz. Â§ 3. We kunnen deze formulen ook nog op eene anderewijze afleiden, en daardoor nog beter van het wezen derzaak een duidelijk begrip krijgen. Vooreerst is het klaar, dat we in de algemeene formule: S I (X\'i â€” mi ah) ^Xi (Y\'i â€” mi yi) Sj/; {Z\'i â€” mi \'z i) Izi j =0,\' Voor Ixi, ^yi, "^zi mogen nemen de oneindig kleine ver-plaatsingen, die de punten na een zekeren tijd werkelijkOndergaan, en daar deze verplaatsingen evenredig zijn aansnelheden in die richtingen, zoo is: 2 (X\'; ki -f Ti ifi -f Z\'i zi) â€” 2 Mi {xi" yi" ?¨i") =2 T. Deze vergelijking beteekent derhalve, dat de door denstoot geleverde arbeid, die op het stelsel de uitwerkinglieeft van de kinetische energie te vermeerderen, gelijk isaan de halve som

van de producten der componenten van denstoot en der overeenkomstige componenten van de snelhe-den der aangrijpingspunten. Nemen we nu yoor de bepaling van de algemeene compo-nenten der impulsie voor de nieuwe variabelen q^, q^ enz.dezelfde wet aan, dan luidt deze: de toename der kine-tische energie van een stelsel of de arbeid, daarop dooreene impulsie uitgeoefend, is gelijk aan de halve som derproducten van de componenten der impulsie en de overeen-



??? 44 komstige componenten van de snelheden der aangrijpings-punten. Deze snelheids-componenten , enz. zijn dezelfde,als ze boven zijn bepaald. Zooals we gezien hebben, is de algemeene krachts-com-ponente: dqa \' dqs ^ dqsj Nemen we nu aan, dat deze krachts-componente eenzeer kleinen tijd r op het stelsel werkt, dus een stoot uit-oefent, dan is, als Q,s de algemeene impulsie-componentevoorstelt: O O Werkt nu op een stelsel, dat zich in beweging bevindt,een stoot, waarvan de algemeene componente door boven-staande formule wordt uitgedrukt, en zijn de toenamen dersnelheids-componenten, die bijv. aanvankelijk \'q^, q^ enz.waren, Vq^, Vq^ enz., dan is de gemiddelde snelheid ge-durende den stoot: ki > ?¨ ^^ enz.,zoodat ingevolge de bovenstaande bepaling de arbeid, doorden stoot verricht, zal zijn: h   ?¨ enz., en zoo we nu aannemen, dat de toenamen der snelheids-componenten , Vq^ enz. oneindig klein zijn, derhalve tenopzichte van \'q-^, q.^ enz. kunnen

verwaarloosd worden, danwordt de bedoelde arbeid eenvoudig: Qi q\\ Â§2 enz.



??? 45 Deze arbeid wordt nu besteed om de kinetische energiete vermeerderen, dus heeft men: Nemen we verder aan, dat de stoot zoodanig zij, dater alleen eene verandering der snelheids-componenteplaats vindt, en dat de andere snelheids-componenten q^, q^enz. onveranderlijk blijven, dan is, daar T alleen functieis van q^, q^ enz., q^ enz., en daar we kunnen aanne-Utten, dat de co??rdinaten g-,, q^ enz. gedurende den stootuiet veranderen, zoodat we deze als constant kunnen be-schouwen : dq^ De bovenstaande vergelijking wordt derhalve:dT ?Šl ~Qi9i Qs 92 enz , dq^ als , Q^ enz. voorstellen die bijzondere impulsie-compo-iienten, welke alleen de verandering der variabele teWeeg kunnen brengen. Deelen we deze vergelijking dooren geven we acht op de waarde van:dT ^^ = (2, ) ^L   (!?l ??s) ?Šz enz. (pag 11) dan vinden we: {(li dT - = ^i) k ^a) enz. dq^ De eerste en de laatste uitdrukking zijn nu lineaire func-ti??n van q^, q^ enz., zoodat hieruit volgt: = q-i enz.



??? De componenten der impulsie, die we een stelsel moe-ten mededeelen om alleen eene verandering Iq, der snel-heids-componente te weeg te brengen, zijn derhalve: Qi = ii) 5 = (2t ii) > enz. Moet er dus eene verandering der snelbeids-componenteworden veroorzaakt, of moet deze snelheid aan een inrust zijnd stelsel worden medegedeeld, dan zijn de hiervoornoodige componenten der impulsie: (??r ii) n> (S, h) 91. fe Ss) , enz. En zal een stelsel uit den toestand van rust eene snel-heid aannemen, waarvan de componenten zijn q^, q^ enz.ten gevolge van een stoot, dan moeten de componentendaarvan, zooals men terstond inziet, de waarden hebben: Q\'i ^i) kx fe  qz enz. q^ = = {q^ q^ f/j {q^ q^ q^ [q^q^ q^ enz. (6)enz. Deze uitdrukkingen zijn klaarblijkelijk niets anders dan^dT dT dq,\' dq^\'dT enz. derhalve: dT dT = ^33, enz. Â§ 4. Deze uitdrukkingen, geheel in overeenstemmingmet die, in de vorige paragraaf gevonden, geven dus nude oplossing van het vraagstuk: de impulsie

(waarvanPi, enz. de componenten zijn) te bepalen, die noodigis om een stelsel, dat in rust verkeert, eene bepaaldesnelheid (waarvan q^, q^ enz. de gegeven componenten zijn)te geven, wanneer de kinetische energie T gegeven is alseene kwadratische functie dezer snelheids-componenten.



??? 47 Zij stellen tevens voor de componenten der hoeveelheidTan beweging van een willekeurig zich bewegend stelselBaateri??ele punten voor de aangenomen algemeene varia-belen. Â§ 5. Er kunnen natuurlijk gevallen voorkomen, waarbijde questie anders is gesteld, waar juist gevraagd wordt:uit de gegeven impulsie-componenten de initiale snelheids-componenten af te leiden, als ook T gegeven is in functievan de impulsie-componenten. Dan zijn de bovenstaande uit-drukkingen niet onmiddellijk aan te wenden, en we zullendeze derhalve hebben te vervormen, zoodat we zoo moge-lijk terstond op de gestelde vraag het antwoord bekomen. Daartoe hebben we op te merken, dat T is eene homo-gene kwadratische functie van q^, q^ enz., en dat dus,volgens de leer der homogene functi??n: dT dT Differenti??eren we deze uitdrukking ten opzichte vanPy, p^ enz., en beschouwen we daarbij T, q-^, q^ enz. alsfuncti??n van p^ enz., dan is: dT . d\'q^ dq., d\'q^ (9) dp^ > dp^ dp^ ^ dp^

^ enz. Verder heeft men (6): i\'i = (^1 k\'i  {?3  enz. = (?1 ?2) (?2 92)  (?393 enz. Ps = ($1 Sz) ?i ih % (??s (1% enz. enz. L.



??? 48 waarin {q^ â€” q^), of algemeen {q, q,) = (qs qr) <i- i-de co??ffici??nt van (/r in de uitdrukking voor ps is gelijkaan de co??ffici??nt van <}s in die voor p^. Dit volgt onmid-dellijk uit de wijze, waarop pi, p^ enz. uit T worden af-geleid. Het spreekt nu van zelf, dat als we uit deze homogenelineaire vergelijkingen in yj,!/^ enz. deze grootheden op-lossen en uitdrukken in p^tp^ enz., waarbij dan de co??ffi-ci??nten weer alleen functi??n der variabelen zulleÂ?zijn, we uitdrukkingen zullen bekomen van dezen vorm: = r^. [?2 q{\\p^ fc enz. V?? = tel [?•2 [23 enz. (11)= L2l ?•s]^, fe [23 li] Pz enz. enz, die wederom homogeen en lineair zullen zijn ??n enz., en waarvan de co??ffici??nten zullen voldoen aan de voor-waarde : hr 2 J = lis qr] m. a. w. de co??ffici??nt van p,. in de uitdrukking van yÂ?is gelijk aan den co??ffici??nt van ps in die van <}r, zooalsmen gemakkelijk kan aantoonen. \') 1) Als px ~ a,i IJl -F ??i, qt -f- o!â€ž enz.Pj = Cii ([i -f- 02 \'/2s -I- Â?28 q^ -1- enz. Ps â€” ttir q, Oja q^ -j- Â?33 <h enz.

enz. en D de determinant [a 11, ??j??, Â?33, , . , . ??7m) voorstelt, terwijl de minordeterminant en door Drs worden aangewezen, dan is, zooals bekend if â–  f) Pi Dii Pa i?2i -D31...... pâ€ž D q^ =pi Dii -}- Pa Du -1- Ps Aa...... Pn Dm n,â€ž p., D;â€ž p,D-,n . . . . -f pn Dâ€žn



??? 49 Vi, > enz. nu lineaire homogene functi??n van , zijn de, zoo heeft men natuurlijk: Verder is- Â?1 sâ€”1.......0.1 Â? 1 , . 02 Â?â€”1.......o2 i O12 . OiÂ? Ctu????i a râ€”11 f\' Â?\'â€”12 â€? â€? O Â?"â€”1 sâ€”j. . ... a râ€”1 sâ€”1.....?? râ€”ln ??r ii ?? Â?â€? 12 . . a r 1 sâ€”1 .... C!)- 1 Sâ€”i.....??f iÂ? Om.....Ore sâ€”I Â?Â?1 â–  ea Â?11 ?–12 . ... Cli trâ€”1 .... . . . ??i r-Fi---- Â?21 Oia .... Â?2 râ€”1 â€? . . . a sâ€” O sâ€”12 . â€? a 3â€”1 râ€”1 â–  â–  . . a sâ€”1J-â€”1 .. . a s u a i . as-|-l râ€”l â–  â–  . . Â?s lr l . . ... .aâ€ž,â€”1 .. . . - â€? Onr i..... Het is dadel^k te zien dat â€” zal zyn, als men algemeen<iirs = chr heeft, of als de determinant symetriek is. Dit is nuhet geval in den tekst, daar hier de co??ffici??nten Â?,,, a^,, enz. voor-atellen (q^qj, (q^q^) enz., en we hebben aangetoond, dat {qrqs)~iq^qr) is. Hieruit volgt dus, daar en ^ enz. voorstellen \'ie co??ffici??nten van enz. in de ontwikkeling van r/j, ena, deze gelijk waren aan ^2] enz: I?- == hr =



??? (12) 50 enz.; derhalve, daar [gÂŽ qr] = [2Â?- ^s] is > is ook: = Maken we nu van deze eigenschap gebruik, dan latenzich de bovenstaande uitdrukkingen (9) veranderen in: ^ dq^ dq^ d\'li dT 2 â€”  r/2 :r-  enz. enz. .welke door substitutie der waarden (12) ten slotte over-gaan in: = <h enz. of algemeen voorgesteld: dT dP:, welke vergelijkingen de oplossing bevatten der gesteldeopgave. Â§ 6. Behalve de vraagstukken, in de beide voorgaandeparagrafen besproken, kunnen er nog andere voorkomen,waarvan de oplossing niet direkt is af te leiden uit de verkre-gen uitkomsten. Indien namelijk de snelheden ofdeimpul-sies gevraagd worden, terwijl er gegeven zijn eenige voor-waarde-vergelijkingen, tusschen de impulsies en de snclhe-



??? 51 ^ÂŠn, waaraan de beweging van het stelsel moet voldoen, enWel in even groot aantal als er onafhankelijke variabelen2ijn, dan kan men voor de oplossing van het vraagstuk,gebruik maken, behalve van deze voorwaarde vergelijkingen:i{f=0,i\\r-o, enz., van de formulen: (7) of (14):dT . dT dqs dps Men heeft dan, als er 3Â?â€”m onafhankelijke variabelen2ijn, dubbel zooveel vergelijkingen, ter bepaling van de2(3Â?â€”m) groothedenjss en ^s, die in het vraagstuk voor-tomen. Een bijzonder geval hiervan is natuurlijk dat, waarbijtusschen de snelheden alleen een zeker aantal Qx,) betrekkingen gegeven zijn, en wel lineaire vergelijkingen met constante tweede-leden, en men bovendien weet, dat de impulsies zoodanig gericht zijn, dat ze op alle snelhedendie aan eene andere reeks van (/3) homogene lineaire vergelijkingen tusschen de snelheden, voldoen, geen invloedbebben. Het geheele aantal oi-\\- vergelijkingen moetnatuurlijk weer gelijk zijn aan het getal

onafhankelijkeveranderlijken. Men heeft dan terstond de oplossing vanhet vraagstuk in de vergelijkingen (7) of (14) benevensbet geheele getal voorwaar de-vergelijkingen. We kunnen echter die oplossing nog eenigszins wijzigen.Men kan namelijk uit die cx, vergelijkingen tx,â€”1 variabe-len naa,r willekeur elimineeren, en dus overhouden eeneenkele lineaire vergelijking met een constant tweede-lid. Elimineeren we door middel dezer zelfde vergelij-kingen, diezelfde variabelen ook uit de andere /3 verge-lijkingen , dan hebben we dus het vraagstuk gereduceerd tofceen met minder veranderlijken.



??? 52 Nu kunnen we wederom andere variabelen invoeren, functi??ndergenen, die we hadden, we kunnen deze beschouwenals nieuwe snelheids-componenten, en ze zoodanig kiezen,dat een daarvan gelijk is aan de functie der snelheden inde eene vergelijking met het constante lid, die men heeftovergehouden, en dat de andere snelheids-componenten ge-lijk worden respectievelijk aan de (3 functi??n der snelheden,die oorspronkelijk gegeven waren, en die zoodanig warenondersteld, dat de impulsies geen invloed uitoefenden opde snelheden, welke daaraan voldeden. Doen w^e dit nu,dan hebben de impulsies, die nu op het stelsel werken,de eigenaardigheid, dat ze geen uitwerking hebben op welkesnelheids-componente ook, behalve op die eene, welkegegeven is. Werkt bijv. op een in rust zijnd materi??elstelsel, eene impulsie, waardoor enkele deelen daarvanplotseling met zekere gegeven snelheden in beweging ko-men , dan kan men die impulsie beschouwen als eene dieaan bovenstaande voorwaarden

voldoet, en de snelhedender punten aanmerken als de algemeene snelheidscompo-nente, die gegeven is. Er wordt dan gevraagd de overigesnelheids-componenten te bepalen. De gegevens van het vraagstuk zijn derhalve: (} = A, /j-i O, Pi â€” O , enz. (a)men vraagt p^^, 73 enz. De oplossing wordt gegeven door de vergelijkingen jjrri jrn dT [ yr- dl door de vergelijkingen (7) of (14): -â€” djOs ^ cUls Maken we eerst eens gebruik van de vergelijkingen (14)- ; ---â–  UsO?• dT^ dps



??? 53 dan heeft men, daar ?i] Pl" hl 23] fZs] enz. j is, = </\\=A â€” qj] p^, waarmt ^^ enz. Het spreekt van zelf, dat [^i^i], [ii q^l-, fe ??a] enz , deco??ffici??nten der termen van T, bekende functi??n zijn dervariabelen q-^, q^ enz , die van den aard van het vraagstukafhangen en daaruit kunnen worden opgemaakt. Hadden we gebruik gemaakt van de vergelijkingen {a)en (7), dan hadden we gevonden: ^ = 4 {\'/i\' 2 q^) f/2 q-i enz. jwaaruit; dT J^ fel lx) \'/I fel ??i) Hl fel kz enz. aq^ dT fe2 i) "/i fel ^2) ?Š\'i (^2 Js) enz. = O aq 2 enz. en  uit welke vergelijkingen men dan nogjtjj, q^, enz hadop te lossen. Â§ 7. De beweging, die door een materi??el stelsel wordtaangenomen, nadat het de inwerking eener impulsie heeftontvangen, bezit de merkwaardige eigenschap, dat de aan-genomen kinetische energie een maximum is, d. w. z.grooter is dan de kinetische energie, die het stelsel zouverkregen hebben, wanneer het eene andere beweging hadaangenomen, die met de voorwaarde-vergelijkingen vanhet

vraagstuk niet in strijd is.



??? 54 Euler is de eerste geweest, die deze eigenschap heeftaangetoond, en wel voor het geval van een onveranderlijkmateri??el stelsel. Hij hewees, dat als zoodanig in rust zijndstelsel een stoot ontvangt, de aangenomen kinetische energieom de as, waarom het stelsel aanvangt te bewegen, steedseen maximum of minimum moet wezen. Lagrange heeft later deze stelling uitgebreid voor hetgeval van veranderlijke stelsels materi??ele punten. Hetbewijs, dat hij hiervan heeft gegeven, komt hierop neer.Voor een vrij maar onveranderlijk stelsel, waarop impul-sieve krachten werken (X\', Y\', Z\') gelden de vergelijkingen: Z m [aj â€” yi) = [xY\' â€” ^X\') -L m (zx â€” x\'z) Z (^X\' â€” xZ\') (1) Z m{yiâ€” zy) = S (j/Z\' - ^Y\'). Stellen nu w, de componenten der hoeksnelhedeuvoor der rotaties om de assen O X, OY, O Z, dan is, daarp, cc, cp voor alle punten van het stelsel dezelfde zijn: X = zu â€” yp, y = xp â€” zp, z ~ yp â€” xu. (2) Voor een veranderlijk materi??el stelsel kan men nu vol-gens Lagrange evenzoo schrijven: Xâ€”

zie â€” yp-\\- 01., y xp â€” zp -j- ?Ÿ, = â€” z??o-\\-7i (3) waarbij dan a, ?Ÿ, y voorstellen die gedeelten van de snelhe-den der punten, welke afhankelijk zijn van hunne plaats-verandering ten opzichte van elkaar, of liever van een die^punten, dat men willekeurig heeft gekozen. Het is toch, zooals Bertrand hieromtrent opmerkt, duide-lijk, dat men een willekeurige verplaatsing van een ver-anderlijk stelsel beschouwen kan als te zijn ontstaan uit de



??? 55 verplaatsing van liet stelsel, als onveranderlijk gedacht,en uit de daarop volgende betrekkelijke verplaatsing derpunten onderling. Dit is nu, zoo het schijnt, wat Lagrange bedoelt;de totale snelheid van a;, dus Je, is samengesteld uit desnelheid, die x zou hebben, als het stelsel onveranderlijkwas, d. i. z??>â€”yCp, waarbij weer a, Cp voor alle pun-ten dezelfde zouden zijn, en uit de snelheid, die x inden tijd di zou verkregen hebben, omdat het samenstel welveranderlijk is, dat is x; x kan dus alle mogelijke waardenhebben, is in het algemeen voor alle punten verschillend,is afhankelijk van f, hetwelk van de voorwaarde-vergelij-kingen tusschen de co??rdhiaten der punten afhangt; maaris in ieder geval, evenals zulks /3 en 7 zijn, onafhankelijkvan Cp, 03, In de vergelijkingen (3) zijn dus de eenige variabelen??c, y, % entpjCp, w, daar de co??rdinaten gedurende denkorten tijd van den stoot als constant gedacht worden.Vari??eren we dus de waarden (3) dan is: Si- = ^rSa â€” , Xy â€” xdji â€” , Si = â€” iPSÂ?. (4)

Deze uitdrukkingen zijn derhalve dezelfde als in het ge-val van een onveranderlijk materi??el stelsel. Als we nu devergelijkingen (1) vermenigvuldigen met dCp, SÂ?, enoptellen, dan krijgt men na substitutie der waarden (4): ySy-f aS i) = 2 (X\'Si; Y\'Sy Z\'S i) (5) Uit de algemeene bewegings-vergelijking voor impulsievekrachten: ^Sy zS^) = s (X\'Saj ySy Z\'S^)kan men afleiden, als men Sy, S2: enz. aanneemt even- i\'



??? 56 redig aan de werkelijke verplaatsingen of snelheden derpunten: 2 m (iÂ? if i^) = 2 (X\'^ Y\'y Z\' i),waaruit: 2 2 OT (x S X-f ^ S y i 5 i) = 2 (X\'S Y\'^ y-f Z\'Â§ ^i). (6)ITit de vergelijkingen (5) en (6) volgt nu:  â€”Oof SI\'^O; derhalve T, de kinetische energie van het stelsel, moeteen maximum of minimum zijn. Bertrand heeft in den derden druk van Lagrange\'s M?Šea-nique analytique aangetoond, dat, als we de variati??n door5 voorgesteld niet oneindig klein nemen, hoewel we zesteeds zeer klein onderstellen, de verandering, welke dekinetische energie ondergaat voor eene andere bewegingdan die, welke het stelsel werkelijk aanneemt, steeds nega-tief is, dat derhalve voor de werkelijke beweging iTsteedseen maximum is. De hier besproken stelling is later door Delaunay in het5de deel van het Journal de Math?Šmatiques van Liouvillelangs een anderen weg, namelijk door de gewone me-thoden der maxima en minima, bewezen. Ook Sturm enBertrand hebben nog andere bewijzen bekend gemaakt,van welke

dat van Sturm hier nog in hoofdzaak volgt.Een stelsel materi??ele punten, waarvan de co??rdinatenaan de m. voorwaarde-vergelijkingen 3/= O, iV=0 enz.,die van den tijd onafhankelijk zijn, moeten voldoen,heeft eene impulsie gekregen, waarvan de componentenop de verschillende punten zijn X\', Y\', Z\', enz,, en ten-gevolge waarvan ze aanvangen te bewegen met snelheden\'



??? 57 Welke tot componenten hebben x, ij, i, enz. Stel na,dat men het stelsel eene andere beweghig doet aannemen,doordat men bijy. onmiddellijk na den stoot de co??r-dinaten der punten noodzaakt te voldoen aan nog andere\'V\'oorwaarde-vergelijkingen Jf\' = O, JV = O, die evenzooonafhankelijk van den tijd zijn, dan zal daardoor de be-weging, die oorspronkelijk zou aangenomen zijn, noodzake-lijk veranderen, en moeten dus, ingevolge het principevan d\'Alembert, de werkelijk verkregen hoeveelheden vanbeweging der punten vau het stelsel evenwicht maken metde hoeveelheden van beweging, in tegengestelde richtinggenomen, die ze oorspronkelijk hadden of die hun is mede-gedeeld. Brengt men dit in vergelijking, dan verkrijgt men: â€”  â€” y^) -f â€” Iz) = ??. Waarin i^\'j, ij^, de componenten der snelheden voorstel-len, die nu de punten aannemen. Maar zooals we ondersteld hebben zijn de voorwaarde-Vergelijkingen van t onafhankelijk, en mogen we dus deSÂ?, Sy, ^z, enz. evenredig nemen

aan de werkelijk aange-nomen snelheden. Doen we dit, dan kan men schrijven: â€” â€” i^) = 0 of S â€” 2 -f y^??-f-V) = 2 m â€” i\'i)^-f (y â€” (?¨ â€” d. i. =  (y â€” (^ _ en daar het tweede lid noodzakelijk positief is, zoo is dusde kinetische energie T der vrije beweging grooter dande kinetische energie T^ der gedwongen beweging enOvertreft deze met een bedrag, gelijk aan de kinetische



??? 58 energie der beweging, die met bet verschil der snelhedenbij beide bewegingen overeenkomt. Ten slotte kunnen we door invoering van nieuwe onaf-hankelijke variabelen, ten getale van ^nâ€”m, als er m voor-waarde-vergelijkingen zijn, op de volgende wijze geheela.lgemeen de boven opgegeven stelling bewijzen. Laten enz. de gegeven impulsie-componenten zijn, en enz. de hierdoor voortgebrachte snelheids-compo- nenten , bepaald uit de vergelijkingen: dT stel nu, dat we zoodanige beperkingen der beweging in-voeren, dat de punten van het stelsel de snelheids-compo-nen enz. aannemen, en laaty^yj, enz. de ina- pulsie-componenten voorstellen, welke deze snelheden uitden toestand van rust hadden kunnen veroorzaken, dan isde energie dezer gewijzigde beweguig: Ti^K/i fa enz.). Nu zijn natuurlijk â€”]Pxt â€”AÂ? enz. de impulsie-componenten, die op het stelsel werken, juist ten gevolgeder ingevoerde beperkingen. Beweegt zich derhalve hetstelsel zoodanig, als het door deze beperkingen wordt ge-

richt, dus met de snelheids-componenten q^, enz,, danverrichten deze impulsies daarop geen arbeid, en we heb-ben dan: O = (/i â€”^1) c}\\ -f (jjjj â€”^2) y\'2 enz. of Pi ??i H-i^a q\'^ Ps f 3 enz. =jo\\  Pl qi i\'2 \'>2 Pz \'h enz. â€”p^ q^ p^ q^ -f-i^a q^ "f"



??? 59 Waaruit: Pi (y 1â€” ^\'i) (Jh â€” y 2) enz- of: gr - f {q - q\',) enz. KT~T,) = {q- q\\) {p.-p\\) iq- <i\\) enz. p\'i y\'i)  enz.; maar dit laatste gelijk zijnde aan: (Pi â€”p\'-d i\'x â€”/??) ^\'2 enz. =: O \'), heeft men eindelijk: 1) Stel, men heeft met twee bewegingen van een zelfde stelselte doen, dan ia: ,dT dT aq\\. dq% dT dT dq \'1 dq \\ Tzz i j (gi qi) ijL^ 4- 2 (51 -f y.) enz.} 7\'=:i|(yi??i)     enz.]\' Men leidt hieruit gemakkelgk af: ,. , , . ^ ,â€? . dT . dT . dT Pi. 11 p\'a ?2 P 3 ?3 enz. = yt-â€”,   q^ -r- si^z. dgr\'x dq ^ ^ dq ^ = ?! y\'1 qv) yi \'>\'2 (yi q^) h ??s enz. 7a ?\'a(?a?a) enz. enz. Juist dezelfde uitdrukking vindt men voor pi \'q\\ p^, q\\ 4- enz.door ys met q\'s en met te verwisselen, derhalve verkrggtnien: V\'i. yi p\'^ y\'a p\'a kz enz. =:joi q\\ -f^^ q\'^ pzqz enz.p\'i q\'l p\'o. y\'a p\\ k\'z enz. =:p\\ \'q\\ p^ q^ -f p\'z q\\ enz.of: Pk (yiâ€”y\'i) Pa (yaâ€”y 2K- enz.=:y\'i ipiâ€”p\'i) {p^^.â€”p\'z) enz. L.



??? 60 Het tweede lid dezer vergelijking is natuurlijk de kine*tische energie der beweging van het stelsel, als het dewerking van een stoot â€”, enz. had ondervonden.Deze kinetische energie is natuurlijk positief, en dus is Tvoor de natuurlijke beweging een maximum. De kinetischeenergie, die ontstaat, wanneer op zekere materi??ele puntenstooten werken, is derhalve grooter, wanneer zich die pun-ten geheel vrij, onafhankelijk van elkaar, kunnen bewe-gen, dan wanneer ze op een of andere wijze met elkaarsamenhangen, bijv. op onveranderlijken afstand van elkaarmoeten blijven, enz. Â§ 8. Eene andere merkwaardige eigenschap der impul-sieve beweging, met die in de voorgaande paragraafbehandelde in nauw verband, maar als het ware het om-gekeerde van deze, is, dat, als van een in rust zijndmateri??el stelsel enkele deelen plotseling door een of an-dere oorzaak genoodzaakt worlen, met bepaalde gegevensnelheden in beweging te komen, en door hxrnne bewe-ging die der andere deelen te

veroorzaken, de aangeno-men kinetische energie van het stelsel een minimumzal zijn, d. i. kleiner zal zijn dan wanneer de bewe-guig, door het stelsel aangenomen, eene andere was ge-weest, maar toch steeds de voorwaarde, betrekkelijk desnelheid van enkele bepaalde deelen, vervuld blijft. In dit geval is dus niet de stoot gegeven, zooals inde vorige paragraaf, maar de snelheid van enkele punten.Het bewijs dezer eigenschap volgt zeer gemakkelijk uithetgeen reeds betrekkelijk dit geval is medegedeeld inÂ§ 6, waar het als toepassing van een bijzonder bewe-gingsgeval van een materi??el stelsel in het algemeen isuitgewerkt. We kunnen toch, even als daar geschied is,



??? 61 ons die snelheden, welke enkele punten aannemen, denkenals eene enkele snelheids-componente , voortgebracht dooreene enkele impulsie-componente en aannemen, dat deandere impulsie-componenten nul zijn. Nemen we nu aan, dat f-^, p-xi enz. voorstellen deimpulsie-componenten, die eene andere beweging, waarvan\'/i\') q^, q^) enz. de snelheids-componenten zijn, zouden kunnenvoortbrengen. De kinetische energie, die het stelsel bijdeze beweging zal aannemen, zal dan zijn: 2 T q; P2\' q-l ^-f?? H?• enz.,terwijl ze bij de eerste beweging zou zijn: De verdere termen, die anders voorkomen, vallen weg,omdat P2, p^, enz. nul zijn. Maar nu is vroeger aangetoond (Noot pag. 59), dat Pl \'h  enz. q^\' -{-p^ enz. is; derhalve, daar pi,p^, enz. nul zijn, heeft men eenvoudig: Men kan dus 2 T\' ook aldus schrijven:. 2 -{-P^\'q^\' enz. -^P^q^\' â€” \' Fi\' Hl P?• H^ enz. | of 2 â€” ??\'sX\'/s\'â€”^3) enZ. Is nu ook bij die tweede beweging de voorwaarde be-trekkelijk de snelheid dier enkele punten vervuld,

dan be-teekent dit, dat de snelheids-componente qi â€” Hi is, enverkrijgt men:



??? 62 waarvoor men ook kan schrijven:of 2T=2T\' â€” Z(p\'s â€”ps) {q\'s â€” qs). De tweede term in het tweede lid dezer vergelijkingstelt blijkbaar voor de kinetische energie der beweging vanhet stelsel, die overeenkomt met het verschil der snelhedenin de eerste en de onderstelde tweede beweging; dezeterm is dus noodzakelijk positief, en derhalve is T altijfikleiner dan T\', m. a. w. de energie voor de werkelijk aan-genomen beweging is een minimum. De hier algemeen bewezen eigenschap is van zeer grootbelang voor de oplossing van een aantah vraagstukken,zooals wel blijken zal bij de toepassing op enkele. Ofschoon men nu bij deze toepassingen de variabelenwel zoodanig zou kunnen kiezen, dat de snelheden, dieenkele punten aannamen, als een enkele snelbeids-compo-nente te voorschijn kwamen, zoo is dit toch slechts zeldendoelmatig, en, behalve dat die keuze niet altijd gemakkelijkis, is het ook niet noodig. Weet men toch, dat de kinetischeenergie een minimum moet zijn, en heeft men nu eensniet de

veranderlijken gekozen, zooals ze boven waren aan-genomen, dan heeft men m ieder geval betrekkingen tus-schen die veranderlijken, die ons in staat stellen deze tebepalen volgens de bekende methoden voor het zoeken vanmaxima en minima van zekere uitdrukkingen, wanneerer tevens voorwaarde-vergelijkingen gegeven zijn. Â§ 9, Passen we nu de bovenstaande theorie eens toe ophet volgende vraagstuk: Ben lichaam B (massa mi) kan om zekere horizontale as



??? 63 (2) bewegen, welke as gedragen wordt door een tweedelichaam ?„ (massa m), dat zelf om een vaste as (1) even-wijdig aan (2) zich kan bewegen. Door een of andereoorzaak wordt zeker punt C van het lichaam Â?, gelegenop een afstand c van de as (2), en wel in het vlak doorde as-(2) en het zwaartepunt van B gaande, in horizontalerichting eene snelheid q medegedeeld, in een vlak loodrechtop de beide assen (fig. 4). Men vraagt de initiale hoek-snelheden van A en Â? om de assen (Ij en (2) te bepalen.Nemen we weer de onafhankelijke variabelen pmCp&an,die den stand van het stelsel bepalen, evenals in het vraag-stuk Â§13 van het eerste hoofdstuk en evenzoo de andere no-tati??n, daar gebezigd, dan heeft men voor de uitdrukkingder kinetische energie van dit stelsel: terwijl de voorwaarde-vergelijking voor de snelheid van hetpunt C is: q â€” a cp Cos 0 cp Cos p.Daar T een minimum moet zijn, moet STnul zijn , derhalve: dT â€” mp\' p d\'p m-i^ a^ <p dp -{- m,^ ahp Cos (pâ€”p) dp ab

p Cos ipâ€”p) dp -f -f F) p d\'p = 0. (1) We hebben toch alleen 0 en ip als de variabelen aan tezien, omdat gedurende den tijd van den stoot de co??rdi-naten p en p geene verandering ondergaan. Uit de voorwaarde-vergelij king der snelheid van C leidenwe eveneens af: O aCoa p dp c CoBp dp. (2) Vermenigvuldigen we nu deze laatste vergelijking metA, tellen haar dan bij de eerste op, en stellen w^e ver-



??? 64 volgens de co??ffici??nten van dp en # nul, dan vinden wede beide vergelijkingen: {mj-^ -f d") 0 Oos {pâ€”0) â€” A ?? Oos 0 = O Â?Â?1 ah Oos 0 P)\'\\p ^ Kc Cos p O (3) die nrtet de voorwaarde-vergelijking: q aCp Cos0 cp Oos p een stelsel van drie vergelijkingen van den eersten graadin 0, p en A vormen, waaruit men deze grootbeden kanbepalen. Gaan we nu na, wat er van deze vergelijkingen wordtin het bijzondere geval, dat de hoeken p en 0 oorspron-kelijk nul of zeer klein zijn, zoodat men in dit laatste ge-val voor Oos (p~0), Oos 0, Cos p de eenheid nemen kan.De drie vergelijkingen worden dan: (4) a^) 0 nij ab p â€” aK = 0m-^ ab 0 P)P ~ c A = O q=:a0-{-cp, waaruit men kan afleiden:Xm^a (bo {b^ k^)) 0=^ m^ a^ b^ m^â€” b^ A^) a^ -j- mj^)) (a^ b â€” a^ c) â€” mj^ cMj (a^ b"^ â€” (b^ k\'\'-) (mj^ -j- m^ a^))a^ yi _ (^?• {mf- m^ a?-) P _ {bâ€”cy-) a^ â€? m (p- a = qm-^ "We kunnen uit deze waarden van 0, p en A gemakke-lijk opmaken, hoe groot c moet zijn, opdat het eerstelichaam A in rust blijve, 0 dus gelijk

nul zij.



??? 65 Alsdan moet hc â€” P) â€” O zijn, waaruit blijkt:Â? ÂŽ is derhalve het slingerpunt van B voor de tweede as. Moet xp nul zijn, moet zich alzoo evenwijdig verplaat-sen, dan vindt men: c =---- mj\'\'\'m ?œit deze algemeene oplossing laten zich die van eenpaar interessante bijzondere gevallen gemakkelijk bepalen. 1". Nemen we aan, dat het lichaam B zich reduceerttot een homogene staaf, en het lichaam A in een dun on-rekbaar koord zonder massa overgaat, dan moet dus m == O, = M, en P = ^ V^ gesteld worden, en de vergelijkin-gen (3) gaan over in: Mo?-  = 0 I if ^-f Jf a ^ â€” ?? A =q aCp c^ (6) Mb"" Waaruit men terstond vindt: . 45â€”3c 3(câ€”?¨) Mab bc 3 {câ€”b) (7) ^^ _ ^, ^en A zijn nu in bekende grootheden uitgedrukt, terwijlliet duidelijk is uit de eerste formule (6), dat A voorsteltde grootte van den stoot, die deze beweging zou kunnenteweegbrengen, als hij werkte op het punt c in de richting<ier snelheid q. Mb^ of



??? 66 Uit de algemeene oplossing leiden we verder af, als 5 â€” cis, â€? â€? A \'O O, <p = â€”, A = 2 Jf dus 0= Ia h â€” ^a, is dus c het middelpunt van botsing van dan is 0 â€” A = f g if, dus ^ = welk resultaat in overeenstemming is met hetgeen de the-orie ons langs anderen weg leert; want, daar de hoek-snelheid van de staaf voorstelt, heeft men:â€? _ _ qm _ I Mg %h is derhalve gelijk aan het moment, van den stoot gedeelddoor het traagheidsmoment ten opzichte der draaiingsas. Daar verder â€” 6 5c -f- steeds positief is voor be-staanbare waarden van 5 en c, zoo is dus voor c < | 5, 4\'positief. Neemt c toe tot | ?¨ dan neemt 0 af tot nul,en wordt c grooter dan ^b dan is 0 negatief, is nulals c = b, negatief voor c < i en positief voor c> b. Geresumeerd:is c < J, dan is 0 positief en ^ negatief;c > 5 en < I dan zijn 0 en positief;c > I 5, dan is 0 negatief en 4/ positief. Is nu nog a = 00, dan is <p â€” O dus 0 constant.dat geval beweegt zich de tweede as langs eene rechte KjOevenwijdig aan zich zelve. Yoor de snelheid van

verplaat-sing der as vindt men: i (45â€”3c) a0 = welke snelheid positief is, alsc<|5, negatief, als e > |



??? 67 Men heeft dus hier de oplossing van het vraagstuk: deinitiale beweging te bepalen van een homogene staaf, dieaan het uiteinde een asje draagt, dat er loodrecht opstaat,dit asje rust op een horizontaal vlak, waarin een gleuf is,waardoor de staaf heen gaat; in de richting van die gleufontvangt de staaf een stoot. Wat is de hoeksnelheid, waar-mee deze om dit asje aanvangt te bewegen, en wat isde initiale snelheid, waarmee dit asje zelf vooruitgaat? Nemen we ten slotte het geval, dat a = 0 is, dan zijnde vergelijkingen van het vraagstuk: ^ Mb^p â€” = = cp, waaruit: K _ 2 _ MP MP A c \'^MP\' A is derhalve, zooals duidelijk blijkt, de grootte van denstoot. Zooals uit de verschillende verkregen uitkomstente zien is, zijn deze in volkomen overeenstemming met deresultaten voor de eenvoudiger gevallen langs anderen wegverkregen. De oplossing van het geval, dat het eerste lichaam Azich tot een materi??el punt in de tweede as, en het lichaamÂ? zich tot een materi??el punt in het zwaartepunt

van Breduceert, laat zich even gemakkelijk uit de algemeene op-lossing afleiden. Het gemak waarmede, volgens deze me-thode der algemeene variabelen, die we hier hebben toe-gepast op de bewegings-vergelijkingen van Lagrange voorimpulsieve krachten, de uitkomsten zijn verkregen ookin meer samengestelde gevallen, springt duidelijk in hetoog, en maakt deze methode zeer boven andere methoden,welke men wel zou kunnen aanwenden, verkieselijk. Â§ 10. Gaan we thans nog eens na, even als we in



??? 319 liet voorgaande hoofdstuk met hetrekking tot de algemeenekrachts-componenten gedaan hebben, wat de algemeene in-pulsie-componenten eigenlijk beteekenen. Nemen we daartoe nog eens de beide eerste formulen(3) van het voorgaande vraagstuk voor oogen, dan is hetdadelijk in te zien, dat, als we ze aldus schrijven: {mj^ Ml aP-) Oos p = Xa Oos Cp , m, ab Oos (pâ€”p) <p Â?2, P = Ac Oos p,de eerste leden dezer vergelijkingen voorstellen dT dT dat deze derhalve zijn, hetgeen we vroeger als de alge-meene impulsie-componenten hebben aangemerkt, dus: Daar, zooals we gezien hebben, A moet worden aange-merkt als voor te stellen de grootte van den stoot, zooblijkt hieruit, dat de algemeene impulsie-componenten indit geval (nu de variabelen p en p hoeken zijn om tweeevenwijdige assen doorloopen) voorstellen: de producten vanden stoot met de projecti??n der afstanden van de twee aantwee op elkaar volgende assen, en van de laatste as tothet aangrijpingspunt van den stoot in de

loodlijn op derichting van den stoot. Deze producten zijn derhalve de momenten van zekerehoeveelheden van beweging, ten opzichte van de verschil-lende assen, die in het stelsel voorkomen, en waarom dehoeken p en p worden beschreven. Dit is nu geheel algemeen het geval. Evenals we in^het voorgaande hoofdstuk voor de algemeene krachts-com-



??? G9 pon enten vonden, in liet geval dat de veranderlijken hoekenVoorstellen, het moment van koppels om de verschillendedraaiingsassen, evenzoo blijft ook voor de algemeene im-pulsie-componenten dezelfde uitspraak geldig, indien weoveral in plaats van krachten hoeveelheden van bewegingstellen. De overeenkomst tusschen deze momenten van hoeveel-heden van beweging en de algemeene impulsie-componenteneenerzijds, en de momenten van koppels en de algemeenekrachts-componenten anderzijds, is zeer merkwaardig. Wewillen nog door een enkel voorbeeld toelichten, dat ook inhet geval van impulsieve beweging, zoo de variabele geenhoek voorstelt, maar eene lineaire grootheid is, de algemeeneimpulsie-componente, daarbij behoorende, ook geen momenteener hoeveelheid van beweging voorstelt, maar zelve eenehoeveelheid van beweging of impulsie is. De overeen-komst , waarop we boven doelden, gaat bij gevolg ook indit geval door. Vraagstuk. Aan eene staaf, die in een plat

vlak kan bewe-gen, en aanvankelijk in rust verkeert, wordt een stoot indat vlak medegedeeld, waardoor het gestooten punt meteene snelheid q aanvangt te bewegen.Welke beweging neemt die staaf aan? Zijn w en w de componenten der snelheid, waarmee hetzwaartepunt aanvangt te bewegen, en is ^ de initiale hoek-snelheid, dan moet men dus u, v (p bepalen, en heeftmen, als w en y de co??rdinaten van het getroffen puntzijn, ten opzichte van assen door het zwaartepunt gaande,voor de componenten der snelheid van het getroffen punt: OC â€” yp, ij â€” Vâ€”x!p



??? 70 Is derhalve q die snelheid zelf, en stellen / en derichtings-cossinnssen dier snelheid voor, dan is; g â€” (uy 0) I-{-m {vâ€”en ?? dus: dT = Mudu Mvdv MTc\' ??pd0 = O. O = mdv 4" Idu -j- {ly â€” mx) dCp De vergelijkingen van het vraagstuk zijn nu: Mu = hl, Mv â€” mX, MW- Cp â€” {lyâ€”mx) A,q â€” l{u yCp)-\\-m {vâ€”x Cp), waaruit u, v, cp en h ie bepalen zijn. dT dT Nu zijn weer Mm en Mv gelijk aanâ€”enâ€”, de alge-meene impulsie-componenten, en in dit geval gelijk aande componenten der impulsie zelf; u erx v zijn nu ookgeen hoek-snelheden meer, maar stellen lineaire snelhedenvoor. Hiermede is het bovengezegde derhalve aangetoond.



??? DERDE HOOFDSTUK. Het gebruik der !3ewegings-verge!ijkingen voor lietonderzoek naar de stabiliteit van het evenwicht. Â§ 1. Wanneer een stelsel yan t?? materi??ele punten, waaropkrachten werken, in zekere configuratie in evenwicht is,en het door de eene of andere oorzaak een weinig uit denevenwichtsstand wordt gebracht, en wel zoodanig, dat deverplaatsingen der verschillende punten zeer klein zijn, enook de snelheden, welke die punten hebben, op het oogen-blik, dat het stelsel weder aan zichzelf wordt overge-laten, zeer klein zijn, dan laat zich door middel van dentweeden vorm der bewegings-vergelijkingen van Lagrangegemakkelijk onderzoeken, of de afwijkingen, die het stelselvan uit dien evenwichtsstand zal bekomen, na verloop vaneindige tijden zeer gering zullen blijven, dan wel of dieafwijkingen voortdurend grooter zullen worden. In heteerste geval moet het evenwicht natuurlijk stabiel zijn; debeweging van het stelsel is dan eene trillende beweging-om dien evenwichtsstand. In het

tweede geval is het even-wicht onstandvastig. De omstandigheid, dat de afwijkingen van den even-wichtsstand en de snelheden der punten zeer klein zijn bijden aanvang der beweging, maakt, dat we de bewegings-vergelijkingen van Lagrange, die, in den algemeenen vorm,



??? 72 waarin we die in het eerste hoofdstuk hebben leeren ken-nen , slechts in enkele gevallen onmiddellijk te integreerenzijn f tot een eenvoudiger vorm kunnen brengen, dien menvolgens de bekende methoden altijd kan integreeren. Diebewegings-vergelijkingen worden dan namelijk lineaire diffe-rentiaal-vergelijkingen der tweede orde met constante co??ffi-ci??nten, en hiervan kan men altijd de integralen bepalen. Het spreekt wel van zelf, dat deze oplossing alleen geldt,zoo lang ook nog de onderstelling omtrent de kleine af-wijkingen en geringe snelheden geldt, en dus alleen voordie configuraties, welke onmiddellijk in de nabijheid vanden even wichtsstand zijn gelegen. Gaan we na, wat er wordt van die bewegings-vergelij-kingen, ^an vinden we, dat, als de co??rdinaten der puntenvan het stelsel aan zekere m voorwaarde-vergelijkingenM â€” 0, iV=0 enz., die van den tijd onafhankelijk zijn,moeten voldoen, we wederom door middel dezer vergelij-gen het aantal van ^n variabelen kunnen reduceeren totâ€” m

â€” i van elkaar onafhankelijke veranderlijken , q^enz., welke tot de oorspronkelijke co??rdinaten x, y,z enz.in de volgende betrekkingen zullen staan: =fi iSxj Ss: â–  enz.), yi = Fi (q^ ,Â§^2,^3,... enz.),Zi = F; (2, enz.); in het algemeen: X = a a^q^ a^ enz. -f- q^ -f- ^a enz.y =  enz. qy -f B^ q^^ enz. ^ = Â? Â?\'t enz. (7, q^ -j- G^ q./ enz.enz. Nemen we echter aan, zooals we boven onderstelden,dat de afwijkingen uit den evenwichtsstand zeer gering



??? n 2ijn, en dat die evenwiclitsstand zelf overeenkomt mety==.h, z â€” c of met met g\',, enz. =0, dan zullen wede tweede en hoogere machten dezer waarden mogen ver-waar loozen in de uitdrukkingen van x, y, z enz. en dushebben: x= a-\\-a^q^mz.y =  h^ q^ enz. 2 = c -f Cl Cl 4- enz, enz, waaruit: ^ â€” a^ qâ– ^ a^ \'q^ enz. y = ^ enz,SS = Cl -f c^ enz. Hierbij zijn natuurlijk a, a^, a^, h, h^ enz. bekende con-stante co??ffici??nten. Voor de waarde der kinetische energieT Tinden we: 2i) S^) h q^) enz, [, waarin dan ook weer (qi q^), (g-j q^) enz. bekende co??ffici??n-ten zijn. T is derhalve eene homogene kwadratische functievan q^ enz. en onafhankelijk van q^, q^ enz.; derhalve: clT dT â€” , â€” ,enz. dq^ dq^ zijn nul in deze bepaalde onderstelling, en de bewegings-vergelijkingen : d dT dt dqh dTdqhdt vereenvoudigen zich tot:



??? 74 Â§ 2. Dergelijke vergelijkingen heeft naen natuurlijk ineven groot aantal als er onafhankelijke variabelen bestaan.Wat het tweede lid dezer vergelijkingen aangaat, zoo isdit in het algemeen van den vorm: Qk = A^ <1^ -f enz., wanneer men ook weer , enz. zeer klein onderstelt,en derhalve de tweede en hoogere machten verwaarloosdmogen worden, terwijl tevens Q,k onafhankelijk is van dedifferentiaal-quoti??nten van gÂ?,, enz. De co??ffici??nten A-^, A^ enz. zijn bekende constante groot-heden. De simultane lineaire differentiaal-vergelijkingen, die nubij het onderzoek naar de stabiliteit van het evenwicht vanzeker stelsel gebruikt moeten worden, zijn: (tel 22) h iii Is) h enz. = ??i A A^ ^3 enz. (2 2 h) li) h ^3) enz. = \'Al q^ -f \'A^ q^ -f ^3 enz. (1) (^3 ii) \'h fes q^ (^3 23) enz. = "A h q^ "^3 qz enz. enz. Deze vergelijkingen laten zich mx volgens de bekendemethoden algemeen integreeren; want stellen we: tVx^ dan krijgt men: t y A2 qs = ve (2, ^^ <l^) (S\'t 23) A^ V enz. =A^ A^ (A Ai V -{- enz.2i) {q, 2 J A V (22 23)

enz. =\'Jj -f ^ \'Ai v enz. iVT^, enz. (2)



??? 75 of: [??i lx) A^\' -   ??s) ^^ â€” Ab^ v enz. = Oq,) AÂ? -  - ^  (3) I (22 qs) A^ ~ \'Jsj V enz. = O enz welke vergelijkingen, ten getale van dti â€” m ~ i, vol-doende zijn ter bepaling van fi, v enz. in even grootaantal, en daar we, door eliminatie van ^, v enz. uit deze ver-gelijkingen, overhouden eene vergelijking in A^, zoo zullenalle wortels dezer vergelijking voldoen, en voor eiken wor-tel kan men dan wederom een stel waarden van ft, v enz.bepalen. De vergelijking in A^ van den graad i is de determi-nanten-vergelijking {qx qi) â€” Al {qx q^) â€” A^ {qx â€” = 0 (4) Men vindt nu voor de waarden van qx, q^ enz. vooreen enkelen wortel A^, ingeval deze re??el en positief is, devolgende uitdrukkingen: ^ i \\/V . ^ t/V qi=^ Gxe ^ C^e ii V V , ^ -i\\/ 33 enz. L (5) =â–  C.yxe ^ VI e Â?



??? 76 Zijn ecliter enkele wortels negatief, dan zou men voorzoodanigen wortel gevonden hebben: g\'i = Cs Sin (As ^ Cs) Cs Sin (As t -f Cs) (6) qs = Cs 7i Sin (As t -f cs) enz. Komen er een paar imaginaire wortels voor, is bijv.: dan is: Ki = Â?{y V-\'^, en A^ = Â? (/â€” S V\'-l)en vindt men voor qi: C" C, e ^^ Sin {U Cl) O, e Sin (U â–  In geval er paren gelijke, hetzij re??ele of imaginairewortels voorkwamen, dan zou men voor qi, qâ€ž enz. na-tuurlijk uitdrukkingen verkrijgen, die in plaats van denconstanten factor Os te hebben, co??ffici??nten hadden, waarinook de tijd expliciet voorkwam. De oplossing, die we nu hebben, voor het geval, datwe van een enkelen wortel A^ der vergelijking (4) gebruikmaken, is echter eene particuliere integraal. De alge-meene krijgen we door de som van alle bijzondere oplos-singen te nemen. In die som van termen in de uitdruk-kingen van qi, q^ enz. kunnen nu voorkomen termen vanden boven opgegeven vorm of wel termen met co??ffici??nten,functi??n van t, al naarmate de wortels A^

zijn positiet,negatief, imaginair, of deze wortels allen zijn ongelijk ofdat er paren gelijke onder voorkomen.



??? 77 De iiier verkregen uitkomsten moeten nu beslissen overden aard der beweging, die bet stelsel aanneemt, als menket, na bet uit den evenwichtsstand zeer weinig verwijderdte hebben, aan zichzelf overlaat, en wel, of die bewegingperiodiek is, of dat bij toenemenden tijd het stelsel zichboe langer hoe meer van den evenwichtsstand verwijdert. Wat de arbitraire constanten in de uitkomsten voor g\'j,enz. aangaat, deze kunnen natuurlijk bepaald worden uitde initiale waarden van q^, q^ enz. en van qi, q^ enz.,welke bekend ondersteld worden^ Â§ 3. Voordat we ons echter nader met de beschouwingdezer vergelijkingen bezig houden, willen we eerst de zaaknog eens langs een anderen weg behandelen, en welbepaaldelijk het geval nagaan, dat er eene krachtfunctiebestaat. Alsdan is toch, zooals bekend is: d?? d Qk â€” dqk\'\' en de vergelijkingen, waarmede we te maken hebben, worden: d â€” dqk ___ d?? dt dqk\' Daar de krachtfunctie U eene functie is alleen van deco??rdinaten,

zoo is de algemeene vorm van U deze: U â€”  enz. ^i q^ Bs qiq^ enz.; maar nemen we nu aan, dat in den evenwichtsstand, wan-neer qi,q^ enz. nul zijn, ook U nul is, dan ia A~0 en,daar de vergelijkingen dqk _ dUdt ~~ dqk



??? 78 natuurlijk ook gelden, als het stelsel in den evenwichtsstandis, derhalve als q^, q^ enz. en q^, q^ enz. nul zijn, zoovolgt hieruit terstond, daar ookdT d dqk _dt ~ wordt, dat A^, A^ enz. nul zijn. TJ wordt derhalve eene homogene kwadratische functievan den tweeden graad der variabelen, zoo we namelijkook hier onderstellen, dat we de derde en hoogere machten vanq^, q^ enz. in de uitdrukking van U mogen verwaarloozen. Alsdan is: qi 3\'J qi q^ Iq^ q^ q^^ enz. waarin weer q^, [q^ q^ bekende constante co??lEci??ntenzijn. Daar nu bovendien ook T eene homogene kwadrati-sche functie van q-^, q^ enz. is, zoo kunnen we door devolgende lineaire transformatie, waarbij w^e andere variabe-len invoeren, de uitdrukkingen van T en ?7vervormen, deeerste tot eene som van kwadraten der eerste differentiaal-quoti??nten der nieuwe variabelen ten opzichte van t, ende tweede tot eene som van kwadraten der nieuwe varia-belen zeiven, waarbij elk kwadraat met zekeren bepaaldenfactor is

vermenigvuldigd. Het is dan met de volgende substitutie, dat we te doenhebben: enz. â€” enz. enz., waarbij x, y, z enz. de nieuwe variabelen voorstellen, (wel O



??? 79 te onderscheiden van de rechthoekige co??rdinaten, die wegewoonlijk gebruiken). Door deze substitutie worden de waarden van , q^ enz.:q^ â€”l^ X m^ ij n^ z enz. = y ^aÂŽ enz. (8) </3 =r i -j- y enz. enz. Het is er nu maar om te doen, deze waarden te substi-tueer en in de uitdrukkingen voor T en U, en dan deco??ffici??nten l, m enz. zoodanig te bepalen, dat de nieuwevorm van T en TJ, dien we wenschten, te voorschijn komt.Dit is nu altijd mogelijk; want het aantal co??ffici??ntenl, m, tl enz. bedraagt â€”my â€” i^; zooveel vergelijkingenmoeten we dus ook hebben ter bepaling dier co??ffici??nten. Na substitutie van de waarden (8) in T, stellen we deco??ffici??nten der tweede machten van x ,y= O; dit geeftdus een stel van i vergelijkingen in. l, m enz.; door vervol-gens de co??ffici??nten der producten x y,x % enz. nul te stellen, verkrijgt men wederom â€”--vergelijkingen, en evenzoo in fS de uitdrukking van U de waarden (7) substitueerende en deco??ffici??nten der producten

xy,xz enz. nul stellende, krijgen% (iâ€”1) we nog eens â€”-â€” vergelijkingen in l, m enz., dus te zamen i -[- i (iâ€”1) = vergelijkingen ter bepaling vanevenveel grootheden. Men heeft alzoo met eene bepaalde substitutie te doen,en vindt bij gevolg, dat het in het algemeen mogelijk is T te brengen tot den vorm: en U tot den vorm:



??? 80 U :=: I [pc x-^ fi f y z"" enz.) waarbij a., fi, y enz. positieve of negatieve, maar steedsre??ele co??ffici??nten zijn , die men kan verkrijgen door dewaarden van l, m enz. te substitueeren in de uitdrukkingender co??ffici??nten van x^, y^, z^ enz. van ?œ. Zijn ot,â€”f{l^ m^ enz.), /3 {l^ m^ enz.), y â€” /ii \'m^ enz.)/(^,menz.)â€”enz.)â€”/3=:0, ?’,1 enz.)â€”7=0of 1, ??n rj "??!" enz .=0. |/, {l, m, enz.)-/3j Jfn m, enz.)-yj Men kan dus, daar ?’ m enz.), ?’, m enz.) enz. bekendzijn, a, (2, y enz. beschouwen als de wortels eener verge-lijking van den graad i, waarvan de co??ffici??nten afhangenvan de bekende waarden van m enz., die uit den aardvan het vraagstuk op de boven aangegeven wijze bepaaldmoeten worden, en waarvan de wortels allen re??el zijn. Voor de bewegings-vergelijkingen vinden we nu bijdeze nieuwe variabelen y, enz.: X ~ Oi Xy â€” ^y-, s~70,enz., waaruit: x = Cl e -f- Cue Cj, Ou, enz. zijn willekeurige constanten, die men uit^den gegeven initialen toestand zou kunnen bepalen. Â§ 4. Vergelijken we nu

eens de hier verkregen uitkom-sten met die, welke op pag. 75 verkregen zijn, als weook daar aannemen, dat er eene krachtfunctie bestaat, ei^



??? 81 dat er dus voldaan is aan de voorwaarde, welke deze vor-dert, dat: = "A, = A, "A, = A, enz., dan vinden we, wederom enz. de wortels der deter- minanten-vergelijking (4) noemende, = O, V  V (73 V H- . . . . -f Cjfc Sin (a^; ^ -f cjfc) enz.en dergelijke waarden voor q^jq^ enz. Nemen we nu de initiale beweging van het stelsel eenszoodanig, dat de constanten C^, C^ enz. Cjc, cjc enz. inallen nul zijn, behalve G^ en en verder, datg\'^, q^ enz.nul zijn, dan beperken we derhalve de beweging van hetstelsel zoodanig, dat er slechts eene enkele beweging over-blijft of dat er slechts nog een enkele variabele bestaat. Nemen we ook aan, voor het geval, dat we ons van devariabelen x, y, z enz. bedienen, dat de initiale bewegingzoodanig is, dat Gm, GjY>Gy, enz. allen nul zijn, en datverder C^ = Cj en C^, â€” G^ is, dan is het duidelijk, dat voordit geval x = is, en dus dat x â€” is. Evenzoo kunnen we andere onderstellingen maken om-trent die initiale beweging, waaruit we dan kunnen

afleiden:jS = Aj,^, y^Ag^\' enz., en hieruit blijkt derhalve, dat(3 enz. juist zijn de wortels der determinanten-verge-lijk??ig (4), die we straks vonden, en daar deze waardenoi, (3 enz., zooals we gezien hebben, steeds re??el zijn, zoois dit ook het geval, indien er eene krachtfunctie bestaat,met de wortels der vergelijking (4). Men kan echter ook onmiddellijk aantoonen, dat de ver-gelijking (4), indien \'Ai = A^ , "Ai = A^, \'Aj = "A^ enz. isre??ele wortels heeft.



??? 82 Immers gelijk bekend is \'), beeft de vergelijking = O,welke men verkrijgt door den symetrischen determinant, aâ€”A m, n p . m bâ€”X q r . n q câ€”A s . m r s dâ€”A enz nul te stellen, altijd re??ele wortels. Kunnen we dus aan-toonen, dat onze determinanten-vergelijking (4), in die be-paalde onderstelling eener krachtfunctie, te reduceeren is totdezen vorm, dan is daarmede het gezochte bewijs geleverd. We hebben de vergelijking: Cj A^â€”c,<72 A^-Cj Cl aiâ€”Al Cl B^ asâ€”Al bs{Cs A,â€” Ci As)^\'-f (OiÂ?3â€”A^ÂŽ) Ax A^â€”ai A^ A^â€”Â?1 B, K^â€”b, (7i A2â€”Ci Ai A^â€”a^ B^ a2 -bi = 0, As A^â€”Â?3 Bs K-^-bs CsX\'-Cs waarin A^ B^, A^ =â–  C^, B^ = â€” â€” cx h^ â€” c^ zijÂ?-Nemen we aan, dat we alleen deze drie rijen enkolommei^hadden; voor meerdere rijen zou toch het bewijs op dezelfdewijze te geven zijn, doch dit nog al omslachtig worden.We vinden dan: Al A^â€”Â?1 Bi A^â€” A^ A^ÂŽâ€”Â?2 Bi A2â€”^2 A, B, x\'â€”b, B^ aiâ€” Al b^(B^ Alâ€” B^ A,) A^ Bi Â?2â€”Al bi(B, Alâ€”Bi A,} Ag {B,a,-A, b,)

A, A^ 1) Brioschi Th?Šorie der D?Štermin. p. 56. Salmon. Le?§ons d\'Alg?¨bre super-p. 29. Cauchy Exerc. de Math?Šm. IV p. 140.



??? = 0. Aj â€”aj ??jâ€”Aj. Cj a^â€”Aj^ e^ Nu is A^ Â?jâ€”A-j^ Â?3 = Bj ayâ€”A-^ b^, As a^â€”Aj^ % = Oj Â?jâ€”A-^ Cj, dus: (^3 A,-A, B,) A, A, B, b,-A, B, a, A, A, b, = {q A^â€”C^ A^) Aj AÂŽ A^ Cj Cgâ€”Jg Cl A^ Cl. Door deze eerste transformatie verkrijgt dus de vergelijking den vorm: 0003 ^ Mk^â€”N L aSâ€”P-Ca??-P OA^-Q a>â€”Â?jK, 0. Het is nu gemakkelijk in te zien, dat we door eene verdere soortgelijke vervorming de vergelijkingeindelijk kunnen brengen tot: JDK^â€”E N^ =0J



??? 84 derhalve tot den hoven bedoelden vorm. De vergelijking(4), waarvan we zijn uitgegaan, heeft dus als deze alleenre??le wortels, hetwelk te bewijzen was. IJit het bovenstaande hebben we nu gezien, dat de ver-plaatsing van elk der punten van het stelsel, of de variatievan elke variabele wordt voorgesteld door eene som vantermen, welke, ingeval de wortels ai, (3 enz. allen negatiefzijn, den vorm Ojt Sin (t/f ^ hebben. In dit geval zaldus die variatie steeds binnen enge grenzen besloten blij-ven, als namelijk de Ck ook zeer klein zijn en, hoe de tijdook toeneme, q^ bijv. kan nooit grooter worden dan, hoog-stens gelijk zijn aan: C\'i C\'zH-enzZijn echter enkef?? wortels Â?, /3 enz. positief, dan komener exponenti??ele termen, voor; het evenwicht is dan niet stabiel, de uitdrukkingvoor geeft dan alleen bij benadering aan, volgens welkÂŽwet het stelsel den niet stabielen evenwichtsstand verlaat-Ook kan het voorkomen, dat enkele wortels a, (3 enz-nul zijn; in dat geval is er onbepaaldheid en is het voorhet onderzoek

noodig, hoogere machten dan de tweede mde ontwikkeling der krachtfunctie op te nemen. Men kanechter uit de uitdrukking C^^m cj^) afleiden, dat als I afneemt tot nul, de periode der slingering om denevenwichtsstand, toeneemt tot oneindig.



??? 85 Uit een en ander blijkt nu, dat omtrent de stabiliteitvan bet evenwicht van zeker stelsel beslist kan wordennaar de waarden van a, 0 enz., of de waarden der wortelsder determinanten-vergelijking in AÂŽ (4). Zijn die wortelspositief, dan is het evenwicht instabiel; zijn ze negatief enongelijk, dan is het stabiel; komen er positieve en nega-tieve te zamen, gelijke of paren imaginaire wortels voor,dan is het evenwicht eveneens in het algemeen instabiel,tenzij de co??ffici??nten der termen, die den tijd buiten hetsinusteeken bevatten, nul waren, hetgeen van den initialentoestand afhangt. Voor zoodanigen toestand zou dan hetevenwicht stabiel wezen; voor elke afwijking daarvan, diemet die onderstelling niet overeenkomt, instabiel; der-halve is dan in het algemeen die eyenwichtstoestand in-stabiel. We vonden, dat, als er eene krachtfunctie bestaat, deze,op de boven aangegeven wijze te reduceeren moet wezen toteene som van kwadraten der variabelen, en, dat, als elk dezerkwadraten voorzien is van

een negatieven co??ffici??nt, hetevenwicht voor alle verplaatsingen stabiel is; zijn enkeleco??ffici??nten positief, dan is het instabiel. Maar daar weaangenomen hadden, dat U nul was in den evenwichtsstand,en we gezien hebben, dat voor eene zeer kleine toename der variabelen U negatief werd, omdat ^ enz. ne-ÂŽ dx^ dy gatief zijn, ingeval de co??ffici??nten van U in dit geval verkee-ren, zoo volgt daaruit, dat U een maximum is in den even-wichtsstand. We krijgen ten slotte tot resultaat: Dekrachtfunctie U moet, als er evenwicht is in zekerenstand van het stelsel, een maximum of minimum wezen,liet eerste als dit evenwicht stabiel, het tweede als het



??? instabiel is, terwijl voor bet onverscMllig evenwicht XJ eeneconstante waarde behoudt. Bestaat er echter geen krachtfunctie, zooals we tot dusverre aannamen, dan heeft men voor het onderzoek naarde stabiliteit te doen met de determinanten-vergelijking(4), waarvan de wortels nu re??el of imaginair kunnenzijn. In het laatste geval komen in de ontwikkeling van , ^ Â? Â? ? V" â€” 1) ^ q termen voor van den vorm Le^ of van den vorm Sin qt, welke aantoonen, dat er alsdanslingeringen om den evenwichtsstand kunnen voorkomenÂ?waarvan de amplituden volgens de logarithmische wet metden tijd toenemen. Het evenwicht is dan natuurlijk instabiel-Â§ 5. Als het eenvoudigste voorbeeld tot opheldering derontwikkelde theorie kan men het geval beschouwen van eenpunt, dat zich op het hoogste of laagste punt van een ver-ticaal geplaatsten cirkel onder de werking der zwaartekrachtin evenwicht bevindt. Voor het hoogste punt is (1) & = - Sin Â?a als a is de straal des cirkels, en oc, de afwijking van dienstraal van den

loodlijn voorstelt.De krachtfunctie U is dus: ^ (1â€”Cos of, bij benadering, als ot, zeer klein wordt aangenomen: i. â€”a 2\' De verge??jkmg (1) wordt bij gevolg:



??? ^ 81 g jpositief zijnde, is het evenwicht onstandvastig.Voor het laagste punt. vindt men evenzoo: Â? = â€”- Sin Â? of bij benadering â€” - Â?, d O) 2 U (Cos O!.â€”1) = â€” - ^(bij benadering) (Z Cb fy waaruit: ^ = ^Sin f/^^ De periode van de slingering om dit punt is:h /9_ 9 r/l ^ ^ fX a Een tweede voorbeeld, dat vooral geschikt is om de ge-vallen van standvastig en onstandvastig evenwicht bij bij-zondere verplaatsingen duidelijk te maken, doet zich voor,als een punt zich in evenwicht bevindt op een ringvlak enaan de werking der zwaartekracht is onderworpen. Stel het ringvlak zoodanig geplaatst, dat de cirkel (1), dienhet middelpunt van den beschrijvenden cirkel doorloopt, ver-ticaal zij. Door het middelpunt van dien cirkel (1) is eeneverticale lijn getrokken, die het oppervlak achtereenvolgensin de vier punten A,B, C, insnijdt, ./i is het hoogste punt. Een materi??el punt, in A geplaatst, zal aldaar in een toe-stand van instabiel evenwicht verkeeren. In het punt Bgeplaatst, neemt het een stabielen

evenwichtsstand in, terwijlde standen B en C in het algemeen instabiel zullen zijn;maar voor eene verplaatsing bij B in een vlak, loodrechtop het vlak van cirkel (1), en voor eene verplaatsing bij Oin het vlak van dien cirkel is het evenwicht eveneensstabiel.



??? 88 Zij R de straal van cirkel (1), r die van den besckrij-venden cirkel. Nemen we verder cp en de hoeken, diehet meridiaanvlak van het punt maakt met het verticalemeridiaanvlak, en die de straal van het punt in den be-schrijvenden cirkel maakt met den straal van cirkel (1), alsde natuurlijk onafhankelijk van elkaar zijnde veranderlijkenaan, dan bepalen Cp en p volkomen de plaats van een puntop het oppervlak. 1Â°. Yoor het punt A gelden dan de volgende waardenvan 1/en T: 2 T = r^ {B, r Ooa py cp\\ U= g {B-^r)â€”ff {B rGoB p) Cos Cp= gB (1â€”Cos Cp) gr (1â€”Cos p Cos p)dus bij benadering: 2 U = gJlp^ grp^ 2 T = r^\'p^ (E-j-ry p^, als de afwijkingen p en p en de snelheden p en cp zeerklein ondersteld worden. De beide vergelijkingen, die ons voor het onderzoek naarde stabiliteit dienen, zijn nu: 0 (R r)^Het evenwicht is dus instabiel. Voor het punt D heeft men evenzoo: 2T=r*p^-j-(Ji rycp^ en 2 U= â€” g (Ji r) p^ â€” rgp\'waaruit: 9 p = E r Het evenwicht is dus in dit geval standvastig.Voor de punten B en C vindt

men: = P^{R â€” ry p""



??? 89 2?? = g -(Ji-r) voor C: 2l! = g zoodat voor punt B, voor B\'. 9 (p, 4> = -^p is. <P n â€” r Is dus de initiale afwijking van het punt uit den standB zoodanig, dat (p constant nul is, dan is de evenwichts-stand stabiel, en de verplaatsingen van het punt geschie-den volgens de wet: en wel in het vlak van den verticalen meridiaan.Op dezelfde wijze vindt men voor het punt C, 0 = Is nu hier de initiale afwijking van dien aard, dat tp con-stant nul blijft, dan heeft ook C eene slingerende bewegingvolgens de wet: en het p??nt blijft steeds in het vlak van cirkel (1). Voor elke andere beweging is in de beide laatste geval-len het evenwicht onstandvastig. Het is duidelijk in tezien, dat bovenstaande theorie onmiddellijk is uit te breiden endat zij van toepassing is op andere oppervlakken, waarop eenpunt in evenwicht zou kunnen geplaatst worden, dat onderwor-pen is aan de zwaartekracht of aan welke andere krach- R â€”



??? 90 ten ook. Voor het standvastig evenwicht is alleen noodig, dathet oppervlak zich aan eene zijde van het rakende vlak indat punt uitstrekke, dat dit raakvlak in dat punt loodrechtzij op de resultante der krachten, die op het punt werken,en dat de bolle zijde van het oppervlak gericht zij naar denkant, waarheen die resultante werkt. Evenzoo zal in het algemeen, wanneer het oppervlakgedeeltelijk aan weerszijden van het rakende vlak in hetevenwichtspunt gelegen is, het evenwicht aldaar instabielwezen. Het kan evenwel zijn, dat voor enkele bepaaldekleine afwijkingen uit dien evenwichtsstand, dit evenwicht-stabiel is. We hadden de zooeven verkregen resultaten omtrentde al of niet stabiliteit van het evenwicht in de puntenA, B, C en D ook langs een anderen weg kunnen ver-krijgen , en wel door toepassing van de leer der maximaen minima. Voor het punt A bijv. hadden we toch: 2 ?? = ff Bcp^grp^ derhalve: dU ^ dU Deze zijn nul voor cp ~ o en p = o. Dus U ia ia Aeen maximum of minimum. A is derhalve een

evenwichts-stand. Verder is d^?? d^ V = 0; d^ U -gR, dp^ ^ \' acpdp daar nu het eerste en het tweede differentiaal-quotient positiefzijn, en d^ U d^U d^U> dp^ #3 ^ apdpis, zooals voor het bestaan van een maximum ofminiia\'i^^



??? 91 altijd noodig is, volgt hieruit, dat U in het punt A eenminimum is, dat dus het evenwicht aldaar instabiel moetwezen. Op gelijke wijze had men ook de drie andere gevallenkunnen onderzoeken. Â§ 6. Zooals we gezien hebben, worden de afwijkingen,die een stelsel materi??ele punten, dat aan de werking vanzekere krachten onderworpen en uit een stand van stabielevenwicht een weinig verwijderd is, en dat met zeer kleinesnelheid der punten aan zich zelf overgelaten wordt, uitge-drukt door: - C, Sin {t\\/x -f c,) Cj Sin (t\\/(i -f c^) 4" enz. = Gil^i (Sm tVx c,) Cg Sin {ty\'^ c^) enz.enz., als we > 22 enz. aannemen als de veranderlijken, onaf-hankelijk van elkaar,\'die den stand van het stelsel volkomenbepalen. Van bovenstaande vergelijkingen heeft men erevenveel, als er veranderlijken zijn, terwijl ook het aantaltermen in die ontwikkeling van q^ enz. in het alge-meen even groot is. Neemt men eens aan, dat de initiale afwijking zoodanigis, dat de constanten C^, Cj, C3, c^ enz. nul zijn, danheeft men slechts

te doen met de eenvoudige harmonischefuncti??n: 2-1= CiSin(VÂ? Â?i) = l^x Sia WJ\'-}- Cl) enz., welke de bewegmg van het stelsel bepalen. Elk punt be-weegt zich dan volgens zulk eene eenvoudige harmonische



??? 343 wet, en wel hebben al deze bewegingen dezelfde perio de : T = Men kan natuurlijk onderstellen, dat het stelsel z???? uitden evenwichtstand is gebracht, dat C^, enz. nul zijn, dan heeft men voor de uitdrukkingen: q^ = Cg Sin (i{v^/3 Cl), C^v Sin {t\\/(3 Cg) enz. Zoo kan men voortgaan, en men kan dus het stelselevenveel verschillende dergelijke eenvoudige harmonischebewegingen, zoogenoemde normale bewegingen, laten uit-voeren, als er onafhankelijk variabelen zijn. Elke anderebeweging, welke het stelsel zou kunnen uitvoeren, kanmen samengesteld denken uit eenige of uit al die verschil-lende normale bewegingen. â€” Zijn de wortels \\/(2enz. onderling onmeetbaar, dan is het duidelijk, dat ookde slingertijden der normale bewegingen, 27r Stt enz. onderling onmeetbaar zullen wezen, en dat het stelsel dusnooit weder in eene configuratie zal komen, welke het aleens heeft ingenomen. Zijn echter die wortels onderling meetbaar, verhoudenze zich als de getallen a, b, enz., en is n de

grootstegemeene deeler, dan is s/Â? = m , 1//3 = bv^ enz. Het is dan terstond in te zien, dat, r- \' â–  â–  I â–  i \\ q-^ ~ C^ Sin (ai)i-j;-Cj) -J- C^ Sin (b ij ic^)enz.??a = Cl 1Â?,, Sin (aift -j-C^v Sin {b ii tc^)enz.enz.



??? 93 zijnde, deze uitdrukkingen dezelfde waarde zullen verkrij-gen, als de tijd toeneemt met yi Deze tijd stelt derhalve de periode der samengesteldeslingering van het geheele stelsel om den evenwichtsstandvoor. Â§ 7. De theorie, die in de voorgaande bladzijden ont-wikkeld is, laat zich op gevallen der praktijk niet onmid-dellijk toepassen, omdat de onderstellingen, die we gemaakthebben, niet te verwezenlijken zijn. We hebben tochaangenomen, dat de algemeene krachts-componenten vanden vorm waren: Qi ??^i enz.,en wel, dat er geen constante term in voorkwam, en dat zeook onafhankelijk waren van de eerste en volgende diffe-rentiaal-quotienten der variabelen, ten opzichte van t, dusvan de snelheden en versnellingen van verschillende ordenen machten. In de praktijk is dit nu werkelijk niet hetgeval. We hebben daar verschillende weerstanden in reke-ning te brengen, als wrijving tusschen vaste en vloeibarelichamen, tegenstand van de lucht en nog andere weer-standen, die in de

ontwikkeling van licht, warmte, enelectriciteit hun grond kunnen hebben, welke weerstandende zichtbare bewegingen, waarmede we uitsluitend te doenhebben, tegenwerken. Om deze nu in rekening te brengen, moeten we in deontwikkeling van Qk termen bijvoegen, constante termenen zoodanige, welke van de snelheden, en versnellingen , q^ enz. qi, q^ enz. afhangen.



??? 94 - De betrekkelijk eenvoudige oplossing der kwestie yan destabiliteit van het evenwicht van zeker stelsel is dan nietmeer te gebruiken. De werking der wrijving tusschen twee vaste lichamenbestaat eenvoudig daarin, dat daardoor de oneindig kleinetrillingen, waarmede we tot dusverre te doen hadden, on-mogelijk worden, en dat door die wrijving elk stelsel,waarin ze voorkomt in rust of in evenwicht kan blijvenbuiten den evenwichtstand, wanneer het slechts binnen ze-kere , doch eindige kleine grenzen uit dien evenwichtsstand,waarin geene wrijving werkt, verwijderd is. De wrijying laat zich, daar ze volgens de ervaring onaf-hankelijk is van de snelheid der over elkaar bewegendeoppervlakken, als eene de beweging onmiddellijk tegenwer-kende kracht in de meeste geyallen der praktische werk-tuigkunde in rekening brengen. Wat de andere genoemde weerstanden aangaat, deze zijnwel afhankelijk van de beweging of van de snelheden, zoo-als zulks weder uit de proeven gebleken is. Wanneerde snelheden klein

genoeg zijn, dan kan men, als eerstebenadering, die weerstanden evenredig aannemen aan diesnelheden. Zoo bijv. bij de beweging yan vaste lichamenin vloeistoffen. Deze weerstanden kunnen nu een stelsel nooit in rust ofin evenwicht houden, wanneer het eenmaal, hoe weinigook en met hoe geringe snelheid ook, uit een evenwichts-stand, waarin geen tegenstand werkte, verwijderd is. Hetstelsel zal dan weer slingeringen om dien evenwichtsstanduitvoeren, en de wet dier slingeringen kan men ook in ditgeval weer streng mathematisch afleiden uit de bewegings-vergelijkingen; die wet geeft ons dan wederom de noodige



??? 95 aanwijzingen omtrent de al of niet stabiliteit van dien even-wicbtsstand. Voor dit geval gaan dan de bewegings-vergelijkingenover in: ^ (??) ~ ^ enz.) ??i?i4-S23 enz.A dT d ^^^ enz., waarvan volgens de theorie der simultane differentiaal-ver-gelijkingen eene particuliere integraal kan gesteld worden: ^^ _ ...qi=e , % = f^^ enz., (2) na substitutie van welke waarden deze bewegings-vergelij-kingen overgaan in: Si) {qi Sa) f^ {qi qs) v enz. | A^ _{Aj^ AsV -{- enz.) a â€” [a-^-^- a^iJt,-\\- a^v -j- enz.) = O I  fe ^s) ^ fe 23) enz. | Ag â€” C-^i-f- \'A^ jC4 !/ -f enz.) a â€” (\'a\'i fA \'a\'s v 4" enz.) = Oenz. (3) Uit deze vergelijkingen ten getale van i, het aantal on-afhankelijk veranderlijken, kan men weer de i groothedenA, ^ci, !/ enz. bepalen. Elimineert men bijv. de groothedenitt, u enz. dan houdt men over eene vergelijking in a vanden Si^en graad, van den vorm: Si) â€” â€” A â€” Â?3 ... ^^ fe Si) â€” A â€” Ag (23 Ss) â€” ^ â€” \'Â?2 .................enz. 0. (4)



??? 96 Elke wortel A, uit deze vergelijking verkregen, levertdoor substitutie in de vergelijkingen (3) waarden voor (x,, venz., en derhalve een stel particuliere integralen der diffe-rentiaal-vergelijkingen, en daar nu weer de algemeene inte-graal gevormd wordt uit de som der particuliere integra-len, heeft men: q-y^ G^e L^e -j- C^e enz. ^ ^ I ^ Al) t ^ Aq t â– f^\'s/^sÂ? H-enz. enz. Om nu de al of niet stabiliteit van het evenwicht vanzeker stelsel te onderzoeken, kan men nu van deze uitkom-sten gebruik maken: want ze geven de veranderingen aan,welke de variabelen na verloop van zekeren tijd zullenondergaan hebben. Blijven die veranderingen binnen uiterstnauwe grenzen besloten, dan is het evenwicht stabiel,anders niet. De wortels der determinanten-vergelijking(4) in A moeten dit nu weer beslissen. Zijn die wor-tels re??el, dan behooren ze negatief te wezen, daar er anders, zoo ze positief waren, termen van den vorm Ce in deontwikkeling van q^, q^ enz. zouden voorkomen, welke bijtoenemende tijden eene

eindige waarde zouden aaimemen,en dus zouden wijzen op eene eindige afwijking uit denevenwichtsstand. Zijn de wortels niet re??el, dan behooren toch de re??elegedeelten dier wortels negatief te zijn, en dus zal het even-wicht alleen dan stabiel kunnen wezen, als in de uitdrukkin-gen voor g-j, enz. slechts termen voorkomen van den vorm: Ce^^ en Ce ^^Sin^i!.



??? 97 Evenzoo zouden als de re??ele deelen der niet re??ele wor-tels positief waren, in de uitdrukkingen voor enz.termen voorkomen van den vorm: Ce^^?Ÿin^t. Het evenwicht zou dan niet standvastig zijn, en de uit-drukkingen voor g\'j, enz. zouden dan alleen aangeven,volgens welke wet het stelsel den evenwichtsstand verlaat.Zulke termen zouden wijzen op slingeringen, waarvan deamplituden met den tijd grooter worden. Â§ 8. Voor het geval, dat zeker stelsel slechts eene enkelebeweging kan maken, dat er dus slechts eene enkele onaf-hankelijk veranderlijke bestaat, wordt de bewegings-vergelij-king voor het onderzoek naar de stabiliteit van het even-wicht van dit stelsel eenvoudig: Dit geval doet zich bijv. voor, als een materi??el puntin een middenstof, welker weerstand (A is derhalve nega-tief), evenredig is aan de snelheid van de zich daardoorheen bewegende lichamen, in een evenwichtsstand is ge-plaatst, terwijl de aantrekkende kracht, die op het puntwerkt, als het een

weinig buiten dien stand is ge-bracht, evenredig is aan den afstand tot dien evenwichts-stand. Zooals bekend is, is bij de eenvoudige harmonischebeweging van een punt, de uitwijking van het punt uithet middelpunt: waarin a de amplitude der beweging, s de epoche, en Tde periode voorstelt. = a Sin



??? 98 Hieruit volgt: dm H 213 df wanneer n^ voorstelt de grootte der vertraging, als de af-wijking van het middelpunt de eenheid is. Nemen we nu hij ons geval, dat het punt in eene weer-standhiedende middenstof geplaatst is en een weinig uit denevenwichtsstand verwijderd wordt, ook aan, dat de vertra-ging der beweging n^ bedraagt, als de uitwijking weer ?Š?Šn is,en als er eens geen weerstandbiedende middenstof aanwezigwas, dan zou aâ€” â€” \'n?\' zijn. De periode der beweging om den evenwichtsstand is dan : 257 T- Laat verder A voorstellen de grootte der vertraging, welkehet gevolg is van den weerstand der middenstof voor de een-heid van snelheid. . De bewegings-vergelijking wordt dan: â€” 0. waaruit volgt: A A - ^t -â€”tf -nj nt\\ q=iCe ^ Sin(^ii5 c) of q = e ^ [^C^e / waarin C en c of Ci en constanten voorstellen, en De eerste uitdrukking voor q geldt, als Â? > ^, de tweedeals IS-



??? 99 In het eerste geval is de amplitude der slingerende be-weging om den evenwichtsstand deze neemt dus in opvolgende gelijke tijdsdeelen met gelijkebreukdeelen af, en de logarithmus dier amplitude, A A log, Câ€” â€” t, vermindert in de tijdseenheid met â€”. a A In dit geval heeft men dus, bij eene uitwijking van hetpunt uit den evenwichtsstand, te doen met kleine schomme-lingen om dien stand, en waarvan de amplitude kleinerwordt. Die evenwichtsstand is daarom stabiel. Wat de duurder schommelingen aangaat, deze bedraagt: n. Ze is derhalve grooter dan wanneer er geen weerstand-biedende middenstof aanwezig is, wanneer A=:0 is. Deslingeringen zijn echter allen van even langen duur. In het tweede geval als < ^ is, heeft men: ti A ( -nj nj\\ q = e Waarin en C^j. noodzakelijk positieve constanten voorstel-len, daar de uitwijking q steeds geacht kan worden posi-tief te zijn bij den aanvang der beweging (als ^ =: O is). Men heeft nu: < ^ en m, = ^^ ^^^ â€” ^



??? 100 waaruit volgt, dat n^, â€” negatief voor q kan men dus (O sckrijven: Cl 6 V De beide termen in bet tweede lid zijn nu positief. Zenemen wel af, als de tijd toeneemt, docb alleen voor i â€” U^worden ze nul. Dan is dus ook q nul, en bet punt wederomin den evenwichtsstand teruggekeerd, terwijl hier tevensuit volgt, dat het nooit aan den anderen kant van dienstand kan komen, omdat q niet negatief kan wezen. Voor het overgangsgeval, namelijk als ^^ = ^ ^ is, is deperiode der schommeling ook weer oneindig groot, zooals mengemakkelijk uit de grenswaarde, die T in het eerste gevalkan hebben, als tot nul nadert, kan afleiden. Â§ 9. Als de eenvoudigste toepassing der theorie in dithoofdstuk ontwikkeld, kan men nemen het geval van eenmateri??el punt, dat zich onder de werking van zekere krachtenin eene cirkelvormige baan moet bewegen. Nemen we die krachten geheel algemeen zoodanig aanÂ?dat hunne algebra??sche uitdrukkingen niet beschouwd kun-nen worden als de afgeleiden te zijn eener zekere functieder

variabelen, dat er dus geen krachtfunctie bestaat, dangelden algemeen ie beide vergelijkingen: x â€” ax by, y â€” a^xb^^^y. Bestond er eene krachtfunctie, dan moest a-y â€” b zip- U >,t e , j/ = ^ e Stel nu x



??? 101 eene particuliere integraal dezer vergelijkingen, dan vindenwe na substitutie dezer waarden: K^â€”aâ€”b ^ = O, IX. (aSâ€”^?“)â€”Â?1 0. Door eliminatie van i^t, verkrijgt men dus ter bepalingvan A de vergelijking: (1) = 0 â€” of A*â€”AÂŽ (t?? -I- ) abiâ€”a^b = O waaruit volgt: AÂŽ is nu re??el en negatief, als a-\\- b^ negatief en ab^positief en kleiner dan (^)\'iÂ?. Zijn deze voorwaarden vervuld, dan is, zooals we gezienbebben , bet evenwicht van het punt in den stand x,y stabiel.We hebben gezegd, dat het punt zich in een cirkel zoubewegen, we hebben dus niet met twee onafhankelijk ver-anderlijken te doen, maar met een enkele, namelijk met denhoek dien het punt, van zekeren aanvangsstand af op dencirkel heeft doorloopen. Voeren we nu pool-co??rdinaten in, dan heeft men: ax -\\-by â€” I df^ \' \\dtj(Â?Oos??-f ??Sin??)?-d^y â€ž r dH dt^ (Â?1 Cos ??~{-bi Sin S) r,



??? 102 als x â€” T Oos ?Š, y^r Sin ?? en r constant is. Uit de boven-staande vergelijkingen leiden we af: = a^ Oos Hâ€”b Sin (aâ€”^i)Sin ?? Oos 5, dt^ De evenwicbtsstanden zullen nu overeenkomen met depunten op den cirkel, waarvoor de versnelling ?? nul is.Stellen we derhalve $ nul, dan vinden we: Oos Hâ€”h Sin Hâ€”{aâ€”hi) Sin ?? Oos ?? =fl^^ Â?li^ Oos 2 ^ - Sin 2 ?? = 0. ad fl Verdraaien we echter vooraf de assen onder zekeren hoek<p, zoodanig, dat uit deze uitdrukkmg Oos 2 ?? verdwijnt,dan vinden we, daar ?? = ??j 0 is: = Oos 2 Ql^Co, 2 cp-"^ Sin 2 â€ž Sin 2 Sin2^ ^Oos aâ€” om- stel nu Oos 2 <pâ€” Sin 2 0 = O, dan wordt <p bepaald uit: aâ€”Oj en de bewegings-vergelijking gaat over in: Nemen we vervolgensâ€”^ (S) :e, ^Sin 2 (f) =/3, (b-iâ€”d) Oos dan verkrijgt men ten slotte:



??? 103 De evenwichtsstanden zijn nu, als c = O dus ^ =; is, inde punten waarvoor ??j =: O, | tt, tt en | tt is. Dit is hetgeval als er eene krachtfunctie bestaat; want dan geldt juistde voorwaarde, dat 3 of f = O is. Is dit echter niet het geval, dan worden die evenwichts-standen bepaald door ??^ ~ nul te stellen, waardoor naendan vindt: Zij die waarde van ??, dan konien die evenwichts-standen overeen met di = ttâ€”, ^ -}" , | ttâ€” Uit de formule (2) is op te maken, dat er alleen even-wichtsstanden mogelijk zijn, dus alleen nul kan worden,.als Â? < Â? I (|3â€”ix); deze voorwaarde stemt overeen metdie, welkt, wij hebben afgeleid uit de bestaanbaarheid derwortels van de determinanten-vergelijking in (1), waarwe vonden, dat -f- ^i) ^ ^ zâ€” g moest wezen. We leiden hieruit af: 4 4 >0 4 a b^ -]- 4 ^ V a^ h 4 of: Nu is: (/3â€”(Â?1 bf Sin^ 2 ip -f (^1â€”Oos3 2 cp â€”2 (Â?1 V) Â?) Cos 2 (?) Sin 2 cp - {a^ _ -f 5)2 Cos^ 2 cp Oos=Â? 2 cp H- 2 (Â?1 If Cos2 2 <J),



??? 104 Jj) Bm2(p = (Â?1 b) Cos 2 0 is, dus: (/3â€”x)^ = (ai 4- dy -f Oos^ 3 0 ( 5)2 ??)3) verder is Cos^ 2 0 â€” = K by {aâ€”h^y dus:j (/3â€”> of Â? < Â? 2 (jSâ€”Â?), evenals boven gevonden is. Verder blijkt ook nog uit formule (2), dat s voorstelteene constante kracht, die werkt loodrecht op den voerstraalvan het punt. De evenwichtsstanden ??^ â€” â€”  â€” ^ zijn niet allen van dezelfde soort, daar alleen in deneersten en derden het evenwicht stabiel is. Dit blijktdaaruit, dat, als kleiner dan is, de versnelling posi-tief is, en als ??j grooter dan \\p is, negatief is; zijis derhalve steeds gericht naar het punt op den cirkel,waarvoor ??-i =.\\p is. Evenzoo kan men het evenwicht ookin de andere standen nagaan. Nemen we nu eerst eens aan, dat Â? < Â? | (/3 â€” is, enbepalen we uit de vergelijking (2) door vermenigvuldigingmet 2 ?Š df de vergelijking der levendige kracht: = KiS â€” Â?) Cos 2 S Â? De constante C is te bepalen uit de initiale gegevens ofuit eenige andere voorwaarde, bijv. dat ??j nul zal zijn, alshet punt ergens op

den cirkel zal zijn aangekomen, nemenwe aan in een instabielen evenwichtstand, dan is dit hetgeval voor ??j = | jt â€” \\p. We vinden dan voor C: iff2cp = aâ€” i,\' daar, in gevolge



??? 105 â€” i i?Ÿâ€”Â?) C^os (TTâ€”â€” Â? {7râ€”2p) of Na substitutie dezer waarde van C in de voorafgaandevergelijking verkrijgt men, door ^i = nul te stellen, eenetranscendentale vergelijking in ?–, waarvan de kleinste nega-tieve wortel ??\' aangeeft, tot welk punt op den cirkel meneen materi??el punt in rust kan plaatsen, teruggaande vaneenen stabielen evenwichtsstand, ten einde het schomme-lingen om dien stand uitvoere. Wordt een punt ergens op den cirkel geplaatst tus-schen het punt van een stabielen evenwichtsstand op een afstand â– â€”2 p voorwaarts daarvan verwijderd, en eenpunt op een afstand p â€” ??\' achter dien evenwichtsstand ge-legen, dan zal het slingeringen uitvoeren. Buiten die grenzen geplaatst, zal het punt zich steedsin denzelfden zin blijven voorwaarts bewegen met eene snel-heid, die periodiek af en toeneemt, en waarvan het kwa-draat met iedere omwenteling met 2tÂ? vermeerdert. Is Â? = i â€”?Ÿ), dan vallen de standen van standvastigen wankelbaar

evenwicht twee en twee samen. Het even-wicht is dan in het algemeen instabiel. Bepaalt men weerop bovenstaande wijze de constante der vergelijking van delevendige kracht, zoo vindt men: = dus = iOos2tf, SÂ?<, iC Stelt men nu weer ??j = O, en bepaalt men de kleinstenegatieve waarde vaa ??y, die aan de vergelijking voldoet,



??? 106 dan vindt men als boven weer de grens, waar buiten meneen punt op den cirkel niet kan plaatsen, zonder dat debeweging blijft doorgaan, en het punt gaat dan ook voorbijden niet stabielen evenwichtsstand. Is f > I {(3â€”x). dan zijn de punten van stabielen en in-stabielen evenwichtsstand imaginair. â€” Op het punt werktdan voortdurend eene versnellende kracht; kan nooit nulworden. Een punt, ergens op den cirkel in rust geplaatst,komt in beweging en beweegt zich nu eens met meer, danweer met minder toenemende, doch steeds met aangroeiendesnelheid. De versnelling dier beweging neemt periodiekaf en toe. De toename der snelheid is zoodanig, dat hetkwadraat daarvan bij elke halve omwenteling met S tt Â?vermeerdert.



??? iigA. Vas 2\'cÂ? 1 \\



??? STELLINGEN. I. De tweede vorm der bewegings-vergelijkingen van La-grange behoort in de leerboeken der mechanica behandeldte worden. II. Terecht zegt Bchell in de inleiding van zijn leerboekâ€žTheorie der Bewegung und der Kr?¤fte" dat de verdeelingder mechanica in de leer van het evenwicht en in die derbeweging onlogisch is. III. De mechanica is een onderdeel der wiskunde. IV. Het is niet doelmatig de toepassingen der differentiaal-rekening op meetkunde te scheiden van die der integraal-rekening.



??? 108 V. De definitie, die 8turm [Cours d\'analyse Â§ 20) van diffe-rentiaal geeft, laat te wensclien over. VI. De toepassing van algebra op meetkunst beboort reedsvroeg te geschieden, vooral als grondslag eener latere we-tenschappelijke vorming. VII. De wiskunde is eene wetenschap, gegrond op de er-varing. Vin. Het voordeel van het gebruik van logarithmen met vijtdecimalen boven die met zeven decimalen wordt overdrevenvoorgesteld. IX. In de meeste leerboeken der analytische meetkunde wordtde weg der analyse te veel verlaten. X. Het gebruik van modellen bij het onderwijs in de stereo-metrie is in het algemeen af te keuren. XI. De beschrijvende meetkunde behoort aan de hoogescholenonderwezen te worden.



??? 109XII. De spectroscopische onderzoekingen op hemellichamenvereischen een nauwkeuriger kennis van de ahsorptie-stre-pen des dampkrings. XTII. Het geluid van telegraafdraden is nog niet voldoendeverklaard. XIV. De methode van Burgue ter bepaling der snelheid vanhet licht {Compt. rend. T. 78, p. 1115) verdient geenaanbeveling. XV. Ten einde de industrie meer nut trekke van de weten-schap , moet er meer samenwerking plaats hebben tusschende beoefenaars der wetenschap en industri??elen. XVI. Daar de verdeeling der elementen in metalen en niet-metalen eene kunstmatige is, behoorde deze ook niet meerin de nieuwere leerboeken der scheikunde gevolgd te worden. XVII. Ten onrechte wordt in de meeste werken over kristal-lographie bet diklinische stelsel in het geheel niet behandeld.



??? 110XVIIL De hypotliese, dat het binnenste der aarde vast is, iswaarschijnlijker dan die, dat de kern vloeibaar zou zijn. XIX. Het is wenschelijk, dat het aantal vakken, waarin bijhet eindexamen der hoogere burgerscholen wordt onder-vraagd, zeer wordt beperkt.
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