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VOORREDE.

S

Aan het einde mijner academische studidn gekomen, is het mij
dangengam, een openlijk woord van dank te richten tot allem, wiet
onderwijs ik vroeger of later mocht genieten.

In de eerste plaats tot U, Hoogleeraren der Wis- en Natuur-
Eundige Faculteit. Was het ook gedurende slechts korten tijd , dat
ik Uwe lessen kon bjwonen, ik zal ze mij, niet minder dan de
viiendelijke hehandeling, van U ondervonden, immer met genoegen
herinneren.

Vooral U, Hooggeachte Promotor, Hooggeleerde Guiwwis, ben
Ik veel verplicht. Macht ik toch van het oogenblik, dat ik, bj
he afleggen van het admissie-examen voor de Koninklijke Academie
te Delft, voor het eerst met U in kennis kwam, meermalen Uwe
Welwillendheid ondervinden, vooral gedurende mijn studietijd in
Utrecht, hebt Gij mij daarvan herhaaldsljk de duidelijkste blijken
8Cgoven, Waar ik TUw raad of Uwe hulp behoefde, hebt Gij
Wij die verleend met cene hartelijicheid, die mij met innige dank-
baarheid jegens U wervult, en hoeveel ik aan U verschuldigd ben,
Wat mijne wetenschappelfjke vorming aangaat, dit irermag ik niet
. woorden te brengen. Is het mij dus een aangenamen plicht, U
Yoor dat alles mijnen hartelijken dank te betuigen, ik waag hot
tvons den wensch er bij te voegen: blijf mij ook voor het veryolg

We geneoenheid en belangstelling schenken.
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Ik voel mij gedrongen hier ook cenige Hoogleeraren en Leeraren
der Polytechnische school te gedenken, en hun mijne erkentelijkheid
te betuigen voor hetgeen zjj tot mijne ontwikkeling hebben bijge-
dragen en voor den vriendschappelijken, soms zelfs vertrouwelijken
omgang, waarmede enkele mij hebben vereerd. Mogen zij mij
hunne vriendschap nimmer onthouden!

Ten slotte mag ik niet verzuimen, onder hen, aan welke ik veel
verschuldigd ben, U te noemen, waarde Laspra! Veel heb ik van
U geleerd in de uren, die we zamen hebben gewerkt, en de om-
gang met U heeft ook op mijne latere studién een heilzamen in-
vloed nitgeoefend. Ik heb er behoefte aan, U daarvoor nogmaals
mijjne dankbaarheid uit te spreken, al zjjt Gij daarvan ook wel over-
tnigd. Steeds zal ik het mjj tot eer rekenen, U onder mijne vrien-

den te mogen tellen.
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INLEIDING

Onder de talrijke werken van Lagrange is zonder twijfel
Zijn , Mécanique analytique” een der belangrijkste.

Lagrange legt in dit werk, waarvan de eerste druk in
1788 verscheen '), aan de behandeling van zijn onderwerp
en geheel nieuw begingel ten- grondslag: het beroemde
Principe der virtueele snelheden, en ontwikkelt hieruit,
]ang'fs geheel analytischen weg, al de reeds op andere
Wijze gevonden wetten der theoretische mechanica. In
dit werk worden door hem medegedeeld de algemeene
beWegings-VDrgelijkingen van een materidel gtelsel, waar-
Van de punten aan zekere voorwaarden moeten voldoen ,
N wel worden deze vergelijkingen verkregen, door het
bﬁvengenoemde principe toe te passen op een ander, dat
®enigen tijd te voren, in 1742, door d’Alembert was ge-
Youden, of liever nog, door dezen het cerst in bepaalden
Yorm was uitgesproken.

Lagrange stelt echter die bewegings-vergelijkingen niet
Mleen in den meest algemeenen vorm op, maar hij heeft

%k nog, door het invoeren van nieuwe veranderlijken ,
e

1) De tweede druk verscheen in 1811; de derde werd, herzien en met be-
8rjke asuteekeningen vermeerderd, in 1856 door BErrmanp uitgegeven
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aan die vergelijkingen eene andere gedaaunte, een eenvoudi-
ger vorm gegeven.

Die tweede vorm der bewegings-vergelijkingen 18 o%
hoogst merkwaardig, en het is te verwonderen, dat, terwijl
de eerste in bijna alle latere werken over Mechanica is
opgenomen, van dien tweeden, veel eenvoudiger en even al-
gemeenen vorm slechts zelden, en alleen terloops, words
gowag gemaakt.

Hetgeen men dasarover vindt, komt voor im de W
ken van geleerde genootschappen, o.a. in de Compte?
rendus de I'Académie des Sciences, in verschillende mathe
matische journalen, bijv. in dat van Liouville, in de leer-
boeken van Jacobi, Schell, Thomson en Tait, en van €
kele andere schrijvers; maar toch is de litteratuur over
dit onderwerp zeer beperkt, en bovendien in zeer verschil
lende werken verspreid.

Met het kiezen van dezen tweeden vorm der heweging®
vergelijkingen van Lagrange tot het onderwerp mijpe’
dissertatie, beoogde ik nu in de eerste plaats de aandach!
op dit punt te vestigen door verschillende van de daarover
verspreide stukken te verzamelen, ze toe te lichten of gt
te vullen, waar het mij wenschelijk voorkwam en 2@ 200"
veel mogelijk tot een afgerond geheel te verwerked i
in de tweede plaats daarbij, voornamelijk door het gever
van enkele toepassingen, het groote gemak te doen uit
komen, dat die tweede vorm voor het in vergeliking

brengen van mechanische vraagstukken aanbiedt.




EERSTE HOOFDSTUK.

De bewegingsvergelijkingen voor aanhoudend
werkende krachten.

S1. Zooals bekend is, drukt het principe van d'Alembert
uit, dat de verschillende krachten, die op al de materiéele
Punten van een zeker stelsel werken, op elk oogenblik
evenwicht maken met de traagheidskrachten dier punten, dat
18, met de krachten, die gelijk en tegengesteld zijn asn de
krachten, welke de werkelijke beweging dier punten zouden
kunnen veroorzaken, wanneer alle punten van het stelsel
vrij waren. Met andere woorden: volgens het principe van
d’Alembert, houden de krachten, die op de verschillende
bunten van een stelsel werken en de weerstanden dier pun-
ten tegen de versnellingen, die zij in een willekeurig be-
wegingsgeval aannemen, op elk ocogenblik elkaar in even-
wicht.

Verbindt men deze stelling met het principe der vir-
tueele snelheden, dan verkrijgt men de bekende algemeene

vergelijking voor de beweging wvan een stelsel materisele
Punten:

2 ma 2
z {(X-a' — dd:: )5$£+(Y5 — ms%)%‘l*

a*z; -
(Zg' = f}h’a );2%}—- D (1}
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zi, ¥i, 2 zijn de codrdinaten van zeker punt van het; stelsel
m; is de masss van dat punt, X, Y, Z zijn de parallel aan
de assen genomen componenten van de op dit punt WeE
kende resultcerende kracht, terwijl

d* & d* g dr z

g Mg T g

de componenten der traagheidskrachten van dif punt
Eijn. |

Deze vergelijking (1) is nu de onbepaalde of variatie-
vergelijking der beweging en levert onmiddellijic, voor het
geval dat het stelsel vrij is (dat wil zeggen, dat de mate-
ridele punten ongehinderd de inwerking van de daarop
werkende krachten kunnen volgen, dus dat alsdan de 32,
3y, 3% enz. allen van elkaar onafhankelijk zijn) de bekende
bewegingsvergelijkingen van een materidel punt, doordatb
we de cobfficiinten van 3z, dy, 3z enz. nul stellen. Men
krijgt dan:

ar

5 2
X; — ‘dﬁyz d

= 3 — . . zz‘-— fy
a8 —"O: Y, —m g7y =0, Zi—m; 77 =0 enz;

in het geheel als het stelsel uit » materitele punte?
bestaat, 3z dergelijke vergelijkingen door ¢ alle gcheele
waarden van 1 tot en met # fe geven.

We spreken in het bovenstaande en in het vervolg dik-
wijls van een stelsel materiéele punten. We meenen daar-
mee, dat de punten niet geheel en al onafhankelijk V&%
elkaar zijn, dat ze onderling invloed op elkaar uitoefenen s
zoodat zich een enkel punt niet kan bewegen, zonder dab
deze beweging invloed uitoefent op die van de andere
punten.
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Men kan de vergelijking (1) ook in ¢en anderen vorm
brengen en wel in dezen :

d* g at 9 a2 z;
Z mg( 7o o + _gk_z 33/:‘ + -dé—l'az.i ) =
T (REeda o+ Y3+ Zid%)
of, volgens de notatie, die we in het vervole zullen gan-
Wenden ,

= i (& 35 + g1 3y + #090) = 2 (Xy ¥ + Y 9y + Zs 3)
@).
In deze vergelijking stelt het eerste lid voor den arheid
der lrachten mydi; m;ji; wis;, die gelifk en togengesteld
Zin aan de traagheidskrachten der punten, die de werke-
lijke beweging zouden kunnen voorthrengen, wanneer de

Punten vrij waren, en ze over de wegen o, 0yf;, o2; werkten,
Het tweede 1id stelt den arbeid voor, dien de krachten,
welke inderdaad op de punten werken, verrichien, als ze
hunne aangrijpingspunten over degelfde wegen verplaatsen,
§2. Die vergeliiling (1), die we nu ook aldus kunnen
Sehrijven :
=X — midsy) dogt (Vs — my ) 3y + (B — msi) 3] =0
(3).
eldt voor een geheel willekeurig atelsel materidele pun-
ten, TIs het stolsel vrij, dan zijn 3z, dy, 3z enz. van elkaar
Volkomen onafhankelijic; maar bestaan er tusschen de codr-
dinaten der verschillende punten zekere betrekkingen, zijn
er derhalve eenige, bijv. m voorwaarde-vergelijkingen tusschen
de coirdinaten der punten gegeven, dan zijn de 3z, dy, 3z
1z, niet allen onafhankelijk meer, maar slechts 8z — m van
die variatitn, en de = overige zijn functién van deze. De
beWegingsvergelijkingen der verschillende punten zijn dan
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niet meer zoo eenvoudig. De boven bedoelde voorwaarde-
vergelijkingen kunnen ook nog wel bovendien den tijd ex-
pliciet als variabele bevatten, wanneer bijv. sommige deelen
van het gtelsel zich volgens eene bepaalde wet moeten be-
wegen.,

Gteven we aan het stelsel eene zekere virtueele verplaat-
sing, dan zal aan de voorwaarde-vergelijkingen M=0,
N=0 enz. door de coordinaten der punten van het stelsel
voldaan moeten worden, v6ér die verplaatsing en na die
verplaatsing. We zullen dus, indien we de vergelijkingen
differentideren ten opzichie van , %, ¢ enz en den tijd als
constant beschouwen, de volgende = betrekkingen hebben,
waaraan die variatien van de coOrdinaten moeten voldoen:

dl M JM a

+ 3’9’:‘]‘(3 =1
23

~

3 (dNBt, —I—d Sﬁ — E,z,,) = ( enz.

(4)-

d;

Door deze m vergehjkmg'en kan ‘men nu » variatien
climineeren uit de vergelijking (3), en door dan de coéffi-
ciénten der overblijvende 8» — = variatién, die onathanke-
lijk van elkaar zijn, nul te stellen, verkrijgt men de 8% — =
differentiaal-vergelijkingen van het vraagstuk, welke in ver-
eeniging met de m voorwaarde-vergelijkingen een stelsel
van 3z vergelijkingen vormen, waaruit men alle 3z va-
rigbelen in functie van den tijd kan bepalen.

Deze eliminatie kan op zich zelf reeds lastig zijn, maar
heeft bovendien het nadeel, dat de uitdrukkingen, die men
ten slotte verkrijgt, nict symetrisch zijn, omdat men aan
enkele variatién, die men elimineeren wil, de voorkeur
geeft; bovendien is de geheele behandeling niet zeer alge-
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meen: de vorm der vergelijkingen, die men door elimi-
natie van enkele variabelen verkreeg, zou tfoch gcheel
anders worden, als het aantal der voorwaarde-vergelijkingen
eens versnderde.

Al deze nadeelen heelt Lagrange vermeden door de toe-
Pasging van eene methode, die reeds door Euler in de
vraagstukken van maxima en minima met vrucht was aan-
gewend, namelijk die der multiplicatoren.

Vermenigvuldigt men de vergelijkingen (4) respectieve-
lijk met een onbepaalden factor A, z enz. en telt men ze allen
bij (3) op, dan krijgt men:

3 (X, — mi; |- Aﬂfr—h&a —-—+ enz. ) Sa; -} E(Yf —mifi

d T
dilf—[—@ﬂ—l—enz )39,-{-2 (Z;-—m.zs—[—,\—- -[-p:
i

dza
enz.) 9z; = (0. (5)

Bepaalt men nu de onbepaalde factoren A, w enz. zoo-
danjg, dat de coéfficiénten van de m afhankelijke variatién
in deze vergelijking (5) wegvallen, en stelt men daarna
de 8n— m coéfficiénten der overige onafbankelijke variatién
nul, dan verkrijet men de volgende 3z vergelijkingen:

miai = Xi - A ﬂ‘f‘# ?—[— enz.

+ e @T-I- enz. (6).

myz = Yz dy;

me = Ly + A —H—+ (aedN-[— en.

waarbij men ¢ alle geheele waarden van 1 tot en met »
moet, geven, en A, g enz in alle vergelijkingen dezelfde zijn.,
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De termen, die in dit geval in het tweede lid meer voO©=
komen dan in de bewegingsvergelijking van een vrij stelsel ,
mii = X;, wipi =Y omé =15,
drukken natuurlijk uit den invloed, dien de verbindingen,
waaraan de punten moeten voldoen, uitoefenen op de krach-

ten, die er op werken.

Wil men de grootheden A, z enz. bepalen, dan heeft men
do voorwaarde-vergelijkingen tweemaal ten opzichte van £ 1@
differentiéeren cn vervolgens de twoede differentiaal-quotien-
ten van #, y, z enz. uit (6) hierin te substituéeren. Men
verkrijgt dan = vergelijkingen ter bepaling der groot-
heden A, @, enz.

§ 8. De vergelijking (5) laat zich ook in dezen vorm
brengen :
= i (i S = g Qs & & 92f) = = (Xa w4 X By + % 82) +
A 8M + 1 3N ~+ enz., (7)-
welke vorm ons in het vervolg zal te pas komen.

Zijn de krachten Xi, Y;, Z; ens., die op de diverse pun-
ten werken, zoodanig, dat ze de partitele differentiaal-quo-
tienten zijn van eeme zelfde functie U der codrdinaten, dan
laat zich de laatste vergelijking (7) ook aldus schrijven:
£ mi (& 3 - 3t 3gi & 4 32i) = 30U+ A 3 - o 3N - enz. (8)-

Deze fonetie U is door Hamilton krachtfunctie genoemd;
ze bestaat in alle gevallen, wanneer de krachfen, die op de
punten van het stelscl werken, voortdurend naar vaste cen
tryms gericht zin, en wel functitn zijn der afstanden tot
die centrums. Ook is dit het geval, als de krachten be-
staan in onderlinge aantrekkingen of afstootingen tusschen
de punten van een stelsel, en waarvan de intensiteit een®
funclie der afstanden tusschen die pumten is.
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§ 4. Wanneer cen stelsel uit # materidele punten be-
staat, on tusschen de coordinaten dier punien m vergelij-
kingen gegeven zijn, dan zijn derhalve de cobrdinaten niet
allen onafhankelijk van clkaar; we kunnen dan, zooals hoven
gezegd i3, de 3x cotrdinaten uitdrukken door 3z — m cobrdi-
naten die men hiertoe naar willekeur heeft uitgekozen, en
die geheel onafhankelijk van elkaar zullen zijn.

Had men bijv. de 3» codrdinaten @, v,. . . . . &n
b I R G ¥n
W

m voorw. verg. M =0, N = 0enz, en lossen we hiernit op

m grootheden @, #, . . . #n, dan vinden we daaruit:
$1=f(m,n+l,w;;¢+2,....-%‘;;,3/”3!2, e.-yn,gl’zzjl"z?‘)
2, =T (Zin 4 43 Fpe 459 o0+ s By Py gy oo Py Bialyy o v 2n)

By =D (@i g5 B A v =By Yo Ygs o oo Yno BpaByynes %)
T = T 12 &m 4y = T 4, BNL. ¥, — ¥, B — %5

we hebben dus nu de 3# variabelen uitgedrukt door de 3z — m,
die we hebben uitgekozen.

Nu is het echter in de wmeeste geva,llen niet wensehelijk,
die 8» cobrdinaten op deze wijze uit te drukken door 3z — m
van hen, die men daartoe heeft uitgekozen, maar’verkiese-
Lijkeer is het, in hunne plaats andere variabelen in te voeren,
die functién der codrdinaten zijn , en wel in even groot aantal,
als er onafhankelijke veranderlijken voorkomen.

Nemen we derhalve am 4+ , = zekere functie van 8z-m
nisuwe veranderlijken , 2, 4 , = eene anderc functie dier zelfde
veranderlijken enz., dan is het duidelijk, dat men aldus alle
3% oorspronkelijke veranderlijken , y, 2 enz. kan uitdrukken
In 8» — m nieuwe variabelen, en dat deze door oplossing
uit de vergelijking, @» 4 , = functie nieuwe variabelen enz.
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als funetién der oude variabelen kunmen bepaald worden. We
zouden echter ook, door niet van alle m voorwaarde-verge-
lijkingen gebruik te maken, slechts enkele bijv. £<
cotrdinaten kunnen elimineeren en de 8n codrdinaten kunnen
vitdrukken door de 3m — % overblijvende.

Deze codrdinaten zullen dan natuurlijk nict allen van el-
kaar onafhankelijk wezen, maar nog gebonden zijn door de
nog niet gebruikie voorwaarde-vergelijkingen, waaruit na-
tuurlijk ook die Z bepaalde coordinaten geéliminecrd zijn.

~ Voert men nu wederom nieuwe veranderlijken in, func-

tién dier 8» — % cobrdinaten, ten getale van %, dan zul-
len deze nieuws variabelen niet allen onafhankelijk van el-
kaar zijn, maar, indien men in de niet gebruikie voorwaarde-
vergelijlingen die nieuwe variabelen invoert, nog door deze
gebonden ziju.,

Op deze wijze kan men derhalve een grooter of geringer
qantal nleuwe variabelen invoeren, c¢n min of meer yoOI-
waarde-vergolijkingen, waaraan deze nog moeten voldoen,
overhouden.

Elimineert men door middel dezer vergelijkingen even-
veel variabelen, dan kan men dus ten slotte tot het eerste
geval terugkeeren, waarbij men natuurlijk het kleinstc aafl-
tal variabelen verkrijgt, die nu geheel onafhankelijle vab
elkaar zijn, dat is door geen enkele voorwaarde-vergelijking
meer gebonden zijn. '

§ 5. De bewegings-vergelijkingen van Lagrange nemen
nu con zeer cenvoudigen en hoogst merkwaardigen vOITE
aan, als men zulke nieuwe variabelen invoert, en yooral , al8
men haar aantal, zoosls boven is aangegeven, w00 gerivg
mogelijk neemt,

Bevatten de voorwaarde-vergelijkingen M = 0, N= 0 enz-




00k nog den tijd expliciet, dan zullen in den regel ook de
functién der niewwe variabelen, dic de oude uitdrukken,
den tijd expliciet bevatten en derhalve van den vorm zijn:

#i=Ji () Gysggere-- ):
i =T (f, g1o0pee-ne ) 9

o =Fi it G35« vinnl)s

Gtaan we nu na, wat er van de algemeene vergelijkingen
wordt, in geval we deze nieuwe variabelen ¢, ¢, enz. in-
voeren, en de voorwaarde-vergelijkingen M=0, N=0
enz, functién van 7 en der codrdinaten zijn,

Yooreerst is dan:

S = d.z'g - + g 3?2 T
5’
dyi a‘! i \
Syi = == 39, + -5g, + enz. (10).
g, g,
g Z.c«;
32 = d—- 97 + : dg2 —+ enz.

Substitueeren we deze waarden in het tweede lid der
vergelijking (7), dan gaat deze over in:

Z my; (i Swi - i o i 3z =
( % +Yaf3"’+z¢ )3 -

(11). = (Xs @ dy? -I- Li d—zi)Egz enz.
| dg,
G204 E.N—l— enz.

3M, 3N enz. worden natuurlijk na substitutie dezer nieuwe
Variabelen :

g N dN
S = QIE% —}—d ZBQL + onz., BN & 391 + — 39, + enz.
g, dg, g,
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Stellen we nu verder:

> (X;i]{;ii —I— dy? + ; _dfl_) Ql
71

_ dzi clyi i
=X —4Yi— 1% -——‘)Z enz.  {12)
( d?:a dﬂﬁ dg! Ql

dan wordt de vergelijking (11):

= i (i dwi -+ 4 Swi + & ) = Q, 39 + Q, g, - enz. S
A oM + @ 3N + enz. , (18)-

Evenalsnu in de vergelijking (7) X3, Yi, Z; , de aan de assen
evenwijdige componenten zijn der krachten, die op de versehil-
lende punten van het stelsel werken, voor het eerste racht-
hoekige coirdinatensysteem, evenzoo kumnen we nu Qs @
enz. beschouwen als de algemeene componenten der krach-
ten, die op het stelsel worken, genomen voor het nisuwe
stelsel cobrdinaten of veranderlijlken.

Het is duidelijk, dat Q;, Q, enz. wederom onmiddellijk
overgaan in de X;, Y;, Z;, als we bef aantal nieuwe variabe-
len nemen 87, en g, = &; ¢, = #, enz. stellen.

Wij hebben dus het tweede 1lid der vergelijking (™)
een anderen vorm gegeven, en ons blijft nu nog de veran
dering van het eerste lid dezer vergelijking over. Men
kan daartoe, zooals Lagrange heeft aangetoond, gemal-
kelijk geraken, en hierop berust werkelijk cen der groote
voordeelen dezer methode yoor de behandeling van VeI
schillende dynamische vraagstukken, doordat dit eerste Lid
zich laat uitdrukken door de partieéle differentiaal-quotien-
ton van de uitdrukking der halve levendige kracht,

— 13 mi (02 + i ) ey
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van het stelsel, wanneer we namelijk ook hierin de waar-
den van a;, %iy 7; in de nieuwe variabelen invoeren.
We vinden dan voor:

o dizi de; dg, | de; dg, = (da,,,)
= E T f2¢)+dg, poaas el e
da;

. M o
+$’1d—9§—l—g, -+ enz,

. ,Zyz ﬂzgf: dJL (lf[ d.,/'i (ZQZ -
( )_I-dg,dé aq, s )

y
+- d»; 7 + gg—l—enz (15)

dzi dz; a'fg1 dzl dq, (dz; )
( >+dg, di d clf,+ dt
de; . dz -
+ a, it —izz+enz

Hierin stellen (—) (dyz) ( ) voor de partietle

dlﬂerenhaal -quotienten van 2y, 9, #;, ten opzichte van £, Voor

Z00ver ¢ in die nitdrukkingen van a4, g, # in functie van Ly tye Oy
®hz. expliciet voorkomt. Na substitutie der waarden (15)
n (14) vinden we:

T=42,{(0 00 37+ (00 & i+ @a9s) 22 Fenz+-4)}

(16)
waarin (g4, 4,), (4, 9.), (42 ¢.) ensz. voorstellen de codfficiénten
Van g,% 4ig,, enz. in de ontwikkeling van T. Het zijn be-
kende function van ts g1+ gy enz., die uit de voorwaarden
Van het yraagstuk kunnen bepaald wordem. A stelt het
8¢heel ‘der termen voor, die ook # expliciet kunnen be-

Vatten en waarin §, ¢, enz. slechts in den eersten graad voor-
. kOmen
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. Die collectiefterm A vervalt, alz 2, 7, 2 enz uitgedruks
in g, g, enz. geen ¢ bevatten. In dat geval is T eene
homogeene kwadratische functie van §,, 4, enz. en al de
cosficiénten, die er in voorkomen, zijn uitsluitend bekende
funetién van de nieuwe veranderlijken.

Na deze uitweiding gaan we over fot de vervorming
van het eerste Hd der vergelijking (7). Men kan dib
schrijven :

= mg (&1 9w = i3y 1+ & 9%) = - = oy (g S5 o4 Syt #4 52;)

—zm (% s D)=
di
EE—E i (i di = i By T & 92} — T (of 3 - i3 Sips - 2: 9%)

(L1

De tweede term van het tweede lid dezer vergelijking if

klaarblijkelijk niet anders dan 3T = 3 § £ m; (4 + 4i* + &)
of, als T in de nieuwe variabelen is uitgedrukt:

ar N
— 3 gyt enz 4= —— 341+ —— dg,+enz,
{Zgl d"f 1 (18)

ar
BT—_EQI+CZ9‘1

d_ql

daar bij het variéeren de tijd #als constant wordt beschouw d.
De eerste term van het tweede 1id levert na die invoering:

] : :
%ﬁ = m; (@i 3w + i 3y + 432) =
a di di;
— 2 imi i (a 55’!4‘ . 392+enz )
. f?y
(19) + i 4 o1+ = 01’2 -+ enz.

fZ,:, Im
"‘i" Wi ,,,'a -—i 35’1 f—— Bgz + End. )}
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of s daar nik do vergelijkingen (15) volgt:

diy daes  dai day
—_— = — — == —— GIZS

dg, — dg  dp T dg
di _ dyi i dys
Uy dgy dg
200 paat de vergelijking (19) over in:

i
7 = mi (i S+ i By + & 32p) =

tg G d(}g dl’;; (Z’z;

L'ZAE mi| & df{; -+ 1 ‘ja + & ——) 3¢,

2 d
"}-mg(éf;iaz + 4 [ﬁ + 2 )Sg_acnz
s d

d
27 = i (i 3 = i yi 41 i) =

é rdr dT _ .
Al etpintes) @

Derhalve vergel. (17) wordt:

= i (& Swi 1 i Syy - 7 d) =

dpdl QT
dt( 7% 5 + enz.)— 3=

a7 ar
e oz
'8 Ezi_—{-ag* 7 —]—enz +al 37, —]— Eg:, 4 enz.
a’-T a7 ZT
¢, — = 9¢ —enz.—~—3 — 30, ENZs
AT g, A

of = oy (i 3w - i Sy + 51 3)) =
a
d—? P ar
dgi 4T af’gﬁ arT
= T, 841 7 ¢, - enz.
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Ten alotte hebben we de algemeene bewegingsvergelij-
king getransformeerd in:

p a’l
di dar

du AN
21 = Qs 32 kel % Bl 5
(1) Q g,g+azdgk 3k + & =k O gl - en

welke vergelijking terstond vervalt in de volgende verge-

" kingen:
7 A
dgy aq dM dN
=== — Eem— e = ]
dy dg, s dg, +Md§'1+enz
3 a7 (22)
ey aT dM dN

T d_ﬁ:Qi'E"‘d_g; —!—M@ﬁen&
enz.

Dergelijke vergelijkingen heeft men nu evenveel, aly er
nieuwe variabelen zijn ingevoerd. Deze zijn nu nog niet
allen onafhankelijk van elkaar, maar nog door enkele
voorwaarde-vergelijkingen: M =0, N=0 enz gebonden.
De vergel. (22) leveren, in verband met die voorwaarde-
vergelijkingen, een voldoend aantal vergelijkingen ter be-
paling van de nieuwe variabelen in funetie van #, als men
uit (22) de onbepaalde factoren A, g enz. elimineert.

De boven opgegeven vergelijkingen (21) stellen nu den
tweeden vorm voor der bewegings-vergelijkingen van La-
grange '). Ze gelden voor geheel willekeurige variabelen,
die men verkiest in te voeren, en zijn derhalve algemeener
dan die, waarbij men uitsluitend van rechthoekige codrdi-
naten gebruik maalt.

1} Lagrange, Mécan. Anal. Tome 1. 82 édition p. 292.
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Y 6. Zooals reeds boven is aangestipt, nemen do bewe-
g'iDgS—vergelijkingen van Lagrange een bijzonder eenvoudi-
g0 vorm aan, als men hel aantal nieuwe variabelen Z00
klein mogelijk neemt. Men heeft dan met geen voor-
Waarde-vergelijkingen meer te doen; deze worden door de
bleuwe variabelen identick nul, en in de formule (1) val-

dd anN
1{3 = 7. > — B ]
o derhalve de termen = o oGr, = i gk enz. weg,
n de vergelijkingen (22) worden dan cenvoudig :
ddT (ZdT
“dy 4w diy, 4T _ (23)

dé_ngQ:: 1 dt—%—-Qz enz.

Zijn bijv. de voorwaarde-vergelifkingen van een yraag-
Stuk, 22492 — a2 =0en (@ — 2 ) - (v, —9,)* — B2 =0
Qan ken men als nieuwe variabelen aannemen 7, en g, en
dtellen :

t=aBing, y=aCosg,
@ = o Bing -4 Bin g, ¥, = aC0os g, + & Cos g,.

Bij invooring dezer nieuwe variabelen g, en g,, worden,
“oals men ziet, de voorwaarde-vergelijkingen identiek nul.
Voor het geval dat er eene krachifumetie bestaat, dat
derhalve Xy Y;, Zi de particile differentiaal-quotiénten eener
®nkele functie U van de coordinaten zZijn, ig:
X, = av au al

= — {§ = = 4y = e ;
7o Y 7 ; = dan wordt

(

da; dy; dz

Q=3 e, e Z: — Y=
Xi‘ dg’k -12 flg‘f;, + 2 dg‘]‘;

aU dezy | AU dy; al clz;') _avu

—_— e e

(24)

doi dge * dyi dg ' dz dgi) T dg
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en de vergelijkingen (23) krijgen den vorm:

. arT
¢ ik a7 dly

dt EE": — dg

)

waarin % alle waarden van 1 tot en met het gefal, daf
aanwijst het aautal onafhankelifke variabelen, kan atn-
nemen.,

§ 7. Indien eenige der nieuwe variabelen, die voorko-
men in de uitdrukking voor 7', miet voorkomen in die v0Or
¥/, dan wordt natuurlijk voor deze variabele de beweging®

vergelijking :

aef[‘
: dik Ak — 0
di dgr '

en bevat T tevens van enkele variabelen niet ¢, maar
iT ; (1.4
wel §;, dan i3 dus ook ;'_g;u nul, en de bewegings-vergelijking

wordt eenvoudig :
a7
a’gk .
at =
welke onmiddelijk een ccrste integraal levert van den yorm:
arT
i 7
Yoorheeld. Twee materidele punten van de massas

0,

= constant.

ziin door een staal zonder massa verbonden. De%e
in een

aaf

m en m,
staaf is om een harer punten, dat vast is, bewcegbaar
horizontaal vlak, et punt = kan vrij langs de st

glijden, m; is op onveranderlijken afstand o van het yaste
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punt op de staaf bevestigd. Aan het punt m wordt cene
zekere beweging medegedeeld. Wat zal de beweging van
dit stelsel ziju, en wat is de wep van het punt m?

De kinetische cnergie van dit stelsel is:

T=4 (m, a* 6* - mr* 6* 4 m#?), derhalve:
ar __ ar aT AT

= =y, =y @ s, = i

a8 ae
De bewegings-vergelijkingen zijn dug (in dit geval be-

staat er geen krachtfunctie):

ar aT = _
P 0, omr — i 2 :_0,
ar

_d’T EZE’ e d(my a* 1 mrd) 6 0
a — df i L Er

Deze laatste vergelijking levert-nu onmiddellijk de eerste

integraal:
(m2y &® 4= mr,) 0 = B.

Dit i3 de integraal, welke ook door het principe der vlak-
ken geleverd wordt.

Uit de hoven opgegeven bewegings-vergelijkingen van
dit vyraagstuk is nu gemakkelijk af te leiden de differen-
tiaal-vergelijking der basn van het punt m:

dr\? ‘ 3
n ( Eé_) = 4 (my a® + mr?y — (m, o - mr?).

Het geval, dat we boven beschouwden, en dat we hier
met een voorbeeld hebben toegelicht, zal zich steeds voor-
doen, wanneer men te doen heeft met stelgels, welker pun-
ten naar vaste centrums worden asngetrokken of aforestooten

el krachten, afhankelijk van de afstanden dier punten tot
2
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die centrams, als men die afstanden en de hoeken, welke
de voerstralen om die centrums doorloopen, als verander-
lijken asnneemt. Zoo verkrijgt men bijv. bij de beweging
van een materiel punt om eon vast aantrekkend centrum
volgens de Newtonsche wet, wederom de integraal, welke
het principe der vlakken levert.

§ 8. Wanneer de [unctien U, 7 en de voorwaarde-ver-
gelijkingen onafhankelijk van den tijd zijn, dan geldt, zooals
bekend is, het principe der levendige kracht, en we kunnett
3qr vervangen door dgy, derhalve voor de virtueele ver-
plaatsingen de werkelijke verplaatsingen nemen, die de
punten in een tijd d¢ ondergaan. We lounnen aldus uit den
tweeden vorm van Lagrange’s bewegingsvergelijkingen (26)
het principe der levendige kracht afleiden.

Telt men de vergelijkingen (26) op, na ze respoctievelijk
vermenigvuldigd te hebhen met dgi, dg,, ens., dan komb
als men integreert:

7 ar
=N dp  aw
] S @ﬂ dgr — U= Const.
aT
a4 — y
u is: A = R i

de voorgaande vergelijking wordt door deze substitutie:

d AT a7 4T
2 sdi— — I —dnF — dgp ) — U=
f &z = dqk f <f59fc£ 55 it o )

of

a aT , o
S e S R L N (26)
fab,‘ = dgr. T il

Maar nu i, zooals wo boven (§5) reeds opgemerk® heb-
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ben, als o onafhankelijk is van ¢, T eene homogene
kwadratische functie van Gy s+ 4, enz., derhalve, volgens de
bekende eigenschap der homogene functién:

. HE
2= g qy = enz.
QI gg‘ I +
o AT dgr _ [ d aT dgk
on o e B2 i b
d'g]b el / di dgl.  di ffg{&,

waardoor de bovenstaande vergelijking (26) zich vereen-
voudigt tot:

T — U7 = Constant,

welke de bekende vergelijking van het principe de leven-
dige kracht is.

§ 9. De tweede vorm der bewegings-vergelijkingon van
Lagrange leent zich bijzonder tot het in vergelijking hren-
gen van verschillende vraagstukken, en levert, indien men
de variabelen met oordeel kiest, in vele gevallen de diffe-
rentiaal-vergelijkingen in een vorm, peschikt voor de inte-
gratie of pemakkelijk daartoe te brengen.

De grootste moeielijkheid, die zich hierbij voordeet, is
gelegen in het bepalen van de waarde van 7' en van de
algemecne krachtscomponenten Qi in do nieuwe variabelen
nitgedrukt, of, indien er eene krachtsfunctie bestaat, het
bepalen van deze.

Het is daarom misechien niet onbelangrijk, omtrent
die waarden der algemeene krachts-componenten Qr eene
enkele opmerking te maken, en eens na te gaan, wat zo
eigenlijk voorstellen, omdat we daardoor in vele gevallen
die waarden onmiddellijle kunnen neerschrijven, en anders
vrjj omslachtige berekeningen lkunnen besparen.
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Vooreerat hadden we toch:

da; diti dz;
= 5 Ly g _-);
< \ g T * dgi + dgt

vervolgens kregen we in de plaats der uitdrukking:

2 (X 3w+ Y 3y + 4y 320)
in de formule (7) eene uitdrukking Q, 3¢, + Q, 3¢, -} enz.
in de vergelijking (13), toen we van variabclen veran-
derden.

De eerste uitdrukking = (Xi 3o+ Y; 3y + Zi 327) stelde
voor den virtucelen arbeid der krachten X;, Y;, %;, welke OP
de verschillende punten van het stelsel werken, als ze hunné
aangrijpingspunten over de virtueele wegen duwi, 8yi, 8z VeI~
plaatsen. i

Evenzoo moet derhalve de nitdrukking Q, 3g,-+ Qa 3qa—- €02
voorstellen een even grooten arbeid, dien de algemeen®
krachtscomponenten verrichten, als ze over de virtueels ver-
plaatsingen der aangrijpingspunten 3q,, 3g, werken, of als
de veranderlijken eene variatie of virtueele verandering
39,, 3q, enz. ondergaan.

Stellen nu de variabelen g,, ¢, enz. hoeken voor, die het
stelsel om verschillende assen doorloopt, dan moeten B3
puurlifk Qi @, enz. de krachtscomponenten, die mel des
variabelen overeenkomen, voorgtellen het moment van zekere
kracht ten opzichte van de as, waarom ¢, gy enz. word?
beschreven. Deze kracht en dit moment zijn in enkele 26
vallen onmiddellijk te bepalen.

Hoeft men bijv. een enkel punt, waarop krachfen
X, Y, 7 werken, kan dit punt zlechts bewegen O&
zekere as, en noemen we ¢ den hoek om dic 88 door-
loopen, dan is X3« + Y3y + 743z de virlueele arbeid




Van X, Y en Z: deze moet derhalve gelijk zijn aan
Wi 3g,. Q is dan het moment dor krachten X, Y en Z of
van hare resultante ten opzichte dier as.

Nog in eenige andere gevallen is het mogelijk de waar-
den dier momenten onmiddellijk aan te geven, z00als bij
de behandeling van enkele vraagstulkken wel blijken zal.

Btelt echier de nieuwe variabele eene lijn voor, dan is
de beweging van het anngrijpingspunt der algemeene krachis-
COmponente geen draziende maar een plijdende; dan steld
de Qr, die daarbij behoort, ook gecn moment maar eenc
kracht voor, en dan is dus, zooals behoort, Qrdgr wederom
de virtueele arbeid door Qr verricht, als het aangrijpings-
bunt over den lineairen weg 3¢z wordt verplaatst.

Bij de toepassing der bovenstaande theorie op enkele
Vraagstukken zal het hier opgemerkte duidelijker worden.
We zullen zien, dat men daardoor in de meeste gevallen
veel gemalkkelijker tot de bepaling der algemeene krachis-
“omponenten kan komen, dan dat we, zooals anders noodig
AU zijn, in de uitdrukking voor Q,

difi Tai ™
Q=3 (dewz Y-ﬁ 7. a J)

dgfh " * dgr

de waarden van 2 @, P ool sitenas variabelen
dgr’ dgp’ dgr

Uitgedrukt, substitueerden.

§ 10. Beschouwen we bijv. vooreerst eens de beweging
Vin een materidel punt, en nemen we polaire codrdinaten
(7, 6, ¢) san. Op dat punt werken de volgende krach-
ten: A in de richting van den voerstraal , B loodrecht op
¥lak POo en C loodrecht op den voerstraal in het vlak
POa. (fig. 1). :
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We zullen dan voor de algemeene krachtscomponenten
yoor de drie onafhankelijke veranderlijken r, 4, @ vinden:

Riz=A, @=20r, ® = Br Sin d.

B en O brengen geen verandering in de lengte van den voer
straal te weeg; de virtueele arbeid van B en C, alg » 012
5¢ varieert, is derhalve nul, die van A is A dr; bijgevolg
is A de algemecne krachtscomponente voor de verander-
lijke ».

Evenzoo, als ¢ ¢n @ om 3§, 3@ variéeren , krijgen w©
voor de momenten van A, B, O om de assen, waarom 8
en @ beschreven worden, Cr en B Sind.

Verifiseren we nu deze uitkomsten, door op de gewone
wijze de algemeene krachtscomponenten uit te rekenen.

We moeten daartoe A, B, C ontbinden volgens de assen
en de cobrdinaten van P (z,y,2) uitdrukken in de nienwe
veranderlijken #,4,9. We vinden daarvoor dan:

X, A Cos d e 1, , —OCRSind "
X, A Sin 4 Cos @, —BSing, +CCostCos,
Zs A Sin § Sin @, 4+ BCosgp, —+CCosdSind,

x =+ Cos 0, y = 7 8in 0 Cos @, 2= Sin § 8in P

en als de algemeene krachtscomponente voor de variabele 7

dox dy ke .
R=X— + Y =+ 4 a?:(AGosé——CSmc?) Clos § +

(ASind Cos® — BSin® + CCost Cos@) Sind CosP +
(A Sin 4 8in ¢ 4 B Cos @ - C Cos 4 Bin @) Sin §8in @,

welke na eene eenvoudige herleiding geeft :

R =




28
Bvenzoo vinden we voor de variabele @,

o szfr o a’y ; f;_: — _ 8ind (A Cosd—C Singj+

* Cog 0 Gost,D(A(;osgD Sin 4 — BBing 4 C Cos 0 Cos @) +-
#Cos d SBin ¢ (A Sin 4 Sin @ + B Cos @ + C Cos ¢ Sin @) ,

® = (Cr. en ten glotte voor @,
da a?y lw o ; !
Q:X(!;D +Y 70 it -—————?Smﬁblnq}(ﬂgosqbﬁmﬁ

— B 8in ¢ + € Cos @ Cos 0) —f— #5in 4 Cos @ (A Sin ¢ Sin @ 4
B Cos ¢ + C Cos ¢ Bin ),
® = B » Sin 6.
T e ) . ., 0D e :

Zijn verder: s i 7‘5’,.'1‘ Sin 4 = Sin d de
drie langs de drie loodrecht op clkasr staande richtingen
genomen componenten der snelheid van het pant P, danis
de kinetische energie:

T =% m (#4722 = 12 Bin 2 P2),

, 4T 4T 47 4T 4T 4T
waaruit wederom —-» — ==, —, —, — gzijn af te

ar' a4 A ap A
leiden, en zoo komen we ten laatste tot de drie differentiaal--
vergelijkingen der beweging :

o gn IPE NE
(@) )] =
w (EZ(?"* dz‘) — 7*8in 4 Cos 9 ) Cr

Al a4, 8O\ _ .
m %(ﬁw Sin BEE)_BT Sin 4.

Uit deze laatste vergelijkingen kunnen we natuurlijk weder
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zeer gemakkelijk de bijzondere gevallen van de beweging
van een punt in een plat vlak voor pool-coérdinaten afleiden.

§ 11. Twee materiele punten, waarvan de massa’s w en
m, 7zijn, zijn door een onrekbaar koord zonder massa Ver-
bonden; @ kan zich slechts bewegen over een plat vlak,
dat met een verticale lijn een hoek » maakt; m, beweegh
zich ook over een plat vlak, dat met de verficale lijn een
hoek [2 maskt., Het koord gaat door een zeer klein rin-
getje, dat op de gemeene doorsnede der twee ylakken i8
aangebracht. Welke is de beweging der beide punten?

De cobrdinaten der beide punten voor rechthoekige
assen zijn zes in getal; voorwaarde-vergelijkingen, waaraan
die cobrdinaten moeten voldoen, zijn er drie, namelijk de
twee vergelijkingen der vlakken en de uitdrukking, dab het
koord wvan constante lengte is. Men moet dus het vraag-
stule kunnen terugbrengen tot een met drie onafhankelijke
veranderlijken, en het ligt voor de hand hiervoor te nemen
10, de afstand van = tot het ringetje; 2° de hoeken, die
de vocrstralen van elk der punten maken met een vasié
lijn in elk der vlakken, bijv. met de gemecene doorgnede
der vlakken of met eene lijn, loodrecht op die doorznede-
Doen we dit laatste. Het is duidelijk, dat deze variabelen
onafhankelijk van elkaar zijn en, als zc bekend waren, de
toestand van het sbelsel volkomen zouden bepalen.

Yoor de cotrdinaten @, 4, # en #,, Yy, % , Van 7 C0 74 vin-

den we dus:

#=rCosdBine 2, = (l—r) Cos @ Sin 8
y = Binf Yy = (l—r)Bin @
z=7Cosd Cos 2, = ({—r) Cos ¢ Cos B,

als » de voerstraal van m is, / de lengte van het Joord
en @ en ¢ de boven hedoelde hoeken voorstellen.
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De krachten, die in dit stelsel werken, reduceeren zich

tot de zwaartekracht en zijn 7 =mg, 7%, = mg.
In dit geval is nu eene krachtfunctic U aanwezig, en
wel ig sU=X3a+Yoy+Z3:=mgdz4mydz
= mgd (7 Cos 8 Cos &)+ m, g d {({—r) Cos @ Cos B.)
U=umgr Cos 4 Cos & 4 m,; g (¢—r) Cos @ Cos 3,
als we de constante der integratie nul nemen.
Voor de algemeene krachtscomponenten krijgen we verder ;

L‘r
ﬁ;; = myg Cos § Cos & — m, g Uos @ Cos B.
al ,
= — mgr Cos & Sin ¢
dly e
7 = — m, g ({—vr) Cos @ Sin .

De kinetische energie wordt nu blijkbaar:
e { m (72~ %) o, ((l—r)2 @+ #%) }
=1(m + my) 724 5 mir® 42 - & my ({—r) Cf)‘

derhalve :

ATl . - ar aT

i 1 s - z, —_— _— = O

i 83 —m (b—i) D = 0, i

A a7 ; 20 :
— = ; b _— = 1 —_— = — )2 <
i (m = my) 7, Tk g, 7 my ((—r)*Q;

én de bewegings-vergelijkingen zijn dus:
i § + D b 7 = — mgr Cos & Sin 4
y (I—1)t @ — 2y (F—r) @ + = — m, g ({—7) Cos 8 Sin ¢
(= my) F— w02 12, ((—r) g2 =
mg Cos @ Cos & —m,9 Cos @ Cos 3.
§ 12, Zooals deze vergelijkingen hier zijn opgegeven
Zjn  ze niet onmiddellik op te lossen. We zullen ons
dawrom bepalen tot het onderzoek van enkele bijzondere.
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gevallen, waarbij we omtrent de waarden van & en 2,
@ en { zekere onderstellingen zullen maken:
1°. Is « =0, 8 =0 en nemen we ¢ en ¢ constant aan,
dan i, daard, ¢, 0, Cf3 nul zijn,
(2 = m,) ¥ = g (e Cos § — my Cos ).
Zijn nu @ en 4 nul, dan heelt men in
_ m—y
: ——-g ’t‘?ﬂ-"}"?}ll
de bekende vergelijking voor de beweging van een materidel

punt.
20, Evenzoo vinden als « = 0,8 = 90°, § en @ constant zijn:
(m~ m,) 7 = gm Cos 4, en als § = 0 is:
hy W
T,

8% Is @ — 90°en 8 = 90°, en nemen we @ en 4 variabel ,

;

dan krijgen de bewegings vergelijkingen den volgenden

vorm, dien we in enkele gevallen gehecl kunncn oplogsen:
mr? § <4 2mrr 0 = — mgr Cog « Sin 0

amy (I—r)2 @ — 2m, (I—r7) PO = — #y g (b—r) Cos 3 Sin @
(m - my) F — mr 32 -y (i—7) @2 =1y Cos 6 Cos & — my 9

Cos @ Cos 3;
waaruit :

w3 O = Cmri § = O of d. (mmr® 6.) =0 of »*¢§ = Const.
en ({—r)? C,D =)

Dit zijn dus reeds twee eerste integralen der bewegings-
vergelijkingen. De derde vergelijking wordf, als we vad
de gevonden integralen gebruik malken:

(o = m)) # — m 8% 4 my (—7) @2 = 0
.2

" 0
(m == m,) 7 — "= -+ (Z-:——l_f)—“:O'




i)

Hen eerste integraal van deze is:

(72 4 m2,) f1+—-—m 4 7 02) my = A.

Wil men nu de vergelijking van den weg van het punt
7 vinden, dan kunnen we uit de laatste vergelijking, door
middel van rd=10C, di elimimeeren en krijgen
dug de diﬁ'erentiaal-vergelijkino.

tﬂ?‘z 02 . + 01?'

iz ?z"" =

(m + M]) + My — A, 3
welke vergelijking, als C; nul is, gemakkelijk kan opge-
lost worden. Alsdan is de beweging van =y gericht naar

bet vaste punt. Men vindt zoo doende:

) A
( —l—ml) M:—g—i—ﬁ:f}?’, of

A
i
(d;) W 1_)3_131 1
d9 & m—[—mi(r O tm)

waaruit men vrij gemakkelijk de integraal afleidt:

Sk
70 S m
p—_0 //—- geeans l{* § -+ const.
A W~

Het hier behandelde geval is ook een bijzonder geval
Van een vraagstuk, voorkomende op bl. 126 van het tweede
deel van Jurries (Problémes de Mécanique ration-
Helle). De daar gevolgde methode, om tot het opstellen der
bewegingsvergelijking te geraken, is echter ecne geheel
de hier gebesigde.

Niet minder verdient het volgende geval onze helang-
stelling :

4°, Nemen we o = 90°,
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=0, @ constant en wel nul, dan worden de hewcgings-
vergelijkingen :

A

7 = 0 en (m + my) F — mr 62 = — m,g.

De beweging van m ig die van een materiéel punt naar
een vast centrum, getroklken door eene kracht, die daarvan
uitgaal. De wet dier aantrekking, of de spanning van het
koord , dat asn die kracht gelijk is, is merkwaardig.

Bij een zoodanige beweging van een punt, asngedaan door
eene kracht van het centrum uitgaande, is de componente

der totale versnelling in de richting van den straal, zooals
bekend is:

drr £ di>

ait Kd!z

en derhalve de kracht, welke deze versnelling aan eene massa

(7= (&)

en dit is gelijk aan de spanning § van het koord.

-7 kan geven:

Uit de bewegings-vergelijkingen volgt echter dat:

d*r ag~? 92

ELE L= L — P — 1 f

N\ & el m—l—ml m-l-m}( gt+0)
a(r*d) . : T

en daar S 0 of mr?{ — constant is, zoo is de span-

ning van het koord :

by ot .
=
§ = T i ﬂ)-
a~t= ey \ my

Het bijzondere geval, dat = door een stool eeme bewe-
ging in eene eirkelvormige baan krijgt, on a, in rust gé
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laten wordt, is van belang, omdat dan de beweging van
Stabiel iz, en evenzoo m, in een stabielen evenwichtstoestand
Verkeert. De stoot, dien ontvangt, moet voor dit geval
]ilaarbll_]]zeth loodrecht op den voerstraal gericht zijn, en
an dit punt eene snelheid ¢ geven, die men aldus hepaalt:

mg=g=_"2"_(,4 >

i == 17, =4l

14 Vel
7 e

en dagre = w? § = mro is,

. Ch - my
%00 is:  (m + m)g=mg + —m of v = ;/ — gr
-

Dit resultaat had men ook kunnen verkrijgen uit de
Overweging, dat de middelpuntvliedende kracht bij de eir-
kdvormige beweging van m natuurlijk gelijk moest wezen
aan de spanning van het koord, dat is, aan m, g, derhalve:

mp* ; ml
Wy g = — , waaruit ¢ =
7 H

§ 13. Een vast lichaam kan zich om een vaste as

bewegen en draagt een tweede as, waarom een tweede
lichuam zich bewegen kan. Wat is de beweging van dit
Stelsel ?

1°. Geval. Nemen we aan, dat de beide assen even-
Wijdig zijn. Zijn @ en ¢ de hoeken, die respectievelijk ge-
Maskt worden met een vast vlak door, een vlak gaande
door beide assen en een vlak door do tweede as en het
Zwaartepunt van het tweede lichaam gebracht, dan is het
duidelijk, dat deze beide hoeken, die onafhankelijk van el-
kaar zijn, den stand van het stelsel volkomen bepalen. Verder
5 ¢ de afstand der beide assen en & de afstand van het
“waartepunt van hel iweede lichaam B, tot de tweede
2§ (fig. 2).

=
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De snelheid van het zwaartepunt van B is de resultante
der beide snelheden wq3 en &y, welke gamen een hoek Y—Q@
insluiten. Hel kwadraat dier snelheid is dus:
at ¢ 4 206 o Cos (@—y) + & ¢*; en als nu m en 7, de
massa’s der beide lichamen voorstellen, dan is de kinetische

energie van dit stelsel:
T=} I 2+, (a*¢*+Rab b Cos(p-@)H (O it

als j de traagheidsstraal van het cerste lichaam 4 om de
eerste a8, en £ die van B om eene daarasn evenwijdig®
as door het zwaartepunt voorztels.

Uit de waarde van 7' leidt men af:

% = my® O -y a2 P+, ab Cos (Y—@) @
2L — 1y a8 Cos (Y= 0, B4R
AT IT s
e ;ab — 1, @b Bin (V—3) D .

Daar nu verder, zoo er uitwendige krachten op dit stelsel
werken, deze, zooals we gezien hebben, tot algemeen®
krachts-componenten momenten van koppels ¢ en ¥ geven
op 4 en B om de cerste en tweede as werkende, %00
worden de bewegings-vergelijkingen de volgende:

a (PUoslp—))

T alSin(y— Q) = P

(g —m ) fb—}—mt @b

d (@ Cos ($—9))
dt
Nemen we nu eens aan, dat de beide assen horizont-ﬁﬂl
yijn, en dat alleen de nwaartekracht op dit stelsel werkt,
dan is de krachtfunctie T klaarblijkelijk niet anders dan

ity (63E2) Ay ab Sin{tf;-—-fp)#@:ty'

#t, @
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U= f Z2Zdz, als de Z ag in de richting der zwaarle-
kracht gericht is, en derhalve:

v Z/my i (% Cos @) -l-j-mlyd(a Cos (@+«)4-6Cos (1 +2))
U= my % Cos @+ myg a Cos (D + &) + w9 & Cos (P 4 =),

als namelijk £ de afstand is van het zwaartepunt van het
terste lichaam tot de eersle as en # den hoek voorstelt,
tusschen het vlak door de beide assen en het vlak door de
8erste as en het zwaartepunt van het eerste lichaam.

Nemen we verder @ of den stand van het vaste vlak
Zoodanig aan, dat ¢ = 0 is als het zwaartepunt van A
loodrecht beneden de eerste as is (Gg. 2).

Uit de waarde van U volgt:

® = % = — mgh din &

= % = — myg9 68in (L - 2).

o

myga Sin (@ + &),

De bewegings-vergelijkingen zijn nu:

3 b C et
{mi* - m, @®) @ 4 myab it if(j/ 2)
&

— wgk Bin @ -+ m,g0 Sin (@ 4 «) =0,

— 1y B0 Sin(x,b—qb) %)

" ad s Coi;‘b—@) -y (62 A2 U4, ab Sin (G—P) ) D

T gmy b Sin (P &) = 0.

Werken er op dit stelsel geen uitwendige krachten, dan
Zin @ en ¥ nul, en we verkrijgen door optclling der beide
Vergelijkingen en integratie de eerste integraal:

(2% 4 my a*) P+ m, ab (4-9) Cos (Y—2) + m1 (B:4-12) =C.
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Ditzelfde vinden we ook, als ¥ - @ nul is.

Deze uitdrukking stelt nu voor het moment der hoeveel-
heid van beweging van het gehecle stelsel, want het is
de som van m* P, _
my 4@ (a -+ & Cos (L—a)), iy b (B -+ a Cos ($—)) en iy 2 ¥,
wellee zijn de momenten der hoeveelheden van beweging van
hel eerste lichaam omn de eerste as, van het tweede lichaam
(de mgssa in het awaartepunt vereenigd) om die eerste 28
en van de draaiende bewcging van het tweede lichaam om
eene as door het zwaartepunt. Die som is nu constant.

In dit geval nu kan men de oplossing van het vraag-
stuk tot de kwadraturen tcrug brengen; want uit de laatste
vergelijking kan men afleiden ¢ en @ uvitgedrukt in ¢—@

en Y—@, en wel:

e C - | my (8> + &) ~+ m, ab Cos (Y— (;D}‘ (b—)
gt = sy a* == my af Cos ($—)

)

: tP: CH g g+ my a*~ i, ab Cos (Y— @) E({b_qi)
- my* 4 my a* = mq ad Cos (—Q)

E

- welke waarden in 7' gesubstitueerd , eene vergelijking geven
in §—, & —@ en constanten; daar, in het geval er geen
" krachten op het stelsel werken, 7' constant is. Deze laatsté
vergelijking en die van de momenlen der hoeveelheden var
beweging zijn nu voldoende ter bepaling van ¢ en ¢ iB
functie van ¢ Onderzoeken we thans cen paar bijzondere
gevallen van dit vraagstuk,

~ Nemen we aan, dat beide ascen horizontaal zijn , dat alleen
do zwaartekracht op het stelsel werkt, en dab de hoeken
¥ en @ zeer klein zijn, voorts, dat hoek « nul is, en de




beide lichamen zich reduceeren tot materiéele punten van
de magsa’s m en my , dan wordt bij dit hewegingsgeval j = 4
n k=0, en we hebben dan te doen met de beweging van
twee materidcle punten m en Wy, Waarvan s op een staaf
“onder massa, die in zeker punt is opgohangen, bevestigd
15, en wel op een afstand % van dit vaste punt; terwijl aan
hot andere eind van die staaf beweegbaar verbonden is
eene tweaede ataaf zonder massa, welke op con afstand 4
van dit cinde een tweede punt m, draagt.

Daar we in dit geval ¢—9 nul kunnen nemen en $?
200wel als * kunnen verwaarloozen, zoo reduceeren zich
de bewegings-vergelijlingen tot:

(mh* + 1, @*) @ 4 my ab &+ mgh @ 4 my agd =0

mba@+od4ge)=0 (1)
of tot:
mfﬁéﬁ—{—g{m}i{-ml @) P —gam, P = 0
4@+ 5p+gp = 0. ()

Tot dit geval laat zich het algemeene geval gemakkelijk
terughrengen ; want voor de onderstelling, die we boven
Aannamen, waren de bewegings-vergclijkingen :

(mf* - my a®) @ ~+ my ab L (mh +my a) g =0
iy ab D~ my (5% 4 2% P+ gmy by = 0.

We bebben dus nu maar to bepalen de massa’s M en M,
en op welke afstanden H, A en B deze geplaatst moocten
worden, opdat de beweging van het stelsel van twee licha-
Wen om twee parallelle horizontale assen, waarvan de eerste
vast i3, overeenkome met die van twee materidele punten,
Zo0als we boven beschouwden. We kunnen die waarden be-

Palen wit vijf vergelijkingen :




M H* 4 M, A= my? + i, .

MH+M A=mk+mn s
M, A B = m, ab.

M, B? = m, (¢* -+ &%)

M, B =, &.
: b A nr, G
waaruit: B = L A=a, M = ?'_l—i—_ﬁ A

De simultane vergelijkingen (1) of (2) zijn nu volgens
de bekende methode gemakkelijk op te lossen. Stel bijv.
een parficuliere integraal @ = eNT en = p ¢ >
dan is:

— kg (mh - mya) — gy ap = Oen —ra — hru—+y="0;
waaruit

_g—ra
= T
of:

v mbht — v (bg (mh - my &) + gm, a*) + g* my a = 0,

welke vergelijking in het algemcen twee wortels » geeft:

en 22 wh® b — ro (mh + m, @) + gm, o (g—re) = 0,

Hierdoor krijgt men dus de integraal:

@=A,8in (Vr ¢+ )+ A Bin (Vi l+2)
=gy A, Bin (Vo ¢+ a)) e, A Bin (Vr, i 2y):
Nemen we aan, dat de massa van het eerste lichaam pul

is, en het tweede lichaam ecene homogene of niet homo-
gene staaf, dan lovert het algemeene vraagstuk onmiddel-
lijk de hBweghlgs—vergdﬁkingcn van conc gtaaf, opgehaﬂgen
met een harer einden #an een dun ontekbaar koord gonder
massa, als die staaf zeer weinig uit haar verticalen ¢veR
wichtsstand is gebracht en alleen aan de werking der zWaat:
tekracht ig overgelaten.

T ‘ i)
Voor dit geval vindt men, daar hoek A =20, ="




b==0, my=M, b=14, als 2 do lengte van de (homo-
gene) staaf is, en 42 =% 7* i
T=3 M@ P*+ 2l D Cos (b—P) + £ 22 Y
U= gl (aCos &+ ¢ Cos ).
De bewegings-vergelijkingen zijn:
AP+olptpd=0en 2P+ ald+io=0,
waaruit wederom:
S Ay Bin (1/9'_1 £+ 56]) -+ A% Sin ('_t/_.—-; i+ 552}
b= A, g, Bin (/5 i+ 2) A, g, Sin (V 7yt 1 25);
terwijl de waarden van # en @ gevonden worden uit de
beide vergelijkingen ;

g—ar
or

alr* — &g (4i—3a) + 82 =0 on p=

2° Geval. Nemen wec aan, dat de- heide assen elkaar
rechthoekig kruisen. Stel, dat de eerste as verticaal, dus
de tweede horizontaal zij, en laten na zekeron tijd ¢ cn yw de
hoeken =zijn, die respectieveliik gemaakt worden 1° door
een vlak door de eerste as en loodrecht op de tweede as,
met cen vast vlak door de eerste as gaande en 2° door
en vlak door de tweede ag en het zwaarlepunt van het
tweede lichaam gebracht, met een horizontaal vlak., Deze
beide van elkaar onafhankelijke hoeken bepalen wederom
den stand van het stelsel. (fg. 3).

7ij vervolgens o de afstand der beide assen, Z de afstand
van het kruispunt op de tweede as tot het vlak deor
het zwaartepunt van het twecde lichaam loodrceht op de
tweede ag gebrach, en ¢ de afsland van dit Zwaartepunt
tol de tweade ag, dan is de snelheid van dit zwaartepunt




de resultante van (a4 ¢ Coxd) @, 6@, ¢ P, en wel is het
kwadraat dier snelhcid, zooals men spoedig inziet:

(@4 e Cos 9)2 ¢+ ¢ P2 + 82 @ — Re @ Y Bin Y3
derhalve de kinetische energie van het stelsel:
(a4cCoswpdr+edrtorgr |
{ — e PP Biny + B @)

7 is de traagheidsstraal van het cerste lichaam om de ver-

T=§mp it §m

ticale as, £ die van het tweede lichaam, om cene as cvet-
wijdig aan de tweede us door het zwaarlepunt gaande.
Uit T leidt men :a.f -

il - ;
g-q—)-—m;i¢—1— Wy (a—!—cLOb $)2 @ my 8§ — my be i Sind
dﬂ—_:ml (2 d — Je P Sin | A L)

dip

aaT a1

@_0 70 =ity (.\a ~+clios JJ)C,D ¢ Sin ¥ — be@ L Cos Pl

Derhalve zijn de bewegings-vergelijkingen, als zich de
algemeene krachts-componenten weer reduceeren tot de mo-
menten van fwee koppels om de eerste en om de tweede as
op het eerste en tweede lichaam werkende in vlakken lood-
recht op die assen:

(12, (@ ¢ Cocnb)i@ — iy Be \,”,ma,b) cp
it (1)
(.9243—{-&24:—5eSi.ngbq“:—écaq}',!jCos¢) )
7y i N — % {2)
+ (a4 ¢ Cos &) @2 e Bin @ 4 de @ Cos o)

Werkt op dit steleel alleen de zwaartekracht, dan is de
krachtfunetie klaarblijkelijk:

U=—gm; ¢Bin;

(me -, 2) 42

.

d U
derhalve i_ W = gm, cCos ¢ en d—— — b=,
A dip
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zoodal de hewegings-vergelijkingen nu zijn:

d ;"”’31 (@ ¢ Cosy) d — my h;p;:m¢f

" '2 n 3 - :ﬂ
(2 + g 6%) @ 4 7 )
my V(4 2) b — be @ Sin b - (¢ + ¢ Cos ) ¢ Sing @2 =
gmy ¢ Cos i, (4}
De eerste dezer vergelijkingen laat zich nu onmiddellijk
integreeren:
(-:r;y"l—l—ml &) @ 4= my (a4 ¢ Cos )2 @ — my be ¥ Sin g = C.

(®)
Deze vergelijking toont dus asn, dat de som van de mo-
menten der hoeveelheden van beweging, ten opzichte van
de loodrechte as van het cerste lichaam m® @, en die van
het tweede lichaam (de massa in het zwaartepunt vercenigd
gedacht) m; @ (a4 ¢ Cos Y)2 -y b (51} — e Sin ), eon-
stant is.
Passen we het bovenstaande eindelijk eens toe op hLet
volgende eenvoudige bijzondere geval, dat 6 =0 en ¢ =10
18, dan ziju de bewegings-vergelijkingen:

mp P 4 my ¢ Cos? ¢ @ = Const.
(82 - ¢?) ¢ 4 ¢ Sin ¢ Cos Y ¢ = ge Clos .
Stel nu, dat we de massa » kunnen verwaarloozen, en

dat het tweede lichaam zich reduceert tot een materitel
punt, dan i3 dus Z=0 en heeft men:

m, ¢* Cog® ¢ @ = Const. & + & Bin ¥ Oos ¢ @ = ge Cos ¢
o
C

¢* Cos® 1 @ = C waaruit $ = W
¢* Uoghs




Voeren we vervolgens in plaats van ¢ den hoek £ == 90°—p
dan zijn de vergelijkingen :

&

S e . 2
(D——-m;ft _9!...-’.‘11(_—]— C}IHEG(“S.’;’@
waarmit :
“ . . &
eb—elin£ConEP*—yg Sin &£ —cSin £Cos £ —g Sin &
¢* Sint £
gubstitufie van:
h
B paln
" A Bin &
Door integrat-ie van de laatste vergelijking verkrijgt men :
: =
G s
d!: j/ 2!;][}0;!.'__‘,"— "-“—?} .
Sin® & £

We nemen dus san dat £ nul ig, als £ =£_ is, on vin-
den na herleiding:

e e _
Vc [E: {23 (CUE &E— COS Eo} (anl £ ~ Sin® _)

_ ) G (Cos £ 4- Cos £;)
= R P ) : )
V(GDS" LUS”)( g c3 Sin? FSmé’i )

We zijn derhalve tot de kwadraturen gekomen.

Neemt men nu nog cens aan, dat @ constant is = w, de
hoeksnelheid om de eerste as, dan heeft men natuurlijk
slechts te doen met de cene vergelijking,

ed+ oo Sing Cos & =g Cos,
waaruit, 90° — ¥ ==£ rzijude:

,ri'f'
Ve g = [ (Cosk—Conk) (2 —ea® (ConE-+CosE,)),

zovals men ook langs anderen weg en wellicht nog cen-
voudiger had kunnen vinden. Deze unitkomst stemt overeen
met dic, welke van de oplossing van dit speciale geval
in Jullien IT, p. 258, pepeven is.

=
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De bewegings-vergelijkingen voor impulsieve krachten.

§ 1. Wo hebben tot dusverre alleen beschouwd het ge-
val, dat op het stelsel materidele punten aanhoudende krach-
ten werken. We moeten nu nog nagaan, wab ec van de
bewegings-vergelijkingen wordt, ingeval er impulsics op het
stalsel werken, en we het aanfal variabelen door middel
van dc voorwaarde-vergelijkingen, waaraan de eodrdinaten
der punten moeten voldoen, tot het kleinste getal terug-
brengen. Zooals bekend is, kan men gemakkelijk uit de al-
gemeenc dynamische vergelijking:

2
b (X-;—— d Q’)ﬁ:@—}-h(Y — dé'IA)B ==
> (Zi —— Py - 31) Sl

afleiden de vergelijking voor impulsieve krachten:

Z( o -mfh_‘)ﬁfv@—{- ( Y, — ;- “) i +
2 ( — ¥ty dzi) 3.0,5 = O

waarin X', Y/, Z voorstellen de componenten der impul-
gieg in de richting der assen, die op hel punt i, 7, 2,
werken.

Bostaan er nu #e voorwaarde-vergelijkingen van den vorm :
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M—=0, N=0 enz, functibn der codrdinaten, dan komt
men weder door de methode der multiplieatoren tof de

volgende dn symetrische formules:

5 5 — X —|-=A—-f'-,h¢ = —|—enz.

iy
- i | N
He Yi'4-2 lyz - (ZA o "'l" B, (1)
] d ;M AN
TN — Zii + 7 &? + A @ _I_ CIZ.
& A

waarin ¢ alle goheele waarden van 1 tot en met » lkan
krijgen. Heeft men uit dese vergelikingen dc = onbe-
paalde coéfficiénten 2, p enz gedlimineerd, dan geven de
Sn—m overblijvende vergelijkingen, gecombineerd met de
m voorwaarde-vergelijkingen, een aantal van 3z vergelijkin-
gen ter bepaling van x, y, #, enz. in functie van 2.

§ 2. Voeren we nu ook hier wederom nieuwe variabelen
in, fanctién van @, %, 2z en ¢, dan zijn dus omgekee-rd

, ¥, ¢ functién dier nieuwe variabelen ¢, ¢, enz. en van

¢, en derhalve:
=2 ity i | dz; .
#y = (d?‘ Trfr 72 +Ez g, T enz.
E‘I’C". == 11 +
1

ffi?

Soortgelijke uitdrukkingen krijgt men ook voor de andere

a!g g, - enz,

variabelen.

Telt men nu de overeenkomstige leden der vergelijkin-
gen (1) pa ze respectievelijk met dw:i, dyi, dai, vermenig-
vuldigd te hebben, hij elkaar op, dan verkrijgt men:
= mi (% Sy = o Dy + 2 3e) == (X S+ Y, 3y + 245 3ei)t
A9+ O.:\rT ~t- eng. 2)
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0 substitueert men in deze vergelijking de boven gevonden
Waarden van 3x, 3y, 32, cnz, dan wordt het fweede 1id
dezer vergelijking :

@' 39 + @' 37, + enz. - A SM F w3 N -+ enz.,
als we namelijk voor Q';, @, enz, aannemen de waarden:

a"m; ¥ dy dyi iz
— X; e gt
== ( f?gl f?gl + t(lQ )

_—Z()(a(m / -+ Z'; enz,

?z
Evenals we nu in het eerste houf’abtuk

dx d / dz
Ql—z(x, AN
de algemeene krachts-componente voor de variabele g, heb-
ben genoemd, evenzoo zullen we nu Q’; de algemeenc com-
Ponente der impulsie voor de veranderlijke ¢, nocmen,
Het cerste lid van bovenstasnde vergelijking kan men
Weer door middel van de uitdrukking der kinetische energic
E = —I = Lo-!"z,z +|ﬂ "I‘Eaﬂ)
gemakkelijk in funetie der nieuwe variabelen omzetten.
We vinden toch tersiond wit de waaren &, #:, 4i:
dui __ dei dp  dyi da  de
dyy ~ dgy" A dgy’ dg, T dgy
#00dat bet eerste lid der hovenstaande vergelijking wordt:

2 i (¢ e+ i s + 4 8ei) =

div Ll? . di;
= mi ( i d‘“ 3y + i = S __) 3¢,

71 ‘_3’1

(3;(? ﬂ'rvr
! i -";i ) 5 f‘_."- 3 oy — 3 5
T (’ dg, T _H'{ Gt

(S




Men VBikllJn't du% ten glotte:

ar
% Bﬂ ~|— Jf 3¢, + cnz. =
Q' 3, + Q5 dg, + enz. 4 A8 M + o N - enz. (3)

welke vergclijking onmiddellifk vervalt in vergelijkingen
van den vorm:
:
gf_?: — Q-+ dJI - f?: + enz. (4)
Dergelijko VulgE’]__jL_‘lngF‘]l hcei‘t men in even groot santal
als men nienwe variabelen g, ¢, euz heetl ingevoerd. Ze
geven ook weer terstond de bekende vergelijkingen VOOr
impulsieve bewecgingen voor de gewone rechthoekige co0r-
dinaten als men ¢, = #;, ¢, = &, enz stelt.
Van bijzonder belang is het ook weer in deze onderzoe~
king

g, als we het aantal nieuwe variabelen, dat we wille-

keurig mieer of minder groot kunnen nemen, door middel
van de voorwssrde-vergelijiingren van het vraagsiuk tot het
geringste getal reducecren. We doen dit, door van alle
voorwaarde-vergelijkingen gebruik te maken, zooals dit 1
het voorgaande hoofdstuk is asangewezen. le nieuwe varias
belen voldoen dan van zclf aan die voorwaarde- Vcrgehjmﬂ
gen, maken die derbalve identiel nul, en mit de bovel”
staande vergelijking (3) krijgt men dan de eenvoudige for-

les:

aT df =
= [ @'y enz. (5)

by OV di
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Onderstellen we nu nog wverder, dut de = voorwaarde-
Vergelijkinpen M =10, N=0 enz den tijd ¢ niet expli-
ciet bevatten, en it dus ook 7' daarvan opalhankelijk, dan
Belden natuurlijk nog dezelfde formulen (5), maar bevatten
1 gpen # meer cxpliciet, en men heeft dan:

(ZT 3 4P 7
s [ b ; : .
(\Zi’]! Q 1 P15 flyg =y Q 0 == Pg, EDF

§ 3. We kunnen deze formulen ook nog op eene anderc
Wijze afleiden, en daardoor nog beter van het wezen der
zaak een duidelijk begrip krijgen.

Vooreerst is het klaar, dat we in de algemceno formule:

= (K i) S (Y5 — o i15) 3y + (A's — mad i) das) =0,

Yoor 3x;, dy:, 9% mogen nemen de oneindig kleine yver-
Plaatsingen, die de punten ns een zekeren tijd werkelijk
Ondergaan, en daar deze verplaatsingen evenredig zijn asn
de snelheden in die richtingen, zoo is:

EXGaA- Yo+ 25 =Sy (w9 ) =8 T,

Deze vergelijking beteekent derhalve, dat de door den
Stoot, geleverde arbeid, die op heb stelsel de uitwerking
heeft van de kinctischc cnergie te vermeorderen, gelijk is
aan de halve som van deproducten der componenten van den
8toot en der overeenkomstige componenten van de snelhe-
den der aangrijpingspunten,

Nemen we nu voor de bepaling van de algemeene compo-
Nenten der impulsie voor de nieuwe variabelen g¢,, ¢, enz.
-‘C’lezelfde wet aan, dan luidt deze: de tocname der kine-
tische energic van cen stelsel of de arbeid, daarop door
fene impulsie uitgeoefend, is gelijk aan de halve som der

Producten van de compounenten der impulsie en de oversen-
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komstige componenten van de suelheden der aangrij pings-
punten, Deze snelheids-componenten g+ ¢y enz. zijn dezelfde,
als ze boven zijn bepaald.
Zooals we gezien hebben, is de algemeene krachfs-com-
ponente:
Qi:E( '@“f‘Y{hﬁ 'ad—zi\
| dg’s f@a)
Nemen we nu aan, dat deze krachts-componente ecU
geor Kleinen tijd r op het stelsel werkt, dus een stoot uil~
oefent, dan is, als Qs de algemeene impulsie-componente

vooratelt :

) dir; Y rlj; iz
= Ni o= ; ; — \db
Qs f Qs ¢ f ( dy cﬂr ol di, f

Werkt nu op een stelsel, dat zich in beweging bevindts
gen stoot, waarvan de algemeene componente door boven
staande formule wordt uitgedrukt, en zijn de toenamen der
snclheids-componenten, die bijv. aanvankelijk g,, g, en%
waren, 97,, 94, enz, dan is de gemiddelde snelheid g&
durcnde den stoot:

2 1 . e W
71 +3%7s ¢+ §9¢, enz,
zoodat ingevolge de bovenstaande bepaling de arbeid, door
den stoot verricht, zal zijn:

Qi (g +33) + @ @+ 33%) + enz,
en zoo we nu aannemen, dat de toemamen der snelheids-
componenten 3g;, 9, enz oneindig klein zijn, derhalve ten
opzichte van ¢,, ¢, enz kunnen verwaarlooad wordeu, dan

wordi de bedoelde arbeid eenvoudig:

Ql f;’l —;“ (1)9 é‘l“}"E‘BZ.
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Deze arbeid wordt nu besteed om de kinetische cnergie
le vermeerderen, dus heeft men:

3T'= G 1+ @ g+ enz

Nemen we verder aan, dat de stoot zoodanig zij, dat
€r alleen eene verandering der snelheids-componente ¢
Plaats vindt, en dat de andere snelheids-componenten ¢, , ¢,
enz. onveranderlijk blijven, dan is, daar T alleen functie
s van ¢,, g, enz., 7ys G» enz., en daar we kunnen aanne-
men
niet veranderen, zoodat we deze als constant kunnen be-

, dat de coordinaten ¢,, g, enz. gedurende den ®toot

Schouwen : ;

7
3T = 3,
iy,
De hovenstaande vergelijking wordt derhalve:
ar .. = T
e, 8y = @ g1 T @ g5+ ez,

als @, Qg enz. voorstellen die hijzondere impulsie-compo-
uenten, welke alleen de verandering der variabele ¢, te
Weeg kunncn brengen. Deelen we deze vergelijking door
97, en geven we acht op de waarde van:

ar . : e oy

= = (0, 9,) %t (0 1) ¢ + (91 45) G, e02- (pag 11)

9,

dan vinden we:

B r— —

Qﬂ . (ég i (ZT - > 5
3 i -+ 55, 42 T enz. = G (4,20 ¢ + (¢, ¢2) 9+ enz.

Do eerste en de laatste uitdrukking zijn nu lineaire func-
tn van ¢,, ¢, enz., zoodat hieruit volgt:

o ¢
S = (g, ¢: ) \\__1

= ¢, g; enz.
U S

4
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De componenten der impulsie, die we een atelsel moe-
ten modedeelen om alleen eene verandering dg, der gnel-
heids-componente ¢, te weeg te brengen, zijn derhalve:

Q= (g, 7)) 3% » Qn = (4, 7.) 891, 0z

‘Moot er dus ecnc verandering der snelheids-componente

¢, worden veroorzaakt, of moet doze gnelheid aan een 1B
rust zijnd stelsel worden medegedeeld, dan zijn de hiervoor

noodige componenten der impulsie

(9, 2. 91 (g, 1) 415 (9, 4,) g1, enz.
En zal een stelgel uit den toestand van rust eene spel-
heid sannemen, waarvan de componenten zijn ¢,, ¢p %
ten gevolge van een stoot, dan mosten deo componenter

daarvan, zooals men terstond inziet, de waarden hebben?

@, =p, = (1, 4) ¢ + (@ 01) 92 1 (95 ¢)) ¢ T enz.
@y=p,= (0,49 &1 + (0289 & + (4 92 ¢+ omn. ©)

ETZ.
Deze vitdrukkingen zijn klaarblijkelijk niets anders dan
dr 4T
;j};’ EJ{}S , D,
derhalve:
e ot L s (7)
dg'vl— Py s — Pa e = Pgq, CNZ. ;

§ 4. Deze uitdrukkingen, geheel in oversenstemming
met die, in de vorige paragraaf gevonden, geven dus nu
de oplossing van het vraagstuk: de impulsie (waarvanl
¢, p, enz de componenten zijn) te bepalen, die noodig

is om een stelsel, dat in ruost verkeert, cene bepaﬂldﬁ
e N
nben Z1j8)

gnelheid (waarvan ¢, ¢, ©¢nz. de gegeyen compone
Gis 2 =Y ].S
2,

te geven, wanneer de kinetische energie 7' gegeven 13

sene kwadratische funetie dezor snelheids-componenten.
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41y stellen tevens voor de componenten der hoeveelheid
van beweging van een willelkeurip zich hewegend stelsel
materidele punten voor de aangenomen algemeenc varia-
belen,

§ 5. Fr kunnen natuurlijk gevallen voorkomen, waarhij
de questie snders is gesteld, waar juist gevraapd wordt:
uit de gegeven impulsie-componenten de initiale snelheids-
componenten af te loiden, als ook 7 gegeven is in funetie
van de impulsie-componenten. Dan zijn de hovenstaande uit-
drukkingen niet onmiddellijk aan te wenden, en we zullen
deze derhalve hebben te vervormen, zoodat we zoo moge-
lijk terstond op de gestelde vraag het antwoord bekomen.

Daartoe hebben we op te merken, dat 7' is eene homo-
gene kwadralische functie van ¢,, ¢, enz., en dat dus,
volgens de leer der homogene functién:

; el g ch . :
2= -@:- T —]— enz. = g, 9 + ¢o p, +enz. is. ()
2
Differentiteren wo deve wuitdrukking ten opuzichte van
2y py enz., en beschouwen we daarbij 7T, ¢, ¢, enz als
functién van p,, p, enz., dan is:

al' . (Z{I {],i, " diys
257}7 =hth + * dp, + 2 a - enz.

dT dy, . d,f |

e e DI NIE D e s 3
2 d]}i o 'f%sz _[ s ‘I‘.P L’Zp —I _Fg J- = ENY% ( )

enz.
Yerder heelt men (6):
7= (2,20 6+ @ 0) &, 7+ (g5 ) g +-enz.
=090, a) 0+ (959;) 9, + enz.
25 = (3, 95) 02+ (03 92) 7+ (@5 25) 25 + e,

BNz,
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waarin (00 = (0 of algemeen (g ) = (g:9) &
de coifficiént van ¢, in de uitdrukking voor ps i gelijk
aon de eodfficiént van ¢, in die voor p. Dit volgt onmid-
dellijk uit de wijze, waarop pi, pa enz. uif T worden af-
geleid.

Het spreckt nu van zelf, dat als we uit deze homogene
lineaire vergelijkingen in ¢,,¢, enz desc grootheden 0P~
lossen en wuitdrukken in p,p, enz, waarbij dan de coéfli-
cienten weer alleen functién der variabelen g,, ,, enz. zullen
zijn, we uitdrukkingen zullen bekomen van dezen vorm:

g1 =14, 2121 + [ 1 72 + [45 9] o -+ ez

¢y = [0 Gl 21 T [4a Q2] P21 195 221 22 -+ enz. (1)

7 = (9, 212, + [2, €125+ [45 2] 2y - enz.
enz.,
die wederom homogeen en lineair zullen zijn in p,, p,, €02
en waarvan de coBfliciénten gullen voldoen aan de V0O
waarde:

(9 g1 = [gs v

m. 8 w. de cobfficiént van p. in de uitdrukking van gs
is gelifk asn den codfficiént van ps in die van gr, pooal®
men gemalkkelijk kan aantoonen. ') '

1) Als py—= @ 2 T @0z + G s + o027
p1:(-i'ru E_{). —+ . ";h: + {Ton 6’3 =+ gnz,

Po=ss @y + @1 G2 + s §o + DY,
enz.
en D de determinant (@i, fhs, @as, - « -« Gun) VOOTSEELL, terwijl de minot

determinant en door Dy worden aangewesen, dan is, zooals bekend I8
D f]l =P Dy + pa P+ ps TR o b siae +p.,: D-;;l
D (.]2 =1 Dy, g Das -+ P R o + P Dy,

......................
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A e

|.

4y» §u, enz. nu lineaire homogene functién van p;, p,,

807 zijn de, zoo heeft men natuurlijk:
-_—‘—'_—n

Verder is.

Qi ERATTS Maes==a i e e (3R s s G T AT

sy @32 455 v a Eba8—3 4 o sinenn s -5'+i ....... Az

A W - . v
Ly, — O 55 floj 1 B —] g s -Op e —g-s.=a LA

[ St Apdas e o prbts—1 v o Gpbas—y v 0yt in

& .
ns Hitas = el ey = e 1) (RN i
2n

Iy re ereie o BB R——$u = @ s U1r+1 st s

gy {5 b P e e e e Har—t1 «oua e il
Ds.s- = e ¥ 2. o His— F i ng o w een Cha— s wieee Ge—in

st Gsdau - Qetlr—1 - Betirdl o .. Gsbm

Toxy L ¢ P e L Iy ?‘+: ....... Unn

et is dadelijk te zien dat D= D, zal zin, als men algemeen
Gy = gy heeft, of aly de delerminant symelriek 1z, Dit iz nn
het geval in den tekst, daar hier de codfficiénten @, , @, , enz. voor-
stellen (g, ¢,), (7, ¢) enz., en we hebben aangetoond, dat (g. g0) =
(e qv) is.

im Dys Dy, Dig
Hiernit wvolgh dus, daar —— ", en == enz. voorstellen
: L e D

tde cosffieignten van oy P2y 02, in de ontwikkeling van ¢, i, enz.

e deze gelijk waren aun [gq, ¢,], [g, ¢=] enz:

Lgs gr] == [7» 45]
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dr/ | d iy di -
'fl ="M 7 Ay, TEih @+Pz §+tﬂz ‘._1*)

da dy
Y =PI _(h‘]f'] h’i‘ Ly “—{—enz
dpy

onz.;
lerhalye, daar 8 w ooke: 2= 41
derhaly aar [gs ¢v] = [4- ¢s] 18, 18 nu 00 dpr dps

Maken we uu van deze eigenschap gebruil, dan laten
ZAch de bovenstaande witdrukkingen (9) veranderen in:

ar dg, iy di4 ‘
— el Sl S =i 3
? doy =4y +f1l + 7, dps - ps e +enz. (13)
. . + 9. +29:.7 @2'{- o 4+ enz

welke door substitutie der waarden (12) fen slotte over-

gaan in:

dT . aT
2-—— —%—r‘ :2? Uf iy
ap Y1 T1 1 dp. 71
eng.

of al geme-en _V'Dbrg’estold:
aT

Ef/-‘,: =1Ys

welke verggelijkingen de oplossing hevatten der gestelde
0pga

§ b Beha,lvt de yrasgstukken, in de beide voorgaande
paragrafen besproken, kunnen er nog anderc voorkomens
waarvan de oplossing nict diveks is af te leiden uit de verkre-
gen uitkomsten, Indien namelijk de snelheden of de impul-
sies gevrangd worden, terwijl er gegeven zijn eenige VOO™
waarde-vergelijkingen, tusschen de impulsies en de snelhe-
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den, waaraan de beweging van het stelsel moet voldoen, en
wel in even groot aantal als er onafhankelijke variabelen
Zjn, dan kan men voor de oplossing van het vraagstuk,
gebruik maken, behalve van deze voorwaarde vergelijkingen:
M=0,N=0, enz, van de formulen: (7) of (14):

arT . a1

ﬁc—d—g-sJ s —

dps

Men heeft dan, als er 3z2—m onafhankelijke variabelen
7ijn, dubbel zooveel vergelijkingen, ter bepaling ven de
® (83z—m) grootheden psen ¢y, die in het vraagstuk voor-
komen,

Een bijzonder goval hiervan is natuurlijk dat, waarhij
tusschen de suelheden alleen een zeker aantal (@) betrek-
kingen gegoven zijn, en wel linesire vergelijkingen met con-
stante tweede-leden, en men bovendien weet, dat de im-
bulsies zoodanip gericht zijn, dat ze op alle snelheden,
die aan eenc andere recks van () homogene lineaire ver-
gelijkingen tusschen de snelheden, voldoen, geen invlced
hebben, Het gehecle santal « -8 vorgelijkingen moes
natuurlijk weer gelijk zijn aan het getal onalhankelijke
veranderlijken. Men heeft dan terstond de oplossing van
het vraagstuk in de vergelijkingen (7) of (14) benevens
het gchecls getal voorwaarde-vergelijkingen.

We kunnen echter die oplossing nog cenigezing wijzigen.
Men kan namelijk uit die & vergelijkingen z—1 variahe-
len naar willekeur elimineersn, en dus overhouden eene
onkele lineaire vergelijking met cen comstant twoode-

lid. Bliminecren we door middel dezer zelfde vergelij-
lilno-en , diezelfde variabelen ook wuit de andere 3 ve roe-
ljkingen, dan hebben we dus het vraagstuk gereduceerd tot
2tn met minder veranderlijken,
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Nu kunnen we wederom andere variabelem invoeren, funectién
dergenen, die we hadden, we kuanen deze hegchouwen
als nieuwe snelheids-componenten, en ze zoodanig kiexen,
dat con daarven gelifk is aan de [unctie der suclheden in
de ecne vergelijking met het constante lid, die men heeft
overgchouden, en dat de andere snclheids-componenten g&-
lijle worden respectievelijk aan de 8 functitn der snelheden,
die oorspronkelijk gegeven warcn, en die zoodanig warch
ondersteld, dat de impulsies goen invloed uitocfenden 0p
de snelheden, welke daarsan voldeden. Doen we dit nu,
dan hebhen de impulsies, die mu op het stelsel werken
de cigenaardigheid, dat ze geen uitwerking hebben op welke
snelheids-componente ook, hehalve op die eens, welke
gegeven is. Werkt bijv. op cen in rust sijnd materiéel
stelscl, ecne impulsie, waardoor enkele declen daarvan
plolgeling met zekere gegeven snelheden in beweging KO-
men, dan kan men die impulsie beschouwen als ccne die
aan bovenstaande voorwaarden voldoet, en de anelheden
dor punten aanmerken als de algemecne snelheidzcompo-
nente, dic gegoven is. Fr wordt dan geyraagd de overige
snelheids-componenten te bepalen.

De gepevens van het vrasgstuk zijn derhalve:

g=A, p,=0, p=0, enz. ()
men vraagh Py Gy Y3 €NE

. " .y » -"
De oplossing wordt gegeven door de vergelijkingen ()
e AT« g T R
en door de vergelijkingen (7) of (14): — =¢s of = =—Ps
s dig s
Maken we cerst eens gebruik van de vergelijkingen 14

74 L

=g




dan heeft mon, daar

{ {
= il wlad P 2 p i Gl [ 2] Fewn s,
T _ . A
=g, = d=[q; 9,] py, Wwaaruit p, =
dx, : L RN
a1 _ . _ (91 g1

—=¢:= ¢, %l o A, enz.

[91494]

Het spreekt van zelf, dat [9; 911, [71 2.1, [9292] cuz, de
codfficiénten der termen van 7', bekende funetién zijn der
variabelen ¢y, ¢, enz, die van den aard van het vraagstuk
athangen en daaruit kunncn worden opgemaalt.

Hadden we gebruik gemaakt van de vorgelijkingen ()
en (7), dan hadden we gevonden:

T=3 { (a1 7:) é’lz‘l‘ 2(q1 72) 41 ‘h"" (729, )’}22 1 enz.;

waaruit :

A = . ‘
@ == = (Q[ 7)) 41T (5’1 Q._,) W -+ (iyl fu-) G L enz.
tetty
aT 1
‘! — =y = (¢29) '1'1 + {92 ¢») ’!.s‘I‘(_[; 9s) ¢5 4+ enz. =0
CILZ,.
& (fl —|_d.~

uit welke vergelijkingen men dan nog p,, ¢,, ¢, enz had
op te lossen.

§ 7. De beweging, die door een materidel siclsel words
aangenomen, nadabt heb de Inwerking ecnmer impulsie heefi
ontvangen, bezit de merkwaardige eigenschap, dat de aan-
genomen kinetische energie een maximum is, d. w. z.
grooter i3 dan de kinctigche energie, die het stelsel zou
verkregen hebben, wanneer het eene andere beweging had
aangenomen , die el de voorwaarde-vergelijkingen van
het yrangetuk niet in strijd is.
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Fuler is de ecerste geweest, die deze eigenschap heeft
aangetoond, cn wel voor het geval van een onveranderlijk
materidel steleel. Hij bewees, dat alg zoodanig in rust zijnd
stelgel een stoot ontvangl, de aangenomen kinetisché energie
om de as, waarom het stelsel aanvangt te bewegen, steeds
pen maximum of minimum moet wezen.

Lagrange heeft later dese stelling uitgebreid voor het
geval van veranderlijke stelsels materidele punten. Het
bewijs, dat Lij hiervan heeft gegeven, komt hierop neer-
Voor een vrij maar onveranderlijk stelsel, waarop impul-
sieve krachten werken (X!, Y, Z') gelden de vergelijkingen:

= omoy —yd) == (oY — yX")
2 m(at —wz) = = (X — 24) (1)
S myi—ej)= Z (g4 — zY).

Stellen nu ¢, w, ¢, de componenten der hoeksnelhedesn
voor der rotaties om de assen OX,; 0Y, 0Z, dan is,daar
4, w, @ voor alle punten van heb stelsel deselfde zijn:

&= 20 — g, f,r'::arq}—-—-zw, = y¢ — wa. (2)
Voor een veranderlijk materisel stelsel kan men yu vol-
gens Lagrange evenzoo sehrijven:

b= —yPtu, Y= —p+B, F=gh—ats
A8
waarbij dan «, 8, y voorstellen die gedeelten van de enelhe-
den der punten, welke afhankelijk zijn van hunne plaate-
verandering ten opzichte van elkaar, of liever van cen diex
punten, dat men willekeurig hecft gekozen.
Het is toch, zooals Bertrand hieromtrent opmerkt, duide-
lijk, dat men een willekeurige verplaatsing van een Ve~
anderlijk stelscl beschouwen kan als te zijn ontstaan uit de
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verplaatsing van hel stelsel, als onveranderlijk gedachi,
en uwit de daarop volgende betrekkelijke verplaatsing der
punten onderling.

Dit is nu, zoo het schijnt, wat Lagrange bedoelt;
de totale snelheid van @, dus #, is samengestcld uit de
snelheid, die @ mou hebben, als het stelsel onveranderlijk
was, do 1. 26 — y@, waarbij weer ¢, @, ¢ voor alle pun-
ten dezelfde zouden zijn, en wit de snelheid, die # in
den tijd @ zou verkregen hebhen, omdab heb samenstel wel
veranderlijk is, dat is ; # kan dus alle mogelijke waarden
hebben, is in het algemeen voor alle punten verschillend,
is- afhankelifk van £, hetwelk van de voorwaarde-vergelij-
kingen tusschen de codrdinaten der punten afhangt; maar
iz in ieder geval, evenals zulks 3 en p zijn, onafhankelijk
van @, &, P

In de vergelijkingen (8) zijn dus de eenige variabelen
¥, #,% en ¢, @, @, daar de cobrdinaten gedurende den
korten tijd van den stoot als constant gedacht worden.
Varigeren we dus de waarden (3) dan is:

3% = 6 — 3P, 3y =P — AP, 3% = b — 2¥s. (4)

- Deze uitdrukkingen zijn derhalve dezelfde als in hetl ge-
val van een onveranderlijk materigel stelsel. Als we nu de

vergeljjlkingen (1) vermenigvuldigen met 3¢, 34, 3¢ en
opicllen, dan krijgt men na substitutie der waarden (4):
Em@dx+ydy-+432)=ZX3x4+Yy+Z3z) (B

Uit de algemeene bewegings-vergelijking voor impulsieve
krachten :

Eom(Edetydy+292) == (X'Sa+ Y3y 12432

kan men afleiden, als men d#, dy, 52 enz. aanneemt even-
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redig aan de workelijke verplaatsingen of snelheden der

punten:
sm(@t g+ ) =2 (X'&+Yy§+ 74 3),
wyaarult :
2= m (E35-+ g3yt 432 =2 (X'32+Y' 39+ 14’5 %). (6)
Uit de vergelijlkingen (5) en (6) volgt nu:
Sm(E3x+ Y3y + 434) =00of 37=0;

derkalve T, de kinetische encrgie van het stelsel, moet
een maximum of minimum zijn.

Bertrand heeft in den derden druk van Lagrange’s Meea-
nique analytigne aangetoond, dat, als we de variatién door
5 voorgesteld niet oneindiz klein nemen, hoewel we ze
steeds zeer klein onderstellen, de verandering, welke de
kineligche energie ondergnat voor eene andere hewegiﬂg
dan die, welke het stelsel werkelijk aanneemt, steeds nega-
tief is, dat derbalve voor de werkelijke beweging 7' sieeds
gen maximum 13, 7

De hier besproken stelling is later door Delaunay in het
5do deel van het Journal de Mathématiques van Liouville
langs een anderen weg, pameclifk door de gowone meé-
thoden der maxima en minima, bewezen. Ook Sturm en
Bertrand hebben nog andere bewijzen bekend gemaakt,
van welke dat van Sturm hier nog in hoofdzask volgt.
Ben stelsel materidele punten, wearvan de cobrdinaten
aan de m voorwaardo-vergelijkingen #/ =0, N=0 enz,
die van den tijd onafhankelijlk zijn, moeten voldoen,
heeft eenc impulsie gekregen, waarvan de componenten
op de verschillende punten zijn X', Y, Z', cnz, en ten-
gevolge wiarvan ze aanvangen le bewegen met snelheden /
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welke tot componerten hebben %, %, 4, enz. Stel uu,
dat men het stelsel eene andere beweging doet aannemen,
doordat men bijv. onmiddellifk na den stoot de codr-
dinaten der punten noodzaakt ts voldoen aan nog andere
voorwaarde-vergelijkingen M' = 0, N = 0, die evenzoo
onafhankelijk van den tijd zijn, dan zal daardoor de be-
Weging, die oorspronkelijk zou aangenomen zijn, noodzake-
Hjk veranderen, en moelen dus, ingevolge het prineipe
van d’Alembert, de werkelijk verkregen hoeveelheden van
beweying der punten van het stelsel evenwicht maken met
de hocveelheden van beweging, in tegengestelde richting
genomen, die ze oorspronkelijk hadden of die hun is mede-
gedeeld,

Brengt men dit in vergelijking, dan verkrijgt men:
S (& —a)de+ (g — ¥ Sy~ (3—3) 3) =0,
Waarin &, ¢, %, de componenten der snelheden voorstel-

len, die nu de punten aannemen.

Maar zooals we ondersteld hebben zijn de voorwaarde-
vergelijkingen van ¢ onafhankelijk, en mogen we dus de
3z, dy, 3z, enz cvenredig nomon aan de werkelijk aange-
nomen gnelheden. Doen we dit, dan kan men schrijven:

= (& — )y + (§ — 0+ (5 — %) %, =0 of
Em@ gt ) —Zm(d2 g+ 5 =
Eoan (& — &) (§ — 7)) 4 (58— %)°
di. 8T — 2T, =2 (5 — &) + @ — 910+ (5 — )
en daar het tweede lid noodzakelijk positief is, zoo is dus
de Kkinetische energie 7' der vrije beweging grooler dan
de kinetische emcrgie 79 der gedwongen beweging cn
overtreft doze met ecen hedrag, gelijfk aan de kinetische




energle der beweging, die met het verschil der snelhedeo
hij beide bewegingen overeenkomt.

Ten slotte kunnen we door invoering van nieuwo onat-
hankelijke variabelen, ten getale van 3n—am, als erm V0O
wasrde-vergelijkingen zijn, op de volgende wijze ocheel
algemeen de boven opgegeven stelling bewijzen.

Laten g, p, enz. de gegeven impulsie-componenten Eijll 5
en ¢y, ¢, enz. de hierdoor voortgebrachte snelheidz-gompo-
nenten, bepaald uit de vergelijkingen :

_ar
=

é,s
stel nu, dat we zoodanige beperkingen der bewcging -
voeren, dat de punten van het stelsel de snelheids-compo-
nen ¢';, ¢’,, enz. aannemen, en laat p', g5, enZ de im-
pulsie-componenten  voorstellen, welke deze gnelheden it
den toestand van rust hadden kunnen veroorzaken, dan 18
de cnergie dezer gewijzigde bewegiug:

T, =1 (¢ 4+ p's ¢’y 1 enz.).

Nu zijn natuurlijk p'; —p;, #'5 — pa, €0z do impulsie-
componcnten, die op het stelsel werken, juist ten gevolge
der ingevoerde beperkingen. Beweogt zich derhalve het
stelsel zoodanig, als het door deze beperkingen wordt £e-
richt, dus met do snelheids-componenten §', ¢y, enz,dan .
verrichten deze impulgics daarop geen arbeid, en we heb-

ben dan:

0= (py,—pp) 91+ @y —p2) ¢y +enz. of
PR A T o L A R e O ¢ Fp P ' - enz-
PGy e Ga e G enm = py @y pa i b Ps s -+ ens.
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waaruit :
21§+ Py ot ps G5t enz—(p G -F 2 ¢yt 2 st enn) =
pr(§1— ) T Py (g — ¢'a) + ena
of: BT —23Ty=p(i—41) +2s (@ — ¢'s) + enz.
2(T—T]) = (p—p1) (§1— 91 + (2—2)) (4,— ¢'s) 1 enz.
+ 91 (§—9"1) -+ 2 (92— + enz.;
maar dit laatste gelijk zijnde aan:
(pr—2') 1+ (2 —12) ¢2 +ene.=01),
heeft men eindelijk :

RIT—T1)=Z (p — ') (g —9 3

i

1) Stel, men heeft met twee bowegingen van con zelfde stelsel
to doen, dan is:

e el AT
371—1(1,_‘!5‘1—-*—;‘! . y —-d.rff.'—dq', s
T=%{(guq1) 922 + 2 (914) 1 & + (g2 ) {s® + ema]

== % E (q’.l. Q’l) ']1. + 2 (Ql q:} é"‘l e - (q:gz) ‘}’L‘ -+ BI]Z.;i'
Men leidt hieruit gemakkelijk af:
4T a1 a1’ '
DL+ p's G b P ¥+ ena. —-qL ,+q2d!{ —[-13-——-}—?113

=& ¢ilgpq)+ gl s (grga) + 70 8 (qu s + enz.
+ 92 §'2 (g2 ¢2) + €nz.
ENZ.
Juist dezelfde uitdvukking vindbt men voor pu 41 + pa §'5 + enz.
door ¢s met ¢’ en p, met p%te verwisselen, derhalve verkrijet
men :

Pigidplo o+ P §a + 0z =p1 g + pa Vs + ps s + enz.
Pryi 4 pla o+ 9 @a+enz =p'y @1+ pa §'a + ps ¢ + cnz.
of:

Pu(fa—q0) + pa (Fa—Fat+ enz. =1 (pr—p't) + ¢z (pa—p's) + onz
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Het tweede 1id deser vergelijking is natuurlijl de kine-
tische energic der beweging van het sielsel, aly hel de
werking van een stoot p; — 'y cnz. had ondervonden.
Deze kinetische energie is natuurlijk positief, cn dus is T
voor de natuurlijkc beweging een maximum. De kinetische
energie, die ontstaat, wanneer op zekere materidele punten
stooten werken, is derhalve grooter, wanneer zich die pun-
ten geheel vrij, onafhankelijk van elkaar, kunnen hewe-
gen, dan wanneer ze op een of andere wijze met elkaar
samenhangen, bijv. op onveranderlijken afstand van ellkaar
moeten blijven, enz. :

§ 8. Eene andere merkwaardige gigenschap der impul-
sieve beweging, met die in de voorgaande paragraaf
hehandelde in nauw verband, maar als het ware het om-
ockeerde van deze, is, dat, als van een in rust zijnd
materitcl stelsel enkele deelen plotseling door een of an-
ders oorzaak genoodzaakt worden, met bepaalde gegeven
snelheden in beweging te komen, en door hunne bewe-
ging die der andere deelen te veroorzaken, de aangeno-
men kinotische enercie van het stelsel een minimum
zal uzijn, d. i Kleiner zal zijn dan wanneer de bewe-
oing, door het stelsel aangenomen , eene andere was go-
weest, maar toch steeds de voorwaarde, betreklelijk de
snellieid van enkele bepaalde deelen, vervuld blijtt.

In dit geval is dus niet de stool gegeven, zooals in
de vorige paragraaf, maar de snelheid van enkele punfen.
Het bewijs dezer eigenschap volgt zecr oemakkelijk uit
hetgeen reeds betrekkelijke dit ,gaﬂml is medegedeeld in
§ 6, waar het ale tospassing van een bijzonder Dewe-
gingsereval van ecn materiéel stelsel in het algemeen i3

uitgewerkt. We kunnen toch, even als daar eeschied 18,
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tns die snelheden, welke enkele punten asnnemen, denken
als eene enkele snelheids-componente ¢, , voortgebracht door
¢ene cnkele impulsie-componente p,, en aannemen, dat de
andere impulsie-componenten nul zijn.

Nemen we nu aan, dat p,, Py ps, cnz voorstellen de
impulsie-componenten , die eene andere beweging, waarvan
%'y G’ ¢4’y enz. de snelheidg-compenenten zijn , zouden kunnen
voorthrengen., De kinctische emergic, die het stelsel bij
deze heweging zal aannemen, zal dan zijn:

RI'=p, ¢/ +p ¢+ 1y ¢ + enz,

terwijl ze bij de eerste beweging zou zijn:

R T'=p; g1

De verdere termen, die anders voorkomen, vallen weg,
omdat p,, p,, enz. nul zijn.

Maar nu is vroeger aangetoond (Noot pag. 69), dat
Py g1 Py a2y g+ et =py ¢y -k po ¢y 029 - enz. 15;
derhalve, daar p,, p,, enz. nul zijn, heeft men eenvoudig:

) f;’l + ' E??' i ‘?’3 == 5'71'
Men kan dus & 7" ook aldus schrijven:
R =p ¢y +p/ 9 + o' ¢ +ens. +py 43—

{Plr G1 + . 9, + 25 g5 A enz }
of
© T'=pgy' + .G — §1) T2, — §3) -} 2535’ — ) -enz.
Is nu ook bij die tweede bcwoging de voorwaarde be-
trekkelijk de snclheid dier enkele punten vervuld, dan be-
teekent dit, dat de snelheids-componente ¢,"= ¢, ig, en
verkrijot men:

RT' =T (,'—4y) 059 —G2) 02 (95 (92 —@s) tenz.,
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waaryoor men ook kan schrijven:

Q(T"“‘ T = (py' — 1) (¢ — 5."1) = (1”:; — Pa) (9.'!3—5}2)'%'%2'
of
QT =21T — = (p's —ps) (§'s — 9u)-

Do tweeds term in het tweede lid dezer vergelijking
stelt blijkbaar voor de kinctische energie der beweging val
het stelsel, die overeenkomt met het verschil der snelheden
in de ecrste on de onderstelde tweede beweging; deze
term is dus noodzakelijk positief, en derhalve 18 T altijd
Xleiner dan 7%, m. a. w. de energie voor de werkelijk aan-
genomen beweging is cen minimum.

De hier algemeen bewezen eigenschap is van zeer groot
belang voor de oplossing van een aantal vraagstukken.
zooals wel blijken zal bij de toepassing op enkele.

Ofschoon men nu bij dese toepassingen de variabelen
wel zoodanig zou kunnen kiezen, dat de snelheden, die
enkele punien aammamen, als een enkele snelheids-comnpo
nente te voorschijn kwamen, zoo ig dit toch glechts zelden
doelmatig, en, behalve dat die keuze niet altijd gemakkeltijk
is, is het ook niet noodig. Weet men toch , dat de lkinetische
cnergic een Tainimum moet zijn, en heeft men nu eens
niet de veranderlijken gokozen, zooals ze boven waren aan”
genomen, dan heelt men in ieder geval betrekkingen bus-
«chen dic veranderlijken, die ons in staat stellen dese te
bepalen volgens de bekeade mothoden voor het zoeken V3
maxima en minima van zekere uitdrukkingen, wanneer
er tevens voorwaarde-vergelijkingen gegeven zijn.

§ 9. Passen we nu de bovenstaande theorie cens toe OP

het volgende vraagstuk:
Fen lichaam B (massa m) kan om zekore horizontale 83




(@) bewegen, welke as gedragen wordt door een tweede
lichaam 4 (magssa ), dat zelf om een vaste as (1) even-
wijdig aan (2) zich kan bewegen. Door een of andere
Oorzaak wordt zeker punt € van het lichaam B, gelegen
0p een afstand ¢ van de as (2), en wel in het vlak door
de as- (2) en het zwaartepunt van B gaande, in horizontale
richting eene snelheid gl medegedeeld , in cen vlak loodrecht
0p de beide assen (fig. 4), Men vraagt de initiale hoek-
snelheden van 4 en B om de assen (1) en (2) te bepalen,

Nemen we weer de onafhankelijke variabelen i en @ aan,
die den stand van het stelsel bepalen, evenals in het vraag-
Stulke § 13 van het eersté hoofdstuk en evenzoo de andere no-

Yatién, daar geberigd, dan heeft men voor de uitdrukking
der kinetische energie van dit stelsel:

L= {mj%ﬁ)’ —+ my (6* @200 § Cos(G—@) + (B2 +42) D%

terwijl de voorwaarde-vergeliiking voor de snelheid van het
punt € is:
g—_‘-a‘.QbOOS@ —I—G",!-JCOS'-.P-
Daar 7' een minimum moet zijn, moet 37 nul zijn , derhalve :
dT— 't o) + mq a® ¢ KZQD - a4 ai")t]J Cos (y—u@j ap -+
m, b P Cos W—) dy +my (2* 4 F) b dy = 0. (L)
We hebben toch alleen @ en ©-als de variabelen aan te
zien, omdat gedurende den tijd van den stoot de cobrdi-
Nulen @ en  geene verandering ondergaan. 7
Uit de voorwaarde-vergelijking der suelheid van € leiden
We eveneens af:

0= aCos @ dd + ¢ Cos ¢ i )

Vermenigvuldigen we nu deze leatste vergelijking met
—- 2, tellen haar dan bij de cerste op, en shellen we ver-
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vinden we

yolgens de coifliciénten van 4P en db nul, dan
de beide vergelijkingen:

(?ij-—i—ﬂ‘?la)cp ~+ cf&(_,os( -—@)‘;J.—.——-}k QGOF\C‘D:-:O
iy ab Cos (p—) C,'D tomy (L)L — e Cos ¢ = 0(3]
die met de voorwaarde-vergelijking :

7:@5}3005@54—(5@003@

con stelsel van drie vergelijkingen van den eersten graad
in @, ¢ en A vormen, waaruit men deze grootheden kan

bepalen.
Gaan we nu na, wab er van deze verge’lijlzingeu wordt
in het bijzondere geval, dat de hoeken ¢ en ¢ oorpron

kelijk nul of zeer klein zijn, zoodat men in dit 1aatate ge
val yoor Cos (¢—@), Cos @, Cos ¢ de eenheid nemen Kan:
De drie vergelijkingen warden dan:

(mj‘l~l—mla")<,"b+mlrab';b——aA—U
wmy ab P -+ my (& —[—Li)lb—cﬁ.——ﬂ €]
g=ap+eb,

waaruit men kan alleiden:

s Ay u (be — (6% +42))
my @ B my — OF 4 &%) (g @ -} )
A my (b — a® ¢) — my* ¢
i Ty (et 8t — (6% ) (g A+ my )
a? by — (02 ) (g -y @)
_T? L (—#— (b— —0)Y) a? —m 2

A == (iity

We kunnen uib deze waarden van &, ¥ en A u-emmhke
lijlk opmaken, hoe groob ¢ moet zijn, opdat het gerste

lichaam 4 in rust blijve, @ dus gelijk nul zii.
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Alsdan moet fe — (0% 4 #%) = 0 zijn, waaruii blijki:
32 2 72
é= . = b+ —
b b

¢ 13 derhalve het slingerpunt van B voor de tweede as.
Moet .,b nul zijn, moet B zich alzoo evenwijdig verplaat-
3¢n, dan vindt men:
Hy rf«';g Ei

9~ @

Uit deze aleemeene oplossing laten zich die van een
e 2

¢

paar interessante bijzondere gevallen gemakkelijk hepalen.

1°, Nemen we aan, dat het lichaam B zich reduceert
tot cen homogene staaf, en het lichaam 4 in een dun on-
rekhaar koord zonder massa overgaat, dan moet dus m =0,
My =M, en £ =14 gostold worden, en de vergelijkin-
gen (3) gaan over in:

M d+Mabp —ar=0

(6) EUP P MabP—ecr=0
g = a4 ab
Waarnit men tergtond vindt:
: i, : Blo 7 772
(D____élZ: Sc%@:i(c 5)?\, e o M .
M ab M = 4526 be |- Be?
of
: . h(db— s
(7 G b (46—3¢) iz 3 (e—5)

L 6o0t 3 " L ([d5—6bc+ 3o

P, Len zijn nu in bekende grootheden uitgedrukt, terwijl
het duidelijle is uit de eerste formule (6), dat 2 voorstelt
de prootte van den stoot, die deze beweging zon kunnen
teWeegbrengen, alg hij werkte op het punt ¢ in de richting
der snelheid g.




Uit de algemeenc Oplosfsi'ng leiden we verder af, als § = c1%
p=0,0= A—eg{fhfdus.’p__.-—

Is & =4%ua, is dus ¢ het middelpunt van Dbotsing van B,
dan 18 5}3:0,1};:; a=2g M, dusd = i—g,
welk resultaat in overcenstemming 18 met hetogeen de the-
orie ons langs anderen weg leert; want, daar ¢ de hoel-
snelheid van de staaf voorstelt, heeft men:
e SQ_ g Mo __ % Mg b
49 M M
¢ is derhalve gelijk aan het moment, van den stoot gedeeld
door het traagheidsmoment ten opzichte der draaiingsas.
Daar verder 4 42 — 6 be -+ 3¢* steeds positief is voor be-
staanbare waarden van % en ¢, zoo is dus yoor ¢ & 9
positief. - Neemt ¢ foe tot % & dan neemt @ af tot nul,
en wordt ¢ grooter dan %& dan is @ negatief, ¢ is nul
als ¢ =&, negatiel voor ¢ <& en positief voor ¢ > b.
Geresumeerd :
is e < b, dan is @ positief en U negatief;
¢e>ben <L $h, dan sijn @ en ¢ positief;
¢> %8, dan is @ negatief en W positief.

Is vu nog & =o0, dan is ¢ =0 dus @ constant. In
dat geval beweegh zich de tweede as langs cene rechte L2
evenwijdig aan zich zelve. Voor de snelheid van verpla-ﬂt‘
ging der ag vindi men:

E (46——30)
= em 3 Be - 302"

welke snetheid positicf is, alse< %5, negatief, als ¢ >4
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Men heeft dus hier de oplossing van het vraagstule: de
Initiale beweging te hepalen van cen homogene staaf, die
4an het uiteinde een asje draagt, dat er loodrecht opstaat.
dit agje rust op een horizontaal vlak, waarin een gleuf is,
waardoor de staaf heen gaat; in de richting van die gleuf
Ontvangt de steaf een stoot. Wat is de hoeksnelheid , waar-
mee deze om dit asje aanvangt te bewegen, en watb is
de initiale snelheid, waarmee dit asjo zelf vooruitgaat!

Nomen we ten slotte het geval, dat @ =0 is, dan zijn
de vergelijkingen van het vraagstul:

gﬂﬁxz'\,ﬂ—ﬂ,c:(),g :ct};,

waaruit:

___4th’3 ﬂﬁzgqj:l: Ae
! e & M
A i3 derhalve, z00als duidelijk blijkt, de grootte van den
stoots  Zooals wuit de verschillende verkregen wuitkomsten
te zicn is, zijn deze in volkomen overeenstcmming meb de
resultaten voor de eenvoudiger gevallen langs anderen weg
verkregen.

De oplossing van het geval, dat het ecrste lichaam 4
ziech tot een materidel punt in de tweeds ag, en hef lichaam
B zich tot een materidel punt in het zwaartepunt van B
reduceert, laat zich even gemalklkolijk uit de algemeene op-
lossing afleiden. Het gemak waarmede, volgens deze me-
thode der algemeene variabelen, dic we hior hebhen toe-
gepast op de bewegings-vergelijlingen van Lagrange voor
impulsieve Irachten, de witkomsien zijn verkregen ook
in meer samengestelde gevallen, springt duidelijk in hef
00g, en maakt deze methode zeer boven andere methoden ,
welke men wel zou kunnen aanwenden, verkieselijk.

§ 10. Gaan we thans nog ecns na, even als we in




23
Do

het voorgaande hoofidstulk met belrekking tot de algemeene
o o =

krachts-compenenten gedaan hebben, wat de algemcene in-

pulsie-componenten eigenlijk beteskenen.

Nemen we daartoe nog eens de beide eerste formulen
(8) van het voorgaandc vraagstuk voor oogen, dan is hef
dadeliik in te zien, dat, als we =e aldus schrijven:

; ]

(s> ==, 0?) o+ my ad Cos (P —Q) ¢ =saCos P,
my 66 003 (Y—0) @ = m, (8 -+ 1) ¢ == ae Cos ¢,
de eerste leden dezer vergelijkingen voarstellen
¢l aT
E en E 5

dat deze derhalve zijn, helgeen we vroeger als de alge-

meene impulsie-componcnten hebben aangemerks, d

LSS

. 4ar d¢T .

p[_.;éa-_nzr-oosqb, pZ:(—i@:AchSJM '
| Daar, zooals we gezien hebben, A moet worden asnge-
il merkt als voor te stellen de grootte vam den stoob, 200
blijkt hieruit, dat de algemecne impulsie-componenten in
dit goval (nu de variabelen @ en ¢ hoeken zijn om twee
evenwijdige assen doorloopen) voorstellen : de producten van
den gtool met de projectién der afstanden van de twee aan
twee op elkaar volgende assen, en van de laafste as tob
het aangrijpingspunt van den stoot in de loodlijn op de
richting ven den stoot.

Deze producten zijn derhalve de momenten van zekere
hoeveelheden van bowoging, ton opzichte van de versehil-
lende assen, die in het stelsel voorkomen, en waarom de
hoeken @ en ¢ worden begchreven.

Dit is nu gechesel algemeen het geval, Hvenals we in

het voorgaande hoofdstuk voor de algemeenc krachts-com-




ponenten yonden, in het geval dat de veranderlijken hoeken
voorsiellen, het moment van koppels om de verschillende
draaiingsagsen, evenzoo blijft ook voor de algemeene im-
pulsie-componenten dezelfde uitsprask geldig, indien we
overal in plaats van krachten hocvcelbheden van beweging
glellen,

De overeenkomst tuszchen deze momenten vam hocveel-
heden van beweging en de algemeene impulsie-componenten
cenerzijds, en de momenten van koppels en de algemeene
krachts-componenten andcrzijds, is zeer merkwaardig. We
willen nog door een enkel voorbeeld toelichten, dat ook in
het geval van impulsieve beweging, zoo de variabele geen
hoek voorstelt, maar eene lineaive grootheid is, de algemeene
tmpulsie-componente, daarbij behoorends, ook geen moment
eencr hocveclbeid van beweging voorstelt , maar zelve eene
hosveelheid van beweging of impulsie is. De overeen-
komst, waarop we boven doelden, gaat bij gevolg ook in
dit geval door.

Vraagstuk. Aan eene staaf, die in cen plat viak kun hewe-
gen, en aanvankelijk in rust verkeert, wordt een stoot in
dat vlak medegedeeld, waardoor het gestooten punt mef
eenc gnelheid ¢ sanvangt te bewegen.

Welke bheweging neemt die staaf aan?

Zijn » en ¢ de componenten der snelheid, waarmee hef
zwaartopunt aanvangt te bewegen, en is ¢ de initiale hoek-
gnelheid, dan moet men dus %, v en @ bepalen, en heett
men, als @ en y de cobrdinaten van het getroffen punt
zijn, ten opzichte van assen door het zwaartepunt gaande,

voor de componenten der snelheid van het gelroffen punt:

2= gD, §=—axd
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Is derhalve ¢ die snelheid zclf, en stellen ¢ cn m de
richtings-cossinussen dier snelheid voor, dan is:

¢=@+y8) 1+ n(p—ad)
en P=1UH@ v B,
dus: dT = Mudu - Mvde + M« © dd=0.
0 = mdv + ldu + (ly — ma) 4

De vergelijkingen van het vraagstuk zijn nu:
Mu= A, Mv = ma, HME qD = (fy—mz) A,
g=1@+y@)+n@—od)

waaruit #, #, @ en % te bepalen zijn.

ar 4T
s X M » ocliile as
u zijn weer Mw en My gclijk aan — B ===

meene impulsic-componenten, en in dit geval gelijk aan

de alge-

de componenten der impulsie zelf; « en v zjjn nu o0k
geen hoek-snelheden meer, maar stellen lincaire snelheden
yoor. Hiermede is hel bovengezegde derhalve aangetoond.




DERDE HOOFD3TUK.

Het gebruik der hewegings-verge!ijkingén voor het
onderzoek naar de stabiliteit van het evenwicht.

§ 1. Wanneer ecn stelsel vana materiéele punien , waarop
krachten werken, in zekere configuratie in evenwicht i3,
en hot-door de ecnc of andere corzaak een weinig uit den
evenwichtsstand wordt gebracht, en wel zoodanig, dat de
vorplaatgingen der verzchillende punten zeer klein zijn, en
00k de snclheden, welke die punten hebben, op het cogen-
blik, dat het stelsel weder aan sichzelf wordt overge-
laten, zeor klein zijn, dan laab zich door middel van den
tweeden vorm der bewegings-vergelijkingen van Lagrange
gemakkelijk onderzoeken, of de afwijkingon, die het stelsel
van uit dien cvenwichtsstand zal bekomen, na verloop van
eindige tijden zeer gering zullen blijven, dan wel of die
afwijlingen voortdurend grooter zullen worden. In het
ecrste geval moct het evenwicht natuurlijl stabiel zijn; de
beweging van het slelsel is dan eene trillende beweging
om dien evenwichtsstand. In het tweede geval ig het even-
wicht onstandvastig.

De omstandigheid, dat de afwijkingen van den even-
wichtsstand on de snclheden der punten zeer klein zijn bij
den aanvang der bewoging, maakt, dat we de bewegings-
vergelijkingen van Lagrange, die, in den algemeenen vorm ,




waarin we die in het eerste hoofdstuk hebben leeren ken-
nen, slechts in enkele gevallen onmiddellijk te integrcercn
zijn, tot een eenvoudiger vorm kunnen brengen, dien men
volgens de bekende methoden altijd kan integreeren. Die
bewegings-vergelijkingen worden dan namelijk lineaire diffe-
rentiaal-vergelijkingen der tweede crde meb constante cofi-
ciénten, en hiervan kan men allijd de integralen bepalen.

Het spreckt wel van zelf, dat deze oplossing alleen geldt,
700 lang ook nog de onderstelling omtrent de kleine af-
wijkingen en geringe snclheden geldt, en dug alleen wvoor
die configuraties, welke onmiddellijk in de nabijheid van
den evenwichtsstand zijn gelegen. |

Gaan we na, wat er wordt van die bewegings-vergelij-
kingen ,«dan vinden we, dat, als de codrdinaten der punlen
van het stelsel aan zekere s voorwaarde-vergelijkingen
M=0, N=0 cnz., die van den tijd onafhankelijk zijn,
moeten voldoen, we wederom door middel dezer vergelii-
gen het aanfal van o# variabelen kummen reduceeren tot
on —m==1 van elkaar onafbankelijke veranderlijken ¢,, 7,
enz., welke tot de oorspronkelijke coérdinaten =, ¥,z cnz.
in de volgende betrekkingen zullen staan:

@ =i (g1 as G5y + - - 00%), yi=Fi(q,y 2,935 - - EDZ),

zi =Ky (2 1 Gas Gyge-s ()115:.:];.
in het algemeen:
e=ata,q+a, ¢ Fenat 4,4+ 4,9, + enz
y=2=5-5 ¢ + b, g, +enz 4 B, q,* + B, q,* -} enz.
s=c¢ o g+ 02 gst ons + G g2+ 0, g, + enz.
enz.

Nemen we echter aan, zooals we boven onderstelden,

dat de afwijkingen wit den cvenwichissiand zeer gering




ajn, cn dat die evenwichtsstand zelf overcenkomt met 2—=a,
y=1b, 2=c of met met ¢,, ¢,, enz. =0, dan zullen we
de tweede en hoogere machten dezer waarden mogen ver-
waarloozen in de uitdrukkingen van =z, y, ¢ enz en dus
hebben :

“L‘:’l_}_ﬂl 91 _Y_az i3 —[—HHZ.
y=5b-+40,q,+8,q,+ enz

z = ¢+ ¢ g, + ¢ ¢, - cnz.
CIA, E
o * A X 1

Waaruit; & =y qy &ty J2 T DL
7 =5, ¢, + b, qa 1 enz.
=gy o, G+ ona

Hierbij zijn natuurlijk @, @, @, 6, # enz. bekende con-

stante codéfficiénten. Voor de waarde der kinetische energle

7' vinden we:
T=%<ﬁwmwﬂmﬁw@fH%%m;+mzL

waarin dan ook weer (41 4,), (¢; ¢,) enz. bekende coéfficién-
ten zijn. 7 is derhalve cene homogene kwadratische functie
van ¢, ¢, enz. en onathankelijk van ¢,, ¢, enz.; derhalve:

al df i
— , en.
fl&’l’ dgy’
zijn nul in deze bepaalde onderstelling, en de bewegings-
vergelijlcingen :
s
4 ——
dgp 4T 0
i dak = ek
vereenvoudigen zich fot:
d :fT
LofT: = 0k

it
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' § 8. Dergelijke vergelijkingen heeft men natuurlijk in

even groot aantal als or onathankelijke variabelen bestaan.
Wat het tweede lid dezer vergelijkingen aangaal, zoo is
dit in het algemeen van den vorm:
@ = 4y 4 + Ao 4 + 4y g, + enz,

wanneer men 00k weer ¢,, g, enz. zeer klein onderstelt,
en derbalve de tweede en hoogere machten verwaarloosd
mogen worden, terwijl fevens Q@ onafhankelijk is van de
differentiaal-quotiénten van ¢,, ¢, enz.

Do cotfliciénten 4,, 4, enz. zijn bekende constante groot-
heden.

De simultanc lineaire differentiaal-vergelijkingen, die nu
bij het onderzoek naar de stabiliteit van het evenwieht van
zeker stelsel gebruikt moeten worden, zijn:

(¢ 90 &1+ (71 92) Go - (9 95) G 4 o0z =

Ay AT _I_-Aa. U Hf“ "43 95 ~+ enz.
@2 Qt) ‘}1 + (gz 9'2) (ja + (fg Qg) (;‘3 —-I— BT —

Ay "4 ga Ay g ez (1)
(5 240 91+ (95 92) 9= + (g, &) §5 +F enz =

Y4, ¢+ "4; q. + "4 gz - enz.

enz.
Deze vergelijkingen laten zich nu volgens de heleende

methoden algemeen integreeren; want stellen we:

LVar £1/ 7 i/

glze {jq:{,{‘-ﬁ -'}:::7“‘:’ = a

dan krijgt men:
(40 2* 4 (01 42) #* e + (9y @) A%y + enaz. =
A+ 4, g Ay v 1 enz.
(72 90 22 +(g. 7,) 2* # 4 (. g3) #* v + cnz. —
‘A A, -+ "As v+ enz (2)
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of:
b
{(9, ) At — Al} s {(ql G A= A,Jl @+

{ (91 @) A* — 1} y -+ enz. =0
(@an — s} +lams—afer @

{(9_‘2 g3) A — 'Ag} w=l=ong. =0

enz ,
welke vergelijkingen, ten getale van 3z — m =i, vol-
doende zijn ter bepaling van A, g, v enz. in even groot
aantal, en daar we, door eliminatie van g, v enz, uit deze ver-
zelijkingen, overhouden cene vergelijking in A2, zoo zullen
alle wortels dezer vergelijking voldoen, en voor elken wor-
tel kan men dan wederom een stel waarden van g, v cnz.

bepalen.
De vergelijking in A* van den praad ¢ is de determi-

nanten-vergelijking ;|

| (00g)» — 4 (0g) 2 — 4y (114) 3> — 4. |
I (g2 21) 2" —"4; (@2 9.)2> — "4 (429)4* —"4;....

(%)

Men vindt nu voor de waarden van g, ¢, cnz. voor
cen enkelen wortel A*, ingeval deze reécl cn positiefis, de
volgende uitdrukkingen:

AV RV

1= Ce ‘/Alz"]—cu"f A7

At £/ 53
s LT (5)

Eenz.




V15

Zijn echter cnkele wortels negatief, dan zou men v0OY
zoodanigen wortel govonden hebben:
Ql = Gs Siﬂ ()\s l‘- _[" G‘g}
g, = O @1 Bin (As £ = 0s) (6)

(fs == Cs vy Bin (.?\5 b —I— ‘-’3.5)
CNZ.

Komen cr een paar imaginaire wortels voor, iz hijv.:

Mi=a+ B 1/-), Al=a—B 11
dan is: Mm=t{yr+3v-1, en A, =4y —3/-1)

cn vindt men voor ¢;:

5 4/-1) (B D) o (B LI
y FIVAY | o IV g, 3V
-y — 3 /1)t

C”” (& —

et

A ; -0t .
C e 7" Qin @t e)-+ 0, ¢ 7" Sin (86 ¢, )

In geval er paren gelijke, hetzij reéele of imaginaire
wortels voorkwamen, dan zou men voOr g¢p, g, enz. na-
tuurlijk uitdrukkingen verkrijgen, die in plaats van den .
constanten factor s te hebben, codfficitnten hadden, waarin
ook de tijd expliciet voorkwam.

De oplossing, die we nu hebben, voor hel geval, dat
we van een enkelen wortel A% der vergelijking (4) gcbruii{'
maken, is echier ecene particuliere integraal. De alge-
moene krijgen we door de som van alle bijzondere oplos
singen te nemen. In die som van termen in de uitdruk-
kingen van g, ¢, enz. kunnen nu voorkomen lermen van
den boven opgegeven vorm of wel fermen met sogfficiénten
functién van ¢, al naarmate de wortels A* xijn positief,
negatief, imaginair, of deze wortels allen zijn ongelijk of

dat cr paren gelijke onder voorkomen.
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De hier verkregen uitkomsten moeten nu heslisgen over
den aard der beweging , die het slelsel aanneemt, als men
het, na het uwit den evenwichtsstand zeer weinig verwijderd
te hebben, aan ziehzelf overlaat, en wel, of die beweging
periodiek is, of dat bij toememenden 1ijd het stelsel zich
hoe langer hoe mecr van den evenwichtsstand verwijdert.

Wat de arbitraire constenten in de uitkomsten voor ¢, , g,
enz. azangaat, deze kummen natuwurlijk bepaald worden uit
de initiale waarden van ¢y, ¢. enz. en van ¢y, ¢, enz,
welke bekend ondersteld worden.

§ 8. Voordat we ous echter nader met de beschouwing
dezor vergelijkingen bezig houden, willen we eerst de zaak
nog eens langs een anderen weg hehandelen, en wel
bepaaldelijk het geval nagaan, dat or eene krachtfunctie
bestaat.

Alsdan is toch, zooals bekend is:

Al
o d{ﬂc 3
en de vergelijkingen, waarmede we te maken hebben, worden:
dr
o e e
dgr. __ dl
dt — dgl’

Daar de krachtfunetle U eene functie iz alleen van de
codrdinaten, zoo is de algemeene vorm van ¥ deze:
U=4-+4, ¢+ 4, g, +ena-t-B, g2 -8, ¢,+B; 719 ,--enz.;
- maar nemen we nu agn, dat in den ovenwichtsstand , Warn-
neer gi, ¢, enz nul zijn, ook ¥ nul is, dan is 4 =0 en,
daar de vergelijkingen

a7

tf e L
fig i gl

T
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natuurlijk ook gelden, als het stelsel in den evenwichisstand
is , derbalve als ¢y, ¢, enz. en ¢,, ¢, enz nul zijn, 200
volgt hieruit terstond, daar ook
i ﬂ-l—?
dak _
dt
wordt, dat 4,, 4, enz. nul zijn.
U wordt derhalve ccne homogene kwadratisehe funetie

van den ftweeden graad der variabelen, zoo we namelijk

0

ook hier onderstellen , dat we de derde en hoogere machten van
¢1s 9= €nz. in de uvitdrukking van ¢ mogen verwaarloozen.
Alsdan is:

V=4[ lg, 1) 93" + 201 9] 1 4 + g 721 027 + 2. |

waarin weer [¢y9,], [¢; 9.] bekende constante coéfficinten
zijn. Daar nu bovendien ook 7 eene homogene kwadrati-
sche functie van §,, ¢, enz. is, zoo kunnen we door de
volgende linesire transformatie, waarbij we andere variabe-
len invoeren, de uitdrukkingen van T en U vervormen, de
eerste tot eene som van kwadraten der eerste differentiaal-
quotiénten der nieuwe variabelen ten opzichte van #, en
de tweede tob eene som van kwadraten der nieuwe varia-
belen zelven, waarbij elk kwadraat met zekeren bepaalden
factor is vermenigvuldigd.

Het is dan met de volgende substitutic, dat we te doen

hebben :
¢y =t @1y y - ny 2 - enaz.

o=la® 1y +n, 0+ eni @
gy = by & - my y 4 ng 2 -} enz.
onz.,

waarhij @, #, # enz. de nieuwe variabelen voorstellen, (wel
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te onderscheiden van de rechthoekige codrdinaten, die we
gewoonlijk gebruiken).
Door deze substitutie worden dec waarden van ¢, ¢, enz.:
¢, =4 & tmy g+ n &+ enz.

Go="t, &+ m, Y- n, & - enz, (8)
g, =4y &4 my ¥+ a, % enz.
enz.

Het is er nu maar om te doen, deze waarden te substi-
tueeren in de wuitdrukkingen voor 7 en U, en dan de
cotfliciénten /, » enz. zoodanig te bepalen, dat de nieuwe
vorm van ' en U, dien we wenschien, te voorsshijn komt,
Dit is nu altijd mogelijk; want het aantal coéfficiénten
£y m, u enz hedraagh (Sm—m)* = i%; mooveel vergelijkingen
moeten we dus ook hebben ter bepaling dier cotfficiénten.

Na substitutie van de waarden (8) in 7, stellen we de
cosfliciénten dor twecde machten van &,y ,2 =0; dit geeft
dug een stel van ¢ vergelijkingen in ¢, m enz.; door vervol-
gens de cogtilciénten der producten # 7, & % enz. nul te stellen ,

e 6 {i— e ;
verkrijot men wederom T vergelijkingen, en evenzoo in
de uitdrukking van U de waarden (V) substitucerende en de
coélliciénten der producten 2y, =z enz. nul stellende, krijoen

i (i—1

\

we nog eens —— vergelijkingen in /7, m enz, dus te
=

zamen ¢ - 4 (i—1) = * vergelijkingen ter bepaling van
evenveel grovtheden,

Men heeft alzoo met eene bepaalde substitutie te doen,
en vindt bij gevolg, dat het in het algemeen mogelijk is
T te brengen tot den vorm:

T=% (2"~ 4* 4 2% - enz.),

en I/ ot den vorm:
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U=4 (za*+ By -y e+ enz;

waarby «, 8, ¥ ens pogitieve of negatieve, maar gtecds
rodele coifficienten zijn, die men kan verkrijgen door de
waarden van Z, @ enz. te substitueeren in de uitdrukkingen
der coéfficiénten van 2%, y*, 2* enz. van U.

Ziin & = f{{, my enz.), B8=1; (ym e, ¥ =7fi; (4 7y onz.)
f(t,menz)—a=0, f; ({ym, onz.)— B=0, 714 (¢;m enz.)— w—O of

8=
{f‘(l o, @NZ%.) ..z.} %fi (Z, m,y enz. ) }!f“(l ity BNZ., pf}ﬁnz.—‘o |

Men kan dug, daar f (4, m enz.), f; (, m enz.) enz. bekend
ziin, @, B, ¥ enz. beschouwen als de wortels eener verge-
lijking van den graad ¢, waarvan de coéfficiénien afhangen
van de bekende waarden van /,m cnz., die uit den aard
van het vraagstuk op de boven aangegeven wijze bepaald
moeten worden, en waarvan de wortels allen redel zijn.

Voor de bewegings-vergelijkingen vinden we nu bij
deze nieuwe variabelen «, y, 2z enz.:

-

s=xw, y=0By, &=yaz,enz, waaruit:
i/ o 2/ %
-:17:01 8V +CII€ /

Chix elﬂ/ﬁ + Chye Ve

3:0\,- I(J

C,, Cy, enz zijn willekeurige constanten, die men uit
_den gegeven initialen toestand zou kummen bepalen.
§ 4. Vergelijken we nu eens de hier verkregen uitkor
sten met die, welke op pag. 7D verkregen zijn, als WO
ook daar aannemen, dat er eene krachtfunctie bestaat,
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dat er dus voldaan is aan de voorwaarde, welke deze vor-
dert, dat:

Ay =t A=A, “dy="'4, enz.,
dan vinden we, wederom % 2,2 enz. de wortels der deter-
minanten-vergelijking (4) noemende,

g1 = 01 j‘/}qz + 0: e-ﬂ/}\'iz + 03 3$VA22 =} 04 ﬂ'-t‘/}‘ﬂ'a.

« s -« + CrBin (At 4 ¢) enz.
en dergelijke waarden voor ¢,, ¢, enz.

Nemen we nu de initiale beweging van het stelsel eens
zoodanig, dat de constanten C,, O, enz (¢ enz. in ¢4
allen nul zijn, behalve ¢, en C,, en verder, dat ¢,, ¢, enz.
nul zijn, dan beperken we derhalve de beweging van hot
stelsel zoodanig, dat er slechts cene enkele beweging over-
blijft of dat er slechts nog een enkele variabele bestaat.

Nemen we ook aan, voor het geval, dat we ons van de
variabelen «, g, z enz. bedienen, dat de initiale beweging
200danig is, dat Cu;, Cry, €5, enz. allen nul zijn, en dat
verder C, = C en €, = C, i3, dan is het duidelijk, dat voor
dit geval #=g¢, i3, en dus dat a==1 2 is.

Hvenzoo kunnen we anderoc onderstellingen maken om-
trent die initiale beweging, waaruit we dan kunnen afleiden :
B =2,%, y=x,% enz, en hieruit blijkt derhalve, dat
#, {3 enz. Juist zijn de wortels der deferminanten-verge-
lijking (4), die we straks vonden, en daar deze waarden
%, (3 enz., zooals we gezien hebben, steeds redel Zijn, zoo
is dit ook het geval, indien er eene krachtfunctie bestaat,
met de wortels der vergelijking (4).

Men kan echter ook onmiddellijk aantoonen, dat de ver-
gelijking (4), indien ‘4, = 4, ,”4, = Ay, ‘A, ="A, enz. is
regele wortels heeft.
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Tmmers gelijk belkend is !), heeft de vergelijking ¢(») = 0,
welke men verkrijgt door den symetrischen determinant,

a—2A Vil H il l. o
e b—x g oy
i) g c—A § .

P r o8 d—A. ..

. enz |,

nul te stellen, altijd reéele wortels. Kunnen we dus aan”

toonen, dat onze determinanten-vergelijking (4), in die be-

paalde onderstelling eener krachtfunctie, te reduceeren is H0b

dezen vorm, dan is daarmede het gezochte bewijs geleverd-
‘We hebhen de vergelijking :

A, nr—ay B, A*—b, Oy At—e,
A, at—a, B, A% —&, Coat—e| =0,
A, 22 —ay B, at—b, O, A—eq

waarin A, = By, 4; =0, B, = Cy, 0, =by,a,=¢1 by = ¢, 2ij1
Nemen we aan, dat we alleen deze drie rijen en kolommen

hadden ; voor meerdere rijen zou foch het bewijs op dezelfde

wijze te geven zijn, doch dit nog al omslachtig worden-

We vinden dan:

A 22— By A*—in C, Al—e,
Ay AP —ay By At —by O, =) =
A, A, B a%d, T Opi
Al .?\.2——131 B1 &i— AI 52 . 01 a1—-A1 ¢y [
A Az—_a (_B?' AI—"" "Bl Az) 2-2 (02 _A.l—‘C] ..14.2) ‘?"2
2 L + _B! 652'—'111 .62 —I— 'Bl alg"'—'ji-l 53 =

A' Az_a (BS 111'—31 J4‘3) ‘:‘\'2 (ai dl_ol ;’13) Az
- ’ + (B, a;—4, &) (O as—4, &) |

1) Brioschi Théorie der Détermin. p. 56. Salmon. Lecons d’Algthre supér-

p- 29. Canchy Exerc. de Malhem, IV p. 140.




AI Az—'az _B] a:l—"‘.dl 5-‘_ Ul 41 —Al 7]
Aq0,-4,a,, { (BQAI-.Blﬁi)ﬂf-l-Bla;-Al&i} A4, ~4,(Ba,-4,0,), { (O'QA]-C,A,)P-{—C]%-AIG,} Ay-A, (Cro-4,ey)
=0.
Ayaq-Ay0,, { Bsﬁrﬁlﬁa)ﬁ’—]—Blaa-Alﬁa} Ay-A (B 0y-446;), { (G3A1-GIA3)A1+01%—A103} Ay-Ag (Cra-Ae,)
Nu is 4y a,—4d, ag= B, ay—4, 0, , Asa,—d;a0,= C,a,—d,; ¢;, dus:
' (B, 4)— Ay B)) Ay 2244y By ay— A2 b, — A, By oy 44, A, 6, =
(Cy Ay—Cy ) Ay 23+ A4y Oy ag—d® ey Ay Oy ay 4 4y Ay

Door deze eerste transformatie verkrijgt dus de vergelijking den vorm:

A, B—a, K, K,
K, M3*—N L 3*—P|=0.
K, L»—P 0N—Q

Het is nu gemakkelijk in te zien, dat we door cene verdere soortgelijke vervorming de vergehjkmg
eindelijk kunnen brengen tot:

Ay M—ay K, M,
K, DM—E N, |=0;

€8
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derhalve tot den hoven bedoelden vorm. De vergelijking
(4), waarvan we zijn uitgegaan, heeft dus als deze alleen
reéle wortels, hetwelk te bewijzen was.

Uit het bovenstaande hebben we nu gezien, dat de Ve
plaatsing van elk der punten van het stelsel, of de variabie
van elke variabele wordi voorgesteld door eeme som VAI
termen, welke, ingeval de wortels #, 8 enz. allen uegatief
zijn, den vorm CfSin (1/ % £ ¢) hebben. In dit geval zal
ius die variatie steeds binnen enge grenzen besloten blij-
ven, als namelijk de Cp ook zeer klein zijn en, hoe de tijd
ook toeneme, g, bijv. kan nooit grooter worden dan, hoog-
stens gelijk zijn aan:

C,+ C, 4 enz

Zijn echter enkels wortels «, @ enz. positief, dan kome?

er expounentigele termen,

Ceﬂ/m—k C; e_t‘/m
voor; het evenwicht is dan niet stabiel, de uitdrukkiog
voor g, geeft dan alleen bij benadering aan, volgens welke
wet het stelsel den niet stabiclen evenwichtsstand verlaat:
Ook kan het voorkomen, dat enkele wortels &, B #8%
nul zijn; in dat geval is er onbepaaldheid en is het v0OF
het onderzoek noodig, hoogere machten dan de tweede it
de ontwikkeling der krachtfunctic op te nemen. Men kat
echter uit de uitdrukking O Bin (#y/Z + ¢f) afleiden; dat
als £ afneemt tot nul, de periode der slingering om den
evenwichtsstand ,
§ E-f -
V&

toeneemi tot oneindig.
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Uit een en ander blijkt nu, dat omtirent de stabiliteit
van het evenwicht van zcker stelsel beslist kan worden
naar de waarden van «, 8 enz., of de waarden der wortels
der determinanten-vergelijking in A2 (4). Zijn die wortels
positief, dan is het evenwicht instabiel; zijn ze negaticfen
ongelijk, dan is het stabiel; komen er positieve en nega~
tieve te zamen, gelijke of paren imaginaire wortels voor,
dan is het evenwicht evencens in het algemeen instabiel,
tenzij de cosfficiénten der termen, die den tijd buiten het
sinugteeken bevatten, nul waren, helgeen van den initialen
toestand afhangt. Voor zoodanigen toestand zou dan het
evenwicht stabiel wezen; voor elke afwijking daarvan, die
et die onderstelling niet overeenkomt, instabiel; der-
halve is dan in het algemeen dic evenwichtstoestand in-
stabiel.

We vonden, dat, als er eene krachtfunctie bestaat, deze,
op de boven aangegeven wijze te reducesren moet wezen tot
eene som van kwadraten der variabelen, en, dat, als elk dezer
kwadraten voorzien iz van een negatieven coéfficiént, het
evenwicht voor alle verplaatsingen stabiel is; zijn enkele
cobfficiénten positief, dan is het instabiel. Maar daar we
aangenomen hadden, dat U nul was in den evenwichtsstand,

en we gezien hebben, dat voor eene zeer kleine toename

der variabelen U negatief werd, omdat d_:li’ il enz. Ie-
da’ dy

gatief zijn, ingeval de coéfficiénten van ¥ in dit geval verkee-

ren, zoo volgt daaruit, dat ¥ een maximum is in den even-

wichtsstand. We krijoen ten slotte tot resultaat: De

krachtfunctie U moet, als er evenwicht is in zokeren

stand van het stelsel, een maximum of minimum wezen,

het eergte als dit evenwicht stabiel, het tweede als het
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instabiel is, terwijl voor het onverschilli evenwicht U eené
constante waarde behouds.

Bestaat er echter geen krachtfunctie, zooals we tot dus
verre asannamen, dan heeft men voor het onderzoek naar
de stabiliteit te doen met de determinanten-vergelijking
(4), waarvan de wortels nu reéel of imaginair kunned
zijn. In het laatste geval komen in de ontwikkeling van
g termen voor van den vorm Ce VS V=1
of van den vorm Ce’ g Sin ¢¢, welke aantoonen , daf er alsdan
slingeringen om den evenwichtsstand kunnen voorkomen;
waarvan de amplituden volgens de logarithmische wet met
den tijd toenemen. Het evenwicht is dan natuurlijk instabiel -

§ 5. Als het cenvoudigste voorbeeld tot opheldering der
ontwikkelde theorie kan men het geval beschouwen van eeh
punt, dat zich op het hoogste of laagste punt van een Ve
ticaal geplaatsten cirkel onder de werking der zwaartekrach®
in evenwicht bevindt. Voor het hoogste punt is

& — :-{;7_ Slll (21 (1)
_ &
als o is de straal des cirkels, en @ de afwijking van die?
straal van den loodlijn voorstelt.
De krachtfunctie U is dus:

y .
a (1——005 Wa)

of, bij Dbenadering, als 2 zeer Kklein wordt aangenomen -
ge'
w2
De vergelijking (1) wordt bij gevolg:

&z‘f-a
@




gpoﬁitief zijnde, is het evenwicht onstandvastig.
Yoor het laagste punt. vindt men evenzoo:

o — _g Sin « of bij benadering, e '“% %

g gt .
U= 7 (Cos a—1) = — = g(blj benadering)

Waarnit & — A Bin (zVQ ~+ _?3).
a,

De periode van de slingering om dit punt is:
7= Ezr =27 ‘L/ i
A4 g
!// (74

Een tweede voorbeeld, dat vooral geschikt is om de ge-
vallen van standvastiz en onstandvastig evenwicht bij bij-
rondere verplaatsingen duidelijk te maken, doet zich voor,
als een punt zich in evenwicht bevindi op een ringvlak en
aan de werking der zwaartekracht is onderworpen.

Stel het ringvlak zoodanig geplaatst, dat de cirkel (1), dien
het middelpunt van den beschrijvenden cirkel doorloopt, ver-
ticaal zij. Door het middelpunt van dien cirkel (1) 1z eene
_ vorticale lijn getrokken, die het oppervlak achtereenvolgens
in de vier punten 4, B, (/, D snijdt. 4 is het hoogste punt.

Ken materitel punt, in 4 geplaatst, zal aldaar in een toe-
stand van instabiel evenwicht verkeeren. In het punt D
geplaatst, neemt het een slabielen evenwichisstand in, terwijl
de standen B en € in het algemeen instabiel zullen zijn;
maar voor eene verplaatsing bij B in een vlak, loodrecht
op het vlak van cirkel (1), en voor eene verplaatsing bij €
in het vlak van dien cirkel is het evenwicht eveneens
stabiel.
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Zij R de straal van cirkel (1), » die van den besehrij-
venden cirkel. Nemen we verder ¢ en ¢, de hoeken, die
het meridiaanviak van het punt maakt met het verticale
meridinanvlak, en die de strasl van het punt in den be-
schrijvenden cirkel maakt met den straal van cirkel (1), als
de natuurlijk onafhankelijk van elkaar zijnde veranderlijken
aan, dan bepalen @ en ¢ volkomen de plaats van een punt
op het opperviak.

1°, Voor bet punt A gelden dan de volgende waarden
van U en 4% 2 7=s {24 (R -+ r Cos L)* @2,

U= g (B+7)—g (&4 Cos ) Cos @
= gB (1—Cos @) + gr 1—Cos ¢ Cos @)
dus bij benadering:
2U=gRG +gry’, 2T=r P+ E+PP,
als de afwijkingen @ en ¢ en de snelheden 4 en ¢ zeet
klein ondersteld worden,

De beide vergelijkingen, die ons voor het onderzoek naar

de stabiliteit dienen, zijn nu:

v=5u=1y.

7

- Rg
R
Het evenwicht is dus instabiel.
Voor het punt D heeft men evenzoo:

=7 x,b“—Jr(Iﬂ—l-r) ¢* en 2U=—g (R+r) Q2 —rgd*
waaruit :

» _g_ __—‘?_
qD_H—.R..{-TCP’ U= T‘;"

Het evenwicht is dus in dit geval standvastig.
Yoor de punten B en C vindt men:

9T=¢24;m+(}3___9.)2¢n
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voor B: 2U=gl(R—r)qD?'—-“b2

2

voor C: 217:9{_(}3_?.)@24_,,.@:};
zoodat voor punt B,

= g ..___z .
CP_RT_'?,CPJ SD-"_?_'LP 18.

Is dus de initiale afwijking van het punt uit den stand
B zoodanig, dat ¢ constant nul ig, dan is de evenwichis-
stand stabiel, en de verplaatsingen van het punt geschie-
den volgens de wet:

. g
= t ad
W A’.Sm( l/ ?—I-a)
en wel in het vlak van den verticalen meridiaan.
Op dezelfde wijze vindt men voor het punt C,

g f_ g
—o, =3¢

Is nu hier de initiale afwijking van dien aard, dat ¢ con-
stant nul blijft, dan heeft ook C eene slingerende beweging
volgens de wet:

q::BSin(tVRg_T +a),

en het punt blijft steeds in het vlak van cirkel (1).

Voor clke andere beweging is in de beide laatste geval-
len het evenwicht onstandvastig, et is duidelijk in te
zien, dat bovenstaande theorie onmiddellijk ig uit te breiden en

dat zij van toepassing is op andere opperviakken, waarop een
punt in evenwicht zou kunnen geplaatst worden, dat onderwor-
pen is asn de zwaartekracht of aan welke andere krach-
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ten ook. Voor het standvastiz evenwicht is alleen noodig , dat
het oppervlak zich aan eene zijde van het rakende vlak in
dat punt uitstrekke, dat dit raakvlak in dat punt loodrecht
zij op de resultente der krachten, die op het punt werken,
en dat de bolle zijde van het oppervlak gericht zij naar den
kant, waarheen die resultante werkt.

Tvenzoo zal in het algemeen, wanneer het opperviak
gedeeltelijk aan weerszijden van het rakende vlak in het
evenwichtspunt gelegen i, het evenwicht aldaar instabiel
wezen. Het kan evenwel zjn, dabt voor enkele bepaalde
kleine afwijkingen uit dien evenwichisstand, dit evenwicht-
stabiel is.

We hadden de zooeven verkregen resultaten omtrent
de al of niet stabiliteit van het evenwicht in de punten
A, B, € en D ook langs een anderen weg kunnen ver-
krijgen, en wel door toepassing van de leer der maxima
en minima. Voor het punt 4 bijv. hadden we toch:

R U= g RO* + gr?

derhalve:
avlt al
7o 9B, T g

Deze zijn nul voor ¢ = o eny = o. Dus U is in 4
een maximum of minimum. 4 is derhalve een evenwichts-
gtand. Verder is

U _ 2 #U i
daar nu het eerste en het tweede differentiaal-quotient positief

zijn, en

0,

aBU JgU i
iF W R

is, zooals voor het bestaan van een maximum of minimun
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altijd noodig is, volgt hieruit, dat U in het punt 4 een
minimum ig, dat dus het evenwicht aldaar instabie] moet
Wezen.

Op gelijke wijze had men ook de drie andere gevallen
kunnen onderzoeken.

§ 6. Zooals we gezien hebben, worden de afwijkingen,
die een stelsel materiéele punten, dat aan de werking van
zekere krachten onderworpen en ult een stand van stabiel
evenwicht een weinig verwijderd iz, en dat met zeer kleine
snelheid der punten aan zieh zelf overgelaten wordt, uitge-
drukt door:

g, = C; Bin (ty/w 4 ¢,) - €, Sin 41/ + ¢,) + enz.
- gs = O py BGinty/z+ ¢) + C; g 8in (21/8 + ¢;) + ens,

enz.,

als we ¢,, ¢, enz aannemen als de veranderlijken, onaf-
hankelijk van elkaar, die den stand van het stelsel volkomen
bepalen. Van bovenstaande vergelijkingen heoft men er
evenveel, als er veranderlijken zijn, terwijl ook het aantal
termen in die ontwikkeling van ¢, ¢, enz. in het alge-
meen even groot is.

Neemt men eens aan, dat de 1n1t1ale afwijking zoodanig
is, dat de comstanten C,, ¢,, C,, ¢, enz nul zijn, dan
heeft men slechts te doen met de eenvoudige harmonische
funetién:

g1 = €y Bin (#/ 5+ ¢)
9y = €, gy Sin ((y/ 2+ ¢y)

enz.,

welke de beweging van het stelsel bepalen. Elk punt be-
weegt zich dan volgens zulk eene cenvoudige harmonische
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wet, en wel hebben al deze bewegingen dezelfde periode :

__ 27
=

Men kan natuurlijk onderstellen, dat het stelsel zd6 uit
den evenwichtstand is gebracht, dat C,, ¢;, €5, ¢, enz nul

T

zijn, dan heeft men voor ¢;, ¢, enz. de uitdrukkingen:
g = C; 8in v/ B 4 ¢y), gy = O, »Bin (#y/2 +¢;) enz.
Zoo kan men voortgaan, en men kan dus het stelsel
evenveel verschillende dergelijke eenvoudige harmonische
bewegingen, zoogenoemde normale hewegingen, laten uit-
voeren, als er onafhankelijk variabelen zijn. Elke andere
beweging, welke het stelsel zou kunnen uitvoeren, kan
men samengesteld denken uit eenige of uit al die verschil-
lende normale bewegingen. — Zijn de wortels /2, /3
enz. onderling onmeetbasr, dan is het duidelijk, dat ook
de slingertijden der normale hewegingen,

R 2

Ve VB
onderling onmeethaar zullen wezen, en dat het stelsel dus
nooit weder in eene configuratie zal komen, welke het al
eens heeft ingenmomen.

Ziin echter die wortels onderling meethbaar, verhouden
ze zich als de getallen o, &, enz.,, en is » de grootste
gemeene deeler, dan is /& =an, 1/ = by ens. Heb 18
dan terstond in fe zlen, dat, |

¢y = O, Bin (ayt 4 ¢) | C Sm(éut—f-ci)-f-enz.

4o = C; ey Bin (an it 4 ¢) 4 Cy v 8in (Gt 4 ¢,) + enz.
enz.

enz.
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zijnde, deze uitdrukkingen dezelfde waarde zullen verkrij-
gen, als de tijd toeneemt met

__ 2w

Sl

Vil

Deze tijd 7' stelt derhalve de periode der samengestelde
slingering van het geheele stelsel om den evenwichtsstand
YOOr.

§ 7. De theorie, die in de voorgaande bladzijden ont-
wikkeld is, laat zich op gevallen der praktijk niet onmid-
dellijc toepassen, omdat de onderstellingen, die we gemaakt
hebben, niet fte verwezenlijken zijn. We hebben toch
aangenomen, dat de algemeene krachts-componenten van
den vorm waren:

Qr =aq, +bg,J¢q, } enz.,

en wel, dat er geen constante term in voorkwam, en dat ze
ook onafhankelijk waren van de eerste en volgende diffe-
rentiaal-quotienten der variabelen, ten opzichte van #, dus
van de snelheden en versnellingen van verschillende orden
en machten. In de praktijk is dit nu werkelijk niet het
geval. We hebben daar verschillende weerstanden in reke-
ning te brengen, als wrijving tusechen vaste en vloeibare
lichamen, tegenstand van de lucht en nog andere weer-
standen, die in de ontwikkeling van licht, warmte, en
electriciteit hun grond kunnen hebben, welke weerstanden
de zichthare bewegingen, waarmede we uitsluitend te doen
hebben, tegenwerken.

Om deze nu in rekening te brengen, moeten we in de
ontwikkeling van @& termen bijvoegen, constante termen
en zoodanige, welke van de snelheden, en versnellingen
§1» Gy eN%. ¢y, ¢, enz. afhangen,
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De hetrekkelijk eenvoudige oplossing der kwestie van de
stabiliteit van het evenwicht van zeker stelsel is dan niet
meer te gebruiken.

De werking der wrijving tusschen twee vaste lichamen
bestaat eenvoudig daarin, dat daardoor de oneindig kleine
trillingen, waarmede we tot dusverre te doen hadden, on-
mogelijk worden, en dat door die wrijving elk stelsel,
. waarin ze voorkomt in rust of in evenwicht kan blijven
buiten den evenwichtstand, wanneer het slechts binnen ze-
‘kere, doch eindige kleine grenzen uit dien evenwichtsstand,
waarin geene wrijving werks, verwijderd is.
 De wrijving laat zich, daar ze volgens de ervaring onaf-
hankelijk is van de snelheid der over elkaar bewegende
oppervlakken, als eenc de beweging onmiddellijk tegenwer-
kende kracht in de meeste gevallen der praktische werk-
tuigkunde in rekening brengen.

Wat de andere gencemde weerstanden aangaat, deze zijn
wel afhankelijk van de beweging of van de snelheden , zoo-
als zulks weder uit de proeven gebleken is. Wanneer
de snelheden klein genosg zijn, dan kan men, als eerste
benadering, die weerstanden evenredig aannemen aan die
gnelheden. Zoo bijv. bij de beweging van vaste lichamen
in vloeistoffen.

Dezc weerstanden kunnen nu een stelsel mooit in rust of
in evenwicht houden, wanneer hef eenmaal, hos weinig
ook en met hoe geringe snelheid ook, uit een evenwichis-
stand, waarin geen tegenstand werkte, verwijderd is. Het
stelsel zal dan weer slinperingen om dien evenwichtsstand
uitvoeren, en de wet dier slingeringen kan men ook in dif
geval weer streng mathematisch afleiden wit de bewegings-
vergelijkingen ; die wet geeft ons dan wederom de noodige

4____4
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aanwijzingen omirent de al of niet stabiliteit van dien even-
wichtgstand.

Voor dit geval gaan den de hewegings-vergelijkingen
over in:

7 ) Ay -+ Aggs +As.‘2's ~-enz.)4-a,9,+aq9,+enz.
1
@)
d dT d I / ] ! L
7 \ T ) = d_t( A,911 Aggyt Asgtenz.)'a, g, 4 agg,+-enz.
2
enz.,

waarvan volgens de theorie der simultane differentiaal-ver-
gelijkingen eene particuliere integraal kan gesteld worden:

At At
f1=¢ s i s SRR G ()

na substitutie van welke waarden deze bewegings-vergelij-
kingen overgaan in:

{(91 ¢1) + (91 99) &+ {1 @) v+ GHZ-} Af —
(4, +A, = 4yv-+enz) A — (@, + ag e+ a5v + enz.)=0
{(Qz 71) 1 (29 e+ (2 ) v + enz.} Ay —

(A dgp-"Asv+enz) aA—(a'y + o'y o +"as v enz) =0

enz. ‘ (8)

Uit deze vergelijkingen ten getale van 4, het aantal on-

afhankelijk veranderlijken, kan men weer de 4 grootheden

X, f, v enz. bepalen. Elimineert men bijv. de gractheﬂen

@, v enz. dan houdt men over cene vorgelijking in 4 van
den 2iden graad, van den vorm:

A (g ) —Adr—ay 3Py ¢y) — Ash— a5 ...

M(goqy) —"Ayr—"ay Ay(Gaqy) — "dsr—"2y ..., = 0.
enz.| . (4)
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BElke wortel A, nit deze vergelijking verkregen, levert
door substitutie in de vergelijkingen (3) waarden voor &,
enz., en derhalve een stel particuliere integralen der diffe-
rentiaal-vergelijkingen, en daar nu weer de algemeene inte-
graal gevormd wordt uit de som der particuliere integra-
len, heeft mon:

(7 Ag U Ag it
+C,e? 4 Cie 3% 1 enz.,

At Mgt Mgt
go="Cye ' + Couge ® + Cyuge " -+ enz
enz.

A
g1=0 e !

Om nu de al of niet stabiliteit van het evenwicht van
zoker stelsel te onderzoeken, kan men nu van deze uitkom-
sten gebruik maken: want ze geven de veranderingen aan,
welke de variabelen na verloop van zekeren tijd zullen
ondergaan hebben. Blijven die veranderingen binnen uiterst
nauwe grenzen besloten, dan i3 het ovenwicht stabiel,
anders niet. De wortels der determinanten-vergelijking
(4) in A moeten dit nu weer beglissen. Zijn die wor-
tels redel, dan behooren ze negatief te wezen , daar er anders,

700 ze positief waren, termen van den vorm. € e‘w in de
ontwikkeling van g¢;, ¢, enz. zouden voorkomen; welke bij
toenemende tijden eene eindige waarde zouden asnnemen,
en dus zouden wijzen op eene eindige afwijking uit den
evenwichtsstand.

Zijn de wortels niet redel, dan behooren toch de refele
gedeelten dier wortels negaticf te zijn, en dus zal het even-
wicht alleen dan stabiel kunnen wezen, als in de uitdrukkin-
gen voor g, , ¢, enz. slechts termen voorkomen van den vorm :

Uehw en Ce-gt Sin £ ¢.
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Evenzoo zouden als de redele deelen der niet redele wor-
tels positief waren, in de uitdrukkingen voor ¢,, ¢, enz.
termen voorkomen van den vorm:

Cestﬁin Lt

Het evenwicht zou dan niet standvastig zijn, en de uit-
drukkingen voor ¢;, ¢, enz. zouden dan alleen aangeven,
volgens welke wet het stelsel den evenwichtsstand verlaat.
Zulke termen zouden wijzen op slingeringen, waarvan de
amplituden met den tijd grooter worden.

§ 8. Voor het geval, dat zeker stelsel slechts eene enkele
beweging kan maken, dat er dus slechts eenc enkele onaf-
hankelijk veranderlijke bestaat, wordt de bewegings-vergelij-
king voor het onderzoek naar de stabiliteit van het even-
wicht van dit stelsel eenvoudig:

§=dg+aq.

Dit geval doet zich bijv. voor, als een materiéel punt
in een middenstof, welker weerstand (4 is derhalve nega-
tief), evenredig is aan de snelheid van de zich daardoor
heen bewegende lichamen, in een evenwichtsstand is ge-
plaatst, terwijl de aantrekkende kracht, die op het punt
werkt, als het een weinig buiten dien stand is ge-
bracht, evenredig is aan den afstand tot dien evenwichts-
stand. Zooals bekend is, is bij de convoudige harmonische
beweging van een punt, de uitwijking van het punt wuit

het middelpunt:
&= nBin (,8?;} — ¢ ),

waarin ¢ de amplifude der beweging, = de epoche, en T
de periode voorstelt.

-3




Hieruit volgt:
ds _dv _  4n°
AR

§ = — a’,

wanneer #° voorstelt de grootte der vertraging, als de af
wijking van het middelpunt de eenheid is.

Nemen we nu hij ons geval, dat het punt in eenc weer-
standbiedende middenstof geplaatst is en een weinig uif den
evenwichtsstand verwijderd wordt, ook aan, dat de vertra-
ging der beweging »* bedraagt, als de uitwijking weer één is,
en als er eens geen weerstandbiedende middenstof aanwezig
was, dan zou &= — »* Zijn.

De periode der beweging om den evenwichtsstand is dan :

= E—ﬂ-.

%

Laat verder 4 voorstellen de grootte der vertraging , welke
het gevolg is van den weerstand der middenstof voor de een-
heid van snelheid.

De bewegings-vergelijking wordt dan:

g + Ag + n*g = 0.
waarnit volgt:
A A4
= Qé - gf- -?Eﬂﬁ .’r‘.’i“t
g=Ce Sin (v, 2+¢) of g=e Cie +Cye i

waarin C en ¢ of €, en €|, constanten voorstellen, en

oo bl By P

De eerste uitdrulkking voor ¢ geldt, als n>§, de tweed®

als ”‘<'§ is.
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In het eerste geval is de amplitude der slingerende be-
weging om den evenwichtsstand

A oy

Ce ° :

deze neemt dus in opvolgende gelijke tijdsdeelen met gelijke
breukdeelen af, en de logarithmus dier amplitude,

A ; n .

log. € — 5 ¢, vermindert in de tijdseenheid met 5

In dit geval heeft men dus, bij eene uitwijking van het -

punt uit den evenwichtsstand, te doen met kleine schomme-

lingen om dien stand, en waarvan de amplitude kleiner

wordt. Die evenwichtsstand is daarom stabiel. Wat de duur

der schommelingen aangaat, deze bedraagt:

: 2
2, .
7% V(%ﬂ _%

Ze is derhalve grooter dan wanneer er geen weerstand-

27

biedende middenstof aanwezig is, wanneer 4 =0 is. De
Elingeringen zijn echter allen van even langen duur.

In het tweede geval als # <§ is, heeft men:

4
-2—'t -nuﬁ ?Ient
=% Ce +Ce ;

Waarin C; en C;; noodzakelijk positieve constanten voorstel-
len, daar de uitwijking ¢ steeds geacht kan worden posi-
Uief te zijn bij den aanvang der beweging (als £=0 is).

2
Men heeft nu: » <'§' en #,, == V (i:: — ng)
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A
waaruit volgt, dat =, — 3 newatief voor ¢ kan men dus
schrijven:
' C. C
g = — - 1 + : 11 .
e('gA"i"‘ﬂ“)é 6(-;:14""‘%“)15

De beide termen in het tweede lid zijn nu positief. Ze
nemen wel af, als de tijd toeneemt, doch alleen voor ¢z =02
worden ze nul. Dan is dus ook ¢ nul, en het punt wederom
in den evenwichtsstand teruggekeerd, terwijl hier tevens
uit volgt, dat het nooit aan den anderen kant van dien
stand kan komen, omdat ¢ niet negatief kan wezen.

Voor het overgangsgeval, namelijk als » =14 4 is, is de
periode der schommeling ook weer oneindig groot , zooals men
gemaklcelijk uit de grenswaarde, die 7' in het eerste geval
kan hebben, als »; tot nul nadert, kan afleiden.

§ 9. Als de eenvoudigste toepassing der theorie in dit
hoofdstuk ontwikkeld, kan men nemen het geval van eeh
materidel punt, dat zich onder de werking van zekere krachtel
in eene cirkelvormige baan moet bewegen.

Nemen we die krachten geheel algemeen zoodanig 2ap:
dat hunne algebraische uitdrukkingen niet beschouwd kun-
nen worden als de afgeleiden te zijn eener zekere functi®
der variabelen, dat er dus gecn krachtfunctie bestaat, dan
gelden algemeen de beide vergelijkingen :

& =an48y, Y=a, -+ 5, 4.
Bestond er eene krachtfunetie, dan moest @, — & Zj

. AT AL
Stel nm & —=e . y:pg,g
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eéne particulicre integraal dezer vergelijkingen, dan vinden
We na gubstitutie dezer waarden:

M—o—bu =0, p02—b)—a =0.

Door eliminatie van w@ verkrijgt men dus ter bepaling
van i de vergelijking:

i R
A—g ;, et 0
—u'l )\""'_'&1
of M—at (o b)) + aby—ab =0 (1)

waaruit volgt:
a-t & o= 6)%
2 l—j[( 4 1) (@b “15)5&1

A* is nu redel en negatief, als & -+ 4, negatief en ad,—a?
positief en kleiner dan

(a T 51)2 is.

Zijn deze voorwaarden vervuld, dan is, zooals we gezien
hebben, het evenwicht van het punt in den stand 2, y stabiel.
We hebben gezegd, dat hel punt zich in een cirkel zou
bewegen, we hebben dus niet met twee onafhankelijk ver-
anderlijken te doen, maar met een enkele, namelijk met den
Loek 4, dien het punt, van zckeren aanvangsstand af op den

AR =

cirkel heeft doorloopen.
Yoeren we nu pool-codrdinaten in, dan heeft men:

dx
AT A= jbmd-—— sﬁ() ax - by —
(@Cosd + & 8in ) »

a* a2l
d?;_y—'r{GOSd b7 ﬁE:mE)( )}'—wlx—l—bly—
(2, Cos d 4~ 2, Sin §) »,
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als #—=7»Cosd, y=rBind en r constant is. Uit de boven-
staande vergelijkingen leiden we af:

{399 ""__ a ZoRe. 2 4 Al
EZ—Q—J = g, Cos *§—5 Bin *0—(e—&,) Sin ¢ Cos 9,

De evenwichtsstanden zullen nu overecenkomen met de
punten op den cirkel, waarvoor de versuelling § nul is. ‘
Stellen we derhalve § nul, dan vinden we:

a, Cos *§—3 Bin *)—(a—25,) Bin ¢ Cos § =
—0 &
e TR T (“2 ) 4in 29 =0,

Verdraaien we echter vooraf de assen onder zekeren hoek
@, zoodanig, dat uit deze mitdrukking Cos 24 verdwijnt,
dan vinden we, daar =140, 4 @ is:

&, e a0 il a—b .
-Ef—;-—ﬁl-— 7005251( 12 Cos & p— 5 1&1}:12(9)
; 0 =
—Sinzél(“-li&ni%fp—}-a ”1coaz¢)=o.
Stel nn 1+ Cos2 p— ~ ISmQCD—-O dan wordt @
bepaald uit: 4
. Oy -6
lg8 Q=+ s
a—by

en de bewegings—verwelijking gaat over in:

j— 2

1Ccns 2 r;D)

Nemen we wervolgens

al;b:s, al—]-éSinf‘?(p;:‘G, (51—'@0082@‘:9&,

dan verkrijgt men ten slotte:

7 8in 2 4. (2)

f, = & —
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De evenwichtsstanden zijn nu, als ¢ = 0 dus s = o, 18, in
de punten waarvoor §;=0, 3 =, Tenz 7 is. Dit is het
geval als er eene krachtfunctie bestaal; want dan geldt juist
de voorwaarde, dat d=—=a, of ¢=0 is.

Is dit echtor niet het geval, dan worden die gvenwichts-
gtanden bepaald door 4, = nul te stellen, waardoor men

dan vindt:
2 s

4, —& By Sin
L=8 A B—a

7ij ¢ die waarde van 4, dan komen die evenwichis-
standen oversen met 0, = ¢, Lr—P, 74P, Ty,

Uit de formule (2) is op e maken, dab er alleen cven-
wichtsstaﬂden mogelijk zijn, dus 9,” alleen nul kan worden ,
als ¢ I (f—a); dexe voorwaarde stemt overeen met
die, Welku le hebben afgeleid uit de bestaanbaarheid der
wortels van de determinanten-vergelijking in a4* (1), waar
we vonden, datb

4 2
(wa J‘; V > @ §;—ay b moest wezen. We leiden hieruit af:
(m—!—bl)g——-éa&l—}-é&l 5>0

4
AL
(2 : ) gl
a2—|—619+2a51—4w&1+4a1b+c&12—[—59—-2a16> !
. &8
4 3
of ! (‘*”‘“51)2 “z (@ - 6)* > &
Nu is:

(B—a)? = (sy + 0)° Bin? 2 @ 4 (5—a)? Cos 29—
2 (a,+ 8) (b—a) Cos 2 P Sin2 ¢
= (4 + 8)* — (&, + 8)* Cos 9 ¢ -+ (5,—a)® Cos* 2 9+
2 (@, 4+ 8)* Cos* 2 @,
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@ b
daar, in gevolge 92 ¢ = ﬂl +b
h— by

(0—8)Bin 2P = (2, + ) Cos 2 P is,

]

dus:
(8—a)2 = (y 4 5 + Cos® 2 & ( (8 + B +- (B—a?)
(a—8,)?
@—5) F (o, F o7
= (a3 + 6)* + (0—3,)* dus:
7 (B—wx)® > & of ¢ & & 3 (B—=), evenals boven gevonden is.
Verder blijké ook nog uit formule (2), dat & voorstelt !

eene comstanfe kracht, die werkt loodrecht op den voerstraal
van het punt.

De evenwichtsgtanden bh=v,dr— Y, r4¢, 80—
aijn niet allen van dezelfde soort, daar alleen in den
eersten en derden het evenwicht stabiel is. Dit blijkt
daaruit, dat, als 4, kleiner dan  is, de versnelling §, posi-

verder is Cos2 20 =

tief is, en als 4, grooter dan ¢ is, 4, negatief is; zij

1s derhalve steeds gericht naar het punt op den cirkel,

waarvoor ¢, = is. Hyvenzoo kan men het evenwicht ook

in de andere standen nagaan. . *‘
Nemen we nu eerst eens aan, dat ¢ LExE(@—ex)is,en

bepalen we uit de vergelijking (2) door vermenigvuldiging

met 26 d¢ de vergelijking dor levendige kracht:

9,2 = C-I—%(B—m)ﬂosﬁfil—]—gfﬂl.

De constante €' is te bepalen uit de. initiale gegevens of
uit eenige andere voorwaarde, bijv. dat 4, nul zal zijn, als
het punt ergens op den cirkel zal zijn aangokomen, nemen
we aan in een instabielen evenwichtstand, dan is dit het

geval yoor 0y =La —¢. We vinden dan voor (:
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— L (B—=2) Cos (z—R¢) — ¢ (7—2¢)

T 9
of y (LG_.T;'.’_ — & ¢ (r—By Sinﬁ:z>

Na substitutic dezer waarde van € in de voorafgaande

vergelijking verkrijgt men, door 4, = nul te stellen, eene
transcendentale vergelijking in 0, waarvan de kleingte nega-
tieve wortel 4' aangeeft, tot welk punt op den cirkel men
een materiéel punt in rust kan plaatsen, teruggaande van
genen stabielen evenwichisstand, ten einde het schomme-
lingen om dien stand uitvoere.

Wordt een punt ergens op den cirkel geplaabst tus-
schen het punt van een stabielen evenwichtsstand op een

w "
afstand S 2 ¢ voorwaarts daarvan verwijderd, en een

punt op een afstand ¢ — ¢ achter dien evenwichtsstand ge-
legen, dan zal het slingeringen uitvoeren.

Buiten die grenzen geplaatst, zal het punt zich steeds
in denzelfden zin blijven voorwaarts bewegen met cene snel-
heid, die periodiek af en foeneemt, en waarvan het kwa-
draat met iedere omwenteling met 2we vermeerdert.

Is e =1 (»—@), dan vallen de standen van standvaslig
en wankelbaar evenwicht twee en twee samen. Hot even-
wicht is dan in het algemeen ingtabiel. Bepaalt men weer
op bovenstaande wijze de constante der vergelijking van de
levendige kracht, zoo vindt men:

U==¢ (W—ijm—)—s(cr—— )"—53,

51925-2--—-‘0052&1—1-

Stelt men nu weer ¢, =10, en bepaalt men de kleinste
negaticve waarde van 4;, die aan do vergelijking voldoet,
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dan vindt men als bhoven weer de grens, waar buifen men
gen punt op den cirkel niet kan plaatsen, zonder dat de
beweging blijft doorgaan, en het punt gaat dan ook vdorbij
den niet stabielen evenwichisstand.

Is ¢ > L (8—=). dan zijn de punten van stabielen en in-
stabielen evenwichtsstand imaginair. — Op het punt werkt
dan voortdurend eene versnellende kracht; §; kan nooit nul
worden. Een punt, ergens op den cirkel in rust geplaatst,
komt in beweging en beweegt zich nu eens met meer, dan
weer met minder toenemende, doch steeds met aangroeiende
snelheid. De versnelling dier beweging 4, neemt periodiek
al en toe. De toename der smelheid is zoodanig, dat het
kwadraat daarvan bij elke halve omwenteling met 27 &
vermeecrdert.
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STELLINGE N.

De tweede vorm der bewegings-vergelijkingen van La-
grange behoort in de leerboeken der mechanica hehandeld
te worden.

1L

Terecht zegt Sckel/ in de inleiding van zijn leerboek
wTheorie der Bewegung und der Krifte” dat de verdeeling
der mechanica in de leer van het evenwicht en in die der
beweging onlogisch is.

11,
De mechanica is een onderdeel der wiskunde.

IV.

Het is niet doelmatig de toepassingen der differentiaal-
rekening op meetkunde te scheiden van die der integraal-
rekening.
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V.

De definitie, die Sturm (Cours danalyse § 20) van diffe-
rentinal geelt, laat te wenschen over.

VL

De toepassing van algebra op meetkunst behoort reeds
yroeg te geschieden, vooral als grondslag eemer latere We-

tenschappelijke vorming.
| VIL

De wiskunde is eeme wetenschap, gegrond op de er
varing.

VIIL

Het voordeel van het gebruik van logarithmen met vijf
decimalen boven die met zeven decimalen wordt overdreven

voorgesteld.
1X.

In de meeste leerbocken der analytische meetkunde word?
de weg der analyse te veel verlaten.

X.

Hot gebruik van modellen bij het onderwijs in de stereo
metrie is in het algemeen af e keuren.

XL

geggholen

De beschrijvende meetkunde behoort aan de hoo

onderwezen te worden.
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AlL

De spectrogeopische onderzoekingen op hemellichamen
vereischen een nauwleuriger kennis van de absorptie-stre-
pen des dampkrings.

XIIL.

Het geluid van telegraafdraden is nog niet voldoende
verklaard.

XIV.

De methode van Burgue ter hepaling der snelheid van
het licht (Compt. rend. T. 78, p. 1115) verdient geen
aanbeveling.

XV.

Ten einde de industric meer nut trekke van de woten-
schap , moet er meer samenwerking plaals hebben tusschen
de heoefenaars der wetenschap en industridelen.

XVIL

Daar de verdeeling der clementen in metalen en niet-
metalen eene kunstmatige is, behoorde deze ook niet meer
in de nieuwere leerboeken der scheikunde gevolgd te worden.

XVII.

Ten onrechte wordt in de meeste werken over kristal-
- lographic hef diklinische stelscl in het geheel niet behandeld.
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XVIIL

De hypothese, dat het binnenste der aarde vast is, s
\ waarschijnlijker dan die, dat de kern vloeibaar zou zijn.

| XIX.

Het is wenschelijk, dal het asntal vakken, waarin bij
het cindexamen der hoogere burgerscholen wordt onder-

vraagd, zeer wordt beperkt.
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