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L ARFAL, AT, 10 ID) 1L ()

Volgens Scmorrky (Crelle, Bd. 83, Conforme Abbildung
mehrfach zusammenhingender ebener Fliche m) is de stelling,
bekend geworden als de ,Liickensatz” door Prof. W EIFRSTRAS::
behandeld op diens college (Wintersemester 1874— 75}, toen
hij een theorie heelt gegeven van de algebraische functies
en hare integralen als inleiding tot de Abelsche functies,

In zijn verzamelde werken, voor zoover die tot heden
verschenen zijn, komt geen hoofdstuk voor, waarin de stel-
ling uitvoerig besproken wordt; slechts in een hrief van
3 Oktober 1875 aan Prof. Scuwarrz ') wordt ze in het kort
vermeld.  WEeIBRSTRASS schrijft daar het volgende :

w18t zwischen zwei verinderlichen Groszen @, Y, irgend
eine irreductibele algebraische Gleichung gegeben, 80 nenne
ich die Gesammtheit der diese Gleichung befriedigende Werthe-
paare (@, y), das durch die Gleichung definirte Gebilde,
Jedes einzelne Paar aber eine Stelle (Punkt) dieses Gebildes,

Es werde irgend eine bestimmte Stelle (@, b) des betrach-
teten Gebildes ansgewihlt, so lisst sich leicht zeigen, dass
es unendlich viele rationale Functionen von (x, ) oiebt, die
nur an dieser Stelle unendlich grosz werden. Unter diesen
giebt es nothwendig eine vom niedrigsten Grade, — ich

) Vers., Werke, Bd. 1T, pag. 235.



will eine solche z; nennen — und es ist klar, dass dann
jede andere von der Form e« 2, + ist, wo «, # Constanten
bezeichnen. Unter den tbrigen, d. h. denen, die von hoherem
Grade als 2, sind, wihle man eine (z,) vom niedrigsten Grade
aus, ebenso eine (z,) von denen, deren Grad hoher als der
von (z,) ist u. s. w. So erhdlt man eine unendliche Reihe
von Functionen:

deren Grade:
Vyg Fas Voo

cine steigende Reihe bilden, und die der doppelten Bedingung
soniigen, dass sie alle nur an der Stelle (a, 0) unendlich
arosz werden, und zugleich jede andere 'unction z von der-
selben Beschaffenheit sich in der Form:

o @, 8 ooy By oo G Zn

darstellen lisst, wo a,, ..., «n Constanten bedeuten.
Ks liasst sich ferner leicht zeigen, dass in der Reihe der
Zahlen:
s A B e
von einer bestimmten an jede um eine Einheit groszer ist,
als die unmittelbar vorhergehende.
[st »y = 1, so ist die Gleichung f(x,y) =0 von der
Beschaffenheit, dass sich alle Werthepaare (x, ») in der
Form:

1) R, (t), Ry () stellen voor rationeele functies van ¢; immers is de
laagst bestaanbare, orde v = 1, dan is er een rationeele functie z van
de 1ste orde mogelijk; een bepaalde waarde z — t verkrijgb die functie
slechts in één punt (&, y) van het oppervlak, derhalve komt met één
waarde z — ¢ ook maar één waarde van 2 en één waarde van y over-

cen; zoowel y als 2 kunnen dus worden voorgesteld als rationecle
functies van een parameter f.
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ausdricken lassen. In jedem andern Falle miissen daher in
der Reihe:

Py ;
einige ganze Zahlen fehlen, die mit &, , &,, . . . . bezeichnet
werden mogen

Durch sehr eintache Betrachtungen zeige ich nun dass:
erstens zwar nicht diese Zahlen % selbst, wohl aber ihre

Vy g

Anzahl fir alle Stellen (a, &) dieselbe ist — ich nenne sie
o — und

zweitens fir alle Stellen mit Ausnahme einer beschriinkten
Menge singulirer (und zwar algebraisch bestimmbarer) die
in Rede stehenden fehlenden Zahlen die folgenden sind:

iy Bl o 30t

(Hieraus werden Sie erkennen, dass ¢ die Bedeutung hat,
die ich sonst diesem Buchstaben gebe).”

Hoe WgimrstrAss de stelling bewezen heeft is mij onbe-
kend; hoogst waarschijnlijk rust zijn bewijs op algebraische
oronden, in aanmerking genomen een gedeelte uit denzelfden
brief, waarin hij zijne opvatting omtrent de behandeling der
theorie van de algebraische functién duidelijk kenbaar maakt.

Hij spreekt zich daar aldus uit:

- . . yJe mehr ich tber die Principien der Functionen-
theorie nachdenke - und ich thue dies unablissig — . um
S0 tester wird meine Ueberzeugung, dass diese auf dem
Fandamente algebraischer Wahrheiten aufgebaut werden muss,
und dass es deshalb nicht der richtige Weg ist, wenn um-
gekehrt zur Begrindung einfacher und fundamentaler alge-
braischer Sitze das ,Transcendente” um mich kurz auszu-
driicken, in Anspruch genommen wird — so bestechend auch
auf den ersten Anblick z B. die Betrachtungen sein mogen ,
durch welche Rismans so viele der wichtigsten Eigenschaften
algebraischer Functionen entdeckt hat. (Dass dem Forscher
so lange er sucht, jeder Weg gestattet sein muss, versteht
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sich von selbst; es handelt sich nur um die systematische
Begrindung).”

Sedert Weierstrass zijn fundamentale stelling uitsprak is
men zich meer en meer gaan bezighouden met het hoofd-
stuk, waarop zij betrekking heeft, d. i. de rationeele functies
behoorende bij een onherleidbare algebraische wvergelijking
i (@, y) = 0.

De zaak is op verschillende manieren aangepakt, en de
zoogenaamde Liickensatz met hare toepassingen Komen mij
helangrijk genoeg voor, om ze in bijzonderheden na te gaan.

[k wil dus eerst hebt bewijs geven van de stelling van
WerersTRASS ¢n het aantal en de plaats der ontbrekende
orden zooveel mogelijk nader bepalen; daarna uif een stel
fundamentale functies de vergelijking van het oppervlak
afleiden, waarhij ze behooren, en omgekeerd de fundamentale
functies opzoeken behoorende bij cen gegeven oppervlak;
ten slotte met behulp dier fundamentale functies een alge-
meene vorm geven voor de Abelsche integralen 1ste, 2% en
3% soort,

Een vrij eenvoudig bewijs van de Liickensatz, dat berust
op de eigenschap  van een normaalintegraal 2% soort om
p perioden te bezitten, geeft Baker in zijn ,Abelian Func-
tions;” met p wordt bedoeld het geslacht van de vergelijking
ALy 10!

Norugr (Crelle, Bd. 92, pag. 301) daarentegen neemt als
uitgangspunt het theorema van Ripvanx-Roct, en ofschoon
beiden de zaak algebraisch opvatten is hun behandeling zoo
zeer verschillend, dat het wel de moeite waard is beide
bewijsvoeringen te beschouwen. '

o
=



H O OFDST UK I

Liickensatz.

§ 1. Bewis van Baker.

Het is mijn voornemen bij hel bewijs van Baker ook diens
notatie te volgen, die uitmunt door groote heknoptheid.
- Zij gegeven een onherleidbare algebraische vergelijking
tusschen 2 variabelen x en y van den vorm:
(@, Vs, "+ (2, 1), 90— 1+ (e, Dy, =240 4 (2, ])%:: 0
waarin (x, 1), voorstelt cen algemeen polynomium in = van
den graad aangegeven door den index A;; onder onherleidbaar
wordt verstaan, dat het linker lid niet kan worden voor-
gesteld door het product van 2 rationeele uitdrukkingen van
denzelfden vorm, maar van lager graad in ». Kortheidshalve
schrijven we die vergelijking in het vervolg f (z, #) = 0.

Men verstaat onder een rationeele functie behoorende hij
het oppervlak 7 (x, y) = 0 een functie, die éénwaardig is op
dat opperviak en cen eindig aantal polen bezit van eindige
orde; zoo’n functie kan ontbonden worden in elementen.

Nemen we de punten (a,, . . ., a;) aan als polen eener
rationeele functie R (x, ), wanneer n.l. «; voorstelt een
bepaald punt (z;, y;) van het oppervlak / (z, y) = 0. Al die
punten (a,, ..., a;) liggen in het eindige gebied en vallen niet
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samen met de vertakkingspunten van het oppervlak; mocht
die voorwaarde oorspronkelijk niet vervuld zijn, dan kan
men altijd zorgen, dat er aan voldaan wordt door middel
van een birationeele transformatie. De orden der polen
mogen respectievelijk zijn »y, vy, . . ., #;; het principale
gedeelte zij:

== A l”' ‘A‘Ej'}_l
=2 i 9] 1 bttt ai
:, [ - (@ T ) L2 (h 1) (.’I! :;;;)%'i:l

1/_’/1:

waarin de A’s constanten zijn.

Verder stelt [ voor de normaalintegraal 2¢ soort '), die
oneindig wordt in het punt a; zooals bekend is bezit ze
alleen perioden aan de doorsneden & van het oppervlak. We
onderstellen n. 1. dat het oppervlak volgens de methode van
Rmevany tot een enkelvoudig samenhangend opperviak is
eemaakt door middel van 2 stel doorsneden; de doorsneden «,
die om de openingen heengaan, de doorsneden b, die uitgaan
van een punt in de doorsneden @ en in dat zelfde punt
terugkeeren, (Zie Forsyrm, Theory of Functions pag. 366).

Dan is:

=k

R (D{T, g’) — [:_r:l [ﬂ: —Il A] I)"i P;! —}— 6 [1,_1 I)J_l [u )
p=l 2
een Abelsche integraal, die nergens oneindig wordt, die
bovendien geen perioden bezit aan de doorsneden a, derhalve
gelijk is aan een constante ?).
Dus mogen we schrijven:
t_»{

Rt p)—Ct 3 | A L5 + 4 Dy 1ot A D7 0% |
:._1 : i -

Uit deze fundamentale formule kan vrij eenvoudig de stelling

1y Baker schrijft voor de normaal integraal 2¢ soort I';» ¢, wanneer
¢ het punt is, waar die integraal nul wordt; in de volgende beschou-
wingen komt echtel die nul niet voor, zoodat het onnoodig is haar
aan te geven.

2) ArpELL et Goursar, Théorie des Fonctionsg Algébriques pag. 254.



=71

van WeiersTrAss worden afgeleid. Immers het rechter lid
van de laatste vergelijking is in 't algemeen geen éénwaardige
functie, daar de normaalintegralen 2¢ soort perioden bezitten
aan de doorsneden b; zal het een éénwaardige functie voor-
stellen, dan moet er aan zekere voorwaarden voldaan zijn.
Die voorwaarden zullen we eerst nagaan voor een eenvoudig
veval, n. 1. voor een rationeele functie, die, slechts enkel-
voudige polen bezit, & in aantal.

Daaraan moge de volgende definitie vooralgaan.

Len punt a, is afhankelijh van de punten ag, o,, . . ., d
indien voor alle gehecle positieve waarden van é van 1 tot p,
waarin p aangeeft het aantal normaalintegralen 1% soort =
oeslacht van het oppervlak, geldt de betrekking:

R (@) = ug & (@) + uy 2 (@) 4+ - oo o A us S ().

Daarin stellen w,, . . ., g, constanten voor en £; (a) is de
periode van de integraal I'i aan de ' doorsnede D.

[s s = p, dan kunnen we de grootheden « % .. ps hepalen
uit de s vergelijkingen («, . . . : a, worden onafhankelijk van
elkaar ondersteld).

ISR IS Vs g — p en ¢ >0, dan kunnen we g vall
de grootheden q willekeurig aannemen en de overige bepalen
uit de vergelijkingen,

Dus voor s = p is el willekeurig punt «, op het oppervlak
afhankelijk van de punten «, ... a,.

Volgens het voorgaande kunnen we een rationeele functic
met % enkelvoudige polen «, . .. a; voorstellen door:

R(x,y) =4, + 4 Ti + 4, 75, + ... + 4 Ty

Zal het tweede lid een dénwaardige functie zijn, zooals
behoort, dan moet: '

A, Qi)+ A4, &(a)+.. + 42@)=0 i=12...,p

Hieraan kan niet worden voldaan tenzij eenige van de
punten ¢, . . . @, afhangen van de overige onafhankelijke
punten. Nu rangschikken we de punten zoéodanig, dat
Ay, Uy, ...y, onafhankelijk zijn, d, 1, oy 2, . . . @ athangen
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van de overige onafhankelijke punten. Hieruit mogen we
afleiden, dat de volgende functién éénwaardig zijn:

=1 F1 g s+ 1 gz TELETES
By pr=A4y" - A s A5 s A eH AL T SR

Bova—=dy" “+A“”Fi,+A;§,“Ff,—%-...+As”raT £

§ -2 ,g+ a

By—=Ai++ 4 Lh + A7 + ...+ A5 2+ A
Daarentegen zijn de functién

R = A‘ 22 F:f

Rg — n[; + ‘_11 / _I_ ‘xilg I‘;’:—
-I%.\' —— -AU ‘J‘ fil _[1:, —}— 4‘1\) th(: —F‘ Ve ‘I’" jiJ Fr H
stellig niet eenwaardig; hun aantal bedraagt s, als er s onaf-
hanfelyjke punten zijn in de groep.

Breiden we nu het aantal punten uit en beschouwen een

groep gerangschikt in de volgorde:

Ay Uyy oo Gy,

2 Ao —m#1 - -

 Gg; Qg1 . . dg,_y;

Urf)li""! Tt D ”Qa; (Z“:);‘F ki) i L (t(iji'x *.'!’:L; dalud Nc‘.‘,’,_l'i'l LRI UQ_{,—Q"!,
waarbij we onderstellen, dat de punten:

By ool —gyy Agp1- - Ag—gy Qg f1-..0g,—g,y Up +1...00,—y,

onafhankelijk zijn, en de u11c_le.t‘st-reoptc punten:

Qo Uy 1 e s Ol (g SRR S ) B €N,
afhankelijk zijn telkens van al de voorafgaande onafhankelijke
punten,

We hebben nu zooveel' punten genomen, dat het aantal
onafhankelijke punten junist p bedraagh, derhalve gekozen:
(& —a)+(Q—aq,— Q)+ ... +(—8— i) =
= — @ — G — G =D
en het aantal afhankelijke punten =-q, + ¢, -+ ...+ ¢
Dan zal elk volgend punt Qoo grpi afhangen van de voor-
gaande onafhankelijke punten, meer dan p onafhankelijke
punten zijn toch niet denkbaar.
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We kunnen nu vormen de rationeele functies:
A —0+1 —a +1 —n+1y
g —— A g PRt T A+ 450 Ik Ak
Q — -+ 1 ali
iz A@f—f;. +14 a0 — gLl

( )

1)1 + qu F:ﬁ e A{’ =, HQJ—'? o Ai‘g: Fﬁ(f’z
0, —q, 1 Ly — s+ 1 4 2 — 2 &

Lig,—g, +1=Ap fact St AQ i S ‘43-:_;-'+1 F”@---—-"‘ =

[l e e o
-{—z-[;:_:';"_i‘.] F

R,

(]

“G—gy+ 1
Qn'y_]_ J]—.'l rlu—#'[ Bl
R‘?.ﬂ}—-l + 4y _‘L- _I—A”f 1—”—111”".?:,_-1—0'.1,714_

| J'

“F :]?.'L ';Q
Daarentegen kunnen:
1 v
Ry = Ay + 4 1%,
Ry = A + Sk _r-;, di R T

T3 L — B U —q — \ ==11

Lo Ao : *1 ', E A’h—"f]u I, Bg = e

I—, e 1”.’;—’7’4 <| 4 (' y -ﬂ.r | / (1;,—-{”_ oy |
Yor—~a— <0 e = Loy 40+ 4 % — I"f.h -4 TEOSIAE

=k oz
[ Ay

an * @n— a4

niel éénwaardig zijn tenzij al de coéfficienten 4 nul Zijn.
D. w. z. woor elk van de onafhankelijke punten ontbreekt er
een rationeele functie, die in dat punt en de voorafgaande
onaf hankelijke punten oneindig wordt; er zijn p en niet meer
dan p van dic punten, derhalve ontbreken er ook p rationeele
Juncties,

Uit de uitdrukkingen voor Ry _,. 11, ..., Ry, _, kunnen
Wwe:

[_”. b F_g; I—'L‘ ['11

W—q+1 0 “Q—g+1° " toE—1

oplossen en uitdrukken in de overige I'’'s. Na substitutie
van de gevonden waarden vinden we dan een rationeele
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functie, die oneindig wordt in de punten @, , a,, ..., ag, _,, =
L (x,y) = Vo —+ Py [.;] —+ ¥, -Fi S ey Yo, — g Fjgl — A
o e Rq;,—.,, St St e o S o L A e r::-;g, T I
+ oot g L + Vg, —g+1 Bo— g 41+

a';!x — s

el
A Qo A Yoy — 1 I

“n—an
Zal het linker lid éém;raa.rdig zijn, dan moet:
vy R (@) + ... ovg,—yg R (@, —q) + o, +1 825 (@g, 1) +
S < + "0, — q. 2 (a%—fh} SR —l_ Yo —ay '-Qr' (”‘Q;,—w,) =¥
=i W Py s i

Dat vereischt vy =, = ... =»y,_,, = 0, omdat onder-
steld werd, dat:

Qi S gr s Gol r SN Ot s R Og e TR (g, S
onafhankelijk zijn; en dus wordt de meest algemeene vorm
voor de gezochte rationeele functie:

R frls i) —= -"l'* 2o =gl _Rr‘_;] ] + ...+ 1o, ‘RQI -+

S O e S S S YOp._1 R-’r.‘f,_ i

De functie bevat ¢, + ¢, + ... + g1 -+ 1 willekeurige
constanten, d. 1. evenveel als het aantal athankelijke punten
bedraagt plus één additieve constante.

§ 2.

Als limietgeval kunnen we beschouwen cen rationeele
functie, die slechts in één punt ¢ van het oppervilak oneindig
wordt en wel tot de nd orde. Die functie kan geschreven
worden in den vorm.: =

| - ; & ryt—1
Itho=iatl AL A yp AR L el TR L AR BT
waarin 4, 2 0.

De voorwaarde, dat R, een éénwaardige functie voorstelt is:

4182:(a)+ 4, D, 2i(a)+... + 4,0, ' Qi(a)=0 i=1,2,....p.
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Hieraan kan slechts worden voldaan, als een van de
kolommen afhangt van de overige, in denzelfden zin, als in
het voorgaande geval, d. i, indien:

Dy 2 () = p 2 (@) + ..+ o D1 2 (0) -
—+ 13 D:H_] £2; (d) + ... ~+ w, Dy ! £, ((!)
AR T =S L

Z00 krijgen we een splitsing der kolommen sommige ,
die  onafhankelijk, andere, die lineair afhankelijk van de
overige zijn. Als we » groot genoeg kiezen bedraagt het
aantal der onafhankelijke kolommen p, nooit meer dan .
Er zijn dus p waarden van n, die we ki, kyy. .., &, zullen
1I0emerL, waarvoor geen rationeele functie kan bestaan, in
één punt van het oppervlak en tot één van de orden
kyy kyy o . ., k, oneindig.

In dezen vorm heeft Wererstrass de Liickensatz gegeven
en tegelijk definieert hij het geslacht van een oppervlak, als
het aantal ontbrekende orden van rationeele functies oneindig
In één enkel punt van dat oppervlak.,

We kunnen nu aantoonen, dat de index van het laatste
punt, waarvoor geen correspondeerende rationeele functie
bestaat, nict grooter kan zijn dan 2 p — 1,

Beschouwen we nog eens de puntenreeks uit § 1, maar
laten voorloopig het laatste punt weg; dan hebben we de
punten ;

sy O —gp Ug—gi£1y oo+ Oy Gy 41y o g — gy oo - Oy — g 1.

Volzens de definitie op pag. 7 is een punt a afhankelijk
van de punten b, , b,, . . ., b, wanneer:

£2; ((f-) = u, & (DJ) + u, £ (Dz) 4+ ... 4w & ((’),.) : (u)
t=1,2, ... p

Vermenigvuldigen we die p vergelijkingen respectievelijk
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met willekeurige coéfficienten 4,, 4,, . . ., 4, en tellen de
kolommen afzonderlijk op, dan zal blijkbaar:
4,8, (@) + 4,8, (@) 4 ...+ 4,2@=0 . (§)
het gevolg zijn van:
4,8 0G)+ 4,82 0)+...+F4,20)=0 )
4.9 O)+ 4,8 O)+ ...+ 4L,20)=0 {

Is omgekeerd het eerste lid van () nul tengevolge van
het bestaan der betrekkingen (y) dan geldt ook de verge-
lijking («) en is het punt e dus afhankelijk van de punten
CORMREE ) )

Zal er voldaan zijn aan:

Q@) =42 @+ 4,2 @+...+4,2@=0
in al de punten a,, @y, ..., Gg,—4—1, dan moeten daarvoor
evenveel lineair onafhankelijke functies van den vorm £ ()
nul worden, als er onafhankelijke punten in de reeks voor-
komen. Dat aantal bedraagt voor de beschouwde reeks:
Q—a+@,—@—)+...+ (@ —a—1—6_1)=

e =l
terwijl in dit geval ¢, — ¢, —...—¢q,— 1 =p—1 en niet
eelijk p, omdat we het punt ¢, — ¢, weggelaten hebben.

Uit die lineaire betrekkingen, voor het punb ag, ., te
schrijven in den vorm:

A 92 (g —0)+ A4, 8, (g —g) + ..« + 4,2, (@g, ) =0
kunnen we @, —¢q, — . ... — q; — 1 coéllicienten 4 op-
lossen, zoodat er slechts p— (@h— ¢ — .. — Gi— 1)
overblijven, waarover we vrij beschikken kunnen; dat geeft
dus nog p— (@ — ¢ — ... — qu— 1) functies R (x) die
nul worden in al de punten g, , ... ay, —, —1. Noemen we
het aantal lineair onafhankelijke grootheden 2 (), die ver-
dwijnen in al de beschouwde punten z 4+ 1, dan is dus:

1 == ) o (Q;,A— 2 S i ])



Zij @ = ¢, — q, — 1 het totale aantal punten; ¢ 4- 1 het
aantal willekeurige constanten, dabl optreedt in de meest
algemeene rationeele functie, die de ¢ gegeven punten tot
enkelvoudige polen heeft, dan is zooals we weten g 4~ 1 =
aantal afhankelijke punten vermeerderd met ¢én, dus
q+1=gq, +4q -+...4+ @—1- 1;enuit het bovenstaande
volgt onmiddellijk :

Q—qg=p—(z + 1)
een uitdrukking voor het bekende theorema het eerst afgeleid
door Riemaxn (Ges. Werke, 1876, pag. 101) en algemeen
bewezen door Rocu (Crelle 64). .

Het is bekend, dat de perioden aan de doorsneden b van
het Riemannsche oppervlak van de normaalintegralen 2%
soort op het teeken na gelijk zijn aan de afgeleiden van de
» normaalintegralen 1%t soort '); schrijven we de laatste als
volgt:

Hy = / 0 S:f;?—y ) R = f j—’—(/{’—y) dx
. ¥ ¥
dan gaat na substitutie £ (x) over in:
A S (T - e () e Agz @y (@ Y)i=10.

Die functie wordt nul in 2 p — 2 punten, want we kunnen
haar interpreteeren als een toegevoegde van den graad (m — 5),
indien we f (x, ) — O interpreteeren als een vlakke kromme
van den mi graad. Die toegevoegde snijdt de kromme
[ (x, y) = 0 in hoogstens (2 p— 2) punten (behalve de veel-
voudige punten), 2 p — 2 is dus het maximum aantal nullen
van £ (x).

Is het aantal punten ¢, waar de rationeele functie on-
eindig tot de eerste orde moet worden grooter dan 2 p — 2,
dan is het niet mogelijk er een toegevoegde van den graad
m — 3 doorheen te leggen; derhalve bedraagt het aantal

Do

1) APPELL ot Goursar, pag. 155, pag. 820.
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lineair onafhankelijke functies £ (x), dat nul wordt in die
punten:
T )]

Voor de beschouwde puntenreeks bedroeg het aantal onaf-

hankelijke punten:
W—a—...— @ —1=p—1;
derhalve wordt er, volgens:
r4+1l=p—(h—q—...—G—1=1

in al die punten ééne functic £ (x) nul; hun aantal kan dus
niet grooter zijn dan 2 p— 2, want zooals we gezien hebben
wordt er in meer dan 2 p — 2 punten geen enkele Q (x) nul;
dus 1s:

—q—1>2p-—2
of

Vi — G e ==
hetgeen te bewijzen was.

Uit heb bewezene in § 1 en 2 volgde, dat p orden ontbreken:
alleen bestond nog de mogelijkheid, dat het aantal p eerst
werd bereikt, wanneer we een onecindige reeks van punten
beschouwden ; uit hetgeen nu is aangetoond, blijkt, dat het
aantal p zich onder een beperkt aantal punten bevindt.

§ 4.
Voorbeeld:
(v (@) :
= [ /.; 2} dz moge voorstellen een Abelsche integraal

1#t¢ goort, dan s g (w,y) =0 een toegevoegde van den
oraad (m — 3) en we noemen de snijpunten van die foege-
voegde met f (@, ) =0 &y Qg ..., ay—2; O zij een wille-
keurig punt op de kromme / (@, y) = 0, dat echter niet ma
samenvallen met een van de nulpunten van ¢ (2, ¥) = 0.

Er kan dan niet bestaan een rationeele functie, die in de
punten @y, @, ...0:,—2, @ oneindig wordt tot de eerste

o
(=]
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orde: daar het punt e den index 2 p— 1 zou verkrijgen
wordt hier het uiterste geval bereikt, dat volgens de voor-
gaande stelling mogelijk is.

Het aantal willekeurige constanten, dat die functie zon
moeten bevatten is volgens het theorema van RIEMANN — ROCH:
g1 —2p—"1—p - L=p;
immers r - 1 is nul, omdat het aantal punten, waar de
functie oncindig tot de eerste orde moet worden grooter is

dan 2 p— 2.
Zal nu:
A+l ...+ 9.3},_2,,(,3_’_ SRy LB

een éénwaardige functie voorstellen, dan moet:

‘1" (“l _\_ + }"; —ﬂ“‘-’i ”’L’.p—-“) _l' l’p—l-'l {(f) = O !’" 1 ey 71)
Vermenigvuldigen we de vergelijkingen respectievelijk met

coéflicienten 4, ... 4, en tellen de kolommen op, dan moeb
blijkbaar:

wld (@) + de (@) + ...+ 4,9,w)] =0
zijn omdat door de punten a,, . . ., @y, —¢ voldaan wordt aan:

....1 (H]) i— 1 .‘f Hl) + .(I,..I,(a)_“
‘11"'1((hl"— )+ g,..‘ ((ls‘,,__,,)—*— —[ _..fip..‘,\ (f(n 3):0.

Maar a valt niet samen met een van de punten:
A ER G S o (f—-g;,,_g,
de toegevoegde ¢ of wel & () (zie pag. 13) heeft niet meer
dan 2 p — 2 nullen, huzmlt volgt dus pu = 0.
De gezochte functie zal dus enkelvoudige polen hebben,
alleen in de punten ay, ..., @y, _. en zal zijn van den vorm:

o0 (1Ey ey
g (@, Y) + dage (@ ) 4 b (5, )
¢1 (2, Y)
waarin de ¢ functies voorstellen afgeleiden van integralen
cerste soort, zoodat zoowel de teller als de noemer cen
toegevoegde van den graad m — 3 is; de functie bezit het
behoorlijke aantal constanten,
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Het punt « hangt niet af van de punten d, ..., da,—s,
wel hangen (p — 1) van die punten af van de p — 1 overige,
immers door p — 1 onafhankelijke punten is een toegevoegde
van den graad m — 3 volkomen bepaald. Onderstrepen we
de afhankelijke punten, dan kunnen we de reeks aldus
schrijven:

ULy Bay e ooy Gpely Gpylp 1y ooy llap—3,0

zoodat men onmiddellijk inziet, dat elk nu volgend punt af
moet hangen van de voorafgaande onafhankelijke punten.
We kunnen dus wel vinden een rationeele functie, die
oneindig tot de eerste orde wordt in de punten:

(yy Uay .. .a‘g'“__g?(!?a./; ‘
of een rationeele functie, die oneindig tot de eerste orde
wordt in @i, . .. @;—2 en oneindig tot de tweede of hooger
orde in een punt d.
Uit het bewezene volgt:
oy = 1 zoodra p > 0.

Want bestaat er een rationeele functie £, die in één
punt van het oppervlak oneindig wordt tot de eerste orde,
dan stelt (Ry)* voor =1, 2,... co een rationeele functie
voor van elke willekeurige orde; er zouden er dus geen ont-
breken, hetgeen in strijd is met de bewezen stelling.

W/
"

Er zijn (p — 1) p(p -+ 1) punten (niet noodzakelijk ver-
schillende punten) van het oppervlak / (x, y) = 0; zoodanig,
dat er een rationeele functie bestaat in één zoo'n punt on-
eindig tot de p® orde (p > 1) en in alle andere punten van
het oppervlak eindig.

Dit resultaat en enkele van de volgende zijn afgeleid door
Hurwirz (Math. Ann. 41. pag. 407).

Een rationeele functie, die in een punt ¢ van het opper-
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vlak oneindig wordt tot de p% orde, eischt, dat er voldaan
18 aan de volgende voorwaarden :

x’ll .Q,‘ (({) — ;‘g ,Da .(.), (t’l) + s o + .:;1}, D,{J“l 9 (({'-) — 0
e [IE !

Of wel
2, f:L‘U)T 9, (.’U), .(3‘,, (\:E:} ‘
D o {’13), D 0, ( l) D !'p (f()) ‘
e |= 0 voor & = a.

Dr—=10 (@), Dr=1Q,(x)...Dr—1 2, (x)

Die determinant kan niet identiek nul worden, omdat er
geen lineaire betrekking tusschen ) (@), . . ., £, (x) mag be-
staan. In elk geval is er dus maar een eindig aantal punten,
waarvoor een rationeele functie bestaal in één dier punten
oneindig tot de p% orde.

We weten, dat:

: vy : d v, . dv
IH (L) = ———; Q(x)— —>2 - ) ff) == =L
1 - RED] 0w wiwn e
@) dz ’ i dirae 2 (%) dw

indien ;... w, voorstellen p lineair onafhankelijke normaal-
integralen 1% soort; is » een algemeene integraal [ste S00rt,
dan mogen we schrijven:

uy o v [ v ) iv i
() = — d—-li— 4 g N an d iy — -[Z O " —(Q
: adv dx ' dv =~ dx

; I (dvy do d*vy (Ao dv, d*v
DO (¢ —._{—[ ’._k_]:ﬁ__l(__) ittt
1 (@) de\dv " dzx dv® \dz) " dv " da?

D=1 Q (2) d* v [t‘l v]z“ dv, d"v
V=" A () — e e i e Al L
L) = \dz av " dur

Na substitutie words:

(zi-’ L8+ b fzvllﬂ(].-klj
A e 212 : :i!
4 ( J 2 ((? Z

dw

v
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waarin :
dvy dv, av,
o dn’ v
do= g2’ dov* ' T do |
| d? vy d¥ vy a'v, |
dor’ doer’ " "7 dor

dvy . . : : : :
_jﬁ;' is een rationeele functie, die alleen in de nullen van dv

oneindig wordy, de teller d», kan immers niet oneindig
worden, omdat het de afgeleide 1s van een Abelsche integraal
1ste soort; ook dwv is de afgeleide van een integraal 1% soort
en wordt derhalve in (2 p — 2) punten nul.

: v : . o)
Daaruit volgt, dat #cﬁl’ul cen rationeele functie is van de

; - (ZQ' U1 - p <
orde 2 p— 2; zoo wordt T alleen onecindig in de nullen

a v, .
van dv?, wier aantal 2 (2 p — 2) bedraagt; Ad'e,"l* is dus een

; 2 4 Z"“ )
rationeele functic van de orde 2 (2 p — 2); eindelijk 1S - I“f
cen rationeele functie van de orde p 2p—2); zoodat we
mogen besluiten, dat 4, een rationecele functie is van de orde:

D(j) J)( o= = (p—1)p (e 1= A0}

(Zl i (p1
De factor ( - 1] p+Dpan nul worden in de nullen van dv;

dat waren echter polen van ,, die punten }’Bl‘t-eg(}]]V\’ODf(]ig(}l1
dus geen nullen van ..

Noemen we de punten, waarin 4, nul wordt P, Pa,. .., B
en de orden respectievelijk my, Mz, .. .5 My L dan is:

My -+ Mg ... A My = (p — 1) p(p + + 1).
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(VA
j@n]

Voorbeeld :
oty (az 4+ by 4 )t = 0. Ji==B
De algemeene integraal 1#'¢ soort is van den vorm:
/‘A x4+ By C
: &
waarin 4, B, ( constanten voorstellen., Voor den teller
kunnen we ook schrijven:
Agr(@y) 4 B gz (@y) + Cgs (),
wanneer de ¢ functies voorstellen toegevoegden van de orde
m — 3. Dan wordt 4,:

'.ﬁ{: 4, \J Iy (mﬂ ’!/)
T r /

| Doy T
f,, g1 (@) + g1 (%, ) Y /U 3 oal o ot

g, oo R E o ! R Sl .
—/;— D? gy (2, 9) - 2 0z ]T,, D gy (@, 1) + S a2 (7—] g (2, 0) 5

2 u
Na behoorlijke vereenvoudiging neemt die determinant den
vorm aan:

11, () R e S B o & ‘_"\1,1
B S L) o S e .l)(p]‘!

P . |

A
| D=Ly, DE=Ygs, .. Di=1 w‘
waarnit blijkt, dat de bepaling van de punten 4 = 0 neer-
komt op het bepalen van de punten, waar de kromme:
Ap+Bgas+ ...+ Lg,=0
een contact van de p* orde heeft met de kromme f (z, ) = 0.
Voor de gegeven vergelijking, waarvoor p = 3, wordt 4,
eenvoudig gelijk aan »” = 0, aan welke betrekking voldaan
wordt door de buigpunten van de kromme f (x, y) = 0.
Een kromme van den 4% graad zonder singuliere punten
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bezit 24 buigpunten, dat is juist het vereischte aantal
(p— 1) p(p-+ 1)

Beschouwen we een bepaalde kromme waarvoor p = 3
yr—byt—at+4=0
die ongeveer nevens-
oaanden vorm heeft.

In de buurt van het
punt x — O kunnen
we ontwikkelen als
i volgt:
i 1
] 1
e >i,' 4'{ r 9 1 ok
Vo : Y Hie— 1—-—ﬁ-.L -+ ...
! 1
Ys——IE Sareias
6
1 SR
f/s—_i ::a)—l—l').il':"—l—...
i |-
Yy—=—2— B T

en we willen nu construeeren rationeele functies in het punt
x =0, y=1 respectievelijk oneindig tot de 5%, 4% en
hooger orde.

Dat de eerste orde ontbreken moet zoodra p > 0 hebben
we al besproken; ook de tweede orde ontbreekt in het punt
(0, 1), immers een toegevoegde van de (m — 3)% orde, (d. 1.
een rechte voor m — 4), die de kromme in het punt (0, 1)
aanraakt, heeft tot vergelijking y — 1 = 0; een tweede toe-
sevoegde gaande door de 2 overige snijpunten van y — 1 =10
met de kromme, valt met de lijn (y — 1) = 0 samen, daar
die rechte in dat punt een contact heeft van de 3% orde met
{ (x, ) = 0, hetgeen blijkt uit de differentiaalquotienten
%%’ j—i”,g&—g alle nul voor y =1, ® = 0.

Kiezen we voor noemer een kegelsnede, die de kromme
in het punt (0, 1) aanraakt, dan snijdt die kegelsnede de



kromme in nog 6 andere punten; een 2% kegelsnede door
die 6 snijpunten valt noodzakelijk met de eerste samen,
derhalve geeft ook dit geen oplossingen; zooals hieruit volgt,
zullen ook krommen van hooger orde dan de tweede, geen
rationeele functie geven zooals we zoeken.

Een rationeele functie oneindig tot de tweede orde in dat
punt ig dus niet te constueeren.

Een rationeele functie te vinden in het punt (0, 1) oneindig
tot de derde orde.

Een toegevoegde van den graad (m — 3) die in dat punt
een contact moet hebben van de tweede orde en er een
heeft in dit geval van de derde orde is ¥ — 1 = 0. Ken
willekeurige rechte gaande door een van de 4 contactpunten
heeft tot vergelijking 4z + B (y — 1) = 0, waarin 4 en
B arbitraire constanten voorstellen; dus wordt de functie,

/

?11 :t:l 4+ B ze bevat 2 wille-

die we zoeken van den vorm

lkeurige constanten, waarvan één additieve, terwijl volzens
het theorema V.‘illlbRUGMANN—ROCH dat aantal moet bedragen:

dt+-l=6¢—p+@E+1)+1=8—-34+1-1L1=23,
Juist zooals we gevonden hebben.

Als een speciale vorm van de gezochte functie mogen we
aannemen —— .

y— 1

Ken rationeele functie te construeeren in het punt (0, 1)
oneindig tot de 4% orde.

De rechte y — 1 = 0 heeft in het beschouwde punt een
contact van de derde orde met de kromme 7 (z, y) = 0; een
willekeurige rechte niet gaande door het punt (0, 1) heeft
tot vergelijking 4 « + By +4 C = 0, dus de functie, die we
Ax+ By + C
S =
constanten, zooals behoort, daar:

Q—]ﬂ ].:fti—j_)-}#('r —i- 1) —\1=1 *%—)—2

zoeken krijgt den vorm ze bevat 3 arbitraire
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Lo

T - 1’1 &€ + Cl : ol ,‘ v
We vonden, dabt — =T voorstelde een rationeele functie,

oneindig tot de deulc orde in het punt (0, 1), derhalve
kunnen we als speciale vorm van een rationeele functie in

. 3 . 1
dat punt oneindig tot de 4% porde aannemen yJ I
(f e 3N

Een rationeele functie in het punt (0, 1) oneindig tot de
5l grde is niet te construeeren; immers een rechte kan geen
contact hebben van de 4% orde in het punt (0, 1), daar
a1
?z“,«it Y

Zal een kegelsnede ax? +2hx byt + 292 4-2fy+c=0
in het punt (0, 1) een contact hebben van de 4% orde, dan
moeten we voldoen aan de voorwaarden:

ax®+-2hxy -+ 0y - )Jr—}-‘);‘y et—0

ax-+-hy-t+gt+(he+by 1—/“)d‘r =—=10) I

z}d 4 (d“’] L (hxt+by H)Lgd

“Y dJ
P gﬁ—(fuj by +7) h’—"

() a1

1-3
Sh(" ?{' %bd”/ ¢

At dw X
oy a?y dy d*y d,* bk ’g
hlr/(ltﬁ.’(f?'—{_jl [(E’L] _‘__Lb,rlrb g;/ _L(h'"l_bf}’ e /) —U. -

We vinden daaruit de volgende waarden voor de coéfli-

clenten:
a=0;h=0;9=0; f=—0b; c=0,
zoodat de vergelijking der kegelsnede wordt:
¥ —2y+1=00f (y —1)=

ze hestaat dus blijkbaar uit twee samenvallende rechte lijnen
en heeft in het beschouwde punt 8 punten met de kromme
f(z,y) =0 gemeen.

Wilden we nu een tweede kegelsnede leggen door 3 van
de contactpunten, dan gaat die stellig ook door een 4% want
ze words voorgesteld door (2 g ¢)(y —1)=0,
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3

we kunnen dus geen rationeele functie vinden, die alleen in
het punt (0, 1) oneindig is tot de 5% orde. De onthrekende
orden voor dat punt zijn dus:

= ]._, fr— 2, FE—0!

Ben rationeele functie te construeeren in het punt (0, 1)
oneindig tot de zesde orde.

De kegelsnede (i -— 1)* = 0 heeft in het beschouwde punt
cen contact van de zevende orde mef de kromme; een
tweede kegelsnede, die in het punt (0, 1) een contact heeft
van de eerste orde, heeft tot vergelijking:

ax® + Rge by —1)(y—1),
wanneer we n 1. voor de algemeene vergelijking der kegel-
snede aannemen :
ax? +-2hxy +by +2g9gx+2fy+1=0

zoodat de rationeele functie alleen in het punt (0, 1) oneindig
tot de 6% orde kan worden voorgesteld door:

3L a X +,(2‘,f{‘”: oy =0 (Yi=1) '

w—2uy+ 1 ;

waarin A, a, ¢, b arbitraire constanten zijn. Volgens
¢ —q=p—(r-+ 1) moet het aantal willekeurige constanten
juist 4 bedragen, daar ¢ =6, p =38, z 4+ 1 =0, er gaat
immers geen rechte, d. i. geen toegevoegde van de (m — 3)%
orde door de 6 punten.

Als speciale vorm van een rationeele functie in het
beschouwde punt oneindig tot de 6% orde mogen we nemen:
2
(y — 1

Een rationeele functie te bepalen in het punt (0, 1) oneindig
tot de zevende orde. ‘

De noemer blijft (y — 1)*, terwijl we den teller verkrijgen
door een kegelsnede op te zoeken, die een contact van de
nulde orde heeft in het punt (0, 1}; die wordt voorgesteld door:

a2 +2hxy+2gx+4 Gy —1) @ —1H=0



zoodat de rationeele functie wordt:
L P4+ 2hxy 29zt by —1)—1)
‘ (y — 1y ’
Wwaarin 5 arbitraire constanten zooals behoort; een speclale
; sl 1 Z 1
vorm der functie is .~
(y — 1p
Ben rationeele functie oneindig in het punt (0, 1) tot de
achtste orde vinden we in de gedaante:

] (r((:f—}—2iz.:'¢:3/—|—63/5’+2gm—{~2/';¢;+1
A R (e :

of meer speciaal —L——
(=103

Yoor rationecle functién tot hooger orden oneindig moeten
we contact hebben van hooger orde en zullen dus krommen
van de derde en hooger orde moeten gebruiken,

De gevolgde wijze van afleiding, tenminste voor de rationeele
functies van hooger orde dan de 5%, dient alleen ter ophel-
dering; we kunnen er n. 1. heel gemakkelijk een van de
zesde orde verkrijgen door die van de 3% orde in het
kwadraat te brengen, zoo geeft het product van die van de
derde- met die van de vierde orde een rationeele functie
oneindig tot de zevende orde, enz.

De rationeele functies in het punt @ =0, y =1 oneindig,
worden dus:

7 yo x DY RN i
T e e G i P (y — 1) (y — 1)
23 @ Y

§ 7.
Bestaat er een rationeele functie, die in één punt ¢ van

het oppervlak oneindig wordt tot de p' orde, en verder
overal eindig is, dan zal er in het algemeen geen rationeele
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functie bestaan, die in dat zelfde punt oneindig wordt tof,
de (p + 1)* orde; immers zou dan tegelijkertijd wvoldaan
moeten zijn aan:

1’11 £, {([) + Ay D £ ((!-) + ... - .A;, ,D‘"_l.(-?i (ﬁ) — (== 1, 2, .o
er
BID (@) + B D2 (@) 4 ... + B, Dr (@) —0 i=1,2, .. p.

Volgens pag. 17 was die eerste voorwaarde gelijkwaardig
met 4, =0 voor @ = «a; de tweede komt overcen met
(%:]:z 0. Evenals voor 4, kunnen we voor (; /:
toonen, dat ze slechts in een beperkt aantal punten Zan
verdwijnen; in 't aleemeen vallen de punten, waar 4 =0 en

daln-

waar da = 0 niet samen; zijn echter beide gelijktijdig nul
dx i

In ¢één punt van het oppervlak, dan volgt daaruit één
betrekking tusschen de moduli van het opperviak, wier
aantal dan 3 p — 4 bedraagt in plaats van 3 p — 3,

Bezit een kromme van den 4de graad en het 3% geslacht
een osculatiepunt, (Zie § 6), d. i. een punt, waar een rechte
een contact heeft van de derde orde met de kromme, dan
kunnen we construeceren een rationeele functie, die in dat
punt oneindig wordt tot de 8¢ en een in datzelfde punt
oneindig tot de 4% orde, Omgekeerd kunnen we uit die
twee functies, zooals we later zien zallen, de vergelijking
van het oppervlak afleiden in den vorm:

Y+yx @+ a)+ 2+ ag 2P - ay a2 +asx + ay =0
die slechts 3 p — 4 arbitraire constanten bevat,

len rationeele functie, die in één enkel punt oneindig
wordt tot lager orde dan de p® zal in 't algemeen niet voor-
komen. Daarvoor zou moeten voldaan Zijn aan:

A1 (@) + 43D 9 (@) + ... + A, D=1 9, (@) = 0

t=1,2,...p terwijl »>p
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of aan een zeker aantal minoren afgeleid unit de matrix:
Q (a)...D7" R (a)

2, (@) ...D,;7 R, (0)

Kvenals voor ., kunnen we voor elk dier minoren aan-
toonen, dat ze slechts een beperft aantal nullen bezitten,
die nullen zullen in 't algemeen nict samenvallen. Doen ze
dat wel, dan bestaan er ook één, of meer, betrekkingen
tusschen de (83 p — 3) moduli van het oppervlak.

§ 8.

In § 3 hebben we aangetoond, dat de index van het
Jaatste punt, waarvoor geen correspondeerende rationeele
functie bestaat, niet grooter kan zijn dan 2 p — 1. In deze
paragraaf zullen we bewijzen dat de hoogste orde , waarvoor
geen rationeele functie bestaat, die slechts in cén punt a
oneindig wordt tot die orde en verder overal eindig is, lager
is dan Z p.

Laat %, ki, ..., k%, voorstellen de ontbrekende orden,
zoodanig gerangschikt, dab & { ke (... (K

Vormen we nu den determinant:

(RN () R o s, 1 525 (0)
M, D=1 0 (@), ..., D71 R, () \
Fo= |

Ay, D=1 0, (a), ..., D=1 2, (a)
waarin 4, . ... A, constanten voorstellen, en ontwikkelen die
volgens de elementen van de eerste kolom:

F\7.r == 11 1 (:(-:) _‘|I_ J..-g 1) (.'C) Al oy -Jﬁ }'P ‘I‘,J (;'U},
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De grootheden, die we hebben voorgesteld door:
g1 (@), . . oy gp ()

ziin afgeleiden van integralen 1%%¢ s00rt; g (x) wordt in een
punt © =« nul tot de orde (% — 1), g2 () tot de orde
(hy — 1), eindelijk ¢, () tot de orde (&, — 1).

Want beschouwen we den minor g, ():
@k A a o ncn o ac T S G sy 52, (D)
Da—16) (@), D=1 (ay, -0 Ly ABEEERLE (G
g, (@)= | D& —1—1 & (a), Dtr-1-1 Q5 (@), . -4 el .Q,(ze)
D¥e+1—1 Q) (a), D +1—1 Lo.(@), . . ., D*r +1*1 Q, (@)

LlJ‘p—l o) u) D“p—‘ Qo (@) 5o v nonsy D=1 2,(a)

Differentieeren we ¢, (x) naar @, dan verandert alleen de
eerste 1ij van den determinant; in het punt x = a worden
alle afgeleiden van lager orde, dan de (&, —1)* nul, maar
de afgeleide van de orde %,_, wordt daar niet nul, Immers:

1°. Een afgeleide naar x van lager orde, dan de (k. _1)""
en wel van een der orden (5, — 1), (ks —1), ..., (k,—1—1),
geeft een determinant, die voor @ = @ 2 gelijke rijen ver-
toont en dus nul is. |

i)(]

Fen afgeleide van een orde lager dan de (h, — 1),
maar niet van de orde (&, — 1), (ks — L), ..., (ki —1— 1), wordt
nul, omdat zoo'n /)@-1 2; (@) een lineaire functie is van
Dh=1Q(@)... D—1 'Q;(a). Immers zal een rationeele
functie in een punt @ oneindig worden tot de p' orde, dan
moet voldaan zijn aan:
A2 (@) + 4D (@) + ... 4 4, D=1 2 (@) =0
o Wy B w1k

Voor p =1Fk, ..., &, kan niet aan die voorwa: wden worden
voldaan, wel voor andere waarden van p. Daaruit volgt
echter, dat D*—1 &; (¢) een lineaire functie is van:
DR G s DS Qs (G)
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zoodra , niet gelijk is aan cen der getallen %y, ..., k5 we
kunnen dan de afgeleide van de (uw — 1)%¢ orde helluden
tot een determinant, wier bovenste rij slechts elementen
nul bevat.

50 De afgeleide van de (k, — 1) orde kan nict nul
worden in het punt @ = a, omdat ze, afgezien van het
tecken, gelijk is aan den minor van het element (1, 1) in den
determinant /., en die minor kan niet nul worden de
heteekenis van de getallen &, . . ., &, in aanmerking genomen.

Of afeeleiden van hooger mdc, in het punt @ = a nul
worden is nu onverschillig; we hebben hiermee aangetoond ,
dat ¢, (w) in @=a een nul heeft van de orde %k, — 1;
daaruit volgt onmiddellijk, dat g1 () niet nul wordt Wl 14,
immers £ = 1.

Verder wordt ¢, (x) nul tot de orde k,— 1; daar g, (@)
de afeeleide is van een integraal 1 soort, kan ze nul
worden tot hoogstens de (2 p — 2)% orde, waaruit volgt:

Fop — =]
9 p— 1 dus stellig &, << 2 p.
Voorbeeld :
yr— 5y —at -+ 4=0,

In het osculatiepunt (x =0, ¥y = 1) konden we niet bepalen
een rationeele functie van de 1ste, 2% of 5% orde, de ontbre-
k("llL](—' orden zijn voor dat punt fq — 1, ks — 2, i.,;; — b dus
k, { 2 p.

Bestond er een buigpunt van de kromme, dat niet tegelijk
osculatiepunt was, dan zouden evenais in het vorige geval
de rationeele functies van de 1#¢ en 2% orde onthreken,
hovendien zou er geen rationeele functie van de 4de orde
bestaan., Immers, daar het punt geen osculatiepunt is, kan
een rochte geen contact geven van de 8% orde; construeeren
we een kegelsnede, die in dat punt een contact heeft van
de 3% orde, dan snijdt die kegelsnede de kromie in nog 4
andere punten, waarvan echter twee in het buigpunt moeten
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vallen immers elke kegelsnede, die in het buigpunt 4 punten
met de oorspronkelijke kromme gemeen heeft zal er nood-
zakelijk 6 in dac zelfde punt met de kromme gemeen hebben;
cen tweede kegelsnede, gaande door die 4 snijpunten zal
geheel met de eerste samenvallen, dus is voor het buigpunt:
Ll g e S Ko oA

In een punt, dat noch osculatiepunt, noch buigpunt is,
ontbreken de rationeele functies van de 1+, 2% en 3% orde;
want wilden we b. v. construceren een rationeele functie in
dat punt oneindig tot de 3% orde, dan zouden we gebruik
moeten maken van een kegelsnede, die in dat punt een
contact had van de 2% orde met de kromme; die kegelsnede
heeft nog 5 snijpunten met de Kkromime, maar leggen we
cen tweede kegelsnede door die 5 punten, dan valt ze
noodzakelijk met de ecerste samen, derhalve onthreekt de
rationeele functie in dat punt oneindig tot de 3% orde.

Nu is voor dit geval k=1, k=2, k=3 .dus ook
Ky G2,

8§ 9.

Indien % > 2, d. w. z. als we niet tc maken hebben met

een hyperelliptische vergelijking, dan is:
R e B O R ) Vil

Hoe groot die som is voor de hyperelliptische vergelijking
kunnen we gemakkelijk berekenen, de hyperelliptische ver-
selijking is gekarakteriscerd door het bestaan eener rationeele
functie in één enkel punt oneindig tot de 2% ovde '), dus
hestaan ook alle orden, die veelvouden zijn van 2; dan is:

Bpt .. b l=14+34+...+2p—1=p.
Nemen we aan, dat de laagste orde, waartoe eel ratio-

1) Zie Barur, pag. 30.
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neele functie in ¢één enkel punt oneindig wordt de mée is;
dan kan er niet bestaan een rationeele functie van de orde
k, — m, want daaruit zou de bestaanbaarheid volgen eener
rationeele functie van de orde %,; evenmin kan een der
cetallen- &y, ky. ..., &, een veelvoud van m zijn.

Zij nu s; een van de onbestaanbare orden en wel de
hoogste, die congruent is met ¢ voor modulus m. Dan is
;=4 m 4+ ¢ en de getallen »;—m, 1, —2m,...,m-41,1,
die alle kleiner zijn dan r;, moeten voorkomen onder de
grootheden %y, ..., %, Geven we nu aan ¢ alle waarden
van 1 tot m — 1, dan zal het tafelgje:

19 14 m, 142m,...,71
25 2+ m, 24+2m,...,"

m—1, (m—1+m, (m—1)4+2m,..., 7,

alle getallen %y, ..., &, en geen andere bevatten; immers is
r; = Am 4 ¢, dan kan er geen orde A" m + i bestaan ,
waarin 4’ ¢ 4, omdat uit het bestaan dier laatste orde, in
verband met de m' orde, de bestaanbaarheid zou volgen
der orde L m 4 ¢

De onderstelling, dat twee getallen in het tafeltje hetzelfde
zouden zijn, leidt tot een ongerijmdheid; was b, v.:

am - 1 —=bnm -+ 8

dan zou (b —a)m = 2 zijn en daar 2 het verschil is van
2 getallen, die elk kleiner zijn dan m, kan dat nooit een
veelvoud van i zijn.

Het aantal in het tafeltje voorkomende orden is:

- 7.1 == 1 F P 2 ' ] e (‘]”‘ T 1)
B (1 Ar ] T [1 AT ] s (1 2 m }
of
mp=(ry —14m)+ (re—2+ )+ ...+ (Tuz1—-(m—1)+m),

m (m — 1
5! ’—I- 4 —I_"'—I'“ Tm—1— MNP — 77?'_;)‘ )
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Voor de som der onbestaanbare orden kunnen we schrijven

oo (m 40 4 ;]

;5:,1: 23 ;
p=1 1
m—1 1 ) m—l
= 3 7 1 )(m ._1_1) S S (14 m—1) (r; 7).
="l fe=1
: 1 m;l 9 1 u—'l + 1 uz—-l 1 M\_lz-‘!
— = — 3 7 A ey
ST PR T R e 2 i 2m ;=1
Nu is:
it — 1 “ 11 ____1 u.'—] : 1 y . .
= 2l ) 2 P=—=(m—1)m@m—1).
i=1 2 i=1 g

waardoor het bovenstaande overgaat In
1 m— 1 B i — 1 r 1
S — N —.;)—1] ¥ 'i[2)—14—71LJ
ST T i ) _I_-m l ‘
1
+ - m (m—1) —< (m — 1) (2m — 1),
Substitueeren we nog in den tweeden term de voor

m—1

S 7 gevonden waarde:

ti—=il

1 R L [ = : L P g
=5 7| mi= (20 — 1)) fm 4 — (i — L2 |

S, 2
A D e

1 :
- {5 (m — 1) (mn + 1)
of
TR =L = 165 .
DA N || O e i | S M Ly (m —2).
2m =gl
, dan wordt:

Bereikt »; de maximumwaarde 2 p — 1
2p—1—7r;=20
lijft 4 beneden het maximum, dan is 2 p —1—7;>0, dus
m—1 4
de term ;— 3 7; [3 p—1— -;'5] positief,

QT =
dan is — (m — 1) (m — 2) ook een positieve

[s nu m > 2,

grootheid en dus S, { p*
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Sluiten we het geval, dat p = 0, uit, dan kan m niet
geljk 1 zijn. Is m — 2, dan is noodzakelijk %, > 2, dus is
niet S; ¢ p°.  Immers uit het bestaan eener rationeele functie
oneindig tot de tweede orde in één enkel punt, volgt het
bestaan der functies van alle even orden, er blijft dus voor
de getallen £y, ..., %, niet anders over dan:

1, 3,5,...,2p—1, wier som = p~
Hetzelfde resultaat geeft ook de formule:

1 m—1 ]
D - S TO e 2 ]i— m— 1) (m—2
daar voor dit geval zoowel de tweede als de derde term
nul is.
Voorbeeld :

Y= (T --ua) (@ —b) (x — ¢) (x — d) (x

€).

Volgens de formule van Rimmaxy is het geslacht van deze
vergelijking 6. De kromme door de vergelijking voorgesteld
heeft dus geen dubbelpunten.

In een gewoon punt kunnen we construeeren rationeele
functies, die respectievelijk oneindig zijn tot de orden lisdatyttha oo
de ontbrekende orden zijn dan 1, 2, 3,4, 5, 6, wier som
inderdaad ¢ p2.

In de punten, waar J = 0 wordst (zie pag. 17) bestaan
in 't algemeen de orden 6, 8, 9,..., de som der ontbre-
kende orden is dan1 42 -3+ 4 4 5+ 7 — 22, ook ¢ p*.

Tenzij we bijzondere betrekkingen aannemen tusschen de
8 p — 3 moduli van het oppervlak, kunnen zich geen andere
gevallen voordoen. Maar ook dan nog blijft de som steeds

: 4 A . 2 ot i
< p¥; want is-b. v. T 0 tegelijk met 4 = 0, (zie pag. 25)

dan is de som der ontbrekende orden:

1 2484445+ 8 =23 nog ¢ p&



)
o

313
$ 10.

Er zijn minstens 2 p -4 2 wverschillende punten, waarvoor
rationeele functies bestaan in een van die punten oneindig
tot de p of lager orde en verder overal eindig.

In een nul van A, had ¢, (#) een nul van de (& — ] H)see
orde, ¢o (x) een nul van de (k — 1)* orde enz.; blijkbaar
zijn de orden van al die nullen verschillend. Daaruit leiden
we af, dat er geen homogene lineaire betrekking kan bestaan
van den vorm:

g1 () e (@) + .0 F e, (@) =0
waarin de grootheden u constanten voorstellen, Daar:

L) T 8 ()
eedefinicerd zijn als afgeleiden van p integralen 15t soort
s dus: .

[ /1“ () d T -+ ua ;_l[g wyde -+ ...+ Uy , Ip () duw
weer een Abelsche integraal 1:¢ soort en wel een algemeene.
We kunnen dus @ (x),..., %, (x) uitdrokken als lineaire
functies van gq (), .. ., g, (€) b. v.:

Qi () =iy qu (@) + Caga () + .00 4 ¢y g, ()
T LR O/}
Door substitutie van deze waarden in den bekenden deter-
minant 4, gaat deze over in:

1 (,45:), o (() AT N S | (l) i
0 ]').r i1 (.'l:) 3 }).,.. i3 (I) A S e G T s o ]), Py (.{71.] i e ("/{ t:_.

| D21 gy (@), D2 ga (@), .. . D2 g, ()|
waarin ¢ voorstelt de determinant van de codfficienten e.
De determinant 4, heeft in elke nul van 4, een nul van
de orde:
1 1
(i"[— 1J + [Zk‘-;j Ty :.'n ’]l a'si/n ~—1—- (/f!,, P) == l"l‘l + ]r:;] + e '*-' ]l“‘n = p [f} "l" l).

3
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De C is een constante, dus volgt hieruit, dat 4, in elk
van zijn nullen verdwijnt tot de orde:

Bk ey — g 0.0 1)

of indien %y } 2 tot een orde Kleiner dan ; »(p—1), dan
is immers & -+ A+ ...+ &, (7

Laat er » verschillende punten zijn, waarin 4, nul wordt
en noemen we de orden respectievelijk:

e e o s
dan weten we:
M+ e+ .. M= (p— 1) p(p 4 1)
Ook 15 nu:

1 .
M+ Mach= - i Mo =1 .50 (P — 1)

dus: ry2p 4+ 2.
Bestaat er een functie oneindig tot de 2% orde in één
enkel punt, is dus K> 2, dan is Ay ks ... + &, = p?,

[y

derhalve heeft 4, nullen van de orde —-p (p — 1) en uit

S

L

het bovenstaande volgt, dat dan het aantal » juist 2 p + 2 is.

Sl

We kunnen nu voor verschillende waarden van p vinden
de orden 4, tot welke 4, verdwijnt, uit de vergelijking:

1 :
?-:A'1+ﬂ’2+...—I—f.Tf,-——zg—jJ(}l—l—]),

Daarna wit:
T e S e
de waarde van », d.i. het aantal verschillende punten, waar-
voor een rationeele functie bestaat oneindig tot lager orde,
dan de (p 4 1)y*. We vinden dan het voleende tafeltje:



Geometrische

O onbep.

B A e o 2p+2.[(p—1pip41
1 | 11 gy - ‘;| | P+2.( )P (p+1) beteekenis.
i, & 1 & ! 6 raakpunten van
s _ [raakliinen uit een
| ' 5] 8] dubbel punt.
1, 2 0 Oll])C}J.‘ gewone punten,
— — ‘ ,‘ s L : i ~
hans IRl i
ik, i, 0 : 2 12 ‘ buigpunten.
3 . [EES 24
1, 2, 4 1 24 ( osculatiepunten.
1, 2, 8 () ‘m]i_nﬁp_} gewone pnntmi.
T = — = = |_ -
1,857 | 6| 10 | |
1247 A5 |
1502w 6 21 30 1
411, 2, 8, 7 3 20 | 10 60
11, 298 21 80 | |
1,028, 5 L 60 |
iy i Gl el I 0 |onbep. |
1,3,57,9/10 12 | |
1,2, 4,58 5| 24 :
1: 2 '{'5 37 7 + 50 ‘ !
L ik G (il T R sl
Dk 2 RE G R DY |
3t ik Bl Gy Gl GG B 120 |
‘1, 2,3, 4,9 4| 80
[88 R84 ve g g |
[l B e S, | 650
I
11, 2,8 4, 6| 1 120
11, 2, 8, 4, 5
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Voor de kromme van geslacht 4 b. v, lezen we uit dit
lijstje het volgende:

Bestaat er een rationcele functie, die in één enkel punt
van de kromme oneindiz wordt tot de tweede orde, en
verder overal eindig is, dan zijn er niet meer dan 10 ver-
schillende punten, waar functies voorkomen, die oneindig
worden tot lager orde dan de (p 4 1)* en die zijn van de
orden 2 en 4. -Op die kromme zullen bovendien voorkomen
sewone punten, wier aantal », zooals we zien, onbepaald
blijft.

Zijn de ontbrekende orden 1, 2, 4, 5, dan zijn er 30
verschillende punten, waarvoor rationeele functies oneindig
tot lager orde dan de (p - 1)™ bestaan; maar er zijn er
ook 30, als de ontbrekende orden in één punt zijn 1, 2, 80!
die twee gevallen kunnen zich dus op éénzelfde kromme
voordoen; bovendien kunnen er op die kromme gewone
punten liggen, waarvoor de ontbrekende orden zijn 1, 2, 3, 4.

De nu volgende tafel geeft de verschillende mogelijkheden
voor p =2, 3, 4, 5, 6, 7; de eerste kolom geeft. aan het
geslacht; de tweede de verschillende gevallen, indien de
laagst bestaande orde is de tweede; enz.
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Het is wel duidelijk, dat er eenig verband moet bestaan
tusschen het aantal mogelijke gevallen voor verschillende
waarden van p, het is mij dan ook gelukt een bepaalde
betrekking op te sporen.

[s de laagst bestaanbare orde de (p - 1), dan is voor
clke waarde van p het aantal mogelijkheden gelijk aan de
éénheid,

Is de laagst bestaanbare orde de pi*, dan is dat aantal
voor opklimmende waarden van p: 1, 2, 3, 4, e 0 2 b (eAle
cetallen vormen een rekenkundige reeks van de 15t orde.

Is de laagst bestaanbare orde de (p — 1), dan wordb
het aantal (Zie het lijstje op pag. 42):

L v e ANl el SR 2o B B

) ) 1
1,2, 8, 4.0 by b, 7,08, 05,
cen rekenkundige reeks van de 2% orde,
Is de laagste orde de (p — 2)", dan wordt de 1ij:
1. 2. 6, 10, 17, 28, 44, 66, 95, ...
Ol M T P TR
3, thy Bk Take faand
cen rekenkundige reeks van de 3% orde.
Is in 't algemeen de laagst bestaanbare orde de:

(p — n) (n < p),
dan vormen de getallen, die het aantal mogelijkheden aan-
seven voor opklimmende waarden van p, €en re kenkundige
reeks van de (n -4 1)™ orde.

Dat de eerste getallen van clke rij niet tot de rekenkundige
reeksen behooren is terstond in te zien, als men het ontstaan
dier getallen nagaat: de rekenkundige reeks van de 3% orde
br-rrint cerst met den 3% term en elke volgende reeks be-
oint 2 termen verder.
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De reeksen zijn zeer gemakkelijk uit elkaar af te leiden,
daar steeds de reeks van de ¢% orde de rij der eerste ver-
gehillen vormt van de reeks van de (g 4 1) orde.

In de volgende tafel geven de getallen in de 15t kolom
aan de waarden van p; die in de andere kolommen het
aantal mogelijke gevallen voor de daarboven aangegeven
laagst bestaanbare orde.
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i XN LAAGST BESTAA N’
p. |———————— - ——
b |4 b 6. 7 8.

D g

s TR

4 1 2 3 | 1 L
5 1 2 4 4 1 |
6 i 3 6 7 5 1 .
Zib it 7 10 i1 6 1
8 | 3 9 12 17 16 7
! | 4 11 17 27 98 22
10 1 | 13 22 37 44 44
1 1 4 15 | 926 49 64 72
12 1 5 18 32 64 5 | 116
13 179
U |
15 | |
16 |
17 |

‘ | i
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§ 18.

Een overzicht van het bewijs, dat Noruer geeft voor de
stelling van WeiersTrass moge hier volgen; een en ander
daarover is te vinden in Crelle, Bd. 92, pag. 303 en Bd. 97,
pag. 223.

Noraer spreekt de Liickensatz aldus uit:

Onder de rationeele functies gedefinieerd door de onher-
leidbare algebraische vergelijking /' (x, y) = 0 bestaat er geen,
die in één enkel, maar willekeurig gekozen punt van f (e, %) =0
oneindig wordt tot de orde w {p 4 1.

Zij q - 1 het aantal willekeurige constanten, dat optreedt
in een rationeele functie, die in p willekeurige punten van
[ (x,y) = 0 oneindig wordt tot de 1%¢ orde, dan kunnen
we die rationeele functie schrijven:

Fo Fy

122

~ 1 =
% % + o« g1+ T ® Yy 7 A 2 _'_f__l_ﬂf S
— &y o T =

waarin ¢, voorstelt een toegevoegde kromme van den graad
(m — 3) gaande door de w gegeven punten; ¢, . .. ¢, stellen
voor toegevoegden van denzelfden graad als ¢, gaande door
de overige 2 p — 2 — u snijpunten van ¢, met /(x, y)=0.

Nemen we nu aan, dat ¢, slechts in een enkel punt ¢ nul
wordt en daar tot de w' orde, terwijl x het Aleinste getal
is, (u {p 1) waarvoor dat in een willekeurig punt van
[ (x, y) = 0 mogelijk is,

In dat geval kan ¢ niet anders zijn dan 1. Immers was
g>1, waren er b. v. 3 constanten, dan zouden we een
toegevoegde van de (m — 3)% orde kunnen leggen door het
punt @ en we hielden dan nog 2 willekeurige constanten
over, derhalve zouden we een rationeele functie:

« ~‘p,,__-1|- “y 4,
Fo

verkrijgen, die alleen in het punt « oneindig werd, maar tot
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de (uw— 1y orde, terwijl we toch de p' als de laagst
mogelijke orde aannamen.

De onderstelling ¢ ¢ 1 zou leiden-tot K, = €, dat is niet
langer een rationeele functie.

Br blijft dus over ¢ = 1.

Volgens het bekende theorema van RieMaxy—RocH uitge-
drukt in de formule ¢ — ¢ — p — (r -+~ 1) is nu het aantal
lincair onafhankelijke functies ¢, dat nul wordt in het punt e
tot de «® orde juist p —p -+ 1 en zooals we weten (zie
pag. 12) komt dat aantal overeen met w — 1 lineair onaf-
hankelijke condities.

De condities, waarop de kromme ¢ in het punt a een
contact heeft van de (u — 1) orde met f (, y) = 0 schrijven
we als volgt:

1) ga=0; 2) g +(d gl = 0; 8) gu+2(dp)at-(@*g)e=0;...
s G (e — l) {(l @ )a 4. = (_(l-"’_l by — 0

waarbij wordt ondersteld, dat de differentiaal-quotiénten
ay diy :
G et

Echter stellen de eerste (u — 1) vergelijkingen reeds u — 1
onafhankelijke condities voor; want nemen we aan, dat die
vervuld zijn en onderstellen, dat ze minder dan x — 1 onaf-
hankelijke voorwaarden in zich sluiten, dan moeten er in
het punt @ meer dan p — « 4 1 lineair onafhankelijke
functies @ nul worden tot de (u-— 1) orde; volgens het
theorema van RipMaNN—RocH was dan ¢ > 1 en we zouden
een rationeele functie verkrijeen, die in het punt « oneindig
werd tot de (u— 1) orde in strijd met de onderstelling,
dat @ de laagst mogelijke orde is.

Derhalve stellen de eerste « — 1 vergelijkingen 00k ¢ — 1
onafhankelijke voorwaarden voor en is de u% daarvan een-
voudig het gevolg.

Nu was e een willekeurig punt van f (¢, y) =0, de
redeneering blijft dus gelden, indien we een oneindig dicht

afgeleid zijn uit f (x, y) = 0.
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bij @ gelegen punt op de kromme beschouwen. Daarvoor
ziin de u voorwaarden:

l) G "L' (({ IJ-)“ == “ ._2\) fa + 2 ((? q.-)”‘ —i— ((F ('P)',! — “ ST

Vo — gt te—T) (d g+ ...+ (dr—t q.{')” — ()
.u‘) q” -'i— H (”i q-)r! _1_ CEE ‘]1‘ ((?(L l]{-)‘,,_ — “

Ook hier vertegenwoordigen de eerste (u — 1) vergelijkingen
(u — 1) onafhankelijke condities, terwijl de laatste daaryan
het gevolg is. .

Z00 voorteaande komen we tot het volgende resultaat:

- @l =" \ e dy i ,
Zoodra ¢ = 0; - v Oi = P — 0 in een willekeurig
A @ =2 =
punt @, dan is ook:
=g d* det+1 g
- b — 0: 5 — () - _'J] — 0
d e A it

tot. de differentiaal-quotiénten van oneindige orde toe.

Maar dan valt ook de kromme van den (m — 3)% graad
samen met de kromme [/ (x, y) = 0 en is dus f (s ==l
geen onherleidbare vergelijking, zooals foch het geval moet
zijn.  Derhalve 1s 00k w« { p -+ 1 een onmogelijkheid voor een
willekeurig gekozen punt,

Hieruit volgt, dat wanneer we alle rationeele functies
opzocken behoorende bij de onherleidbare algebraische ver-
gelijking 7' (x, y) = 0, die in een willekeurig gekozen punt
(een eindig aantal punten uitgezonderd) oneindig worden tot
de p orde, de orden u = 1, 2, ... p ontbreken, alle orden
w > p kunnen bestaan. :

Immers voor u > p i8 z 4 1:-=0 en het aantal willekeurige
constanten dat = ¢ — p + 1 stellig = 1.

Noraer toont nu aan, dat er voor elk punt (d. w. z. ook
voor het eindige aantal punten, dat we nitgezonderd hebben)
eenzelfde aantal orden niet kan bestaan. Terwijl echter
WeiersTrRASS het geslacht p definieert, door hel aantal ont-
brekende orden, bewijst Noruer omgekeerd. dat er steeds



¢ orden ontbreken en dat het getal p7 gelijk is aan het op
cen der bekende manieren gedefiniecrde geslacht p.

Uitgaande van de stelling van Rmyayy—RocH gebruikt hij
daartoe scharen van puntengroepen op de kromme /(. ) =0,
daarbij onderscheidende bewegelijke en vaste, d. w. z. van
de parameters der schaar afhankelijke en onafhankelijke
punten.

Op dat bewijs zullen we hier niet verder ingaan, daar dan
cen uiteenzetting over die scharen van puntengroepen (zie
Math. Ann. VII: Crelle, Bd. 93, pag. 275) niet zou kunnen
ontbreken, dic ons te ver zou voeren.
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De vergelijking van het oppervlak af te leiden
uit de rationeele functies.

SRS

Zij gy een rationeele functie alleen oneindig tot de N9
orde in een willekeurig punt (%o, #) van het oppervlak
f(x,y)=0 en verder overal eindig. Noemen we « de
langst mogelijke orde, waartoe een rationeele functie in dat
punt oneindig kan worden, dan kunnen we alle werkelijk
bestaande rationeele functies oneindig in het punt (@, yo)
voorstellen door g, .+, waarin i { a. Het aantal onthrekende
orden was eindig, derhalve zal 7 alle waarden aannemen van
1=0 tot t=a — 1.

Laat w; o -+ ¢ de laagste orde voorstellen congruent met ¢
voor modulus «@; en beschouwen we de volgende rationeele
functies:

Jas Juya+1s Guya+2y -+« Yy o+ a—1
[s nu m a -+ i een van de bestaanbare orden, dan kan
volgens de onderstelling » niet kleiner zijn dan w; we kun-
nen dus een constante 4 bepalen, zoodanig dat:

Ju;a+i + Gua+j

L.

o -
!)}w.rz-f-i = A grr e

waarin w a + j < ma -+ i
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Behandelen we g..+; op dezelfde manier en gaan 7oo
voort, dan komt er ten slotte een vergelijking van den vorm:
Inasi=Ad+ Bguatr1+ Cluatat ... + K Gu, _1a+@—1
waarin de coéfficienten 4, B, ..., K geheele functies zijn
van (.

Voorbeeld:

[, y)=y"—by*—xt+ +£=0.

Op pag. 24 hebben we gevonden voor de rationeele functies

alleen oneindig in het punt x = 0, ¥ = 1 van het oppervlak:

i 7

o — s — ’/—_-*1 )

LayLtMz? Nyt+@Qx
ma-+1 — _— R Y e ey M R NG

L Y = X i = Y
4 M : Nne i
1'3!—1_'— I[ ]+ ;’!*1%

YN T
+I#Lym =l

+@;£T+P=Mwm+M£+Nm+um+R

waarin L, M. N. (LJ. P constanten Zi_j]].

Noemen we # een willekeurige bestaande orde, dan kunnen
we dus het volgende stel vergelijkingen neerschrijven:

it == A A e T o s K el (1)

Q

gi=As+ Baguatr+ .- + K, 0+ (@ —1)

a—1

= A LB g e K Gy 0 — 1
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Zijn die vergelijkingen lineair onafhankelijk, dan kunnen
we daaruit de (¢ — 1) onbekenden:
Juya+1s » o s py_10+@—1)

oplossen, d. w. z ze uitdrukken Wl srg Gk goky

B, v.:
| ge—"Av5 Ui o G Lithe Bl 1 b 946
i.(}:?“&&:?,r Oﬂq sl fel et 4 ey K-Q B‘l~ Cﬂe 7 f\rj

,qp.,nJ,—'l —

—i ] 5 i
g:‘ —‘Aﬂ,_ll, O,g—l-,----]{ﬂ#l | I))a—l’ Cﬂ,—]m"'!-[&ﬂ—-l
of in 't algemeen :
9 N §
Juiati=(Ggr— ) Ui+ (Gr— 4s) Qi2 + . . . +
(] — 1 W
.+- (g, — 1’1,( — ]) '-(1,)1',{:1 - 1)
De @'s zijn functies van g,, maar niet noodzakelijk geheele
functies.
Zijn daarentegen de ‘vergelijkingen niet lineair onafhan-
‘ kelijk, dan zullen er een of meer betrekkingen bestaan van
den vorm:
- et 2 - poa—1
Py (g, — 4) + P (g — da)+ ...+ 15 =5 (.‘}': — A, 1) =0,
waarin P; een geheele rationeele functie in g, voorstelt; of:
e a—9 :
1-7” = fj? Al P.rr—-ﬂ (o T + et })1 i, —-]—- P—10
indien:
[P+ Pdit+ ..+ P 4, a] =
Zij de orde van P, _, in g.idgeqy ds—o die van F, g €DZ.;
dan is de orde tot welke cen: term I gf. oneindig wordt in
het punt =, ¥, :
a iy 7 k.
Die van Pu g; is:
e ;_1_.' —I— I ]]J.
Nemen we aan, dat P qr een term is van dezelfde orde
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i . i -
als P gr, zooals er minstens één moeb voorkomen, dan is:
abp+rk—=aly+rk
il (}.‘(. _— ?..,;.n) = (k, == IZ;.)

P e I
a kK —k

Zoowel % als & is kleiner dan ¢, dus ook hun verschil,
dan is het duidelijk, dat + en @ een gemeenschappelijken
factor moeten bezitten.

Nu keeren we de zaak om en stellen, dat zoodra e en
relatief priem zijn, het stel vergelijkingen lineair onafthan-
kelijk is, hetgeen uit het voorgaande gemakkelijk is af te
leiden : in het vervolg kiezen we nu altijd z60, dat r relatief
priem is met «, dan kunnen we elke rationeele functie:

.(Jf;zlu-i-11 T 0 AL .f]g;,,_1!:~|—€_|'l—1:l
uitdrukken in g, en g,

Uit de hetrekking:
gmﬁ-}—i = {1 “I_ I{ .(h.zl u 41 + P + -A-’,(/y_ﬂ -14 + (a — 1)

volgt onmiddellijk, dat we ook elke rationeele functie, die
alleen oneindig wordt in het punt (z, #,) uit kunnen drukken
in g, en g, immers als het stel vergelijkingen op pag. 49
lineair onafhankelijk is, dan kunnen we daaruit:

.f',l'r“.!”',i,l. T .‘rflptﬂ_ln 4 {a — 1)
oplossen, Maar ook gy is een rationeele functie, dus:

L

fjr Ea 11 "*_ -B."‘l',u,u—'-l "IT ORI "‘ ]‘rgy_,,_!u{—u—-l

waaruit volgt:

Lot Ligi ...+ Luma g + La=0.

Ly, Ly, ..., L, 1 zijn geheele functies van g,, maar L
kan niet anders dan een constante zijn, omdat g, alleen
oneindig wordt, wanneer ¢, oneindig wordt. Met elke waarde
van ¢, correspondeeren » punten van het oorgpronkelijk
oppervlak, waarin g, die bepaalde waarde aanneemt: in het



algemeen dus ook » waarden van g,, omdat slechts voor
bijzondere gevallen de waarde van g, in 2 punten hetzelfde
is. Dus is de hpogste macht tot welke g, in de vergelijking
voorkomt de ri¢, g, wordt in het punt (z, »,) oneindig tot
de orde « > r, derhalve kan g, geen anderen coéflicient
hebben dan een constante.

De gevonden vergelijking is onfierleidbaar, er kan immers
geen hetrekking bestaan van den vorm:

Laﬂ; - L,f-—-l."f:l-._—'l —l— L,;-_g g'f:_g + e —I— LU — 0,

waarin £ { .

Ze stelt dus voor een Riemannsch oppervlak, waarvoor
¢, en g, de onafhankelijk en de afhankelijk veranderlijke zijn.

Elke rationeele functie, die oneindig wordt in een ander
punt van het oppervilak b. v. in (z, i) tot de orde r .,
kunnen we door vermenigvuldiging mel een of meer factoren
van de soort (g, — £;)» omzetten in een rationeele functie,
die alleen oneindig wordt in het punt (&, #,) van het opper-
vlak, wanneer n.l. ¢, — £, in het punt @, y, een nul bezit
van de 1st¢ orde. '

- S e e (R . I Hes g

Willen we b, v, de rationeele functie , die in het
Yy — 1

punt x =0, y = 1 van het Riemannsche oppervlak voor-

gesteld door y*— 5 y* — &' |- 4 = 0 oneindig wordt tot de
3% orde omzetten in een rationeele functie, van de soort
! . g A g

Db , die in het punt # — 0, y = 2 van datzelfde opper-
Y2 :

vlak oneindig wordt tot de 4% orde, dan moeten we stellen:

- [

ILI 1 |-—--')-f— h)")--" = e 1
yi—aly

yi="0

en dus vermenigvuldigen:

@ i el
y — 1 {U =73 ¥ l] .

Lo

Dus kan elke rationeele functie worden omgezet in een
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rationeele functic, die alleen oneindig wordt in het punt
(@ o) van het oppervlak en kan dus worden uitgedrukt als
functie van g, en g, Derhalve stelt:
Lgt4+Ligi 4+ ...+ L=0

voor een RimMaxyscH oppervilak, waarin het oorspronkelijk
birationeel kan worden omgezet. Kunnen we de transfor-
matie vinden. waardoor de vergelijking in g, en g, overgaat
in een vergelijking in x en . dan hebben we dus uit 2
bestaande rationeele functies g, en g, (a relatief priem met »)
de vergelijking van het oppervlak afgeleid.

Het getransformeerde oppervlak bezit een vertakkingspunt
in het oneindige, waardoor alle bladen van het Riemannsche
opperviak heengaan.

Immers:

Lot Ligis .+ L,=0,
waarin 1, ... L, geheele functies voorstellen van g,, maar
L een constante is, dus:
a . a—1 5 -
Lgr4 (@ ng™ + oo (@a o1 0+ (Gas 1)

: 1 1 o :
Stel g, = 7};"?‘ Yo = 77 dan gaat de vergelijking over in:

; @ i Y —1
L e IRl - S
e G Ny b Y,

BRI

Voor @’ = 0 of g, — o vinden we y“=0,d. w. z. ' =0
of wel g, = oo er zijn dus « gelike waarden g, = o, of
door het vertakkingspunt in het oneindige gaan alle a bladen
ran het Riemannsche opperviak,

De functies:

(1: Fyyat+1s Gu,a+2, . -~gg-t,,-_1r' .{4;_1)

vormen een fundamentaal systeem geheele functies t. o. v.
de vergelijking:

ThpE Sel AL — (1)
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Alle rationeele functies op het opperviak kunnen in dat
stel functies worden uitgedrukt en wel zoodanig, dat aan de
dimensievoorwaarde is voldaan.

Die laatste uitdrukking eischt echter senige verklaring.

De dimensie eener geheele functie (onder een geheele functie
te verstaan een rationcele functie, wier polen alle lizgen in
de punten « — o van het oppervlak) wordt gebruikt door
Hewsen (zie Crelle 105, 109, 111; Acta Math. 18). Zij b.v. I
zoo’n geheele functie en Lmt er k vertakkingspunten zijn
VOOr @ = co, waar het aantal samenkomende bladen van het
Riemannsche opperviak respectievelijk bedraagt:

Wi=t=a [ SR 0s Ll S S S e (O §

De functie # moge in die % punten oneindig worden tot de

- i I e :
orden ry, 7, ..., 1, en [ :l moge  voorstellen het

w; + 1
. o' Ty
kleinste geheele positieve getal grooter dan e 3 noemen

SIS
we ¢ 4 1 het grootste van de zoo verkregen ¢ gelieele getallen,
dan is blijkbaar ¢ + 1 het kleinste positieve geheele getal

zoodanig, dat R © fo eindig is in alle punten =z — 00}

HExsen noemt nu ¢ -+ 1 de dimensie van de geheele functie 7.
Z00 noemt men + 1 de dimensie eener rationeele functie g,

die in de punten z = x, oneindig wordt tot verschillende

orden, indien ¢+ 1 het kleinste geheele positieve getal is,

/oodmlu, dat (x — x,)"+1! ¢ eindig is in alle punten @ = x,
Voorbeeld :

De rationeele funtie — behoorende bij het oppervlak:

i —
Yr—>5Hy—at+4=0

J
wordt in het punt @ = 0, y = 1, oneindig als — (zie pag. 21)

haar dimensie is dus 3; een rationeele fl]l](:tl(:, die in het
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heeft evencens Lot

punt « = 0 oneindig wordt als

| et
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dimensie 3.
Is nu b. v.:

g..'.! a1 == {yrc-j 1))\] —JF {yu;\ 1)?\.: g;..;‘u 41 | e ‘i— (" s ])A” .(jg.z“#‘] @+ (1 — 1)s

Zij 6 -1 de dimensie van g, . + 3 01+ 1 die van g, o 1,02+ 1
VAL Gy o+ 2 ONZ., €0 Ay, Az, ..o e die vaD (Ga L)a, 5 ote o (Gar L)a 3
dan is de voorwaarde, dat geen der grootheden:

;Ll',' 2,;3 ﬁ— O18=1= ,],...: }«¢!+I'T,,_l+l

grooter mag zijn, dan s - 1, de zoogenaamde dimensievoor-
waarde.

Harkness and Morney , Theory of Functions, p. 262 geven de
bepaling van een fundamentaal systeem volgens Kronecker; de
conditie, dat de som der dimensies zoo Klein mogelijk zal
zijn, wordt niet ingevoerd, zoodat de functies in dien vorm
niet dienen kunnen om het geslacht der vergelijking te
bepalen, :

De fundamentale functies bezitten verschillende belangrijke
cigenschappen, die ik in een volgend hoofdstuk wil behan-
delen, in verband met de methode om ecen fundamentaal
systeem te vinden.

Hier willen we nu nagaan, wab de kanonische vergelijking
van het oppervlak wordt, afgeleid uit de fundamentale func-
ties. Volgens Scuorrky (Conforme Abbildung mehrfach zu-
sammenhingender ebener Flichen, Crelle, Bd. 83) zijn die
kanonische vormen door WEIERSTRASS aangegeven, terwijl
WriersTrAss schrijft, dat ze door Mevrouw KOVALEVSKY VOOY
hem zijn berekend.

Bij WriersTRASS kan ik ze echter niet vinden; én SCHOTTKY
eeeft er maar enkele.
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§ 2.

Hier volgen nu die kanonische vormen voor D=2 g e
eenige vormen voor p = 4 en de algemeene vormen voor
het geval, dat de laagst bestaanbare orde de i is voor
=4, bl 4. 5.

Voor p =1 hebben we slechts na te gaan het geval
fa=1; voor p = 2 het geval %y = 1, %k — 3, want k; = 1l
iy = 2 geeft eenvoudiz gewone punten van heu UlJlJ(—“:lV](.L]\,
die de vergelijking niet determineeren; zoo moeten we voor
p = 3 alleen onderzoeken de gevallen:

=1, ks = 2, ks =10}
e by Uiy =

bi—=1, ks =38, k3 =5,
en kunnen het geval & = 1, ks = 2, A = 3 buiten beschou-
wing laten,
P = 1 4 ifl =4 :
.(/n T .(]:'-'; g.“-l g\l i— f/i = :'}:5-
Er zal bestaan een betrekking van den vorm:

J.;n+1—(’7~-1)/- (r!’" 1) 5

en in het bijzonder:

9 = (g2, Vs 95 (g2, 1)
de kanonische vorm van WEIERSTRASS,
Stellen we:

1 S,
Y=g — 5 (923 1),
dan gaat de laatste vergelijking over in:

20 (g2 D1+ @ D=0, Do (17— 505 1) g

DO} =

of

L Bgs + Ggy sp A0
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Voeren we nu nog in & = a¢s + 0, dan kunnen we deze
constanten « en b zo06 kiezen, dat de vergelijking den vorm
aanneemt:

Y =40 — % —Gs

waarin g, en g de uit de theorie der elliptische functién
hekende constanten voorstellen, niet te verwarren met de
rationeele functies g. en g;. Door @ met een constante factor
te vermenigvuldigen kan men bereiken, dat één van de twee
constanten een vooraf bepaalde waarde verkrijgt, zoodat de
vergelijking slechts 1, d.i. 2 p — 1 parameters bevat, het-
geen het juiste aantal is zoodra er een rationeele functie van
de 2¢¢ orde bestaat 1)

g 9.

=S V= = 3
Het hyperelliptische oppervlak is gekarakteriseerd door het
hestaan eener rationeele functie in een enkel punt van het
opperviak oneindig tot de 2% orde, derhalve zullen we ook
in dit geval een hyperelliptisch oppervlak vinden, bepaald
door (2p — 1) parameters.
Je = Y925 Ju,a+1 = 95 = Yr,
f/g — (ﬂe- 1) 4 g5 (72, 1)
Stel :
Y=9s— L} (f2 1)2,
dan gaat de vergelijking over in:
0 = R (g2).
waarin R (g;) voorstelt een geheele functie van g, van den
vijfden graad. Stellen we nog:

ZT= Mg+ 0

1) Bakger, Abelian Functions pag. 58.
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en beschikken naar willekeur over de constanten « en 0,

dan kan de vergelijking van het oppervlak worden:

P=a+ax®+ b4 cx + d.

Vermenigvuldigen we @ met een factor, dan kan éen der

constanten een vooraf bepaalde waarde verkrijgen, zoodab

het. oppervlak afhangt van 3 = 2p — 1 constanten, zooals

behoort.

§ 4.

e I o = R == R =10
o= 053 Gurat1 =04 = 00} Guatr =gs =i
Voor een willekeurige rationeele functie mogen we schrijven:
Gna+i— .':f?; (.f]f‘»-: I)A e i (.Uiia ]-)# = (‘g:‘s ])a
Derhalve bestaat ook de betrekking:
gi= i (gsy Dn + 0a (g3, Do + (. D

Deze . vergelijking, die 10 constanten bevat stelt een

Riemannsch oppervliak wvoor; stellen we y = ¢4 — g (03, D1,

dan gaat ze over in:

bo

T s 1
417 (g Dh 4 50 (g3 i+ g (05 Di= | Sy (g it

-.u

1
_{_ ] qﬂ'} 1)1 ’fj;, 1)1 %U _!__ - (J.ij 1)1 ‘ (rjh 1) + J‘]; )
of ;
r 9 A i, 3 a2
S Lly(dgs+Bygs+ C) -+ ]).ff:i + Egs+ Fos+ Ggs+ H=0,
Vervangen we nu gy door ax 4 b, dan kunnen we over
dé constanten « en b zoddanig beschikken, dat de verge-
lijking den volgenden vorm aanneemt:
Pt yez )+t 3% e+ 9 =0,
Vermenigvuldigen we « met een factor, dan kunnen we
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qan één der coéflicienten een vooral bepaalde waarde geven
en de vergelijking wordt ten slotte:

oy (@) + at @ oy %= 0,

cen vorm, die 5 = 3 p — 3-— 1 parameters bevat. In het
algemeen is het aantal parameters 3 p — 8, maar uit het
bestaan cener rationeele functie oneindig tot de 3% orde, en
cen oneindig tot de 4% orde in eenzelfde punt volgt éen

bepaalde betrekking tusschen de 3 p — 3 vertakkingspunten,
wier plaats het oppervlak bepaalt; het aantal parameters der
vergelijking wordt dus 1 minder dan 3 p — 5.
. [}
Vervangen we in dezen laatsten vorm y door T Y i en

a door 7 -f—T (zie pag. 24) dan kunnen we door behoorlijke
keus der constanten de vergelijking omzetten in:
yr— byt —uwt - 4=0
p:;:';. /n'-]r:l;fi'g:B;ff;;z-}, '
0o = 035 GJuyat+1 = Y1+ Jpyat+2 =I5 = Y
Er bestaan betrekkingen van den vorm:
Inati— (:.f/:.%; D) 4 Gy a+2 (s, ]-)# 4 Ju,a+2 (s, 1.)-,
voor alle waarden van m a - @, die bestaanbaar zijn; stellen”
we de geheele polynomia in gs voor door Grieksche letters,
terwijl de indices aangeven de orden dier geheele functies,
dan kunnen we de volgende vergelijkingen opschrijven:
gi= g+ prgs+ o |
7T s s LR O U)
."]3 =805 7= O3 g5 + 74 s
waarnit we een vergelijking tusschen gs; en gs, of tusschen
g7 en gy zullen afleiden, die de kanonische vergelijking van
het oppervlak zal voorstellen.
In de eerste plaats vervangen we g door gs — yi1, §s door
g7 — a2, waardoor de 2% vergelijking overgaat in ¢s ¢y = @43
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de vorm der beide andere vergelijkingen verandert hierdoor niet.
Uit het systeem:

75 — 1 g7 + 0195 + a3 ‘

- | 2
Js h = « &. A (D)
Q
g7 = B2 gy + Ba s + Bs )

kunnen we afleiden:

91 ﬂ: =, (Bagr + 0395 + 1) +Pras + s g1 = as G5 | )

Gs 03 = By + s (e g7 + 1 P54 «s) 1 Bags = «s 97 | i

Deze betrekkingen kunnen alleen bestaan, wanneer de
codflicienten van g; en g; in beide leden de mﬂle zijn. Immers,
daar g, gs, ¢; fundamentale rationeele functies zijn, kan
elke rationeele functie worden uitgedrukt in den vorm:

(@, D+ (@, D g5 + @5 L, 05 + (@, 1), g7
(Zie BakeRr, pag. H6).
" Bestonden er echter één of meer betrekkingen van den
VO :

(@, 1)+ (@, D)y, 95 + (@, Dy, g5 + (2, 1), 91 = 0.
dan zouden we daaruit één van de functies b. v. g; kunnen
oplossen, d. w. z. g7 uitdrukken in g; en g; Maar dan
» kunnen we elke rationeele functie uitdrukken in g; en g;,
met coéflicienten, die rationeel zijn in @. Stellen $,, pa, 33
polynomia in @ voor, dan bestaan dus ook de volgende
bhetrekkingen:

fhry = (@, 1)+ (@, 1), 95+ (&, 1), g5

By = (x, 1), + (: D), g5 + (=, ]-)h ,(;,-,

Bs® = (z, 1), + (=, 1), g5 + (%, 1)s, 95
Elimineeren we daaruit gz en g;, dan blij{t er iets over als

(@, D + (@, 1)y ¢ + (@, Dy o + (2, 1), > =0
een betrekking in strijd met de onderstelling, dat de verge-
lijking van het oppervlak onherleidbaar zou zij
is de graad van het oppervlak minstens = 4.

e




Uit de betrekkingen:

G s = a1 (B2 97 + s 05 + Bs) + b oay a3 7 = ay s
U5 97 = P2 w4 + Bs (“l g7 + 5195 = “o) + 0105 =« g

L)

volgt dus:

«y — ey B3 = 0; m 32 —1— s =0; a1 By +pPraxs =0 (4)
ay— Pras=0; f1 8+ f2=0; B2 «s + s s = 0. '

700 min « als g3 kan nul zijn, daar b, v, uit g3 = 0 zou
volgen r/7 - B2 g7 4 (4 €1 Wit «g = 0: g5 = 1 5 + «3, betrek-
kingen, (he immers volgens pag. 52 niet mogen begtaan. We

kunnen dus afleiden:
Bi=—"FHfs a=wpss a=—wap . . (5)

Deze voorwaarden zijn afgeleid in de onderstelling, dat:

;o9

g5 g1 X 95 = g1 X §s
i

g5 91 X 91 =95 X 9r-

Nemen we omgekeerd aan, dat die voorwaarden vervuld
zijn, dan kunnen we daaruit afleiden, dat de producten

o 2 o 4 . is . .
gs 03 en g; s cénwaardig zijn; bovendien is dan elk polyno-
mium in ¢; en g; éénwaardig. Immers elk product van ge-
heele machten van ¢z en g7 kunnen we schrijven als:

gi. g7 of g5 i . K.

De eerste twee producten kunnen slechts op €€én manier
nit de vergelijkingen (2) worden afgeleid, ze zijn dus uit
den aard der zaak éénwaardig, Zij ook A éénwaardig en
seschreven in den vorm L g; -+ M g; -+ N, dan behoett slechts
aangetoond te worden, dat:

g5 (L gy -+ Mgs g Ngp) = g0 (Lgn 95 + M5 + N ).

Daarvoor is noodig:

Js 91 = Y7+ 91 953 9s - Y5 91 = Y1 95

Aan deze voorwaarden is voldaan tengevolge van de
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hetrekkingen (5), die betrekkingen zijn dus voldoende om te
maken . dat elk polynomium in g; en gy éénwaardig Is.

Substitueercn we de voor as, ay €n 4 gevonden waarden
in de vergelijkingen (2), dan gaan deze over in:

o ; S
g5 = a1 97 -+ P1Ys — «1 P2 '
aQ )
Fo S 2 a P \
Oyl 8 8 O se— 0 171 Of R A (6)
G5 Y1 = @1 {3 ‘

waaruit voor de vergelijking van het oppervlak volgt:
Gfa = l}))l ’/: + wy Pa s — a1 3 — 0.

Deze vergelijking bevat 11 constanten; vervangen we it
ags 4 b door @ en cgs + dgs - e door y, dan kunnen we
over 5 constanten beschikken en houden de vergelijking over
b. v. in den vorm:

-y (dxe + B) + @ (Ca® + D+ Ex+ F)=0
die 3p — 8 — 6 constanten bhevat, zooals behoort.

ji =t e g = e ey =k
o= 925 Jpya+1= 971= Gr

Hier vinden we onmiddellijk voor de vergelijking van het
oppervlak:

‘:’_, . E
g7 = g7 (g2, 1)s + (92, ]):-

Stel :

1
Y =0 — = (92, 1)s

dan gaat die vergelijking over in:

= R (g3),
waarin B voorstelt een rationeele functie van g, van de
zevende orde. Stellen we nog x = ags -+ b0, dan kunnen we
zoodanig over de constanten a en b beschikken, dat de ver-
celijking den vorm aanneemt:

P4+ At Bt Cad+ D 2 EBx+ F=0
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of wanneer we x et een constanten factor vermenigvuldigen :
9t g xt - ag 2 ay 2t 4 a4 as = 0.

soodat de verzelijking van het oppervlak ten slotte b =2 p—1
parameters bevat.

§ 5.
De normale vergelijking van het opperviak te bepalen,
indien de laagst bestaanbare orde is de 24 indien de laagst
hestaanbare orde is de 31, enz.

et g Ly SRk

Go = 25 Ju,a+1=— Jap4+1 = (778

|

Vergelijking van het oppervlak:
Q ; \
Gaptl=— Hap+1 (T2, 1),!! + (Uﬂ-, 1,);1;' 4 1-

1
Stellen We Y = Jap+1— o (J25 1)py T =092 + b en ver-
menigvualdigen dan nog .« of # met een constanten factor,
waarover we vrij beschikken kunnen, dan houden we in de
vergelijking juist de 2 p — 1 voor het hyperelliptische opper-
viak vereischte parameters over.
jﬂ[ = ]'. !fz == 2; 1]1";; > :},
O — 035 Ju,at1— s f/’,u.: a2 = Uy
Er bestaan vergelijkingen:
rj' == {ir vk + I‘-} 9y _.}g 5 '
{f‘u !j‘;_- = ‘j (l\
Q9
Jy— €Y _lﬂ &y E18 C \
waarin de Grieksche letters polynomia in g3 voorstellen,
wier orden eerst bekend zijn, als we @ en y kennen. Uit (1)
kan worden afgeleid:
0 fJ: = « 0l SF ﬁ (‘: Gge + 0 Yy ~E :) + v l (’:))
) 9‘.'.’ i (“ 9 '"*_ ()] g_ﬂf + /) =F &0 —'I_ ’: Y
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en uit de vergelijkingen (2) volgt:
(3?—[5 (_]:‘:'J)U;‘;*::O;u()'w P’:ZO (5)
fe =05 e —d=0;ey +0d=0]| "

I

I

of

};__—]’)‘ & N:{jé, { = — a &

Na substitutie dezer waarden van », d, { in de verge-
lijkingen (1) gaan deze over in:
o=+ B gy— 8

Je Yy = [ ¢ SRR R e ()
0;:"(}.&—!” {}'g;f_“e
welke laatste betrekkingen de volgende vergelijking voor het
oppervlak geven:
of N AN ( O.)
(j,: —0g,—aed + 3 & \

Beide geven de normale vorm voor alle oppervlakken,
waarvoor een rationecle functie bestaat oneindig tot de 3%
orde in één enkel punt.

/171': ] }l'-g:l_- :.3, ]|‘3: 8, I?'r'-|,>4,
o =— .‘/4, .‘(qu PR == ."),z; .',7,;_. -+ 2 {/y} .(’.u;, @+ 8 — {]:.

De volgende betrekkingen zijn mogelijk:

1]

Jo=a .+ o+ g+ 0 (
!')’;; e — s Yy T 6‘3 ( .
e lf: — U3 b 7‘> ﬁ3 .r}_-jf + ‘)‘5 \ )
De Grieksche letters stellen voor polynomia in g, wier
orden volgen uit x, ¥y, 2.
Door eliminatie van ¢, en g, vinden we voor de verge-
lijking van het oppervlak: 3
4 s 9 L o
g: — 4. (a3 + 71) — Y- (as fs + 01 — &3 1) +
4+ g (— e« 05— ph g + 7102 B3 + 01 wz) —

— ﬁ;; 0y — :5'1 o Oy {f] s da —— 01 uy :)':} =— 0,

(6)
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Behalve de betrekkingen (6) bestaan echter ook:

9’}; = uy (- “*_ ﬁ-l-. Hy ‘T 74 s + J-!, |
.g:r. 93; — «j .'f/.-: _I_ |5'5 .g_w.' + /s gz + 65 8 y . (7)
.'7: = g 0> + e Gy T 76 s+ 08

Uit (6) en (7) kunnen we de volgende vergelijkingen
vinden :

a
“

gy !?: = .(:’fy (),: L y“? g-b‘ g" = g‘?‘ g-:’ L .(4'/3‘ 'yt & .(;/y ga === !7_;; x .r/r g:-
Deze leveren de voorwaarden:

] 5 + :)’1 (L7} + J1 Uy — g g — 0 \‘.

«7 [Z;r, —|— i)‘l ‘)‘4 —!— (j] — {7 ﬁ;g — 0

a1 /6 + I'J’] A — (T.g —1()

wy a5+ p1ag -+ 71 @y 4 0 — (:g — Pyus =10

a1 s+ prfs+ /1P —azffla=0

a1 76+ f1ys— 05 =10 \ (8)
— g g — Oy - «g w5 -+ P3 e, = 0 {" ' ’

0

|

— ag B¢ -+ a3 P5 -+ P3 Ps 1 O
— g yg & a3 g5+ P3 ya = 0
ay 05 - B 04 + 71 00 — o 03 = 0

(1] t:i,;; + _31 J,r, ﬁ— p ik 0\3 —e 63 — I'ff_r, 0\;3 =3
— aty Og - ag 05 4 pg 04 = O,

Beschounwen we wy, a5, @, 1, 35, 65 74r 759 76, 04, 05, Og
als onbekenden, dan kunnen we telkens uit 3 van de ver-
gelijkingen (8) de 12 grootheden «, . . . d; bepalen. Zoo
wordt b. v.:

| o o« « 0 | 1 o 0
e — 0t e -‘L— ] “)’1 ] 4 40 "J)! ]
!A Oz (¢ 3B e oue | ‘ ('};1, 140 == =

waarin o gesteld is voor ay — 13 0 VOOU ¢« 3 — 01

Soortgelijke uitdrukkingen vinden we voor pi, . . ., ya,
terwijl de determinant in den noemer voor die 9 grootheden
dezelfde is. Blijkbaar moeten dus de 9 polynomia:
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i:"l 0 ~+' ) ay 0 —l— (I:E ()’;, oy 0 ((.(1 (E’):j_(&;j {"1)—{'}1 {(;g 0 ——'[— 73] (()3),
(0 1+ a3 0) (1 s — 3 1) — P (20 3 0 — 1 D)
— 0 (a1 a3 + a2 1) + @« (w2 B3 0 + @y 05);
— B1 (a2 P30 4+ m d3) + a1 Py 03
o s (o0 s — P as) — P (5 B -F g1 0s);
cey (ota O3 — a3 0a) — 1 g a3
ce1 B3 0 — @3 91 031 J3 (ey s — i3} (x;;;) — (1 (3 03
deelbaar zijn door
a? ps — @1 a3 51 — o9 p'?.
Dan volgt uit de laatste 3 vergelijkingen van het stel (8):

N — Ty P ¥ E— Sy e e Y, — - Qo ar
04 = &3 /5 il 4 05 =0 75 (3 743 ’)G—i’fﬁ_r’:i/:";v

Bi=1; k=2, k=3, kh=4; k>5
Go =955 Gpat1=9e; Gp.e+2 =%y} Yua+3 =02} Ju,a+4=— Gus
Uit:
Y VRV

4. 0w — a2 G _1’“ &9

Y A

Je Gu — %1 92 + l",-‘lo 9y T 7 Js - &y
volgt de vergelijking van het oppervlak in den vorm:

Gu (G5 Dau 05y Vi Gsy 1+ 055 Vrgut (g5, 1), =0.
Daar we cchter ook
F iy ey (O oy GO0y TP Flod sy 100

kunnen uitdrukken in g,, ¢,.'¢., g, met coéfliciénten, die
polynomia zijn in g;, kunnen we uit:

il

T e R O S O R e g = s
Gy 9o G0 =Gz« Gy Jus Gz G Gu =9+ G2 Ju; e - Yy S =0y . 9z Gu
een reeks voorwaarden afleiden, waaraan de coéfficiénten
moeten voldoen. We vinden, dat 24 determinanten van de
zesde orde deelbaar moeten zijn door:




0, B 0, £1, ay 0
o, (1, 0, 71, 0, a
Ly 0 ) 0, 0, /1y 131
— & 4 04 o, By =, =mid S= g (s
0, f’)l ! 1B :33 A RSy Xy
— & + Oy w3, — B, k5 ==k, 73, P3—as. |
waarin :
0 = &y 0y + P2 oayg — 01 @2

a0 = m3 4 —— 0y ey ‘|‘ P':s a3 75 06
r = a: — Oy ay— &)+ PBuas + yuoas - 0y .

Het is duidelijk, dat de voorwaarden, waaraan de coéfli-
cienten moeten voldoen ingewikkelder worden, naarmate de
laagst bestaanbare orde hooger Is.

Tot slot van dit hoofdstuk volgen de vergelijkingen be-
hoorende bij eenige waarden van p, Daarin is voor p = 3
niet opgenomen de mogelijkheid % =1, k= 2, iy = 3,
om de in § 2 vermelde reden; in 't algemeen dus niet het

gavallieii—1ENTs =1 RS =1



68

18k ;1:13 ];:2 s ‘gd‘. (P kS in e } Kanonische Vergdi‘]’killg van D]
| | O
1 l | (fh .()‘:-‘J “ s = (_\,‘?;J_q ]__)1 .(jg H|_ (Q‘a, 1)3
o || ‘ B ) 1
| | T ,
2 ]—5 3 gﬂa 9s s = (‘g‘lg _[)'3 s + k-(j:: 1‘)5.
,__!7 L o= B +
Sl RERL | g1 = (92, L)s 91 + (02,

S|k, o 6 | 05, sy O 7= & (g5, i - s (g5 s + (g5, |

o .

Uﬁ? gs? Y1 | f}'; = (‘If}’ﬁj 1:)1 g; g}g (‘(}_&7 l‘)J {:g:;? 1)]{755

411,85, 7 |92 9 95 = (g2, 1) g0 + (g2, L.

[
. y _ A ) 3
4 i ]1 L_’a: 4‘-7 3] 12ET) {/77 s 7 = l'}a 7 _!\_ w2 2 7 _F a3
2] ‘; 3 ] ‘
| , 4 & T P s s g5 = «1 5 + %3 J5 1 «-
| ; ¢ = A | g e 8 3, . :
* 4 2‘ ’3: X Y4 s UT’ {/!) Y9 — 79 (l‘:ﬂ + ():\ + iy (1311 [jW _i_ oy 7’“ o

ey Oy F oy 1 ay f3) - ax Ba O

—|—rv,z B4 -+ g y2
i} , 2
= s+ ; 1 B1i7305 - el 78

411, 2, 3, 6 G Yoy Y1 Ys 75 i
4 ‘* T o e e e G g5 = (1 +- ) g - (78 -+ ag -+ 71 )
| 5 + ng 71) 95 + (i 71+
511,35 79 g gu ._(/:;1 = (92, 1)s g + (92, Ln
| | s
b . 1& 2, 4, 3§ 4l \ O3, Jzs G0 | ;"/; = :;2 gﬂ -+ «a @y 3 - “g C4n
501,24 5 8| 4ds g5 g =g+ aas g+ al s

3 . 200000 j k 3 .‘
5 | 1, 2, 3, 5, 6 | 94 g7, 99, Fr0 | I1 = (e1 + ;1) 97 -+ (2 0y -5 451 4
‘ ‘ a1 aser) g1 emragas -1
5 2, 3, & 4 . , 5 :

<) 1: 23 -'j; )y i g-l‘- gﬁ? !/91 f/u ‘ qu — (]_:.1 - f-t:\) (fﬂ _.]__ (lJ,l 3 + s ._‘_ s
‘ —l—r .. "”*tr;ln I_a‘ilJ,)ff”

i E—n‘ 1#"+”’f<a01—|-(r» Fa

3, & : - 3 ; ;

2 lq 2: "j_- ‘.'-)5 9 U-l—f .’jﬁ'. .(!’77 fha 97‘ — r)l _‘_ (’tl) F - “{ -T— g + a1 {)l
@yt asp) "17 1‘ 73 Bs+ wa s

L : )

sy In g1 = {7;";:2 *F ug) g“ _li_ (\“1 5-}] + , ‘”.;
-+ «3 [‘J’,', -+ 1 «a [}-L Sots |'J'£'.) a1

—+ 3 Pa ya T a3 B2 s -+ a1 o

Ch

St AR G j s Gsr O
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kN = T et
pervial, . Substituties. l parameters.
‘ 1 : AT o 2E ‘ = 1
=0 ——5 (@, ;e =ag.+b 1=2p—1
L 1 = ax. }

y=gs—— (g, De; o =0age+ 0 |3=2p—1.
- L =ad R iy ey
T R 1 ™ iy LAt 1
y=g1——5 (G, Dsst=0ags+b. | b=2p— L
o — ol i

1

| ;a;:g,,,-—r:g—(_'g;;, h;x=uags+ b |b —38p—3—1

: B \ = e a
1P (g5 L. (Y =0s—5 (¢ 11 Z=00s -+ b. 3b = Bl = L

Y =gy ——=a(go, Dysx=0gs + b | 7= 9p— 1.

i ' X = o

E\..)- —_

y=ag;+bgtegstdiw=eg+[|T=3p—3—2
ly=ag+bgs+co=dgpte|T=3p—3—2

{2 72 + y=agy+0g+cg. +d;x=egs4[ 9 =3p— o.
bovendien 9 betrekkingen, zie pag. 66.|

y=ags+ bgi+c; x=dg.+ e ‘ fil =i =) —

LT g, y=ag+bpt+ox=dgte [6=8p—5—09

Y = gn— (g2, L)s; & = aga+ 0. = 2p— 1.
=N,

y=ags+bgstegstd;x=egs+f. 9
y=ag; -+ bosit+egs-+d;x=egs+1.|9

I
3
|
I
|
s

o

3p—8—

(o) Bat 1wy | |
010, 3, - Fazayd. y=agr+bg -+ cix 4+ dgi - e i
; = (_u] o +

173 3y —=

: y=a g+ bgi+cgitd; z=eg, —}—/.j
(s 4 s B3 4 1
1%~ g 3. y—agr+bg+ciz=dgs+ ¢
) 911. -+ ((x| P :
1% 35 - |
[ y=aygn+bgi+cgi-d; x=eg, +7.



HOOFDSTUK III.

De fundamentale functién te vinden behoorende bij een
gegeven vorm van de vergelijking / (x, ) = 0.

(Zie Hensen, Acta Mathematica, XVIII).

§ 1.

In het vorige hoofdstuk hebben we fundamentale systemen
van geheele functies leeren kennen, en met behulp daarvan
de vergelijking van het oppervlak opgebouwd. Is deze
gegeven, dan willen we nu nagaan, hoe uit die vergelijking
de functies bepaald kunnen worden.

Onder een fundamentaal systeem van rationeele functies
behoorende hij de algebraische onherleidbare vergelijking
[(z,y) =0 zullen we verstaan een stel rationeele functies
1,0,...,9,-1 alleen oneindig in de » punten & — « van
het oppervlak en zoddanig gekozen, dat elke rationeele
functie G, die alleen oneindig wordt in die » punten @ — «
kan worden uitgedrukt in den vorm:

G—:[ : ,1J += 1 yl+~-+(.1 ~1] -1
A . J A r—u Ay — 1

xr—u r— o
en wel z66, dat aan de dimensievoorwaarde is voldaan.
(Voor het bewijs, dat er altijd zoo'n systeem bestaat, zie
BAKER, pag. 49).



Is nu H cen geheele functie, wier dimensie = ¢ -+ 1. Dan

: 1 - :
1Rt H eindig in alle punten @ = co; hetzelfde geldt
o r 5

1 p , 5 . 1
voor - —— H; die laatste functie wordt echter oo in de

(&t — ay +
punten @ = ¢. "Wordt H niet in alle punten x — a nul,

- : ] ot
dan zal de dimensie van I . ] gelijk zijn aan o -+ 1,

in het alzemeen zal de dimensie o -+ 1 van ——H,_ - Kkleiner
= _ (x—ay+ .
zijn dan (o -+ 1).
Stelt g1, ..., gu—1 vooOr een stel rationcele functies, zooals
we juist beschouwden en wier dimensies bedragen oy 4+ 1,
v..0y—1 + 1, dan bestaat er dus een betrekking :

H 1 ' F A
E—ay+i ( — 1} Tla—a l'f RN
1

Wi—
_|— (.T-‘-—**_“ ) 1)}.” e Gu—1

welke aan de dimensievoorwaarde voldoet. Dus is

F+1=%+ a4 1 =2 e (R — ].j),
en stellig o +1 =% 4+ o + L

We kunnen dus ook schrijven:
H=(l,z—a)(x—a)y~*T14| (1,—a), (x—a) ~h—afy - A

-+ (1‘ ¥ — ”-)P.” 1 (‘n’,. = (tj)i' Ap—1—p—1 F}_.d =

waarin nu Jig, ..., —1 niet meer oneindig worden in het
punt & = «.

De uitdrukking voor H Kunnen we nu nog vervangen door:

i (1ot )1 (1520 A (1 ) S R )

waarin:
Wit o1+ 1=0— 0+ v s = I — (ﬁ,{—~ y') = 1
o; stelt n.1, voor de dimensie van de geheele functie Iy elke
term in het rechter lid van de vergelijking («) heeft lager
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dimensie dan de functic H, we noemen nu (SR T
een fundamentaal systeem van geleele functies, waarin elke
geheele functic kan worden uitgedrukt, met coéflicienten,
die polynomia zijn in .

Voor een rationeele functie oneindig tot de 7% orde in één
enkel punt van het oppervliak kunnen we Suhrﬁven:

1 1 1 ]
R 1],\ ol 1]% o ( — 1J o

waar, indien weer ¢; 4+ 1 de dimensie van ¢; 15, voor elke
term geldt % + o; + 1 =< 7.

Omgekeerd is de meest algemeene unitdrukking van dezen
vorm, waarin A, 4z, ..., A, de hovenste grens bereiken, die,
deze voorwaarde in aanmerking genomen, mogelijk 15, een
rationeele functie van de verlangde soort. Zoo'n algemeene
uitdrukking bevat:

b S fgh SRy e L B el

4 + J‘ Hiﬁ (‘i === 'Tl) + LI B —!_ (? i 'Tuﬁl)
=nr— (o 4+...4+0,_,)+1

willekeurige constanten.

Als we » maar groot genceg kiezen hestaat er altijd zoo'n
Tationeele functie en ze bevat 2 — p - 1 constanten, waarvan
éeén additieve (zie Baxer § 37). Daaruit volgt:

(1%

D=0y = g e

Evenzoo is voor een fundamentaal svsteem van geheele
functies, wier dimensies respectievelijk zijin o1 ... 0, — 1.

0] —}— e Op—1 — L

§ 2.
We willen nu onderzoeken welke eigenschiappen karak-
teristick zijn voor ecen systeem fundamentale functies.
Stelt 1, 7y, ..., &k, een dergelijk systeem gelieele functies
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voor, dan kan er geen betrekking bestaan van den vorm:

iy A0y S8 (i 1), ...+ (x, l)f%w-l 5y = === L8k

Immers, bestonden er & van deze betrekkingen, die onaf-
hankelijk van elkaar waren, dan zouden we k van de
functies % kunnen uitdrukken als lineaire functies van de
overige # — 1 — k&, met coéfficienten, die rationeel zijn in .
Dan zouden we ook de geheele functies i #. ..., fu—i
y*—* (de p’s zijn geheele polynomia in ) kunnen unitdrukken
alg lineaire functies van de »n — k onafhankelijke functies 7
met coéfficienten, die rationeel zijn in .

Door eliminatic van deze n — 1 — k& functies /2 verkrijgen

we een vergelijking:

o

11 + 4’1]_ " “1‘ .« 0 ‘-]— _4"1”__,3. :P'}'I’ e 0

waarin de coéfficienten 4 rationeele functies van @ voor-
stellen: deze betrekking is echter in strijd met de onderstelling,
dat de vergelijking van het oppervlak onherleidbaar zou zijn.

S 5
Het is niet mogelijk. dat de lineaire functie

A + 21 ]ll - Lo lis —]l— R ;»,,_1 }!,‘,_,1.,

waarin de A’s constanten voorstellen, dezelfde waarde heeft
in 2 punten met dezelfde @ voor alle waarden van .
Beschouwen we een punt @, waarin geen vertakkings-
punten voorkomen. Noemen we respectievelijk a; . . . d, 1
de waarden van de functies 7 ... /%, 1 In deze 2 punten @,
waar de functies 7y ... 7, _1 aan elkaar gelijk zijn: dan
kunnen we coéflicienten ay . . . w, —1 bepalen, zoodanig, dat

ui (‘]’l — P_”(|‘) —1— 5 41 P ﬁ'- My —1 (]{,, gk = = 1‘}

niet alleen in de 2 punfen, waar de waarden van /% dezelfde
is, nul wordt, maar ook in de overige # — 2 punten, die
uit de gekozen waarde van @ volgen. Zij ¢ de waarde van
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waarvoor dus geen vertakkingspunten bestaan, dan is:
[.ﬂl (‘\hl = ft&) + . S T i (;]f»,.'. =gl == CCM—‘|')]

xr—C

s

in geen der punten x = ¢ oneindig, het is derhalve een
geheele functie. Maar dan zouden we ze ook kunnen uit-
drukken in den vorm:
(@, Lo+ (@, s ln 4. .. (@, s, _; a1,
hetgeen zou leiden tot een betrekking
(@, ) i(, Do By - oo @y D 1= 05
die volgens § 2 niet mag bestaan.

Bestaat er in het punt @ één vertakkingspunt, waardoor
2 bladen heengaan, terwijl dat punt @ geen verdere vertakkings-
punten bezit, dan kunnen we op dezelfde manier bewijzen,
‘dat er geen functie

7 —!— 7.1 ]!’1 —%— cee e ]!»,,ﬁ1
voor alle waarden van 2 nul kan worden in dat vertakkingspunt
tot de 2% orde.

In 't alzemeen geldt de stelling:

Wanneer 7% ,..., &, alle nul worden in een punt van
het Riemannsche oppervlak, dan kunnen ze niet alle nul
worden in een punt met dezelfde @; en in een vertakKingspunt
kunnen ze niet alle nul worden tot de 2% orde.

§ 4.

Beschouwen we 2 systemen geheele fundamentale functies
N o o e s BIUR Ly S g s lene gt e 1 A AT D E S T AT
de volgende betrekkingen:
=1l
Hy = (2, 1) + (2, D1 7 (@ Do s oo (2, Dju—1 e 1
Hy = (¢, 1)o + (%, 1)a1 Iy + (2, 1)22 foa +... + (7, L)s ey iy
H, 1= (f,, 1),!_1 - (;’I_." ],"),;__ 1.1 foy + (;U\ 1)!;— 1,2 Baicl=. s e
(T s ]
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De indices ¢, £ in (f,, 1);, » geven eenvoudig aan, dat (z, 1)+
een po]vnmmum is van de orde, die behoort in de rij van
H; en in de kolom van /.

Noemen we H” de waarde, die H; aanneemt in het 7%
blad van het Riemannsche oppervlak, dan kunnen we de
volgende identiteit neerschrijven:

CL S SN A al 1,('},...................,O1 L% B o rnday 1)
‘H']) H;a"‘,-- H(” e (, ), (@ 1)1, 1. - ({f; e te=1) hm Mlg}- - -ah-(lu)

(1 (2 i) . (1) n)
‘.‘Hii—:l,l:‘{ll—l 'Fx:’ 1 {7«15 1)1—17\1’1 ]-)ln—l 19 (“1’ lm—] n—1| | /u—l]lu—'l ]5—1
Verhef die in het kwadraat, dan is de algemeene term van
den determinant in het eerste lid
2 L (#
R EP S R H o Hy U
Deze uitdrukking wordt alleen oneindig voor & = o, het
is dus een geheel polynomium in m. Stellen we de deter-
minant [(z, 1),;] = YV, dan kunnen we schrijven:
A (8 Hyy o Hy )y — V.4, n, ... k1)
waarin 4 (1, Hy, ... H, ) voorstelt de determinant
e S e L (n) T7(n)
=1 =il
De 4 noemt men de discriminant van heb stelsel, waarop
ze betrekking heeft. Beschouwen we een ceheele functie
y = gy, (waarin g = (%, 1)), dan kunnen we evenals voor
de H functies een betrekking afleiden:

Ad(Lyny st = i O bt ont s
waarin weder %/, voorstelt een determinant [(, 1),;], die
echter niet noodzakelijk dezelfde behoeft te zijn als /-

Nu is echter het eerste lid gelijk aan:
(-}}ﬂ] Los ,jtl))ﬂ (’{lll il ,f(?})-):l L T (:j(u——v'.') - ‘,jhf—l))ﬂ ()“(N-—]) s, 'f(n)):]
een uitdrukking, die niet nul kan worden voor alle waarden
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van «, omdat dan de functie y in alle = punten
eenzelfde waarde zou moeten hebben; dan wordt cchter ook
A, Iy, ..., ) niet nul voor alle waarden van 11
evenmin 4 (1, Hy, ..., H,_1).

BEr bestaat dus een betrekking

A (1, ]1’,17 S g )7?,,_1:} == T/; A (1. 1{1, alre =t _Hrn_j),
waarin \/, een rationeele functie is van x. Hieruit volgt:

i 7
\?H >< \/',:, = |
of
Ve= C; Vi= C.

Elk systeem fundamentale functies heeft dus op een con-
stanten factor na denzelfden discriminant.

Noemen we hun gemeenschappelifke waarde .4, en laat
By« o, VOOUstellen n willekewrige geheele functies ; drukken
we die alle uit in een systeem fundamentale functies, dan
kunnen we komen tot de betrekking:

als M = polynomium in @z, Daaruit volgt, dat . deelbaar
iISop 4 @y .-y m)s(Ly Ar,. .., k1) is echter een dergelijk
systeem als (1, 41 ... 7,—1), derhalve is de discriminant der
fundamentale functies de grootste gemeene deeler der diseri-
minanten van elk stel van n geheele functies.
§ 5.

Zij ¢ een willekeurige rationeele functie, behoorende bij de

vergelijking
i S S S SRR S e,

waarin de coétficienten a,, . . ., @, polynomia in & voorstellen,
De n waarden, welke die funectie kan aannemen voor één
waarde van @, noemen we g\, g™, . g hun som zij 3.

Zijn g (z,y) en w(x,y) 2 polynomia in x en y, dan



-
=1

< R 4
kunnen we voor g schrijven "'—-(< » ;; )), voor één van de waarden
l!J . ‘3 L i

y® behoorende bij een bepaalde x, Krijgb ¢ de waarde:
g (:(I, -f:"m)
llf.r (x1 y’i)).
Vermenigvuldigen we teller en noemer met de (n —1)
andere waarden, die w (2, ») aanneemt voor dezelfde :

‘r](ij =

i (@ Yy @, YD) oy (@ Y (s g ) L (@ )
ty (.TL‘, f}“") . . . 4 4 . . ‘ ' - ' s / : Y (‘(U, r,l)r('f)] 7

dan wordt blijkbaar de noemer een symmetrische functie
van de wortels »® ... »™, ze kan dus rationeel worden
nitgedrukt in de coéfficienten in @. De teller is een rationeele
functie van « en @,

Elke rationeele functie behoorende bij /' (x, y) = 0 kan dus
worden voorgesteld door:

A+dy+... .+ 4yt

g=—" ) e
waarin 4,..., 4,1, D polynomia zijn in x, die geen
cemeenschappelijken factor bezitten.

Nu kunnen we uit het voorgaande onmiddellijk afleiden,
dat D? een factor moet zijn van 4 (1, y,..., 1), indien
g een geheele functie zal voorstellen.  Want zij (# — a) een
factor van D en stellen we :

A = (@ —ay B; 4+ G A=l s B =L

T ik
De coéfficienten 4 hebben geen factor met D gemeen, dus
kunnen niet alle C's deelbaar zijn door (v — a); zj C; niet
deelbaar door (x — ).
Maken we nu gebruik van de in § 4 gevonden betrekking :

A4, B, Hy, ..., H )= i.d(1, b, liay..oybui),

waarin de functies H en % de vroeger aangegeven beteekenis
hehouden.



Het is duidelijk, dat:
g
(a—({)

: ) O+Ciy--...+-C_qy—1
(B—}‘-,Bli'j—}—_,,—I—AB,,_l?juﬁl): + 1J+ =0 -U:l«j
; (x — ay
Is nu g een geheele functie, dan is het geheele eerste lid
eenn geheele functie en dientengevolge ook het tweede lid;
dat laatste noemen we I en vormen de vergelijking:

AT o O L T e e e R A b = 0

De beteekenis van den determinant in het cerste lid in
aanmerking genomen kunnen we hiervoor schrijven:

(Ei o ALYy TR e T = AR G i)
Maar:
AL ey oo et ST = 0 A ik oo b s
Dus:
(13

AL Ly by Bt )N = NT o (L oty ey P
Vo (r— Nf_)"

S
en daar (z— a) geen factor is van C; moet §/ deelbaar zijn
door (z—a)y en 4 (1,y,...,y*~") door (z — @)*. Hiernit
volgt, dat 2? inderdaad een factor moetzijn van 4 (L, 7, ..., —h,
zaodat D -geen andere factoren zal kunnen bevatten, dan die
1 A4 (1, y,...,y" 1) optreden minstens tot de tweede macht.

@— P

S 6,

Voorbeeld.
) 2 ,
Yr— 0y - cy — aj ag = 0.
Voor het systeem geheele functies:

Y —by+ac
451




|
o)

vinden we de 4 als volgt:

| 12 | c |
TSR ER o an | 8, Ny =l
i : ly Oy ‘
| a ' 5 |
Y, Y@, Yy, e it Pl 3
— ‘ 1 : — ) (s Sy g =
41,4, 7) (i (g Wy (U dikds % ¢ 3 c—2a,0
TRETEREE TR 1 o S U G
Yoyl | (s a a;
_pRE—dapP—4att+ 18amabe— 27 ay .
700 wordt voor het systeem 1, ¥, y*:
Ly MELooie A
; |
P p 9 —_—
4 (L?f-.!/"): Yoy Yo HYey| —
2NN 2 |
Yay Yoy Y
| ;
3, b, b —2a ¢
—— 2 a < 2
= b, BP—2ac, PB—3bayct+3ai% |—
P —2ac P—3bac 4 3ay dy, b — ay c(UP— 2 ¢)— 3 ch* +4ay ad
3, b, —2¢c |
— aj b. ¥—2aqc, Sama—be |= ar 4 (1, y, 7).
—92¢ 8mag—be, 2c¢—2axb |
Voor de functies 1, », »* wordt:
TR ¥ 1, S
oy s tly (a (fy (la
. g | e =t
A9 )= Yo Yo Yoy |=
((zl ugT (({1 (_.ig)g (le (f;g]g
Nyt Vyg )’ Ve |
C c—2ab
3, . alimes 2
t1 05 ay @
¢ ¢ =9 s h S —8azcht8aaz
:::(Q',_ a’;?,)ﬁ T 9 9 . ) i : At & :ﬂ-; AL, . 5.
(fy Cly N (55 aj s ; ( Y f)
) 3 ¢ 2 a 2 ' 219
1¢?—2a3b A —Bazch +-3ma; ¢t —4 a0 44+ 2a;b?
| b . Q =19 -

| I G 4o
|y ) (hy Uy
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En eindelijk wordt voor de functies y, o*, »:

| 3. . 5_‘ 3 ;
|2 Wes < Y 3 |
| B — L £ - —
| I
0 . 9 I 2 3 3 i 1)
d, =@ | = Y, = Y, 2 Yo | =
| i=1 i=1 i=1
|
| 3 3 1 a
| 3, 2 Uy, = (——)
| A=) i=1 Y.
a ¢ ) c 2 c
—2 ) C, s P>—3ba;c % 3 ) s, 3 (251 f[-;_}l
o v [3 2 & & 2 . AIE (] 3 g 3
= | —3bmyc+Buydy, U'—40° 0 e+4aya,b4-2a; 2, by ta = a4 (1,y,7,
3y, bayay, *—2a$ b!

Stelt (1, 7, %) een fundamentaal systeem voor, dan is
blijkbaar bij deze keuze van de 5 de voorwaarde vervuld,
dat o (1,y, ) deelbaar moet zijn op de andere discriminanten.

rr
(i

/A

Bij het opzoeken der fundamentale functién stelt HexNsen
de volgende voorwaarden:

1°. De functic van de laagste orde zij 5 = 1; deze
voorwaarde is b. v. vervuld bij het eenvoudigste systeem,
dat we ons denken kunnen, n. L 1., ...,y "L

29  Het product van 2 der fundamentale functién moet
kunnen worden uitgedrukt in den vorm:

ni e — (X, 1),\1 s B (:!.3, 1)% DRI S (.’U, 1);,_!. M

waarin (&, 1), voorstelt een polynomium in x; was die
voorwaarde voor het gevonden systeem niet vervuld, dan
zouden we het altijd vervangen kunnen door een ander,
waarvan de som der dimensies lager is dan van het beschouwde.
(Hensger, loc. cit. Chap. 111).

Zij (x — «)* een factor van 4 (1,%,...,y" ') dan gaan
we opzoeken alle functies van den vorm:

ey oy 1 e

HH 24

7
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dic niet oneindig worden in het punt & = . (De coéflicienten
« Zijn constanten). : :

Zij «t+wmmy 4+ oo an-19-1=4H, dan is H een
seheele functie, die voor elke waarde van x n waarden
(niet noodzakelijk verschillende) aanneemt; ze voldoet dus
aan een vergelijking:

R e S T S e ()

waarin %, ... &, voorstellen polynomia in @ Zal - niet
p !

— 4
oneindig worden in het punt z = @, dan moet noodzakelijk
elke wortel H uit de laatste vergelijking minstens één factor
(x — a) bevatten; daarvoor is noodig en voldoende, dat K
dien factor bevat tot den 1ste, K, tot den 2%, en eindelijk
K, . tot den (n — 1)*" en K, tot den ni™ graad. Noemen
we de som van de % machten van de » waarden van H,
die uit de vergelijking volgen voor één waarde van x, S;;
dan kunnen we echter de voorwaarde, dat K; deelbaar moet
zijn door (@ — «)' vervangen door de equivalente voorwaarde,
dat S: deelbaar moet zijn door (x — «). Immers voor ¢ = 1 is:

S RE I P SR S H

en zijn de voorwaarden inderdaad gelijkwaardig, Is echter

(x — a) deelbaar op S, dan is (¢ — a)* deelbaar op 57 en:

=8+ 23 Hb Hb.— S, + 2 K.
Is (& — a)* deelbaar op Sy, dan moet /s ook deelbaar zijn
door (z — a)®. Evenzoo is:

7 1 3 s =
By=—(—S+385
)

2 S5);

(z — a)® is een factor van 8] en 8; S, is (@ — a)® deelbaar
op Sy, dan is ook %y deelbaar door (it — )’

Hetzelfde is gemakkelijk aan te toonen voor Si,..., S,
met behulp der vergelijkingen, die de coéflicienten uitdrukken
in de symmetrische functién Sy, ..., S.

i
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(98]

Deze voorwaarden, n stuks zijn voldoende om de coéfli-
cienten e ... «,_1 af te leiden. '

Vinden we nu op deze wijze & functies £ en is in 2 van
die functies b.v. in ¢ en £ de hoogst voorkomende macht
an y dezelfde, dan kunnen we één van de twee, b, v, £/
vervangen door ' — o J = {”, daarin is « een constante,
zoodanig gekozen, dat de graad in y van £ lager is dan
die van . Dan verkrijgen we /% lineair onafhankelijke
(dus z { m) functies, die eindig zijn voor 2 — a van den vorm :

£ Rl o + Yy ...+ u

ST
T -—0a

1

terwijl we gezorgd hebben, dat de waarden van # alle ver-
schillend zijn.
Die waarden van » bevinden zich in de reeks:
1,2, 00, (n— 1),

De overige (n — 1 — k) getallen stellen we elk op hun
beurt — s en stellen y, = &,; dan hebben we dus een geheele
{ functie voor elk der getallen van de reeks 1, 2,..., (n— 1).

We gaan nu uit van die nieuwe recks geheele functién:
3 5k SR 14 4 g (=i
en bepalen door middel van een stel lineaire vergelijkingen
alle lineair onafhankelijke functién, die niet oneindig worden
voor & — a van den vorm: |

e i U 1 i i S

o

b ==
waarin 5, ..., g9, —1 constanten zijn; evenals voor de { functies
zorgen we nu, dat er geen 2 & functies voorkomen, waar-
voor de hoogst optredende suflixen van I gelijk zijn. Verder
stellen we & =L, voor die waarden van », waarvoor geen
geheele funetie bestaat van den vorm:
A S R

T —
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waarin de hoogste suflix van T gelijk # is. DBestaat een
dergelijke functic wel, dan wordt die = &, gesteld.

Beschouwen we nu de reeks 1, &, &, ..., & _1 en onder-
zoeken of er geheele functies mogelijk zijn van den vorm:

7 =

¥ _|_ 71 ;‘:1 —l: LD A A gu =1
€r— a0

waarin weer de ;'s constanten voorstellen; blijken zulke
{uncties te bestaan, dan zetten we ons onderzoek op dezelfde
wijze voort; zijn ze er niet, dan gaan we over tot de
beschouwing van een tweeden factor (als er een is) die in
A, y,...,y" ") opireedt tot de tweede orde minstens.

Het cindresultaat, waartoe we op deze wijze geraken zal
zijn een systeem geheele functies:

TS T ]
zoodanie, dat er geen geheele functie bestaat van den vorm:

Oiet R L1 o ) s ~+ oy — n—1
H Sy

voor eenige waarde van ¢, (e, @p,..., «,—1 Zijn constanten).

=]

[

Een stel geheele functies 1, 5. .. 9,—1 te vinden voor
de vergelijking:
gt = — 1)

4, Sy, Syt 3y 4 0. 0, )
SIS S i _“yll_ 0, 0, 0, 4:{:3(.1?—1)|
Id" TR R e O S (0 0, 4 @*(x — 1), 0|
1, Sy, T, 28 0, 427 (x—1), 0, 0,

== 1056 2z =)}
De factoren, die we voor ons onderzoek noodig hebben
zijn dus @ en (@ -— 1).
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19, Zijn er functies van den vorm:

€ g Y ows i oyt
x—1 '

die niet oneindig worden voor x = 1? We vonden als voor-
waarde, dat de som van de i* machten van de 4 waarden,
die de teller aanneemt in de 4 bladen van het opperviak,
deelbaar zij door (z — 1) voor ¢ =1, 2, 3, 4. (aan we
na wat die voorwaarde ons leert, omtrent de constanten

€, 1, &3, 3.
=1 X (e« ey + aiff + a; aﬁ) =0 (mod. (. — 1)).

bat+ar2Y+ a4 a3y =0 (mod. (z — 1)).
maar Ty =3 2 =21 =0 dus « = 0,

i = _3 2y (a+ wy +ay)=0  (mod (@—1y).
@3 Pl s Syt rxs S22 a2 XY+ aaz Syt agay I yP)=0

(mod. (z — 1)%.

SYP=Y=yP=y=0 Iyt=4a*(x—1) dus
42° (@ — 1) (a4 2 a1 a5) =0 (mod. (x — 1)%).
4 x? (fug + 2wy a3 =0 (mod, (x — 1)).

.’,‘ S
Gy — l —z) (€] 3.

S S /3 (:rq - l_//- 2 ;’51 ws Y -y .-‘/2\)3)'10 (mod. (x — 1):\’j).
M) =Rl i A (C— 1) ot (= I)E}E 0 (mod. (z — 1)%).
ap = 0 waaruit volgt e, = 0.
7=y : 2 (ay '(;";) =) (mod. (x — 1)),

0,
We vinden «; = «y = a3 = a, = 0, er bestaat dus geen
geheele functie van den vorm:

f<:5

a - ayy ;- ooy - oag
x—1
s+ vy P Bt
oY
eindig blijft voor z = 0, wanneer g, ... constanten zijn?

Is er een functie ! die

mogelijk

3



85
i —] 8 (f Pl ?j—}—lp ?/ —|—l,3‘jj_() (, "L)
o = i)
i =2 PP+ By + B ) =0 (Sl

ceeft geen voorwaarde.

TE—F ) ij ()1 + B 1 - 33 j/?) = () (, ;'L’-g‘).
11 = (0L
i = 4, 28 (3 + Bsy)t=0 (N5

geeft geen voorwaarde,

~

3 = f =0, maar p; en-gg blijven onbepaald, dus zijn

Y
f en - - ge eheele functies, en we hebben nu het volgende
systeem verkregen:
(2] 3
% - v Y “ Y
Li=1; Ga=¥y; Ls=——i L=

Gaan we onderzoeken of er functies bestaan van den-vorm:

i :
A AV A P e e A 1

die niet oneindig worden voor @ = 0.

. . i ¥ :
t = 1, ‘\"'\2.'.-—{_11”*/2_—'_%/ ,—.)EU (_1-?!)

9
i B
A 4 ar -'?/ .U:E : — 4 Aa
L= 2. =Y [;'1 AT 3 T] =0 (; %)
Y1 = U, P {)_
2313
j = 3 .L(,G f——] =i} )]
e

Er bestaan blijkbaar geen functies van den verlangden
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vorm en het systeem, waartoe we gekomen zijn, blijft dus:

y?

Het systeem 1, #1, ..., 5, zal een fundamentaal systeem
zijn, wanneer we elke geheele functie kunnen uitdrukken
in den vorm H = (z, 1), + (F D, it (@ Dy
waarin (x, 1), een polynomium is in z,

In § 6 hebben we afzeleid:

TP XrT —

i
By I} + I‘;]___\-] _T_ + [’r -1
Lt =T
7 sl ) +1151+' |_;:'Ea
= C— a

Daaruit volgt:
‘.Uf == (Vfc': 1):‘.,, 'JJ— (m? 1)?.1 n —_|f (i{;'j 1\)5\1 e + v h}i (“E: 1)»\“_1 N —1-
Elke geheele functie kan worden geschreven in den vorm:

H——. .tl + Al !/ ’4* CITRR + 4‘111-—1?}“—1

D

Substitueeren we in die mt(hul\l\mw de voor ¥ gevonden
vorm, dan wordt:

g_ErEBnt.. .+ B
= .

waarin &, ..., £, voorstellen polynomia in x, die geen
factor gemeen hebben met het polynomium F.
Zij (x — ¢) een factor van /', dan mogen we stellen:
f = (x—c) Gy + R N s 1

(; — constante.
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Uit de vergelijking:

H .
54 ey (G -+ (;l Al JT‘ ORI '—I— Gn-—l 7}‘);-—1} —

A F

e o | i R L0 W
m=—C

volgt, dat het 2% lid niet oneindig kan worden voor & = ¢,
omdat het 1% lid eindig blijft. Er waren echter voor het
systeem 1, 1, ..., 7. —1 geen constanten te vinden, z66danig ,
dat voor eenige waarde van ¢

eindig bleef in @ = ¢, derhalve moet o =y = ... = 1= 0
ziin en K, ... B, 1 deelbaar door (x — ¢).

Voor elken factor van F kunnen we aldus redeneeren en
komen dan tot het resultaat, dat elke geheele functie kan
worden geschreven in den vorm: '

H=(x, ), + @ Dym-4... 4+ @ Do,y -1,
waarin de coéflicienten polynomia zijn in @.

Voldoet het systeem (1, 1, . . -, g2—1) 00Kk aan de dimensie-
voorwaarde, dan is het dus een fundamentaal systeem, zooals
we zoeken.,

Daartoe is noodig, dat geen term (v, 1),; 5 hooger dimensie
heeft dan H.

Zij o -1 de dimensie van H; ¢; de dimensie van het
polynomium (, 1),,, die gelijk is aan den graad; o; -+ 1 die
van y; en zij oy } 62 a3, b, 1. Nu bestaat de gelijkheid:

H (:.f{; y l)Mi i

s ¢ — T
— o LT + ...

T o i hitas
Stel
H 1 Ni (z, 1)
i L T LG R 1 e a
a7+l h’ ! k i P h"l - 1'“_- = (1 ) H)ri



33

dan gaat die betrekking over in:
].?,'

h=...+ 1, et ...

&Fj T T

Heeft een van de termen (z, 1),; % hooger dimensie dan
H, dan moet een der geheele getallen :
o — (6 + I Ak e
grooter dan nul zijn.
Onderstel, dat het geval voorkomt en mnoem s 4+ 1 het
grootste van de getallen in bovenstaande rij, dan is;:
R L e S

.
.
r RIS
SIEhE—— -
£

Stellen we nu:
R = e S R ) | 0 (n — 1);
(; = constant, dan is:
Eh— Gkl k) =

a4+ ayhy+ ... a, 10,

Daaruit volgt, dat indien de functies L Rt b Y 1B
voldoen aan de dimensievoorwaarde er functies bestaan van
den vorm:

x _!_“1 ]’5] —1‘_ L _I_ Up —1 ]!;J——'I

Ure

of wel:
"

/i
A fi i —1
M | 74 + g Tj{»}:._{k_ml- - |, o B + i 1 :7, "]_;l-l I :

in

die niet oneindig worden voor & — 0 of & = ce.
De functies %; mogen we beschouwen als eeheele functies
van & en daar er geen geheele functie bestaat van den
?‘i?'

vorm = zijn de dimensies van de functies 7, . , . h, - als
Y

-

functies van & beschouwd :

M —f— 1. e e fT,l_l—-I— ]
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Bepalen we nu een stel lineair onafhankelijke functies:

o« -+ I{’] e - Cy— 1 L’,,_]

e

niet oneindig voor & = 0 en zoddanig gekozen, dat de /z met
de hoogste suffix in alle functies verschillend is.
Zij:

k. — btd _k_ i hl 4 ... _!_,,'f'ff_h"'_

UKy

dan wordt:

: o ity f mn r
]1, (=P 1 (lu —!L‘ iy ';I—T *%" .k Jl— My o ‘__1"')
o

niet oneindig voor # — 0, dus is het een geheele functie
van «. wier dimensie = 4, Noem die functie (, en schrijl
VOO 7,

ir ; :
G E— W L -+ 1 i1 :'{)‘_1'._' "—" —I— e e 1 e lraastne] = (Jr‘. ;
: !

[y

In het rechter lid komt geen enkele term voor, wier
dimensie hooger is dan die van z. Yoor elke functie £,, die
er hestaat, kunnen we op deze wijze te werk gaan, en de
functies » vervangen door functies G van lager dimensie ;
stellen we ook de functies 5, waarvoor geen / functie bestaat,
voor door het symbool G, dan kunnen we nu elke geheele
functie schrijven in den vorm:

H = ('“J 1)? _7— (-"7 1)).1 Gl 4‘ L ‘l’ (‘1 1:)}.,‘,_] (--'.n -1
terwijl de som der dimensies van G, ..., G,y Kkleiner is
dan die van m ... u—1.

Mocht nog een der termen hooger dimensie hebben dan
H, zoo handelen we nog eens op dezelfde manier, totdat
we een systeem vinden, dat aan de dimensievoorwaarde
voldoet. De dimensie eener geheele functie is minstens
— 1. dus de som der dimensies van het fundamentale
systeem kan in geen geval lager worden dan (n -- 1).
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Voorbeeld. "
In § 6 vonden we dat bij het oppervlak y* = @* (¥ — 1)
. _ T . )
behoorden de geheele functies 1, y, ‘%, f Hun dimensies
4 A

zijn respectievelijk 0,1, 1,2, we moeten dus onderzoeken
of er functies bestaan van den vorm:

,./,. 7 3
L [u -+ @ —"— SF L -+ «g i:;]
die niet oneindiz wordeu VOUl‘ = o
De functies 1, v, —, "z - worden niet oneindig voor & = oo,
X : 3

1 :
alleen voor &’ = =00, ik kan ze beschouwen als geheele

functies van @, met dimensies 0, 1, 1, 2, daar er geen
ceheele functie bestaat van den vorm:

72 /
« —+ oy i —l—-rxa—-————{—a; Y

&

We moeten dus nagaan of er bestaat een functie:

i B
¢+« Y + ua - oy U
i i
die niet oneindig wordt voor x’ = 0,
i) & 1
7= 1 2 la + i Y + «g '-—{—({_;"——]’:U ]
& XL &
et}
AL Shar (] 1/ i : 1
§ =i S5i]E ((q -+ w2 4 + us ———-] =) (« —,]
@ @ a?

®] — 0 Wy — _}.

Q) N — & 'U:% :‘I; ’ 1
i — 3 > ‘-a,; e ) =20 { oy

eeft geen voorwaarde,

ag



Zoo'n functie bestaat Dblijkbaar niet, dus voldoen:

3 g

aan de dimensievoorwaarde en uit de som der dimensies
—pt+n—1 yolgt p=4—4+1= 1, dezelfde nitkomst,
die we verkrijgen bij toepassing van de formule van RIEMANN :

> (r—1
,p: ——(i-r—)—)—ﬁ—?l—%— 1.

§ 8.
De lineaire congruenties, waarnit we afleiden of er yeheele

functies bestaan van den vorm:

« 4+ Y - ag Y’ + an—1 gt
20

wanneer (v—¢) een factor 18 van A1, worden door HENSEL
herleid tot lineaire vergelijkingen; de bewerkingen noodig
om de geheele functies te vinden worden daardoor echter
niet eéénvoudiger, zoodab ik die methode niet heb toegepast.

Heeft de vergelijking van het oppervlak een eenigszins
eenvoudigen vorm, dan is het niet moeielijk de fundamentale
functién te vinden, en het komt mij voor dab de methode
om daaruit het geslacht te bepalen wel verdient in aan-
merking te worden genomen. Ik heb ze toegepast op eenige
vergelijkingen, o.a. Op die, waarvan RAFTY langs geheel
anderen weg het geslacht afleidt M) en vond vrij cemakkelijk
de volgende resultaten:

1) Ann. de I'Ecole Normale, 12, 1883.



Vergelijking,. ; Discriminant.

[

| ‘ I
(y —x?)2 — x° = 0. (RaFFY). |2 | 4(1,y) =4 2% |
U'-. — (.{. o5 I) (’r'-‘- f)') (T: F_‘J)_! £ I A (1, y} — At ('I e 1\) -'I' L ‘)](}" — 3) i
Ij“—l(i‘ﬁl)(t—f))({-—- (2|4, y)=4x@— 1)@ —2)@—3Y

(v —4) (x —b). (2 -—4) (z — D).

=a(l—a)l—k2)(1—A%) |2 |4 (1,y) =42 (1 — ) (1 — k*x) i

(1 -——*_l(z .’if)(l = p2 ’b) (1 B I_J("f(;).

(1——?‘!)(1—u )(1

2()(1—-0 \

= (x— 1) (x—2)

y* — 3y -+ 22° =0,

y=E—1)} (@ —2(@—3)"

¥ 4y@—1)4 (x —1)'=0.

Y’ —|—?/‘b(f—{—a)—\—m +a, x®
+a, 2* +a, x + a, = 0.

|

(r—f]) (9'5 -}—r -
x + 3) = 0.

AQ,y,yH)=-—-27 (v — '1‘)" (v — NG ‘]'

|41, y,y?) =— 10°(z° — 1). |
A, 0,07 =27 (o 1) (o —2)* (e~ )"

(Z—1)* 4

(v + a)* —

t-—l—(r {—1—“)\

(x — 1)* X polynomium i

| 4 (153/5?12):-"(.’6——]‘)3527
ANQh I T = f‘jL s
9 @ ot g,

AR
imn .

"ﬁ—f.f(l—l (!—Ll.
yt* — byt —uaxt4 4= 0.
=z (x — 1)° (x — 2)°

yr=wx(r—1)>@—2)* (x— 8)*.

+at+(ax+ by +c)t=0.
yt—a? (x4 1)=0.

ks

3 -
W
— — 256 2° "{———1) («——-j)‘-

’

A L1,y%Y7)
A (1, y, y*, ¥*) = polynomium in 2.

.\'(1 IR A )t—-.m()f {{—«]) (z

4.1, y, y*yd) = — 256 2® (x — 1)°
| (x — 2)" (x — 3)".
4, 4, ¥y y*)y = polynomium in . |
— 256 0" (w* 4+ + 1) .

A Ly Y =

y* —x(x—1) @ — 0.

2)?

i

& 5

:U'—J =il ¢ ;‘{:2 !/ = U.

Y —5 (@t o4 1) i+
(;-+ Z-\)2 Yy —
x (x4 x4 1) =0,

f(]. i, "/' ff )—310) 19 (::—l)"(:;{:— _Ej)"".

A1,y 9%y ') = Az X polyn. in 2

|4, y, 9%y y') = A (@* 21 1)7 poly:

nominm in .
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a B S AL | Di e Geslacht
Pundamentale functies. l dimensies. |, —sdim.—n 1.
e

Y y*

y* iy’

95 (':;_ N O (e N A 7 il ) S S
t—1)(x—2)(x—3)" (x—1) (@—2)(@—>2)

PO e T2
P4 3
i Y iyl
"f. — & .'_'._
{ U §
9

Y@ —2)’ T@— 1) (@ — D)

™ r Y
-
Do

EOED
0, 2, 2
10, 2,18

oo
()

0 T 1, 2
OF 3% Ak, 2

j):l—?%fl:@
Il

0.

Lo

(o

o
1

1o
L

(K



HOOFDSTUK IV.

Toepassingen op integralen 1*'¢, 2% en 3¢ soort
en rationeele functies.

§ 1.

Een alzemeene vorm voor een Abelsche integraal 1% soort
te bepalen,

Ten einde cen toepassing te geven van de geheele functies
in het vorige hoofdstuk bepaald, willen we in dit laatste
hoofdstuk ons bezighouden met de bepaling van Abelsche
integralen 1st*, 2d en 3% soort en rationeele functies met
gegeven polen,

Daarbij zullen we BAxrer's uiteenzetting volgen, maar deze
met voorbeelden trachten te verduidelijken,

Zij 11,,, een algemeene integraal 8% soort, die oneindig

; : T — T\ 5
wordt in de punten @; en ap als A log ( ) waarin 4

Ari——4a

een factor voorstelt, die ook = 1 kan zijn en verder overal
eindig is, Stellen we in de onmiddellijke nabijheid van het
punt @& —x; =6 ™ T waarin # een oneindig kleine
grootheid aangeeft, dan kunnen we % = (-f ];f i i:’ in de
buurt van het punt ; ontwikkelen als volgt:

d 11 1

l N
T G g AT E S A )=

- '] ] | 4"11 2 (3 Ji
H’l—f‘l[{—r_l—rfl"d-- '_—1+{e,-:3 "}7



O
Ot

: 3 . TR s
waaruit Dblijkt, dat (x — x) T niet oneindig is in het

punt & = 2;, maar gelijk aan ~——=—; 0P dezelfde wijze zien
] =

. d il o " _ ot , 1
we, dat (z — ) e in het punt x = wx gelijk Is aan ol
als we in de nabijheid van dat punt stellen @ —; = fast L
Nemen we eenvoudigheidshalve aan, dat de waarden van
y zoowel in het punt als in 2y alle verschillend zijn, en
noemen we de vertakkingspunten in het eindige gebied
ay, 0z, ...; stellen we dan in de nabijheid van het punt
e — O = fe+1  dan kunnen we in de buurt van dat

punt ontwikkelen:
d 11 1 d
de - 1) di
1

= i

waaruit volgt, dat:

i 11 ¢ w8
L gl e LRl L TR e
{ ) e i (B + 2 By t-n.2)

(B+ Bit + B2 4. . )=

(By+ 2 Bst + 8Bt .. ),

een nul bezit van de 15t orde in het punt @ = @.

Construeeren we een polynomiunm « == (& —a) (@ —a)...
dat nul wordt in alle vertakkingspunten in het eindige gebied,
en zij & een willekeurige ceheele functie op het oppervlak,
dan zal:

H=u«.h.(x—z) (X — @) d— j£
o
een geheele functie voorstellen, daar ze voOr geel enkele
eindige waarde van x oneindig wordt; I is bovendien nul
tot de eerste orde in elk eindig vertakkingspunt.

De som van de n waarden van M in de n bladen van het
oppervlak voor een willekeurige waarde van @, zal een
symmetrische funetie zijn van de waarden HY ... HW, die
behooren bij die bepaalde w@; derhalve is het een rationeele
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functie van @ alleen en hovendien een geheele functie, omdat
ze in geen enkel eindig punt van het oppervlak oneindig
wordt; ze wordt nul voor alle nullen van het polynomium e,
we mogen dus stellen:
_i' falid) ==y JEE
==
Een polynonium van graad @ - 1 heeft « + 2 constanten;
zijn nu x; en &, gegeven dan kunnen we het polynomium
H* ook schrijven in den vorm:
b (8 — 3) — ha (& — @) + (B — &) (X —xg) (01 1)y —1,
die « -+ 1 arbitraire constanten bevat, wanneer u — 1 aan-
geeft den graad van het polynomium (z, 1). Dus is:

, 411 ?(ZH} \ ( ary
(h zf—f—]l + (M i Llo A sy ‘h rffer]n_

— — 11— —_— Fl—({,l)”‘—l

T— X —

en we kunnen uit deze l')etr{:kking Ar en Ay nauwkeurig
bepalen en cen grens aanwijzen voor .

Vermenigvuldigen we n. L. met (@ — ;) en stellen daarna
x — x, steeds in de onderstelling, dat @, geen vertakkings-
punt is, dan worden alle termen in het eerste lid der
-vergelijking nul behalve de cerste; die geeft n. L als limiet
de waarde van 2 in het punt ;, y;, in het tweede lid blijtt
alleen 2; over, dus we vinden i, = & (@, 11); evenzoo blijkt

— h (.t’g, fjﬂ).

= 3 1
Voor een oneindig ver punt mogen we stellen @ = reEl
waarin ¢ weer een oneindig kleine grootheid aanduidt. Danis:
dt AT
i S pEE]
. o il
d I R 2
B O L= (e S O =W
o w4 1dit> T
tu' + 2

(G206 +H3G8 ),
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. AAIHE ot .
waaruit volgt, dat L—(r;‘ niet meer oneindig wordt in het

/v

punt £ =co. I8 dus g - 1 de dimensie van de geheele
functie 7, dan is 00k —— een functie, die niet meer oneindig
Zr :

wordt in het punt & = oo.
Derhalve moet in de vergelijking:

Bl a1l I tf 11 o ,d il
(T—“_‘ Y (F—f}l + (,-,;;1!'1 @ ) e +[ Cdx J -

I (1 1) (@yp) | @1yt

zgl-fﬂml(.lfﬁ—i'tgl_)_;*_lkl—.'1} M‘"
het tweede lid niet oneindig worden voor « = o, omdat
het eerste lid voor die waarde eindig blijft; maar dan moet
w—1¢o—1 of u v zijn,

Stellen we B achtereenvolgens gelijk aan de geheele functies
LB o s Ak e ARALEE dimensies we noemen 0, rn -+ 1,
Tar I L L an krijgen we heb volgende stel
vergelijkingen :

[EORE dianye o
cl .b 1 il (? LR e b} 'l Y —— .

(fn (_{_‘”] Eo— [/1-1 MJ — ) ilgtng) ’” + (@1,1)7 — !
¢ N /

S

(o i xr— 2 L —
{h,,_l(—{-—”] el +{h“_lc_{u] /t,_l:__l_(u,m)
i dxh . Tr—ir,

/Eu —1 ( Ua

L (Pes ¥2) (g Lym—1—,

X — Uy

De graden op- 1, .o 01+ 1 zijn respectievelijk kleiner
AN BT L Ty = 1T Lt

, d 11 . o
[L.ossen we ] op uit deze vergelijkingen:
TN



1 1 i
i e e Tl
(2, ) T (22, 1)
Sl ; Sl 2, wr T (?\
(d 11 P we + (=, 1)1~ Y
Ci.l',: '1— : -
]Z“ 1 (71, ’i‘,jl) h I(T'-? y:.\) 7
e s B N T T iy Jon ' _1_1. ()
x—2, T — 1 + (@ 1) itk (e
Zij:

(. o'y Ty (2, 9) + ..
__f(\."li': ff_ = f('C: 2/)
F Y — :
Stellen we hierin y — ¥’ = 71

i (} Y ) _.|. 0,

e/ (:’i}, 1)

, § Bt il o ol i K
l :
h] B/ el
5}3_], f?,,_l. S EE ](H)

n=—1 ‘

hn —1 (‘-:‘1:1 "” —

1 (1) 5.(1 1) (1) f
“D‘(']) —I_ ff-’]_ 2 hl )+ b e + (‘pu-—fl h’n —l f, (")’1)
Stellen we 4 = th, ¥’ = Ufs YOOI 8§ =2, 3, ..., n:

oY 4= P i e gl oL

Door middel van
«¢-functies bepalen als volgt:

_+_ s

| R iy L
|
or g | 7,(3) (3
o — 1" )| By iy T
LARGL s o s R e R
n’, L
(2) (2)
1 s ]’:_‘ s l?f, S g
P () (3)
i) I (h) IR AR il
A o
iy Jib h?
ThaLi2ies g Py —1 |

wanneer we
1 (1) !
it T

il

Rt i e A

=1}
deze n vergelijkingen kunnen we-de

1
enz. ,

door 4 voorstellen den determinant:
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PR,

Y dall .
In plaats van den voor (u"'_,a gevonden determinant kun-
1

nen we 3 determinanten schrijven:

1: 1,. e 1 }
{'m} S e ) S R AT e A xS
d.’]’z‘ 1 x—_ml Vi ‘ .
}?”7] (R:‘] 7 ;Ul); hj_]_ 9 el nisat e faly h.:l”_?_]
1, AP o Bl
G, KD B
N = R .

| Boy—1 (02, 3), R s A I

O L st |

I(.-r:, =ty izf], e ) )
(ol mr =1 e S ey

of wanneer we nu de zooeven bepaalde functies @ invoeren:

() g—il = (x, 1)n =1y + (@, Iys—1 g + ... (%, 1)yn—1—1 b, 4
(hl) + 'rpl ii]_(’_ql- ffl)i_!__-_- ey _l_ (I,_H_—_l ]fu—l (-'{fl-: Ul)

L =10y :
thy + "’_1 ]"17('5‘3_7!/3) _1‘ e + M, _, hrf—l (;"[’.:31 .’jﬂ)

L — ;4’:3

De methode van afleiding in aanmerking genomen hebben
. : e 11
we hier wel de meest algemeene vorm voor T gevonden ;

het aantal willekeurige coéflicienten in de polynomia:
(.’]31 > ])71 s 1_‘ TR, (. : 1)7?.' = el
bedraagt op zijn hoogst r -+ ry ... "1 of p en verder
is de geheele nitdrukking volkomen bepaald. Zooals we weten
d 11

is echter de meest algemeene vorm van T

d v . d vy g {eheR ((E I
b - g —— ., 25—
h dx Th gy =t d @ dw }
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waarin Ai,..., A, arbitraire constanten zijn, v,,...,v, Abelsche

T d I ; :
integralen 1%¢ soort en i de afgzeleide naar @ van een spe-
: a v I

ciale integraal derde soort.

.

an, , d (1
Door vergelijking der beide vormen van —— komen we
ZelljKing o

tot het resultaat:
19, De meest algemeene vorm voor een integraal 1%t soort is:

/. I(fl.,x l:(fl 1)"‘1 = ]f,l)i + (;'U. 1)7: = (y —I— Sonts l— (:J;, 1)7n =Fi=L (Hr = ! ‘

Ten speciale vorm voor een integraal 3% soort is:
i¢ v

f/:’. L X — A
Do (2, ) -+ Dy (2, 0) (2, 112) = o = Dy 1 (23 ) P — 1 (2, 112)
n— J..g 3 g
Deze uitdrukking verandert niet, wanneer zich in @, @,
of één van beide vertakkingspunten bevinden,

/ d @[ o, y) 4 D1 (@, ) o (Grs0h) A= oDy A @) T (T, 2h)

Voorbeeld [: _
W — 3y + 2 =0, _ ni="1.
Geheele fundamentale functies zijn:
Ly, w
met dimensies:
Q)
Uit 1+ 1=1, 75+ 1 = 2 volgt:
vo e, Y) 1 Da(Z, Y) In (X, i) by (2, ') he (2, 1) =
y:—y —38 Yy —y
) (== o

S AR gl e PF =8,

Dus:

thy (T, y') = y*— 3
iy (2, ') = I
g (x, y') = 1.
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De algemeene vorm voor een integraal 15 soort wordt dus:

/' A

J3(r—1)

waarin, zooals behoort één arbitraire constante optreedt.
Een speciale vorm voor een integraal 3% soort. die oneindig

wordt in de punten @; = 0,y =0 en:

—]—1/3._.’/::'_’:4—]/«3

V=

i —
JAra

respectievelijk als log (z — @) en —- log (v — &) I8:
b /_ti’_; [!f“ﬁ"% Y+ @4+178) 44417 ]
SRS ==l | = w+14+173

Bepalen we zoo'n integraal volgens een andere methode,
n.1 door een snijliin te leggen door de punten (w; i) en
(3 y2): verder het 8% snijpunt (wy yy) van die snijlijn met
de kromme op te zoeken en door dab punt (xs ys) een wille-
keurige rechte te leggen, dan vinden we een integraal derde
soort in den vorm:

f' ol (i L 8 ) B A (Y f}- 17 3) o
J{@ + 178w+ 1+ 1 38) Y yh (F—1)

Deze blijkt oneindig te worden als —lg (v 41 4 1.7 3)

en als {g (@ — 0), wanneer we onderstellen:

(1 —{—]/f{) g ff + 17 :)

I —

ML — 1k
-1 ],-’ .}
Dan kunnen we ze ook schrijven:
Wy = 2t E BV 2 + - i
i Q@417 +-0 + 173yt —1)

en deze laatste vorm blijkt vn]lunm;n overeen te stemmen
met de boven gevonden 7, . mits we substitueeren:
= AN (e e )
o = — R —— -
8 : 3
Voorbeeld 11 :
P R A S L L S e ()



Geheele functies:
b

Dimensies
0111273' P:3~
dus: nn -+ 1=1, =2 + 1 =2, T3—|— =3
Dy (z, ) + 1 (@, y) Y T P (, y') 1P - B3 (2, ) P =
sty + Y PP —0 ' + Y)

Derhalve:
o (. Y) =¥ —BY
by (@, y) ==Y*—>5
hy (, ') =Y
_ My (x,y) = 1.
De algemeene vorm vool de integraal 1% soort words:
Ay -+ Bx-+ C
’ “3—1;’@’—’6*)_ d x,
arbitraire constanten optreden.
egraal 3% soort, die logarithmisch oneindig

waarin 3
Ben speciale int
wordt in de punten @ = 0 = 1 en:

<) _)
""ﬂ-—:%l/ 0, Ya = ;) 1~ bis:
y?—5 1 4 (i 7))2 b4 4’; + 11//5
g g e PO R R T
<) 2!] (Uzﬁ_(ﬂ & o 9 ]/ 5
w :_J' €

2
B!

Afleiding van de integraal 245 g001T.

Stelt, I'y een elementaire integraal 2% soort voor, die in

Il

het punt @ = & algebraisch oneindig wordt als ——,
H e Y
peeft, D, een differentiatie aan naar &, dan wordt de functie
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van (&, ¥) voorgesteld door:
De Iy, — I

niet oneindig in het punt © = §;: immers in dat punt kunnen

we ontwikkelen, als volgt:

Iy , = log (x — H+ 44 B@—5) +C@—&°+ ...
| :

Bt e e e B B =R
= —p B2 — ) i

x— &

zoodat:
DRIl ie—a (S G S

2
[

een vorm is, die niet Imeer oneindig wordt voor & = <.
Omdat we de afeeleide naar & genomen hebben, hangt de
functie niet van @, af, zoodat Dy Ilg,., — L't ook in het punt
@ — @, niet oneindig wordb. 1s die functie niet gelijk aan
een constante, dan stelt ze dus een Abelsche integraal 1%
soort voor, zoodat we mogen besluiten, dat een elementaire
integraal 2% soort in één enkel punt (% 4) van het oppervlak

oneindig als -

1 S e
s kan worden geschreven als:
— 1k

f'f{l e d [ M (@) = Dy (@) I (E, ) e S P (e, yf)fin—1 (S,{,:'_)]
7’7;;;3[‘—"-" e e i~
Tot eenzelfde resultaat komen we door
van de integraal 2% soort.
Zij (& y) een punt van het oppervlak, waardoor (w -+ 1)
pladen heengaan, en stellen we in de nabijheid van dat punt
de integraal moge in de puurt van dat punt

e [
xr — &

directe afleiding

AR = E = {vT ];
dezen vorm hebben:
;]1 ‘,J'?’_ i ; ;J_.,. e ;‘51,,. _;_71.

e R

De integraal I'; in het punt &, 4 oneindig als kunnen

M
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we in de buurt van het punt (&, #) ontwikkelen, als volgt:
L . vin
TP = '_—i—.»‘l—!—BI—'—C't“'—}—...
x— &

Vormen we evenals in § 1 de som van de waarden der
LS e ; e AR ,
functies h (x — &) e in de n bladen van het oppervlak,
. I’[' *

wanneer & een geheele functie is, dan krijgen we de nit-
drukking :

" ! o v s
2 I‘a‘(r _ t‘)" r?T—l —— —l—‘u (I———E)—i—(!'——;‘f)“ (, })‘“‘].
i=1L A i '

die aan beide kanten u -~ 2 constanten bevat.
Stellen we hierin @ = £, dan houden we alleen over:
—(w+ V)&, ) =,
d

want in de bladen, die in # =& niet samenhangen 1s ;
of L
eindig.

Differenticeren we eerst en stellen daarna e an

vinden we:

. (de+tlh, AT kst _ O U e 11
E-Z;??lj'ldfiw—r-%_l (- L‘) {-'I.{. ——!—!’.‘ d Il-""-lli— 1 + (L=< ;{.—,— '\_:1 + Bt .. ) ‘:
— u (w 4 1)!
Want zij:
o a1’ p 4 2 Yh4 S | )
{_.rf,) T 1—1(—”_‘“1 > £ 4—‘“{__%__1-,/?? i
get il e A
=) SO P !
T S (WE)— F (,Zf.“‘*‘h L (w4 1) 77 / T h -+
(w + 1) 2w ) (T i f"ft""_‘_] r
A S ri’a‘! H”:*‘hfl_"'ﬂh it
AP w2 2 (w 4 3)
il e [t B = i St A S e +2
at — w -+ 1 5 w41 i
a* P -2 {“ "T‘%] (10 ‘f’ j) O+l ...

— (w0 + 2) Bt + R
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dus voor f —= 0 is:

a P ) de+1 P )
= 2|l — L (il o — )5
L ~ i I fdirtl
Derhalve is:
ThSar

lim % - = u (w + 1)!

_(f,ffl+l

Maar :

dx G

1 8l : . !
| s n A R S SR [ _P_\ 30!1_4_..‘
w13 " di lf S ’}
en deze uitdrukking wordt nul voor £ = 0: derhalve is:
= e De+1 ] ().

w!

g e T

Nu komen we evenals in § 1 tot het resultaat, dat op
een som van integralen 1#¢ soort na, de integraal 2% soort,
1

%

die in het punt (£, 5) oneindig is als wordt voorgesteld

r—&
door:
. . ‘(E-i—l f"“ —\L— rI]l ]'ll (E; Jﬂ _|_ L - rh’l—1 h:: -1 (E. 0’])
Ii=—W++1)| o —— e e =
: . _1 J/ /;f.f (\“__‘;-')-
| ;"(Z;t' Dr+1 [y - by Jiy (& .7;[)7—44—. co = Dy 7_17;&.‘ s )
w!, /"T, S =y v — & ;

Dit resultaat blijft gelden, als (£, 5) geen vertakkingspunt
is en op overeenkomstige wijze vinden we een integraal,
die in een punt (&, ) oneindig wordt tot de 29 of hooger
orde.

Voorbeeld 1:

yt— b5y —at+ 4 =0.
Geheele functies 1, y. %, o
o=y —by; My=y*—b; Me=1UY; 3= il

Zij (&y) het punt, waar z =0, y =1 (geen verlakkings.

punt), dan is:
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7 ___/7 dx (* —oy) -+ (> —9)y —’Ey Tk +_:f
= )22y —5) (x — E)?

dP—s0)+ @ —dy+yyQ -7
T £

aee

[ dx - d
/.3 ¥ (2y—95)d

of:
cdzs PRy Ay—4 i dx SRS sY =)
/ 20PRQy—5) (=& / 21P@y-5) (@—=E

d ydiyt — Ay ==

(2y — d)

=m2"',__
J2y a?
Voorbeeld II:
P — 3yt 2at=0.
(eheele fundamentale functies: 1, 7, ¥*
dimensies: 0, 1, 2.
hy=y*—3; dh=1Yy; D= 1%
Dus een integraal 2% soort, die in het punt § = +1,
7 = — 2 oneindig wordt tot de 1% orde, is:
a d d [y* =+ yr1 pr—9 I
153(_4,‘3—-:' J—j—d-‘ — oo alg§ ———:.
— J3wr—1Ddé& x—1
Bepalen we zoo'n integraal volgens een andere methode.
De raaklijn aan de kromme in het punt x =1, ¥y = — 2
heeft tot vergelijking:
6(x—1)+9@+2)=0.

x—E& b=

Deze snijdt de kromme nog in een punt & = — 55
T 4

16 . -
Yy = — ‘;)_-3_3 bepalen we nu de rechte e 4y + 7 = U
z66danig, dat ze door het laatstgenoemde punt aaat, dan is:

. 29 ; 16
/ (t (:‘4-’- + 7,_.) + p (.’/ A 'E)j]
T — d
1)

316 (v — 1) + 9y + 2)f (v

o
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een integraal. zooals we zoeken, of wel:

Deze wordt oneindig als — in de onderstelling

PpTEEa ]
— 18 « - 27 3 = 46 en wordt gelijk aan den eersten vorm,

4
als we stellen « =-g-; § = 2,

v/ a)

Een uitdrukking te vinden voor elke willekeurige rationecle
functie.

De meest algemeene vorm voor een rationeele functie,
die polen bezit in (p -+ 1) onafhankelijke punten isdg -+ B,
indien ¢ een speciale functie van de bedoelde soort voorstelt
en A en B willekeurige constanten zijn.

Geven we dus aan de residu van de functie in een van
de (p -+ 1) polen, een bovendien één nul van de functie
dan is ze volkomen bepaald. '

Beperken we ons ftot het geval, dat de (p + 1) polen
liggen in eindige gewone punten van het oppervlak, dan
kunnen we nu de rationeele-functie, die we op de boven-
genoemde wijze volkomen hepaald hebben, oeheel nitdrukken
met behulp van de in dit hoofdstuk gebruikte functién, Het
zal dan Dblijken, dat we ook voor elke willekeurige geheele
functie een uitdrukking kunnen vinden,

Indien we de alzemeene integraal 8% soort, die we hebben
afeeleid in § 1 aangeven door /4, ., dan zal de functie:

d Iy, Do (0,y) 4 Py (@, 9) (0 W) - P2 (@ Y) P (2, 1)

Iy az —
by () A Dy (@) I @y Ya) A P [ ) P (0, Y3
x— X

-—-J[— d’] (;4:’ !/) (Jl, ])T‘|_l _i, | B S [1)”_11 (.L" y) (\,‘L‘, l)fn_l-fl
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hoogstens p beschikbare coéflicienten bevatten, n.l. de con-
stanten, die optreden in de polynomia:
(G T N (2, 1)n—1 L
Laat nu ¢, ¢, ....c, aanwijzen p gewone punten (geen
vertakkingspunten) van het oppervlak in het eindige gebied,
wier z respectievelijk wordt voorgesteld door ¢, ¢, ... ¢, en
die zoo gelegen zijn, dat de determinant:

1) =, —1 1)

(1) 1)
Dy, hy ¢, ..., (D T S Rt o] el D) e RS ()

q)(,u J f”“” ;F Tt (p)

waarin fﬁ;’_) aangeeft de waarde van o; (x, %) in het punt ¢,
niet nul wordt. Dat het altijd mogelijk is de punten zdo te
kiezen is duidelijk: want indien ..., aanwijzen een
stel onafhankelijke integralen 1% soort, dan geeft het nul
worden van deze A de voorwaarde aan, dat een rationeele
functie van den vorm:

P FRLEERT

e [ oy 2 1 d v,
/_ij' /'l (z'.r.:% CRCL ST T ;;

S

die slechts (p — 1) beschikbare verhoudinge n - REERE bevat,
nul wordt in elk van de punten ¢ ....c,. i

We kiezen nu de coéfficienten in de functie f°, 2 f;f'j""‘"r—
zoodanig, dat deze functie nul wordt in de puntene,. ..., ¢,
en stellen de functie r](;’”,r “nét die bepaalde coéflicienten
= Y (T1y Tay Ly Cry e o 3Cp)y Z00AAL A Ty (1, Loy ZaiCly  « 151Cp)
gelijk is aan den ihleummnt

[, 2] — [, &3], Iy (z, y), x Dy (Zy YY) s X0 41 f[)l( Dy e in 1—ldp,

i 25 - . (1 8! e (L) — (1)
:[f_-]_. J(l]-—lﬂ'“ ;i’.ﬂ1 'I’]J y C1 (0 ) (N 1 ‘1’1 ........ C Tw—1T1 ’p,,_l

: ) { e (p e - i
[y, 1] — [y @3], DI, ¢, o, .. .. S R e S LA L )

(1) 'Illl L‘T””l_

() r —1 () - () T =&
(hl;I o lb I 71, (I)J ey (".“‘ e any ‘Duf]ﬁ C};‘” =]

1, 9)
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waarin:

= My (2, ff) + @y (. U ) 2y (il- ’/1) S L Ui (* "/) w1 ( U1y #h)
R — e A

(r)

en ;" de waarde, die de functie @; (¢, ) aanneemt in het
punt ¢, Onderstellen we nu, dat (z, ) een eindig punt is
en bovendien geen vertakkingspunt, zoodat geen der minoren
van de eerste rij van dezen determinant nul wordt. Beschou-
wen we y (%, &»; &, ¢y, ..., ) als een functie van , ¥, dan
is het blijkbaar een rationeele functie, Ze is oneindig in elk
der punten @, ¢, ..., ¢, en wanneer x; nadert tot @ dan is
de limiet van:
(Z— @) (T, Xay &y Clyie s 1'(‘_14)

dezelfde als die van:

iy (i.u’{_)_ -j-_-_ O, .;-.1 f/) I'# \ '_h ’l_)
i

en wel = 1; zoodat in het punt @, = @ de functie y oneindig

is als — —— -3 0P dezelfde wijze blijkt, dat ze in ¢,..., ¢,
0] P i

oneindizg is tot de eerste orde.

Om na te gaan hoe de functie zich gedraagt in het oneindig
dat is voor @, = oo, merken we op. dat de functie:

Ji; (rl.fll) [l e 'm—l—J
=y = (e, i) o af TR ey

die we kunnen voorstellen in den vorm:

) LTi 4 1 T+ 2 1
= 'f" ({19 % '_'_,'_+' ) SRRt
.{zl i Jl J_'] I

niet nnr-indiw wordt voor @ = o, daar de dimensie van de
functie 7; (x, y) was «; 4+ 1.
Illll]lOl&a.

1 1 1

P B TR ;r
L] !
.'-"1
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i (61, 1 . i xri— 1)
f“—’( ) = — lu (%1, %) ( e e e O ey J
A A x wy
T Arps e 1 b
= il TEEA
— (2, ?f])[ v A IR AT ok }
et AR
Zoodat:
]’ (ffl 1/1) . AF ik aFi— 1
| e e | =
@ - (s 41, - & & S
1 :}-Tf 4+ 1 "" -+ 2 :
:.:-44—{—-"1-%—”;({1, Ul) 2T —l— —T—lq I B
1 ¥ l.

Voegen we nu bij de elementen van de eerste kolom van
den determinant, die de waarde uitdrukt van:
A [y (%1, Ta; Ly/Cly s o 5 Cp)
de volgende veelvouden van opeenvolgende p kolommen:
hy (.?:1, n) hl (L Ua ) Tty (2, yl)_ I (024 Ua )

i
9317'1 Ho: 1T 1 1) La™2

waarin:

! . _)

Tl T Tiai—LLiova iy, ST

dan zal de de tcnnmant alleen grootheden be w‘rtml die eindig
blijven voor oneindige waarden voor .

We kunnen nu het resultaat uitspreken als volgt:

De functie v (21, Za; @, 1,y .. ., C;) IS €€D rationeele functie
-van 2, die niet meer dan (p + 1) polen heeft, alle van de
eerste orde, n. L. 2, ¢, ..., ¢. Ze is in x oneindig als:

en ze wordt nul in @, = @,,
Wanneer o; (x) voorstelt een functie van @«:
i e
et e, o
aie ' dw

766 gekozen, dat ze nul is in alle punten ¢, ..., ¢, behalve
in ¢, en in ¢g = 1, dan 1s blijkbaar v (1, Za; &, 1, . .., C,) iD
w: (2)

het punt ¢; oneindig als :
Al




L

Is R (xy, 1) een rationeele functie van (@ ), die tot
enkelvoudige polen heelt de eindige punten z, 2i, ..., 2g,
A;

A
€Ty — &

terwijl ze in het punt z oneindig wordt als —
dan stelt:
R (21, 9h)— M (X1, T2} 21,01y ey Cp)— -+ — ho W (1, 3; Zg; C1y- -« 4 Cp)

een rationeele functie van (2 ) voor, alleen oneindig in
¢, ..., C). Zoo'n functie is er evenwel niet, daar we aan-
namen, dat ¢ ...c¢, onafhankelijke punten waren; evenmin
bestaat er een rationeele functie, die in enkele van die punten
oneindig wordt; derhalve is de g‘e'vonm:le functie een con-

stante en is:

R (2, 0h) = My (1, &5 21,040+ 0 5 OF)E=CaRpIet

—k— ?f'lJ yi (-'rf]. HE :3;), Sl oo o ﬁ‘,,') —l—‘ T

Omgekeerd zal een uitdrukking, zooals die aan de rechter-
hand voorstellen een rationeele functie, die de punten 2, .. . 2g
tot enkelvoudige polen heeft, voor alle waarden 7, — 4¢ die
voldoen aan de conditie, dat de uitdrukking eindig zij in
alle punten ¢, ... ¢, Deze conditie wordt uitgedrukt door de
p vergelijkingen :

M o (:1) + 2a (:3) 4+ ...+ lfl-, m; (\:ﬂ.‘) == ({

Waarin i =5l "2 SN,

Wanneer deze condities onafhankelijk zijn. dan bevat de
functic ) — p - 1 willekeurige constanten — in overeen-
stemming met het vroeger gevonden resultaat. Zijn die ver-
gelijkingen niet onafhankelijk, dan wordt het aantal wille-
keurige constanten uitgedrukt door @ — p - (+ + 1). waarin
(r + 1) aangeeft het aantal toegevoegden van. de orde
(m — 3). dat door de ¢ punten kan worden gelegd.

De functie w (), @3: @, ¢;,. .. ,¢,) wordt somtijds de functie
van \WEIERSTRASS genoemd.



Voorbeeld.

De functie w (i, @23 @, €1, €2, ¢5) te bepalen.
y— 5y —at+4=0.

hyo= 1y hy = y*; hy = y*, wier dimensies zijn 1, 2, 3.

p==6—4+1=23.

= il
(ho = f} —Hh 1, ‘DI — ,f/" S j] 'Dﬂ == i (]}3 — 1
! & Y=—9)! il /
/',,iz—(’.;‘;—" My nn ot U= bR x )1114-//1-}-!1
s o T —

a = 2 - Lk 3
=5y (W —5) s + YV

ZTi— 0a

Kiezen we de punten:
e e ein(@=0,y=1),(z=0y—= — 1), (@=1-2,y=1"5).
Door substitutie van deze waarden in de uitdrukking voor

i g4 [;)-'?—7 vinden we door de 3 vormen respectievelijk
dw

elijk aan nul te stellen:

4-“"!5 4'—’/1

-‘l re— e i L I "o
Ta A
) i ‘i"/l—'h“—?h 4 -4 gy — z/w — ;)4,
Hi— ___——_-_ S S =R AL i 8
0 1 Ly l
|__§ m+m 175, )+ U
17°2(0-2—21) ]/)u/_d Ty)
o= pnG—m):

La ol

Dus wordt:

W (@, L2 Xy €1, 0 C8) =5 Y2 =5 i 2 2

4—}—43/.——3/?——;/% 4-%—4%"4/*—;/ a0l f/1+?/1 e

il #0172 w12 12—
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5. 43415 dip—ys  dip—uy
1/( Ugl_jf; ):{:Jr_./q, Yo dyi—in gy

B

_]_

W)

%ff“sy+@ﬁfﬂffﬁUr+ﬁ4_

{O— 1)

P —5y + @ —B) YU+

— :l?:

Voorbeeld.

Te bepalen de rationeele functie behoorende bij de ver-
gelijking #® — 3y - 2 2% = 0, die tot enkelvoudige polen heeft
de gewone punten (0, — 17 3) en (0,0).

ype— By 12 2> =0, p=1.

(teheele fundamentale functies: 1,#, #*, wier dimensies

respectievelijk bedragen 0, 1, 2; dus is 5 — 1 = 0.

by =1y —3; D =1y; D=1

_ . .
AL Y= Y Ui Y =3+ Yyt 9
Yo x— 2, T — Xy

Kiezen we voor ¢, het punt, waar =0, y = - 1.7 3,
dan moeten we 4 bepalen uit de betrekking:

1 8+m  3—=3+ w1 34

T N
e + 1 — 3 -
waarnit volgh:
A= n (’fl Erag] ot ) Y2 (Y2 -+ 17 3)
i Ho| Ly ’
- 1 hy 8) a2y +179)
P (0, 25 T, )= 3--(?}{_41_) ._1“(_ nt1798) Y ___(___ -1 9) +

i HE

P =34ymtu P —3+ystu
+, ==l e

b

HEY &£ — La

Zij:
(@=1,9=—2);@=1,y:=1).
Vervangen we nu in de uitdrukking voor wy als volgt:
8



114

A ¥
h Y
Ty 1
Yo 1

; 0
U 0

dan is:

W (Tyy Lg3 X 5.01) = ~—

Zoo wordt voor £ = 0,9 = — 1 3:
e 178y — )
Y (&1, Loy X, Cl) — "*"*3 .’U —
en eindelijk:
S —x L8y —m Silr—p
M) oy Nl Sl
38T
Nu moeten we 4, A, 43 nog binden door de voorwaarde,
dat de rationeele functie R (x, #) eindig moet blijven in hel
punt ¢ ; stellen we dus:

T Y — a8

S

RiCoRy ) =1 L

dan vinden we:

(2178 —a a1 B34 0a 188 4 80) - B (h - Da-Rs 1)

8!
en daar uit de vergelijking volgt: ¥ = — —- &' ® mogen we
)

tot voorwaarde stellen: iy —= — 1 — 4 —— Ja.
Eindelijk is dus:
Y173 04 d) + (3 —173) h+ A2) 4~ 3

e

E (IU, ?/) o

voor alle waarden van Ji, 2y, een rationeele functie, zooals
we zoeken; volgens het theorcma van RieMayN—Roct moeb
die functie 2 constanten bevatten.

Substitueeren we @ =, y =y — 1 3, dan blijkt E (=, i)
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Yy : 1 — 4 — 4 !
oneindig te worden in dat punt, als «-—{_{;,—"; dus in het

: 1
punt x =0, y =20, als S
(teven we aan de constanten zoodanige waarden, dab

Ay — — 45, dan krijgen we de speciale vorm:

vt (:Ua )=

.
L
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J'Eﬁ Iy

L= i L - II' HT It_._l'l ': E »
N Ll fa i L - - | 1 r _. r b
'Iluvu_'_ ) B = ¥ ‘. ; L"Hl-lF- _'

.||' ‘
5
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-|'. fl'l L -del
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STELLINGEN.






STELLINGEN.

De grondslag, waarop de theorie der Abelsche functies
berust, moet algebraisch zijn.

1L

De door Baxer (Abel's Theorem) voor de Abelsche functies
sebruikte notatie laat wat beknoptheid en duidelijkheid betreft
niets te wenschen over.

WL

De methode om het geslacht eener vergelijking te bepalen
meb behulp van een systeem geheele fundamentale functies,
verdient zeer de aandacht.

IV,

De uitdrukkingen ,gebroken rationeele functie” en ,geheele
rationeele functie” (zie Stahl, Abelsche Functionen) zijn te
verkiezen boven ,rationecle functie” en ~eeheele functie™.
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V.

De bewering van BERTRAND (Arithmeétique, pag. 107) dat
(p — 1)! altijd deelbaar is door p, indien p niet priem is,
is niet geheel juist.

VL

Niet singuliere krommen kunnen feitelijk nict anders zijn
dan kegelsneden; het zou daarom doelmatig zijn voor
krommen van hoogeren graad zonder veelvoudige punten
den naam anautotomisch in te voeren.

VIIL

Het bewijs van LEULER VOOr de stelling, dat elke geheele
rationeele functie van een veranderlijke onthonden kan worden
in reecle factoren van den sten of 2den oraad is niet boven
hedenking verheven,

VIIL

Nemen we het bestaan eener vierde dimensie aan als
matericele werkelijkheid, dan kunnen wij, tenzij we zelf
vierdimensionaal zijn, voor vierdimensionale wezens nieb
anders dan cen abstract begrip zijn.

oo

In Tait and Steele ,Dynamics of a Particle” wordt ten
onrechte gezegd: Since accelerations are compounded according
to the same law as velocities, the above theorem is true
of them also.



De gewone verklaring van de proef van Pour, door de
rotatie van een magneetpool langs de K wehtlijnen van een
lineairen geleider, is onhoudbaar. Deze draaiing is veel
eerder een gevolg van de zijwaartsche geleiding.

XI.

Fen waarschijnlijkheid mag niet g gedefinicerd wordenals volgh:
Indien een evenement lfe\hvmen kan in @ en nict gebeuren
b gevallen en al deze gevallen hebben evenver el kans,

in
dat het evenement gebeurt

dan is de waarschijnlijkheid,
a

s sl S, 0
ESDN dat het niet gebeurt TS

X1

De physische gronden, waarop TromsoN aanneemt, dab
de aarde gevormd is in 20 millioen jaar geven geen van
alle een bepaalden Lijd aan.

XIII.

De proeven van De HEex over den invloed, dien een
draadscherm of een enkele metaaldraad nitoefent. op cen
elektrischen geleider bij ontlading door ecn vlam, laten,
wab nauwkeurigheid betreft, zooveel te wenschen over, dat
men er geen conclusie uit mag trekken.



XIV.

De psychologie behoort niet afhankelijk te zijn van de
metaphysica.

AN,

De scherpe tegenstelling tusschen ziel en lichaam 1S 1n
strijd met de tegenwoordige wetbenschappelijke psychologie.









. | 1 ;ﬁ" it
T } -J T 'nw"..l"Jr
!I:",‘il:.ml*y-r pp_ rr |
v l' b, %
R i = II l-|‘|l |I|‘=—-=.
: .’g\r}_j; f.'“".;
A

TF.»!'-
o 7
L‘}‘ Ly e
A" -‘."

L]

'15-; L

B F:II TI”

i ﬂ-." I“ J W
! I’ r d '-.l veSty f

I'I'II\_'

-, R
F "” ||r lli
—'!'
|" N -
N l- “
1 J’




4: .A.A'“lh I*HJ“\
: Itl ‘”l.“u' " |I.-|
B b ?

.!IU”
o 'E1§;_'I.F-*|1rll"qﬂ:‘l 1=,
.'-Ih_'fl“l'l"_. |-||r‘ "ll-r'I!
LR

S

| bic" E-"
IF‘«L-.}’E%‘:L
T 3\

-+

<

-

v

.q.

- ) 9 :u» - b

3 = - v Tea L J Bl el L

> | - L s - = &

|“.\H|r " "‘-I . L . J : T,_lf.:-

’."Iu" L =t Je Bt = Toom) owaEry



-":k' _“— 1 ‘II

k 1 1) Ilu 1| ’“ vlr i :"l,
tiIIF- _er _.'A'
= b IIIIE = !L’ g
.{ "|| - :|;-c':- o
St rd_
S

= ”.;T.n, i 4

A, Z:I: .__ |

‘J

T '||_H
ﬂ"iu I‘ir" “a
I“I‘&._ |||-F'l|

Jich .

el B

'L‘.'

‘.,d.






http://www.tcpdf.org

