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??? INLEIDING.- Volgens SOHOTTKY (Grelle, Bd. 83, Conforme Abbildungmehrfach zusammenh?¤ngender ebener Fl?¤chen) is de stelling,bekend geworden als de â€žL??ckensatz" door Prof. Weibesteassbehandeld op diens college (Wintersemester 1874â€”75), toenhij een theorie heeft gegeven van de algebra??sche functiesen hare integralen als inleiding tot de Abelsche functies. In zijn verzamelde werken, voor zoover die tot hedenverschenen zijn, komt geen hoofdstuk voor, waarin destel-ling uitvoerig besproken wordt; slechts in een brief van3 Oktober 1875 aan Prof. Schwaetz \') wordt ze in het kortvermeld. Weieesteass schrijft daar het volgende: â€žIst zwischen zwei ver?¤nderlichen Gr??szen x^y, irgendeine irreductibele algebraische Gleichung gegeben, so nenneich die Gesammtheit der diese Gleichung befriedigende Werthe-paare (rc,^), das durch die Gleichung definirte Gebilde^jedes einzelne Paar aber eine Stelle (Punkt) dieses Gebildes. Es werde irgend eine bestimmte Stelle (a, &) des betrach-teten Gebildes ausgew?¤hlt, so l?¤sst sich

leicht zeigen, dasses unendlich viele rationale Functionen von {x, y) giebt, dienur an dieser Stelle unendlich grosz werden. Unter diesengiebt es nothwendig eine vom niedrigsten Grade, â€” icli 1) Vers. Werke, 13d. II, pag. 235.



??? 2 will eine solche Zj nennen â€” und es ist klar, dass dannjede andere von der Form u -j- (i ist, wo a, ?Ÿ Constantenbezeichnen. Unter den ??brigen, d. h. denen, die von h??heremG-rade als sind, w?¤hle man eine (z^) vom niedrigsten Gradeaus, ebenso eine (zj von denen, deren Grad h??her als dervon (z.^) ist u. s. w. So erh?¤lt man eine unendliche Reihevon Functionen: Zj , , z^, deren Grade: V\\1 >\'\'1-, v^, ... . eine steigende Reihe bilden, und die der doppelten Bedingunggen??gen, dass sie alle nur an der Stelle (a, ??) unendlichgrosz werden, und zugleich jede andere Function .e von der-selben Beschaffenheit sich in der Form: . 4- ?Ÿ, 4- Â?2  â€? â€? â€? Â?Â? darstellen l?¤sst, wo , . . . , Â?â€ž Constanten\' bedeuten. Es l?¤sst sich ferner leicht zeigen, dass in der Reihe derZahlen: v^ , v-i, 1 . . . . von einer bestimmten an jede um eine Einheit gr??szer ist,als die unmittelbar vorhergehende. Ist fj 1, so ist die Gleichung f {x^y) = 0 von derBeschaffenheit, dass sich. alle Werthepaare {x, y) in derForm: x = B, {t) y = B, it) 0 1) Ri (.t), R^ (t) stellen voor rationeele

functies van t; immers is delaagst bestaanbare, orde v, = 1, dan is er een rationeele functie s vande Iste orde mogelyk; een bepaalde waarde z = t verkrijgt die functieslechts in ?Š?Šn punt (x, y) van het oppervlak\', derhalve komt met ?Š?Šnwaarde 2; = t ook maar ?Š?Šn waarde van x en ?Š?Šn waarde van ?/ over-een; zoowel 2/ als x kunnen dus worden voorgesteld als rationeelefuncties van een parameter t.



??? ausdr??cken lassen. In jedem ?¤ndern Falle m??ssen daher inder Reihe: Â?inige ganze Zahlen fehlen, die mit k^ ... . bezeichnetwerden m??gen Durch sehr einfache Betrachtungen zeige ich nun dass: erstens zwar nicht diese Zahlen k selbst, wohl aber ihreAnzahl f??r alle Stellen (a, b) dieselbe ist â€” ich nenne sieQ â€” und zweitens f??r alle Stellen mit Ausnahme einer beschr?¤nktenMenge singul?¤rer (und zwar algebraisch bestimmbarer) diein Rede stehenden fehlenden Zahlen die folgenden sind: 1,2,.. (Hieraus werden Sie erkennen, dass q die Bedeutung hat,die ich sonst diesem Buchstaben gebe)." Hoe Weierstrass de stelling bewezen heeft is mij onbe-kend ; hoogst waarschijnlijk rust zijn bewijs op algebra??schegronden, in â€? aanmerking genomen een gedeelte uit denzelfdenbrief, waarin hij zijne opvatting omtrent de behandeling dertheorie van de algebra??sche functi??n duidelijk kenbaar maakt. Hij spreekt zich daar aldus uit: .... â€žJe mehr ich ??ber die Principien der Functionen-theorie nachdenke â€” und ich thue dies unabl?¤ssig â€”,

umso fester wird meine Ueberzeugung, dass diese auf demFundamente algebraischer Wahrheiten aufgebaut werden muss,und dass es deshalb nicht der richtige Weg ist, wenn um-gekehrt zur Begr??ndung einfacher und fundamentaler alge-braischer S?¤tze das â€žTranscendente" um mich kurz auszu-dr??cken , in Anspruch genommen wird â€” so bestechend auchauf den ersten Anblick z. B. die Betrachtungen sein m??gen,durch welche Riemann so viele der wichtigsten Eigenschafteniilgebra??scher Functionen entdeckt hat. (Dass dem Forscher-SO lange er sucht, jeder Weg gestattet sein muss, versteht



??? sich von selbst; es handelt sich nur um die systematischeBegr??ndung)." Sedert Weierstrass zljn fundamentale stelling uitsprak ismen zich meer en meer gaan bezighouden met het hoofd-stuk , waarop zij betrekking heeft, d. i. de rationeele functiesbehoorende bij een onherleidbare algebra??sche vergelijking De zaak is op verschillende manieren aangepakt, en dezoogenaamde L??ckensatz met hare toepassingen komen mijbelangrijk genoeg voor, om ze in bijzonderheden na te gaan. Ik wil dus eerst het bewijs geven van de stelling vanWeierstrass en het aantal en de plaats der ontbrekendeorden zooveel mogelijk nader bepalen; daarna uit een stelfundamentale functies de vergelijking van het oppervlakafleiden, waarbij ze behooren, en omgekeerd de fundamentalefuncties opzoeken behoorende bij een gegeven oppervlak;ten slotte met behulp dier fundamentale functies een alge-meene vorm geven voor de Abelsche integralen ensoort. Een vrij eenvoudig bewijs van de L??ckensatz, dat berustop de eigenschap van een normaalintegraal soort omp perioden te

bezitten, geeft Baker in zijn â€žAbelian Func-tions;" met p wordt bedoeld het geslacht van de vergelijking N??ther (Grelle, Bd. 92, pag. 301) daarentegen neemt alsuitgangspunt het theorema van Riemann-Rooh , en ofschoonbeiden de zaak algebra??sch opvatten is hun behandeling zoozeer verschillend, dat het wel de moeite waard is beidebewijsvoeringen te beschouwen.



??? HOOFDSTUK I. L??ckensatz. Â§ 1, Beivijs van Baker. Het is mijn voornemen bij het bewijs van Baker ook diensnotatie te volgen, die uitmunt door groote\'beknoptheid. Zij gegeven een onherleidbare algebra??sche vergelijkingtusschen 2 variabelen x en y van den vorm:{x, IX r {X, Ik {x, 1)., .... 1\\=0waarin (x, voorstelt een algemeen polynomium in .x vanden graad aangegeven door den index X,:; onder onherleidbaarwordt verstaan, dat het linker lid niet kan worden voor-gesteld door het product van 2 rationeele uitdrukkingen vandenzelfden vorm, maar van lager graad in y. Kortheidshalveschryven we die vergelijking in het vervolg f {x, y) = 0. Men verstaat onder een rationeele functie behoorende bijhet oppervlak f{x, y) = O een functie, die ?Š?Šnwaardig is opdat oppervlak en een eindig aantal polen bezit van eindigeorde; zoo\'n functie kan ontbonden worden in elementen. Nemen we de punten (a,, . . ., a^) aan als polen eenerrationeele functie E (a?, y), wanneer n.1. ai voorstelt eenbepaald punt (.cc,-, ?/,) van het oppervlak f{x,y) = 0. Al diepunten (a,, . . .,

a^) liggen in het eindige gebied en vallen niet



??? 6 samen met de vertakkingspunten van het oppervlak; mochtdie voorwaarde oorspronkelijk niet vervuld zijn, dan kanmen altijd zorgen, dat er aan voldaan wordt door middelvan een birationeele transformatie. De orden der polenmogen respectievelijk zijn , > â€? â€? â€? ? ; het principalegedeelte zij : L\'^^  . .. . 1 . 2 . . . - 1) (^ZT^J waarin de A\'s constanten zijn. Verder stelt rl voor de normaalintegraal 2" soort \'), dieoneindig wordt in het punt a; zooals bekend is bezit zealleen perioden aan de doorsneden b van het oppervlak. Weonderstellen n. 1. dat het oppervlak volgens de methode vanRiemann tot een enkelvoudig samenhangend oppervlak isgemaakt door middel van 2 stel doorsneden; de doorsneden a,die om de openingen heengaan, de doorsneden b, die uitgaanvan een punt in de doorsneden a en in dat zelfde puntterugkeeren. (Zie Forsyth, Theory of Functions pag. 366). Dan is: V i = k E{x,y)-. JS A r:. A, r^. -f . . . Dl\'^ I i = 1 L een Abelsche integraal, die nergens oneindig wordt, diebovendien geen perioden bezit aan de doorsneden a, derhalvegelijk is aan

een constanteDus mogen we schrijven: i = i A r:^ A^ D.^ r:^ ....n^Uit deze fundamentale formule kan vrij eenvoudig de stelling 1) Bakee schryft voor de normaal integraal 2Â? soort r^\'", wanneerc het punt is, waar die integraal nul wordt,\' in de volgende beschou-wingen komt echter die nul niet voor, zoodat het onnoodig is haaraan te geven. 2) Appell et Goursa??, Th?Šorie des Fonctions Alg?Šbriques pag. 254.



??? van Wbibrstrass worden afgeleid. Immers het rechter lidvan de laatste vergelijking is in \'t algemeen geen ?Š?Šnwaardigefunctie, daar de normaalintegralen 2" soort perioden bezittenaan de doorsneden zal het een ?Š?Šnwaardige functie voor-stellen, dan moet er aan zekere voorwaarden voldaan zijn.Die voorwaarden zullen we eerst nagaan voor een eenvoudiggeval, n. 1. voor een rationeele functie, die ^slechts enkel-voudige polen bezit, k in aantal. Daaraan moge de volgende definitie voorafgaan. Een punt a^ is afhankelijk van de punten ttj, a^, . . . , a,indien voor alle geheele positieve waarden van i van 1 tot^j,waarin p aangeeft het aantal normaalintegralen P^ÂŽ soort =geslacht van het oppervlak, geldt de betrekking: Sii (a,) Sii (Â?,) -f .Uj (Â?2) . â€? . . 4- (Â?O- Daarin stellen ... , ju, constanten voor en iii (a) is deperiode van de integraal T;\' aan de i\'\'" doorsnede b. Is s â€” p, dan kunnen we de grootheden u, .. 1.1, bepalenuit de s vergelijkingen (a^ . . . a, worden onafhankelijk vanelkaar ondersteld). Is s y p, b. v. s â€” q â€” p en q} O, dan kunnen we

q vande grootheden ,a willekeurig aannemen en de overige bepalenuit de vergelijkingen. Dus voor s is elk willekeurig punt op het oppervlakafhankelijk van de punten a^ . . . a,. Volgens het voorgaande kunnen we een rationeele functiemet k enkelvoudige polen aj . . . a^ voorstellen door:R {X, = A, r:. ^^ r:, -f ... -f A, r;, Zal het tweede lid een ?Š?Šnwaardige functie zijn, zooalsbehoort, dan moet: (a,) A., ) . . . A, S?¨, (a,) = 0 i=l, 2,..., p. Hieraan kan niet worden voldaan tenzij eenige van depunten . . . a^ afhangen van de overige onafhankelijkepunten. Nu rangschikken we de punten z????danig, datÂ?1, Â?2, . . ., onafhankelijk zijn, Â?, 1, . â€? . Â?i- afhangen



??? van de overige onafliankelijke punten. Hieruit mogen weafleiden, dat de volgende functi??n ?Š?Šnwaardig zijn: R, = A\'o Al n Al ... r; Al r:,.Daarentegen zijn de functi??n:R, = Al r; = ^^ n r:^ ... r;, stellig niet ?Š?Šnwaardig; hun aantal bedraagt s, als er s onaf-hankelyke punten zijn in de groep. Breiden we nu het aantal punten uit en beschouwen eengroep gerangschikt in de volgorde: Â?1, Â?2, . . . Â?e.-??j Q\'ft-y. i â€? â€? â€?  i â€? â€? â€? \\ â–  â€? â€? aQ.,; aq, \\ â€? â€? â–  Â?Â?n â€? â€? â€?  1 â€? â€? â€? waarbij we onderstellen, dat de punten: onafhankelijk zijn, en de onderstreepte punten: - f, 1 â€? â€? â€? ) Â?ft - 1 â€? â€? â€? ^ft\'afhankelijk zijn telkens van al de voorafgaande onafhankelijkepunten. We hebben nu zooveel\' punten genomen, dat het aantalonafhankelijke punten juist p bedraagt, derhalve gekozen: - g,) - g. -(?,) â€?â€?â€? {Qk - qn -Qk-i) =Qk â€” â€” â€” en het aantal afhankelijke punten =-gi â€? â€? â€? Dan zal elk volgend punt ??q^ i afhangen van de voor-gaande onafhankelijke punten, meer dan p onafhankelijkepunten zijn toch

niet denkbaar.



??? We kunnen nu vormen de rationeele functies:1 AQi â€” ii } r" BÂ?, = AS\' 4;_â€ž 4; r;,^= n ... i\';Â? Daarentegen kunnen: i??, = 4 4 n-f 4 r:, ie,. _== - - r^. ... =_ ^ niet ?Š?Šnwaardig zijn tenzij al de co??tiicienten A nul zijn.D. w. z. voor elk van de onafhankelijke punten ontbreekt ereen rationeele functie, die in dat punt en de voorafgaandeonafhankelijke punten oneindig loordt; er zijn p en niet meerdan p van die punten, derhalve ontbreken er ook p rationeelefuncties, v Uit de uitdrukkingen voor â€? â€? -^fi/,_i kunnen we: "C,-?, 1\' â€? â€? ^ "C.-?. 1 â€?â€?â€? ^ "Â?/,_! oplossen en uitdrukken in de overige r\'s. Na substitutievan de gevonden waarden vinden we dan een rationeele



??? 10 functie, die oneindig wordt in de punten Â?j , > â€? â€? â€? > - g^ \' R (X, = n r:^ . . .   - 1 - 1 â€? â€? â€? "Q, ^Q, \'\'e. 1 1 â– â€?â–  "Q.-9.  "Q.-i. i ^Q.-\'h i Zal het linker lid ?Š?Šnwaardig zijn, dan moet: (Â?l) â–  â–  â€? fQ, â€” i^Qi â€” ?i) "f" 1  l) H- â€? â€? â€?  J â€? â€? â€? "Q,-n (Â??–A-Â?/.) = O i=l, 2, . . ., p.Dat vereischt == = , . . â€” = O, omdat onder- steld werd, dat: onafhankelijk zijn; en dus wordt de meest algemeene vormvoor de gezochte rationeele functie: R{X^y) â€” /^Ci - 1 -RÂ?. - ??, 1 â€? . . i\'q, Rq,   i -^??.-\'A i â€? â€? â€? "Qk -i ^Qh-v De functie bevat q^ -f -f ..._]_ _]_ 1 willekeurigeconstanten, d. i. evenveel als het aantal afhankelijke puntenbedraagt plus ?Š?Šn additieve constante. Â§ 2. Als limietgeval kunnen we beschouwen een rationeelefunctie, die slechts in ?Š?Šn punt a van het oppervlak oneindigwordt en wel tot de orde. Die functie kan geschrevenworden in den vorm: - = A A, n A n ... Aâ€žDr\' r::,waarin Aâ€ž ^ 0.De voorwaarde, dat Râ€ž een ?Š?Šnwaardige functie voorstelt is: A^ Si, (a) A, Dâ€ž .Qi(a) ...^Aâ€žD:-\'Sii(a)=.0



??? 11 Hieraan kan slechts worden voldaan, als een van dekolommen afhangt van de overige, in denzelfden zin, als inhet voorgaande geval, d. i. indien: D: (a) == (a) . . . D: \'\' ih (a) 2 \' ii; (Â?) â€?â€?â€? HnDr\' Sii (a).voor i = 1, 2, . . ., p. Zoo krijgen we een splitsing der kolommen, sommige,,die onafhankelijk, andere,, die lineair afhankelijk van deoverige zijn. Als we groot genoeg kiezen bedraagt hetaantal der onafhankelijke kolommen p, nooit meer dan p.Er zijn dus p waarden van n, die we A;,, . . \\ zullennoemen, waarvoor geen rationeele functie kan bestaan, in?Š?Šn punt van het oppervlak en tot ?Š?Šn van de orden/^i, ^"2, . . ., kp oneindig. In dezen vorm heeft Weierstrass de L??ckensatz gegevenen tegelijk definieert hij het geslacht van een oppervlak, alshet aantal ontbrekende orden van rationeele functies oneindigin ?Š?Šn enkel punt van dat oppervlak. Â§ 3. We kunnen nu aantoonen, dat de index van het laatstepunt, waarvoor geen correspondeerende rationeele functiebestaat, niet grooter kan zijn dan 2pâ€” 1. Beschouwen we nog eens de

puntenreeks uit Â§ 1, maarlaten voorloopig het laatste punt weg; dan hebben we depunten: Volgens de definitie op pag. 7 is een punt a afhankelijkvan de punten , , . . ., b,, wanneer: ^^ (Â?) = (??,)  (?–2) â€? â€? â€?  (??.) . (") Vermenigvuldigen we die p vergelijkingen respectievelijk



??? 12 met willekeurige co??ffici??nten A,, A.^, . . ., Aj, en tellen dekolommen afzonderlijk op, dan zal blijkbaar: A, (a) (a) = 0. . ((i) het gevolg zijn van: A, (??,) ^ (??,) . . . A, (b,) = O ...................(/) A, (br) A, n, (&,.) . . .  = O Is omgekeerd het eerste lid van ([i) nul tengevolge vanhet bestaan der betrekkingen dan geldt ook de verge-lijking (Â?) en is het punt a dus afhankeliik van de punten(b, . . . b,). Zal er voldaan zijn aan: S2 (x) = A, .Q, (x) -j-A, S2, (x) ... -h A^ Si, (x) = Oin al de punten a^, a^, ..., dan moeten daarvoor evenveel lineair onafhankelijke functies van den vorm Si (x)nul worden, als er onafhankelijke punten in de reeks voor-komen. Dat aantal bedraagt voor de beschouwde reeks: - ??i - - â€? â–  â€?  Q,-,) = = Qk â€” g, â€” .. â€” Qh â€” 1terwijl in dit geval Q/, â€” . , .â€”q,^ â€” 1 == j? â€” 1 en nietgelijk \'p, omdat we het punt Qj, â€” qj, weggelaten hebben. Uit die lineaire betrekkingen, voor het punt a^),teschrijven in den vorm: A (Â?Â?.-J A (Â?e.-J  = O kunnen we Q/, â€” q^â€” . ... â€”<?/,â€” ! co??ffici??nten A op-lossen, zoodat er, slechts p â€” (Qi, â€” g, â€”

... â€” qnâ€” 1)overblijven, waarover we vrij beschikken kunnen; dat geeftdus nog p â€” (Qk â€” qi â€” ... â€” q^ â€” 1) functies Si (x) dienul worden in al de punten a, , . . . Noemen we het aantal lineair onafhankelijke grootheden Si (x), die ver-dwijnen in al de beschouwde punten r 1, dan is dus:T -\\r 1 p ~ {Qu â€” q^ â€” ... â€” qi,. â€” 1).



??? 13 Zij Q = Q,^ â€” gy, â€” 1 het totale aantal punten; 2 4- 1 hetaantal willekeurige constanten, dat optreedt in de meestalgemeene rationeele functie, die de Q gegeven punten totenkelvoudige polen heeft, dan is zooals we weten g -j- 1 =aantal afhankelijke punten vermeerderd met ?Š?Šn, dus(2 4- 1 = g, . . . _)_ 1; en uit het bovenstaande volgt onmiddellijk: een uitdrukking voor het bekende theorema het eerst afgeleiddoor Riemann (Ges, Werke, 1876, pag. 101) en algemeenbewezen door Roch (Crelle 64). Het is bekend, dat de perioden aan de doorsneden h vanhet Riemannsche oppervlak van de normaalintegralensoort op het teeken na gelijk zijn aan de afgeleiden van dep normaalintegralen 1ÂŽ\'Â? soort \'); schrijven we de laatste alsvolgt: \'\' \'y ly dan gaat na substitutie ii (x) over in: A (fl (X, y) A.^ (f.^ . . â–  Ap ifp (x,y) = 0. Die functie wordt nul in 2 ^ â€” 2 punten, want we kunnenhaar interpreteeren als een toegevoegde van den graad {m â€” 3),indien we f {x,y) â€” O interpreteeren als een vlakke krommevan den graad. Die toegevoegde snijdt de

kromme f (x,y) = O in hoogstens (2p â€” 2) punten (behalve de veel-voudige punten), 2 p â€” 2 is dus het maximum aantal nullenvan ^^ {X). Is het aantal punten Q, waar de rationeele functie on-eindig tot de eerste orde moet worden grooter dan 2 p â€” 2,dan is het niet mogelijk er een toegevoegde van den graad>n â€” 3 doorheen te leggen; derhalve bedraagt het aantal â€?) Appell et Gouksat, pag. 155, pag. 320.



??? 14 lineair onafhankelijke functies fi(co), dat nul wordt in diepunten: r 1 = 0. Voor de beschouwde puntenreeks bedroeg het aantal onaf-hankelijke punten: Q, â€” gi â€” . . . â€” q, â€” 1 = â€” 1;derhalve wordt er, volgens: r 1 = p â€” (Qk â€” qi â€” ... â€” q^ â€” 1) = 1in al die punten ?Š?Šne functie Si (x) nul; hun aantal kan dusniet grooter zijn dan 2 p â€” 2, want zooals we gezien hebbenwordt er in meer dan 2 p â€” 2 punten geen enkele S2 (x) nul;dus is: of hetgeen te bewijzen was. Uit het bewezene in Â§ 1 en 2 volgde, dat^ orden ontbreken;alleen bestond nog de mogelijkheid, dat het aaUtal p eerstwerd bereikt, wanneer we een oneindige reeks van puntenbeschouwden; uit hetgeen nu is aangetoond, blijkt, dat hetaantal p zich onder een beperkt aantal punten bevindt. Â§ 4. Voorbeeld; y _ l\'fi\' (x , y) ^^ moge. voorstellen een Abelsche integraal soort, dan is q>(x,y) = 0 een toegevoegde van dengraad â€” 3) en we noemen de snijpunten van die toege-voegde met f (x,y) O Â?i, Â?2, . . ., Â?2^-2; a zij een wille-keurig punt op de kromme/"(a;, y) = O, dat echter niet

magsamenvallen met een van de nulpunten van (p {x, y) ^ 0. Er kan dan niet bestaan een rationeele functie, die in depunten ai, azj.-.a^p-^, a oneindig wordt tot de eerste



??? 15 t orde; daar het punt a den index 2 p â€” 1 zou verkrijgenwordt hier het uiterste geval hereikt, dat volgens de voor-gaande stelling mogelijk is. Het aantal willekeurige constanten, dat die functie zoumoeten bevatten is volgens het theorema van Riemannâ€”Rooh: 1â€”p 1 =p,Immers t -f 1 is nul, omdat het aantal punten, waar defunctie oneindig tot de eerste orde moet worden grooter isdan 2 p â€” 2. Zal nu: X Xl Fa^ â€? â€? â€? 4- p - 2 -Ta^j, _ g 4" hp- \\ ^aeen ?Š?Šnwaardige functie voorstellen, dan moet:h(??i) ... Up-^(a3;,-3)  = ^ Vermenigvuldigen we de vergelijkingen respectievelijk metco??ffici??nten . . . ^^ en tellen de kolommen op, dan moetblijkbaar: ^ (a) ... -i-A, Si, (a) ] == O zijn, omdat door de punten Â?i, . . voldaan wordt aan: iii (ai) A, Sh (Â?i) . . . ^ (ai) = ?? Al (a2,,_2) A ih (a-ip^z) -j-. . .Ap Sip = 0. Maar a valt niet samen met een van de punten: . de toegevoegde (p of wel S2 (x) (zie pag. 13; heeft niet meerdan 2p â€” 2 nullen, hieruit volgt dus u = 0. ])e gezochte functie zal dus enkelvoudige polen hebben,alleen in de punten ai, . . ., a^p^z en

zal zijn van den vorm:h \'H {x, y)  â€? .. lp if\'p (so, y) ^ waarin de 9 functies voorstellen afgeleiden van integraleneerste soort, zoodat zoowel de teller als de noemer eentoegevoegde van den graad m â€” 3 is; de functie bezit hetbehoorlijke aantal constanten.



??? 16 Het punt a hangt niet af van de punten Â?i, . . ., a3p_3,wel hangen {p â€” 1) van die punten af van de p â€” 1 overige,immers door p â€” l onafhankelijke punten is een toegevoegdevan den graad m â€” 8 volkomen bepaald. Onderstrepen wede afhankelijke punten, dan kunnen we de reeks aldusschrijven: Â?1, Â?3, . . ., ttp^i, cip, ??pj^i^ . . ., a^p^i, a zoodat men onmiddellijk inziet, dat elk nu volgend punt afmoet hangen van de voorafgaande onafhankelijke punten.We kunnen dus wel vinden een rationeel e functie, dieoneindig tot de eerste orde wordt in de punten: flj, ftj, . . . tt^ p â€” 2, Cl ^ a\' / of een rationeele functie, die oneindig tot de eerste ordewordt in Â?i, . . . a^p-o en oneindig tot de tweede of hoogerorde in een punt a. Uit het bewezene volgt: lil = 1 zoodra iJ > 0. Want bestaat er een rationeele functie die in ?Š?Šnpunt van het oppervlak oneindig wordt tot de eerste orde,dan stelt (_Ri)" voor n . . . oo een rationeele functie voor van elke willekeurige orde; er zouden er dus geen ont-breken, hetgeen in strijd is met de bewezen stelling. Â§ 5. Er zijn {p â€” (p 1)

punten (niet noodzakelijk ver-\'punten) van het oppervlak f {x, = z????danig,dat er een rationeele functie bestaat in ?Š?Šn zoo\'n punt on-eindig tot de p^" orde {p > 1) en in alle andere punten vanhet oppervlak eindig. Dit resultaat en enkele van de volgende zijn afgeleid doorHurwitz (Math. Ann. 41. pag. 407). Een rationeele functie, die in een punt a van het opper-



??? 17 vlak oneindig wordt tot de orde, eischt, dat er voldaanis aan de volgende voorwaarden: Ai Sii (a) ils D, iii (Â?) ... A Dr\'fii (a) = O= 1, 2, . . ., Of wel: .........Si,(x) DShix), D ih (pc) ......n(2p{x) = O voor x = a. Dp -1 .Qi (X), Dp -KQ^ix). . .Bp-^ Sip [x] Die determinant kan niet identiek nul worden, omdat ergeen lineaire betrekking tusschen .Qi (x), . . Sip (x) mag be-staan. In elk geval is er dus maar een eindig aantal punten,waarvoor een rationeele functie bestaat in ?Š?Šn dier puntenoneindig tot de p^" orde. We weten, dat: X indien Vi. . . Vp voorstellen p lineair onafhankelijke normaal-integralen soort; is v een algemeene integraal soort,dan mogen we schrijven: dv dvdx d^vidv" dv \' dx\'dvy dvi d^v^ Jv \' dx^ ,dxj dvi d^ V\'dv \' dÂ?p\' dv\' dx Na substitutie wordt: dv\\^p(p i)clx}\'^ = .dx



??? 18 waarin: dvi dVi dVj, dv \' dv\'\' - \' \' â–  dv dHi d^v^ d^Vp dv"- \' \'dW â€? â–  â–  â€?\' dv\'- d\'vi d^\'Vi d"v. dvp \' dv\'\' \' dvP is een rationeele functie, die alleen in de nullen van dv dv oneindig wordt, de teller dvi kan immers niet oneindigworden, omdat het de afgeleide is van een Abelsche integraalsoort; ook dv is de afgeleide van een integraal P^Â? soorten wordt derhalve in {2 p â€” 2) punten nul. Daaruit volgt, dat een, rationeele functie is van deorde 2 p â€” 2; zoo wordt alleen oneindig in de nullenvan dv-, wier aantal 2 {2 p â€” 2) bedraagt; f is dus een d V d^ V rationeele functie van de orde 2 {2 p â€” 2); eindelijk is ^^^ een rationeele functie van de orde p (2 p â€” 2); zoodat wemogen besluiten, dat een rationeele functie is van de orde: pAp^D (2p-2) = {p - 1) p (p 1). De factor dx kan nul worden in de nullen van dv, dat waren echter polen van /J^, die punten vertegenwoordigendus geen nullen van z/^. Noemen we de punten, waarin J^ nul wordt Pi, Pg,. .., P,.en de orden respectievelijk nii, m^, ... , m,., dan is: m^ \'Tih -h . . . 77ir = {Pâ€” l) P {P 1).



??? 19 6. Voorbeeld: x^ ^ y^ {ax ^hy cyâ€” = S. De algemeene integraal soort is van den vorm:Ax -{- By G f, waarin A, B, G constanten voorstellen. Voor den tellerkunnen we ook schrijven: B (f^a {xy) G 3 {x y),wanneer de cfi functies voorstellen toegevoegden van de ordem â€” 3. Dan wordtn (a; y) ^p {x, y) ....... n 1 B (jri {x y) qa {x, y) ^ liX f / w Dx f\' \' v \'dx^ 1 .q.>l{X,y),. .. fy \' v Na behoorlijke vereenvoudiging neemt die determinant denvorm aan: Dcpp DP-^ (/i, DP-waaruit blijkt, dat de bepal D q:i, D (f2, (jP3, . . . Dp-^ Cf>j, ing van de punten J = O neer-komt op het bepalen van de punten, waar de kromme: -een contact van de p\'^" orde heeft met de kromme f{x, y) â€” 0. Voor de gegeven vergelijking, waarvoor p = 3, wordteenvoudig gelijk aan â€” aan welke betrekking voldaanwordt door de buigpunten van de kromme f {x, y) â€” 0.Een kromme van den graad zonder singuliere punten



??? 20 bezit 24 buigpunten, dat is juist het vereischte aantal (j9â€”l)i?(p 1). Beschouwen we een bepaalde kromme waarvoor p = 3 die ongeveer nevens-gaanden vorm heeft.In de buurt van hetpunt X â€” O kunnenwe ontwikkelen als-volgt : en we willen nu construeeren rationeele functies in het puntrc = O, y = 1 respectievelijk oneindig tot de , enhooger orde. Dat de eerste orde ontbreken moet zoodra _p > O hebbenwe al besproken; ook de tweede orde ontbreekt in het punt(O, 1), immers een toegevoegde van de (m â€” 3)\'^" orde, (d. i.een rechte voor m = 4), die de kromme in het punt (O, 1)aanraakt, heeft tot vergelijking yâ€” 1 = 0; een tweede toe-gevoegde gaande door de 2 overige snijpunten van y â€” 1 = 0met de kromme, valt met de lijn (?/ â€” 1) = O samen, daardie rechte in dat punt een contact heeft van de 3\'^" orde metf (Xjy) = O, hetgeen blijkt uit de differentiaalquotienten dy cl^y d^y ,, , n di-d?Š\'d?Š\'\'\'^\' nul voor !/ = l,x = 0. â€? Kiezen we voor noemer een kegelsnede, die de krommein het punt (O, 1) aanraakt, dan snijdt die kegelsnede de



??? 21 kromme in nog 6\' andere pmiten; een 2^ÂŽ kegelsnede doordie 6 snijpunten valt noodzakelijk met de eerste samen,derhalve geeft ook dit geen oplossingen; zooals hieruit volgt,zullen ook krommen van hooger orde dan de tweede , geenrationeele functie geven zooals we zoeken. Een rationeele functie oneindig tot de tweede orde\'in datpunt is dus niet te constueeren. Een rationeele functie te vinden in het punt (0, 1) oneindigtot de derde orde. Een toegevoegde van den graad {m â€” 3) die in dat punteen contact moet hebben van de tweede orde en er eenheeft in dit geval van de derde orde is ^ â€” 1=0. Eenwillekeurige rechte gaande door een van de 4 contactpuntenheeft tot vergelijking Ax-\\-B(;y â€”= waarin A enB arbitraire constanten voorstellen; dus wordt de functie, 00 die we zoeken van den vorm-r B\\ m bevat 2 wille- y â€” 1 keurige constanten, waarvan ?Š?Šn additieve, terwijl volgenshet theorema van Riemann-Roch dat aantal moet bedragen: g= 4-(r 1) 4-1 = 3- 3 1 1 = 2, juist zooals we gevonden hebben. Als een speciale vorm van de

gezochte functie mogen we CC aannemen-- y â€” 1 Een rationeele functie te construeeren in het punt (O, 1)oneindig tot de orde. De rechte y â€”^1=0 heeft in het beschouwde punt eencontact van de derde orde met de kromme = een willekeurige rechte niet gaande door het punt (O, 1) heefttot vergelijking Ax-{-By-\\-G = 0^ dus de functie, die we A X A- B v G zoeken krijgt den vorm-â€”â€”, ; ze bevat 3 arbitraire y â€” l \' constanten, zooals behoort, daar: =  4-1) 4-1 = 4- 3 2.



??? 22 A cc I C We vonden, dat-^â€” voorstelde een rationeele functie, ^ â€” 1 oneindig tot de derde orde in het punt (O, 1), derhalvekunnen we als speciale vorm van een rationeele functie in Ij dat punt oneindig tot de orde aannemen Een rationeele functie in het punt (O, 1) oneindig tot de??"^" orde is niet te construeeren; immers een rechte kan geencontact hebben van de orde in het punt (O, 1), daar dx\' ~ Zal een kegelsnede ax"^ -\\-hy"" -^2gx-\\-2fy-\\-c â€” 0 in het punt (O, 1) een contact hebben van de orde, danmoeten we voldoen aan de voorwaarden:ax^ -\\-2hxy -^hy^ 2gx-\\-2fy = Q o" II dx^ ^ dx dx^ ^ ^ â€? ^ \' ^ dx^ dx\' dx^ â–  ^ ^ ^ 1 "dx\'\'We vinden daaruit de volgende waarden voor de co??l??i-cienten: a = 0; h = 0\', g = 0-, f= â€” ??; c = b,zoodat de vergelijking der kegelsnede wordt: _ 2 y ^ I == O of (y - ly = O-ze bestaat dus blijkbaar uit twee samenvallende rechte lijnenen heeft in het beschouwde punt 8 punten met de krommef (x,y) â€”O gemeen. Wilden we nu een tweede kegelsnede leggen door 3 van^de contactpunten, dan gaat die stellig ook door een

wantze wordt voorgesteld door {2 gx by â€” c) (?/ â€” 1) = O, dx^



??? 23 we kunnen dus geen rationeele functie vinden, die alleen inhet punt (O , 1) oneindig is tot de ??\'^" orde. De ontbrekendeorden voor dat punt zijn dus: = 1, fej 2, A\'s = 5. Een rationeele functie te construeeren in het punt (O, 1)oneindig tot de zesde orde. De kegelsnede {y â€” 1)^ = 0 heeft in het beschouwde punteen contact van de zevende orde met de kromme; eentweede kegelsnede, die in het punt (0, 1) een contact heeftvan de eerste orde, heeft tot vergelijking:ax\'\' {2 gx ^hyâ€” l){yâ€”wanneer we n. 1, voor de algemeene vergelijking der kegel-snede aannemen: ax\'^ ^2hxy -{-2gx -\\-2fy -\\-l=Q> zoodat de rationeele functie alleen in het punt (O, 1) oneindigtot de orde kan worden voorgesteld door: J^i2gx-^hyâ€”l) {y - l) \'^ " "" - 2 y 1 waarin X, a, g, h arbitraire constanten zijn. VolgensQ â€” (1=P â€” (r - -1) moet het aantal willekeurige constantenjuist 4 bedragen, daar ^ = 6,^9 = 3, r l= 0, er gaatimmers geen rechte, d. i. geen toegevoegde van de (w â€” 3)\'^Â?orde door de 6 punten. Als speciale vorm van een rationeele functie in hetbeschouwde

punt oneindig tot de orde mogen we nemen: [y - If \' Een rationeele functie te bepalen in het punt (O, 1) oneindigtot de zevende orde. De noemer blijft {y â€” 1)-, terwijl we den teller verkrijgendoor een kegelsnede op te zoeken, die een contact van denulde orde heeft in het punt (O, 1"); die wordt voorgesteld door:ax^ -\\-2hxy â€” â€”



??? 24 zoodat de rationeele functie wordt: ax^ Jixy 2gx â€” 1)0/ â€” 1) 1)"- ^ \' waarin 5 arbitraire constanten zooals behoort; een speciale CC "?./ vorm der functie is ^- 0/ â€” 1)\' Een rationeele functie oneindig in het punt (O, 1) tot deachtste orde vinden we in de gedaante: ax^ hxy ^hy^ gx f y -^l (?/ - ly- /2 ir of meer speciaal ^^ . Voor rationeele functi??n tot hooger orden oneindig moetenwe contact hebben van hooger orde en zullen dus krommenvan de derde en hooger orde moeten gebruiken. De gevolgde wijze van afleiding, tenminste voor de rationeelefuncties van hooger orde dan de 5\'\'ÂŽ, dient alleen ter ophel-dering; we kunnen er n. 1. heel gemakkelijk een van dezesde orde verkrijgen door die van de S\'\'ÂŽ orde in hetkwadraat te brengen, zoo geeft het product van die van dederde - met die van de vierde orde een rationeele functieoneindig tot de zevende orde, enz. De rationeele functies in het punt x = 0, y=l oneindig,worden dus: X y _ x^ xy y"- â€”\' â€”\' \' \' â€”\' _ 1)2 \' _ 1)2 \' (y/ _ 1)2 \' X?- y (y - ly^ \' {y -ly^"-Â§ 7. Bestaat er een rationeele. functie, die in

?Š?Šn punt a vanhet oppervlak oneindig wordt tot de orde, en verderoveral eindig is, dan zal er in het algemeen geen rationeele



??? 25 functie bestaan, die in dat zelfde punt oneindig wordt totde {p orde; immers zou dan tegelijkertijd voldaan moeten zijn aan: Al lii {a) D (a) .. . Dp-^?œi {a) = 0 i=\\,2,..pen Bl D P.i (a) -Bg D\' Sii (a)-i-. ..Bp Dp .Q; (a) = 0 i=l, 2,..p. Volgens pag. 17 was die eerste voorwaarde gelijkwaardigmet Jx = ^ voor x = a\\ de tweede komt overeen met = 0. Evenals voor J, kunnen we voor aan- toonen, dat ze slechts in een beperkt aantal punten kanverdwijnen; in \'t algemeen vallen de punten, waar /J = 0 en waar = O niet samen; zijn echter beide gelijktijdig nulCt cc in ?Š?Šn punt van het oppervlak, dan volgt daaruit ?Š?Šnbetrekking tusschen de moduli van het oppervlak, wieraantal dan 3^ â€” 4 bedraagt in plaats van Sp â€” 3. Bezit een kromme van den 4\'\'Â?\'^ graad en het 3\'\'ÂŽ geslachteen osculatiepunt, (Zie Â§ 6), d. i. een punt, waar een rechteeen contact heeft van de derde orde met de kromme, dankunnen we construeeren een rationeele functie, die in datpunt oneindig wordt tot de en een in datzelfde puntoneindig tot de 4\'\'" orde. Omgekeerd kunnen we uit

di?¨twee functies, zooals we later zien zullen, de vergelijkingvan het oppervlak afleiden in den vorm: i/ yx{x -{- a) ai x^ -f aj Â?3 x ?–4 = ?? die slechts p â€” 4 arbitraire constanten bevat. Een rationeele functie, die in ?Š?Šn enkel punt oneindigwordt tot lager orde dan de zal in \'t algemeen niet voor-komen. Daarvoor zou moeten voldaan zijn aan: Al O; (a) D (a) . . . 4- A, D\' -\' Sii (a) = O i = 1, 2, ... p terwijl r } p



??? 26 of aan een zeker aantal minoren afgeleid uit de matrix:-Qi (a) . . . D:-\' Sii (a) Evenals voor z/^ kunnen we voor elk dier minoren aan-toonen, dat ze slechts een beperkt aantal nullen bezitten,die nullen zullen in \'t algemeen niet samenvallen. Doen zedat wel, dan bestaan er ook ?Š?Šn, of meer, betrekkingentusschen de (3 p â€” 3) moduli van het oppervlak. Â§ 8. In Â§ 3 hebben we aangetoond, dat de index van hetlaatste punt, waarvoor geen correspondeerende rationeelefunctie bestaat, niet grooter kan zijn dan 2. p â€” 1. In dezeparagraaf zullen we bewijzen dat de hoogste orde, waarvoorgeen rationeele functie bestaat, die slechts in ?Š?Šn punt aoneindig wordt tot die orde en verder overal eindig is, lageris dan 2 p. Laat /tl, voorstellen de ontbrekende orden, zoodanig gerangschikt, dat Zji < /^s < . . . < kj,. Vormen we nu den determinant: O, iix (x),............. waarin , . . ., constanten voorstellen, en ontwikkelen dievolgens de elementen van de eerste kolom: V. = Xl m 4- h <P2 (X) -i- ... -h lp q\'p (x).



??? 27 De grootheden, die we hebben voorgesteld door:qpi (a;), . . ., (fp (x)zijn afgeleiden van integralen soort; qpi (x) wordt in eenpunt x = a nul tot de orde 1), tot de orde â€” 1), eindelijk (fp {x) tot de orde {kp â€” 1).Want beschouwen we den minor (x): Si,{x), Si2{x),.......................,-%{x) D^\' - ^ Si, (a), -1 (a) ,........, - ^ Si, (a) (f.r(X) = ZUr-1-1 .(<>1 (a), JD^-I-\'^ Sisia), .. D^v-1"^ (a)D^. i-i si^ (a), D^r i-i Sis (a), . . D\'^r i-^ Sip (a) _ D\'p - ^ Sii (a), D\',-\'Si, (a),......... D\'p -\' Sip (a) Differentieeren we q.^ (x) naar x, dan verandert alleen deeerste rij van den determinant; in het punt x = a wordenalle afgeleiden van lager orde, dan de (K-iY^ -nul, maarde afgeleide van de orde kr _ i wordt daar niet nul. Immers: 1". Een afgeleide naar x van lager orde, dan de (^v_en wel van een der orden â€” 1), (A;. â€” 1),...,(/(;,_ i â€” 1),geeft een determinant, die voor x = a 2 gelijke rijen ver-toont en dus nul is. 2Â?. Een afgeleide van een orde lager dan de {K â€” , maar niet van de orde {ki â€” 1), {k^ â€” 1)_____ â€” 1), wordt nul, omdat zoo\'n Di^ - ^ Sii {a) een lineaire functie is

vanD\'\'^-^ Sii(a) . . . D\'r-i ^sii(a). Immers zal een rationeelefunctie in een punt a oneindig worden tot de j?\'^ÂŽ orde, danmoet voldaan zijn aan: Sii (a) Ao D Sii (a) Ap DÂ? -1 Sii (a) = O i = 1, 2, p. Voor p =ki, . . kp kan niet aan die voorwaarden wordenvoldaan, wel voor andere waarden van p. Daaruit volgtechter, dat Di^ - ^ Sii (a) een lineaire functie is van:D^-.-i _____ B\'r-^Sii (a),



??? 28 zoodra niet gelijk is aan een der getallen ki, ... wekunnen dan de afgeleide van de (,Â? â€” 1)\'\'ÂŽ orde herleidentot een determinant, wier bovenste rij slechts elementennul bevat. 8". De afgeleide van de {K â€” orde kan niet nulworden in het punt x = a, omdat ze, afgezien van hetteeken, gelijk is aan den minor van liet element (1, 1) in dendeterminant V.^, fin die minor kan niet nul worden debeteekenis van de getallen ki, .. in aanmerking genomen. Of afgeleiden van hooger orde in het punt x = a nulworden is nu onverschillig; we hebben hiermee aangetoond,dat (fl, {x) in X ~ a een nul heeft van de orde K â€” 1;daaruit volgt onmiddellijk, dat qpi (x) niet nul wordt inx = a,immers ki= l. Verder wordt (f), {x) nul tot de orde k^ â€” 1; daar (jf^^ {x)de afgeleide is van een integraal soort, kan ze nulworden tot hoogstens de (2 p â€” 2)\'\'ÂŽ orde, waaruit volgt: p â€” l dus stellig k,, <: 2 p. Voorbeeld: yi â€” O ?/- â€” 4 = 0. In het osculatiepunt {x = 0,y = 1) konden we niet bepaleneen rationeele functie van de P\'ÂŽ, 2\'^ÂŽ of 5\'^ÂŽ orde, de ontbre-kende

orden zijn voor dat punt ki= l, = k% = 5 dusKi^p. Bestond er een buigpunt van de kromme, dat niet tegelijkosculatiepunt was, dan zouden evenais in het vorige gevalde rationeele functies van de en orde ontbreken,bovendien zou er geen rationeele functie van de ordebestaan. Immers, daar het punt geen osculatiepunt is, kaneen rechte geen contact geven van de B"!ÂŽ orde; construeerenwe een kegelsnede, die in dat punt een contact heeft vandfe 8\'\'ÂŽ orde, dan snijdt die kegelsnede de kromme in nog 4andere punten, waarvan echter twee in het buigpunt moeten



??? 29 vallen immers elke kegelsnede, die in het bnigpunt 4 puntenmet de oorspronkelijke kromme gemeen heeft zal er nood-zakelijk 6 in dat zelfde punt met de kromme gemeen hebben;een tweede kegelsnede, gaande door die 4 snijpunten zalgeheel met de eerste samenvallen, dus is voor het bnigpunt:= 1; 1^=1 2-, A3 = 4.In een punt, dat noch osculatiepunt, noch bnigpunt is,ontbreken de rationeele functies van de 2\'^ÂŽ en orde;want wilden we b. v. construeeren een rationeele functie indat punt oneindig tot de 3\'^ÂŽ orde, dan zouden we gebruikmoeten maken van een kegelsnede, die in dat punt eencontact had van de 2\'\'ÂŽ orde met de kromme; die kegelsnedeheeft nog 5 snijpunten met de kromme, maar leggen weeen tweede kegelsnede door die 5 punten, dan valt zenoodzakelijk met de eerste samen, derhalve ontbreekt derationeele functie in dat punt oneindig tot de orde. Nu is voor dit geval = 1, /co = 2, = 3 . dus ookK < 2 P. Â§ 9. Indien A\'o > 2, d. w. z. als we niet to maken hebben meteen hyperelliptische vergelijking, dan is: /h 4- . â–  . plHoe

groot die som is voor de hyperelliptische vergelijkingkannen we gemakkelijk berekenen, de hyperelliptische ver-gelijking is gekarakteriseerd door het bestaan eener rationeelefunctie in ?Š?Šn enkel punt oneindig tot de 2\'\'" orde dusbestaan ook alle orden, die veelvouden zijn van 2; dan is: . . . = 1 4- 3 4- . . . 2 p - 1 =Nemen we aan, dat de laagste orde, waartoe een ratio- 1) Zie Bakek, pag. 80.



??? 30 neele functie in ?Š?Šn enkel punt oneindig wordt de m\'^^ is;dan kan er niet bestaan een rationeele functie van de ordek,. â€” m, want daaruit zou de bestaanbaarheid volgen eenerrationeele functie van de orde A;,.; evenmin kan een dergetallen â€?/ci, k^. ... een veelvoud van m zijn. Zij nu Ti een van de onbestaanbare orden en wel dehoogste, die congruent is met i voor modulus w. Dan isTi = I m -]- i en de getallen ri-â€”m.,Yi â€” 2 m,..., w ,die alle kleiner zijn dan r,, moeten voorkomen onder degrootheden k^k^. Geven we nu aan i alle waardenvan 1 tot m â€” 1, dan zal het tafeltje: 1, 1 Â?z, 1 4- 2 w, . . . , ri 2, 2 4-w, 2-f2w,...,r2 m â€” 1, (w â€” 1) m, (w â€” 1) 2 m, . . . , alle getallen fei, . . ., kp en geen andere bevatten; immers isTi = I m i, dan kan er geen orde V -m % bestaan,waarin < A, omdat uit het bestaan dier laatste orde, inverband met de m^ÂŽ orde, de bestaanbaarheid zou volgender orde X m i. De onderstelling, dat twee getallen in het tafeltje hetzelfdezouden zijn, leidt tot een ongerijmdheid; was b. v.: am 1 = 0^ 3 dan zou (h â€”

a) m 2 zijn en daar 2 het verschil is van2 getallen, die elk kleiner zijn dan m, kan dat nooit eenveelvoud van m zijn.Het aantal in het tafeltje voorkomende orden is: \' m V =of m p = (n -1 -f m) (rs - 2 m) ... (?\'â€ž, -1 - -1) m {m â€” 1) 2 \' V J l m ... _ 1 = mp â€”



??? 31 Voor de som der onbestaanbare orden kunnen we schrijven: m â€” \\i=\\ Ti {Ti â€” m)-\\- . . . -j- (m i) -f i J â€”1 m â€”1 1 1 \'Ti â€” l 1 2 m OT â€”1 m - 1 VI â€” 1 (n wâ€” 7,1â€”\\ 2 iiV 2mi~a \' 2m; = iNu is: \'Â?-1 . ^ m (m â€” 1). .3 ^ 1 ^^^ __ ^^ ^^ ^^^ _ t = 1 ^ i =. 1 O waardoor het bovenstaande overgaat in: 2 2 it 1 m â€” \\ ^ 2 m i^x m â€”1 1 2 p â€” l m Ti 2 Wi j = 1 m (m â€” 1) â€” (m â€” 1) (2 m â€” 1).Substitueeren we nog in den tweeden term de voor OT â€”1 ^ Ti gevonden waarde:i = 1 m â€” 1 ri â€” {2pâ€”\\) _ (w _ 1)2 ^ Ti ^ 2 m ; = i 1 X2 - 1) 1) of â€”-^(m â€”l)(m â€”2). 1 m â€” 1 2p â€” lâ€”ri . Bereikt r; de maximumwaarde 2 p â€” 1, dan wordt:2 p â€” 1 â€” r; ^ O;blijft n beneden het maximum, dan is 2 pâ€”l â€” r,- > O, dus 1 mâ€”\\ de term r,- 2 m i = 1 \' 2 p â€” 1 â€” Ti positief. Is nu m > 2, dan is -g- (m â€” 1) (w â€” 2) ook een positievegrootheid en dus



??? 32 Sluiten we het geval, dat ^ = 0, uit, dan kan m nietgelijk 1 zijn. Is m = 2, dan is noodzakelijk > 2, dus isniet Si < p^. Immers uit het bestaan eener rationeele functieoneindig tot de tweede orde in ?Š?Šn enkel punt, volgt hetbestaan der functies van alle even orden, er blijft dus voorde getallen ki, . . . , kp niet anders over dan: 1, 3, 5,..., 2 p â€” 1, wier som = Hetzelfde resultaat geeft ook de formule: 1 OT-i 1 daar voor dit geval zoowel de tweede als de derde termnul is.Voorbeeld: y* â€” (x â€” a) {x â€” b) (x â€” c) {x â€” d) (x â€” e). Volgens de formule van Riemann is het geslacht van dezevergelijking 6. De kromme door de vergelijking voorgesteldheeft dus geen dubbelpunten. In een gewoon punt kunnen we construeeren rationeelefuncties, die respectievelijk oneindig zijn tot de orden 7, 8, 9,...,de ontbrekende orden zijn dan 1, 2, 3, 4, 5, 6, wier sominderdaad In de punten, waar J = O wordt (zie pag. 17) bestaanih \'t algemeen de orden 6, 8, 9, . . . , de som der ontbre-kende orden is dan 1 2 -f 3- 4 -f 5 7 = 22, ook.< p". Tenzij we bijzondere

betrekkingen aannemen tusschen deQp â€” \'S moduh van het oppervlak, kunnen zich geen anderegevallen voordoen. Maar ook dan nog blijft de som steeds < want is b. v. ^ = O tegelijk met /J =: O, (zie pag. 25) Ct CV ^ dan is de som der ontbrekende orden:^ 1 -f 2 3 4 5 8 = 23 nog < <



??? Â§ 10- 33 Er zijn minstens 2 -f- 2 verschillende punten, waarvoorrationeele functies bestaan in een van die punten oneindigtot de of lager orde en verder overal eindig. In een nul van had qpi (x) een nul van de â€”â€?orde, qj2 (x) een nul van de (h â€” orde enz.; blijkbaarzijn de orden van al die nullen verschillend. Daaruit leidenwe af, dat er geen homogene lineaire betrekking kan bestaanvan den vorm: gji (x) Â?3 (jp2 (fl?) . . . (fp {x) = Owaarin de grootheden constanten voorstellen. Daar : gedelinieerd zijn als afgeleiden van p integralen soortis dus: lil J <Pi (x) dx ^ ,Â?2 (x) d X -i- ... -j- ^ip I cpp (x) d X weer een Abelsche integraal soort en wel een algemeene.We kunnen dus Sii (x), . . ii^ (x) uitdrukken als lineairefuncties van q)\\{x), ... , cfp (x) b. v.: ??i (x) = Ci^ 1 (jta (X) -f Ci,2 <f2 (Â?;) ... C;,^, {x)1,2, .. .p. Door substitutie van deze waarden in den bekenden deter-minant /Jx gaat deze over in: n{x), ,............... D^ (pi (x), D^ <13 ,........., D,qjp(x) O Dr\' fl (x),Dr\' f2 (x),... Dr\' (x)waarin 0 voorstelt de determinant van de

co??ffici??nten c. De determinant heeft in elke nul van^^ een nul vande orde: (ki~l) ... (kp-p) = ki /c, ... ft,- -U(i> 1).



??? 34 De C is een constante, dus volgt hieruit, dat /J^ in elkvan zijn nullen verdwijnt tot de orde: /Cl . . . I P{P -h 1) of indien k^ 2 tot een orde kleiner dan ^ p (p â€” 1), dan is immers ki k^ 4- kp ( pl Laat er r verschillende punten zijn, waarin z!^ nul wordten noemen we de orden respectievelijk: , m-j, ... , nir, dan weten we: mi 4- nh . . , mr = (p â€” 1) p {p 1).Ook is nu: ^ mi m.^ . â€?â€?â€? = r . p (p â€” 1) dus: ry2p^2. Bestaat er een functie oneindig tot de orde in ?Š?Šnenkel punt, is dus Ag > 2, dan is ki k^...-{- kp ^ p"^, derhalve heeft z/^ nullen van de orde p (p â€” 1) en uit het bovenstaande volgt, dat dan het aantal r juist 2 p 2 is. Â§ 11. We kunnen nu voor verschillende waarden van p vind?¨nde orden A, tot welke z/^ verdwijnt, uit de vergelijking: Daarna uit: mi 4- m^ . . . 4- m, = r . lde waarde van r, d. i. het aantal verschtllende punten, waar-voor een rationeele functie bestaat oneindig tot lager orde,dan de {p -f- AVe vinden dan het volgende tafeltje:



??? 35 Geometrischebeteekenis. k,, k.2f. . . kp. r. onbep. 1, 3, 5 3 8 1, 5 2 12 1, 2, 4 1 24 1, 2, 3 0 onbep. 1, 3, 5, 7 6 10 1, 2, 7 4 15 1, 2, 4, 5 2 30 1, 2, 3, 7 3 20 1, 2, 3, 6 2 30 1, 2, 3, 5 1 60 1, 2, 3, 4 0 onbep. 1, 3, 5, 7, 9 i 10 12 1, 2, 4, 5, 8 5 24 1, 2, 4, 5, 7 4 30 1, 2, 3, 6, 7 4 30 1, 2, 3, 5, 9 5 24 1, 2, 3, 5, 7 3 40 1, 2, 3, 9 4 30 1, 2, 3, 4, 8 3 40 1, 2, 3, 4, 7 2 60 jl, 2, 3, 4, 6 1 120 1, 2, 3, 4, 5 0 1 onbep. 10 12 ?? raakpunten vanraaklijnen uit eendubbel punt. gewone punten. . buigpunten.osculatiep unten,gewone punten. 24 60 120



??? 36 Voor de kromme van geslacht 4 b. v. lezen we uit ditlijstje het volgende: Bestaat er een rationeele functie, die in ?Š?Šn enkel punt-van de kromme oneindig wordt tot de tweede orde, enverder overal eindig is, dan zijn er niet meer dan 10 ver-schillende punten, waar functies voorkomen, die oneindigworden tot lager orde dan de {p en die zijn van deorden 2 en 4. â€? Op die kromme zullen bovendien voorkomen,gewone punten, wier aantal r, zooals we zien, onbepaaldblijft. Zijn de ontbrekende orden 1, 2, 4, 5, dan zijn er 30verschillende punten, waarvoor rationeele functies oneindigtot lager orde dan de {p -f- bestaan; maar er zijn erook 30, als de ontbrekende orden in ?Š?Šn punt zijn 1, 2, 3, 6,die twee gevallen kunnen zich dus op ?Š?Šnzelfde krommevoordoen; bovendien kunnen er op die kromme gewonepunten liggen, waarvoor de ontbrekende orden zijn 1, 2, 3, 4. De nu volgende tafel geeft de verschillende mogelijkhedenvoor i? â€” 2, 3, 4, 5, 6, 7; de eerste kolom geeft aan hetgeslacht; de tweede de verschillende gevallen, indien

(1&laagst bestaande orde is de tweede; enz.



??? â–  \' -./\'s â–  \\ ) \' /



??? 38 1, 2 2d6_ 4de_ 5do_ P:2 1, 3 1, 2, 41, 2, 5 1, 3, 5 1, 2, 3 1, 2, 3, 51, 2, 3, 61, 2, 3, 7 1, 2, 4, 51, 2, 4, 7 1, 3, 5, 7 1, 2,,3, 4 1, 2, 3, 5, 6 1, 2, 3, 5, 7 1, 2, 3, 5, 9 1, 2, 3, 6, 7 2, 3, 4, 6 2, 3, 4, 7 2, 3, 4, 8 2, 3, 4, 9 1, 2, 4, 5, 71, 2, 4, 5, 8 1, 3, 5, 7, 9 1, 2, 4, 5, 7, 81, 2, 4, 5, 7, 101, 2, 4, 5, 8, 11 1, 2, 3, 5, 6, 7 1, 2, 3, 5, 6, .9 1, 2, 3, 5, 6, 10 1, 2, 3, 5, 7, 9 1, 2, 3, 5, 7, 11 1, 2, 3, 6, 7, 112, 3, 4, 8, 9 1, 3, 5, 7, 9, 11 2, 3, 4, 7, 9 2. 3, 4, 7, 8 2, 3, 4, 6, 11 2, 3, 4, 6, 9 2, 3, 4, 6, 8 2, 3, 4, 6, 7 1,-2, 4, 5, 7, 10, 131,2,4,5,7, 8,111,2,4,5,7, 8,101, 2, 3, 5, 7, 9, 131,2. 3, 5,7,9,111,2, 3, 5, 6, 9, 131,2, 3, 5,6,9, 111,2, 3, 5, 6,7,111, 2, 3, 5, 6, 7, 101,2, 3,5, 6,7,9 1,3,5, 7,9, 11, 13 2, 3, 4,2,3, 4,.2, 3, 4,2, 3,4,2, 3, 4,2, 3, 4,2, 3,4,2. 3. 4,2, 3, 4,2, 3, 4, 7, 8, 137,8,9 9,11,6, 8,136, 8, 116, 8,96, 7,96, 7,116, 7, 126, 7,8



??? 89 7 de 8ste_ Totaal aantal. 1 2 1] 4 2, 3, 4, 5 â€” 7 12 1, 2, 3, 4, 5, 111, 2, 3, 4. 5, 101, 2, 3, 4, 5, 92, 3, 4, 5. 82, 3. 4, 5, 7 1, 2, 3, 4, 5, 6 23 1, 2, 3, 4, 5, 6, 13 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12 1, 2, 3, 4, 5, 6, 11 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9 1, 2, 3, 4. 5, 6, 8 5, l??, 11 5, 9, 11 5, 8, 11 5, 9, 10 5, 8, 10 5, 8, 9 5, 7. 13 5, 7, 11 ??, 7, 107, 97, 8 \' 3, \' o\' \' 2, 3, 4.\' \' ?Ž\' 2, 3, 4. 1, 2, 3, 4,\' \' 2, 3, 4, 39 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 5,5.



??? 40 Het is wel duidelijk, dat er eenig verband moet bestaantusschen het aantal mogelijke gevallen voor verschillendewaarden van p, het is mij dan ook gelukt een bepaaldebetrekking op te sporen. Is de laagst bestaanbare orde de {p dan is voorelke waarde van p het aantal mogelijkheden gelijk aan de?Š?Šnheid. Is de laagst bestaanbare orde de j??\'iÂ?, dan is dat aantalvoor opklimmende waarden van p: 1, 2, 3, 4, 5, . . .; diegetallen vormen een rekenkundige reeks van de orde. Is de laagst bestaanbare orde de {p â€” dan wordthet aantal (Zie het lijstje op pag. 42): 1, 2, 4, 7, 11, 16, 22, 29, 37, 56, . . .1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,... een rekenkundige reeks van de 2\'^Â? orde.Is de laagste orde de {p â€” 2)\'^ÂŽ, dan wordt de rij: 1,2,6, 10, 17, 28, 44, 66, 95, . . .4, 7, 11, 16, 22, 29, . . .3, 4, 5, 6, 7, . .. een rekenkundige reeks van de 3\'\'ÂŽ orde.Is in \'t algemeen de laagst bestaanbare orde de: {p â€” {n < p), dan vormen de getallen, die het aantal mogelijkheden aan-geven voor opklimmende waarden van jj, een rekenkundigereeks van de {n 1)ÂŽ\'ÂŽ

orde. Dat de eerste getallen van elke rij niet tot de rekenkundigereeksen behooren is terstond in te zien, als men het ontstaandier getallen nagaat; de rekenkundige reeks van de 3*1ÂŽ ordebegint eerst met den 3\'\'\'Â? term en elke volgende reeks be-gint 2 termen verder.



??? 41 De reeksen zijn zeer gemakkelijk uit elkaar af te leiden,daar steeds de reeks van de orde de rij der eerste ver-schillen vormt van de reeks van de (q orde. In de volgende tafel geven de getallen in de kolomaan de waarden van die in de andere kolommen hetaantal mogelijke gevallen voor de daarboven aangegevenlaagst bestaanbare orde.



??? 42 V- LAAGST BESTAAN 2. 3. 4.\' 5. 6. 7. 8. i 2 1 3 2 1 4 2 3 1 5 2 4 4 1 6 3 6 7 5 1 7 3 1 7 10 11 6 1 8 3 9 12 17 16 7 9 4 11 17 27 28 22 10 4 13 22 37 44 44 11 4 15 26 49 64 72 12 5 18 32 64 85 116 13 172 14 15 16 17 *



??? 43 ^^ARE ORDEN: 10. 11. 13. 12. 14. 15. 16. 17. 193795182304 11046132277486 111 56178409763 112672345871172 1 1379301821 11492 380 1 15106 1 16



??? Â§ 13. 44 Een ove>rzicht van het bewijs, dat N??theii geeft voor destelling van Weierstrass moge hier volgen; een en anderdaarover is te vinden in Crelle, Bd. 92, pag. 303 en Bd. 97,pag. 223. N??ther spreekt de L??ckensatz aldus uit:Onder de rationeele functies gedefinieerd door de onher-leidbare algebra??sche vergelijking f (.x, y) = 0 bestaat er geen,die in ?Š?Šn enkel, maar willekeurig gekozen punt van /"(.-r, y) â€” ^oneindig wordt tot de orde ,u 1. Zij q 1 het aantal willekeurige constanten, dat optreedtin een rationeele functie, die in /t willekeurige punten vanf (x,y) â€” O oneindig wordt tot de orde, dan kunnenAve die rationeele functie schrijven: ^ ^ Â?O n -f Â?1 (j^\'i . â–  . <hj^ ^ Â?1 (jPi â–  â€? â€? Â?y q,/^ \'if?? " Avaarin voorstelt een toegevoegde kromme van den graad(m â€” 3) gaande door de ^ gegeven punten â€?, . . . stellenvoor toegevoegden van denzelfden graad als ^^ gaande doorde overige 2^ â€” 2 â€” snijpunten van met /"(x, y) = 0. Nemen we nu aan, dat slechts in een enkel punt a nulwordt en daar tot de orde, terwijl /<

het kleinste getalis, (u < p -f 1) waarvoor dat in een willekeurig punt vanf (x, ?/) = O mogelijk is. In dat geval kan q niet anders zijn dan 1. Immers was^ > 1, waren er b. v. 3 constanten-, dan zouden we eentoegevoegde van de (m â€” 3)^ÂŽ orde kunnen leggen door hetpunt a en we hielden dan nog 2 willekeurige constantenover, derhalve zouden we een rationeele functie: Â?u f\'o Â?1 <iPi<??\'o verkrijgpn, die alleen in het punt a oneindig werd, maar tot



??? 45 de â€” lyt" orde, terwijl we toch de als de laagstmogelijke orde aannamen. De onderstelling g < 1 zou leiden-tot E^ = G, dat is nietlanger een rationeele functie.Er blijft dus over g = 1. Volgens het bekende theorema van Eiemannâ€”Roch uitge-drukt in de formule Q â€” q = p â€” (r 1) is nu het aantallineair onafhankelijke functies qp, dat nul wordt in het punt atot de orde juist j?) â€” .u 1 en zooals we weten (ziepag. 12) komt dat aantal overeen met â€” 1 lineair onaf-hankelijke condities. De condities, waarop de kromme in het punt a eencontact heeft van de (,Â? â€” orde met f{a\', y).â€” O schrijvenwe als volgt: 1) = O; 2) (d .p)â€ž == O; 3) 2 {d (p)Â? (cf- (,,)â€ž = 0;..... . 4- (Â? - 1) {cl -f . .. (cZ^-S)Â? = O waarbij wordt ondersteld, dat de differentiaal-quoti??nten If â€? il S\' \' â€? â€? f{x, y) = 0. Echter stellen de eerste (Â? â€” 1) vergelijkingen reeds â€” 1onafhankelijke condities voor; want nemen we aan, dat dievervuld zijn en onderstellen, dat ze mijider dan â€” 1 onaf-hankelijke voorwaarden in zich sluiten, dan moeten

er inhet punt a meer dan p â€” .u -f 1 lineair onafhankelijkefuncties nul worden tot de {li â€” l)ÂŽ\'" orde; volgens hettheorema van Riemannâ€”Roch was dan > 1 en we zoudeneen rationeele functie verkregen, die in het punt a oneindigwerd tot de (,Â? â€” l)ÂŽ\'ÂŽ orde in strijd met de onderstelling,dat de laagst mogelijke orde is. Derhalve stellen de eerste â€” 1 vergelijkingen ook u â€” 1onafhankelijke voorwaarden voor en is de daarvan een-voudig het gevolg. â€? Nu was a een willekeurig punt van f {xy) â€” O, deredeneering blijft dus gelden, indien we een oneindig dicht



??? 46 bij a gelegen punt op de kromme beschouwen, Daarvoorzijn de ^ voorwaarden: 1) gv, -\\-id 9)Â? - 0; 2) 2 (d {d\' q,), = 0. .. . . . - 1) n C" â€” 1) (d iv)a . . . (d\'^-\' q-X = O ,u) u ,Â? (d (d^ ^ 0. Ook hier vertegenwoordigen de eerste (,u â€” 1) vergelijkingen(fl â€” 1) onafhankelijke condities, terwijl de laatste daarvanhet gevolg is. Zoo voortgaande komen we tot het volgende resultaat: Zoodra (r = O; â€” . . ------^ O in een willekeurig punt a, dan js ook: dx^-^\'~ \' dx\'\' ~ \' ^ tot de differentiaal-quoti??nten van oneindige orde toe. Maar dan valt ook de kromme van den (m â€” 3)\'\'"" graadsamen met de kromme f\'(x, y) = O en is dus f (x^y) = {)geen onherleidbare vergelijking, zooals toch het geyal moetzijn. Derhalve is ook < p -f 1 eeji onmogelijkheid voor eenwillekeurig gekozen punt. Hieruit volgt, dat wanneer we alle rationeele functiesopzoeken beboerende bij de onherleidbare algebra??sche ver-gelijking /â– (.Â?,?/) = O, die in een willekeurig gekozen punt(een eindig aantal punten uitgezonderd) oneindig worden totde orde, de orden ^t = 1, ... p

ontbreken, alle ordenkunnen bestaan. Immers voor ;u > jj is r 1 â€” O en het aantal willekeurigeconstanten dat 1 stellig ^ 1. N??ther toont nu aan, dat er voor elk punt (d. w. z. ookvoor het eindige aantal punten, dat we uitgezonderd hebben)eenzelfde aantal orden niet kan bestaan. Terwijl echterWeierstrass het geslacht p definieert , door het aantal ont-brekend^. orden, bewijst N??ther omgekeerd, dat er steeds



??? 47 â– p\' orden ontbreken en dat het getal p\' gelijk is aan het opeen der bekende manieren gedefinieerde geslacht p. Uitgaande van de stelling van Riemannâ€”Roch gebruikt hijdaartoe scharen van puntengroepen op de kromme f{x, y) = O,daarby onderscheidende bewegelijke en vaste, d. w. z. vande parameters der schaar afhankelijke en onafhankelijkepunten. Op dat bewijs zullen we hier niet verder ingaan, daar daneen uiteenzetting over die scharen van puntengroepen (zieMath. Ann. VII; Crelle, Bd. 98, pag. 275) niet zou kunnenontbreken, die ons te ver zou voeren.



??? HOOFDSTUK H. De vergelijking van het oppervlak af te leidenuit de rationeele functies. Â§ 1. Zij On een rationeele functie alleen oneindig tot de N\'^"orde in een willekeurig punt (x\'o, y^) van het oppervlakf(x, y) = 0 en verder overal eindig. Noemen we a\' delaagst mogelijke orde, waartoe een rationeele functie in datpunt oneindig kan worden, dan kunnen we alle werkelijkbestaande rationeele functies oneindig in het punt (ito, yo)voorstellen door g^a h waarin i < a. Het aantal ontbrekendeorden was eindig, derhalve zal i alle waarden aannemen vani = 0 tot i = a â€” 1. Laat ,ui a i de laagste orde voorstellen congruent met ivoor modulus a; en beschouwen we de volgende rationeelefuncties: 9ni i/^a Â? 1 ) ?–\'ft, Â? 3, â–  . . _ 1 rt (a - !)â€? Is nu m a i een van de bestaanbare orden, dan kanvolgens de onderstelling m niet kleiner zijn dan ; we kun-nen dus een constante l bepalen, zoodanig dat: (J,aa i = A^râ„?"\'\'; g^.a i di^a j\'waa|:m ,(t a ; < m a i.



??? 49 Behandelen we g^a j op dezelfde manier en gaan zoovoort, dan komt er ten slotte een vergelijking van den vorm: gma i = -f -B â€ž 1   3 "f â€? â€? â€?  _ i Â? (Â? -1), waarin de co??ffici??nten A^ B, . . K geheele functies zijnvan ga.Voorbeeld: â€? f {X, IJ) = â€” O ~ x\' 4: = 0. Op pag. 24 hebben we gevonden voor de rationeele functiesalleen oneindig in het punt x = O, y = 1 van het oppervlak: X y y-V\'-y-V___ X y _ y^ ^ {y - 1)^\' ~ (y - 1)\'\' ~ (2/ - 1)^\' ^^ y cc y^ y^ = (^-il-1)3; ??\'io = ; - ; gn = jy. Dus is: x\' ga = g^ = y y~V x ^ yâ€”l y â€” l\' .2/ â€”1. \\j waarin i, if, jV, P constanten zijn. Noemen we r een willekeurige bestaande orde, dan kunnenwe dus het volgende stel vergelijkingen neerschrijven: f/, = â€ž 1 . . . iTi _, a (a â€” 1) g\\ =   i . . .  Â? (a â€” 1) = Aa-l   â–  â–  â–  - 1 1 Â? â€” 1- 4



??? 50 Zijn die vergelijkingen lineair onafhankelijk, dan kunnenwe daaruit de (a â€” 1) onbekenden: fi\'l??, fl 1 5 â–  â€? â€? , 9iJ.a _ 1 Â? (a â€” 1) oplossen, d. w. z. ze uitdrukken in (/Â? en g^.B. V.: Bu Cl, Cs, C/r-, Cl ....... ifl 9r â€” , Ca ....... K<i Qy., a 1 = 1 Ba â€” \\i Ca_i, . . . â€”1 ??\'r \'-A-1, ---- of in \'t algemeen: g^.a i = {gr â€”Al) Qi,i -\\- {gl â€” A) Qi,^ . . . De ^\'s zijn functies van (7â€ž, maar niet noodzakelijk geheelefuncties. Zijn daarentegen de \'vergelijkingen niet Hneair onafhan-â€? kelijk, dan zullen er een of meer betrekkingen bestaan vanden vorm: Pl {g, - Al) P, {gl - A) â€?.. C^r\' - A -i) - O,waarin Pi een geheele rationeele functie in ga voorstelt; of: P.-igr\' Pfl-2 gr\' indien: - [Pl Pâ€ž_i A_i] = PZij de orde van PÂ?_i in ^fÂ?: ; die van Pâ€ž_3 enz.;dan is de orde tot welke een* term Pi.gl oneindig wordt inhet punt x,^ n^: a Ik \'I\' k- Die van P^.- ^/f is: a r k\'. Nemen we aan, dat P^. g\'\',! een term is van dezelfde orde



??? 51 als Pkgl, zooals er minstens ?Š?Šn moet voorkomen, dan is: a h -{- r k = a -f r k\'a{l,-U.) = r{k\' -k)_ h â€” h.a ~~ k\' â€” k \' Zoowel k als k\' is kleiner dan a, dus ook hun verschil,dan is het duidelijk, dat r en a een gemeenschappelijkenfactor moeten bezitten. Nu keeren we de zaak om en stellen, dat zoodra a en rrelatief priem zijn, het stel vergelijkingen hneair onafhan-kelijk is, hetgeen uit het voorgaande gemakkelijk is af teleiden; in het vervolg kiezen we nu altijd z????, dat r relatiefpriem is met a, dan kunnen we elke rationeele functie: a 1 , â€? . â€? , _ 1 a (Â? - 1) uitdrukken in Qa en gr.Uit de betrekking: gma i = A B g^j^^a l â€? â–  â€? ^//i^a _ i Â? (a - 1) volgt onmiddellijk, dat we ook elke rationeele functie, diealleen oneindig wordt in het punt {x^ y^) uit kunnen drukkenin gâ€ž en gr, immers als het stel vergelijkingen op pag. 49lineair onafhankelijk is, dan kunnen we daaruit: 9lJL,a -Ly â€? â€? â€? ) ffl^a â€” 1 Â? (Â? - 1) oplossen, Maar ook g" is ?Šen rationeele functie, dus: gr = A -f i . . .   waaruit volgt: X ii ^r\' â€? .

â€? 9r 4- 0.L\\, L.2, ..., Lâ€ž-\\ zijn geheele functies van ga, maar Lkan niet anders dan een constante zijn, omdat gr alleenoneindig wordt, wanneer gâ€ž oneindig wordt. Met elke waardevan gr correspondeeren r punten van het oorspronkelijkoppervlak, waarin g^ die bepaalde waarde aanneemt; in het



??? 52 algemeen dus ook r waarden van omdat slechts voorbijzondere gevallen de waarde van g^ in 2 punten hetzelfdeis. Dus is de hpogste macht tot welke g^ in de vergelijkingvoorkomt de r\'\'ÂŽ, wordt in het punt {x^ y^) oneindig totde orde a X derhalve kan geen anderen co??ffici??nthebben dan een constante. De gevonden vergelijking is onherleidbaar, er kan immers-geen betrekking bestaan van den vorm: â–  L,gl-\\-  L^-^gl-\' . . . iÂ? = O, waarin k <^a. Ze stelt dus voor een Riemannsch oppervlak, waarvoorga en gr de onafhankelijk en de afhankelijk veranderlijke zijn. Elke rationeele functie, die oneindig wordt in een anderpunt van het oppervlak b. v. in {x^ y^) tot de orde rj ,kunnen we door vermenigvuldiging met een of meer factorenvan de soort {ga â€” E^ yÂ? omzetten in een rationeele functie,die alleen oneindig wordt in het punt {x^ y^) van het opper-vlak , wanneer n. 1. ga â€” in het punt x^ y^ een nul bezitvan de P\'ÂŽ orde. Willen we b. v. de rationeele functie ---------^, die in het yâ€”l\' punt x â€” 0, y l van het Riemannsche oppervlak

voor-g,esteld door y^ â€” h y"- â€” -)-- 4 = O oneindig wordt tot deorde omzetten in een rationeele functie, van de soort f 2\' ^^ X = O, y = 2 van datzelfde opper- vlak oneindig wordt tot de 4\'"ÂŽ orde, dan moeten we stellen: y Xy-^VyZlen dus vermenigvuldigen: X y â€” l\\y-2 Dus kan elke rationeele functie worden omgezet in een



??? 53 rationeele functie, die alleen oneindig wordt in het punt(xo yo) van het oppervlak en kan dus worden uitgedrukt alsfunctie van Qa en g,.. Derhalve stelt: voor een Riemannsch oppervlak, waarin het oorspronkelijkbirationeel kan worden omgezet. Kunnen we de transfor-matie vinden, waardoor de vergelijking in gâ€ž en g,. overgaatin een vergelijking in x en ?/, dan hebben we dus uit 2bestaande rationeele functies ga en gr {a relatief priem met r)de vergelijking van het oppervlak afgeleid. Het getransformeerde oppervlak bezit een vertakkingspuntin het oneindige, waardoor alle bladen van het Riemannscheoppervlak heengaan.Immers: waarin Li. . . Lâ€ž geheele functies voorstellen van g^, maarL een constante is, dus: i ?–\'r {Qa, l)l ~ ^ 4- . . . {ga, 1), _ 1 gr (??\'Â? , l)r. Stel gr = â€” dan gaat de vergelijking over in: V X 1 J. y\' L V.\'T\' \' ^ 1 = O ______ n/\'a rp\'r L x"- ... (!, x\')r y\'" â€” O \'\' â€? Voor x\' = 0 of = 00 vinden we = O, d. w. z.y\' = Qof wel gr â€” co] er zijn dus a gelijke waarden ^r,. = oc, ofdoor het vertakkingspunt

in het oneindige gaan alle a bladenvan het Riemannsche oppervlak.De functies: (1 ) ??\'ft, a 1 , i/ft, Â? 2 , â€? â€? . , _ rt _ l) vormen een fundamentaal systeem geheele functies t. o. v.de vergelijking: i â€? â–  . iÂ? - 0. ... W



??? 54 Alle rationeele functies op het oppervlak kunnen in datstel functies worden uitgedrukt en wel z????danig, dat aan dedimensievoorwaarde is voldaan. Die laatste uitdrukking eischt echter eenige verklaiing. De dimensie eener geheele functie (onder een geheele functiete verstaan een rationeele functie, wier polen alle liggen inde punten x = ca van het oppervlak) wordt gebruikt doorHensel (zie Grelle 105, 109, 111; Acta Math. 18). Zij b.v. hzoo\'n geheele functie en laat er k vertakkingspunten zijnvoor X = oo, waar het aantal samenkomende bladen van hetRiemannsche oppervlak respectievelijk bedraagt: t??i -f- 1 , Z??g 1 , . . . , Wi- 1. De functie h moge in die k punten oneindig worden tot de orden ri, /-g, . . ., en Ti moge voorstellen het kleinste geheele positieve getal grooter dan â€”; noemen Wi â€”p 1 we (j -f- 1 het grootste van de zoo verkregen geheele getallen ,dan ??s blijkbaar (; 1 het kleinste positieve geheele getal z????danig, dat ^^ â€? h eindig is in alle \' punten x = oo-, Hensel noemt nu p 1 dimensie van de geheele functie h. Zoo

noemt men (t -j- 1 de dimensie eener rationeele functie g,die- in de punten CO â€” oneindig wordt tot verschillendeorden, indien a --f- 1 het kleinste geheele positieve getal is,z????danig, dat (x â€” ^ (J eindig is in alle punten x = x^yVoorbeeld: 00 * De rationeele funtie---q- behoorende bij het oppervlak: y â€” l wordt in het punt a; = 0, ^ = 1, oneindig als (zie pag. 21) 00\' _ 5 _ ic^ 4- 4 = O t = 0, ^ = 1, oneindig ahaar dimensie is dus 3; een rationeele functie, die in het



??? 55 punt X = 0 oneindig wordt als â€”5- heeft eveneens tot x\'^ dimensie 3.Is nu b. V.: gma i = iffa, 1)A, {ffa^  l â€? â€? â€? "^(i/Â?, i/fiÂ? _ 1 Â? (Â? - D\' Zij (T 1 de dimensie vang,â€žâ€ž j; (Ti 1 die van i, (>2 1van gi^^ a i enz., en Ai, Aa,..., A die van (g^, 1)a, , â€? â€? â€?, {g^,dan is de voorwaarde, dat geen der grootheden: , <Tl 1 , . . . , fffl - 1 1 grooter mag zijn, dan (t 1, de zoogenaamde dimensievoor-waarde. Harkness and Morley , ??heory of Functions, p. 262 geven debepaling van een fundamentaal systeem volgens Kronecker; deconditie, dat de som der dimensies zoo klein mogelijk zalzijn, wordt niet ingevoerd, z????dat de functies in dien vormniet dienen kunnen om het geslacht der vergelijking tebepalen. De fundamentale functies bezitten verschillende belangrijkeeigenschappen, die ik in een volgend hoofdstuk wil behan-delen, in verband met de methode om een fundamentaalsysteem te vinden. Hier willen we nu nagaan, wat de kanonische vergelijkingvan het oppervlak wordt, afgeleid uit de fundamentale func-

ties. Volgens sohot??ky (Conforme Abbildung mehrfach zu-sammenh?¤ngender ebener Fl?¤chen, Grelle, Bd. 83) zijn diekanonische vormen door Weierstrass aangegeven, terwijlWeierstrass schrijft, dat ze door Mevrouw Kovalevsky voorhem zijn berekend. Bij AVeierstrass kan ik ze echter niet vinden; en Sgiiot??kygeeft er maar enkele.



??? 56 Â§ 2. Hier volgen nu die kanonische vormen voor = 1, 2, 3,eenige vormen voor p = 4 en de algemeene vormen voorhet geval, dat de laagst bestaanbare orde de i\'^\'\' is voori = 2, 3, 4, 5.Voor p = l hebben we slechts na te gaan het geval= 1; voor p = 2 het geval = 1, ?„j = 3, want ki = 1,kz = 2 geeft eenvoudig gewone punten van het oppervlak,die de vergelijking niet determineeren; zoo moeten we voorp = 3 alleen onderzoeken de gevallen: ki=:l, As = 2, h = 5,. 1, ?„3 = 2, A:3 = 4, ki-= 1, k2 = 3, ks = 5, en kunnen het geval ki â€” l, \' kÂ?^ â€” 2, ks= S buiten beschou-wing laten. P = l; ki = l,ga= 92-,  9i- Er zal bestaan een betrekking van den vorm: 9n^a \\ ^ (92> 1) A 4- gs (92, 1) ken in het bijzonder: de kanonische vorm van AVeierstrass.Stellen we: y = 9iâ€” 1), dan gaat de laatste vergelijking over in: 1 1 2 {g,, l)i 4- (g,, 1), = (g,, 1)3 ?/ - (9^, l)i I iO^, l)iof:\'



??? 57 Voeren we nu nog in x = ag^ h, dan kunnen we dezeconstanten a en ?? z???? kiezen, dat de vergelijking den vormaanneemt: ix^ â€” g^x â€” gzwaarin g^ en g^ de uit de theorie der elliptische functionbekende constanten voorstellen, niet te verwarren met derationeele functies g^ en g-i. Door x met een constante factorte vermenigvuldigen kan men bereiken, dat ?Š?Šn van de tweeconstanten een vooraf bepaalde waarde verkrijgt, zoodat devergelijking slechts 1, d. i. 2p â€” 1 parameters bevat, het-geen het juiste aantal is zoodra er een rationeele functie vande orde bestaat i). Â§ 3. p ]h=l \\ /Cs == 3. Het hyperelliptische oppervlak is gekarakteriseerd door hetbestaan eener rationeele functie in een enkel punt van hetoppervlak oneindig tot de 2\'^ÂŽ orde, derhalve zullen we ookin dit geval een hyperelliptisch oppervlak vinden, bepaalddoor â€” 1) parameters. gÂ? â€” gÂ?.; g,.,a i ^ g?? = gr,g\\ = {gi, 1)5  1)2. stel: y^g-.â€”^(??\'2,I)2, dan gaat de vergelijking over in: V" = B (g^): waarin B {g^) voorstelt een geheele functie van

g.^ van denvijfden graad. Stellen we nog: X = m gÂ? n 1) Baker, Abelian Functions pag.



??? 58 en beschikken naar willekeur over de constanten Â? endan kan de vergelijking van het oppervlak worden: y^ = x^ a x^ ^ h x^ c X d. Vermenigvuldigen we x met een factor, dan kan ?Š?Šn derconstanten een vooraf bepaalde waarde verkrijgen, zoodathet oppervlak afhangt van \'S â€” 2p â€” 1 constanten, zooals.behoort, Â§ 4. p = \'?¨. A\'i = 1; A-2 = 2; 7fg = 5. ??a = gi\\  l =9i = 9r-,  2 =9^ = 91 Voor een willekeurige rationeele functie mogen we schrijven: 9,na i^9l (9s, Oa {9-i, 4- l)v.Derhalve bestaat ook de betrekking: 9I = (9i, 1)1 9i {9i, 1)2 (??\'s, 1)4.Deze. vergelijking, die 10 constanten bevat stelt een Riemannsch oppervlak voor; stellen we y =1/4,--^ (9s, 1)it 2 1 . dan gaat ze over in: 1 . , 1 y\' y\' (9-i, .1)1 -3- y (^3, i)?? ^ (??\'Â?, Dl = y\' 1)1 1 -9- (??\'s, l)?? ??\'s, 1)1 I 2/ ^ l)l I 1)2 (^3, 1).of y-\'^y {Agl ^ Bg, C) Dgt Egl F,jl Vervangen we nu g?, door ax -{â–  h, dan kunnen we overd?Š constanten a en ?? z????danig beschikken, dat de verge-lijking den volgenden vorm aanneemt: /i) J^ J^ y\'j? ^ d x^ ^x1] =Vermenigvuldigen we x met een factor, dan

kunnen we



??? 59 aan ?Š?Šn der co??fiicienten een vooraf bepaalde waarde gevenen de vergelijking wordt ten slotte: y^ t! {x a) Â?i x^ â€? a^ x^ -f Â?3 a; a^ = O, een vorm, die?? â€” â€” 3 â€” 1 parameters bevat. In hetalgemeen is het aantal parameters 3^? â€” 3, maar uit hetbestaan eener rationeele functie oneindig tot de orde, eneen oneindig tot de 4:\'^Â? orde in eenzelfde punt volgt ?Š?Šnbepaalde betrekking tusschen de 3p â€” 3 vertakkingspunten,wier plaats het oppervlak bepaalt; het aantal parameters dervergelijking wordt dus 1 minder dan 3 p â€” 3. Vervangen Ave in dezen laatsten vorm y door en X door y \'^i P^S- kunnen we door behoorlijke keus der constanten de vergelijking omzetten in: _ 5 _ 4 ^ O p A;] = 1; Ag = 2; A;., = 4, Qa = = (Jl\'"  i = Ui = 9r- Er bestaan betrekkingen van den vorm: Qma i â€” voor alle waarden van m a i, die bestaanbaar zijn; stellen *we de geheele polynornia in 9^ voor door Grieksche letters,terwijl de indices aangeven de orden dier geheele functies,dan kunnen we de volgende vergelijkingen

opschrijven: 9I = c<igT\\- (il 9^ Â?3 j9i 9i = /I i/7 Â?2.95 Â?4 â€? â€? â€? â€? (1)(J: ^ ih 97 i\'is 9^ p\'iwaaruit we een vergelijking tusschen g-^ en of tusschen9^ en ^3 zullen a??eiden, die de kanonische vergelijking vanhet oppervlak zal voorstellen. In de eerste plaats vervangen we g^ door g^ â€” yit 9i cloor9i â€” Â?3, waardoor de vergelijking overgaat m 9^9^ = a^y



??? 60 <3e vorm der beide andere vergelijkingen verandert hierdoor niet.Uit het systeem: g\\ = Â?1 ??i /5i ??\'?? Â?3 0\'.gT= .....(2) - (fl = ih 91 -f [h ) kunnen we afleiden: 9i 91 == Â?1 {h 9i Ih 9?? 4- ?Ÿi) /5i Â?4 Â?3 9i = Â?i 9: (9i 97 = ?Ÿi -H ih (Â?1 97 ?Ÿi 95 Â?3) ?Ÿi 9i = (h97\\\'Deze betrekkingen kunnen alleen bestaan, wanneer deco??fRcienten van g^ en beide leden dezelfde zyn. Immers,daar g-i, g^, g^ fundamentale rationeele functies zijn, kanelke rationeele functie worden uitgedrukt in den vorm: (x, 1);, {x, 1);,,  9i 1)a, 97- (Zie Baker, pag. 56). Bestonden er echter ?Š?Šn of meer betrekkingen van denvorm: {x, 1)^ -f (x, ^3 4- (oc, 9i -1- (X, g^ = 0.dan zouden we daaruit ?Š?Šn van de functies b. v. grj kunnenoplossen, d. w. z. g-i uitdrukken in en <75. Maar dankunnen we ?Šlke rationeele functie uitdrukken in .93 en g^,met co??ffici??nten, die rationeel zijn in x. Stellen ?Ÿi, ?Ÿs, ?Ÿipolynomia in x voor, dan bestaan dus ook de volgendebetrekkingen: ?Ÿit/ = (x, 1), -f- (x, 1),, g, (x, g,ih y\' = (X, 1), (X, 1),; g, (x, g,ih = (X, l)r (x, 1)., 9, (x, g,.Elimineeren

we daaruit g-i en g^, dan blijft er iets over als:1)Â? 4- (X, 1),, y (x, 1)Â?, y^ (x, 1)Â?,, = O een betrekking in strijd met de onderstelling, dat de verge-lijking van het oppervlak onherleidbaar zou zijn; voor p = \'?¨is dÂ§ graad van het oppervlak minstens = 4.



??? 61 Uit de betrekkingen: (Ji gl = Â?I yi {h gt [h) Â?i Â?s gi = Â?i g^ il = /52 Â?-t ih (Â?1 gi -f g-o Â?s) g^ = Â?4 givolgt dus: Ui â€” Â?1 = O; Â?1 -f Â?3 = O; Â?i (3i Â?4 â€” O Â?1 â€” Â?3 = 0; [33 (h = 0; Â?4 (is ui ^ 0. Zoo min Â?1 als [Js kan nul zijn, daar b. v. uit iVg = O zouvolgen g] = gn (h en uit Â?1 = O: gl = (\'h <75 Â?3, betrek-kingen , die immers volgens pag. 52 niet mogen bestaan. Wekunnen dus afleiden: â€” â€” (?3; Â?t = Â?1 i^s; c<i = â€” UI [ii . . (5) Deze voorwaarden zijn afgeleid in de onderstelling, dat: g^ giXg^ = giX glg-. g7Xg7 = giX gl Nemen we omgekeerd aan, dat die voorwaarden vervuldzijn, dan kunnen we daaruit afleiden, dat de producteng^ g] en g^ g\\ ?Š?Šnwaardig zijn; bovendien is dan elk polyno-mium in g^ en g^ ?Š?Šnwaardig. Immers elk product van ge-heele machten van g^ en gj kunnen we schrijven als: gl, gi of g-, g-,. k. De eerste twee producten kunnen slechts op ?Š?Šn manieruit de vergelijkingen (2) worden afgeleid, ze zijn dus uitden aard der zaak ?Š?Šnwaardig. Zij ook k ?Š?Šnwaardig

engeschreven in den vorm Lgq Mg^, -f iV, dan behoeft slechts-aangetoond te worden, dat: g, {L Mg, g^ 4- Ng^) = g^ (L gj g^ Mgl Ng^). Daarvoor is noodig: g^ g] = gi -gig^o] g^. <75 gi = g-i gl Aan deze voorwaarden is voldaan tengevolge van de (4>



??? 62 betrekkingen (5), die betrekkingen zijn dus voldoende om temaken, dat elk polynomium in g^ en g-^ ?Š?Šnwaardig is. Substitueeren we de voor Â?g, Â?4 en gevonden waardenin de vergelijkingen (2), dan gaan deze over in: ?Š = Â?1 fh â€?â€” Â?1 ) = .....(6) Qi = Â?1 waaruit voor de vergelijking van het oppervlak volgt: ^ â€” i^i Â?1 (53 â€” = 0. Deze vergelijking bevat 11 constanten; vervangen we nua g^ h door x en c g^ -\\r d g^ e door y, dan kunnen weover 5 constanten beschikken en houden de vergelijking overb. V. in den vorm: -\\-yx{A X -i- 5) {Gx\' -D rÂ?\'- = 0 die 3p â€” 3 = 6 constanten bevat, zooals behoort. p = 3. 7ci = 1;. = 3; As = 5,ga=^g-2;  = gr- Hier vinden we onmiddellijk voor de vergelijking van hetoppervlak: = (r/s, l)s (.(/3, 1)7- Stel: ^ = fi\'r â€”(0^3, l)s dan gaat die vergelijking over in: waarin B voorstelt een rationeele functie van g^ van dezevende orde. Stellen we nog x = ag^ -\\-b, dan kunnen wezoodanig over de constanten a en b beschikken, dat de ver-gelijking den vorm aanneemt: â™? y\'^ Ax^ B x^ Ga? I)x^^Ex F=0



??? 63 of wanneer we x met een constanten factor vermenigvuldigen: y^ x^ ttiX^ a^ x^ a^x^ a^ x a^ = 0. zoodat de vergelijking van het oppervlak ten slotte 5 = 2p â€” lparameters bevat. Â§ 5. De normale vergelijking van het oppervlak te bepalen,indien de laagst bestaanbare orde is de indien de laagstbestaanbare orde is de 3\'^", enz. ki = l; hy 2, 9a â€” = 9ip l â€” 9r- Vergelijking van het oppervlak: f/ap 1 = .92;) 1 (f73 ; (??\'a , 1)3 ;; 1-stellen we y = g^p^^--i- (.gax = ag^ b en ver-menigvuldigen dan nog x of y met een constanten factor,waarover we vrij beschikken kunnen, dan houden we in devergelijking juist de 2 p â€” 1 voor het hyperelliptische opper-vlak vereischte parameters over. = 1; = 2; h > 3,9a = 9â– !>\'â– > \\ = 9x\', Â? -h 3 = 9rEr bestaan vergelijkingen: 9l= oc gr-^ ti 9, y ] = ..... 9y 4- C ) waarin de G-rieksche letters polynomia in g-i voorstellen,wier orden eerst bekend z^n, als we x en y kennen. Uit (1)kan worden afgeleid: 8 g, = a 8 ^ {t g, i} g^ l) y gy8 = , (Â? g, ^ y) ^ a 8 g. (2)



??? (3) 64 en uit de vergelijkingen (2) volgt: â€” (5 = 0:  Â?(5 [U = 0 I fÂ?rfC = 0; f ^ â€”,) = 0; f / -1-/>(?• = 0 j" of =r â€” {>; ?? = r, c == â€” Â? f. Na substitutie dezer waarden van /, 5, T in de verge-lijkingen (1) gaan deze over in: 9 V (i) (??) li a gx= u9. = ^ ^ (fy = t 9x 9v â€” " ^welke laatste betrekkingen de volgende vergelijking voor het oppervlak geven:â™? 9l = rtgl â€” Â§ fi 1 of ^ .... (5) gl = {} cf,â€”ai fl 1 Beide geven de normale vorm voor alle oppervlakken,waarvoor een rationeele functie bestaat oneindig tot de 3\'\'ÂŽorde in ?Š?Šn enkel punt, 1; /ca^ 2; 3; ft^ > 4 , 9a = 9i\\ \\ = 9x\', 9n-, <i-[.\'i9y\\ a^\'S, â€” 9z-De volgende betrekkingen zijn mogelijk: 9z Â?1 9x h^y-^- /I 9y 9z = h 9x 9z = "3 (h 9y ^3.De Grieksche letters stellen voor polynomia in g^, wierorden volgen uit x, y, z. Door eliminatie van en g, vinden we voor de verge-lijking van het oppervlak: gl â€” gl (Â?3 n) â€” gl (Â?3 h â€” \'a^ yi) 4- ^  gz (â€” Â?1 (^i â€” n Â?2 [h -f Si Â?3) â€” - Â?1 {is S2 â€” [il Â?3 8s -f /3i Â?3 (^2 -f ?–i Â?2 (is = 0.



??? 65 Behalve de betrekkingen (6) bestaan echter ook: gl = Â?4 ^r^ 1^4 Qy ^ y^g^J^ ??^ j Qx 9y =Â?5 0\':. [h P\'y /5  . . . (7) (fx â€” Â?6 f>\'6 gy -r re 9z-\\- Sq ] Uit (6) en (7) kunnen we de volgende vergelijkingenvinden: Uygl = gygz.g.; g^gl = g^. gyg, = gy â–  g^g.- Deze leveren de voorwaarden: Â?1 Â?5 Â?4 n Â?2 â€” Â?3 Â?3 = 0 Â?1 1^5 ih Â§4, - Â?2 i^S = O Â?1 /6 -/i - = O Â?1 Â?O [h Â?5 /I Â?3 ??>\\ - Â?3 - ih Â?2 = 0 , Â?1 (h ih ih /I ih â€” Â?3 ih = O Â?1 /6 ih â€” <53 = O - Â?3 Â?6 - 1^2 Â?3 Â?5 ih = O â€” Â?2 iSe Â?3 ih, ih ih <?•3 = O â€” Â?3 /O Â?3 /5 1^3 = OÂ?1 (55 (h 71 \'^2 - Â?2 = O Â?1 ^e l^l l>"5 /I ^3 - Â?3 ^3 - iSs 82 = O I â€” Â?2 Â?3 Â?^S [?•\'S = 0. Beschouwen we Â?4, Â?5, Â?c, ih, ih, /t, /s, /c, <>\'5, (^eals onbekenden, dan kunnen we telkens uit 3 van de ver-gelijkingen (8) de 12 grootheden . . . ??e bepalen. Zoowordt b. V.: (8) O O ih O.>\'3 Â?1Â?3 Â?1 O Â?3 (T Â?1 Â?1 Â?2 Â?3 - Â?2 waarin o gesteld is voor Â?3 â€” /i; u voor Â?2 â€” Soortgelijke uitdrukkingen vinden we voor . . ., /s,terwyl de

determinant in den noemer voor die 9 groothedendezelfde is. Blijkbaar moeten dus de 9 polynomia: 5



??? 66 ^ 3 Â? / â€” Â?3 p\'i p Â?1 cr "?? ^2; Â?2 e (Â?1 l^s â€”Â?3 â€” (Â?2 ff -]- Â?1 (??g);(cr 4" "3 q) (Â?1 â€” Â?3 i^i) â€” (Â?2 q â€” Ih <h) ; -(7 (Â?1 Â?3 Â?2 Â?1 (Â?3 ? Â?1 C?•3) ; -(Â?3 [h Q -f- Â?1 Â?1 l\'^\'s ff ; Q {h (Â?1 â€” ih Â?3) â€” (\'?? ih -f- ih ^s);"1 (Â?2 <^3 â€” 03 <53) â€” j\'ii Â?2 ;Â?1 â€” Â?3 ?–3; ??s (Â?1 /33 â€” ih Â?3) â€”/33deelbaar zijn door Â??? (53 â€” Â?1 Â?3 |5i â€” .Â?2 Dan volgt uit de laatste 8 vergelijkingen van het stel (8): = "3 /6 â€” /4; 35 â€” 0/5 â€” (Ss /4; tSÂ? ~ \'j /6 â€” ^3 /5. /ci ^ 1; A;3 = 2 ; A;3 = 3; = 4; A^s > 5. \\ = 9x\'i i = 9y\'i 9iJ.:,a S = 9s\\ 9fJL^a i = 9u\' Uit: 9I = Â?1 ih 9y 71 <5i 9^ 9u = Â?3 9x -1- f29y 9u = h 9y ^3 9x 9u = Â?4 9x 1^4 gy 4-/4 0\'. f4volgt de vergelijking van het oppervlak in den vorm: Daar we echter ook 9]^ 9I, 9x9y, 9x9^, 9y9:kunnen uitdrukken in 9,, met co??fTici??nten, die polynornia zijn in 95, kunnen we uit: 9^ 9I = 9z 9u . 9u-, 9y 9I =9y9u- 9n\\ 9x . in -=9x9n. 9u9y .9zgu = gz. 9y 9u] 9x -9.9^ = 9.\' 9x 9Â?; 9x . 9y 9u =9y â–  9x 9Â?een reeks voorwaarden afleiden, waaraan de

co??ffici??ntenmoeten voldoen. We vinden, dat 24 determinanten van deze^de orde deelbaar moeten zijn door:



??? 67 y ? 0, 0, 0 1 0, yi, â€? 0, Â?1 0. 0, 0, n, - f2 Â?3, o; - â€” Â?4, 0, â€”/3, -Ih, â€” Â?3, Â?3 - fS Â?3, 0, â€” /3, ih -Â?4. waarin: Q = Â?2 at Â?3 - Â?2 (7 =: Â?3 Â?4, - fJi Â?3 t^\'s Â?3 /3 Â?2 . r = Â?4 - Â?4 - fl Â?3 Â?3 Â?1- Het is duidelijk, dat de voorwaarden, waaraan de co??ffi-ci??nten moeten voldoen ingewikkelder worden, naarmate delaagst bestaanbare orde hooger is. Tot slot van dit hoofdstuk volgen de vergelijkingen be-boerende bij eenige waarden van p. Daarin is voor p = Sniet opgenomen de mogelijkheid = 1, Zjj = 2, As = 3,om de in Â§ 2 vermelde reden; in \'t algemeen dus niet hetgeval ki = 1, ko = 2 , . . ., kp = p.



??? 68 p. h, h, â–  â–  â€? ga, â–  â–  â–  Kanonische vergeUjking van 5] 1 1 gz, gs ! ?Š = {gi, l)i9s {92, 1)3. 2 1, 3 g^, g?? = {gi, 1)3 ??\'s {gi, 1)5. i 3 1, 3, 5 1 g-2, 97 g]^{gi, l)zg7 4- {gi, l);- 3 1, 2, 5 g-i, gi, gl gl = gl {g?., i)i gi {g-i, 1)2 4- {g^, 3 1, 2, 4 g^ g-o, g7 gl = (g-i, i)igl {g-i, 1)3 {g-i, 1)19^^ 9-6, 97, 98 90, 9??, 91 1, 3, 7 1, 2, 4, 5 , 1, 2, 4, 7 1, 2, 3, 5 1, 2, 3, 61, 2, 3, 7 91, 97, 9h 9i, 9i, 9l(Ji, 9i, 96, 9n 9I = {92, 1)4 f/o {9^., l)a. 97 = ?Ÿi 97 Â?3 72 97 Â?2 Â?3. 9I = Â?1 9I \'\'"\'\'3 9-0 Â?5. 9t = 9I ((53 <)~3) 0-9 {h <^"3 (^2 Â?3 f5.1, -f Â?3 fjg) Ui {h Si 4" Â?3 f2 [h Â?3 /39\\ =n9l^ ?Ÿi gl 73 9i Â?1 -A\' gt = (n i5i) gl (73 Â?3 /i Tm] _ ^3 /i) g-Q Â?1 /53 71 -f 1, 3, 5, 7, 9 5 1, 2, 4, 5, 7 0 1, 2, 4, 5, 8 5 ! 1, 2, 3, 5, 6 1, 2, 3, 5, 7 1, 2, 3, 5, 91, 2, 3, 6, 7 gz, gn g-i, gs, gio \'g^, 97, gngi, 97, g^, giQ gi, ge, gs,, gn gi, gÂ?, g7, gngi, gt, gl, gn gh = ly.gn 4- {gi, i)n- s 2 ^ = ?Ÿi gl ^ Â?2 Â?3 <78 Â?2 Â?4. g7 = Â?2 f77 Â?1 Â?3 gi 4- Â??? Â?5.g) = (fl 7i)??\'7 4- (Â?3 Â?5i Â?3 4-^1 Â?I 71 Â?2 f\'Â?"! 4- Â?3 fl) gi 4- Â?1 Â?3 Â?4 ?Ÿi9o = Qh Â?3) gt 73 Â?4 4" Â?3 73 Â?.I ?Ÿ?¤ 4- Â?3

?Ÿs)4" Â?4 ?Ÿ\\ 73 4" f^s Â?5 4- Â?3 (Jj??\'7 = ((5i Â?1) g] (73 -f Â?3 Â?1 ?Ÿi Â?173 4- Â?3 |5i) gi 4- 73 ?Ÿ?> Â?3 (^3 Â§gn = {?Ÿs Â?3) .7114- (Â?1 ?Ÿ-i 4- Â?3 ?Ÿi Â?3 ?Ÿ?? Â?3 p\'4 4- "5 A\'s) g\\ 4" Â?3 ?Ÿi 74 4" Â?3 ?Ÿi ?Ÿt 4" Â?1 Â?5



??? 69 pervlak. Substituties. Aantalparameters. y = g% â€”^ (^2, i)i; ^ = Â?0^3 x\' = aX. = 0-6 â€”^((73, l)2;x = ag2 4- b. x\' = aX. 3 = 2^9â€”1. - 1)\' (^73, 1)3. y^gi ^{gi,iy,x = ag^ h. X\' = aX, y = gi Q (g-i, 1)1; ^ = ags -h b. x\' = aX. y = g-^ 3 (^3, 1)1; a: = a(73 ??. \' 5 = 2^9 â€” 1. 5 â€” 3 â€” 1. 6 = 3 â€” 3. X\' = a X. ((\'53/3^2 â– i\' 4-y ==9d â€”^ (??\'s, 1)4; ^ = a f/s l>- x\' â€” C\'. X. y = agT{-bgl-{-cgi d\\ x^eg^-^-f.y = ag; hg^ c; =: dg^ e. bovendien 9 betrekkingen, zie pag. 66.y = ag5-\\- hgi-\\- c; x = dgi-]- e. y = ag^-^ hgi-[- c\\ x-=dgi-\\- e. 7 = 2jt} â€” 1. 7 =3^ â€” 3 â€”2.7 = 3^9 â€” 3 â€” 2. 9 = 3i) â€” 3. 7 = 3p â€”3 â€”2. 6 = â€”3 â€”3. y = Qn â€” (^73, 1)5; ^ = agi 4- h. x\' =. u X. y = ag8-}- hgl-^cg-i d-,x = eg-^^f.y^cigT-Y ??(734-Cf/s4-x^eg-i f. y = agT ^hgi^ c\\x ^ dgi e. !\' (Â?! Â?3 r i" ("6 fta 4- 4- Â?3 prg. y y = agT ^hg^^ c\\x ^ dgi-\\- e.y=cign cg^-{-d-, x = eg., 4-/". 9 2^9 â€” 1. 9=:3i? â€”3 â€”3.9 = 3 â€” 3 â€” 3.



??? HOOFDSTUK HL De fundamentale functi??n te vinden behoorende bij eengegeven vorm van de vergelijking f {x,ij) = O. (Zie Hbnsel, Acta Mathematica, XVIII). Â§ 1. In het vorige hoofdstuk hebben we i??ndamentale systemenvan geheele functies leeren kennen, en met behulp daarvande vergelijking van het oppervlak opgebouwd. Is dezegegeven, dan willen we nu nagaan, hoe uit die vergelijkingde functies bepaald kunnen worden. Onder een fundamentaal systeem van rationeele functiesbehoorende bij de algebra??sche onherleidbare vergelijkingf {x,y) = Q zullen we verstaan een stel rationeele functies1, ,,..,(;â€ž_ 1 alleen oneindig in de n punten x = a vanhet oppervlak en z????danig gekozen, dat elke rationeelefunctie G, die alleen oneindig wordt in die n punten x = akan worden uitgedrukt in den vorm: 1 1 1 1 X â€” a X â€” a 1 ... en wel z????, dat aan de dimensievoorwaarde is voldaan.(Voor het bewijs, dat er altijd zoo\'n systeem bestaat, zieBaker, pag. 49). Qn-X X â€” w



??? 71 Is nu H een geheele functie, wier dimensie = ^ 4- 1. Dan1 is â€”. E eindig in alle punten x â€” co; hetzelfde geldt voor ;---^ ^ , , H: die laatste functie wordt echter 00 in de {X â€” ^ \' punten x = a. \'Wordt H niet in alle punten x â€” a nul, dan zal de dimensie van H. ^^_^^^^ ^ ^ gelijk zijn aan ? 4" 1. H(x â€” ajfzijn dan (Â? 1). Stelt gi, .,.,(/â€ž_ 1 voor een stel rationeele functies, zooalswe juist beschouwden en wier dimensies bedragen ffi 4- 1 ?..., (Tâ€ž_i 4- 1, dan bestaat er dus een betrekking: X-Jx U â€” Â? 1 X â€” a welke aan de dimensievoorwaarde voldoet. Dus is <?? 4-1 ^ X; a; 1 1, 2,...,(mâ€”1), en stellig 1 ^ X; d; 1.We kunnen dus ook schrijven: (1, a; â€” a\\ â€” - K -1 waarin nu Ai/iâ€ž_i niet meer oneindig worden in hetpunt X â€” a. De uitdrukking voor i??kunnen we nu nog vervangen door: (1, /Â?! ... (1, K-x (Â?) waarin: in het algemeen zal de dimensie a 4-1 van ^^_ kleiner fi\'i ... Al (x â€” ay ^ Pi 1 = Â? â€” (Ti 4- 1 = C> 1 â€” (Â?^i â€” t\'i) ^ ? 1Pi stelt n. 1. voor de dimensie van de geheele functie h; elketerm in

het rechter lid van de vergelijking (Â?) heeft lager \'â– tt - 1



??? 72 dimensie dan de functie H, we noemen nu (1, /??j, .. ., /zâ€ž_i)een fundamentaal systeem van geheele functies, waarin elkegeheele functie kan worden uitgedrukt, met co??ffici??nten,die polynomia zijn in x. Voor een rationeele functie oneindig tot de r^ÂŽ orde in ?Š?Šnenkel punt van het oppervlak kunnen we schrijven: ^ G = 91 -.. 9n-\\ yx â€” a X â€” a La? â€” a\' waar, indien weer ai 1 de dimensie van gi is, voor elketerm geldt de 1 ^ r. Omgekeerd is de meest algemeene uitdrukking van dezenvorm, waarin li, , de bovenste grens bereiken, die, deze voorwaarde in aanmerking genomen, mogelijk is, eenrationeele functie van de verlangde soort. Zoo\'n algemeeneuitdrukking bevat: z 1 (Ax 1) ... 1) d. i. r 1 (r â€” ffi) . . . (r â€” (tâ€ž_I)= nr â€” ((Tl . . . (7â€ž_ i) 1 willekeurige constanten. Als we r maar groot genoeg kiezen bestaat er altijd zoo\'nâ€?rationeele functie en ze bevat nr â€”p 1 constanten, waarvan?Š?Šn additieve (zie Baker Â§ 37). Daaruit volgt: Evenzoo is voor een fundamentaal systeem van geheelefuncties, wier dimensies

respectievelijk zijn Â?i. . . oâ€ž _ i. l\'i â–  . . !?Â?-l =!\'>â€?Â§ 2. We willen nu onderzoeken welke eigenscllappen karak-teristiek zijn voor een systeem fundamentale functies.Sfelt 1, /tl, . . ., /^â€ž-i een dergelijk systeem ^\'e/ieeZefuncties



??? 73 voor, dan kan er geen betrekking bestaan van den vorm:(x, 1)^ (x, IV^ . . . 4- (x, -1 = 0. Immers, bestonden er /c van deze betrekkingen, die onaf-hankelijk van elkaar waren, dan zouden we k van defuncties li kunnen uitdrukken als lineaire functies van deoverige n â€” 1 â€” k, met co??ffici??nten, die rationeel zijn in x.Dan zouden we ook de geheele functies ?/,..., _y - ^ (de [3\'s zijn geheele polynomia in x) kunnen uitdrukkenals lineaire functies van de n â€” k onafhankelijke functies hmet co??ffici??nten, die rationeel zijn in x. Door eliminatie van deze w â€” 1 â€” k functies h verkrijgenwe een vergelijking: A A^y . . . = O waarin de co??ffici??nten A rationeele functies van x voor-stellen; deze betrekking is echter in strijd met de onderstelling,dat de vergelijking van het oppervlak onherleidbaar zou zijn. Â§ 3. Het is niet mogelijk, dat de lineaire functie Al hl -f Ao . . . -f A;,_i 7iâ€ž_i, waarin de A\'s constanten voorstellen, dezelfde waarde heeftin 2 punten met dezelfde x voor alle waarden van A. Beschouwen we een punt x,

waarin geen vertakkings-punten voorkomen. Noemen we respectievelijk Â?i. . .de waarden van de functies h^ . . . hâ€ž _ i in deze 2 punten x,waar de functies hi. . . h,, _ i aan elkaar gelijk zijn; dankunnen we co??flicienten ui. . . ^t^,_i bepalen, zoodanig, dat Â?1 {hl â€” Â?]) ... ,(t,. _ 1 (/<â€ž _ 1 â€” _ i) niet alleen in de 2 punten, waar de waarden van h dezelfdeis, nul wordt, maar ook in de overige n â€”2 punten, dieuit de gekozen waarde van x volgen. Zij c de waarde van



??? 74 X, waarvoor dus geen vertakkingspunten bestaan, dan is:Ml (Ih â€” ai) â–  â€? â€? 4- ^u-i {K - 1 â€” ^Â?-i)] X â€” c in geen der punten x = c oneindig, het is derhalve eengeheele functie. Maar dan zouden we ze ook kunnen uit-drukken in den vorm: (rc, 1)a4- Ik ?„1 â€? â€? â€? {x, 1)aâ€ž_Ihetgeen zou leiden tot een betrekking {x, {x, 1)^, ?„H- â€? . .  ^ O, die volgens Â§ 2 niet mag bestaan. Bestaat er in het punt x ?Š?Šn vertakkingspunt, waardoor2 bladen heengaan, terwijl dat punt x geen verdere vertakkings-punten bezit, dan kunnen we op dezelfde manier bewijzen,dat er geen functie X Al â€? â€? â€? voor alle waarden van l nul kan worden in dat vertakkingspunttot de 2"^ÂŽ orde. In \'t algemeen geldt de stelling: Wanneer ,. . ., _ i alle nul worden in een punt vanhet Riemannsche oppervlak, dan kunnen ze niet alle nulworden in een punt met dezelfde re; en in een vertakkingspuntkunnen ze niet alle nul worden tot de 2\'^ÂŽ orde. Beschouwen we 2 systemen geheele fundamentale functies1, Hl, E-2, . . ., iJÂ?_ 1 en 1, Al,\'Aa, . . ., _ 1, dan

bestaande volgende betrekkingen: Hl = (x, l)i (x, 1)1,1 hl (x, 1),,3 h (x, 1)1,â€ž_i K_iHz â€” (x, 1)3 -f (x, 1)3,1 hl -f- (x, 1)2,3 As ... -i- (x, 1)2 , H â€” 1 \' 1 â€? â€? â€? Â? 1 = (x, 1)â€ž_1 -f- (x, 1)â€ž_1,1 Al (x, 1),._1.2 A2 ... -f (a;, l)â€ž_i,â€ž_i Aâ€ž_i



??? 75 De indices A; in (a?, geven eenvoudig aan, dat (x,een polynomium is van de orde, die behoort in de rij vanHi en in de kolom van Jh. Noemen we Hi\'^ de waarde, die Hi aanneemt in hetblad van het Riemannsche oppervlak, dan kunnen we devolgende identiteit neerschrijven: 1,1, . .. 1 1, 0,........... ......... 0 1, 1, , 1 Jli , Jii , . . _ (x, l)i, (x, l)i, 1. ., (x, l)i,(Â?-i) hf\'hf\'. . . . , hf\' tt(1) tt?Ÿ) tt(Â?)â€?â– l-tin-l {x, l)â€ž_i,(a;,l)(â€ž_i,a . .,{X, l)â€ž_i,â€ž_i 7,(11 7,(3)\'l\'n â€” l\'hi â€” l â€? Verhef die in het kwadraat, dan is de algemeene term vanden determinant in het eerste lid H?\' Hf^ Hi\'\' -f- . . . Hf Hf\'. Deze uitdrukking wordt alleen oneindig voor x= oo, hetis dus een geheel polynomium in x. Stellen we de deter-minant [(rc, = dan kunnen we schrijven: (1, iZ"i, = . ^ (1, /ii, . . . waarin J (1, Hi, . . . Hâ€ž_i) voorstelt de determinant " [H?\' Hf\' . . . Hf\' H}""\'). i=ij=1 De /J noemt men de discriminant van het stelsel, waaropze betrekking heeft. Beschouwen we een geheele functieij = y^ (waarin ?Ÿ = (x, 1);^), dan kunnen we evenals voorde H

functies een betrekking afleiden: r/\'-i) = V\' (1, /^i, . . .,waarin weder V^ voorstelt een determinant [(ic, 1);,^], dieechter niet noodzakelijk dezelfde behoeft te zijn als V/f-Nu is echter het eerste lid gelijk aan: (,/l) _ ,(2))3 _ . . . (,/n-2) _ ,/Â? -1))2 (,/Â?-l) â€” een uitdrukking, die niet nul kan worden voor alle waarden



??? 76 Tan X, omdat dan de functie y in alle n punten xeenzelfde waarde zou moeten hebben; dan wordt echter ook//(1, Al, . , . , niet nul voor alle waarden van x, evenmin /I {I, H^, . . . , Hâ€ž_i).Er bestaat dus een betrekking J (1, ?„1, . . . , = VL ^ (1, Hl, ... , i??â€ž-i), waarin Va een rationeele functie is van x. Hieruit volgt: V/fXV\' = l of Elk systeem fundamentale functies heeft dus op een con-stanten factor na denzelfden discriminant. Noemen we hun gemeenschappelijke waarde /h en laat... 1 Vn voorstellen n willekeurige geheele functies; drukkenwe die alle uit in een systeem fundamentale functies, dankunnen we komen tot de betrekking: als M = polynomium in x. Daaruit volgt, dat deelbaaris op ^ ,..,,?;â€ž); (1, ?„i,..., hn - i) is echter een dergelijksysteem als (1, lyi . . . 7/â€ž_i), derhalve is de discriminant derfundamentale functies de grootste gemeene deeler der discri-minanten van elk stel van n geheele functies. Â§ 5. Zij g een willekeurige rationeele functie, behoorende bij devergelijking ?/Â? Â?1 ?/Â? -1 -I- Â?3 - 2 . . . aâ€ž = O waarin de

co??ffici??nten Â?i, . . . , aâ€ž polynomia in x voorstellen.De 71 waarden, welke die functie kan aannemen voor ?Š?Šnwaarde van x, noemen we g^\'^^, g^-\'^, . . . , hun som zijZijn iv{x,ij) en i}.i(x,y) 2 polynomia in x en y, dan



??? 77 kunnen we voor g schrijven ^^^^; voor ?Š?Šn van de waardenbehoorende bij een bepaalde x, krijgt g de waarde: r/i} â€”Â?y^^) Vermenigvuldigen we teller en noemer met de {n â€”1)andere waarden, die ip (x, y) aanneemt voor dezelfde x: jx, ip (X, â– â– â– Â?/< (X, y\'i - ip [x, yt\' ^Q . . . xp {x, _ {X, ij^\')}..............lp (x, \' / dan wordt blijkbaar de noemer een symmetrische functievan de wortels . . . ze kan dus rationeel wordenuitgedrukt in de co??ffici??nten in x. De teller is een rationeelefunctie van x en Elke rationeele functie behoorende bij f (x, y) = O kan dusworden voorgesteld door: D 9 = waarin J., . . . , A-i,-Z) polynomia zijn in x, die geengemeenschappelijken factor bezitten. Nu kunnen we uit het voorgaande onmiddellijk afleiden,dat D^ een factor moet zijn van (1,?/,...,?/Â?-1), indieng een geheele functie zal voorstellen. "Want zij {x â€” ay eenfactor van D en stellen we Ai = {x â€” ay Bi Gi = 1, 2, . . . , w â€” 1. De co??ffici??nten A hebben geen factor met D gemeen, duskunnen niet alle Cs deelbaar zijn door {x â€” a);

zij Gi nietdeelbaar door (x â€” a). Maken we nu gebruik van de in Â§ 4 gevonden betrekking: J (1, iTi, . . ., = Vn â€? ^ (1, h^lh, . . K-i), waarin de functies H en h de vroeger aangegeven beteekenisbehouden.



??? 78 Het is duidelijk, dat: )--(^^ZT^y- Is nu g een geheele functie, dan is het geheele eerste lideen geheele functie en dientengevolge ook het tweede Ud;dat laatste noemen we C en vormen de vergelijking: De beteekenis van den determinant in het eerste lid in aanmerking genomen kunnen we hiervoor schrijven:& {^zzTafr ^ (1\' â€? â€? y\'^ y\' ^â€? â€? =v\' ^ (i, K 1). Maar: /J (1, y, . . .,/r-^) = V\' ^ (1, . . Dus:Cf ^^ _ ^yr ^ (1\' â€? â€? ^\'n-l) V\' = V^ â€? ^ (1 , â€? â€? - l) V _{x â€” ay Vi a en daar {x â€” d) geen factor is van C; moet V deelbaar zijndo?Ÿr (x â€” ay en J y"-\'^) door {x â€” af\'\'. Hieruit volgt, dat D^ inderdaad een factor moet zijn van /t{l,y,...,y"-\'^),zoodat D geen andere factoren zal kunnen bevatten, dan diein // (1, ..., optreden minstens tot de tweede macht. Â§ 6. Voorbeeld. y^ â€” hy^ a-ic y â€” a? Â?3 = 0.Voor het systeem geheele functies: â€? - 1 if â€”by ai c=-^^-



??? 79 vinden we de A als volgt: I 2 1, 1, 1, 2 2= Â?1 ??i aitti aitts aitto y{\\) 1 y[i)\' yCM â€? 3, â€” ai Â?3 ??, â€” 2 ai c, 3 3, ai a^ C^ â€” 2 Â?3 & 2 2tti ai ^ ??ÂŽ c^ â€” 4 Â?2â€” 4 Â?1 cÂ? 18 ai Â?2 ?? c â€” 27 a? o|. Zoo wordt voor het systeem l, y, if\\ ^ 1, 1, 1,^(1,2/,Â?/\')= 2/(1) 2/(3) 2/(S)2/(1), 2/?2), 2/(3) 3, ??, . 2aic ??, ??\'- â€”2aic, ??Â?â€”3&aic 3a?Â?3 ?–2 _ 2 ai â€” 3 & ai c -}- 3 aÂŽ aj, â€” Â?i 0(0ÂŽ â€” 2 ai c) â€” 3ai c??^ 4ai ag&3, â€”2c = ai ??, â€” 2 ai c, 3 ai aÂ? â€” hcâ€” 2 c 3 ai aa â€” ?? c, 2 c^ â€” 2 as & Voor de functies 1, â– //, wordt: = a? .J (1, ?/, 7). ^ (1, V. v\') = 1, 1, 1 ai aj ai az ai ao 2/(1) \' > 2/(5) 2/(S) \'ai as\' 2 ai as\' 2 \'ai as^ 2/(1) J 2/(2) . 5 2/(3) c ai as \' c"^ â€” 2 a-jb. 2 2 \'ai as c- â€” 2 as b 3, 2 2ai as c\'^ â€” 3 as c & 3 O] as = (aia2)6 3 3 ai ao ai ao c^ â€” 2a2b c^SajCbA-Saial c\'^â€”4:a2C^b-\\-4:alaiC-\\-2alb"- 2 2 \'ai ai 3 3 ai as 4 -l â– ai as



??? 80 En eindelijk wordt voor de functies y, y"", : i = 1 i = 1 ^ {y, n) = (Â?1 Â?2?’ i = 1 i = 1 1 = 1 3 ?¤ r 1 ^ 3, ^ 2/(0, â€”i = ] i = l b" â€” 2 Â?1 c, , b^ â€”â–  3 ?? Â?1 c -]- 3 Â?1 Â?3, 3 Â?1 ttiâ€” HbaiC-\\-SalÂ?3, â€”4 Â?i c-j-4 a?Â?3 ??-f-2 a?c^, 5 aiÂ?3 3 Â?1 aj, ?? Â?1 Â?3, c^â€”2 a^ b Stelt (1,^,7;) een fundamentaal systeem voor, dan isblijkbaar bij deze keuze van de â– >/ de voorwaarde vervuld,dat J {1 ,y, ?/) deelbaar moet zijn op de andere discriminanten. Â§ 7. Bij het opzoeken der fundamentale functi??n stelt Henselde volgende voorwaarden: 1De functie van de laagste orde zij 7;i = 1; dezevoorwaarde is b. v. vervuld bij het eenvoudigste systeem,dat we ons denken kunnen, n. 1. 1, y, y^, . . . , 2Â°. Het product van 2 der fundamentale functi??n moetkunnen worden uitgedrukt in den vorm: Vi = \'/i {x, Ik . . . 1)aâ€ž Vn waarin (x, 1);^. voorstelt een polynomium in x; was dievoorwaarde voor het gevonden systeem niet vervuld, danzouden we het altijd vervangen kunnen door een ander,waarvan de som der dimensies lager is dan van het

beschouwde.(Hensel, loc. cit. Chap. HI). Zij (x -p af een factor van zJ {I, y, . . . , y"-^) dan gaanwe opzoeken alle functies van den vorm: Â? Â?1 â€? . â€? 4- Â?Â?.-1 \';Â?-! X â€” a



??? 81 die niet oneindig worden in het punt x = a. (De co??ffici??ntenÂ? zijn constanten). _ \' . Zij Â? Â?1 . . . ^n - 1 Vn â€” 1 = H, dan is H eengeheele functie, die voor elke waarde van x n waarden(niet noodzakelijk verschillende) aanneemt; ze voldoet dusaan een vergelijking: H" 4- H"-^ . . . If-f O jt waarin k^ . . . k,: voorstellen polynomia in x. Zal-----niet X â€” ?Ÿ oneindig worden in het punt x = a, dan moet noodzakelijkelke wortel H uit de laatste vergelijking minstens ?Š?Šn factor(x â€” a) bevatten; daarvoor is noodig en voldoende, dat Kidien factor bevat tot den IQ tot den en eindelijkIC,, _ 1 tot den (n â€” l)Â?\'"\' en Xâ€ž tot den graad. Noemenwe de som van de machten van de n waarden van ??,die uit de vergelijking volgen voor ?Š?Šn waarde vnn x. Si]dan kunnen we echter de voorwaarde, dat Ki deelbaar moetzijn door {x â€” a)\' vervangen door de equivalente voorwaarde,dat Si deelbaar moet zijn door (x â€” a)\'. Immers voor = 1 is: Si =   _ _ JJ(n) ^ _ X. en zijn de voorwaarden inderdaad gelijkwaardig. Is echter{x â€” a)

deelbaar op ^i, dan is (x ~ af deelbaar op Sf en: = 2 ^^ S2 2 Zo. Is (x â€” ay deelbaar op Si, dan moet k-i ook deelbaar zijndoor (x â€” a)~. Evenzoo is: IQ = (_ 3 - 2 Si); (x â€” a)-\' is een factor van Si en Si S^; is (a; â€” a)\'\' deelbaarop S3, dan is ook ks deelbaar door (x â€” a)\'\\ Hetzelfde is gemakkelijk aan te toonen voor ?„t, . . ., Sâ€žmet behulp der vergelijkingen, die de co??ffici??nten uitdrukkenin de symmetrische functi??n Si, . . ., Sâ€ž. fi



??? 82 Deze voorwaarden, n stuks zijn voldoende om de co??ffi-ci??nten Â?1 . . , af te leiden. Vinden we nu op deze wijze k functies C en is in 2 vandie functies b. v. in c en de hoogst voorkomende machtvan y dezelfde, dan kunnen we ?Š?Šn van de twee, b. v.vervangen door â€” C = C", daarin is Â? een constante,zoodanig gekozen, dat de graad in y van t" lager is dandie van C\'. Dan verkrijgen we k lineair onafhankelijke(dus k < n) functies, die eindig zijn voor x â€” a van den vorm: ^ Â?1 ^ â€? â€? â€? 4- Â?r rx â€” a terwijl we gezorgd hebben, dat de waarden van r alle ver-schillend zijn. Die waarden van r bevinden zich in de reeks: 1,2,..., (n-1). De overige {n â€” 1 â€” A;) getallen stellen we elk op hunbeurt = 5 en stellen y, = l,-, dan hebben we dus een geheele^ functie voor elk der getallen van de reeks 1, 2,..., â€?â€” 1). We gaan nu uit van die nieuwe reeks geheele functi??n: 1 j Cl, Ca; â€? â€? â€? 5 Cn â€”1en bepalen door middel van een stel lineaire vergelijkingenalle lineair onafhankelijke functi??n, die niet oneindig wordenvoor X = a

van den vorin: t _ Ih Cl , â–  â€?  Cn-l ^ X â€” a waarin (},..., p\'â€ž -1 constanten zijn; evenals voor de l functieszorgen we nu, dat er geen 2 | functies voorkomen, waar-voor de hoogst optredende suffixen van C ge??jk zijn. Verderstellen we I,. = Cr voor die waarden van r, waarvoor geengeheele functie bestaat van den vorm: â™? â€? jr -f f5i Cl . â– . i^; c. X â€” a



??? 83 waarin de hoogste suffix van g gelijk r is. Bestaat eendergelijke functie wel, dan wordt die = l^. gesteld. Beschouwen we nu de reeks 1, , Â§3, â€? . en ondW- zoeken of er geheele functies mogelijk zijn van den vorm: /\' 4 /I Â§1 4- â€? â€? â€? 4- Yn - 1 bÂ? -1 X waarin weer de y\'s constanten voorstellen; blijken zulkeiUncties te bestaan, dan zetten we ons onderzoek op dezelfdewijze voort; zijn ze er niet, dan gaan we over tot debeschouwing van een tweeden factor (als er een is") die in// (1, ^, . . ., " optreedt tot de tweede orde minstens. Het eindresultaat, waartoe we op deze wijze geraken zalzijn een systeem geheele functies: z????danig, dat er geen geheele functie,bestaat van den vorm: g 4- Â?1 ?/i 4- â€? â€? â€? Â?Â?-1 X â€” c voor eenige waarde van c, (Â?, Â?i,. .., Â?â€ž_i zijn constanten). Â§ 7. Een stel geheele functies 1, . . . 7yâ€ž_i te vinden voorde vergelijking: qf = X- (x â€” 1). 4, 0, 0, 0 0, 0, 0,4:x^xâ€” â€?1) 0, 0, ix^x- 0 0, ix^xâ€”l), 0, 0, = â€” 256 i??" {x - 1)1De factoren, die we voor ons onderzoek

noodig hebbenzijn dus X en {x â€” 1).



??? 84 1". Zijn er functies van den vorm: Â? y Â?3 if Â?3 if xâ€”1 \' die niet oneindig worden voor x = 1? We vonden als voor-waarde, dat de som van de machten van de 4 waarden,die de teller aanneemt in de 4 bladen van het oppervlak,deelbaar zij door (x â€” 1)\' voor i= 1, 2, 3, 4. Gaan wena wat die voorwaarde ons leert, omtrent de constanten Â?, Â?1, Â?2, Â?3. i=l. (u UI tfÂ?3 if) = O (mod. [x â€” 1)).4 Â? Â?1 ^ 2/ ^ Â?3 ^ = O (mod. (X â€” 1)).maar JS y = JE y" = ^ y^ = O dus Â? = 0. i = 2. if (Â?1 Â?2 2/ Â?3 y\'Y = O (mod. (a; â€” l)^). (mod. {X â€” 1)3).= = = = â€” dus ix^x â€” 1) (Â?3 2 Â?1 Â?3) = O (mod. [x â€” 1)-). 4 x\'- (Â?3 2 Â?1 Â?3 = O (mod. (x â€” 1)). Â?2 = â€” 2 Â?1 Â?3. â€?i = 3. 2- if (Â?I  uzy u;y\'f=0 (mod. (x â€” If), 121/ â€” 2Â?1 Â?3{Â?1  alx\'(x â€” 1)-}=O (mod. (rrâ€” l)Â?). = O waaruit volgt Â?3 = 0. i = 4:. 2 (Â?3 yy = O (mod. {x â€” 1)^). â€? Â?3 = 0. We vinden Â?1 = Â?3 = Â?3 = Â?4 = O, er bestaat dus geengeheele functie van den vorm: ,, Â?1 ^ Â?2 y"^ Â?3 xâ€”l \' . er een functie ^ ^ mogelijk, die CC eindig blijft voor x = 0,

wanneer [3, . . . [h constanten zijn?



??? 85 1=1.    = 0 (,x) li = 0. geeft geen voorwaarde. geeft geen voorwaarde. = = maar [h en /^s blijven onbepaald, dus zijnâ€? v^ â€” en geheele functies, en we hebben nu het volgende X X systeem verkregen: Gaan we onderzoeken of er functies bestaan van den-vorm: y. / ;-!?/ 72 ^ /3 ^ , die niet oneindig worden voor x = 0. i = 1. y JU y\' = /3 = 0. geeft geen voorwaarde. == 2. = 0 i = 8. i = 4. X 73 = 0. Er bestaan blijkbaar geen functies van den verlangden \'3 y /8



??? 86 vorm en het systeem, waartoe we gekomen zijn, blijft dus: 1,^^ X \'\' X \'Â§ 8. Het systeem 1, y/i, . . ., zal een fundamentaal systeemzijn, wanneer we elke geheele functie kunnen uitdrukkenin den vorm iZ"= {x, 1)^ {x,  ... {x, waarin (ic, 1)^. een polynomium is in x. In Â§\'6 hebben we afgeleid: _ Â?\' ^ 4- â–  . â–  r â–  x â€” a _ fj\' 4- Cl â€? â€? â–  fi Irx â€” a /\' 71 11 4- â€? . â€? Yr IrVr = - X â€” aDaaruit volgt: r = {X, {X, 1),, 7/1 {x, 1),^ 4-... 4- {x, â€? Elke geheele functie kan worden geschreven in den vorm:^ 4- 4- ... 4- A-i r-\' H = D Substitueeren we in die uitdrukking de voor if gevondenvorm, dan wordt: " F waarin E, . . . , Eâ€ž_x voorstellen polynomia in x, die geenfactor gemeen hebben met het polynomium F.^ Zij {x â€” c) een factor van F, dan mogen we stellen: Ei = {x â€” c) Gi tti ?Ž = 1, 2, . . . , n â€” 1. ai = constante.



??? 87 Uit de vergelijldng: ^ g 4- ai 4- . . â–  X -- c volgt, dat het lid niet oneindig kan worden voor a; = c,omdat het lid eindig blijft. Er waren echter voor hetsysteem 1, //i,..., geen constanten te vinden, z????danig,dat voor eenige waarde van c a 4- Â?1 -j- . . . 4- â€” 1 Vn ~ 1 X - C eindig bleef in a; = c, derhalve moet a = Â?i = ...=: _ i = Ozijn eu El... deelbaar door {x â€” c). Voor eiken factor van F kunnen we aldus redeneeren enkomen dan tot het resultaat, dat elke geheele functie kanworden geschreven in den vorm: H=(X, 1)^ 4 (X, 4- . . . -(- (X, 7;â€ž_i, waarin de co??ffici??nten polynomia zijn in x. Voldoet het systeem (1, . . . , yâ€ž-{) ook aan de dimensie-voorwaarde , dan is het dus een fundamentaal systeem, zooalswe zoeken. Daartoe is noodig, dat geen term {x, 1)^. iji hooger dimensieheeft dan H. Zij (T 1 de dimensie van H] de dimensie van hetpolynomium {x, 1)^., die gelijk is aan den graad; ff; 4- 1 dievan jji en zij iti )j. (Tj )f 03... <t,,-i. Nu bestaat de gelijkheid:H Stel: == . . . 4- . -^\'Vi â€? . . . 1 - II, X-J-, - ___ - (i,



??? dan gaat die betrekking over in: Heeft een van de termen {x, 1)^. liooger dimensie dani/, dan moet een der geheele getallen: O â€” (<) 1). . . ., 4- f??Â? (??, ...grooter dan nul zijn. Onderstel, dat het geval voorkomt en noem 1 hetgrootste van de getallen in bovenstaande rij, dan is: I Stellen we nu: (1, = 1, 2,Â?i = constant, dan is: r h â€” (k . . . 7câ€ž_i =_ g ai g,. -1 _ i~ I Daaruit volgt, dat indien de functies 1, 7/1, . . ., nietvoldoen aan de dimensievoorwaarde er functies bestaan vanden vorm: u 4- Â?1 /il . . . Un -1 K -1 of wel: X , J?! I I Vn-X "   â€? â€? â€? Â?Â?-1 ^?•TTTTT die niet oneindig worden voor 1 = 0 of a; = 00. De functies h mogen we beschouwen als geheele functiesvan I en daar er geen geheele functie bestaat van den vorm zijn de dimensies van de functies , . 7iâ€ž_i als CC functies van | beschouwd: .Tl 4- 1, ..., (Tâ€ž_i 4- 1-



??? 89 Bepalen we nu een stel lineair onafhankelijke functies:Â? Â?1 Al â– â€?â€? Â?Â?-1 K -1 s niet oneindig voor | = O en z????danig gekozen. dat de li metde hoogste suffix in alle functies verschillend is.Zij: 7. l"l -f- â€? â€? â€? K kr â€” -^-- dan wordt: kr afr = X\'\'r ^ " ."1 â€”â€”nâ€”r ."r â€”,, I 1 â€? \' \' iC\'^i l \' \' \'  ^ ^ niet oneindig voor x â€” O, dus is het een geheele functievan X, wier dimensie = Noem die functie G-r en schrijfvoor Ij/. 1 1>jr = â€” In het rechter lid komt geen enkele term voor, wierdimensie hooger is dan die van A^oor elke functie k,., dieer bestaat, kunnen we op deze wijze te werk gaan, en defuncties ij vervangen door functies G van lager dimensie;stellen we ook de functies waarvoor geen k functie bestaat,voor door het symbool G, dan kunnen we nu elke geheelefunctie schrijven in den vorm: H={x, 1), (re, IK (?: ... (.-c, terwijl de som der dimensies van G^i, . . ., (?â€ž_i kleiner isdan die van v;i . . . 7;â€ž_i. Mocht nog een der termen hooger dimensie hebben danif, zoo handelen we nog eens op

dezelfde manier, totdatwe een systeem vinden, dat aan de dimensievoorwaardevoldoet. De dimensie eener geheele functie, is minstens= 1, dus de som der dimensies van het fundamentalesysteem kan in geen geval lager worden dan (n â€” 1).



??? 90 Voorbeeld. * In Â§ 6 vonden we dat bij het oppervlak y^ â€” x~ {x â€” i) behoorden de geheele functies 1 ? ^) ^ ? Hun dimensies zijn respectievelijk O, 1, 1, 2, we moeten dus onderzoekenof er functies bestaan van d?Šn vorm: , y . y , y Â? Â?1 Â?i2 ^ Â?3 ^ X die niet oneindig worden voor ic = cc.De functies 1, ^, â€”, ~ worden niet oneindig voor rc = oo, X X alleen voor re\' = â€” = oo; ik kan ze beschouwen als geheele functies van x\', met dimensies 0, 1, 1, 2, daar er geengeheele functie bestaat van den vorm: if y^ Â? Â?1 ^ -f- Â?2--Â?3 X X X We moeten dus nagaan of er bestaat een functie: Â? Â?1 Â?3 ^ Â?3 X X X\' die niet oneindig wordt voor x\' â€” 0.i=l Â? = 0. i = 2 \' = 0 , y , f ai -f Â?2 â€” Â?3 X \' " X Ui â€” O Â?2=0. I â€ž I y\'^ 1 y"^ ^U -h UI y Â?2 â€” Â?3 â€” X V [ y\'] i 3 = O geeft geen voorwaarde.



??? 91 Â?3 X .Â?3 = 0. Zoo\'n functie bestaat blijkbaar niet, dus voldoen: " â–  X ^ X aan de dimensievoorwaarde en uit de som der dimensies= p n â€” 1 volgt p = ^ â€” 4 1 =1, dezelfde uitkomst,die we verkrijgen bij toepassing van de formule van Riemann : Â§ 8. De lineaire congruenties, waaruit we afleiden of qy geheelefuncties bestaan van den vorm: Â? Â?12/4- Â?3 Â?Â?-1 X â€” c \' wanneer {x â€” c) een factor is van //, worden door Henselherleid tot lineaire vergelijkingen; de bewerkingen noodigom de geheele functies te vinden worden daardoor echterniet ?Š?Šnvoudiger, zoodat ik die methode niet heb toegepast. i = 4. Heeft de vergelijking van het oppervlak een eenigszinseenvoudigen vorm, dan is het niet moeielijk de fundamentalefuncti??n te vinden, en het komt mij voor dat de methodeom daaruit het geslacht te bepalen wel verdient in aan-merking te worden genomen. Ik heb ze toegepast op eenigevergelijkingen, o.a. op die, waarvan Rappy langs geheelanderen weg het geslacht afleidt \') en vond vrij

gemakkelijkde volgende resultaten: 1) Ann. de l\'Ecolo Normale, 12, 1883.



??? 92 Vergelijking. g! ^ ; (V- - x^y â€” =r= 0. (Raffy). 2 y- = --x{xâ€” 1) (x â€”2)(x â€” 3). 2 r a^ (a; â€” 1) (a; â€” 2) (a; â€” 3) 2 {x â€” i)(x â€” 5). :x{l â€” X) (1 â€” k^x) (lâ€”Vx) 2 (1- Discriminant. J {l,?Žj) = 4 x{xâ€”l) (x â€” 2) {x â€” 3).J (1, ?/) = 4 .i; (x â€”l){x â€” 2) (x â€” 3) (x â€” 4) (x â€” 5).J (1, y) ^ 4: x{lâ€”x)(l â€” k^ x) y^ = {xâ€” ly (x â€” 2).â€” = 0.y^ = (x â€” iy(xâ€”2y{xâ€”sy. r-^y{x â€” l)^-(x-iy = 0. ^ rr (a; a) rc^ a, y^ â€” xy-x{x â€” 1) -I- 5 a; -f 3) = 0. ^ (1, y\') = - 27 - l)-\' {X - 2)^. z/ ( 1, = - 2 7 (.r -1 ) - 2) - 3) j(l^y^y\'^) = â€” {x â€” \\y{21 {x â€” 1) ^ 4}. ^ ^y"") = â€” {4 x\' {x ay â€” ^â€” 27 {x\' Â?1 rc^ Â?3 Â?4)\'}- /I (yi, y, y= {x â€” 1)^ X polynomiumin X. y\'^ = X {x â€” 1) {x â€” 2y. _ 5 ?Ž/2 _ 4 ^ 0. y\'^ = x^{x â€” iy{x â€” 2y.y\'^=x{xâ€”iy{xâ€”2y{xâ€”\'?¨Y.y\'\' -^x" ^{ax-^hy cy = ?‡). zt\\l,y,y\\y^) = â€” 2mx^ {xâ€”l)^ {x â€” 2)/I (1, y, y"^, y^) = polynomimn in x. ^ (1, y, y\\ y\') = â€” 256 {x - ly (x â€” 2)Â? {x â€” sy.^ (1, y, â€” polynomimn in x. ^ (1, y, y\\y\') =â€”256 a;Â? {x^-^x^ i)\'. y?´^X{Xâ€” l){xâ€”2y = 0. _j_ --^ y _ 0. ^ (1, y, y^) = a x poiyn- in oo. ^ (1, y, y\\y\\ y") = ^ C^^- poly-nomium

in X.



??? 93 Geslacht Fundamentale functies. Dimensies. 0, 1. P = 0, 2. 1. 0, 3. 2. 0, 4. 3. 0, 1, 1. 0. 0, 1, 2. 1. 0, 2, 1. 1. 0, 2, 2. 2. 0, 2, 3. 3. 0, 3, 3. 4. 5 y. y. 1, X â€” rV, y\\ 1. y, {x^ l) {x~2)(x- 3)\' X â€” 1\' y, y-. 1, V â€” 1,2/, X â€” 2\' \' 2/, v\\ y\\ y\' y. y 1. ^(.\'??; _ 1) {X - 2)\' x{x-iy{x-2f y\'- 1, 2/, y\\ y\\ 1, y.^-,- \' X ^ x 1.3. 1. 2.3. 2. 3.1. 2. 3. 2. |o, 1, 1,0, 1, 2,0, 2, 1, 0, 2, 1,0, 1, 2,0, 1, 1, y v\' 0, 1, 1,0, 1, 1,0, 1, 0, 2.2. 0. 2, 2.2, 2.1,2 1,2/, xâ€”V {X â€” 2)-" yl 1 r^l ^ X ^ X X y~ y\' u. 2/,



??? HOOFDSTUK IV. Toepassingen op integralen 2\'\'ÂŽ en soorten rationeele functies. Â§ 1- Een algemeene vorm voor een Abelsche integraal soortte bepalen. Ten einde een toepassing te geven van de geheele functiesin het vorige hoofdstuk bepaald, willen we in dit laatstehoofdstuk ons bezighouden met de bepaling van Abelscheintegralen 1\'\'% en soort en rationeele functies metgegeven polen. Daarbij zullen we Baker\'s uiteenzetting volgen, maar dezemet voorbeelden trachten te verduidelijken. Zij een algemeene integrtial 3^ÂŽ soort, die oneindigâ€? ^_" wordt in de punten Xi en als A log -----------\' , waarin A V"^ â€” X^ een factor voorstelt, die ook = 1 kan zijn en verder overaleindig is. Stellen we in de onmiddellijke nabijheid van hetpunt Xi: X â€” Xi = ti \\ waarin h een oneindig kleine grootheid aangeeft, dan kunnen we â€? ^ ^^^ buurt van het punt Xi ontwikkelen als volgt: â–  w?Š = (iv, 1) â€? ^^ ^ t ^^ ^^ ...) _ 1 4- 4- IA ^ . . 1 lx â€” Â?Ci tf\' tf^ - ^ /i\'"\' - 2 â–  â€?



??? 95 Avaaruit blijkt, dat (x â€” Xi) niet oneindig is in het 0/ X punt X = Xl, maar gelijk aan ^^ ^ ^; op dezelfde wijze zien we, dat (x â€” Xn) in hefc punt x = x^ gelijk is aan â€”\' ^ \'\' dx -O j lOs 1 als we in de nabijheid van dat punt stellen x â€” X2 = Nemen we eenvoudigheidshalve aan, dat de waarden van y zoowel in het punt c^i als in ajg alle verschillend zijn, en noemen we de vertakkingspunten in het eindige gebied ??i, Â?3, . . .; stellen Ave dan in de nabijheid van het punt cii: X â€” â€” dan kunnen Ave in de buurt yan dat punt ontAvikkelen: Avaaruit volgt, dat: een nul bezit van de orde in het punt x = Â?i. Construeeren Ave een polynomium a = {x â€” ai) {x â€” a.^)...dat nul Avordt in alle vertakkingspunten in het eindige gebied,en zij h een Avillekeurige geheele functie op het oppervlak,dan zal: H = a .h .{x â€” Xl) {x â€” Xi) ^ een geheele functie voorstellen, daar ze voor geen enkeleeindige^ Avaarde van x oneindig AVordt; H is bovendien nultot de eerste orde in elk eindig vertakkingspunt. De som van de 7i Avaarden A^an "iZ" in de n bladen van hetoppervlak voor een

Avillekeurige waarde van x, zal eensymmetrische functie zijn van de Avaarden . . . diebehooren bij die bepaalde x; derhalve is het een rationeele



??? 96 functie van x alleen en bovendien een geheele functie, omdai>ze in geen enkel eindig punt van het oppervlak oneindigwordt; ze wordt nul voor alle nullen van het polynomiumwe mogen dus stellen: i- m = Â? ir.i = 1 Een polynonium van graad 1 heeft Â? 2 constanten ;zijn nu Xi en x.2 gegeven dan kunnen we het polynomiumH\' ook schrijven in den vorm: (x â€” Xi) â€” Xo(x â€” Xi) -f {x â€” Xi) {x â€”xi) {Xi 1)^ _ 1,die 1 arbitraire constanten bevat, wanneer â€” 1 aan-geeft den graad van het polynomium (x, 1), Dus is: d n cl ncl x^ cl n d X h Al . â€? â€? d X X â€” X\\ X â€” Xs en we kuimen uit deze betrekking Ai en A3 nauwkeurigbepalen en een grens aanwijzen voor li. Vermenigvuldigen we n. 1. met {x â€” x{) en stellen daarnaX = Xi steeds in de onderstelling, dat Xi geen vertakkings-punt is, dan worden alle termen in het eerste hd derâ€?vergelijking nul behalve de eerste; die geeft n. 1. als limietde waarde van h in het punt x^ iji, in het tweede lid blijftalleen Ai over, dus we vinden li = h {xxyi)\\ evenzoo blijktA. = ll {X2 , ^3). Voor een oneindig ver punt mogen we stellen x =

,waarin t weer een oneindig kleine grootheid aanduidt. Dan is: d t f\' 2 d n d X w \'4-1 = - (C, 2 C?¤ < 3 Cs -f , . . ), d X



??? 97 waaruit volgt, dat x^^^ niet meer oneindig wordt in het Ci X punt X = co. Is dus ? 1 de dimensie van de geheele functie h, dan is ook â€”^ een functie, die niet meer oneindig wordt in het punt x oo. Derhalve moet in de vergelijking: â–  h d^dx h d 11 h â€ž d 11. X xf \'^ dx OJC i h {Xj iji) d X h (xi IJl)xf-^ (x â€” x{) r ^^f-i â€” 1 xf (x â€” Xs) het tweede lid niet oneindig worden voor x = ca, omdathet eerste lid voor die waarde eindig blijft; maar dan moetfi â€” 1 < () â€” 1 of a < i> zijn. Stellen we h achtereenvolgens gelijk aan de geheele functies1, /Â?I, . . . , _ 1, wier dimensies we noemen O, ri 1,T2 1, . . . , Tâ€ž _ 1 1, dan krijgen we het volgende stelvergelijkingen: dxh^ d n d X 1 X â€” Xi X â€” X-i ^hjxith) . ^ X â€” Xi X â€” Xi V / dn din Jh h dx) dx l X j,. rr â€” d 11 . . . {xz, Us)X â€” Xi De graden (Ti -f 1, ..., _ i 1 zijn respectievelijk kleinerdan n 1, . . . , râ€ž _ 1 1. Lossen we op uit deze vergelijkingen: , ci 00 J\\ -{-(Xi,



??? 1 98 X â€” Xl x â€” Xihl {xi, yx) hl {Xj, y^) 1, 1,...., 1 {x, hf" \'dn\'dx X â€” Xl X â€” Xl X â€” Xl X â€” Xz Zij: ^/\'o {x, y\') \'Pi {x, y\') hl {x, ij) (I>â€ž _ i {x, if) hâ€ž -1 (x, y) = y\') â€” fix, y) y\' --y Stellen we hierin y = y\' = yi\\ Af. .. 1 1 == r (^i). Stellen vre y = yi, y\' = y^ voor s = 2, 8, . . ., n: -f . .. C_i = 0. Door middel van deze n vergelijkingen kunnen we â–  der/)-functies bepalen als volgt: hf\\..e hf\\ hi\'L .,(1) _ f\' (yi) 7,(2) 1, ..1, .. rM A enz., 1, Ar, .. wanneer we door A voorstellen den determinant: . 1. .....h^^ : 1, h^, /^L: 7,(\'0; "n â€”]



??? . dx. 1, 1,.... , 1 hi{xi,yi), h^i\\. . . : A . . hfi 99(dn In plaats van den voor gevonden determinant kun. nen we 3 determinanten schrijven: dl??\\ dx Xâ€”Xi 1, . . . . ..1 . . . .. 7/2) . . ., Iln-l 1,. . . . , 1 hf\\ . . . 1, A X â€” Xs O, A A^li,....., 1 , of wanneer we nu de zooeven bepaalde functies invoeren: /\' (y) Â§Â§ = {oc, lY\'-\'Oh (.\'T,  .. . (a;, (Vq 4- <lh Ih ?/i) â–  â–  â€? .  Vi) __ Xâ€”Xx dip -[- (hl hl (Xj, Ui) -{-... Jiâ€ž_i (x., y.i) X â€” Xi De methode van afleiding in aanmerking genomen hebbenwe hier wel de meest algemeene vorm voor ^^ gevonden; (t OC het aantal willekeurige co??flicienten in de polynomia: . . ., (rci , bedraagt op zijn hoogst rj rÂ? . . . t" " ^ of p en verderis de geheele uitdrukking volkomen bepaald. Zooals we weten is echter de meest algemeene vorm van ^^: (d m _____I,__::__i_ _L. I _Â?.__u . dvi dv. , ) ^^4_ d X d X dx



??? 100 waarin h,..., lp arbitraire constanten zijn, Vi,.. .,Vp Abelsclie integralen 1ÂŽ\'ÂŽ soort en de afgeleide naar x van een spe-rt X ciale integraal derde soort.Door vergelijking der beide vormen van komen we Cl 00 tot het resultaat:1Â°. De meest algemeene vorm voor een integraal 1ÂŽ*ÂŽ soort is: 1- (X. ly-^ -1 4-... (x, lyn -1 -1 -1 / 1/ L Een speciale vorm voor een integraal 3\'^ÂŽ soort is: dx rrjjp {X, y) \'ih {x, tj) hl {Xl ,yi) H- â€? â€? â€? -1 {x, y) K -1 {Xi, y{)fy L .-B - rCl _ {X, y) flh {X, y) hl {x^, y,) ... _ i {x, y) K -1 (a^a, yi) X â– â€” x^ Deze uitdrukking verandert niet, wanneer zich in Xi, x<i,.of ?Š?Šn van beide vertakkingspunten bevinden. Voorbeeld I: Geheele fundamentale functies zijn:m?Št dimensies: 0,1,2. Uit Tl 4- 1 = 1, r. -f 1 = 2 volgt:\' O {X, y\') nh {x, y\') h {x, y) ^.(V. {x, y\') h {x, y) Dus: \'Po {X, y\') = â€” 3(I>i {x, y\') = y\'fl>2 {x, y\')= 1.



??? 101 De algemeene vorm voor een integraal soort wordt dus : r-f_^_ Avaarin, zooals behoort ?Š?Šn arbitraire constante optreedt. Een speciale vorm voor een integraal 3\'^Â? soort, die oneindigwordt in de punten = O, = O en : = â€”1â€”1X3, = 2 1/3 respectievelijk als log (pc â€” Xi) en â€” log {x â€” x^ is : C dx y- â€”3 2/^- (2 K3)?y 4 4K3- .-?? a; 1 K 3 Bepalen we zoo\'n integraal volgens een andere methode,n. 1 door een snijlijn te leggen door de punten {xy y{) en[Xi ?/2); verder het snijpunt {x-^ y-^ van die snijlijn metde kromme op te zoeken en door dat punt {x^ y^) een wille-keurige rechte te leggen, dan vinden we een integraal derdesoort in den vorm: _ /â€? Â? (a; - 1 - 1X3) (j (// 2 -4- K3) ^^^ J {(2 H- IX 3) a; (1 K 3) ?/} Q/\' -1) Deze blijkt oneindig te worden als â€” l g {x \\ 3)en als l g (x â€” 0), wanneer we onderstellen:(1 ]X3)Â?-(2 _ 2 K3 - â€? Dan kunnen we ze ook schrijven: Jl, _ f_uX ?Ÿy-{2 ]X 3) ^ ^ " J {(2 1/ 3) .T (1 1/ 3) //} (7/- -1)en deze laatste vorm blijkt volkomen overeen te stemmenmet de boven gevonden mits we substitueeren:_ - 2 (1 IX 3)=. _ - (2 K 3)1 Â?

- 3 , - 3- Voorbeeld II: y^ â€” 5 _ 4 0. 1)



??? 102 Geheele functies: .Dimensies: 0,1,2,3. p =dus : Tl 1 = 1 , T3 1 = 2 , T3 1 = 3. {X, y\') {x, y\') y (h {x, y\') \'h (x, t/) y^ == y" â€” y\'- y y\'y\'-^y^-^ {y\' y). Derhalve: fPo {x, y\') = y\'^ â€” h y\' <lh {x, y\') -- y\'^ â€” 5y\') = y\' De algemeene vorm voor de integraal soort wordt:\'Ay Bx-^G waarin 3 arbitraire constanten optreden. Een speciale integraal 3\'\'ÂŽ soort, die logarithmisch oneindigwordt in de punten iCi = O = 1 en: 2 2= I K ??, = g K 5 is: dx Â§ 2. Afleiding van de integraal 2^ÂŽ soort.Stelt r^ een elementaire integraal 2\'^ÂŽ soort voor, die inhet punt x = l algebra??sch oneindig wordt\'als â€”engeeft B^ een differentiatie aan naar dan wordt de functie



??? 1619 van {x, y) voorgesteld door: niet oneindig in het punt x = immers in dat punt kunnenwe ontwikkelen, als volgt: 7/=== log (x â€” ^) A-^rB{x-l)-\\-C{x- . . . zoodat: Dj /Y.,,, _ Tf = Â? /i (a; â€” I) â€? . . een vorm is, die niet meer oneindig wordt voor x =Omdat we de afgeleide naar ^ genomen hebben, hangt defunctie niet van x, af, zoodat D^ â€” r^ ook in het puntX = x^^ niet oneindig wordt. Is die functie niet gelijk aaneen constante, dan stelt ze dus een Abelsche integraalsoort voor, zoodat we mogen besluiten, dat een elementaireintegraal, 2\'\'ÂŽ soort in ?Š?Šn eukel punt Â?;) van het oppervlak oneindig als â€”worden geschreven als:\'Hlx cl fycll \'l>0 (X, y) 4- ^Ih {X, y) Jh (g, y) . â–  â€? -1 {x, y)hn-1 (g,r;)\' - I Tot eenzelfde resultaat komen we door directe afleidingvan de integraal soort. Zij (I Ij) een punt van het oppervlak, waardoor (w 1)bladen heengaan, en stellen we in de nabijheid van dat puntri; â€” I = ^\'o i; de integraal moge iu de buurt van dat puntdezen vorm hebben: I I , A^ 1 -T" -j^ -r â€? â€? â€? i- -nr â–  " t \' t^ \' \' \' â–  P" \' x â€”

^De integraal r^ in het punt oneindig als kunnen U/ â€”c.



??? 104 we in de buurt van liet punt (|, ij) ontwikkelen, als volgt-: r. =  A B t ^ G . . . â€? a; â€” I Vormen we evenals in Â§ 1 de som van de waarden dercl r functies h {x â€” tf â€” in de n bladen van het oppervlak, Uj cc Avanneer li een geheele functie is, dan krijgen we de uit-drukking : i = 1 dr - â–  = ^^ - - "\'\'. die aan beide kanten u 4- 2 constanten bevat. Stellen we hierin x = dan houden we alleen over: -\' I d r Avant in de bladen, die in x â€” ^ niet samenhangen is^- d cc eindig. Differentieeren we eerst en stellen daarna x = i, danvinden we: Imii: = .\'i {w 1)! Want zij: dr {x-^y dx 1 _L_ 1  --^ \' w 1 \' 1 rP" 1 r/ÂŽ 1 â€? fl d\'" {W-Vl)w d^ d\'"-^ I 1.2 B 4- iCll A) = 4-cU 1 ^ w 1 . â–  d\'d\'t



??? 105 dus voor ^ = O is: d t"\'- Derhalve is: Urn 2: â€” h = .Â? 1)! Maar: dxd " (5 2 (7^ . . .) w\' dt Ien deze uitdrukking wordt nul voor ^ = O; derhalve is: Nu komen we evenals in Â§ 1 tot het resultaat, dat opeen som van integralen P^ÂŽ soort na, de integraal 2\'\'" soort, die in het punt , ij) oneindig is als â€”wordt voorgesteld X â€” ? door: r, = - [10 D J j-- __D"- \' [<l>o hl (1,7;) â–  â–  â–  (K -1 K -1 (I, y)] tolj f, x â€” ^ Dit resultaat blijft gelden, als ?/) geen vertakkingspuntis en op overeenkomstige wijze vinden we een integraal,die in een punt ?;) oneindig wordt tot de 2\'^Â? of hoogerorde.Voorbeeld I: yi â€” 5 â€” rÂ?^ 4 = 0. Geheele functies 1, ?/, ?/-, )f. d dx 1 (I)o = y; (j)s=l. 0: (l>0 = 2/\'\' â€” 5 2/; <1>1 = y\'- Zij (1?;) het punt, waar x = 0, y â€” 1 (geen vertakkings-punt), dan is:



??? 106 dx (^f â€” ??y) (if â€” 5) 7; y ij^2y\\2yâ€”b) (x â€” ^f d X d {if â€” 5 y) {if â€” 5);; ?/ of:r. xâ€”^ dx (if y\'^-Mj-^) {x-^f 2y\'{2y-\'o)dx dx [x-^f J2y\'{2y-b)if _ 4 ^ â€” 4 = -2 x^ {2y-5)Voorbeeld II: y^ â€” S y 2 x^ = 0.Geheele fundamentale functies: 1, dimensies: 0,1,2.<i>o = â€” dh = y; = 1. Dus een integraal soort, die in het punt | = 1,7] = ~2 oneindig wordt tot de 1ÂŽ\'ÂŽ orde, is: H -I r, rf 4. dx d 00 als â€” x-\\\' f = l,., = -3 Bepalen we zoo\'n integraal volgens een andere methode.De raaklijn aan de kromme in het punt x â€” 1, y â€” â€” 2heeft tot vergelijking: 6 (a; â€” 1) 9 (y 2) = 0. 22 Deze snydt de kromme nog .in een punt x â€”-- 16 y =--^; bepalen we nu de rechte u x [S y y = z????danig, dat ze door het laatstgenoemde punt gaat, dan is: , 16 ^ "23 22 X 23 dx r =



??? 107 een integraal, zooals we zoeken, of wel: , , ,22 Â? 16 ^__ 28 \'^-J (2 a; 3 2/ 4) (y\'- Deze wordt oneindig als ------^ in de onderstelling X â€” 1 â€” 18 Â? -}- 27 = 46 en wordt gelijk aan den eersten vorm,4 als we stellen a ; (i â€” 2. Â§ 3. Een uitdrukking te vinden voor elke willekeurige rationeelefunctie. De meest algemeene -vorm voor een rationeele functie,die polen bezit in (p -4- 1) onafhankelijke punten is A g -l- JB,â–  indien g een speciale functie van de bedoelde soort voorstelten ^ en 5 willekeurige \'constanten zijn. Geven we dus aan de residu van de functie in een vande (p 1) polen, een bovendien ?Š?Šn nul van de functie,dan is ze volkomen bepaald. Beperken we ons tot het geval, dat de {p -f 1) polenliggen in eindige gewone punten van het oppervlak, dankunnen we nu de rationeele-functie, die we op de boven-genoemde wijze volkomen bepaald hebben, geheel uitdrukkenmet behulp van de in dit hoofdstuk gebruikte functi??n. Hetzal dan blijken, dat we ook voor elke willekeurige geheelefunctie een uitdrukking kunnen vinden.

Indien we de algemeene integraal 3\'\'" soort, die we hebbenafgeleid in Â§ 1 aangeven door Hr.x.,-, dan zal de functie:d ^ (h (x, y) -t- (l>i {x, y) h (a^i, yi) â–  â–  â–  -1 (x, y) K -1 (^\'i, yi) d X X â€” Xl _ (h (x. y) <lh (x, y)hl (Xj, ya) â– .. 4-1 {x,y) h^ijx.,yiy X â€” Xi. . nii{x, y){x, l/.-i . . . (K-i{x, y) {x,



??? 108 hoogstens p beschikbare co??ffici??nten bevatten, n. 1. de con-\'stanten, die optreden in de polynomia: Laat nu Cj, co,..., c^, aanwijzen p gewone punten (geenvertakkingspunten) van het oppervlak in het eindige gebied,wier X respectievelijk wordt voorgesteld door Cj, Cj,... Cp endie zoo gelegen zyn, dat de determinant: J = f\'y â– ., CUn^- 1, 1 Cl, . . â–  â€? . d^n-l Cp, . . waarin aangeeft de waarde van \'I>i (x, y) in het puntniet nul wordt. Dat het altyd mogelijk is de punten z???? tekiezen is duidelijk: want indien Vi . . . Vp aanwijzen eenstel onafhankelijke integralen soort, dan geeft het nulworden van deze A de voorwaarde aan, dat een rationeelefunctie van den vorm: \' dx^ â–  - â–  ^ d X die slechts (p â€” 1) beschikbare verhoudingen â–  â–  â–  â€? bevat,nul wordt in elk van de punten Ci.... Cp.AVe kiezen nu de co??ffici??nten in de functie f,, Ct cc z????danig, dat deze functie nul wordt in de punten Ci,.. ., c^en stellen de functie m?Št die bepaalde co??ffici??nten Cv C?? = lp (xi, Xi] X, Cl, . . . , Cp), zoodat.///"y xp {Xi, Xs, x, ci,..., Cp)gelijk is aan den determinant:[.-r, â€”

[X, .-Â?2], fl>i (X, y), .\'c dh (x, <Ih ?/)... -\'K-i (x, y)[Ci, a;,] â€” [Cl, X.:], , Cl ......Cl-.-1 ........cfn-i-i (I>i\'Li [Cj,, -[cfp, a^i], â– â– â– â€?Cp ......c/.-i (!>[\'\'......c/Â?-i-i



??? 109 waarin: (h (x, y) flh {x. y) Jh (rri. ?/i) â–  â€? â€? jx, y) (xi, ui) X â€” Xi, en de waarde, die de functie fp; (x, y) aanneemt in hetpunt Cr. Onderstellen we nu, dat {x, y) een eindig punt isen bovendien geen vertakkingspunt, zoodat geen der minorenvan de eerste ry van dezen determinant nul wordt. Beschou-wen we xp {xi, Cj) als een functie van Xi y^, danis het blijkbaar een rationeele functie. Ze is oneindig in elkder punten a;, Ci, . . . , c^ en wanneer X\\ nadert tot x dan isde limiet van: (x â€” Xl) ip (.-Tl, a;, Cl, . . . , dezelfde als die van: \'l>o {x, y) \'K (x, y) hr {Xi, yi) en wel = 1; zoodat in het punt Xi = x de functie ifj oneindig is als--â€”;; op dezelfde wijze blijkt, dat ze in Ci,..., Cp. CC\\ â€” oc oneindig is tot de eerste orde. Om na te gaan hoe de functie zich gedraagt in het oneindige,dat is voor a;i = oo, merken we op. dat de functie: \' 1_ X I â€? â€? â€? ^ Xfi die we kunnen voorstellen in den vorm: 1 niet oneindig wordt voor .\'Ci = oo, daar de dimensie van defunctie li-, (x, y) was r; -f 1.Immers: Xl . \' Xl X X . .. X â€” .Tl 1 â€”



??? 110 (i- Xx J Li^^ IL â€? â€? â€? o;?- J . . â–  x^ .Tl Voegen we nu bij de elementen van de eerste kolom vanden determinant, die de waarde uitdrukt van: J ip (Xx, Xi] X,Ci, . . . ,Cp) de volgende veelvouden van opeenvolgende p kolommen:hx(xx,yi) hx (xs, y^) h(xx,yx) Xx^\'-^ x^ ^waarin: r\'i = 1, 2, . . . , n; r\'o = 1, 2, . . . , T3; dan zal de determinant alleen grootheden bevatten, die eindigblijven voor oneindige waarden voor x.We kunnen nu het resultaat uitspreken als volgt:De functie \\\\i (xx, x,; x, Cx, Cp) is een rationeele functiewan X, die niet meer dan (p 1) polen heeft, alle van deÂ?erste orde, n. 1. x, Cx, . . Cp. Ze is in x oneindig als: 1 Xx â€” X en ze wordt nul in Xx â€” x^.Wanneer Wi {x) voorstelt een functie van x: dx â€? â–  â€? dxz???? gekozen. dat ze nul is in alle punten \'Ci, . . ., c^ behalvein c;, en in Ci = 1, dan is blijkbaar x^i (.-Ci, Ci,..., c^) in (a^i, Vi) X â€” Xx \' Zoodat: \'lli{Xi, IJl) hi (re,, ^i) Xx1 X Wi (x). bet punt C; oneindig als Xx â€” Ci



??? 111 Is B (xi, i/i) een rationeele functie van {xi, die totenkelvoudige polen heeft de eindige punten Zi, Zi, . . terwijl ze in het punt Si oneindig wordt als â€”---; Xi â€” Zi dan stelt: B (xi, ijl)â€” h lp (.\'cl, xi; zi, ci,...,cp)-...- rp (xi, xo; zg, ci,..., cj,) een rationeele functie van (xi ?/i) voor, alleen oneindig inCl...., Cp). Zoo\'n functie is er evenwel niet, daar we aan-namen, dat Cl ... c^ onafhankel^ke punten waren; evenminbestaat er een rationeele functie, die in enkele van die puntenoneindig wordt; derhalve is de geVormde functie een con-stante en is: R (xi, Vi) = h xp (xi, x.y, , Cl, . . . , c^) . . . Iq xp (xi, Cl, ... , Cji) L Omgekeerd zal een uitdrukking, zooals die aan de rechter-hand voorstellen een rationeele functie, die de punten Zi. Zqtot enkelvoudige polen heeft, voor alle waarden /.i â€” Iq dievoldoen aan de conditie, dat de uitdrukking eindig zij inalle punten Ci. . . Cp. Deze conditie wordt uitgedrukt door dep vergelijkingen: h co; (5^1) -h h (-Sa) . â–  . Ag w; (^g) = O Avaarin i = l, 2 , . . ., p. AYanneer deze condities onafhankelijk zijn, dan bevat defunctie Q

â€” 1 Avillekeurige constanten â€” in overeen-stemming met het vroeger gevonden resultaat, Zijn die ver-gelijkingen niet onafhankelijk, dan wordt het aantal wille-keurige constanten uitgedrukt door Q â€” (r 1), Avaarin(t -I- 1) aangeeft het aantal toegevoegden vant de orde{m â€” 3), dat door de Q punten kan worden gelegd. De functie ip (.Xi, .x^; x, Ci,. .., Cp) Avordt somtijds de functievan Weierstrass genoemd.



??? 112 Voorbeeld. De functie ip (xi, Xn; x, Ci, c^, c-i) te bepalen. _ 5 _ 4 = 0. hi = y; hl = y~; h^, == wier dimensies zijn 1, 2, 3.^5^6 â€” 44-1 = 3. T3 ^ 1, rs ^ 2. fPo = â€”by\\ dh = 2/2â€”5; = y; <l>i= 1. \' d X ^ ^ x â€” Xl yLâ€” 5 y â€” 5) y^ 4- ?/ yl 2/2 X â€” Xi Kiezen we de punten:Cl, Co, Cs in (a; = 0,2/ = 1), (a; = O 2/ = â€” 1), (a; = l/" 2,2/ = 5).Door\' substitutie van deze waarden in de uitdrukking voor f\' vinden we door de 3 vormen respectievelijk d X gelijk aan nul te stellen:4 â€” 2/! 4 â€” y\\ A Xi Xl ^ ^ Â?_ 4 2/1 â€” yl â€” 2/1 4 -f 4 2/2 â€” yl â€” yl Xl 2 2 \' _ lx- 5 â–  2/1 2/? , K 5 . 2/1 y\\\\y2{\\y2â€”xi) ^ 1/2(1/2- Xi) Q ^ 2/2 (4 â€” yl) _ 2/1 (4 â€” y\\) ; Dus wordt: 1 {f4- â€” nl 4 â€” ?/r"\\ (Xl, X2; X, Cl, C2, C;i) ^ 22/(2 2/^-5 I [4 4-^2/1 â€”l/^ â€” m 4 42/2 â€” 2/2â€”2/2 K??-yi yi I-â™?l Xiiy2 X2IX2 1X2(1/2â€”iCi)



??? 113 , K5.2/1 2/2 K , ^y^â€”yl â–  (2/\'-5 2/ (2/^-5) 2/1 2/2/1 2/1 â–  Xâ€”Xi â€” 5 ^ (i/ â€” 5) 2/ 2/3 yl X â€” Xi Voorbeeld. Te bepalen de rationeele functie beboerende bij de ver-gelijking \'tf â€” 3 2/ 2 rr^ == O, die tot enkelvoudige polen heeftde gewone punten (O, â€” 1/" 3) en (0,0). yi â€” Sy 2x^ = 0. p=l. Geheele fundamentale functies: 1 ,y, y^, wier dimensiesrespectievelijk bedragen 0,1,2; dus is t3 â€” 1 ^ 0. = 2/ÂŽ â€” 3; dh = y; dh = 1. tZJ/..., =:=A4- â€” 3 y _ 2/^-3 2/2/3 2/3.\' " dx X â€” Xi X â€” Xi Kiezen we voor Ci het punt, waar x == O, y â€” xydan moeten we A bepalen uit de betrekking: A -4- 3-3 2/iK3 2/? _ 3 -- 3 z/g K 3 2/3 ^ q â€” Xi â€” OOi waaruit volgt: ^ ^ 2/1 (2/1 K 3) _ 2/3 (2/3 K 3) Xi Xi 3 2/2/1 2/? 2/^ â€” 3 2/2/3 2/3 aj â€” Xi X â€” Xi ) Zij: = â€” 2); (a:2 = 1,2/3 = !)â€?Vervangen we nu in de uitdrukking voor 1// als volgt: 8 2/1(2/1 1X3) 2/3(2/3 K3)



??? 114 xp Zoo wordt voor x â€” O, y = â€” xp (Xi, X, Cl) = en eindelijk: Nu moeten we li, ks, h nog binden door de voorwaarde,dat de rationeele functie B {x,y) eindig moet blijven in hetpunt ci; stellen we dus: x = x\', 1X3 ^\', dan vinden we: 1X3 ^21X3-3 3 A3) 3(Xi A3 A5 1) 3a/ 1 en daar uit de vergelijking volgt: y\' =--^ x\' ^ mogen wo O tot voorwaarde stellen: A3 = â€” 1 â€” Ai â€” As.Eindelijk is dus: E (X, y) = y  (3 - K3) {h Xs) 3^ 3 X \' voor alle waarden van Ai, As, een rationeele functie, zooalswe zoeken; volgens het theorema van Riemannâ€”Rogh moetdie functie 2 constanten bevatten.\'Substitueeren we xâ€” x\', y = y\' â€” dan blijkt B (x, y) Xi X y\\ y Xi 1 2/3 1 X 0 y 0 dan is:



??? 115 1_^ _ oneindig te worden in dat punt, als â€”-\\-; dus in het X\' punt X = 0, y = ?“, als 1 x\' Geven we aan de constanten zoodanige waarden, dat= â€” , dan krijgen we de speciale vorm:



??? â–  , s , ... . -V â–  W \'.i r



??? STELLINGEN.



??? \' i. \' - . m. . sM m â– 51 , i- â–  - v.. â–  J-\'l^ ^ : i li\'- ; A -â– :4m : ;



??? STELLINGEN. I. De grondslag, waarop de theorie der Abelsche functiesberust, moet algebra??sch zijn. II. De door Baker- (Abel\'s Theorem) voor de Abelsche functiesgebruikte notatie laat wat beknoptheid en duidelijkheid betreftniets te wenschen over. III. De methode om het geslacht eener vergelijking te bepalenmet behulp van een systeem geheele fundamentale functies,verdient zeer de aandacht. IV. De uitdrukkingen â€žgebroken rationeele functie" en â€žgeheelerationeele functie" (zie Stahl, Abelsche Functionen) zijn teverkiezen boven â€žrationeele functie" en â€žgeheele functie".



??? 120 V. De bewering van Bertrand (Arithm?Štique, pag. 107) datip â€” 1)! altijd deelbaar is door p, indien p niet priem is,is niet geheel juist. YI. Niet singuliere krommen kunnen feitelijk niet anders zijndan kegelsneden; het zou daarom doelmatig zijn voorkrommen van hoogeren graad zonder veelvoudige puntenden naam anautotomisch in te voeren. VIL Het bewijs van Euler voor de stelling, dat elke geheelerationeele functie van een veranderlijke ontbonden kan wordenin ree??le factoren van den 1ÂŽ\'Â°" of 2"^ÂŽ" graad is niet bovenbedenking verheven. Vin. Nemen we het bestaan eener vierde dimensie aan alsmaterieele werkelijkheid, dan kunnen wij, tenzij we zelfvierdimensionaal zijn, voor vierdimensionale wezens nietanders dan een abstract begrip \'zijn. IX. In Tait and Steele â€žDynamics of a Particle" wordt tenonrechte gezegd: Since accelerations are compounded accordingtQ. the "same law as velocities, the above theorem is trueof them also.



??? 121 X. De gewono verklaring van de proef van Pohl, door derotatie van een magneetpool langs de krachtlijnen van eenlineairen geleider, is onhoudbaar. Deze draaiing is veeleerder een gevolg van de zijwaartsche geleiding. XI. Een waarschijnlijkheid mag niet gedefinieerd worden als volgt:Indien een evenement gebeuren kan in a en niet gebeurenin h gevallen en al deze gevallen hebben evenveel kans,dan is de waarschijnlijkheid, dat het evenement gebeurt ^ dat het niet gebeurt ^ XII. De physische gronden, waarop Thomson aanneemt, datde aarde gevormd is in 20 miUioen jaar geven geen vanalle een bepaalden tijd aan. XIII. De proeven van De Heen over den invloed, dion eondraadscherm of een enkele metaaldraad uitoefent op eenelektrischen geleider bij ontlading door een vlam, laten,wat nauwkeurigheid betreft, zooveel to wenschen over, datmen er geen conclusie uit mag trekken.



??? 122 XIV. De psychologie behoort niet afhankelijk te zijn van demetaphysica. XV. De scherpe tegenstelling tusschen ziel en lichaam is instrijd met de tegenwoordige wetenschappelijke psychologie.



??? â–  UM F- : â–  A -- ;;; ^ : s â–  m m â– â– Mâ€? \\ j -. y i -tV-\'\' . ?Ž c J?›? 



??? :â€? "?? 7 M â–  â–  . J! â€? â€? â– â– â–  â–  "t ; I \'â€?â– v??r?^.; y â– â€?^\'Vv i.\'-o" -O ly. \'s.\'i\' \'1 â– t t I
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??? 5- s \'issi V -s-
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