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INLEIDIN G.

§ 1.

In zijn ,Kalkil der ahzidhlenden Geomelrie” geell Dr. H.
Scmueert in Hoofdstuk 1V, § 20, cenige tabellen, die een over-
zieht geven van aanlallen kegelsneden, welke aan acht gegeven
voorwaarden voldoen. Deze tabellen zijn afgeleid uit twee
andere, welke aantallen ontaarde kegelsneden aanwijzen, die
dan gerven voorwaarden voldoen. Die afleiding geschiedt met
behulp van twee eenvoudige formules, die betrekkingen aan-
geven, welke bij stelsels keuvelsneden lusschen de grootheden
o ¥y 5y & en y bestaan. Hierin slell voor:

# het aanlal kegelsneden, waarvan het vlak door een ge-
geven punt gaat.

hel aantal kegelsneden, die eene gegeven rechte snijden.
o het aanlal kegelsneden, die een gegeven vlak aanraken.
o cene ontaarding van den tweeden graad,

7 eenc onlaurding der weede klusse.

s

Door Dr. Scuusert zijn echter slechts enkele voorbeelden
gegeven van de bepaling der uitkomsten, die in de tabellen
der ontaardingen neergelegd zijn, en uit deze tabellen zijn
alleen. door berekening, met behulp van bovengenoemde for-
mules, de aantallen kegelsneden afgeleid, die aan acht voor-
waarden voldoen.

Daarom hch ik mij in dit proefschrift ten doel gesteld, eenige
aantallen kegelsneden, dic aan acht gegeven voorwaarden
voldoen, te hepalen enkel met behulp van het beginsel van
het behoud van het aantal en tevens de geheele afleiding
‘an de tabellen voor de ontaarde kegelsneden hierin te geven.
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Hierbij heb ik gebrnik gemaakt van ecnige, in die richling
verkregen resulfaten, die door Prof. Dr. J. pr Veams reeds zijn
necrgelegd in ecne mededeeling : »Over het aantal kegelsneden,
die acht gegeven rechten snijden” (Verslagen Kon. Academie
van Wetenschappen te Amsterdam, X, 1901, bl. 199) en ap
deze uitkomsten heb ik verder voortgebouwd.

Tevens heb ik een onderzock ingesteld naar de oppervlakken,
die ontstaan uit slelsels van OO vele kegelsneden, die aan
zeven voorwaarden voldoen,

Als men de aantallen kegelsneden zoekt, die voldoen aan
de voorwaarden p™ v ph Waarin m-f n -~ r =8, kejjgt men

voor de mogelijke waarden van m,n enr de volgende tabel:

: o 5
P w? y! v 3
2 i T
@2 vt o (290 g ot p ¥ 9
Sl e * i 2 = [t
22 % g pt ot g @y g ¥ p
5.9 3 23 .8 b 8 B 8
2 (22 ] fhy= o ¥ 0
3y p-i w2 y? Fi o oS P.—L S r):L
2 9 wopE
(’J«' ,95 2y ,’95 oy i'?.) P ng
g i i 2 B
w9 wyop ¥2 p
@ o v 2t
,5

Hierin stelt voor:

(+ het aantal kegelsneden, waarvan het vlak door een he-
paald punt gaat.

v het aantal kegelsneden, die ecne gegeven rechle snijden.

o het aantal kegelsneden, die cen gegeven vlak sanrulken.

Deze tabel zal nu berckend worden volgens het begingel
van het behoud van hel aantal. Dit beginsel luidt aldus:

Het aantal figuren, dat aan bepaalde voorwaarden voldoct,
verandert nict of wordt oneindig groot, als men de voor-
waarden continu wijzigt.

Als men met behulp van dit beginsel de tabel zockt, moct
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men uilkomsten gebruiken, verkregen in twee andere labellen,
die hier volgen:

p2 4 P 28 B
PR g P st @ D P
P22 f'jz P [ y? fJE Pyt fog
Pg o [53 P i 2‘,-2 {)3 P 3/3 Fs
Pg ,z‘Jl P |u' ¥ J’JL P ;-/2 ’54
P o ® Py p°
.5
P
(B Ts®
T s p Tyt
g 9 L 0 G
T wv*p A
o W 2
oy 6 £
T ¢ e
Tt T,
Ah
T s

Hierin stelt voor:

P het aantal kegelsneden, die door een gegeven punl gaan.

T het aantal kegelsneden, dic eene gegeven rechte aanraken.

#, v en p hebben dezelfde boteckenis als in de eerstge-
noemde tabel.

Wij gaan nu eersl de laalstgenoemde tabellen zoeken,



HOOFDSTUK I.

BEPALING DER AANTALLEN

A S
Do ot P o ot D™ o 2

§ 1.

De voorwaarde P? geeft aan, dul de kegelsneden door twee
gegeven punten Pi en Py moeten gaan. Verdor mocton ze
vier gegeven stralen s, s, vy, w snijden.

Legt men drie van deze stralen, b.v. v, v, »s in cen viak @,
dan ligt in een willekeurig vlak door Py Ps geene kegelsnede,
die aan de vraag voldoet, omdat ze den dvorgang van », Y2,
v3, o met Pr en P moel verbinden. Dit is alleen mogelik,
wanneer de vier doorgangen collineair zijn of als twee dier
doorgangen samenvallen.

Het eerste gebeurt, als men een vlak legt door P, Ps en
den doorgang van » op @. In dit vlak voldoet dan het
samenstel der rechte P;P. mel de rechte, die haar door-
gang op @ met den doorgang van », verbindt.

Het tweede gebeurt, als men een vlak legt door P; Py en
een der drie snijpunien van », », vs. In elk dezer vlakken
ligt eene eigenlijke kegelsnede, die voldoet en op deze wijze
vindt men dus nog drie oplossingen.

In het geheel voldoen dus wier antwoorden aan de vraag.
Volgens het genoemde beginsel van het behoud van het
aanlal is dus

PPt =4,

De kegelsneden moelen weer door [wee gegoven punten
P1 en P gaan, verder drie stralen », », s snijden ¢n een
vlak p aanraken.
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Legt men v, »s, vs in een vlak ¢, dan kan men het vlak
aanbrengen door Py, P: en een der drie snijpunten van
“ty, v3, #3. In dit vlak zoekt men het snijpunt mel de over-
blijvende » en de snijlijn met ;. Men vindt dan hierin twee
kegelsneden door vier punten, die eene rechte aanraken. Men
vindt drie zulke vlakken, dus 3 X 2 = 6 oplossingen.

Hier is geene ontaarding van den tweeden graad mogelijk,
omdat dan unit een punt van p eene rechte getrokken zou
moeten worden naar Pi of P, die tevens op eene der rechlen
v moest rusten. Dus heeft men:

P2 % = 6.

P22 o -
l___’__,_v__- De kegelsneden gaan weer door de punten Py en Pg, snijden

twee gegeven stralen w4 en »2 en raken twee vlakken oy en pe aan.

Laat men de rechte Py Pz snijden door v, dan voldoen
alleen kegelsneden in hel vlak, gebracht door Py Pa en u.
Zooals later bepaald wordt, is de waarde van w®y% o wier;
er liggen dus in genoemd vlak vier kegelsneden door drie
punten, dic twee rechten aanraken en ieder is dubbel te tellen,
omdat zij » tweemaal snijdt. Dit geeft dus achf eigenlijke
kegelsneden, dic voldoen,

Hier voldoen geene ontaardingen aan de vraag, omdat Py Py
nict gesneden wordt door » cn door de snijlijn ¢ van g en pe,
en er uil ccn punt van ! geene rechtc door Py of P: mogelijk
i5, die levens op v rust.

Dus dan vindt men ook in hel algemeen:

o ST

F

_______ De kegelsneden moeten door P; en P gaan, eene gegeven
rechte » snijden en dric gegeven vlakken pi, pa, 5 aanraken.
Men laat hier weer P, Ps door y snijden, dan voldoen alieen
kegeleneden in het vlak door Py P: en v sebracht, Zooals
later bepaald wordt, is de waarde van p® »? »* vier; er liggen
dus in gencemd vlak vier kegelsneden door twee punten,
welke drie rechten aanraken. ledere kegelsnede is dubbel
in rekening te brengen, omdat zij » tweemaal snijdt. Zoo

vindl men dus aecht oplossingen.
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Mier voldoen geene ontaardingen, omdat hel snijpunt der
drie vlakken » niet op de rechle Py P, ligt en men uit dit
smjpunt ook geene rechte nuar Py of P kan trekken, die
tevens op » rust. Dus is

L

e

< ¢ e

De kegelsneden gasn door Py en P, en moelen vier vlakken
Ply pey £8, g4 Aanraken.

Men legt hier drie vlakken, pi, g5, o3, door eene rechte /,
dan zal geene ecigenlifke kegelsnede aan de vraag kunnen
voldoen. Tmmers deze zou door Py en Pz moeten gaan en/
aanraken, wat in het algemeen onmogelijk ig, omdat [ en
Py Po niet in één vlak liggen.

Eenig vlak door P, P. gebracht, geelt in de snijlijnen met
£15 f2, o3 drie raaklijnen, die door cén punt gaan. De kegel-
snede moel dus ontaarden en daar ook ¢+ moet aangeraakl
worden, is de eenig mogelijke oplossing eenc ontaarding van
den tweeden graad in het vlak door P, P’y en het snijpunt
van py et L. Deze zal achtmaal in rekening gebracht moeten
worden, Immers de rechte /isals sn jlijn van fwee der vlakken
1y P2, ps bepaald, dus moeten ook slechis twee dezer vlakken
voor de ontaarding dubbel in rekening gebracht worden.
ok 1 geat door het dubbelpunt, zoodat deze onlaarding
achlmaal (e tellen is. .

Lr voldoen hier geenc ontaardingen der tweede klasse,
omdat Py Py de rechte / niet snijdt.

I hel geheel zijn er dus geht oplossingen, zoodat men heeft:

2o

5 2.

Hier moet het vlak der kegelsneden door eell gegeven punt
¢ gaan, terwijl de kegelsneden zelf door een gegeven punt P
moeten gaan en vijf straien i, vo, s, 2, 5 moelen snijden,

Legl men drie van de vijf stralen in een vlak @, dan kan
men een vlak aanbrengen door P, doar 1 en door cen der
snijpunten van vy, v, »5. Indil viak bepaualt men de snijpunlen
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met de overige drie rechten en vindl dan door vijl punlen
eéne kegelsnede, die voldoet. Zoo zijn er in het geheel drie.

Verder kan men de lransversaal ¢ legeen uit I’ op vien us;
vervolgens brengt men een vlak door wp en 4, dan snijdt dil
vlak hel vlak © volgens eene rechle, die met ¢ cene ontaarding
van den tweeden graad vormt, welke voldoet.

Legl men ecindelijk het vlak door w, door P en door hel
smjpunl Qi van » met @, dan kan men de snijlim bepalen
van dit vlak (2P Q. met het vlak ©. Zij deze snijlijn de
liin ¢, dan legt men uit I’ eene transversaal op £ en op
en deze vorml miet ¢ eene ontaarding van den lweeden graad,
die voldoet, Zoo vindt men ook eene ontaarding in hel vlak
door P, z en Qs, welk laalsle punl de doorgung van v op © is.

In het geheel zijn er dus zes oplossingen, waaruit volgt

P i—0,

[Tier moeten de kegelsneden door een gegeven punt P gaan,
vier stralen », %, s, » snijden en cen vlak o aanraken, terwijl
haar vlak door cen pumt x gaat.

Legt men weer »1, ve, v3 in een viak @, dan voldoet elke
kegelsnede in het vlak, gebracht door P, u en cen der snij-
punten van vi. e, »3, welke de overige stralen snijdt en het
vlak ¢ aanraakt. Men vindt #wee kegelsneden in genoemd
vlak, die door vier gegeven punten gaan en den doorgang
van ¢ met dit vlak aanraken. Daar s, », s drie snijpunten
hebben, vindt men op deze wijze 8 X 2 = 6 oplossingen.

Legt men ccn transversaal ¢ uit P op s en den doorgang /
van p met @, dan kan men een vlak brengen door px en £
Dil vlak snijdt © in ccne rechte ¢, die met ¢ een lijnenpaar
vormt, dat men dubbel moet tellen, omdat » door haar dubbel-
punt gaat.

Brengl men eindelijk het vlak door P, » en den doorgang Qu
van » met ¢, dan snijdt dit vlak het vlak ¢ in cene rechte ¢
Men verhindt P met het snijpunt van ¢ en ; door eene
rechte ¢, dan vormt ¢ met ¢ een lijnenpaar, dat eveneens
dubbel is te tellen.
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In het geheel zijn er dus 6 - 2 |- 9 — 1 oplossingen, zoodat
men heeft
Pup =10

De kegelsneden moelen door P gaan, drie rechten v, v, vs
snijden en twee vlakken F1 en ps aanraken, terwijl haar viak
door een gegeven punt o gaat.

Legt men v, w, v in een vlak @, dan kan men ecn viak %
aanbrengen door P, u en een der snijpunten van », s, 5.
In dit vlak g liggen dan wier kegelsneden, welke door P, het
genoemde suijpunt en den doorgang der overblijvende rechie
gaan, terwijl zij de doorgangen van 71 en pz met y aanraken.
Daar er drie snijpunten van ¥ty Y2, vs Zijn, vindt men op deze
wijze 3 X 4 = 12 oplossingen.

Legt men het vlak door P, door het snijpunt van © met
de doorsnede [ van pren ps en door het punt n, dan snijil
dit vlak het vlak @ in cene rechte ¢ Verbindt men dan P
met het snijpunl van £ en ! door eene rechte ¢, dan vormt ¢
met 7 een lijnenpaar, dat voldoet en viermaal is te lellen,
omdal g en ge door haar dubbelpunt gaan.

Eene ontaurding der tweede klasse is hicr niet mogelijk,
omdat uil P geene rechte kan rusten op 1, vs, vs.

Dus in het geheel zijn er 19 —+ 4 = 16 oplossingen,
zoodal men vindt:

9

Py ,-30“ = i

De kegelsneden moelen door P gaan, twee stralen v en vs
snijden en drie viakken f1, pe, gz aanraken, terwijl haar vlak
door een punt p gaat.

Legt men g1, o, e door eene rechte 7, dan kan men een
transversaal ¢ leggen uit P op » en L; brengl men een vlak
door w en ¢, dan snijdt dit vlak de rechte v in een punt Qs
verbindt men Q. mel het snijpunt van ¢ cn l, dan vormt deze
rechte met ¢ eene onlaarding van den tweeden graad, die
voor wvier is te tellen. Immers de rechte ! is als snijliin van
twee der drie vlakken p volkemen bepaald en elk vlak door/
is raakvlak aan de kegelsnede, De beide bepalende vlakken o,
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die door het dubbelpunt der ontaarding gaan, maken, dat
deze ontaarding viermaal in rekening gebracht moet worden.

Daar men ecenc dergelijke oplossing vindt met de transversaal
uilt P op 5 en I, zijn dit samen acht oplossingen.

Beschouwt men het regelvlak van den lweeden graad door
“1, v3, §, dan moet men door de rechte P x cen raakvlak aan
dit quadralische regelvlak aanbrengen, Dit iz op twee manieren
mogelijk, en # iz zoodocende op twee manieren hepaald. Men
zoekt nu de beide snijpunten van deze rechten mel 4, en
verbindt deze met . Zoo vindt men dus fwee ontaardingen,
die elk voor wier zijn te tellen; dil geefl weer 8 oplossingen.

In het geheel zim er dus 16, zoodat

P p* = 106,

Hier gaan dc kegelsneden door P; snijden v en »» en raken
£1; g2y 23, po 8an, terwijl haar vlak coor een punt x gaat.

Legt men gy, pe, oy door eene rechte , dan brengt men het
viak door P, 4 en hel snijpunt S van 7 met ps, Dit vlak
snijdt » in een punt Q. Verbindt men S met P en met (),
dan voldoet deze ontaarding van den (weeden graad en is
voor aeht to tellen, omdat [ door twee der drie vlakken o
bepaald is en s tevens door het dubbelpunt gaat.

Legt men verder de transversaal uit P op » en I, dan vol-
tloct deze ontaarding der tweecde klasse, want haar vlak is
bepaald, omdat dit nog deor p moet gaan. Ze geldt voor
vier oplossingen, omdal ze » dubbel snijdl en dubbel door
P gaat.

In het geheel zijn er dus 12 oplossingen en men heeft dus:

Py ot = 12,

Hier moelen de kegelsneden door een punt P gaan en vijf
viakken g, ey £3, P4, ps aanraken, terwiji haar vlak door p
zal gaan.

Legt men weer o1, pz, g3 door eene rechte {, dan voldoet
vooreerst de ontaarding der tweede klasse, gevormd door de
verbindingsliijn ¢ van P met het snijpunt S van I en p. Haar
vlak is bepaald, daar dit door p gaat, en de straalpunten
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liggen in S en in het sﬁﬁpnn[, van ¢ met g5, Deze ontaarding is
dubbel te tellen, omdat zij tweemaal door P gaat.

Zoo vindt men er nog eene, als men P met het snijpunt
van [ en g verbindt.

Legt men ecindelijk de transversaal uit P op ! cn op de
snijlim van py en ps, dan vormt deze transversaal ook eene
ontaarding der tweede klasse die dubbel te tellen is en waar-
van het vlak hepaald is, omdal het door x gaat. De straal-
punten liggen op / en op de =nijliin van gy en pgs.

In hel geheel vindt men dus 6 oplossingen, zoodat

P p? = 6.

5 3.

Het aantal kgelsneden, dic door een gegeven punt P gaan
en zes stralen w1, vu, va, v, v5, »s snijden, kan men vinden, door
v1, v2, v3 10 coen viak © te leggen.

Eigenlijke kegelsneden vindt men, als ze door P en een
der snijpunten van vy, vz, vs gaan en de overige vier rechicn
snijden.  Volgens de gevonden waarde voor P?»* is dit aantal
vier voor elk der snijpunten van », », 7s; dus in 't geheel
vindt men zoo fwaalf oplossingen.

Legt men de transversaal uit I op » en »5, dan snijdl deze
het vlak @ in een punt S; verbindt men S met den door-
gang Qs van »; met @, dan vormen deze beide rechten een
lijncnpaar dat voldoct. Men vindt er drie op deze wijze
omdal men »y, vs, »s op drie wijzen lwee aan één kan com-
hineeren.

Verbindt men de snijpunten 5 en Qs van » cn » met ©
en legt men de transversaal uit P op » en deze verbindings-
lijn, dan vormt deze tranmsversaal met die verbindingsliin een
lijnenpaar. Ook hicr vindt men er drie.

In het geheel zijn er dus 12 cigenlijke en 6 ontaarde kegel-
sneden, zoodat

Pt = 18

De kegelsneden moeten door P gaan, verder vijl stralen
vi, ¥a, ¥a, Y4, ¥5 SDIjden en een vlak p aanraken.
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Legt men weer drie stralen i, v, in cen viak ¢, dan
voldosn vooreerst alle kegelsneden door P en een der snij-
punten van v, v, v5, welke op de overige drie rechten rusten
en p aanraken. Volgens de gevonden waarde voor P2 .7
Is dit voor elk der snijpunten van s1, v en # 2es, dus voor
alle samen 18.

Legt men de lransversaal £ uit P ap » en op de snijlijn
! van o met ¢ en vervolgens uit het snijpunt van ¢ en [ de
transversaal #' naar het snijpunt Qs van » met @, dan vor-
men ¢ en ¢ cen lijnenpaar, dat dubbel te lellen is, omdat »
door haar dubbelpunt gaal. Zoo vindt men er nog cen, dus
dit geeft samen wier oplossingen.

Verbindt men de snijpunten Qg en Qs van v en v, dan
snijdt deze verbindingslijn den doorgang I in een punl 8.
S met P verhonden geefll dan de tweede rechic van een
lijnenpaar, dal voldoet en dubbel le lellen is, emdat » door
haar dubbelpunt gaat.

In het geheel vindl men dus 18 + 4 + 2 = 24 oplossin-
gen, zoodat

De kegelsneden moeten door P gaan, vier stralen s, vs, vs, 1
snijden en twee vlakken p en g aanraken.

Legt men weer v, », » in een vlak ¢, dan voldoen voor-
eerst alle kegelsneden door P en een der snijpunten van
“1, ¥3, »3, welke de overige twee rechten snfjden en g en gz
aanraken. Volgenz de gevonden waarde voor P?y? o? is dit
aantal voor elk der dric snijpunien acht, dus in het geheel
vindt men op deze wijze 24 oplossingen.

Als de doorsnede van o1 en gz het vlak © in cen punl S
snijdt, verbindt men P met S. Deze rechte wordt tol ccn
ljnenpaar aangevuld door de verbindingsliin van S met den
doorgang Q. van » met . Deze oplossing geldl voor wier,
omdat s en py door haar dubbelpunt gaan.

Men vindt dus 24 + 4 = 28 oplossingen, zoodat

P s 4 = 28.
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Hier gaan de kegelsneden door P, snijden drie segeven
rechlen vy, v, 5 en raken aan dric vlakken pi, ps, ps.

Legt men i, »2, 5 weer in een vlak &, dan voldoen alle
kegelsneden door P en elk der drie snijpunten van w, v, s,
welke de averblijvende rechte snijden en g, g, g5 aanraken.
Volgens de gevonden waarde voor Py % g dit aantal voor
elk der snijpunten acff, dus in °t geheel 3 X} 8 = 24.

Hier voldoel geene onlaarding van den [weeden graad, omdat
het snijpunt van g1, ps, ss niet in @ ligl en uil een punl geene
rechle kan gaan, die op drie stralen rust. Ook voldoet geene
onlaarding der tweede klasse, want eene rechle kan uit een
punl niel op vier stralen rusten. Dug is

P 2% g8 = 24
|

De kegelsneden moeten door P gaan, twee stralen » en »
snijden en vier vlakken pi, pe, g3, 0« aanraken.

Legt men hier dric vlakken g1, 2, g door eene rechle [,
dan voldoen vooreerst kegelsneden in het vlak door P en 7
gebracht.  Hierin vindt men behalve P nog de twee snijpunten
met »; en v en bchalve ! nopy den doorgang met gy Er zijn
vier kegelsneden door drie punten, welke twee rechten raken,
maar clk van deze oplosgingen moet dubbel geteld worden,
daar de raaklijn / hier dubbel in rekening moet worden gebracht.
Daarom vindt men op deze wijze 4 X 2 = 8 oplossingen.

Ook voldoel de ontaarding van den tweeden graad, die
cevormd wordl door de rechte, gaande door P en het snij-
punt Q van pi, pe, 23, o« en de rechle uit Q op » en v, Deze
oplossing is voor acht te tellen, want de rechte ! is dubbel
le tellen en gy gaat door hel dubbelpunt.

In het geheel vindl men dus 8 + 8 == 16 oplossingen, zoodat

[ 2kl —— i

Door P moelen de kegelsneden gaan; verder moeten ze
ecne rechle » snijden en vijf vlakken g, pe, g4, p1, ps nanraken.
Legt men g, pe, p3 door eene rechte {, dan veldoen hier
alleen kegelsneden in hel vlak door P oen [ Ilierin zijn wier
kegelsneden door twee punten, die drie rechlen vaken. FElk
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moet echter dubbel geteld. worden, omdat ook hier de rechte
I weer dubbel te tellen is.

Eene ontaarding is hicr niet mogelijk, wanl PLs P24 23, 04y 05
gaan nict door één punt en uit P kan geene rechte gaan op
“1en verder door de twee snijpunten van / met gy en gs of
naar v, [ en de snijliin van gy en g5, Dus

is

e}

B e

Hier moeten de kegelsneden door P gaan en verder zes
segeven viakken e, gu, 3, pa, pay ps wanraken.

Legt men weer drie vlakken g, pa, g3 door ecne rechte I,
dan voldoen alleen kegelsneden in het vlak, gebracht door
Pen 7 In dit vlak liggen hel punt PP en behalve /I nog de
dric doorgangen van o1, gay pe. Men vindt dus hierin fwee
]&efat‘lsm_den die door een punt gaan en vier rechten aar-
raken, maar ze zijn dnbbel te lellen, omdat de rechte I weer
dubbel als rasklijn moet warden opgevat,  Dit geell dus
2 X 2 = 4 oplossingen.

Eene ontaarding voldoet hier niet, omdat Py P2y 98y P4, P8y 05
elkaar niet in ¢én punt snijden en er ook geene transversgal
mogelijk is nit P naar ¢ en door het snijpunt van sy, 05, ps Of
door ’t snijpunt van P1a P2y f30 g1 oen op de snijlijn van g en pe.
Dus g

!

B

§ 4

De voorwaarde T geeft aan, dat de kegclsneden cene ge-
geven rechte ¢ moeten aanraken. De kegelsneden moelen
dus lisggen in eenig vlak door & Daar haar vlak eveneens
door een gegeven punt » gaat, is het vlak dus volkomen
bepaald.  Verder mosten de kegelsneden vier gegeven stralen
Y1y ¥z, v3, 4 sDijden.

Men legt dric stralen vy, v2, v zoodanig, dat de suijpunten
Q1, Qu, Q5 met het vlak O der kegelsneden in eene rechte »
liggen en zoekl verder het snijpunt Qs van » met @.  Dan vol-
doet als eenige oplossing de rechte » met de verbindingslijn
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van (y met hel soijpunt van » en . Deze ontaarding van
den tweeden graad iz dubbel te tellen, daar ¢ door het dub-
belpunt gaat. Zij is ondubbelzinnig bepaald cn ecne cigenlijke
kegelsnede voldoet niet, omdat drie punten in cecne rechte
liggen. Dus is

T vt = 9.

Hel vlak @ der kegelsneden is weer bekend door de rechte ¢
en het punt x. Verder moelen de kegelsneden drie gegeven
rechlen 1, v, v snijden en een vlak ; aanraken.

Men legt ¢ door hel snijpunl @ van » met het vlak © en
tevens daardoor de snijliin 7 van » met©. Verder zoekt men
de snijpunten Qs en Qs van v en 2z met ©. Nu voldoet
alleen de ontaarding van den tweeden graad, gevormd door
de rechten Q1 Qs en Q Qs. Deze geldt echter voor wvier,
daar er [wee raaklijnen door haar dubbelpunt gaan. 7Zij is
ondubbelzinnig bepaald en er voldoet hier geen eigenlijke
kegelsnede, omdat er twee raakliinen door een punt der kegel-
snede gaan.

Men vindl dus:

T w v g = 4.

De rcchte ¢ en het punt « bepalen weer het vlak © der
kegelsnedern. DBovendien moeten de kegelsneden twee gegeven
stralen 1 en »» snijden en twee gegeven vlakken, g en s,
aanraken. Men legl hier de snijlijnen Iy en 7; van o1 en g
met @ door het snijpunt Q: van » met ©. Verder zoekt men
het snijpunt . van » met ©. Dan voldoet hier alleen de
ontaarding der tweede klasse () s, die voor zier oplossingen
geldt, daar » en » dubbel worden gesneden. Deze ontaarding
iz ondubbelzinnig bepaald en daar er ook hier geene eigenlijke
kegelsnede voldoet, heeft men

De voorwaarden T, « hepalen weer het vlak ¢ der kegel-
sneden, en deze moeten dan eene gegeven rechte » snijden en
drie gegeven vlakken g1, ps, ps aanraken.

Men legt o1 en gz 200, dab harve snijlimen i en I met het
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vlak @ door het snijpunt Q van » met © gaan. Verder zockt
men de snijlijn s van py met ©. Hier voldoct alleen de ont-
aarding der tweede klagse, gevormd door de verbindingslijn
vin Q mel het snijpunt van Iy en ¢ Deze is dubbel te tellen,
laar zij » dubbel snijdf, en daar zij ondubbclzinnig bepaald
Is en er hier aeene eigenlijke kegelsnede voldoet, is

T wna® =2,

Weer is het vlak © bekend en de kegelsneden mocten vier
gegeven vlakken o1, 02, g3, p2 aonraken.

Men legt s, po, 95 zoo, dal hun snijpunt in @ valt; dan zoekt
fen den doorgang 4 van g met €. De eenige oplossing is
de ontaarding der tweede klasse, gevormd door de rechte, dic
het snijpunt van 21, g2, 23 verbindl met hel snijpunt van (s en
e gegeven raaklijn . Deze oplossing is ondubbelzinmig hepaald.

Er voldoet hier geene eigenlijke kegelsnede, daar drie raak-
lijnen door een punt gaan. Men vindt dus

T wpt=1.

Hier moeten de kegelsneden een gegeven rechie ¢ aunraken
€11 ng stralen M1q ¥2, Y3, Yy ¥5 E;T'll‘jde]‘].

Laat men ¢ snijden door » en z, dan voldoen vooreerst
kegelsneden in het vlak gehrachl door ¢ en » en in dat door
toen v In elk vlak vindl men ééne kegelenede door vier
Punlen, die ¢ aanraakt, omdat een dezer punlen op ¢ list en
dus hel raakpunt is. Deze ééne oplossing zal echler dubbel
gerekend moelen sworden, omdat zij als twee samengevallen
kegelsneden beschouwd moet worden. Als n.l de vier punten
buiten # liggen, voldoen Lwee kegelsneden: laat men cen dezer
bunten {ot ¢ naderen, dan verschillen deze twee kegelsneden
steeds minder en valt hel punt op ¢, dan zijn ze samengevallen,
Daar levens v ol v dubbel gesneden wordt, geeft dil voor
beide vlakken samen 8 oplossingen, die voldoen.

Legl men eene transversaal op #, s, w, vs, dan vorml deze
ransversaal mel # eene ontaarding van den tweeden graad.
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Er zijn twee transversalen op de vier rechien en elke oplossing
is dubbel te tellen, omdat de raaklijn ¢ door het dubbelpunt
gaat. Zoo vindt men dus nog vier oplossingen.

In het gehecl zijn er 12 oplossingen, dus vindt men

T »° = 12,

De kegelsneden moeten eene rechte ¢ raken, vier stralen
1. vz, vy, v4 stijden en een vlak o aanraken. Men laat ¢ weer
snijden door » en s, dan voldoen vooreersl kegelsneden in de
viakken door ¢ en » en door ¢ en vo, In elk dier vlakken
zijn lweemaal twee samengovallen kegelsneden, omdat ook
hier een der snijpunlen op ¢ ligt. Klke oplossing is dubbel
te tellen, daar » of »» tweemaal gespeden wordt. Zoo vindt
men dus 16 oplossingen.

Verder voldoel de rechte ¢ met de fransversaal uil het
snijpunt van ¢ met ou naar »s en w; deze oplossing moct
viermaal in rekening worden gebracht, omdat ¢ en oy door
hel dubbelpunt gaan.

In het geheel zijn er dus 16 - 4 = 20 oplossingen, zoodat
men heeft

T »* o = 20.

Weer raken de kegelsneden eene rechle ¢; verder snijden
zij drie stralen s, vu, ¥4 en raken twee vlakken g, en pg aan.

Men laat # weer snijden door » en »z dan voldoen voor-
cerst kegelsneden in het vlak door ¢ en . die door twee
punten gaan en drie rechten aanraken. Dit zijn hier tweemaal
twee samengcvallen kegelsneden, die elk dubbel te tellen zijn,
daar zij »: dubbel snijden. Zoo vindt men dus aeht oplos-
singen; ook zijn er aeht in het vlak door ¢ en s2, dus in
het gcheel 16 oplossingen.

ITier voldoet geenc ontaarding van den (weeden graad,
omdat # de snijliin van g en pe niet snijdt

0ok voldoet geene ontaarding der tweede klasse, wantl eene
rechle kan nict op vijf stralen rusten. Dus is

T o3 2 = 16.
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Weer raken de kegelsneden aan ¢, verder aan drie vlakken
F1; ps, 03 en zi) snijden twee stralen » en .

Men laat ¢ weer snijden door »; en v, dan voldoen alleen
kegelsneden in de vlakken door ¢ en s, en ¢ en 2. In elk
dier vlakken ligl ¢éne kogelsnede, die als {wee samengevallen
kegelsneden le heschouwen is. Zij snijdt v of » dubbel en
s dus voor zier te tellen. In beide vlakken samen geeft dit
dus acht oplossingen.

Er voldocl hier geene ontaarding van den tweeden graad,
omdat ¢ niet door het snijpunt van s, pge, gz gaat.

Evenmin voldoet eenc ontaarding der tweede klasse, want
uit een punl is geen rechte te trekken, dic op dric gegeven
rechten rust. Dus is

De rechte ¢ wordl aangeraakt door de kegelsncden en deze
moeten tevens op een straal » rusten en vier vlakken o1, g2,
£3, p1 tanraken.

Men laat # snijden door de snjlijnen fiz en /4 van g en
22 BN van ps oh gy, achtereenvolgens in de punten Pz en Psa.
Alg men het vlak brengt door # en /i, voldoel hicrin de
ontaarding der twoede klasse, die gevormd wordt door de
verbindingslijn » van Pss met het snijpunt van genoemd vlak
met ». Deze ontaarding is dubbel te tellen, omdat zij de
rechte » tweemaal ontmoet,

Evencens vindt men zulk een dubbel te tellen ontaarding
in het vlak door #en /3. Dit geoft dus samon »ier antwoorden.

Er voldoen hier geene ecigenlijke kegelsneden en geene ont-
aardingen van den tweeden graad, zoodal

Tyvp* = 4.

De kegelsneden moeten weer derechte # aanraken en boven-
dien vijl gegeven vlakken pi, pa, 93, 24y g65-

Weer legl men de suijlijnen lie van g oen ps en {35 van
fs en py op de rechie & Er voldoen hier alleen kegelsneden
in de vlakken door f en lLe en door ¢ en Iy Als ho de



18

rechte ¢ in Pz, en 34 haar in Py, snijdt, voldoct in het vlak
door £ en ke alleen de ontaarding der twoede klasse, govormd
door de verbindingslijn van Psy met het stifjpunt van /> en gs.
Dese oplossing is enkelvoudig. .

Zoo vindt men eveneens eene onfaarding der tweede klasse
In het vlak door ¢ en Ly en duar er verder geene eigenlijke
kegelsneden en geene ontaardingen van den tweeden graad
voldoen, is het lolale aanlal antwoorden hier twee. Dus is

T =2
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BEPALING DER AANTALLEN KEGELSNFDEN, DIE VOLDOEN AAN
ACHT VOORWAARDEN,

s 1.

De voorwaarde p® geefl aan, dat het vlak der kegelsnede
door drie gegeven punlen gaat. Dil vlak is daardoor dus
volkoren bepaald. Verder zoekl men de snijpunten Py, Ps, I's,
Py, Ps van v, v, vs, v1, vs met het vlak der kegelsnede.

Legt men Py, Ps, Ps op ééne rechte, dan voldoel aan de
viaag het samenstel van deze rechte mel de verbindingslijn
van P, en P; als ontaarding van den [weeden graad. Dil is
blijkbaar de cenige oplossing, zoodal volgens hel beginsel van
het behoud van het aantal in het algemeen aok slechis ééne
oplossing voldoet. Dus is

ol =

Door de voorwaarde u* is weer het vlak der kegelsnede
volkomen bepaald. Men zoekt de smijpunten Pi, Po, Ps, Py
van dit viak met s, v, #3, v4. Tevens bepaall men de snijlijn
t van dit vlak met p.

Legt men de rechten i, w, v 206, dat Py, P2, Ps in eene
rechte lijn ¢ liggen, dan is ¢ de eene rechie van een lijnen-
paar, dat voldoet. Het dubbelpunt ligt in het snijpunt 5 van
t en / en de andere rechte is de verbindingsliin van P, en S.
Deze oplossing is blijkhaar slechts op ééne wijze mogelijk,
doch is dubbel te tellen, omdat g door haar dubbelpunt gaat.
Men vindt dus
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Hier is het vlak weer bepaald; de kegelsneden moeten drie
gegeven rechten i, », »5 snijden en twee gepeven vlakken
fr en p» aanraken. Men zoekl de snijpunlen Py, Ps, Py van
¥1; ve, v3 1t het vlak der kegelsnede en tevens de snijlijncn
[y en {z van dit vlak met £ €N pe.

Kiest men p1 en 4 266, dat L en L door P, gaan, dan
voldoet als eenige oplossing de ontaarding van den tweeden
graad, gevormd door PiP: en P, P.. Ze is voor wier te
tellen, omdat er twee raakvlakken door haar dubbelpunt gaan,
zoodal men heeft

{=u]
o
Bo

= 4.

=
sy
Ry

Weer is het vlak bepaald en de kegelsneden moeten twee
gegeven rechten 1 en s snijden en drie gegeven vlakken
P fz, ps Aanraken. Men zoekt hier de snijpunten Py en P,
van 7 en » met dit vlak der kegelsnede en de snijlijnen
b, lay by van pu, ga, o5 met dit vlak, '

Men legt o1 en ps zoodanig, dat #, en i door Py gaun.
Hier voldoet alleen de ontaarding der tweede klusse Py Ps,
waarvan hel eene straalpunt in P, en het andere in het
snijpunt van Py Py met I ligt. De oplossing is blijkbaar slechts
op ééne wijze mogelijk, maar is voor wier to tellen, omdat
/1 en vp dubbel gesneden worden, Men vindt dus:-

.

A o
T gt = 4,

Het vlak is bckend en de kegelsneden moeten édne rechte
v snijden en vier gegeven vlakken pi, s, g5, 21 aanraken, Men
zoekl de snijlijnen f, &, fs, & van het vlak w? mel g1, (29 £8y 4
en het snijpunt P van » met het viak 29,

Men kiest s en g 266, dat 1, en #& door P gaan. De
eenige oplossing is hier eene ontaarding der lweede klasse,
gevormd door de verbindingsliin van P met het snijpunt
van 7y en Iy De beide rangpunten zijn P en Q. De oplossing
is dubbel fe fellen omdat zij » dubbel snijdt, dus is

Py gt =2,
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Hel vlak p® is bekend en de kegelsneden moeten vijf ge-
geven vlakken gy, po, ps, pa, 5 aanraken. Men zoekt de snijlijnen
® en kiest p1, pe, ps zOO,
dat 1y, ls, Is elkaar in één punl snijden. Zij dil punt P en zij
Q het snijpunt van 7, en 75, dan is P Q de eenige oplossing,
die voldoet. De straalpunien van deze ontaarding liggen in
P en Q, en daar deze oplossing enkelvoudig is, heeft men:

b, b, Is, sy s vam pu, pa, pa, pay ps et w

¥ g — 1.

2.

D £ 2]

De voorwaarde p* zegt, dat de kegelsneden in vlakken liggen,
die door twee gegeven punlen, dus door eene gegeven vechle
gaan. Verder moeten de gezochte kegelsneden zes gegeven
stralen vy, va, va, ¥1, ¥5, v¢ snijden.

Men kan hier de gegeven rechle w? snijden door drie van
de zes stralen, b.v. door v, 2, vs. Kegelsneden, die aan de
vraag voldoen, vindt men in de vlakken door u® en s, »®en
72 en w® en v, Men zoekl dan de smijpunlen van zulk een vlak,
by. van vlak (#* ), met de overige lijnen », dus hier el
Yoy vy va, vs, v Door deze vijl snijpunten gaat ééne kegelsnede,
die echler dubbel geteld moet worden, daar zij » lweemaal
gnijdt. In de drie gencemde vlakken vindt men dus samen
zes oplossingen; dit zin eigenlijke kegelsneden.

Verder zijn er twee transversalen van u% »y, »5, v en elk
van deze beide vormt met x? eene ontaarding van den tweeden
graad, die voldoet,

Er zim duos zes eigenlifke en twee onlaarde oplossingen,
zoodal men heeft

Het vlak der kegelsnede moel weer guan door eene he-
paalde rechle @2 De kegelsneden moelen op vijf gegeven
stralen u1, e, v, 14, 5 rusten en een gegeven vlak p aanraken.

Laal men ook hier de rechte u?® snijden door drie stralen
41, v2, va, dan voldoen kegelsneden in de vlakken door @® en v,
#% en v en p? en v;. Men zoekt in zulk een vlak, b.v. in



2

Y= p,

22

vlak (p?2), de snijpunten Ps, Py, Py, Ps met de averige stralen
V2, ¥, v4, v5 en de snijlijn 7 met p.  Er zijn in het vlak (u2 »)
dan fwee kegelsneden door Ps, Ps, Py, D5 dic 4 raken: beide
ziit dubbel le tellen, omdat zij » dubbel snijden. De drie
genoemde vlakken bevatten dus 3 3 4 =12 oplossingen i
den vorm van eigenlijke kegelsneden.

Er voldoet hier ook eene ontaarde kegelsnede, want als
men het snijpunt van x® mel o zoekt, vindt men daaruil ééne
rechte, die op v, en 55 rust. Deze rechte vormt met u?eene
ontaarding van den tweeden graad, die dubbel is le tellen,
omdal o door haar dubbelpunt gaat.

Men heeft dus 12 eigenlijke en twee ontaarde oplossingen,
zondat men vindt:

@2 % p =14,

De vlakken der kegelsneden gaan weer door de rechte i
de kegelsneden moeten vier gegeven stralen » 1y ¥2, ¥3, ¥4 snijden
en twee gegeven vlakken gy en s aanraken.

Men laat hier weer p® snijden door uy, v, 7s. Kegelsneden,
die aan de vraag voldoen, liggen in elk der viakken door s
en i, @ en vs en p? en v Men zoekt de snijpunten van
zulk een vlak b.v, van vlak (x®21) met v, v5, 2 en de snij-
lijnen met g1 en ge.

In dit vlak (#®») vindi men dan volgens het vroeger ge-
vondene wior kegelsneden door drie punten, welke twee rechten
aanraken. Elke kegelsnede moet dubbel in rekening gebracht
worden, omdat zij » tweemaal snijdt. In de drie genoemde
vlakken vindt men dus 2 X 8 = 24 oplossingen in den vorm
van eigenlijke kegelsneden,

Er voldoet hier geene ontaarding van den fweeden araad,
omdat ©* o1 en go elkaar miel in één punt snijden.

Qok eenc ontaarding der (weede klasse is niet mogelijk,
want op % s, vs, ¥, 21 kan geene rechte rusten. Dus is

wt yt A =94

Weer gaan de vlakken door »?; verder moeten de kegel-
sneden drie gegeven stralen ui, v, v3 snijden en drie gegeven
vlakken pi, ps, ps aanraken,
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Laat men weer 2 snijden door w, #e, vs, dan znllen kegel-
sneden, die aan de vraag voldoen, liggen in elk der vlakken
door % en », »? cn v cn 2® en v Van vlak (z® ) zoekt
men de snijpunien met v en zg en de snijlijnen met g1, po, 3.
In dit vlak liggen dan, volgens het vroeger gevondene, wier
kegelsneden, die door twee punten gaan en drie rechten aan-
raken, maar elk iz dubbel te tellen, daar zij » tweemaal
snijdt. In de drie genoemde vlakken vindt men dus 3 X 8 = 24
oplossingen in den vorm van eigenlijke kegelsneden.

Er voldoen hier geene onltaardingen, omdat 21, pe, s de lijn
©? nict in één punt snijden en er geen transversaal mogelijk
is op @2 51,73, 7 en op de snijliijn van twee vlakken p.

Mcn heeft dus

hy
[
w

|
=)
e

Wy gt = 2k

Door de rechte »® gaan de vlakken en de kegelsneden
moeten twee gegeven stralen » en »; snijden en vier gegeven
vlakken pi, g2, g3, pa aanraken.

Men logt hier het snijpunt der vlakken sy, o2, g3 op de rechie
% dan vindt men geene oplossing in ecn willekeurig vlak
door »* omdat daarin de kegelsneden door twee punten
zouden mocten gaan en vier rechten aanraken.

Men vindt wel cene oplossing in cen vlak door »? en een
der drie snijlijnen van py, g2, ps. In dit vlak zoekt men de snij-
punten met » en » en de snijlijnen mel de overige vlakken ».
Men vindl dan vier kegelsneden, die door twee punten gaan
en dric rechten aanraken. In de drie genocemde vlakken
vindt men dus 3 X 4= 12 oplossingen in den vorm van eigen-
lijke kegelsneden.

Er voldoet hier ook ecne ontaarding der tweede klasse.
Legt men nl. eene rechte uit hel snijpunt P van g1, g, pa 0p
»1 en v, dan kan men hierdoor en door z* een vlak brengen.
In dit vlak voldoet dan de genoemde rechte als ontaarding
der tweede klasse; de rangpunten liggen in P en in het snij-
punt der rechte met p,. Deze ontaarding zal viermaal in
rckening gebracht moeten worden, omdat »¢ en v dubbel
gesneden worden.
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Fene onlaarding van den tweeden graad kan niel voldoen,
omdat g1, pa, s, pa elkaar niet in één punt snijden.
Men vindt hier dus twaalf cigenlijke en vier onlaarde oplos-
singen, dus

@t 9?0t =16,

Het vlak der kegelsncden gaat weer door p? en de kegel-
sneden moeten een gegeven rechte v snijden en vijl' gegeven
vlakken sy, p2, 03, py, 05 aanraken.

Men legt hier het snijpunt P van P21y foy s WCCT Op w2, dan
voldoel geene oplossing in een willekourig vlak door @2, omdat
de kegelsneden daarin door eecn punt moesten gaan én vijf
rechlen aanraken.

Wel voldoet eene oplossing in het vlak door ©«® en een
der snijliinen van g, gs, ps.  Legt men b.v. hel vlak door p?
en de snijliin van o1 en s, dan zoekt men het snijpunt van
dit vlak met v en de snijlijnen met de overige vlakken p. Er
liggen in dit vlak dan fwee kegelsneden door 66n punt, die
aan vier rechlen raken. In de drie vlakken, dic men kan
aanbrengen, liggen dug 3 X 2 =46 oplossingen in den vorm
van eigenlijke kegelsneden.

Ook hier vindt men eene ontaarding der tweede klasse,
die aan de vraag voldoet. Legl men nl. de rechte { wit P
op » en op de snijlijn van gy en g, en brengl men het vlak
door w? en {, dan voldoet [ alg onlaarding. De rangpunten
liggen in P en in het snijpunt van 7 met de doorsnede van
f« €n ps. Deze ontaarding is dubbel te tellen, omdat Zij v
dubbel snijdt.

Daar er hier gecne ontaarding van den [weeden graad
voldoet, vindt men zes eigenlifke en twee onlaarde oplos-
singen, dus

9 )
P e% =g,

Legt men hier weer het snijpunt P van f1y P2, px 1N de ge-
geven rechte n® dan voldoen er eigenlijke kegeleneden in clk
der vlakken dvor u* en eene der snijlijnen van 21y p2q 030 Men
vindl in zulk een vlak dan vijf rechten, waaraan de kegel-
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sneden moeten raken, dus in clk der drie vlakken ééne op-
lossing.

Hene ontaarding der tweede klasse vindt men in het vlak
door 4* en het snijpunt Q van P4y P53y pa. Deze onlaarding
wordt gevormd door de verbindingsliin van P en Q en heeft
hare rangpunten in P cn Q. Ze vormt een enkelvormige
oplossing.

Daar er hier geene ontaarding van den tweeden graad
mogelijk is, heeft men drie eigenlilke en ééne onlaarde oplos-
sing, zoodal

@® b =4

§ 8.

Het vlak van elke kegelsnede, die aan deze vraag zal vol-
doen, moel door een gegeven punt w gaan; verder moeten de
kegelsneden zeven gegeven stralen Y1, Ve, Y3y Y4y U5y Y6, ¥7 SHijden,

Legl men drie van deze slralen, h.v. v, s, vs in ecn vlak O,
dan voldoen vooreerst alle kegelsneden door een der snij-
punten P van die drie rechten, welke op de overige vijf
stralen rusten, terwijl hare vlakken door x gaan. Door elk
der punten P gaan zes zulke kegelsneden, volgens de vroeger
gevonden waarde van P w »°. Zoodoende vindt men 3 X 6 =18
cigenlijke kegelsneden, dic aan de vraag voldoen.

Als de rechten »; en us het vlak ® in Py en P; snijden,
bepaalt deze rechte P, Ps met p een vlak, waarop »; en »;
twee snjjpunlen Qs en Qr leveren. De rechte Py Psin vlak &
vormt dan de eene en (Q; 7 de tweede rechte van de ont-
aarding van den tweeden graad. Daar men zoo zes combi-

Daties van w, vs, %, v7 kan maken, vindt men dus op deze

Wijze zes ontaarde kegelsneden.

Als Py de doorgang van », met ¢ is, verbindt men » met
P, en zockl de fransversaal van % Py, v, vey »7. Zij dezo t,
dan snijdt het vlak door w en ¢ het vlak @ in cene rechte
die met ¢ een lijnenpaar vormt, dat aan de vraag voldoet.
Er zijn hier éwee lransversalen op vier rechfen en men kan
“4y ¥5, v6, 1 Op vier wijzen drie aan één combinecrcn, zoodat
men op deze wijze 4 >} 2 = 8 oplossingen vindt.
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Legt men eindelijk eene transversaal #7 op vy, vs, v, v7, brengt
eenl vlak aan door w en #', en zoekl de snijliin van dil vlak
met &, dan vormt deze de (weede rechie van een lijnenpaar,
dat voldoet; ¢ is de andere rechte. Omdal v, vs, v, v twee
transversalen ¢ hebben, vindt men op deze wijze fwee onl-
aardingen van den tweeden graad.

In het geheel voldoen dus 18 eigenlijke en H; onlaarde
kegelsneden, dus

[ 3’7 ——— 3[’..

Hier moeten weer de. vlakken der gezochte kegelsneden
door x gaan en de kegelsmeden moeton zes gegeven stralen
Vi, ¥2, ¥3, Y4, ¥5, vs snijden en ecn vlak p aanraken.

Legt men weer drie stralen »1, w, vs in een vlak ¢, dan
voldoen vooreerst kegelsneden uit een der snijpunten van
»1, vay ¥3, Welke op de overige vier rechten rusten en wier
vlakken door w« gaan, terwijl zij het gegeven vlak 2 aanraken.
Dil aanlal is 10, volgens de vroeger gevonden waarde voor
P st p. Voor de drie snijpunten van sy, v, v samen vindt
men dug 3 X 10 = 30 oplossingen.

Zijjn Py en Ps de snijpunten van u, en v met O, terwijl i
het vlak @ in den doorgang ¢ snijdt, dan verhindt men P, en
Ps door eene rechle #; deze snijdt { in een punt S. Brenat
men een vlak door w en #, dan snijdt dit » in con punt Q.
Verbindt men S met Qs door eene rechte ', dan vormen # en #
eene onlaarding van den tweeden graad, dic voldoet, en
dubbel te lellen is, omdat p door haar dubbelpunt gaat. Men
kan vy, 5, vs Op drie wijzen twee aan één rangschikken; dus
zoo vindt men 3 X 2= 6 oplossingen.

Verbindt men p met hel snijpunt P, van », met 9, dan
kan men eene transversaal £ leggen op w Py, v, v en de
snijliin. £ van p met @ Legl men door ¢ en ¢ een vlak,
dan snijdt dit vlak het vlak @ in eene rechte (', die met ¢t
eenc ontaarding vormt, welke voldoet, en dubbel te tellen is,
omdat s hiervoor als raakvlak dubbel telt. De vier rechten
e Py w6, v, 1 hehbon‘ fwee transversalen, en men kan vy, s, v,
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Op drie wijzen twee aan ¢én combineeren; dus vindl men
hier 3 X 2 X 2 = 12 oplossingen.

Eindelijk zoekl men de transversaal ¢ van vy, vs, v. [ en legt
een vlak door x en ¢, dan snijdt dil vlak het vlak © in een
rochte ¢, die met ¢ een lijnenpaar vormt, dat voldoct en
dubbel te tellen is, omdal p door hel dubbelpunt gaat. Daar er
titee transversalen ¢ zijn, vindt men hicr 2 > 2 = 4 oplossingen.

In het geheel zijn er dus 30+ 6 4+ 12 |- 4 =52 oplos-
singen, zoodat

2 7% = Hd

De vlakken der gezochte kegelsneden moeten weer door
gaan; de kegelsneden mocten verder vijff gegeven slralen v,
Y2, v3, 74, #5 snijden en twee vlakken p1 en g» aanraken.

Legt men v, », vs in con vlak ©, dan voldoet in © de onl-
aarding der ftweede klasge, gelegd door de punten Q,, Qs
waarvan het vlak door « gzaal en de straalpunten in de snij-
bunten met o en po liggen. Deze ontaarding zal voor 16 fe
tellen zijn. Als men nl. de doorgangen Q, en Qs verbindt,
snijdl deze rechte de stralen vy en s, die het vlak © bepalen.
Bovendien zal ze elke rechte in ©, dus ook s, snijden en
omdat @ bepaald wordt door twee rechten, moeten de =nij-
punten met deze beide bepalende rechten voor de entaarding
dubbel gerckend worden. Daar de figuur y ook »4 en v; dubbel
snijdt, zal ze 16 maal in rekening gebracht moeten worden.

Verder voldoen alle kegelsneden door een der snijpunten
van v, vs, v3, waarvan het vlak door w gaat, cn die de overige
stralen cnijden en p1 en s aanraken. Dit aantal is voor elk
der snijpunten 16, volgens de waarde van P n 2% Zoo
vindt men in het geheel 3 X 16 = 48 oplossingen.

Trekt men uit den doorgang S van ls = (5 p2) op @ de
traneversaal # op v en » en legl vervolgens een vlak door
@ on f, dan snijdt dit het vlak © in ecnc rechte ¢, dic met
t cen limenpaar vormt, dat voldoet en voor wier geteld moet
worden, omdat g1 en g2 door het dubbelpunt gaan.

Verbindt men @ met S door cen reehte £ en legt men
een vlak door x en ¢, dan snijdt dit vlak »» in een punt
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dat, met S verbonden, de tweede rechte (* van cen lijnen-
paar geeft, dat voldoct. Deze oplossing is eveneens voor
vier te tellen. Men vindt ook séer oplossingen, door (s met
S te verbinden. .

In hel geheel zijn er 16 - 48 - 4 4+ 8 =76 oplossingen,
dus heeft men

129 7 =76,

De vlakken der kegelsneden gaan door w; de kegelsneden
moeten verder vier gegeven stralen v, vs, vs, 4 snijden en drie
gegeven vlakken pi, po, g5 aanraken.

Legl men weer v1,,v in een vlak ¢, dan voldoen de
ontaardingen der lweede klasse, die bepaald zijn door den
doorgang Qs van v, op @ en het snijpunt van twee der door-
gangen van de vlakken . Deze oplossingen gelden clk voor 8,
omdat ze » snijden en op v en w ruslen; daar de laatste
twee het vlak & bepalen, wordt dan elke rechte in @, dus
ook »s, gesneden. Daar er drie zulke ontaardingen zijn, geeft
dit 8 X 8 = 24 aplossingen.

Verder voldoen aan de vraag alle kegelsneden door cen
der snijpunten van »i, 2, »s, waarvan het vlak door © gaat
en die de overige twee stralen snijden en 1, f2, ps aanraken.
Volgens de waarde van P g ®2® is dit aantal voor elk dier
snijpunten 16, dus in het geheel 3 3 16 = 48.

Men vindt hier verder gesene ontaarding van den lweeden
graad, die aan de vraag voldoet, omdat het snijpunt der drie
vlakken p niet in ¢ ligt.

In het geheel zijn er dus 48 4 24 = 72 oplossingen, zoodat
men heeft

oot gt =G0

Deze uitkomst kan men ook nog anders krijgen. Indien
men n.l. niel drie rechten » in één vlak legt, maar drie vlakken
p door ééne rechte, kan men ook dit aantal bepalen.

Men zoekt hier kegelsneden, waarvan hel vlak door w gaat
en die verder vier gegeven stralen s, s, us, v snijden en drie
gegeven vlakken g1, pa, ps aanraken.
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Legl men hier de drie vlakken s door ecn rechte f, dan
voldoen allereerst de kegelsneden, dic / raken, vy, va, vs, ¥y
snijden en waarvan het vlak door . gaat. Dit aantal kegel-
sneden is fwee volgens de vroeger gevonden waarde voor
T 4%, Daar ecchter 7 reeds bepaald is als snijlijn van twee
vlakken p», moet ze als dubbele ra aklin worden opgeval en
is elke oplossing dubbel te tellen. Op deze wijze vindt men
tlus vier oplossingen.

Legt men verder ccne transversaal ¢ 0p v1, ¥u, 3, L, en brengt
men dan een vlak door ¢ en g, dan snijdt dit vlak de rechle Yy
m een punt, Dit verbindt men mct het snijpunt van i enl;
dan vormt deze verbindingslim met ¢ cen ljnenpaar, dat vol-
doet en voor zier te tellen i3, omdat 7 door haar dubbelpunt
gaal. De rechten sy, v, vs, { hebben fwes transversalen en er
zijn wier rangschikkingen drie aan één van Y1y va, va, vy mogelijk,
dus hier vindt men 4 X 2 X 4 — 32 oplossingen.

Zal de eene rechte £ van een lijnenpaar rusten Op v1 €N ve
€n de andere f; op v en x, dan zijn & on £ beschrijvende
lijnen van de quadratische regelvlakken (v, %, 1) en (vs, vs, 0).
Men zoekt nu uit » cen gemoenschappelijk raakvlak aan beide
regelvlakken. Er zijn cr vier; één daarvan kan men niet
gebrulken en wel het vlak door w en .. Immers de vier
Snijpunten van v, v, v, »4 met het vlak door % en [ vormen
een  volledigen vierhoek, waarvan de diagonaalpunten in
't algemeen niet op / liggen. Er blijven drie bruikbare
gemeenschappelijke raakvlakken over, dus vindt men hier
drie oplossingen. Elke oplossing is voor wier tc tellen, omdat

“door het dubbelpunt gaat en verder zijn cr drie combinaties

mogelijk van w, va, 45,44 lwee aan lwee. Men vindt dus
3X4X3=236 oplossingen.

In het geheel zijn er dus 4 -+ 32 + 36 — 72 oplossingen
mogelijk, zoodat

W gt =79

De vlakken van de kegelsneden gaan door ecn gegeven
punt z en verder snijden de kegelsneden drie gegeven stralen
1 v2, 7, lerwijl zij vier vlakken s, P2y 3y pa aanraken.



5% oo,

30

Om dit aantal te vinden, legt men drie vlakken p1, pe, g5 door
eene rcchte /; dan voldoen vooreerst alle kegelsneden, die [
aanraken, »1, %, »3 snijden en p, raken, terwijl haar vlak door
w gaal. Dit aantal is wier volgens de vroeger gevonden waarde
voor T 2+ p. Daar echter 7 als snijlijn van twee vlakken g
bepaald is en derhalve voor de kegelsnede, die / raakt, elk
vlak door ! raakvlak is, moet de rechte ! als dubbele raaklijn
worden aangemerkt. Elke oplossing iz dus dubbel te tellen
en op deze wijze vindt men dus 4 X 2 =8 antwoorden op
de vraag.

Legt men verder een transversaal ¢ uit het snijpunt S van
[ mel oy op »1 en s, dan kan men een vlak aanbrengen door
@ en ¢ Dit vlak snijdl » in een punt (Js, en als men S
met (s verbindt door eene rvechte (', voldoel # met ¢ als
lijnenpaar. Daar 7 dubhbel geteld moet worden en tevens door
het dubbelpunt gaat, terwijl ook o, door S gaat, moct deze
oplossing voor acht lellen. Omdat men drie rechten op drie
manieren twee aan één kan combineeren, vindt men op deze
wijze dus 8 X 8 = 24 oplossingen.

Legt men eindelik een transversaal ¢ op w1, vs, 3, [, dan
voldoet deze als ontaarding der tweede klasse, waarvan het
vlak door u gaat. De rangpunlen liggen op / en p,. Daar
men twee transversalen ¢ kan leggen op », v, vs, I, voldoen
er dus 2 X 8 =16 oplossingen, want elke ¢ is voor acht
te tellen, daar zij 1, »s, s dubbel snijdi.

Samen zijn er 8 + 24 4 16 = 48 oplossingen dus

i oo r
wou® gt = 48.

De vlakken der kegelsneden gaan door x en de kegelsneden
moelen twee rechten » en »» snijden en vijf vlakken gy, oo,
78, Psy 25 aanraken.

Legt men drie vlakken pi, pa, ps door eene rechte 7, dan
voldoet elke kegelsnede In het vlak (4 g), die [ raakt, » en w
snijdt en gy en gz aanraakt.  Dit zijn er wier volgens de waarde
van T @ »° % leder moel tweemaal in rekening gebracht
worden, omdat / dubbel fe tellen is. Dit zijn dus 8 op-
lossingen.
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Legt men een transversaal ¢ op [, »1, » on de snijlijn 45
vain g4 en pgs, dan voldoet deze ontaarding der tweede klasse,
waarvan hel vlak door u bepaald is. De rangpunten liggen
op [ en liz; de oplossing is voor zier te tellen, omdal v, en vs
(lubbel gesneden worden. Daar er twee lransversalen z1jn,
vindt men dus & oplossingen.

Legt men de transversaal uit hel snijpunt Q van { mel p,
op v en v, dan voldoet deze als ontaarding der tweede klasse,
waarvan het vlak door u bepaald is. De rangpunten liggen
in Q en in den doorgang met ¢s. De oplossing moet viermaal
in rekening gebracht worden, omdat zl] » en v, dubbel snijdl.
Zoo vindl men ook wier antwoorden uitgaande van het snij-
punt van / metb ps.

Dus in ‘t geheel zijn er 8 + 8-~ 4 4 4 = 24 oplossingen of

o g = O,

De kegelsneden moeten eene rechte v snijden en zes viakken
Pl P2y {4y puy po. g6 aanraken, terwijl huar vlak door u gaat,

Legt men weer s, g, ps door eene rechte I, dan voldoet
voarcerst elke kegelsnede, die [ en gy, ps, o6 roakt, terwijl zij »
snfjdt en haar vlak door u gaat. Volgens de gevonden
waarde voor T gy ® is dit aantal fwee. Elke oplossing is
dubbel te tellen, omdat  dubbele raaklijn is. Zoo vindt men
dus wier antwoorden.

Legt men de transversaal uit hel snijpunt Q van ! met
P4 op v en op de snijlijn s van g5 en gy, dan is dit cene
ontaarding der tweede klusse, waarin het vlak door x gaat.
De rangpunten liggen in Q en op Iss; de oplossing is dubbel
te tellen, omdat ze » dubbel snijdt. Men kan driemaal zulk
¢en snijpunt mel [ vinden, heeft dus 3 X 2 = 6 oplossingen.

Eindelijk voldoel de rechte it hel snijpunl S van py, g5, pg NAar
! en y als ontaarding der tweede klasse, waarvan het vlak
door p gaal. De rangpunten liggen op I en in S; deze
oplossing is dubbel (e tellen, dazr zjj » dubbel snijdt.

In het geheel zijn er 4+ 6 + 2= 12 oplossingen, zoodat
men vindt

e
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De vlakken gaan door « en de kegelsneden raken de vlak-
ken g1, go, pu, fay 054 Py 7 QAL

Legt men g1, g2, o3 door [, dan voldoet de kegelsnede, die
ly pay g5, g6, pr raakt en in het vlak door w ligt. Zi vervangt
twee oplossingen.

Legt men de rechte door het snijpunt S van / met p, naar
het snijpunt R van g, gs, 07, dan voldoet deze rechte als ont-
aarding der tweede klasse, waarvan het vlak door g gaat;
R en S zijn haar straalpunten.

Ook de snijpunten van [ mel g5, g6, oz geven zulk eene
oplossing, zoodat er samen 2 -+ 4 =246 zijn. Dus is

o pt =6,

§ 4.

Higr moelen de kegelsneden acht gegeven rechten vy, 29, v3,
Vs ¥5y Y6, ¥7, ¥s SHIjden.

Legt men ') drie rechlen, u, 2, vs, in een vlak ©, dan vol-
doel vooreerst de kegelsnede in vlak @, die door de snijpunten
Varn vy, vs, Y6, ¥1, s met vlak © gaat. Deze kegelsnede is voor
acht oplossingen te tellen, omdat »i, 2, vs tweemaal gesneden
worden.

Verder voldoet elke kegelsnede door een der snijpunten
van i, v, va, die de overige zes rechten snijdi; volgens de
vroeger gevonden waarde voor P »® vindt men 18 kegelsneden
voor clk der drie snijpunten van v, ve,7s. In het geheel
geeft dit dus 3 X 18 = 54 kegelsneden.

Zockt men de snijpunten Pi en Ps; van » en » met @,
dan kan men de transversaal zoeken op Py Ps, v, vr, vs. Deze
transversaal vormt met P; Py ecne ontaarding van den twee-
den graad, die voldoet. Daar er twee transversalen van vier
rechten zijn en men vy, vs, v, ¥7, vs Op tien Wijzen dric aan
twee kan rangschikken, vindt men op deze wijze 10 X 2 = 20
oplossingen.

1) Zie Dr. J. pE VeEs: «Over het aantal kegelsneden, die acht ge-
geven rechten snijden» (K. A, v. W. te A. 1801, X, blz. 194).
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Men zockt de transversaal ¢ van vy, vs, v, v7; snijdt deze @
in T, dan verbindt men 'I' met het snijpunt Py van s en o.
Het stel rechten # en T Py vormt dan eene ontaarding, die
voldoet. Hier heeft men dus samen 5 3 2 = 10 oplossingen,
want er zijn fwee transversalen ¢ en ¢jjf combinaties vier aan
één van vy, vs, ¥4, ¥1, ¥4

In het geheel voldoen dus 8-} 54 4 20 4 10 = 92 kegel-
sneden, zoodat men heeft:

= —0g

Hier moelen de kegelsneden zeven rechien vi, ve, vs, v, s,
s5, v1 snijden en een vlak p aanraken. Men legt weer v, v, v
in een vlak @.

Vooreersl voldoen dan in het vlak ¢ twee kegelsneden door
de vier snijpunten met uy, vs, v, vz, welke de snijlijn van p met
© aanraken. Flk van beide is voor achl le lellen, omdat
Zi) »1, s, vs dubbel snijdl. Zoo vindt men dus 16 eigenlijke
kepelsneden.

Verder zoekt men het aanlal kegelsneden door elk van de
drie snijpunten van w, », »s, welke op de overige vijf rechten
rusten en een gegeven vlak aanraken. Volgens de vroeger
gevonden waarde van P2®p is dit aantal 24 voor elk der
snijpunten; dus in het geheel vindt men op deze wijze
3 X 24 = 72 oplossingen.

Zoekl men de snijpunten Py en Ps van »; en v mel O,
dan vorml Py Ps eene rechle van een lijnenpaar, dat voldoet
en waarvan het dubbelpunt ligt in het soijpunl S van P, Ps
met den doorgang van p op ¢; de andere rechte is de trans-
versaal uil S op » en »7. Daar iedere oplossing dubbel le
tellen is, omdat ¢ door hel dubbelpunt gaat, en men vy, vs, vs, ¥1
0p zes wijzen zoo rangschikken kan, vindl men hier 6 X 2 =12
oplossingen, die voldoen,

Legt men eindelijk eene lransversaal ¢ op s, vs, 76 en de
snijlin » van @ en p, dan is dil de eene rechle van een
lijnenpaar dal voldoet. Het snijpunt S van £ mel #» is het
dubbelpunt en de verbindingsliin van S met den doorgang Pr
van vy op @ is de Lweede rechte van het lijnenpaar. Daar
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de vier genoemde rechlen #wee transversalen ¢ hebben, en
elke oplossing dubbel te fellen is, omdat o een dubbel raak-
vlak s, terwijl men g, vs, v, vr Op wier wijzen drie aan één
kan rangschikken, vindl men op deze wijze 4 3} 2 X 2 = 16
ontaardingen. In het geheel zijn er dus 16 + 72 - 12 + 16
= 116 oplossingen, zoodat

;/7,5 — LGy

Hier moelen zes stralen s, vs, vs, vy, v5, »5 gesneden en twee
vlakken g1 en pe aangeraakt worden.

Legt men weer », v, v in een vlak @, dan voldoen voor-
ccrst wier kegelsneden in dit vlak, die door de snijpunten van
va, vo,v¢ met @ gaan en de doorgangen vian g en o2 met ©
aanraken. Daar elke kegelsnede 1, vo, vs dubbel snijdt, moel
z1) achtmaal geleld worden en men vindt zoo dus 4 X § = 32
oplossingen.

Verder voldoet elke kegelsnede door een der snijpunten van
vi, vu, ¥, die op de overige vier rechlen rust en de twee vlakken
p aanraakt. Dit zijn er voor elk van die drie snijpunten 28,
wegens de vroeger voor Pyt p* gevonden waarde. In hel
geheel vindt men er hier dus 3 X 28 = 84.

Legt men uit hel snijpunt S der doorgangen van gy en pe
met ¢ de transversaal op »; en w5, dan is dit de eene rechte
van cen linenpaar, dat voldoet. S is het dubbelpunt en de
tweede rechte is de verbindingslijn van S mel den doorgang
van »; op ¢. Dit linenpaar moct voor wier oplossingen ge-
rckend worden, omdat gy en gz door haar dubbelpunt gaan.
Men kan wy, 5, »¢ Op drie wijzen twee aan één combineercn,
zoodat men hier dus 3 X 4 =12 oplossingen heeft.

In het geheel zijn er 32+ 84 -} 12 = 128 oplossingen,
zoodat

8 5% =198,

De kegelsneden moeten hier vijf stralen vy, 24, 44, v, v5 snijden
en drie vlakken gy, ¢z, ps aanraken. '

Legt men u, v, v4 weer in een vlak ©, dan voldoen aller-
eerst vier kegelsneden in dit vlak @, die gaan door dc snij-
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punten van s en ¥ met © en de doorgangen van py, p2, o5
met @ aanraken. Elke kegelsnede is voor acht te tellen,
omdat zij », v, s tweemaal snijdt. Dit geeft dus 4 X 8 =352
oplossingen.

Verder voldoet clke kegelsnede door een der dric snijpunten
van v, vs, »5, die op dc overige dric reehten rust en de dric
vlakken ¢ aanraakt. Dit zijn er 24 volgens de vroeger ge-
vonden waarde van P % Op deze wijze vindt men dus
3 X 24 =172 oplossingen.

Daar g1, 02, ps het vlak © in het algemeen niet in één punt
snijden, voldoet hier geene ontaarding met hel dubbelpunt in ©.

Ook voldoct geenc ontaarding der tweede klasse, want dic
zou op de doorsnede van twee der vlakken én op vijfrechten
mocten rusten. '

In het geheel voldoen dus 72+ 32 =104 oplossingen,
zoodat

¥ 0% — 104,

Hicr mocten vier stralen i, vs, v5, »4 gesneden en vier vlakken
b1, P2y f3, p+ aangeraakt worden.

Men legt weer 1, w, vs in een vlak @, dan voldoen voorecerst
twee kegelsneden in © door hel snijpunl van »; met @, die
de doorgangen van pi, pe, g3, g2 met @ aanraken. ledere kegel-
snede iz voor acht te tellen, omdat zij w1, 22, »s dubbel snijdt.
Zoo vindt men dus 2 X 8 =16 oplossingen.

Verder voldoen alle kegelsneden door ecn der drie snij-
punten van s, vs, vs, welke op de overige twee rechlen rusten
en pi, p2, 73, po Aanraken. Volgens de vroeger voor Pygp“ e~
vonden waarde zijn er voor clk punt 16, dus in het geheel
3 X 16 —48.

Daar er geenc |ljjncnparen met hel dubbelpunt in @ en geene
ontaardingen der tweede klasse mogelijk zijn, welke laatste
op zes rechten zouden moeten rusten of door cen punt gaan
en op vicr rechten rusten, vindt men hier samen 16 | 48 = 64
oplossingen, zoodat
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De kegelsneden moelen dric gegeven stralen s, va, v3 snijden
en vijf gegeven vlakken pi, ps, o, pa, g5, aanraken,

Legt men i, v, » In cen vlak @, dan voldoet hier voor-
eersl de kegelsncde, die de vijl' snijlijnen van Piy P85 03y fhy D6
mel @ aanraakt. Deze cenige oplossing is voor acht te tellen,
omdat zij »1, v2, »3 dubbel snijdt.

Verder voldoet clke kegelsnede uit een der snijpunten van
1, vz, v3, welke op de andere rechte rust en vijf vlakken aan-
raakl. Volgens de gevonden waarde voor P » o is dit aantal
achi. Uit de drie snijpunten vindt men dus 3 X 8 = 24
oplosgingen.

Daar hier geene ontaardingen van den tweeden graad met
het dubbelpunt in @ mogelijk zijn en er ook geenc ontaar-
dingen der (weede klasse voldeen, omdat eene rechte niet door
een bepaald punl kan gaan en tegelijk op vier rechlen rusten,
voldoen hier 8 4~ 24 = 32 oplossingen, zoodat

s® p% = 32,

Hier moeten de kegelsneden twee rechten » en s snijden
en zes vlakken pi, s, g3, pu, ps, ps aanraken.

Legl men hier drie vlakken, py, 22, ps, door eene rechte ¢,
dan voldoen alle kegelsneden welke ¢ raken, » en w snijden
en g, ps, ps aanraken. Volgens de vroeger gevonden waarde
voor T % 2® is dit aantal 8. Daar echter ¢ bepaald is als
snijliip van twee vlakken g, zoodal elk vlak door ¢ ook raak-
vlak is, moet ¢ als dubbele raakliin gerekend worden. ledere
oplossing is dubbel te tellen, zoodal men hier 16 oplossingen vindl.

Ilene onlaarding der {weede klasse kan hier niel voldoen,
want uit het snijpunk van g4, ps, g5 18 geene rechte mogelijk,
die op »i, v, t rUsL.

Ook is geene ontaarding van den {weaden graad mogelijk,
omdat g1, g2, p3.: pa, po, po elkaar nietin één punt snijden. Dus is

1
2 a6 =B
¥% 16.
De kegelsneden snijden de rechte » en raken de vlakken

B1y 2y P35 P4y P35, 265 T ELeLll,
Legt men weer p1, o, p5 door cene rechte ¢, dan voldoen
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de kegelsneden die # raken, » snijden en P4y 5y 24, o7 aanraken.
Dit aantal is wier volgens de gevonden waarde voor T » oh,
Llke oplossing moet echler dubbel geteld worden, omdat ¢
als dubbele raaklijn is op te valten. Dit geeft dus 2 X 4 =§
oplossingen.

Daar hier verder geene ontaarde kegelsneden mogclijk zijn,
omdat pi, g2, pa, 9u. g5, g6, pr elkaar niet in één punl snijden en
ook geene rechte te lrekken is door twee punten, die op »
zal ruslen, is hier

Om het aantal kegelsneden te vinden, die aan acht gegeven
vlakken g1, g2, 9s, p1, ps, 98, o1, fs Taken, legt men weer drie der
vlakken door eene rechie ¢ Hier voldoen alle kegelsneden
die # en p4, g5, o, p1, ps aanraken. Volgens de gevonden waarde
voor T p° is dit aanlal fwee. Tlke oplossing is cchter om
meer gemelde reden dubbel te tellen, zoodat men hicr wier
anlwoorden vindt.

Verder zijn er geene ontaardingen mogelijk, omdat Ly 22, Pay
iy 5, P8y p7, pe elkaar niet in één punt snijden en evenmin
Psy £y g1, ps.  Men heelt dus
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BEPALING DEH AAVTALLEN ONTAARDE KEGELSNEDEN, DIE AAN
ZEVEN VOODERWAARDEN VOLDOEN.

§ 1.

Wij willen nu de aantallen ontaardingen van den lweeden
graad en de tweede klasse vinden, die aan zeven voorwaarden
voldoen. () Deze moeten wij n.l. gebruiken, wanneer wij nagaan
de stelsels van CO!' vele kegclsneden, die aan zeven voor-
waarden voldoen.

Als 4 voorslelt eene ontaarding van den tweeden graad en
» cene ontaarding der tweede klasse, terwijl w, » cn p de meer-
genoemde heteekenis hebben, ontstaan de \olgend:—, tabellen:
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v 3.2 .2 o4 e S
d v p Sf.bﬁp oyt e 9% p
R S s 3 9 3 5 43
apy @t o @7 v" o d ¥ g* 0 i P
9 4 s, " a
5 gt Suty gt 3o gt 35 g
5,2 5 N e I 2 .5

et p oy p dip
5 oo g

d g gy p

9 p

e

9 pe? ot Y 2 0 R 9 ¥7
3 3 5 i
N’y 9 @t s 0 s W e
3.2 3 L 8.3 2 & 2 5B
@yt p ﬁ[/’/“ vt 9 g
%@ty p? A 5o 9wy’ o? iy v* g8
?4#‘5?4 "f"’ ,91 ?‘Tr,}'.yzp.% }173;)'1'
1?6 wps g 9 v* g2
7 t i i

% 0 W o

e

') BCHUBERT weeft in zijn Kelkiil der abzxihlenden Geometrie, blz. 93,
94 slechis de afleiding van vier dezer aantallen,
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§ 2

Syt Door de voorwaarde p is het vlak @ der ontaardingen
bepaald; deze moeten verder vier gegeven stralen »y, s, v, v
snijden.

Men zoekt de snijpunten Qy, Qs, Qs, Qs van vy, v, v, v4 mel
het vlak &, dan voldoen aan de vraag de drie lijnenparen
van den door i, Qg, Qs Qs gevormden volledigen vierhoek,
leder is enkelvoudig, zoodat er dus drie oplossingen zijn cn

men heeft

Byt

2
= ik

S
—_—
=

2 y% 0. Door p® it weer het vlak © hepaald; zoekt men de snij-
-__puni.e.n Q1, Q2, Q3 van 1, v, va mel vlak © en den doorgang
[ van p en @, dan moet het dubbelpunt van elke ontaarding,
die voldoet, op I liggen. Men verbindt Q; met Q», dan snijdt
(01 Q. de rechte 7 in cen punt, en hieruit trekt men de rechte
naar Qs Dil samenstel voldoet aan de vraag, maar geldt
voor twee oplossingen, omdat / hier dubbele raaklijn is. Men
kan hier de punten Oy, Qs, Qs op drie wijzen twee aan één
combineeren, zoodat men in hel geheel 3 X 2 =26 oplossin-

gen vindl en

d * ¥ 5 =G,

N o5 . ) o ) o UL
’Lff__z_g‘;ﬁ De voorwaarde »® bepaalt weer hel vlak © der kegelsneden.

Verder moeten deze Lwee rechten » en v snijden en twee
vlakken g1 en p» aanraken.

Het dubbelpunl der ontaardingen, die aan de vraag voldoen,
ligt in het snijpunt der doorgangen 51 en l» van g en ps mel
&. Verder zoekt men de beide sunijpunten Q1 en Qs van
en » mel @, dan voldoel als eenige oplossing het samenstel
der rechien uit het genoemde dubbelpunt naar Qi en Q..
Deze eenige oplossing is voor wier le tellen, daar s en pe
beide door hel dubbelpunl gaan, zoodat

3 bt g2 =4,

s : : ;
dﬁ_j_fi Door ® is het vlak @ bekend, maar omdat de drie gegeven
vlakken p1, 2e, g5 dit vlak @ in het algemeen niet in één punt
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snijden, wat (och voor eene & noodig is, voldoel hier geene
oploszsing aan de vraag. Dus

g %3 B =L

g% p%.  Daar evenmin de vier gegeven vlakken 01s 2, 3y o1 hel vlak
@ in één punt snijden, is hier geene oplossing mogelijk, zoodat

Sutsi—0

g 3.

I’y De voorwaarde p? geeft aan, dat het viak der gezachle
kegelsneden door twee gegeven punten, dus door cene gegeven
rechte moet gaan. Verder moeten de gevraagde ontddrdmgen
vijf gegeven stralen i, ve, vs, w, v snijden.

Legt men eene transversaal ¢ op ¥1y ¥2, v oD w?, dan is
het vlak van de ontaarding bepaald; dit is n.l. het viak door
p? en ti gelegd. Dit vilak snijdt » en v in twee punten

Qs en Qs cn deze verbindingslijn Q. Qs vorml de andere rechte

> van de ontaarding. Men kan v, v, s, w, v5 Op fien manieren

drie aan twee combinecren; door elk drietal met @ guan twee
transversalen, zoodat men in het geheel 10 X 2 =320 oplos-
singen vindt. Dus

dze? o® =190

o *»* p.  Ook hier gaan de vlakken der gevraagde kegelsneden door
" eene vasle rechte ©® en verder moeten de kegelsneden vier
gegeven rechten 1,9, vs, 5 snijden en cen gegeven vlak ;
aanraken. el dubbelpuni der 011’[51&1‘(111]011100‘[ dus in hmen

Men legt eene transversaal # op @?y v1, vo, va; deze bm]di i,
in het dubbelpunt: het vlak door @* en t is dus het vlak
van de ontaarding. Dil vlak snijdt 2 in een punt (4, en
Q. verbonden mel het bovengenoemde dubbelpunt, geeft de
tweede lim % van 3. Er zijn nn wier combinaties van /1, 9
vs, »4 drie gan één mogelijk; elk drietal bepaalt met w? tiwee
transversalen; elke doorgang van ; met hei vlak van 3 is
dubbele raaklijn, zoodat elke oplossing dubbel te tellen is.
Op deze wijze ontstaan er 4 X 2 X 2 = 16 ontaardingen.
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Men kan ook de vier rechten i, va, vg, ¥4 tWee aan twee
combineercn.  Flk tweetal bepaalt met 2 een quadratisch
regelvlak en * is een beschrijvende lijn van beide regel-
vlakken. Deze twee regelvlakken snijden » volgens twec
kegelsneden, die vier punten gemcen hebben, waarvan er één
op p® ligt. De overige drie snijpunlen geven ieder eene
rechte, die op u? 4, 29, vs, v rust. Een combinalie van tywee
dezer rechten vormt eene ontaarding 3; er zijn op deze wijze
drie verschillende onlaardingen te krijgen, dic elk dubbel te
tellen zijn, daar p door hel dubbelpunt gaat. Men kan Y1y Yo,
3, v1 Op drie wijzen lwee aan twee combinceren, zoodat men
hieruit 3 3< 3 X 2 = 18 oplossingen vindt.

Samen zin er dus 18 |- 16 = 34 oplossingen, zoodat

5 ot s = 34,

[el vlak van elke fignur & moet gaan door w?; verder
moelen de kegelsneden drie gegeven stralen vy, vs, v snijden
en fwee gegeven vlakken gy en g aanraken. Het dubbelpunt
van elke oplossing moet dus liggen op de snijlijn 2 van
21 211 f2.

Men legt cene lransversaal #; op @2 v1, ve, lie, dan snijdt &
de rechle 712 in het dubbelpunt, en het vlak van J is bepaald
door p* en f;. Dit vlak snijdt v in een punt Qs cn de ver-
bindingslijn van Qs met het gencemde dubbelpunt geeft de
lweede rechle fo van 4. Men kan v, v, vs op drie manieren
twee aan één combineeren. Elk tweetal goeft met 2 en {is fwee
transversalen, zoodat er 3 X 2=16 oplossingen zijn. Daar
twee raakvlakken door het dubbelpunt van & gaan, is clke
oplossing voor wier te lellen, zoodat

P p,e e p:" — 24

Volgens de voorwaarde ¢* zijn drie gegcven vlakken raak-

vlakken, zoodat het dubbelpunt der ontaardingen mel een
gegeven punl samenvalt. Het vlak der kegclsneden moet
door w* gaan en iz dus volkomen bepaald door w? en het
snijpunt van pi, pa, gs.
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De beide gegeven rechten v en » snijden dil vlak in (4
en (b, cn als men het snijpunt van g1, 22, 55 met Qq en Qs
verbindt, vormen deze rechten cene ontaarding 3, die voldoet.
De oplossing is blijkbaar siechts op ¢éne wijze mogelijk, maar
18 voor acki tc lellen, omdat elk der vlakken , als dubbel
raakvlak moet opgevat worden.

Men heeft dus:

& p? o* p3=-‘—8.

Aangezien de voorwaarde ¢* heteekent, dat het dubbelpunl
der ontaardingen, die zullen voldoon, in vier gegeven vlakken
p moet liggen, en dit in het algemeen onmogelijk iz, heeft
men hier geene oplossing. Dus is

g p? v gt =0

Daar ook vijf vlakken in het algemeen clkaar niet in één
punt snijden, is

3 2 =0.

S 4.

Iet vlak van elke ontaarding, die zal voldoen, moel door
een gegeven punt w« gaan en de Lkegelsneden moeten zes
gegeven stralen w1, ve, u3, v4, »5, 76 snijden.

Men kan hier twee stellen oplossingen vinden, omdat men de
zes rechlen » op twee wijzen kan verdeelen n.l. vier aan twee
en drie aan drie. In het eerste geval voldoet de ééne rechte
van o aan »' en de andere aan »*; in het laatste geval vol-
doen beide rechlen aan o5,

Als een der lijnen & van o op vier rechten vy, va, vs, vy TuSt,
is het vlak van deze ontaarding hepaald door 1 en #. Dan
zoekt men de snjjpunten Qs en Qg van s en v met dil vlak,
en de verbindingslin van Qs en Qu is de [weede rechte #
van J. Omdal de combinatie vier aan (wee van zes rechten
op 15 verschillende manieren mogelijk is en elk viertal rechten
twee transversalen heeft, vindl men op deze wijze 15 X 2 = 30
aplossingen,
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Als iedere rechte der ontaarding op drie geseven rechten
moel rusten, beschrijven ze dus ieder een quadrafisch regel-
vlak. Men moet dus een vlak zoeken, dat door » gaat en
eene beschrijvende lijn van beide regelvlakken bevat, m.a.w.
cen gemeenschuppelifk raakvlak door w aan die rogelvlakken.
Er zijn wier zulke gemeenschappelijke raakvlakken en er zijn
tien verschillende rangschikkingen drie aan drie mogelijk,
zoodat men op deze wijze 10 X 4 =10 oplossingen vindt.

In het geheel zijn er 30 — 40 = 70 oplossingen, dus

= T
9 o 52 ="0.

Weer moet het vlak van elke ontaarding, die voldoet, door
con gegeven punt w gaan, terwil de kegelsneden vijf gegeven
rechten s, ve, v3, v4, »» mocten snijden en een gegeven vlak g
aanraken.

Men kan hier weer het geval onderscheiden, dat de eene
rechte van 4 op vier stralen u, v, v, v rust en de andere op
v, en het geval, dat de eene rechte s, v, »5 snijdt, lerwijl
de andere v en v; ontmoact.

Voor “t geval een der rechten van &, bov. &, op v, va, v3, 41
rust, is hel vlak van ¢ bepaald door het punt u en de rechle
ti. Men zockt nu het snijpunt Qs van v mel dit vlak, dan
is de tweede rechte #; van 2 de lijn, die Qs verhindl met het
snijpunt van ¢ cn g; immers hel dubbelpunt van & moel in
p liggen. Daar er fwee transversalen rusten op i, va, vs, 44 €0
men de viji' rechten » op e¢f manieren vier aan één kan
rangschikken, vindt men b5 X 2 =10 onlaardingen. Elk is
cchter dubbel te tellen, omdat » een dubbel raakvlak is, dus
men vindt op deze wijze 20 oplossingen.

Als de eene techic van & b.v. ¢, op drie rechten v, 3, #a
rust, dan is de mecetkundige plaats van ¢, een guadratisch
regelvlak. Het vlak van ¢ moet door » en # gaan, is dus
een raakvlak wit » aan dit quadratische regelvliak.

De tweede lijn 7 van ¢ moet in het vlak door g en #
liggen en op » en v rusten. Men kan volgens het boginsel
van het behoud van het aantal onderstellen, dat vy en v elkaar
in een punt L snijden, dus in ¢én vlak A liggen. Een trans-
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versaal van vy en v moel dus of door L gaan of in A liggen.

Gaat f door L, dan moet hel vlak van & door 2 en L
gaan. Men moet dan door de rechte w1, een raakvlak aan
het bovengenoemde quadratische regelvlak aanbrengen. Dil
is op twee manieren mogeliik en £ is zoodoende op Lwee
manicren bepaald. Nu snijdt # het vlak ¢ in hel dubbelpunt
en de verbindingsliin van dit dabbelpunl met L is 4. Men
kan w, ve, vs, v1, 5 0p 10 manieren drie aan [wee rangschikken
elke rangschikking geeft twee ontaardingen en clke ontaarding
13 dubbel te tellen, omdat » een dubbel raakvlak is. Hier
vindt men dus 10 X 2 X 2 =10 oplossingen.

Ligt #» in A, dan moet, daar # het vlak o in het dubbel-
punl snijdt, dit dubbelpunt liggen op de engjlijn van A en .
Op deze snijliin moet dus ¢ ook rusten en daar deze tevens
rusl op w1, vg, v3, vindt men hier twee rechten # die voldocn.
Verder kan men hier ook 10 combinaties maken; elke rang-
schikking geeft lwee rechten #, dus twoe ontaardingen, cn
iedere onlaarding is dubbel te tellen, omdat ¢ een dubbel
raakvlak is. Ook hiervindlmen dus 10 X 2 X 2 = 40 oplossingen.

In het geheel zijn er 20 - 40 + 40 = 100 antwoorden, dus

o w2 p = 100,

Weer gaat het vlak der ontaarding door een gegeven punt w
en verder moeten de ontaardingen vier rechten wi, ve, v, v
snijden en twee vlakken g1 en p» aanraken. Hel dubbelpunt
der ¢ moet dus op de snijliijn L2 van o en g2 liggen.

Legt men eene transversaal & op w», vs, »3, Lo, dan is het
vlak der ontaarding bepaald door 2 en #. Het snijpunt van
tr met li2 is het dubbelpunt; verbindt men dit punt met het
snijpunt Qs van v met het vlak door u en #, dan iz deze
verbindingslijn de rechte # van J.

De rangschikking drie aan één van v, vs, va, w4 is op wier
wijzen mogelijk; elke rangschikking geeft fwee transversalen 4,
dus twee ontaardingen ¢, en elke & iz voor vier te tellen,
omdal p1 en 2 dubbele raakvlakken zijn. Zoo vindt men dus
4 X 2 X 4 = 32 oplossingen,
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Laat men de eene rechte #i van J rusten op » en v en
de andere rechie % op »a en w, dan is 4 ecene beschrijvende
lijn van het quadratische regelvlak (vi, »o, ly2) en ¢ van (vs, va, ly 2).
Men zoekt nu uit » een gemeenschappelijk raakvlak van deze
beide regelvlakken. Kr zin wvier gemeenschappelijke raak-
vlakken; ¢én van deze kan men niel gebruiken nl. hel vlak
door » en [is, de gemeenschappelijke beschrijvende lijn van
beide regelvlakken. Immers devier snijpunten van i, va, vs, v
met het vlak door w« en 1z vormen een’ volledigen vierhoek,
waarvan de diagonaalpunten in het algemeen niet op /i o liggen.
Er blijven dus drie bruikbare gemcenschappelijke raakvlakken
over. Men Kkan iy, », vs, »1 op drie wijzen lwee aan twee
combinceren; elke combinatie geeft drie oplossingen en elke
oplossing is voor wier te lellen, daar p en p: dubbele raak-
vlakken zijn. Op deze manier vindt men dus 8 X 3 3} 4 =36
oplossinger.

In het geheel voldoen dug 32 + 36 = 68 antwoorden, zoodat

e vt gt = 68,

Weer gaan de vlakken der ontaardingen door een gegeven
punt g, terwijl de kegelsneden drie gegeven rechlen vy, v, ss
moelen snijden en drie gegeven vlakken pi, ps, ps aanraken.

Het dubbelpunt moel hier duz liggen in het snijpunt P van
1y fay 3. De eene rechie 4 van J gaal door P en rusl op
v1 en v, 18 dus geheel bepaald. Dan is door w en # ook het
vlak van 4 bepaald en als » dil vlak in Qs snijdt, is de rechte
P Qs de tweede lijn & van J, die ook volkomen bepaald is.
Bij deze rangschikking krijgt men dus slechls ééne ontaarding J,
die echler voor acht lellen moet, daar g, 2, gz dubbele raak-
vlakken zijn, Omdat men v, v2 en »3 op drie wijzen twee
aan é&én kan rangschikken, vindl men dus in het geheel
3 X 8 = 24 oplossingen, zoodat

3 i pf =T,

Hier zou de voorwaarde p* eischen, dat het dubbelpunt
der ontaarding tegelijk in vier vlakken moest liggen. Omdat
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dit in hel algemeen onmogelijk is, heelt men
Jpe#? ot =0
Om dezelfde reden is

dpmyp?=0.

Fveneens vindt men

Iicr mocten de ontaardingen zeven gegeven stralen v, va, v,
Yy ¥y ¥, vi snijden. De cene rechte # van o snijdb ¥y, vo, v, %4,
de andere 15 een tramsversaal # van s, vs, »7 en . Daar cor

35 combinaties vier aan dric van i, v, ¥s, v, ¥s, V6, ¥7 AIJ0,
terwijl elke rangschikking twee transversalen ¢ geeft en elke %

twee transversalen s, krijgt men hier 35 X 2 X 2 = 140 op-
loggingen. Dus is
d v = 140.

Hier moelen de kegelsneden zes gegeven stralen »1, ve, #5, sy,
vs, v¢ snijden en cen gegeven vlak ¢ aanraken. IHet dubbel-
punt van 2 moet dug in p liggen. Men kan hier twee stellen
oplossingen vinden.

Men legt de transversaal &1 op w1, vs, vs, vu en uit het snij-
punl. van # met g de lransversaal op v en »; deze is dan
de andere rechte f van é. Men kan 15 combinaties vier aan
twee van i, ve, va, b4, vs, va maken; elke rangschikking geeft
twee rechlen # en elke oplossing is dubbel e lellen, omdat ?
door het dubbelpunt gaat. Op deze wijze vindl men dus
15 X 2 X 2 = 60 oplossingen.

Laat men ¢ rusten op vy, vg, vs €1l OP ¥4, ¥, v, dan vormen
thv en fs ieder een quadratisech regelvlak, welke beide regel-

‘vlakken ¢ ieder in ecene kegelsnede snijden. Deze kegelsneden

‘
hebben vier punten gerneen, waardoor dus een £ en een s gaan,

Daar cor fien combinatics drie aan drie van wi, ve, va, va, ¥5, ¥
mogelijk zijn, lerwijl iedere rangschikking eier ontaardingen
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geeft en clke ontaarding dubbel te tellen is, omdat p een dubbel
raakvlak is, heeft men hier 10 X 4 »} 2 = 80 oplossingen-
In 't gehecl zijn cr 60 - 80 =140 antwoorden, dus is

& #° o= 140.

De ontaardingen moeten hier vijf gegeven stralen u, ve, vs,
va, 5 snijden en twee gegeven vlakken pr en gz aanraken. Het
dubbelpunl der ontaardingen ligl dus op de doorsnede fie
van g en pe.

Legt men een transversaal & op i, ve, v, L2, dan kan men
uit hel snijpunt van & en lis ééne rechte o vinden, die op
ve en ws rust. Daar er 10 combinaties drie aan lwee van
v1, Yo, ¥z, 1, v 70, Lerwijl iedere rangschikking fwee transver-
salen &, dus twee ontaardingen geeft en elke ontaarding voor
vier te tellen is, omdal o1 en g door het dubbelpunt van 3
gaan, heell men hier 10 X 2 X 4 =80 oplossingen, zooedal

d v o = 80.

Hier snijden de kegelsneden vier gegeven slralen vy, ve, vs, v
en raken drie gegeven vlakken g, pe en ps aan. el dubbel-
punt ligt hier in het snijpunt P van g4, pa, ps.

Men legt de [ransversaal 4 wit P op »1 en » en de trans-
versaal fz uil P op »s en ». De onlaarding blijkt hier volkomen
bepaald te zijn, doch geldt voor achf oplossingen, omdat
ps dubbele raakvlakken zijn. Men kan i, ve, v3, 54 0p
drie wijzen lwee azan twee rangschikken en vindt dus 3 X 8§ = 24
oplossingen.

Men heelt dus

Pl P2,

gt pd — 9h,

De¢ ontaardingen moeten drie rechten s, ve, s snijden en
vier vlakken pi, 92, ps, po aanraken. Daar echter het dubbel-
punt in het algemeen niet in vier vlakken tegelijk ligt, heelt
men hier geene oplossing, zoodat

o v? pt = Q.
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J 2 ;Jﬁ —l]
3 v g8, Eveneens is
e dvpt = Q.
34", Ook is
oot =1,
3 6.

w »? v4  De onlaardingen der tweede klasse, die aan deze voor-
~ waarden zullen voldoen, moeten vier gegeven rechten vy, oo, s, 24
snijden, terwijl haar vlak door drie gegeven punten gaat, Dit
vlak is dus geheel bepaald cn aangezien w1, v, vs, vy dit vlak
in vier punten Qi, Qs, Qs, Q4 snijden, die in het algemeen niet
op eéne rechte liggen, is dus in het algemeen gecne oplos-
sing mogelijk. Dus
g ptt =10,

y wdvd g, Oovk hier is hel vlak der ontaardingen door »° hepaald,
i i
maar omdat de drie gegeven rechten vy, vs, »3 dit vlak in drie
punten Qg Q2, Qs snijden, die in het algemeen nict op éénc

rechle liggen, is

3w = (),

n w'v?p®. De voorwaarde 1 bepaall weer het vlak van », en dil viak
wordt door de gegeven rechten » en . in twee punten Qy
en Qy gesneden. De verbindingsliin Q: Qs is de lijn ¢ van %
die dus volkomen bepaald is. De heide rangpunten 7ijin de
snijpunlen van ! met de gegeven vlakken gL oen ps.  Aange-
zien » en v de lijn [ in een dubbelpunt snijden, is deze
eenige oplossing voor wier te tcllen, zoodat

£ 7]
o’ v? et =4,

v #° v 9% Hier is het vlak van % bekend en verder moeten een ge-
geven straal » gesneden en drie gegeven vlakken 1y 02, 93
aangeraakt worden.
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Men zoekt de snijlijnen ni, ne, ws van g1, ge, pa met hel vlak
@, dan zal één rangpunt liggen in hel snijpuni van twee der
drie lijnen #. Dit rangpunt bepaalt met het gnijpunt Q van
v en @® de lijn [ van ». Het snijpunt van I met de derde
der snijlijnen » is hel lweede rangpunl. Daar men 7, ns, #s
op drie wijzen twee aan één kan rangschikken, en clke op-
lossing dubbel te tellen is, omdal » de lijn / snijdt in een
dubbelpunt, zijn er 2 =6 oplossingen. Dus is

o B
gy e®=6.

4 Het vlak »* wordt door de vier vlakken pi, pe, ps, g4 gesne-
den volgens een volledige vierzijde, waarvan elke twee over-
staande hoekpunten alg rangpunten kunnen worden opgeval.
Er zijn drie combinaties twee aan twee der vier snijlijnen
Y1, Moy Mg, B4 VAN p1y P2, o8, 04 el p?, zoodal er drie oplossingen

zijn en dus
9 w® gt =3,

§ 7.
44* %%, Hier gaan de vlakken der ontaardingen door twee gegeven
punten, dus door eene gegeven rcchle w® Verder zou de
liim 7 van 4 op vijf gegeven stralen wi, ve, vs, v, »» Moeten
rusten, wat in het algemeen onmogelijk ig, dus

Yt g2 =0,

nefsto.  Hier zou de lim I op de rechle 2# en op de vier gegeven
stralen v, e, v3, v+ moelen ruslen, wat niet kan, zoodat ook

y 2l vt o =0,
1% 52 Hier moet de lijn ¢ van 4 rusten op x® en op drie gegeven
‘-‘—-——_ ~ i

stralen v, 2,3, terwijl de rangpunten in de twee gegeven

vlakken » liggen. Men legt een transversaal op w@® 1, e, vs;

zij is de lijn I van u, die p¢ en p» in de rangpunten snijdl.

Omdat or fwee transversalen rusten op w? i, vz, v3 en elke

oplossing voor acht te tellen iz, omdat ¢ de drie rechten

w1, vz €N vs dubbel snijdt, is het aantal oplossingen 2 >} 8 =16, dus
o w? o p? =16.
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De lijn I van  moet op «? en op twee gegeven stralen
v1 en yg rusten, terwil de rangpunten in de vlakken s moeten
liggen.,

Men kan hier niet het snijpunl der drie vlakken P1, f2y 08
als eene rangpunt aannemen, want uit dit punt kan geene
rechte getrokken worden, die op w2 v, v mmst. Men kan
echter wel de liin { op ©2 v, % en de snijlijn 712 van s en f2
loggen, dan snijdt 7 de lijn me in hel eene en het vlak px In
het tweede rangpunt, Men kan de vlakken P, £2, 3 Op drie
manieren twee aan één combinceren ; elke rangschikking geclt
twee transversalen en elke oplossing is voor vier te tellen, omdat £
de stralen w4 en . dubbel snijdt, dus vindt men 3 X 2 % 4 = 94
oplossingen, zoodat

9 @yt g% == 04,

9

De onlaarding rust op «? en den gegeven straal »; en
moet de vier gegeven vlakken py, os, ga, p1 aanraken. Men kan
hier Llwee stellen oplossingen vinden,

Laat men de lijn { van 4 gaan door het snijpunt Piss van
de vlakken g, g2, g en ruslen op v en p?, dan ligt het cene
rangpunt in Pm en het andere in het snijpunt van / met P
Men kan pi, gs, ps, p1 Op vier wijzen drie aan één combinccren
en clke oplessing is dubbel te lellen, daar zij » dubbel snijdt,
zoodat men hier 4 X 2 =8 oplossingen vindt.

Laat men de lijn I van » ruslen op 2% » en de doorgan-
8CN ¥z Vam gp €N po €1 May VAN ps €N o4, dan ligl het cene
rangpunt op e en hel andere op s, Er «ijn voor elke
rangschikking #wee transversalen van v, ©% e, #sy €N men
kan p1, ps, g3, p4 Op drie manieren twee aan twee rangschikken,
Bovendien is elke oplossing dubhel te tellen, daar » dubbel
gesneden wordt, zoodat men op deze wijze 23 3 X 2 =12
oplogsingen vindt.

In het geheel zijn er dus 8 4+ 12 =90 oplossingen, zoodat

# w? v ot = 20,

Hier moet 4 rusten op x? en de rangpunten moeten in de
gegeven vlakken pi, pa, ps, 24, s liggen,
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Men kan hier # leggen door het snijpunl P van drie der
vijf vlakken en haar laten rusten op w? en de snijlijn der
overige twee vlakken s De lijn I van 4 iz dan volkomen
bepaald en daar men pi, pe, o3, 04, 55 Op 10 manieren drie aan
twee kan rangschikken, zijn hier tien oplossingen mogelijk.

Men heelt dus

7 w® 0% = 10

§ 8.

Hier gaal het vlak van 4 door cen gegeven punt @ en
moct y zes gegeven slralen wy, vo, s, vy, vs, snijden. Daar
eene rechte niel op zes rechten kan rusten, ig in het alge-
meen geene oplossing mogelijk, zoodsl

w o v =1,
I

Daar de lijn / van » in het algemeen nict op vijf gogevern
stralen kan rusten, is

hu g =0

Het vlak van 4 moet door een vast punl 2 gaan en y
moet vier gegeven stralen wi, vs, »s, » snijden en de rang-
punten in s en g2 hebben.

Men legt de transversaul I op vy, v, vs, v4; dan is het vlak
der ontaarding bepaald door w en . De rangpunten liggen
in de snijpunlen van 7 met s en met s2. Daar op vy, va, vs, ¥,
twee transversalen [ rusten, en iedere oplossing voor 16 te
tellen is, omndat #i, s, v, »« dubbel gesneden worden, voldoen
er 2 X 16 =32 antwoorden, dus

vyt pf =33,

Het vlak van 4 gaat weer dvor x en verder moeten drie
gogeven rechten w1, v, v gesneden en drie gegeven vlakken
o1 pz, o aangeraakt worden.

Men legl eenc rcchte I op »i, s, 45 en de snijlijn nya van
o1 en ps. Het vlak van y is dan bepaald door x en L. In
iz ligt het cene en in gy het tweede straalpunt 1. in hun

snijpunten met . Men kan pi, pe, 25 0p drie manieren twee
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aan éeén combineeren; elke rangschikking geeft #wee iransver-
salen [, elke oplossing is voor ackt te tellen, omdat w1, ve, 55
)

dubbel gesneden worden en men heeft dus 3 X 2 W 8 = 48

oplossingen, zoodal
y v p® = 48,

Weer gaat hel vlak door p; hier moeten twee rechten
v1i €n vy gesneden en vier vlakken o, 29, 3, py aangeraakt
worden. Men kan hier weer twee stellen aplossingen vinden.

Legt men / door het snijpunt P van g, g2, 05 €0 op 71 en 2z,
dan is het vlak van y bepaald door » en {. Het eene rang-
punt is het snijpunl P der vlakken o1, 20, o3, het tweede
rangpunl is het snijpunt van 7 met o Men kan pg, pe, g5, o4
op vier manicren drie aan één combineeren en elke oplossing
is voor wier te tellen, omdal » en » dubbel gesneden worden,
Men vindl dus 4 X 4 = 16 oplossingen.

Legt men [ op v, » en de snijlijnen e van g1 en pg en ngy
van gz en gy, dan is hel vlak weer door x en I bepaald. De
snjjpunten van { met #2 en na zijn de rangpunten. Men
kan g1, po, 3, o 0p drie wijzen twee aan twee combineeren;
elke rangszchikking geeft fwee lijnen [ en elke oplossing is
voor wier te tellen, omdat »1 en % dubbel gesneden worden.
Hicr vindt men dan 3 X 2 X 4 = 24 oplossingen.

In het geheel zijn er 16 + 24 = 40 oplossingen, dus

9@ v® ot = 40,

Het vlak van » gual door « en y moet ééne rechle » snijden
en vijf vlakken pi, g2, 23, pg, g5 nanraken,

Men kan de lijn ¢ van y door hel snijpunt P van g1, pe, os
rekken en op » en de snijlijn 75 van g5 en g, laten rusten.
Men kan o1, o, ps, 04, 25 Op tien manieren drie aan lwee rangschik-
ken en elke oplossing is dubbel le {ellen, omdat » dubbel
gesneden wordt.

Dus er zijn 10 X 2 = 20 oplossingen, zoodat

oy p® = 20.
1

Hel vlak gaat door u en er moelen rzes gegeven vlakken
01y P2, (3 f1y 05, p6 Aungeraakt worden.
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Men legt hier ! door de snijpunlen P van p1, po, o5 en Q
van pg, g5, ps- Hel vlak van » i3 dan door @ en [ bepaald.
De zes viakken pi, oo, g3, £4; g5, p kan men op téien wijzen drie
aan drie combineeren, zoodal er 10 oplossingen zijn en dus

% w pt = 10.

W v, De lijn { van » kan nict op zeven rechten rusten, dus

ny! =10.
##% 2. De lijn [ van » kan ook niet zes rechten snijden, dus
n ' p=0.

nv”z%  Ook kan de lijn { van » niet vijf rechten ontmoeten, dus

7 9% 0F = (.

A, Daar | ook niel tegelik op vier rechten en op de snijlijn
van twee vlakken p kan rusten, is

Y ot g% =
nv?pt,  De lin ¢ kan niel drie lijnen » snijden en levens lwee
S —

snijlijnen der vlakken g, zoodal

W e ==,

%" 2%  OQck kan de lijn ! nicl op twee lijnen » en eene snijlijn van
twee vlakken o rusten en door het snijpunt der overige drie
vliakken p gaan, zoodat

w Y, De lijn ¢/ kan niect de rechte » ontmoecten en door twee
) .
punten n.l. dc snijpunten van g1, ge, g5 €0 p4, g5, g6 gaan, dus

1,? ] p‘j ==
Y o7 Daar de lijn / niet door de snijpunilen van pi, pe, p3 €N van
01, o5y 26 kan gaan en tegelijfk in één van deze twee punten
het vlak o¢ ontmoeten, is dus
¥ /JT — ).
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OVER STELSELS VAN OO' KEGELSNEDKN EN DAARDOOR GEVORMDE
OPPERVLAEEELN.

)

§ 1.

Hier vindt men het stelsel kegelsneden, waarvan het vlak
gegeven is door de voorwaarde »® De kegelsneden moeten
vier stralen s, va, v5, v, snijden, dus gaan door de vier c_:ng-
punlen Py, Py, Py, Py van w® met vy, v, v, vy Dil stelsel i
klaarblijkelijk een bundel kegelsneden.

De bekende twee parabolen hierin vindt men, door er een
raakvlak bij te nemen cn dan de snjjlijn van dit raakvlak
mel @? naar het oneindige te laten gaan. De voorwaarde
nistpo gaf Lwee kegelsneden, die hier dus tot parabolen
worden,

De bekende ontaardingen van den bundel ziet men terug

I de voorwaarden: 5 u’st =3 en y pud st = 0.

A.Is bijzonder geval van .dezen bundel kegelsneden vindt
men een cirkelbundel, en wel als de snijpunten van » en ve
met »° in de cyelische punten van het vlak liggen. Alle
cirkels van dezen bundel gaan door Py cn Py, dus de meet-
kundige plaats hunner middelpunten is de middelloodlijn
op P; P,.

Hier vindt men een stelsel kegelsneden, waarvan het vlak

is. Alle kegelsneden gaan door de snijpunten Py, Ps, Py
van de rechien s, v, 5 met 4? en raken de snjjlijn £ van ¢
met ©% aan.

In dit stelsel zijn vier parabolen, want necmt men er een
tweede raakvlak s bij, dan ontstaal de voorwaarde P PR =l

w?
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en laal men nu de snijlijn van dit vlak o naar het oncindige
gaan, dan worden deze vier kegelsneden tot parabolen.

De ontaardingen van dil stelsel vindt men uit de voor-
waarden d 2?7 p =06 en »p*2®o=0 en dit zijn dric lijnen-
paren, die elk dubbel in rekening gebracht worden.

De meetkundize plaats van de middelpunien der kegelsnieden
zal hier eene kromme van den vierden graad zijn met vier
punten in het oneindige. De vier parabolen in het stelsel
pho*p geven wier middelpunten in het oneindige, dus de
meetkundige plaats moet ook deze punten in het oneindige
bezitlen.

LEen bijzonder geval krijgt men ook hier, door twee snij-
punten b.v. die van »1 en » met p% naar de cyclische punten
te brengen. Alle ecirkels gaan door het snijpunt Ps van »
mel p® en raken de snijlin 7 van p met »® aan. Een dezer
cirkels is M A, als A het voetpunt der loodlijn wit Ps op 7 is
en M het midden van P3 A.  Verder voldoet als grensgeval de
lijn in het oneindige met de rechte door P;evenwijdig met /;
deze heeft haar middelpunt dus in het oneindige. De mcet-
kundige plaats der middelpunten zal hicr een parabool zijn
mel M lol top en symmetriseh fen opzichte van Pj A.

Dit stelsel kegelsneden ligt weer in het vlak ©® en alle
exemplaren moeten gaan door de snijpunten P: en Ps van
#® met s en » en de snijlijnen 7 en b van z® met ;1 en
oo Aanraken,

In dil slelsel zijn #ier parabolen, want neemt men er een
derde raakvlak bij, dan ontstaat de voorwaurde p®.?,® =4
en deze kegelsneden worden [ot paraholen, als men de snijlin
van »® met dit derde raakvlak nasr het oneindige verlegt.

Men vindt hier de ontaardingen uit de voorwaarden
bty " =4 en yp*? " =4 en wel ééne viervoudige ont-
aarding van den tweeden graad en ééne viervoudige ontaarding
der lweede klasse,

De meetkundige plaals der middelpunten van de kegelsneden
in dil slelsel is eene kromme van den vierden graad met vier
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punten in het oneindige, immers de middelpunten der vier
parabolen liggen in het oneindige.

Een bijzonder geval van dil stelsel kegelsneden vindt men,
als men Py en Py in de cyclische punten legt. Kr ont:ladt
dan een stelzel ecirkels, die I; en 7 aanraken, zoodat de mect-
kundige plaats hunner middelpunten gevormd wordt door de
twee deellimen der hoeken, die & en 75 met elkaar maken,

Het vlak z® der ke crelsncden is weer bekend en alle kegel-
sneden moeten cene rechle » snijilen en drie vlakken s f1s 92, 0
aanraken; zij gaan dus door het snijpunt P van » met @7 en
raken de snijlijnen {, ls, &y, van Fin foy py INGE 22 e,

In dit stelsel vindt men de par l-l.bolen, door er een vierde
raakvlak bij te nemen, waardoor de VOO]‘“’r]dl‘de ® gt =19
ontstaat. Men verlegt de raaklijn in 2® naar het oneindige
en vindt dan #wee parabolen.

De ont‘mrdmnm van dit stelsel vindt men uit 9 v * =
en y v ® =16, dus zes ontaardingen der tweede klasse, die
echter dI‘IO dubbel getelde zijn.

Men vindt hier geen cirkelbundel als hijzonder geval, daar
er geen twee punten gegeven zijn, waardoor alle kegelsneden
moeten gaan.

Dit stelsel kegelsneden in 2% bevat alle exemplaren, dic
de snijlijnen Iy, le, Is, la van g1, po, gs, pe met 2® aanraken. Dit
is klaarblijkelijk eene schaar kegelsneden. De ecnc parabool
der schaar windl men, als men er een vijlde raakvlak bij
neemt, zoodat de voorwaarde p° s> = 1 ontstaat, en vervolgens
de snijjlijn van dit vijfde raakvlak met 2 naar het oneindige
verlegt.

De be]xendo ontaardingen van de schaar vindt men terug
nit Jpdot =0 en yudt=3, dus de drie ontaardingen der
tweede klasse.

Ock hier vindt men geen cirkelbundel als bijzonder geval.
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De kegelsneden, waarvan de vlakken door twee gegeven
punten, dus door eene gegeven rechte w? gaan, en die vijf
stralen »1, v2, v3, %4, »5 snijden, vormen een oppervlak van den
achtsten graad. Immers zoekt men het aanlal snijpunten van
dit oppervlak met eene willekeurige rechte, m. a. w. het aantal
kegelsneden, dal voldoet aan 225 dan is dit aantal acht.

De gegeven rechte n? zal eene zesvoudige rechte ap dit
oppervlak zijn. Legt men nl. een willekemig vlak door e
dan vindt men daarin, behalve de rechte w2 slechls ééne
kegelsnede, die de vijf rechten w1, ve, vs, v, vs ontmoet. Daar
de doorsnyding in dit vlak van den achtsten graad is, moet
#? zesmaal tol het oppervlak behooren. Uit eenig punt van 2
zullen dus zes kegelsneden van dil stelsel gaan; hiernit vindt
men cene vroeger gevonden waarde terug, nl. Pusf =8,

Dan volgt hieruit, dat de kegelsneden, die voldoen aan de
voorwaarde P o', dus door een gegeven punt gaan, vier
stralen snjjden en hun vlak docr een bepaald punt zenden,
een oppervlak varmen van den zesden graad. Op dit opper-
vlak zal Py eene viervoudige rechte zijn; want legt men
eenig vlak door P u, dan vindl men daarin, behalve de rechte
P, slechts ééne kegelsnede, welke door vijl' punten gaat.
De doorsnede is van den zesden graad, dus de rechte P
moet viermaal lol het oppervlak behooren.

Het punt P zal op deze rechie een vijfvoudig punt zijn,
omdal de eene kegelsnede er ook nog door gaat.

Uit elk punt van P gaan dus wier kegeleneden van dit
stelsel, zoodal men hier weer terugvindl P2 o1 = 4.

De kegelsneden, die voldoen aan de voorwaarde P? %, dus
door twee punlen gaan en drie slralen snijden, vormen der-
halve een oppervlak van den vierden graad. Hierop is Py s
eene dubbelrechte, omdal een willekeurig vlak door Py P, als
doorsnede behalve Py Py slechts ééne kegelsnede bevat. De
punten Py en Pp zijn drievoudige punten op dit oppervlak,
daar deze ¢éne kegelsnede ook door beide punten gaal.

Op de zesvoudige rechte 12 van het oppervlak, gevormd
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door de kegelsncden, dic aan de voorwaarde #* #* voldoen,
vormen die kegelsneden cene verwanlschap, waarin met elk
punt der eene reeks zes punten der andere overcenkomen,
Deze (6, 6) bevat 12 coineidenties; dus vindt men hier Lerug,
dat T »* =12 is, want eclke coincidentie geeft aan, dat eene
kegelsnede raakt aan w2

Op dit oppervlak vindt men ook rechte lijnen, gevormd
door de ontaarde kegelsneden, Omdat n.l. d > =90 en
@55 =10, liggen er 20 ontaardingen van den tweeden graad
of 40 enkelvoudige rechten op dit oppervlak.

Ook de rechten v, s, vs, ¥4, ¥5 liggen op het oppervlak, daar
zj door alle kegelsneden gesnoden worden. Zij zijn enkel-
voudig, want een willekeuriz vlak door ©* zeeft slechts ééne
kegelsnede, die haar snijdt.

Een willekeurig vlak & snijdt het oppervlak in eene kromme
van den achlslen graad met een zesvoudig punt L, den door-
gang van @ met de sesvoudige rcchte »% De klasse dier
kromme zij k dan is k= (s — 1) —235--3 %, waarin »
den graad der kromme, 5 haar aantal dubbelpunten en % haar
aantal keerpunten voorstell. Omdat het zesvoudige punt L
tell voor Y2 X 6 3 5 dubbelpunten en er verder gecne dubbel-
of keerpunten zijn, is k=8 X 7 — 6 X b =926, Uit het zcs
voudige punt L gaan naar deze kromme dus nog 26 —2 X 6 =14
raaklimen. Aan het vlak o zullen dus 14 kegelsneden van
het stelsel moeten raken en omdat ¢ geheel willekeurig ge-
nomen is, vindl men hier terng, dat »*:% ;= 14 is.

Er zullen 14 parabolen op dit oppervlak liggen, want legt
men het vlak ¢ in het oneindige, dan worden de 14 kegel-
sneden, dic @ aanraken, tot parabolen.

De meetkundige plaals der middelpunten van de kegel-
sneden in het stelsel (x%+9) is eene ruimlekromme van den
14en graad; immers er liggen 14 punten in het oneindige.
Elk vlak door w® geell slechts ééne kegelsnede door vijf punten,
dus ¢én punt der meetkundige plaals buiten 1% Dus p?
wordt 13 maai door deze ruimtekromme gesneden.
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De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormen
een oppervlak van den 14den graad, Immers het asnial snij-
punten van dit oppervlak met eene rechle wordt bepaald
door de waarde van »?:%; en deze is 14.

De rechte p? is eenc [IEHVGUO{IC’P rechie pr dif oppervlak.
Legt men nl. ecn willekeurig vlak door u2, dan liggen, be-
halve »? in dat vlak twec kegelsreden, die door de vier
snijpunten met w1, s, v, vy gaan en de snijliin mel p aanraken,
Daar de doorsnijding van den graad 14 is, most z2 tienvoudig
zijn. Uit elk punt van @? gaan dus 10 kegelsneden van dit
stelsel, waaruit meun terugvindt, dat Py »1 p =10 is.

De kegelsneden, die voldoen aan de voorwaarde P 4?5,
vormen dus cen oppervlak van den tienden graad mel eenc
zesvoudige rechte P, omdat een vlak door P w behalve deze
rechte twee kegelsneden bheval en de doorsnede van den
tienden graad moct zijn.

Uit elk punt van de rechte P u gaan dus zes kegelsneden
van dil stelsel, waarnil weer volgt, dal P23, is.  Dus
de kegelsneden, die voldoen aan de voorwaarde P2 .2 2, Yorinen
een oppervlak van den zesden graad met een dubbelrechle
Pi Ps, want cen vlak door Py I% bewl, behalve deze rechie,
nog twee kegelsneden, en de doorsnijding moet van den graad
zes zim. De punten Py en Py zijn dan viervoudige punten
ap dit oppervlak, omdat de beide kegelsneden ook door Py
e Pz gaan.

Op de tienvoudige rechte u* van hel oppervlak (2% 4' )
bepalen de kegelsneden eene verwantschap (10, 10). Deze
heeft 20 coincidenties, zoodal 22 door 20 kegeolsneden wordt
aangeraakt, waaruil men terngvindt, dab T »* p = 20 is.

Op dit oppervlak liggen ook rerhte lijrwn, gevormd door de
ontaarde kegelsneden in het stelsel w2 5t 5. Omdat 5 22 »* y— 34
en yw’y p=0, vindt men hmr 24 ontadnhngen \-'_an den
tweeden graad, dus 34 rechle ljuen, omdat elke figuur & in
het genoemde aantal voor eene dubbele oplossing is gerekend.

Ook de rechien s1, »9, v, 24 liggen op dil oppervlak, omdat
alle kegelsneden op hen rnsten. Zij zin evenwel dubbel-
rechten, oindal een vlak door u? Lwee kegelsneden bevat,
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die w1, va, v3, 24 snijden. Door elk punt van vy, v, »y, vy gaan
dus twee raakvlakken aan het oppervlak.

Hel oppervlak, dat gevormd wordt door de kegelsneden,
die aan deze voorwaarde voldoen, is van den graad 24, omdal
@l vt o = 24,

Een willekenrig vlak door w? geefl wier kegelsneden, die
door de drie snijpunten mel »i, 22, 73 gaan en deo snijlijnen
met p1 ¢n ps aanraken. Daar de doorsnede in dit vlak van
den graad 24 is, moet x? eene zestionvoudige rechte op dit
oppervlak zijn. Uil elk punt van w2 gaan dus 16 kegelsneden,
waarnit men lerugvindl, dat P 2?5 = 16 is.

De kegelsneden, die aan de voorwaarde P s »2 »* voldoen,
zullen dus een oppervlak van den graad 16 VOrmen, waarop
Pz eene achtvoudige rechte is. Immers in een vlak door
I o liggen, behalve P p zelf, vier kegeleneden door drie punten,
die lwee rechten aanraken. Uit elk punt van Py gaan dus
acht kegelsneden van dit slelsel, waaruit volgt dat P? .2 R
=8 is.

De kegelsneden met de voorwaarde P?y 52 vormen dus cen
oppervliak van den achtslen graad. Omdat in een vlak door
P1 P2 vier kegelsneden liggen en de doorsnijding van den graad
acht is, ligt de rechte Py Ps aiet op dit oppervlak. De punten
Py en Py zijn echler viervoudige punten op dit oppervlak,
want i elk vlak door Py en P: gaan vier kegelsneden door
beide punten.

De rechlen s, vz, 75 zijn viervoudige rechten ap het opper-
vlak (277%0%). Immers in een vlak door w?liggen vier kegel-
sneden, die deze rechten snijden.

Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, gevormd
door de ontaarde kegelsneden van het slelsel 24 g% Deze
vindt men uit §p»% 0? =924 en yu®s P =16 en dil zijn
zes viermaal getelde ontaardingen van den tweeden graad en
twee achtmaal getelde ontaardingen der tweede klasse. Op
dit oppervlak liggen dus nog 12 -} 2= 14 rechie lijnen.
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Op de 16-voudige rechte x® vormen de kegelsneden van
het slelsel w®+°0® eenc verwantschap (16, 16). Deze heelt
32 coincidenties, doch deze zijn niet alle raakpunien voor
kegelsneden. Op dit oppervlak liggen nl. ontaardingen der
lweede klasse, die op w? rusten en dus g? in twee samen-
vallende punlen snijden. Daar echter geen rangpunt van deze
antaardingen op p* ligt, is dus u* geene raaklijn der figuur.
Om dus hel aantul kegelsneden te vinden, dat asan 2 raakt,
mocet men van de 32 eoincidenties aftrekken de 16 coinciden-
ties, ontstaan uit de snijding van x? met de ontaardingen
der lweede klasse. Dus p* is raaklim voor 16 kegelsneden,
waarnit men terugvindt, dat T s% »? = 16 is.

3

Daar w?® p% = 24, is hel oppervlak, gevormd door de kegel-
sneden, die aan de voorwaarde w©?»?,:° voldoen, van den
24sten grga.

Dil oppervlak bevat ® alg zestienvoudige rechte, wanl in
een vlak door p* liggen wier kegelsneden door de snijpunten

mel » en ye, die de snijliinen mel g1, g0, p3 aanraken, Daar

de doorvsnede van den graad 24 is, moel »? 16-voudig zijn.
Uit elk punl van @* gaan dus 16 kegelsneden van dit stelsel,
zoodat P p »® p? = 16.

De kegelsneden met de voorwaarde Py o® vormen dus
eent oppervlak van den zestienden graad. Dit bevat de achl-
voudige rechte P, omdat in een vlak door Pz, behalve deze
rechte, vier kegelsneden liggen en de doorsnede van den graad
zestien 1s, Uit elk punt van P » gaan dus aché kegelsneden
van dit slelsel, woodat P2y p® =8,

De kegelsneden mel de voorwaarde P? ¢® vormen dus cen
oppervlak van den graad 8, waarop de rechle Py Ps nief ligt,
wanl een vlak door Py Ps geefl als doorsnijding »éer kegel-
sneden.  De punlen Py en Pa zijn echter viervoudige punten
op il oppervlak, want in eenig vlak daor Py en P, liggen
vier kegelsneden door deze heide punten.

Op het oppervlak (2*2? %) zijn v en s viervoudige rechten,
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omdal in een vlak door w? vier kezclsneden liggzen, die op
¥ en g ruslen.

Ook liggen er nog rechlen op dit oppervlak, alkomstig van
de onlaardingen in dit stelsel en deze vindt men uit & R g?
=8 en yp?y? > =24 Dit zijn echter ééne ontaarding
van den tweeden graad, die achtmaal in rckening is gebracht
en zes ontaardingen der tweede klasse, dic elk voor vier
geteld moeten worden. Dan liggen cr dus 2 -|- 6 = 8 rechten
op dil oppervlak.

Op de zestienvoudige rechte 2 vormen de kegelsneden van
dit stelsel 22 5* cene verwantschap (16, 16), die 32 coinci-
denlies heeft. Hieronder zijn ook de suijpunten van w»? met
de ontaardingen der tweede klasse en dit zim er 24. Daar
©* hiervoor geene raaklijn is, omdat geen gtraalpunt op p?
ligt, zin er maar aché kegelsneden, die ©? aanraken. Daaruit
vindt men terug, dat T :? 2 =8 is.

De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormen
een oppervlak van den zestienden graad, omdat w? 5% 3* = 16,

In ©® heeft dil oppervlak ecne [2-voudige rechle, omdal
een vlak door u* als doorsnede, hehalve @?, nog twee kegel-
sneden beval, die door een punt gaan en vier rechten raken.
Uit elk punt van w2 gaan dus 12 kegelsneden van dit stelsel,
zoodat men terugvindt, dat P oy ot = 12 i,

De kegelsneden, die aan de voorwaarde P o* voldoen,
vormen een oppervlak van den twaalfden graad met de acht-
voudige rechte P . Tmmers in een vlak door P w liggen,
behalve deze rechte, nog twee kegelsneden. Uit elk punt
van P o gaan dus 8 kegelsneden, waaruit opnicuw volgt, dat
2 h =R s,

De rechte » iz eene dubbelrechte op het appervlak (2 » Ll
wanl in eenig vlak door z? liggen twee kegelsneden, die beide
op » rusten.

Verder liggen er op het oppervlak nog rechte lijnen, die
atkomstig zijn van de ontasrdingen in dit stelsel. Doze vindt
men uit J gy pt =10 en yp?y o' =20 en wel alleen 10 onl-
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aardingen der tweede klasse, die elk lweemaal in rekening
waorden gebracht. Dus door w? gaan 10 vlakken, die het
oppervlak langs eene rechte raken.

Op de 12-voudige rcchte »? vormen de kegelsneden eene
verwantsehap (12, 12), dus met 24 coincidenties. Hieronder
ziiln er 20, afkomstiz van de 20 ontaardingen der tweede
klasse en die niet meetellen voor raakpunten. Er zijn duos
vier kegelsneden, die »® aanraken, waaruit opnieuw volgt, dat
Typ*=4 is.

De kegelsneden vormen hier een oppervlak van den achi-
sten graad, omdal p?» =S8,

In ©® heeft dit oppervlak ecne zesvoudige rechie, omdatl
een vlak hierdoor, behalve u2 slechis ééne kegelsnede beval,
die aan vijl rechten raakl. Uit elk punt van z? gaan dus
zes kegelsneden van dit stelsel, waaruit men terugvindt, dat
Pup=6 i

Op het oppervlak (¢?,% liggen rochte lijnen, atkomstig van
de ontaardingen in het slelsel. Deze vindt men uit 3 pd gt =
en # w” ;7 =10, dus 10 enkelvoudige ontaardingen der tweeds
klasse.

Fen willekeurige doorsnede van hoet oppervlak met een vlak
@ is eene kromme van den graad 8 met een zesvoudig punt
L. Dit punt is het snijpunt van de zesvoudige rechte 2 met
¢. Deze kromme is dus van de klasse 8 X 7 -— 6 X 5 = 26
en het aanlal raaklijnen uit L aan deze krowmme is dus
26 — 2 X 6 =14. Maar hieronder zijn 10 oneigenlijke raak-
lijnen, want de 10 ontaardingen der {weede klasse geven in
¢ ook twee samenvallende punten. Dit zijn in het alzemeen
geene raaklijnen voor dic ontaardingen, want hare slraalpunten
liggen in het algemeen niet in ©. Dug ¢ wordl door vier
kegelsneden aangeraakt en men vindt hier dus terug, dat
p® i =4 is.

Op de zesvoudige rechte »? van het oppervlak (1% 2%) be-
palen de kegelsneden eenc verwantschap (6, 6) met 12 coin-
cidenlies. De tien ontaardingen der tweede klusse op dit
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opperviak geven wel coineidenlies, doch geene raakpunten,
zoodat p? moar door fwee kegelsneden wordl aangeraakt,
waaruit men terugvindt, dat T »°*=2 is.

De kegelsneden, waarvan hel vlak door cen gegeven punt
# gaal en die 7zes gegeven rechlen vy, ve, v, vy, v5, v5 Shijden,
vormen een opperviak van den 3/4sten graad, omdat het aantal
snijpunten van dit oppervlak met ecenc rechte 34 is: immers
m = 34,

Op dil oppervlak liggen w1, vs. v, v, 45, 4 als zesvoudige
rechten, wanl uit eenig punt P op » gaan zes kegelsneden
van dit stelsel, omdat P 2®* =6 is.

Verder liggen op dil oppervlak rechte lijnen, die alkomstig
ziin van de ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt
men uit Jpy® =70 en 4 u+*=20; de 70 ontaardingen van
den tweeden graad leveren 140 rechlen op dit opperviak.

De meetkundige plaals der kegelsneden, die door een punt P
gaan, vier rechten y1, vu, 3, 4 snijden en waarvan het vlak door
gaat, is ecn oppervlak van den zesden graad. Immers P 2 »* =6,
dus het oppervlak geelt zes snijpunten met ecene rechte,

Elk der rechten ui, #s, v3, v4 is eene enkelvoudige rechte op
het oppervlak (P %), omdat uit elk van haar punten slechis
¢ene kegelsnede van dit stelsel gaat. Legl men n.l. een vlak
door P, door cen punt P* van » en door g, dan ligl daarin
slechts ¢ééne kegelsnede door P, P’ en de snijpunten van dil
vlak met v, 23, 4.

Ock liggen er ontaardingen op dit oppervlak, want legt
men cene rechte ¢ uit I op i, », en vervolgens een vlak
door x en ¢, dan vormt de verbindingsliin van de bheide
snijpunten van dit vlak met »; cn » de tweede rechie # van
een lijnenpaar, dat voldost. Daar er zes combinalies van de
vier rechlen zijn te maken, vindt men dus zes ontaardingen
van den tweeden graad op dit oppervlak; hierop liggen dus,
behalve »i, »2, v3, »4, nog 12 rechte lijnen.
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De kegelsneden, die vijif rechten s, ss, V3, ¥4, ¥5 snijden, een
vlak p aanraken en haar vlak door w zenden, vormen cen
oppervlak van den graad 52, omdat x »° ; =52 is,

De rechien s, vs, vs, vy, »5 zijn tienvoudige rcchlen op dit
oppervlak, want uit eenig punt op een dezer rechtcn gaan
tien kegelsneden van dit stelscl, omdat P o »* p=101is.

Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, die af-
komstig zijn van ontaarde kegelsnoden. Deze vindt men uit
dpy®p =100 en y x> p = 0. Er liggen 50 dubbelgetelde
ontaardingen van den tweeden graad, dus 100 rechten op dit
oppervlak.

De meetkundige plaats der kegelsneden, die door een punt
P gaan, drie rechten »1, », » snijden en een vlak » aanraken,
terwijl haar vlak door w gaat, is een oppervlak van den tienden
graad, omdat P p »* p = 10 is.

Elk der rechlen s1, v, v5 is eene dubbelrechte op dit opper-
vlak, omdat uit elk harer punten twee kegelsneden van dit
stelsel gaan. Legl men n.l, een vlak deor P, door een puni
P’ van v, en door u, dan liggen daarin fizee kegelsneden door
vier punten, die cene rechte aanraken.

Er liggen ook ontaardingen op het opperviak (P p »° o).
Legt men nl. cene rechte ¢ uit P op v en s, vervolgens
het vlak door x en ¢ en verbindl men het snijpunt van dil
vlak en »; met den doorgang van ¢ op g, dan vormt deze
verbindingslijn met ¢ eene ontaarding van den Lweeden graad,
die voldoet. Men vindt drie combinaties van de drie rechlen »
twee aan -één, dus dit geelt drie lijnenpuren of zes rechlen
op dit oppervlak.

De kegelsneden, die aan deze voorwaarden voldoen, vormen
een. oppervlak van den 76sten graad, omdat g v p? == 76 is.

De rechten w1, vs, v, v zijn 16-voudige rechten op dit opper-
vlak, want uil eenig punt op » gaan 16 kegelsneden van dit
stelsel, omdat P 2 »? o2 = 16 is.

Verder liggen op dit opperviak nog rechie lijnen, die af-
komslig zijn van de ontaardingen in dit stelsel. Deze vindt
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men uil d uv* p* = 68 en y w »! p2 = 32. Dit zijn 17 vier-
maal getelde lijnenparen en twee 16-maal getelde ontaar-
dingen der (weede klasse. Dit geefl dus samen 34 = e
rechte lijnen op het opperviak,

De kegelsneden, die door een punt P gaan, twee rechten
v en »y snijden, twee vlakken s en pe aanraken en haar vlak
door p zenden, vormen een oppervlak van den graad 16, om-
dat P p »* p? = 16 is.

De rechten » en »» zijn viervoudige rechten op dil opper-
vlak, want uit elk van haar punten gaan wier kegelsneden van
dit stelsel. Legt men nl. een vlak door P, door een punt P’
van i, en door g, dan liggen daarin vier kegelsncden, die
door dric punten gaan en lwee rechten asnraken.

Er liggen ook ontaardingen op dit oppervlak (P @ ¥* o%),
want legt men cene rechte ¢ uit P op » en op de snijlijn s
van pc en ps, vervolgens een vlak door z en £ en zoekt dan
het snijpunt Q van » mel dil viak, dan vormt de verbindings-
ljn van Q) met het snijpunt van ¢ en #;» de tweede rechie #’
van cen lijnenpaar, waarvan ¢ de andere rechteis. Zoo vindl
men er nog een, dus er liggen twee lijnenparen of vier rechten
op het oppervlak.

Ock iz er cene ontaarding der (weede klasse. Legt men
n.l. de rechte ¢ uit P op 1 en s, dan voldoet deze als dubbel-
rechte, waarvan het vlak door x en ¢ bepaaldis. Ilare rang-
punten liggen in de doorgangen van ¢ op s en ps. Langs
haar ligt een raakvlak door p aan het oppervlak.

Dit stelsel kegelsneden vormt een oppervlak van den graad
72, omdat p #* 0° = 72 is.

De rechten »1, v, »5 liggen er op en zijn 16-voudig, omdat
uit een willekeuriz punt van » zestien kegclsneden gaan:
immers P g »% o® = 16.

Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, afkomstig
van de ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt men
uit ¢ wv® > =94 en y uv? 9* = 48 en wel drie achtmaal
getelde ontaardingen van den tweeden graad en zes achtmaal
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getelde ontaardingen der tweede klasse. Er zijn dusg samen
6 + 6 = 12 rechten op dit oppervlak.

De kegelsneden, dic door een punt P gaan, eené rechtc v
snijden, drie vlakken pi, g, g5 aanraken en hun vlak door e
laten gaan, vormen een oppervlak van den graad 16, omdat
P ®p® = 16 1s.

De rechle » is eene viervoudige rechte op dit oppervlak,
want uit elk van haar punten gaan wier kegelsneden van dit
slelsel.  Tmmers, legt men een vlak door P, door een punt
P’ van » en door w, dan liggen daarin vier kegelsneden door
twee punien, die drie rechten aanraken.

Er liggen ook ontaardingen op dit oppervlak. Verbindt
men het snijpunt Q van de vlakken g, 23, 03 mel I door eene
rechte 7, legt daarna het vlak door w en ¢ en zocki het snij-
punt B van dit vlak met », dan vormt de rechte R Q mel #
cen lijnenpaar dat voldoet. Er liggen dus twoe rechten op
dit oppervlak.

Legt men uit P de transversaal # op » cn op eene snijlijn /
van twee der vlakken p, dan voldoet ¢ als ontaarding der
[weede klasse, waarvan het vlak door p eh ¢ bepaald is,
Hare rangpunlen liggen op 7 en in het derde raakvlak. Zoo
vindt men er drie, dus cr liggen nog drie rechten op dit
oppervlak.

Zoekt men de kegelsneden, die raken aan eene rechte L
drie stralen vy, »s, s snijden en haar vlak door w zender, dan
vormt dit stelsel (T 2 +°) cen dubbelvlak als ontaarding van
een quadratisch oppervlak. Immers zoekt men het aantal
kegelsneden van dit stclsel, dat cene rechie snijdt, dan is dil
aantal twee volgens de waarde van 1" » »* Dexe rechte heefl
dus twee punten mel dit vlak {z, T) gemeen en het vlak is
dus een dubbelvlak.

Dit stclsel kegelsneden vormt ecn oppervlak van den
graad 48, omdat u 2% 3* = 48 is,
De rechten » en » liggen er op en zijn twadlfvoudig, omdat
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uit een willekenurig punl van » of » 12 kegelsneden gaan;
immers P u » g* = 19,

Verder liggen op dit oppervlak rechte limen, afkomstig van
de ontaarde kegelsneden in dil stelsel. Deze vindt men uit
o pt =0 en yp® o' =40 en wel tien viermaal getelde
ontaardingen der tweede klasse. Er liggen dus tien rechten
op dit oppervlak.

De kegelsneden, die door een punt P gaan, vier vlakken
1y 20 psy pa aanraken en haar vlak door w ?enden. vormen
een oppervlak van den graad 12, omdat P » » pt =12is. Op
dit oppervlak liggen geene lijnenpouen, omdat Py P2y P8y P4
elkaar niet in één punt snijden.

Wel liggen er onlaardingen der tweede klasse op, want
legt men de transversaal ¢ uit P op de snijliinen s en Iy
van pi en ps en vam pg en g, dan voldoet ¢ als ontaarding
der tweede klasse, waarvan het vlak bepuald is door ¢ en iy
en de rangpunten liggen in Ls en lsi. Daar men drie zulke
ontaardingen der tweede klasse vindt, geeft dil drie rechten
op het oppervlak.

Ook is eene rechie £ mogelifk nit P naar het snijpunt
van drie vlakken p; deze ontaarding der tweede klasse voldoet,
want haar vlak is bepaald door » en ¢ en hare rangpunlen
liggen in Q en in het vierde vlak p. Omdal men vier zulke
ontaardingen vindt, geeft dit nog wier rechten op het oppervlak.

Zoekt men dc kegelsneden, die raken uan eene rechte i
aan een vlak g, twee stralen v en » snijden en waarvan het
vlak door p gaat, dan vormen deze een viervoudig vlak als
ontaarding van ecn biguadratisch oppervlak. Immers zoekt
men het aantal kegelsneden van dit stelsel (T u »* ), dat
eene rechte snijdt, dan is dit aantal vier, omdal T g » =4 is.
Deze rechte heeft dus vier punten met het viak (4, T) gemeen,
dus (= T) is een viervoudiz vlak.

Het stclsel kegelsneden, dat hiera aan Voldoet vormt eeh
oppervlak van den graad 24, omdal u 2 o
De rechte » ligt hierop en is zesvou{he, immers uit elk
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harer punten gaan zes kegelsneden van dil stelsel, omdat
P o® =6 is.

Op dit oppervlak liggen nog rechte lijnen, afkomstig van
ontaarde kegelsneden. Deze vindt men uit 3 u v PP =0 en
u v p? = 20 en wel lien dubbelgetelde onlaardingen der [weede
klasse. ELr liggen dus op dit oppervlak tien rechle lijuen.

Zoekt men de kegelsneden, die raken aan eene rechte L
aan lwee vlakken s en pe, die eens rechle » snijden en haar
vlak door w zenden, dan vormi dit stelsel (T 2 » 0% een vier-
voudig vlak als ontaarding van een biguadratisch oppervlak.
Immers zoekf men het aantal kegelsneden van dit stelsel, dat
eene rechite snijdt, dan is dit aantal vier volgens de waarde
van T w»® g% Elke rechte snijdl dit vlak in vier punten,
dus genoemd vlak is viervoudig.

Dit stelsel kegelsneden vormt een oppervlak van den graad 12,
omdat @ » p® = 12 is.

Op dil oppervlak liggen rechte lijnen, afkomstig van de
ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt men uit
g’ =0 en yzp" =10, dus alleen tien enkelvoudige onl-
aardingen der tweede klasse. I liggen dus lien rechten op
dit oppervlak.

Zockt men de kegelsneden, die raken aan een reechile /, aan
drie vlakken g1, pe, ps en waarvan het vlak door p gaat,
dan vorml dil stelsel T x (* een dubbelvlak als ontaarding
van een (uadralisch oppervlak. Want zockl men het aantal
kegelsneden van dil stelsel, dal eene rechte snijdt, dan is dit
aantal #wee volgens de waarde van Tz v »°. Elke rechte
snijdt hel vlak (T, ») dus in twee punten, zoodat dezc meet-
kundige plaats een dubbelvlak is.

§ 4.
De kegelsneden, die op zcven rechten rusten, vormen een
oppervlak, waarvan men den graad weer bepaalt uit het aan-
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tal snijpunlen met eene rechte. Deze graad is de waarde
yan »%, dus 92.

De zeven rechlen wm, va, vs, wy, ¥8y ¥5, 71 Worden door alle
kegelsneden gesneden, liggen dus op dit oppervlak, Alle zijn
18-voudig, want P %= 18, dus uit elk harer punten gaan
18 kegelzneden.

Verder liggen er nog rechten op dit oppervlak, die alkomstig
zijn van de ontaarde kegelsneden uit dit stelsel. Deze vindt
men uit ¢ ¥ = 140 en 4 »* =0, dus 140 lijnenparen. Deze
geven echter 70 dubbelgelelde en 140 enkelvoudige rechten,
want elke (ransversaal op vier der zeven rechten wordt door
twee transversalen op haar en op de overige drie rechten tot
twee kegelsneden aangevuld,

Zoekt men de kegelsneden, die door een punt P gaan en
vijl' rechten i, vs, vs, 24, »5 snijden, dan vormen deze een opper-
vlak van den graad 18, omdal P »¢ = 18 is.

Neemt men op een van de rechten », va, ¥s, Y4, ¥5 €enig punt
P’, dan gaan daardoor wier kegelsneden van dit oppervlak
(P +%), omdat P? vt = 4 is. Dus elk van die vijf rechten is vier-
voudig op dit oppervlak.

Legt men door ' ecne rechte ¢ op twee der vijl' stralen
Y1y Y2y ¥3, 24, ¥5, dan wordt deze door twee transversalen op
enl de overige drie stralen aangevuld tot twee ontaarde kegel-
sneden. Voor elke combinalie vindl men dus ééne dubbele
rcchte en twee enkelvoudige rechten op dil oppervlak, Daar
men y, ¥, ¥4, ¥4, ¥5 0p 10 manieren lwee aan drie kan com-
bineeren, zijn er 10 dubbelec en 20 enkelvoudige rechten op
dit oppervlak.

Men vindt ock nog 20 enkclvoudige rechlen, als men ap
vier der vijf stralen » cene transversaal # legt en uit P eene
transversaal op ¢ en op de vijfde rechte ». Men vindt n.l
vijf combinaties vier aan één van Vi, Yo, ¥4, Y1, v5 en telkens
ftwee lransversalen op vier rechten, dus 10 lijnenparen of
20 rechten.

Legt men cen vlak door P cn v, dan ligh daarin de vier-
voudige rechte sy; vier dubbele rechten, omdat men uit P
eene rechte naar elk der vier doorgangen van s, v, v, 5 kan
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trekken en deze dubbel te tcllen is, daar zij lot fwee ontaar-
dingen van den twceden graad behoort; twee enkelvoudige
rechten door P, nl. de rechten, die door P gaan, op » rusten
en de twee transversalen op e, vs, 54, 5 ontmoeten; cindelijk
de kegelsnede door P en de doorgangen van Yz, Y3y Yiy Y5 OP
het vlak (P ), welke echter dubbel te tellen is, omdat zij»
tweemaal snijdt. Zoo vindt men ook, dat de graad van het
oppervlak (P +?) is 4 + 8 4+ 9 -} 4 = 18,

Het punt P is een twaalfvoudig punt op dit oppervlak, want
als men lst op de doorsnifjding in het vlak (P »), dan gaan
door P vier dubbele rechten, twee enkelvoudige rechten en de
dubbel te tellen kegelsnede.

Ock ziet men gemakkelijk, dat de doorgangen van ve, vs, ¥4, v3
op het vlak (P ) viervoudige punten zijn, want door elken
doorgang gaal eene dubbele rechie en de dubbel le lellen
kegelsnede.

De kegelsneden, dic op zcs gegeven stralen v, v, v4, v4, vs, ¥
rusten en een gegeven vlak , aanraken, vormen ecn opper-
vlak van den graad 116, omdat »7 o = 116 is.

De rechten s, va, ss, 4, v5, v liggen op dit oppervlak, omdal
zij door alle kegelsneden gesneden worden. Alle zijn 24-voudig,
want P 27 o = 24, dus uit elk harer punten gaan 24 kegelsneden.

Verder liggen er nog rechte lijnen op dil oppervlak, af-
komslig van de ontaardingen in dit stelsel. Deze vindl men
uit 9% p =140 en % +%p=0; dit zijn echter 70 dubbel-
getelde lijnenparen, omdat p door haar dubbelpunt gaat. Dus
er liggen 140 rechten op dit oppervlak.

De kegelsneden, die door een punl P gaan, vier rechlen
s1y v2y 735 ¥4 Snljden en een vlak p aanraken, vormen een opper-
vlak van den graad 24, omdal P »® p = 24 is. Neemt men op
een der vier rechten » eenig punl P, dan gaan daardoor zes
kegelsneden, omdal P® % 5 = 6 is. Dus s, v, v3, »1 zijn zes-
voudige rechlen op dit oppervlak.

Legt men uit P eene rechte ¢ op twee der vier rechten Vs
dan snijdt ¢ hel vlak p in een punl Q. Uit Q trekt men de
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transversaal # op v en v, dan vormt ¢ met 7 sen lijnenpaur
van dif stelsel. Daar men vier stralen Op zes maniercn twee
aan twee kan rangschikken, geefl dit zes liimenparen, dus 12
rechten op dit oppervlak.

Verder kan men eene transversaal ¢ leggen op s, vo, v, vu;
vervolgens het snijpunl van # en p verbinden met P, dan
vormt deze rechte met ¢ een lijnenpaar. Er zijn twee trans-
versalen op vier rechten, dus twee lijpenparen, dus licgen er
nog vier rechlen op dit opperviak.

Legt men een vlak door P ar »1, dan ligt daarin de zes-
voudige rechte »¢; drie dubbele rechten uit P naar de door-
gAlgen van vy, v, v mel het vlak (P »); twee dubbele rechten
door P, die op de beide lransversalen van V1, va, vs, ¥4 rusten
e g in het snijpunt met clk dezer transversalen ontmoeten;
eindelijk de beide kegclsneden door P, dic v, vs, vy snijden en
¢ aanraken cn die dubbel te tellen zin, omdat zij v dubbel
snijden.  Ook zoo vindt men, dal de graad van het oppervlak
(Potp) 646441 8—94 is,

P zal een l4-voudig punt zijn van deze doorsnijding in
(P 21), want door P gaan drie dubbele rechten naar de door-
sAllgen van v, vg, v4 met (P ); verder wee dubbele rechlen
op de beide transversalen van Y1y 72y 43y 24 €n de beide dubbel
te tellen kegelsneden.

De doorgangen van s, gy vo mel het vlak (P ) blijken hier
zesvoudige punten te zijn, want door jeder gaat ¢éne dubbele
rechle en (wee dubbel te tellen kegelsneden.

De kegelsneden, die op vijf rechlen rusten en twee viakken
aanraken, vormen een opperviak van den graad 1928, omdat
Yoo == 08 G

De rechten sy, 5, 45, vy, v liggen op dit oppervlak en Zijn
28-voudig, want P ! ;2 == 28, dus uit elk harer punten gaan
28 kegelsneden van dit steleel.

Verder liggen er nog rechien op dil. oppervlak, afkomstig
van de onlaardingen in dit stelsel. Daar a° 2 =80 en
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y° 2 =0, vindt men 20 viermaal getelde lijnenparen, dus
veertig rechten op dit oppervlak.

De mectkundige plaals der kegelsueden, die door een punt
P gaan, drie stralen vy, vo, v snijden en [wee vlakken o1 en pg aan-
raken, is een oppervlak van den graad 28, omdat P vt = 98 is.
Elk der stralen » is eene 8-voudige rechte daarop, omdal door
el harer punten 8 kegelsneden van dit stelsel gaan, immers
P2 g [2 —

De transversaal ¢ uit P op » en de snijlijn I van ¢; en p
wordt door de rechle uit het snijpunt van / en / rustend op 2
en »y tot eenc ontaarde kegelsnede aangevuld. Er zijn zoo drie
kegelsneden, dus zes rechte lijnen op dit opperviak (D »* %),

Legt men eene lransversaal £ op u1, ve, »5, 1 en dan uit het
snijpunt van ¢ en I cene rechte (' naar P, dan vormt £ met
t een IL]nenpaar, dat voldoet. Er zijn twee [ransversalen op
vier rechien, dus twee zulke lijnenparen of vier rechlen op
dit oppervlak.

Legt men een vlak door P en », dan ligt daarin de acht-
voudige rechie »i; ééne viervoudige rechte rustend op » en
gaande door P; eindelijk vier kegelsneden door drie punten,
die twee rechten raken en die dubbel te Lellen zijn, omdat
z] »1 dubbel gnijden. Ook zoo vindt men voor den graad
van het oppervlak (Ps® %) 8 44 4 16 = 28.

Op dit oppervlak is P een 12-voudig punt, want als men
let op de doorsmijding in hel viak (P ), gaan door P ééne
viervoudige rechte en vier dubbel te tellen keg‘elcnedeu De
doorgangen van vlak (P ) met » en v zijn 8-voudige punten,
wanl door elk gaan vier dubbel te tellen kegelsneden.

2

De kegelsneden, die op vier rechten vy, vs, v, 24 rusten en
drie vlakken o1, o, g3 aanraken, vormen eccn oppervlak van
den 104em graad, omdat »° »* = 104 is.

De rechlen vy, e, vy, 24 liggen op het oppervlak, want alle
kegelsneden ruslen erop. Ze zijn 24-voudig, want uit clk
harer punten gaan 24 kegelsneden, omdal P »° o = 24 is.

Op dit oppervlak liggen ook nog rechten, afkomstig van de
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ontaardingen in dit stelsel. Omdat 5 »* o> = 24 en y % ;* = (),
liggen er drie achtmaal getelde m'l'taardlngen van den tweeden
graad, dus zes rechle lijnen op hel apperviak,

De kegelsneden, die door een punl P gaan, twee rechten
1 ¢n vy snjden en drie vlakken p1, po, 03 aanraken, vormen
een oppervlak van den 24sten graad, omdal P »® 0% = 94 is.
Elk der rcchten » en » is achtvoudig, omdal door elk harer
punten 8 kegelsneden gaan, immers P?. p?=8.

Verbindt men P met het snijpunt Q der vlakken 2 door
eene rechie 7 en legl men uit Q cene transversaal £ op »
en vy, dan vormt ¢ met ¢ een lijnenpaar, dat voldoel. Op
het oppervlak (P22 %) liggen dus nog twee rechte lijnen.

Een vlak door P en w1 geeft als doorsnijding de acht-
voudige rcchte » en vier kegelsneden door lwee punlen,
welke drie rechten raken; de kegelsneden moelen dubhel
geteld worden, daar zij » lweemaal snijden. Ook hiernit
blijkt dus, dat het oppervlak van den graad 8 4 16 = 24 ic.

Heot punt P is achtvoudig, wanl de vier dubbel te tellen
kegelsneden gaan er door. Om dezelfde reden ig hel snijpunl
van v met het vlak (P ») achtvoudig,

Zoekt men de kegelsneden, dic aan eene rechte ! raken en
vier stralen i, »9, vs, 4 snijden, dan vormen deze een opper-
vlak van den twaalfden graad. Immers zoekt men het aanlal
sufjpunten van dit oppervlak met eenc willekeurige rechle,
dan wordt dit gevonden uit T ° =12,

Op dit oppervlak zijn », va, v3, »4 dubbelrechten. Legt men
nl. een vlak door eenig punt van » en door , dan liggen
daarin iwee kegelsneden door vier punten, die eene rechte
aanraken

Legt men eene transversaal ¢ op », va, Vs, & en vervolgens
een vlak door ¢ en I, dan geeft het snijpunt van v mel dit
vlak de tweede rechte van een lijnenpaar, dat voldoet. Fr zijn
vier combinaties drie aan één van de rechten », dus achl ont-
aardingen, want i, v, v3, { hebben (wee tmubversa](:n. Er
liggen dus 16 rechte lijnen op het oppervlak (T »'
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De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormen
een oppervlak van den 64sten graad, omdat pt =64 s

De rechten v, vz, v liggen op dit oppervlak, daar alle kegel-
sneden hierop rusten. Ze zijn 16-voudig, want P »2 pt =18,
dus uit elk harer punlen gaan 16 kegelsneden van dit stelecl.

Verder liggen er geene rechten op, want?s P ot=0eny 2 st=0,

De kegelsneden die door een punt P gaan,_ eene rechle »
snijden en vier vlakken » aanraken, vormen een oppervlak
van den L16°0 graad, omdat P22 p*=16 is. Dc rechte » ig
eene achtvoudige vechte op dit oppervlak, want uit elk harer
punten gaan 8 kegelsneden van dit stelsel, immers P? ;¢ — 8.

De doorsnijding van dit oppervlak met con vlak door P en »
bevat de achlvoudige rechle » en twee kegelsneden door P,
die vier rechten aanraken: deze kegelsneden zijn dubbel te
lellen, omdal zj » tweemaal snijden. Ook zoo vindt men,
dat de graad van dil epperviak 8 + 8 =16 is.

Het punt P is een viervoudig punt der doorsnede, want de
heide dubbel te fellen kegelsneden gaan er door.

De kegelsneden, die op drie rechten s, ve, ¥3 rusten, ccne
rechle [ en een vlak p aanraken, vormen cen oppervlak van
den 20sten graad, camd.it T vt =20 is.

De rechten uy, v, 5 zijn ucrvoudlge rechten op dit opper-
vlak, omdat een vlak door ! en eenig punt van v vier kegel-
sneden van het slelsel (T »? 5) bevat.

Legt men de transversaal ¢ uit het snijpunl van ¢ met o
Op s 61 2 en vervolgens een vlak door I cn #, dan geeft
het snijpunl van w3 met dit vlak de tweede rechte van cen
lijnenpaar, dat voldoct. Zoo vindt men er drie, dus dit geeft
zes rechien op het oppervlak.

Ook onlaardingen der tweede klasse liggen er op. Zoekt
men de twee transversalen van by v1, vz, va, dan zin dil Lwee
ontaardingen der tweede klasse met de rangpunten op l en in g
Dil geelt dus nog twee rechte lijnen op hel opperviak (T »® ,,).

De kegelsncden, dic aan deze voorwaarde voldoen, vormen
een oppervlak van den 32sten graad, omdat o p® = 32 is.
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De rechten s en 2 liggen op het opperviak, daar aile
kegelsneden op haar rusten. Ze zijn achtvoudig, omdat door
clk  harer pumten acht kegelsneden van dit steleel gaan,
immers Py % =8,

Verder liggen geene rechlen op dit oppervlak, want 3 »2 g =10
en y v pf" = (.

De kegelsneden, die door cen punt P gaan, en vijf vlakken
F1y P2: 23, 24, 95 Aanraken, vormen een oppervlsk van den achtsten
graad, omdat P » o =8 is,

Legt men eon vlak door P en de snijliin 7 van twee der
vlakken 5, dan liggen hierin twee kegelsneden door P, die
vier rcchten aanraken. Deze moelen echter dubbel in rekening
worden gebracht, omdal de rechte / door fwee raakvlakken
bepaald is en dus als raaklijn voor deze kegelsneden ook
tweemaal geteld moet worden, Qok zoo vindt men, dat de
graad van dit oppervlak aelit is. Het punt P is hierop ecn
viervoudig punt, daar er lwee dubbel te tellen kegelsneden
door P gaan.

De kegclsneden, die op twee rechien 24 en v rusten en eene
rechte / benevens twee vlakken o1 en ps aanraken, vormen
een oppervlak van den 16en graad, omdat T .8 p? =16 is.

De rechten 2 en v zijn hierop viervoudig, omdat in een
vlak door I en eenig punt van s wvier kegelsneden liggen, die
door twee punten gaan en drie rechten aanraken.

Legt men uit het snijpunt O van / met g1 de transversaal ¢
0p #1 en v, dan ligl deze onlaarding der tweede klasse op
dit oppervlak met de rangpunten in O en s2.  Ook is eene
ontaarding mogelijk wit het snijpunt van 7 en g2, die op »
en ¥ rusl, zoodal er fwee rechte lijnen op dit opperviak liggen.

Hier vormen de kegelsneden een oppervlak van den {6en
graad, omdat »® (® = 16 is.

De rechte » ligt op dit oppervlak en is viervoudig, want
Po® =4, dus uit elk harer punten gaan vier kegelsneden.

Verder liggen geene rechten op dit opperviak, omdal

0r9"=0 en yy goe=08,
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De kegelsneden, die eene rechte » snijden en eene rechtel
benevens drie vlakken g1, o3, pa aanraken, vormen een oppervlak
van den achtsten graad, omdat T2 * = 8is. De rechte »
Iy eene dubbelrechte op dit opperviak, want in een vlak doar
[ en eenig punt I’ van » liggen luee kegelsneden, die door
één punt gaan en vier rechlen aanraken.

De iransversaal uil het snijpunt Q van ! en g naar v en
de snijlyn # van ps en g5 voldoel als ontaarding der tweede
klasse; harc rangpunten liggen in Q en op f. Zoo vindt men
er drie, dus er liggen drie rechte lijnen op dil oppervlak.

De kegelsneden, die aan zeven vlakken pi, oo, gs, o1, £5, po, o7

raken, vormen een oppervlak van den achislen graad, omdat
»p'=28 is. Op dit oppervlak liggen geenc rechte lijnen,
wanl 5" =10 en 50" =

De kegelsneden, die aan eene rechle ¢ en vier gegeven
vlakken g1, g, 03, p2 raken, vormen een oppervlak van den
vierden graad, omdat Ty ' =4 is.

Legt men de transversaal ¢ uil hel snijpunt P van I en g
naar hel snijpunt Q van ga, es, g1, dan voldoel £ als ontaarding
der {weede klasse, waurvan hel vlak hepaald is door I en ¢;
de rangpunten liggen in P en Q. Zoo vindt men er vier dus

liggen er wier rechte lijnen op het opperviak (T g').
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STELLINGEN.

In zijn ,Kalkil der abzihlenden Geometrie”, hoofdstuk 1V,
§ 20, geeft Dr. H. Scmuperr in twee tabellen een overzicht
van aanlallen ontaarde kegelsneden, die aan zeven wvoor-
waarden voldoen. Het is af te kcuren, dat hij deze nitkomsten
geeft, zonder tenminste van elke kolom dier tabellen ééne
nitkomsl te bepalen.

IL

De bepaling van het aantal onlaarde kegelsneden, die vol-
doen aan de voorwaarde o s° p, had door Dr, Scaurerr {(Kal-
kil der abzihlenden Geometrie, hoofdstuk 1V, § 20) uilgevoerd
kunnen worden, zonder gebruik te maken van de symbolische
vergelijking g° = 2 gs.

I1I.

In de mededeeling van Prof. Dr. J. b Vs ,Over het
aanlal kegelsneden, dic acht gegeven rechten snijden” (Ver-
slagen der Kon. Academie van Welenschappen te Amsterdam,
1901, X) vindt men op blz, 194 aangegeven: ,dit oppervlak
beval zeker 140 rechten” Dit is minder juist.



1V,

Eene dubbelrechte », die door drie gegeven punten gaat
15 glechts wiermaul in rekening te brengen.

2

Y.

Als men een negatief getal opvat als het verschil van twee
getallen, waarvan de aftrekker grooter is dan het aftrektal,
is de algebra slechts cene uitbreiding van de rekenkunde.

VL
Bij het bewijs van j o dodzl dz =1 {h) — F (a), kan men
zeer cenvoudig aantoonen, dal een oneindig grool aantal on-
eindig kleine producten verwaarloosd mag worden.

VIL

De wet van den blijvenden spiegelstand geldt alleen vol-
komen, als men het gewicht dor lucht verwaarloost en de
temperatunr van het drijvende Ilchmm en zijne smeltmassa
constanl DIijft.

VI

Het verdient afkeuring, te spreken van: ,cene snclheid van
v Meters per seconde”,




2]

ot

IX.

Het bewijs van de eigenschap, dat bij een’ vlakken spiegel
het virtueele beeld van een punt cvenver achter den spiegel
ligt, als het punl ervéor, wordt gewoonlijk te omslachtig
aeleverd. .

X.

Men kan het vraagstuk: ,wal is de kans, dat eene rechle
liin zod in drie stukken verdeeld wordt, dat deze slukken
ecn’ driehoek kunnen vormen”, zeer eenvoudig oplossen.

XI.

Er moel meer édénheid komen in de hehandeling van de
forrmules voor de lenzen in de verschillende leerboeken voor
Hoogere Burgerscholen.

XII.

De proef van het bevriezen van water door snelle ver-
damping van ether, kan iets gemakkelijker worden ingericht
dan in de meeste leerboeken wordt aangegeven.

XITI.
Bij het afleiden van physische betrekkingen moet ook in

de clementaire leerboeken gewicht gehecht worden aan de
grafische voorstelling.
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