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??? INLEIDING. Â§ 1. In zijn ,,Kalk??l der abz?¤hlenden Geometrie" geeft Dr. H.Schubert in Hoofdstuk IV, Â§ 20, eenige tabellen, die een over-zicht geven van aantallen kegelsneden, welke aan acht gegevenvoorwaarden voldoen. Deze tabellen zijn afgeleid uit tweeandere, welke aantallen ontaarde kegelsneden aanwijzen, dieaan zeven voorwaarden voldoen. Die afleiding geschiedt metbehulp van twee eenvoudige formules, die betrekkingen aan-geven, welke bij stelsels kegelsneden tusschen de grootheden5 en vj bestaan. Hierin stelt voor: (M het aantal kegelsneden, waarvan het vlak door een ge-geven punt gaat. V het aantal kegelsneden, die eene gegeven rechte snijden. p het aantal kegelsneden, die een gegeven vlak aanraken. ^ eene ontaarding van den tweeden graad. \'/I eene ontaarding der tweede klasse. Door Dr. Schubert zijn echter slechts enkele voorbeeldengegeven van de bepaling der uitkomsten, die in de tabellender ontaardingen neergelegd zijn, en uit deze tabellen zijnalleen door berekening, met behulp van

bovengenoemde for-mules, de aantallen kegelsneden afgeleid, die aan acht voor-waarden voldoen. Daarom heb ik mij in dit proefschrift ten doel gesteld, eenigeaantallen kegelsneden, die aan acht gegeven voorwaardenvoldoen, te bepalen enkel met behulp van het beginsel vanhet behoud van het aantal en tevens de geheele afleidingvan de tabellen voor de ontaarde kegelsneden hierin te geven.



??? 2 Hierbij heb ik gebruik gemaakt van eenige, in die richtingverkregen resultaten, die door Prof. Dr. J. de Vries reeds zijnneergelegd in eene mededeeling: â€žOver het aantal kegelsneden,die acht gegeven rechten snijden" (Verslagen Kon. Academievan Wetenschappen te Amsterdam, X, 1901, bl. 192) en opdeze uitkomsten heb ik verder voortgebouwd. Tevens heb ik een onderzoek ingesteld naar de oppervlakken,die ontstaan uit stelsels van OO^ vele kegelsneden, die aanzeven voorwaarden voldoen. Â§ 2. Als men de aantallen kegelsneden zoekt, die voldoen aande voorwaarden /y.â„? waarin m.-f n r = 8, krijgt men voor de mogelijke waarden van m, n en r de volgende tabel: ly./\' Ij} v^ p P P\' P\' P\' P\' P\' Hierin stelt voor: {z het aantal kegelsneden, waarvan het vlak door een be-paald punt gaat. V het aantal kegelsneden, die eene gegeven rechte snijden. p het aantal kegelsneden, die een gegeven vlak aanraken. Deze tabel zal im berekend worden volgens het beginselvan het behoud van het aantal. Dit beginsel luidt aldus: Het aantal figuren, dat aan

bepaalde voorwaarden voldoet,verandert niet of wordt oneindig groot, als men de voor-waarden continu wijzigt. Als men met behulp van dit beginsel de tabel zoekt, moet



??? 3 men uitkomsten gebruilven, verkregen in twee andere tabellen,die hier volgen: P [J. vÂŽ PvÂ? p [J. p Py\'-p Py^\' P /X p^ PV^ Pf^y p\' Pu\' p^ Py Pp\' T (v. u^ TyS T fj. yÂŽ p Ty^ Ty2 p^ Ty p^ T/\' Hierin stelt voor: P het aantal kegelsneden, die door een gegeven punt gaan.2\' het aantal kegelsneden, die eene gegeven rechte aanraken./â€?>!, y en p hebben dezelfde beteekenis als in de eerstge-noemde tabel. Wij gaan nu eerst de laatstgenoemde tabellen zoeken.



??? HOOFDSTUK I. Bepaling der aantallenP^y" p\\ P/yâ„? T/x"^ P^ De voorwaarde P^ geeft aan, dat de kegelsneden door twee gegeven punten Pi en Pg moeten gaan. Verder moeten zevier gegeven stralen vi, ys, V4 snijden. Legt men drie van deze stralen, b.v. yi, >2, vs in een vlak (p,dan ligt in een willekeurig vlak door Pi Pg geene kegelsnede,die aan de vraag voldoet, omdat ze den doorgang van vi, yg,yg, y^ met Pi en Pa moet verbinden. Dit is alleen mogelijk,wanneer de vier doorgangen collineair zijn of als twee dierdoorgangen samenvallen. Het eerste gebeurt, als men een vlak legt door Pi P2 enden doorgang van y^ op In dit vlak voldoet dan hetsamenstel der rechte Pi P2 met de rechte, die haar door-gang op (p met den doorgang van yi verbindt. Het tweede gebeurt, als men een vlak legt door Pi Pg eneen der drie snijpunten van yi, y2, ys- In elk dezer vlakkenligt eene eigenlijke kegelsnede, die voldoet en op deze wijzevindt men dus nog drie oplossingen. In het geheel voldoen dus vier antwoorden aan de vraag.Volgens het genoemde beginsel van het

behoud van hetaantal is dus P^ y^ ^ 4. P^ y^ p- De kegelsneden moeten weer door twee gegeven puntenPl en P2 gaan, verder drie stralen yi, y2, ys snijden en eenvlak p aanraken.



??? Legt men vi, vg, vs in een vlak CD, dan kan men het vlakaanbrengen door Pi, P2 en een der drie snijpunten van>2, >3. In dit vlak zoekt men het snypunt met de over-blijvende V en de snijlijn met p. Men vindt dan hierin hveekegelsneden door vier punten, die eene rechte aanraken. Menvindt drie zulke vlakken, dus 3X2 = 6 oplossingen. Hier is geene ontaarding van den tweeden graad mogelijk,omdat dan uit een punt van p eene rechte getrokken zoumoeten worden naar Pi of P2, die tevens op eene der rechteny moest rusten. Dus heeft men: P2 ySp = 6. P2 . 2 2 ~JL.P_i De kegelsneden gaan weer door de punten Pi en P2, snijdentwee gegeven stralen en en raken twee vlakken pi en p2 aan. Laat men de rechte Pi P2 snijden door vi, dan voldoenalleen kegelsneden in het vlak, gebracht door Pi P2 en vi. Zooals later bepaald wordt, is de waarde van yÂŽ per liggen dus in genoemd vlak vier kegelsneden door driepunten, die twee rechten aanraken en ieder is dubbel te tellen,omdat zij vi tweemaal snijdt. Dit geeft dus acht

eigenlijkekegelsneden, die voldoen. Hier voldoen geene ontaardingen aan de vraag, omdat Pi P2niet gesneden wordt door >2 en door de snijlijn l van pi en P2,en er uit een punt van l geene rechte door Pi of Pa mogelijkis,- die tevens op va rust. Dus dan vindt men ook in het algemeen: P2 ^ g_ vier . 3 T^ -JLtl. De kegelsneden moeten door Pi en P2 gaan, eene gegevenrechte y snijden en drie gegeven vlakken pi, ^2, ps aanraken. Men laat hier weer Pi P2 door y snijden, dan voldoen alleenkegelsneden in het vlak door Pi P2 en y gebracht. Zooalslater bepaald wordt, is de waarde van /xÂŽ yÂŽ p^ vier; er liggendus in genoemd vlak vier kegelsneden door twee punten,welke drie rechten aanraken. Iedere kegelsnede is dubbelin rekening te brengen, omdat zij yi tweemaal snijdt. Zoovindt men dus acht oplossingen.



??? G Hier voldoen geene ontaardingen, omdat het snijpunt derdrie vlakken p niet op de rechte Pi P2 ligt en men uit ditsnypunt ook geene rechte naar Pi of P2 kan trekken, dietevens op y rust. Dus is = 8. De kegelsneden gaan door Pi en P2 en moeten vier vlakkenpl, p2, p3, Pi aanraken. Men legt hier drie vlakken, pi, p2, p-s, door eene rechte l,dan zal geene eigenlijke kegelsnede aan de vraag kunnenvoldoen, hnmers deze zou door Pi en P2 moeten gaan en laanraken, wat in het algemeen onmogelijk is, omdat l enPl P2 niet in ?Š?Šn vlak liggen. Eenig vlak door Pi P2 gebracht, geeft in de snijlijnen metpi, p2, pa drie raaklijnen, die door ?Š?Šn punt gaan. De kegel-snede moet dus ontaarden en daar ook p^ moet aangeraaktworden, is de eenig mogelijke oplossing eene ontaarding vanden tweeden graad in het vlak door Pi P2 en het snijpuntvan Pi met l. Deze zal achtmaal in rekening gebracht moetenworden. Immers de rechte Hs als snijlijn van ifM^ee der vlakkenpi, p2, ps bepaald, dus moeten ook slechts twee dezer vlakkenvoor de ontaarding dubbel in rekening

gebracht worden.Ook pi gaat door het dubbelpunt, zoodat deze ontaardingachtmaal te tellen is. Er voldoen hier geene ontaardingen der tweede klasse,omdat Pl P2 de rechte l niet snijdt. In het geheel zijn er dus acht oplossingen, zoodat men heeft: P2 / = 8. P fj. Hier moet het vlak der kegelsneden door een gegeven puntjx gaan, terwyl de kegelsneden zelf door een gegeven punt Pmoeten gaan en vijf stralen yi, y2, ys, Vi, ys moeten snijden. Legt men drie van de vijf stralen in een vlak <p, dan kanmen een vlak aanbrengen door P, door jj. en door een dersnijpunten van yi, y2, yg. In dit vlak bepaalt men de snijpunten



??? niet de overige drie rechten en vindt dan door vijf punten?Š?Šne Ivegelsnede, die voldoet. Zoo zijn er in het geheel drie. Verder kan men de transversaal t leggen uit F opy4env5;vervolgens brengt men een vlak door [z en t, dan snijdt ditvlak het vlak ?“ volgens eene rechte, die met t eene ontaardingvan den tweeden graad vormt, welke voldoet. Legt men eindelijk het vlak door /x, door F en door hetsnijpunt Q4 van met Cp, dan kan men de snijlijn bepalenvan dit vlak {[j, P Q4) met het vlak cp. Zij deze snijlijn delijn t\', dan legt men uit F eene transversaal op t\' en op vsen deze vormt rnet t\' eene ontaarding van den tweeden graad,die voldoet. Zoo vindt men ook eene ontaarding in het vlakdoor P, [j. en Q5, welk laatste punt de doorgang van ys op (p is. In het geheel zijn er dus zes oplossingen, waaruit volgt Hier moeten de kegelsneden door een gegeven punt P gaan,vier stralen >1, va, >4 snijden en een vlak p aanraken, terwijlhaar vlak door een punt gaat. Legt men weer yi, vb, vs in een vlak cp, dan voldoet elkekegelsnede tn

het vlak, gebracht door P, /x en een der snij-punten van yi, y2, >3, welke de overige stralen snijdt en hetvlak p aanraakt. Men vindt twee kegelsneden in genoemdvlak, die door vier gegeven punten gaan en den doorgangvan p met dit vlak aanraken. Daar vi, y2, ya drie snijpuntenhebben, vindt men op deze wijze 3X2 = 6 oplossingen. Legt men een transversaal t uit P op y4 en den doorgang lvan p met (p, dan kan men een vlak brengen door /x en f.Dit vlak snijdt cp in eene rechte t\', die met t een lijnenpaarvormt, dat men dubbel moet tellen, omdat p door haar dubbel-punt gaat. Brengt men eindelijk het vlak door P, fj. en den doorgang Q4van y4 met cp, dan snijdt dit vlak het vlak in eene rechteMen verbindt P met het snijpunt van t" en p door eenerechte t\'", dan vormt t\'" met t" een lijnenpaar, dat eveneensdubbel is te tellen. p ^^ p.



??? 8 In het geheel zijn er dus 6 2 2 = 10 oplossingen, zoodatmen heeft P [j. p = 10. P [j. VÂŽ p^^ De kegelsneden moeten door P gaan, drie rechten >1, ^2, >3snijden en twee vlakken pi en p2 aanraken, terwijl haar vlakdoor een gegeven punt /x gaat. Legt men vi, uz, vs in een vlak (p, dan kan men een vlak %aanbrengen door P, fy. en een der snijpunten van vi, yo, >3.In dit vlak x liggen dan vier kegelsneden, welke door P, hetgenoemde snijpunt en den doorgang der overblijvende rechtegaan, terwijl zij de doorgangen van en p^ rnet % aanraken.Daar er drie snijpunten van vi, va, vs zijn, vindt men op dezewijze 3 X 4 = 12 oplossingen. Legt men het vlak door P, door het snijpunt van (p metde doorsnede l van pi en p^ en door het punt [x, dan snijdtdit vlak het vlak ?? in eene rechte t. Verbindt men dan Pmet het snijpunt van t en l door eene rechte t\', dan vormt t\'met t een lijnenpaar, dat voldoet en viermaal is te tellen,omdat pi en p^ door haar dubbelpunt gaan. Eene ontaarding der tweede klasse is hier niet mogelijk,omdat uit P geene rechte kan rusten op vi, va, vs-

Dus in het geheel zijn er 12 -t- 4 = 16 oplossingen,zoodat men vindt: P fy^y^p^. De kegelsneden moeten door P gaan, twee stralen yi en >2snijden en drie vlakken pi, pz, pa aanraken, terwijl haar vlakdoor een punt [y., gaat. Legt men pi, p^, ps door eene rechte l, dan kan men eentransversaal t leggen uit P op vi en l; brengt men een vlakdoor /X en t, dan snijdt dit vlak de rechte y^. in een punt Q2;verbindt men Q2 met het snijpunt van t en l, dan vormt dezerechte met t eene ontaarding van den tweeden graad, dievoor vier is te tellen. Immers de rechte l is als snijlijn vantwee der drie vlakken p volkomen bepaald en elk vlak door lis raakvlak aan de kegelsnede. De beide bepalende vlakken 0,



??? 9 die door liet dubbelpunt der ontaarding gaan, maken, datdeze ontaarding viermaal in rekening gebracht moet worden. Daar men eene dergelijke oplossing vindt met de transversaaluit P op V3 en l, zijn dit samen acht oplossingen. Beschouwt men het regelvlak van den tweeden graad door>1, V2, l, dan moet men door de rechte P [ji, een raakvlak aandit quadratische regelvlak aanbrengen. Dit is op twee manierenmogelijk, en h is zoodoende op twee manieren bepaald. Menzoekt nu de beide snijpunten van deze rechten met l, enverbindt deze met P. Zoo vindt men dus Ucee ontaardingen,die elk voor vier zijn te tellen; dit geeft weer 8 oplossingen. In het geheel zijn er dus 16, zoodat P IJ, u^ Hier gaan de kegelsneden door P, snijden ui en yg en rakenpl, Pi, p3, pi aan, terwijl haar vlak door een punt /y, gaat. Legt men pi, p^, ps. door eene rechte l, dan brengt men hetvlak door P, /x en het snijpunt S van l met pi. Dit vlaksnijdt y in een punt Q. Verbindt men S met P en met Q,dan voldoet deze ontaarding van den tweeden graad

en isvoor acht te tellen, omdat l door twee der drie vlakken pbepaald is en pi tevens door het dubbelpunt gaat. Legt men verder de transversaal uit P op y en l, dan vol-doet deze ontaarding der tweede klasse, want haar vlak isbepaald, omdat dit nog door (j. moet gaan. Ze geldt voorvier oplossingen, omdat ze y dubbel snijdt en dubbel doorP gaat. In het geheel zijn er dus 12 oplossingen en men heeft dus:P [j. y p^ = 12. Hier moeten de kegelsneden door een punt P gaan en vijfvlakken ^i, p-i, pi, p5 aanraken, terwiji haar vlak door f-^zal gaan. Legt men weer pi, p^, pa door eene rechte l, dan voldoetvooreerst de ontaarding der tweede klasse, gevormd door deverbindingslijn t van P met het snijpunt S van l en pi. Haarvlak is bepaald, daar dit door /y. gaat, en de straalpunten



??? 10 liggen in S en in het snijpunt van t met p^. Deze ontaarding isdubbel te tellen, omdat zij tweemaal door P gaat. Zoo vindt men er nog eene, als men F met het snijpuntvan l en pa verbindt. Legt men eindelijk de transversaal uit P op / en op desnijlijn van p^ en p5, dan vormt deze transversaal ook eeneontaarding der tweede klasse die dubbel te tellen is en Avaar-van het vlak bepaald is, omdat het door y. gaat. De straal-punten liggen op l en op de snijlijn van p^ en pe,. In het geheel vindt men dus 6 oplossingen, zoodatP (Z p\'> = 6. Â§ 3. P VÂŽ. Het aantal kgelsneden, die door een gegeven punt P gaan~ en zes stralen ui, >3, >4, va, y& snijden, kan men vinden, doorVI, V2, >3 in een vlak (p te leggen. Eigenlijke kegelsneden vindt men, als ze door P en eender snijpunten van vi, V2, va gaan en de overige vier rechtensnijden. Volgens de gevonden waarde voor PÂŽ y\'\' is dit aantalvier voor elk der snypunten van vi, V2, vs; dus in \'t geheelvindt men zoo hvaalf oplossingen. Legt rnen de transversaal uit F op 74 en vs, dan snijdt dezehet vlak (p in een punt S;

verbindt men S met den door-gang Qs van ye met (p^ dan vormen deze beide rechten eenlijnenpaar dat voldoet. Men vindt er drie op deze wijzeomdat men V4, vs, va op drie wijzen twee aan ?Š?Šn kan com-bineeren. Verbindt men de snijpunten Qs en Qa van vs en ve met (pen legt men de transversaal uit P op V4 en deze verbindings-lijn, dan vormt deze transversaal met die verbindingslijn eenlijnenpaar. Ook hier vindt men er drie. In het geheel zijn er dus 12 eigenlijke en 6 ontaarde kegel-sneden, zoodat P yÂ? = 18. P v^ p. De kegelsneden moeten door P gaan, verder vp stralenvi, V2, VS, V4, ys snijden en een vlak p aanraken.



??? 11 Legt men weer drie stralen yi, >2, >3 in een vlak cp, danvoldoen vooreerst alle kegelsneden door P en een der snij-punten van yi, yg, ys, welke op de overige drie rechten rustenen p aanraken. Volgens de gevonden waarde voor P^ y^ pis dit voor elk der snijpunten van yi, ya en ya zes, dus vooralle samen 18. Legt men de transversaal t uit P op y^ en op de snijlijnI van p met cp en vervolgens uit het snijpunt van ^ en ^ detransversaal t\' naar het snijpunt Qs van ys met <p, dan vor-men t en t\' een lijnenpaar, dat dubbel te tellen is, omdat pdoor haar dubbelpunt gaat. Zoo vindt men er nog een, dusdit geeft samen vier oplossingen. Verbindt men de snijpunten Q4 en Q5 van y4 en y??, dansnijdt deze verbindingslijn den doorgang l in een punt S.S met P verbonden geeft dan de tweede rechte van eenlijnenpaar, dat voldoet en dubbel te tellen is, omdat p doorhaar dubbelpunt gaat. In het geheel vindt men dus 18 -p 4 2 = 24 oplossin-gen, zoodat P y^ p = 24. P yi o2 De kegelsneden moeten door P gaan, vier stralen yi, y2, ys,

V4snijden en twee vlakken pi en p2 aanraken. Legt men weer yi, yg, ys in een vlak cp, dan voldoen voor-eerst alle kegelsneden door P en een der snijpunten van>2, ys, welke de overige twee rechten snijden en pi en p2aanraken. Volgens de gevonden waarde voor P^ y^ p^ is ditaantal voor elk der drie snijpunten acht, dus in het geheelvindt men op deze wijze 24 oplossingen. Als de doorsnede van pi en p2 het vlak cp in een punt Ssnijdt, verbindt men P met S. Deze rechte Avordt tot eenlijnenpaar aangevuld door de verbhidingslijn van S met dendoorgang Q4 van y4 met (p. Deze oplossing geldt voor vier,omdat en p2 door haar dubbelpunt gaan. Men vindt dus 24 4 = 28 oplossingen, zoodat P yi = 28.



??? 12 Hier gaan de kegelsneden door P, snijden drie gegevenrechten vi, yg, vs en raken aan drie vlakken pi, pz, ps. Legt men vi, yg, vs weer in een vlak ?“, dan voldoen allekegelsneden door P en elk der drie snijpunten van yi, us, us,welke de overblijvende rechte snijden en pi, ps, pa aanraken.Volgens de gevonden waarde voor P^ y p^ is dit aantal voorelk der snijpunten acht, dus in \'t geheel 3 X 8 == 24. Hier voldoet geene ontaarding van den tweeden graad, omdathet snijpunt van pi, p2, ps niet in cp ligt en uit een punt geenerechte kan gaan, die op drie stralen rust. Ook voldoet geeneontaarding der tweede klasse, want eene rechte kan uit eenpunt niet op vier stralen rusten. Dus is p = 24. P y^ p\'^. De kegelsneden moeten door P gaan, twee stralen yi en yasnijden en vier vlakken pi, p2, ps, \'pi aanraken. Legt men hier drie vlakken pi, p2, ps door eene rechte l,dan voldoen vooreerst kegelsneden in het vlak door P en lgebracht. Hierin vindt men behalve P nog de twee snypuntenmet yi en yg en behalve l nog den doorgang met p^. Er zijnvier kegelsneden door drie

punten, welke twee rechten raken,maar elk van deze oplossingen moet dubbel geteld worden,daar de raaklijn l hier dubbel in rekening moet woorden gebracht.Daarom vindt men op deze wijze 4X2=8 oplossingen. Ook voldoet de ontaarding van den tweeden graad, diegevormd wordt door de rechte, gaande door P en het snij-punt Q van pi, p2, p3, Pi en de rechte uit Q op yi en ys. Dezeoplossing is voor acht te tellen, want de rechte l is dubbelte tellen en pi gaat door het dubbelpunt. In het geheel vindt men dus 8 8 â€” 16 oplossingen, zoodatP y^^ = 16. P y p^. Door P moeten de kegelsneden gaan; verder moeten zeeene rechte y snijden en vijf vlakken pi, p2, ps, pi, p6 aanraken. Legt men pi, p2, pa door eene rechte l, dan voldoen hieralleen kegelsneden in het vlak door P en 1. Hierin zijn vierkegelsneden door twee punten, die drie rechten raken. Elk



??? 13 moet echter dubbel geteld worden, omdat ook hier de rechteI weer dubbel te tellen is. Eene ontaarding is hier niet mogelijk, want pi, p2, ps, pi, fbgaan niet door ?Š?Šn punt en uit P kan geene rechte gaan open verder door de twee snijpunten van l met p4 en pa ofnaar vi, I en de snijlijn van p^ en pt>. Dus is V y Hier moeten de kegelsneden door P gaan en verder zesgegeven vlakken pi, p2, pa, pi, p??, pis aanraken. Legt men weer drie vlakken pi, p2, pa door eene rechte I,dan voldoen alleen kegelsneden in het vlak, gebracht doorP en l. In dit vlak liggen het punt P en behalve l nog dedrie doorgangen van pi, p??, pe. Men vindt dus hierin ??veekegelsneden, die door een punt gaan en vier rechten aan-raken, maar ze zijn dubbel te tellen, omdat de rechte l weerdubbel als raakliin moet worden opgevat. Dit geeft dus2X2 = 4 oplossingen. Eene ontaarding voldoet hier niet, omdat p\\, p2, pa, pi, p5, pselkaar niet in ?Š?Šn punt snijden en er ook geene transversaalmogelijk is uit P naar l en door het snijpunt van pi, pt, ps ofdoor \'t

snypunt van pi, p2, pa, pi en op de snijlijn van p?? en pe.Dus is P = 4. De voorwaarde T geeft aan, dat de kegelsneden eene ge-geven rechte t moeten aanraken. De kegelsneden moetendus liggen in eenig vlak door t. Daar haar vlak eveneensdoor een gegeven punt (x gaat, is het vlak dus volkomenbepaald. Verder moeten de kegelsneden vier gegeven stralen>2, ya, Vi snijden. Men legt drie stralen vi, ua zoodanig; dat de snijpuntenQii Q2, Qs met het vlak cp der kegelsneden in eene rechte nliggen en zoekt verder het snijpunt Q4 van met cp. Dan vol-doet als eenige oplossing de rechte n met de verbindingslijn



??? 14 van Q4 met het snijpunt van n en t. Deze ontaarding vanden tweeden graad is dubbel te tellen, daar t door het dub-belpunt gaat. Zij is ondubbelzinnig bepaald en eene eigenlijkekegelsnede voldoet niet, omdat drie punten in eene rechteliggen. Dus is T [j. = 2. T fj. p. Het vlak (p der kegelsneden is weer bekend door de rechte ten het punt [j.. Verder moeten de kegelsneden drie gegevenrechten vi, vs, vs snyden en een vlak p aanraken. Men legt t door het snijpunt Q van y met het vlak Cp entevens daardoor de snijlijn l van p met (p. Verder zoekt mende snijpunten Q2 en Qs van y2 en ys met cp. Nu voldoetalleen de ontaarding van den tweeden graad, gevormd doorde rechten Qi Q2 en Qi Qs. Deze geldt echter voor vier,daar er twee raaklijnen door haar dubbelpunt gaan. Zij isondubbelzinnig bepaald en er voldoet hier geen eigenlijkekegelsnede, omdat er twee raaklijnen door een punt der kegel-snede gaan. Men vindt dus: T ,66 y V == 4. Tfy.y^p^. De rechte t en het punt (j, bepalen weer het vlak (p derkegelsneden. Bovendien moeten de kegelsneden twee

gegevenstralen yi en U2 snijden en twee gegeven vlakken, pt en p2,aanraken. Men legt hier de snijlijnen h en h van pi en p2met (p door het snijpunt Qi van yi met cp. Verder zoekt menhet snijpunt Q2 van y2 met (p. Dan voldoet hier alleen deontaarding der tweede klasse Qi Q2, die voor vier oplossingengeldt, daar yi en ya dubbel worden gesneden. Deze ontaardingis ondubbelzinnig bepaald en daar er ook hier geene eigenlijkekegelsnede voldoet, heeft men T fy. y^ p^ = 4. Tfy.yp^. De voorwaarden T, y. bepalen weer het vlak (p der kegel-sneden, en deze moeten dan eene gegeven rechte y snijden endrie gegeven vlakken pi, p2, fs aanraken. Men legt pi en p2 z????, dat hare snijlijnen h en I2 met het



??? 15 vlak Q door het snijpunt Q van y met <p gaan. Verder zoektmen de snijlijn k van pa met ?“. Hier voldoet alleen de ont-aarding der tweede klasse, gevormd door de verbindingslijnvan Q met het snijpunt van I3 en t. Deze is dubbel te tellen,daar zij y dubbel snijdt, en daar zij ondubbelzinnig bepaaldis en er hier geene eigenUjke kegelsnede voldoet, is T IJ. y = JtJ^- Weer is het vlak cp bekend en de kegelsneden moeten viergegeven vlakken pi, p2, ps, pi aanraken. Men legt ,01, p2, ps zoo, dat hun snijpunt in cp valt; dan zoektmen den doorgang k van p^ met cp. De eenige oplossing isde ontaarding der tweede klasse, gevormd door de rechte, diehet snijpunt van pi, p2, ps verbindt met het snijpunt van Z4 ende gegeven raaklijn t. Deze oplossing is ondubbelzinnig bepaald. Er voldoet hier geene eigenlijke kegelsnede, daar drie raak-lijnen door een punt gaan. Men vindt dus (j. p\' T ^ = 1. Â§ 5. Hier moeten de kegelsneden een gegeven rechte t aanrakenen vijf stralen yi, y2, ys, vs snijden. Laat men t snijden door yi en y2, dan

voldoen vooreerstkegelsneden in het vlak gebracht door t en yj en in dat door^ en y2. In elk vlak vindt men ?Š?Šne kegelsnede door vierpunten, die t aanraakt, omdat een dezer punten op t ligt endus het raakpunt is. Deze ?Š?Šne oplossing zal echter dubbelgerekend moeten worden, omdat zy als twee samengevallenkegelsneden beschouwd moet worden. Als n.1 de vier puntenbuiten t liggen, voldoen twee kegelsneden; laat men een dezerpunten tot t naderen, dan verschillen deze twee kegelsnedensteeds minder en valt het punt op t, dan zijn ze samengevallen.Daar tevens vi of y2 dubbel ge.sneden wordt, geeft dit voorbeide vlakken samen 8 oplossingen, die voldoen. Legt men eene transversaal op t, ys, y4, ys, dan vormt dezetransversaal met t eene ontaarding van den tweeden graad.



??? IG Er zijn twee transversalen op de vier rechten en elke oplossingis dubbel te tellen, omdat de raaklijn t door het dubbelpuntgaat. Zoo vindt men dus nog vier oplossingen. In het geheel zijn er 12 oplossingen, dus vindt men T v^ p. De kegelsneden moeten eene rechte t raken, vier stralenvi, V2, Vs, snijden en een vlak p aanraken. Men laat ^ weersnijden door yi en ya, dan voldoen vooreerst kegelsneden in devlakken door t en yi en door t en yg. In elk dier vlakkenzijn tweemaal twee samengevallen kegelsneden, omdat ookhier een der snijpunten op t ligt. Elke oplossing is dubbelte tellen, daar yi of va tweemaal gesneden wordt. Zoo vindtmen dus 16 oplossingen. Verder voldoet de rechte t met de transversaal uit hetsnijpunt van t met pi naar ya en Vi] deze oplossing moetviermaal in rekening worden gebracht, omdat t en pi doorhet dubbelpunt gaan. In het geheel zijn er dus 16 4 = 20 oplossingen, zoodatmen heeft T -A p = 20. T yÂŽ p^. Weer raken de kegelsneden eene rechte t; verder snijdenzij drie stralen vi, yg, ys en raken twee vlakken pi en p^ aan. Men laat t weer

snijden door yi en va, dan voldoen voor-eerst kegelsneden in het vlak door t en yi, die door tweepunten gaan en drie rechten aanraken. Dit zijn hier tweemaaltwee samengevallen kegelsneden, die elk dubbel te tellen zijn,daar zij yj dubbel snijden. Zoo vindt men dus acM oplos-singen; ook zijn er acht in het vlak door t en ya, dus inhet geheel 16 oplossingen. Hier voldoet geene ontaarding van den tweeden graad,omdat t de snijlijn van pi en p2 niet snijdt. Ook voldoet geene ontaai\'ding der tweede klasse, want eenerechte kan niet op vijf stralen rusten. Dus is T yÂŽ



??? 17 ^ifp^ Weer raken de kegelsneden aan t, verder aan drie vlakkenps, en zij snijden twee stralen yi en >2. Men laat t weer snijden door vi en y2, dan voldoen alleenkegelsneden in de vlakken door t en yi, en t en n. In elkdier vlakken ligt ?Š?Šne kegelsnede, die als twee samengevallenkegelsneden te beschouwen is. Zij snijdt yi of yg dubbel enis dus voor vier te tellen. In beide vlakken samen geeft ditdus acht oplossingen. Er voldoet hier geene ontaarding van den tweeden graad,omdat t niet door het snijpunt van pi, ^2, ps gaat. Evenmin voldoet eene ontaarding der tweede klassC; wantuit een punt is geen rechte te trekken, die op drie gegevenrechten rust. Dus is Ty De rechte t wordt aangeraakt door de kegelsneden en dezemoeten tevens op een straal y rusten en vier vlakken pi, p2,pa, Pi aanraken. Men laat t snijden door de snijlijnen I12 en Ui van pi enpo. en van pa en pi,, achtereenvolgens in de punten P12 en P34.Als men het vlak brengt door t en I12, voldoet hierin deontaarding der tweede klasse, die gevormd wordt door

deverbindingslijn n van P34 met het snijpunt van genoemd vlakmet y. Deze ontaarding is dubbel te tellen, omdat zij derechte y tweemaal ontmoet. Eveneens vindt men zulk een dubbel te tellen ontaardingin het vlak door t en hi. Dit geeft dus samen vier antwoorden. Er voldoen hier geene eigenlijke kegelsneden en geene ont-aardingen van den tweeden graad, zoodat T y pi = 4. De kegelsneden moeten weer de rechte ^ aanraken en boven-dien vp gegeven vlakken pi, p^, pa, pi,^p5. Weer legt men de snijlijnen I12 van pi en p2 en ki vanpa en p^ op de rechte t. Er voldoen hier alleen kegelsnedenin de vlakken door t en ^12 en door t en hi. Als In de



??? 18 rechte t m Pi2, en Ui haar in P34 snijdt, voldoet in het vlakdoor t en ?i2 alleen de ontaarding der tweede klasse, gevormddoor de verbindingslijn van P34 met het snijpunt van lu en p^.Deze oplossing is enkelvoudig. Zoo vindt men eveneens eene ontaarding der tweede klassein het vlak door t en Ui en daar er verder geene eigenlijkekegelsneden en geene ontaardingen van den tweeden graadvoldoen, is het totale aantal antwoorden hier twee. Dus is Tp^ = 2.



??? HOOFDSTUK IL Bepaling der aantallen kegelsneden, die voldoen aanacht voorwaarden. De voorwaarde (jJ^ geeft, aan, dat het vlak der kegelsnededoor drie gegeven punten gaat. Dit vlak is daardoor dusvolkomen bepaald. Verder zoekt men de snijpunten Pi, P2, Ps,P4, P5 van vi, y2, vs, V4, v?? met het vlak der kegelsnede. Legt men Pi, P2, Ps op ?Š?Šne rechte, dan voldoet aan devraag het samenstel van deze rechte met de verbindingslijnvan P4 en P5 als ontaarding van den tweeden graad. Dit isblijkbaar de eenige oplossing, zoodat volgens het beginsel vanhet behoud van het aantal in het algemeen ook slechts ?Š?Šneoplossing voldoet. Dus is Door de voorwaarde is weer het vlak der kegelsnedevolkomen bepaald. Men zoekt de snijpunten Pi, P2, Ps, P4van dit vlak met yi, yg, vs, y4. Tevens bepaalt men de snijlijnI van dit vlak met p. Legt men de rechten yi, y2, vs z????, dat Pi, P2, Ps in eenerechte lijn t liggen, dan is t de eene rechte van een lijnen-paar, dat voldoet. Het dubbelpunt ligt in het snijpunt S vant en l en de

andere rechte is de verbindingslijn van P4 en S.Deze oplossing is blijkbaar slechts op ?Š?Šne wijze mogelijk,doch is dubbel te tellen, omdat p door haar dubbelpunt gaat.Men vindt dus [J y^ = 2.



??? 20 y^ p^. Hier is het vlak weer bepaald; de kegelsneden moeten driegegeven rechten vi, V2, vs snijden en twee gegeven vlakkenpi en p2 aanraken. Men zoekt de snijpunten Pi, P2, Ps vanvi, ^2, vs m??t het vlak der kegelsnede en tevens de snijlijnenh en h van dit vlak met pi en p2. Kiest men pi en p2 z????, dat h en I2 door Pi gaan, danvoldoet als eenige oplossing de ontaarding van den tweedengraad, gevormd door Pi P2 en Pi P3. Ze is voor vier tetellen, omdat er twee raakvlakken door haar dubbelpunt gaan,zoodal men heeft 2 ^ 4_ (j-^ v\'^ p^. Weer is het vlak bepaald en de kegelsneden moeten tweegegeven rechten vi en ^2 snyden en drie gegeven vlakkenpi, p2, ps aanraken. Men zoekt hier de snijpunten Pi en P2van yi en >2 met dit vlak der kegelsnede en de snijlijnenh, I2, h van pi, p2, ps met dit vlak. Men legt pi en p2 zoodanig, dat h en h door Pi gaan.Hier voldoet alleen de ontaarding der tweede klasse Pi P2,waarvan het eene straalpunt in Pi en het andere in hetsnijpunt van Pi P2 met h ligt. De oplossing is blijkbaar slechtsop ?Š?Šne wijze mogelijk, maar is voor

vier te tellen, omdatVI en >2 dubbel gesneden worden. Men vindt dus: fyjyp\'^. Het vlak is bekend en de kegelsneden moeten ?Š?Šne rechtey snijden en vier gegeven vlakken pi, p2i ps, pi aanraken. Menzoekt de snijlijnen h, h, Is, h van het vlak [y.^ met pi, p2, ps, pien het snijpunt P van y met het vlak Men kiest pi en p2 z????, dat h en h door P gaan. Deeenige oplossing is hier eene ontaarding der tweede klasse,gevormd door de verbindingslijn van P met het snijpunt Qvan Is en U. De beide rangpunten zijn P en Q. De oplossingis dubbel te tellen omdat zy y dubbel snijdt, dus is



??? 21 Het vlak is bekend en de kegelsneden moeten vijf ge-geven vlakken px, p^, ps, pa, pi, aanraken. Men zoekt de snijlijnenh, h, k, h, Ib van pi, p2, ps, Pi, p5 met /xÂŽ en kiest pi, p^, ps zoo,dat h,l2,ls elkaar in ?Š?Šn punt snijden. Zij dit punt P en zijQ het snijpunt van li en h, dan is P Q de eenige oplossing,die voldoet. De straalpunten van deze ontaarding liggen inP en Q, en daar deze oplossing enkelvoudig is, heeft men: Â§ 2. 2 g ^i-L: De voorwaarde (jJ^ zegt, dat de kegelsneden in vlakken liggen,die door twee gegeven punten, dus door eene gegeven rechtegaan. Verder moeten de gezochte kegelsneden zes gegevenstralen vi, 3/2, n, Vi, >5, vs snijden. Men kan hier de gegeven rechte {j} snijden door drie vande zes stralen, b.v. door vi, va, n. Kegelsneden, die aan devraag voldoen, vindt men in de vlakken door [j} en v\\, {j} en>2 en IJ? en vs. Men zoekt dan de snijpunten van zulk een vlak,b.v. van vlak vi), met de overige lijnen v, dus hier met>2, Vs, V4, V5, V6. Door deze vijf snijpunten gaat ?Š?Šne kegelsnede,die echter

dubbel geteld moet worden, daar zij v\\ tweemaalsnijdt. In de drie genoemde vlakken vindt men dus samenoplossingen; dit zijn eigenlijke kegelsneden. Verder zijn er twee transversalen van (j?, Vi, >5, >6 en elkvan deze beide vormt met {j} eene ontaarding A\'^an den tweedengraad, die voldoet. Er zijn dus zes eigenlijke en twee ontaarde oplossingen,zoodat men heeft (j} y^ = 8. ^ 5 \'iâ€”lLX: HÂŽ^ der kegelsnede moet weer gaan door eene be- paalde rechte /z^. De kegelsneden moeten op vijf gegevenstralen yi, ya, ya, yi, vb rusten en een gegeven vlak p aanraken. Laat men ook hier de rechte snijden door drie stralenvi, y2, ys, dan voldoen kegelsneden in de vlakken door en vi,en ^2 en en vs- Men zoekt in zulk een vlak, b.v. in



??? 22 vlak (yJ vi), de snijpunten P2, Ps, P4, Ps met de overige stralenV2, VS; V4, V5 en de snijlijn l met p. Er zijn in het vlak vi)dan hvee kegelsneden door P2, P3, P4, P5 die l raken; beidez^n dubbel te tellen, omdat zij vi dubbel snijden. De driegenoemde vlakken bevatten dus 3X4 = 12 oplossingen inden vorm van eigenlijke kegelsneden. Er voldoet hier ook eene ontaarde kegelsnede, want alsmen het snypunt van met p zoekt, vindt men daaruit ?Š?Šnerechte, die op V4 en vs rust. Deze rechte vormt met eeneontaarding van den tweeden graad, die dubbel is te tellen,omdat p door haar dubbelpunt gaat. Men heeft dus 12 eigenlijke en twee ontaarde oplossingen,zoodat men vindt: y6 ^ = 14. [x^u^p^. De vlakken der kegelsneden gaan weer door de rechte de kegelsneden moeten vier gegeven stralen vi, vs, vs, V4 snijdenen tw^ee gegeven vlakken pi en p^ aanraken. Men laat hier weer snijden door vi, y2, vs. Kegelsneden,die aan de vraag voldoen, liggen in elk der vlakken dooren vi, /XÂŽ en y2 en en vs. Men zoekt de snijpunten vanzulk een vlak b.v. van vlak {y^ ui) met y2, va,

V4 en de snij-lijnen met pi en p2. In dit vlak {y^ vi) vindt men dan volgens het vroeger ge-vondene vier kegelsneden door drie punten, welke twee rechtenaanraken. Elke kegelsnede moet dubbel in rekening gebrachtworden, omdat zij yi tweemaal snijdt. In de drie genoemdevlakken vindt men dus 3 X 8 = 24 oplossingen in den vormvan eigenlijke kegelsneden. Er voldoet hier geene ontaarding van den tweeden graad,omdat pi en p^ elkaar niet in ?Š?Šn punt snijden. Ook eene ontaarding der tweede klasse is niet mogelijk,want op vi, y2; Va, V4 kan geene rechte rusten. Dus is y^ p^ = 24. y^ p^. Weer gaan de vlakken door verder moeten de kegel-sneden drie gegeven stralen yj, y2, vs snijden en drie gegevenvlakken pi, pt, ps aanraken.



??? 23 Laat men weer snijden door yi, >2, vs, dan zullen kegel-sneden, die aan de vraag voldoen, liggen in elk der vlakkendoor en yi, /x^ en y2 en /x^ en vs. Van vlak (/â– x^ vi) zoektmen de snijpunten met V2 en ys en de snijlijnen met pi, p2, ps.In dit vlak liggen dan, volgens het vroeger gevondene, vierkegelsneden, die door twee punten gaan en drie rechten aan-raken, maar elk is dubbel te tellen, daar zy vi tweemaalsnijdt. In de drie genoemde vlakken vindt men dus 3 X 8 = 24oplossingen in den vorm van eigenlijke kegelsneden. Er voldoen hier geene ontaardingen, omdat pi, p2, ps de lijn/x^ niet in ?Š?Šn punt snijden en er geen transversaal mogelijkis op lU^, vi, yg, ys en op de snijlijn van twee vlakken p. Men heeft dus /x" y" Door de rechte gaan de vlakken en de kegelsnedenmoeten twee gegeven stralen yi en yg snijden en vier gegevenvlakken pi, p2, ps, pi aanraken. Men legt hier het snijpunt der vlakken pi, p2, ps op de rechtedan vindt men geene oplossing in een willekeurig vlakdooi\' [u.^, omdat daarin de kegelsneden door

twee puntenzouden moeten gaan en vier rechten aanraken. Men vindt wel eene oplossing in een vlak door y?Ÿ en eender drie snijlijnen van pi, p2, ps. In dit vlak zoekt men de snij-punten met yi en y2 en de snijlijnen met de overige vlakken p.Men vindt dan vier kegelsneden, die door twee punten gaanen drie rechten aanraken. In de drie genoemde vlakkenvindt men dus 3 X 4 = 12 oplossingen in den vorm van eigen-lijke kegelsneden. Er voldoet hier ook eene ontaarding der tweede klasse.Legt men n.1. eene rechte uit het snijpimt P van ^s op>1 en y2, dan kan men hierdoor en door een vlak brengen.In dit vlak voldoet dan de genoemde rechte als ontaardingder tweede klasse; de rangpunten liggen in P en in het snij-punt der rechte met p^. Deze ontaarding zal viermaal inrekening gebracht moeten worden, omdat yi en y2 dubbelgesneden worden.



??? 24 Eene ontaarding van den tweeden graad kan niet voldoen,omdat pi, p2, pa, Pi elkaar niet in ?Š?Šn punt snijden. Men vindt hier dus twaalf eigenlijke en vier ontaarde oplos-singen, dus pi (jJ^ V p^. Het vlak der kegelsneden gaat weer door [j,^ en de kegel-sneden moeten een gegeven rechte u snijden en vijf gegevenvlakken px, p2, pa, pi, p5 aanraken. Men legt hier het snijpunt P van pi, p2, pa weer op (j.^, danvoldoet geene oplossing in een willekeurig vlak door omdatde kegelsneden daarin door een punt moesten gaan ?¨n vijfrechten aanraken. Wel voldoet eene oplossing in het vlak door en eender snijlijnen van pi, p2, pa. Legt men b.v. het vlak dooren de snijlijn van pi en p2, dan zoekt men het snijpunt vandit vlak met v en de snijlijnen met de overige vlakken p. Erliggen in dit vlak dan twee kegelsneden door ?Š?Šn punt;, dieaan vier rechten raken. In de drie vlakken, die men kanaanbrengen, liggen dus 3X2 = 6 oplossingen in den vormvan eigenlijke kegelsneden. Ook hier vindt men eene ontaarding der tweede klasse,die aan de vraag voldoet. Legt men n.1. de rechte l

uit Pop y en op de snijlijn van pi en pa, en brengt men het vlakdoor [x^ en l, dan voldoet l als ontaarding. De rangpuntenliggen in P en in het snijpunt van l met de doorsnede vanPi en p-o. Deze ontaarding is dubbel te tellen, omdat zy ydubbel snijdt. Daar er hier geene ontaarding van den tweeden graadvoldoet, vindt men zes eigenlijke en twee ontaarde oplos-singen, dus y p^ = 8. p^. Legt men hier weer het snijpunt P van pi, p2, pa in de ge-geven rechte /xÂŽ, dan voldoen er eigenlijke kegelsneden in elkder vlakken door en eene der snijlijnen van pi, p2, pa. Menvindt in zulk een vlak dan vijf rechten^ waaraan de kegel-



??? 25 sneden moeten raken, dus in elk der drie vlakken ?Š?Šne op-lossing. Eene ontaarding der tweede klasse vindt men in het vlakdoor en het snijpunt Q van pi, p^, pe. Deze ontaardingwordt gevormd door de verbindingslijn van P en Q en heefthare rangpunten in P en Q. Ze vormt een enkelvormigeoplossing. Daar er hier geene ontaarding van den tweeden graadmogelijk is, heeft men drie eigenlijke en ?Š?Šne ontaarde oplos-sing, zoodat [x^ p\' = 4. Â§ 3. Het vlak van elke kegelsnede, die aan deze vraag zal vol-doen, moet door een gegeven punt [u, gaan; verder moeten dekegelsneden zeven gegeven stralen vi, va, vs, n, >6, snijden. Legt men drie van deze stralen, b.v. vi, va, vg in een vlak c^,dan voldoen vooreerst alle kegelsneden door een der snij-punten P van die drie rechten, welke op de overige vijfstralen rusten, terwijl hare vlakken door /x gaan. Door elkder punten P gaan zes zulke kegelsneden, volgens de vroegergevonden waarde van P fz vÂŽ. Zoodoende vindt men 3X6 = 18eigenlijke kegelsneden, die aan de vraag

voldoen. Als de rechten V4 en vs het vlak ?“ in P4 en P5 snijden,bepaalt deze rechte P4 P5 met jj. een vlak, waarop vg en y?twee snijpunten Qe en Q? leveren. De rechte P4 P5 in vlak (pvormt dan de eene en Qs Qt de tweede rechte van de ont-aarding van den tweeden graad. Daar men zoo zes combi-^ naties van V4, vs, V6, vt kan maken, vindt men dus op dezewijze zes ontaarde kegelsneden. Als P4 de doorgang van v^ met cp is, verbindt men f/., metP4 en zoekt de transversaal van /x P4, vs, ve, v?. Zij deze t,dan snijdt het vlak door /x en t het vlak 0 in eene rechte t\\die met t een lijnenpaar vormt, dat aan de vraag voldoet.Er zijn hier twee transversalen op vier rechten en men kanV4, V5, ye, yt op vier wijzen drie aan ?Š?Šn combineeren, zoodatnien op deze wijze 4X^ = 8 oplossingen vindt.



??? 26 Legt men eindelijk eene transversaal t" op >4, vs, y^, yi, brengteen vlak aan door y en t\'\\ en zoekt de snijlijn van dit vlakmet (p, dan vormt deze de tweede rechte van een Ipienpaar,dat voldoet; t" is de andere rechte. Omdal y4, ys, ye, yj tweetransversalen t" hebben, vindt men op deze wijze hree ont-aardingen van den tweeden graad. In het geheel voldoen dus 18 eigenlijke en 16 ontaardekegelsneden, dus y y\' = 34. y yÂŽ p. Hier moeten weer de vlakken der gezochte kegelsnedendoor y gaan en de kegelsneden moeten zes gegeven stralenvi, ys, VS, ys snijden en een vlak p aanraken. Legt men weer drie stralen yi, y2, ys in een vlak (p, danvoldoen vooreerst kegelsneden nit een der snijpunten vanyi, V2, ys, welke op de overige vier rechten rusten en wiervlakken door y gaan, terwp zij het gegeven vlak p aanraken.Dit aantal is 10, volgens de vroeger gevonden waarde voorP y yi p. Voor de drie snijpunten van yi, y2, ys samen vindtmen dus 3 X 10 = 30 oplossingen. Zijn P4 en P5 de snijpunten van y4 en ys met cp, terwdjl phet vlak (p in den doorgang l snijdt, dan

verbindt men P4 enPs door eene rechte t; deze snijdt l in een punt S. Brengtmen een vlak door fy. en t, dan snijdt dit ye in een punt Qs.Verbindt men S met Qo door eene rechte t\', dan vormen t en t\'eene ontaarding van den tweeden graad, die voldoet, endubbel te tellen is, omdat p door haar dubbelpunt gaat. Menkan y4, ys, ve op drie wijzen twee aan ?Š?Šn rangschikken; duszoo vindt men 3X2 = 6 oplossingen. Verbindt men y met het snijpunt P4 van y4 met (p, dankan men eene transversaal t" leggen op y P4, ys, ys en desnijlijn l van p met cp. Legt men door y en t" een vlak,dan snijdt dit vlak het vlak (p in eene rechte t\'", die met t"eene ontaarding vormt, welke voldoet, en dubbel te tellen is,omdat p hiervoor als raakvlak dubbel telt. De vier rechteny P4, ys, ye, I hebben twee transversalen, en men kan y4, ys, ye,



??? 27 op drie wijzen twee aan ?Š?Šn combineeren; dus vindt menhier 3X2X2 = 12 oplossingen. Eindelijk zoekt men de transversaal t van vs, vs, ? en legteen vlak door /x en t, dan snijdt dit vlak het vlak ?“ in eenrechte t\', die met f een lijnenpaar vormt, dat voldoet endubbel te tellen is, omdat p door het dubbelpunt gaat. Daar erte\'ee transversalen t zijn, vindt men hier 2X2 = 4 oplossingen. In het geheel zijn er dus 30 6 12 4 = 52 oplos-singen, zoodat /X p = 52. ttJ^^^P^ De vlakken der gezochte kegelsneden moeten weer door /xgaan; de kegelsneden moeten verder vijf gegeven stralen vi,vi, V5 snijden en twee vlakken pi en p2 aanraken. Legt men vi, vs, vs in een vlak (p, dan voldoet in (p de ont-aarding der tweede klasse, gelegd door de punten Q^, Qs,waarvan het vlak door /x gaat en de straalpunten in de snij-punten met pi en pz liggen. Deze ontaarding zal voor 16 tetellen zijn. Als men n.1. de doorgangen Q4 en Q5 verbindt,snijdt deze rechte de .stralen vi en vg, die het vlak (p bepalen.Bovendien zal ze elke rechte in <p, dus ook

va, snijden enomdat cp bepaald wordt door twee rechten, moeten de snij-punten met deze beide bepalende rechten voor de ontaardingdubbel gerekend worden. Daar de figuur vj ook Ui en vs dubbelsnijdt, zal ze 16 maal in rekening gebracht moeten worden. Verder voldoen alle kegelsneden door een der snypuntenvan vi, yg, V3, waarvan het vlak door y gaat, en die de overigestralen snijden en pi en p2 aanraken. Dit aantal is voor elkder snypunten 16, volgens de waarde van P /x vÂŽ p^. Zoovindt men in het geheel 3 X 16 = 48 oplossingen. Trekt men uit (.1en doorgang S van I12 = (pi ps) op cp detransversaal t op Vi en ys en legt vervolgens een vlak doorIX en t, dan snijdt dit het vlak cp in eene rechte t\', die mett een lijnenpaar vormt, dat voldoet en voor vier geteld moetworden, omdat pi en p2 door het dubbelpunt gaan. Verbindt men Q met S door een rechte f en legt meneen vlak door y en f, dan snijdt dit vlak vs in een punt



??? 28 dat, met S verbonden, de tweede rechte t\'" van een lijnen-paar geeft, dat voldoet. Deze oplossing is eveneens voorvier te tellen. Men vindt ook vier oplossingen, door Qs metS te verbinden. In het geheel zijn er 16 48 4 8 = 76 oplossingen,dus heeft men IJ^ y5 ^ jj^ v\'*\' p^. De vlakken der kegelsneden gaan door /x; de kegelsnedenmoeten verder vier gegeven stralen vi, vs, >4 snijden en driegegeven vlakken pi, p^, ps aanraken. Legt men weer vi, vg, vs in een vlak ?“, dan voldoen deontaardingen der tweede klasse, die bepaald zijn door dendoorgang Qi van op (p en het snijpunt van twee der door-gangen van de vlakken p. Deze oplossingen gelden elk voor 8,omdat ze y^ snijden en op vi en va rusten; daar de laatstetwee het vlak ?? bepalen, wordt dan elke rechte in (p, dusook >3, gesneden. Daar er drie zulke ontaardingen zijn, geeftdit 3 X 8 = 24 oplossingen. Verder voldoen aan de vraag alle kegelsneden door eender snijpunten van yi, y2, ys, waarvan het vlak door pi gaaten die de overige twee stralen snijden en pi, p^, ps aanraken.Volgens de waarde van P fj. p^ is

dit aantal voor elk diersnijpunten 16^ dus in het geheel 3 X 16 = 48. Men vindt hier verder geene ontaarding van den tweedengraad, die aan de vraag voldoet, omdat het snijpunt der drievlakken p niet in (p ligt. In het geheel zijn er dus 48 24 = 72 oplossingen, zoodatmen heeft fj^ y4 pS ^ 72. Deze uitkomst kan men ook nog anders krijgen. Indienmen n.1. niet drie rechten y in ?Š?Šn vlak legt, maar drie vlakkenp door ?Š?Šne rechte, kan men ook dit aantal bepalen.y^ p^- Men zoekt hier kegelsneden, waarvan het vlak door (j. gaaten die verder vier gegeven stralen yi, ya, ys, y4 snijden en driegegeven vlakken pi, pi, ps aanraken.



??? 29 Legt men hier de drie vlakken p door een rechte l, danvoldoen allereerst de kegelsneden, die l raken, yj, vs, vs, v^snijden en waarvan het vlak door /x gaat. Dit aantal kegel-sneden is twee volgens de vroeger gevonden waarde voorT (j. Daar echter l reeds bepaald is als snijlijn van tweevlakken p, moet ze als dubbele raaklijn worden opgevat enis elke oplossing dubbel te tellen. Op deze wijze vindt mendus vier oplossingen. Legt men verder eene transversaal t op vi, ya, va, h eu brengtmen dan een vlak door t en [x, dan snijdt dit vlak de rechtein een punt. Dit verbindt men met het snijpunt van t en l;dan vormt deze verbindingslijn met t een lijnenpaar, dat vol-doet en voor vier te tellen is, omdat l door haar dubbelpuntgaat. De rechten yi, ya, vs, I hebben twee transversalen en erzijn vier rangschikkingen drie aan ?Š?Šn van yi, ya, vs, mogelijk,dus hier vindt men 4 X 2 X 4 = 32 oplossingen. Zal de eene rechte t\\ van een lijnenpaar rusten op n en yaen de andere t^ op ys en y^, dan zijn ti en ifa beschrijvendelijnen van de

quadratische regelvlakken (yi, ya, T) en (ys, y4, O-Men zoekt nu uit (j. een gemeenschappelijk raakvlak aan beideregelvlakken. Er zijn er vier; ?Š?Šn daarvan kan men nietgebruiken en wel het vlak door [j. en Immers de viersnijpunten van yi, ya, ys, >4 met het vlak door (j. en l vormeneen volledigen vierhoek, waarvan de diagonaalpunten in\'t algemeen niet op l liggen. Er blijven drie bruikbaregemeenschappelijke raakvlakken over, dus vindt men hierdrie oplossingen. Elke oplossing is voor vier te tellen, omdat ldoor het dubbelpunt gaat en verder zijn er drie combinatiesmogelijk van yi, ya, vs, y4 twee aan twee. Men vindt dus3 X 4 X 3 = 36 oplossingen. In het geheel zijn er dus 4 32 36 = 72 oplossingenmogelijk, zoodat y^ 72. De vlakken van de kegelsneden gaan door een gegevenpunt en verder snijden de kegelsneden drie gegeven stralen Va, ys, terwijl zij vier vlakken pi, p^, ps, pi aanraken.



??? 30 Om dit aantal te vinden, legt men drie vlakken pi, p2, ps dooreene rechte l-, dan voldoen vooreerst alle kegelsneden, die laanraken, n, V2, vs snijden en raken, terwijl haar vlak doory gaat. Dit aantal is vier volgens de vroeger gevonden waardevoor T y yÂŽ p. Daar echter l als snijlijn van twee vlakken pbepaald is en derhalve voor de kegelsnede, die l raakt, elkvlak door l raakvlak is, moet de rechte l als dubbele raaklijnworden aangemerkt. Elke oplossing is dus dubbel te tellenen op deze wijze vindt men dus 4X2 = 8 antwoorden opde vraag. Legt men verder een transversaal t uit het snijpunt S vanl met /34 op vi en dan kan men een vlak aanbrengen door(x en t. Dit vlak snijdt vs in een punt Q3, en als men Smet Qs verbindt door eene rechte t\', voldoet met t alslijnenpaar. Daar l dubbel geteld moet worden en tevens doorhet dubbelpunt gaat, terwijl ook p^ door S gaat, moet dezeoplossing voor acht tellen. Omdat men drie rechten op driemanieren twee aan ?Š?Šn kan combineeren, vindt men op dezewijze dus 3 X 8 = 24 oplossingen. Legt men eindelijk een transversaal t

op vi, >2, vs, l, danvoldoet deze als ontaarding der tweede klasse, waarvan hetvlak door y gaat. De rangpunten hggen op l en p^,. Daarmen twee transversalen t kan leggen op vi, 72, vs, l, voldoener dus 2 X 8 = 16 oplossingen, want elke t is voor achtte tellen, daar zij vi, V2, vs dubbel snijdt. Samen zijn er 8 24 16 = 48 oplossingen dus IJ, y3 ^ y y^ De vlakken der kegelsneden gaan door y en de kegelsnedenmoeten twee rechten yi en y2 snijden en vijf vlakken pi, p2,ps, Pi, ps, aanraken. Legt men drie vlakken pi, p^, ps door eene rechte /, danvoldoet elke kegelsnede in het vlak (1, y), die l raakt, yi en y2snijdt en p^ en pa aanraakt. Dit zijn er vier volgens de waardevan T y y^ p\'^. Ieder moet tweemaal in rekening gebrachtworden, omdat l dubbel te tellen is. Dit zijn dus 8 op-lossingen.



??? 31 Legt men een transversaal t op l, vi, yg en de snijlijn Z45van p4, en p^, dan voldoet deze ontaarding der tweede klasse,waarvan het vlak door /x bepaald is. De rangpunten liggenop l en hb] de oplossing is voor vier te tellen, omdat vi en vadubbel gesneden worden. Daar er twee transversalen t zijn,vindt men dus 8 oplossingen. Legt men de transversaal uit het snijpunt Q van l met p^op vx en yg, dan voldoet deze als ontaarding der tweede klasse,waarvan het vlak door bepaald is. De rangpunten liggenin Q en in den doorgang met p^,. De oplossing moet viermaalin rekening gebracht worden, omdat zij n en yg dubbel snijdt.Zoo vindt men ook vier antwoorden uitgaande van het snij-punt van l met p??. Dus in \'t geheel zijn er 8 8 4 4 = 24 oplossingen of y^ p" = 24. De kegelsneden moeten eene rechte y snijden en zes vlakkenpl, p2, Pb, Pi, pa, p6 aanraken, terwijl haar vlak door /x gaat. Legt men weer pi, P\'i door eene rechte l, dan voldoetvooreerst elke kegelsnede, die l en p^, ^5, ps raakt, terwijl zij ysnijdt en haar vlak door y

gaat. Volgens de gevondenwaarde voor T y y p^ is dit aantal twee. Elke oplossing isdubbel te tellen, omdat l dubbele raaklijn is. Zoo vindt mendus vier antwoorden. Legt men de transversaal uit het snijpunt Q van l metPi op y en op de snijlijn ?b6 van p^ en pa, dan is dit eeneontaarding der tweede klasse, waarin het vlak door /x gaat.De rangpunten liggen in Q en op hs; de oplossing is dubbelte tellen, omdat ze y dubbel snydt. Men kan driemaal zulkeen snijpunt met l vinden, heeft dus 3X2 = 6 oplossingen. Eindelijk voldoet de rechte uit het snijpunt S van p^, pa, pe naarI en y als ontaarding der tweede klasse, waarvan het vlakdoor (X gaat. De rangpunten liggen op l en in S; dezeoplossing is dubbel te tellen, daar zy y dubbel snijdt. In het geheel zijn er 4 6 2 = 12 oplossingen, zoodatmen vindt (X y = 12. M 3/



??? 32 [X p\'\'. De vlakken gaan door y en de kegelsneden raken de vlak-ken pl, p2, pa, Pi, Pb, p6, pl aan. Legt men pi, p2, pa door l, dan voldoet de kegelsnede, diel, Pi, p5, pe, pi raakt en in het vlak door y ligt. Zij vervangttwee oplossingen. Legt men de rechte door het snijpunt S van l met pi naarhet snijpunt R van p??, ps, pi, dan voldoet deze rechte als ont-aarding der tweede klasse, waarvan het vlak door y gaat;R en S zijn haar straalpunten. Ook de snijpunten van l met pa, pe, pi geven zulk eeneoplossing, zoodat er samen 2 4 = 6 zijn. Dus is [j. p\'^ = 6. Hier moeten de kegelsneden acht gegeven rechten vi, va, >3,>4, V5, vi, V8 snijden. Legt men drie rechten, vi, va, vs, in een vlak cp, dan vol-doet vooreerst de kegelsnede in vlak <p, die door de snijpuntenvan Vi, 1/5, VS, VT, ys met vlak cp gaat. Deze kegelsnede is vooracht oplossingen te tellen, omdat n, va, vs tweemaal gesnedenwoorden. Verder voldoet elke kegelsnede door een der snijpuntenvan vi, V2, V3, die de overige zes rechten snijdt; volgens devroeger gevonden waarde voor P yÂŽ vindt men 18

kegelsnedenvoor elk der drie snypunten van ui, va, va. In het geheelgeeft dit dus 3 X 18 = 54 kegelsneden. Zoekt men de snijpunten P4 en P5 van n en vs met cp,dan kan men de transversaal zoeken op P4 Ps, ve, yj, ys- Dezetransversaal vormt met P4 P5 eene ontaarding van den twee-den graad, die voldoet. Daar er twee transversalen van vierrechten zijn en men ^4, ys, ve, yj, ys op tien wijzen drie aantwee kan rangschikken, vindt men op deze wijze 10 X 2 = 20oplossingen. 1) Zie Dr. J. de Veies: Â?Over het aantal kegelsneden, die acht ge-geven rechten snijdenÂ? (K. A. v. W. te A. 1901, X, blz. 194).



??? 33 Men zoekt de transversaal t van Vd, ve, v?; snydt deze (pin T, dan verbindt rnen T met het snypunt Ps van vs en Cp.Het stel rechten ^ en T Ps vormt dan eene ontaarding, dievoldoet. Hier heeft men dus samen 5 X 2 = 10 oplossingen,want er zyn tivee transversalen t en vijf combinaties vier aan?Š?Šn van V4,2/5, vg, vi, vs. In het geheel voldoen dus 8 54 20 10 = 92 kegel-sneden, zoodat men heeft: VÂ? = 92. Â?â€? Hier moeten de kegelsneden zeven rechten vi, V2, vs, V4, va,V6, V7 snijden en een vlak p aanraken. Men legt weer vi, va, vain een vlak cp. Vooreerst voldoen dan in het vlak cp twee kegelsneden doorde vier snijpunten met V4, V5, ve, v?, welke de snijlijn van p metcp aanraken. Elk van beide is voor acht te teUen, omdatzij vi, V2, V3 dubbel snijdt. Zoo vindt men dus 16 eigenlijkekegelsneden. Verder zoekt men het aantal kegelsneden door elk van dedrie snijpunten van vi, V2, vs, welke op de overige vijf rechtenrusten en een gegeven vlak aanraken. Volgens de vroegergevonden waarde van P vÂŽ is dit aantal 24

voor elk dersnijpunten; dus in het geheel vindt men op deze wijze3 X 24 = 72 oplossingen. Zoekt men de snijpunten P4 en Ps van en vs met cp,dan vormt P4 P5 eene rechte van een lijnenpaar, dat voldoeten v^raarvan het dubbelpunt hgt in het snijpunt S van P4 P5met den doorgang van op Cf); de andere rechte is de trans-versaal uit S op Ve en 1/7. Daar iedere oplossing dubbel tetellen is, omdat p door het dubbelpunt gaat, en men y4,,v5, ve, vtop zes wijzen zoo rangschikken kan, vindt men hier 6X2 = 12oplossingen, die voldoen. Legt men eindelijk eene transversaal t op V4, vs, ve en desnijlijn n van Cp en p, dan is dit de eene rechte van eenlijnenpaar dat voldoet. Het snijpunt S van t met n is hetdubbelpunt en de verbindingslijn van S met den doorgang P7van VT op cp is de tweede rechte van het lijnenpaar. Daar



??? 34 de vier genoemde rechten tioee transversalen t hebben, enelke oplossing dubbel te tellen is, omdat p een dubbel raak-vlak is, terwijl men vs, ve, vt op vier wijzen drie aan ?Š?Šnkan rangschikken, vindt men op deze wijze 4X2X2 = 16ontaardingen. In het geheel zijn er dus 16 72 12 16= 116 oplossingen, zoodat yV = 116. P^\' Hier moeten zes stralen vi, V2, vs, V4, vs, ve gesneden entweevlakken pi en p^ aangeraakt worden. Legt men weer vi, V2, vs in een vlak (p, dan voldoen voor-eerst vier kegelsneden in dit vlak, die door de snijpunten vanV4; V5, V6 met cp gaan en de doorgangen van pi en p2 met cpaanraken. Daar elke kegelsnede vi, V2, vs dubbel snijdt, moetzij achtmaal geteld worden en men vindt zoo dus 4 X 8 = 32oplossingen. Verder voldoet elke kegelsnede door een der snijpunten vanVI, V2, V3, die op de overige vier rechten rust en de twee vlakkenp aanraakt. Dit zijn er voor elk van die drie snijpunten 28,wegens de vroeger voor P y^ p^ gevonden waarde. In hetgeheel vindt men er hier dus 3 X 28 = 84. Legt men uit het snijpunt S der doorgangen van pi en

p2met cp de transversaal op V4 en v??, dan is dit de eene rechtevan een lijnenpaar, dat voldoet. S is het dubbelpunt en detweede rechte is de verbindingslijn van S met den doorgangvan V6 op cp. Dit lijnenpaar moet voor vier oplossingen ge-rekend worden, omdat pi en p2 door haar dubbelpunt gaan.Men kan V4, ys, v?? op drie wijzen twee aan ?Š?Šn combineeren,zoodat men hier dus 3X4 = 12 oplossingen heeft. In het geheel zijn er 32 84 12 = 128 oplossingen,zoodat yÂŽ p^. De kegelsneden moeten hier vp stralen vi, y2, vs, V4, vs snijdenen drie vlakken pi, p2, ps aanraken. Legt men yi, y2, ys weer in een vlak cp, dan voldoen aller-eerst vier kegelsneden in dit vlak cp, die gaan door de snij-



??? 35 punten van Ui en v?? met (p en de doorgangen van pi, p2, psmet (p aanraken. Elke kegelsnede is voor acht te tellen,omdat zij vi, vs tweemaal snijdt. Dit geeft dus 4 X 8 = 32oplossingen. Verder voldoet elke kegelsnede door een der drie snijpuntenvan VI, V2, V3, die op de overige drie rechten rust en de drievlakken p aanraakt. Dit zyn er 24 volgens de vroeger ge-vonden waarde van P yÂŽ p^. Op deze wijze vindt men dus3 X 24 = 72 oplossingen. Daar pi, p^, ps het vlak cp in het algemeen niet in ?Š?Šn puntsnyden, voldoet hier geene ontaarding met het dubbelpunt in d). Ook voldoet geene ontaarding der tweede klasse, want diezou op de doorsnede van twee der vlakken ?¨n op vijf rechtenmoeten rusten. In het geheel voldoen dus 72 32 = 104 oplossingen,zoodat 104. Hier moeten vier stralen vi, yg, va, gesneden en vier vlakkenpi, p2, ps, Pi aangeraakt worden. Men legt weer yj, y2, ys in een vlak dan voldoen vooreersttwee kegelsneden in cp door het snijpunt van y^ met cp, diede doorgangen van pi, p2, ps, pi met c^)

aanraken. Iedere kegel-snede is voor acht te tellen, omdat zij yi, vs dubbel snijdt.Zoo vindt men dus 2X8 = 16 oplossingen. Verder voldoen alle kegelsneden door een der drie snij-punten van yi, y2, vs, welke op de overige twee rechten rustenen pi, p2, ps, pi aanraken. Volgens de vroeger voor Py^^\'\'\'ge-vonden waarde zijn er voor elk punt 16, dus in het geheel3 X 16=48. Daar er geene lijnenparen met het dubbelpunt in cp en geeneontaardingen der tweede klasse mogelijk zijn, welke laatsteop zes rechten zouden moeten rusten ??f door een punt gaanen op vier rechten rusten, vindt men hier samen 16 48 = 64oplossingen, zoodat



??? V 36 ^ p^ De kegelsneden moeten drie gegeven stralen yi, ys; ys snijdenen vijf gegeven vlakken pi, p^, ps, pi, pa, aanraken. Legt men yi, ya, yg in een vlak (p, dan voldoet hier voor-eerst de kegelsnede, die de vijf snijlijnen van pi, p^, ps, pi, pbmet cp aanraakt. Deze eenige oplossing is voor te tellen,omdat zij yi, ya, ys dubbel snydt. Verder voldoet elke kegelsnede uit een der snijpunten vann, ya, ys, welke op de andere rechte rust en vijf vlakken aan-raakt. Volgens de gevonden waarde voor P u p^ is dit aantalacht. Uit de drie snijpunten vindt men dus 3 X 8 = 24oplossingen. Daar hier geene ontaardingen van den tweeden graad methet dubbelpunt in ?“ mogelijk zijn en er ook geene ontaar-dingen der tweede klasse voldoen, omdat eene rechte niet dooreen bepaald punt kan gaan en tegelijk op vier rechten rusten,voldoen hier 8 24 = 32 oplossingen, zoodat p^ = 32. p^- Hier moeten de kegelsneden twee rechten yi en yg snydenen zes vlakken pi, p^, ps, pi, p5, ps aanraken. Legt men hier drie vlakken, pi, p2, ps, door eene rechte t,dan voldoen alle kegelsneden welke t raken,

yj en V2 snijdenen |??4, pb, ps aanraken. Volgens de vroeger gevonden waardevoor T y^ p^ is dit aantal 8. Daar echter t bepaald is alssnijlijn van twee vlakken p, zoodat elk vlak door t ook raak-vlak is, moet t als dubbele raaklijn gerekend worden. Iedereoplossing is dubbel te tellen, zoodat men hier 16 oplossingen vindt. Eene ontaarding der tweede klasse kan hier niet voldoen,want uit het snijpunt van pi, p&, ps is geene rechte mogelijk,die op yi, ya, t rust. Ook is geene ontaarding van den tweeden graad mogelijk,omdat pi, p2, ps, pi, p??, ps elkaar niet in ?Š?Šn punt snijden. Dus is y^ = 16. y p\\ De kegelsneden snijden de rechte y en raken de vlakkenpi, p2, ps, Pi, Pb, ps, pi aan. Legt men weer pi, p^, ps door eene rechte t, dan voldoen



??? 37 de kegelsneden die t raken, v snijden en p^, p??, ps, pi aanraken. Dit aantal is vier volgens de gevonden waarde voor T vElke oplossing moet echter dubbel geteld worden, omdat tals dubbele raaklijn is op te vatten. Dit geeft dus 2X4 = 8oplossingen. Daar hier verder geene ontaarde kegelsneden mogelijk zijn,omdat pi, p2, ps, Pi, p6, ps, pi elkaar niet in ?Š?Šn punt snijden enook geene rechte te trekken is door twee punten, die op vzal rusten, is hier y p\' = 8. Om het aantal kegelsneden te vinden, die aan acht gegevenvlakken pi, p2, ps, pi, ps, pe, pi, ps raken, legt men Aveer drie dervlakken door eene rechte t. Hier voldoen alle kegelsnedendie t en pi, p&, pe, pi, ps aanraken. Volgens de gevonden waardevoor T p^ is dit aantal twee. Elke oplossing is echter ommeer gemelde reden dubbel te tellen, zoodat men hier vierantwoorden vindt. Verder zijn er geene ontaardingen mogelijk, omdat pi, p2, ps.Pi, p5, pe, pi, ps elkaar niet in ?Š?Šn punt snijden en evenminp??, pe, pi, ps. Men heeft dus /jÂŽ = 4.



??? HOOFDSTUK III. Bepaling der aantallen ontaarde kegelsneden^ die aanzeven voorwaarden voldoen. Â§ 1. Wij willen nu de aantallen ontaardingen van den tweedengraad en de tweede klasse vinden, die aan zeven voorwaardenvoldoen. Deze moeten wij n.1. gebruiken, wanneer wij nagaande stelsels van OO^ vele kegelsneden, die aan zeven voor-waarden voldoen. Als S voorstelt eene ontaarding van den tweeden graad enyj eene ontaarding der tweede klasse, terwijl y en de meer-genoemde beteekenis hebben, ontstaan de volgende tabellen: en; ^ (j?Ÿ y^ S (X yÂŽ ^ (X^ v^ p ^ (x\'^ y^ p ^ (X p ^y\'^p 5 (x^ yÂŽ p^ a IX y^ p^ ^ (X yÂŽ p^ ^y^p^ Sfx^u p^ ??fxy\'p^ ^ ^fx\'p^ ?¨ (X 1/ p^ Sy\'p^ ??y p\'^ H (X^ y?? (X y" v; yÂŽ p yV mxv^ P ij [x^ y3 p^ Vi jx p^ \'/j y p^ Vj [X^ yÂŽ p^ (x y3 p^ â€?/I [x^ y p^ ^ fx y^ p^ [X^ p^ mxy p^ y^ p^ >) (X p*^ Schubert geeft in zijn Kalk??l der abz?¤hlenden Geometrie, blz. 93,94 slechts de afleiding van vier dezer aantalJcn,



??? 39Â§ 2 if^^jA Door de voorwaarde yJ is het vlak ?? der ontaardingenbepaald; deze moeten verder vier gegeven stralen vi; vs,snijden. Men zoekt de snijpunten Qi, Q2, Qa, Q4 van vi, ^2, vs, V4 methet vlak cp, dan voldoen aan de vraag de drie lijnenparenvan den door Qi, Q2, Qs, Qi gevormden volledigen vierhoek.Ieder is enkelvoudig, zoodat er dus drie oplossingen zijn enmen heeft ^ yi = 3. \' p. Door is weer het vlak cj) bepaald; zoekt men de snij-punten Qi, Q2, Qs van vi, y2, >3 met vlak cp en den doorgangl van p en cp, dan moet het dubbelpunt van elke ontaarding,die voldoet, op l liggen. Men verbindt Qi met Q2, dan snijdtQi Q2 de rechte l in een punt, en hieruit trekt men de rechtenaar Qs. Dit samenstel voldoet aan de vraag, maar geldtvoor twee oplossingen, omdat l hier dubbele raaklijn is. Menkan hier de punten Qi, Q2, Qs op drie wijzen twee aan ?Š?Šncombineeren, zoodat men in het geheel 3X2 = 6 oplossin-gen vindt en De voorwaarde bepaalt weer het vlak cp der kegelsneden.Verder moeten deze twee rechten vi en

snijden en tweevlakken pi en p2 aanraken. Het dubbelpunt der ontaardingen, die aan de vraag voldoen,ligt in het snijpunt der doorgangen h en I2 van pi en ^2 metcp. Verder zoekt men de beide snijpunten Qi en Q2 van vien >2 Jnet cp, dan voldoet als eenige oplossing het samenstelder rechten uit het genoemde dubbelpunt naar Qi en Q2.Deze eenige oplossing is voor vier te tellen, daar pi en p2beide door het dubbelpunt gaan, zoodat ^ p^ = 4. Door is het vlak cp bekend, maar omdat de drie gegevenvlakken pi, p2, ps dit vlak Cp in het algemeen niet in ?Š?Šn punt



??? 40 snijden, wat toch voor eene ^ noodig is, voldoet hier geeneoplossing aan de vraag. Dus ^ p^. Daar evenmin de vier gegeven vlakken pi, p^, ps, p^ het vlak(p in ?Š?Šn punt snijden, is hier geene oplossing mogelijk, zoodat ^ l^J pi = 0. Â§ 3. ^ De voorwaarde geeft aan, dat het vlak der gezochte kegelsneden door twee gegeven punten, dus door eene gegevenrechte moet gaan. Verder moeten de gevraagde ontaardingenvijf gegeven stralen ut, vs, >4, snijden. Legt men eene transversaal h op yi, V2, vs en dan ishet vlak van de ontaarding bepaald; dit is n.1. het vlak dooren tl gelegd. Dit vlak snijdt Vi en V5 in twee puntenQi en Qs en deze verbindingslijn Q4 Qs vormt de andere rechtetz van de ontaarding. Men kan n, 1/2, vs, ys op tien manierendrie aan twee combineeren; door elk drietal met gaan tweetransversalen, zoodat men in het geheel 10 X 2 = 20 oplos-singen vindt. Dus ^ y^ = 20. S /x^ y^ p. Ook hier g?an de vlakken der gevraagde kegelsneden dooreene vaste rechte /zÂŽ en verder moeten de kegelsneden viergegeven rechten vi, ya, ys; yi snijden en een gegeven

vlak paanraken. Het dubbelpunt der ontaarding moet dus in ^ liggen. Men legt eene transversaal ti op vi, V2, vs\', deze snijdt pin het dubbelpunt; het vlak door (z^ en ti is dus het vlakvan de ontaarding. Dit vlak snijdt y4 in een punt Q4, enQ4 verbonden met het bovengenoemde dubbelpunt, geeft detweede lijn t2 van Er zijn nu vier combinaties van yi, V2,ys, y4 drie aan ?Š?Šn mogelijk; elk drietal bepaalt met (jJ^ tweetransversalen; elke doorgang van p met het vlak van ^ isdubbele raaklijn^ zoodat elke oplossing dubbel te tellen is.Op deze wijze ontstaan er 4X^X2 = 16 ontaardingen.



??? 41 Men kan ook de vier rechten vi, va, vs, n twee aan tweecombineeren. Elk tweetal bepaalt met [x^ een quadratischregelvlak en [x^ is een beschrijvende lijn van beide regel-vlakken. Deze twee regelvlakken snijden p volgens tweekegelsneden, die vier punten gemeen hebben, waarvan er ?Š?Šnop /XÂŽ ligt. De overige drie snijpunten geven ieder eenerechte, die op /x^ n, vs, vs, Vi rust. Een combinatie van tweedezer rechten vormt eene ontaarding er zyn op deze wijzedrie verschillende ontaardingen te krijgen, die elk dubbel tetellen zijn, daar p door het dubbelpunt gaat. Menkanyi,y2,ys, op drie wijzen twee aan twee combineeren, zoodat menhieruit 3X3X2 = 18 oplossingen vindt. Samen zijn er dus 18 16 = 34 oplossingen, zoodat ^ (jJ y^ p = 34. h^^p--. Het vlak van elke figuur 5 moet gaan door /y.^; verdermoeten de kegelsneden drie gegeven stralen yi, ya, ys snijdenen twee gegeven vlakken pi en p2 aanraken. Het dubbelpuntvan elke oplossing moet dus liggen op de snijlijn /12 vanpi en p2. Men legt eene transversaal U op /x^,

vi, ya, dan snijdt hde rechte I12 in het dubbelpunt, en het vlak van ^ is bepaalddoor en h. Dit vlak snydt ys in een punt Qs en de ver-bindingslijn van Qs met het genoemde dubbelpunt geeft detweede rechte ifa van S. Men kan vi, ya, vs op drie manierentwee aan ?Š?Šn combineeren. Elk tweetal geeft met /x^ en ?•12 tweetransversalen, zoodat er 3X2 = 6 oplossingen zijn. Daartwee raakvlakken door het dubbelpunt van 5 gaan, is elkeoplossing voor vier te tellen, zoodat ^ IJ? p^ = 24. ^â€?^llfli Volgens de voorwaarde p^ zijn drie gegeven vlakken raak-vlakken, zoodat het dubbelpunt der ontaardingen met eengegeven punt samenvalt. Het vlak der kegelsneden moetdoor fx^ gaan en is dus volkomen bepaald door fu,^ en hetsnijpunt van pi, p%, p%.



??? 42 De beide gegeven rechten en va snijden dit vlak in Qien Qa, en als men het snijpunt van pi, p2, pa met Qi en Q2verbindt, vormen deze rechten eene ontaarding die voldoet.De oplossing is blijkbaar slechts op ?Š?Šne wijze mogelijk, maaris voor acht te tellen, omdat elk der vlakken p als dubbelraakvlak moet opgevat worden. Men heeft dus: ^ y p^. Aangezien de voorwaarde p^ beteekent, dat het dubbelpuntder ontaardingen, die zullen voldoen, in vier gegeven vlakkenp moet hggen, en dit in het algemeen onmogelijk is, heeftmen hier geene oplossing. Dus is S p^. Daar ook vijf vlakken in het algemeen elkaar niet in ?Š?Šnpunt snijden, is ^ [j/ p" = 0. Â§ 4. ^ y y". Het vlak van elke ontaarding, die zal voldoen, moet dooreen gegeven punt y gaan en de kegelsneden moeten zesgegeven stralen vi, ya, Vi, y-o, ye snijden. Men kan hier twee stellen oplossingen vinden, omdat men dezes rechten y op twee wijzen kan verdeelen n.1. vier aan tweeen drie aan drie. In het eerste geval voldoet de ?Š?Šne rechtevan 5 aan y^ en de andere aan y^; in het laatste geval vol-doen beide

rechten aan yÂŽ. Als een der lijnen ti van ^ op vier rechten yi, yo, ya, V4 rust,is het vlak van deze ontaarding bepaald door y en ti. Danzoekt men de snijpunten Qs en Qs van ys en yg met dit vlak,en de verbindingslijn van Qs en Qg is de tweede rechte t^van Omdat de combinatie vier aan twee van zes rechtenop 15 verschillende manieren mogelijk is en elk viertal rechtentwee transversalen heeft, vindt men op deze wijze 15 X 2 = 30oplossingen.



??? 43 Als iedere rechte der ontaarding op drie gegeven rechtenmoet rusten, beschrijven ze dus ieder een quadratisch regel-vlak. Men moet dus een vlak zoeken, dat door y gaat eneene beschrijvende lijn van beide regelvlakken bevat, m.a.w.een gemeenschappelijk raakvlak door aan die regelvlakken.Er zijn vier zulke gemeenschappelijke raakvlakken en er zijntien verschillende rangschikkingen drie aan drie mogelijk,zoodat men op deze wijze 10 X 4 = 40 oplossingen vindt. In het geheel zijn er 30 40 = 70 oplossingen, dus^ fj^ 70. Weer moet het vlak van elke ontaarding, die voldoet, dooreen gegeven punt /x gaan, terwijl de kegelsneden vijf gegevenrechten vi, va, vs, V4, vs moeten snijden en een gegeven vlak paanraken. Men kan hier weer het geval onderscheiden, dat de eenerechte van cf op vier stralen vi, va, vs, Vi rust en de andere opyÂ?, en het geval, dat de eene rechte ui, >2, n snijdt, terwijlde andere Ui en v?? ontmoet. Voor \'t geval een der rechten van S, b.v. ti, op vi, y2, ys,rust, is het vlak van S bepaald door het punt en

de rechtetl. Men zoekt nu het snijpunt Qs van ys met dit vlak, danis de tweede rechte t2 van ^ de lijn, die Qs verbindt met hetsnijpunt van ti en p\\ immers het dubbelpunt van 5 moet inp liggen. Daar er twee transversalen rusten op yi, y2, ys, y4 enmen de vijf rechten y op vijf manieren vier aan ?Š?Šn kanrangschikken, vindt men 5X2 = 10 ontaardingen. Elk isechter dubbel te tellen, omdat p een dubbel raakvlak is, dusmen vindt op deze wijze 20 oplossingen. Als de eene rechte van ??, b.v. ti, op drie rechten yi,y2, ysrust, dan is de meetkundige plaats van ii een quadratischregelvlak. Het vlak van S moet door /x en ti gaan, is duseen raakvlak uit /x aan dit quadratische regelvlak. De tweede lijn t^ van 5 moet in het vlak door y en tiliggen en op y4 en ys rusten. Men kan volgens het beginselvan het behoud van het aantal onderstellen, dat y4 en ys elkaarin een punt L snijden, dus in ?Š?Šn vlak A liggen. Een trans-



??? versaal van v^ en >5 moet dus ??f door L gaan ??f in A. liggen. Gaat tl door L, dan moet het vlak van ^ door en Lgaan. Men moet dan door de rechte y L een raakvlak aanhet bovengenoemde quadratische regelvlak aanbrengen. Ditis op twee manieren mogelijk en t\\ is zoodoende op tweemanieren bepaald. Nu snijdt t\\ het vlak p in het dubbelpunten de verbindingslijn van dit dubbelpunt met L is t^. Menkan vi, ^3, ^4, vs op 10 manieren drie aan twee rangschikken;elke rangschikking geeft twee ontaardingen en elke ontaardingis dubbel te tellen, omdat p een dubbel raakvlak is. Hiervindt men dus 10 X 2 X 2 = 40 oplossingen. Ligt t2 in A, dan moet, daar t^ het vlak p in het dubbel-punt snijdt, dit dubbelpunt liggen op de snijlyn van A en p.Op deze snijlijn moet dus ti ook rusten en daar deze tevensrust op vi, Vb, vindt men hier twee rechten ti die voldoen.Verder kan men hier ook 10 combinaties maken; elke rang-schikking geeft twee rechten ti, dus twee ontaardingen, eniedere ontaarding is dubbel te tellen, omdat p een dubbelraakvlak is. Ook hiervindt men dus 10X2X2 = 40

oplossingen. In het geheel zijn er 20 40 40 = 100 antwoorden, dus ^ IX p 100. Weer gaat het vlak der ontaarding door een gegeven punt//.en verder moeten de ontaardingen vier rechten vi, vg, vs, V4snijden en twee vlakken pi en p2 aanraken. Het dubbelpuntder S moet dus op de snijlijn I12 van pi en p2 hggen. Legt men eene transversaal ti op vi, y2, vs, h 2, dan is hetvlak der ontaarding bepaald door y en ti. Het snijpunt vantl met I12 is het dubbelpunt; verbindt men dit punt met hetsnijpunt Q4 van V4 met het vlak door [x en ti, dan is dezeverbindingslijn de rechte tz van De rangschikking drie aan ?Š?Šn van vi, vg, vg, V4 is op vierwijzen mogelijk; elke rangschikking geeft tz^fee transversalen ^i,dus twee ontaardingen en elke ?? is voor vier te tellen,omdat pi en p2 dubbele raakvlakken zijn. Zoo vindt men dus4 X 2 X 4 = 32 oplossingen.



??? 45 Laat men de eene reclite U van ^ rusten op v\\ en v^ ende andere rechte h op vs en y4, dan is h eene beschrijvendelijn van het quadratische regelvlak (vi, va, l\\ 2) en h van (vs, V4, l\\ 2).Men zoekt nu uit y een gemeenschappelijk raakvlak van dezebeide regelvlakken. Er zijn vier gemeenschappelijke raak-vlakken; ?Š?Šn van deze kan men niet gebruiken n.1. het vlakdoor y en /12, de gemeenschappelijke beschrijvende lijn vanbeide regelvlakken. Immers de vier snijpunten van vi, us, nmet het vlak door y en In vormen een"* volledigen vierhoek,waarvan de diagonaalpunten in het algemeen niet op h 2 liggen.Er blijven dus drie bruikbare gemeenschappelijke raakvlakkenover. Men kan vi, V2, vs, V4 op drie wijzen twee aan tweecombineeren; elke combinatie geeft drie oplossingen en elkeoplossing is voor vier te tellen, daar px en p^ dubbele raak-vlakken zijn. Op deze manier vindt men dus 3 X 3 X 4 = 36oplossingen. In het geheel voldoen dus 32 36 = 68 antwoorden, zoodat^ A p\' = 68. Weer gaan de vlakken der ontaardingen

door een gegevenpunt terwijl de kegelsneden drie gegeven rechten vi, >2, vsmoeten snijden en drie gegeven vlakken pi,p2,pa aanraken. Het dubbelpunt moet hier dus liggen in het snijpunt P vanPi, p2, pa- Pe eene rechte h van ^ gaat door P en rust opvi en y2, is dus geheel bepaald. Dan is door y en ti ook hetvlak van ^ bepaald en als va dit vlak in Qs snijdt, is de rechteP Qs de tweede lijn tz van die ook volkomen bepaald is.Bij deze rangschikking krijgt men dus slechts ?Š?Šne ontaarding S,die echter voor acht tellen moet, daar pi, p2, pa dubbele raak-vlakken zijn. Omdat men vi, ^2 en vs op drie wijzen tweeaan ?Š?Šn kan rangschikken, vindt men dus in het geheel3 X 8 = 24 oplossingen, zoodat ^ jx y^ p^ = 24. Hier zou de voorwaarde p^ eischen, dat het dubbelpuntder ontaarding tegelijk in vier vlakken moest liggen. Omdat



??? 46 dit in het algemeen onmogelijk is, heeft men IJ^ p-i = 0. S // V p^. Om dezelfde reden is S (M p^. Eveneens vindt men Â§ 5. ^ y\'\'. Hier moeten de ontaardingen zeven gegeven stralen vi, vz, va,V4, VS, Vc, V7 snijden. De eene rechte U van r) snijdt vi, V2, va, >4,de andere is een transversaal h van 2/5, ve, v? en fi. Daar er35 combinaties vier aan drie van vi, va, V4, vs, vs, v? zijn,terwijl elke rangschikking twee transversalen tx geeft en elke txtwee transversalen h, krijgt men hier 35 X 2 X 2 = 140 op-lossingen. Dus is ^ = 140. ^ yÂŽ p. Hier moeten de kegelsneden zes gegeven stralen vx, vg, va, V4,VS, V6 snijden en een gegeven vlak p aanraken. Het dubbel-punt van 5 moet dus in p liggen. Men kan hier twee stellenoplossingen vinden. Men legt de transversaal tx op vi, V2, va, V4 en uit het sny-punt van tx met p de transversaal op vs en ve; deze is dande andere rechte fa van ?¨. Men kan 15 combinaties vier aantwee van n, va, va, V4; ys, ve maken; elke rangschikking geefttwee rechten tx en elke oplossing is dubbel te tellen, omdat pdoor het dubbelpunt gaat. Op deze

wijze vindt men dus15 X 2 X 2 = 60 oplossingen. Laat men tx rusten op vi, va, va en i!a op V4, vs, ve, dan vormentx en t2 ieder een quadratisch regelvlak, welke beide regel-vlakken p ieder in eene kegelsnede snijden. Deze kegelsnedenhebben vier punten gemeen, waardoor dus een tx en een fa gaan.Daar er tien combinaties drie aan drie van yi, ya, va, y4, vs; vemogelijk zijn, terwijl iedere rangschikking vier ontaardingen



??? 47 geeft en elke ontaarding dubbel te tellen is, omdat p een dubbelraakvlak is, heeft men hier 10X4X2 = 80 oplossingen- In \'t geheel zijn er 60 80 = 140 antwoorden, dus is = 140. De ontaardingen moeten hier vijf gegeven stralen vi,V4, v?? snijden en twee gegeven vlakken pi en p2 aanraken. Hetdubbelpunt der ontaardingen ligt dus op de doorsnede h^van pi en p^. Legt men een transversaal h op vi, va, vs, ^12, dan kan menuit het snijpunt van h en ht ?Š?Šne rechte t2 vinden, die opUi en y5 rust. Daar er 10 combinaties drie aan twee vanVi, ^2, V3, zijn, terwyl iedere rangschikking twee transver- salen tl, dus twee ontaardingen geeft en elke ontaarding voorvier te tellen is, omdat pi en p2 door het dubbelpunt van dgaan, heeft men hier 10 X 2 X 4 = 80 oplossingen, zoodat Sy-^p^^ 80. Hier snijden de kegelsneden vier gegeven stralen yi, ys, vs, V4en raken drie gegeven vlakken pi, pz en ps aan. Het dubbel-punt ligt hier in het snijpunt P van pi, p2, ps- Men legt de transversaal ti uit P op yi en ^2 en de trans-versaal (2 uit P op ys en y^.

De ontaarding blijkt hier volkomenbepaald te zijn, doch geldt voor acht oplossingen, omdatpi, p2, ps dubbele raakvlakken zijn. Men kan yi, ^2, vs, \'M opdrie wijzen twee aan twee rangschikken en vindt dus 3 X 8 = 24oplossingen. Men heeft dus = 24. \\ 3 4 De ontaardingen moeten drie rechten vi, yg, vs snijden envier vlakken pi, p2, ps, pi aanraken. Daar echter het dubbel-punt in het algemeen niet in vier vlakken tegelijk ligt, heeftmen hier geene oplossing, zoodat ^ y^ / = 0.



??? ^y^p^. Om dezelfde reden is 5 y2 5 ^ ^ V p^. Eveneens is y p\'\' = 0. Iq-^. Ook is Â§ 6. â– /j fj} y^. De onlaardingen der tweede klasse, die aan deze voor-waarden zullen voldoen, moeten vier gegeven rechten vi, va, y^, v^snijden, terwijl haar vlak door drie gegeven punten gaat. Ditvlak is dus geheel bepaald en aangezien vi, ya, vs, y^ dit vlakin vier punten Qi, Q2, Qs, Qi snyden, die in het algemeen nietop ?Š?Šne rechte liggen, is dus in het algemeen geene oplos-sing mogelijk. Dus \'/j (j.^ y^ p. Ook hier is het vlak der ontaardingen door bepaald,maar omdat de drie gegeven rechten yi, ya, ys dit vlak in driepunten Qi, Q2, Qs snijden, die in het algemeen niet op ?Š?Šnerechte liggen, is vj [x^y^p^. De voorwaarde bepaalt weer het vlak van yj, en dit vlakwordt door de gegeven rechten yi en ya in twee punten Qien Qa gesneden. De verbindingslijn Qi Qa is de lijn l vandie dus volkomen bepaald is. De beide rangpunten zijn desnijpunten van I met de gegeven vlakken pi en p2. Aange-zien yi en ya de lijn l in een dubbelpunt snijden, is dezeeenige oplossing voor vier te tellen, zoodat

v) /y.ÂŽ y p^. Hier is het vlak van v\\ bekend en verder moeten een ge-geven straal y gesneden en drie gegeven vlakken pi, p^, paaangeraakt worden.



??? 49 Men zoekt de snijlijnen wi, nu van ^i, pa met het vlakdan zal ?Š?Šn rangpunt liggen jn het snijpunt van twee derdrie lijnen n. Dit rangpunt bepaalt met het snijpunt Q vanV en de lijn l van vj. Het snijpunt van l met de derdeder snijlijnen n is het tweede rangpunt. Daar men ni, Â?2, Â?3op drie wijzen twee aan ?Š?Šn kan rangschikken, en elke op-lossing dubbel te tellen is, omdat y de lijn l snijdt in eendubbelpunt; zijn er 3X2 = 6 oplossingen. Dus is â– /I (j/ y p^ = 6. p^. Het vlak wordt door de vier vlakken pi, p^, pa, pi gesne-den volgens een volledige vierzijde, Avaarvan elke twee over-staande hoekpunlen als rangpunten kunnen worden opgevat.Er zijn drie combinaties twee aan twee der vier snijlijnenni, n2, na, n^ van pi, p2, pa, pi met zoodat er drie oplossingenzijn en dus 1 y^. Hier gaan de vlakken der ontaardingen door twee gegevenpunten, dus door eene gegeven rechte Verder zou delijn l van v) op vijf gegeven stralen vi, y2, ya, yi, ys moetenrusten, wat in het algemeen onmogelijk is, dus H yJ = 0. IZ-i^y^^. Hier zou de lijn l op de

rechte en op de vier gegevenstralen yi,y2,yajyi moeten rnsten, wat niet kan, zoodat ook V) yV = 0. \'\'\'j^^p^. liier moet de lijn l van vj rusten op en op drie gegevenstralen yi, y2, va, terwijl de rangpunten in de twee gegevenvlakken p hggen. Men legt een transversaal op yi, ya, ya;zij is de lijn l van Vj, die pi en p2 in de rangpunten snijdt.Omdat er tivee transversalen rusten op yi, ya, ya en elkeoplossing voor acht te tellen is, omdat l de drie rechtenyi. ya en vs dubbel snijdt, is het aantal oplossingen 2X8 = 16, dus



??? 50 >) De lijn l van >) moet op /x^ en op twee gegeven stralen Ui en P2 rusten, terwijl de rangpunten in de vlakken p moetenliggen. Men kan hier niet het snijpunt der drie vlakken pi^ p^, psals eene rangpunt aannemen, want uit dit punt kan geenerechte getrokken worden, die op vi, va rust. Men kanechter wel de lijn l op (jJ^, yi, V2 en de snijlijn ni2 van pi en p2leggen, dan snijdt l de lijn Â?12 in het eene en het vlak ps inhet tweede rangpunt. Men kan de vlakken pi, p2, ps op driemanieren twee aan ?Š?Šn combineeren; elke rangschikking geefthvee transversalen en elke oplossing is voor vier te tellen, omdat lde stralen n en U2 dubbel snijdt, dus vindt men 3 X 2 X 4 = 24oplossingen, zoodat Vi = 24. vj y p\'^. De ontaarding rust op [jJ^ en den gegeven straal yi enmoet de vier gegeven vlakken pi, p2, pa, pi aanraken. Men kanhier twee stellen oplossingen vinden. Laat men de lijn l van vj gaan door het snijpunt P123 vande vlakken pi, p2, pa en rusten op y en dan ligt het eenerangpunt in P123 en het andere in het snijpunt van l met pi.Men kan pi, p2, pa, pi op vier wijzen drie

aan ?Š?Šn combineerenen elke oplossing is dubbel te tellen, daar zij y dubbel snijdt,zoodat men hier 4X2 = 8 oplossingen vindt. Laat men de lijn l van rusten op (jJ^, y en de doorgan-gen ni2 van pi en en nsi van pa en ^4, dan ligt het eenerangpunt op ni2 en het andere op nsi. Er zijn voor elkerangschikking twee transversalen van v, /x^, W12, nsi en menkan pi, p2, pa, Pi op drie manieren twee aan twee rangschikken.Bovendien is elke oplossing dubbel te tellen, daar y dubbelgesneden wordt, zoodat men op deze wijze 2X3X2 = 12oplossingen vindt. In het geheel zijn er dus 8 12 = 20 oplossingen, zoodat(M^ y p^ = 20. vifj^p^. Hier moet rusten op (x^ en de rangpunten moeten in degegeven vlakken pi, p2, ps, Pi, ps liggen.



??? 51 Men kan hier vj leggen door het snijpunt P van drie dervijf vlakken en haar laten rusten op en de snijlijn deroverige twee vlakken p. De lijn l van is dan volkomenbepaald en daar men pi, p^, ps, p^, pa op 10 manieren drie aantwee kan rangschikken, zijn hier tien oplossingen mogelijk. Men heeft dus (X yÂŽ. Hier gaat het vlak van >) door een gegeven punt /x enmoet Vj zes gegeven stralen vi, va, n, V4, vs snijden. Daareene rechte niet op zes rechten kan rusten, is in het alge-meen geene oplossing mogelijk, zoodat Vj [X yÂŽ = 0. p. Daar de lijn l van ^/j in het algemeen niet op vijf gegevenstralen kan rusten, is Ij [j, p = 0. ^jxjAp^ Het vlak van moet door een vast punt (x gaan en vjmoet vier gegeven stralen yi, y^, us, V4 snijden en de rang-punten in pi en p^ hebben. Men legt de transversaal l op vi, yg, vs, V4; dan is het vlakder ontaarding bepaald door y en l. De rangpunten liggenin de snijpunten van l met pi en met p^. Daar op yi, va, vs, V4twee transversalen l rusten, en iedere oplossing voor 16 tetellen is, omdat yi, yg, vs, V4 dubbel

gesneden worden, voldoener 2 X 16 = 32 antwoorden, dus y 32. \'Ayv^^ Het vlak van ^ gaat weer door y en verder moeten driegegeven rechten yi, ya, vs gesneden en drie gegeven vlakkenpi, P\'i, ps aangeraakt worden. Men legt eene rechte l op vi, va, n en de snijlijn W12 vanpi en p2. Het vlak van Vj is dan bepaald door y en l. InÂ?12 ligt het eene en in ps het tweede straalpunt n.1. in hunsnijpunten met l. Men kan ^2, ps op drie manieren twee



??? 52 aan ?Š?Šn combineeren; elke rangschikking geeft twee transver-salen l, elke oplossing is voor acht te tellen, omdat yi, va, vsdubbel gesneden worden en men heeft dus 3 X 2 X 8 = 4\'8oplossingen, zoodat ^/j [X y^ p\'^. Weer gaat het vlak door y; hier moeten twee rechtenyi en ya gesneden en vier vlakken pi, p^, pa, pi aangeraaktworden. Men kan hier weer twee stellen oplossingen vinden. Legt men l door het snijpunt P van pi, p^, ps en op ut en yg,dan is het vlak van yj bepaald door en l. Het eene rang-punt is het snijpunt P der vlakken pi, p^, ps, het tweederangpunt is het snypunt van l met p^. Men kan p\\, p2, ps, piop vier manieren drie aan ?Š?Šn combineeren en elke oplossingis voor vier te tellen, omdat ui en yg dubbel gesneden worden.Men vindt dus 4 X 4 = 16 oplossingen. Legt men l op yi, yg en de snijlijnen Â?12 van px en p^ en W34van ps en p4, dan is het vlak weer door y en l bepaald. Desnijpunten van l met Â?12 en Â?34 zijn de rangpunten. Menkan pi, p2, ps, /34 op drie wijzen twee aan twee combineeren;elke rangschikking geeft tivee lijnen l en elke

oplossing isvoor vier te tellen, omdat yi en y2 dubbel gesneden worden.Hier vindt men dan 3 X 2 X 4 = 24 oplossingen. In het geheel zijn er 16 24 = 40 oplossingen, dus IJ, pi == 4Q. Het vlak van ^ gaat door [j. en moet ?Š?Šne rechte y snijdenen vijf vlakken p\\, p2, ps, p^, p?? aanraken. Men kan de lijn l van -/i door het snijpunt P van pi, p2, pstrekken en op y en de snijlijn W54 van p5 en pi laten rusten.Men kan pi, p2, ps, pi, ps op tien manieren drie aan twee rangschik-ken en elke oplossing is dubbel te tellen, omdat y dubbelgesneden wordt. Dus er zijn 10 X 2 = 20 oplossingen, zoodat V) (x y = 20. Het vlak gaat door (x en er moeten zes gegeven vlakkenpl, P2, ps, pi, P??, p?? aangeraakt worden. j^ixyp"



??? 53 Men legt hier l door de snypunten P van ^i, p2, ps en Qvan Pi, p5, pe- Het vlak van >) is dan door fx en l bepaald.De zes vlakken pi, p2, ps, pi, pa, ps kan men op tien wijzen drieaan drie combineeren, zoodat er 10 oplossingen zijn en dus p^ = 10. Jj y"\'. De lijn l van vj kan niet op zeven rechten rusten, dus ^ p. De lijn l van vj kan ook niet zes rechten snijden, dus V V = 0. \'^u^p^. Ook kan de lijn l van niet vijf rechten ontmoeten, dus y?? ^^ = 0. ^y^p^. Daar l ook niet tegelijk op vier rechten en op de snijlijnvan twee vlakken p kan rusten, is p^ = 0. De lijn l kan niet drie lijnen y snijden en tevens tweesnijlijnen der vlakken p, zoodat V3 pi = 0. p^. Ook kan de lijn l niet op twee lijnen y en eene snijlijn vantwee vlakken p rusten en door het snijpunt der overige drievlakken p gaan, zoodat ^y^ = 0. ^ y De lijn l kan niet de rechte y ontmoeten en door tweepunten n.1. de snijpunten van pi, p2, ps en p^, p^, pe gaan, dus ^y p\'^ = 0. Vj p\\ Daar de lijn l niet door de snijpunten van pi, p2, ps en van ~ Pi, p5, pe kan gaan en tegelijk in ?Š?Šn van deze

twee puntenhet vlak p-^ ontmoeten, is dus



??? HOOFDSTUK IV. Over stelsels van CXD^ kegelsneden en daardoor gevormde oppervlakken. Â§ 1. Hier vindt men het stelsel kegelsneden, waarvan het vlakgegeven is door de voorwaarde [j,^. De kegelsneden moetenvier stralen n, va, vs, snijden, dus gaan door de vier snij-punten Pi, Pa, P3, P4 van f/J met vi, va, vs, Dit stelsel isklaarblijkelijk een bundel kegelsneden. De bekende twee parabolen hierin vindt men, door er eenraakvlak bij te nemen en dan de snijlijn van dit raakvlakmet f/J naar het oneindige te laten gaan. De voorwaardefy.^ y^ p gaf twee kegelsneden, die hier dus tot parabolenworden. De bekende ontaardingen van den bundel ziet men terugin de voorwaarden: ^ fx^ y^ â€” ^ en vj /zÂŽ = 0. Als bijzonder geval van dezen bundel kegelsneden vindtmen een cirkelbundel, en wel als de snijpunten van yt en vamet /XÂŽ in de cyclische punten van het vlak liggen. Allecirkels van dezen bundel gaan door P3 en P4, dus de meet-kundige plaats hunner middelpunten is de middelloodlijnop P3 P4. _ /XÂŽ yÂŽ p. Hier vindt men een stelsel kegelsneden, waarvan het

vlak/XÂŽ is. Alle kegelsneden gaan door de snijpunten Pi, Pa, P3van de rechten yi, ya, ys met en raken de snijlijn l van pmet aan. In dit stelsel zijn vier parabolen, want neemt men er eentweede raakvlak p bij, dan ontstaat de voorwaarde /xÂŽ yÂŽ = 4



??? 55 en laat men nu de sniilijn van dit vlak p naar het oneindigegaan, dan worden deze vier kegelsneden tot parabolen. De ontaardingen van dit stelsel vindt men uit de voor-waarden ^ y^ p = 6 en Tj y?Ÿ y\'^ p = 0 en dit zijn drie lijnen-paren, die elk dubbel in rekening gebracht worden. De meetkundige plaats van de middelpunten der kegelsnedenzal hier eene kromme van den vierden graad zijn met vierpunten in het oneindige. De vier parabolen in het stelselyÂŽ p geven vier middelpunten in het oneindige, dus demeetkundige plaats moet ook deze punten in het oneindigebezitten. Een bijzonder geval krijgt men ook hier, door twee snij-punten b.v. die van yi en ya met naar de cyclische puntente brengen. Alle cirkels gaan door het snijpunt Ps van ysmet /XÂŽ en raken de snpijn l van p met /xÂŽ aan. Een dezercirkels is M A, als A het voetpunt der loodlijn uit Ps op l isen M het midden van P3 A. Verder voldoet als grensgeval delijn in het oneindige met de rechte door P3 evenwijdig metdeze heeft haar middelpunt dus in het oneindige. De

meet-kundige plaats der middelpunten zal hier een parabool zijnmet M tot top en symmetrisch ten opzichte van Ps A. l-\'-^y^p^. Dit stelsel kegelsneden ligt weer in het vlak en alleexemplaren moeten gaan door de snijpunten Pi en Pa vanjjJ^ met yi en ya en de snijlijnen h en h van /xÂŽ met pi en?’52 aanraken. In dit stelsel zijn vier parabolen, want neemt men er eenderde raakvlak bij, dan ontstaat de voorwaarde y^ p^ =en deze kegelsneden worden tot parabolen, als men de snijlijnvan /XÂŽ met dit derde raakvlak naar het oneindige verlegt. Men vindt hier de ontaardingen uit de voorwaardenJ /XÂŽ y^ p^ â€” 4 en -/j (x^ y^ = 4 en wel ?Š?Šne viervoudige ont-aarding van den tweeden graad en ?Š?Šne viervoudige ontaardingder tweede klasse. De meetkundige plaats der middelpunten van de kegelsnedenin dit stelsel is eene kromme van den vierden graad met vier



??? 56 punten in het oneindige, immers de middelpunten der vierparabolen liggen in het oneindige. Een bijzonder geval van dit stelsel kegelsneden vindt men,als men Pi en P2 in de cyclische punten legt. Er ontstaatdan een stelsel cirkels, die ^i en h aanraken, zoodat de meet-kundige plaats hunner middelpunten gevormd wordt door detwee deellijnen der hoeken, die h en U met elkaar maken. (jJ" V p^. Het vlak /xÂŽ der kegelsneden is weer bekend en alle kegel-sneden moeten eene rechte y snijden en drie vlakken pi, paaanraken; zij gaan dus door het snijpunt P van y met /xÂŽ enraken de snijlijnen h, h, h, van pi, p^, ps met aan. In dit stelsel vindt men de parabolen, door er een vierderaakvlak bij te nemen, waardoor de voorwaarde v = 2ontstaat. Men verlegt de raaklijn in naar het oneindigeen vindt dan twee parabolen. De ontaardingen van dit stelsel vindt men uit ^ [x^ u p^ = 0en \'/I (x^ y p^ = dus zes ontaardingen der tweede klasse, dieechter drie dubbel getelde zijn. Men vindt hier geen cirkelbundel als bijzonder geval, daarer geen twee punten gegeven zyn, waardoor

alle kegelsnedenmoeten gaan. p^. Dit stelsel kegelsneden in /xÂŽ bevat alle exemplai^en, diede snijlijnen h, I2, k, h van pi, p^, ps, pi met /zÂŽ aanraken. Ditis klaarblijkelijk eene schaar kegelsneden. De eene paraboolder schaar vindt men, als men er een vijfde raakvlak bijneemt, zoodat de voorwaarde p^ â€” 1 ontstaat, en vervolgensde snijlijn van dit vijfde raakvlak met naar het oneindigeverlegt. De bekende ontaardingen van de schaar vindt men teruguit ^ (x^ p^ â€” O en -/j [x^ p^ = 3, dus de drie ontaardingen dertweede klasse. Ook hier vindt men geen cirkelbundel als bijzonder geval.



??? 57Â§ 2. VÂŽ. De kegelsneden, waarvan de vlakken door twee gegevenpunten, dus door eene gegeven rechte gaan, en die vijfstralen vi, va, vs, v^, vs snijden, vormen een oppervlak van denachtsten graad. Immers zoekt men het aantal snijpunten vandit oppervlak met eene willekeurige rechte, m. a. w. het aantalkegelsneden, dat voldoet aan [j,^ yÂŽ, dan is dit aantal acht. De gegeven rechte zal eene zesvoudige rechte op ditoppervlak zijn. Legt men n.1. een willekeurig vlak doordan vindt men daarin, behalve de rechte slechts ?Š?Šnekegelsnede, die de vijf rechten vi, va, vs, V4, vs ontmoet. Daarde doorsnijding in dit vlak van den achtsten graad is, moet zesmaal tot het oppervlak behooren. Uit eenig punt vanzullen dus zes kegelsneden van dit stelsel gaan; hieruit vindtmen eene vroeger gevonden waarde terug, n.1. P (u, yÂŽ = 6. Dan volgt hieruit, dat de kegelsneden, die voldoen aan devoorwaarde P y v^, dus door een gegeven punt gaan, vierstralen snijden en hun vlak door een bepaald punt zenden,een oppervlak vormen van

den zesden graad. Op dit opper-vlak zal P [j. eene viervoudige rechte zijn; want legt meneenig vlak door P dan vindt men daarin, behalve de rechteP y, slechts ?Š?Šne kegelsnede, welke door vijf punten gaat.De doorsnede is van den zesden graad, dus de rechte Pmoet viermaal tot het oppervlak behooren. Het punt P zal op deze rechte een vijfvoudig punt zijn,omdat de eene icegelsnede er ook nog door gaat. Uit elk punt van P y gaan dus vier kegelsneden van ditstelsel, zoodat men hier weer terugvindt P^ y\'^ = 4. De kegelsneden, die voldoen aan de voorwaarde P- vÂŽ, dusdoor twee punten gaan en drie stralen snijden, vormen der-halve een oppervlak van den vierden graad. Hierop is Pi Paeene dubbelrechte, omdat een willekeurig vlak door Pi Pa alsdoorsnede behalve Pi Pa slechts ?Š?Šne kegelsnede bevat. Depunten Pi en Pa zijn drievoudige punten op dit oppervlak,daar deze ?Š?Šne kegelsnede ook door beide punten gaat. Op de zesvoudige rechte van het oppervlak, gevormd



??? 58 door de kegelsneden, die aan de voorwaarde yÂŽ voldoen,vormen die kegelsneden eene verwantschap, waarin met elkpunt der eene reeks zes punten der andere overeenkomen.Deze (6,6) bevat 12 co??ncidenties; dus vindt men hier terug,dat T y?? = 12 is, want elke co??ncidentie geeft aan, dat eenekegelsnede raakt aan y/. Op dit oppervlak vindt men ook rechte lijnen, gevormddoor de ontaarde kegelsneden. Omdat n.1. S yÂŽ = 20 enVj y^ y?? = O, liggen er 20 ontaardingen van den tweeden graadof 40 enkelvoudige rechten op dit oppervlak. Ook de rechten yi, yg, ys, y^,, ys liggen op het oppervlak, daarzij door alle kegelsneden gesneden worden. Zij zijn enkel-voudig, want een w^illekeurig vlak door y\'^ geeft slechts ?Š?Šnekegelsnede, die haar snijdt. Een willekeurig Adak cp snijdt het oppervlak in eene krommevan den achtsten graad met een zesvoudig punt L, den door-gang van cp met de zesvoudige reclite y^. De klasse dierkromme zij k, dan is k = n(n â€” 1) â€” 2 5 â€”3 z, waarin nden graad der kromme, S haar aantal dubbelpunten en haaraantal

keerpunten voorstelt. Omdat het zesvoudige punt Ltelt voor X 6 X 5 dubbelpunten en er verder geene dubbel-of keerpunten zijn, is ^ = 8 X 7 â€” 6 X 5 = 26. Uit het zes-voudige punt L gaan naar deze kromme dus nog 26 â€” 2X6 = 14raaklijnen. Aan het vlak Cp zullen dus 14 kegelsneden vanhet stelsel moeten raken en omdat cp geheel willekeurig ge-nomen is, vindt men hier terug, dat y^ yÂŽ = 14 is. Er zullen 14 parabolen op dit oppervlak liggen, want legtmen het vlak cp in het oneindige, dan worden de 14 kegel-sneden, die cp aanraken, tot parabolen. De meetkundige plaats der middelpunten van de kegel-sneden in liet stelsel (fx^ yÂŽ) is eene ruimtekromme van den14en graad; immers er liggen 14 punten in het oneindige.Elk vlak door /x^ geeft slechts ?Š?Šne kegelsnede door vijf punten,dus ?Š?Šn punt der meetkundige plaats buiten y,^. Dus yJwordt 13 maal door deze ruimtekromme gesneden.



??? 59 \'ilj^th kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormen een oppervlak van den graad. Immers het aantal snij- punten van dit oppervlak met eene rechte wordt bepaalddoor de waarde van yJ^ yÂŽ p en deze is 14. De rechte /xÂŽ is eene tienvoudige rechte op dit oppervlak.Legt men n.1. een willekeurig vlak door dan liggen, be-halve /x^, in dat vlak twee kegelsneden, die door de viersnijpunten met vi, vs^ vs, V4 gaan en de snijlijn met p aanraken.Daar de doorsnijding van den graad 14 is, moet/x^ tienvoudigzijn. Uit elk punt van yJ^ gaan dus 10 kegelsneden van ditstelsel, waaruit men terugvindt, dat F y y^ p = 10 is. De kegelsneden, die voldoen aan de voorwaarde P y yÂŽ p,vormen dus een oppervlak van den tienden graad met eenezesvoudige rechte P y, omdat een vlak door P (x behalve dezerechte twee kegelsneden bevat en de doorsnede van dentienden graad moet zpi. Uit elk punt van de rechte P y gaan dus zes kegelsnedenvan dit stelsel, waaruit weer volgt, dat P^ yÂŽ = 6 is. Dusde kegelsneden, die voldoen aan

de voorwaarde P^ y^ p, vormeneen oppervlak van den zesden graad met een dubbelrechtePl P2, want een vlak door Pi P2 bevat, behalve deze rechte,nog twee kegelsneden, en de doorsnijding moet van den graadzes zijn. De punten Pi en P2 zijn dan viervoudige puntenop dit oppervlak, omdat de beide kegelsneden ook door Pien P2 gaan. Op de tienvoudige rechte van het oppervlak {(j/ y\'^ p)bepalen de kegelsneden eene verwantschap (10, 10). Dezeheeft 20 co??ncidenties, zoodat door 20 kegelsneden wordtaangeraakt, waaruit men terugvindt, dat T y^ p = 20 is. Op dit oppervlak liggen ook rechte lijnen, gevormd door deontaarde kegelsneden in het stelsel y^ p. Omdat c) y\'^en i/j y^ p â€” O, vindt men hier 34 ontaardingen van dentweeden graad, dus 34 rechte lijnen, omdat elke figuur ^ inhet genoemde aantal voor eene dubbele oplossing is gerekend. Ook de rechten yi, ya, ys, yi liggen op dit oppervlak, omdatalle kegelsneden op hen rusten. Zij zijn evenwel dubbel-rechten, omdat een vlak door twee kegelsneden bevat.



??? 60 die n, V2, vs, Vi snijden. Door elk punt van yi, va, vs, gaandus twee raakvlakken aan het oppervlak. /x^ y^ p^. Het oppervlak, dat gevormd wordt door de kegelsneden,die aan deze voorwaarde voldoen, is van den graad 24, omdatp^ = 24. Een willekeurig vlak door (x^ geeft vier kegelsneden, diedoor de drie snypunten met yi,y2, va gaan en de snijlijnenmet pi en p^ aanraken. Daar de doorsnede in dit vlak vanden graad 24 is, moet /x^ eene zestienvoudige rechte op ditoppervlak zijn. Uit elk punt van (x^ gaan dus 16 kegelsneden,waaruit men terugvindt, dat is. De kegelsneden, die aan de voorwaarde F (x y^ p^ voldoen,zullen dus een oppervlak van den graad 16 vormen, waaropF y eene achtvoudige rechte is. Immers in een vlak doorF y hggen, behalve P [x zelf, vier kegelsneden door drie punten,die twee rechten aanraken. Uit elk punt van P/x gaan dusacht kegelsneden van dit stelsel, waaruit volgt dat P^ y^ p^= 8 is. De kegelsneden met de voorwaarde P^ y p^ vormen dus eenoppervlak van den achtsten graad. Omdat in een vlak doorPl P2 vier kegelsneden liggen en

de doorsnijding van den graadacht is, ligt de rechte Pi Pa niet op dit oppervlak. De puntenPl en P2 zijn echter viervoudige punten op dit oppervlak,want in elk vlak door Pi en P2 gaan vier kegelsneden doorbeide punten. De rechten yi, ya, ys zijn viervoudige rechten op het opper-vlak {y^ y^ p\'^). Immers in een vlak door /..t^ liggen vier kegel-sneden, die deze rechten snijden. Verder hggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, gevormddoor de ontaarde kegelsneden van het stelsel [x^ yÂŽ p\'^. Dezevindt men uit ^yÂŽ = 24 en Vj (x^ y^ p^ = I?Ÿ en dit zijnzes viermaal getelde ontaardingen van den tweeden graad entwee achtmaal getelde ontaardingen der tweede klasse. Opdit oppervlak liggen dus nog 12 -j- 2 = 14 rechte lijnen.



??? 61 Op de 16-voudige rechte /x^ vormen de kegelsneden vanhet stelsel [a^ y^ p^ eene verwantschap (16, 16). Deze heeft32 co??ncidenties, doch deze zijn niet alle raakpunten voorkegelsneden. Op dit oppervlak liggen nl. ontaardingen dertweede klasse, die op /x^ rusten en dus [j,^ in twee samen-vallende punten snijden. Daar echter geen rangpunt van dezeontaardingen op ligt, is dus geene raaklijn der figuur.Om dus het aantal kegelsneden te vinden, dat aan raakt,moet men van de 32 co??ncidenties aftrekken de 16 co??nciden-ties, ontstaan uit de snijding van /x^ met de ontaardingender tweede klasse. Dus /x^ is raaklijn voor 16 kegelsneden,waaruit men terugvindt, dat = is. Daar y^ p^ = 24, is het oppervlak, gevormd door de kegel-sneden, die aan de voorwaarde /x^ y^ p^ voldoen, van den243teii graad. Dit oppervlak bevat yJ als zestienvoudige rechte, want ineen vlak door /z^ liggen vier kegelsneden door de snijpuntenmet yi en va, die de snijlijnen met pi, p2, ps aanraken. Daarde doorsnede van den graad 24 is, moet

16-voudig zijn.Uit elk punt van gaan dus 16 kegelsneden van dit stelsel,zoodat P /z VÂŽ p^= 16. De kegelsneden met de voorwaarde P /z y p^ vormen duseen oppervlak van den zestienden graad. Dit bevat de acht-voudige rechte P y, omdat in een vlak door P behalve dezerechte, vier kegelsneden liggen en de doorsnede van den graadzestien is. Uit elk punt van P y gaan dus acht kegelsnedenvan dit stelsel, zoodat F^ y p^ = 8. De kegelsneden met de voorwaarde P^ p^ vormen dus eenoppervlak van den graad 8, waarop de rechte Pi P2 niet ligt,want een vlak door Pi P2 geeft als doorsnijding vier kegel-sneden. De punten Pi en P2 zijn echter viervoudige puntenop dit oppervlak, want in eenig vlak door Pi en P2 liggenvier kegelsneden door deze beide punten. Op het oppervlak y^ p^) zijn vi en 1^2 viervoudige rechten.



??? 62 omdat in een vlak door /x^ vier kegelsneden liggen, die opUl en n rusten. Ook liggen er nog rechten op dit oppervlak, afkomstig vande ontaardingen in dit stelsel en deze vindt men uit 5 (x^ y^ p^â€” 8 en Vj y^ p^ = 24. Dit zijn echter ?Š?Šne ontaardingvan den tweeden graad, die achtmaal in rekening is gebrachten zes ontaardingen der tweede klasse, die elk voor viergeteld moeten Avorden. Dan liggen er dus 2 6 = 8 rechtenop dit oppervlak. Op de zestienvoudige rechte /xÂŽ vormen de kegelsneden vandit stelsel y^ p^ eene verwantschap (16, 16), die 32 co??nci-denties heeft. Hieronder zijn ook de snijpunten van /x\'^ metde ontaardingen der tweede klasse en dit zijn er 24. Daar[x^ hiervoor geene raaklijn is, omdat geen straalpunt op [x^ligt, zijn er maar acht kegelsneden, die (x^ aanraken. Daaruitvindt men terug, dat T y^ p^ = 8 is. De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormeneen oppervlak van den zestienden graad, omdat (x^ y^ ^^ = 16. In [x^ heeft dit oppervlak eene 12-voudige rechte, omdateen vlak door [x^ als doorsnede, behalve [x^, nog twee

kegel-sneden bevat, die door een punt gaan en vier rechten raken.Uit elk punt van (x^ gaan dus 12 kegelsneden van dit stelsel,zoodat men terugvindt, dat P (x y p^ = I\'S, is. De kegelsneden, die aan de voorwaarde P [x p\'^ voldoen,vormen een oppervlak van den twaalfden graad met de acht-voudige rechte P [x. Immers in een vlak door P fx liggen,behalve deze rechte, nog twee kegelsneden. Uit elk puntvan P [X gaan dus 8 kegelsneden, waaruit opnieuw volgt, datPV\' = 8 is. De rechte y is eene dubbelrechte op het oppervlak {(x^ y p\'^),want in eenig vlak door (x^ liggen tAvee kegelsneden, die beideop y rusten. Verder liggen er op het oppervlak nog rechte lijnen, dieafkomstig zijn van de ontaardingen in dit stelsel. Deze vindtmen uit 5/xÂŽ y / = O en (x^ y p\'^ = 20 en Avel alleen 10 ont-



??? 63 aardingen der tweede klasse, die elk tweemaal in rekeningworden gebracht. Dus door y?Ÿ gaan 10 vlakken, die hetoppervlak langs eene rechte raken. Op de 12-voudige rechte y?Ÿ vormen de kegelsneden eeneverwantschap (12, 12), dus met 24 co??ncidenties. Hieronderzijn er 20, afkomstig van de 20 ontaardingen der tweedeklasse en die niet m.eetellen voor raakpunten. Er zijn dusvier kegelsneden, die yJ^ aanraken, waaruit opnieuw volgt, dat= 4 is. p^- De kegelsneden vormen hier een oppervlak van den acht-sten graad, omdat yJ^ u p" = 8. In [x^ heeft dit oppervlak eene zesvoudige rechte, omdateen vlak hierdoor, behalve slechts ?Š?Šne kegelsnede bevat,die aan vijf rechten raakt. Uit elk punt van [x^ gaan duszes kegelsneden van dit stelsel, waaruit men terugvindt, datP = 6 is. Op het oppervlak (fz^ p^) liggen rechte lijnen, afkomstig vande ontaardingen in het stelsel. Deze vindt men uit ^ fx^ p^ = Oen VI p^ â€” 10, dus 10 enkelvoudige ontaardingen der tweedeklasse. Een willekeurige doorsnede van het oppervlak met

een vlak?“ is eene kromme van den graad 8 met een zesvoudig puntL. Dit punt is het snijpunt van de zesvoudige rechte /x^ met(p. Deze kromme is dus van de klasse 8X7 â€” 6X5== 26en het aantal raaklijnen uit L aan deze kromme is dus26 â€” 2 X 6 = 14. Maar hieronder zijn 10 oneigenlijke raak-lijnen, want de 10 ontaardingen der tweede klasse geven incp ook twee samenvallende punten. Dit zijn in het algemeengeene raaklijnen voor die ontaardingen, want hare straalpuntenliggen in het algemeen niet in cp. Dus cp wordt door vierkegelsneden aangeraakt en men vindt hier dus terug, dat= 4 is. Op de zesvoudige rechte yJ van het oppervlak (/x^ p^) be-palen de kegelsneden eene verwantschap (6, 6) met 12 co??n-cidenties. De tien ontaardingen der tweede klasse op dit



??? 64 oppervlak geven wel co??ncidenties, doch geene raakpunten,zoodat (x\'^ maar door hvee kegelsneden Avordt aangeraakt,waaruit men terugvindt, dat T p^ = ^ is. Â§ 3. y y\'\'". De kegelsneden, waarvan het vlak door een gegeven punt(X gaat en die zes gegeven rechten yi, 1/2, vs, vs, vs snijden,vormen een oppervlak van den 34sten graad, omdat het aantalsnijpunten van dit oppervlak met eene rechte 34 is; immersy y^ = 34. Op dit oppervlak liggen yi, ya, yg, Vi, P5, ^s als zesvoudigerechten, want uit eenig punt P op yi gaan zes kegelsnedenvan dit stelsel, omdat P /x yÂŽ = 6 is. Verder liggen op dit oppervlak rechte lijnen, die afkomstigzijn van de ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindtmen uit ^y\'\'= 70 en de 70 ontaardingen van den tweeden graad leveren 140 rechten op dit oppervlak. De meetkundige plaats der kegelsneden, die door een punt Pgaan, vier rechten yi, ya, vs, V?Š snyden en Avaarvan het vlak door ygaat, is een oppervlak van den zesden graad. Immers P y yÂŽ = 6,dus het oppervlak geeft zes snijpunten met eene rechte. Elk der rechten yi, ya,

ys, n is eene enkelvoudige rechte ophet oppervlak (P (x y^), omdat uit elk van haar punten slechts?Š?Šne kegelsnede van dit stelsel gaat. Legt men n.f. een vlakdoor P, door een punt P\' van yi en door y, dan ligt daarinslechts ?Š?Šne kegelsnede door P, P\' en de snijpunten van ditvlak met ya, vs, y^,. Ook liggen er ontaardingen op dit oppervlak, Avant legtmen eene rechte t uit P op yi, va, en vervolgens een vlakdoor (X en t, dan vormt de verbindingslijn van de beidesnijpunten van dit vlak met ys en yi de tweede rechte t\' vaneen lijnenpaar, dat voldoet. Daar er zes combinaties van devier rechten zijn te maken, vindt men dus zes ontaardingenvan den tweeden graad op dit oppervlak; hierop liggen dus,behalve yi, ya, ys, nog 12 rechte lijnen.



??? 65 (J- y^ p. De kegelsneden, die vijf rechten n, V2, vs; >4, vs snijden, eenvlak p aanraken en haar vlak door y zenden, vormen eenoppervlak van den graad 52, omdat y p = 52 is. De rechten vt, va, yg, vs zijn tienvoudige rechten op ditoppervlak, want uit eenig punt op een dezer rechten gaantien kegelsneden van dit stelsel, omdat P y p â€” 10 is. Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, die af-komstig zijn van ontaarde kegelsneden. Deze vindt men uit^ [j, yÂŽ ?’5 = 100 en >) [ji, p == 0. Er liggen 50 dubbelgeteldeontaardingen van den tweeden graad, dus 100 rechten op ditoppervlak. De meetkundige plaats der kegelsneden, die door een puntP gaan, drie rechten yi, ya, ys snijden en een vlak p aanraken,terwijl haar vlak door y gaat, is een oppervlak van den tiendengraad, omdat P y p = 10 is. Elk der rechten yj, ya, ys is eene dubbelrechte op dit opper-vlak, omdat uit elk harer punten twee kegelsneden van ditstelsel gaan. Legt men n.1. een vlak door P, door een puntP\' van yi, en door dan liggen daarin f^i\'ee kegelsneden

doorvier punten, die eene rechte aanraken. Er liggen ook ontaardingen op het oppervlak (P /z yÂŽ p).Legt men n.1. eene rechte t uit P op y\\ en ya, vervolgenshet vlak door y en t en verbindt men het snijpunt van ditvlak en ys met den doorgang van t op p, dan vormt dezeverbindingslijn met t eene ontaarding van den tweeden graad,die voldoet. Men vindt drie combinaties van de drie rechten ytwee aan ?Š?Šn, dus dit geeft drie lijnenparen of zes rechtenop dit oppervlak. De kegelsneden, die aan deze voorwaarden voldoen, vormeneen oppervlak van den 76sten graad, omdat y yÂŽ p^ = 76 is. De rechten yt, ya, ys, ui zijn 16-voudige rechten op dit opper-vlak, want uit eenig punt op yi gaan 16 kegelsneden van ditstelsel, omdat P yÂŽ ^^ = 16 is. Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, die af-komstig zijn van de ontaardingen in dit stelsel. Deze vindt



??? 66 men uit 5 y p^ = 68 en p^ = 32. Dit zijn 17 vier- maal getelde lijnenparen en twee 16-maal getelde ontaar-dingen der tweede klasse. Dit geeft dus samen 34 2 = 36rechte lijnen op het oppervlak. De kegelsneden, die door een punt P gaan, twee rechtenvi en ys snijden, twee vlakken pi en p^ aanraken en haar vlakdoor (X zenden, vormen een oppervlak van den graad 16, om-dat P [x p^ = 16 is. De rechten yi en ya zijn viervoudige rechten op dit opper-vlak, want uit elk van haar punten gaan vier kegelsneden vandit stelsel. Legt men n.1. een vlak door P, door een punt P\'van yi, en door [x, dan liggen daarin vier kegelsneden, diedoor drie punten gaan en twee rechten aanraken. Er liggen ook ontaardingen op dit oppervlak (P [x y^ p^),want legt men eene rechte t uit P op yi en op de snijlijn /12van pi en p2, vervolgens een vlak door /x en t en zoekt danhet snijpunt Q van v^ met dit vlak, dan vormt de verbindings-lijn van Q met het snijpunt van t en I12 de tweede rechte t\'van een lijnenpaar, waarvan t de andere rechte is. Zoo vindtmen er nog een, dus er liggen twee

lijnenparen of vier rechtenop het oppervlak. Ook is er eene~ontaarding der tweede klasse. Legt menn.1. de rechte t uit P op vi en yg; dan voldoet deze als dubbel-rechte, waarvan het vlak door en t bepaald is. Hare rang-punten liggen in de doorgangen van t op pi en p^. Langshaar ligt een raakvlak door /y. aan het oppervlak. l^-\' ^^ p^- Dit stelsel kegelsneden vormt een oppervlak van den graad72, omdat y -A p^ = 72 is. De rechten yi, yg, ys liggen er op en zijn 16-voudig, omdatuit een willekeurig punt van yi zestien kegelsneden gaan;immers P fx u^ p^ = 16. Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, afkomstigvan de ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt menuit ^ a yÂŽ p^ = 24 en vj y yÂŽ p^ = 48 en wel drie achtmaalgetelde ontaardingen van den tweeden graad en zes achtmaal



??? 67 getelde ontaardingen der tweede klasse. Er zijn dus samen6 -h 6 = 12 rechten op dit oppervlak. De kegelsneden, die door een punt P gaan, een?¨ rechte vsnyden, drie vlakken pi, p^, ps aanraken en hun vlak door [xlaten gaan, vormen een oppervlak van den graad 16, omdatP IX p^ = 16 is. De rechte y is eene viervoudige rechte op dit oppervlak,want uit elk van haar punten gaan vier kegelsneden van ditstelsel. Immers, legt men een vlak door P, door een puntP\' van V, en door /x, dan liggen daarin vier kegelsneden doortwee punten, die drie rechten aanraken. Er liggen ook ontaardingen op dit oppervlak. Verbindtmen het snijpunt Q van de vlakken pi, pa met P door eenerechte t; legt daarna het vlak door ix en t en zoekt het sny-punt R van dit vlak met v, dan vormt de rechte R Q met teen lijnenpaar dat voldoet. Er liggen dus twee rechten opdit oppervlak. Legt men uit P de transversaal ^ op y en op eene snijlijn lvan twee der vlakken p, dan voldoet t als ontaarding dertweede klasse, waarvan het vlak door y en t bepaald is.Hare

rangpunten liggen op l en in het derde raakvlak. Zoovindt men er drie, dus er liggen nog drie rechten op ditoppervlak. Zoekt men de kegelsneden, die raken aan eene rechte l,drie stralen vi, vg, vs snijden en haar vlak door (x zenden, danvormt dit stelsel (T y yÂŽ) een dubbelvlak als ontaarding vaneen quadratisch oppervlak. Immers zoekt men het aantalkegelsneden van dit stelsel, dat eene rechte snijdt, dan is ditaantal twee volgens de waarde van T jx -A. Deze rechte heeftdus twee punten met dit vlak Qx, T) gemeen en het vlak isdus een dubbelvlak. IX p\'^. Dit stelsel kegelsneden vormt een oppervlak van dengraad 48, omdat ix yÂŽ p^ = 48 is. De rechten yi en yg liggen er op en zijn twaalfvoudig, omdat



??? uit een willekeurig punt van vi of 12 kegelsneden gaan;immers P y y p\'^ = 12. Verder liggen op dit oppervlak rechte lijnen, afkomstig vande ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt men uitS (X p^ = O en Vj y y^ p^ = 40 en wel tien viermaal geteldeontaardingen der tweede klasse. Er liggen dus tien rechtenop dit oppervlak. De kegelsneden, die door een punt P gaan, vier vlakkenj??i, p\'i, pa, Pi aanraken en haar vlak door y zenden, vormeneen oppervlak van den graad 12, omdat P y y p^ = 1% is. Opdit oppervlak liggen geene lijnenparen, omdat pi, p2, ps, pielkaar niet in ?Š?Šn punt snijden. Wel liggen er ontaardingen der tweede klasse op, wantlegt men de transversaal t uit P op de snijlijnen hz en hivan pl en p2 en van ps en pi, dan voldoet t als ontaardingder tweede klasse, waarvan het vlak bepaald is door t enen de rangpunten liggen in I12 en Isi. Daar men drie zulkeontaardingen der tweede klasse vindt, geeft dit drie rechtenop het oppervlak. Ook is eene rechte t mogelijk uit P naar het snijpunt Qvan drie vlakken p; deze ontaarding der tweede klasse

voldoet,want haar vlak is bepaald door y en t en hare rangpuntenliggen in Q en in het vierde vlak p. Omdat men vier zulkeontaardingen vindt, geeft dit nog vier rechten op het oppervlak. Zoekt men de kegelsneden, die raken aan eene rechte l,aan een vlak p, twee stralen yi en va snijden en waarvan hetvlak door y gaat, dan vormen deze een viervoudig vlak alsontaarding van een biquadratisch oppervlak. Immers zoektmen het aantal kegelsneden van dit stelsel (T y y^ p), dateene rechte snijdt, dan is dit aantal vier, omdat T y y^ p = i is.Deze rechte heeft dus vier punten met het vlak {y, T) gemeen,dus {[x T) is een viervoudig vlak. y" y p^- Het stelsel kegelsneden, dat hieraan voldoet, vormt eenoppervlak van den graad 24, omdat y y^ p^ = 24 is. De rechte y ligt hierop en is zesvoudig, immers uit elk



??? 69 harer punten gaan zes kegelsneden van dit stelsel, omdatP y p^ = ?Ÿ is. Op dit oppervlak liggen nog rechte lijnen, afkomstig vanontaarde kegelsneden. Deze vindt men uit ^ y y p^ = O enVj yy p^ â€” \'2,0 en wel tien dubbelgetelde ontaardingen der tweedeklasse. Er liggen dus op dit oppervlak tien rechte lijnen. Zoekt men de kegelsneden, die raken aan eene rechte l,aan iwee vlakken pi en p2, die eene rechte y snijden en haarvlak door y zenden, dan vormt dit stelsel (T % y p^) een vier-voudig vlak als ontaarding van een biquadratisch oppervlak.Immers zoekt men het aantal kegelsneden van dit stelsel, dateene rechte snijdt, dan is dit aantal vier volgens de waardevan T [X y^ p^. Elke rechte snijdt dit vlak in vier punten,dus genoemd vlak is viervoudig. (X Dit stelsel kegelsneden vormt een oppervlak van den graad 12, omdat (x y p^ = 12 is. Op dit oppervlak liggen rechte lijnen, afkomstig van deontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt men uit5 [X ??ÂŽ = O en jx = 10, dus alleen tien enkelvoudige ont-aardingen der tweede

klasse. Er liggen dus tien rechten opdit oppervlak. Zoekt men de kegelsneden, die raken aan een rechte l, aandrie vlakken pi, p2, pa en waarvan het vlak door [x gaat,dan vormt dit stelsel T [x p\'^ een dubbelvlak als ontaardingvan een quadratisch oppervlak. Want zoekt men het aantalkegelsneden van dit stelsel, dat eene rechte snijdt, dan is ditaantal ttvee volgens de waarde van T (x y p^. Elke rechtesnijdt het vlak (T, (x) dus in twee punten, zoodat deze meet-kundige plaats een dubbelvlak is. Â§ 4. De kegelsneden, die op zeven rechten rusten, vormen eenoppervlak, waarvan men den graad weer bepaalt uit het aan-



??? 70 tal snijpunten met eene rechte. Deze graad is de waardevan yÂŽ, dus 92. De zeven rechten vi, V2, vs, vs, ve, >7 worden door allekegelsneden gesneden, liggen dus op dit oppervlak. Alle zijn18-voudig, want P = 18, dus uit elk harer punten gaan18 kegelsneden. Verder liggen er nog rechten op dit oppervlak, die afkomstigzijn van de ontaarde kegelsneden uit dit stelsel. Deze vindtmen uit d = 140 en vj p\'\' = O, dus 140 lijnenparen. Dezegeven echter 70 duhbelgetelde en 140 enkelvoudige rechten,want elke transversaal op vier der zeven rechten wordt doortwee transversalen op haar en op de overige drie rechten tottwee kegelsneden aangevuld. Zoekt men de kegelsneden, die door een punt P gaan envijf rechten yi, ya, ys, yi, ys snijden; dan vormen deze een opper-vlak van den graad 18, omdat P yÂŽ = 18 is. Neemt men op een van de rechten yi, ya, ys, yi, ys eenig puntP\', dan gaan daardoor vier kegelsneden van dit oppervlak(P y^), omdat P^ y\'\' = 4 is. Dus elk van die vijf rechten is vier-voudig op dit oppervlak. Legt men door P eene rechte t op twee der vijf

stralenyi, ys, yi, vs, dan wordt deze door twee transversalen op ten de overige drie stralen aangevuld tot twee ontaarde kegel-sneden. Voor elke combinatie vindt men dus ?Š?Šne dubbelerechte en twee enkelvoudige rechten op dit oppervlak. Daarmen yi, y2, vs, Vi, ys op 10 manieren twee aan drie kan com-bineeren, zijn er 10 dubbele en 20 enkelvoudige rechten opdit oppervlak. Men vindt ook nog 20 enkelvoudige rechten, als men opvier der vijf stralen y eene transversaal t legt en uit P eenetransversaal op t en op de vyfde rechte y. Men vindt n.1.vijf combinaties vier aan ?Š?Šn van yi, ya, ys, yi, vs en telkenstwee transversalen op vier rechten, dus 10 lijnenparen of20 rechten. Legt men een vlak door P en yi, dan ligt daarin de vier-voudige rechte yi; vier dubbele rechten, omdat men uit Peene rechte naar elk der vier doorgangen van y^, y^, yi, ys kan



??? 71 trekken en deze dubbel te tellen is, daar zij tot twee ontaar-dingen van den tweeden graad behoort; twee enkelvoudigerechten door P, n.1. de rechten, die door P gaan, op vi rustenen de twee transversalen op vg, vg, ontmoeten; eindelijk de kegelsnede door P en de doorgangen van y2, vs, ui, vs ophet vlak (P vi), w^elke echter dubbel te tellen is, omdat zij vitweemaal snijdt. Zoo vindt men ook, dat de graad van hetoppervlak (P yÂŽ) is 4 8 2 4 = 18. Het punt P is een twaalfvoudig punt op dit oppervlak, wantals men let op de doorsnijding in het vlak (P vi), dan gaandoor P vier dubbele rechten, twee enkelvoudige rechten en dedubbel te tellen kegelsnede. Ook ziet men gemakkelijk, dat de doorgangen van va, vs, V4, vsop het vlak (P vi) viervoudige punten zijn, want door eikendoorgang gaat eene dubbele rechte en de dubbel te tellenkegelsnede. VÂŽ p. De kegelsneden, die op zes gegeven stralen Vl, >2, Vs, V4, V5, V6rusten en een gegeven vlak p aanraken, vormen een opper-vlak van den graad 116, omdat y\'\' ^ = 116 is. De

rechten vi, va, vs, V4, vg, ve liggen op dit oppervlak, omdatzij door alle kegelsneden gesneden worden. Alle zijn 24-voudig,want V y^ p = 24, dus uit elk harer punten gaan 24 kegelsneden. Verder liggen er nog rechte lijnen op dit oppervlak, af-komstig van de ontaardingen in dit stelsel. Deze vindt menuit S y\'^ p = UO en vj y*^ p = 0; dit zijn echter 70 dubbel-getelde lijnenparen, omdat p door haar dubbelpunt gaat. Duser liggen 140 rechten op dit oppervlak. De kegelsneden, die door een punt P gaan, vier rechtenvi, V2, Vs, V4 snijden en een vlak p aanraken, vormen een opper-vlak van den graad 24, omdat \'P y^ p ^ 24 is. Neemt men opeen der vier rechten y eenig punt P, dan gaan daardoor zeskegelsneden, omdat P^ y^ p = 6 is. Dus vi, va, vs, V4 zijn zes-voudige rechten op dit oppervlak. Legt men uit P eene rechte t op twee der vier rechten v,dan snijdt t het vlak p in een punt Q. Uit Q trekt men de



??? 72 transversaal t\' op vs en vi, dan vormt t\' met t een lijnenpaarvan dit stelsel. Daar men vier stralen op zes manieren tweeaan tw^ee kan rangschikken, geeft dit zes lijnenparen, dus 12rechten ??p dit oppervlak. Verder kan men eene transversaal t leggen op vi, >2,^3,^4;vervolgens het snijpunt van t en p verbinden met P, danvormt deze rechte met t een lijnenpaar. Er zijn twee trans-versalen op vier rechten, dus twee lijnenparen, dus liggen ernog vier rechten op dit oppervlak. Legt men een vlak door P en >1, dan ligt daarin de zes-voudige rechte >1; drie dubbele rechten uit P naar de door-gangen van y2, >3, Vi met het vlak (P yi); twee dubbele rechtendoor P, die op de beide transversalen van yi, yg, ys, y4 rustenen p in het snijpunt met elk dezer transversalen ontmoeten;eindelijk de beide kegelsneden door P, die y2, vs, Vi snijden enp aanraken en die dubbel te tellen zijn, omdat zij yi dubbelsnijden. Ook zoo vindt men, dat de graad van het oppervlak(P y^ p) 6 6 4 8 = 24 is. P zal een 14-voudig punt zyn van deze doorsnijding in(P yi), want door P gaan drie dubbele

rechten naar de door-gangen van y2, ys, vi met (P n)\\ verder twee dubbele rechtenop de beide transversalen van yi, ya, ys, Vi en de beide dubbelte tellen Icegelsneden. De doorgangen van ya, ys, y4 met het vlak (P yi) blijken hierzesvoudige punten te zijn, want door ieder gaat ?Š?Šne dubbelerechte en twee dubbel te tellen kegelsneden. De kegelsneden, die op vijf rechten rusten en twee vlakkenaanraken, vormen een oppervlak van den graad 128, omdat128 is. De rechten yi, ya, ys, vi, ys liggen op dit oppervlak en zijn28-voudig, want F u\'^ p\'^ = 28, dus uit elk harer punten gaan28 kegelsneden van dit stelsel. Verder liggen er nog rechten op dit oppervlak, afkomstigvan de ontaardingen in dit stelsel. Daar ^ p^ = 80 en



??? 73 Vj y^ p^ = O, vindt men 20 viermaal getelde lijnenparen, dusveertig rechten op dit oppervlak. De meetkundige plaats der kegelsneden, die door een puntP gaan, drie stralen vi, va, vs snijden en twee vlakken pi en p2 aan-raken, is een oppervlak van den graad 28, omdat P y"^ p^ = 28 is.Elk der stralen y is eene 8-voudige rechte daarop, omdat doorelk harer punten 8 kegelsneden van dit stelsel gaan, immersp2 p^ = S. De transversaal t uit P op yi en de snijlijn l van pi en p2wordt door de rechte uit het snijpunt van t en l rustend op vaen Vs tot eene ontaarde kegelsnede aangevuld. Er zijn zoo driekegelsneden, dus zes rechte lijnen op dit oppervlak (P yÂŽ p\'^). Legt men eene transversaal t op vi, yg, ys, l en dan uit hetsnijpunt van t en l eene rechte t\' naar P, dan vormt t\' mett een lijnenpaar, dat voldoet. Er zijn twee transversalen opvier rechten, dus twee zulke lijnenparen of vier rechten opdit oppervlak. Legt men een vlak door P en yi, dan ligt daarin de acht-voudige rechte vi; ?Š?Šne viervoudige rechte rustend op y\\ engaande door

P; eindelijk vier kegelsneden door drie punten,die twee rechten raken en die dubbel te tellen zijn, omdatzij yi dubbel snijden. Ook zoo vindt men voor den graadvan het oppervlak (P y VÂŽ) 8 4 16 = 28. Op dit oppervlak is P een 12-voudig punt, want als menlet op de doorsnijding in het vlak (P yi), gaan door P ?Š?Šneviervoudige rechte en vier dubbel te tellen kegelsneden. Dedoorgangen van vlak (P yi) met yg en ys zijn 8-voudige punten,want door elk gaan vier dubbel te tellen kegelsneden. P^- De kegelsneden, die op vier rechten yi, yg, ys, V4 rusten endrie vlakken pi, p2, pn aanraken, vormen een oppervlak vanden 104en graad, omdat yÂŽ p^ = lOi is. De rechten yi, yg, ys, Ui liggen op het oppervlak, want allekegelsneden rusten erop. Ze zijn 24-voudig, want uit elkharer punten gaan 24 kegelsneden, omdat P y^ p^ = 24 is. Op dit oppervlak liggen ook nog rechten, afkomstig van de



??? 74 ontaardingen in dit stelsel. Omdat d p^ = 24 en Vj y^ p^ = O,liggen er drie achtmaal getelde ontaardingen van den tweedengraad, dus zes rechte lijnen op het oppervlak. De kegelsneden, die door een punt P gaan, twee rechteny\\ en snijden en drie vlakken pi, p^, pa aanraken, vormeneen oppervlak van den 24ÂŽten graad, omdat P y^ p^ = 24 is.Elk der rechten yi en va is achtvoudig, omdat door elk harerpunten 8 kegelsneden gaan, immers P^ y p^ = 8. Verbindt men P met het snijpunt Q der vlakken p dooreene rechte t en legt men uit Q eene transversaal t\' op vien dan vormt t\' met t een lijnenpaar, dat voldoet. Ophet oppervlak (P y^ p^) liggen dus nog twee rechte lijnen. Een vlak door P en vi geeft als doorsnijding de acht-voudige rechte en vier kegelsneden door twee punten,welke drie rechten raken; de kegelsneden moeten dubbelgeteld worden, daar zij v\\ tweemaal snijden. Ook hieruitblijkt dus, dat het oppervlak van den graad 8 16 = 24 is. Het punt P is achtvoudig, want de vier dubbel te tellenkegelsneden gaan er door. Om dezelfde reden is het snijpuntvan y2

met het vlak (P yi) achtvoudig. Zoekt men de kegelsneden, die aan eene rechte l raken envier stralen yi, y2, ys, y\\ snijden, dan vormen deze een opper-vlak van den twaalfden graad. Immers zoekt men het aantalsnijpunten van dit oppervlak met eene willekeurige rechte,dan wordt dit gevonden uit T yÂŽ = 12. Op dit oppervlak zijn yi, y2, ys, yi dubbelrechten. Legt menn.1. een vlak door eenig punt van yi en door l, dan liggendaarin twee kegelsneden door vier punten, die eene rechteaanraken. Legt men eene transversaal t op yi, ya, ys, I en vervolgenseen vlak door t en l, dan geeft het snijpunt van yi met ditvlak de tweede rechte van een lijnenpaar, dat voldoet. Er zijnvier combinaties drie aan ?Š?Šn van de rechten y, dus acht ont-aardingen, want yi, yg, ys, I hebben twee transversalen. Erliggen dus 16 rechte lijnen op het oppervlak (T y").



??? 75 De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormeneen oppervlak van den 64sten graad, omdat p^ = 64 is. De rechten vi, V2, ys liggen op dit oppervlak, daar alle kegel-sneden hierop rusten. Ze zijn 16-voudig, want P y^ p^ = 16,dus uit elk harer punten gaan 16 kegelsneden van dit stelsel. Verder hggen er geene rechten op, want^yÂŽ = 0 en De kegelsneden die door een punt P gaan, eene rechte ysnijden en vier vlakken p aanraken, vormen een oppervlakvan den 16â„? graad, omdat = is. De rechte y is eene achtvoudige rechte op dit oppervlak, want uit elk harerpunten gaan 8 kegelsneden van dit stelsel, immers P^ p^ = 8. De doorsnijding van dit oppervlak met een vlak door P en ybevat de achtvoudige rechte y en twee kegelsneden door P,die vier rechten aanraken; deze kegelsneden zijn dubbel tetellen, omdat zij y tAveemaal snijden. Ook zoo vindt men,dat de graad van dit oppervlak 8 8 = 16 is. Het punt P is een viervoudig punt der doorsnede, want debeide dubbel te tellen kegelsneden gaan er door. De

kegelsneden, die op drie rechten yi, ys, vs rusten, eenerechte l en een vlak p aanraken, vormen een oppervlak vanden 20sten graad, omdat T y^ = 20 is. De rechten vi, ya, ys zijn viervoudige rechten op dit opper-vlak, omdat een vlak door l en eenig punt van yi vier kegel-sneden van het stelsel {T yÂŽ p) bevat. Legt men de transversaal t uit het snijpunt van l met pop yi en yg en vervolgens een vlak door l en t, dan geefthet snijpunt van ys met dit vlak de tweede rechte van eenlijnenpaar, dat voldoet. Zoo vindt men er drie, dus dit geeftzes rechten op het oppervlak. Ook ontaardingen der tweede klasse liggen er op. Zoektmen de twee transversalen van l, yi, ya, ys, dan zijn dit tweeontaardingen der tweede klasse met de rangpunten op l en in p.Dit geeft dus nog twee rechte lijnen op het oppervlak (T yÂŽ p). De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormeneen oppervlak van den 32sten graad, omdat yÂŽ p^ = 32 is.



??? 76 De rechten vi en yg liggen op het oppervlak, daar allekegelsneden op haar rusten. Ze zyn achtvoudig, omdat doorelk harer punten acht kegelsneden van dit stelsel gaan,immers P y /jÂŽ = 8. Verder liggen geene rechten op dit oppervlak, want 5 y^ /jÂŽ = Oen ^ \'?Ÿ p^ = 0. De kegelsneden, die door een punt P gaan, en vijf vlakkenpi, p2, ps, Pi, P?? aanraken, vormen een oppervlak van den achtstengraad, omdat P y /jÂŽ = 8 is. Legt men een vlak door P en de snijlijn l van twee dervlakken p, dan liggen hierin twee kegelsneden door P, dievier rechten aanraken. Deze moeten echter dubbel in rekeningworden gebracht, omdat de rechte l door tivee raakvlakkenbepaald is en dus als raaklijn voor deze kegelsneden ooktweemaal geteld moet worden. Ook zoo vindt men, dat degraad van dit oppervlak acht is. Het punt P is hierop eenviervoudig punt, daar er twee dubbel te tellen kegelsnedendoor P gaan. De kegelsneden, die op twee rechten vt en yg rusten en eenerechte l benevens twee vlakken pi en ps aanraken, vormeneen oppervlak van den 16en graad, omdat T y^ p^ =

is. De rechten yi en ya zijn hierop viervoudig, omdat in eenvlak door l en eenig punt van yi vier kegelsneden liggen, diedoor twee punten gaan en drie rechten aanraken. Legt men uit het snijpunt Q van l met pi de transversaal top vi en ya, dan ligt deze ontaarding der tweede klasse opdit oppervlak met de rangpunten in Q en p^. Ook is eeneontaarding mogelijk uit het snijpunt van l en p%, die op yien ya rust, zoodat er twee rechte lijnen op dit oppervlak liggen. y p â–  Hier vormen de kegelsneden een oppervlak van den 16engraad, omdat p^ â€” 16 is. De rechte y ligt op dit oppervlak en is viervoudig, wantP = 4, dus uit elk harer punten gaan vier kegelsneden. Verder liggen geene rechten op dit oppervlak, omdat^ y = O en >j y / = 0 is.



??? 77 De kegelsneden, die eene rechte v snijden en eene rechte lbenevens drie vlakken px, ps, ps aanraken, vormen een oppervlakvan den achtsten graad, omdat T p^ â€” 8 is. De rechte yis eene dubbelrechte op dit oppervlak, want in een vlak doorl en eenig punt P van y liggen hvee kegelsneden, die door?Š?Šn punt gaan en vier rechten aanraken. De transversaal uit het snijpunt Q van l en pi naar y ende snijlijn t van ps en ps voldoet als ontaarding der tweedeklasse; hare rangpunten liggen in Q en op t. Zoo vindt mener drie, dus er liggen drie rechte lijnen op dit oppervlak. De kegelsneden, die aan zeven vlakken pi, ps, ps, pi, pa, ps, prraken, vormen een oppervlak van den achtsten graad, omdat1/ p\'^ = 8 is. Op dit oppervlak liggen geene rechte lijnen^w^ant S p\'\' = 0 en vj p\'^ = 0. De kegelsneden, die aan eene rechte l en vier gegevenvlakken ^i, ps, ps, pi raken, vormen een oppervlak van denvierden graad, omdat T u p^ = i is. Legt men de transversaal t uit het snijpunt P van l en pinaar het snijpunt Q van ps, ps, pi, dan voldoet ^

als ontaardingder tweede klasse, waarvan het vlak bepaald is door l en t;de rangpunten liggen in P en Q. Zoo vindt men er vier dusliggen er vier rechte lijnen op het oppervlak (T p"^).



??? Overzicht der verkregen uitkomsten. p2 = 4 p ^^ ^ 6 P = Ig P%3 ^ _ 6 V IJ. v^p =iO Vy^ p = 24 = 6 Py ^5 = 8 P^?? = 4 T = 2 T y5 = 12 =-4 TvV =20 = l Ty / = 4 T = 2 2. /j.\' y5 = 1 [j?Ÿ yS = 8 [X v"^ = 34 yS = 92 (j.^ y^ p = 2 = 14 (X yÂŽ p = 52 i\'p =116 fjy\'p\' = 4 = 24 (X yÂŽ 76 = 4 = 24 72 = 2 16 48 yi pi 64 : 1 (X^P p^ 8 (X y^ 24 i y 12 16 = 6 y p\'\' = 8= 4 Zie Dr. H. Schubert, Kalk??l der abz?¤hlenden Geometrie, Hoofd-stuk IV, Â§ 20.



??? 79^ 3. = 3 ^ y5 = 20 = 70 ^y7 = 140 P = 6 ^y\'y^p =34 ^/xy^^ =100 ^y\'^p =140 4 5 yf- yÂŽ \'p^ = 24 ^ y y^ p^ = 68 ^y^ = 80 ^ (J y 0 J /x^ y VÂŽ = 8 3 y yÂŽ = 24 = 0 dy^y p^ = 0 3 [X y = 0 ^ yÂŽ^^ = 0 ?? [x^ p\' = 0 ^/xy = 0 ^ /X ^sÂ? = 0 ^y / = 0 = 0 ^ y5 = 0 J1 yÂŽ = 0 ??f y\' = 0 P == 0 Yllj?Ÿy^p =0 \'/j y^ =0 >jyV =0 4 ^ [X y^ = 32 yÂŽ p^ = 0 ^ /XÂŽ y 6 H /x^ y^ p^ = 24 v; yÂŽ = 48 = 3 y^ = 40 >?? yÂŽ ^^ = 0 â– /i fx\' =-10 VI (z = 10
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??? STELLINGEN.
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??? Stellingen. In zijn â€žKalk??l der abz?¤hlenden Geometrie", hoofdstuk IV,Â§ 20, geeft Dr. H. Schubert in twee tabellen een overzichtvan aantallen ontaarde kegelsneden, die aan zeven voor-waarden voldoen. Het is af te keuren, dat hij deze uitkomstengeeft, zonder tenminste van elke kolom dier tabellen ?Š?Šneuitkomst te bepalen. II. De bepaling van het aantal ontaarde kegelsneden, die vol-doen aan de voorwaarde J vÂŽ p, had door Dr. Schubert (Kal-k??l der abz?¤hlenden Geometrie, hoofdstuk IV, Â§ 20) uitgevoerdkunnen worden, zonder gebruik te maken van de symbolischevergelijking = 2 gs. III. In de mededeeling van Prof. Dr. J. de Vries â€žOver hetaantal kegelsneden, die acht gegeven rechten snijden" (Ver-slagen der Kon. Academie van Wetenschappen te Amsterdam,1901, X) vindt men op blz. 194 aangegeven: â€ždit oppervlakbevat zeker 140 rechten" Dit is minder juist.



??? IV. Eene dubbelrechte j^, die door drie gegeven punten gaat,is slechts viermaal in rekening te brengen. V. Als raen een negatief getal opvat als het verschil van tweegetallen, waarvan de aftrekker grooter is dan het aftrektal,is de algebra slechts eene uitbreiding van de rekenkunde. VI. Bij het bewijs van j^ f (x) ds = f (b) â€” f (a), kan men zeer eenvoudig aantoonen, dat een oneindig groot aantal on-eindig kleine producten verwaarloosd mag worden. VIL De wet van den blijvenden spiegelstand geldt alleen vol-komen, als men het gewicht der lucht verwaarloost en detemperatuur van het drijvende lichaam en zijne smeltmassaconstant blijft. VIII. Het verdient afkeuring, te spreken van: â€žeene snelheid vanv Meters per seconde".



??? 85 IX. Het bewijs van de eigenschap, dat bij een\' vlakken spiegelhet virtueele beeld van een punt evenver achter den spiegelligt, als het punt erv????r, wordt gewoonliik te omslachtiggeleverd. X. Men kan het vraagstuk: â€žwat is de kans, dat eene rechtelijn z???? in drie stukken verdeeld wordt, dat deze stukkeneen\' driehoek kunnen vormen", zeer eenvoudig oplossen. XI. Er moet meer ?Š?Šnheid komen in de behandeling van deformules voor de lenzen in de verschillende leerboeken voorHoogere Burgerscholen. XII. De proef van het bevriezen van water door snelle ver-damping van ether, kan iets gemakkelijker worden ingerichtdan in de meeste leerboeken v/ordt aangegeven. XIII. Bij het afleiden van physische betrekkingen moet ook inde elementaire leerboeken gewicht gehecht worden aan degrafische voorstelling.
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