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INLEIDING.

De aantallen en systemen van bollen, die een ruimte-
kromme van den derden graad meervoudig en veelpuntig
aanraken, zijn reeds meermalen een onderwerp van studie
geweest.

In 1894 publiceerde E. TiMErpiNG in zijn ,Inaugural-
Dissertation” *) verschillende cigenschappon uit de krom-
mingstheorie van de Aubische hyperbool. Haar drie punten
in het oneindige on een willekeurig punt van die kromme
worden gekozen als basispunten van een homogeen codr-
dinatenstelsel, Het gelukt langs dezen weg belangrijke vor-
eenvoudigingen in de oplossing van het vraagstuk te brengen,
maar voor cen analoog onderzock van de Aubische parabool
en kubische parabolische hyperbool zou de methode geheel
gowijzigd moeten worden. Bovendien is de geldigheid der
resultaten voor de algemeenc kubische ruimtekromme niet
bewezen.

1y ,Usher die Kugeln, welche eine cubische Raumcurve mehrfach
oder mehrpunktig beriihren”. Strassburg, Strassburger Druckerei und
Verlagsanstalt, vorm. R. Schultz & Co., 1894,
1
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Met de afleiding van dezclfde bijzonderheden voor de alge-
meene Ekubische ruimtekromme houdb SrurM zich bezig in
ocn artikel, getiteld ,Meirische Higenschafien der R."1). Met
behulp van de theorie van hoogere involuties op een rationale
vuimtekromme vindt Srurm getallen, die overeenstemmien
met de resulaten van TimERpING voor de kubische hyperbool.
Van deze methode vindt men een overzicht in Hoofdstuk IV,
pag. 8.

Het is echter gemakkelijk in te zien, dat voor een derde-
graadsruimtekromme, die het vlak in het oneindige raakt
(keubische parabolische hyperbool) of osculeert (hubische para-
bool) verschillende veclpuntig of meervoudig rakende bollen
uitecn zullen vallen in het vlak in het oneindige en een
eindig vlak. Voor die gevallen hebben de algemeene resul-
taten van Srurm nog slechts betrekkelijke waarde. Ter onder-
kenning van de aantallen dier ontaardingen in de uitkomsten
is het noodzakelijk een anderen wog te volgen. In dit proef-
schrift zijn de resulfaten van cen dergelijk onderzoek mneer-
gelegd.

Om echter zooveel mogelijk de beschouwingen tot het eindige
cebied te beperken, is in de plaats van het systeem bollen der
ruimte (d. 1. het stelsel quadratische oppervlakken door den
imaginairen boleirkel) een systeem guadratische opperviakken
beschouwd, die een in het eindige gelegen vaste kegelsnede
gemeen hebben. Met dankbaarheid vermeld ik, dat Prof. dr.

1) Zeitscluift fiir Mathematik und Thysik, Band XI, pag. 1.



P. ZeumaN te Leiden mij deze opvatting aan de hand heett
gedaan.

Gemakkelifk kan de geldigheid der gevonden resultaten
door projectie ook voor het systeem bollen der Tuimie be-
wezen worden.

Daar voor het bedoelde onderzoek de kennis van ecn
bijzondere guadratische, involutorische lijnenverwantschap in
het platte vlak noodzakelijk is, wordt deze in Hoofdstuk I
volledig behandeld.
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HOOFDSTUK L

Onderzoek van een bijzondere guadratische lijnen-
verwantschap in het platte vlak.

§ 1. De bijzondere lijnenverwantschap, die in dit hoofd-
stuk onderzocht zal worden, is door de volgende gegevens
hepaald.

In een vlak » zijn drie punten Py, P, en P; als basis-
punten van cen net van kegelsneden gegeven, benevens een
vaste kegelsnede K,. Een lijn I snijdt K, in twee punten A
en B, die in het algemeen een exemplaar L, van het net
bepalen. De lijn ¥, die de overige twee snijpunten der kegel-
sneden K, en L, verbindt, zal de aan ! toegevoegde rechte
worden genoemd. Het is duidelijk, dat op deze wijze in het
algemeen de rechte lijnen van hel platte vlak involutorisch
oepaard zullen worden.

Deze verwantschap zal behandeld worden vooreerst indien
het net van kegelsneden gegeven is door drie gescheiden
basispunten, dan indien tweec der basispunten en ten slotie
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als alle basispunten samenvallen. Bovendien behoort veor
alk dezer gevallen afzonderlijk beschouwd te worden de
onderstelling, dat K, door geen, één, twee of drie der hasis-
punten gaat.

§ 2. Het met is bepaald door drie miel swmenvallende
punien Py, Py, Ps.

De vaste kegelsnede K, gaat door geen dezer punien.

Van het homogene cobrdinatenstelsel, dat gebruikt zal
worden, zij P, P, P, de assendrichoek. De rechte Lijn ! heeft
met K, twee punten A en B gemeen. De kegelsnede door
Py, Py, Py, A en B zal K, nog in twee punten C en D
snijden; CD of I is dan toegevoogd aan AB of . In het
algemeen worden de lijncn van het platte vlak aldus één
aan één involutorisch aan elkander toegevoegd. Een uitzon-
dering daarop vormen de zijden van den fundamentaaldriehock.
Snijdt bijvoorbeeld P, P, de kegelsnede K, in A' en B, dan
zal de liin P, P, nict één exemplaar van het net bepalen,
maar olke liin door P, zal met P, P, een ontaarde kegel-
snede van het net vormen. Aan P, P, zijn dus alle lijnen
door P, en aan elke lijn door P; is 3 P, toegevoegd.

Derhalve :

De lijnen van het platte vlak zijn in deze verwantschap
op involutorische wijze in paren gerangschikt, maar elke
lijn door één der basispunten is toegevoegd aan de lijn door
de beide overige basispunten, en de lijn door twee der hoek-
punten van den assendriehoek aan alle lijnen door het derde
hoekpunt,
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In het algemeen zal een kegelsnede worden voorgesteld
door de vergelijking
A g2 4 AgpXp® -+ A X3 + 240X Xy +
+ 24, %, %3 - 244 %3% = 0
Ter vereenvoudiging der formules zullen wij aan de homogene
coérdinaten een zoodanige beteekenis hechten, dat voor de
vaste kegelsnede K, de coéfficiénten A,y = Ayp = Agg =1
7ijn, zoodat K, wordt voorgesteld door
K, = 4% 4 X,2 4 X3 4 225X X + 28, X X3
-+ 2a, X,%3 = 0.
De lijn , voorgesteld door
§1%; + Eaxy + E3X3 =0,
zij toogevoegd aan de Ljn ¥, bepaald door
¥1X1 + 42Xy + 3 Xz = 0.

Het exemplaar van het net, dat door de snijpunten van
K, en I, derhalve door de snijpunten van K, en I’ gaat,
behoort tot den bundel van kegelsneden, bepaald door K,
en de ontaarding (! - ¥') en heeft dus tot vergelijking

K, — LL' =0,

Daar deze kegelsnede door Py, P, en P, gaal, moeten de
cocfficiénten van x,2, X,2 en X42 gelik aan nul zijn.

Dit geeft de volgende betrekkingen tusschen de coordinaten
van toegevoegde rechten:

i = 1,
$2%p = L,
£33 = L.
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De vergelijking van een punt in lijncodrdinaten is:
P&y FDads+0ads =05

derhalve heeft de toegevoegde figuur tot vergelijking

Dr P2y Pa

¥ Ya Y3

=0

of
Dy %2 %3 + P21 %3 + Paysya = O

Dit stelt een kromme van de tweede klasse voor, die aan
de drie zijden van den assendrichoek raakt.

Hieruit volgt dus:

Deze involutorische lijnenverwantschap is qua-
dratisch.

De kegelsnede, ontstaan door transformatie van een punt,
blijkt na herhaalde transformatie weer in hef ocorspronkelijke
punt over te gaan, zoodat het involutorische karakter der
verwantschap ook hier gehandhaafd is. Daar echier de raak-
lijnen Py Py, P, P, c¢n Py Py in de punten (waaiers) Py, Py
en P, worden omgezet, behooren deze drie punten tol de
volledige transformatie der kegelsnede

Pi#2%s + Pay s + Pada#ta =0
welke fguur dus inderdaad van de vierde klasse is.

Met Py, dus

komt overcen
of

yz =0 en z3 =0,
dus de punten P, en Pj.



M. a. w.:

Een stralenbundel wordt omgezet in het raak-
lijnenstelsel van een kegelsnede, beschreven in
den fundamentaaldrichoek,

Voor de basispunten is dec toegevoegde kromme
van de tweede klasse ontaard in de beide overige
basispunten,

Een willekeurige kromme van de nde klasse wordt in
lijncodrdinaten voorgesteld door

Agn +BE+CE2 L DEME, ... =0
en dus getransformeerd in

e B e
#11 73" ¥

1n—l Ya + .... =

of
A ya? 3™ + By Py + Oy o™
+ Dy ™ ys® + o n 0,

dus in een kromme van de klasse 2n, die elk der zijden
van den assendriehoek tot n-voudige raaklijnen heeft.

Raakt de gegeven kromme p maal aan cen zijde van den
fundamentaaldrishoek, bijvoorbeeld P, P,, dan is in de ver-
gelijking dier kromme de hoogste macht van £, slechis
(n—p) en de klasse der getransformeerde kromie wordt dan
verlaagd tot 2w—p, zZooals een eenvoudige substitutic aan-
toont. Daar in de vergelijking der getransformeerde kromme
de hoogste macht van »,i s (n—p), van », echier », raakt deze
# maal aan P, P, en (n—p) maal aan Py P, en aan P, P;. De
kromme, aan deze kromme toegevoegd, is dus van de klagse:

2(2a—p) — n - 2(n—p) = n
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en is, zooals de algebraische substitutie aantoont, identick
mot de oorspronkelijke.

Ook meetkundig blijkt gemakkelijk de invloed van de
raking der gegeven kromme C, aan de zijden van den
assendriehoek op de klasse der getransformeerde kromme.
Immers raakt Cn bijvoorbeeld éénmaal aan P, P,, dan
komen met deze raakliin alle lijnen door P, overeen. De
getransformeerde kromme wordt dus gesplitst in een kromme
van de klasse één (het punt P;) en een kromme van de
klasse 2n—1,

Derhalve:

Een kromme van de klasse n words omgezet in een
kromme van de klasse 2n—p, als p voorstelt het totaal
aantal malen, dat de gegeven kromme raakt aan de zijden
van den fundamentaaldriehoek.

Uit
§11 = 1,
§293 = 1,
E3yg = 1,

volgt voor de dubbelrechten, dat zijn de lijnen, die in deze

verwantschap met zichzelve overeenstemmen,

51:i1
’Ez:il
Ty == =%

De dubbelrechien worden dus bepaald door:
+ Xy by Xy =0

Schijnbaar stellen deze vergelijkingen acht lijnen wvoor,



11

maar zij zijn twee aan twee identick, omdat hun linkerleden
alleen in teeken verschillen,

Derhalve:

Deze quadratische transformatie heeft wvier
dubbelrechten.

Dit resultaat is een andere nitdrukking voor de cigenschap,
dat in een net van kegelsneden vier exemplarcn een dubbele

aanraking hebben met een gegeven kegelsnede.

§ 8. Het net is bepaald door drie niel samenvallende punien
Py, Py on Py.

De vaste kegelsnede K, gact door édn dezer punien.

Zij P, het punt, dat op K, ligt. De drie bagispunten P,,
P, en P; van het net zullen wederom tot hoekpunten van
den assendrichoek worden gekozen,

Een lijn ! heeft met K, twee punten A c¢n B gemeen,
die een exemplaar van het neot bepalen. Deze kegelsnede
heeft. nog twee punten met K, gemeen, waarvan P, één
punt is. Aan een willekeurige lijn is derhalve in hetl alge-
meen €én lijn door P, toegevoegd. Ecn lijn door P, bepaalt
op K, nog één punt C; hierdoor gaat een enkelvoudige
oneindigheid exemplaren van het net; aan de rechte P, C
zijn dus ~1 lijnen toegevoegd. Elk punt van K, bepaalt één
exemplaar van den bundel kegelsneden door P,, P,, Py en
C; derhalve gaat door elk punt van K, één lijn, toegevoegd
aan P, C. Daarom kunnen de ~! aan P, C toegevoegde
liijnen geen kromme omhullen; zij vormen dus een stralon-
bundel. Daar aan elke lijn door P, o.a. de lim P, P, is
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toegevoegd, ligt het centrum van dezen bundel op P, P,
Men besluit hieruit:

Aan een willekeurige lijn is é¢én rechte door P, toegevoegd,
maar met een lijn door P, komt een stralenbundel overeen,
waarvan het centrum op P, P, ligt.

Aldus is aan elke lijn P, C één punt van P, P, toegevoegd,
waardoor alle aan P, C toegevoegde lijjnen gaan. M.a.w. er
bestaat een projectieve verwantschap tusschen de punien-
reeks P, P, en den stralenbundel P;. Tweemaal zal eon
punt van P,P, op den overeenkomstigen straal vallen en
dus een straal door P; met zichzelve overeenstemmen.

Derhalve:

Het stelsel van toegevoegde lijnen heeft twee dubbellijnen,
die door I’; gaan.

Van een stralenbundel door een willekeurig punt Q is elke
straal s ook te beschouwen als een exemplaar van den
stralenbundel door het snijpunt van s met P, P; cn dus
toegevoegd aan een bepaalde rechte door P,. Bovendien is
de straal QP, toegevoegd aan een stralenbundel met cen-
trum op P, P;. Een willekeurige stralenbundel wordt der-
halve omgezet in een waaier door P, (met projectieve ver-
wantschap der stralen van beide bundels) en cen stralenbundel
met contrum op P, P5, dus in een ontaarde kromme van de
tweede klasse.

Een willekeurige kromme van de wde klasse wordt om-
gezet in een wm-maal te tellen waaier met centrum P, cn
n waaiers, wier centra op P, P, liggen. Immers elke raaklijn
aan de kromme is toegevoegd aan een straal door Py, uit-
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gezonderd de # raaklijnen door P,, die in stralenbundels
met middelpunten op le P; worden getransformoerd. En
elke straal door P, is toegevoegd aan # raaklijnen, daar de
toegevoegde bundel van dien straal # raaklijnen bevat.

Deze resultaten gaan we nu algebraisch afleiden.

In de vergeliking van K, ontbreekt de coéfficiént van
X,% en aan de codrdinaten x, en x; wordt een zoodanige
beteekenis gegeven, dat de coéfficienten van x,2 en x,2 de
positieve eenheid zijn.

Derhalve is

Ko = %52 - %32 4 285X, X, +- 245X, X3 + 238, X,Xs = 0.
Een lijn
1% + €a%, + £3 %3 = 0,
zij toegevoegd aan de lijn ¥,
Y1 X e Xy - 43Xy = 0
dan volgen uit het feit, dat
K, — LI/ =0

tot het net van kegelsnoden door P,, P, en P, behoort, de
transformatieformules

§1y1 = 0,
52742 - 1:
&9, = L

De vergelijking van alle lijnen door &&n punt is

0 4+ 2a)x, + (py + AQy) X, + (pg + Ada)Xg = 0; (1)
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zij wordt omgezet in
X X
2 1) 2 =%
Py - Al Py + Ads

of

(P + 245) %y + (P2 + Agp) X, = 0, (%)
dat zijn alle lijnen door P,, projoctief toegevoegd aan de
stralen van den gegeven bundel.

Voor

echter wordt in (1) de codfficient van x, nul en dus dezelfde
codfficiont van de toegevoegde lijn onbepaald. Aan die lijn
is derhalve toegevoegd de stralenbundel

P13 Py s
foi"[‘(ps_ q )Xz'l“(]?z—‘ )X3:O,

11 4y

die tot centrum een bepaald punt van P, P’; heeft.

Derhalve:

Ken willekeurige waaier wordt omgezet in een ontaarde
kromme van de tweede klasse.

En:

De lijnenverwantschap is een hijzondere invo-
lutorische en quadratische.

De lijn

= 8%y + £3%, + £3%;, =0
wordt omgezet in -
1 1

d.i. een lijn door P,.

I.’

il
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De lijn
wordt getransformeerd in
1 1
m=Ax; 4 - x, + —x, =0
4 M3

13
waarin A onbepaald is, dus in een waaier met centrum op
By By
Een kromme van de nde klasse wordt vastgesteld door
Agm -+ BED + CEn 4 DER1E, ... =0
en getransformeerd in

B—f—%—]— ..... —i]

E;ﬁ W3
of na herleiding in een vergelijking, homogeen in Yg O #g,
Cya® + Byg® 4 10i0. = 0,
dus in » waalers met centra op P,P,; en in
w2 =0

d.1. de waaier met middelpunt P,, # maal geteld.
Voor de dubbellijnen geldt:

li:fl — 0:
S = gk 1,
£, = + 1.

Er zijn-dus twee dubbellijnon, voorgesteld door

£ Xy & X =l

§ 4. De vaste kegelsnede K, gaat door twee der diie
punten, die hel net bepalen.
Indien Py P, P, tot codrdinabendriehoek wordt gekozen en
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de kegelsnede K, door P, en P; gaat, kan deze voorgesteld
worden door:
Ko =342 4 835 Xy + 89X X3 + 23X, %3 = 0,
Indien I,
£1% 1 6,x - &£x;, =0
toegevoegd is aan 7,
N1%g + 2%y + 43Xy = O,
volgen uit het feit, dat tot het net van kegelsneden door
Py, P, en Py
Kqg —LL =
behoort, deze coéfficiéntenbetrekkingen van verwante lijnon:
18, = 1,
¥aEq = 0,
Y363 = 0,
Een willekeurige lijn
§1% + 2% + £33 =0
wordt dus getransformeerd in
By = W
De lijn
g4y -2y = 0
wordt omgezet in
X+ Ay X3 =0,
dus in een waaier P,.
Evenzoo is een lijn door P, toegevoegd aan den stralen-
bundel Py,
BEen willekeurige waaier @ wordt dus getransformeerd in
de twee stralenbundels, die tot centra hebben P, en P,:
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immers een willekeurige straal wordt omgezet in P, Py,
maar QP, in den waaicr P, en QP, in den waaier 508

De toevoeging der rechten is dus een b ij-
zondere guadratische en involutorische
lijnmenverwantschap.

De lijn

x =0
wordt getransformeerd in
Xy + AX, + pX; =0,

d. z. alle lijnen van het vlak en is derhalve ook aan zich-
zelve toegoevoegd, dus dubbellijn der verwantschap.

De coefficienten van de vergelijking der dubbellijnen

volgt uit:
£, =% 1
&, =0,
£s = 0,

dus de verwantschap heeft slechts één
dubbellijn:
%yt = iy

§ 8. De vasle kegelsnede K, gaat door de drie basispunien
van het net van kegelsneden.

Daar de kegelsnmede door Py, P,, P, en de beide snij-
punten van een lijn ! met K, vijf punten met K, gemeen
heeft en er dus mede samenvalt, is de toovoeging der lijnen
in het algemeen onbepaald.

Een uitzondering vormen de zijden van den fundamentaal-

drichock, waarmede alle lijnen door het tegenoverliggende
2
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hockpunt overeenkomén, en olke lijn door een hockpunt,

waaraan de tegenoverliggende zijde is toegevoegd,

§ 6. Het net van kegelsneden is bepaald door drie punten,
wadrvan twee somenvallen.

De vaste kegelsnede gaat door geen dezer punien.

Zij gegeven, dat de kegelsneden van het net gaan door
de vaste punten P,, P, en in P, raken aan een gegeven
rechte P, Q,, terwijl Q; op deze lijn willekeurig gekozen is.
Als assendrichock van het homogeen coordinatenstelsel wordt
P, P, Q5 gekozen.

Een exemplaar van het net van kegelsneden zal K, in
vier punten snijden en deze zullen op drie verschillende
wijzen in twee paren te verdeelen zijn, die telkens twee
involutorisch aan elkander toegevoegde rechten bepalen.

Als ontaardingen van het net gelden de lijnenparen, die
ieder bestaan uit P; Q5 en een lijn door P,, zoodat P, Q,
aan alle lijnen door P, is toegevoegd. Ook de lijn Py P,
vormt met clk der lijnen door P, een ontaard exemplaar
van het net, is dusg aan alle lijnen door P,, derhalve ook
aan zichzelve toegevoegd en geldt in de lijnenverwantschap
als dubbelrechte.

Het is mogelijk de beteekenis der coordinaten z66 te be-
palon, dat de codfficiénten van x,2, X,* en X;x; in de
vergelijking der vaste kegelsnede de positieve eenheid zijn.

Indien K, gegeven is door

Ky = 2,2 4 X% 4 235 %3% + 84, X4 Xy 1
+ 33 Xy Xg + XXy =0
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en een paar toegevoegde lijnen I en I door
I =&, %y + 8% + 8% =0
en
V=% + %X + %3%3 =0,
dan stelt
K, —LL' =0
een exemplaar van het net voor.

In de vergelijking van het net van kegelsneden ontbreken
de coéfficiénten van x,? en X,2, omdat alle exemplaren gaan
door P; en P, en ontbreekt de coéfficiént van x; x,, daar
de kegelsneden in P, aan P; Q; (X, = 0) raken.

Hiervit volgen deze drie betrekkingen tusschen de lijn-

cobrdinaton van toegevoegde rechten:
":?1 My = 1’
Eaya = 1,
E193 + &3 = 1L

Door herleiding vindt men hieruit

e

191—__51 ’

Ll g

Yo = 52:
By — -’::1—'_53_’
£47 _

of
By 29, Mg = Eybq  £4% 0 (£ — £3)Eq.
Een punt met de vergelijking

P1éy +pads +Psfy =0

wordt getransformeerd in
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P11 %2 T Paa® 1+ Da ¥y ¥y — Dadsny = O,
d.i. de vergelijking van een kromme van de tweede klasse,
rakende aan P, Q; en in P, aan P,P,.
Derhalve:
De involutorische lijnenverwantschap is

quadratisch,.

Yoor
4y = 0,
J»;la e 0

vindt men
“;: 2 — O:

d.w.z. met P;Q; komen alle lijnen door P, overeen, en

omgekeerd.
Aan P; P, zijn alle rechten door P, toegevoegd en om-

gekeerd.
Imiers uit
¥y — O:
Ha =
volgt
Eo=
Dus wordt P, met de vergelijking
£, =0
getransformeerd in
Y1y = 0,

d.i. in de punten P, en P, ;
en P,, voorgesteld door

in

d.i. het punt P,, dubbel geteld.
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Een willekeurig punt op P; Q; met de vergelijking
P1§y + psfs =0
wordt omgezet in
Py%14 + Ps¥1¥a — Padays = 0,
dus in P, en een bepaald punt op P, Q,.
In het algemeen stemt met cen kromme €, van de
klasse » overeen een kromme Cpn van de klagse 2#n. Zij

de vergelijking van Cp in lijncodrdinaten:
AfD - BES L OFn 4 DERIE L . v =0,

dan blijkt uit de transformatieformules dat, indien C, raakt
aan P; P, (met de lijncodrdinaten £; = 0 en £, = 0) of aan
P,Qz (§, =0 en £; = 0) de klasse van de getransfor-
moeerde kromme met één wordt verlaagd. Of Cp raakt san
P, Qs, is van geen invloed op de klasse van de getrans-
formeerde kromme; immers deze zijde van den assendric-
hoek is cen willekeurig gekozen straal door P,.
De dubbellijnen der verwantschap zijn bepaald door

£,% = 1,
§2.2 = 1,
285 =1,
of door
§, =1,
£, = & 1,
£ = £ 4

Daar £; lineair afhangt van £, is het teeken van den
coéfficiént £, der dubbellijnen hepaald door dat van #,.
Er zijn dus twee eigenlijke dubbellijnen
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in deze verwantschap; maar de zijde P, P, moet, zoo-
als pag. 18 gevonden is, ook als dubbellijn beschouwd worden.

§ 7. Het net van kegelsneden is bepaald door drie punien,
waorven twee samenvallen. }

De vaste kegelsnede gaat door dén dezer Dunien.

Indien de kegolsneden van het net aan de zijde P, Q,
van den assendriehock raken in P, en door P, gaan, hoeeft
men te onderscheiden of de vaste kegelsnede K, door P,
dan wel door P, gaat.

Ten eerste. K, gaal door P,

Als de vergelifking van K, is

X% A 835 %32 + a;9%y %, A23 X3 X3 + X3 X, = 0,
van een rechie /

£§1% + 8% 4+ £,%, =0
en van de toegevoegde lijn I
1% + 42Xy + Y3 X3 = 0,
dan verschaft de betrekking
Ky —LL' =0
de volgende transformatieformules :
19y = 1,
§270 = 0,
95 + &3y = 1,
=
= El-,
= 1

of
Y1

9 Yy s
£y —= &y

e —
£,
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Een waaier met de vergelijking:
(Pr + AQ1) Xy + (P2 + Ady) Xy + (Py + 243)X3 = O
wordt getransformeerd in:

(Pr + A24)%; + Py — P + A0y — Qhxy; =0
en in het resultaat der transformatie van den waaierstraal,

waarveor men heeft

Deze straal wordt omgezet in:

Pa s
(P1_ ?1 1) Xy ‘I—F'Xz“l’{l)impg +F(‘11‘_‘13)}33:Of
2

12

waarin g onbepaald is.

Een waaler wordt dus omgezet in twee stralenbundels,
derhalve in een ontaarde kromme van de tweede klasse,
waaruit volgt:

De beschouwde involutorische lijnenverwant-
schap is een bijzondere quadratische.

Een rechte lijn

l=&x + &% +8x =0
wordt in het algemeen omgezet in:
S 1 51 S Es 37
= 5_1 X4 512“_" Iy =Y,

dus in een lijn door P,.

lf

Omgekeerd, een lijn door P,,
M= &% + £3%3 = 0,
wordt getransformeerd in
1 “::1 e 53
m = —X, + A%, + =l
£ gr T

dus in een waaier, wiens centrum op P, Q, ligt.
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Een kromme van de #de klasse Cn wordt in lijncoordinaten
voorgesteld door
—1
AE" -BE L 08" +-DES & i = 0,

en getransformeerd in

A
— 4+ C ——= = )

Tk ¥y 2
De vergelijking der getransformeerde kromme is homogeen
in », en y; on van den graad n; deze-bestaat uit n waaiers
met cenfrum op P, P,, terwijl bovendien
Yot = U,
(d.i. de waaicr met middelpunt P,) » maal geteld, als een
gedeelte der getransformeerde kromme beschouwd moet

worden.
Voor de dubbellijnen geldt:
£ =1,
£2% =0,
25,83 =

Er z{jn dus twee dubbellijnen, die beide door P,
gaan.
Ten tweede. X, gaal door P, zonder P, Q, te raken.
Indien de wvergelijking van K, is
32+ 833 %37 - 843X Xy - 893X, X; + X3x; = 0
en
l=&% + &% +&;x; =0
toegevoegd is aan
V=% + 9% + 9355 =0,
volgen uit
Ky — LL =
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£y
§3 4
193 + $3m

of, indien £, niet gelijk is aan nul,

Tlen waaier

Py + 20X + 05 + 20X, 4 (P3 + AQ3)X3 = 0

wordt omgezet in

Py + 24X + (P + Aqy)xy =0

en in het transformatieresultaat van den straal, waarvoor

yy =0,
o
".72-—5_.2’
|
1&‘3—-5—1'

A=

Hiervoor vindt men

kromme van de tweede klasse, bestaande uit de waalers

meb centra Py en Py.

Een willekeurige lijn

dus in een lijn door P,.

o Py
Q4

pX, + (P2 — P1 U)Xy = O

Dus alle waaiers worden getransformeerd in de ontaarde

1%y + 82Xy +§3%3 =0

wordt omgezet in

1%y + §2%3 = 0,



Een lijn door P, is echter toegevoegd aan alle lijnen door

éen punt. Imimers, voor

£, =0
vindt men vooreerst
“33 W, = 1,
dus
1
My = E;
Daar
1
Wg — f_
2

en y, onbepaald blijft, wordt I’ voorgesteld door

£3% +§3%, +px3 =0
Voor de dubbellijnen geldt

g g

2 -

Hibes S
s =
i “I—‘

Py
e

Hunne vergelijking ig dus
£47 £y 'y Bpeo By =10,
met
£y = 0
derhalve is
> A )

de eenige dubbellijn van deze verwantschap.
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§ 8. Het net van kegelsneden is bepaald door drie punten,
waarvar hwee samenvallen.

De vaste Legelsnede gaat door twee dezer punten,

Er zijn weer twee gevallen te onderscheiden.

Ten eerste. De vaste kegelsnede K, gaat door Py en Py,

Voor dit geval worden de transformatieformules, zoo-
als gemakkelijk uit § 7 blijkt, daar de coeéfficiénten van
x,? en x,? nu nul zijn in de vergelijking van K,, uil-

gedrukt door

§191
£9 99

£y ys ’I’ 39

Il
=

We willen hier alleen de dubbellijnen bepalen, Daarvoor

geldt

£ =0,
£, =0,
28,6 =1,
dus
F i K

is de eenigste dubbellijn,
Ten tweede. K, raaki in P, aon P, Q.
In de vergeliking van K, zijn de coéfficiénten van x,?

en x, X, nul en worden de transformatieformules

gi = Ur
52 ¥y =1,

£5 43 + £y 0,

[l
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dus van de dubbellijnen worden de coéfficiénten gevonden door
‘E 1 ¢ O;
%'22 1)
2£,%; = 0 of £; = onbepaald,

dus
X, + X3 = 0

is als eon waaier van dubbellijnen op te vatten.
De overige resulfaten vindt men, mutatis mutandis, ge-

makkelijk door vergelijking met § 4.

§ 9. Het net van kegelsneden is bepaald door drie punien,
waarvan twee samenvalien, -

De vaste kegelsnede K., gaat door de drie basispunien van
het net.

Evenals in § & blijké, dat de lijnenverwantschap geheel
onhepaald wordt.

§ 10, Ifet wet van kegelsneden is door drie samenvallende
punten bepaald,

De wvaste kegelsnede gaat door geen dezer punten.

Het net bestaat uit de kegelsneden, die in een bepaald
punt een gegeven kegelsnede driepuntig raken.

Zij de assendriehoek P, Q, Q,, waarin P, Q, de gemeen-
schappelijke raaklijn van de exemplaren van hel net is, met
P, als raakpunt. We kiezen Q, Q; zoodanig, dat één der
kogolsneden van het net tot vergelijking heeft

oy Ee
Xy X5 = X3 =0



29

Fen tweetal ontaardingen van kegelsneden, die tot het

net behooren, zijn
Kip = ol
en
X, X3 = O,
zoodat het net voorgesteld kan worden doory
aX,? 4+ bxy, X3 1 6(x; x4 — %32) = 0.

Aan de cobtrdinaten zullen we een zoodanige beteekenis
hechten, dat K, de volgende vergelijking heeft
X2 A X X P+ A Xy Xy - Apy XXy + X3 Xy = 0

Indien de lijn

I =51%; +§s%y + £3% =0
toegevoegd is aan
V=X + #1%y + 93X =0,
dan stelt
Ky —LL/=0
een exemplaar van het net van kegelsneden voor, Tusschen
de coéfficiénten bestaan dus de volgende betrekkingen:
Eiyy = 1,
1 — &3y = —Agqs + 8192 1 E2iy
1= &y + &3
Hieruit volgt

1
o= = €
1 5
(&1 — &) & & A, 1
Yy = — : = - - )
£y £q £y
& — &5
Vg — —————



30

of
L PREIRE PR TR [(Aw - 1)Es2 63t — L by — & §3]=
P g (81 — &g)
In het algemeen komi met een punt, in lijncodrdinaten
voorgesteld door :
@1 b1 238y + 238, = 0
overeen een kromme van de tweede klasse, met de verge-
lijking,
(g 2o gy + 2y - 23) 542 —ag 518y — (@y +a5) £ 85 +
+ 2,82 = 0,
die dus in P, aan P, @, raakt.

De involutorische lijnenverwantschap is dus
quadratisch.

In het algemeen is aan een rechte een bepaalde rechte
toegevoegd. Een uitzondering vormen de rechte lijnen door
P,, die allen aan de lijn P, Q, toegevoegd zijn, en omge-
keerd de lijn P, Q,, die getransformeerd wordt in elk der

lijnen door P,. Immers

":"2 Xq + ‘f:"s X, =0
wordt, daar
£, =0
omegezet in
£.2%, = 0,

Langs den omgekeerden weg zou men algebraisch kunnen
aantoonen, dat P, @, aan alle lijnen door P, is toegevoegd;
maar meotkundig blijkt dit gemakkelijker. P, Q; vormt toch
met een lijn door P, een ontaard exemplaar van het net
van kegelsneden.

Substitutie van de gevonden transformatieformules in de
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vergelijking van een kromme van de klasse # geeft op
dezelfde wijze als in § 2 on § 6 is afgeleid:

Een kromme van de klasse # wordt in een kromme van
de klasse (2 » — p) omgezet, als p voorstelt het aantal
malen, dat de gegeven kromme buiten P, raakt aan P; Q,.
Raakt de gegeven kromme aan P, Q, in P,, dan wordt de
klasse van de gelransformeerde kromme met 2 verminderd.

Yoor de dubbellijnen geldt

£,% = 1,
28, k=1,
28586, =1 4 Ay — B2

Daar &, en &, lineair afhangen van §&,, is er slechts
één dubbellijn in de verwantschap.

De codfficiénten van deze dubbellijn zijn

glzilj
§r = = (A2 + #)
Eazi%

Bovendien blijkt uit do meetkundige beschouwing, dat de
lijn P, Q4 als dubbelrechte te rekenen is, daar P, Qj, twee-
maal geteld, een ontaard exemplaar van het net van kegel-
sneden is. Om ook langs algebraischen weg dit resulaat
te bereiken, merken we op, dat in het algemeen aan de

rechie
By Xy + 8%, + E3%2, =0
toegevoegd is

1 (51 = 53) 53 52 Aw ‘]‘ 1)X 52— Es

— X4 — 2+ X3 =0
S1 Ey® £y* &4 4

%
of

1
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(&g — &) &,
£ X4 ‘“—(_j_;u + B — (Aqs + 1)51) Xy +
1

4= (& — E5)x5 = 0.
Door substitutie van

&1 =20
en

£ =0
in de vergelijking van de liijn en haar toegevoegde, blijkt
dat de rechte

Z; =90

aan zichzelve toegevoegd is.

§ 11. Het net van kegelsneden s bepaald door drie samen-
vallende punlen.

De wvaste kegelsnede guaat door één der basispumten van
het net.

De vergelijking der vaste kegelsnedo K,, die door P,
gaat, is:
Aaa Xp? + Xp® + A XX, + Ay Xy X3 + X3%, =0
en uit deze vergelijking, in verband met § 10, volgt gemak-

kelijk voor de transformatieformules:

111 = 0,
%:_(51“’5‘3)53_5_2 _A12+1’
Eq® £4* &4
din) = = _é
£q*

Derhalve is in het algemeen aan een lijn toegevoegd een
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lijn door Py, want als de coéfficiént &,, van de vergelijking
van ¢en lijjn niet nul is, moet de coéfficiént y, van de foe-
gevoegde rechte nul zijn.

Een lijn door Py wordt voorgesteld door:

§2%y + £3%; = 0.
Om de coéfficiénten der toegevoegde rechte af te leiden,
gebruiken we de betrekkingen (vergelijk pag. 29)

1y = 0,
1 — &3y = — Ay + 8193 + Eamn
1 =£,9s + &4
Substitueert men hierin
£y =0,
dan vindt men gemakkelijk:
1
“:_-_3:
¥, = onbepaald,
g g% + A1253 _52
3 £5? :

dus aan een rechte door P, zijn alle stralen van ecn waaier

By =

Y3

toegevoogd, waarvan het centrum op Py (), ligt.

Een kromme van de klasse n wordt derhalve omgezet in
n waaiers met centra op P; Q; en den waaier Py, » maal
geteld.

Meetkundig blijkt gemakkelijk, dat P, Q; de eenige
dubbelrechte van de gquadratische lijnen-

verwantschap is.
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§ 12. Het net van kegelsneden is bepaald door drie samen-
vallende punten,

De wvaste kegelsnede raakt in het gemeenschappelifh punt
aan de gemeenschappelike raoklijn van alle kegelsneden van
het net.

Indien K, aan P, Q¢ raakt in P,, is haar vergelijking:

Aja X% + X% + Ay, X, Xy + Ay X, X3 = 0

en volgt door vergelijking met § 10, dat de transformatie-
formules zijn:

iy =0,
1—53% = — Ay, +51372 ‘f‘é'ths
Ex 4y + €3y = 0.

Dus een willekeurige lijn is toegevoegd aan P, Qs.

De lijn P, Qg is toegevoegd aan alle lijnen van het viak,
dus ook aan zichzelve. P, Q, is dus te beschouwen als
dubbelrechte.

Voor de coéfficiénten van een rechte, toegevoegd aan een
willekeurige lijn door P,, vindt men:

%1 = 0,

¥, = onbepaald,
_ I,

e e

£

Dus aan een lijn door P, zijn alle lijnen door P, toege-
voegd.
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§ 18. Het nel van kegelsneden is bepaald door drie samen-
vollende punten.

De vaste kegelsnede K, is een exemplagr van dit net van
kegelsneden.

De lijnenverwantschap in v is onbepaald.



HOOFDSTUK II.

Quadratische oppervlakken van een stelsel met vier
graden van vrijheid, die meervoudig of veelpuntig

raken aan een kmubische rmimtekromme.

§ 1. In de ruimte is de kromme van den derden graad,
Rz, in vele opzichten het analogon van de kegelsnede in
het platte vlak. Dit blijkt o. a. hieruit, dat van R, de klasse
overcenstemt met den graad en dat elke kubische ruimte-
kromme rationaal is.

De volgende eigenschappen van R, zullen herhaaldelijk
toepassing vinden.

Een kromme van den derden graad is bepaald door zes
willekeurige punten.

Door een willekeurig punt der ruimte gaat één bisecante
van B3 en gaan drie osculatievliakken.

Een willekeurige rechte wordt door vier raaklijnen van
R; gesneden.

Hieruit volgt, dat het raaklijnenoppervlak aan een kubische
ruimtekromme van den vierden graad en de derde klasse is.
Dus ook de doorsnijding van het raaklijnenopperviak met
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een willekeurig vlak is van den vierden graad en de derde
klasse. Van deze vlakke kromme komt elk punt ondubbel-
zinnig overeen met één punt van Ry, dus de doorsnede van
het raaklijnenoppervliak van R, met een plab vlak is ratio-
naal.

De kubische ruimtekrommme wordt uit één harer punten
geprojecteerd door een kegel van den tweeden graad.

Een quadratisch oppervliak heeft zes punten met R; ge-
meen; R, ligt dus geheel op dat oppervlak, indien de kromme
er zeven punten mee gemeen heeft. En daar een quadratisch
oppervlak door negen punien gegeven is, kan elke kubische
ruimtekromme als basiskromme van een net van quadratische

oppervlakken beschouwd worden.

§ 2, Zij gegeven een kubische ruimtekromme Ry en
gen vlak v, dat een willekeurigen stand heeft ten opzichte
van R,;. In het vlak v, dat R, in de dric punten P,, P, en
P, snijdt, is een vaste kegelsnede K, aangenomen als basis-
kromme van een systeem van quadratische oppervlakken.
M, a. w. van dit systeem zijn vijf punten gegeven en daar
een quadratisch oppervliak door negen punten bepaald is,
bestaat het stelsel uit ~* tweede-graadsoppervlakken. Deze
snijden op de kubische ruimtekromme o* zestallen punten
in, waarvan elk zestal door vier punten bepaald is. Derhalve
wordt door het beschouwde systeem quadratische oppervlakken
op R; cen involutie van den zesden graad en den vierden
rang I: ingesneden.

Een exemplaar E, van het systeem quadratische opper-
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vlakken door K, moge met R, het zestal punten Sy By, O3,
Sy, 85 en §; gemeen hebben. Dit zestal is op tien verschil-
lende wijzen in twee drietallen te verdeelen, Door één drietal
van zulk een paar, bijv. door 8y, 8, en 8, denkt men zich
een vlak s, dat » in een lijn 7 snijdt. Deze lijn I heeft met
K, twee snijpunten A en B, waardoor een exemplaar 0, van
het door R, gedachte net quadratische oppervlakken bepaald
is. De doorsnijdingskromme van O, en 7 is een kegelsnede
door Py, P,, P, A en B, die K, bovendien in twee andere
punten C en D snijdt. De beide beschouwde quadratische
oppervlakken E, en O, hebben dus gemeen het coplanaire
vijital punten 8,, 8,, 8;, A en B; derhalve ligt de kegel-
snede, door die vijf punten bepaald, op beide opperviakken,
Hun vierde-graadsdoorsnijding is dus uiteengevallen in twee
kegeleneden; daaruit volgt, dat het andere vijftal punten,
dat zij gemeen hebben en waarvan geen punt in het vlak s
ligt, op de andere der beide kegelsneden moet liggen. Der-
halve liggen de punten C en D met 84 S; en S;in één
vlak 8'; m.a.w. CD of I is de snijlijn van s' met v.

In het vlak » zal de lijn I’ toegevoegd heeten aan I, Op
deze wijze worden de lijnen van v in paren verdeeld, zoo-
danig dat men heeft :

Twee rechten wvan » zjjn asn elkander toegevoegd, wan-
neer hun vier snijpunten met K, op één kegelsnede van
het net door Py, P, en P, ligzen.

In Hoofdstuk I is afgeleid, dat deze lijnenverwantschap
involutorisch en quadratizsch is.

Om de beteekenis van zulk een lijnenpaar nog nader in
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hel licht te stellen, toonen we aan, dat door de zes snij-
punten van R, met twee resp. door I en I' gaande, overigens
willekeurige vlakken een exemplaar van het gysteem qua-
dratische oppervlakken door K, gaat.

Immers, indien deze zes snijpunten zijn Q, Qs Q3 Qq
Q; en Qg kan door K, en vier dezer punten Qq, Q,, Q3 €n
Q, een guadratisch oppervlak F, gedacht worden. Met het
tweede-graadsoppervlak O, door By, A en B heeft dit opper-
vlak wederom twee kegelsneden gemeen. Veronderstelt men,
dat Q,, Q., Qs en 7 in één vlak liggen, dan ligt één dier
kegelsneden in dit vlak en de andere moet dan door de
gemeenschappelijke punten C, D en @, der beide opper-
vlakken F, en O, gaan. De beide overige snijpunten van
het opperviak F, met R, liggen dus ook in het vlak (¥, Q,)
en zijn derhalve de punten Qg en Qz M. a. W.:

Twee toegevoegde rechten bepalen ~* vlak-
kenparen, waarvan de zes snijpunten met IRy
opeenguadratischoppervlak door K, liggen.

De verschillende veronderstellingen over het al of nieb
samenvallen van P,, P, en P, en over de ligging van K,
t, 0. van die punten, zooals die in Hoofdstuk I behandeld
zijn, hebben nu de volgende beteekenis verkregen.

Als Py, P, en P, drie gescheiden punten zijn, is het vlak
v een snijvlak van R;; vallen twee dier punten samen, dan
is ¥ raakvlak en vallen de drie punten tezamen, dan is v
osculatievlak van Rj.

Liggen ¢én of meer dier punten op K,, dan heeft die
kegelsnede deze punten met By gemeen.
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§ 8. Hel viak v is een snijpplak van de derde-graads-
ruvmlekromme en de vasie kegelsmede K, in v gaat wiet door
één der drie snijpunien van v en Ry, (Zie Hoofdstuk I § 2).

Een quadratisch oppervlak door K, zal drievoudig raken
aan de kubische ruimtekromme, indien de zes snijpunten
twee aan twee samenvallen. In dat geval vallen de beide
verbindingsvlakken van drie snijpunten samen en dus de
toegevoegde lijnen ! en ¥'. De lijnenverwantschap heeft vier
dubbellijnen, dus:

Vier stelsels van o~! quadratische opper-
vliakken door K, raken drievoudig aan R,.

Van elk dier stelsels liggen de polen ten opzichte van het vlak
v op cen rechfe lijn; men toont dit op de volgende wijze aan.

Indien d één der vier dubbellijnen is en L en M de shij-
punten van ¢ met K, zijn, is het mogelijfk een quadratisch
oppervliak O, door Ry, L en M te leggen. Elk exemplaar van
den vlakkenbundel met as d bepaalt een quadratisch opper-
vlak F, door K,, dat in de drie snijpunten van dat vlak
aan R, raakt, De kegelsnede door die dric snijpunten en
door L en M is identiek met de doorsnede van dat vlak met
0,4, daar de beide kegelsneden vijf punten gemeen hebben.
Daar T, en O, door het vlak » worden gesneden in twee
kogelsneden, die elkaar in L en M aanraken, hebben alle
quadratische oppervlakken door K,, die drievoudig raken
aan Ry en waarvan de drie raakpunten coplanair zijn met
de dubbelrechte d, als gemeenschappelifke raakvlakken in
L en M de raakvlakken in die punten aan O,. Ten opzichte
van alle exemplaren van dat stelsel quadratische opper-
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vlakken heeft d dus als gemeenschappelijke poollijn de door-
snede d' dier beide raakvlakken. En daar de pool van ¢ voor
elk exemplaar op de poollijn van ¢ moet liggen, zijn de
polen van v ten opzichte van alle exemplaren gelegen op d/,
dus op een rechte lijn, q. e. d.

Op elke dubbelrechte ¢ dor lijnenverwantschap in ¢ sbeunen
vier raaklijnen van R,. Een vlak door zulk een dubbellijn
en een daarop rustende raaklijn bepaalt op de boven om-
schreven wijze een aan R, drievoudig rakend quadratisch
oppervlak door K,, waarvan in dit geval twee raakpunten
zijn samengevallen, Derhalve:

Er zijn zestien tweede-graadsoppervlakken
in het stelsel, die met R; 6¢én vierpuntige
en é6én tweepuntige aanraking hebben.

Het osculatievlak in een punt van R, snijdt ¢ in een
raaklijn der doorsnede Di van het raaklijnenopperviak van
R, met het vlak ». Op de toegevoegde rechte steunen vier
raaklijnen. Hierunit volgt:

Inelk punt van Ry raken vier quadratische
oppervlakken van het stelsel driepuntig, die
elders een tweepuntige aanraking met R hebhben.

De raakvlakken in een punt van R, snijden het vlak v
in een stralenbundel. De toegevoegde lijnen omhullen een
kromme van de tweede klagse. Deze heeft met de door-
snijding Di van het raaklijnenoppervlak zes raaklijnen ge-
meen. Aan zes stralen van den waaier zijn dus lijnen toe-
gevoegd, waardoor een osculatievlak van Rg gelegd kan
worden. Men besluit hieruit :
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In elk punt van B; raken zes door K, gaande
guadratische oppervlakken twoepuntig, die
elders een driepuntige aanraking hebben.

De aan een raaklijn v van Di toegevoegde lijn +' snijdt
Di in vier punten. Snijdt de lijn #’ de rechte r in het raak-
punt met Di, dan gaat door 7' één raakvlak aan R,;, dat
R; raakt in het osculatiepunt van het osculatievlak door 7.
Aan één punt van Di, beschouwd als raakpunt van een
rechte » kan men de vier snijpunten van de toegevoegde
rechte v’ met Di toevoegen, Aan één snijpunt (alle lijnen
door dat punt) zijn dan de zes raakpunten toegeveegd van de
zes raaklijnen aan Di, die toegevoegd zijn aan waaierstralen
(zie pag. 41). Op de rationale kromme Di'is op deze wijze
een verwantschap (4, 6) bepaald. Daar deze tien coincidenties
heeft, blijkt in verband mét het voorgaande:

Er zijn in het stelsel tien quadratische
oppervliakken met vijfpuntige aanraking.

Indien de lijn #', toegevoegd aan een raaklijn v van D:,
zelve raaklijn aan die doorsnijdingskromme is, dan bepalen
die lijnen twee osculatievlakken, dus een dubbel osculeerend
quadratisch oppervlak van het systeem, D: wordt door de
quadratische lijnenverwantschap getransformeerd in een
kromme van de zesde klasse, die achttien raaklijnen met D:
gemeen heeft. Aan één raaklijn van Di is involutorisch één
raaklijn van de getransformeerde kromme toegevoegd. Dus
aan een gemeenschappelijke raaklijn der beide krommen is
gelijktijdig één raaklijn van Di en één raaklijn van de getrans-
formeerde kromme toegevoegd. Derhalve, daar de toevoeging
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ondubbelzinnig is, moet aan een gemeenschappelijke raaklijn
ook een gemeenschappelifke raaklijn zijn toegevoegd. De
achttien gemeenschappelijke raaklijnen moeten dus in negen
paren verdecld worden, waaruit volgt:

In het stelsel zijnm negen dubbel oscu-

leerende guadratische oppervlakken.

§ 4. Het vlak v is cen snijvlak van de derde-graadsruimie-
kromme en de vaste kegelsnede K, in v gaat door één der
drie snijpunten P, van Ry en v. (Zie Hoofdstuk I, § 3).

Op R, wordt door het stelsel quadratische oppervlakken,
dat K, als basiskromme heeft een involutie van den vijfden
oraad en den vierden rang ingesneden, want elk quadratisch
oppervlak van het stelsel is bepaald door vier punten van B,
en heeft behalve Py, vijf snijpunten met de kubische ruimte-
kromme. Derhalve moeten de quadratische oppervlakken, die
driemaal raken aan Ry, P, tot één der raakpunten hebben.
Inderdaad gaan de dubbellijnen der quadratische lijnenver-
wantschap door P,. Het aantal dezer dubbelrechten is twee-

Dus er zijn twee stelsels van «~! quadra-
tische oppervlakken van het stelsel, die
driemaal raken aan R,.

Daar elke dubbelrechte een unisecante van R; is, steunen
buiten het snijpunt P, nog twee raaklijnen op de beide
dubbellijnen.

Er zijn derhalve vier quadratische oppetr-
vlakken door K, die in P; raken en elders

een vierpuntige aanraking hebben entwee
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oppervlakken van het stelsel, die in P, een
vierpuntige aanraking hebben en elders
raken.

Door een punt van R; gaat één osculatievlak. Dit snijdt
het vlak v volgens een rechte [, waaraan in het algemeen
één rechte ' door P; is toegevoegd. Hierop steunen buiten
P, twee raaklijnen.

Er zijn derhalve twee quadratische oppervlakken, die in
een bepaald punt @ van R, deze kromme driepuntig raken
en bovendien Ry buiten P, raken; en er is één quadratisch
oppervlak, dat R; in Q osculeert en in P; raakt.

Aan den doorgang van het osculatieviak door P, zijn alle
rechten door een zeker punt van P, P, toegevoegd en er
zijn dus oneindig vele quadratische oppervlakken van het
stelsel, die By in P, osculeeren en elders raken.

De doorgang van het raaklijnenoppervlak van R, met het
viak v is een kromme van den vierden graad en de derde
klasse, die door Py, P, en P; (de snijpunten van R, en %)
gaat. Alle raakvlakken in een punt van R, snijden » in een
waaier, waaraan in het algemeen toegevoegd zijn de stralen-
bundel met centrum P, en een waaier met centrum C op
P, P;.

P, is een keerpunt van Di. Dus door P, gaat één raaklijn
van Di, die in P; aan die kromme raakt. De waaier met
het centrum C bevat drie raaklijnen aan Di, Er zijn dus
drie quadratische opporvlakken van het stelsel, die R, in
één punt raken en elders buiten P, osculeeren en één exem-
plaar, dat Ry in datzelfde punt raakt en in P, osculeert.
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Aan de doorgangen van de raakvlakken van R, in P, is
de lijn P, P, tocgevoegd, die in het algemeen geen doorgang
van een osculatievlak van R, zal zijn. Hetzelfde geldt voor
de doorgangen der raakvlakken van R, in P,, dieaan P; P,
zijn toegevoegd.

Indien men twee viakken toegevoegd noemt, als zij zes
punten op R, insnijden, die de snijpunten zijn van Ry met
een quadratisch opperviak door K,, dan zijn volgens het
voorgaande aan 66n osculatievlak twee raakvlakken en aan
drie vlakken van een bundel met cen raaklijn van R, als
as cen osculatievlak toegevoegd. Op den doorgang DZ van
het raaklijnenoppervlak van Ry met v kan men de raak-
punten A der doorgangen van osculatievlakken foevoegen
gan de snijpunten B van raaklijnen van Ry in toegevoegde
raakvlakken. Aan één punt A zijn dus twee punten B en
aan één punt B drie punton A toegevoegd. Blijkbaar heeft
men hier cen puntenverwantschap (2,3) op een rationale
kromme. Er zijn vijf coincidenties, dus er zijn vijf osculatie-
vlakken, die met het toegevoegde raakvlak de raaklijn aan
R; gemeen hebben.

Er zijn dus vijf quadratische opperviakken
van het stelsel, die buiten P; cen vijfpun-
tige aanraking met R; hebben.

Bovendicn is een quadratisch oppervlak mogelijk met vijf-
puntige aanraking in P,, want van dat oppervlak zijn negen
punten gegeven.

Dubbel osculeerende tweede-graadsoppervlakken hebben

noodwendig één osculatiepunt in P;. Aan den doorgang van
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het osculatievlak van R; in P, zijn alle stralen van een
waaler toegevoegd, wiens centrum op P, P, ligt. Deze stralen-
bundel bevat drie raaklijnen van Di, dus drie doorgangen
van osculatievlakken van Ry met v,

Er zijn dus drie dubbel osculeerende qua-
dratische oppervlakken in het stelsel, (én
osculatiepunt is voor elk der drie exemplaren het punt P,).

§ 8. Het viak v is een snijlak ven de kubische ruimie-
krowvme en de vaste kegelsnede K, in v gaat door twee snijpunten
Py en Py van Ry en v. (Zie Hoofdstuk I § 4).

De quadratische oppervlakken van het stelsel hebben
behalve de punten P, en P, nog vier snijpunten met R;.
En daar juist vier punten een exemplaar van het stelsel
quadratische opperviakken bepalen, wordt er door dat stelsel
geen involutie ingesneden op Rj. Hiernit volgt reeds, dat
verschillende gevallen van bijzondere aanraking van qua-
dratische oppervlakken van het stelsel aan R, zich bij deze
ligging der punten P, en P, niet zullen voordoen.

De quadratische lijnenverwantschap heeft slechts één
dubbellijn, nl. de lijn P, Pj.

Er is derhalve één systeem van «~! gan
Ry drievoudig rakende gquadratische opper-
vliakken van het stelsel door K,.

Deze oppervlakken hebben allen de raakpunten P, en P,
gemeen.

Op de dubbelrechte P, P, steunen slechts de raaklijnen in
P, en P;, want P, P, is bisecante van R,.
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Er zijn dus twee quadratische oppervlak.
ken met één vierpuntige aanraking (respec
tievelifk in P, en in P,) en één tweepuntige aan-
raking aan R,.

De volgende resultaten behoeven geen nadere toelichting.

In elk punt van Rj raken twee gquadratische opperviakken
van het stelsel, die respectievelijk in P, en in P4 osculeeren.

In elk punt van R, osculeeren twee quadratische opper-
vlakken door K,, welke R, achtereenvolgens in P, en in
P,, aanraken.

Er zijn twee, respectievelik in P, en in P,, vijf-
puntig aan Ry rakende gquadratische opper-
vlakken in het stelsel

In het stelsel is één dubbel,inde punten
P, en P; aan R; osculeerend quadratisch

opperviak.

§ 6. He vlak v is cen snyviak van de kubische ruimie-
kromme en de waste kegelsmede K, in v gaat door de drie
snijpunien van Ry en v. (Zie Hoofdstuk I, § &).

Daar de lijnenverwantschap in v onbepaald is, geeft dit
goval geen aanleiding tot bijzondere opmerkingen over meer-
voudig of veelpuntig aan R, rakende quadratische opper-
viakken, die door K, gaan.

§ 7. Het viak v is cen raakvlak van de kubische ruimie-
kromme. De wvaste kegelsnede K, in v gaat door geen der

snijpunien van Ry en v, (Zie Hoofdstuk I, § 6).
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De quadratische Lijnenverwantschap in » heeft twee eigen-
lijke dubbellijnen.

Derhalve zijn er twee stelsels van oot
quadratische oppervlakken door X, die
drievoudig raken aan R,.

Indien P, het raakpunt van R; met » is en P, het snij-
punt, dan is de lijjn P, P, ook als een dubbelrechte van de
verwantschap te beschouwen. Een vlak door Py P, moet dus
ook drie punten P,,P, en Sop R, insnijden, die als raakpunten
van ecn quadratisch oppsrvlak door K, met B; zijn te be-
schouwen. Inderdaad, een ontaard guadratisch oppervlak,
bestaande uit het vlak v en het vlak, dat Rg in S raakt en
door P, gaal, is vooreerst een exemplaar van het stelsel
en ten tweede vallen de zes snijpunien met R, twee aan
twee samen. Er is een enkelvoudige oneindigheid van der-
gelijke ontaarde quadratische oppervlakken, behoorende tot
het stelsel,

De doorgang van het raaklijnenoppervliak van R; met v
iz een kromme van den vierden graad en de derde klasse.
Indien » echter raakvlak aan R is, ligt één der lijnen van
het raaklijnenoppervlak van R, geheel in » en is dus de
doorgang uiteengevallon in de raakliin P, Q@ in P, en een
kromme Dz van den derden graad en de derde klasse. Met de
twee eigenlijke dubbellijnen der lijnenverwantschap in » heeft
deze kromme Zzes snijpunten, m, a. w. op deze beide dubbel-
lijnen steunen, behalve P; @,, zes raaklijnen.

Er zijn dus zes gquadratische oppervlak-

ken van het stelsel, die één vierpuntige en
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één tweepuntige aanraking met R, hebben.

Als ontaarde quadratische oppervlakken met dezelfde
bijzondere aanraking aan R, vindt men het vlak v, dubbel
geteld en het vlak v met het osculatievlak van R, in P,.
Bovendien is het vlak v met elk raakvlak van R, in P, een
ontaard quadratisch oppervlak van het stelsel, waarvan de
zes snijpunten zijn samengevallen in 6één viervoudig en é6n
tweevoudig snijpunt, Voor elk dezer ontaarde elementen ligt
het viervoudig snijpunt als raskpunt en het tweevoudig
snijpunt als snijpunt in een raakvlak van R, dat door een
dubbelrechte en een daarop steunende raaklijn gelegd is,
evenals voor de zes niet ontaarde quadratische oppervlakken
met dezelfde bijzonderheid.

Door een punt van R, gaat één osculatievlak van R,.
Aan den doorgang van zulk een vlak met # is in het vliak
v één rechte itoegevoegd. Deze rechte heeft met Dg drie
snijpunten. Aan één osculatievlak zijn dus, behalve het
vlak », drie raakvlakken van R, toegevoegd, zoodanig dat
het osculatiovlak en elk der raakvlakken een quadratisch
oppervlak van het stelsel bepalen, dat R; in een bepaald
punt osculeert en elders raakt. Hieruit volgt dus:

In elk punt 8 van R; osculeeren drie qua-
dratische oppervlakken aan Ry, die de kubi-
sche ruimtekromme elders raken,

Bovendien is het osculatievlak in S van R, met het vlak v
als een ontaard quadratisch oppervlak te beschouwen, dat
aan de voorwaarden voldoet.

Dg is van de derde klasse en raakt aan P, Q, in P,; dien-

4
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tengevolge is de getransformeerde kromme van de vijfde
klasse. Vijf stralen van een waaier, n.l. de raaklijnen uit
het waaiercentrum aan die kromme van de vijfde klasse,
zijn aan raaklijnen van Dg toegevoegd, Dit beteekent, dat
van alle raakvlakken in een punt van R, vijf vlakken aan
eon osculatievlak van R; zijn toegevoegd. Dus:

In elk punt van Ry raken vijf quadratische
oppervliakken van het stelsel aan Ry, diede
kubische ruimtekromme elders osculeeren.

Een raakvlak bepaalt op Dg een punt M als snijpunt
van de raaklijn van R, in dat raakvlak en een osculatievlak
gen punt N als raakpunt van dat vlak met Dg- De ver-
wantschap der punten M en N, behoorende tot toegevoegde
raak- en osculatievlakken, is volgens het vorige (3, 5). Er
zijn acht coincidenties, dus:

Het aantal aan R; vijfpuntig rakende qua-
dratische oppervliakken van het stelsel is
acht.

Een ontaard quadratisch opperviak, dat aan de voor-
waarde van vijfpuntige aanraking aan R, voldoet en tot
het stelsel behoort, is het vlak v met het osculatieviak
van R, in Py.

In het stelsel quadratische oppervlakken, gaande door K,,
zal een dubbel osculeerend exemplaar voorkomen, indien
aan een raaklijn van Di in de gquadratische lijnenverwant-
schap in » weer een raaklijn van Dg is toegevoegd. De
kromme Dg van de derde klasse wordt omgezet in een

3 -
kromme van de vijfde klasse, want D; raakt in P; aan een
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zijde van den coordinatendriehoek, wat de klasse van de
getransformeerde kromme met één vermindert. Deze heeft

met de ocorspronkelijke kromme vijftien raaklijnen gemeen.

‘Daar de toevoeging der lijnen in het vlak v ondubbelzinnig

is, moet een gemeenschappelijke raaklijn der beide toege-
voegde krommen met een gemeenschappelijken raaklijn over-
eenstemmen. Een uitzondering vormt de lijn P, Q;, die wel
aan beide krommen raakt, maar toegevoegd is aan elk der
lijnen van den waaier met centrum P,, dus aan een raaklijn
aan ieder der krommen. De overige veertien gemeenschappe-
lijke raaklijnen zijn dus in zeven involutorisch aan elkander
toegevoegde lijnenparen te verdeelen.

Derhalve zijn er zeven dubbel osculearende
guadratische oppervlakken inhet systeem.

Aan de lijn P, Q; is de waaier P, toegevoegd. In P, heeft
D: een keerpunt, dus er is slechts één raaklijn uwit P, aan
D: mogelijk. Deze raaklijn van Dg is dus ook toegevoegd
aan een raaklijn van D:. Een ontaard dubbel osculecrend
guadratizsch oppervlak van het stelsel wordt hierdoor be-
paald, bestaande uit het vlak » en het raakvlak aan R; in
P,, dat door P,P; gaat. Inderdaad zijn de zes snijpunten
dezer beide vlakken met R; samengevallen in twee drie-

voudige.

8§ 8. U vlak v is een roakvlak van de kubische rwimie-
kromme. De vasie kegelsnede K, in v gaat door één der snij-
punien van Ry en v. (Zie Hoofdstuk I § 7).

1o, Ry racki aan v in Py, Ky gaat door P,
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Daar de quadratische lijnenverwantschap twee dubbellijnen
heeft, die beide door Py gaan, volgt hieruit:

Er zijn twee stelsels van ~! quadratische
oppervliakken, gaande door K, die in drie
punten aan Ry raken, Eén van die drie punten is
telkens P,.

Daar de dubbelrechten unisecanten van R; zijn en het
snijpunt met R, gemeen hebben, steunen buiten P; Q3 nog
twee raaklinen van Ry op elk der dubbelrechien, waarvan
de raakliin van R, in P, gemeenschappelijk is voor beide
dubbellijnen.

Er zijn derhalve, de ontaarde quadratische oppervliakken
van het systeem verder buiten beschouwing latend, vier
exemplaren van het systeem quadratische
oppervliakken door K, die é¢én vier- en €€n
tweepunbige aanraking aan R; hebben.

De snijliin van v en een osculatieviak van R; is foege-
voegd aan een lijn door P, Hierop steunt, behalve in P, en
buiten P; Qg één raaklijn van Ry Er is dus één quadratisch
oppervlak van het stelsel, dat Ry osculeert en elders buiten
P, raakt en é6én dat R; in hetzelfde punt osculeert en
in P, raakt.

Alle raakvlakken in een punt van R, snijden het viak v
in een waaier, die omgezet wordt in een waaier met cen-
frum P, en een waaier, wiens centrum M op P, Q; ligt.
Aan de doorsnijding Dg van het raaklijnencppervlak van Ry
met » raakt één straal van den waaler P, in P, zelve en

drie stralen van den waaier M, nl P; Q; en twee andere
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lijnen. In een punt van Ry raken dus twee quadratische
opperviakken aan Rg, die elders buiten P, aan B, osculeeren.

. 3
De meermalen afgeleide verwantschap op Dg, waarvan

. het aantal coincidenties het aantal buiten P, vijfpuntig

rakende quadratische oppervlakken van het stelsel aangeeft,
wordt dus aangewezen door (1,2) en heeft drie coincidenties.

Buiten P, raken derhalve drie gquadrati
sche oppervliakken van het stelsel vijfpun-
tig aan R;, en daar van een guadratisch oppervlak, dat
in P, vijfpuntig aan R, raakt en door K, gaat, negen punten
gegeven zijn, is er bovendien één in P, vijfpuntig aan Ry
rakend quadratiseh oppervlak van het stelsel.

Dubbel osculeerende quadratische oppervlakken hebben
noodzakelijk één osculatiepunt in P, De doorgang met » van
het oseulatievlak aan By in P, wordt omgezet in een stralen-
bundel, waarvan het centrum op P, Q; ligh. Deze heeft drie
raaklijnen aan Dg, waaronder P, Qs dus:

Er zijn twee aan R; dubbel osculeerende

quadratische oppervlakken in het stelsel

20, R, vaokt aan v in Py, K, sngdi Py Q, in Py.

Alle quadratische oppervlakken door K, snijden de raaklijn
P, Qs van Ry in P, en derhalve is een oppervlak van het
stelsel met bijzondere aanraking in P, noodzakelijk ontaard.

De ljjnenverwantschap heeft één dubbelrechte, n.l. P; P,
De o' quadratische oppervlakken, die drievoudig raken aan
Rs, hebben dus één aanrakingspunt in P, en zijn ontaard in
het viak ¢ en een raakvlak door P,.
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Daar de dubbelrechte bisecante is, steunt behalve P; Q;
één raakliin in Py op de dubbellijn, Een niet ontaard aan
R; eens twee- en eens vierpuntig rakend quadratisch opper-
vlak van het stelsel is er dus niet.

De doorgang van een osculatievlak van R, wordt in het
algemeen omgezet in een lijn door P;. Behalve P, Q, steunen
op deze rechte twee raaklijnen van R,.

Er zijn dus twee quadratische oppervlakken van het stelsel,
die in een bepaald punt aan R; osculseren en buiten P,
aan Ry raken en één ontaard oppervlak, dat in datzelfde
punt R; osculeert en in P, raakt.

De bundel van vlakken, die Rs in één punt raken, snijden
¢ in een waaier, Deze wordt omgezet in twee waaiers,
achtereenvolgens met centra P, en een punt M van P, P,.
Uit P; kan men behalve P; Q3 geen raaklijn aan D: trek-
ken; uit M drie raaklijnen.

Er raken dus in een punt van R; drie quadratische
oppervlakken van het stelsel, die buiten P, aan R, oscu-
leeren.

Er volgt hieruit, volgens de meermalen aangewende
afleiding :

Buiten P; raken vif quadratische opper-
vlakken van het stelsel vijfpuntig aan R,

Een dubbel osculesrend quadratisch oppervlak door K,
moet noodzakelijk één osculatiepunt in P, hebben. De door-
gang met v van het osculatievlak in P, is P; Q4. Deze wordt
getransformeerd in een waaier met centrum P, Dit punt

ligt op Dg en op Ry; er is dus slechts één osculatievlak van
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R, door dat punt mogelijk. Derhalve is er é¢n dubbel oscu-
leerend quadratisch oppervlak door K, dat ontaard is in het
vlak » en het raakvlak in P, door P,.

§ 9. It vlak v is een raskviak van de kubische ruimie-
kromme. De vaste kegelsnede K, in v gaal door fwee 8nij-
punien van Ry en v. (Zie Hoofdstuk I, § 8.)

lo. R, raokt het vlek v in Py, K, gaat door Py en Py
P, Q, is de raaklyn in v aan Rs.

P, Q. is de cenige dubbelliin van de lijnenverwantschap
in #, hieruit volgt:

Er zijn ! quadratische opperviakken van het stelsel,
die drie raakpunten met R; hebben. Zij hebben alle de raak-
punten P, en P, gemeen en zijn ontaard in het vlak 2 en
een raakvlak van E; door P

Op P, P, bizecante van R, steunt in P, één raaklijn, nl.
P, Qs en één raaklijn in P,

Tr iz derhalve één (in het vlak v en het osculatievlak
in P,) ontaard quadratisch oppervlak door K, dat R, eens
tweepuntig (in P,) en eens vierpuntig (in P,) raakf. Het
quadratisch oppervlak, dat R, in P; vierpuntig en in P,
tweepuntig aanraakt, is ontaard in het vlak v, dubbel
geteld.

Gemakkelijk blijken de volgende resultaten:

In elk punt van R, raakt één quadratisch oppervlak van
het stelsel, dat elders, nl. in P,. osculeert.

In elk punt van R; osculeert één quadratisch oppervlak,
dat elders, nl. in Py, aan R, raakt,
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Er is één quadratisch oppervlak van het
stelsel, dat R; vijfpuntig raakt, nl in P,.

Er is geen dubbel osculeerend tweede-graadsoppervlak van
het stelsel.

20. Ry raaki hel viek v in Py en heeft in dat puni als
raailyn Py Qy. K, raaki P, Q; in P,

Daar P;Q, 0. a. een dubbellijn der lijnenverwantschap in
v is en tegelijkertijd raaklijn aan Ry, zijn de vlakken door
P; Q; raakvlakken aan R, en vallen dus van de drie snjj-
punten er twee samen. Derhalve zijn er ~ gquadratische
oppervlakken van het stelsel, die R, v1erpunt1g in Py en
elders tweepuntig raken.

Elke lijn door Py is als dubbelliin op te vatten. Dus
zijn er e? quadratische oppervlakken van het stelsel,
die in drie punten een tweepuntige aanraking aan By
hebben; al deze oppervlakken hebben het raakpunt P, aan
Ry gemeen.

Verder blijkt gemakkelijk:

In elk punt van R, raken o' guadratische oppervlakken
van het stelsel, die in P, osculecren. Van deze quadratische
oppervlakken zijn nl. acht punten gegeven,

In ieder punt van R; osculeeren oo quadratische opper-
viakken van het stelsel, die elders, nl. in P,, raken,

In elk punt van Ry osculeert één quadra-
tisch oppervlak van het stelsel, dat ook
in P, osculeert,

Er zijn ! guadratische oppervliakken van
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raking met R; hebben,

§ 10. Het vlak v is een raakvlak der kubische ruimie-
kromme. De vasie kegelsnede gaat door de drie gemeen-
schappelijke punten van K, en v. (Zie Hoofdstuk I, § 9).

Over de meervoudig of veelpuntig aan R, rakende qua-
dratische oppervlakken door K, zijn geen bijzondere opmer-
kingen te maken, daar de lijnenverwantschap in v geheel
onbepaald is.

§ 11. Hea viak v is een osculatieviak var de kubische ruimte-
kromme. De wvaste kegelsnede K, gaat niet door het osculatie-
punt van By en v. (Zie Hoofdstuk I, § 10).

De doorgang met v van het raaklijnenoppervlak aan R, is
in dit geval ontaard in een kromme van de tweede klasse,
Di, en de raaklin P, Q; aan R; in v dubbel geteld.
Immers, daar v zelve osculatievlak aan R, is, kan men door
een punt van ¢ overigens nog slechts twee osculatievlakken
aan R, leggen en zijn er dus door elk punt van v slechts twee
raaklijnen aan die doorgangskromme Dz mogelijk. Dz moet
in P; aan P, Q; raken, omdat v het raakvlak in P, aan het
raaklijnenoppervlak is.

De lijnenverwantschap heeft één eigenlijke dubbelrechte on
bovendien is P, Qs als dubbellijun te beschouwen. Hieruit volgt :

Er is één stelsel van o' quadratische op-
perviakken door K, dieindrie puntenraken
aan R,
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De vlakken door Py Qg hebben met R; een raakpunt en
een snijpunt gemeen en ieder punt van Ry kan zulk een
snijpunt zijn. Hieruit volgt, dat het raakvlak in een punt
van R, dat door P; gaat, met het vlak v een ontaard qua-
dratisch oppervlak vormt, dat met R, een vierpuntige aan-
raking in P; en een tweepuntige aanraking heeft. De dubbel-
lijin Py Qs geelt derhalve aanleiding tot een stelsel van ool
ontaarde quadratische oppervlakken, die in drie punten aan
R; raken, maar van die drie raakpunten zijn twee samen-
gevallen,

Op de eigenlijke dubbellijn steunen, buiten P, Q; twee
raaklijnen aan R..

Er zijn dus twee niet ontaarde quadrati-
sche oppervliakken van het systeem, die R,
vierpuntig en tevens tweepuntig raken.

Door een punt van R; gaat €én osculatievlak., Aan de
doorsnijding van dit vlak met v is in het algemeen é€én
rechte toegevoegd, die twee snijpunten met D; heeft, waar-
door dus twee raakvlakken van R; gaan. Bij een osculatie-
vlak behooron dus twee raakvlakken van R,, die olk met
het eerstgenoemde vlak een oppervlak van den tweeden
graad vormen, die zes punten met R; gemeen heeft.

In een punt van R; osculeeren derhalve
twee quadratische oppervlakken door K,
die B; elders, buiten P;, aanraken.

De raakvlakken van de quadratische opperviakken wvan
het systeem, die in een gegeven punt aan R, raken, gaan
allen door de raaklijnen aan R, in dat punt en snijden dus |
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op v een waaier in. Deze wordt omgezet in een kegelsnede,
die P, Q; in P, raakt, dus met Di de raaklijn in P, gemeen
heeft. Behalve P; Q; hebben deze beide krommen van de
tweede klasse nog twee gemeenschappelijke raaklijnen. Twee
doorgangen van raakvlakken in een gegeven punt van R;
met v zijn dus toegevoegd aan doorgangen van osculatie-
vlakken aan Rs.

Dug in een punt van By raken twee quadra-
tische oppervliakken van het stelsel, die
buiten P, aan Ry osculeeren.

Op Dg zijn aan het raakpunt van den doorgang ! van
gen osculatievlak toegevoegd de beide snijpunten van de
lijn ¥, waarin ¢ wordt omgezet. Aan zulk een snijpunt (alle
lijnen door dat punt) zijn twee raakpunten van doorgangen
van osculatievlakken toegevoegd. De vier coincidenties van
de verwantschap (2,2) op Dﬁ beteckenen:

Er zijn vier quadratische oppervlakken
van het stelsel, die buiten P; een vijfpun-
tige aanraking met R; hebben.

D: raakt aan P;Q; in P; en wordt getransformeerd in
gen kromme van de tweede klasse. Immers, is de verge-
lijking van Dﬁ

afP + bEF £ &+ A5 E =0,
dan is de vergelijking der getransformeerde kromme

—&)° - 2 | 1+ Ag
(5151:3) & sifs)&““z%“ A

£*
£ — &
e i
£ &7

a )
£°

=
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Na herleiding van deze vergelijking blijkt ze dezelfde ter-
men te hebben als de vergelijking van Dz. Deze kromme
en haar getransformeerde hebben dus de raaklijn in P, ge-
meen. Daar ze bovendien nog twee raaklijnen gemeen hebben,
heeft Dz één paar aan elkander toezevoegde raa,klijnén; dus:
Er is één niet ontaard quadratisch opper-
vliak door K, dat dubbel osculeert aan R,

§ 12. Hel wlak v is een osculatieviak van de kubische
rusimiekromme. De vaste kegelsnede Ky snijdt de raaklijn van
Ry tn v in hel raokpunt Py. (Zie Hoofdstuk I, § 11).

In de door deze gegevens bepaalde lijnenverwantschap in
© is de raaklijn Py Q; aan Ry de eenige &ubbellijn. Daar een
niet ontaard quadratisch oppervlak niet tegelijkertijd door
K, in v kan gaan en in het punt Py van K, aan » raken,
zijn er geen quadratische oppervlakken van het systeem, die
R; in drie punten raken. Evenmin zijn er quadratische
oppervlakken van het systeem, die één vier- en één twee-
puntige aanraking aan R, hebben,

Aan den doorgang van een osculatievlak, die een raaklijn
aan Dg ig, is in het algemeen een lijn door P, toegevoegd.
Daar P, een punt van Dg is, steunt, behalve P; Q4, nog één
raaklijn op deze toegevoegde rechte. In een punt van Rg
osculeert dus één quadratisch oppervlak, dat elders raakt.

Aan den waaier, dien de raakvlakken van R; in één punt
op v insnijden, zijn twec stralenbundels toegevoegd, n.l.
€én waaier met centrum P, en een tweede met centrum op

P; Q. Immers elke straal van een waaier is toegevoegd
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aan een lijn door P,, behalve de straal die door P, gaat,
welke aan een stralenbundel is toegevoegd met middelpunt
op P, Q. Di raakt san P, Q; in P,, dus behalve P, Q; is er
één raaklijn aan Dz toegevoegd aan een straal van een waaier.

Dit beteekent, dat er één quadratisch opperviak door K,
in een punt van Rg raakt, dat elders aan Ry osculeert.

De meermalen aangehaalde verwantschap op Dg is dus
een (1, 1) met twee coincidenties.

Derhalve zijn er twee quadratische opper-
vlakken door K, die een vijfpuntige aan-
raking aan R; hebben.

Daar alle quadratische oppervlakken door K, het punt P,
van R, bevatten, zou een dubbel aan E,; osculeerend opper-
vlak van het systeem één osculatiepunt in P, moeten hebben,
Indien het quadratisch oppervlak niet ontaardt, is dit on-
mogelijk, Tweemaal osculeerende quadratische oppervlakken
bevat het systeem dus niet.

§ 18. Het viak v is een osculatieviak der kubische ruimie-
kromme. De raakliin P, Qs van Rg in v raokt aan de vaste
kegelsnede K, tn v (zie Hoofdstuk I § 12).

Dubbelrechte der lijnenverwantschap in # is P,Q,. Derhalve
zijn er co! guadratische oppervlakken door K, die driemaal
raken aan R, maar twee raakpunten zijn van al deze tweede-
graadsoppervlakken samengevallen in Py, zoodat men heeft:

w! gquadratische oppervlakken van het
systoem hebben één vierpuntige en €én

tweepuntige aanraking
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Daar een guadratisch oppervlak met R; zes punten gemeen
heeft en elk exemplaar van het systeem in P; twee punten
met Ry gemeen heeft, is geen vijfpuntig rakend quadratisch
oppervlak door K, mogelijk, tenzij dat raakpunt in P, valt.
Omdat een vijfpuntige aanraking in P, tezamen met K,
acht punten van het quadratisch opperviak geeft, heeft men:

Er zijn ! quadratische oppervliakken, die
in P; vijffpuntfig raken aan R; en door K,
gaan.

Op dezolfde wijze vindt men:

In elk punt van R, osculeeren oo! quadratische opper-
vlakken van het systeem, die in P; aan R; raken.

In elk punt van R; raken co! guadratische opperviakken
van het systeem, die in P, aan R, osculeeren.

In elk punt van R; osculeert één quadra-
tisch oppervlak door K,; dat bovendien in

P, aan R; esculesrt.

§ 14. Het viak v is een osculatievlak der Fubische ruimle-
kromme. De vaste kegelsnede K, in v heefl een driepuniige
aanraking aan R, (Zie Hoofdstuk I § 18).

Daar in dit geval de lijnenverwantschap in » geheel on-
bepaald wordb, zijn er geen bijzondere opmerkingen te maken
over meervoudig of veelpuntig aan Ry rakende gquadratische

oppervlakken door K,.



HOOFDSTUK IIL

Quadratische oppervlakken van een stelsel met drie of
minder graden van vrijheid, die meervoundig
of veelpuntig raken aan een kubische

roimtekromme.

§ 1. Indien de quadratische oppervlakken, die de kubische
rnimtekromme in zes gescheiden of ten deele samenvallende
punten snijden, door een vaste kegelsnede K, in een gegeven
vlak v gaan en bovendien door een vast punt P der ruimte,
dan behooren die oppervlakken tot een stelsel, waarvan zes
punfen gegeven zijn. Derhalve bestaat dit stelsel uif oo
exemplaren. Drie punten op de Ekubische ruimtekromme
zullen dus in het algemeen een quadratisch oppervlak van het
stelsel bepalen. Het door die drie punten gaande vlak snijdt
het vlak # in een rechte lijn /. De drie overige snijpunten
van dit tweede-graadsoppervlak met R, en daarmede het
vlak door die drie punten, zijn volkomen bepaald. Dit vlak
moet het vlak o snijden in de lijn ¥, die volgens de in
Hoofdstuk I bestudeerde quadratische lijnenverwantschap
aan ¢ is toegevoegd. Imumers in Hoofdstuk IT, § 2 is afgeleid,
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dat elk paar puntendrietallen, waarin de zes snijpunten met R,
van een quadratisch oppervlak door K, te verdeelen zijn, een
vlakkenpaar bepaalt, dat » in twee toegevoegde lijnen snijdt.

M. a.w. zal met een vlak door I één bepaald vlak door I'
overeenstemmen, zoodanig dat de zes snijpunten met Ry van
dat vlakkenpaar op een gquadratisch oppervlak van het be-
schouwde stelsel liggen,

In het algemeen worden de vlakken der ruimte op deze
wijze €én aan één aan elkander toegevoegd. Het vlak » zal
echter tezamen met elk vlak door het vaste punt P een
ontaard regelvlak van het systeem vormen. Is dus omgekeerd
in het algemeen clk vlak door P aan v toegevoegd, voor een
enkelvoudige oneindigheid van vlakken door P wordt het
toegevoegde vlak onbepaald.

Immers indien in een viak door P een kegelsneds ligt, die
door de drie snijpunten met Ry, de beide snijpunten met K,
en door P gaat, dan kan door deze kegelsnede en K, een
bundel quadratische oppervlakken van het stelsel gelegd
worden. Want XK,, die geheel op het quadratisch oppervlak
ligh, bepaalt vijf punten van het oppervlak en een andere
kegelsnede, die K, in twee punten snijdt en ook op het
oppervlak moet liggen, geeft drie nieuwe punten. Dus de
beide kegelsneden tezamen geven de acht punten, die den
bundel bepalen.

De doorsneden met v van deze vlakken door P, die een
kegelsnede bevatten, gaande door de drie snijpunten met R,
de twee snijpunten met K, en door P, zijn gemakkelijk op

te sporen. Daartoe denkt men zich den bundel quadratische
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oppervlakken, die door R; (zeven punten) en P gelegd kan
worden. Alle exemplaren van dezen bundel bevatten drie
punten van de bisecante door P, hebben dus deze lijn
gemeen. De kegelsneden, waarin de oppervlakken van den
bundel het vlak o snijden, bevatten dus alle de snii-
puniten P;, P, en P, van R, en het snijpunt S van deze
bisecante; derhalve zijn deze kegelsneden in een bundel
vereenigd. Elk exemplaar B, hiervan behoort tot het net
van kegelsneden door P, P, en P;, bepaalt dus met K, in
v drie paar toegevoegde lijnen. Zij zulk een lijnenpaar (#,
m'), dan kan men door één dier lijnen, m2, en door P een
vlak legzen, dat het door E, gaande exemplaar van den door
R; en P bepaalden bundel quadratische oppervlakken zal
snijden in een kegelsnede, die gaat door de beide snijpunten
van m met K, door P en door drie punten van R, Het
viak (m, P} is dus een vlak met de verlangde eigenscbap.

De bundel van kegelsneden met de basispunten Py, Py, Ps
en S bepaalt een enkelvoudige oneindigheid van lijnenparen
der quadratische lijnenverwantschap in het vlak ». En elk
vlak door zulk een lijn m en door P heeft dus de eigenschap
een kegelsnede door de verlangde zes punten te bevatten. De
exemplaren van den door deze kegelsnede en K, bepaalden
bundel guadratische opperviakken hebben nog drie snijpunten
met B; en de vliakken door die puntendrietallen gaan door
de toegevoegde lijn wm/'.

We komen dus tot de volgende slotsom.

De toevoeging der vlakken,” zooals omschreven is op

pag. 64, is ondubbelzinnig, met nitzondering van de viakken,
5



66

die door een rechte in » van het type m gaan, welke vlak-
ken alle aan het vlak (wm',P) toegevoegd zijn, terwijl het
vlak (m,P) in het bijzonder aan alle vlakken van den bundel
mét as ' Is foegevoegd. '

In de punteninvolutie van den zesden graad en den derden
rang, welke de quadratische oppervlakken door K, en P op
R, insnijden, zijn de drietallen snijpunten van vlakken van
het type (m, P) dus neutrale drietallen.

Ter bepaling van de omhulde der vlakken (m, P) onder-
zoeken we de omhulde der lijnen e in het vlak ». Lijnen
van het type m zijn, zooals is afgeleid, de gemeenschappe-
lijke koorden van de vaste kegelsnede K.,

Ry = %% 4 %% 4 %32 4 2a, %, %, Qaix‘gxg 28, X%, = 0
en van de exemplaren van een bundel kegelsneden in het
viak @, die tot basispunten heeft de drie snijpunten P,, e
en P, der kubische ruimtekromme (als hoekpunten van den
fundamentaaldriehoek aangenomen) en het snijpunt van de
bisecante van Ry door P.

Ter wille van de symmetrie der formules zullen we dit
laatste snijpunt S geven als vierde snijpunt van twee be-
paalde exemplaren van het net van kegelsneden door de drie
hoekpunten van den fuﬁdamentaaldriehoek, dus 8 volgt uit

PeXy Xy + D1 XgXg 4 PpXXy = O

Qs Xy Xy + Q3 Xp X3 | Qg X3X, = 0 }
en de bundel van kegelsneden door Py, Py, P; on 8 is ge-
geven door:
s + Ade) X X 4 (Py + A 0) X X + (P + A4y) g X, = O,
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Indien m en m' twee der bedoelde toegevoegde rechten
Zijn, dan is
K, — MM =0
een exemplaar van dezen bundel.
Tusschen de lijnecodrdinaten van m en ' bestaan dus de
volgende betrekkingen :

£y =1

§39y = 1

33 = 1
2a; — &1y — oy = p(py + 2qs)
28y — &y — &y = w0y + 249y

22 — &g — Egyp = p(p; + 7“11].
waaruit drie betrekkingen volgen tusschen de lijncodrdinaten
van een rechte van het type m

£ &
20 — — — — = pps + pAg,
'52 é‘l
& &
28 — — — — = pp, + pagq
haiglreg, : -
. & &
28 — - — — = pp A
1 z, % P pAq

Door eliminatie der beide factoren g en pA blijken de
lijncotrdinaten van cen lijn van het type m te moeten vol-

doen aan
224 irp S p 4
S 3 3
£ &
& £
2a; — rl - D2 e =0
&3 £
£, £
23, — = Py dy
<8 52
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of
a; Py Qs | ECE 4 828 Py Gz
285,88 8, p; G| — £2& + £,52 Ps Q[ =0.
a4 D 9 ' £165° -+ £, 8.2 Pt 4
of
Ern g 5 — 24 & & & =o
waarin
2ok ‘ P 0
- P Uz

In loopende lijncodrdinaten is dit de vergelijking van een
kromme van de derde klasse, die raakt aan de zijden van
den fundamentaaldriehoek en bovendien SP, SP, en 8P,
tot raaklijnen heeft,

De kromme heeft geen dubbelraaklijn en is dus van den
zesden graad.

Derhalve omhullen de vlakken (m,P) een kegel van de
derde klasse en den zesden graad. De vlakken door de bisecante
P 3 en resp. door P,, P, en P; zijn raakvlakken van dezen kegel.

§ 2. We gaan thans over tot het bewijs der volgende
zZeven steilingen.

1. Zes exemplaren van het stelsel qua-
dratische oppervlakken, gaande door een
vaste kegelsnede K, in een vlak » en door
een punt P buiten dat vlak, die R; in een
gegeven punt A raken, raken B; bovendien
elders,

Bewljs.

De vlakkenbundel, die de raaklijn r aan R; in A tot as
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heeft, snijdt op v een waaier in. Elke straal hiervan bepaalt
ondubbelzinnig een viak door de raaklijn # en dit vlak snijdt
Rq, behalve in A, dubbel geteld, nog in één punt B. Door
B gaat één exomplaar van den bundel quadratische opper-
vlakken, die K, bevatten, door P gaan en aan R, in A raken.
Dit exemplaar heeft met Ry nog drie snijpunten C, die elk
het bedoelde quadratische opperviak bepaald zouden hebben,
Deoor r en elk der punten C kan een vlak gelegd worden,
dat v in een straal ¢ van den waaier snijdt. Voegt men den
straal, die de snijlijn is der vlakken (r, B) en v, aan de
drie stralen ¢ toe, dan is op deze wijze in den waaier een
verwantschap (8, 8) bepaald. Deze heeft zes coincidenties
en elke coincidentic heeft de beteckenis, dat twee der vier
snijpunten van de R; in A rakende quadratische oppervlakken
zijn samengevallen. Derhalve raken zes exemplaren van het
beschouwde stelsel quadratische oppervlakken, die R, in A
raken, bovendien de kubische ruimtekromme nog elders.

2, Twaalfquadratische oppervlakken door
K, en P raken Ry vierpuntig.

Bewijs.

De doorsnijdingskromme van het raaklijnenoppervlak van
R; met v zij D, en het punt G op D =zij het snijpunt
van de raakliim » in A van R, Volgens de voorgaande
stelling zijn er zes quadratische oppervliakken van het stelsel,
die Ry in A en bovendien elders raken. Men denkt zich in
de zes aldus bepaalde raakpunten de raaklijnen getrokken
aan R; en voegt de snijpunten dier zes raaklijnen met D
toe aan het punt G. Daar aan elk punt op D op deze wijze
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zes punten toegevoegd zijn, is op D een puntenverwantschap
(6, 6) met twaalf coincidenties bepaald. Het aantal dezer
dubbelelementen geeft aan, dat van twaalf tweemaal aan
Ry rakende exemplaren van het stelsel quadratische opper-
vlakken de beide raakpunten tezamen zijn gevallen of
m. a. w. dat twaalf quadratizche opperviakken van het stelsel
vierpuntig raken.

3. Er zijn zes quadratische oppervlakken
door K, in v, een punt P der ruimte en twee
bpunten G en H van Ry, die R, elders raken.

Bewijs.

De kegelsnede K, en de punten P, G en H zijn tezamen
gelijfkwaardig met acht grondpunten van een bundel guadra-
tische oppervlakken, Een punt A van de kubische ruimte-
kromme bepaalt dus een exemplaar E, van den bundel, dat
bovendien nog drie snijpunten met Ry heeft. Voegt men op D
(doorsnijdingskromme van het raaklijnenopperviak aan R,
met ¥) het snijpunt van de raaklijn van R; in A toe aan de snij-
bunten der raaklijnen van R, in de overige drie snijpunten
van E, en R; dan ontstaat op D een verwantschap (3, 38),
met zes coineidenties. Zes guadratische oppervlakken wvan
den bundel raken R; dus elders dan in & of H.

4, Er zijn negen quadratische oppervlak-
ken door K; in v, een punt P der ruimte en
een punt G van R, die de kubische ruimte-
kromme elders driepuntig raken.

Bewijs.

Door K, P en G is een net van quadratische opperviakken
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bepaald. In een punt A van R, raakt één exemplaar van het
net. dat nog drie snijpunten B, B', B” met R, heeft. Op de
kromme D in v worden aan het snijpunt van de raaklijn
van R, in“ A toegevoegd de snijpunten der raaklijnen in B,
B' en B" aan R, Volgens de vorige stelling gaan door B
zes quadratische oppervlakken, die elders raken, De op deze
wijze op D bepaalde verwantschap wordt dus voorgesteld
door (3, 6). Het is duidelijk, dat de negen coincidenties be-
teekenen, dat negen quadratische oppervlakken van het net
elders dan in A driepuntig raken.

5, Er zijn zes en dertig quadratische op-
perviakken door K, en door een punt P der
ruimte, die de kubische ruimtekrommme
eens tweepuntigen elders driepuntigraken.

Bewijs.

Van het stelsel gquadratische oppervlakken door K, en P
Zijn zes punien gegeven en een exemplaar daarvan is dus
door drie punten bepaald. In elk punt van Ry is dus een
quadratisch oppervlak, behoorende tot het stelsel, dat oscu-
leert aan de kubische ruimtekromme. Op deze wijze Dbe-
schouwd, bepaalt elk osculatievlak, en ook elke doorgang
van zulk een vlak met v een exemplaar van het stelsel.
Deze doorgangen der osecunlatievlakken vormen het raak-
lijnenstelsel der snijkromyme D van het raaklijnenopperviak
van R. met het vlak #». Daar elk quadratisch oppervlak
van het beschouwde stelsel een opperviak is, dat door K,
gaat, moet volgens Hoofdstuk II hef verbindingsvlak der

overige drie snijpunten van zulk een osculeerend gquadratisch
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oppervlak het vlak v snijden in de lijn, die in de quadratische
lijnenverwantschap toegeveegd is aan den doorgang van het
osculatievlak van R, Voor het algemeene geval is de door-
gang van het raaklijnenopperviak van de derde klasse en den
vierden graad, Di, dus zullen de lijnen, die toegevoegd zijn
azn de raaklijnen dier kromme, een kromme van de zesde
klasse D° omhullen, Elke der raaklijnen aan D°® zal gesneden
worden door vier raaklijnen van R, Door zulk een raaklijn
gaab 6én vlak e dat met het osculatieviak w door de toege-
voegde lijn zes snijpunten op R bepaall, waardoor eecn
quadratisch opperviak van het systeem mogelijk is. We
noemen de vlakken & en w toegevoegde vlakken.

We onderzoeken thans de verwantschap op Di, waarbij
aan de snijpunten met een raaklijn aan D’ worden toegevoegd
de snijpunten met de lijnen, die raken aan R; in de snij-
punten van het vlak s door diezelfde raaklijn aan D°. Door
een punt P van Di gaan zes raaklijnen van DB, waardoor
gezamenlijk zes vlakken gaan, die ieder aan een osculatie-
vilak van R; zijn toegevoegd. Deze zes vlakken hebben acht-
tien snijpunten met R, en de raaklijnen van R; in die punten
bepalen op By achttien punten Q, toegevoegd aan een punt P.
Door een punt @ van _Di gaat ¢één raaklijn van R,

Het raakpunt op Ry zij G. Volgens de voorgaande stelling
gaan door G negen guadratische oppervlakken van het stelsel,
die B, elders driepuntig raken; m.a.w. door G gaan negen
vlakken, die op de boven omschreven wijze toegevoegd zijn
aan een osculatievlak, Op de negen doorgangen dier vlakken
steunen zes en dertig raaklijnen van R, of aan een punt @
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wantschap op Di wordt dus uitgedrukt door (18, 36) mef
vier en vijftig coincidenties.

Zulk een coincidentie heeft in het algemeen de beteekenis,
dat een vlak, dat toegevoegd is aan een osculatievlak, een
raaklijn bevat, dus een raakvlak is. Een uitzondering vormen
de achttien raaklijnen, die uit de snijpunten van R, en v aan
D’ te trekken zijn, daar in die snijpunten op de raaklijn aan D’
een rasklijn van R, steunt, zonder dat in het algemeen het
aan een osculatievlak toegevoegde vlak door één dier lijnen
die raaklijn van R, zal bevatten.

Er zijn dus 54 — 18 = 36 guadratische oppervlakken van
het beschouwde stelsel, die R, tweepuntig en elders drie-
puntig raken.

6. Twaalf quadratische oppervlakken door
K, en twee punten der ruimte osculeeren
aan de Eubische Tuimtekromme.

Bewlijs.

De guadratische opporvlakken door K; en twee punten der
‘ruimte vormen een net, De exemplaren van dit net, die
door een vast punt van R, gaan, hebben bovendien nog vijf
snijpunten met R, zoodanig dat één dier punten de vier
overige bepaalt. Op Ry wordt op deze wijze een verwant-
schap (4, 4) met acht coincidenties vastgelegd, Dit beteekent,
dat acht exemplaren van het net die bovendien door een
gegeven punt S van R, gaan, aan R, elders raken in een
punt To (=1, 2.... 8)

In elk punt T van R, raakt één exemplaar van het net



aan die kromme. Dit exemplaar heeft bovendien vier snij-
punten S met R,

Tusschen de punten S en T hestaat op R; dus een ver-
wantschap (8, 4). De twaalf coincidenties hebben blijkbaar de
beteekenis, dat er twaalf quadratische oppervlakken van het
net osculeeren aan Rj.

7. Tien guadratische oppervlakken door
K; en drie punten der ruimte raken aan R,

Bewijs.

Een exemplaar van den door K, en drie punten der ruimte
bepaalden bundel quadratische opperviakken is door één
punt van R; bepaald en heeft bovendien nog vijf snijpunten
met R, Elk dezer punten bepaalt ook weer dat exemplaar
van den bundel, zoodat op R4 een puntenverwantschap (5, 5)
is vastgelegd. De tien coincidenties beteekenen, dat tien
guadratische oppervlakken van den bundel twee samenval-
lende snijpunten of raakpunten op Ry hebben,

Opmerking.

Hoewel de resultaten van dit hoofdstuk door de methode
van Sturm (Hoeofdstuk IV) ook afgeleid worden, scheen het
toch niet zonder belang deze stellingen nog langs anderen
weg te bewijzen. Het is hier weliswaar evenmin gelukt bij
bijzondere veronderstellingen over R, ten opzichte van v het
aantal niet ontaarde gevallen met zekerheid vast te stellen,
maar dat de graad en de klasse van den doorgang met ¥ van
het raaklijnenoppervlak aan R, invloed hebben, komt met deze
bewijsmethode duidelijk te voorschijn (zie o. a. stelling n® 5).



HOOFDSTUK 1V.

Methode van Sturm.

§ 1. Ter opsporing van de aantallen guadratische opper-
vlakken van een systeem met een gegeven aantal graden
van vrijheid, die meervoudig of veelpuntig raken aan een
kubische ruimtekromme, maakt Srtusm gebruik van eigen-
schappen van involuties op een rationale ruimtekromme.

Vooraf mogen de bewijzen gaan van een paar minder
bekende eigenschappen, die veelvuldig toepassing zullen
vinden.

I

kden rang, zoodanig dat % punten een groep van # punten

zal beteekenen een involutie van den nden graad en

bepalen.

Eigenschap L

In egn involutie I:: op een rationalen drager gin (k1) (n—F)
groepen met een (k 4 Dvoudig element.

Bewijs.

Nemen we een groep, die bepaald is door een A-voudig
punt. Aan dat punt zijn (n — #) enkelvoudige punten toege-
voegd, die tot dezelfde groep behooren. Bij elk enkelvoudig
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punt P kan men (% — 1) punten kiezen en bepaalt daardoor,
behalve P, een groep van (# — 1) punten. M.a.w. een

enkelvoudig punt legt op den rationalen drager een involutie
E—1
In-—l
%k (n — k) groepen met een k-voudig punt.

vast. Is de te bewljzen eigenschap juist, dan heeft deze

Aldus zijn aan een A-voudig punt (n — k) enkelvoudige
punten toegevoegd en aan een enkelvoudig punt & (» — %)
k-voudige punten. Deze verwantschap {n — k), & (n — &)}
heeft (# 4 1) » — %) coincidenties of (¢ -+ 1)-voudige
punten.

Is deze eigenschap derhalve juist voor (8 — 1) en (n — 1),
dan is zij ook waar voor kX en . En daar k = 1l en » = 2
de hekende stelling geeft, dat een involutie twee dubbel-
punten heeff, is de eigenschap bewezen.

Eigenschap 1L

8) Hen invohutie I, bevat (¢ +1) (— L 4 1) (0 — k) (n — ke—1)
groepen et een (¢ - 1)-voudig en een (it — ¢ + 1)-voudig element

WaNneer % Zi ek
2 _
b} Is % even, dan zijn er % (%—{—1) (n—k)xX(n—k—1)

groepen mer lwee ("g" e 1)-'voudige elemenien,

Bewijs.

Evenals een enkelvoudig punt op een rationalen drager
van een involutie Iﬁ een tweede involutie If!:i bepaalt, zal
een (kb — f)-voudig punt op denzelfden drager een involutie

Volgens eigenschap I bevat deze involutie (t 4 1) (n — &)

vastleggen.
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groepen met een (¢ 4 1)-voudig punt. Deze groepen van
(n — k& L+ #) punten bevatten ieder (# — & — 1} enkel-
voudige punten. .

We zullen aan het (k — f)-voudig punt toevoegen de
(n— &k —1) {t +1) (n — k)enkelvoudige punten X, die in
alle groepen van de involutie Ifl L met een ¢ -+ 1)-
voudig punt tezamen voorkomen.

Om op te sporen, hoeveel (k — t)-voudige punten in deze
verwantschap aan een enkelvoudig punt X, zijn toegevoegd,
stellen we dit aantal symbolisch voor door Z 11 ‘. De be-
teekenis van dit symbool is, dat in de 1nv01utle I :,

het punt X, op den drager bepaalt, er Zn 5 1 ! groepen voor-

die

komen met een (¢ -} 1)-voudig en een (k — #)-voudig element.
Want alleen de (k—t)-voudige punten, die in een dergelijke
groep voorkomen, zijn in de onderzochte verwantschap aan
X, toegevoegd.

Met dezelfde symbolische schrijfwijze is dan in de involutie
I het aantal grocpen met een (¢ |- ]) VOU.dlg en een (B —~¢-41)-
voud1g plement uitgedrukt door Z

En daar het aantal van deze bgzondere groepen in Ifl ge-
vonden wordt door het aantal colncidenties van de verwant-
schap der punten X, en der (k — ¢)-voudige punten op den
drager van 1 heeft men de volgende befrekkingen

o+ D—RH o —k—D+ 2
L—I, k—2 ¢
Zn--l =¢t+De—hHeo—Fk—L+2 ,

e e — R — R — S e R e

t41,t = N ¢
Zn_k+t+1_(t—|—l)(%—k)(n b 1)+Zn—k-{-l'
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Hieruit volgt, door optelling -

et iy 1, 1
2 =g+ E—Dm— k) n—Fk D+2, _ iy

B s ., is het aantal groepen, dat een (¢ - 1)-voudig en
een enkelvoudig element hebben in de involutie I:[z —Eat
In deze involutie zijn volgens ,Eigenschap I” ({ + 1) (n — &)
groepen met een ({ - 1)-voudig element en (n — & —1) enkel-
voudige elementen, dus het gezochte aantal groepen met

één (@ -} 1)voudig en één enkelvoudig punt is

2y jys =CEH DO =R —k—1)

Dus is ten slotte

ZP¥ = ) =t 1) n— B e—k—1),
Is

ffl=k—t41
of

k
=5,

dan is zoowel het (7 - I)-voudig als het (k — t - 1)-voudig
punt een (¢ 4~ 1)-voudig element, en is dus het totaal aantal:

.k
,l‘lj‘—l

ok 5 Lk * ' _
2 _%(5-1-1) (m—k) n—k—1).
I 2
Iedere groep bevat dan twee (§+ 1)-voud1ge grogpen.,
§ 2, Het stelsel quadratische oppervlakken, dat door een

vaste kegelsnede K, gaat, snijdt op de kubische ruimte-
kromme R, een involutie I in. Indien het vlak v, waarin
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K, ligt, niet een snijvlak, maar een raak- of osculatievlak
aan R, is en er derhalve onder de quadratische oppervlakken
door K, met bijzondere aanraking aan R, ontaardingen voor-
komen, zullen de eigenschappen I en II niet kunnen dienen
om de aantallen der ontaardingen af te zonderen van de
aantallen der niet ontaarde quadratische oppervlakken.

Zy het viek v een snivlak van By ferwil geen der swij-
punien van Rs en v op de vaste kegelsnede K, ligi.

De involutie I:, die door alle quadratische oppervlakken
door K, op R, ingesneden wordt, heeft volgens eigenschap I
(8 + 1) (n — k) = 10 groepen met een (k- 1)- of vijfvoudig
punt. Dus:

Het systeem guadratische opperviakken
door K, heeft tien exemplaren met vijf
puntige aanraking,

Alle kwadratische oppervlakken, die R, in een bepaald
punt raken, hebben buiten het raakpunt nog vier snij-
punten met R; en een exemplaar van het systeem is door
het raakpunt en nog twee punten van R, bepaald. Derhalve
wordt een involutie Ii on Ry ingesneden.

Hieruit volgt: Van alle quadratische oppervlakken van
het systeem, die R; in cen bepaald punt raken, zijn er zes,
die R, elders osculeeren.

Alle quadratische oppervlakken door K, die Ry in een
bepaald punt osculeeren, snijden op de kubische ruimte-
kromme een involutie I§ in, waarin vier groepen met een
tweevoudig punt.

Dus: Van alle quadratische oppervlakken van hef systeem,
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die Ry in een bepaald punt osculeeren, zijn er vier, die R,
elders raken.

Derhalve raken in één punt A van Ry zes quadratische
opperviakken van het systeem aan die kromme, die boven-
dien Ry osculeeren in een punt B en osculeeren in één punt
B van R; vier quadratische oppervlakken van het systeem,
die in een punt A bovendien aan R; raken.

Tusschen de punten A en de punten B op R; bestaat
derhalve een verwantschap (6, 4). De tien coincidenties hebben
de beteekenis, dat er tien guadratische oppervlakken door K,
gaan, die een vijfpuntige aanraking met R; hebben, zooals
reeds gevonden was.

Om te bepalen het aantal quadratische oppervlakken door
K, dat één vier- en één tweepuntige aanraking met R,
heeft, gebruikt men eigenschap Ila en substitueert

k=40 =0 e s 1,
In de involutie I: zijn derhalve
C+DE—t+D)n—F@m—F5F—1) =16

groepen met een viervoudig en een tweevoudig punt.

" Derhalve gaan door K, zestien guadrati-

sche oppervliakken, die één vierpuntige en

6én tweepuntige aanraking met R; hebben.
Substitueert men in de formule van eigenschap ITb

=Ltk =2enn =86,

dan vindt men:
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£ (% —+- 1)2 (— K 0 —k —1) = 9,
of: ‘

Door K, gaan negen aan Ry dubbel oscu-
leerende quadratische oppervliakken.

Dit zijn dezelfde resultaten, die in Hoofdstuk IT, § 8 werden
verkregen, met uitzondering van de systemen driemaal aan
R, rakende quadratische oppervlakken door K,. Deze methode
eigent zich immers slechts om die puntgroepen met bij-
zondere punten te vinden, waarvan in de involutie eindige
aantallen voorkomen.

§ 8. Indien hel viek v een smijvlok van Ry is en de
kegelsnede K, in v gaut door één der snijpunien P, vun K,
en v, dan bepalen vier punten op R; een quadratisch opper-
viak door die punten en door K, en dit oppervlak heeft buiten
het vaste snijpunt P, vijf snijpunten met R;. De aldus door
het systeem quadratische oppervliakken op R, ingesneden
involutie is derhalve van den vijfden graad, vierden rang.

Het aantal quadratische oppervlakken door
K,, dat buiten P, een vijfpuntige aanraking
met Ry heeft, is volgens eigenschap I vijf,

Immers:

4+ 1) (n — k) = 5.

De quadratische oppervlakken van het systeem, die in een
bepaald punt san R, raken, shijden op B; een involutie Iﬁ
in. Volgens eigenschap I osculeeren dus drie van deze

quadratische oppervlakken elders aan Rs.
6
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De quadratische oppervlakken, die in een bepaald punt R,
osculeeren, bepalen op R, een involutie Ii. Volgens dezelfde
eigenschap raken twee dezer opperviakken elders aan R,.

In één punt A van By raken derhalve drie quadratische
opperviakken door K, die elders in een punt B aan R,
osculeeren en in één punt B osculeeren twee quadratische
oppervlakken van het systeem, die in een punt A aan R,
raken.

De vijt coincidenties van de tusschen de punten A en de
punten B aldus op R, bepaalde verwantschap (2, 3) bewijzen
nogmaals, dat er vijf vijfpuntig aan R, rakende quadratische
oppervlakken door K, gaan.

De eigenschap II heeft in haar formule een factor (n— i —1);
deze formule levert dus nul, indien de graad en de rang der
involutie één verschillen. Er zijn derhalve geen quadratische
oppervlakken door K, die buiten P; een tweepuntige en sen
vierpuntige aanraking (f = 3) aan R, of twee driepuntige
aanrakingen (! — 2) hebben. Dit is ook onmogelijk, omdat
buiten P, een quadratisch oppervlak slechts vijf snijpunten
met B, heeft.

Maar alle gquadratische oppervlakken door K,, die in P,
aan R, raken, snijden op R, een involutie Ii in. Er zijn dus,
volgens eigenschap I, vier elders vierpuntig rakende quadra-
tische oppervlakken. '

Evenzoo leert de involutie I;, welke de in P; vierpuntig
rakende quadratische oppervlakken van het systeem op R,
insnijden, dat er onder deze oppervlakken twee zijn, die
elders R, raken.
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De quadratische oppervlakken, die door K, gaan en in P,
aan R, osculeeren, snijden op R, een punteninvolutie I§ in.
BEr zijn dus hieronder drie hovendien elders aan R, oscu-
leerende quadratische opperviakken.

Vallen twee punien von R; op K, n », dan snijden de
quadratische oppervlakken door K, geen involutie op R, in
en geeft deze methode dus geen resultaten,

§ 4. Ten slotte willen wij eenige resultaten, behandeld
in of behoorende bij Hoofdstuk III, ook met behulp dezer
eigenschappen afleiden.

Alle guadratische oppervlakken, die door K, en een vast
punt der ruimbe gaan, vormen een systeem van oo® exem-
plaren en snijden op de kubische ruimtekromme een involutie
I:; in. Volgens eigenschap I zijn er in Ig twaalf groepen
met een viervoudig element, en volgens eigenschap Ila
zes en dertig groepen met een twee- en een drievoundig
element.

Door K, en een vast punt der ruimte gaan
derhalve twaalf quadratische oppervlakken,
die R, vierpuntig rakenenzesendertig qua-
dratische oppervlakken, die R, eens driepun-
tig eneens tweepuntig raken.

Alle quadratische oppervlakken, die door K, en een punt
der ruimte gaan en bovendien R, in een gegeven punt raken,
bepalen op Ry een involutie I:.

In dezen bundel zijn derhalve zes quadratische opper-
viakken, die R, ook elders raken.
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Een net van quadratische oppervlakken, met K, en twee
punten der ruimte als basiselementen, snijdt op R, een
involutie Ig in. Derhalve:

In eennet vanquadratischeopperviakken
zijntwaalf exemplaren, die aan R; osculeeren
en twaalf dubbel aan R; rakende exemplaren.

Een bundel van guadratische oppervlakken bepaalt op R,
een involutie I;, waarin tien groepen met een tweevoudig
punt.

Er zijm derhalvein een bundel tien quadra-
tische oppervliakken, die aan R, raken.



HOOFDSTUK V.

De hollen, die meervoudig of veelpuntig raken aan

een hubische ruimtekromme.

§ 1. Alle bollen hebben den imaginairen bolcirkel gemeen
en een guadratisch oppervlak, dat den imaginairen bolcirkel
bevat, is een bol. Derhalve vormen de bollen een systeem
quadrafische oppervlakken door een wvaste kegelsnede en
kunnen de aantallen van meervoudig of veelpuntiz aan een
kubische ruimtekromme rakende hollen uit het voorgaande
gemakkelijk worden afgeleid. Het vlak v van de vaste kegel-
snede K, is in dit geval het vlak in het oneindige. En
blijkbaar bepalen de verschillende veronderstellingen, die in
het tweede hoofdstuk gemaakt zijn over het gedrag der
kubische ruimtekromme ten opzichte van het vlak der vaste
kegelsnede en ten opzichte dier kegelsnede zelve, de soorten

van kubische ruimtekrommen, indien voor het vlak v het
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vlak in het oneindige gekozen wordt en voor vaste kegel-
snede de imaginaire bolcirkel.

Indien de kubische ruimtekromme één of drie punten met
den imaginairen boleirkel gemeen heeft, is zij imaginair,
We zullen de resultaten van het voorgaande onderzoek op
het bollensysteem ten opzichte van reéele, kubische ruimte-
krommen toepassen,

§ 2. Kubische hyperbool.

Deze kromme heeft met het viak in 't oneindige drie niet
samenvallende reéele punten gemeen.

Dit geval stemt overeen met Hoofdstuk II § 8, waaruit
onmiddellijk volgt:

Er zijn vier stelsels van oot bollen, die drie-
voudig aan een kubische hyperbool raken.

Daar het middelpunt van een bol diens poolis ten opzichte
van het vlak in het oneindige, volgt hieruit: -

De middelpunten der drievoudig aan een
kubische hyperbool rakende bollen zijn ver-
eenigd op vier rechte lijnen.

Verder vinden wij:

Er zijn zestien bollen, diemet een kubische
hyperbool één vierpuntige en één tweepun-
tige aanraking hebben.

In elk punt van een kubische hyperbool
raken vier bollen driepuntig, die elders twee-
puntig aan die ruimtekromme raken,

In elk punt van een kubische hyperbool
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raken zes bollen tweepuntig, die elders os-
culeeren. '
Er zijn tien bollen, die vijfpuntig raken aan
een kubische hyperbool '
Er zijn negen dubbel aaneen kubische hy-

perbool osculeerende bollen.

§ 3. Kubische parabolische hyperhool.

Deze kromme heeft drie veéele punten met het vlak in
’t oneindige gemeen, waarvan twee samenvallen.

Hoofdstuk II, § 7 behandelt het analoge geval voor een
gysteem quadratische opperviakken door een vaste kegel-
snede,

Men leidt hieruit af:

Er zijn twee stelsels van ! bollen, die aan
de kubische parabolische hyperbool drie-
voudig raken. Demiddelpunten van elk dier
bollenstelsels liggen op ecn rechte.

Er zijn zes bollen die één vierpuntige en
6én tweepuntige aanraking hebben met de
kubische parabolische hyperbool.

In elk punt dier kromme osculeeren drie
bollen, die elders rakenenraken vijf bollen
die elders osculeeren.

Er zijn acht bollen, die vijfpuntig raken
aan de kubische parabolische hyperbool.

Er zijn zeven aan die kromme dubbel 0s-

culeerende bollen.
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§ 4. Kubische paraboel.

Deze kromme heeft met het vlak in het oneindige drie
samenvallende punten gemeen.

Door toepassing van Hoofdstuk II § 11 vinden wij:

Er is een stelsel van ol bollen, die drie-
voudig raken aan de kubische parabool. De
middelpunten liggen op één rechte.

Er zijn twee bollen, die de kubische para-
bool eens vierpuntig en eens tweepuntig
raken.

In een punt der kubische parabool raken
twee bollen, die elders osculeeren en oscu-
leeren twee bollen, die elders raken.

Er zijn vier bollen die de kubische para-
bool vijfpuntig raken.

Er is één bol, die de kubische para—bodl
dubbel osculeert.

§ ©. De circulaire kubische ruimtekrommen.

In de §§ 5, 9 en 18 van Hoofdstuk II vindt men de analoge
gevallen voor het systeem quadratische opperviakken door
K, in het vlak ». Er is in die paragrafen afgeleid, dat geen
exemplaar van het beschouwde systeem quadratische opper-
vlakken é6én der behandelde bijzondere aanrakingen met K,
heett, tenzij in de gemeenschappelijke punten van K, en R,.
Derhalve zullen de bollen, die een dergelijke bijzondere aan-
raking aan deze soort kubische ruimtekrommen vertoonen,
één of twee aanrakingen in punten van den imaginairen
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bolcirkel hebben. Daarom is het in dit verband niet van
belang de resultaten der §§ 5, 9 en 13 op het bollensysteem

der ruimte toe te passen.

§ 8. We willen ook de resultaten van Hoofdstuk IIT§ 2
toepassen op het bollensysteem der ruimte ten opzichte van
de kubische hyperbool.

Door een punt der ruimte gaan twaalf
bollen, die de kubische hyperbool vier
puntig raken.

Door een punt der ruimte gaan zes en
dertig bollen, die de kubische hyperbool
tweepuntig em elders driepuntig raken.

In een bollennet zijn twaalf exempla-
ren, die de kubische hyperbool osculeeren.

In een bollenbundel zijn tien exempla
ren, die de kubische hyperbool raken.
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STELLINGEN.






STELLINGEN.

1
Men onderscheide naar het gedrag in het oneindige veertien
soorten van derde-graadsruimtekromimen,
1L,

Ten onrechte beschouwt WiLaELM RULF als een eigenschap,
dat een rechte ¢én punt in het oneindige heeft.
Cf, WiztueLy Rurr. Elemente der projectivischen Geometrie.

AT,
Het beginsel der dualiteit voere men in de projectieve
meetkunde in, onafhankelijk van de pooltheorie.
v,

Bij transformaties door coéfficiéntenbetrekkingen zijn coéf-
ficiénten, die gelijk aan o of een macht van co worden,
te vermijden,
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V.

CH. LAGRANGE’S aanname van ,linfiniment petit absolu”
voert tot ongerijmdheden.

Of. Académie Royale de Belgique. Bulletin de la Classe
des Sciences, 1903, Ne, 3, pag. 1062,

VI

Cigor's opmerkingen over reeksen in het ,Wiskundig
Tijdschrift”, 8de jaargang, Juli Neo. 4, pag. 194, zijn gedeel-
telifk onnoodig, gedeeltelijk onjuist.

VIL

Tegen de wijze van behandelen van de homogeen gepolari-
seerde bol in ABrAmAM und ForpL’s ,Theorie der Elektrizitit, 17

§ 42, zijn bezwaren.
VIIL.

De berekening van Tuomson in ,Popular Lectures” over
de orde van grootheid der atomen uit de dikte van vloeistof-
lamellen berust op een hypothese, die aan bedenking onder-
hevig is.

Cf. Sir W. Tuomson ,Constitution of Matter” pag. 155,

IX.

‘Bij vervanging in berekeningen van een natuurlijken licht-
straal door twee onderling loodrecht gepolariseerde stralen
voert men een hypothese in.
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X

De temperatuur van CAcNIARD DE La Tour en de kritische
temperatuur zijn practisch dezelfde.

XI.

De relatieve sterkte van de gele tegenover de groene
heliumlijnen in de chromosfeer van de zon is onvoldoende
verklaard.

XIL

Bij bronnen, die licht met continu spectrum uitzenden,
kan de bolometer de relatieve verplaatsing t. 0. van den
waarnemer doen kennen.

XIIL

Het streven van Prof, Sissiwas om voor de kunsttermen,
zooveel mogelijk Nederlandsche uitdrukkingen te bezigen,
verdient geen aanbeveling.

Cf. ,Leerboek der Natuurkunde” door Dr. J. BosscHA,
Vierde Boek, Tweede Stuk, Inleiding.



ERRATA.

pag. 18 r. 9 v. o. staat: ,P,”, moet zijn: ,P,".
pag. 25 1. 9 v. 0. wordt gelezen:

Pty — Pla) X + (P3tls — Pila) X + pX; = 0.”
pag.25 1. 6 V. 0. staat: ,P,”, moet zijn: ,een punt op P, P,”.
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