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INLEIDING.

De tijd is reeds lang verstreken, dat de Beschrijvende
Meetkunde niets anders beteekende dan eene zekere
vaardigheid in het teekenen. Sedert men er in geslaagd
15 door middel van dezen tak der meetkunde belang-
rijke projectieve eigenschappen af te leiden, sedert de
Beschrijvende Meetkunde ons in staat heeft gesteld hoogst
belangrijke theorema's te ontwikkelen voor de ,Geo-
metrie der Lage”, sedert dien tijd is haar naam als
wetenschap gevestigd.

Trouwens het beste bewijs voor hare belangrijkheid
15 wel, dat in den loop der tijden de projecticleer
een zoodanige vlucht heeft genomen, dat men op allerlei
manieren, volgens allerlei methoden, eene practische
wijze van projecteeren heeft trachten te vinden.

Het streven was bij het zoeken van eene methode
zooveel mogelijk aan de volgende 5 eischen recht te
laten wedervaren :

1°. Gelijksoortige elementen moeten worden afgebeeld
door elementen, die ook onderling weer gelijksoortig zijn.

2" Gelijksoortige elementen moeten bij voorkeur,
1
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indien zulks mogelijk blijkt, worden afgebeeld door
elementen die niet alleen onderling gelijksoortig zijn,
maar bovendien gelijksoortig met de oorspronkelijke
elementen, waarvan ze de afbeelding moeten voorstellen.

3°, Tndien mogelijk moet, wanneer één element P
wordt afgebeeld door één of meer elementen p, omge-
keerd door omkeering van de geometrische bewerking,
uit die één of meer elementen p, weer alleen het
element P voor den dag komen.

4°. De wijze van afbeelding dient zoo0 te worden
gekozen, dat de afbeelding ons een duidelijk beeld
geeft van het orgineel.

5°. Men moet uit de projectie gemakkelijk de lengte
van lijuen, de grootie van hoeken, enz. kunnen afleiden,
die in het origineel voorkomen. A

We willen in de eerste plaats een kort overzicht
geven van de tot nu toe bekende projectie-methoden
en van de wijze, waarop de afbeelding bij elk harer
plaats heeft. Ook zullen we het voordeel van de eene
methode boven de andere terloops even aanstippen.

De chronologische volgorde, waarin deze methoden
zijn ontstaan, zullen we bij de indeeling in groepen
buiten beschonwing laten. De groepeering zal alleen
berusten op analogie in methode, en in hoofdzaak neer-
komen op die, welke gevolgd is door Dr. van Peschka
in zijn uitgebreid werk over ,Darstellende Geometrie”.




I.  Afbeeldingsmethoden met één projectievlak.

a. De Centrale Projectie.

Deze methode is voldoende bekend: het lijkt me
dus overbodig hierbij lang stil te staan.

Een vast punt wordt aangenomen als projectie-
centrum; een willekeurig vlak als projectievlak. Ken
punt 2 wordt nu afgebeeld op het projectievlak of
tafereel als doorsnede van de projecteerende lijn van
P met dit vlak,

Het nadeel van deze methode 18, dat op deze manier
aan een bepaald punt 2 van de ruimte wel een enkel
punt 2 wordt toegevoegd, maar dat omgekeerd bij het
punt 7 behooren ~ vele punten 2 van de ruimte,
nl. alle punten van de lijn, die 7 vereenigt met het
projectie-centrum.

Evenzoo wordt eene lijn 7 voorgesteld door de snijlijn
van het projecteerend vlak van Zmet het tafereel, maar
hetzelfde bezwaar van hierboven is van kracht, nl. dat wel
bij eene bepaalde lijn /, slechts ééne enkele lijn 7 behoort,
maar dat omgekeerd bij I ~ vele lijnen / van de
ruimte behooren, n.l. alle lijnen van het vlak, dat
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verbindt met het centrum van projectie. We zien dus
duidelijkc, dat deze ééne projectie I niet voldoende is om
de lijn [ te bepalen.

Daar een punt P door zijne projectie £ in het
algemeen ook niet bepaald is, zal eene lijn natuurlijk
evenmin bepaald zijn door de projecties van 2 wille-
keurige punten. Men is aan dit bezwaar tegemoet ge-
komen door hiervoor bijzondere punten te kiezen, n.l.
het doorgangspunt van de lijn met het projectievlak
en de projectie van het oneindig ver gelegen punt van
de lijn, vluchipunt genaamd; dit laatste punt 1s even-
cens te beschouwen als de doorgang van eene lijn
evenwijdig met de gegevene door het projectiecentrum
getrokken. Door deze 2 punten nu is de lijn volkomen
bepaald.

Een willekeurig punt wordt nu bepaald door zijne
centrale projectie en een willekeurigen drager, dus
feitelijkc als snijpunt van eene willekeurige lijn met de
projecteerende lijn van het punt. Voor den willekeu-
rigen drager wordt dikwijls gekozen eene lijn loodrecht
op het projectievlak, Het punt is dan als het ware
bepaald door zijne centrale en zijne orthogonale projectie.

b) De Klinographische of Scheeve Projectie,
Deze afbeeldingswijze verschilt in wezen niet van
de centrale projectie. Het centrum van projectie 18
in eene bepaalde richting naar het oneindige verplaatst,
zoodat de projectecrende lijnen van verschillende punten
an de ruimte alle evenwijdige lijnen zijn.
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Hetzelfle bezwaar is natuurlijk aan deze methode
verbonden als aan de vorige, n.l. dat de projectie van
een punt, respectievelijk van eene lijn, overeenkomt
met ~ vele punten en lijnen van de ruimte.

Op kunstmatige wijze is ook hier in dit bezwaar
voorzien; het is evenwel duidelijk, dat voor de be-
paling van eene lijn het vluchtpunt geen dienst kan
doen, daar het projectiecentrum zelf in het oneindige ligt.

Om een punt nader te bepalen wordt bij deze
methode gebruik gemaakt van een zoogenaamd distan-
tievlak, d. i. een vlak op bepaalden afstand van het
projectievlak gelegen, en wel zoodanig, dat byj de bepa-
ling van een punt niet alleen zijne projectie, d. i. het
snijpunt van de projecteerende lijn met het beeldvlak,
maar bovendien haar snijpunt met het distantievlak
eene rol speelt,

De klinographische methode heeft dus om een punt
vast te leggen, behalve het beeldvlak of tafereel nog
een tweede vlak noodig, dat op bepaalden afstand
evenwijdig loopt met dit beeldvlak. We zen dus, dat
de scheeve projectie feitelijk een overgang vormt tot
de volgende groep :

II. Afbeeldingsmethoden door twee projecties.
a. Orthogonale Projectic van Monge,

Deze afbeeldingsmethode 1s een bijzonder geval van
eene meer algemeene, waarvan de beschrijving in het
xort als volgt luidt:
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Er zijn twee projectievlakken, die een willekeurigen
hoek met elkaar maken en 2 centra van projectie.
Daar we evenwel slechts één vlak als teekenvlak
kunnen gebruiken, is één der projectievlakken met de
daarin gelegen projecties om de doorsnede der vlakken
gewenteld, tot het met het andere vlak (tevens teeken-
vlak) samenvalt.

Een punt P wordt op het 1° projectievlak uit het
1° centrum, en uit het 2° centrum op het Ze vlak
geprojecteerd.

De bijzondere voorwaarden bij de methode van
Monge zijn nu de volgende :

1° de projectievlakken staan loodrecht op elkaar.

2° het 1°, respectievelijk 2° projectiecentrum, 18
zoodanig naar het oneindige verplaatst, dat de 1°,
respectievelijk 2° projecteerende lijn van een punt lood-
recht staat op het 1°, respectievelijlkk 2° projectievlak.

Het groote voordeel van deze methode 1s:

Een punt P en eene lijn [ worden afgebeeld res-
pectievelijk door 2 punten P; en £ en door 2 lijuen
I, en [, terwijl omgekeerd bij dit tweetal punten
P, en P, slechts é¢én enkel punt 7 van de ruimte
behoort, en in het algemeen bij 7, en /, slechts ééne
enkele lijn [ van de ruimte,

In sommige gevallen wordt gebruik gemaakt van
een 3° projectievlak, loodrecht op de beide anderen,
en dienovereenkomstig van een 3° in het oneindige
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gelegen projectiecentrum, zoodanig dat de lijn, waardoor
een punt op dit 3° vlak wordt geprojecteerd, loodrecht
staat op dit 3° vlak.

b) PamZZeZogmm-.ijccf{c.

Een ander bijzonder geval van de projectiemethode
met 2 centra en 2 projectievlakken is de parallelogram-
projectie, ook wel kortweg m-projectie genoemd.

Hier staan de projectievlakken niet loodrecht op
elkaar, maar sluiten een willekeurigen hoek in. Denkt
men zich in het 1° projectievlak uit een willekeurig
punt van de doorsnede (as) X' eene loodlijn Z getrokken
en uit hetzelfde punt in het 2 projectievlak | as
eene ljn V, dan is hier het 1° projecticcentrum in
het oneindige gelegen in de richting van } en het
2¢ centrum in de richting van Z.

M.a.w. de lijnen, die punten projecteeren op het
1° projectievlak, zijn alle evenwijdig met ¥ en die
punten projecteeren op het 2° projectievlak, evenwijdig
met Z.

¢) Methode van de Scheeve Projectic mel twee
onderling loodrechte projecticvlalklken.

Bij deze methode wordt één der 2 vlakken, bijv.
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het verticale, gekozen als teekenvlak; het andere, dat
er loodrecht op staat, dus het horizontale vlak, wordt
beschouwd als hulpvlak en grondvlak genoemd; het
verticale vlak heet projectieviak. Het projectiecentrum
is in eene bepaalde richting in het oneindige gelegen.

Fen punt nu wordt aangewezen door 2 projecties.
De 1¢ projectie van een punt A is nu het snijpunt
van de projecteerende lijn s door A met het projectie-
vlak, het verticale vlak; dit punt worde voorgesteld
door a,.

Om de andere projectie te viaden hebben we noodig
de orthogonale projectie «, van het punt A op het
horizontale vlak. We krijgen n.l. de 2° projectie van
het punt A op het verticale vlak door a, op dezelfde
wijze uit het oneindig ver gelegen centrum te pro-
jecteeren door middel van de projecteerende lijn s';
deze projectie worde @, genoemd.

Gemakkelijk is aan te toonen dat de verbindingslijn
a, a, loodrecht staat op de as, de snijlijn der 2 lood-
rechte vlakken, terwijl de afstand a, a; blijkbaar de
hoogte aangeeft van A boven het horizontale vlak.

We kunnen deze methode dus kortweg aldus formu-
leeren :

Fen punt wordt aangegeven door 2 projecties op
66én enkel vlak; de 1° projectie is de scheeve projectie
van het punt zelf en de 2° projectie is de scheeve
projectie van de orthogonale projectie op het grondvlak.

Het voordeel van deze methode is haar aanschouwe-
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lijkheid; ze heeft overigens natuurlijk de kenmerkende
nadeelen van elke scheeve projectie, n.l. de moeilijkheid
bij het bepalen van de lengte van lijnen en de grootte
van hoeken, m.a.w. bij het afleiden van metrische
betrekkingen.

Immers de scheeve projectie heeft in het algemeen
het voordeel, dat ze bijzonder geschikt is voor het af-
leiden van projectieve betrekkingen, terwijl bij de
orthogonale projectie gemakkelijker allerlei metrische
betrekkingen worden opgespoord.

Ten einde deze beide voordeelen te combineeren,
heeft men de bovenstaande methode eenigszins gewijzigd ;
men heeft n.l. in plaats van de scheeve projectie de
orthogonale afbeeldingswijze gekozen; de methode, die
hieruit is ontstaan, draagt den naam van:

d) Orthographische Parallelperspectief.

Zooals 1n bovenstaande regels reeds in het kort werd
uiteengezet, is het de bedoeling om in plaats van de
scheeve projectie de orthogonale methode toe te passen,
niet alleen op het origineel, d.i. de {e projecteeren
fignur, maar ook op de ,grondprojectie’”’, d.i. de
orthogonale projectie op het grondvlak.

Het 18 evenwel duidelijk, dat bij loodrechten stand
van projectievlak en grondvlak de orthogonale projectie
van de ,grondprojectie” geheel in de as valt; hierdoor
zou aan duidelijkheid en aanschouwelijkheid verloren
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gaan, wat aan den anderen kant tengevolge van het
orthogonaal projecteeren zou worden gewonnen. Om
deze rtedenen heeft men afgezien van het loodrechte
systeem, en 2 vlakken gekozen, die scheefhoekig op
elkaar staan.

Fen punt 4 wordt nu afgebeeld:

1° door de orthogonale projectie a,

9 door de orthogonale projectie @ van a, d.i. van
de orthogonale projectie van A op het grondvlak.

In het kort: Bij de orthographische parallelper-
spectief wordt niet alleen de ruimtefiguur zelf, maar
ook de grondprojectie orthogonaal op het beeldvlak
geprojecteerd.

III. Axonometrische Projectie.

Bij deze methode hebben we één hoofdprojechieviak
of tafereel, nl. het vlak van teekening. Verder treden
op 3 hulpprojectievlakken, die loodrecht op elkaar
staan en elkaar dus snijden volgens 3 onderling lood-
rechte assen X, YV en Z; de 3 assen snijden elkaar
in het punt O.

Nu wordt een punt 7 achtereenvolgens orthogonaal
geprojecteerd op de halpvlakken, noemen we de pro-
jectie op het YZ-vlak £, die op het XZ-vlak P, en
die op het X7Y-vlak P, Het is duidelijk, dat PP,

PP, en PP, nu 3 iu &n punt samenkomende ribben
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zijn van een rechthoekig parallelopipidum, waarvan O
het tegenover P gelegen hoekpunt is.

De eigenlijke projecties krijgen we op de volgende wijze :

In de eerste plaats worden de in O samenkomende
loodrechte assen orthogonaal of klinographisch gepro-
Jecteerd op het tafereel; de projecties zijn weer 3 lijnen
Z, Yy en z samenkomende in één punt o, de projectie
van - O. Deze 3 lijnen worden de azonometrische
assen genoemd.

Op het tafercel worden nu ook geprojecteerd, ortho-
gonaal of klinographisch :

I* het punt 2 in p
2® de punten 7, P, en P,
respectievelijk in p,, p, en p..

Het spreekt van zelf, dat er een analoog verband
bestaat tusschen p, p,, p, en p, als tusschen O, e
PrenihP

Men spreekt van orthographische azonometrie,
wanneer men op het tafereel orthonogaal projecteert :
past men de scheeve projectie toe, dan spreekt men
van klinographische azonometrie.

Als eene bijzondere soort van projectiemethode, moet
volledigheidshalve nog worden vermeld :

IV. Centrale Projectiec met Grondvlak.

Bij deze methode treden 2 vlakken op, één pro-
jectievlak en één grondvlak. Hierbij wordt niet alleen
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de fignur zelf, maar ook de orthogonale projectie op
het grondvlak centraal geprojecteerd op het projectie-
vlak. We zien das eenige overeenkomst met de scheeve
projectie met 2 onderling loodrechte vlakken en met
de orthographische parallelperspectief,

Uit deze beschouwingen blijkt ten duidelijkste, dat
projectiemethoden met één enkel centrum en één enkel
projectievlak (zonder hulpvlak) zonder meer onvoldoende
zijn voor de afdoende bepaling van punten en ljnen
der ruimte.

Op verschillende wijzen is getracht aan dit bezwaar
tegemoet te komen:

Bij de cenirale projectie, wat de lijn betreft, door
invoering van doorgangspunt en vluchtpunt.

Bij de Kklinographische of scheeve projectie door
invoering van het distantievlak.

Bij de orthogonale projectie van Monge en de paral-
lelogram-projectie door invoering van een 2° projectie-
vlak en een 2° centrum.

Bij de methode van de scheeve projectie met 2
onderling loodrechte vlakken, bij de orthographische
parallelperspectief en bij de centrale projectic met
grondvlak door de invoering van een hulpvlak als
grondvlak, en ten slotte:

Bij de axonometrische projectie door de invoering
van 3 onderling loodrechte hulp-projectievlakken. We
zien dus, dat in het algemeen aan het bezwaar is
tegemoet gekomen door de invoering van één of meer
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hulpvlakken met behoud van één enkel centrum. Bij
de projectie van Monge en de parallelogram-projectie
zien we behalve een nieuw vlak ook nog een tweede
projectiecentrum optreden.

De vraag ligt voor de hand, of de bezwaren ook
uit den weg kunnen worden geruimd door:

1% én enkel centrum met 2 projectievlakken, waar-
van het eene als teekenvlak wordt gekozen, terwijl
het andere evenals bij Monge in dit teekenvlak wordt
neergeslagen,

2°. twee centra met één enkel projectievlak.

Mijns inziens loont het de moeite om elk van deze
twee te onderzoeken. Daar evenwel het geval van één
enkel centrum met 2 vlakken reeds meermalen is
besproken, al is het dan ook in anderen vorm, in
zooverre het 2° vlak hierbij als hulpvlak optreedt, zoo
18 mijne keuze gevallen op de 2° methode, die ik wil
noemen ,De bicentrale projectie met één projectievlak’,

Ook andere overwegingen hebben me hiertoe doen
besluiten; in het begin van deze inleiding is namelijk
betoogd, dat een eisch van elke projectiemethode dient
te zijn: ,aanschovweljlkheid’ .

Het dunkt me, dat aan dezen eisch niet beter kan
worden tegemoet gekomen dan door de methode zooveel
mogelijk te doen overeenkomen met het natuurlijk
proces, waardoor op ons netvlies een beeld wordt to
voorschijn geroepen, het proces van zien met onze
twee oogen.
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Hoewel we dus de nadeelen krijgen van alle scheeve
projectiemethoden, komt aan den anderen kant de
methode met 2 centra en één projectievlak zoozeer
overeen met ons npatuurlijk proces van zen, dat ik
me alleszins gerechtigd acht dit tot onderwerp van
mijn proefschrift te kiezen.

We willen evenwel de zaak meer algemeen be-
schouwen, en dus de beide projectiecentra voorloopig
geheel willekeurig kiezen, hetzij beide aan denzelfden
kant, hetzij aan verschillende kanten van het tafereel.
Later zullen we aan de centra bijzonderen stand ten
opzichte van het projectievlak toekennen en terloops
de eigenaardigheden in de projecties bespreken, die
hiervan het gevolg zin,



"HOOFDSTUK 1.

Algemeene Beschouwingen.

We kiezen het teekenvlak als projectievlak.

Bepaling van

Noemen we de beide projectiecentra O, en 0, dan ¢t systeem.

wordt, de ligging van deze punten ten opzichte van het
tafereel aangegeven door de beide distantiecirkels, dat
dat zjn cirkels, die als middelpunten hebben O, en O,
de voetpunten van de loodlijnen uit O, en O, op het
projectievlak neergelaten, en als stralen de afstanden
van de beide centra tot het projectievlak. Tevens
wordt door een pijltje aangegeven, aan welken kant
van het projectievlak het centrum ligt; dit wordt
namelijk steeds aan dien kant gevonden, van waaruit
het pijltje eene positieve draaiing aanwijst.

Het snijpunt van de verbindingslijn der centra, dat
we O zullen noemen, is uitwendig of inwendig gelijk-
vormigheidspunt der beide distantiecirkels, naar gelang
de projecticoentra aan denzelfden kant of aan ver-
schillende zijden van het projectievlak liggen.

Het projectiestelsel is dus voikomen bepaald door
de beide distantiecirkels; het punt O is dan onmiddellijk

te construeeren.
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Afbeelding TFen willekeurig punt P van de ruimte wordt af-
van een Puntgeheeld door de snijpunten van de beide projecteerende
lijnen O,F en O,P met het tafereel. Deze beide projecties
worden respectievelijk voorgesteld door P en P Blijk-
baar behoort dus in het algemeen bij één enkel punt
P van de ruimte een tweetal punten P en P, terwijl
omgekeerd door deze 2 punten het punt P volkomen

bepaald 1s.

Eene uitzondering vormen slechts de punten van de
verbindingslijn O,0,. Niet alleen treft het ons, dat in
dit geval de beide projecties van een punt samenvallen
in het snijpunt O van 0,0, met het tafereel, maar
wat van meer gewicht is, dat alle punten van deze
lin zich op dezelfde wijze projecteeren, zoodat door
deze samengevallen projecties het punt P niet be-
paald 1s.

We zagen, dat by een punt P in het algemeen
behooren 2 projecties P’ en P'. De vraag ligt voor de
hand, of omgekeerd 2 willekeurig gekozen punten
P en P" van het projectievlak de projecties kunnen
voorstellen van een punt P der ruimte. Denken we
ons de beide lijnen O, P en O,P" getrokken, dan blijkt
ons, dat dit alleen het geval is, wanneer deze 2 lijnen
elkaar snijden, m. a. w. in én vlak liggen. Maar
dan moeten klaarblijkelijk de lijnen PP en 0,0, in
ditzelfde vlak liggen, dus PP gaat door het door-
gangspunt O van 0,0, met hel projectievlak.

We krijgen dus de volgende voorwaarde: Zullen
P en P de projecties van een punt P der ruvmte
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voorstellen, dan moet de verbindingslijn gaan door
het punt O.

a) Punt van het projectieviak.

Voor een punt P van het projectievlak vallen P en
P° samen met het punt P zelf, dus PP = P = P
Ken dergelijk punt zullen we kortweg voorstellen
door P.

b) Punten van de ljn O, O,

Voor elk punt van deze lijn vallen 1° en 2° pro-
jectie samen met O; we merkten reeds op, dat hierdoor
het punt niet bepaald was. Om hieraan tegemoet te
komen zullen we een 3° projectiecentrum moeten aan-
nemen; hiervoor kiezen we het oneindig vergelegen
punt in de richting van de loodlijn op het tafereel,
zoodat een dergelijk punt P behalve door de samen-
gevallen projecties P = P° = O wordt aangewezen
door zijn orthogonale projectie P,

¢) De punten O, en O,.

Blijkbaar is voor P = O, de 1° projectie P onbe-
paald terwijl P* = O. Het punt wordt nader bepaald
door zijn orthogonale projectic P = 0,.

Evenzoo is voor Q = 0O, de 2° projectie Q" onbe-
paald terwijl " = O. Het punt wordt nader bepaald
door zjn orthogonale projectic @ = 0,.

d) Punten, gelegen in een der 2 viakken, respecticvelijl
door O, en O, gebracht evemuwjdig aan het tafereel.

Q
-

Bijzondere
punten.
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Deze vlakken worden eerste en tweede verdwijnvlak
genoemd. Voor punten van het 1° verdwijnvlak valt
P in het oneindige; het punt is blijkbaar volkomen
bepaald door P; immers P is het oneindig vergelegen
punt van O P, Voor punten van het 2¢verdwijnvlak
valt de 2° projectie in het oneindige; deze punten zijn
volkomen bepaald door de 1° projectie. Is Q een
dergelijk punt dan is Q" het oneindig vergelegen punt
van 00Q.

Daar elke rechte lijn volkomen bepaald is door 2
punten, kunnen we dus eene rechte lijn afbeelden door
de projecties van twee harer punten, die we in het
algemeen geheel willekeuriy kiezen. Dit is een ken-
merkend verschil met de centrale projectie, waar slechts
2 bizondere punten voldvende waren om de lijn vol-
komen te bepalen.

Zijn P en Q de 2 willekeurige punten van de lijn
/, dan stelt blijkbaar P (' de 1° projectie van de
lijn voor, en "P Q de 2° projectie. Verder gaan
PP en QO door het punt O. Noemen we de beide
projecties van [ respectieveljk / en [, dan i1s I =
PQ en I' = POQ.

Het is duideljk, dat we ! en [ ook kunnen be-
schouwen als de doorsneden van de beide projecteerende
vlakken van [

In het algemeen is door de projecties I en (" de lijn
! der 1uimte volkomen bepaald; is namelijk de snijlijn
van het vlak (/0,) met het vlak (70,).
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In de eerste plaats moet vermeld worden het snijpunt Bijzondere
van de lijn met het projectievlak, doorgangspunt ge- Punten van
noemd. Als punt van het tafereel vallen de beide ™ ™
projecties samen met het punt zelf. We zullen het
doorgangspunt van eene lijn 7 in het vervolg voor-
stellen door ). Blijkbaar is S, het snyjpunt van
[ enl.

In de tweede plaats noemen we de verdwinpunten
van de lijn; het 1° verdwijnpunt is het snijpunt van
de lijn / met het 1° verdwijnvlak en wordt voorge-
steld door £, ; het 2¢ verdwijnpunt is het snijpunt
van [ 'met het 2° verdwijnvlak en wordt voorge-
steld door 7).

Het 1° verdwijnpunt R, heeft de 1° projectie £ in
het oneindige en is volkomen bepaald door Ry evenzoo
ligt de 2° projectie van 7} in het oneindige en is 7]
volkomen bepaald door 77.

Is de lijn 7 gegeven door de beide projecties 7 en
I en zjn verder de beide distantiecirkels gegeven en
dus ook het punt O hekend, dan zijn de punten A
en 7, gemakkelijk te construeeren.

Immers 7 moet in de eerste plaats liggen op [°;
£, ligt in het oneindige op 7; dus &, moet boven-
dien liggen op de lijn, die O vereenigt met het oneindig
vergelegen punt 2/, dus op de lijn door 0//1,

We vinden dus R, op ' door middel van eene lijn
door O/II. Eveneens kunnen we T construeeren op
I door middel van eene lijn door 0//r.

De punten R en T, hebben dus eene zeer bijzondere
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hgging ; de 4 punten O, Ry, S en T, zjn de 4
hoekpunten van een parallelogram.

Het punt O 1is in het projectiesysteem een vast punt
twee der overige punten zyjn dus voldoende om het
parallelogram te bepalen.

Ten slotte vermelden we /Zet oneindig ver gelegen
punt W van de lijn L De 1° en 2° projectie van dit
punt zullen we naar analogie van de centrale projectie
noemen 1° en 2° wluchipunt van ! en voorstellen door
W, en W,.

Wi ligt op 7; W, op I'. Is &, het doorgangspunt
van de lijn, dan volgt onmiddellijk uit het feit, dat
de projecteerende lijnen van W, evenwijdig loopen met

l: W, 8 = OR en WS, = O,T.

Alvorens verdere eigenschappen op te sporen van
bovengenoemde bijzondere punten, vestigen we nogmaals
de aandacht er op, dat deze punten hier niet, zooals
bij de centrale projectie noodzakelijk zijn om de lijn
nader te bepalen Hier s de lyn door hare beide
projecties of lever door de projecties van twee wille-
keurige punten der lijn wvolkomen bepaald.

Het gebruik, dat we in het vervolg van deze bij-
zondere punten denken te maken, zal moeten berusten
op bijzondere eigenschappen dezer punten, waarvan we
ongezocht deze reeds ontdekten, dat depunten, O R, S, 7%
de hoekpunten zijn van een parallelogram.

Deze eigenschap is ook stereometrisch gemakkelijk
af te leiden, terwijl we hierdoor tevens in staat zijn
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nog eenige nadere bijzonderheden omtrent de onderlinge
ligging van doorgangspunt, vluchtpunten en projecties
der verdwijnpunten aan te geven.

Zim Oy en O, de beide projectiecentra, 0, en 0, de
voetpunten van de loodlijnen op het projectieviak
neergelaten, dus middelpunten van de beide distantie-
cirkels en O het snijpunt van O,0, met het tafereel.
Z1) verder Z het 1° verdwijnpunt van de lijn 7, R diens
2° projectie, 7' het 2° verdwijnpunt en 7" diens
1¢ projectie. Daar R verdwijnpunt is van de lijn 7, is
O.F evenwijdig aan het projectievlak: elk vlak door
O,F snijdt het tafereel dus volgens eene liju /] O\R;
dit geldt dus ook voor de vlakken 0,0, en TO,R.

0, O, snijdt het projectievlak in 0, O,R in &, dus
de snijliijn van het eerste vlak met het tafercel is 0.2,

0,7 snijdt het projectievlak in 7} en 7R natuurlijk
in &, het doorgangspunt van /, dus de snijlijn van het
2¢ vlak met het tafereel is 7"8. Hieruit volgt:

OR | OR || T'S
Op volkomen analoge wijze wordt bewezen:
0,7 || OT | RS,
m. a. w. ORST is een parallelagram.
Tevens wordt gemakkelijk uit de figuur afgeleid:
OR : Ok = 00, : 0,0,
maar daar:
OR = I'Sen OR = WS
ST SW' = 00, : 0,0,

Tevens is:

00, : (.),Og

1

00, : 0,0,



Constructie
der vlucht-
punten.

Punten-
reeksen
op / en I'.

Derhalve:

ST SW = 00, : 0,0, (M
Op volkomen analoge wijze wordt afgeleid:

SE : SW = 00, : 0,0, ()

Hierop berusten nu eenvoudige constructies van de
beide vluchtpunten van eene lijn, wanneer de lijn
gegeven 1s door zijne beide projecties I en [,

Stellen we ons in de eerste plaats tot taak het 1°
vluchtpunt W' van eene lijn te zoeken. We zullen dan
blijkbaar gebruik maken van de betrekking. (1)

Het punt 7" is onmiddellijk te vinden op 7' door
uit O eene lijn te trekken [/ /. Van bovenstaande
evenredigheid zijn dus de 3 termen S77, 00, en 0,0,
bekend, zoodat de constructie neerkomt op het bepalen
van de 4° evenredige tot 3 gegeven lijnen, nl. uit de
evenredigheid :

0,0 : 0,0, = 8T : SW

Wanneer W bekend is vinden we W op ¢ door

middel van de hulplijn OW".

We zagen reeds, dat bij elk punt P van de lijn /,
2 punten P’ en P behooren, en wel P op/ en P’ op
r. Blijkbaar behoort dus bij elk punt P op /' één
enkel punt P* op /°; omgekeerd behoort bij het punt
P op I" weer het punt P op /. Merken we verder
op, dat voor het doorgangspunt § = 8§ = &, m. a. w.
dat het snijpunt van /' en " met zichzelf overeenkomt,
dan blijkt dat op /" en I" liggen twee perspecticve punten-
reeksen. De verbindingslijnen van overeenkomstige pun-
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ten omhullen eene kromme van de 2 klasse, die uiteen-
valt in het klassepunt O en een waaier, waarvan O
de top is.

We kunnen dus eene lijn aangeven door de projecties Recapitu-
van 2 willekeurige punten ; wanneer ons dit gemakkelijker 12t
Iijkt, zullen we hiervoor kiezen bijzondere punten, bijy.
doorgangspunt en een der verdwijnpunten.

De verbindingslijn van de 1° projecties van de punten
1s de 1° projectic van de lijn; blijkbaar krijgen we
deze projectie door de snijlijn te bepalen van het 1°
projecteerend vlak van de lijn met het projectievlalk.
Evenzoo is de 2° projectie van de lijn de snijlijn van
het 2° projecteerend vlak van de lijn met het tafereel.
Stereometrisch is duidelijk, dat in het algemeen ook
door de projecties I" en /" de lijn volkomen bepaald
is. Ook uit de constructiefiguur volgt dit, daar de
projecties van 3 punten van de lijn onmiddellijk z1jn
aan te wijzen, nl. & = 8" = 8", verder R en R,
en ten slotte 7" en 7",, terwijl 2 hiervan reeds vol-
doende zijn om de lijn te bepalen.

a) Layn an het projectieviatk Bijzondere
lijnen,
Voor eene lijn / in het projectievlak vallen de beide
projecties met de lijn samen, dus [ = [ = {; dit

geldt bovendien voor elk punt van de lijn, dus
P =P =P
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b) Lijnen, gaande door één der projecticcentra of
projecteerende lynen.

Voor elke lijn, gaande door O,, 1° projecteerende
lijn genoemd, valt de 1° projectie samen met het
doorgangspunt S, is dus een punt, terwijl de 2° projectie
gaat door S en 0. S = W. g

Voor elke lijn, gaande door O, 2° projecteerende
lijn genoemd, valt de 2°¢ projectie samen met het
punt S, is dus een punt, terwijl de 1° projectie
gaat door S en 0. § = W.

¢) De verbindwngslijn der projectiecentra Oy O,

Voor 0O, 0, zijn zoowel de 1° als de 2° projectie-
punten en vallen samen met het doorgangspunt van
de lijn in 0. Derhalve I =1 = 8§ = 0.

d) Iajn, loodrecht op het projectievial.

Blijkbaar valt het 1°¢ vluchtpunt in O, en het 2¢in
O, dus W = 0, en W = 0,. Is het doorgangs-
punt S bekend, dan is de lijn dus volkomen bepaald;
immers [ = S0, en [ = S80,.

e) Lin, die de verbindingslijn der centra snyjdt,

Is P het snijpunt van de hjn ! met 0,0,, dan
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vallen P en P beide in O, dus 0 = P = p-.
Zoowel I als I' moet dus gaan door het punt O.
Maar 7 en /" moeten elk ook door het puntS =8 =
S* gaan, We zien dus, dat I en /' samenvallen.

Toch dient dit geval wel onderscheiden te worden
van dat vermeld onder a), waar bovendien voor elk
punt P van de lijn P" = P". Dit geldt hier n.l.
slechts voor 2 bepaalde punten van de lijn, namelijk
voor het doorgangspunt S en het snijpunt van de lijn
met O, O,

We krijgen hier blijkbaar op eene enkele lijn 2
projectieve puntenreeksen, waarvan de dubbelpunten
z2in S en O = P = P,

Voor elke lijn, die O, 0, snijdt, krijgen we 2 zulke
collocale puntenreeksen ; voor alle lijnen, die bovendien
hetzelfde doorgangspunt S hebben, krijgen we 2 pro-
jectieve puntenreeksen met dezelfde dubbelpunten O en
S. Het is dus duidelijk, dat O en & niet voldoende
ziin om de lijn volkomen te bepalen. Behalve het
punt & moet dus nog een ander punt van de lijn
gegeven zijn. Ook kan de lijn natuurlijk gegeven zijn
door de projecties van 2 willekeurige punten, dus
door A, 4", en B, B

Stellen we ons nu tot taak het doorgangspunt &
van de lijn te vinden. Behalve A" en A", B en B is
van de collocale puntenreeksen nog een dubbelpunt
O = P = P bekend. Trekken we door O eene
willekeurige lijn en brengen we een der puntenreeksen
herop over door omeirkeling van uit 0, dan krijgen
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we 2 perspectieve puntenreeksen; de verbindingslijnen
van overeenkomstige punten gaan dus alle door één
vast punt.

Nemen we aan, dat A" door omcirkeling is gekomen
in «en B in b tawijl p = PP = P = 0. De
reeksen p, @, b en P, A’, B zijn nu perspectief en
het centrum van perspectief Q 1is het snjpunt van
aA en bB. Is nu van een punt van de lijn de
1¢ projectie X~ bekend, dan vinden we eerst het over-
eenkomstige punt « door middel van de lijn QA" en
vervolgens X~ door omcirkeling.

Het 2° dubbelpunt S vinden we door op te merken,
dat het door omcirkeling van s verkregen punt S° met
S" moet samenvallen. We hebben dus slechts uit @
eene lijn te trekken, die van [ = " en van de wille-
keurig door O getrokken drager van de reeks p, «,
b... gelijke stukken afsnijdt, dus loodrecht staat op
de bissectrice van den gevormden hoek. Het snijpunt
van deze loodliin met I = [ is het doorgangspunt
van [,

f) Lijnen evenwijdig met het projectieviak.
Voor eene lijn // tafereel zijn de beide projecties
evenwijdig; het doorgangspunt S ligt in het oneindige;

de perspectieve puntenreeksen zijn gelijkvormig,.

g) Iijnen van een der verdwinvlakken.

Voor eene lijn van het 1° verdwijnvlak ligt de
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1° projectie in het oneindige; de 2° projectie is dus
voldoende om de lijn te hepalen.

Voor eene lijn van het 2° verdwijnvlak ligt de 2°
projectie in het oneindige; deze lijn is voldoende bepaald
door hare 1° projectie,

h)  ZLaynen evenwijdig met de verbindingslyn der

projectiecentra.

Dit is natuurlijlc op te vatten als een bijzonder geval
van snijding; het snijpunt P valt in het oneindige,
dus P = W. Derhalve wordt nu 0 = W = .
De 2 dubbelpunten van de collocale puntenrecksen ziju
weer S en O = W' = W'. Het verdient opmerking,
dat in dit bijzondere geval deze punten S en O wel
voldoende zijn om de lijn volkomen te bepalen.

Het snijpunt van 2 lijnen [ en m is zoowel een Voorwaarde
punt van / als van m. Zijn eerste projectic moet dus '™ sniding.
zoowel liggen op 7 als op m'; de 1° projectie van het
snijpunt van 2 lijnen / en s is dus hel snijpunt van
de 1° projecties, dus van [ en m. Evenzoo is de
2° projectie van het snijpunt van 7 en m nu ook het
snijpunt der 2° projecties /" en m-. De snijpunten van
{ en m' en van £ en m zjn dus de projecties van een
bepaald punt, namelijk van het snijpunt van [ en m;
ze moeten derhalve liggen op ééne lijn door O.

In het algemeen is dus de voorwaarde, dat 2 lijnen
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[ en m elkaar smijden, dat het snypunt van I en m
en dat van I en m' liggen op eene ljn door O.

In het algemeen kunnen we dus zeggen:
Wanneer / en m elkaar snjden in een punt P’ en
I en 7 in een punt P, zoodanig, dat P'P" gaat door
0, dan snijden de lijnen / en m elkaar in P.
Voorwaarde ~ Twee lijnen zijn evenwijdig, als ze dezlfde vlucht-
van eveh-  yunfen hebben en omgekeerd.
wijdigheid.
Afbeelding ~ Ben vlak is door 3 niet op eene rechte lijn gelegen
van een vlak punten volkomen bepaald. Liggen 3 punten op eene
;iiize: rechte lijn, dan is dit eveneens het geval met de
" 1° projecties van die punten en ook met de 2° projecties.
Wanneer dus 3 punten door hunne projecties
gegeven zjn, zoodanig, dat wiet tegelijkertijd de 3 eerste
projecties en de 3 tweede projecties op een lyn hggen,
dan s door deze 3 punten het vlak volkomen bepaald.

We willen ons voorloopig bezighouden met wille-
keurige vlakken. Wordt zoo'n vlak bepaald door de
3 punten 4 B en C, dan vormendus 4" B en (" de
hoekpunten van een driehoek en eveneens A, B en
C". Blijkbaar zijn AB = ¢, BC = a en AC =
3 lijnen van het vlak.

AB = ¢ en AB = ¢, terwi)l het snijpunt van
¢ en ¢ volgens het voorafgaance niets anders is dan
het doorgangspunt van de lijn ¢, dus S. Evenzoo 1s

het snijpnnt van @ en @ natuuthL S, en van b’ en
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0" weer S,. Daar a, b en ¢ lijnen van het vlak zijn,
liggen de doorgangspunten S,, S; en S.iu ééne rechte
lijn, den doorgang van het vlak,

Dit i1s een zeer eenvoudig bewijs voor het theorema
van Desargues.

Immers A'B'C" en A'B'C" zijn twee len opzchte
van het punt O perspectief gelegen driehoeken. De
overeenkomstige zijden van de 2 driehoeken snijden
elkaar in 3 punten, die op één rechte lijn gelegen zijn.

Stellen we ons nu deze vraag: Een willekeurig vlak Bepaling van
is gegeven door 3 punten A, B en O, die niet op ™ * P
eene rechte lijn liggen. Van een 4° punt D is bekend
L)’ en bovendien, dat het ligt in het vlak (AB0C).

Gevraagd D" te bepalen.

De eenvoudigste oplossing vinden we door op
te merken, dat A8 en CD als lijnen van een zelfde
vlak elkaar moeten snijden. De 1° projectie van dit
snijpunt is natuurlijk bekend, nl. het snijpunt van
A'B" en C'D'. Noemen we het snijpunt van AB en
CD nu L, dan is Z' bekend. Z~ is nu blijkbaar het
snijpunt van A°B" met OL. Het punt D" moet nu
in de eerste plaats liggen op C"L en verder op 0.0 en
is dus volkomen bepaald.

Fen andere redeneering voert ons ook tot het doel,
al is het ook langs een langeren weg, We merken op,
dat 2 in alle geval moet liggen op OD', Wanneer
we dus in staat zijn nog eene lijn te vinden, waarop
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D" moet liggen, dan is D" volkomen bepaald. De
lijn, waarop de doorgangspunten van de lijnen van
het vlak moeten liggen, wordt gemakkelijk gevonden
mt S,; en Sy~ Blijkbaar ligt hierop ook S,,; dit
punt is natuurlijk het snjpunt van A0’ met den door-
gang van het vlak. Het punt D" ligt dus op de lijn
die S,, verbindt met A" en bovendien op O, Hier-
mee 1s [ dus gevonden. Volledigheidshalve merken
we op, dat ook Sg,, Spp en S, liggen op den door-
gang van het vlak.

Hieruit volgt: Zaggen 4 punten A, B, Cen Din
eenzelfde viak, dan vormen A, B, C', D en A" B’
C' D twee perspectief gelegen werhoeken, zoodamy,
dat de smijpunten van de overeenkomstige zjden en
dragonalen liggen op één zelfde ljn, waarvan we hebben
aangetoond, dat ze de doorgang van het vlak as.

Het spreekt van zelf, dat deze afleiding voor uit-
breiding vatbaar is. We toonen gemakkelijk aan:

Wanneer n geheel willekeurige punten lhggen in een
celfde vlak, dan zyn de geljknamage projecties van
deze punten de hoekpunten van 2 n-hocken, die z66-
danig perspecticf zyn gelegen, dat de smypunten van
de overeenkomstige zijden alle liggen op een zelfde
rechie lyn.

a) Projecteerende vlakken.

Dit zijn vlakken, die gaan of door O, of door O,. De
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vlakken door O; noemen we 1° projecteerende vlakken,
die door O, 2° projecteerende vlakken. Hoewel derge-
lijke vlakken feitelijlkk reeds door 2 punten bepaald
zijn, daar als 3° punt steeds een der projectiecentra
kan worden beschouwd, zoo willen we niet van onze
eenmaal gegeven bepaling afwijken en ook de projec-
teerende vlakken aangeven door 3 willekeurige punten.

Voor een 1° projecteerend vlak, gegeven door 3
willekeurige punten A, B en C, bljken A", B’ en
C" weer de hoekpunten te zijn van een driehoek, maar
liggen A, B en C in een rechte lijn, deze lijn is
blijkbaar de doorgang van het vlak.

Voaor een 2° projecteerend vlak, aangegeven door 3
willekeurige punten 4, B en C'blijken de 2° projecties
te liggen op eene rechte lijn.

Bij een projecteerend vlak, gegeven door 3 punten,
kan men nu onmiddellijk een 4° punt van het vlak
door zijne projecties aangeven. Immers is (ABC) een
1¢ projecteerend vlak, zoodat A, B en ¢ liggen
op een rechte lijn, dan zal voor elk punt van dit vlak
de 1° projectie op A" B C" vallen. Omgekeerd zal een
punt D in het vlak (ABC) liggen, mits D" op A" B
C" en overigens 0" willekeurig, mits op OD' ligt.

b)  Dubbelprojecteerend viak.

Een dubbel projecteerend vlak is natuurlijk een vlak,
dat gaat door de beide projectiecentra. Feitelijk is een
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dergelijk vlak reeds bepaald door een enkel punt. We
willen ons evenwel houden aan de afspraak om elk
vlak te bepalen door 3 willekeurige punten, Zijn 4,
B en C deze 3 willekeurige punten. dan liggen blijk-
baar de 6 projecties A, B, ¢!, A, B en (" alle
op eene rechte liin door O.

Wanneer dus een vlak gegeven is door 3 willeken-
rige punten, zoodanig, dat zoowel de drie 1° als de
drie 2° projecties liggen op dezelfde lijn door O, dan
hebben we te maken met een dubbelprojecteerend
vlak, waarvan bovengenoemde lijn de doorgang 1s.

Om een ander punt in dit vlak aan te nemen hebben
we maar te zorgen, dat de beide projecties liggen op
bovengenoemde lijn ; overigens zijn deze projecties geheel
willekeurig te kiezen.

¢) Verdwynvlakken.

Verdwijnvlakken zijn ook projecteerende vlakken;
het 1°¢ verdwijnvlak is 1° projecteerend en het 2° is
2¢ projecteerend vlak.

Voor het eerste verdwijnvlak bepaald door 3 punten
A, B en C, vallen A, B en C" op de lijn in het
oneindige, die dus is op te vatten als doorgang van
het vlak; A", B" en C" zijn weer de hoekpunten van
een driehoek.

Derhalve:

Wordt een vlak gegeven door 3 willekeurige punten
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A, B en C, terwijl van deze punlen 4', B en ' in
het oneindige vallen, dan hebben we te maken met
het 1°¢ verdwijnvlak.

Wordt een vlak gegeven door 3 willekeurige punten
L, M en N, terwijl van deze punten L', M en N in
het oneindige vallen, dan hebben we te maken met
het 2° verdwijnvlak.

a) Bepaling van de snyjlyn van twee overeenkomstige Elementaire
projecteerende viakken. Constructies,

Zijn byv. twee 1° projecteerende vlakken gegeven
door de punten A, B, C en D, B F, dan is de
snijlijn s eene 1° projecteerende lijn, waarvan dus de
1° projectie samenvalt met het doorgangspunt S, Dit punt
S 1s blijkbaar het snijpunt van de rechte lijnen A'B'C" en
DEF, de doorgangen der 2 vlakken. Derhalve s = S
en 8§ = SO.

b) Bepaling van het saypunt van eene willekeurige
lyn met een projecteerend vlak.

Hierbij wordt gebruik gemaakt van bovenstaande
methode. Om  bijv. het snijpunt te bepalen van eene
lijn / met een 1° projecteerend vlak (ABC), brengen
we door [ ook het 1° projecteerend vlak aan. Noemen

we de snjlijn van deze beide vlakken s, dan is het
8
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gezochte snijpunt tevens het snijpunt van s en 7 en
dus gemakkelijk te bepalen. Noemen we dit snijpunt X.

Blijkbaar 1s A'B'C" de doorgang van het gegeven
vlak, terwijl 7 de doorgang is van het 1° projectee-
rend vlak van L Het snijpunt van A'BC en [ is
dus blijkbaar het doorgangspunt S van de snijlijn s,
tevens s, terwijl s = SO. Het snijpunt van s en [’ is
X', terwijl X' = S

De oplossing wordt korter, wanneer we aldus rede-
neeren: Als punt van het gegeven vlak moet X liggen
op A'B'C'; als punt van / moet het liggen op I. Der-
halve X" is het sujpunt van A'B'C en /. X moet
liggen op " en volgens de grondeigenschap op OX';
X" 18 dus het snijpunt van deze 2 lijnen.

¢) Bepaling van het snmypunt van eene willekeurige
lyn met een willekeurig viak.

Reeds in de gewone orthogonale beschrijvende meet-
kunde is ons de weg gewezen om het snijpunt te
bepalen van eene lijn / met een vlak, gegeven door
3 niet op eene rechte lijn gelegen punten A, B en
C of door de 3 lijnen AB, BC en AC. Hiertoe brachten
we door [ een willekeurig vlak (bij voorkeur een der
projecteerende vlakken) en bepaalden het snijpunt van
dit vlak met 2 der gegeven lijnen, bijv. met AB en
BC. Noemen we deze smyjpunten 2 en A/, dan ligl
blijkbaar ZA/ zoowel in het gegeven vlak als in het
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aangebrachte projecteerend vlak. De lijn 7 moet dus
LM snijden en dit snijpunt is blijkbaar meteen het
snjjpunt van / met het oorspronkelijke vlak (ABCQC).

We kunnen -dezelfde methode toepassen bij onze
Wijze van projecteeren; immers we stuiten op dit drietal
bekende constructies :

1°. door een lijn een projecteerend vlak aanbrengen
of althans den doorgang van dit vlak opsporen.

2% het snijpunt bepalen van eene gegeven lijn met,
dit projecteerend vlak. (2 maal).

3°. het snijpunt van 2 lijnen opzoeken.

Zi) het vlak gegeven door de 3 punten A, B en ¢
of door de lijnen AB, BC en AC; de lijn { door /' en
. Denken we nu door / het 1° projecteerend vlak,
dan is /' de doorgang van dit vlak. Bepalen we nu
eerst het snijpunt 2, van AB met dit vlak. Blijkbaar
18 L/ = snijpunt van I' met A'B" enligt ' op A’B" en
op de lijn OZL. Evenzoo vinden we eerst 2/ en daarna
M. De 2° projectie van het gezochte snijpunt X is
nu het snijpunt van Z'A/" met !". Daar X~ nu bekend
18 en X een punt is van /, is X het snijpunt van
[" met OX".

We zijn nu theoretisch ook in staat, om wanneer Bepaling van
beide vlakken gegeven zijn door drie willekeurige desnijlinvan
S 203te tweevlakken,
punten, van deze beide vlakken de snijlijn op te sporen.,
Is namelijk het eene vlak gegeven door de 3 punten
A, B en (€ en het andere vlak door D, / en ¥
) 1 ]
dan bepalen we bijv. het snijpunt X van AB met
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het vlak (DEF) en het snijpunt ¥ van BC met
(DEF'). Het punt X ligt blijkbaar in beide vlakken,
het punt Y eveneens, dus X} is de snijlijn van de
2 vlakken. In de praktijk in de constructie evenwel
vrj ingewikkeld.

Veel gemakkelijker wordt de constructie, wanneer
én der vlakken projecteerend is. Immers is het
willekeurige vlak gegeven door de 3 punten 4, B en
(' en het 1° projecteerende vlak door D, B en #
(D E I liggen op ééne rechte), dan is de 1° projectie
van het snijpunt X van AB met vlak (DAF) het
snijpunt van A'B° met D'/ /"; X~ vinden we dan op
A’ B door middel van OX". Op analoge wijze krijgen
we Y en Y. XV is dan de gevraagde snijlijn.

We hebben tot nu toe een vlak steeds aangegeven
door 3 willekeurige, niet op eene rechte lijn gelegen
punten. Denken we ons 2 van deze punten verbonden
door eene rechte lijn, dan is het duidelijk, dat het
vlak door deze rechte lin en het overblijvende punt
ook volkomen bepaald is.

Nu is eene bepaalde lijn van het vlak reeds her-
haaldelijk in onze beschouwingen binnengeslopen, eene
lijn, die ten opzichte van ons projectiesysteem een zeer
bijzondere rol speelt, nl. de snijliin van het vlak met
het tafereel, of wel de doorgang van het vlak.

We zullen in de volgende beschouwingen een wille-
keurig vlak « aangeven door zijn doorgang s en voor-
loopig nog door een willekeurig punt P van het vlak,
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Ook de projecteerende vlakken zullen we op deze
Wijze aangeven; voor een 1° projecteerend vlak valt
P in den doorgang; voor een 2°¢ projecteerend vlak
valt de 2° projectie van het punt in den doorgang.

Onderstellen we, dat het vlak « gegeven i8 door (s,

Bepaling van

P). Het is duidelijk, dat elke liin door P, die z1jn een punt van

doorgangspunt heeft ep Sz, eene lijn van het vlak «
18. Hierdoor zijn we in staat om een willekeurig punt
in « aan te nemen, of X~ te vinden als .Y bekend 18
terwijl X" moet liggen in het vlak «.

Immers X"P" moet de 1° projectie voorstellen van
eene lijn van «. Het doorgangspunt van deze lijn 1s
het snijpunt van X'P° met s,; noemen we dit punt
S, dan is SP° de 2° projectie van die liin. Hierop
wordl nu X" gevonden door middel van de lijn 0.X,

Het 1s duidelijk, dat, wanneer een vlak gegeven 1s
door 3 punten A4, B en C, we gemakkelijk den
doorgang van het vlak kunnen opsporen door de
doorgangspunten van 2 lijnen, bijv. AB en BC to ver-
binden. We kunnen dus gemakkelijk van de oude
wijze van bepaling op de nieuwe overgaan.

Omgekeerd, wanneer een vlak gegeven is door zijn
doorgang en een punt 7, kunnen we volgens het
bovenstaande gemakkelijk 2 nieuwe punten van het
vlak construeeren; immers elke liin door 7 die zijn
doorgangspunt op s. heeft, is eene lijin van het vlak:
hierop is gemakkelijk een punt aan te nemen. We kunnen

het vlak.
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dus ook van de nieuwe methode op de oude overgaan.

We komen dus tot deze conclusies:

1°. Een vlak gaat door eene lijn, wanneer de
doorgang van het vlak gaat door het doorgangspunt
van de lijn, en het bovendien nog een punt met de
lijn gemeen heeft.

2°. Fene lijn ligt in een vlak, wanneer haar
doorgangspunt ligt in den doorgang van het vlak en
de lijn bovendien nog een punt met het viak gemeen

heeft.

Eenvoudige  De eerste conclusie geeft ons het middel aan de

C ties, '
omstructies. pand voor de volgende constructies:

a) Jen vlak te brengen door eene gegeven lyn.

Is S; het doorgangpunt van de gegeven lijn /, dan
kunnen we op deze lijn gemakkelijk een willekeurig
punt aanuemen, bedenkende, dat P° en P° moeten
liggen op eene lyn door O. Elk vlak «, dat als door-
gang 8, heeft eene lin door S, en bovendien door P
gaat, voldoet aan de vraag, Erzijn dus ~ vele vlaklken
te construeeren,

b) Fen vilak te brengen door twee elkaar
snijdende Lijnen.

Zijn de doorgangspunten van de twee gegeven elkaar
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snijdende lijnen S, en S,, dan is de doorgang s, van
het gevraagde vlak « blijkbaar de verbindingslijn
van 5 en S, Voor het punt P, dat verder moet
dienen ter bepaling van « kunnen we blijkbaar elk
punt van eene der lijnen kiezen, bijv. het snijpunt der
beide lijnen. Het vlak is dan bepaald door (82, PP

¢) LHen viak te brengen door 2 evenwijdige lynen.

Zijn de gegeven lijnen 7 en m, dan merkten we
reeds vroeger op dat W, = W,  en W, = W.". De
doorgang s: 18 weer de verbindingslin van de door-
gangspunten S, en S, der beide lijnen. Voor het
punt, dat nader ter bepaling van « kan dienen, nemen we
een willekeurig punt van eene der lijnen, bijv. W,

Het vlak « is dan bepaald door S., W, W,

d) Len vlak te brengen door eene lijn en een pun.

Is de lijn ! gegeven door 7 en " en het punt P
door P en P, dan trekken we door P eene liin m,
die / snijdt. Hiermee is het vraagstuk tot een der
vorige teruggebracht.

e) [fien viak te brengen door 3 punten A, B en C.

We brengen een vlak door de elkaar snijdende
lijnen AB en BC.
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Van meer gewicht is de constructie die volgt uit de
2¢ conclusie, nl.: het bepalen van de snylyn van 2
vlaklken. We zullen beginnen met het meest eenvoudige
geval :

a) De snijlyn te bepalen van 2 projectecrende viakken,
gaande door hetzelfde centrum.

Zijn de beide projecteerende vlakken « en @ respec-
tievelijk gegeven door s, en P'P" (P in s.) en sgen
Q@ (@ in sg). De snijlijn der beide vlakken is na-
tuurlijk eene 1° projecteerende lijn, zoodat I =, het
snijpunt van s, en sg, en I' = §; O.

b) De snylin te bepalen van 2 willekeurige vlakken,

Blijkbaar is ook hier het doorgangspunt van de
snijlijn bekend. De moeilijkheid is, nog een punt van
de snijlijn te vinden; hiertoe moeten we zorgen in elk
der beide vlakken, bijv. door de gegeven punten, respec-
tievelijk 2 lijnen te trekken, die elkaar snijden en dan
het snijpunt van deze lijnen te bepalen.

Zij het vlak «, gegeven door sz, PP en het vlak
g door s, Q. We kunnen dan in elk geval in het
vlak « eene lijn aannemen door het punt P. Noemen
we deze lijn /. De moeilijkheid is nu, om in § door
@ eene lijn te trekken, die / snpdt. Deze lijn moet
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stellig liggen in het vlak door Z en Q. De doorgang
van dit vlak 7 is gemakkelijk te construeeren: hiertoe
trekken we door Q eene willekeurige lijn p, die [
snijdt (bjv. in P); s, gaat nu door S, en S,. De ge-
zochte lijn m moet nu liggen in # en 7 en hovendien
gaan door Q. Van de lijn m is dus bekend S, (het
snijpunt van sg en s,) en bovendien het punt Q.
Hiermee is dus = volkomen bepaald. Het snijpunt
X van [ en m is nu het gezochte tweede punt van
de snijlijn der beide vlakken. Noemen we deze snijlijn
z, dan i3 S, het snijpunt van s, en sg; 2 = S, X" en
z = SX.

Feiteljk behoeven we bij de constructie alleen m’ op
te sporen en kunnen we m’ missen, daar \” op [ te
vinden is door middel van het punt 0. Bij gebruik
van de beide projecties hebben we natuurlijk het con-
trolemiddel, dat O, X" en X" op ééne rechte lijn moeten
Liggen.

Het spreekt van zelf, dat we voor de willekeurige
lijn in « door P eene liin // s, kunnen kiezen: dan
wordt natuurlijk 7 // 7 en komt S, in het oneindige

Op Sz .

Blijkbaar hebben we hier gebruik gemaakt van de
2 snijliinen van een willekeurig vlak » (door P en Q)
met de vlakken « en p. Veel eenvoudiger wordt de
constructie, als we in plaats van een willekeurig vlak
een der projecteerende vlakken door P en  nemen.
Is het vlak « weer gegeven door sz, PP en g door
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s3, QQ, dan brengen we bijv. het 2° projecteerend
vlak door P en Q aan, zoodat sy = P'Q.

Noemen we nu de snijlijn van 7 en « / dan 1s S,
bekend en bovendien weten we dat / moet gaan door P;
derhalve I = SP, terwijl " = sz. Volkomen op de-
zelfde manier bepalen we de snilijn m van § en 7;
m = S,0, terwyl m" = sp.

Noemen we het gezochte 2° punt van de snijlijn
van « en § weer X, dan is X het snijpunt van 7 en
m', terwijl de lijn OX ons helpt om X op P'Q te
vinden. Noemen we de gezochte snijlijn weer z, dan
is S, het suijpunt van s. en s, terwijl ¥ = S, X
en z = S, X

¢) De smijlyn te bepalen van een willekeury vlak
met een projecteerend vlak.

In dit geval is het, zooals zal blijken, van weinig
gewicht, welke der 2 methoden we volgen.

TIs het willekeurige vlak gegeven door s, PP en het
projecteerend vlak (bijv. een 2° projecteerend) door s,
QO (@ in sp), dan kunnen we in « door P weer eene wil-
lekeurige lijn trekken, bijv. [ // s.. Daar # een 2° projec-
teerend vlak is zal elke 2° projecteeren de lijn, die haar
doorgangspunt op sp heeft in g liggen. We trekken dus
in 8 eene 2° projecteerende lijn m, die de lijn /snijdt;
daar m" = S,, dus een punt is, zal S, het snijpunt
ziin van I met sg, terwijl ' = S,0. X valt dus

m
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blijkbaar ook in S,. X" vinden we op £ door middel
van OX. S, is weer het snijpunt van s, en 38 ;
z = SXenz = S, X = 88.

De projecties van de lijn kunnen we feitelijk missen ;
immers, 18 X het snijpunt van [ en m, dan moet X~ in
de eerste plaats liggen op ', maar bovendien op 8,
omdat f# projecteerend vlak is. X is dus het snijpunt

van /" met s3; X op [ is dus ook bepaald.

De andere methode wordt: Breng door P en Q een
2° projecteerend vlak », dus s, = P'Q. We bepalen
de snijliin / van « en 7; S, is het snijpunt van s, en
¢ en bovendien gaat / door P; de snijliin van § en
7 15 een 2° projecteerende lijn m; m' = S, is het

snijpunt van s3 en sy, terwijl m = S,0. X' is het

snijpunt van [ en w, terwijl X" = S,. Hiermee is de
gezochte snijlin z bepaald; @ = S X en o =
S, X" = sk

Een probleem, dat zich bij het vorige onmiddellijk
aansluit, 1s:

d) Het snyjpunt te bepalen van eene ljn met een viak,
gegeven door zyn doorgang en een willekeurig
punt van het viak.

Beschouwen we eerst de stereometrische oplossing :
We brengen door de gegeven lijn / een willekeurig
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vlak, bijv. een der projecteerende vlakken (de con-
structie wordt hierdoor eenvoudiger), en bepalen de
snijlijn s van dit projecteerende vlak § met het gegeven
vlak «. Het snijpunt van  en s is tevens het snijpunt
van [ met «.

We onderscheiden deze 2 bijzondere gevallen:

1°. Het gegeven vlak « is zelf projecteerend.

7Zij « bijv. 1° projecteerend vlak, gegeven door
sz, QQ° (Q in sz) en [ door I enl. We brengen
door I ook het 1° projecteerend vlak g, dussg=10. De
enijlijn s is blijkbaar ook 1° projecteerende lijn, dus
§ = S, is het snijpunt van s, en sg en s = S0.
Het snijpunt van s en [ is nu het gezochte punt X.

Of anders: De 1° projectie van het snijpunt van /
met «, zal moeten liggen op [, en omdat « 1° pro-
jecteerend vlak is, ook op s.. X' is dus bepaald als
snijpunt van / en s.; X vinden we op /" door middel
van de lijn OX', '

2°. Het gegeven vlak « is willekeurig.

7ij « gegeven door sz, PP en [ door ['en I'. We
brengen weer door [ bijv. het 1° projecteerend vlak
B, zoodat sg = I'. De vraag is dus nu in de eerste
plaats de snijliin van « en § te bepalen. Hiertoe
brengen we door £ ook een 1° projecteerend vlak
7 en bepalen de snijlijn van « en .y en van { en 7.
Kiezen we voor 7 een zoodanig projecteerend vlak,
dat s, door P evenwijdig loopt met sz, dan gaat de
enijliin 7 van « en y door P en de projecties loopen
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/[ 8z De sniflin p van $ en y is een 1° projec-
teerende lijn.

Van de snijlin s van « en g is nu bekend het
doorgangspunt S; en bovendien nog een 2° punt 7,
namelijk het snijpunt van m en p. De liin s is dus
volkomen bepaald en derhalve ook het gezochte punt
X, als snijpunt van 7 en s.

Het spreekt van zelf, dat we een vlak ook kunnen
bepalen door 2 elkaar snijdende of evenwijdige lijnen,
terwijl we voor ¢én dezer lijnen kunnen kiezen den
doorgang van het vlak met het tafereel, Deze bepaling
van het vlak verschilt evenwel in wezen niet van de
voorafgaande; immers we kunnen onmiddellijk op
de lijn een punt aannemen en we hebben het vorige
geval terug.

De eenige manier om een nog meer bijzondere be- Bepaling van
d 5 . : : een vlak door
palingswijze te krijgen, is: We kiezen voor het punt

zijn door-
gang en een
Het ligt voor de hand om voor dit punt een punt in der verdwijn-

of de lijn een bijzonder punt of een bijzondere lijn,

een der verdwijnvlakken te kiezen; hiermee correspon-  linen.
deert, dat we voor de lijn kiezen eene lijn, gelegen
in één der verdwijnvlakken, dus de snijliin van het
vlak met een der beide verdwijnvlakken. Blijkbaar
loopen beide verdwinlijnen evenwijdig met den door-
gang en is dit dus eveneens met hare projecties het
geval; de 1° projectie van de 1° verdwijnlijn valt in
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het oneindige; de 2° projectie van de 2° verdwijnlijn
eveneens,

We zullen dus bij de volgende beschouwingen een
vlak aangeven door zijn doorgang en de 2° projectie
van de 1° verdwijnlijn of door zjn doorgang en de 1°
projectie van de 2° verdwinlyn. Daar deze projecties
toch evenwijdig loopen met den doorgang, spreekt het
vanzelf, dat de projecties van een enkel punt van de
verdwijnljn voldoende zijn.

Wij komen nu weer tot de volgende conclusies:

1°. De voorwaarde, dat een vlak gaal door eene
liin is, dat de doorgang van het vlak gaat door het
doorgangspunt van de lijn en de verdwynlijn van het
vlak door het overeenkomstige verdwijnpunt van de lijn.

20, De voorwaarde, dat eene lijn ligt in een vlak
is, dat zoowel het doorgangspunt van de lijn n den
doorgang van het vlak ligt, als ook het verdwijnpunt
op de overeenkomstige verdwijnlijn van het vlak.

Elementaire  In de eerste conclusie liggen de volgende problemen
Constructies:

opgesloten :
a) Fen vlak a door eene gegeven lijn U le brengen.

7ij de lijn gegeven door I en I, dan is S het snij-
punt van ¢ en . We vinden £ dooruit O eene lijn
te trekken // I. Er zijn oneindig veel vlakken, die
aan de vraag voldoen. Trekken we eene willekeurige
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liin door S, en eene daarmee evenwijdige door Ry,
dan stellen deze twee lijnen s, en 7, respectievelijk
den doorgang en de 2° projectie van de 1° verdwijnlijn
74 voor van een vlak «, dat aan de vraag voldoet.

Bijzondere vlakken door / zijn de projecteerende
vlakken. Van het 1° projectecrend vlak §issg = 2,
terwijl »'g // sg gaat door 0. Van het 2¢ projecteerend
viak 7 is 8y = [, terwijl 7y = sy.

b) Zen viak te brengen door 2 elkaar snijdende
of door 2 evenwidige lijnen.

Zijn de lijnen ¢ en m gegeven door hare projecties
', U en m/, m’. We zoeken de doorgangspunten S, en
S, en nu byv. de 2° verdwijnpunten, of liever de
1¢ projecties hiervan 77 en 7). De verbindingslijn
van S, en S, in de doorgang s. van het vlak « en
de verbindingslijn van 7} en 7, de 1° projectie ¢’ van
de 2° verdwijnlijn 7, van «. Feitelijk is de bepaling
van 7} reeds voldoende.

¢) Ken vlak te brengen door eene lijn [ en cen punt P,

We trekken door P eene lijn m, die [ snijdt, door
gebruik te maken van de bekende voorwaarde voor
snijdende lijnen en we hebben het vraagstuk terugge-
bracht tot het vorige,
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d) Een vlak te brengen door 3 willekeurige punten.
Dit wordt ook tot het 2° vraagstuk teruggebracht.

De 2°¢ conclusie stelt ons in staat, om behalve de
voor de handliggende gevallen, als: een lijn in een
vlak aan te nemen, of een punt in een vlak te con-
strueeren, de volgende problemen op te lossen:

a) Onderzoek, of een punt P hgt wn een viak a.

Is het punt gegeven door P’ en P° en het vlak
door s, en 7.. We trekken door P eene ljn /, zoo-
danig dat haar doorgangspunt S, ligh op sz, dan is
I= SPenl'= SP". Ligt nu P in «,dan heeftdelijn/
2 punten met « gemeen, nl. S, en P; dan moet dus
R liggen op 72"

Ligt P niet in «, dan heeft /slechts één punt met «
gemeen, ligt dus niet in « en dus £ niet op 7a-.

We zoeken dus van [ op £ door middel van
het bekende parallelogram. Alleen wanneer f27 lgt
op 7z, ligh {in « en dus P in a

b) De snyjlijn van 2 viakken « en § te bepalen.

Ziin de vlakken gegeven door s. en 7. en s en
s3". Noemen we de snijlijn /, dan is &S, het snijpunt



49

van sz en s3 en R het snijpunt van 7. en 75", Der-
halve I' = S/ terwijl /' gaat door S, en evenwijdig
loopt met OR/.

c) Het snypunt van eene Ljn [ met een viak «
te bepalen.

Is de lijn gegeven door I, 7" en het vlak door s, en
re'. Om het snijpunt van /met « te bepalen, brengen
we door ! een willekeurig vlak, bijv. één der projec-
teerende vlakken @ en bepalen de snijlijn m van « en
. Is # bijv. 1° projecteerend vlak, dan is sg =7 en
g /[ sp door O. S, en R, zijn dus bepaald;
m = S, R,

Het snijpunt van " en m 1s X" en op [ vinden
we door middel van OX" het punt X, wanneer X is
het gezochte snijpunt is.

“"enm = [.



HOOFDSTUK 1L

Metrische BetrekKkingen.

Bepalingvana) Bepaling van de plaals van een punt P, gegeven
de ligging ;7,,, zijne  projecties P en P, ten opzichte van het

van punten.

tafercel, benevens de bepaling van de afstanden van
P tot de projecties P' en P of tot de projectiecentra
O, en 0O,

Uit de beschouwing van eene stereometrische figuur
blijkt ons, dat het voetpunt van de loodlijn uit P op
het projectievlak neergelaten, onmiddellijk in de con-
structiefiguur is aan te wijzen. Zijn O, en O, de pro-
jectiecentra, O, en O, de middelpunten der distartie-
cirkels, P en P° de projecties van P, dan is dit voet-
punt blijkbaar het snijpunt P van O,P" en O,F".
Immers de vlakken 0,0, PP en 0,0 ,P P staan beide
loodrecht op het projectievlak, dus ook hun snijlijn PP.
De lengte van die loodlijn vinden we gemakkelijk
door bijv. vlak 0,P'0, om O,P in het projectievlak
neer te slaan en in P eene loodlijn op 0. op te
richten, Tegelijkertijd vinden we de afstanden PP
en O.F.

De lengte van PP hadden we ook kunnen vinden
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door drichoek 0,0,P" neer te slaan: we vinden dan
tevens de afstanden P°P en 0,P.

Er zjn nog andere methoden om de ligging van
een punt ten opzchte van het projectievlak te bepalen;
we willen ons evenwel voorloopig tot deze beperken,
omdat de andere bij het neerslaan van vlakken van
zelf ter sprake komen,

b)  Den afstand te bepalen van 2 punten die op
eenzelfde projecteerende lijn liggen.

Zijn de punten 2 en @ bijv. gelegen op de 1° pro-
Jecteerende lijn /, dan kunnen we het orthogonaal
projecteerend vlak van 7 met de lijn / neerslaan om
0,F. De ligging van de neergeslagen punten P, en
@, op [, bepalen we nu gemakkelijk door de in de
vorige opgave reeds toegepaste eigenschap, dat 7 en
(O loodrecht staan op het projectievlak., De afstand
P.Q, 18 de gevraagde.

¢) Den afstand te bepalen van 2 willekeirige
punten P en (.

Om den afstand te bepalen van twee willekeurige
punten P en @, gegeven door 7, P en @0, @ zullen
we drichoek F'Q0; neerslaan in het tafereel om de
ljn P'@; depunten P'en @ blijven dus op hun plaats,



Neerslaan
van vlakken,

o2

Het punt O, beschrijft een cirkel in een vlak | P'@,
waarvan de straal gelijk 1s aandeloodlyjn O, uit O,
op LQ neergelaten, Het neergeslagen punt 0, komt
dus neer op de lijn O, | PQ, op een afstand van
L, gelyk aan O, L, d. w. z. gelijk aan de hypothenusa
van een rechthoekigen driehoek, waarvan O, en de
straal van den 1° distantiecirkel de rechthoekszijden
zijn.

Door afzonderlijke constructie bepalen we volgens (a)
den afstand P en passen dezen afstand van uit 2 op
de neergeslagen zijde P O, uit. Hiernais P, gevonden.

Het punt 0Q, vinden we nu door de eigenschap,
dat P, P'¢, PQ,en dus ook P,0, alle moeten gaan
door één enkel punt, namelijk het doorgangspunt van

de lyn PQ.

Wat we in de vorige opgave hebben gedaan, komt
eigenlijk neer op het neerslaan van een projecteerend
vlak. We hebben nawmelijk met dit vlak een paar
1¢ projecteerende lijnen neergeslagen en toen door een
kunstgreep de neergeslagen punten 7 en @ van elk
dier lijnen bepaald. We willen nu trachten dit neer-
slaan meer methodisch in te richten.

a) Het neerslaan van een projecteerend vlak.

Beschouwen we bijv. het 1° projecteerend vlak «,
gegeven door zijn doorgang s en de 2°projectie van



53

de 1°¢ verdwijnlijn 7. We willen dit vlak neerslaan
om s, die dus bij dit proces op zjn plaats blijft; we
hebben dus slechts na te gaan, waar het neergeslagen
punt O; komt te liggen, terwijl dan de neergeslagen
1° verdwijnlijn door (0,), gaat en evenwijdig 1s aan s, .

We krijgen dus de volgende figuur: Het punt O,
beschrijft een cirkel met straal gelijk aan de loodlijn
wit Oy op s: neergelaten, terwijl het voetpunt Z van
die loodlijn middelpunt is; het vlak van dien cirkel
staat loodrecht op s.. Daar O,L | s., komt (0,), te
liggen op 0,7, zoodanig dat (0,),L; = 0,Z, dus gelijk
aan de hypothenusa van een rechthoekigen driehoek,
waarvan 0,0 en 0,0, (of de straal van den 1° dis-
tantiecirkel) de rechthoekszijden zijn.

In de constructiefiguur laten we dus uit O, op s«
eene loodlijn O, neer; we trekken vervolgens in 0,
1 O,L den straal van den distantiecirkel 0,% en
cirkelen vervolgens L/ om, tot we een snijpunt vinden
met [, 0,. Het zoo verkregen punt is (0,),. Eene lijn
door (0,), // s« stelt nu de neergeslagen 1°verdwijn-

lijn voor.

Fene projecteerende ljn [ door O, in het vlak «
gelegen, 1s nu onmiddellijk in neergeslagen toestand te
teekenen. Het doorgangspunt &, blijft op zijn plaats;
een tweede punt O, van de lijn kennen we ook in
neergeslagen toestand, dus (0,), S, is de neergeslagen
liin £,
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Wanneer we eene willekeurige lyn m van het
projecteerend vlak in neergeslagen toestand willen
teekenen, dan bljft by de wenteling om s, natuurljk
S, op zjn plaats. Kennen we nog slechts één enkel
punt van de lijn in neergeslagen toestand, dan is [,
volkomen bepaald. Om dit 2° neergeslagen punt P te
vinden, trekken we door P eene 1° projecteerende
Ijn; deze lijn nu i1s met het vlak « gemakkelijk neer
te slaan en hierop volgens boven aangegeven methode
het punt 2, te bepalen; hiermee zijn dus 2 punten
van de lijn m in neergeslagen toestand gevonden en
is dus m, bepaald.

We zullen evenwel trachten eene andere methode
te vinden, om eene willekeurige lijn 7 van een pro-
jecteerend vlak in neergeslagen toestand te teekenen.
Omgekeerd zijn we dan in staat, een punt beschou-
wende als het snijpunt van eene projecteerende en van
eene willekeurige lijn, ook het punt in neergeslagen
toestand te vinden.

Is het vlak « gegeven door s; en 72" // s. door
O en de willekeurige lijn m van dit vlak door S, en
R,’. In plaats van va te gaan, waar een willekeurig
punt P van deze lin na de wenteling terecht komt,
zullen we hiervoor kiezen het 1° verdwijnpunt R,
Dit punt komt in de eerste plaats natuurlijk op da
neergeslagen verdwijnlijn (r2), van het projecteerend
vlak.

Verder hebben we vroeger afgeleid 2
dus ook in neergeslagen toestand :

mol — ‘S’m 11,1?!"
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(Rm)n (Ol)n = Sm H:rm : (1)

terwijl we tevens opmerken, dat (R,), juist aan den

anderen kant van (0,), komt te liggen als W' van

Sn. Het punt W' is gemakkelik te vinden uit de
ook reeds vroeger afgeleide betrekking:

00,: 0,0, = 8,7, : 8, W, (2)

Daar 7, onmiddellijk te construeeren is uit het
parallelogram OZR,°S, 7, zijn van de hovenstaande
evenredigheid de eerste 3 termen bekend en vinden
we W, door de bekende constructic van de 4°even-
redige.

Vervolgens zetten we op (r2), van uit (0,), een
stule uit gelijlk aan S, W, , goed op de richting let-
tende, en hiermee is het punt (Z,), gevonden.

Blijkbaar is nu ook m, bekend; immers m, =

Sm ( ‘lglfl ) n*

Het spreekt vanzelf, dat we deze methode kunnen
gebruiken om te bepalen waar een willekeurig punt
“van een vlak terecht komt, wanneer men dit vlak om
zijn doorgang ‘in het tafereel neerslaat. Denken we ons
namelijk door dit punt eene willekeurige lijn en de
overeenkomstig projecteerende lijn getrokken, dan kunnen
we het projecteerend vlak met deze lijnen neerslaan ;
het snijpunt der neergeslagen lijnen is het neerge-
slagen punt.

Een bijzonder voorbeeld van een projecteerend vlak
18 een dubbel-projecteerend vlak. Om de plaats te be-
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palen van een punt van dit vlak, wanneer dit vlak
om zijn doorgang wordt neergeslagen, beschouwen we
dit punt als snijpunt van de beide projecteerende
linen O\ P en O,P.

7ij « het gegeven dubbel-projecteerend vlak bepaald
door s., terwijl s. = 72" = #.". Voor een willekeurig
punt P van dit vlak valt zoowel P als P op sa,
terwijl s, natuurlijk gaat door O. Trekken we nu door
P de 1° projecteerende lijn  en de 2° projecteerende
liin m, danisblijkbaar? = 8 =P enm' = S, =1,
terwijl ' = m = s,. Bij de wenteling van « om sz
blijven S, en S, op hun plaats; daar / door O, en
m door O, gaat, zoeken we op de gewone wijze (O),
en (0,),; dan is [, = S(0,), en m, = S,(0,),. Het
snijpunt van /, en m, is nu P,

Tegelijkertijd vinden we op deze manier den afstand
P tot Oy en P, en tot O, en P en bovendien tot
0. Om de plaats van een willekeurig punt 7 te be-
palen, kunnen we dus door P, O; en O, het dubbel
projecteerend vlak « aanbrengen en dit vlak om zijn
doorgang s = P'OP" neerslaan,

Beschouwen we in dezen geest de reeds vroeger
besproken opgave:

Den  afstand te bepalen van 2 willekeurige punten
P en (.

Hiertoe brengen we door P en @ een der projec-
teerende vlakken, bijv. het 1° projecteerend vlak «.
Blijkbaar gaat s. door P en ) en 7y /] sz door O.
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Noemen we de 1° projecteerende lijnen van P en @
respectievelik p en ¢ en de lijn PQ =1, dan zullen
we achtereenvolgens p,, ¢, en [/, bepalen. De lijnen
P, en g, vinden we onmiddellijk door het neergeslagen
punt (0,), te bepalen, terwijl S, =P en S, = Q.
De lijn 1, is bepaald, wanneer (R), bekend is; dit

laatste punt vinden we door de betrekking S, W' =

(£4), (0),. Nuis [, = S, (R),. Blijkbaaris P, het snij-
punt van /, en p, en Q, het snijpunt van /, en g,.

P,Q, is nu de gevraagde afstand der punten P en Q.

Ook hier hebben we blijkbaar gebruik gemaakt van
de eigenschap, dat P'Q, P'Q, PQ en dus ook P,0,
alle door één zelfde punt gaan.

Alleen treedt hier duidelijker de meetkundige be-
teekenis van dit punt op den voorgrond, nl. als door-
gangspunt van de lijn I = PQ.

Het is duidelijk, dat deze methode van het neerslaan
van projecteerende vlakken niet alleen dienst kan doen
om den afstand van 2 punten te bepalen. We kunnen
ons hiervan bedienen, om omgekeerd, wanneer van 2
punten gegeven is de afstand, de beide projecties van
het eene punt, en bijv. alleen de 1° projectie van het
andere punt, hieruit de 2° projectie van dat punt te
vinden,

Maar ook andere problemen kunnen we oplossen ;
we kunnen den hoek bepalen tusschen 2 lijnen, die
in hetzelfde projecteerend vlak gelegen zijn, en omge-

keerd, wanneer de hoek {usschen 2 lijnen bekend is,
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en verder het vlak dier lijnen en bijv. de projecties
van één der lijuen, de projecties van de 2° lyn opsporen.
We kunnen de oppervlakte berekenen van vlakke
figuren, mits deze gelegen zijn in één der projecteerende
vlakken, enz, enz,

Laten we als eenvoudig voorbeeld eens /et oppervial
bepalen van een drichoek ABC, gelegen in het 1°
projecteerende vlak «, gegeven door sz en 72" [/ sa
door O.

Blijkbaar liggzen A, B en (" op 8, terwijl 47,
B en C° willekeurig kunnen worden aangenomen, mits
voldoende aan de voorwaarde ten opzichte van 0. We
zullen de zijden van den driehoek op de gewone wijze
voorstellen door a, b en e¢. Daar bij het neerslaan de
projecteerende lijnen een groot gemak opleveren, zullen
we in onze beschouwing de 3 projecteerende lijnen van
A, B en C invoeren, en deze respectievelijk door p,
q en 7 voorstellen, zoodat S, =4, S,= B en S,=C".

We beginnen met (0,), en (rz), te bepalen. Nu is
2o = (O Sy 0 = (0y), S, en 7, =(0y), S,. Om
nu de punten B, en C, te vinden, beschouwen we
B en C als spijpunten van BC = a met g en7. We
bepalen @, op de gewone wijze; nu is B, het snijpunt
van a, en ¢, C, het snijpunt van a, en r,. Verder
beschouwen we A, als snijpunt van p, en b, =(AC),.
Van 4, kennen we S, en C,, dus b, is bepaald, der-
halve A, ook. A, B, C, is nu de met het vlak «
neergeslagen driechoek, geeft ons dus tevens het
oppervlak van A ABC.
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Als contrélemiddel middel moet 4, B, gaan door
het doorgangspunt van AB, d. w. z. door het snijpunt
van A'B° = s; en A'B'.

Onder de lijnen van een vlak nemen die, evenwijdig
met den doorgang van het vlak, dus evenwijdig met
het tafereel, bij het neerslaan van het vlak een elgen-
aardige plaats in. Tmmers zoowel het doorgangspunt
als het verdwijnpunt vallen in het oneindige, zoodat
de gewone manier om de lijn in neergeslagen toestand
te bepalen, ons in den steek laat.

Noemen we de lijn /, dan is blijkbaar 7, // su;
kennen we dus slechts één punt van 7, dan is deze
volkomen bepaald; we zouden dus op /een willekeurig
punt kunnen kiezen, en dit beschouwen als snijpunt
van een projecteerende lijn en een willekeurige andere
drager. We willen evenwel liever anders te werk gaan.

Zi) I de gegeven liln en O,L de loodlijn uit O, op s«
neergelaten; zij A/ het snijpunt van deze loodlijn met
[, dan beschrijft A/ evenals O, een cirkel met Z als
middelpunt en loodrecht op s., maar nu met straal
ML. De moeilijkheid is dus de lengte van /L te
bepalen,

Is nu het projecteerend vlak gegeven door s en
7a [/ 8z door O en de lijn { door I = 5. en [,
dan is het punt Z in de constructiefignur onmiddel-
lijk aan te wijzen als het voetpunt van de loodlijn
ut O, op s neergelaten. De projecties van A/ zijn
ook aan te wijzen, namelijk ' =L en M op MO,
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Noemen we het voetpunt van de loodlijn uit A/
op het tafereel neergelaten M, dan is, zooals eenvou-
dige beschouwing van eene stereometrische figuur leert,
dit punt het snijpunt van O, met O,M". Is M be-
kend, dan vinden we gemakkelijk uit & O,0,L den
werkelijken afstand LA/, Hiermee is M/, gevonden en

dus ook I, /[ sz.

Wil men nu de plaats bepalen, waar een willekeu-
rig punt P bij het neerslaan van een projecteerend
vlak « terecht komt, dan kunnen we P dus ook be-
schouwen als snijpunt van de overeenkomstige projec-
teerende lijn m met de lijn I door P // sa.

Tot nu toe hebben we ons slechts bezig gehouden
met het neerslaan van projecteerende vlakken. Alvorens
over te gaan tot het neerslaan van een willekeury
vlak, willen we eerst enkele opmerkingen maken over:

Het aannemen van een mieuw projechiecentrum.

Stellen we ons allereerst deze vraag:

Wanneer een vlak gegeven is door zijn doorgang
8. en de 2° projectie van de 1° verdwijnlijn 7", terwijl
bovendien de distantiecirkels gegeven zijn, wat veran-
dert dan in deze gegevens, wanneer we in plaats van
het 1° centrum een nieuw 1° projectiecentrum kiezen,
gelegen in de verdwijnlijn van het vlak «?

We zien onmiddellijk in:

1° de doorgang s. blijft onveranderd.
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2° de 2° projectie van r. blijft onveranderd.

3° de 2° distantiecirkel blijft onveranderd.

4° de straal van den 1° distantiecirkel blijft on-

veranderd.

5° alleen de plaats van het middelpunt van den 1°

dustantiecirkel verandert.

De moeilijkheid 18 dus dit middelpunt op te sporen;
de stereometrische fignur geeft ons een middel aan de
hand dit punt gemakkelijk te vinden, Iiezen we namelijk
als nieuw projectiecentrum o, = R, een punt van de
1* verdwijnlijn van het vlak «, en noemen we het
middelpunt van den bijbehoorenden distantiecirkel o,
dan valt blijkbaar het snijpunt van de verbindingslijn
der nieuwe projectiecentra met het tafereel in R,
zoodat 0o = L. De stereometrische figuur leert ons
verder, dat Oo // Oy, en daar Op, // O, dus
ook Oo // 0O0,. Verder liggen 0, o en 0, = 0, op
eene rechte lijn. We vinden dus in de constructiefiguur
0, als snijpunt van O, met eene lijn door ), // Oo.

Derhalve is bij het oude systeem een vlak « gegeven
door s, en 7. // $x, dan verandert bij keuze van een
nieuw 1° projectiecentrum o, op r. alleen het middel-
punt van den 1° distantiecirkel.

Derhalve :

We kiezen op v’ een willekeurig punt B van ry" als
2° projectie van het niewwe 1° projecticcentrum o, =
R, Blylkbaar s dus I = o, teruyl het 2° projectie-
centrum onveranderd bhjft, dus oy = 0, Hel punt %,

= R wordl op boven beschreven wijze gevonden,
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Voor het niewwe systeem is « nu 1° projecteerend
vilak geworden.

Stellen we ons in de 2° plaats de vraag:

Wanneer in een vlak « eene lijn [ gegeven is door
I en I' en dus ook S, en R, bekend zin, en we
nemen als nieuw 1° projectiecentrum een willekeurig
punt van de 1° verdwijnlijn van «, wat gebeurt er dan
met R/, S, I en [.

We zien gemakkelijk in;

1° S, blijft onveranderd

28 R, blijft onveranderd

3° [ blijft onveranderd

4° alleen I verandert, valt namelyk samen met 8y .

In het algemeen zullen natuurlijk alle 1° projecties
van lijnen en punten veranderen., Daar deze projecties
betrekking hebben op het nieuwe projectiecentrum oy,
sullen we ze aangeven met den index o.

Derhalve in het bovenstaande geval, valt de nieuwe
1° projectie van [/, namelijk /; samen met 8.

Fen bijzonder geval krijgen we, wanneer toevallig
voor het nieuwe projectiecentrum o, juist het 1° ver-
dwijnpunt R, van de lijn 7 gekozen wordt.

Voor het nienwe stelsel wordt dan n.l. /een 1° pro-
jecteerende lijn, zoodat [, = S, en [; =0 S = L.

Is in het vlak «een punt P gegeven door zjn beide
projecties P* en /7, dan blijft natuurlijk, bij keuze van
een nieaw 1° projectiecentrum in de 1° verdwijnlijn
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van «, P onveranderd, dus P,” = P°: alleen P’ ver-
andert. P, komt te liggen in s, en wel op de ver-
bindingslijn oP".

Laten we als eenvoudig voorbeeld van:
b) Het neerslaan van willekeurige viakken

den afstand bepalen van een willekeurig punt P tot
de lijn Z. Zij het punt gegeven door P’ en P*, en de
ljn door /" en I, zoodat dus S,en R, ook bekend Zijn.

We brengen nu door Zen R een vlak « met behulp
van eene lijn s, die / juist in het 1° verdwijnpunt
snijdt. De doorgang van dit vlak « gaat dan blijkbaar
door S, en S, en r," door R = R, evenwijdig met
s2. We kiezen nu voor het gemak als nieuw 1° pro-
Jectiecentrum het gemeenschappelijk 1° verdwijnpunt
der beide lijnen, dus o, = R, = R,. Blijkbaar is nu
0= B = R/. Het punt o; wordt nu weer op de gewone

wijze bepaald door middel van de hjn Oy = 3,0 en
eene lijn door 0, evenwijdig aan Oo.

Voor dit ‘projectiesysteem is « nu 1° projecteerend
vlak; bij het neerslnan wordt (o,), op de gewone wijze
bepaald, en (r.), gaat nu door (o,), // sa.

Bovendien hebben we door onze keuze van een nieuw
1° projectiecentrum  bereikt, dat in dit stelsel I en s
1° projecteerende lijnen zijn, zoodat /" = S ens, = 8,.
Blijkbaar is 7, = (o,), S en s, = (o)), S,

Om P, te vinden, trekken we door P in het vlak
@ nog eene andere lijn m; blijkbaar blijft voor het

nieuwe stelsel 7" onveranderd, terwijl m, = s.. Voor
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dit nieuwe stelsel is m, gemakkelijk te bepalen ; immers
m 1is eene lijn van het 1° projecteerende vlak «; we
zoeken dus op my; het punt W,, de nieuwe 1° pro-
jectie van het oneindigvergelegen punt W van m.
Hierdoor wordt (R,), bekend en dus ook m, =
Su (By)e

P, is nu het snijpunt van s, en m,; ook 7, is be-
kend; de loodlijn uit F, op [, neergelaten is de ge-
vraagde afstand.

De hier gekozen lijn s had met / het 1° verdwijn-
punt gemeen. Derhalve vallen niet alleen B, en Ry
samen, maar is dit eveneens het gevalmet de oneindig
ver gelegen projecties R, en R, Blijkbaar loopen dus
I en s evenwidig. We zien dus, wanneer 2 lijnen
hetzelfde 1° verdwijnpunt hebben, loopen de 1° projecties
evenwijdig. Dus in het algemeen:

Wanneer 2 ljnen een gemeenschappelijk verdwyn-
punt hebben, loopen de overeenkomstige projecties even-

wyjdag.

Tot nu toe hebben we ons slechts bezig gehouden
met het neerslaan van vlakken en van figuren in
dergelijke vlakken gelegen. We willen nu trachten een
dergelijk neergeslagen vlak weer op te richten, of liever
van de met een vlak neergeslagen figuren de beido
projecties zien op te sporen.
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a) Oprichten van neergeslagen projecteerende viakken.

Zi) « een 1° projecteerend vlak, in neergeslagen
toestand gegeven door s, en (rz),; zj bovendien ge-
geven de neergeslagen 1° projecteerende lijn Z,, bepaald
door (O), en S; = het snijpunt van /, met s, . Blijk-
baar wordt de 1° projectie van lijn 7 een punt, nl.
[ = S en de 2° projectie ' = S,0.

Zij m, gegeven van eene willekeurige lijn m van
het vlak «. Noemen we S, het doorgangspunt van
m met het tafereel, en R, haar 1° verdwijnpunt, dan
18 S, het snijpunt van m, met s, en (R,), hel snij-
punt van m, met (7z),. Bij het oprichten van het vlak
blijfft s. en dus ook S, op zjn plaats; 7. gaat door
O en hierop ligt cok R,’. Bovendien is m' = s..

We weten verder uit vroegere beschouwingen, wanneer
W, het oneindig ver gelegen punt van m is, dat
(O), (&,), = W, 8,; hierdoor is W, bekend. Door
middel van de vroeger afgeleide betrekking

010, 1 000, = 8. Wt ST
vinden we nu gemakkelijk 7], en vervolgens door
middel van het bekende parallelogram A, Blijkbaar
s num’ = SR,

Is nu in het neergeslagen projecteerend vlak een punt
P, gegeven, dan kunnen we de beide projecties van het
punt P gemakkelijk vinden, door # te beschouwen
als spijpunt van 2 ljnen, bijv. eene projecteerende en
eene willekeurige lijn.

(+1]
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In den regel is het bepalen van de projecties P en
P gemakkelijker; we kunnen namelijk vaak door P
lijnen trekken, waarvan reeds een punt in opgerichten

toestand bekend 1s.
Om de bedoeling van een en ander nader toe te

lichten, beschouwen we het volgende wvraagstuk :

Van een gelijkzjdigen drichoek lhggen 2 hoekpunten
op een gegeven 1° projecteerende lyn 1, ze zyn gegeven
door hunne projecties A" en A, B enB’. Bepaal de
projecties van het 3° hoekpunt C, als bovendien het
vlak van dien drehoek gegeven s.

Zij het vlak van den driehoek gegeven door zijn
doorgang s en de 2° projectie van de 1° verdwijnlijn
re’ [/ 8z door O, en de lijn I door I = S, en [, op
[ de punten A" en B, op I" de punten A" en B

We zullen cerst het vlak « met de punten A en B
om 8, in het tafereel neerslaan ; hiertoe bepalen we
cerst op de gewone wijze (0), en (rz),. Verder be-
schouwen we bijv. A4 als snijpunt van [ eneene lijn m // s,
en B als snijpunt van / en eene lijn p // sz. Deze
lijnen worden op de vroeger beschreven wijze in neer-
geslagen toestand bepaald; dan is A, het snijpunt van

l, en m,, B, het snijpunt van [, en p,.

ne

C, vinden we nu door op A,B, een gelijkaijdigen
driehoek te construeeren. Om de projecties C" en C*
te vinden, beschouwen we bijv. C als enijpunt van de

1% projecteerende lijn van C, nl », met AC =0; van
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deze laatste lijn zijn reeds 2 punten bekend, namelijk
het doorgangspunt S, en het punt 4. Daar nu C ligt
op de projecteerende lijn 7, is blijkbaar € = S,
Verder s 6" = S,4" en " = S,0 en dus C’" = het

snjpunt van S, 4" en S,0.

b) Oprichten van willekeurige neergeslagen vlakken.

Het is duidelijk, dat bij vraagstukken, waarbij het
oprichten van een willekeurig vlak wordt verlangd, de
moeilijkheid wordt weggenomen, door het invoeren van
een nieuw projectiecentrum, zoodanig, dat het wille-
keurige vlak voor het nieuwe systeem projecteerend
vlak wordt.

In het algemeen verdient het aanbeveling, ter ver-
hooging van de duidelijkheid van de figuren, de vlakken
naar dien kant neer te slaan, waar de minste projecties
van punten en lijnen zijn gelegen.

a) Bepaling van den hoek tusschen 2 ljnen.  Bepaling van
de grootte

i o - van hoeken,
Wanneer de lijnen elkaar snijden, komt de bepaling s

van den hoek tusschen die 2 lijnen neer op het neer-
slaan van het vlak, dat er door kan worden aangebracht,

Het gemakkelijkst wordt de zaak, wanneer we het
snijpunt der beide lijnen als nienw projectie centrum
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o, kiezen; hierdoor worden de beide lijnen 1° projec-
teerende lijnen en zijn dus gemakkelijk in neergeslagen
toestand te bepalen.

Wanneer de ljnen elkaar krusen, kan men door
een punt van de eene lijn een derde lijn trekken even-
wijdig met de andere gegeven lijn; we maken hierbij
gebruik van de eigenschap, dat evenwijdige lijnen de-
zelfde vluchtpunten hebben. De hoek tusschen de 1° en
3¢ lijn is nu de gevraagde hoek.

We kunnen natuurlijlk ook bijv. door O, twee lijnen
trekken, respectievelijk evenwijdig met de beide gegeven
liinen en den hoek tusschen deze 1° projecteerende
lijnen bepalen.

We zoeken dus in de eerste plaats bijv, de 1° vlucht-
punten W en W, van de gegeven lijnen / en m
op de vroeger aangegeven wijze. Trekken we nu door
0, de lijuen p // L en en g // m, dan vallen blijk-
baar de 1° projecties van deze lijnen p en ¢ samen
met hare doorgangspunten S, en S, respectievelijk in
W, en W,. Derhalvep' = S,=W, eng = §,=
W, terwijl natuurlijk p"= S,0 en q° = S,0. De
hoek {usschen deze projecteerende lijnen is nu gemak-
kelijk te bepalen.

b) Bepaling van den hoek die eene ljn met het
tafereel maalkt.

Moeten we den hoek bepalen, die bijv. eene 1°
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projecteerende lijn [ wet het tafereel maakt, dus den
hoek tusschen O,S, en S0,, dan slaan we het vlak
0,0,S; om 0,S, in het tafereel neer. Blijkbaaar is
¢ 0, S,(0,), dan de gevraagde hoek.

Wordt de hoek gevraagd, die eene willekeurige lyn
m met het tafereel vormt, dan herleiden we dit geval
tot het vorige door als nieuw 1° projectiecentrum bijv.
het 1¢ verdwijnpunt van m te kiezen, dus oy = .

De lijn m is nu blijkbaar voor dit nieuwe stelsel
1¢ pro_]ecteereude lijin. We zoeken dus op de gewone
wijze 0, en o = R, en vinden nu den gevraagden
hoek op de hlerboven aangegeven wijze,

¢) Bepaling van den hoek, die een viak met het
tofereel maakt.

Zeer eenvoudig is deze hoek te bepalen, wanneer
we een projectecrend vlak hebben. Zij bijv. het 1°
projecteerend vlak gegeven door sz enra’ // s door 0,
Uit eene sterecometrische figuur blijkt onmiddellijk,
wanneer men door 0,0, een standvlak aanbrengt, het-
welk « snijdt volgens O,; en het tafereel volgens
0,0, dat de ;,mr'ugdc hoek ¢« 0,L0, is. Blijkbaar
is 0,0 de loodlijn uit O, op s. neergelaten ; de hoek
wordt gemakkelijk bepfm](l door het vlak 0,0, om
0,L in het tafereel neer te slaan,

Is het vlak « willekeurlg, dan kunnen we een
willekeurig punt van de 1° verdwijnlijn als nienw 1°
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projectiecentrum kiezen; we nemen dus op 7.  een
willekeurig punt R* = o, terwijl 0, = 0,. Het punt
0, = R wordt op de gewone wijze bepaald. Daar
voor dit nieuwe stelsel « 1° projecteerend vlak 1s, 1s
het vraagstuk tot het bovenstaande geval terug-
gebracht.

Kiezen we als nieuw 1° projectiecentrum niet een
willekeurig punt, maar het voetpunt van de loodlijn
uit 0; op de 1° verdwijnlijn van het vlak neergelaten,
dan is o blijkbaar het voetpunt van de loodlijn uit
O op 7z neergelaten, zooals eene stereometrische
figuur onmiddellijk aantoont. 0, = 0,. o, ligt op 0y
en tevens op eene lijn door O, // Oo getrokken.

d) Bepaling van den hoek tusschen 2 overeenkom-
stige projecteerende vlalkken.

Ziin « en B twee 1° projecteerende vlakken, gegeven
door s, en 8, vz [/ sz enrp” // sp door O. De snijlijn
s van deze beide vlakken is natuurlijk eene 1° projec-
teerende lijn, gaat namelijk door O,. De standhoek is
nu de hoek, gevormd door de loodlijn in « uit een
willekeurig punt van de snijlijn getrokken, met de
loodlijn in het vlak g in ditzelfde punt van de snijlijn
opgericht. Kiezen we voor dit willekeurig punt van de
snijlijn het punt O,, dan hebben we het voordeel dat
de beenen van den standhoek ook 1° projecteerende
lijnen zijn, We willen nu trachten van deze lijnen de
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dezer lijnen om zijn doorgang neerslaan.

Om de doorgangspunten der beide lijnen te vinden,
slaan we « met s neer om sy en § met s om s3. In
beide neergeslagen vlakken trekken we uit het neer-
geslagen punt O, loodlijnen op s,. De snijpunten van
deze loodlijnen met s. en &g zijn respectievelijk de door-
gangspunten van de beide beenen van den standhoek
met het tafereel. Noemen we deze lijnen 7 en m, dan
ziiln dus S, en S, bekend; de doorgang s, van het
vlak » door 7 en m is nu de verbindingslijn van §;en
S,. Dit vlak nu slaan we neer met de projecteerende
lipen 7 en m; de hoek tusschen [, en m, is nu de

gevraagde standhoek.

e) Bepahng van den hoek tusschen twee willekeurige

viakken.

Zijn de vlakken « en g willekeurig, dan kiezen we
het 1° verdwijnpunt van de snijlijn van « en § als
nieuw 1° projectiecentrum. Hiermee is het vraagstuk
tot het vorige geval teruggebracht.

Alyorens over te gaan tot het bepalen van den CO“"’:"“”““'“
yan 100d-

hoek, die eene lijn, met een v.lak maakt, willen We Jinen op cen
ons eerst bezighouden met eenige andere problemen. ylak.
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a) In een punt van een vlak eecne loodhjn op dit
vlak op te rchten.

We zullen, om de methode duidelijker te doen uit-
komen, eerst eene opgave bespreken, die minder
ingewikkeld is door het overbodig zijn van eenige
bijconstructies, die voor het algemeene geval nood-
zakeljk zijn. Wij kiezen namelijk een projecteerend
vlak, bijv. het 1° projecteerend vlak « en stellen ons
tot taak in O, eene loodlijn op « op te richten.

Zij « gegeven door &z en 7" // s.door O; blijkbaar
is O eigenlijk de 2° projectie van O, terwijl de 1° pro-
jectie van O, ligt op sa.

Is nu z de gevraagde ljn door Oy, dan kunnen we
opmerken :

1°. z 13 eene 1° projecteerende lijn, zoodat z' = S,.

2°. de 2° projectie z" moet gaan door S, en O.

3%, z ligt in het vlak g door O, | s..

4o, S, ligt op sp, d. i. eene lijn door O, | sz,
dus op 0,1, wanneer [, het voetpunt van deze lood-
lijn voorstelt.

5°. z staat ook | O,L.

Het komt er slechts op neer het punt S, te bepalen ;
in de plaats eerste ligt dit op s3 = 0,1, maar bovendien
is 2 = 0,S, | O, We slaan dus # neer om 0,4
in het tafereel; trekt men in dit neergeslagen vlak door
(Op), eene lijn | (0,)),L, dan is dit blijkbaar z, en
het snijpunt van z, met s3 = O, L is S, Nu is
€ =S, en z = S,0.
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Voor het algemeene probleem is het nu vrijwel
onverschillig, of het gegeven vlak projecteerend is
of niet.

Zij « een willekeurig vlak en P een punt van dit
vlak. We brengen de opgave nu onmiddellijk tot het
bovenstaande terug door P als nienw 1° projectie-
centrum aan te nemen. Noemen we dit nieuwe pro-
jectiecentrum oy, dan is o, = P blijkbaar het snijpunt
van O,P en O,P"; verder is P* = o. De straal van
den nieuwen distantiecirkel 1s gelijk aan den afstand
van P tot het tafereel, die op de gewone wijze wordt
bepaald. De projecties van de gevraagde lijn @ voor
het nieuwe projectiestelsel worden nu evenals boven
bepaald; @, = S, en @, = S0 = S.P".

Gaan we terug naar het oorspronkelijke projectie-

stelsel, dan s natuwrlijk z° = %7 = S, P en
z = S,P.

b) Uit een punt buiten een vlak eene loodlhyn
op dit vlak neer te laten.

Dit vraagstuk is eenigszins ingewikkelder dan het
voorgaande. Zij « een willekeurig vlak, gegeven door
$2 en e // sz, en P een punt buiten dit vlak, be-
paald door P en P. Het is duidelijk, dat de gevraagde
lin 2 zal liggen in een vlak g door P | 82, zoodat
s¢ = PL, waarin P de orthagonale projectie van P
en [ het voetpunt van de loodlijn uit P op s neer-
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gelaten, voorstelt. Door middel van eene willekeurige
lijn door P, die haar doorgangspunt op sz heeft, is
rg gemakkelijk te bepalen, zoodat ook de snijlijn van
« en # bekend is door haar doorgangspunt S, (snij-
punt van s; en sg) en de 2°. projectie van haar ver-
dwijntpunt R, (snijpunt van 7" en 7). Kiezen we
nu dit verdwijnpunt R, als nieuw 1° projectiecentrum,
zoodat dus 0 = R/, 0o,= R, eno, = 0,. dan kunnen
we o, op sp gemakkelijk bepalen door middel van de
lin 9,0, We slaan nu het vlak # om s3 neer;
[, = S (o), terwil P, gemakkelijk bepaald wordt
door P te beschouwen als snijpunt van de loodlijn door
P op spmet de lijn door P en het nieuwe 1°. pro-
jectiecentrum o,. Hiermee is de lijn z, dus ook gevonden
en bovendien S,, het snijpunt van =, met sg. Daar
de gevraagde lin @ moet gaan door P, is ze nu

volkomen bepaald; z = S, P en 2" = S, P

¢) In een punt van een vlak eene loodhyn
van bepaalde lengle op te richten.

Zij « het gegeven vlak, bepaald door sz en 72 //
g2 en P het gegeven punt in «, (dus op eene lijn
in «), bepaald door P' en Pr. Kiezen we als nieuw
1¢ projectiecentrum o, == P, dan is blijkbaar o, =P
en 0 = P, terwijl 5, = 0,.

De afstand van P tot het projectievlak wordt op
de gewone wijze bepaald, waardoor tevens de straal

van den nieuwen distantiecirkel bekend is.
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We brengen nu door o, = P het vlak § loodrecht
op sz en slaan dit met het punt o, = P en de
vroeger genoemde lijn o,/ (snijlijn van « en @) om
sg in het tafereel neer. Noemen we = de loodlijn in
P = o, op « opgericht, dan 1s @, in de neergeslagen
fignur de loodlijn in (o,), = P, op (0,),L: opgericht.
Passen we van uit P, hierop de gegeven lengte af,
dan 1s X bepaald, wanneer X het uiteinde van de
gevraagde loodlijn voorstelt. S, is het snijpunt van a,
met sg. Blijkbaar weten we dus reeds, dat X" moet
liggen op S,P en X~ op S,P’. Verder is gemakkelijk
de orthogonale projectie X te bepalen als voetpunt
van de loodlyjn uit X, op s neergelaten. Blijkbaar
ligt nu X" op O, X en X op O,X. Derhalve X" is het
snijjpunt van S, P° en O,X en X~ dat van S,P" en
0,X. Als controle blijft over, dat A" en X" op eene
liin door O moeten liggen.

We kunnen nu ook den hoek bepalen, die ecne Bepaling van
den hoek die

% " N .. yeene lijn met
/JU het vlak « gegeven door s« en 7z  ende l'.]"z een vlak

door 7 en I, We trekken door een willekeurig punt paakt,
P van [ een lijn loodrecht op het vlak « en bepalen
den hoek tusschen deze loodlyn en de lijn L De

willekeurige lin met een willekeurg vlak maakt,

gevrangde hoek is hiervan het complement.

We zen uit het bovenstaande tevens de mogelijk-
heid om een vlak te construeeren door een gegeven lin
l loodrecht op een gegeven viak «,

We willen volledigheidshalve even opmerken, dat
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de constructie van loodlijnen op vlakken tevens dienst
kan doen om den hoelk tusschen 2 wnllekeurige viaklen
te bepalen. Hiertoe richten we in een willekeurig punt
van de snijliin op elk der beide vlakken eene loodlijn
op. De hoek tusschen deze loodlijnen is tevens de hoek
tusschen de 2 gegeven vlakken.

We zijn nu tevens in staat de projecties te teekenen
van eenvoudige lhchamen.

We willen als voorbeeld hiervan:

De projecties opsporen van een regelmatige driezyjdige
pyramide, waarvan de zijde van het grondvlak en de
hoogte bekend zyn.

We willen om onnoodige complicatie te voorkomen,
aannemen, dat het grondvlak AABC bijv. in een
1° projecteerend vlak gelegen is, een geval, waartoe
het algemeene onmiddellijk te herleiden is door invoering
van een nieuw projectiecentrum.

Blijkbaar is A ABC gelijkzjdig; zij nu het 1° pro-
jecteerend vlak « gegeven door s, en 72" |/ 8z door
0, dan kunnen we dit vlak met zijn 1° verdwijnlijn
neergeslagen denken om &, in het tafereel. In dit
neergeslagen vlak nemen we nu een gelijkzijdigen drie-
hoek A, B, C, aan, waarvan de zijde gelijk is aan
de gegeven zijde van het grondvlak en bepalen het
middelpunt van den omgeschreven cirkel M. Al 1s
dus het voetpunt van de hoogtelijn van het viervlak.

Om nu de beide projecties van den drichoek ABC
te vinden, benevens die van het punt A/, gaan we
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aldus te werk. Waar B,C, = a, den doorgang s, snijdt, ligt
S, en waar ze (7z), ontmoet ligt (R,),. Door middel
van de bekende hulpconstructie is nu R,” gemakkelijk
te bepalen en dus ook a’ = S,R,, terwill @ = s..

De punten B, " en B, " vinden we door middel
van de 1° projecteerende lijnen van Ben C. Het punt
A, dus A" en A" vinden we door A4 te beschouwen
als snijpunt van AC' met de 1° projecteerende lijn van
A; evenzoo M en A door A te beschouwen als
snijpunt van AM met de 1° projecteerende lijn door
M. Hiermee 1s het vraagstuk teruggebracht tot het
meer eenvoudige, namelijk in een punt A/ van een
gegeven vlak « eene loodlijn van gegeven lengte op
te richten. We brengen hiertoe een vlak § door A
| 8z, zoodat sg gaat door M, het snijpunt van 0, en
0,M". Slaan we nu het vlak g met A/ en de snijlijn
an § met « om s neer. De hoogtelijn van het vier-
vlak staat nu loodrecht op de snijlyn van « en §;
z, is dus te teekenen, en dus is ook S, en X be-
kend, wanneer X het 4° hoekpunt van het viervlak
is. X ligt op sp en wordt gevonden door uit X, eene
loodliin op sg neer te laten. A" is nu het snijpunt
van S,/ met X 0,; evenzoo is X" het snijpunt van
S.” met X 0,

De projecties van de 4 hoekpunten van de pyra-
mide zijn hiermee bekend, en dus ook de projecties

van de pyrmnide.



Viuchtpun-
ten,

HOOFDSTUK IIL.

Bijzondere Projectiestelsels,

Tot nu toe hebben we ons beziggehouden met het
algemeene geval van twee willekeurige projectiecentra,
hetzij aan denzelfden kant, hetzij aan verschillende
kanten van het tafereel gelegen. We willen nu eens
in het kort nagaan, in hoeverre de projecties veran-
dering ondergaan, wanneer we omtrent de ligging dezer
centra bijzondere onderstellingen invoeren.

A. De projectiecentra liggen op gelijken afstand,
maar aan verschillende kanten van het tafereel.

- Blijkbaar zijn de stralen der beide distantiecirkels
even groot; het punt O ligt dus als inwendig gelijk-
vormigheidspunt op gelijken afstand van O, als van O,

Wij zullen slechts stilstaan bij die constructiefiguren,
welke aanleiding geven tot bijzondere opmerkingen.

De projecties van eene lijn 7 zijn blijkbaar weer 2
rechte lijnen 7 en 7, die elkaar snijden in het door-
gangspunt & van de lijn. Het bekende parallelogram
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OFR'ST" levert in zooverre iets bijzonders op, dat de
lengten der zijden voor dit speciale geval in zeer
eenvoudig verband staan tot de afstanden van de beide
verdwijnpunten tot de respectieve projectiecentra.
Immers, zooals wit de beschouwing van eene ste-
reometrische figuur blijkt, is:
NHE = i —= 0 ), = 2 R
SEe =80T =21 TOS=F =S W:
Dit volgt trouwens ook onmiddellijk uit de voor
het algemeene geval afgeleide evenredigheden :
ST : SW = 00, : 0,0,
en SR : SW = 00, : 0,0,
dit speciale geval overgaan in;
SIS =L (1)
SR : SW'=1:2 (2)

We wvinden dus het 1° vluchtpunt W op U en het
2¢ vluchtpunt W' op [ door respectievelyl de afstan-
den ST en SR’ le verdubbelen.

Bedenken we verder, dat W'W" door het punt O
moet gaan, dan kunnen we het gevonden resultaat ook
aldus formuleeren

Wanneer voor bovengenoemd projectiestelsel van eene
hin 1 de projecties I en U en dus ook T} en Ry bekend
ayn, dan vinden we W, en W, als snypunten van de
lyn door O [/ By T) respectievelyyhk met I en [,

De gemakkelijke bepaling van de viuchtpunten van eene Neerslaan
lijn is vooral van belang bi) het neerslaan van vlakken, van vlakken,
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Laten we om dit toe te lichten ons bepalen tot het
eenvoudige voorbeeld :

Den  afstand van twee willekeurige punten A en B
te bepalen.

Ziin de beide distantiecirkels O, en 0, en dus ook
het punt O bekend; zijn verder de beide punten ge-
geven door A, A" en B, B

We brengen door A en B het 2° projecteerend
vlak «, zoodat s, = A'B" en t, gaat door 0. We
bepalen in de 1° plaats het doorgangspunt S, en
de 1° projectie van het 2° verdwijnpunt 7} van
[ = AB.

We slaan vervolgens het vlak met 7. en / neer om
8z. Op de gewone wijze vinden we (0,), en dus (1),
door (0,), // s.. Wat de lijn [ betreft, blyjft S, op
zijn plaats; verder is bljkbaar

(0), (1)) = O, Ty = WrS;= 2 X RS
waarbij we goed dienen te letten op de richting.

Hiermee 1s dus [, bepaald. De punten A, en B,
vinden we door middel van de 2° projecteerende lijnen
door A en B, nl. @ en b. A, is dan het snijjpunt
van /, en a,, B, dat van [ en b,.

f

Bij verder onderzoek blijkt, dat behalve deze voor-
deelen voor metrische betrekkingen, waardoor het neer-
slaan van vlakken met daarin gelegen lijnen aanmerkelijk
wordt vergemakkelijkt, deze speciale keuze van projec-
tiecentra geen vereenvoudiging geeft.
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B. De bede projecticcentra liggen op gelijken afstand,
aan denzelfden kant van het tafereel,

Ook hier zijn de stralen der beide distantiecirkels
gelyk. Het 1s overigens duidelijk, dat dit systeem
eenige afwijking zal moeten vertoonen met het algemeene,
reeds in zooverre, dat de verbindingslijn der projectie-
centra evenwijdig 1s met het tafereel en dus het door-
gangspunt O i het onemndige vall.

We vermoeden dus, dat, wanneer P° en P’ de pro-
jecties voorstellen van een punt P, hunne verbindings-
liin moet gaan door het oneindig vergelegen punt van
0,0,, m. a. w. evenwijdig loopt met de verbindings-
lyn der maddelpunten van de distantiecirkels.

Eenvoudige beschouwing van de ruimtefiguur beves-
tigh dit vermoeden; immers het vlak 0,0,P snijdt het
tafereel volgens eene lijn P'P’, die evenwijdig moetloopen
met 0,0, en dus ook met 0,0,

We komen dus tot deze voorwaarde:

De  verbindingslijnen van de bewde projecties van
verschillende punten van de ruimte gaan alle door het
oneindig vergelegen punt van 0,0,, 2n dus evenwijdig
mel 0,0, en dus ook onderling evenwijdig.

Projecties
van een punt.

De beide projecties van eene lijn zijn weer 2 rechteProjectiesvan

. , - : . eene lijn. Bij-
liinen ¢ en , de doorsneden van de beide projectee-‘""""™ ™V
zondere pun-

rende vlakken van de lijn /. Het snijpunt van 7 en
I 18 het doorgangspunt 8,

Wat de verdwijnpunten van de lijn betreft, moeten
6
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we opmerken, dat de punten R en T voor dit projec-
tiesysteem samenvallen; de beide projecties van dit
verdwijnpunt vallen blijkbaar in het oneindige. Derhalve
R = T is het oneindig vergelegen punt van I° en
R = T ligt oneindig ver op /.

Van het bekende parallelogram vallen dus 3 punten
in het oneindige, namelijk &', 7" en O.

Wat de projecties van het oneindig vergelegen punt
W betreft, deze zijn gemakkelijk te vinden ; Immers :

1° WW" loopt evenwijdig met 0,0,

2 WW = 0,0, = 0,0,.

Men bepaalt de vluchipunten W' en W™ van eene
liin 1 op de volgende wijze: Zijn ' en I de projecties
van [ en zj A het snijpunt van 0,0, met /', dan
zetten we van uit A op 0,0, een stuk uit gelijk aan
0,0, Uit het zoo verkregen punt B trekken we eene
lin // U, tot ze I snijdt; dit punt 1s W, terwil
W* op ' gevonden wordt door middel van eene lijn :
/] 00,

Natuurlijk is weer SW = RO, en SW* = RO,
waarvan we gebruik zullen maken bij het neerslaan
van vlakken.

Wat de puntenreeksen op de projecties 7 en I be-
treft, valt het volgende op te merken :

8§ = 8 = 8" is zoowel een punt van de eene reeks
als van de andere, juist zooals in het algemeene geval.
Verder komt het oneindig ver op [ gelegen punt
R overeen met het oneindig verre punt A op [~

De puntenreeksen zyn dus gelykvormiy.
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De kromme van de 2° Llasse, die omhuld wordt
door de verbindingslinen van overcenkomstige punten,
w8 an dit geval ontaard in een stelsel van evemwijdige
lijnen, d.w,z. wn een waaier met top in hel onewndige
en dezen top als Elassepunt.

De voorwaarde, dat 2 lijnen /en m in elkaar snijden, Yoorwaarde
wordt blijkbaar voor dit speciale geval: o (e
Wanneer U en U, m" en m’ de projecties van 2 ellaar
snijdende ljnen 1 en m voorstellen, dan moet de ver-
bindingsbyn. van  het snypunt van { en m' en het
snypunt van [ en m’ evenwijdig loopen met 0,0,

In het algemeen is een vlak weer bepaald door Afbeelding
3 willekeurige punten A4, 5 en C. van een vlak,

De lijnen A4, BB, C'C loopen blijkbaar even-
wijdig met 0,0,. Zij « het vlak door deze 3 punten
bepaald, -dan is gemakkelijk in fe zien, dat de over-
eenkomstige zijden van de drichoeken A'B:C’ en
A B C" elkaar weer snijden op eene rechte lijn, namelijk
op den doorgang van het vlak x.

Ook in dit geval zijn de driehoeken perspectief ge-
legen ten opzichte van het oneindig ver gelegen cen-
trum van perspectief O (Uitbreiding van Desargues).

De beide methoden om een 4° punt van het vlak
te construeeren, blijven van kracht.

Hetzelfde, wat opgemerkt is omtrent de verdwijn-
punten van eene lijn, geldt natuurlijk ook voor de ver-
dwijnlijnen van een vlak. Een vlak « heeft slechts

G.
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eene enkele verdwijnliin 7, = {.,; zoowel 7z als

7 vallen by dit projectiestelsel in het oneindige.
Een vlak kan dus niet worden bepaald door zijn

doorgang en verdwijnlijn, maar door zijn doorgang

sz en een willekeurig punt P (s., PP).

Hoewel de beide projecties van de verdwijnlijn in
het oneindige vallen, zoo is bij het neerslaan bijv. van
een 1° projecteerend vlak, (r.), gemakkelijk op de
gewone wijze te bepalen. Eveneens, wanneer [ eene
projecteerende lijn van « is, bepaalt men gemakkelijk
lIn = ‘S’l(ol)n'

De eenige moeilijkheid schijnt te zijn, wanneer m
eene willekeurige lijn van het 1° projecteerend vlak
« 18, bij het neerslaan van « om zijn doorgang s. de
, te bepalen, daar de projecties van het
verdwijnpunt £, -in het oneindige vallen.

We weten evenwel, dat (R,), op (rz), moet liggen
en zullen door een kunstgreep den afstand (Oy), (R,,),
bepalen. Deze afstand is namelijk gelijk aan OR,, als
R, de orthogonale projectie van R, voorstelt,

Z1j het vlak « gegeven door sz, PP (P in sz) en
zi) m eene willekeurige lijn in « door P, dus &, op
Sz, M = sy en m = S, P, Is nu R, het verdwijn-
punt van m, danis O, R, // taféreel; eveneens O, 22,

Hieruit volgt 0, K, // O, R, en O, R, /] Oy R,

Blijkbaar geeft O, 2, en dus ook O, R,
aan, waarin R, in het oneindige ligt; evenzoo geeft

de lijn m

n

de richting

n
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0, R, of 0, R, de richting aan, waarin R, in het
oneindige ligt.

Derhalve O, R, // m en Q, R, // m’; we vinden
dus het punt R, door uit U, eene lijn te trekken
evenwijdig aan m' = sz en uit 0, een lijn // m” =S, P’
Het snijpunt van deze lijnen is R,

Daar nu O,R, = O,R, = (0), (R,), is hiermee
(R,), gevonden en dus ook m, = &8, (£,),

Het spreekt van zelf, dat we om m, te vinden, ook
de volgende methode hadden kunnen toepassen, die
omslachtiger 1s, maar misschien meer voor de hand
ligt. Het vlak « is gegeven door s. en P, P, We
zouden natuurlijk als nieuw 1° projectiecentrum o = .
kunnen kiezen; hierdoor wordt het bijzondere systeem
tot het algemeene teruggebracht. Blijkbaar is o, het
snijpunt van O, en O,P", terwijl de straal van den
nieuwen distantiecirkel op de gewone wijze wordt be-
paald; verder is 0 = P’ en 0y, = 0,.

Hiermee is « niet alleen 1° projecteerend vlak ge-
bleven, maar is m bovendien 1° projecteerende lijn
geworden, zoodat de bepaling van m, slechts neerkomt
op het vinden van (o), of P,

[s P ecen willekeurig punt van het 1° projecteerend
vlak «, dan vinden we P, door P als snijpunt te
beschouwen van eene willekeurige lijn in « en de
1° projecteerende lijn van P.

Om  willekeurige vlakken met lijnen en punten om

den doorgang neer te glaan, kiezen we weer een nieuw
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1° projectiecentrum, al of nwet gelegen in de ver-
dwijnlijn van het vlak. In het laatste geval wordt
het speciale systeem herleid tot het algemeene, waarbij
de afstanden der projectiecentra tot het tafereel wille-
keurig, niet gelijk zijn.

C. De bede projectiecentra liggen op eene loodlijn
op het projectieviak, heizy aan denzelfden kant, hetzij
aan verschillende kanten van het tafereel.

Veel bijzonders levert deze keuze van projectiecentra
niet op. Het is duidelijk, dat de beide middelpunten
der distantiecirkels in dit geval samen vallen met het
doorgangspunt van de verbindingslijn der projectiecentra.,
Derhalve 0, = 0, = 0. De grootheden, die het pro-
jectiesysteem bepalen in de constructiefiguur, nemen
in het tafereel weinig plaats in, wat natuurlijk als een
voordeel 1s aan te merken met betrekking tot de
duidelijkcheid van de teekening, vooral bij het neerslaan
van vlakken.

De vereenvoudiging wordt evenwel aanmerkelijk
grooter, wanneer de projecticcentra bovendien op ge-
tiken afstand aan weersmjden aan het tafereel 2
gelegen.

Immers in dit geval vallen niet alleen de middel-
punten der distanciecirkels samen, maar deze zelf ook ;
alleen de pijlen, die aangeven aan welken kant het over-
eenkomstige centrum wordt gevonden, zijn verschillend.

Bovendien hebben we het groote voordeel, dat voor
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eene lin { O, = 2 x OR en 0,7 = 2 x 0T,
als &£ en 7 de beide verdwijnpunten van 7 voorstellen ;
zooals we zagen, 1s deze betrekking van groot belang
bij het neerslaan van vlakken, ook in verband met de
betrekkingen, geldende voor de vluchtpunten W' en
W* van L

Behandelen we als toepassing nog eens het volgende
vraagstuk :

Van een wvierkant, waarvan de zjde eene gegeven
lengle @ heeft, s bekend, dat het Lgt wn cen gegeven
1° projecteerend wlak «. Van dit verkant EFGH
ligt het punt B op gegeven afstand b van sy, terwijl
EE een hoek wvan 30° maakt met s.. Gevraagd de
projecties van dit merkant te construeeren.

7Zi) het vlak « gegeven door sz en 7z" // s. door
O, dan bepalen we eerst op de gewone wijze (0,), en
(re),, In dit neergeslagen vlak teckenen we nu het
vierkant £ /.G, H, en zullen het vervolgens weer
trachten op te richten.

Noemen wo de zijden AF, FG, GH en HE res-
pectievelijk a, b, ¢ en d, dan is het snijpunt van
EF met s; blijkbaar S,, terwijl (), het snijpunt is
met (rz),. Nu is:

OR' = t o, R, = % (O)(&,),
terwijl R, ligt op r,. A, 18 dus te vinden en
hierdoor is ook « = S,R, bekend, terwijl @ evenals
alle 1¢ projecties van de zijden van het vierkant met

sz samenvallen.,
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Gemakkelijk vinden we nu W.." uit de betrekking
S, W, = 2 x S8,R,. Daarverderc//ais W, = W,.
Hiermee is tevens ¢ = S, W, gevonden.

We kunnen nu, om de punten £, £, G en H te
vinden waarschijnlijlc het best gebruik maken van de
1° projecteerende lijnen van %, I, G en A.

Verder vinden we E', F, G en H op s, door
middel van de lijn OF°, OF", 0G" en OH..

Het spreekt vanzelf, dat we de projecties van de
9 andere zijden van het vierkant op dezelfde wijze
hadden kunnen vinden als die van a en ¢, door gebruik
te maken van het gemeenschappelijke vluchtpunt
W, = W,. Als controlemiddel blijft ons dus nu over,
dat & en d’ elkaar moeten snijden in W, = Wy.

Voor het neerslaan van willekeurige vlakken nemen
we een mnieuw projectiecentrum aan, bij voorkeur in
de overeenkomstige verdwijnlijn van het vlak. Immers
hierdoor blijft het hoofdvoordeel behouden, dat de
projectiecentra aan weerszijden op gelijken afstand van
het projectievlak (tafereel) gelegen zijn.

D. FEen der projecticcentra ligt in eene bepaalde
richting wn het oneindige.

Ligt O, bijv. op eindigen afstand van het tafereel
en O, in eene bepaalde, door een pijl aangewezen
richting in het oneindige, dan zal de ljn door O in
de richting van de pijl getrokken, de rol spelen van
de verbindingslijn der projectiecentra en haar snijpunt
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met het tafereel worden aangeduid door O. Noemen
we O, weer het voetpunt van de loodlijn uit O, op
het projectievlak neergelaten en O, het voetpunt van
de loodlijn uit O, dan ligt blijkbaar O, in het on-
eindige op de verbindingsliin 00,.

Is dus in de constructiefiguur de 1° distantiecirkel
met ziju middelpunt O; en bovendien het punt O ge-
geven, dan 18 de richting, waarin O, zch in het
oneindige bevindt, volkomen bepaald; het stelsel is
dus volkomen vastgelegd. O, ligt op de lijn OO, in
het oneindige.

De 1¢ projectie van een puut P is natuurlijk het
snijpunt van de lin O,P met het tafereel. De 2° pro-
jecteerende lijn is blijkbaar eene lin door P in de
richting, waarin O, in het oneindige ligt, dus eene lijn
// 0,0. De beide projecteerende lijnen liggen dus met
0,0 in é6n vlak, m. a. w. de snijpunten O, P' en P* met
het tafercel liggen op eene rechte lijn.

De voorwaarde voor de prn_;}::'h'm van een punt
blijft onveranderd van kracht,

Bijzondere punten zijn natuurlijk weer:

a) punten in het tafereel. |

b) punten op de lijn O,0.

¢) punten in een der verdwijnvlakken.

Is R bijv. een punt van het 1° verdwijnvlak, dan
ligt R is het oneindige; het merkwaardige is evenwel
OR° = en // O,R,

Projecties
van een punt,
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Is W een punt van het 2° verdwijnvlak, dan valt
W" in het oneindige, maar W' in het eindige, afhan-
kelijk van de richting, waarin W in het oneindige ligt.

De 1° projectie van eene lin [ krijgen we op de
gewone wijze door de snijlijn te bepalen van het 1°
projecteerend vlak (vlak door Zen O,) met het tafereel;
het 2°¢ projecteerend vlak is een vlak door 7 en 0,
dus een vlak door 7 |/ 0,0; de snijlijn van dit vlak
met het tafereel is ; I en ! snijden elkaar in &,
het doorgangspunt van [

Bijzondere punten van [ zijn natuurlijk doorgangspunt,
verdwijnpunten en vluchipunten.

Voor het 1°¢ verdwijnpunt 22 valt 72" in het oneindige
op [, R in het eindige op I, zoodanig dat O/ =
en // O.R.

Wat het 2¢ verdwijnpunt 7' betreft, zien we gemak-
kelijk in dat dit punt tegelijkertijd het oneindig ver
gelegen punt W van [ is, zoodat 7' = W. We zullen
het 2¢ verdwijnpunt voor dit stelsel dus voorstellen
door .

Ook uit eene stereometrische figuur volgt onmiddel-
lijk, dat OR'SW’ een parallelogram vormt,

W ligt op ¢ in het oneindige, wat volkomen
klopt met de voorwaarde, dat W', O en W" op één
rechte lijn moeten liggen.

We zen dus, dat de projecties van het oneindig
)
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vergelegen punt van eene lijn [/, dus de vluchtpunten
van [ gemakkelijk zijn te construeeren,

W' ligh op I en is het 4° hoekpunt van het paral-
lelogram, waarvan O, R" en § de andere hoekpunten
zijn. W ligt op " in het oneindige.

Zim 1 en m evenwydige Ljnen, dan gaan U enm’
door het gemeenschappelyke viuchtpunt We. " en m”
moeten gaan door het gemeenschappelyke oneindig
verre vluchipunt W, m. a. w. " en m’ loopen evenwijdig.

Dit is niets anders dan een bijzonder geval van de
reeds vroeger genoemde stelling:

Van twee lijnen, die hetzelfde 2° verdwijnpunt hebben,
loopen de 2° projecties evenwijdig, terwijl de 1° pro-
jecties elkaar snijden in de 1° projectie van dit gemeen-
schappelijk verdwijnpunt.

We zijn nu in staat door een punt P eene lyn m
te treklken || aan een gegeven ljn L.

Hiertoe bepalen we eerst W, op (" door middel van
eene lijn door O |/ I'. We weten nu W,” = W, dus
m = W; P'. Verder is m" || I door P". De constructie
verandert niet als in plaats van een willekeurig punt
P, van de gevraagde lijn het doorgangspunt bekend is.

We willen alleen even stilstaan bij de bepaling van Bepaling

. ] St vardwiniine van het ylak.,

een vlak door zjn doorgang en een der verdwinljnen.
Beschouwen we allereerst de projecteerende vlaklken.
Voor een 1° projecteerend viak « lovert dit niets

bijzonders op; dit wordt nl. bepaald door s enrs’ //

8z door O terwijl tz = sa.
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Een 2° projecteerend vlak § is een vlak // 00,;
7p = sg door O, terwil #° // sa door O.

Voor een dubbelprojecteerend vlak y is blijkbaar
=Ty = 4.

Voor een willekeurig vlak « valt op te merlken,
zooals beschouwing van een stereometrische figuur leert,
dat de afstand van O tot 7" gelijk is aan die van Z,
tot 5,; deze afstand is namelijk gelijk aan de loodlijn
wt O, op de 1° verdwijnlijn van het vlak neergelaten.

Om willekeurige vlaklken neer te slaan kunnen we
als nieuw projectiecentrum een punt van de 1° ver-
dwijolijn kiezen. Kiezen we bijv. het voetpunt R van de
loodlijn uit O, op 7. neergelaten, dus o, = R.

Blijkbaar is 0 = R het voetpunt van de loodlijn uit
O op 7" meergelaten, o, = R is het snijpunt van de
loodlijn uit O, op s. neergelaten met eene lijn door
R // 00,, maw. R = 0, is het 4°. hoekpunt van
een parallelogram, waarvan R, O, 7, de 3 aundere
hoekpunten zijn. De straal van den 1%, distantiecirkel
15 onveranderd gebleven,

Men zou het hier besprokenene door meerdere voor-
beelden kunnen toelichten. Ik meen evenwel hiermee
dit proefschrift te moeten eindigen, vertrouwende, dat
leder, die dit boekje met aandacht gelezen heeft, in
staat zal zijn eenvoudige problemen tot oplossing te
brengen,
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Op blz. 18: laatste regel staat ({'0,) moet zijn (£0,).
11° regel van onderen staat P €, moet

zijn P Q.

Op blz. 28: eerste regel staat /' en m, moet zijn ' en m'.

Op blz. 36: 13" regel vau boven staat A" B, moet
zijn A" B

Op blz. 63: 9° regel van boven staat / en K, moet
zijn [ en P,

Op blz. 69: 4° regel van boven staat 2 O, S{0;), moet
siin 2 DS(0,),

Op blz. 72: 6° regel van onderen staat plaals eerste,
moet zijn eerste plaats.

Op blz 72: 5° regel van onderen staat O, [, moet

zijn "0, L.

Op blz. 73: 17° regel van boven staat S.F;, moet
zijn S,

Op blz. 74: 8¢ regel van boven staat o, =R, moet
zin o, =R,

Op blz. 85: 3° regel van boven staat O, &,, moet

Zijn D’! I\ir;:'






STELLINGEN.

L.

De lijn, die in de bicentrale projectie de verbin-
dingslijn der centra snijdt, is analoog met de lijn,
die in de orthogonale projectie van Monge de as van
projectie loodrecht kruist.

I1.

De beide kegelsneden, die in de bicentrale projectie
de projecties van een cirkel voorstellen, zijn in het
algemeen onvoldoende om dien cirkel te bepalen.

[11.

Als men een punt bepaalt door zijne centrale en
zijne orthogonale projectie op het zelfde tafereel, dan
past men de beginselen der bicentrale projectie toe.

A%

Het verdient geen aanbeveling om met Powncaré,

nonsecanten ook parallellen te noemen.
Y.
De lijn in het oneindige van het Euclidische viak 18

eene Riemannsche lijn,



VI

De arithmetica kan, in tegenstelling met de meetkunde,
zonder axioma’s worden opgebouwd.

VIL

Het theorema van Budan brengt de scheiding der
wortels niets verder dan het theorema van Descartes.

VIIL

Het is wenschelijk, dat voor de onderscheiden ver-
valsproducten van radioactieve stoffen afzonderlijke
benamingen worden ingevoerd.

IX.

De tegenwoordige stand van de wetenschap maakt
het wenschelijk een electrischen stroom in een geleider
niet als dubbelstroom op te vatten.

X.

De blauwe kleur van de lucht is een gevolg van
de moleculaire verstrooting van het licht in den
dampkring.

sEE— — -




XTI

Bismuth dient te worden beschouwd als het eind-
product van de radioactieve Thorium omzetting,

X1I.

De definitie van kans in de waarschijnlijkheids-
rekening is of onvolledig, of men beweegt zich in een
vicieusen cirkel.

XTII.

De principes in de mechanica zijn te vergelijken met
de axioma's in de meetkunde.

XIV.

Do formuleering van het principe der virtueele snel-
heden in 7Thomson en Tait is aan ernstige bedenkingen

onderhevig.

XV.

Het is wenschelijk, dat de beginselen van de diffe-
rentiaal- en integraalrekening op de H. B. B. onder-

wezen worden,
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