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INLEIDIN G.

§ 1. Cavcny behandelt in zijn ,Mémoire sur U Application
du Caleul des Résidus d la Solution des probliémes de Physique
Mathématique” (Parijs 1827) ') de integratie van een klasse
van partieele differentiaalvergelijkingen met bijzondere neven-
voorwaarden. Noemen wij de onafhankelijk veranderlijken,
die twee in getal zijn, @ en ¢ en zijn 4, @, en @y constanten,
dan kunnen wij deze voorwaarden aldus beschrijven,  Ten
eerste moeten voor {=+f, en 2, = x = x, de oplossing en
een zeker aantal van hare afgeleiden-naar-¢ gegeven functién
van @ zijn, en ten tweede moet, voor willekeurige waarden
van ¢, de oplossing, aan de grenzen @, en @, aan zekere
lineaire differentinalvergelijkingen, met x als onathankelijk
veranderlijke, voldoen. Wordt ¢ als tijd opgevat, dan kunnen
Wij de nevenvoorwaarden dus onderscheiden in rand- en
initiaalcondities. De uitkomst van Cauvcny levert 1. h. a.
slechts een schijnbare oplossing, want de optredende reeksen
COnvergeeren i, h., a. niet. Toch is zijne behandeling zeer
Merkwaardig en van groot belang, en wel om de volgende
Feden,

Het blijkt niet moeilijk eenvoudige, van x, ¢ en een
—_—

") Dezo verhandeling zal verschijnen in Tome XV van de 20 serio
der Oouvres Complites,
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parameter » afhangende, functién samen te stellen, die voor
-elke waarde van 7 aan de particele differentiaalvergelijking
voldoen en bovendien de randvoorwaarden vervullen, wanneer
r een wortel «, van een zekere transcendente vergelijking
is. Stelt men in de functién, die verkregen worden door
voor r achtereenvolgens de oneindig vele wortels dezer ver-
welijking te nemen, { =to, dan verschijnt een reeks functién
¢ (e, ®). Het komt er nu op aan de in de initiaalvoor-
waarden optredende functién te ontwikkelen naar de functién
¢ (a,, ). Deze ontwikkeling kan door toepassing van e
residuenrekening volkomen streng geschieden en de ontstaande
reeks convergeert gelijkmatig in het interval @, — . Hier-
mede hebben wij de zekerheid, dat wanneer de i, h. a
divergeerende reeksen van de ,oplossing” na een eindig ,
voldoende groot, aantal termen wordt afgebroken , een functie
verkregen wordt, die aan partieele diff, verg. en randvoor-
waarden volkomen, en aan de initinalvoorwaarden met gegeven
benadering voldoet. De waarde van Caveny's behandeling
is dus gelegen in de afleiding van de recksontwikkelingen
voor ¢ — #,. Hij grondt deze op de formule :
S 2
C 3 (&-)nf,,' o= f () d = 1 (2),

‘(zie pag. 3 v. h. Mém.), waarvan echter het bewijs, zooals
dit op pag. 1 en 2 gegeven wordt, ontoereikend is ). De
voorwaarden aan 7 (r) en § () opgelegd, zijn aldaar vaag
en zeker te ruim,

Fen verscherpte afleiding van deze formule heeft hij in

1) BurknarpT heeft in zijn: Entwicklungen nach Oscillirenden Fuane-
tionen (Jahresber, der Deutschen Math. Ver. X, 2ts Heft, Bd. I) het
Mémoire in kwestie gerefereerd en de ontoereikende afleiding op pag. 690
aldaar weergegeven, echter zonder kritiok, gelijk in het kador van
zijn werk past.
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hetzelfde jaar 1827 in de verhandeling: ,Sur les Residus des
Fonctions exprimées par des Intégrales definies” ') gegeven.
Leemten, in dit bewijs nog overgebleven, zijn door PicArp
(Traité d’Analyse II, p. 179, 2¢ ed.) aangevuld. Het was
nu de vraag of de toepassing van bovenstaande formule,
ter afleiding van de vermelde reeksontwikkelingen, met de
scherpere eischen, die aan y (r) en § () moesten worden
gesteld, in overeenstemming kon worden gebracht. Het is
ons gebleken, dat dit inderdaad het geval is.

Wij stellen ons voor in dit proefschrift cen vrije behandeling
van Caveny's probleem te geven, en daarbij met name de
recksontwikkeling voor den initiaaltoestand streng af te leiden,
De omstandigheid, dat in het Mémoire de aan y () en § (r)
gestelde eischen niet scherp genoeg zijn omlijnd, heeft Caveny
veroorloofd zijne afleiding van de recksontwikkelingen in
kwestie in drie pagina’s uiteen te zetten. Ken strenge
behandeling moest, gelijk voor de hand ligt, nitvoeriger
worden, en zij beslaat dan ook de hoofdstukken II en 11l
ran dit proefschrift.  Dat Cavcny op een zoo wankele hasis
zijne resultaten verkregen heeft, getuigh zeker van de groot-
heid zijner wiskundige intuitie, al heeft het geluk hem
hierbij natuurlijk ook gediend.

fan de ontwikkelingen, die ter sprake zullen komen, zijn
de recks van Foumigr en de bekende reeks uit theorie der
warmtegeleiding in - een bol (temperatuur  slechts van 7
afhankelijk) zéér bijzondere voorbeelden. Proarp heeft deze
beide in zijn Traité d' Analyse met behulp van de residuen-
rekening afgeleid, Ook Porxoaré behandelt  het warmte-
vraagstuk in zijn: , Théorie analylique de la Propagation de
la Chalewr™ op deze wijze , en zegt, dat gonder van genoemde

. SES—

') Oeuvres Complites, Série 11, T. VII, pag. 893



4

rekening gebruik te maken, geen bewijs voor de ontwikkeling
die bij dat vraagstuk optreedt, gevonden is. (Vgl. pag. 179).
Wij hebben getracht ons bewijs voor het algemeene geval
even nauwkeurig te maken als zijne behandeling van dit
bijzondere vraagstuk.

Behalve de afleiding door toepassing van de residuenrekening
geeft Cavcny in zijn Mémoire op pag. 23—27, nog eene
andere behandeling voor een bijzonder geval, Hoewel hij
het residu-teeken aldaar gebroikt, speelt dit toch geen essen-
tieele rol en het kan, zelfs met bevordering van de over-
zichtelijkheid , geélimineerd worden, Deze bladzijden bevatten
slechts een bepaling van de coéflicienten, wanneer aangenomen
wordt, dat de ontwikkeling mogelijk is. BURKHARDT bespreekt
deze methode vrij uitvoerig (p. 693 e. V. t. a. p.), terwijl hij
de algemeene, die in het volgende zal worden niteengezet
slechts met een paar regels vermeldt (p. 698). Hoe vernuftig
zij ook is, heeft Caucny's behandeling van het bijzondere
geval geen principieele beteekenis, daar het bestaan van de
ontwikkelingen langs dezen weg natuurlijk niet bewezen
wordt. Wij zullen in het vierde hoofdstuk de formules, die
Caveny verkrijgt, en die hij niet met zijne algemeene uitkomst
in verband brengt, uit deze laatste afleiden, waarmede eerst
-het bewijs van hare geldigheid zal zijn geleverd,

g 2. Voor wij meb het vraagstuk beginnen, zullen
wij de te gebruiken notaties aangeven. Wij bezigen de
teekens, die Cavcny zelf heeft ingevoerd en die 0. A,
ook gebraikt worden in LiNpeLOF: ,Le Caleul des Résidus”,
(Parijs 1905).

Onder het . residu van een analytische functie in een
pool 2o, wordt, zooals bekend is, verstaan: de coéflicient van
(z—2)~! in de reeksontwikkeling naar machten van 2 — 2y,
die in den omtrek van de pool voor de functie geldt.



5
Dit residu wordt aangewezen met:

L (2)) e

en wij hebben dus:

1 -
({:f‘(:):z:,:g '-{ f(Z) d,-'.",

Tty

indien & een kleine gesloten kromme om z, is. Heeft f (2)
een eindig aantal polen, dan wordt met:

@),

de som van de residuen in al deze polen bedoeld. Men
noemt dit het folaalresidu van f(2).
Met:

ACINIGE

wordt aangeduid de som van de residuen der functie f(z). y (2)
in de polen van f(2).
Voor:

L N AR X
[ @) r(:) iy ("’) cn t..--‘ { (;) [‘f' ("')]9
wordt ter bekorting resp. geschreven:
oy o S )
CirE) Y e
Is het aantal polen van f(z) oneindig groot, dan wordt
-
onder het totaalresidn ¢ (f(2)) verstaan de limiet tot
welke de som van de residuen nadert.

Deze limiet zal natuwrlijk kunnen afhangen van de volgorde
in welke men de polen neemf en daaromtrent zal dus in
elk bijzonder geval een afspraak moeten worden gemaakd,

Onder het residutecken, mag, wanneer het residu in een
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eindig aantal polen moet genomen worden, gedifferentieerd
en geintegreerd worden naar een parameter, dus:

d v (of(z,?)
dt & [f (“7 t)] i (87 [t)t ]1
en: ‘
[ & e o AR e
A L,ﬁ@,g]dn_(/[ﬁuf@,odq.

Dit volgt uit de omstandigheid, dat hef residu als integraal
langs een der polen omhullende gesloten kromme geschreven
kan worden. Onder het integraalteeken mag toch, indien
integrand en integratieweg eindig zijn, gedifferentieerd en
geintegreerd worden.

Bij totaalresiduen, die op een oneindig groot aantal polen
betrekking hebben, komt verwisseling van differentiatic resp.
integratie met residuname natuurlijk neer op het differen-
tieeren resp. integreeren van een oneindige reeks term-voor-
term. Hier zal dus op gelijkmatige convergentie gelet moeten
worden. Caveny doet it niet, en dit is de reden waarom,
ook al worden de in de verhandeling slechts vaag aangeduide
bewijzen, aangevuld, zooals wij ons voorstellen te doen,
toch van een oplossing van het vraagstuk in het algemeen
geen sprake is.  In het algeméén is de gelijkmatige conver-
“gentie der voorkomende reeksen miet te bewijzen.

Uit de definitie van het residu volgt, dat voor een enkel-
voudige pool zo:

Ct@mn=LimGe—a)1@). . . . (1)
en voor een m-voudige pool z;:

ey ] m C T [E—2)mf(2)]
C P @rme, = (m — 1)! {‘f"f den—1 - (2)

Het totaalresidu van een gebroken rationale functie, wier
graad gelijk aan of kleiner dan — 2 is, is nul. Dit blijkt, door
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het residu als integraal te schrijven, en de integratickromme
grooter en grooter te laten worden. Is de graad — 1, dan
is het totaalresidu gelijk aan het quotient van de coéflicienten
der hoogste machten in teller en noemer,

Teneinde in een residu:

AT

een nieawe veranderlijke ¢, die met z samenhangt door de
betrekking 2 = ¢ (t), in te voeren, schrijven wij het residu
als integraal. 'Wij onderstellen, dat ¢ (&) = 2, en dat
¢ () in & geen vertakkingspunt heeft. Er komt dan:

Pt @i = [ ) de— e [ £ (O] o () —
Cl@mn=g i 1@ de=y [ Tl @)e @ at=

i 7T ?‘,,
= LJ, flog@O]. ¢ Oreeyy o . . ()

k' is cen gesloten kromme om {4, in het f-vlak.
=]



HOOFDSTUK L

Uiteenzetting van het Vraagstuk en eerste Opzet
van de Oplossing.

§ 1. De partieele differentinal-vergelijking zij:
H(D:s Upa=10 .. . ¢ . . (1)
of voluit geschreven:
D™ g DS e e e Dy e AL
=YD e R e (L a)
Gemengde differentiaal-quotiénten komen dus niet voor
en de coifficienten zijn constant. De randvoorwaarden luiden
als volgt:
19, Yoor o — &y
fo(D,)2=0, ... [ e=-1 (D,j).‘::() < a(@)
2% VOOr &= a;:
T 2) ) S e S (D)z2=0, . . (8)
d. w. z. voor vermelde waarden van @ moet de oplossing
aan twee stellen homogene lineaire (]iﬂ'ti-rt'llti:l:ll-\‘t‘l'gwli‘ikinguu
in @« voldoen, Caveny onderstelt de cotflicienten in deze
vergelijkingen constant. Daar ze echter slechts voor bepaalde
waarden van @ behoeven te gelden, is deze heperking niet
noodig.
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Wij nemen aan, dat de orden van (2) en (3) alle lager
dan 2 m zijn. Zonder beperking kan worden ondersteld dat
de orden van (2) alle verschillend zijn. Door geschikte onder-
linge aftrekking is dit toch steeds te verkrijgen. Hetzelfde
geldt voor (3).

De initiaalvoorwaarden zijn:

g= 15 (:U), D;z2=1i (.’L‘), TR D:_l iy (l) (-{-)
voor

=1t en 3y =2

NI

T€.

Van deze functién f zal het voldoende blijken te onder-
stellen, dat zij in het interval z, — @, d variation lmitce
zijn. (Zie Jorpan Cours d'Analyse III p. H67).

De constante ) — &y zullen wij in het vervolg a noemen.

§ 2. Wij zullen trachten de oplossing op te bhouwen uit
elementair-oplossingen van den vorm:
ers }\:!,
met coéllicienten, die functién van » en s zijn. Kennelijk
wordt vereischt:
I(ry8)=0 ¢ « & & & W ei(6)
De wortels der vergelijking in o:
F(r, 8§ — F(o, 8) = F(r, 0) — F(p, 0)=0 . (6)
nocmen wij:
FyT15 e o Tamwes] =it R RO (7)
Het zijn algebraische functién van de eerste, .
De wortels der vergelijking in o:
]"()', ﬂ) — L SIS A s (H)
noemen wij:
8o, B1y v v o Tgmle s s o 4 4 (‘-‘)

Ook deze zijn algebraische functién van 7.
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Aan de diff. verg. (1) zal voldaan worden door uitdruk-

kingen van den vorm:
(dpesot—t - Ay entt—ta L. A, _qen—10¢—0)(Byet— |
L ByenG—= |, . Binp_yerm—1C=x)  _ (10)
alwaar voor r nog een willekeurige waarde kan genomen
worden, en
AD. .. .Au._.], ‘Bl P Bgm_]
willekeurige functién van » voorstellen.
De randvoorwaarden (2) en (3) zullen vereischen:
Bl}f;; (l) —:-— Bl /:0 (7'1) ~{— Pieie B;.._l f;, (?'9,,1.__1) — {). (|1)
=051 e asime—=il
en
Bn 34"{;, (?') -—i— _B| etn /;, (I'|)—{— S ]fg,,,._](,m'ﬂ m =1 /;} (]'Q,,._.])Tﬂ (l'.!)
p=m,m-+}+1,...2m—1.

De stellen vergelijkingen (11) en (12) hebben slechts een
qan nul verschillende oplossing, indien de determinant op de
coéflicienten, dien wij § () zullen noemen, nul is, en 7 zal
dus moeten voldoen aan de transcendente-vergelijking:

s () =
f"(r) f“(rl)'“"""ﬂ'(rﬂm-—l) |

s = »

famt (1) . famt (1) civve st (Fame)
gt rair) enfu(ry) .oooi@nm=1) 1] (rgn—_1)

=0, (18)

.

.

e & 8 @
* & ® & =

3":f-:.—1 (r) N famar (). EBm=1fa0_y (rym—1)
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De functién B ... By, _; kunnen nu opgelost worden uit
de vergelijkingen :
Bgf}, (?') + .B] f;, (T!) ‘+"_- .. —BJ T | fp (r:! " — 1) - Rp ?Y (I') (14)
p e 1
en :
Boe fy, () + Bietn [y (1) -+ Bracr @1 f; (raw )=
e () § S e e TR (1] 5)
p=m,m--1, ...2m—1,

alwaar Ky, By, ... Hy,_y nog nader te bepalen geheele
eenwaardige functién van » zijn. De keus, die voor deze
functién gedaan wordt, verandert de onderlinge verhouding
der B's niet, mits voor » een wortel van (13) genomen
wordt, De B's verhouden zich dan toch als de minoren der
elementen in onverschillig welke rij van § ().

Ter bekorting wordt:

Byert==) L Byentt=x L 4 Bya_1im—1E=5) =y (7, x)
gesteld, en dus is:

0 grir=al ... fin—10=%)

Il,“ ﬂ;(?') ........fu '?'g,_l)

-

* s 8 8 e @

v(r, &) —=— R, f..__,(?') vevesfu—=1(Tam—~1) (16)
R &r (r).....e”=-—1f... (?'9.....1)

R:Y---l ':nr/'g“"‘(r)_ .o E'T2m- lf:lil—l(‘rﬂﬂ-—l)t



§ 3. Beschouwen wij vervolgens het totaalresidu:

O SE(r, 8) —F(r, )] (17)
O, Fma)E—a 5
0= 0 1oden— L

alwaar « een veranderlijke, die alle waarden kan aannemen,
voorstelt.

Daar de teller voor 8 — « nul is, mogen wij in den noemer
8 — « binnen de residuhaken nemen. Het residu in den
pool « is toch nul. Voor (17) kunnen wij dan schrijven:

ploe R R a) (15)
M MILTTITIN Y TR r N AT o W C

Cb—«d “(G—oFF,9)
Het laatste residu is nul, want de graad in s van den
teller is minstens twee eenheden lager dan die van den
noemer. Het eerste heeft de waarde «? en er komt dus:

2 ‘gPl]"(J‘,S)—.F(i', a)l
C,FE )6 —a
DI==U S LSy = | §

TN S (l‘.’)

Denken wij:

F(r,s) — F(r, _u)
==y

naar de machten van « ontwikkeld. Lettende op (1), vinden
wij, indien:

P Attt S AR el TP b1 = (8)
[ﬂ 3“"2 —{-' 1| 8" -3 —f— “ e 'l' !,,_g — (.'1‘)

- (20)

,u ) —i-' ll — '.'q‘ __2(8)
IU — q._l(“f) /
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costeld worden:

- ?:1:(,., D = o(8) -« 01 () & Qo) ..o =1 2y 1), 21)

Daar (19) voor alle waarden « geldt, kunnen wij er voor
de functién ¢ het volgende uit afleiden:

8P (8) . .
e 3 AR (V) i V=
C, (1, 9) ’

- —0h R
p en &k beide = n — 1.

Co.o(22

De betrekkingen (22) gelden onafhankelijk van de waarde
van 7.

§ 4. Met behulp van » (r, @) (16) en de functién ¢ (s) (20)
stellen wij nu de volgende uitdrukking op:

~ oy, 2).u(r,t)

3 & () B ()
alwaar:
w(r, {) = Ll" (qo (8) « wo (1) - . '['1.?2,7; 18()8; sy (r))ert— @4

wo (r) ... w, 1 (r) zijn nader te bepalen geheele eenwaardige
functién van ». De functic u (», ) is een geheele eenwaar-
dige functie van r.

Mochten voor een bepaalde waarde van » twee of meer
van de functién:

Hu CR !""__'l

samenvallen, dan weten wij uit (2) p. 6, hoe in zulk een
meervoudige pool het residu bepaald wordt,

it de gm]mlnh) van R (}) (II{) ziet men, dat deze functie
tweewaardig zal kunnen zijn, Het zal toch mogelijk zijn,
dat bij een gesloten omloop van » in zijn vlak, de functién:

2 (e i A |
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een oneven permutatie ondergaan. Dit zal kunnen gebeuren
indien » cen eventueel vertakkingspunt van de door (6)
bepaalde algebraische functie o (r) omloopt. Na zulk een
omloop zal § () van teeken omkeeren. Wij zien ecchter
uit (16), dat dan ook v (r, z) van teeken omkeert en kunnen
besluiten, dat » (r, ©)/& (r) en dus ook de functie onder het
residuteeken in (23) eenwaardig is. Wij zullen in hoofdstuk IL
aantoonen, dat % () oneindig veel nulpunten heett en het
residu in (23) moet dus genomen worden in een oneindig
aantal polen, over welker volgorde een afspraak zal worden
gemaakt. Noemen wij deze polen:

?.I’ ?.II" }.(:‘.)‘ e ).(y)? il
dan wordt (23):
s« Y (r,frf‘). w(ry 1) . . . . (25)
v-:-'lL/ ) (?') r = () ‘

Wij onderstellen nuw omtrent deze oneindig voortloopende
reeks functitn van x en t, dat zij convergeert, en dat zij
term voor term naar = en naar t mag gedifferenticerd worden,
soovele malen en voor zoodanige waarden van deze verander-
lijken als ter verificatic van differentiaal-vergelijking , rand- en
initiaalvoorwaarden noodig 18.

- Om aan te toonen, dat (23) aan differentiaal-vergelijking (1)
en randvoorwaarden (2) en (3) voldoet, kunnen wij dan
volstaan dit van een afzonderlijken term der reeks (25) te

bewijzen,
Beschouwen wij dus:
> o(r,2).u(rt 3
('/ Al 4 (7, 0) —F,. . . . (20)
r fs (r) r::.(')

Indien :
DIk D" e Bame D= Go (D)
cn '
WDi 44D~ oo ley Dy = Gy (D)




gesteld worden, zal:

F(D,, D), 2=Gy(D:)z+4 G1(Dy) 24 kam 2 . (27)
zijn. Bedenken wij, dat bij een residu in een eindig aantal
polen verwisseling van differentiatie en residuname geoorloofd

is, en verder, dat », r . . . ro,,—1 de wortels van verg. (6)
zijn, dan volgb:

G (D) B=F, B2 (D). w0y D)

Q\Y (]') r =) g
nt Lj—‘ v (r, l) w (1, t) ! 28)
)r {\- (7‘) r o r(‘l')

alwaar:

> G [qo(8) .o (1) oo Gu—r (S) gy ()| 1
mvﬁ:d}mmm“)QMHF&;]WL_WHL_“

Evenzoo is:

S gee S > o (@) uy (r t) o
Gy (D) b':d‘, G0 L e ()

indien :

. o G(s) |f[n (8) wo (8) -i— o AL
hnO)=C, (F(r, 8)) ,

en wij vinden:
11‘(!)1» !}l) I’:, e IIGn (n‘-) ‘I—- (;l (1)‘) _I_ kl}ml ]’1" -
o o(n ) (7,1

ik L/r ;\' (_l') # = '(“),
alwaar:
\ ) ot (8= 1)
. o " .!' (", 3) an (S) wy) ("’) 'l" .. .I el » -
Uy (7g t) — L/‘ [1“ (]', 8')]

Daar dit laatste residu, door de aanwezigheid van F(r, s)
in den teller, nul is, is aangetoond, dat de term E, uit de
recks (25) aan (1) voldoet.

Even gemakkelijk blijkt, dat de E, aan de randvoorwaarden
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(2) en (3) voldoet. Wij zullen het laten zien voor de eerste

voorwaarde (2). Lettende op (14) vinden wij :

> R § (r).u(r, )
813} J0 e J D08y 3 —((
/;) ( ) Ur 15' ('r) r ="

YOOI & — %y,

en aan deze conditie is dus voldaan. Analoog voor de overige.

Teneinde de waarde van de functie (23) en haar eerste
n — 1 afgeleiden naar ¢, voor ¢ = {;, te vinden, mogen wij,
bij de onderstelling van pag. 15, de alzonderlijke termen
E, (26) ecerst naar ¢ differenticeren, dan ¢=1{, stellen cn
vervolgens sommeeren, Wij hebben nu:

R, " ’c) ug (7, t) 30
Di. I C. 5 () e ak (30)
alwaar:
§) wy (1) N we—1 (1)) 82 =0
u;(?',l):(_,,'Iq"(s).“"(’) . [I‘q(? 'b()} ML .(31)

Ter berekening van D} E, voor ¢=t{,, mag onder het
residuteeken in (30) eerst ¢ = ¢, gesteld en daarna het residu
genomen worden, Dit blijkt gemakkelijk, indien men het
residu schrijft als integraal langs een 7y, omhullende kleine
kromme. Bvenzeer wordt u, (r, &) gevonden, door binnen
het residuteeken in (31) ¢ = ¢, te stellen en derhalve is:

) jl . I\ v (,?" .'L‘)\. Uy (Tq t”) 90
] { i v L (\, (r) . ) . ’ ( {_)
i (? !”) IQn (?) Wy (I) [— [l, } f[;).il (“t) Wy — 1 (1 ) | 3 ( Y i)

Maken wij nu gebruik van de betrekkingen (22), dan blijkt
ten slotte:
; Y 0 (1, T) w, (1)
])"h,:::’, D
: l':f., k r '\. (_r,' re=s :{")

p=n—1,

(34)



Bij t = 1,, vinden wij derhalve voor de p® afgeleide naar ¢
van (23), mits p = n — 1 is:

2 P (r, ) w"‘(?.) (). e, () . (35)

' 11

N AT () TS T e BT ST
In het voorgaande is dus aangetoond, dat de functie:
oo (23)

Com T EER S
indien de voorwaarde op pag. (15) vervuld is, aan de
differentiaalvergelijking (1) en de randvoorwaarden (2) en (3)
voldoet, en dat, voor f = {,, haar p°® afgeleide naar ¢ gelijk

is aan:

S (101 I
p=0,1...n—1,

r~ o(r &) w, () ('L"))

Is aan genoemde voorwaarde niet voldaan, dan zullen de
residuen (23) en (85) slechts in een eindig polen moeten
genomen worden, wil deze uitspraak blijven gelden.

§ 6. Heeft § (») slechts enkelvoudige nulpunten en heeft
bovendien in geen van deze nulpunten de vergelijking
F (r, 8) == 0 meervoudige wortels, dan zal de ontwikkeling
van (23), een reeks functién van den vorm (10) opleveren,
Heeft  hetzij § () meervoudige nulpunten, hetzij in een
nulpunt van § (#) de vergelijking F (r, s) = 0 meervoudige
wortels, dan ziet men, door toepassing van (2) pag. 6, dat
de exponentieele termen in (10) vermenigvaldigd worden
met rationale geheele functién van @ en £ Ons bewijs blijft
echter gelden, want wij hebben omtrent al of niet samen-
vallen van nulpunten geen enkele onderstelling behoeven te
maken, Betrekking (2) pag. 6 geeft steeds volkomen duidelijk
aan hoe (23) berekend moet worden. Reeds voor het een-
Voudigste geval, dat § (r) een tweevoudig nulpunt heeft,
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wordt de uitdrukking voor het residu zeer samengesteld.
In (23) kan nu nog beschikt worden, over de functién
Ry...Rs,, 1 uit de eerste kolom van » (r, x) en over
wy (1) . . . we—1 () it u (£, 7).
CavcnHy stelt:

Ry, =—fo(r), R, — {0
B =—fi(r), Buyi=0

(36)
]‘?m—-l:_'fm—l(r)} ‘Hgm _|:0

en.

wp (= f,()e—re==da . . . (37)

OO 7
= S IR A e

In (37) zijn f; ... f,—;, de functién uit de initiaalcondities
(4). Wij zullen in hoofdstuk III onderzocken, welke waarde
de uitdrukkingen (35), in de onderstellingen (36) en (37),
aannemen, maar moeten hiervoor eerst de ligging der nul-
punten van & (») bepalen.  Wij gaan in het volgend hoofdstuk
daartoe over,



HOOFDSTUK I

Ligging van de Nulpunten van § () op grooten
Afstand van den Oorsprong.

Sl
i/;l ()') ﬂ'. (J'O ......... ’;l (r:l e | ) |
CrER LI N
% (r) — fu=1(1) fu—r(1)eeons. [m=1(Tam—1, )

() e (). e 2w =1 fo (Yam—1)

e fom—1(r) €N fam1(r1). e =1 30 1 (Fam—1)

fo ... [r. -1 zijn geheele rationale functién resp. van de
graden gy . . . g2 1. De getallen gy . . . g zin alle
van elkaar verschillend en kleiner dan 2 m. Hetzelfde geldt
Van g, . .. fs.—1. De coéflicienten van de hoogste machten
worden gelijk een gedacht,

De funetién:

Py e Tgmesll e B e e ('..')
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zijn de wortels van de vergelijking in o:
F@,0—F(,0)=0 . . . .. ()
In plaats van § (r) zullen wij de functie § (7 - 0) onder-
zoeken, alwaar b een nader te bepalen constante voorstelt.
Indien 7 door r -} b vervangen wordt, gaan de functién (2)
over in:

/ - 4 e
104 210 < s Tghm—"Ty" s a0 d e el (3)

waarmede de wortels van de vergelijKing:
F(?‘+b,0)—F(g,0):0 S s (-1-)

worden aangeduid. Natuurlijk is ro = r -} b. Heeft de door
(4) bepaalde algebraische functie ¢ (7), vertakkingspunten
bij omloop waarvan de wortels (3) een oneven permutatie
ondergaan, dan zullen bij zulk een omloop ook de kolommen
van % (- b) een dergelijke permutatie ondergaan en zal
deze laatste functie dus van teeken omkeeren. Wij zien
hiernit, dat & (-1 b) tweewaardig kan zijn. o (r) heeft
voor 7 — o geen vertakkingspunt, zooals uit (4) blijkt.
Br kan dog een cirkel om 0O als middelpunt beschreven
worden, buiten welken de verschillende bladen van ¢ (r)
gescheiden zijn, Wij gaan de ontwikkelingen van de functién
(3) naar machten van »=1, voor dit, zich tot «o uitstrek-
kende, gebied opmaken.
3ij definitie is:
F(r,)=r»4khr*ld ... 4 kha,
en (4) luidt dus, voluit geschreven:
[(r - by - B (r 0=~ o Faa] —
— [+ kot ... thu]l=0. . . . (40)
Wij zoeken de ontwikkelingen van de wortels p van deze
vergelijking voor groofe waarden van ». Daar deze wortels
voor 7 = @ zell o worden, voeren wij als nieuwe onbekende




het quotient o /7 =" in, en vervolgens vervangen wij,
om in het eindige te kannen werken r door 7, alwaar

r"" = r=1 Deze substituties voeren (4 a) over in:

[(A 4 br7pP™ 4 k1 “’(1 bripm=lL.. ka4
- [g”“-{— 1 P Tt S S | — )
en wij moeten nu de ontwikkelingen van de wortels » van
deze vergelijking bepalen, in den omtrek van »” = 0. Voor
r” =0 wordt (5): ¢”*™ = 1. Noemen wij de wortels van (5):

" ”

Copr « o Ua..-v
en stellen:

gxin—

& Lion & el i B ()

zoodat ¢ een primiticve 2 m®-machts eenheidswortel is, dan
is dus:

l’;: — TEN ) =0 ) - T e (7)
Door differentiatie van (5) naar » komt verder:

d y;,’ 2mb '-I ’nl) &V — fn]

ar’— 2 m

Uit (7) en (8) volgt:

y Yoon v 01 s (8)

L (2Zm bRy e — &
2m

oz 1;’ (’.n)‘ L ('J)

Op =

indien door P, met een beginnende positieve macht recksen in
r” worden aangeduid, De reeks F, convergeert binnen den
cirkel die om O als centrum beschreven wordt door het
vertakkingspunt, in het blad van de tak g, het dichtst bij
O gelegen, Daar het de machtreeksontwikkeling van een
analytische functie betreft, is de convergentie absoluut en
gelijkmatig,

Substitueeren wij in (9) voor g, en »” resp. rylr en r—1
dan krijgen wij de gezochte ontwikkelingen van de funtién ().
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Deze lniden dus:

o ep ] (2 m b} k) — ki
£ Vi 2 m

P (r-Y) . (10)

Daar 74— 7 - b is, zal de reeks Py met de eenheid afbreken.

Wij kunnen nu over de constante b zoo beschikken, dat de

constante termen in de 2 m ontwikkelingen (10) alle dezelfde

zijn, hetgeen voor ons verder onderzoek voordeelig zal blijken.
Wij stellen daartoe:

b=l 2y . o e osos s (1)

en kuonnen dan het resultaat van deze § als volgh samen-
vatten.

Indien » vervangen wordt door r— Ik /2m, gaan de
functién (2) over in:

!

.’ . g
Toy T1 o o - Yam—1,y
alwaar:
L i g ]'.I P, 1 12
o =y mPIrELG Y i(14)
2 m
Deze uitdrukkingen stellen derhalve, op voldoenden afstand
van 0, de 2 m takken van de door:

]"(1‘—!.‘,/2:",())-—— ]"(f‘a,”)'.:_':” SR (]3)

gedefinicerde algebraische functie o (r) voor.

De reeksen P zijn met de eenheid sanvangende positieve
machtreeksen in »-%. B, convergeert gelijkmatig en absoluut
buiten den cirkel, die om O als centrum beschreven wordt
door het vertakkingspunt, in het blad van de tak r;, het
verst van 0 verwijderd. De recks P, breekt met de eenheid af.

§ 2, Duiden wij met de letter d aan: positieve machtreeksen
in g ' zonder constanten term, dan kunnen wij schrijven :



To =r—nl/2m

" =7re¢e—k[2m-+f0

(14)

o™

’

Tam—1 =" "=V —Fk [2m -3

De reeksen 0 convergeeren zeker gelijkmatig en absoluut
buiten den cirkel om O als centrum door het 't verst van O
verwijderde vertakkingspunt der door (13) bepaalde functie
beschreven,  Wij noemen dezen cirkel Ky en zijn straal .
Sommige van de reeksen o zullen i. h. a. reeds buiten kleinere
cirkels convergeeren, maar dit doet voor ons niet ter zake,
Daar in de §'s geen constante termen voorkomen, kunnen
wij hare absolute waarden zoo Kklein maken als wij willen,
door | » | groot genoeg te nemen.

De functie § (r — & /2 m), die wij willen onderzoeken,
ontstaat uit & (») (1), wanneer wij aldaar de functién (2)
door (14) vervangen, De onderste s rijen kunnen dan alle
door e—*h/2m godeeld worden, 1s verder:

fp (’) = 7 _l“. 1 19p—1 «I 5.5 4 ‘{ ”.-_r,,.

dan is;

. i N M 3 ] —t—
fr' (’v) = f;* (' o — l:] [2m { ¢ = (= [2mr-4 Oy ”"

7y rp

- (l,
4 BB emr 0 =

L — o3, (15)
=

’-LI"

Want machtsverhefling van absoluut convergente macht-
recksen, levert recksen, die eveneens absoluut convergeeren.
Stellen wij:

eh  Fr—h|2m)=0() . . . (16)
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en is dus:
fﬁ (7.:1) 3 f:’-' (r’l)s """"" fU (_T; m —-1) l
. . ) . |
' |
f‘p (T)__-_ i / ’ 4 n. 1 / | (17)
ot fu () CCH D (1), TS () |
dan volgt uit (15):
() =na s
| IO JRREY AP T BT (CEm=Ng | §
cnr.(l_l__a), er(redd) (gm+3), cn(rl;”—1+3)(}(‘.‘n—l)gm+a) (18)

|
|

wanneer nog de volgende afkortingen ingevoerd worden:

ht+nt...F =4 . . . . (19

en
In+gnsr14 oo gua=B . . . (20)
De d's in (18) duiden als boven positieve machtreeksen
in -1 aan, zonder constante termen, en convergeeren buiten
K, gelijkmatig en absoluut.

& 3. Wij verdeelen nu het 7-vlak door 2 m van O uitgaande
stralen:

@py €] o o o ®g 4y —1
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in 2 m gelijke sectoren:
'Dg ‘s‘l s e SZ»:-—I-

Den straal «, doen wij samenvallen met de negatief-
imaginaire as, zijn argument is dus — =z /2. Wij gaan tegen
de richting van het uurwerk in, het argument van e, is
derhalve — n /2 4 p « /m. De sector S, wordt begrensd

door a, en e, ;1.

Deze figuur stelt het geval 2 m =8 voor. Behalve de
sectoren S willen wij nog gebieden beschouwen, die de
stralen « bevatten, en er niet zooals S door begrensd worden,
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Voegen wij aan beide grenzen van S, een strook ter
hreedte ¢ toe, dan zullen wij het zoo verkregen gebied,
voor zoover het buiten den cirkel Kj ligt 3, noemen. Omtrent
¢ maken wij slechts de onderstelling, dat deze niet grooter
is dan oo sin = [ 2 m, zoodat de gebieden ¥, en X, 4o buiten
elkaar vallen. Verdeelen wij X, door den halveeringsstraal
van S, in twee gelijke deelen, dan zullen wij het deel, dat
den straal «, bevat, X, ; en het andere Y,  noemen. In de
figuur op pag. 25 is X3 gearseerd.

Denken wij ons ter weerszijde van de imag. as en op
afstand ¢ daaraan evenwijdig twee rechten d en d” getrokken.
Wij onderstellen, dat d rechts van de as ligt. Is » een
punt in ¥, dan zullen:

AR B e e B RS R (21)

links van de rechte o en:

kS e ] R e b ] 00
pralm =k R R ke S AT y « .« (22)

rechts van de rechte d’ gelegen zijn. Voor de reéele gedeelten
van (21) bestaat derhalve een positieve bovenste, voor die
van (22) een negatieve benedenste grens,  Wij deelen nu
van den determinant in (18) de kolommen:

dm—k4+1,28m—k4-2,...3m—Ek,

(welke getallen modulo 2 m gelezen moeten worden) resp,
door de factoren:

cdrlﬁm—l—-l'

earn"""" can‘z"‘"' i1
3

3 =

Totaal is dan gedeeld door e*er/« (=9 want:
m—1 3]
N\ *Qm—l‘lo;n:___" .
» -u l“. (1 — l-),
en (18) wordt, indien wij nog de eerste m — & kolommen
van (den determinant naar achteren brengen:

D (r)y=(—1)*" Fogpdtl garida-g .. (29)
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P

® % % % % 8 = v &
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-

. (24)



28

§ 4. Wij onderstellen nu, dat  in ¥, , ligt, en beschouwen,
ter vergelijking met D den volgenden vereenvoudigden deter-
minant:

——
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e
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. iile e . el T L L e e e s al e e s ele o alla
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e
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e
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e
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o1 -
s 1
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l o . . « & & & 8 »
« ® #» 8 =& s & s 9+ . " 8 9 = . . .
kY %
-~
e
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—_
L ons
e
L) .
W . . . . . o & ¢ . . - . .
ja -
.
-
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—~
-
b
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E $ i R . f e 0w wow s - .
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oy
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B
~
e
= -
- oy
n ] |
-, »
| ® 2 8 ¥ & ®w 3 ® o8 @ . : --------- »
L) S
S
" N L 3| .
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Het is gemakkelijk te zien, dat de moduli der verschillen
tusschen de correspondeerende elementen in D en D, door
| # | groot genoeg te nemen, beneden elke positieve grens
kunnen worden gebracht — Voor de bovenste helften der
voorste m kolommen volgt dit onmiddellijk uit de beteekenis
van d, evenzeer voor de onderste helften der achterste
m kolommen, indien men bedenkt, dat:

gné (‘_(9 m—k) _]__ h) i (I _%# 0) (*{9 m— k) fm _%a 'j) —_— i-(;! m—k) g _{u 6.

Dat in D de elementen in de onderste helften van de
kolommen 2, 8...m, zoo klein kunnen gemaakt worden
als wij willen, zien wij uit de exponenten, Ligt # in ¥ o,
dan zullen ftoch van:

YRR A $NE SEAS]

CE T )

y |

meb het aangroeien van (), de redele gedeelten in absolute
waarde toenemen en negatief zijn, De elementen in kwestie
worden dan al spoedig heel klein, Daar de correspondeerende
elementen in Dy nul zijn, worden ook de verschillen klein,
Hetzelfde geldt voor de bovenste helften van de kolommen :

m-4-2, m-4-8,...2m.

Blijven over de onderste helft. van de eerste en bovenste
van de m® kolom. Voor deze elementen blijkt de waarheid
van onze bewering, wanneer wij bedenken, dat e*? =— 1 |- §
en, bij onze onderstelling over », de moduli van:

— Qm i

t..qu"" — AL

hoogstens gelijk e*c zijn, Wij kunnen dus de verschillen
tusschen alle paren correspondeerende elementen in D en D,
in absolute waarde kleiner dan een willekeurig te goven
klein getal maken, indien wij || slechts groot genoeg
nemen,
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Zijn alle elementen van een determinant van orde 2 m
eindig, dan zal door variatie van deze elementen met een
bedrag, waarvan de absolute waarde niet grooter is dan een
klein getal 5, de waarde van den determinant varieeren met
een bedrag, welks absolute waarde hoogstens gelijk is aan 4
vermenigvuldigd met een slechts van 2 i en van den modulus
van het grootste element in den ongevarieerden determinant
afhangende constante?). De moduli der elementen van
zijn, daar » in X, ligh, hoogstens gelijk e*¢, en wij besluiten
nu gemakkelijk dat, indien een kleine waarde # willekeurig
wordt aangenomen, er altijd een eindige getallenwaarde p,
te vinden is, zGodanig, dat voor de punten in Y1, die op
afstand g, of verder van 0 liggen, de modulus van het
verschil tusschen D, en D hoogstens gelijk is. Het
getal p, zal met het Kleiner worden van 5 toenemen, doch
steeds eindig zijn.

§ 5). Ligt r in X s, dan vergelijken wij D, i. p. v. metb
Dy, met den volgenden vereenvoudigden determinant :

1) Aangenomen wordt, dat g nimmer de waarde een ovorschrijdt.
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Analoog aan § 4, vinden wij dan, dat, de kleine waarde y
vegeven zijnde, er een eindig getal g, bepaald kan worden,
zoGdanig, dat voor de punten in ¥« op afstand o, of verder
van 0 gelegen de modulus van D — D, kleiner dan 5 1s.

Wij mogen de stralen g, in § 4 en in dezen paragraaf met
hetzelfde teeken aanduiden, want mochten de straalwaarden
vereischt om in ;1 en X o de moduli van D — D, resp.
D — D, kleiner dan y te maken verschillend zijn, dan kunnen
wij altijd  veilig voor beide de grootste van deze twee
waarden nemen.

Wij kunnen g, als functie van beschouwen en definieeren
als het Kleinste aan de volgende voorwaarde voldoende getal p:

Voor de punten van X1 7esp. N2, gelegen op of builen
den mel straal p om 0 beschreven cirkel, zijn | D — Dy | resp.
| D — Dy | hoogstens gelijk 3.

Met het afnemen van y necmbt g, toe.

¢ 6. De determinanten D, (25) en D; (26) kunnen gomak-
kelijk berekend worden door ze te ontwikkelen naar de
minoren van de bovenste m rijen.

De ontwikkelingen bestaan slechts nit twee termen. Voeren
wij de afkortingen:

1 Tl ST e S “f-,l-—-l'uu

1 7w =1 e ee st

[2) 4 84
1 ® . s 50 s =1, |

(B ) — ’ . s, (28)

| Him—1 , , .7 ¢ s M —=1)ga 1
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in, dan vinden wij voor D, de waarde:
é("‘ - DA +Rm _1-)];.13. (Q 1008 {-(”‘ —k4+1)4+(Cm4+k4-1)ER ; {ﬂﬂrg’?: _‘-.I). (‘-)-
(zie voor 4 en B, (19) en (20)),
of:
Dy=(—1)Pen =D 4B [] — A+ B glari® - SIEEOR (29)
Analoog komt er:
Dy = (—1)B ¢l - 1—)(,.'4.11)[1 —_— = R].e—ﬂar:’"“x'_‘]J .P.Q.(30)

Wij hebben ondersteld, dat noch in de Xl e {an
noch in de rij g, ... g, -1 gelijke getallen voorkomen, en
bovendien, dat de g's kleiner zijn dan 2 m. Dit heeft ten-
gevolge, dat P en @ van nul verschillen?), Tadden wij,
de laatste onderstelling niet gemaakt, dan zouden er onder
de getallen g kunnen voorkomen, die mod 2 m aan elkaar
gelijk waren, en zouden dus P of ¢ nul kunnen worden.
Voor ons bewijs is het noodig, dat dit niet gebeurt. Caveny
noemt de laatste restrictie, die er op neer komt, dat de
orde van geen der randvoorwaarden hooger dan 2 m — 1
18, niet. Men behoéft die inderdaad niet te maken, Indien
er onder de g's twee voorkomen, wier verschil con veelvoud
van 2 m s, kan in den determinant s (r) door geschikte
onderlinge aftrekking van rijen deze omstandigheid opgeheven
worden, en dan toch, behoudens in zéér bijzondere gevallen,
voor § (r) het onderzoek van dit hoofdstuk onveranderd
uitgevoerd worden.  Wij gaan hier echter niet nader op in,
daar in de meeste toepassingen de orden der randvoorwaarden
lager zullen zijn dan de orde 2 m van de partieele differen-
tinalvergelijking t. o. v, a.

") Dit blijkt onmiddellijk, wanneer men bedenkt, dat 7 en @ zoogen.
determinanton van VANDERMONDE ziin.
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De nulpunten van Dy (29) liggen op den straal e, op
afstanden van 0, die bepaald worden door de hetrekking:

(4} B) a ijm--2api=0 (mod?2 T 1),
of’:
(4 —,I—'B) T

B iR (mod = [a) . . . (31)

= —=

Wij beschouwen van deze nulpunten slechts de in het
gebied i 1 liggende. De afstand o zal dus gelijk aan of
arooter dan go (zie pag. 23) zijn. Wij leggen er cirkels om
met een kleinen straal r, en noemen het geheel van de
door deze cirkels omsloten kleine gebieden: ;y, waarbij de
begrenzende cirkels niet tot ;i gerekend worden, maar tot
het overblijvende gebied i 1 — 1.

Analoog liggen de nulpunten van Dy 0P a1, €Veneens
op afstanden (31) van 0. Ook om deze, VoOr Zoover binnen
Y. o gelegen, slaan wij cirkels met straal 7, en noemen de
omsloten gebieden ;5. Voor den modulus van D, bestaat in
Yi 1 — ;1 een positieve onderste grens . Zoo ook voor
den modulus van D, in X s — y2. De Kkleinste van deze
grenswaarden noemen wij s, daarmede uitdrukkende, dat
zij afhangt van den Kkleinen straal z. Wordt deze Kkleiner
dan zal natuurlijk ook g, kleiner worden. Nemen wij nu
een kleine waarde »; in gedachte, die slechts aan de voor-
waarde 7, { 4. moet voldoen, en bepalen de bij 7, behoorendo
straalwaarde g, (zie pag. 32). Wij weten dun, dat in de
punten van Y. resp. X s, buiten den cirkel met straal
o, om 0 beschreven, | Dy — D | resp. | Dy — D | hoogstens
de waarde g hebben. Buiten dezen cirkel is dus in X,y — ;1

| Do | = ne . . . (82)
| Di— D[ =m \

1) Verg. Linperor, Calcul des Résidus, pag. 32 noot.
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en in 3 o — y:

Y

?]1

| D |

P C ... (39)

AIFVII

Bedenken wij, dat 5, > m 18, en noemen het geheel van
de gebieden ;1 en ;3:, dan volgh onmiddellijk, dat in
X — y, voor zoover buiten den cirkel, met straal o, om
0 beschreven:

1D =pe—m . . . . . . (34)

zal zijn, en D aldaar dus geen nulpunten zal hebben. De
ongelijkheden  (32) gelden ook nog op de cirkels die ;,
begrenzen, en wij zien er met behulp van een bekende
stelling (zie b, v. Prcarp, Traite d'dnalyse 11, pag. 291)
uit, dat D en D, binnen elk van de cirkelvormige gebieden
71, die buiten den cirkel, met straal 0y, Om O beschroven,
liggen, evenveel nulpunten hebben. Voor D, bedraagt dit
aantal één en dus heeft ook D in elk van dio gebieden een
enkelvoudig nulpunt. Hetzelfde volgt uit (33) voor 72

Onze unitkomst kan aldus worden samengevat

Wi gaan wit van een, naar willekeur te kiezen, Iieine
waarde + en zoeken de minima van | Dy | resp. | Dy | in de
door « bepaalde gebieden 241 = 1 resp. i 2 — yo.  Hel
kleinste van deze minima 2 ye. Wi§ nemen vervolgens een
gelal uy, dat kleiner is dan Ney i gedachte en bepalen de daarbiyj
behoorende waarde Ony GelGE op pag. 82 is aangegeven. Mel
den straal g, beschrijven wij een cirkel om 0. Buiten dezen
cirkel zal mu D in elk van de JFleine gebieden y een enkel-
voudig nulpunt hebben en zal in het gebied Xy — » de modulus
van D niet Kleiner zijn dan %r — 1.

Gaan wij met » naar o volgens cen binnen S; gelegen
tichting, dan worden van 2ar ¢~ on — 2 g n—4 —1 de
retele  gedeclten negatief oneindig en dus volgt it (29)
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en (30) voor deze richtingen:
Lim Dy — Lim Dy = (— 1) . = -DU+B P, Q.

Daar verder bij elk klein getal 5 een eindige straalwaarde
o, berekend kan worden zGGdanig, dat voor | 7 | = g,, In
¥: 1 de modulus van D — Dy en in X o de modulus van
D — D, Kkleiner zijn dan g, zien wij dat indien het argument

K] ! s B
an 7 binnen den sector S; ligh:
Lim D= (—1)2.==hd+BH P. @ . . (35)

voor Lim | r | = c».

Voor de grensstralen w: en «; 41 geldt dit niet meer.

g 7. Uit de betrekking:
b (1) = (— Lys—F, pa+7, @arlda=0 D, . (23

zien wij, dat de nulpunten van @ (7) en D binnen ¥; samen-
vallen. De factor waarmede D vermenigvuldigd wordt heeft
in dat gebied toch geen nulpunten, daar het recele gedeelte
van 2 ar /& (1 — &) er steeds positief is. Wanneer wij nu
1 de waarden 0, 1...2m — 1 laten doorloopen, weten wij
omtrent de nulpunten van ¢ (r) op voldoenden afstand van
0, alles wat wij noodig hebben. Ons resultaat luidt als volgt.
Op de 2 m van O uitgaande stralen worden de punten , wier
afstanden tot O door (31) bepaald worden, gemerkt, Om deze
punten worden cirkels met straal z getrokken, die zoo Klein
Fan zijn als wij willen. Het is mogeliyk een, van v af hangende
cindige waarde o te bepalen, zoodat in het gebied builen den
cirkel met straal o om O beschreven het volgende geldt: Binnen
ke van de kleine cirkels met straal « heeft  (r) een enkel-
voudig nulpunt en daarbuiten liggen geen nulpunten.
Daar:
K(r—kj2m)y=c¢c *hBd(r) ... . (16)

is, geldt dit resultaat ook voor & (), indien in de plaats
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van 0 het punt » = — % / 2 m wordt gesteld, en het doel,
dat wij ons in dit hoofdstuk gesteld hebben, is hiermede in
hoofdzaak bereikt.

Uit (16), (23) en (35) kunnen wij voor § (r — I (2 n)
nog het volgende afleiden:

18

Lim [?\ (r— K [2m):{(— 1)*—4+2 pd B (e D+ B

lrl=w

.”_n.lrlfﬂ—{-.‘lnr/ﬁ'(l-—z)I)-Q;‘I‘___I,- vlls (.‘}lj)

indien » volgens cen binnen S, gelegen straal naar o aaat,
De betrekking (36) geldt gelijkmatig t. o, v. het argument
van 7. Voor «; en a; ;. geldt zij niet,

51

In het gebied X; — ;, voor zoover dit buiten den ecirkel
met straal g, om 0 beschreven ligh (zie pag, 32), bestaat,
voor den modulus van de in (36) onder het limietteeken
staande functie een positieve onderste grens.

1% en 2% zullen ons in hoofdstuk Il te pas komen.

§ 8. De ontwikkelingen in §§ 1—7 stellen ons in staat te
bepalen het totaal aantal nulpunten van @ (), gelegen binnen
een cirkel met voldoend grooten straal om 0 beschreven ,
of, wat op hetzelfde neerkomt, van § (#) binnen cen derge-
lijken cirkel om 7 ==& |2 m. Wij weten, dat op voldoenden
afstand van 0 de nulpunten van ¢ (#) bij benadering op de
stralen « liggen en dat hun afstanden tot 0, evencens bij
benadering, bepaald worden door (31).

Wij beschrijven nu om 0 een cirkel met straal:

__(44-B)=x 4 @un4-Da
2am ' 2a

v e . . (87)

waar n een groot positief geheel getal is, en noemen dezen ¢,
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Wij bepalen het aantal binnen ¢, gelegen nulpunten van
@ (r) door de argumentstoename van deze functie bij omloop
van ¢, in positieven zin op te maken. Is @ (r) tweewaardig,
dan moet » minstens zoo groot zijn, dat buiten ¢, de beide
bladen gescheiden zijn (de straal (37) zal dus grooter dan g
(zie pag 23) moeten zijn). Wij beschrijven dan den cirkel
in beide bladen en bepalen de argumentstoenamen bij omloop
ran beide cirkels  in positieven zin. Aangezien @ (r) in
correspondeerende punten op het teeken na gelijke waarden
heeft, zullen beide toenamen gelijk zijn. De totale toename
gedeeld door 2= levert dan het binnen den cirkel (of de
cirkels) ¢, gelegen aantal nulpunten, daar @ () in het eindige
geen singulariteiten heeft en er dus geen polen voorkomen.
Is de functie tweewaardig dan worden de nulpunten in
boven- en onderblad geteld. De vertakkingspunten, die, zooals
wij gezien hebben, ook nulpunten zijn, worden natuurlijk
slechts eenmaal gerekend.

taan wij na, wat er gebeurt wanneer r op ¢, de eerste
helft van S; doorloopt, d. w. z gaat van het punt:

[—Ad+B)#/2am+@n-1)n/2 a] g=x12+k=/mi
naar het punt:
[~ (A 4-B)=/2am+ (2 n- 1)a[2a]d=7/2+EED=/2mi
welke punten wij resp. P, en Py zullen noemen.

Beide liggen in ¥ en in beide geldt dus: (zie (23) en (29)):
o (J) — (— 1).“_1- b8 A c-z.:r;."{! SOBUEDICES I S

[ —adE gerSERL A L L (88)

Wij weten bovendien, dat, voor |7 | = g,, de modulus

van D — D, hoogstens gelijk » is en derhalve in (88):
| 4|=9:|P.Q|

zal zijn. Kiezen wij n (en daarmede |7 |) slechts groot
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genoeg, dan kan | 4| dus zoo klein gemaakt worden als
wij willen. In het punt P, is verder:

4 4B Yargh—F __ i

: .8 =—1. . .. . (89
en in FPa:

| ed+2 Sard—Fk | = elid+B=/m—an+ 1) xsin /2 (40)
gelijk door substitutie van de aflixen van P, en P, in de
cerste leden van (39) resp. (40) blijkt. Door n groot te
nemen, kunnen wij het tweede lid van (40) naar willekeur
klein maken. Voor:
_L 2 | = ."

1__{_J.Ifc are” _,:_ 71 S P (41)
vinden wij derhalve in I en Py, op kleine grootheden na,
resp. de waarden 2 en 1 en wij zien, dat het mogelijk is n
z00 groot te nemen, dat, wanneer » langs den cirkel ¢, van
Py naar Py gaat, de argumentstoename van (41) minder dan
een te geven kleine waarde bedraagt,

De argumentstoename van »4+# tusschen P, en P is
(A= B)x/2m. In P heeft het imaginaire gedeelte van
2ar|L(l — &) de waarde:

(44 B)[m —2n-1)]in[2,
in /4 is het nul; het argument van:

c‘lnr/n"(l - c)‘

neemt dus toe met:

[— A4 B)/m+42n41)]a/2,
en derhalve het argument van:

pad+ B glar/d (1=q

met (2n-1)x/2,

Samenvattende zien wij nu uit (38), dat, mits n groot
genoeg is, de argumentstocname van @ (r) tusschen de op
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t._,elefft:n punten Pl en P, minder dan een te geven kleine
raarde van (2 n -~ 1) = /2 verschilt.

Dezelf‘dc Iedeneeung kan voor de overige 4 m — 1 halve
sectoren S gehouden worden, en het resultaat is, dat er
een getal 7y bepaald kan worden, zoodanig, dat, indien »
den cirkel ¢, met straal:

—(A+B)ya/2am+@Cni1)a/2a,
alwaar n = n, ondersteld wordt, éénmaal in positieven zin
omloopt, de toename, welke bij dien omloop het argument
van « (r) ondergaat, minder dan een te geven waarde van
m (2 n -+ 1) 2 = verschilt.

Zorgen wij dus, ny zoo groot te nemen, dat dit verschil
kleiner is dan =, dan zijn wij zeker, dat voor déénwaardige
@ (r) binnen een cirkel ¢, (n = ng) het aantal nulpunten
m (2 n - 1) bedraagt. Is @ (r) tweewaardig, dan moet dit
aantal verdubbeld worden.

§ 9. Wij besluiten dit hoofdstuk met een foepassing van
de nitkomst van § 8 op de functie:

| 1 1 1 |
‘ i i -7 —-7ri
0 (r) = . _ , (42)
(?4’ 6r!rl (',-- ar (n—nr; n
reir riett —re—"r —rig—sri

die in de theorie van de trillende staven gebroikt wordt,
o (r) is een bijzonder geval van onze functie § (r), wan-
neer genomen wordt: .
F(r, 0)=rnrt
Lhi(H=f{r)=1
L) =[;(r)=r.
A en B zijn dus 1 en m = 2. § 8 levert het volgende.
Mits ny groot genoeg is zal het aantal nulpunten van o (r)
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binnen een cirkel met straal na/a om 0 beschreven
4 n - 2 bedragen (n < n,).
Door eenvoudige herleiding volgt verder uit (42):
® (r)=8 i (cosar Char— L)y (438)
en hieruit zien wij gemakkelijk, dat @ () in 0 een zesvoudig
nulpunt heeft, en dat bovendien op de recele as in elk van
-de segmenten:

2

2 : 3
T aill am 2T
— tot =——, == tot y eNZz.
1 (14 (42 (28
(y) Q 'T% -
T Pl 4 =TT O T
1s: tot —=-——~, — — tot — y CIZ:
(o 1 a (

een enkelvoudig nulpunt ligt.  Daar o () door de substitutie
r=ri niet verandert, geldt hetzelfde voor de imaginaire
as.  Wij hebben dus binnen elken cirkel met straal n « [
reeds 4 (n — 1) - 6 = 4 n -|- 2 nulpunten aangewezen., Wij
weten echter uit onze algemeene beschouwing, dat het aantal
niet grooter dan 4z -- 2 kan zijn, en hebben daarmede
bewezen, dat @ (r) (42) slechts redele of zuiver-imaginaire
nulpunten heeft,

Caveny heeft dit, langs geheel anderen weg, (Oenvres
Complétes Série 11, Tome VI p. 366) aangetoond. In Rayleigh ,
sound I p. 263 wordt, volgens een methode, die aan Poissox
wordt toegeschreven, hewezen, dat de vierdemachten van
de wortels redel moeten zijn. De mogelijkheid blijit dan
over, dat op de stralen, die de assenhoeken halveeren . nul-
punten liggen, hetgeen niet het geval is,
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Bepaling van d ETS(}(J){]) / e=r = f (u) d .

§ L. Wij vatten nu het einde van hoofdstuk I weer op
en gaan over tot de bepaling van:
RN j E o I -
e s K Tk —2x) f () d e . . . | I)
“ (Bt i1 ’
Bij f(x) laten wij ter vereenvoudiging den index tijdelijk
weg. De functie » (r, @) luidt, wanneer voor Ry... Ry,

de waarden (36) pag. 18 worden gesubstitueerd:

‘ () er (2 — 2,) s ] (v — o)

‘ /(J (.’) /|; (f) abTeE (UL /1‘| (’lﬂ 174, ])

|-

I ; : |

TR ; : @)
0 e fulr) o a1 [ () |



lir moet vervolzens een afspraak worden cemaakt over de
volgorde der polen. Lettende op hetgeen wij omtrent de
ligging der nulpunten van § () in hoofdstuk II hebben

gevonden komen wij van zelf tot de volgende rangschikking.

c

k e o
Om het punt -r:.—m-o-?'ﬂ worden concentrische cirkels

= b

beschreven meb stralen:

= o (A B)bris [mml-;]. s

I
u

2ma | 2aq

3)

Op voldoenden afstand van het middelpunt zullen op geen
van deze cirkels nalpunten liggen. Mocht dit voor een der
kleinere cirkels het geval zijn, dan vergrooten wij dezen een
weinig, zoodaf het nulpunt er binnen wvalt. 'Wij noemen
deze cirkels:

CosRCIl - C,

en hun stralen:

v J‘), O TR R G A ol (5‘3(!)
Wij nemen nu de tusschen twee opvolgende cirkels gelegen
polen bijeen. : Hun aantal is steeds cindig en voor voldoend
groote stralen steeds gelijk 2 m.
Deze volgorde brengt mede, dat:

j‘ v (?-’ '.:!:) ""l p— 1 (& — 7, ! =
CFy ), e twan=

Wij onderstellen, dat z in het inferval @y = x = @, besloten
blijit, en splitsen de onder het residutecken voorkomende

— laim 5]

ye=c 4 7 % oy

1) Verwarring met de op pag. 23 gedefinicerde gy behoeft niet gevreesd
te worden.
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integraal in twee deelen door voor het eerste lid van (4) te
sehrijven:
Al ). [ f e tapiala :
cEml.TeEmlL. 0 O
Wij zoeken de waarde van den eersten van deze twee
termen, dien wij deze gedaante kunnen geven:

l‘n-x[v (r—>"~|2m, ;'U)f' ¢ = (r—b/2m)lu = r.)f(‘u)d.u] irday(6)

Lim . & (,' — kl/2 1") '3

vy p T L 0
alwaar r = o, €%,

Wij zullen hierbij een stelling noodig hebben, die wij in
de volgende § zullen afleiden, en in dezen vorm met eenige
uithreiding ontleenen aan het boven aangehaalde werk van
LinperOr (aldaar p. 32).

§ 2. Zij L(»,y) een functie, die afhangt van ¢ en het
geheele getal », en in g de periode 2 2 heeft,
Wanneer g tusschen:

T kx
I

— —_—

2 'm
ligt, en ook gelijk aan deze grenswaarden mag worden, zullen
wij, in overecenstemming met het vorige hoofdstuk, zeggen, dat
g zich in S; bevindt, Moecten de grenswaarden uitgesloten
worden, dan zullen wij zeggen dat g zich binnen S; bevindt.
De stelling luidt nu aldus.

Indien ten eerste:

1 g _*_ (k,:'{ ,1!,;5

n

Lim L (v, y) = Az, voor. ¢ binnen S; . . (7)
S (k=0,1...2m—1),
en ten tweede:
| L(r,y)| Kleiner dan een eindige waarde M blijft voor
alle geheele waarden » en voor alle waarden g, dan is:

-

: . 1 :
Lim ‘,'1 Io Ling)dv=g . (do+ A +...40a_1). 6

e & 1o
']
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De limietgelijkheden (7) moeten in de voor w aangegeven
gebieden gelijkmatig vervuld zijn ).
Voor het bewijs schrijven wij:

T ' g iy v L gy
[ (LA ) By e f f 4
e g oz
=g
+f - g1 i S b=l
—F I

De eerste en de derde integraal in het tweede lid zijn
in absolute waarde niet grooter dan (M 4| 4| )d. De

tweede is in absolute waarde niet grooter dan [% — 2 a] 7,

alwaar, wegens (7), nadat voor & een willekeurig kleine
waarde is gekozen, 5 beneden elke positieve grens kan ge-
bracht worden, door » slechts groot genoeg te nemen., De
modulus  van het eerste lid van (9) kan dus zoo klein
gemaakt worden als men wil. Schrijven wij de aan (9)
analoge vergelijkingen voor de andere deelintervallen van
het gebied 0Z w = 2 o op, en sommeeren, dan besluiten
wij gemakkelijk, dat » steeds zoo groot genomen kan
worden, dat:

l ek l '
2';..,0 L (v, 'P) dy — om (-'10-1‘ A ... Az 1),

in absolute waarde kleiner dan een gegeven grootheid is.
De limietbetrekking (8) is dus bewezen,

') Hiermede wordt het volgende bedoeld.
Indien:
—;’1‘6;4*4:?‘;'1' =S 4=
moet er con eindig getal », te vinden zijn, zéddanig dat voor » = »
do absolute waarde van L (v, y) — A beneden een willekeurig san te
nemen positieve grens ligt; 8 mag daarbij zoo klein zijn als men wil,
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N.B. Indien L (v, y) nog afhankelijk is van een para-
meler x en de betrekkingen (7) gelijkmatig vervuld zijn

voor #y =« = &, dan zal de¢ limietvergelijking (8) aldaar

gelijkmatig t. 0. v. @ gelden.. De grootheden 4. .. ds, _,
zullen dan in het algemeen functién van « zijn.

§ 3. Stellen wij:
"?§6Tf3£3;:f2ﬁ:”_““”“”“’“foddﬂ::Lcmfuw,<ND
alwaar 7 =g, ¢¥. Om de stelling in § 2 voor de bepaling
van (6) te kunnen gebruiken, zullen wij de functién
A, (z)...4s,,—1(x) trachten te vinden.

Wij beginnen daartoe de limietwaarden van den factor
v (r—"Fk [2m) van L (x,», w) te zoeken. Dat de waarde
| 7| bij het aangroeien niet continu toeneemt, doch de recks
(3e) doorloopt, is voor dezen factor miet van belang, Uit
hoofdstuk II weten wij, dat, indien in de algebraische
functién van 7:

TRl Bl s e NS R e (1])
voor 7 gesubslibueerd wordt » — %, /2 m, deze overgaan in:
r—1>r/2m

re—Ih/2m--0

) SRR (112)

ren—l—F% [/2m-]d.

De o's zijn machtreeksen in 1 /9, zonder bekende termen,
die buiten cirkel Ky (zie pag. 23) absoluut en gelijkmatig
conyvergeeren,

Uit (2) volgt dan:

0 (r—liy | 20, @)= 1P =G = R s F (), L (19)



47

alwaar:
IR, i) ==

0 grE—n) et e—m) | e 3y - |
149, 0 (C RPLCEER A ‘
0 et (1 _I__ 5)1 grlre-t-d) (,«_..';’,,, —.]_ h) Lt =15 (;,G'l,, (2 - 1) _{_ 5) |
Al e | : : J

§ 4. Zoeken wij eerst de limiet van I (r, z) in hetb geval,
dat » binnen een der aan de positicve zijde van de imag. as
gelegen sectoren S; naar oo g;m.ﬁ, kisdus0,1...0f m—1.

De reéele zedeelten van:

AR

av e g it — k—1
i,)f. " e ,

zijn dan positief. Wij deelen derhalve de kolommen:
2,8...m—k41,2m—k+2...2m}1

van H (r, x) door de in de onderste helften voorkomende

expon. factoren. In het geheel is dan gedeeld door ¢2er/efd—e,

Gelijk gezegd werd, onderstellen wij, dat » binnen S, naar

het oo gaat., Voor zijn argument vy geldt dus steeds:

ko
m

= e (1 ) e U

o T At s = D m

hoe klein 0 ook moge zijn. Gaat men nu het resultaat van
de deelingen voorzichtig na, dan blijkt dat, de kleine pogitieve
waarde d eenmaal vaststaande, steeds een eindige afstand
van 0 kan gevonden worden, zdGdanig, dat voor punten
verder van 0 gelegen het verschil in de correspondeerende
elementen van den determinant, die door de deelingen
ontstaat, en den velgenden vereenvoudigden determinant:



o

grG—m) et

(s

LR

k—1

.0, n=h

o, (e — bk — 1}
NG i 80

(4‘——.1',).' gret— “(z—x)

.0,

a p—
Im Gkl

Fur—1

L ere (z=—12,)

.0
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dien wij H, (r, @) zullen noemen, minder dan cen te geven
kleine waarde hedraagt, en dat wel onafhankelijk van de
waarde van x. Daar verder de elementen van H (r, )
steeds eindig zijn (in- absolute waarde hoogstens gelijk de
eenheid) zal het verschil tusschen heide determinanten,
door | | groot genoeg te nemen, zoo klein kunnen gemaakt
worden alg wij willen.
Wij hebben dus:

H(r, z):dar/d0~9 — H (r, ) +7 . . (16)
indien y aan (14) voldoet. Door | | groot genoeg te nemen
kan | 4 | naar willekeur klein gemaakt worden,

Hy (r, ) is het product van den minor uit de onderste
m rijen, die, in de notaties van hoofdstuk I, #G=-5H ¢
luidt, en den complementairen minor:

WOVt S e mr g ® ot = (@ — )

1 ‘-.."'u fonr— ’:') o (‘3 m o=k — 1)

| 1 efm—1(m—=R_ m—1E@m—i—1) l
en dus:
Hy (7o) = (= 1" =+ B Ea=Ds 08 M (1,28 — o)y (18)
Lim M (r, ©® — ) = 0, voor # binnen S; en x> a.

r—o

Op den gremsstraal «; geldt (16) niet. Aldaar moet het
resultaat van de deeling van H (», x), i. p. v. met (15),
vergeleken worden met een anderen determinaat, die uit
(15) ontstaat, wanneer de nullen uit de (m — & -}~ 2)° en
(2m — & -|- 2)° kolommen resp. vervangen worden door:

= wo—f
(3’” £ {:!7,” Ft] cir 3 ] .-:_f,f Bmp—1 3
en:
03 7. L) I3
B L h (5] o —= &
[ Fom S 3 o ., pg—Rars . Em—1,



o
=

Analoog voor a; 1.

Wij zien langs dezen weg gemakkelijk in, dabt in het
oeheele gebied S;, met inbegrip van de randstralen «; en ez 1,
het eerste lid van (16) althans eindig blijft.

§ 5. Vervolgens moet de limiet van H (r, x) gezochl
worden, wanneer » aan den negatieven kant der imag. as
naar o eaat.  Wij onderstellen dus, dabt » in Sy ligh
(k=m, m-1,...2m—1). Wij deelen nu de kolommen:

om—k42...8m—k--1
door de expon. factoren van hare onderste elementen, en
hovendien de tweede kolom (die anders bij de limiet geheel
nul zou worden) door erlr—=) Verder verloopt alles als in
§ 4, en de uitkomst is de volgende:
H (}'7 ;';:) : g*"(-b‘ﬁ—ful—!—ﬂarls"' (l—& — (__ l)m——k—'i Ledw—h

P .Ne(rymi— @) g . o o o (19)

indien voor yw geldt:

TL ko _%__ 3 9T i (L-{—« ]) mo 0.? (BO)

— — =y = — 5 -
2 T m =¥ =" m
k=m,m-}+1,...2m—1.

[n (19) 1s:

e — k=1

I‘ 1 er 2 — I (z—a,) e (2 1,) |
1‘ cﬂ'(.r'l —- .)'] (_:’,l'.” I\Q m — f.) ...... ‘.‘j','“f (‘.‘, git —fk—1) l
N, (r, ) — X)) = | : ' i .(21)-

‘ e,«(I,—-:r) ef23m—1 lﬂm—-k_}. L 1 (3m—k—1) ‘
en kan, door | 7 | groot te nemen, | 3 | Z00 klein gemaakt
worden als wij willen. Voor z { @ 18:

TE g, 4y st g SR AL e P

=
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Op de gremzen e« en «; . Dblijft het eerste lid van (19)
eindig.
§ 6. Uit (13), (16) en (19) volgt:
v(r—k [2m, ) [r4t B e—C—zh/in—tae/2t 2ar/ek (1 Hl==
=(—D"*. = Q. M (r,x—x) } 7, . (23)

voor 7 binnen Sy en k=0, 1... of m — 1,

v (r—F |2m,z): [+ B gr—h/amE—e)—Fa/2 4—2::1-/55'(1—5‘11 —
= (—1yp—t=t m B PN, (7, 2 — 2) -+ 7,. (24)
voor 1 binnen Sy en k=m, m--1, ... 0of 2m — 1,

De verg. (238) en (24) gelden voor @y = & = 2y, en er is
altijd een |7 | te vinden zdd groot, dat de moduli van de
7's beneden een fte geven positieve grens liggen,

In het geheele gebied S;, meb inbegrip van «; en «;
blijven de eerste leden cindig. Hiermede weten wij van
v (1 — ki /2 m, x), wat wij noodig hebben.

§ 7. Voor den noemer van L (x, », y) (10):
& —1/2m),
kunnen wij verwijzen naar hoofdstuk 11, § 7. Wij vonden
daar het volgende:
% (, —F [ 2 m) . | (_ 1).., kA B pd+ B p—alk 2 Sar/—0) i
0 E‘:’M_}J(J + ) . ]_) . (l)l == 1 "]" Ny , : . (2;—}:)
voor r binnen Sp(h—=20,1...2m — 1).

Door | # | groot genoeg te nemen, kan | » | naar willekeur
klein gemaakt worden.

De uitkomst sub 2°, p. 37 leert verder, dat, op de hogen,
die door S, uit de cirkels ¢, (p. 43) gesneden worden, voor
den modulus van het eerste lid van (25) een positieve
benedenste grens bestaat. Deze cirkelbogen liggen toch

binnen het gebied, waarvan aldaar sprake is.
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§ 8. Combinatie van §§ 6 en 7 levert, voor = binnen Sg:

v(r—Ik/2m, x):F @ —Fk[2m)=
— g—G—eh/2m —m—b4 P=1_ I (r,x — o) - 4, (26)
O IR =1

v(r—rl/2m, x2): [F(r—Fk[2m). glestilasilee st |i=—
— B Ol Ny (r, Tr—Z) R, - {27
k=m,m-4+1,...2m—1

Door | # | groot genoeg te memen, kunnen de 2's in (26)
en (27) zoo klein als men wil gemaakt worden.

Op de cirkelbogen door S, uit de cirkels ¢, gesneden ,
blijven de moduli van de eerste leden in (26) en (27) eindig,
De betrekkingen (26) en (27) gelden voor het geheele
interval @, = © =2 %1

§ 9. Van L (z, », w) Dlijft ter bespreking over de factor:

=7 [ g—r—k /2 (@ — %) f (_u) d Mg o ¢ (28)

Ty
dien wij nu zullen onderzoeken. In PIoARD, Traité d’ Analyse
II, p. 182—184, wordt deze inteeraal behandeld, met het
onderscheid, dat 7 daar nul is. 'Wij verwijzen ter vergelijking
naar de uiteenzetting aldaar. Wij volgen die ongeveer,
maar kunnen niet volstaan met eenvondig het resultaat
over te nemecn, daar wij cen iets scherper uitkomst zullen
noodig hebben, Wij zoeken de limiet van I voor groote
waarden van || en onderstellen eerst, dat » aan den
positieven kant van de imag. as blijft, zoodat voor y geldt:

— T HOEeE 5 8 - (29)

waar o een, desnoods zeer kleine, positieve waarde heeft.
Daar wij aannemen, dat {(«) continu en d variation limitce
is, kunnen wij deze functie beschouwen als het verschil van



o
@

twee, in het interval @y Z u = @; continue en niet afnemende,
functién f (u) en {” («) !). Wij voeren het onderzoek voor
deze functién afzonderlijk uit, en nemen dan het verschil
van de uitkomsten. Wij mogen dus onderstellen, dat in (28)
f («) een, in het integratie-interval nimmer afnemende,
continue functie is, eenvoudigheidshalve heb accent van 1 (u)
weglatende.
Wij bepalen nu het positieve getal « zoo, dat:

f (:CI” —}— f) e f (.’,{:‘u) sesec Tl’ o . P . . (:;])
is, waar g cen, naar willekeur te nemen, kleine waarde
heeft en splitsen de integraal in I in twee deelen:

Xyt € (&
= Tl 6

v 2t

daarbij dus aannemende, dat x, -} ¢ kleiner dan w nitvalt.
Voor den eersten term in het tweede lid van (32) kunnen
wij schrijven :

'-rn “*‘ £
' (¢ Pp—=(r—k [ 2m) (. — ) ¢ =
l)_ |“' |

o

s , ) %
rf(u) — £ ()] e—C—RAme—2 gy (33)

Wij stellen:

Fe—tr—hitmk—m — P L iQ . . . (34)

Pen @ zijn beide recéel. De laatste term van (33) wordt dan :

/"rﬂ ot _p |f (”) o8 I (-"EU)'I CZ u _E__ 1:../..% B Q |f' (_.“) Semie f(in)] (l H (35)

v 2

Bedenkt men, dat f («) — I () in het intergratie-interval,
niet afneemt, dan kan, met behulp van de zoogen. tweede

1) Zie JorpAN Cours d'Analyse 111, p. 568.
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stelling over het gemiddelde (vgl. b.v. Piearp L p. 7), voor
(35) geschreven worden:

&y 4 &

[f (0 &) — f ()] l T P [ iQdul, (36)

v Ty W E

waar ¢ en { echte breuken voorstellen, die ook nul kunnen
zijn. De eerste integraal in (36) is het reéele gedeelle van:

Ic~—-lr—r{1 [2m)y&e e—l:fh-t{‘lfl?aJJ(:J E| L / (l. e ]'l‘l /\3 ?'l“;), (37)

en de tweede hel imaginaire van dezelfde uitdrukking, wan-
neer & door 9" wordt vervangen. Letten wij op (29), dan
zien wij dus, dat, wanneer wij ons buiten een bepaalden
afstand van O bevinden, de modulus van den tweeden factor
van (36), hoe groot | | ook is, steeds beneden een eindige
waarde, stel M, blijft. De tweede term in (53), dien wij «
zullen noemen, zal dus, wat de absolute waarde betreft,
hoogstens gelijk M 4 zijn. Voor den cersten vinden wij:
(o) [L —e—t—kiAme]  r[(r —E[2m)=1(x)]8Y

en (32) levert dus:

=1 (.’,'C-U) —"— p’ —{— %4 —}— i'] g— r—H /2w (e —x) f (.“) d ", (.'38)
g 1 & )

Wb i =g

Letten wij weer op (29), dan zien wij in, dab een |
kan gevonden worden, zGG groot, dat voor |7 | = |
de modulus van den laatsten term in het tweede lid van (38)
hoogstens gelijk. M 4 is, en dat bovendien:

] 1 (.‘Un) gmin i Lam e St S oy

7o |
"o |

wordt,

1) Wordt | » | slechts groot genoeg genomen, dan kan-| # | beneden
iedere positieve waarde gebracht, en dus ook kleiner dan My gomaakt
worden,



L

._
£
(1

Dan volgt, dat, voor | » | = | »y |, het verschil tusschen I en:
T [1 e stz o2 e sasel] B B S ( 59)
in absolute waarde hoogstens 4 M y bedraagt.

Er werd aangenomen, dab @y e {x is. Is deze voor-
waarde niet vervuld, dan laten wij den tweeden term in (32)
cenvoudig weg, en vervangen de bovenste grens in den
eerste term door @, Er komb:

i
T—1 (@) [ re—t—hipmu—sd |
J ol

"

[ [ () — £ (@o)] eI — G
L]

Als boven bewijzen wij, dat de modulus van de laatste
integraal hoogstens gelijk M 4 is, en voor de eerste komt ')
(39), zoodat voor de waarden van x, dic wij nu beschouwen ,
de modulus van het verschil tusschen [ en (39) hoogstens
2 M 5 bedraagt.

Samenvattend kunnen wij zeggen:

De kleine waarden 0 en [ gegeven zijnde, kan steeds cen
eindige waarde |7, | gevonden worden, zoodat:

‘I |
r / C—'f;-_i-l/ﬂ..u([&—.J'O) f(gl) (J .H_—f(it-"(]) 11 ___8—(1'—1',4!':3'.0 1_’.-rm.ru_|'| é };7 (40)
J 2y
indien | » | = | 7y |
I S — BJ L.
—-:3*]452:*1[)22——5

Ty = T = X1
en dus:
Lim I =T (%), indien £ > 2. . . . (41)
=t i 1 USRI (:2))
De betrekkingen (41) en (42) volgen onmiddellijk uit

1) Op een grootheid na, die, door | | groot genoeg te nemen, zoo
klein als wij willen, en dus kleiner dan 3 y, kan gemaakt worden,
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Picarp’s behandeling. Nadert « tot a, dan zal de | » |,
vereischt om £ met cen te geven benadering aan f () gelijk
te maken, onbepaald toenemen. In (40) is deze ongelijk-
matigheid door toevoeging van den term f(z,) e —#—h/2uw c—u)
gecompenseerd.  Schrijven wij (40) achtereenvolgens op voor
f*(u) en f” (x), en trekken af, dan behoudt de betrekking
denzelfden vorm, zoodat zij geldt voor functién, die continw en
a variation limitée zijn.

-Teneinde te laten zien, dat I, voor alle waarden » op de
imag. as of aan den positieven kant van die as gelegen,
eindig blijft, schrijven wij, weer onderstellende, dat f (u)
niet afneemt:

o y

= [f (&) — £ (x0)] [/ | Pdu| iQdul

.
&
To -F & (& — Zg) ooy (r— )

De integralen =zijn resp. recel en imag. gedeelte van

uitdrukkingen, van welke men gemakkelijjk inziet, dat zij
eindig blijven,

§ 10. Het onderzoek naar [ voor het halfvlak links van
de imag. as loopt geheel analoog. 1let resultaat is:

De kleine waarden 0 en ¢ gegeven zijnde, kan steeds een
eindige waarde | 7, | gevonden worden, zoodat:

P c(:-r — ‘E'l ,!' 2 ) (r — J“.,:) / i g (r — ":‘1 f 2 m) (it — %) f ('”') (E u v|7
it ' =6 @)
+ £ () [1 — e — k2 —a]

indien | 7| = |1

T o e RN
o —[— J = iy = — — 90
Lo = X = Ty
Derhalve:
L?NZ ; f’.r-,-—-):'l 19 m) (2 — x) . I: i § f (i'L:), ]']”ldi{‘.l] r /\ .'T,:U . (4.‘)

= =% . (4b)

N
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In (43) wordt ondersteld, dab {(x) continw en d variation
limitce is.  De betrekking (44) geldt ook indien f () disconti-
nuiteiten heeft, mits in het tweede lid — f (z — 0) wordl
gelezen. Bij zulk een discontinuiteit, zal echter de | # |
vereischt om de functic in het eerste lid met een gegeven
benadering gelijk — f (z — 0) te maken, onbepaald toenemen,
evenals dit bij nadering van @, het geval is. De betrekking (43)
geldt in het geheele interval @y = @ = #;, maar nu kunnen
ook binnen dat interval geen discontinuiteiten toegelaten
worden. De ongelijkmatigheid bij de nadering van @ tot @,
hebben wij opgeheven door toevoeging van den term:

[' (7/‘) l;},(r — Ky [ B ) (x — &)

Op en aan den negatieven kant van de imaginaire as blijft :

gr— Ty /2 m) (2 — 24) i

steeds eindig,

Opmerking. Voor het afleiden van de vergelijking (63)
(zie onder) zouden wij met de betrekkingen (41), (42), (44) en
(45), kunnen volstaan en (63) zal dientengevolge gelden,
zelfs wanneer f () discontinuiteiten heeft. 'Wij hebben echter
(40) en (43) afgeleid om van de reeks (63) nog bovendien de
gelijkmatige convergentic in het geheele interval z, < @ < @,
te kunnen aantoonen, en deze zal natuurlijk vereischen, dat
f (&) continu is. Bij de afleiding van (43) moet dan ook f (x)
continu ondersteld worden.

(3

vinden wij het volgende voor:

§ 11. De uitkomsten van §§ 8, 9 en 10 combineerende,

v(r—"m/2m, ) [* o PUEY -
Ao o et G—ti‘—“)/ﬂ"”'(f""_"u-‘f Z ]()
S(r—*Fk /2m) / (e insdd)

v Ly

T s =7

alwaar 7 = p, ¢'¥,
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Er kan een eindig getal », bepaald worden, zoddanig, dat,
VOOr » = »o, L (%, v, w) minder een te geven grootheid
verschilt van:

g— (@ —x)ky [Ba g —(m—k)d P
ﬂ,‘[‘(_ (,}.’ T — ;.{.“) [l __e—(r—1)/2 .ﬂ)(z-—.r‘.{n:I f (il?n) ) (4[J‘)
indien 4 =0, 1 .. .m —1.
en van:
Q1. N (r, & — x) [1 — er—h/2mE—al] f (x). (47)

indien k=m, m-4+1 ... 2m—1.

Ondersteld wordt, dat voor y geldt:

—_
——

TR L i T
T ?7_1,_—1_ ShAE :—3'%*”

A S0

4m‘)—' ==

Zie voor M; en N; (17) en (21).

Dit geldt voor hel geheele interval @y = & = @

Hoe klein o en het toegelaten verschil ook zijn, steeds
zal », eindig uitvallen. Op de cirkelbogen, door S (grens-
stralen inbegrepen) uit de cirkels ¢, gesneden, blijft L (x, », y)
eindig.

Wij weten nu van L (z, », ) alles wab wij behoeven om
de stelling van § 2 te kunnen toepassen. In de notaties
van die paragraaf hebben wij:

. Ty & My

Ay (@) =A== 27 () =07

A () == () = — Az () = £ (),
b, Ay () = 41 (@) = ... = Ag 1 (20) =0,
c. do(m)=dd@)=...=du_1(0)=0,

Ay ()= 2. Q=" . Nu(r, 0) (),

Ek=m,.. 2m— 1
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De stelling levert nu:

l‘ ;U ("_1 _:{;) -J'J—-J"f‘fﬁ_"'w‘ T( Tl — ! i ({1 | 48
(& [8 (})] ..'{,!-H(’ Uu) (b w=— 9 (L)ye .« o« o . (lfﬁ)
: indien @, < @ 21,
o3 —2(F W N (ng)
indien ® — a,
() s

. =omg S 4 Nr,0),(0)

F

indien & = .

Het tweede lid van (50) kan gemakkelijk vereenvoudigd
worden. Wij onderstellen daarbij, dat geen van de getallen
Ju« - - G2u—1 nul is, Is dit het geval, dan heeft N, (r, @ — 2)
twee gelijke rijen, en vinden wij dus voor genoemd tweede
lid nul.

Wij moeten bepalen:

Zm—1
SN (r,0),

i

en vinden daarvoor, wanneer wij bedenken, dat:
1 IRy et s 3 TP D 1

| 1 mGm—B B —E—1)
|
|

Ny (r, 0) = | |
| . ,
| 1 Iem—1Ru—8 gy 1 @m—k—1) ’

is, den volgenden determinant:

m Sl ] T 1
i ™ _'I— e 1) _]7 Lt 2m—1) , | 7 S (e —1)
2 |
v . . \
- . \
.~ ) |
=T R s L an—18n=D 1 Jru—1,,, fu—10—D
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Tellen wij de laatste s kolommen bij de eerste op, dan
worden van de eerste kolom alle elementen behalve het
bovenste nul en wij hebben:

2m—1
D E BN (s SOy I=="C ar R ).

w

Verg. (50) wordt dus:

(2o, T) e f(u)du="1(x 5
CEa) / ¢ (u) & p = £ (21) (51)

indien g, Gui1y « « - Jru--17 0,
» A ORI (57)
indien g,, . . . of gauw—1 =0.

Is ¢, . ..ol ga, 1 nul, dan beteckent dit, dat de oplos-
sing voor @ — @, nul moet zijn, daar een van de randvoor-
waarden dan luidt:

AP
¥ e S

Dan zal natuurlijk ook f(a;) =0 zijn, daar er anders
strijd tusschen initinalvoorwaarden zou zijn.

(taat men onze afleiding na, dan blijkt, dat binnen het
interval o — @, de reeks, in welke het residu in (48)
ontwikkeld wordt, gelijkmatig convergeert. Wij herinneren
or aan, dab wij ondersteld hebben, dat f (2) continu is. Aan
de erenspunten zal deze reeks in het algemeen (wanneer
f () daar niet nul is) een discontinue functie voorstellen,
en dus niet gelijkmatig kunnen convergeeren. De bepaling
van den eersten term in (5) is hicrmede afgeloopen.

§ 13. Indien wij voor den tweeden term van (5) den
er aan gelijken vorm:

el (2 — ) 3% I ) (:‘.7 :{") [ —r (e —z) f RO
£ ETBO D) [ itgyan (9
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in de plaats stellen, kunnen wij hiervoor een onderzoek
uitvoeren, dat gehéél evenwijdig loopt aan §§ 3—12. Wij
zullen het resultaat daarvan hier aangeven. Voor (53) kan,
indien : :
U =) F(r—Fk/2m)fv (0 — /2 m,)
5 (r—Fk |2 m) !

[ et () dp =L @, v, y)  (54)

gesteld wordt, geschreven worden :

Lim [ Vg (1., vt Ny e AR (5 5)

ol

In (54) is weer » — g, ¢¥ ondersteld. Omtrent L/ (, », )
kan nu het volgende aangetoond worden,

Er is een eindig getal » te vinden, zoddanig dat, indien
v = wyis, I/ (%, v, y), minder dan een te geven grootheid
verschilt van:
e==ha  P1[] —gr—h/2m 6~ Ny (r, £ — @) . T (z) (56)

indien k=0, 1 ... m—1,
en van:

gh—Dh(im 2B Q=11 _—g—C—h/3mE—)] Mi(r, 2,—x) (@) (57)
indien A—=m, ... 2m— 1.

Ondersteld wordt, dat:

T ko = e T -1 =
= = + —[-— 0 =y = — = —l-— ( it —1
2 1t = 2 m
In (b6) is:
‘ l e g—k i gl | lprs Ime—k—Te, ) |
‘ g—1(@—13) cgy(m—Fk)  ga@u—k—1)
wl A = oo
Ni(r, s —ao)=| : | . )
Canl (2 — 1) M —1 (i —=F) ey e T ] 2m—rk—1)




en in (b7):

2] s ) 2109 2 S e 3
| 0 8_,. e Uit F (2 __7.]) k. (ﬂ"‘g 2 i i 1 (2 — r) |

1 i (2m— k) ey B —k— 1)

Mi(r, o —a)=|" : .(59)

1 égzm_l(ﬁm—k‘n_-_'.__ﬂgm_l{Sinﬁ.’.'—lj

Dit geldt voor @y, = # = ;. Hoe klein 9 en het tusschen
I (x, v, y) en (56) resp. (57) toegelaten verschil ook zijn,
steeds zal »p cindig zijn.

Op de cirkelbogen, door S, (grensstralen inbegrepen) uit
de cirkels ¢, gesneden, blijft I/ (x, », y) eindig.

De stelling van § 2 geett:

2 ?E;(; (’?:':}:]).,/..:wGqf“_r"’ [ () dpu— ; F() 550 0 SRl (60)

indien @y < * < 2,
“(m“) p— e —1

1 5 e (in — &) A

.

— om " =
. Ni(r, ) =1f(z)?) . (61)
indien @ = @y,
5 =y . s 5 o At (\G‘_-;’.)
indien @ =: ;.
Samenstelling van (48) en (60), (49) en (61), (51) en (62)
levert nu het slotresultaat:

NGNS o
L { o=t £ () du="1(@). . (63)

VOO &y = & = 2y,

en  hiermede is de bepaling van de boven dit hoofdstuk
ceplaatste functie afzeloopen.

1) Mocht van de getallen ¢o . . . gw—1 er een nul zijn, dan wordt
f (y) = 0 ondersteld.
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N.B. Ons bewijs onderstelt, dat f () continu en a variation
limitde is maar men ziet gemakkelijk, dat (63) ook geldt,
wanneer f (x) discontinuiteiten heeft, mits in heb tweede lid :

L @ —0) 4 (z0)]
5 [z —0)+ 1@+ 0)

gelezen wordt.  Dit doet echter voor ons niet ter zake.

§ 14. De reeks (63) is verkregen, door samentelling van
twee recksen, die, indien f () continu is, binnen het interval
xo — x, wel, doch aan de grenzen in het algemeen niet gelijk-
matig convergeeren, omdat hare sommen daar discontinue
functién zijn. Door de optelling heffen deze discontinuiteiten
elkaar juist op, waarmede echter allerminst de gelijkmatigheii
der convergentie bewezen is. Wij zullen laten zien, dat de
gelijfkmatigheid inderdaad door de sommatie ingetreden is.
Wij beginnen met de grens @, Beschouwen wij eerst de
recks (48), wanneer die afeebroken wordt na een eindig
aantal termen, Ondersteld wordt, dat slechts de polen binnen
den cirkel ¢, zijn meegeteld, hetgeen wij door een accent
aan het residu-teeken zullen aangeven :

~/ o [z 27
< T?f’(’))"]’/ == £ () d ;;:2177 _/U Lz, v, w)dy. (64)

Wij zullen :

et e O R ST PN (O F) )

stellen en kunnen aannemen, dat voor & geldt:

=
o

Oh= EE=UE e D S S T ( 66 )
waar & een kleine waarde heeft. Beziet men de uitdrnkkingen
(46) en (47) dan blijkt gemakkelijk, dat »* steeds z06 groot
kan gekozen worden, dat voor het geheele interval (66):

. 1 Qo N e g N e
5t L(mog-8,v,y)dy, . . . (67)

ZIr J o
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minder dan een te geven kleine verschilt van:

(;—fr, E/2m
7

2."1’

(1 — e—Cr—h/2wE) |

f (0 |-
ks 2

Den eersten term

in tweedn,

P1f(z) 3

-
n—1

['_-":1

o

kF=0J
—

w—k ¢

0,
1

er‘&

i (it — &)
c,‘Tu i I

!

van (68) deelen

T

RLES
T
L —(m—& 4
< .
k=

o
) A
. gre i1 k=1
@' ! .E

2o Am—k—1)

(dy -

(6S)

wij, door splitsing van:

= 8—-(7'—]'1,/‘;3 m)

Aangezien :

0, Gi,slu—{"_?,.-‘ﬁreg..r-—l'——]“}ji
[
[ 4 (e g 2 |
- T i (k1) I : l._ﬂ']wfl-‘—.’n.l’ L el (B —1)
[ ) " =
l,.—l‘,.t—.h A (J q’:
T - k= : 5
e 33 W
|
0, R
p £ —Toli= }:" 1 ! o (m—1)
<= ) 0 i s " h
95 "
:[ . - 2 d i,
-
= . Y
{_—wgm_](,n‘—kl’ 11 " e .{_In;rw_-l(_m—-'lj
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vinden wij voor het eerste deel:

-
e— M E/2m T
———— P11 () [ :

e
L g=ril S e s
—agy L -’*,r.',,’ l' ..... & G — 1)
v = . (‘Itp:
| - : s
"5'_"'1"?”:—-1—!— . {_5’-1!‘—-1, 11 . . (,!“_-I\”—]»
e A

== 5T —.f (t..\/ e F SN (6 D))

-
Voor den tweeden term in (68) kunnen wij schrijven:
B -
[ gk El 2 re
» " radly e e el | b _,-,'5' 7y
9 [ (;H) —I— s) P 1 (.Ln {5 -,)‘l e s d . ((0)

w5

De integralen in het tweede lid van (69) en in (70) zijn
gelijk, en wij kunnen dus, door & Kklein genoeg te nemen,
zorgen dat, wanneer & aan (66) voldoet, het verschil tusschen
beide leden van (69) en den tweeden term in (70) kleiner dan
cen te geven grootheid is. Onze slotsom is, dab wij steeds »f
z00 groot en & z66 klein (beide eindig) kunnen nemen, dat, voor:

-'?-'05\9;7:__‘_‘-’*70%*;‘:1, e d s (7])
beide leden van (64) minder dan cen willekeurig te geven
kleine waarde verschillen met:

- + (k1)

> fan m—1 ¢ 2 F
f (i“[]) P_ ] ,\‘ / ” &= (in— ) A
LS - '
# 0 JE7

‘:'-‘) i L= W | Lo

Yy U om
| () o = klie o el D eI ol
s N Y s |

Yo (Bm—k—1)

| P eda I IR e ) !

d yp - I) [ (). (72)

|
|
|
(1 £9m — O — 0 Lo ‘
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Wij beschouwen vervolgens de reeks (60), wanneer die
afgebroken wordt, nadat de polen binnen ¢, in aanmerking
zijn genomen, hetgeen wij door een accent aan het residu-
teeken zullen aangeven:

>y (a0 ) [ r2 7
> E’%J—(‘rﬂlkle—”f’*“-"o'?f(lu) s /U "I (@, v w)d oy, (79)

Uit de vormen (56) en (57), volgt gemakkelijk, dat » zoo
oroot kan genomen worden, dat het tweede lid van (73
minder dan een te geven kleine waarde verschilt met:

f ()
Yo

i reit—4k g pedit—i—1 ¢
(F1Ly W e -
g1 e 0a (A== K) SR foldm—k=1)
a  (k+1)= |
m—1 p @ it il I . |
- - ‘ X . . . 2 r
NP1 / {‘—rur—h.-f! . . il . (‘;{_)
1] o ™ k7 |
-7 4
~ i i

| C*-ﬂ'f, {“5:",”_1(#:!.—"}. F
Hier is ondersteld :
Ty = L= To+ & = %o &1
Splitsen wij den determinant in (74) in twee determinanten
resp. met bovenste rijen:
1RO A ()
en
B —f—1 -
S5

- — At e
0, ere Si30 04 o 1

De vorm (74) wordt dan in twee deelen gesplitst, waar-

il o 1585 ol ek
van het eerste gelijk is aan 9 f(x). Het resultaat is, dat

wij »” steeds zoo groot kunnen bepalen, dat voor:

M —= oy = |
Ty = & = Ty —1— 81

beides leden van (73) minder dan een te geven kleine waarde
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verschillen met:

#()_l_f(r,

0 erei"—'x'e‘;’ e”ﬂm—l‘—lg |
3 N AR e e .
_— T (12 — Qu—k—1)
e rs ;,Jn' it LAk L ¢ {..'Tll‘ " J
w (kD7 4
i =1 7 + e = ~ o |
— ) — (it — k) A | =
=1y [ £l YRR Ly (75)
n . x . kx o
= g r oL
|
G—i'&'q Gip 1 (it — k) ‘

Wij kunnen & z66 klein nemen, dat, wanneer x aan (71)
voldoet, het verschil tusschen den tweeden term in (75) en
den eersten term (met positief tecken genomen) in (72), zoo
klein is, als wij zelf willen, en vinden nu, wanneer wij de
resultaten, voor (64) en (73) verkregen, samenstellen het
volgende :

Er kunnen een eindig getal », en een kleine waarde &
bepaald worden, zdddanig, dat:

o, x)

S CXG)

minder dan een te geven kleine waarde met:
f ()

verschilt, indien het residu slechts in de binnen cirkel ¢,
gelegen polen genomen wordt en voor @ geldb:

':rl
c_;-t,i_.f-,,:af(ru) du . . . (76)

Lo

ta
-
]

/\M

HH

/\l |

Lo ‘|" 0+

Analoog zullen wij kunnen hewijzen, dat er cen getal
6 een kleine waarde &, te vinden zijn, die dezelfde rol spelen
voor de grens ;. Daar de twee reeksen, uit welke door
optel ling (63) verkregen is, binnen het interval z;) — @, gelijk-
matig convergeeren, is 1]{_‘. gelijkmatige convergentie van do
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recks (63) dus voor het geheele interval:
Top= & = Xy
thans vastgesteld.

Bij dit bewijs van de gelijkmatige convergentie van (63)
is natuurlijk f (z) continu ondersteld. Aangezien het eerste
lid van die betrekking, wanneer f(x) een discontinuiteib
heeft, ecen daar ter plaatse discontinue functie voorstelt,
kan de recks dan niet gelijkmatig convergeeren. Ook is in
deze paragraaf stilzwijgend aangenomen, dat geen van de
getallen go .+ - Jam—1 nul is. Is dit wel het geval, dan
moet de gelijkmatige convergentie anders bewezen worden.
Noodig is dan slechts, dat aan de betreffende grens f ()
nul is. Hebt bewijs is eenvoudiger, dan het hicr voor het
alzemeenere geval gegevene, e wij zullen het achterwege
laten.
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Vervorming van de in het vorige Hoofdstuk afgeleide
Reeksontwikkeling.

§ 1. Wij hebben bewezen, dab, voor &y = & = @

f‘ v (r, :(_:) {‘2‘1 et i AN - : A

— e # — %) f (.“ (AT et (7 Y I (1

C 5ol L= gl o)

is, en zullen nu de reeks, waarin het totaalresidu in het
cerste lid ontwikkeld wordt, in eenvoudiger gedaante brengen,
door de polen 2m aan 2 m bijeen te nemen.

Wij weten,
dat, wanneer 7 ecen nulpunt van § () is, zulks ook het
ceval is met:

T 2 SR g e ¥ () )

alwaar ...7m—1 de 2 m — 1 takken der door:
|_F' ()', 0) — F (!‘J, 0)] : (! = g} =

hepaalde algebraische functie o (r) voorstellen. Wij beschouwen
in het volgende slechts polen +*, voor welke de grootheden
(2) alle onderling en van »® verschillend zijn. Vallen toch
twee of meer van de grootheden #, ;... #3,—1 samen ')

A

1) Uit hoofdstuk II volgt, dat dit buiten een eindigen cirkel om 0
niet meer kan voorkomen,
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dan zullen in § () kolommen gelijk worden. Dit zal echter
evenzeer het geval zijn in o (r, &), en het residu in zulk
een pool zal dus i h. a. nul zijn. Het is natuurlijk mogelijk,
dat de multipliciteit van het nulpunt in § (r) grooter is dan
in v (r,z), maar wij zullen ons met dit zeer bijzondere
geval niet bezighouden. Mocht het bij een toepassing voor
cen pool » intreden, dan moet aan onze algemeene uitkomst
de term:

=y

worden toegevoegd. Wordt dus in het vervolg over meer-
voudige polen gesproken, dan wordt steeds gedacht, dab
twee polen, die, voor willekeurige waarden van de parameters
in ¥ (r), aan de functie F (r, 0) verschillende waarden geven,
voor bijzondere keuze der parameters zijn samengevallen.
Hare geconjugeerden (2) vallen dan natuurlijk 00k samen,
zoodat zulke meervoudige polen toch ook weer 2m aan 2 m
optreden.  'Wij weten uit hoofdstuk II, dat ook déze bijzon-
derheid, nl. het samenvallen van twee of meer 2 m-tallen
nulpunten, slechts binnen een eindigen cirkel om O kan
voorkomen. Wij voegen nu in het totaalresidu (1) telkens
@ en de 2m — 1 geconjugeerde polen (2) bijeen. In de
omgeving van 0 zal deze groepeering in het algemeen
afwijken van de op pag. 43 beschrevene. WIj zagen echter,
dat op voldoenden afstand van O voor 7i...7s.,—1 de
voorstellingen :

e . ; — . s f R | v

Tl [2m = (- Fi[2m) 0
gelden. (Vgl. (12) pag. 22). Hieruit ziet men, dat aldaar
heide groepeeringen overeenstemmen. Daar . het verschil

slechts een eindig aantal termen betreft, zal de som der reeks
door de wijziging der volgorde geen verandering ondergaan.
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Wij kiezen uit elk der oo vele 2 m-tallen nulpunten van
& (r) één nulpunt, onverschillig welk, uit, en zullen de zoo
verkregen reeks aanwu/cn meb:

Gp, O] 000 Oy o .. - . . . . . (3)

Hierbij wordt er voor gezorgd, dal met het klimmen van
den index » de punten « verder van 0 liggen. De punten
(3) voldoen dus aan de volgende voorwaarden:

a. I (ay, 0) Z F(«,, 0), als p # q.

b. wy, 71 (%) o . Tom—1 (&) zijn alle verschillend.

Wordt ter bekorting tijdelijk:

G Ty ;
- e p— 1 (k—m) f (, T !
3 () [Memre=m () du=g )

. .!’n
cesteld, dan moeten wij beschouwen:

& a0+ & g0hmntorte A& 90— @

7 b r
Wij voeren in hel tweede residu in (4) cen nieuwe ver-
anderlijke z in, die met » samenhangt door de betrekking
= o (.3)
Uit (3) pag. 7 volgt dat:
B ‘ 7! .‘1 p
E g0rann=_C gln @12

r

(5)

(¥)

Ed
If
i

is. In hebt tweede lid van deze betrekking vervangen wij de
letter @ weer door 7, en vinden zoo, wanneer ter bekorting
i, p. V. (¥) geschreven wordt », voor dat tweede lid:

(77]
adr ,—,m

g (1) -

.



o

7%
Behandelen wij de overige residuen op analoge wijze dan
krijgt (4) den vorm:

d)l 1 d}Bm—l

Substitueeren wij voor » (r, ) de waarde (2) pag. 42, dan
vinden wij *

[2 ?'.‘-1 H— 1

. dr - 2
q (.7-) AI— f (‘7'1) ((,' ?} —1" Tt LA ("]-:.'r " — ]) (g_..,. S

1
6(")-!- (f.u.,{)i(u)du 5 B o g (?)

alwaar % (v, u, @) den volgenden determinant voorstelt:

1) Bij de afleiding van (7) behoeven wij slechts te bedenken, dat,
bij substitutie van r voor r de kolommen van § () en de laatste
m kolommen van o (r, z) dezelfde permutatic ondergaan, roodat wij,
daar het slechts om het quotient » (r, ) : § () te doen is, deze
kolommen op haar plaats kunnen laten.



0 , grle—m) | aragy ) (0 — )
!

F
| dr |
! fo (T)e—r(#_’%j_f—ﬁ (?'1)6—1‘1 (1 —2,) d_?'l —I— - + ff) U'Q m—'i) e "am—1F—"T)

YA Ten

L ()R fo(am—1) ‘

) (i', ity fC): ‘ | (S)
0 : ﬁ?'”ﬁ,, (?'): ... €M2m—1 f{:n (‘rﬂ :r:-—l) |



De som der residuen van:
Wy L) :
*S ! = ) / g— e —u) { (.u) 7/ oy
S5 () Ja :
in de polen:

PO, () L P )y . . . (9)
is dus:
~» 1 2, . 7 \
Coaml tomat@de o0 (10

vz,

Uit de afleiding volgb, dat wij in (10) voor »® cen wille-
keurige der geconjugeerde polen (9) in de plaats kunnen
stellen, en de reeks (1) is dus in den vorm:

LN A
t@=3 & g/, tmai@de . 0D

gchracht,

§ 2. In de reeks (11) kunnen de termen, die door enkel-
voudige polen worden opgeleverd, door splitsing van 4 (r, u, x)
in twee, resp. slechts van p en x afhangende, factoren,
verder herleid worden. Daar buiten een eindigen cirkel alle
nulpunten van § () enkelvoudig zijn, geldt deze herleiding
voor alle termen, wier index grooter is dan een zeker eindig
ootal.  Wij zullen voor de onthinding van i (r, u, x) cen
eenvoudige algebraische eigenschap gebruiken. Is nl. de
determinant:

i d(),()- 4ot B e D [Zn}g; m—1
| .
e ¢ : = O (12

‘dl‘lm—-lgﬂ LESLE AR s 2, (Zf""'"“_'lsgm—l

en wordt met D, , de onderdeterminant van p - 1° rij en
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q -~ 1¢ kolom in D aangeduid, dan zal:

\0; IE G g o o o 2 eI ]
.’.I'.'-;_| 1 (E‘()-, (ot et By -a s ey e i Ls (?ﬂ’ Qi —1
I, = i s
t’«‘”—-]: Cz:‘-’r;ﬂ—l’“ ----- (i,':nﬂ-—-],i?m—l |
== rrp'DU p Lo — Dl,pﬂl’l---'—ﬂgm—J -’?;,,—1|-

- |jD"1’;“ y'] " ])q, 1 'U] SR Dq__ 2 —1 .’",/2 m'—'].l' * (1:})

zijn,  Dit blijkt, indien men bedenkt, dat bij een determinant,
welks waarde nul is, de onderlinge verhouding der minoren
van de elementen uit een rij resp. kolom, niet afhangt van
den index dier rij resp. kolom, In (13) kunnen aan p en ¢
alle waarden 0, 1...2 m — 1 gezeven worden,

Daar % (r, u, @) slechts beschouwd zal worden voor waarden
r, die § (r) nul maken, kunnen wij (138) voor de onthinding
aebruiken. Splitsen wij Le‘* voren de eerste kolom in 2 m deelen,
dan krijgen wij 2 m determinanten, waarvan de 7 -} 1° is:

|0 gle—4% | [ gn—1E—%

o) fo (). oo fo(Tow—) |

o) e W T | : (14)
air ‘ 0 ger '/:M (7) ant o timl /ﬂfu. (’rﬂm —1)




De betrekking (13) levert nu, wanneer wij p = ¢ nemen,
voor (14):
d r; , e : e
e g-rile—z  (—1)+1, A{:f B [4,, 0 F % —

— 4,1 en t—2) | — Ay om—1€2m—1 e—=)], | (15)
indien 4, , den onderdeterminant van p - 1¢ rij en g 4- 1¢
kolom van § () aanwijst, en door B; een determinant wordt
voorgesteld, dien men uit § () verkrijgt, door aldaar de
ondergte helft van de 4 -~ 1¢ kolom te schrappen. Stellen
wij de aan (15) analoge uitdrukkingen voor de 2 m — 1
overige determinanten, bij de splitsing van 4 (7, «, «) ontstaan,
op, en sommeeren, dan komt er:

A7, u, :[:):lAmU erle =2 — 4, 1¢en =), — Ay gu_16%m—1 (=)

e —u) . B et (e — 24)

Ay 0 ’ S “dr e iy

[ By Ot il

By — . drs, .
e A re ettt =20 | IR TR (11 6)
-*"]-g, Sm — 1 ar

Wij voeren de afkortingen:

Ue (?', -‘L') e .4‘1,],‘ 0 er (& — %) — .(1’;,, 1 en (& — ) R 'Aﬁ’; Sm—1 e —1 w.’_.r:—.w‘"), (17)

en
) Do B, . dr,

wir u)=— ———e~Tk—% 1 - g—nk—n) —— —

AGED) A4, | A, dr 3
By w—1 ATgm—1 )
BDAm—=1 o qe—ry Z2m=1 (18
;’1,},‘ g dr ( )

in, en schrijven dus voor (16):

h(r, u, ) =q¢ (r, ®) .y (7, u), indien § (r) =0, . (19)
waarmede de ontbinding geschied is. De Index g kan naar
willekeur de waarden O, 1 ... 2m — 1 aannemen. De
functién ¢, die daarbij ontstaan, onderscheiden zich, indien
§ (ry=0 is, door factoren, dic alleen van 7 afhangen.
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Hetzclfde geldt veoor w. Het product ¢ .y hangl van ¢
niet meer af, gelijk behoort.
Is «, een enkelvoudig nulpunt van § (), dan levert dit
als bijdrage tot de recks (11) den term:
1
7).

die, door toepassing van (19) in den vorm:

A (o oy @) T(0) ey

fa(f(;;) / w (ay, u) F@)ydpu. . . - (20)
wordt geschreven. Zijn alle polen enkelvoudig, dan wordt
(11) dus:
o N[y
twy= 8 "D "y ) du . @D
g o= = iy
Zijn er, wat slechts binnen eindigen afstand van 0 kan
cebeuren, meervoudige polen, dan moet daarvoor de vorm
(10) behonden blijven. In (21) zien wij de ontwikkeling van
een  willekeurige functic naar functién ¢ (r, x), waarbij de
parameter » de nulpunten e« (3) doorloopt. Wij zullen in
de volgende paragrafen ¢ (r, @) en y (7, @) nader beschouwen
en bewijzen, datb:

/ lqn (argytis Jeemyn (e [0 = (0 =22 RS R (22

v Xy

” —ily (“w)a p=q . (2:3’)

Ziin deze integraal-eigenschappen bewezen, en wordt aan-
genomen, dat de ontwikkeling in functién ¢ mogelijk en
term-voor-term integreerbaar is, dan kunnen, met behulp
van (22) en (28) de coéflicienten dus bepaald worden, gelijk
dit bij de reeks van Fourmr gebeurt. Natuurlijk is dit
geen hewijs voor (21). Het bewijs van die onbwikkeling is
aebaseerd op de beschouwingen van de hoofdstukken IT en IIT,
die tot betrekking (1) hebben gevoerd, uit welke door
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herleiding (21) is gevonden. De volgende berckeningen zijn
slechts een verificatie.

Wij zullen in de §§ 8—5 den index ¢, die bij de
onthinding van 4 (r, «, ) nog onbepaald bleef, gelijk O stellen.
Deze ¢ is natuurlijk een geheel andere, dan de in (22) en
(23) optredende. Dit ter voorkoming van verwarring.

§ 3. Voor het bewijs van (22) en (23) zullen wij eenige
voorbereidselen moeten maken., Wij beginnen met betrek-
kingen af te leiden voor de functién 7, 7y ... 72w —1, die de
wortels zijn van, de vergelijking in ¢:

Fo, 0 —F(r,0)=[""4To*" ...+ Faun_10]—
e A = e e L R o S 167 | =AU (214§
Stellen wij

el P g
?H'—l—“,l k}_' ca gy 1 — '-Sp

en duidt het accent differentiatie naar » aan, dan willen
wij het volgende bewijzen:

L B N et Sy e SR (25)

/
"Sam Ff
e e . O
2m ,0)
: / ’
k‘[ 8.1 " fl* Lﬁi?g:;{-l” = 0

2 m 2m -1 -

’ K /

]‘3 Sa I kl 52 m +1 |_ S2 A= 2

B Oy [

Vs /’
'y )
]l':B m—1 S2m Sym—1

2m

dm—1 =L

)
2 m _1:2 = > (26)
/
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Schrijft men voor de grootheden s de bekende betrekkingen
op, (zie b. v. Losarro, IToogere Algebra 5¢ druk, p. 475
en 476), differenticert deze naar », bedenkende, dat van de
coéflicienten in (24) alleen de laatste » bevat, dan blijkt de
waarheid van (25) onmiddellijk, en komen voor:

s )

S2my Sam +1 .« Sim—1
de vergelijkingen:
5one — Ut 1, 0]
’ / - 4
Som4 1 K1 Sem = g K (730)
' : . (27)
{ » ;l N ’ / g
Si--.w,#- 1 _1—]” ‘51- m -ﬂ_l_- . "'|“]':11;1—] S:Bm — S;!m—l _1,1/ () ) 0)

De betrekkingen (26) zullen bewezen zijn, indien aangetoond
wordt, dat de oplossingen van (26) en (27) overeenstemimen.
Schrijft men beide op, dan blijkt gemakkelijk, dat alles
neerkomt op de vraag of de volgende determinant:

L U B U e 1 =)

:]1'1 1 Uiz i, 00 10 81

|

==t - !:o. . (28)
|
|

Wy hy=iTo o o o < ki, 8
|

is, p kan de waarden O, 1 ... 2m — 1 hebben, en de

grootheden ¢ uit de laatste kolom voldoen aan de hetrek-
kingen :

S oS a?l'l

Sa -J— i 8 — — 2k

83 —'1— ]l'] Sa ‘|* ;if:‘\ S — :} f’a‘;‘. %

. . (29)

S ks —1-F ks 8i—a T s By 181 = — DM |
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Wij zullen dit door inductie bewijzen. Men zict gemakke-
lijk, dat D,_1, Dy—s, . . . D1y kunnen geschreven worden
als p - 1¢ graads-determinanten, wier cerste p kolommen
met de eerste p kolommen van D, overeenstemmen, en die
resp. tot laatste kolom hebben:

0, 0, 0.
—(p—1); 0, 0.
81, — (p — 2), :
82, 81, 1%

— 1.
Sp—1, 8p—_2, 8.

Hieruit volgt, dab:
Dyt %Dy 1+ kaDp_ot... g1 Do . (30)

in den vorm van een dergelijken p |- 1o graads-determinant

meb laatste kolom:

— P
] — (1“ — 11) L‘-]
Sa k{— ]f'; [ohi (f) e 2) ]'"'

S[.,_]—l— ]'uflrb".,_g. A T D _"_];1])_[
8‘,,-—1— ]E]_S’J,,_ql Yo s o —}—]ﬂpﬁl S1

kan gebracht worden. Met behulp van (29) wordt  deze
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kolom vereenvoudigd totb:

—p,
— Pk,
== /?"31

— Pk,
zoodat in den determinant, die (30) voorstelt, de elementen
van cerste en laatste kolom aan elkaar evenredig zijn. Deze
determinant is dus nul en wij hebben:
Dyt Dp—nt .. gy D=0,
Aangezien nu:
1 —1]
_i)]'_.__.' ‘:SL“[.L‘IZ(‘}
i"'l 81
is, kunnen wij achtereenvolgens besluiten:
) L) = U (31)
Hiermede is (28) bewezen, en tevens het bewijs van de
betrekkingen (26) voltooid.

§ 4. Vervolgens moeten wij, nog steeds als voorbereiding
tot de behandeling van (22) en (23):

1] (J", x), D,y (2', :t‘) ] ) Bty (')', :r:). . (32)

voOr @ —a, en «— x; beschonwen, Wij hebben, daar

¢ = 0 genomen wordb:

\ f)J“ 1))] (! '?-[
w (1, &) — — g—rlE—a) (i g Wit 5 £
; ( ! ) IIU 0 _{V .."1.(),1 fa )
B, s O :
_I_ =1 pmry gy (e — ) : L (J,g)
41!1 Qo —1 “: /
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B, ontstaat uit § (r) door schrappen van de onderste helft
der p-- 1¢ kolom en 4, , is de onderdeterminant in s ()
van p - 1¢ rij en ¢ -~ 1° kolom. Derhalve is:

B,=(— D2 [fo(ry) - do,p,— (1) . 41,5 ..
—_ (* - 1)“"'—1 /:u—l (?.;.'J) . -A-m—l,p-.l- . . ('}‘L)

Wij willen nu (32) slechts beschouwen voor de waarden 7,
die wortels zijn van § () = 0 en voor alle p, g, s en [ is
derhalve:

SAGNA RS = A B PRI R (39)

Substitueeren wij de uitdrukkingen (34) in (33) dan komt:

v e
0 (@) = — fo () 6=re=r0 — fi (1) . o=ne=ro L7
A g A ar Dl
BT /‘—’ (?-53 m — ]) e—"m—1¥— %) (Z ?;' 13 -}
_l Al 0 ./11 1 ) [E ?-1

/l (7)(J—r(r-~a,, f]_ f]. (f )e—r, (z — ag) d} k|,

11(! 0
waarvoor wij op grond van (35) kunnen schrijven:

) (?-7'-“ _1A ;
(@ [/n (rje=te—cd—— .o fﬂ( 1) 62w —1 &%) (;”; I

L lh (). e—re—m L . ] i

11(\ (;

. . 0

lm—l 0 . . o
(— 1y —[f,,,_l(:-‘) p—r—s) | ] . (36)

Wij zullen /5., . faw—1 alle van den oraad 2 m — 1 onder-
stollen. In de vorige hoofdstukken hebben wij weliswaar
aangenomen, dab go. .. 9n—1 €0 Ju . .. J2u—1 onderling ver-
schillend zijn, doch dit beteekent slechts, dat eenige coéfficienten
in de function f£nul worden gedacht. De volgende afleidingen
gelden voor alle waarden van deze coéflicienten, en omvatten
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dus het hijzondere geval. Wij behandelen het algemeene om
meer symmetrische uitdrukkingen te krijgen en stellen dus:

fU (}') — a’U 0 I]'2 m—1 -l— (.ln, 1 7'2 m—32 k}“ Ly ﬂU’ Qgop ==l

(37)
e Aoy ol
Qm-—l('r)::a';.!m—l,t)7 = 1“["‘(‘553;.?—-1,177% 3_}‘- “ “Sm--l,ﬂm,—-l

Substitutie van (87) in (36) levert voor y (r, @):

2m—1 . Qm—1
S 2m—1 : L InLifee Nesaiinl el
= lrﬂg, 0 > ?‘Pm Lo i le—a,) P k|4 (1 >t e " (z - x;) .

0 i o R
dar 2m—1 dr.’
r by y— 1, (0 —x) 0P ]
i L () g Iy S Y R 1 e T {0 Sk
dr | =, 2 0 «r '
-Al 0 EMTI "’m‘—‘l (Z?“ 1
- = (y, o 2 Ty sl —ml o L 1. L
[ flu, 0 [ ' ; ¥ dar I ) '
3 il 1.0 Im—1 o dr
. l m =1, [ﬂ: ey \;\ ?..u?t‘!a —1 e— ,.,” (r — ) P N | 3(0;
( ) .{J 0,0 L 4 ! 0 r “f' 9 + ( )

Noemen wij den determinant, die uit § () ontstaat,
wanneer de eerste kolom vervangen wordt door de kolom:
(({],p

th,

Ay — 1, p

0
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in het vervolg C,, dan volgt uil (38):

P
2m—1 : d .
- B 2 m—1 g . e ?
Ao, 0. (1, )=—0 2X ty ¥ e—Tpr—r) P
) - dr
2m—1 s - (i 9 Qm—1 d ¥
Ut = Sl e e O (e o e el 2 (89
s 2 dr T dr (82)
Bedenken wij nu, dab:
O el - "
~mV1 g (E?;J__' éq—{-l

e 7 ) S — =
p=0 Sty 7l -—!— 1
is en letten wij op (25), dan leiden wij, voor z=— Zo,
uit (39) al:

o o i S; m A\
Ao, 0y (7, Tl = — Co 5
2
1 /
8._},. *'-1 - 8-7 7
411 -_D,,»” oM ::-—O ,,"”1 "ﬁ(f Q9
0,0 121 ( > “_)::*.‘! 08oum 11 1 5

] \. (40)

’ /

9. 2 a—1 Sym—1 v Sdm—2
-_13-”‘—1_11_, I BE (7, x :—CUW ——C N —
(—1) 0 D) = tm—1— dm—2

Sf.r
1 - it
e T -'7(/:311&—'] 2”2,' )

Wij zullen, voor het te leveren bewijs van (22) en (23),
niet de eerste leden van (40), doch de volgende lineaire
functién daarvan, noodig hebben:

Ao oy (r, T),
Jin_n [751 iy (?‘1 ."!‘) — D, i (!‘, Il.') l,
oo [ (ry ) — T Doy (ry @) - Dy (3 @)1

. . . . . . . . . . . . . . .

.r"_[(]’:_] l_/‘.:l m—1 Y (:?'a 'f"i) = ]"il w— % D-" i ('}", "U) LGk == D: e W [':,-’ :U) |1
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alles voor @ == @,. Substitutie van (40) in deze uitdrukkingen
voert, wanneer men van de voor dit doel afgeleide betrek-
kingen (26) gebruik maakt, tot het resultaat:

Ao, 0w (r, ) = — Co F (r, 0)

fl{],() []El ! (}", ib‘) == _D,I U (‘?', b)J - — C»'l Hi ('1", 0)

; . (41)

Ay, o Fam—1 @ (", &) — g2 Doy (r,2). .. — [)? et (r, %)=
— — Cop—1 F (1,0) /
VOOT & — &y.

Ten einde de waarden van de eerste leden van (41) voor
x == te verkrijgen, vervangen wij in (33), ons punt van
nitgang, de functién:

B D s
resp. door:
By— &)y oo Bow1 —§ (1),

deze laatste zijn dus determinanten, die uit § (») worden
afeeleid door de bovenste helft van een kolom te schrappen
en de onderste van teeken om te keeren. Wij kunnen het
onderzock van deze § op dezelfde wijze voor den niecuwen
vorm van y (7, @) uitvoeren, en vermelden slechts de nitkomst.,

Wordt onder D, de determinant verstaan, die uit § ()
wordt afgeleid, wanneer de eerste kolom vervangen wordt
door de kolom: _

0
0

0
am WL

“‘w +1,p

ity im—1, p
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dan is:

Ao, 0y (ry ) = Dy £7 (7, 0)

Ao o |f,‘l U (1'1 .’{3) e 1) W (i'7 ;'IJ)J = Ty I8 (?‘, 0)

Ao, o[ ham—1v (1, @) —kam—a D (r,@).. .-—.D_E.m_] W (r,x) 152
i Wy 9 (7, (B))

VOOI & — 1.

N.B. (41) en (42) zijn afgeleid voor het geval, dat voor
den index ¢ in y (18) nul wordt genomen. Leb men op (55),
dan Dblijkt onmiddellijk, dat zij voor het algemeene geval
celden, mits voor 4, oin de eerste leden 4, , worde gelezen.

§ 5. De betrekkingen (41) en (42) zullen ons in staat
stellen (22) en (23) te bewijzen. ') 'Wij herhalen, dat de
eerstgencemde  formules slechts gelden, indien voor 7 een
wortel van §F () =0 genomen wordt. Differentiatie naar
» zou dus niet geoorloofd zijn. Daar voor den parameter »
in de beide functién ¢ (, @) en y (r, x) verschillende wortels
« (3) van § (r) = 0 zullen moeten worden gesubstitueerd,
zullen wij de letter #, ter voorkoming van verwarring, in
¢ (r, ) door p vervangen, Ter bekorting wordt voor ¢ (¢, )
en w (r,x) in het volgende ¢ en y geschreven. Uit de
gedaanten van ¢ (17) en ¢ (18) volgl:

(D 0) ¢ = op F (0, 0).
F(— D, 0) ¢y =y F(r, 0).

Worden deze twee betrekkingen resp. met iy en ¢ vermenig-
vuldigd, dan levert aftrekking:

. F(D.,0)p —g. F(— Dy O yp=q [ (0, 0) — F(r,0)]. (43)

Bedenkt men, dat:

. Dyg—q . (— D)y,

1y Men vergelijke, voor het bewijs in deze paragraaf, de ontwikke-
lingen op pag. 24 en 30 van CAucuy’s verhandeling.



']L (]l:l Ip -—])I 'P) ])? ’”_”‘I_J,,

-

worden.

'\!’

G

I )

de afeeleide is van:

ip.l)_’:_ltpwf),. W .D:f‘ﬂ (__ ])u—-—l Dﬂ——t 1y
dan blijkt het eerste-lid van (4:-:)) de afgeleide naar = van
v D; iy ¢ -+ (fyy — D, y) TS ¢ ..
(k=1 — Fam—g Do ... — f): L=, ) g, (44)
zoodat integratie van (43) naar x tusschen de grenzen w, en
a, vocrt tot:

[F(e, 0)—F(r, 0] g.wda= yD" g

L~ (R —11. Df Dast ) B (45)

Wij denken voor » een wortel «, van § () = 0 gesub-
stitueerd, » blijft nog onbepaald. Het

tweede lid van (45)
kan door toepassing van onze formules (41) en (42) herleid
worden tot:

Ll —

Lo S alas |I)U )” 14;-' Dy, ])
Aa 0
1 “W - |('0 Ir) M_III'—I— U J() Mﬁﬂ J I
[0 0

P "'U.‘lm—l-‘f'-,l_ . (-!-”)

In 4y, C, en D, moet voor 7 de waarde «,

‘;.J—E" i) [)'3 m—1 o r"il —I—

¥=1;

gesteld
Uit de definitie van de determinanten C, en D)
olgt, dat (46) in den vorm:

fo (DY) ¢, T01(7) S fo(Tem—1)

rf! ‘ ;L—I(D)‘!1 /m-—l(?]) ----- H'—l()»m—])

(47)
f“ (D ) o, (4 /;u (} l) s e e £tem—1 fm ?';E-m.—l)

fem—1 (D\] Py € fopm—1 (?'l)

{Jﬂ“m—l/ Y m — 1 (7"nz—1)
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kan geschreven worden. Voor r moel in den determinant
in (47) «,, en in de bovenste resp. onderste helft van de
perste kolom voor 2 de waarden x, resp. @; gesteld worden.
Uit den vorm van ¢ (17) volgt '), dat, onafhankelijk van de
waarde van o, het bovenste element van de eerste kolom
oclijk is aan F (o) en de overige elementen van die kolom
nul zijn. De determinant is dus gelijk aan Ao, 0. & (0),
en (47) is derhalve herleid tot:

* o
o

(70, 0)— Fleeyy O] | (s 0). (g 2) dv== " (, 0) . F ) (49)

v Xy

Stellen wij hierin ¢ = «,, en zij p # ¢, dan is, op grond
van de beteekenis der «'s (zie (3)), de eerste factor van het
corste lid niet nul. Het tweede lid is nul, daar «, een
wortel van § (r) = 0 is, en wij besluiten:

‘.'i.l . P Tah
I ¢ (apy &) P (g4 ) CHicae— () SRR (232} )
Lt - .
indien p # q.
Om (23) te bewijzen differenticeren wij (48) naar ¢, en
stellen na afloop o =— «, — «,. Fr komt dan:
(24 1 .,
/ ¢ (ap, T) . Y ([7.0) NSt} (o) IR (15 ]

v Ty

Onze taak is hiermede volbracht.

§ 6. Meb behulp van (41} en (42), die wij voor het bewijs
van de integraalstellingen (22) en (23) hebben afgeleid, kan
w(r, #) en daarmede de reeksontwikkeling (21) in een
bijzonder geval aanmerkelijk vereenvoudigd worden. Ten einde
ons resultaat met een formule nit de verhandeling van Cavcay
te kunnen vergelijken, zullen wij den index g, die in de
functién ¢ (r, ) (17) en y (7, x) (18) nog willekeurig was en
in de §§ 3—bH de waarde 0 had, thans gelijk 297 — 1 nemenn.

1) Wij herinneren er aan, dat ¢ gelijk nul is gesteld.
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Het bijzondere geval, dat wij gaan behandelen onderstelt
dat de orden der randvoorwaarden alle lager dan m zijn,

wij kunnen dus aannemen:

I
o

.(/l] = gm

7 — n + 1

T

Yo e (10

-f/""—] — gl me—1 — M — 1 J
Onze functie § () kan, door geschikte onderlinge aftrekking
van rijen dan steeds in den vorm:

1 s o D 1 |
|
]', G0 T o s 2o m—1 :
[
|
| . i
| 1 1
| P — ettt — i —
gritt . /il | R T T T 7o — 1 : _‘[_]\
o~ e — . )
f\ (} ) — enr gt COT g — ] I ( 4)
] , s IR I S B B) . . . s 1
i ?- crl r, l-_l cre r WL o0~ RS ?.2 e S f)M ";! i —1 !
|
|
L
b~ o f
[ gom— 1 .o 7'1 1-’{’* =l @ r,, ..... '}‘:.".‘1;;— o o — |

gebracht worden.  Voor ¢ (r, «) hebben wij:

g (ry @)= dam_ 0.2 — Ao am—1. 2w —1(E—T) (B])
en deze wordt dus uit § () verkregen, wanneer de laatste
rij wordt vervangen door:

(o
e (@ — ) e . Erm—1 =)

en heb voorteeken wordt omgekeerd.
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De met cotfficienten van de functies (37) gevormde kolom:
MU,}"! “'].?J! ECI ”‘1,’1»-—-]“1:, 0, U, Ly g 01

die wij, om C, te verkrijgen, in de plaats van de cerste
kolom van & (») mocsten stellen, hestaat, wegens de onder-
stellingen (49), voor p =0, 1...m — 1 uit louter nullen,
terwijl voor p — m slechts het m® element a,—1, » val nul
verschilt. Zonder beperking mag a, _1,,»— 1 worden geno-
men. Cgy, C...C,—1 zullen dus nul zijn en €, wordt
(— 11, du—1,0. Analoog blijkt, dat Dy... Dp_1=20
on D, = (— 1)*»—1. 4y, 1,0 zijn. Uit (41) volgt nu, indien
aldaar ¢ = 2 m — 1 (zie N.B. op pag. 86) gesteld wordt:

y (ry, @), Dy (r, ). .. Dl (7 0) — O (b 1))

1’12 i Sy D,H i (r, ¥) — J’im_] 0« i "?', 0y . 62)
: ! . { _

en analoog uit (42):
w (ry ), Dow (r, @), . .. DESEA () =105 8)
Dry(r, )y=(—1)"=2. F(r, 0). . . (5%
YOOor & — &j.
Wij zien in (18), dat w (r, #) cen lineaire functie van:
g—r(‘t'—:rr.‘.-’ ¢ =1 N et m—1 (& — o)
ig, en stellen:

w(r, 3)= Vo. e~ "E—m 1 Vye—nt—a L .

RV e 1) G 8w LRSS S R (55)

De eerste m -— 1 betrekkingen (51), (53) en (5H4) geven
voor de V’s de volgende vergelijkingen:
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-V;J —l# ------- + sz ot 0 \

it — 2 ! ’”_' _ i@
. 10'”17 2 PSS E A ) I/y:'m—'l':-{-)

Ed

Cinsir ["7()—‘-— ..... —l E—Tam—1% VQ o ] 0 (:3())

Ml T e — ] i
gt 1(/ ra lo_lf-_ —I Pap—y1 €~ 2m—1¢ V.‘m_le

-~

K

R e asiLlG If(} *l-— o I* Topmem1C— 2m—1" Tf:}m-—-—lz o I (i", U) ,-,
Uit (65) en (B6) kunnen de 77s geilimincerd worden.
De eliminant is, na vermenigvuldiging van kolommen met

ere . efam—10:

w (7, :r:), GRS R O 1 )
|
0, (G & g R (R L 1
|
: .
BN ”n —
0, PRt ORI e, Temsy €2m—10

|:() . ’57

m— 1
5wt I o B e o i

——F;(’]',O), Tt --.....-o-7gL¢r1—l |

y (1, &) = — I’ (r, 0) X
.Ag;,,_h(}ﬁ”""ﬁu A“m-—] 1bf.(r,—n| ?‘"---""41"‘”1—1 "‘an—«'l eragm 1@, —z)

Jn
A:?.m.—],(} M A“w—l 1 71 4‘ s A’.u—],ﬂm—l Tom—1

X . (58)
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indien door de A’s weer onderdeterminanten van 5§ (2)
worden aangeduid,

De functie ¢ (r, @) (17) luidt, aangezien ¢ = 2 m — 1 is
genomen :

ip ("J“, X)) = Aam—1,0¢€ (@—70) — Ag,_1, 18" (&= ma) L e —

w1, e Cam 1 (P TR ER R (B

Substitueert, men deze vormen voor ¢ (r, @) en y (r, )

in de reeks:
f(.’b‘): ;_.‘ i (““ t{) [ Y (c:,,, ‘u) f (u,\) ( Uy (21)
= ) 2l
dan blijkt de overcenstemming met formule 159 op pag. 31
der verhandeling gemakkelijk.

Een bijzonder eenvoudig resultaat wordt voor u (r, x)
verkregen, wanneer de functie # (r, s) slechts even machten
van » bevat en bovendien de onderstellingen (49) gelden. De
functicn r, 1, . . . 72u—1 zijn dan paarsgewijze gelijk op
het teeken na en wij kunnen stellen:

(1, @) = Vo 00— -V ene=s0 . Vo g @2n—1=50,(60)

Uit (1), de eerste m — 1 betrekkingen (53) en (54) volgt
dan, dat de ¥’s moeten voldoen aan de vergelijkingen:

—-l—' I"r]_"]— ey Al —| Vs B —1 — ) \

ooy =1 1 it — 1 p 2
T L J'/” —|— 7 |’ [ 1 —{— e e —'" T T — | 17‘ m—1— (]
par ',7“ 7;_ en 1.71 _{_ e .. 1 E*Am—1 "V"g ) == 0 )
. (61)
i s par [ A »{—«7”1_” ef;r, I/ ___ I*‘ urm_l Eara, —1 ] m-~1—-0
e Voot eV a1 e =1V, =

= (— = gz, )



93

Eliminatie van de ¥7’s uit (60) en (61) levert:
(o) [—r*e* . daw_1,0. . - Tom—163m—1, Ao, 10, 1] =
= (—AL YR 14z, (8) |ere—%) | gy 10— . . . —
— eim—1 (T %) 1.12,‘,_],;3,,,,...1] RS R (62)
Het tweede lid van (62) is gelijk aan:
(— 1) . F (1, 0). g (r, @)
en wij vinden dus voor w (7, ) het product van ¢ (r, x)
met cen functie van 9. De reeks (21) verkrijgt in dit
bijzonder geval de gedaante:
()RR (7 S D) g ()

G = e — .
( ) y=10 rls-/ (’)
,
/ l q ("}', ‘u) f (.u) d u

oy e
: , — —— — 63

— gt ;’13,,,_1‘_” —t= .. ~-I— 'l';,j,"ﬂ] etram—1 “'jilv.'."#« 1, 2m—1 ! (

r= rdv

welke betrekking met (165) pag. 381 van de verhandeling
overeenstemt, op den factor (— 1)* na, die is uitgevallen,
doch ook volgens de afleiding d. t. p. blijkt te moeten
optreden.

Cavcny behandelt de gevallen van deze paragraaf’ afzon-
derlijk. Zijne afleiding komt op het volgende neer. Hij
neemt stilzwijgend aan, dat de ontwikkeling mogelijk en
term-voor-term integreerbaar is en bewijst slechts, dat voor
de functién ¢ (o, @) (59) en w (r, @) (58) resp. (62) de
integraal-stellingen (22) en (23) gelden, Dit laatste toont
hij aan op pag. 24 en 80 der verhandeling, waar hij
tevens tot opstelling van de functie w (», ®) geraakt. De
ontwikkelingen aldaar zijn ons bij het bewijs in § 5 te pas
gckomen. Natuurlijk worden op deze wijze zijne formules
(159) en (165) niet bewezen, slechts geverifieerd. Na behan-
deling van de bijzondere gevallen wendt hij zich op pag. 36
tot heb algemeene vraagstuk en leidt langs een weg, dien
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wij in de voorgaande hoofdstukken hebben getracht te effenen,
zijne formule (199) af. Deze stemb geheel overeen met (1)
pag. 69. Een poging om de vroegere uitkomsten uit zijne
algcemecene formule af te leiden, doet hij niet. De wensch
om de overeenstemming aan te toonen leidde ons tot de
vervorming, die wij in dit hoofdstuk de reeks (1) deden
ondergaan, waarbij als resultaat, voor het geval, dat alle
polen enkelvoudig zijn, (21) gevonden werd. Met behulp
an (41) en (42), afgeleid voor de verificatie van (21),
gelukte het de functie w (r, ), in de bijzondere gevallen
van deze paragraaf te herleiden tot (58) en (62). CaucHy’s
formules (159) en (165) zijn hiermede uit zijn algemeene
formule (199) afgeleid, en nu cerst bewezen. Zij gelden
echter slechts, wanneer -alle nulpunten van § () enkel-
voudig zijn.



HOOFDSTUK V.

Samenvatting van de Resultaten
en Toepassing op een bijzonder Geval van het Vraagstuk
der trillende Staven.

§ 1. Wij hebben nu de volgende resultaten verkregen,
In hoofdstuk I werd bewezen, dab:

o ) () 1
L" [;S_ {‘r)] g o . . . . ( )
alwaar:
|([l) (S) Wy (J) —-l‘- o oe Gy (8) STy (?)I L:-"(!’-—fn.) (;))
(4 (7, 5)) |
aan  de partieele differentiaalvergelijking en de randvoor-
waarden ((1), (2), (3) pag. 8) voldoet en dat, voor { = {,:

A D)= {

e SV (’1',‘31) . oy (1) e
e (5 (7)) ®)
n=05 La., —1.

’

is, mits, na afspraak over de volgorde der polen, de reeks:

s ph GG o AT "I (4

e & (r) r=)

convergeert en term-voor-term naar @ en { mag worden
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oedifferenticerd, zoovele malen en voor zoodanige waarden
der veranderlijken, als ter verificatie van differentiaal-
vergelijking, rand- en initiaalvoorwaarden noodig is.

Voor de functién g in (2) hadden wij:

Go (‘5) =1 =t —I— L ghied -—I—- S H]l— ly—1 \
g1 (8) =l S B R e i g

ﬁ - 1. - (9)

Gn—2 (S‘) — ZU S _‘,_' gl
n—1 (S) — lU ]

Voldoet de recks (4) niet aan de vermelde voorwaarde,
dan moet in (1) en (3) niet het totaalresidu doch slechts
het residu in een eindig aantal polen genomen worden.

In de hoofdstukken II en III is verder aangetoond, dat,
indien voor w, () de functie:

[P fe-re—=dp . . . o . (6)

X,

en voor de eerste kolom van v (7, @):

— fo )y — A (D) e e — =1 (OSSR (T )

ockozen wordb, (3) het volgende. levert:
5. ~> ) (1. ;1:) A ) . ‘ i -
J)" T —— J ) ? [; .g—rfr.d'.-.l'n) [' :fl AT IS
2= B 0) [ dyp=1,(®) . ()
TR} el (H = A
p=0,1.,.n—1,

De functién f, () worden continu en d variation limitée
ondersteld.  Voor v (r, ©) in (8) geldt:
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0. gle—2x) gaam—10EF—21) !
ay l

o (Eh o n) N (T ) ‘

0 3 e /:, ()) shien s E8TRm —1 f:.u ("?'9 he— 1)

De volgorde, in welke de polen in (8) moeten genomen
worden, is op pag. 43 beschreven. Natuurlijk mag voor een
cindig aantal polen van deze volgorde worden afgeweken.
De reeks in het tweede lid van (8) convergeert gelijkmatig
t. 0. v. @, in het geheele integratie-interval, de grenzen
inbegrepen. Slechts is aangenomen, dat, indien van een
der functién fy. ../, 1 rvesp. f. ... fan—1 de graad nul is,
de functién fy. .. f, _; uit de initinalvoorwaarden voor @ —
resp. @ — @; nul worden. Was hier niet voor gezorgd, dan
zouden rand- en initiaalvoorwaarden trouwens met elkander
in strijd zijn.

Wij hebben derhalve in (1) een oplossing van ons probleem,
mits de reeks (4), wanneer voor v (r, x) en w, () de uit-
drukkingen (9) en (6) worden gesubstitueerd, aan de genoemde
voorwaarden voldoet. Splitsen wij de functie « (r, ¢) in
n deelen, dan verschijnt (1) als som van » termen:

=t (} &) Hf,-,r("a t). RN (i1 ()
o B () =

alwaanr:

: (e AR A
vy =E Q) e a1

o

"
i
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In (10) en (11) vinden wij dus als oplossing een aggregaat
van n functién van z en ¢, die elk afzonderlijk aan differen-
tinalvergelijking en randvoorwaarden voldoen. De eerste
van deze functién heeft, voor t =1, en @ = & = &, de
waarde f, (w), hare afgeleiden naar ¢ tot en met de n — 1¢
zijn voor deze waarden der veranderlijke nul. De tweede
is zelve met hare afeeleiden naar ¢ van de orden 2,3...1n—1,
nul, en heeft tot eerste afgeleide f; (), weer voor dezelfde
waarden « en {. Analoog voor de overige termen, wier
som derhalve aan het geheel der initinalvoorwaarden voldoet.

Is de voorwaarde omtrent convergentie en differentieer-
baarheid der reeks (4) niet vervuld, dan moeten voor het
residu in (10) slechts de polen in aanmerking genomen
worden, die liggen binnen ecn cirkel, met cindigen straal
om het punt » = — %; /2 m beschreven. Uit de gelijkmatige
convergentic van (8) volgt, dat deze straal steeds zoo groot
kan gekozen worden, dat de initiaalvoorwaarden met te
geven henadering vervuld zijn. Is het aantal in rekening
sebrachte polen eindig, dan gelden differentiaalvergelijking
en randvoorwaarden natuurlijk volkomen streng. Het belang
van [II § 14, waar voor (8) de gelijkmatige convergentie
hewezen werd, blijkt hier duidelijk.

In het vierde hoofdstuk herleidden wij de reeks (8), door
de polen 2m aan 2m bijeen te nemen. Wij vonden de
recks (11) pag. 74 en vervormden de termen, die op enkel-
voudige polen betrekking hadden, tot (20) pag. 77. Wij weten,
dat op voldoenden afstand van O geen veelvoudige polen
meer voorkomen. Wij kunuen van deze herleidingen op de
volgende wijze in onze oplossing (10) gebruik maken,

Zij:

7, 1 () o Tam1 ) o . L L (12)

een stel bij elkaar behoorende nulpunten van § (), zoodat
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F(r, 0y in deze 2m punten gelijke waarden heeft. TRen

van hen, onverschillig welk, wordt met «, aangeduid. In
hoofdstuk IV § 1 zagen wij, dat:

90y=+ o+ ==

Pty . iy L
L gt g (ram—) —= ‘]. . (18)

(VA

Wordt:

ol oo K (}-, ;'(f) A5y o ] ~ q'” ) o8 (= J'l
g (/) = o~ ) '/“.0 fp (‘H) ~ (e %) “-l lL : [] (J 5)] (l[)

gesteld, dan staat in het eerste lid van (13) de som van
de bijdragen, door de polen (12) geleverd tot de p —- 1° van
de n functién, die gezamenlijk de oplossing (10) vormen. Om
de totale oplossing te krijeen zullen wij » van 0 tot w en
daarna p van 0 tot n— 1 moeten laten loopen. Uit de
definitie van 7y... 99, blijkt, dat de laatste factor in het
tweede lid van (14) geen verandering ondergaat, wanneer
voor 7 gesubstitueerd wordt

| (:?'), 72 () ¢ o+ Tame1 (r),
en dus zal:

R A o 7 : h I Ayl
_(/ (}) _.‘1— '(/ (? l) (i{ 7 SEAAG -(j (}5”!-—2) (Jf r e

Gy ( (8) . et lb—1o) ]

=[50/ 1, ”t iy | (9

zijn,  Zie voor A (r, w, @) (8) pag. 73. Worden de polen
op de beschreven wijze 2 m aan 2 m bijeengenomen, dan
wordt de oplossing (10) (11) derhalve in den vorm gebracht:

1[(—-:!"]

n—1 oo as I 1 r, \ (] . ]
=3 3/ ) 1 z” b I (1
=8 2 Lw/ M9 bl e || ff(z Dl )

In hoofdstuk IV § 2 zagen wij, dat voor waarden r, die



100

¥ (1) nul maken, 2 (7, w, ) in twee factoren onthonden kan
worden :
L (ry, uy, )= q (1, ®) ¥ (7, ) SEREIS (1] 7)
In (16) kan elke term, die bij een enkelvoudige pool
hehoort, met behulp van (17) vereenvoudigd worden, Zijn
alle polen enkelvoudig, dan krijet onze oplossing ten slotte
den vorm:

N
AN

i — 1. = +] F a (f-f /r‘ "Il §
22— N N F;—j“ e w (e 13 d
3 B ATy [ & (rr-;) jf,, ! ( ¥ ju) 2 ('u) L 'HL

p=0v=

v[r &E. et o
X [Us A ] SRR (15

Indien er meervoudige polen g zijn 1), moet het tweede
somtecken in (18) slechts over de enkelvoudige nitgestrekt
worden gedacht. Aan (18) zal dan voor elk van de, in eindig
aantal voorkomende, meervoudige polen § mocten worden
toegevoead de unitdrukking:

n—1 j\ r{ﬂ (H) f G?(l!—'l!..l

3 1 m ol 1T J-\ i ‘
> L(r €L )y - L (1E
}”_:_-0 L '.,. I:;\:' (‘]')"/r A (7 s My -‘) []j ( )“I,(I I‘L/N [f"' (-?.1 \)] J;‘f; (1 ))

0

§ 2. De residuen in veelvoudige polen worden bepaald
met hehulp van betrekking (2) pag. 6. De resultecrende
uitdrukkingen zijn reeds in het geval van een tweevoudige

) Wij herinneren er aan, dat in dit en in het vorige hoofdstuk
steeds ondersteld is, dab het residu in punten i, waar twee of meer
van de grootheden (12) samenvallen, nul is. Vgl pag. 69 en 70.
Geldt deze onderstelling in een uitzonderingsgeval nict, dan moock
aan (18) en (19) voor een dergoelijke pool y worden toegovoegd de
nitdrukking:

> v(r.x)ulr,t)
(ﬁi 5 () r:_?’

waar u (r, {) de functie (2) voorstelt.
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pool ingewikkeld. Stellen wij b. v., dat g, een tweevoudig
nulpunt van @§ () is, dan levert dit als bijdrage tot (19)
n lermen, van welke de p -}~ 1¢ als volgh bepaald wordt.
Noemt men ter bekorting:
o, i L 11 q, (8) . est—t)
A (7 x) f, o J[P Bl o G
["/-fu ( ’ Iul, ) 4 (‘”) Iu‘ (/!-5' [If—’ ()'? S)]
H (r), dan moet berekend worden:
fHE) o (P—B0) H ()
L/ &. (".) r=1_F, i {8- (’) = [50‘
Voor § (r) hebben wij:

g (}' — I s (7' — )3 ~
§(r)=-—5' Sy R GO

en derhalve is:

" v5 (') Lol (t‘\'_” ((l"'n‘) L dat ({’"l) i '(\\'(:‘” (("}“) | (;"’nq)

TR T 5 (B0 I '

Ter bepaling van H’ (r) kan in den tweeden factor van
H (r) onder het residutecken gedifferentieerd worden., Ren
cnoander is voldoende om e doen zien, dab er cen vrij
samengestelde vorm zal komen, die echter op geheel regel-
matige wijze uit (19) berekend wordt., Hier blijkt duidelijk
het: voordeel, dab in het gebrnik van het L",-hzukﬂn gelegen
is, Alle bijzondere gevallen van samenvallende nulpunten
van § (1) zijn in (18) en (19) begrepen 1).

Wij weten, dat wij in (18) en (19) slechts een oplossing
van ons vraagstuk hebben, wanneer de n — 1 reeksen in
(18) convergeeren en het noodig aantal malen term voor

) Wij zien hier tevens, waarom bij meervoudige polen, de herleiding
tot den vorm (18) niet kon geschieden. De ontbinding (17) geldt toch
uitsluitend voor nulpunten van J (#) en wanneer die toegepast is,
mag dus niet meer gedifferenticerd worden.
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ferm  gedifferenticerd mogen worden.  Heb eindig aantal
termen (19), dat eventueccl moet worden toegevoegd, kan
hierbij natuurlijk buiten beschouwing blijven. Doch ook,
wanneer deze voorwaarde niet vervuld is, en inderdaad zal
zij slechts bij uitzondering gelden, hebhen wij toch In onze
uitkomst, wanneer wij de oneindig voortloopende reeksen
na een eindiz aantal termen afbreken, cene functie, die
aan partieele differentiaalvergelijking en randvoorwaarden
volkomen en aan de initiaalvoorwaarden mef te geven graad
van henadering voldoet.

Dat de recksen in (18) slechts bij uitzondering convergeeren
blijkt op de volgende wijze. Uit het vierde hoofdstuk weten
wij, dat de reeks:

g (e ) / L. ¢ =
2 - s W (g, 1)1, (0 Wy, 20
ot (Sj (“v) 15 ? ) i( ) ( )
voor = @ = ay convergeert en dabt haar som gelijk is
aan f, (x). Hierbij is aangenomen, dat de nulpunten van
¥ (r) alle enkelvoudig zijn. De p -}~ 1¢ van de n termen,
waarop het eerste somteeken in (18) hetrekking heeft, wordt
nu gevonden door den algemeenen term van (20) met:
g (s)et—n
L/,-.- [1,,1 (V“v’ ")')] . . . . . .
te vermenigvuldigen en te sommeeren. Voor (21) komt,
wanneer de wortels:
SO RS AT e ar R (29
van de vergelijking:
T (e 0 =1 SR SR A (28
alle verschillend zijn:
w—1 (a.) pfi(é —fo)
Sl IGHER SRS SRR )
i=0 ﬁs (“-n '5'r',]

De nulpunten van § (#) liggen, op grooten afstand van 0,
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bij benadering op de 2 m stralen «, (zie pag. 25)1). Beschouwen
wij in (23) slechts de termen van de hoogste macht, dan
blijft over: '

ey e L T e =) B S (25)

Uit de orientatie van de stralen « volgt, dat, voor grooten
index », de punten « * bij benadering op de recele as liggen,
Wij zien nu uit (25) gemakkelijk, dat er, voor n = 3, onder
de wortels (22) zullen voorkomen, wier refele deelen met
het toenemen van p grooter en grooter (positief) worden.
Het is duidelijk, dat deze wortels de oorzaak zullen zijn, dat
de factoren (21) de convergentie van (20) voor ¢ £, verstoren,
Convergentie blijft slechts mogelijk voor # =1 en n — 2.

§ 3. Van n=—1 is een voorbeeld het vraagstuk van de
warmtegeleiding in een bol, indien de temperatuur slechts van
den afstand tot het middelpunt afhangt. De formule (18) voert
tot de bekende oplossing.  De reeks convergeert voor ¢ ) .
PoiNcars toont in zijn Théorie analytique de la Propagation
de {a Chalewr aan, dab zij het vraagstuk inderdaad oplost.

Cavcny maakt in zijne verhandeling een toepassing op de
vergelijking :

d*z g G2

Al ] —_—
ae : daxt = U

die in de theorie der trillende staven gebruikt wordt.

Wij zullen de reeks voor het bijzonder geval, dat de staaf
aan beide uiteinden vasfgeklemd is, uit de algemeene
formule (18) afleiden, om een opmerking over hare conver-
gentie te kunnen maken,

De partieele differentiaalvergelijking luidt dus:

F(D,, D)z=D;z+%k—*Dj2=0. . . (25)

1) De stralen « worden van het puntr = — % [ 2 m uit m getrokken,
Zic pag. 87 hovenaan,
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De randvoorwaarden, voor ons bijzonder eeval, zijn, indien
de lengte der staaf 1 gesteld wordt:

z— 0 en D,2—0, voor z=0 . .. . (26)
en

g—0en D;z— 0, voor =1 . = . (27)
Als initinalvoorwaarden nemen wij aan:
STy Ren Sz —— U SSESE (28)
voor t=—20, en 0y = & = L.
Br wordt dus een initiaalafwijking doch geen initiaalsnelheld
gegeven.  Wij vinden in onze notaties achtereenvolgens:

T (i) = A e N R LR R (20
7ae= 1A (= 15N E8) B SR (30)

fo(r) = fo(r)=1.

A= f)=r

ikl 1 1 ;
i =7 — 7 gl ) Bl
(,)_I e — 879 (cosr Chr—1) ). (31)

| re riei—re—r —rie—"|
Wij bevinden ons hier in het geval, dat aan het einde
van hoofdstuk IV § 6 werd behandeld en kunnen dus voor
g (r, @) en y (7, x) de uitdrukkingen (59) en (62) pag. 92 en
93 gebruiken. Er komt:

pre (5ir x p—re = ira
kil i 1 1 |
r[ (7 ."r,! e } . ) | =
e r —_ — 7
| e ¢r Cant e—ir |

— 4 iy [(Chr—cosr)(Shrw
— (Shr —sinr)(Chra

in r )y —
coS 1 )

(32)

1) Deze herleiding verloopt het gemakkelijkst, indien men in %)
cersto en derde resp. tweede en vierde kolom onderling optelt en aftrekt.
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€11
L I 1L 1
W o i , 1y L, =) e
1 (?,.L — 4939 (ry ) : o, oir o=, =y —

‘ AT el
= oo ) — (2
29 (Shrcosr—Chrsinry ° B
Ten slotte is:
H@)=k=%e . . . 0 (34)
en dus:

i (\) .68t - P s et

ELIFEN T &y [ = el o ()

De ligging der nulpunten van § (r) hebben wij in hoofd-
stuk I § 9 onderzocht. Wij vonden in den 00rsprong een
zesvoudig nulpunt en op de recele en imag. assen een reeks
enkelvoudige.  In O worden 7, r, ray 73 blijkens (30) nul en
wij hebben daar dus een nulpunt van de soort, die in het
hegin van het vierde hoofdstuk werd uitgesloten. Stelt men
v (r, @) (9) voor ons geval op, dan volgt uit een ecnvoudige
berekening, die wij achterwege laten. dat de multipliciteit
ran het nulpunt O voor » (r, @) minstens zes bedraagh, Het
levert dus geen residu en kan buiten beschouwing blijven,
De overige wortels van § (7) zijn enkelvoudiz en termen (19)
behoeven aan de reeks (18) dus niet te worden toegevoegd,
Uit (18), (32), (38), (35) en de betrekking :

Y (B)i==0 o i (Sh ay, 08 a, — Ch «, 8i0 o)) P (37)
volgt nu:

) T *1 . 1
‘I. (“yg Ir) — / Ilr'((('," a“) [.(IH) l'!ff ><

0 l;“— L6« (Sh «, cos a,— Ch «, sin ).

F r—
[y

s

v

3] !
X HLOSe a ool ¥ el e gy e (58)



Indien wij de functie:

g (r, ©) 3
w (7, ’)F}ZQ(S/t.*(,()S?'ff_n’&} sm;) o

(Chr— cosr) (Shrx —sinra)—(Shr—sinr) (Chra —C0S 1" %)

= , (39)
Shr cosr — Chrsinr
invoeren, wordt (38):
> o b [ l P = ]
z2— N coskea,t.wW(x,, X) / W (uy, n) f (.“) d u. (*[-U)

Vi1 v 0
De «'s doorloopen bij de sommatie de positieve reéele
wortels van de Vm'gulijl\'ing Chiricossr =—"1%
Met behulp van (33) en (39) volgt uit de stellingen (22
en (23) op pag. 77:

uiad
[ 1w (:u',,.‘ w) w0 (eeyy 1) Qg ——2 7 =N ) (41)
0

” =1,p=q . . (42)
In (40) hebben wij de reeks, die onze algemeene uitkomst

voor het hier besproken vraagstuk uit de theorie der trillende
staven oplevert. Wij weten zeker, dab zij voor ¢ = 0 gelijk-
matig convergeert. en f(x) voorstelt, indien 0 = @ I
waarbij is aangenomen, dat f (0)=1(1)=0 is en, dab
f (z) geen discontinuiteiten heeft, onderstellingen, dic mebt
den aard van het vraagstuk geheel in overcenstemming zijn.

Wij hebben dus de volgende ontwikkeling van f (w) naar

Al

functién w (r, x):

o ‘1
f (."b') = (rz,, :r:) / (i (t:” 31) f-(lu) d e o . (*_Ic-r})

0 v 0

==l
In de cebruikelijke theorie der trillende staven (Ravizicn
Sound 1 Ch. VIII) wordt de mogelijkheid der ontwikkeling
) )

(43) a priori aangenome. Moge dit uit een natuurkundig
oogpunt misschien verdedighaar zijn, analytisch geldt hier
natuurlijk hetzelfde bezwaar als bij de reeksen van FOURIER,
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De methode van Caveny bewijst, dat het tweede lid van (43)
gelijkmatig tob 1 (x) convergeert, zoodat wij, wanneer de
recks (40) na een eindig aantal termen wordt afgebroken, in 2
een functie hebben, die den initiaaltoestand met willekeurigen
graad van benadering weergeeft, en overigens aan alle eischen
van het vraagstuk voldoct. Of (40) een wolkomen oplossing
van ons probleem is, zal afhangen van het antwoord op de
vraag of de reeks ook voor > ly convergeert en het noodig
aantal malen term voor ferm mag worden gedifferenticerd,
Wij zullen nu bewijzen, dat wij in (40) een strenge
oplossing van ons vraagstuk hebben, indien voor de funetie
f(x) geldt:
LI(0 =S R Gl R O TR (1 It () S (44)
en bovendien :
LD = e a-— )T (45)
Was (44) niet vervuld, dan zouden rand- en initinalvoor-
waarden met elkander in strijd zijn. Slechls (45) vormt
cen beperking voor f(x), die wij voor ons bewijs echter
noodig hebben,
Naast:
W1 T =
(Cler— cos)(Shrx—sinra)—(Shr— siny) (Chra — cosy )

= . : ,1 ; (.}‘J)
Sh r cos » — Ch r sin r

beschouwen wij de functién w, (', @), wy (r, @) . ws (r, )
die bepaald worden door:

7

wy (r, )

1

/ﬂuf(r,:c') = SO R (<L ] )

ws (1, Z)

= S R (L)

v \
/ wy(r, &) d x—=

1) Ook wordt nog ondersteld, dat f (x) en haar eerste vier afeeleiden
van 0 tot 1 continu zijn.
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Wy (1, @) ' ;
'T’-----,. oh e (45 )

I " wy (1, @) d &=

waaruit volgt:
[“wsr, @) dw= w__(%,_m)__. NI R (10)

Wij hebben dus:
wy (1, x) =

_ {Chr —cos7)( (Chrx—-cosr ) — (Shr —siny) (Shr x— sinr )
Sh v cos r — Ch r sin r

en analoge uitdrukkingen voor 1w, en w;.
Gemakkelijk blijkt:
w (r, 0)=0, w (v", =l o o o (6]
ws (r, 0)=0, ws(r, )=0. . . . (ol
De tweede betrekking (51) onderstelt, dat » een wortel
van de vergelijking:
Gliritoaire = (RN (5 17)

is.  Schrijven wij w (r, «) in den vorm:

(1 —x)— sinr (1 — x) — Chrsinra—cosr Shr x -
= Shr cos r x -}~ sin 1 Ch r a
Stor cos r — Chr sinr
on deelen teller en noemer door G r, dan zien wij, dat de
teller voor 0 = x = 1 zeker eindig in waarde blijft, hoe
aroot ook wordt. De noemer krijgt den vorm:

Th v cos 1 — Sin /i

en nadert dus, wanneer r de reeks op de positief-recele as
selegen nulpunten van Chr cos r — |1 doorloopt, tot + 1.
De modulus van w (r, z) blijft dus zeker eindig. Voor de
overige functién w geldt hetzelfde en er kan een getal M



109

bepaald worden, zdodanig, dab voor alle waarden van den
index p geldt:

|0, @], (0w, 2) [ S . . . 52
0=z2z=1
(E=R1FR2 3 S)
Splitsen wij () in twee functién fy (2) en f; (x), die in
het interval O — 1 niet toenemen. Uit de tweede stelling
over het gemiddelde volgt dan:

b g i o 3 — (1 )
[ 0@ ) h () d =1 (0) LAl e Dalun )
afi L

/)
) = I
en een analoge betrekking voor fo. Voor 1w,, ws., w; kunnen
wij hetzelfde doen en zien dus, lettende op (52), dat er een
van » onafhankelijke constante A kan bepaald worden,
zoodanig dat, in absolute waarde:

i ey it SR ]
[ (e, ) 1 () d g, [0y ) TG dp = 45 (53)
Jo J0 g :
=1 e
is.  Door partieele integratie komt nu:
[T E ’
e ‘ = 104 (i‘, .”) f (2e) d =
Tl i '

"1

/ w (1, w) [ (u) d

o ()

I \] | 1 \1
— | — / ({25 (i‘, n“} fis (:‘u) d " I: 5 / Wy (J', |u) f"'”(;f) izlu J e
™ Ju ' ‘ (N

r 3
wot l / w (ry, (I (Wdu = [ l,,' / w (1, )" () dw =

(ri)s ‘ AT

A -
=L o ST (D)
7

Hier is achtereenvolgens gebruik gemaakt van (44), (51),
(50), (45) en (53), en aangenomen dab I (x) met haar eerste
vier afgeleiden in het integratie-interval continu ig, en daf

=

voor r een wortel van vergelijking (51a) gesubstitueerd wordt,
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Uit (52) en (54) volgt, dat de modulus van den algemeenen
term in (40) niet grooter is dan M. A . &~ "
dat:

Bedenkt men,

D, w (a,, T) = a, W3 (&, , T)

D} w (o) — « Wy (a,, )

DE w (u, - .'(7) == u:: (i (rx,.l .’I(,')

D,i w (c(,, (3) — L<;L w0 (_f(.,‘ .’U},
dan ziet men met behulp van (52) gemakkelijk, dat de
recksen, die uib de reeks (40) verkregen worden, door deze
term voor term tot vier malen toe naar x en tot twee malen
toe naar ¢ te differentieeren, voor 0 = = = 1 en willekeurige
waarde van f gelijkmatig zullen convergeeren. Hiermede is
hewezen, dat (40) een strenge oplossing van het vraagstulk
levert. Hadden wij de onderstelling (45) niet gemaakt, dan
zouden wij in (54) niet verder dan 7 —? zijn ocekomen. De
algemeene term van de reeks, die ontstaat door (40) vier-
maal naar z of tweemaal naar ¢ te differenticeren, zou dan
van de orde »—1' zijn gewcest, zoodat de convergentie nog
in het midden zou blijven en in ieder geval slechts door
voorteekenwisseling zou worden veroorzaakt. Of de onder-
stelling (45) noGdig is, wordt hiermede nabuurlijk niet uit-
semaakt, alléén dat zij voldoénde is.



VERBETERING.

Op pag. 9 regel 11 v. b. staat: d variation limilce,

dit. moet ziin: continu en d variation limitee.
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