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INLEIDIN G.

Dit proefschrift heeft zijn ontstaan te danken aan mijne kennis-
making met de verhandeling van V. MarTiNeTTI, Le Configuraziont
(84, 8 di punti e piani, geschreven in het vol. XXXV van
Giornale di Matematiche di Battaglini 1897 (bl. 81—100). Hij
is erin geslaagd, alle mogelijke projectief van elkaar onafhanke-
lijke eonfiguraties (84, 8;) van punten en vlakken op le sporen.

Reeds in 1828 had Mormws de merkwaardigste dezer configu-
raties, bestaande uit twee in en om elkaar beschreven tetraéders,
ontdekt en gepubliceerd in het Journal von Crelle, dl. 111, bl. 273,
Hier toont hij aan, dat het mogelijk is, dat twee letraéders een
dergelijke hijzondere ligging hebben, tenminste als de hoekpunten
van den eencn niet gehouden zijn, in de zijvlakken zelf van den
anderen te liggen, maar als de hoekpunten van den eenen ook
in de uilbreiding der zijvlakken van den anderen kunnen ge-
legen zijn.

In 1884 ie in de Mémoires de la Société royale des sciences
de Litge 2¢ série t. XI een verhandeling geschreven over de
tetracders van Morpmws door J. NEUBERG.

Verder bevinden zich onder de opgaven, unilgeschreven door
het Wiskundig Genootschap , fen onvermoeide arbeid Fomt alles te
hoven” te Amsterdam, eenige, die dit onderwerp belreffen: DI, VIII
N°, 67, 71 (opgaven van Dr. P. ZEeMax Gz.); DI X N° 199
(opgave van Dr. J. A. BARRAU).

Andere werken zullen ter documenteering eventueel in een noot

worden vermeld.



Dil proefschrift bestaat uit drie hoofdstukken.

In het eerste worden alle mogelijke configuraties (8;, 84) van
punten en vlakken behandeld.

In hel tweede hoofdstuk wordl een nadere beschouwing ge-
ceven van de figuur der twee in en om elkaar beschreven
tetracders van Mogsws, en in hel derde hoofdstuk worden eenige

bijzondere gevallen dezer configuratie besproken.



HOOFDSTUK .

De ConricurATies (84, Si) VAN PUNTEN EN VLAKKEN.

S 1. Op het voelspoor van Martiverti zullen we alle mogelijke
configuraties (8;, 81) van punten en vlakken opzocken, d.w.z.
figuren van acht punten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 en van acht vlakken
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, waarin elk punt behoort tot vier — en
ook niet meer dan vier — van die vlakken, en omgekeerd elk
vlak gaat door vier van die punten.

Allereerst stellen wij alleen de voorwaarde, dat de elementen
van de figuur onderscheiden zullen zijn, en dat twee elementen
niet zullen behooren tot dezelfde vier elementen van de duale soort.

Om alle configuraties (84, 84) te vinden, zullen wij beginnen
die configuraties te zoeken, waarin op de doorsnijding van twee
vlakken loogstens twee punfen van de configuratie liggcen — en
omgekeerd: door de verbindingslijn van twee punten hoogstens
tiwee vlakken gaan.

Onder de configuraties (ny, ny), die aan een dergelijke voorwaarde
voldoen, zullen volgens Martiverti deze de eenvoudigste zijn.
Bij handhaving van bovengenoemde beperking is er slechts .één
Cf. die eenvoundiger is dan een (8, 8i), d. i. de Cf. (G4, 64)
samengesteld uit twee drietallen van punten op twee kruisende
liijnen en uit de vlakken, die elk der drie punten op de ééne
lijn zendt door de andere rechte. Zoo liggen de punten vier
aan vier in één vlak, en door elk punt gaan vier vlakken: de
drie vlakken, die door zijn drager gaan, en het eene, dat dit

punt met den anderen drager verbindt.
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Bij de bijzondere Cf's, die wij nu willen vinden, bevatten de
vier vlakken, die door één punt gaan, minstens zes andere
punlen, want:

in 't 1e vlak liggen nog 3 punten
5 ey PR o - L ROLES .
B - - B o4 G .,
o LR - o pi Gl )

De vier vlakken bevatten dus minstens 6 punten.

Nu zijn er twee gevallen mogelijk:

%. De vier vlakken, die door één punt der GI. gaan, hevalten
de punten der Cf. op één na.

A. Die vier vlakken bevatten alle punten van de Cf.

In geval « wordl dus door elk punt een ander punt huitengesloten,
waarmee het door geen vlak van de Cf. verbonden is, en we zullen
twee punten, die zich in een dergelijken toestand bevinden foege-
voegd noemen. De vlakken, die behooren bij twee toegevoegde
punten zijn alle vlakken van de Cf., want dat zijn acht verschillende
vlakken. Het gegeven punt zendt door elk der andere punten twee
vlakken, alleen door het toegevoegde punt geen vlak.

In geval 3. zendl een punt van de CL. twee vlakken door elk
der andere punten op twee na; deze twee nitgezonderde punten
zijn elk met het gegeven punt slechts door één vlak verbonden,
en worden het toegevoegde Fkoppel van het hegchouwde punt
genoemd. Het is duidelijk dat deze twee punlen eveneens in
het geval 3. verkeeren, want het eerste punt behoorl lot het
hun toegevoegd koppel: door de verbindingslijn van het heschouwde
punt met een van het toegevoegd koppel gaat slechts cen viak
van de Cf.

Door duale beschouwingen vindt men, dat zich voor een vlak
ook twee gevallen kunnen voordoen, die wij ook als = en [3
zullen onderscheiden.
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%. De vier punten, die in één vlak liggen, dragen alle andere
vlakken op één na, dat het toegevoegde vlak heet.

B. De vier punten, die in één vlak liggen, dragen alle andere
vlakken. Twee aan twee liggen de punten ook in elk der andere
vlakken, op twee na, die slechts één van de vier punten bevatten,

en het toegevoeyde koppel vlakken genoemd worden.

De schrijffwijze (i, k, ....), moge aanduiden, dat de punten
i,k.... van de Cf. behooren tol het vlak m.

Als 1 het geval « voorstelt, dan kan men schrijven:
(1234)1, 1256)5, (13573, (1467)7.

Dil zijn vier vlakken door het punt I, die 8 niet bevatten, dus
8 zal het toegevoegde punt van 1 zijn.

De verbindingslijnen 12, 13, 14, 15, 16, 17 komen alle twee
keer voor, d.w.z. er gaan twee vlakken door de verbindingslijn
van twee punten.

En geen drie punten liggen in twee verschillende vlakken,
d.w.z Op de snijlijn van twee vlakken liggen slechts twee punten.

Als 1 het geval 8 voorstelt, kan men stellen:

(1234)7, (1256)3, (1357)y, (1468)y.

Dit zijn vier vlakken door 1, die alle acht punten bevatten.

19, 13, 14, 15. 16, komen tweemaal voor; 17 en 18 slechts

eenmaal; 7 en 8 vormen het toegevoegde paar van 1.

§ 9. Laat ons aannemen, dat alle punten van de Cf. in het
ceval o« verkeeren, en dat de vier vlakken, die door 1 gaan, als
boven aangeduid zijn door

1234)1, 12566)%, (1357)3, (1467)y,
zoodat 1 aan 8 is toegevoegd.
Dan zullen wij de notatie zoo kiezen dat 2 aan 7, 3 aan 6

en 4 aan 5 is toegevoegd.
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Om de andere vlakken te vinden, kan men aldus redeneeren:
Van de overblijvende vier vlakken, die alle door het punt 8 gaan,
zal er een het puntenpaar 2, 3 bevatten, en een ander het paar
9, 4, die heide nog slechts éénmaal zijn voorgekomen. In het
vlak (2 38.)5 zal niet 6 of 7 kunnen liggen, daar deze toege-
voegd zijn aan 3 en 2, evenmin 4, omdat 2, 3, 4 al in 1 liggen,
dus zal 5 in dat vlak liggen: (2358)5.

Op dezelfde wijze vindt men: (24 68)g, want in (248.)5
kan niet 7 of 5 liggen (toegevoegd aan 2 en 4) evenmin 3
(omdat 2, 3, 4 al in 1 voorkomen); dus moet het 6 Zijn.

De twee laatste vlakken bevatten 7 en S en het ééne hel
paar 3, 4, het andere het paar 5, 6: (3478)7 en (567 8)%.

De gemaakte onderstelling leidt dus tot één enkel geval, dat,
zooals wij zullen zien, te verwezenlijken is.

Deze configuratie zullen wij door I aanduiden.

Schrijven we in eenzelfde kolom de indices van de punten,
die in eenzelfde vlak liggen, en naar volgorde in T, §, 3G e
dan hebben we voor de gevonden Cf. het symbool:

| ' 1] ¢ 92| 9| 5
le}'lllj‘uid\)

T (A2 152009 1.3‘44.”
(41"-\315'5‘65‘6 7| 17|
ale |7l 7|8l8[8]8]

In de acht vlakken komt elk punt viermaal voor, elke twee
punten tweemaal, elke drie punten slechts éénmaal.

Zooals we boven hebben opgemaakt, welke vlakken door het
punt 1 gaan, kunnen we, duaal daartegenover, nu beschouwen
cen vlak (1234)1. Dan gaan door de punien 123 4, twee
aan lwee, nog zes andere vlakken: 9, 3, 4, 5, 6, 7, maar niet
het vlak 8.

Dus is 1 aan S loegevoegd, zoo 00k 9 qan 7, 3 aan 6 en

4 aan b,
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§ 3. Nu kunnen wij onderstellen, dal 1 het geval 3 vertegen-
woordiglt, zoodat men heeft

(1234)7, (1256)3, (13573, (1468)7
en hovendien

Ook hier moet elk punt viermaal voorkomen, elke twee punten
hoogstens tweemaal, elke drie punten slechts éénmaal.

ITet punt 4, en zoo ook 6, die elk nog tweemaal mouten
voorkomen, kan niel hehooren tot twee van de vlakken 6, 7. 8
(die alle het punt 8 bevatten) om:ht 4,8 en ook 6,8 reeds in
4 liggen; dus moeten 4 en 6 in 5 ]|ggun: (4- 6i70) 5

Door een analoge 1'edcncer11'1g blijkt dat 3 en 5 in 8 moeten
liggen: (358.)g.

Het punt 2 moel nog in twee vlakken voorkomen, kan niet in
6 én 7 liggen, omdat 2, 7,8 dan tweemaal zou voorkomen, en
moet dus in 5 of 8 lizgen. Aangezien het tot zoover gevonden
symbool zichzelf gelijk blijft, als men verwisselt (3, 4), (5, 6),
(7, 8), kunnen wij de benaming zo0 kiezen, dat 2 in 5 zal liggen
(246 7)5. Verder kan 2 nog in 6 of in 8 liggen, en moeten
3, 4, 5, 6 ¢lk nog eenmaal geplaatst worden.

Maken wij de eerste hypothese: 2 in 6, (278.)g, dan zien Wij,
dat in 6 niet kan liggen 4 (want 2, 4 is reeds in 1 en 5), even-
min 6 (want 2,6 is reeds in 2 en 5) dus ligt in 6 nog 3 of 5.
In 8 ligt nog 4 of 6. Maar omdat het tol hiertoe gevonden
symbool niet verandert bIJ de verwisselingen (3, 5) (4, 6) kunnen

wij aannemen, dal in 8 het punt 4 zal liggen: (3458 8)g, en
verdcr 6 in 7: (678.)7 waaruit volgt, dat bovendien 5 of 3
in 7 zal liggen en dan 3 of 5 in 6.

Zoo vinden wij als gymbool voor twee nieuwe Cf.



|11‘1|1|9i9 5| 3
AR (,‘4}
'--lzzs:»ﬁ‘u?? 5 |
| |

ol 131"12]2‘3 3 |

9|92 |3 |44 5|64
I e 6|7(7|5
i e | y

4 (5{78L7‘88\8i

Ook hier komt in de acht vlakken elk punt viermaal voor.
Maken wij de tweede hypothese: 2 in 8:(2 3 5 8) g, dan moelen
de punten 3, 4, 5, 6, die we nog tot onze heschikking hebben,

-

aldus verdeeld zijn: twee in 6 en de andere in 7. Maar in

eenzelfde groep kunnen niet optreden de paren 3, 5 en 4,
daar deze reeds behooren tot twee andere groepen (tot 3 en 8
resp. tot 4 en 5). Dus zullen in 6 en 7 liggen de paren 3, 4

en 5, 6, of 3,6 en 4, 5; zoo komen wij tot de symbolen

111 1|1]|2]8|35]2
o 223”44 6|3
SLRLL A 5156671745
46|78 7|8|8]S8
en.
1|1]1]1]2]|38|4)|2
~lale|3(4|4|6|5]|3
COYe 3t5|5'(‘> 6 7|7]|5|
|‘1-|G"7!8 7,8|8]|8

§ 4. In de overige configuraties (81, 84) zullen er drie punten
moeten zijn, die aan fwee vlaklken minstens toebehooren of drie
lakken, die aan hwee punten minstens toebehooren, d.w.z. drie

punten mogen nu tweemaal voorkomen, of ook wel driemaal

(meer is onmogelijk).
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En: lwee punten mogen nu driemaal voorkomen,

Dat vier vlakken dezelfde twee punten bevalten, is onmogelijk b.v, :

Gl o2k s 40 zou eischen dat 1, 2, 3 collineair, en 1,2, 5 collineair
(1,2, 5 6) ‘ waren, dus zonden dan 1, 2, 3, 5 collineair zijn.

(1, 2, 7. 8) / Niet alleen zou hierdoor het vlak 1,2,3,5 onbe-
(1,9 3. 5) \ paald worden, maar ook zouden dan in de andere

! vlukken meer dan vier punten gelegen zijn.
Omgekeerd is het ook niet mogelijk dat vier punten in dezelfde
twee vlakken liggen.
Nu hebben we dus drie gevallen te onderscheiden :
1% Eén drietal punten van de Cf. behoort tot drie vlakken;
U0 — . : S »  slechts tot twee vlakken ;
3L » vlakken , , - - ». . punten.
De twee laatste gevallen zijn onderling duaal, daarom is het
voldoende het 1¢ en 2¢ geval te onderzoeken.
Als in een Cf. het 1¢ geval zich voordoet, en h.v. 1, 2, 8 het
drietal is dat tot drie vlakken behoort, dan kunnen wij stellen :
(1234)7, (1235)3, (1236)7, (78. s
(TRBER) =S (TR & .]‘.;, (R o (S )
Weer moet elk punt viermaal voorkomen.

Nu moeten nog geplaatst worden: 1, 2, 3, 4, 4., 4,5,5,5, 6,6, 6,

In 7 en 8 liggen of de drie punten 4, 5, 6 of in beiden slechts
twee van die drie.

Onmogelijk is 't dat in één van deze twee vlakken de drie punten
4, 5, 6 en in de andere slechts twee van de drie liggen, b.v.
aldus: 4 | 678

5 678 el .

6 [ 74 want dan zouden in 8 de vijf punten 6, T
‘J .

= - 8, 4 5 gelegen zijn.

i 45T

é‘ 6458

In de eerste onderslelling: 4, 5, 6 in 7 én 8, blijven er nu
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nog over de punien 1, 2, 3, 4, b, 6. Op zes manieren kunnen
1, 2, 3 mel 4,5, 6 twee aan lwee gc,ar:ombinem-d, in groepen van
drie tweetallen gerangschikt worden, maar daarmee ontstaat toch
olochts één Cf. VI, omdat (1, 2, 3) en (&, 5, 6) onderling verwisseld
kunnen worden zonder dat de Cf. verandert. Het symbool is dus:
|1\'1\1]1'93|3i4.'~’l-‘
\2\9 2‘4'5|6;5 5 |
Cf. V1. x3 alalalal7)e]s]|
4]5LG’8\8 5| 7]

| | | |

o0

in de tweede onderstelling: alleen 4,5 In 7 ¢én 8, koml men tot
' : ‘ RS NI 828IRE

~111~1.1~;\ ‘i~
212|126 6 4

L VIL | glalsl |

(op]

~1
~1
ot
@t

oo
E |

§ 5. Als in een Cf. het 2e geval zich voordoet en bl 15283
het drietal is, dat slechts tot twee vlakken behoort, dan stellen wij:
1234)7, 1233)3.

In de overige zes vlakken zal slechts één van de drie punten
1, 2, 3 liggen, omdat 1, 2, 3 op eel rechte liggen, en door
deze rechte geen ander vlak gaal dan { en 2. Bovendien
souden dan in zulk een vlak vijf punten gelegen zijn.

Verder zullen de drie punten b, 7. 8 in één enkel vlak liggen
of ze zullen twee aan twee over de zes overige vlakken verdeeld
zijn.  De combinalie 6, 7, 8§ kan n.l. niet tweemaal voorkomen,
aangezien hieruit volgen zou, dat 6, 7, 8 collineair waren, en
dan andere vlakken vijf punten zouden hevatten. Kwam de
aroep 6, 7, 8 driemaal voor, dan hadden we weer Let eerste
veval, dat reeds in § & hehandeld is. Zoo vindt men weer
de Cf. VIL
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Er kunnen dus twee hypothesen gemaakt worden:

(678.)3, (67 )’4‘,((}7.)-,.(68 )G, (18..07, (8 e (a)
t: (67 ..)3,(67..)1,(68..)F7, (68..)%,(78.)7,(18..)58...(b)

In de eerste onderstelling [a) bevalten de drie vlakken 3, 4,5
nog de punten 1, 2, 3, 4, 5, want er zijn in die vlakken nog
vijif plaatsen open, die door verschillende indices moeten worden
ingenomen. Dan hebben we nog te heschikken over: 1, 2, 3,
4,4, 5,5. Aangezien nu de indices (1, 2, 3) en (4, 5) onderling
verwisselbaar zijn, mogen we stellen, dat 1, 4, ins8, 2,5 in 7,
n 3, 4 in 6 liggen:

(3468)¢, (257 8)y7, 1458)g.
Nu zijn nog over de eerst afgezonderde 1, 2, 3, 4, 5.
Bovendien kunnen we stellen dat 4 in 4 en 5 in b ligt
(4677, (56 Te)e:

en dat daarom 3 niet in 4 zal liggen, want dan zou volgens
(34674 en (3468)g de groep 3, 4, 6 collineair zijn, dus in
het vlak 1 meer dau vier punten liggen.

Tvenmin kan 2 in 5 liggen, want dan zou volgens 5 en 7 de

-

groep 2, 5, 7 collineair zijn, en het vlak 2 meer dan vier
punten bevatten.
Nu zijn er nog drie mogelijkheden:

Als men 1 in 3 stelt, dus 2 in 4 en 3 in 5, dan komt men tot
2

1 111‘2;3‘31911{
e L2 K g2 6T Aok g 5| 4
CfL VIL | 35| 7 |6[6]6 7|5
4|58 77818!8§
Als men 1 in 4 stelt, dus 2 in 3 en 3 in '75‘, dan vindt men
O O R B - S
iz-e\shs'.@lsi'
CL. IX. 3|3=7!616 6"‘5
|f1,5\q77 g8|8|8,
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Als men 1 in 5 stell, dus 3 in 3 en 2 in 4, dan heeft men
(1234), (1235)s, (367 8)3, (2467)y, (8516471757
(3468)¢, (25678)7, (1458)g
hetgeen echter door de substituties (2, 3), (4, ), (6, 7) overgaat in:
(1235)7, (1234)3, (267 8)3, (3567)7, (14675,
2578)g, B468)7, (1458)%
en dit is identick met de Cf. IX. De laatste onderstelling levert

dus geen nieuwe Cf.

De Cf’s VI en IX zijn in ziehzelf duaal. Dit is als volgl
aan le loonen.

Noemen we de acht vlakken van de Cf. VIII naar volgorde a,
b, ¢, d, & 1, g, I, dan kunnen we het hiermee duaal overcen-
komende symbool vinden door in kolommen op le schrijven de
vlakken, die door één punt gaan.

Dan komt er:
8

a a a a b ¢ ¢ C

—
LS
2
=
] {
e
~1

¢c d e f g ¢ ¢ §
h g € h h f g h
Ook hier komt één drietal vlakken: e, d, ¢ lweemaal voor, d.i.
het 3¢ geval van § 4: Lén drietal vlakken behoort slechls tot
twee punten van de G

Vervangen we nu: ¢ d ¢ f g h a b

door: IS oSS AL AN S SR G RN
dan blijkt uit dit symbool weer de Cf VIII voor den dag te komen.
Doet men hetzelfde met de Cf X, dan komt er:
RS Ao 7 8

SR LG N D R C AR Ca.C
b b b dedd i
d ¢ e f ] a
5o oar i e d o

a3



cadstca iy hiamh
~weer hel sym-

hetgeen door de substilutie:
6

L

=

ot
=g
oo
-

hool van de Cf IX zelf geeft.

Ook in de tweede veronderstelling (b) in het begin van § 5:
Behalve: (123 4), (1 235)%, heefll men

[ GETEE ) o (63780 15108 (618 B =S (G458 P [ M BT Vo 74 5 W)
moet er in de vlakken 3, 4....... 8 ¢én, en niel meer dan één,
van de punten 1, 2, 3 liggen, omdat anders 1, 2, 3 collineair
zouden zijn, en meer dan vier punten in die vlakken zouden liggen.

Dus moeten deze vlakken afwisselend 4 en 5 bevatten:
(.467)3,(.567)4,(.468)5,(.568)%,(.478)7,(.578)%

Nu kan men stellen, dat 1 in 3 ligt, en bijgevolg niet in 5
en 7 (hetgeen 1, 4, 6 resp. 1, 4, 7 collineair zou maken) maar
in een van de drie overblijvende vlakken 4, 6 of 8. En we
kunnen voor 6 of 8 aannemen 6, wegens de mogelijke verwis-
seling der indices 6 en 7. Nu zijn er dus twee mogelijkheden: 1
in 4 of 1 in 6.

Als 1 in 4 ligt, stellen wij 2 in 5, zooals geoorloofd is: (2 4 6 Bl5t

verder 3 in 7 (want 2 in 7 zou 2, 4, 8 collineair maken) en zoo
ontstaan er twee gevallen, in de veronderstelling, dal in °t vlak

6 liggen zal 2 of 3. Dit geell de

P s s A

R 9[154'5@ 5 |
("'f’h"fﬁital{_i(_ii(‘)lﬁ Tel3e78t
als|7|7]8]e|s]s]|

en:

’15-11|93|3!2

L J@.a 4 .3}45,.-1»5

B ‘|0(5!77

| 4|5 | 7|7 slsysis‘
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Bepalen wij hiervan de duale symbolen. Gf. X geefl:
{02 AT G 6 RS
ol alana bR CES CRNE
b b b e dddf
c e g e f e g 8

CLIRR (o [ N R £ 1 N 11

a bu.e d e f gh

Door de subslitutie: — - o komt men tol
1 2 3 4 5 6 7 8
'|1'1|1'1'“2‘3'!3L5.
uweiﬂ‘fz 34 4|46
] 'IJL5,7|516!5|7|7%
al6|s|7ls|6|8]|8]
Zoo gaat Cf. XI over in de tabel
1 2 3 4 5 6 7 8
d A aabERcECERG
b b b e d d df
c e f e I e g §
d h g gh f hh
die door dezelfde substitutie wordt omgezel 1n
(111111 2]8]|3]5]
\9\2 Qiﬁld-;i 4\0!
oY ‘ oo e | Eeg
CERXII S8 8- H6 R Ao8 KO BRI R 87
lals 7|7|8|6|8]8]|

Als we volgens de tweede mogelijkheid | in 6 stellen, dus
behalve (146 7)3 ook (1 56 &) aannemen, en, zooals geoor-
loofd is, 2 in 4: (256 7)1, dan kan 2 ten slotte nog liggen in

-

5 of'in 7 (nict in 8, hetgeen 2,5, 7 collineair zou maken).
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Maar de hypothese, dat 2 in H zal liggen, voert tot hét symbool:

WREEHEAR AR
9|2 4 :>454‘5
3/3|6|6|l6|6|7| 7]
4057 7|8|8/[8]|8|

dat door de substitutie (1, 3), (6, 8) overgaat in:
9

} T A SR RO \ 2t 6k bl
212|415 4|5|4!5]
!3!3776(, 6|6
|4]5|8|8|8|8|7]|7]
en d.i. juist Cf. XI; dus deze hypothese leverl geen nieuwe
Cf op.

Wel komt er een nieuw geval, als men 2 in 7 stelt t. w.:
51;1‘193[119;3-
l2/ala(5(4|5]al5]

(:f.xw_iglg"ﬁ G|G|7’7
14?347|7[818|3 Sl

waaruit weer volgt het hiermee duale symbool:

1 2 3 4 5 6 7 8
aaaabeece
g o g @ 6loab b b
¢c d e e f e g g
faS o S hls o h SN SS hee

Door de substitutie

AR DR CIN I S [ s
192 345 6 7 8
vindt men hieruit: ,
18R TR D 1 S R S R 8
9 ‘ 21213 4|4/(4]6|
CERRYa SRR Es ik 6 HREH TR
6 ! 718(7|8|6/(3 | 8 ]
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Hiermede zijn de symbolen van alle mogelijke Gf. (84, 84) ge-

vonden: nu zullen wij hunne bestaanbaarheid aantoonen.

§ 6. In de Cf. I (§ 2) stellen al de punien en al de vlakken
het geval « voor (§ 1) en zijn de punten en vlakken twee aan
twee aldus loegevoegd:

{,8: 9,7; 3,6; 4,5. en 1, 8;2,7; 3, 6: 4, 5;

Twee toegevoegde punten zijn niet door een vlak van de Cf.
verbonden.

Twee toegevoegde vlakken hebben geen punt van de Cf. gemeen.

De Cf is in zichzelf duaal. Maken we n.l. op de gewone
wijze (zooals in § 5) het symbool der vlakken op, dan gaal dit
door dezelfde eenvoudige substitutie over in het symbool van
(69, I

De punten in twee toegevoegde vlakken zijn de hoekpunten
-an twee volledige vierhoeken, die niet perspectief liggen, maar
waarvan de paren overstaande zijden de doorsnede van hun
vlakken in dezelfde drie puntenparen ontmoeten. Beschouwen
wij bijv.: (1234)7 en (567 8)g.

12 /56 hebben een snijpunt in het vlak 2
SR IS I " ; Sl P
1 d l’ G " n n " n » 4
FENEBE o S0 R
1831547 » » ” " o » A
94(68 : = I A e T

En ook omgekeerd: Heefl men op een rechte drie puntenparen
van een involutie, door de rechte lwee verschillende vlakken en
i1 deze vlakken twee vierhoeken, die niet perspectiel zijn maar
waarvan de paren overstaande zijden gaan door de beschouwde
puntenparen van de involutie, dan zijn de hoekpunten van die

vierhoeken de punten van een Cf. van het hier besproken type,
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die dus op deze wijze te construeeren is. Het bestaan van deze
Cf. is ook nog anders aan te toonen:

De rechlen 12, 35, 46, 78 ontmoeten tegelijkertijd de lijnen
17, 28, 34, 56, want elke lijn van de eene groep snijdt blijkens

de volgende tabel alle lijnen van de andere groep.

12 snijdt 17 in 1 46 snijdt 17 in het vlak 4
28 L 9 2] : 6
34 in het vlak 1 3 4 in 4
56 9 56 ; 6
35 snijdt 17 n 3 78 snijdt 17 in 7
98 5 | 98 , 8
3 4 in 3 | 34 in het vlak 7
56 i 5 | 516 - 8

Deze achl lijnen liggen dus op een quadratisch oppervlak en
vormen de vierhoeken 1287 en 3465. Toegevoegde punten
ziin overstaande hoekpunten van deze vierhoeken.

12,35, 46, 78 zijn lijnen van hel eene stelsel op het quadra-
tisch oppervlak.

17, 28, 34, 56 lijnen van het andere stelsel.

Nemen wij omgekeerd op een quadratisch oppervlak twee
scheeve vierhoeken 1287 en 3465, waarvan de zijden ver-
schillende rechten van het quadratisch oppervlak zijn, dan zijn
hunne hoekpunten de punten van een Cf. L

De vlakken van de Cf. zijn raakvlakken aan het quadratisch
oppervlak, niet in de punten van de Cf., maar in acht andere
punten, die de punten zijn van een andere Cf. (84, 8:) van hel-
zelfde type. Dit blijkt dadelijk nit de figuur van vier kruisende
lijnen, waarop vier andere kruisende lijnen rusten. Van de zestien
snijpunten kan men er acht zoodanig kiezen, dal zij een Cf. I
vormen. Zoo liggen op elke lijn twee punten der Cf., en vier

aan vier liggen die punten in één vlak, dat het quadratisch opper-
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vlak raakt in het punt, waar de twee- lijnen, die dal vlak bepalen,

elkaar snijden.

Onze Cf 1 kan niet alleen beschouwd worden als bepaald door
de hoekpunten van de twee genoemde scheeve vierhoeken 12817,
3465, maar ook door de hoekpunten der vierhoeken 138 6,
9475, en 1485, 2376 gelegen op twee andere quadratische
oppervlakken. De zes genoemde vierhoeken zijn diegene, die de
piren van toegevoegde punten der Cf. als paren van overstaande

hoekpunten hebben.

§ 7. Drie punten van een vlak en het toegevoegde van het
vierde punt in dat vlak zijn de hoekpunten van een letraéder,
waarvan de zijvlakken vlakken van de Cf. zijn. B.v.: 1235

is zulk een tetradder; de zijvlakken Zijn :

123=1
9235="5
351=3
512=2

Behalve 1235 komen uit de punten van het vlak 1 nog drie
andere tetracders: 234.8; 341.7; 412.6.

Er zijn acht vlakken in onze Cf., die dus lezamen 36 tetraéders
zouden geven. Maar de vlakken leveren vier aan vier denzelfden
tetraéder op, dus zijn er in 't ocheel acht verschillende tetraéders,
n.l. behalve de vier bovengenoemde nog: 256.8; 561.7;
357.8; 467.8.

Duaal hiertegenover staat, dat ook van de vlakken, dic door
¢en punt gaan, er drie met het toegevoegde van het vierde vlak
econ tetradder vormen, waarvan de hoekpunten punten van de
Cf. zijn.

De toegevoegden van de hoekpunten van een dezer tetratders
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zijn de hoekpunten van een ander dezer tetragders, en twee
tetraéders, op deze wijze aan elkaar toegevoegd, blijken elk in den
ander ingeschreven te zijn, en zoodanig, dat de drie hoekpunten
van den éénen, die in de door een gegeven top gaande zijvlak-
ken van den anderen liggen, met dien top in één vlak gelegen zijn.

Dit wordt b.v. voor den lelraéder 1235 en den aan hem
toegevoegden tetraéder 87 6 4 aldus geverificerd:

123 met 4 in vlak 1 ‘ 876 mel 5 in vlak 8

213NN S SR N 716 A | R
Bl o s 5 B G ASEIEEG BT
1T MR 6 S O N A 87 S S § (R 7

Deze twee in- en om elkaar beschreven tetraéders vormen de
figuur van Mogsws, die in het tweede gedeelte van dit proef-

schrift in het bijzonder zal worden behandeld.

§ 8. Van de punten der Cf. II (§ 3) stellen 3 en 6 het geval
«z (§ 1) voor, en zijn aan elkaar loegevoegd, zooals men ge-
makkelijk uit het symbool kan opmaken. De andere punten
stellen het geval 3 voor en de toegevoegde koppels van de
punten 1, 2, 4, 5, 7, 8 zijn respectievelik 78, 58, 57, 24, 14, 12.

Hieruit blijkt een verdeeling van deze zes punten in twee
oroepen: 124 en H78, zoodanig dat elk punt van de ééne
croep heeft tot toegevoegd koppel de twee niet-homologe pun-
ten van de andere groep.

Dat ook deze Cf. in zichzelf duaal is, blijkt aldus:

Noemen we haar vlakken a, 0, ¢, d, e, f, g9, h, dan wordl

haar symbool bij dualiseering:

'1 g B zi 5 6 7 8
a a a a b b ¢ d
ol @ 6l @ Gl @ 6
chic e N oS e IS [l o
d f h h h g g h
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Om de substitutie te vinden, die dit symbool omzet in dat
van Cf. II, moeten we dit nieuwe symbool nader beschouwen
in verband met de duale omzetting der gevallen « en (3, die
in § 1 ook werd gegeven.
Dan blijkt, dat @ is toegevoegd aan g
b heeft lot toeg. koppel f; h

R - " - d, e
Th ; % ~ oty B
g 8 s . - e, h
/“ » » » n b! fz
g is toegevoegd aan «

J heeft tot toeg. koppel b, e
) ) a b cde f gh
De substitutie is dus - - —
6 1 5 2 4 8 8 1

In de Cf. II zijn blijkbaar 1 en 7 de toegevoegde vlakken.
De punten van de Cf. die op elk dier vlakken liggen, zijn de
hoekpunten van twee vierhoeken, 19234 en 5678, waarvan de

zijden de snijlijn (1, 7) ontmoeten in dezelfde punten, zoodal

de puntenparen:

12.56, 34.58; 13.57, 24.67,; 14.68, 23.78
@) (8) (3) (5) ) (6)
{gerangschikt naar de paren overstaande zijden van den eersten

vierhoek) behooren lot eenzelfde involutie I, en de paren:
180D 6N 2 3BT 2 13.57, 14.68; 34.58, 24.67

2) (6) &) (4) (8) (5)
(gerangschikt naar de zijden van den tweeden vierhoek) behooren
tot een andere involutie I..

Het product Ii I is een cyclische projectiviteit van de 3¢ orde,
want:

Ten 1° 12.56 (1) 34.58 () 24.67 (I) 13.57 (I2)

14.68 () 23.78 () 12.56.
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Dus:
12.56 (I11g) 24.67 (It 1) 14.68 (I1 1) 12.56.
Ten 29 34.58 (1) 12.56 (I.) 23.78 (I,) 14.68 (I,)
13.567 (I) 24.67 (I,) 34.58.
Dus:
34.58 (I11;) 23.78 (It 1:) 13.57 (I1T2) 34.58.
De bedoelde eyclische projectiviteit bevat dus de beide kringen:
12.56, 24.617, 14.68
en 34.58, 23.78, 1856178

De gevonden eigenschap leidt tot de volgende constructie
der Cf. II:

Men neemt op een rechte @ de punten Ay, A., Ay willekeurig
aan en bepaall een tweede groep Bi, Be, Bs van de cyclische
projectiviteit, die door de groep A; As Ajs is aangewezen.

In een vlak door @ construeert men een vierhoek 123 4,
waarvan de zijden 12, 13, 14, 23, 24, 3 &respectieveliji gaan
door A, Bs, As, Be, Az, Bi en in een ander vlak door a een
vierhoek 5678, waarvan de zijden 56, 57, 58, 67, 68, 78
respectievelijk gaan door Ai, Bs, Bi, Az, As, DBa.

De hoekpunten van de twee vierhoeken zin de punten van
een Cf. (84, 84) van het type II.

§ 9. Wij willen nu onderzoeken, of men uil de elementen van
de Cf. II ook tetraéders kan samenstellen.

Als er op deze wijze een tetraéder is samengesteld, dan zullen
oeen lwee van zijn hoekpunten aan elkaar toegevoegd zijn, want
twee toegevoegde punten hebben geen verbindingslijn in de Cf.

Evenmin zal het ééne hoekpunt beliooren tot het toegevoegd
koppel van het andere, want door de verbindingslijn van een
punt met één van zijn toegevoegd koppel gaan geen bwee vlakken

van de Cf., die zijvlakken van den gezochten tetraéder zouden zijn.
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Mieruit volgt, dat de eenig mogelijke letratders zijn 1246 en
3578, Tezamen bevatlen zij alle punten van de Cf. en hunne

zijvlakken Dblijken alle vlakken van de Cf. te zijn, n.l.:

124 met 3 in 1 357 met 1 in 3
946 , T , b 578 , 6 , 1
L61 , 8 , 4 7AR13 RO I
6HLO N8 15l 2 835 , 4 , 8

Hiernit blijkt ook aanstonds, dat deze twee tetraéders op de
volgende manier in- en om clkaar beschreven zijn:

In de zijvlakken van den eersten, die gaan door 6, liggen drie
hoekpunten van den tweeden, welker vlak (57 8) door 6 gaat;
helzelfde gebeurt met 3 van den tweeden tetragéder. Daarentegen
geldt voor de hockpunten van den tweeden, die liggen in de zij-
vlakken van den eersten, respectievelijk gaande door 1, 2, of 4,
dat zij behooren tot aeén vlak, dat respectievelijk door 4 1, of
9 gaat.

B.v. de drie zijvlakken van den ecrsten tetraéder gaande door 1
bevalten van den tweeden tetraéder de hoekpunten 3, 8, 5 en
deze liggen met 4 in één vlak 8.

Op dezelfde wijze als 1,2, 4 respectievelijk met 4, 1, 2, zijn de
~hoekpunten 5,7, 8 van den tweeden tetraéder verbonden met de

hoekpunten 8,5, 7.

§ 10. De Cf. 1l is in zichzelf duaal. Dil blijkt weer bij duale
omzelling van het symbool; dan komt er: (§ 3)
1 2 3 &4 5 6 7 8

atiatl oA bas A CaRd
HEDaRcE dincaRd e R
R CRE I R c IR (e
T N T DA o e i

Om de cubstilutie te vinden, door welke dit schema overgaat in
o
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P

het symbool der C[. IlI, moeten we dit nieuwe symbool weer
nader beschouwen. Dan blijkt, dat:

@ heeft tol toegevoegd koppel f, ¢

b LT - » Ok
CHES - ” - a, ¢
Ny, ” " » o If
e » » ” ” C, h
/G . o ik (0
g ] n " » o, b
oo, " o - b, e

Vergelijken we hiermee de tabel, die geldt voor de Cf. III:

1 heeft tot toegevoegd koppel 7,8

2 5 ’ » 3,8
3 » ” " ” 2,6
4 » » ” ” 51 7
5 " y ? ” 4‘? 6
6 » n » » 35 D
TS - 5 - 1,4
Bt Fiey = . . 152

Dus vinden we voor de gezochle substitutie:

abcecdef gh
21564387

Alle punten en vlakken der Cf. III verkeeren in hel geval (3
(§ 1).

De paren respectievelijk toegevoegd aan 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
zin 78, 38, 26, 57, 46, 35, 14, 12, dus de punten der Cf.
zijn verdeeld in twee groepen: 1264, 3578 en daarin op znlk
een wijze gerangschikt, dat elk punt van de eene groep heeft tot

toegevoegd koppel twee opvolgende punten van de andere groep.
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De vier rechien I3 s 45, 67 worden gesneden door drie
) ) 3 o)
1{1‘113501“10 rechien 2 4, 57, 38, want:
3 )

o4 snijdt 13 in 1 | 57 snijdt 13 in 3 | 38 snijdt 13 in 3

28 in 2 \ 28 in 6 ‘ 28 in 8
A5 in & 45 in b | 45 in 8
67 in b . 67 in 7 ‘ 67 in 7

[or is dus een quadratisch oppervlak, dat deze zeven rechten bevat.

De lijn 16 ligt niet op dit oppervlak en wordt gesneden door
de lijnen 25 (in 9) en 48 (in 4).

De viertallen rechlen:

15,23, 47,68; 17,25, 36, A8; 18,27, 34, 56 gesneden
door: 26, 37,14 ; 35, 150N I8 A 46,58, 12
hebben een analoge eigenschap.

Nemen wij op een quadratisch oppervlak, maar niel op een
jan zijn rechten, twee punten 1 en 6, en trekken door een
willekeurig punt van de lijn 16 een rechle, die het quadralisch
oppervlak moge snijden in 9 en b, dan is aan (125 6)3 voldaan.
Noemen wij 4 een van de twee punten van het quadratisch
oppervlak, waarin de rechlen van dat oppervlak, die gaan door
2 en b, elkaar snijden.

Laat ons nu door 4 de lijn trekken, die 16 snijdt, en die rechte
van het oppervlak, die hehalve 24 nog gaat door 2, en laat
ons zeggen, dat 8 haar snijpunl is mel deze laatste rechte. De
liin 16 en deze rechte zijn n.l. kruisende liinen en hebben dus
van uit 4 slechts één transversaal.

Door § gaat, behalve 28, nog een rechte van het quadratisch
oppervlak en evenzoo gaat door 5 nog een beschrijvende lijn
behalve 45; deze twee lijnen zullen respectievelijk in 3 en 7
gesneden worden door de rechten van het quadratisch oppervlak,

die ‘achtereenvolgens door 1 en 6 gaan.
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Men ziet gemakkelijk, dat de punten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 die

van een Cf. Il zijn.

§ 11. Let men op de opmerking van § 9, dan vindt men
onmiddellijk, dat 1 246, 3578 de eenige tetraéders zijn, die men
uit de elementen van de Cf. IIl kan samenstellen.

De zijvlakken zijn:
van den tweeden 357 met 1 in 3

578 , 2,6
461 713 B IECE ) 3
GHIZ N D 836 ., 4,

In de zijvlakken van den eersten tetraéder, die in 1 samen-

van den eersten 124 met 3 in
246

Py
e

o =l
te| &=| o —|
ool ~al

komen, liggen 385 van den tweeden tetraéder, welker vlak gaal

door 4.
In de zijvlakken door 2 liggen 3 75, in wier vlak ligt 1.
o . o 4 ,, 217 8, ,, o - . 0.
n n ” ” 6 » 78 51 ” " " » 4
n » n » 3 " 16 4‘1 " " ” » 3.
" 9w ” » D ” 12 'i'! ” ” ” ” 3.
2 » R 1426 T S T R ¥
” " ” n 8 » 26 4‘1 » n » » 7

Zij blijken dus in- en om elkaar beschreven te zijn, zoodanig,
dat in drie zijvlakken, die samenkomen in een gegeven hoekpunt
van den eenen tetraéder, liggen drie hoekpunten van den anderen,
welker vlak gaat door het hoekpunt, dat aan het beschouwde

in de reeds genoemde groepen 1264 en 3578 voorafgaat.

§ 12. In de Cf. IV (§ 3) zijn vier punten van het type « (§ 1);
zij vormen de twee paren van toegevoegde punten 3, 6 en 4, 5.
‘De paren, die toegevoegd zijn aan de punten 1, 2, 7, 8 zijn

respectievelijk 78, 78, 12, 12; dus zijn de punien van het



lype # gescheiden in twee paren 12, 78 die wij de paren
geconjugeerde punten zullen noemen. Deze Cf. is ook in zichzelf

duaal. Haar symbool wordt n.l. bij dualiseering:

1 2 3 4 5 6

atla o a bibaecad
b b e dc¢c d e [
c ¢:f e g e [ g

dISh e R g o a

=1
oo

En hieruil blijkt, dat « en & hebben tot gemeenschappelijk
loegevoegd koppel g en f, en omgekeerd; d en e slaan in
dezelfde betrekking tot ¢ en h.

De noodige substitutie is dus:

abcdefgh

64812537

En in de andere notatie zijn de paren toegevoegde vlakken:
1, 7; 2, 6.

Analoog aan de redencering in § 8 is de volgende:

Op de rechle, die twee toegevoegde vlakken 1en7 gemeen
hebben, liggen de drie paren van punten:

12.56, 34.78; 13.57, 24.67; 14.68, 23.58.... ()
(2) (6) (3) (5) (4) (8)

die tot dezellde involutie I1 behooren.

Tot een andere involutie I: behooren de paren:
12.56, 34.78; 13.57, 14.68; 24.67, 23.58....(I1)

2) (6) (3) (4) (5) (8)

Deze twee involuties zijn harmonisch want Iy L =1y I;; zij
hebben het paar 12.56, 34.78 gemeen.

Metzelfde komt voor op de doorsnede der vlakken 2 en g,

waarin respectievelijk de vierhoeken 1256 en 3 478 gelegen zijn,



En nu zijn de punten:
12.34, 56.78; 15.37, 26.47; 16.48, 25.38
(1) (7) (3) (3) ) (3)
paren van een involutie en de punten:
12.34, 56.78; 15.37, 16.48; 26.47, 25.38
(1) (7) (3) (1) (®) 8)
paren van een andere involutie, die weer met de vorige har-

monisch is.

Weer volglt hieruit een constructie voor de Cf. IV.

Nemen wij op een rechte ¢ twee harmonische involuties met
het gemeenschappelijk paar E, F, en zij A, B een paar van de
eerste involutie, A, By een paar van de (weede. Als dan Ay, By
geconjugeerd zijn in de eerste involutie, dan zullen A;, B het
zijn in de tweede, en de puntenparen, in analogen vorm opge-
schreven als boven in (I) en (II), zijn:
van de eerste involutie:

E, F; % 18 Bl AT <) it w i el o (1"
van de tweede involutie:
E, I; A, By; B A il By S (11"

Vergelilken we nu I' en II" met I en II, dan kunnen we de
Cf. IV construeeren, door in een vlak door a te construceren ecn
vierhoek 1 2 34, waarvan de zijden

112,138, 14, 23 24, 34
respectievelijk gaan door:
B AT B AT B S
en in een ander vlak door ¢ een vierhoek 567 8, waarvan de zijden
26, 57, 58, 67, 68, 78
respectievelijk gaan door:
JEATRREA VI By B
De acht punten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 bepalen dan een Cf. IV.
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§ 13. De rechien 192, 35, 78 (die noodzakelijk elkaar moeten
kruisen, omdat ze niet twee aan twee in één vlak liggen, vormen
cen stelsel lijnen, die tot richtlijnen hebben de rechten 17, 238,

34, 5 6. Want:

19 snijdt 17 in 1 | 35 snijdt 17 in 31 78 snijdt 17 in 7
28 in 2 9;’8111_8‘ 28 in 8
34 in 1 34 in 3 34 in 6
56 in 2 | 56 in 5 56 in 7

|
De kruisende rechten 12, 46, 78 vormen cell stelsel lijnen
met de richtlijnen 18, 27, 34, 56, want:

19 snjjdt 18 in 1 | 46 snijdt 18 in 4 | 78 snijdt 18 in 8

27 in 2 27in5] 97 in 7
34 in 1 34 in 4 34 in 6
56 in 2 56 in 6 56 in 7

Deze twee slelsels zijn verschillend en hebben slechts de
beschrijvende lijnen 12, 78 en de richtlimen 34, 5 6 met
elkander gemeen.

Als wij M;,M: noemen de punten, waarin 12 gesneden wordt
door 34, 56 en Ny, N die, waarin dezelfde rechten de lijn 78
snijden, en bedenken, dat op een hyperboloide twee lijnen van
hetzelfde stelsel Lwee projectieve puntenreeksen vormen, aangezien
de punten dier lijnen ecn aan ¢én aan elkander zijn toegevoegd,
en dat dus hun snijpunten met vier transversalen gelijke dubbel-
verhouding hebben, dan zien wij, dat op de eerste hyperboloide,
gegeven door 12, 35, 78, geldt:

12M; Mo 7 78Ny Ne
en op de tweede hyperboloide, hepaald door 12, 46, T8, celdt:
12 M, M: 7 87 Nt Ng
dus zijn de groepen 12M, Ms en 78 N1 N; harmonisch
(1 23‘111\12):(7 8 Ny N2)=~— 1.
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De punten 1, 2 en 7, 8 zijn derhalve paren van een axiale
involutie, waarvan de assen zijn 34 en 56. Dat deze axiale
involutie de Cf. IV inzichzelf doet overgaan, blijkt, als we in hel
symbool IV (§ 3) (1,2) en (7,8) onderling verwisselen.

Dan wordt gevonden:

i F Ak R R
2123 (4|4|4|6)|3
‘3 5(6|6(6]7|7]|5
4|6|8|7|8|8|8]|T7

dus krijgt men hetzelfde symbool weer.
Ook met behulp van deze eigenschap is de Cf. 1V te construeeren.

§ 14. Uit de elementen van een Cf. IV kan men vier tetraéders
ophouwen, n.l.:
1235, 1246, 7835, 7846.
De eerste tetraéder 1235 en de vierde 7 84 6 bevatten samen

alle punten en vlakken der Cf.:
\

1923 met 4 in 1 784 met 3 in 6
935 ., 8,8 G D
R TP 467 , 2,5
512 , 6 , 2 G715 B - ST

En uit deze tabel blijkt, dat de beide tetraéders in- en om
elkaar beschreven zijn, zoodanig, dat de drie vlakken van den
eenen tetraéder, die in een a-hockpunt samenkomen, bevatten
dric hockpunten van den anderen tetraéder, welker vlak gaat
door het beschouwde hoekpunt van den eersten. Daarentegen
drie vlakken van den eenen tetraéder, die in een (-hoekpunt
samenkomen, bevatten drie hoekpunten van den anderen tetraéder,
welker vlak gaat door het andere g-hoekpunt van den eersten

tetracéder. Elk der tetraéders n.l. bevat twee niel aan elkaar
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toegevoegde punten van het type « (3,5 of 4, 6) en een loe-
gevoegd paar punten van het type (3 (1,2 of 7,8).

Op dezelfde wijze als de eerste en vierde, ziin ook de lweede
en derde tetraéder in- en om elkaar beschreven, heltgeen uit de
volgende tabel kan blijken.

124 met 3 in 1 ! 783 mel 4 in 6

24.(;,,7,,5} 835 , 2, 8
461 , 8 , 4 | UG o
BN - B BRI L BT

§ 15. In de Cf. V verkeeren alle punten en vlakken in het
geval (3, zooals blijkt uit het symbool (§ 3).

De toegevoegde paren van de punten:

1A O T T 1 S T G/ (R 5

zijn resp.: 7,8; 7,8; 4,65 3,5; 4, 6; SHO SN0 S D
en hieruit volgt weer een grocpeering der punten van de Cf.
Wij zullen toegevoegd noemen de punten 1 en 2, 3 en 5,
A en 6, 7 en 8. Ook de paren van toegevoegde punten zijn
twee aan twee verbonden: 1,2 aan 7,8; 3,5 aan 4, 6, zoodanig,
dat elk punt van de ¢éne groep de beide punten van de andere
groep tot toegevoegd koppel heeft.

Dat de Cf. V ook in zichzelf duaal is, blijkt weer bij duali-
seering van het symbool. Dan koml er:

1 2 3 4 5 6 7 8
Ll
h b ¢c dc d e f
CRECI N e e [ g

d h h g h f gh

Iierin zijn aan de vlakken: a b ¢ d SN e RN S h
respectievelijk toegevoegd: fg fg de ch ch ab ab de.
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En dit nieuwe symbool gaat in het oorspronkelijke symbool
van de Cf. V over, als we

voor: aARRDERCEN (e N {1
substitueeren: 1 2 3 4 6 7 8 5

De rechten 16, 24, 38, 57 kruisen elkaar twee aan twee en
worden alle gesneden door de rechten: 13,25,48, 67. Want:

16 snijdt 13 in 1 | 24 sniidt 13 in 1
925 in 2 | 25 in 2
AS in 4 | A8 in 4
67 in 6 | 67 in b
38 snijjdt 13 in 3 w 57 snijdt 13 in 3
251in 8 | 25 in 5
48 in8 | 48 in 7
67in6 67 in 7

Daarom behooren deze twee viertallen van rechten tot eenzelfde
quadratisch oppervlak, maar tot verschillende stelsels. De scheeve
enkelvoudige achthoek 13842576 heeft zijn zijden op dit
quadratisch oppervlak.

Omgekeerd: Een enkelvoudige achthoek, welks zijden rechten
van een quadratisch oppervlak zijn, heeft tot hoekpunten de
punten van een Cf. V, hetgeen de bestaanbaarheid van deze Cf.

aantoont.

Naar aanleiding van het boven behandelde is nu het volgende
op te merken:

Heeft men op een quadratisch oppervlak twee viertallen van
rechten van verschillende stelsels, en kiest men uit hun zestien

snijpunten er acht uit, zo6 dat op elk dier rechten twee punten
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liggen, en niet meer dan twee, dan verkrijgt men de punten van
een regelmatige Cf. (84, 8), die van het type I of V kan zijn
(vergelijk § 6).

Dergelijke lwee viertallen van rechten vormen twee z.g. ver-
bonden quadrupels: vier kruisende lijnen, waarop vier andere
kruisende lijnen rusten, die dus zestien snijpunten opleveren.
Kiest men de vier punten 127 8 als hoekpunten van een vierhoek
en de punten 3546 als hoekpunten van den viethock, die de
overige vier lijnen (ot zijden heeft, dan heeft men een GLEl

De overige acht punten vormen ook een Cf. L

Kiest men de punten 13842576 zoo, dat ze de hoekpunlten
van een achthoek zijn, dan heeft men een Cf. V.

Ook hier vormen de overige acht punten eveneens ech Cf. V.
In de eerste figuur zijn 1235 en 876 4 twee in- en om elkaar
beschreven tetraéders (§ 7). In de tweede figuur zijn 1235 en
4678 twee in- en om elkaar beschreven tetradders (zie § 17).

Flk vlak van de Cf. gaat door twee lijnen, die elkaar snijden
in een punt van het quadratisch oppervlak. Dit punt is het raak-
punt van dat vlak met het quadratisch oppervlak.

Zoo zijn alle overblijvende snijpunten de aanrakingspunten van
de vlakken der Cf. met het quadratisch oppervlak, en zij behooren
tot een andere Cf. van hetzelfde (ype. De twee verbonden
quadrupels vormen samen een Cf. (167, 167).

Er zijn 16 spijpunten:

Elke lijn geeft met olk der vier lijnen van het andere stelsel
een snijpunl.

Ook zijn er 16 vlakken:

Elke lijn levert met elk der vier lijnen van het andere stelsel
een vlak.

Elk vlak bevat 7 van de snijpunten, die op de twee snijdende
lijnen liggen, welke het vlak bepalen.
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Door elk punt gaan 7 vlakken:

Vier vlakken bepaald door den éénen drager met elk der vier
liinen van het andere stelsel, en nog drie vlakken bepaald door
den anderen drager en eclk der drie overige lijnen van het
eerste stelsel.

Deze Cf. (167, 167) bevat de verschillende Cf’s I en YV,
18 exemplaren van de eerste soort, en 72 van de tweede soort.

§ 16. De drie rechten 12, 35, 78 zijn in het algemeen
kruisend, tenminste, als 1278 niet in één vlak liggen. Dan
vormen deze dric lijnen een stelsel rechten, dat tot richtlijnen
heeft 17 en 28. Want:

17 snijdt 12 in 1 98 snijdt 12 in 2
35 in 3 35 in 8
78 in 7 78 in 8

Ook de rechten 12, 46, 78 zijn dan kruisend en vormen een
stelsel rechten mel richtlijnen 18, 27, Want:

18 snijdt 12 in | 27 snijdt 12 in 2
46 in 4 46 in 5
78 in 8 78 in 7

Dus verschilt dit stelsel van het eerste stelsel.

Elk dezer stelsels bepaalt een hyperboloide. Aangezien nu
deze hyperboloiden de lijnen 12 en 78 gemeen hebben, zullen
zii ook nog twee lijnen van het andere stelsel gemeen moeten
hebben. Dus bovengenoemde lijnenstelsels zullen een paar richt-
liinen gemeen hebben, die de lin 12 in A en B, de lijn 78 in
in A’ en B’ mogen snijden.

Dan dragen op de eerste hyperboloide de limen 12 en 78
lwee projectieve puntenrecksen; dus is

(12AB) = (7T8A'B)
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Ook op de tweede hyperboloide dragen 12 en 87 projectieve
puntenreeksen, derhalve is
(12AB) = (87 A'B’).
Dus is (7T8A'B) = (87A'B)=—1 en
(12AB) = — 1.

De groepen 12AB en 78 A'B’ zijn dus harmonisch.

En ook de andere viertallen van punten, die door dezelfde
vier transversalen op 35 en 46 worden ingesneden, zijn dus
harmonisch gelegen.

M.a.w. de richtlimen A A, BB’ steunen op de vier rechien
12, 35, 46, 78 in puntenparen, die de paren 1, 2; 3, 5; 4, 6;
7, 8; harmonisch verdeelen zoodanig, dat de toegevoegde punten
van de Cf. zijn geconjugeerd in eenzelfde axiale involutie met
de assen A A’ en BB, die de Cf. in zichzell transformeert. Dit
blijkt, als we in het symbool V van § 3 de puntenparen (1,2),
(3,5) (4,6) (7,8) onderling verwisselen; dan krijgt men helzelfde
symbool weer.

Tot dezelfde conclusie komt men, als 1278 in één vlak
liggen, maar de punten 3 45 6 nief complanair zijn.

Dan zijn 12, 35, 46 drie kruisende lijnen met de richtlijnen
34 en 56,

En 35, 78, 46 vormen een stelsel kruisende lijnen mel de
richtlijnen 3 6 en 4 5.

Deze twee stelsels moeten een paar richtlijnen gemeen hebben,
die steunen op 12, 35, 78, 406.

Op de hyperboloide, door het eerste stelsel bepaald, heeft men

(35AB) = (46A'B)
en op de. tweede hyperboloide
(35AB) = (64A'B)),
als A en B de snijpunten van 35 met de gemeenschappelijke

richtlijnen zijn, en A’, B’ die van 4 6 mel de beide richtlijnen.



33

Dus weer zijn de beide groepen harmonisch, en 12, 35, 46, 78

zijin paren van eenzelfde axiale involutie met de assen A A’ en B B,

Als ten slotte de beide groepen 1278 en 345 6 ieder in één
vlak liggen, dan zullen zij twee vierhocken doen ontstaan, die
elk twee diagonaalpunten op de doorsnede der twee vlakken
hebben, zoodanig, dat door de twee diagonaalpunten van elken
vierhoek twee overstaande zijden van den anderen gaan; de
beide paren diagonaalpunten scheiden elkaar harmonisch.

Met behulp van deze eigenschap kan men zeer gemakkelijk
deze speciale CGf. V construeeren door uit te gaan van een
harmonische groep van punten op een rechte. Door deze lijn
legt men twee vlakken, waarin men twee volledige vierhoeken
construeert, die de bedoelde bijzondere ligging hebben.

De verbindingsliin van de andere twee diagonaalpunten A en B,
en de snijliin der bedoelde vlakken zijn weer assen van een
axiale involutie, die (1, 2), (3,5), (4, 6), (7, 8) aan elkaar toevoegt.
Zoo worden b.v. de punten 1 en 2 harmonisch gescheiden door
het diagonaalpunt A en het snijpunt van 12 met de snijlijn der
vlakken. Deze involutie transformeert blijkbaar onze bijzondere
Cf. in zichzelf.

Voegen wij aan de elementen dezer Cf. de twee vlakken der
vierhoeken toe, dan ontstaat een CI (85, 104). Immers door elk
der 8 punten gaan 5 vlakken, vier van de Cf. V en één van
den vierhoek, waarvan het beschouwde punt hoekpunt is, terwijl
in elk der 10 vlakken 4 punten liggen.

Voegen wij daarentegen de lwee diagonaalpunten A, B, die
niel op de doorsnede van hun vlakken liggen, toe, dan krijgen
wij een Cf (104, 85) d.w.z. een fignur van 10 punten, zoodat
door elk punt vier vlakken gaan; ook door de diagonaalpunten

A en B, waar elk der vlakken bepaald is door een der vierhoeks-
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zijden, waarop dit diagonaalpunt gelegen is, en een zijde van
den anderen vierhoek.

Voegen wij eindelijk aan de elementen van de Cf. de twee
genoemde punten én vlakken toe, dan krijgen wij een Cf. (105, 105),
die in zichzelf getransformeerd wordt door de boven aangegeven
axiale involutie, welke tot assen heell de doorsnede van de
vlakken der vierhoeken en de lijn, die de twee genoemde diagonaal-

punten verbindt.

§ 17. Uit de elementen van deze Cf. kunnen slechts vier

tetraéders gevormd worden, n.l
1235, 1246, 3578, 4678.

Elk dezer viervlakken wordt bepaald door twee niet gekoppelde
paren van toegevoegde punten (§ 15).

De eerste met de vierde, en de tweede met de derde vormen
twee paren van tetraéders, die alle elementen van de Cf. bevatten.
De tetradders van elk paar blijken zoddanig in en om elkaar
beschreven te zijn, dat de drie hoekpunten van den éénen, gelegen
in de drie zijvlakken van den anderen, die door een gegeven
hoekpunt gaan, in é¢én vlak liggen met het aan dat beschouwde
hoekpunt toegevoegde punt. Dit is uit de volgende tabel ge-

makkelijk te zien:

123 met 4 in 1 A6T7 met 2 in 5
9235 , 8 , 8 | OB RT3 ()
Gl o Y B | IS AT 5 S
512 , 6 , 2 | 846 , 1 , 4

B.v. in de zijvlakken van den eersten tetraéder, die in 1 samen-
komen, liggen de hoekpunten 4, 6, 7 van den tweeden tetraéder,
welker vlak door 2 (het toegevoegde punt van 1) gaat. Enz.

Zoo heeft men ook



124 met 3 in 1 357 met 1 in 3
946 , 7 , b BI7IS I U
461 , 8 , 4 783 , 6 , 6
612 , 5, 2 835 , 2, 8

B.v. in de zijvlakken door 1 liggen 3, 5, 8, wier vlak 2 beval.

§ 18. In de Cf. VI behooren de drie punten 1, 2, 3 tot drie
vlakken, de punten 4, 5, 6 tot twee, en de punten 7, 8 tot drie
vlakken van de Cf; dit blijkt nit het symbool in § 4.

De punten 1, 2, 3 zijn dus collineair, evenals de punten
4, 5, 6.

De drie rechten 14, 25, 36 worden gesneden door de rechten
123, 456, 78; want
123 snijdt 14 in1 456 snijdt 14 in 4 78 snijdt 14 in 4

25 , 2 25 , 5 25 , b
HGE L B 86 , 6 36 ., 6

Er is dus een quadralisch oppervlak, dat ze alle bevat.

De vlakken van de Cf. zijn raakvlakken van dit quadratisch
oppervlak in de drie punten 1, 2, 3, verder in de punten A, B, (i,
waar de lijn 7 8 gesneden wordt door 1 4, 25, 3 6, enin de punten
P en Q, waarin de liin 456 gesneden wordt door de rechten
an het quadratisch oppervlak, die door 7 en 8 gaan.

Men ziet dadelijk, dat deze Cf. werkelijk bestaat en op de
volgende wijze gemakkelijk in teekening te brengen is.

Op drie kruisende lijnen neemt men respeclievelijk de punten

1, 2, 8; 4, b, 6; 7, 8 aan.

- )

Over deze lijnen trekt men de drie transversalen 14, 25, 36,
die de lijn 78 respectievelijk in de punten A, B, € snijden en
bovendien nog twee transversalen door 7 en 8, die delijn 456

in P, Q en de lijn 123 in P, Q" snijden.



Dan blijkt, dat:

vlak 1 raakt in punt 1 L vlak 5 raakl in punt B
n 2 n » ” Q n 6 n n n G
B SRR 5 ‘ Tl
" 4 ” n n A n _é n n n Q

Deze raakpunten vormen twee nieuwe Cf's VI (VIc en VId)
waarvan de symbolen gevonden worden, door in bovengenoenmd
symbool VIa en in het hierna volgend symbool VIb.

voor 1, 9, 3, Lhe G iy Ty bk
te substitueeren resp. 1, 2, 3, A, B, G, PE0.

Het in § 4 gevonden symbool van de CGf. VI was:

1 l 1 1 1] 1] 2 | \ 2
|2|2(|2(4b616]5]5
Cf. Via. | g|g 3|7|7|7|6]|6|
45|68 { B|8|7]8,
Hieruit volgt door de genoemde substitulie

111\119”3“& Al
2|2\ A B|C|B B1

Al B (:LQ\()IO 1>\(:

De vlakken van Cf. VIe raken hel quftdralisrh oppervlak respec-
lievelik in de punten 1, 2, 3, 4, , 8 van de oorsprong-
kelijke Cf. Vla.

Nu zijn de punten van de Cf. Vla ook punten van een andere
Cif. VIb van hetzelfde type, die men verkrijgt, door in het symbool

Via 1, 2, 3, respectievelijk te vervangen door 4, 5. 6.



Dan komt men tot:

et g bl SAE Bl sl
44| 4] 4 ‘ HEINGREORIED
S AAL DG e o B R ey B
6| 6 ’ 6|8[8|8|7]8
De raakpunten van
deze vlakken zijn A5 B D A R (I D e () 4
Hieruit vindt men door de meer genoemde substitutie het
schema
1 ]2(3|1]2]3]1 ’ 1 |
AlAlA/A|B[C|2]|¢2 ‘
6 VAEL S n s e e i ey s
clalc|elolelr|o
Deze vlakken raken het —M———
quadralisch oppervlak in ARSI 4 S R5 S G RN A () f

evenals de Cf. VIb,

Deze raakpunten vormen nog twee Cf.’s VI, waarvan de sym-

bolen VIe en VIf gevonden worden, door in die van Cf. Via

en VIb voor B2 N3T AR T 68 TS

te substitueeren A B G 4 5 6 P Q.

Dan komt er:

A[A|A|A|B|C|4& |4
BUEB B4 SR (E6R IE5 0|5
= |
GCLAV.C HECHIECHECHEDI NP S U IO R| i
4|5 |6 |Q|Q|or| ¢
De raakpunten zijin: A B ¢ 1 2 3 P (Q (de

punten van de Cf. VId),
En ten slotte:



|A|B[C[A|B|C]|A A‘
S W R G G e
Cf. VIE | 5 | 5 5IP"P’ plalal
6 ]6|6|o]e|ofr| o]

De raakpunten zijn: 4 5 6 1 2 3 7 &

Al deze Cf’s zijn in éénzelfde Cf. (157, 157) opgesloten; 1,
2, 83 4 5 6 7, 8 A,’B, C, P, Q, P' Q' zijn de 15 punten
van deze CI. '

De verdeeling dezer punten over de 15 vlakken blijkt uit het

schema:
111{193441231]1!1\11&!
9 |9 |2 |4|5(6|5 5 |4(a|4|2]|2|B|B
3!8|3|7|7|7|6|6|5|5|5(38|3|C|C
4 |5 |6 |8 8|7 |8 (66|67 8|P|Q|
AlBleclalBlclp lolalBlG|P|P|P|0Q

plBlalalglelp|p|PlQlel7 |7
QQ'|Q|C|C|B|PQ|Q[Q[Q|P Q|8 8 |

De Cf VIa bevat slechts de drie tetraéders:
4578, 4678, 5678,
waarvan de zijvlakken vlakken van de Cf. zijn.

In een onderling verband staan deze tetraéders niet.

De Cf. VIb bevat de tetracders:

1278, 1378, 23178.

Ook de overige Cf’s VIe, VId, Ve, VIf bevatten elk drie
tetracders, die uit de vorige te vinden zijn met behulp van
dezelfde substituties, waarmee deze CI’s boven zijn afgeleid uit
de Cf. VIa en VIb.

§ 19. De Cf. VII heeft twee drietalien punten: 1,2, 3; 6, 7, 8,

die op een rechte lijn gelegen zijn en tot drie vlakken behooren.
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Verder zijn de punten 2 en 8, en evenzoo 3 en 7, zoodanig
gelegen, dat elk dier puntenparen alle vlakken van de Cf. draagt.
Immers

2 ligtin 1, 2, 3, 7 en 8 in 4, 5, 6, 8,

3 ligt in 1, 2, 3, 8 en 7 in 4, 5016, .7,

De paren 1, 6, en 2, 5 hebben de duale eigenschap.

Het vlakkenpaar 1 en 6, resp. (1234)7 en (567 8) hevat
alle punten van de Cf.

Evenzoo 2 en 5 of (1235)5en (4678) 5.

De rechten 123, 45, 67 8 worden gesneden door de lijnen
27 en 38. Want

27 snijdt 123 in 2 | 38 snijdt 123 in 3
/1,- 3] " 7 I 4‘5 » 8
OIS S 678 , 8

En hieruit volgt weer een eenvoudige constructie.

Wij nemen drie kruisende rechten «, &, ¢ en twee rechten
m, n, die deze snijden, en noemen 2, 3 de snijpunten van
a metm en n, 7 en 8 de snijpunten van b met m en n. Nemen
wij nog op ¢ twee willekeurige punten 4 en 5, op a een wille-
keurig punt 1 en op b een punt 6, dan hebben wij acht punten
die een Cf. van het type VII bepalen.

In deze Cf. liggen slechts twee tetraéders, nl. 2345 en

4578, waarvan de zijvlakken vlakken van de Cf. zijn.

§ 20. In de Cf. VIII behoort het paar 6, 7 tot drie vlakken,
het drietal 1, 2, 3 tot twee vlakken (zie symbool in § 5).

De rechten 18, 24, 35 worden gesneden door 123, 45
en 67:

18 snijdt 123 in1 | 24 snijdt 123 in2| 35 snijdt 123 in 3
45 , 8 A5 . A 45 . b
670,530 87 , 4 67 , 5
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Deze Cf. kan aldus geconstrueerd worden:
Wij nemen drie kruisende rechten @, b, ¢ en drie rechten

m, n, p, die deze snijden. Noemen wij a. m = 1, a. n = 2,
ap = 3, bn = 4, bp = 5 en zij 8 een willekeurig punt

van m; de vlakken 348 (6) en 258 (7) snijden ¢ respectievelijk
in 6 en 7. Dan heeft men, zooals gemakkelijk blijkt, de acht
punten van een Gf. VIII

Deze Cf. bevat geen enkelen tetraéder.

§ 21. In de Cf IX (§ D) zijn twee drietallen 1, 2, 3; 2,7, 8,
die behooren tot twee vlakken, en de twee paren 14, 6 7, die
behooren tot drie vlakken.

Ook de constructie van deze Cf. is zeer eenvoudig: Men neemt
drie kruisende rechten a, b, ¢, die gesneden worden door de

rechten m en n, en stelt am = 1, bm = 2, eem = 3,

-

i

de rechte ¢ in 5, en een willekeurig vlak door de lijn 38 a in

b = Zij 8 een willekeurig punt van b; als het vlak a. 8

4 en n in 6 snijdt, dan hepalen de verkregen 8 punten een Cf. IX,

8§92, In de Cf. X (§ 5) liggen 1, 2, 3 collineair; evenzoo
b (i g BE G Bl Giao 8l Ty B

Hieruit blijkt, dat er twee viervlakshoeken zijn, die 4 resp. 5
tot hoekpunt hebben, en volgens dezelfde volledige vierzijde

gesneden worden. Men heeft n.l.

4|1 4| 4| 4 O INEE{ROIND
1l1]2]|3 11|23
2/6/6|7 e algie|7T
3 \ 78] 8 3/7/8]8
@« B ¥ 0 ! B ke 53t

In de overige 6 punten komen telkens twee overeenkomstige
ribben van deze twee perspectief gelegen viervlakshoeken samen.
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1 is snijpunt van 41 (x ) en 51 (2’ )
Dty »w 42 () , 52 (¢

o
W
—_
33
Qo
—

3 " 3 " 43 [x J n
6, » » 46 (’3 )

o
(wp
L=
(¥}
=~
-2
~
o
—

"
7 » ” » 47 (;‘3 5) » 517 (!gr 3')
S » » 48 (¥9) , 58 (' &)

Duaal tegenover deze Cf. slaal de Cf. XII (Zie § 5).

Deze wordt bepaald door de hoekpunten van twee perspectief
gelegen vierhoeken 1357, 2468 mel de vlakken dier vier-
hoeken en de vlakken die de zes paren overeenkomstige zijden
verbinden,

De vierhoeken 1357 en 2468 van de Cf XII zijn perspectief
omdat de overeenkomstige zijden elkaar snijden in punten van
de doorsnede der vlakken 4 en 5, waarin die vierhoeken

gelegen zijn. Wanlt:

13 en 24 liggen in 1,
B7S S G A
155 SN2 o Sk
SR/ - 1
13788 2 S M o)
215 A6 TR o

Dat ook de eigenschappen der Cf's X en XII duaal legenover
elkaar staan, wordt door de volgende dubbele kolom Loegelicht.

Dualiteit in de ruimte:

punt. vlak.
ljn, als verbinding van twee | lijn, als doorsnede van twee
punten. vlakken.
vierhoek uit 4 punten in één | viervlakshoek uit 4 vlakken door

vlak. één punt.

zijden van den vierhoek. snijlimen der vlakken of ribhen



Twee vierhoeken zijn perspec- | Twee viervlakshoeken zijn per-

tief als overeenkomstige zijden spectief, als overeenkomstige
elkaar snijden in zes punten ribben liggen in zes vlakken
van een rechte lijn. door cen rechte lijn.

Deze rechte is in de Cf. XII | Deze rechte is in de Cf. X de
de snijlijn der vlakken 4 en 5. lijn 4 5.

De zes punten zijn: En de zes viakken zijn:

1394, 57/68; 15
37/48; 17/28, 3

(i) |
—
LS
‘C:

145, 845; 245, T45;

345, 645.

o
=
(ar]

§ 23. De Cf XI (§ 5) heeft twee drietallen van punten, die
collineair zijn 123, 167 en elk in twee vlakken liggen.

Aangezien de lijnen 123 en 167 elkaar snijden, liggen
12367 in het vlak door die snijdende lijnen, dat echter niet
een viak van de Cf. is. Daarom kan de lijn 4 8 niet in dat vlak
liggen, maar zal de beide rechten 26 en 37 snijden volgens
5 en 7, en dus gaan door het punt 26 /3 7.

Volgens een analoge redeneering gaan de rechten 27, 36, 58
door eenzelfde punl.

Wij kunnen een Cf. van dit type construeeren, door uit te

waarvan de diagonaalpunten zijn

gaan van een vierhoek 2367
=923/67, A=26[317, I
cen willekeurig punt 8, en op de rechien A8 en B8 respectieve-

7
3=2T7/36. Verder neemt men

liik de willekeurige punten 4 en 5.
Duaal tegenover de Cf. XI staal de Cf. XIII, zooals in § 5

zebleken is.

§ 24. De drie punten 1, 2, 3 van de Cf. XIV (§ 5) behooren
tot twee vlakken.
Zij 678 een willekeurige drichoek en 1, 2, 3 een drietal

punten op een willekeurige lijn. Noemen wij 4 het gemeen-
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schappelijk punt van de dric vlakken 167, 278, 368 (in het
symbool resp. de vlakken 3, 7, 5) en 5 het snijpunt van de
drie vlakken 168, 267, 378 (dat zjn resp. 6, 4, 8), dan
hebben wij de punten van een Cf. XIV vastgelegd.

In de laatste Cf. eindelijk, XV (§ 5), die de duale figuur is van
de vorige, behooren de twee punten 1 en 2 ieder tol drie viakken.

Geen van de Cf’s van VIII tol en met XV hevat Letracéders,
waarvan de hoekpunten punten van de Cf. zijn, en de zijvlakken
vlakken van de Cf.

Resumeerende, wat nu gevonden is, blijkt, dat alleen de
eerste vijf Cl.’s beschouwd kunnen worden als het samenstel van
twee in en om elkaar beschreven tetraéders. Enkele dier Gf’s be-
vatten zelfs méér dan één paar zoodanig samengestelde tetraéders,
maar in zoo'n geval is de wijze, waarop de een in den ander
is beschreven voor alle paren dezelfde. (Zie § 7 voor Cf. I, § 9
voor Cf. II, § 11 voor Cf. III, § 14 voor Cf. IV, § 17 voor Cf. V.)

Anderzijds is hel duidelijk, dat de hoekpunten en zijvlakken
van lwee in en om elkaar beschreven tetratders tegelijk zijn de
elementen van een Cf. (85, 84), zoodal wij kunnen besluiten, dat
slechts op vijf manieren twee tetraéders wederkeerig in elkaar

beschreven kunnen zijn.
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24, (Zie § 7 en § 15).

Twee in- en om elkaar beschreven tetraéders A BGD en
A'B"C'D’ zijn zdodanig gelegen, dal de hoekpunten achl stelsels
an vier in één vlak liggende punten vormen. Aldus:

AVBI DA BRGIDFATE CEDIAS BRI FANBY G
ACBLCADNNBAGEDEARR CAD EACB D EAYBE 0

Deze ligging kunnen b.v. de acht hoekpunten van een kubus
vertoonen.

Rangschikt men de hoekpunten van de kubus zoodanig dat
1, 2, 3, 4 hoekpunten van een regelmaligen tetraider zijn (Lwee
kruisende diagonalen van overstaande kubusvlakken zijn over-
staande ribben van dezen telraéder), en zijn 5, 6, 7, 8 de kubus-
hoekpunten, die diagonaal tegenover 1, 2, 3, 4 liggen, dan vormen
de twee tetracders 1257 en 3 46 8 een configuratic van Mogsius.

§ 25. Deze bijzondere figuur heeft Moesws het eerst gevonden
bij de bestudeering der kubische ruimtekrommen.

De volgende eigenschappen ®) kwamen hierbij aan het licht:

Big. 1. . Vier punten van een kubische ruimtekromme vormmen een

viervlak. Denkt men zich in die panten de raaklijnen aan de

) Journal voN CrELLE dL III, blz. 273
) Langs zuiver meetkundigen weg lleeft Prof. P. ZEEMAN te Leiden deze
eigenschappen afgeleid in zijn proefschrift: De kromme lijnen van de derde

orde in de ruimite (187 8).
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kromme, dan wormen de swijpunten dier raaklijnen met de over-
staande zijelakken weer een viervlak. lin die twee viervlakken zijn
moen om elkaar beschreven.

Eig. II. Het viervlak door vier punten van de kromme —- en het
viervlak: door de osculatievlakken in die vier punten gevormd — zijn
in en om elkaar beschreven.

Deze eigenschap is het, die Moksivs eigenlijk gevonden heeft.

§ 26. Om de beide eigenschappen I en II af te leiden, hebben
wij allereerst te bedenken, dat:

Door ideder punt in de ruimte gaat één koorde van de Lubische
rutmtekromme. (Of een ideale Loorde, of een raaklijn).

Denkt men zich namelijk een wvlakkenschoof (OO® vlakken door
één punt M); deze snijdt de kubische ruimlekromme in de groepen
van een Aubische involutie van den 2% rang, die bestaat it
OO? drietallen snijpunten, waarvoor geldt:

1°. Elk drietal is door fwee van de drie bepaald, want die twee
bepalen met het vaste punt M een vlak, dat ook het derde
punt der groep opleverl.

20, Ze bezitten het involutorische karakter.

Dit  puntenstelsel vormt dus een I;3* op de kromme, die op
een rechte lijn is af te beelden, door tusschen de punten van
de rechte en die van de kromme een overeenkomst (1, 1)
vast te leggen, helgeen meetkundig te bereiken is door middel
van een vlakkenbundel met een koorde tot as. Elk vlak van
den vlakkenbundel heeft met de kromme nog één snijpunt P en
met de rechte ook één snijpunt P’, dal de afbeelding van P is.

Deze Is? is algebraisch voor te slellen door een trilineaire
vergelijking, die symmetrisch is in drie parameters t, ts, ts (de
abscissen der punten op de rechte lijn). De verwantschapsverge-

lijking heeft den vorm
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(A) . ...atitets+pB(titettitsFtats)F ottt
+ts) 4 o=0.
Aldus gerangschikt:
tite+ B0 Fte)Folta-fiBtalefo(ti+te)4al=0
is de vergelijking van den vorm:
1205 v o p A=)
Nu wordt ts onbepaald als P =0 en Q =0 is,
dus als men heeft
atite4+pBtr4-t)+y=0. . . . . 1)
Btitet+o(t14+t)4+o=0 . . . . . (92
Deze voorwaarden zijn op le vatten als twee vergelijkingen
met de twee onbekenden (t; tz) en (t; = t).
Hieraan kan worden toegevoegd de vergelijking :
B — (- te)t -t te=0
die altijd geldt, als men ¢, en & opvat als wortels eener vier-
kantsvergelijking.
Of anders gerangschikt:
tite— (1 --ta))t4t2=0 . . . . . (3).
Elimineeren wij nu uit (1), (2) en (3) de grootheden (t; ts) en
(t; -+ t2) dan komt er:

x By |
{3 5 b} ‘ ==l () aet ool IS (’1)
(R

een vierkantsvergelijking, waaruit {; en t. ziin op te lossen.

De twee punten der rechte mel abscissen t; en t. noemt men
neutrale punten: Ny en Nu. Zij vormen met ieder punt P een
drielal.

Brengt men dit op de kromme over, dan zullen ook hierop
twee punten 51 en Sy aan te wijzen zijn, die met jeder ander

punt van de kromme in een plat vlak door M liggen. Dan
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moeten S; en S: noodzakelijk met M op één lijn liggen, m. a. w.:
Door M gaat steeds één koorde.
Nu kunnen van de vierkantsvergelijking (4):
1% de beide worlels recel zijn: dan vindt men dus twee redele
punten S; en Se, of door M gaal een werkelijke koorde.
2° de beide wortels imaginair: S; en Ss zijn imaginair, dan
gaal door M een ideale koorde.
3% de beide wortels vallen samen: S; en S: zijn samenge-
vallen, of door M gaat een raaklijn.
Dus: Door ieder punt buiten de kromme gaat een koorde,

een ideale koorde of een raaklijn.

§ 27. Verder geldl de eigenschap: Door ell punt in de ruimte
gaan drie osculatievlaklen aan de kubisehe Lromme.

Hiervoor stellen wij de vraag: Kan het voorkomen in de I;2
van § 27 dat t; =1t =y is?

Dan gaat de vergelijking (A) over in:
B . . . . att+3p8t*4+3yt+4d=0,
een derdegraadsvergelijking, waaruit volgt, dal er drie drievoudiye
punten zijn, hetgeen beteckent, dat men door M drie vlakken
kan leggen, die elk drie samenvallende punlen mel de kromme
gemeen hebben, d. z. drie osculatievlakken. Dus:

Elk punt in de ruimte zendt drie osculatievlakken uit.

Of: Het stelsel osculatievlakken zendt door elk punt in de
ruimte drie exemplaren; '

dow.z. de kubische kromme is van de 3¢ Elasse.
§ 28. Verder geldt de eigenschap:
De  steunpunten der drie osculatievlalkken, die door een punt A

gaan, liggen met M in één vlak.
Uit de vergelijking (B) van § 27 volgen de symmelrische he-

trekkingen:
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,Oﬂ(tj"|—'t:.3+t3) :'—3{3
(G) 4 AL . -:c(h fg+t-3 tg—,—ta t1]= 37-’
(xtltgtg = —3.

En de verwantschapsvergelijking der kubische involutie is de
trilineaire vergelijking (A):

(A)...atitets B (it +tats - ta ty) + o (4, +te13) F-a=0.

Nu blijken de waarden uit {C) aan (A) te voldoen.

De drie drievoudige punten, als enkelvoudige punten beschouwd,
vormen dus cen drietal der kubische involutie I,% liggen dus
met M in één vlak., Dit vlak noemt men het nulvlak of poolvlak
van het punl M, dat nulpunt of pool wordt genoemd.

Omgekeerd kan men op een gegeven vlak 1I een punt P vinden,
dat de pool is van dit vlak. Zin A, B, C de drie punten, die het
vlak IT met de kromme gemeen heeft, dan legt men in die punten
de osculatievlakken; deze snijden elkaar in het gezochte punt P,

dat blijkens de bovengenoemde eigenschap in het vlak II ligt.

5 29. Analoog aan de wijze, waarop een keselsnede kan
worden voortgebracht door lwee projectieve stralenbundels, en
een quadratisch regelvlak door twee projectieve vlakkenbundels,
kan een kAubische ruimtekromme worden voorlgebracht door drie
projectieve vlakkenbundels, waarvan de assen drie koorden k1, ke, ks
der kromme zullen blijken te zijn. Het snijpunt P van drie toe-
gevoegde vlakken zal een punt van de kromme zijn, als:

(ki P) 7 (k2 P) 7 (ks P)
de drie projectieve vlakkenbundels voorstellen, waarvan de assen
ki, ke, ks drie kruisende lijnen zijn.

Dat de m. pl. van dat snijpunt werkelijk een kubische kromme
is kan aldus bewezen worden.

Len willekeurig vlak @ snijde de drie lijnen ki, ke, ky resp. in

Ai, Ag, A, dus de drie vlakkenbundels volgens drie projectieve
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stralenbundels, waarvan Ay, As, Ay de toppen zijin.  Nu brengen

de projectieve stralenbundels Ay en As een kegelsnede voort, de
projectieve stralenbundels A: en As een andere.

Deze beide kegelsneden zullen elkaar, behalve in As, nog in
drie punten Py, P2, Py snijden.  Hiervoor geldt
A1 Py is toegevoegd aan Ag Py,

A;l Pk " " " ;\:g ])k.
waarnit volgt
A1 Px 7 As Py 7 A Py
dus ook

ki Px = ke P 7 ks Pk:
dus Py is een punt van de voortgebrachte kromme,

Aangezien in het vlak w drie punten P liggen, zoodat de m., pl.
met een plat vlak drie punten gemeen heeft, is zij cen lLubische
ruimtekromme.

Nu is nog te bewijzen, dat de assen ki, ke, ks koorden van de
kubische kromme zijn.

Op ki bepalen de andere twee vlakkenbundels twee colloeale
projectieve puntenreeksen

[Sz) Y (H‘.I)-

Hun twee coincidenlies (Se == Sy) zijn punten van de kromme,
want door elk dier punten gaan overecnkomslige vlakken van
den tweeden en derden bundel en natuurlijk van den eersten
bundel. De as k; heeft dus twee punten met de kromme oe-

meen, is derhalve koorde,

§ 81, In duale tegenstelling met deze ontstaanswijze is de
kubische kromme ook op te bouwen uit drie projecticve punten-
reeksen, waarvan de dragers weer drie kruisende lijnen zijn, Als
men lelkens drie aan elkaar toegevoegde punten door een vlak
verbindt, dan krijgt men hel stelsel van de osculalievlakken, dje
een kubische kromme omhullen.

De drie dragers der puntenreeksen blijken hier te zijn biplanaren
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(d. z. dragers van twee osculatievlakken, dualislisch aequivalent

van bisecanten of koorden).

S 32. Een kubische ruimtekromme is bepaald door zes punten.
Zin 1, 2, 3, 4, 5,6 de gegeven punten, dan kan men de punten
1, 2, 3 verbinden door de lijnen ks, ki, ke en deze beschouwen
als assen van drie vlakkenbundels. Deze zijn projectief, als men
drie overeenkomstige vlakken door 4, door 5, en door 6 Iaat gaan

ki (4,5,6) = ke (4,5,6) = ks (4,5, 6);

wanl door drie groepen is een projectiviteit bepaald. Dan gaat
dus de kubische kromme, die door deze drie projectieve viakken-
bundels wordl voorlgebrachl, door de gegeven punten 1, 2, 3, 4,5, 6.

De projecteerende quadratische kegel, die onltstaat, als men
één punt van de kromme met alle andere punten van de kromme
verbindl, wordl bepaald door 5 ribben.

De kegel, die uit 1 als top de kromme projecteert, heefl 5 be-
kende ribben 12, 13, 14, 15, 16. De kegel, mei lop 2, die
door de punten 1, 3, 4, 5, 6 gaal, heeft met den eersten kegel,
behalve de ribbe 12, de ruimtekromme gemeen, welke door de

6 gegeven punten kan gelegd worden.

§ 83, Zooals voor een kegelsnede, die door 5 punten hepaald
is, het theorema van Pascan een betrekking geeft, die tusschen
6 punten van de kegelsnede beslaal, zoo is voor de kubische
ruimtekromme een analoog theorema te vinden, dal een belrekking
tusschen 7 punten der kromme aanwijst.

Ziin 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 de gegeven punten, dan ligeen de zes

-

verbindingslijnen 71, 72, 73, 74, 75, 76 op een quadratischen
kegel met 7 als top. '

Snijdt men dezen kegel door een vlak, dan worden hierop de
zes punten 1, 2, 3, 4, 5, 6 met 7 geprojecteerd in zes punlen

1, 2, 3/, 4, 5', 6" van een kegelsnede.
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Voor deze punten geldt de stelling van I’ascar.
Is
(182 EAa5

LE==N{ISFHELH)
y = (83'4,6'1)

dan liggen «, 3, v in één rechie.

/

Brengl men de noodige vlakken aan door het punt 7 en de

punten 1°, 2, 3', 4', 5, 6’, dan ziin de doorsneden

(712, 745) = 74
(723, 756) = 78
(734, 761) = 7,

complanair.  Dus geldt de volgende eigenschap (CrEMONA):
Beschouwt men zes punten van een kubische ruimtekromme
als hoekpunten van een zeshoek, dan zullen de overstaande zijden
van den zeshoek, verbonden met een 7¢ punt, vlakken opleveren,
zoodat de drie snijliinen van de overstaande vlakkenparen in
één viak liggen.
De stelling van Cremona kan nog anders geformuleerd worden.
Op 7 x liggen de snijpunten (1 2) en (4 5)

S - 23) , (50)
w00 S - (34) , (61)

Dan liggen de punten: 7,(12),(23),(34),(45),(56) in één
vlak, of, anders geschreven:

(1827

(2307

34 7

(45,

(56,

(61,

~]

L == TR | B -

S = OO
o S

-1
[ 3]
.o
S
—

~] =]

zijn zeven in één vlak gelegen punten.
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§ 34. Laat men nu de punten twee aan twee samenvallen,

dan worden de koorden raaklijnen.
1 = 2= A = raakpunt van raakliin «a.

3=4=B= - - . b,
:)E(;:(:E " " n .
7=0D

Dan geldt de eigenschap
(e, BGD) = A’
(b, ACD) = B’
(e, ABD) c
D

Il 1l

(A B, D (,')

(B C,Da)

(AC, Db
zijn zeven in één vlak gelegen punten.

Beschouwen wij nu het viervlak A B C D, beschreven in de
ruimtekromme.  De raakliin @ door A snijdt het overslaande
zijvlak in A, Noem (d, ABC)=D’, dan zijn A’, B, ¢, D,
toegevoegd aan A, B, ¢, D.

De onderlinge ligging van deze acht punten wordl ‘(|nm' het
volgende schema aangegeven.

DR CISIND S FAT A [N B GENST) EV

AT|AT A BB A A A

Bt BEHE G G Gl G LR e R

¢ DD DD |D |D |C !
waarin elke vier punten van ¢één kolom in één vlak gelegen zijn.
Het blijkt dus, dat het viervlak, gevormd door vier punten ecner
kubische ruimtekromme, en het viervlak, gevormd door de snij-
punten hunner raaklijnen met de overstaande zijvlakken, in en

om elkaar beschreven zijn.

§ 35. Beschouwen we nu de osculatieviakken g 3690 0o in

vier punten A, B, G, D van de kubische kromme.



Volgens de eigenschap van § 29 ligt Dy, het snijpunt der
osculatievlakken o, 30, 90 van A, B, C, in het vlak (A B C).

Z00 noemen wij

i

e d))

Il

Dy {20 204
Co = a0 3o Jo,
Bo = o0 30 o,
Ao = 5o y0 do.
Van het viervlak, gevormd door A, B, (, Dy zijn de zijvlakken
0o=AB G ])(1,
y=ABD (Cy,
B=A CDB,,
=B CD A,.
Van het viervlak, gevormd door de osculatievlakken, zijn de

zijvlakken
do =D Ao Bo Cy,
vo == ( Ap Bo Dy,
-311 - ” .'\0 (:0 “1),
ao = A By Co Dy.
Hiernit  blijkt, dal bij een kubische ruimtekromme elk inge-
schreven viervlak met het viervlak der overeenkomstige osculatie-

viakken een Cf. van Moesws vorml.

§ 36. De configuratic van Moesws komt ook voor den dag
in - het zoogenaamde nulstelsel, dal van statischen oorsprong is,
en in nauw verband staal met de theorie der lineaive complexen.

Uit de stalica is bekend, dat een krachlenstelsel in de ruimte
in het algemeen teruggebracht kan worden tot twee kruisende
krachten, terwijl de richting van de eene naar willekeur aan-
genomen kan worden en door elk gegeven punt kan gaan.

Verder ligl, als de richting van de eene kracht door een

geven punt gaal, die der andere kracht in een door dat punt

Lry
obp
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gegeven vlak, waarin dit punt ook zelf gelegen is, en omgekeerd:
als de eene kracht in één vlak blijft, zal de andere steeds door
een vasl punt gaan, dat door dit vlak bepaald en daarin gelegen is.

Ziin a en b twee kruisende krachten, dan kan men volgens
de verbindingslijn der aangrijpingspunten twee gelijke c¢n tegen-
gestelde krachten aanbrengen en deze met ¢ en b samenslellen,
waardoor twee andere kruisende krachten «' en 4" verkregen
worden, die @« en b kunnen vervangen.

Is P nu een vast punt van @, waardoor «' steeds gaan zal,
dan zal b’ steeds liggen in het vlak = door & en P.

Blijfft «" steeds in een vlak z', dan gaat 4" steeds door een
punt P’ dat het snijpunt is van 7* en 0.

Zoo is er L. o. v. een systeem krachten een overeenkomst
(1, 1) tusschen de punten en vlakken van de ruimte.

Aan elk punt is een vlak involutorisch toegevoegd, aan elk
vlak een punt; aan elke lijn als richting van één der resultanten,
een andere lijn, die de richling van de andere resultante aanwijst.
Dit is een involutorische dualiteitsverwantschap of reciprociteit
in de ruimte, waarbij nog aan de bijzondere voorwaarde voldaan
wordt, dat het aan een punt toegevoegde vlak door dal punl
gaal, en hel aan een vlak toegevoegd punt daarin ligl, en dil
heel een nulstelsel.

Het aan eeu vlak loegevoegd punt heet hier het nulpunt van
dat vlak, het aan een punt toegevoegd vlak het nulelak van dat
punt. (Ook wel pool en poolvlak).

De elkaar kruisende rechten der resulteerende krachlen zijn
loegevoegde lijnen of wederkeerige poollijnen: van de punten op
de ééne gaan de nulvlakken door de andere, en van de vlakken
door de ééne liggen de nulpunten op de andere.

Lijnen, die in het krachtenstelsel de assen zijn, L. 0. waarvan

de som van de momenten der krachten zelijk aan nul is — die
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lijnen dus, die een punt van de eene resultante met een punt

van de andere resultante verbinden, zijn aan zichzelf loegevoegd.

§ 37. Voor hel nulstelsel heelt Moepivs de volgende stellingen
gevonden: ')

Is 7 een vlak, waarin een punl Q gelegen is, dan is ook het
nulpunt P van = in het nulvlak © van Q gelegen; en aangezien
P in 7 en Q in @ zelf ligt, zullen P en Q liggen in de door-
snede van = en ©. Dus geldt de stelling

[. Als van lwee elkaar snijdende vlakken het nulpunt van
hel ééne in hun doorsnede ligt, dan ligt daarin ook het nulpunt
van hel andere;

en als van Lwee punten hel nulvlak van het ééne het andere
punt bevat, dan zal ook hel nulvlak van het andere door het
cerste punl gaan.

Hieruil volgl direct

[I.  De nulvlakken van een aantal in één vlak gelegen punten
gaan door het nulpunt van dit viak.

[II.  De nulpunten van een aantal door ¢één punt gaande
vlakken liggen in één vlak, dat door dit punt gaat en zijn
nulvlak is.

IV. Alle rechle lijnen in de ruimte kannen als wederkeerig
toegevoegde lijnen gepaard worden, en elk paar lijnen heefl de
cigenschap, dat de nulvlakken van alle punten van de ééne gaan
door de andere lijn, dus dat elk punt van de ééne tol nulvlak
heeft het vlak, dat door dil punt en de andere lijn gelegd kan
worden, en dat omgekeerd elk vlak door de ééne liin zijn nul-
punt heeft in het snijpunt mel de andere,

V. De verbindingslijn van twee punten heefl dus tot toege-

voegde lijn de doorsnede hunner nulvlakken.

Y Jowrnal von Crelle X bl 317,
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Een gevolg van deze eigenschappen is
VI. Van een aantal rechten, die in één vlak liggen, zullen
de toegevoegde lijnen elkaar snijden in één punt van dal vlak,
n.l. het nulpunt hiervan, en van een aantal door één punt ge-
trokken rechten, zullen de toegevoegde lijnen liggen in één door

dal punt gaand vlak, n.l. het nulvlak van dat punt.

§ 38. Een dergelijk systeem van punlen en vlakken kan men
construceren door uit le gaan van drie vlakken z, 3, y, die
elkaar in een punt M snijden. Neemt men in « als nulpunt aan
een willekeurig punt A en in 3 evenzoo het nulpunt B, en legt
men door A BM een vlak x, dan is dit het nulvlak van M. In
de doorsnede hiervan met 5 ligt C, het nulpunt van 9, dat men
in deze rechte willekeurig kan aannemen,

Nu kan men voor elk ander punt D het bijbehoorend nulvlak
construeeren, en heeft men hierbij verschillende gevallen te
onderscheiden

a. Als het gegeven punt D, waarvan hel nulvlak gezochl wordl,

o Wwaarvan

¥
i

de toegevoegde lijn B G is, dan is het vlak BCD het nulvlak

ligt op de doorsnede van 3 en y, dus op de lijn 3

van D. Evenzoo als D op xy of xj3 ligl.
b. Als D ligt in een der lijnen B €, CA, A B, danis zijn nul-
vlak bepaald door D met resp. 34, o 2, x 3.
e. Ligt D willekeurig, dan legl men door D en de diie lijnen
BC, CA, AB de vlakken DBC, DCA, DABRB, die de lijnen

B

~2

v 2, « [ respeclievelifk mogen snijden in A, B, ¢, dan
zin dit de nulpunten dier drie door D gaande \'];1kkun.{[\:j, dus
liggen (III) A’, B, C" met D in één vlak, dat het nulvlak van
D, dus het gezochte vlak & is.

Aangezien D zelf in o ligh, waren twee der drie punten A’, B', ¢!

reeds voldoende geweest om 5 te bepalen. Uit het feit, dat dan
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L]

ook het derde in 4 ligt, blijkt, dal de twee tetraéders A'B' ' M
en ABCGD in en om elkaar beschreven ziju. Immers de eersle.
die begrensd wordt door « 39 4 is em den anderen beschreven,
omdal z, 3,7, 0 resp. de punten A, B, (;, D als hunne nulpunten
bevallen. Maar ook is hij iz den anderen beschreven, omdal
A'B"C'M de nulpunten der zijvlakken BCGD, GAD, AB D,
A B (0 van den anderen tetracder zijn.

Dus geldt de eigenschap:

Als van twee tetraéders A"B"C'M en AB (D de hoekpunten
AL B G M van den eenen in de zijvlakken BG D, ¢ D A, DAB
ABC van den anderen liggen, en drie hoekpunten A, B, € van
den laatsten tetradder in de zijvlakken B"C'M, C'MA’, MA'B’
van den eersten, dan ligt ook het vierde hoekpunt D van den
tweeden in hel vierde zijvlak A'B' (" van den eersten. en de
twee tetraéders zijn in en om elkaar besehreven,

d.  Het nulvlak van D kan ook gevonden worden met behulp
van de vlakken die D met de lijpen 39, o 2, « 3 verbinden.
Snijden deze vlakken de lijnen B C; G A A B respectievelijk in
A'BY (7, dan zijn dit de nulpunten der drie vlakken en het vlak
door A", B", " en D zal het nulvlak 4 van D zijn.

Men merke echter op, dal aangezien de drie vlakken x 34 het
punt M gemeen hebben, zoodat de drie viakken D 34, D5y »

'

o

D« 3 elkaar volgens de liin D M snijden, de nulpunten A”, B’, (i
dezer vlakken ook in een rechte, de toegevoegde liin van D M,
zullen liggen. Dus is door deze punten alleen het nulvlak van
D nog niet bepaald, maar wel door twee dier punten met D
sanen.

Maar een punt D kan slechls één nulvlak & hebben, dus moeten
A", B
punten resp. liggen op de lijnen B G, GCA, A B, zullen zij niets

, 7 met A, B, C in één vlak liggen en, daar de eerste drie

anders zijn dan de snijpunten der zijden van /A A B (0 mel hel
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vlak A'B’' €', waaruit weer volgt, dat A"B" C” op één rechte

liggen, n.l. op de doorsnede van de vlakken ABC en A'B' ¢,

§ 39. Nu de omgekeerde opgave: voor een gegeven vlak 2
het nulpunt te vinden.

a. Als het vlak ¢ door één der zes lijnen BC, GCA, AB, 34,
y %, « (3 gaat, dan ligt hel nulpunt daar, waar het vlak door 35,
vy, 23, BCG, CGCA, ADB gesneden wordL.

b. Heeft het vlak J een willekeurige ligging, dan moge het de
lijpen 3y, v, =3 snijden in de punten A", B’, /. Van deze
drie in 3 gelegen punten zijn A'B C, B'C A, ¢'AB de nul-
vlakken; hun snijpunt ligt ook in & (II) en is het gezochte nul-
punt D van a.

Omdat o en deze drie vlakken elkaar in D snijden, zijn reeds
twee dezer vlakken met o voldoende, om D e vinden. Ook
blijkt dadelijk, dat hier evenals boven twee in en om elkaar
heschreven tetraéders zijn ontstaan.

¢. Nog op een andere wijze kan voor een zegeven vlak o het
nulpunt gezocht worden.  Als o de lijnen BC, GCA, AB in de

"
W

" (/4 e
punten A", B, G snijdt, en men legt door deze punten en By,

W

v, a3 de vlakken A" By, B"y o, ("« 3, dan zijn dit de nul-
vlakken van A", B, G en deze zullen elkaar dus snijden volgens
een rechte, omdat A", B, (" op een rechle, n. 1. de doorsnede
van ¢ met ABC, liggen. Elk dezer beide lijnen is dus toe-
gevoegd aan de andere, en omdat de laalste rechle in hel vlak
o ligt, moet hel snijpunt van de eersle met het viak J het nul-

punt D van ¢ zijn.

§ 40. Uit de stellingen I tol IV volgen nog andere.
a. Aangezien volgens IlII de nulpunten van vlakken. die door

¢én punt gaan, met dit punt in één viak liggen, waarvan dit
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punt nulpunt is, en vlakken, die elkaar volgens evenwijdige lijnen
snijden zijn te beschouwen als gaande door een punt in het
oneindige, moeten dus de nulpunten dezer vlakken in éon viak
liggen, dat ook evenwijdig is met de evenwijdige snijlijnen, en
het in deze richling oneindig ver gelegen punt is nulpunt van
dil vlak.

b. Daar verder van vlakken, die door één lijn gaan, de nul-
punten ook op één lijn liggen (IV), moeten, ook als de ecrste
rechte in hel oneindige ligt, dus de vlakken onderling evenwijdig
zijn, de nulpunten der vlakken op één lijn liggen.

e.  Wij beschouwen nu twee slelsels van vlakken, zoodanig
dat de vlakken van elk dier stelsels onderling evenwijdig, maar
niet met die van het andere stelsel evenwijdig zijn.

De rechte, waarin de nulpunten van het eene slelsel liggen,
zlj a; de rechte voor het nulpunt van het andere slelsel b,
Aangezien nu ook elke twee vlakken van verschillende stelsels
elkaar volgens evenwijdige lijnen snijden, moeten ook volgens ()
de nulpunten der verschillende vlakken, en dus ook de twee
rechlen a en & in één viak liggen, dus elkaar snijden of even-
wijdig zijn.

Sneden @ en b elkander echter in een punt €, dan zou dit
het gemeenschappelijk nulpant van twee vlakken van verschillende
stelsels zijn.  Dan zouden deze Lwee elkaar snijdende vlakken de
nulvlakken van één en hetzellde punt (0 zijn, en dit is onmogelijk.

Derhalve moeten a en b onderling evenwijdig zijn, en daarmee
dus ook elke andere rechte, die de nulpunten van een derde
stelsel evenwijdige vlakken beval.  Dus geldt de stelling

VII. De nulpunten van drie of meer onderling evenwijdige
vlakken liggen op een rechle lijn, en de rechte lijnen, waarin de
nalpunten van twee en dus ook van meer stelsels evenwijdige

Vlakken liggen, zijn alle onderling evenwijdig.
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De gemeenschappelijke richting dezer evenwijdige lijnen noemen
wij de hoofdrichting van het sysleem.

d.  Omgekeerd: van twee punten A en B, die op een lijn
evenwijdig aan de hoofdrichting liggen, zijn de nulvlakken x en 3
onderling evenwijdig. Want waren zij dit niet, dan zou men
door B een vlak 3" kunnen leggen evenwijdig aan z. Het nul-

~ !

punt van 3" zou dan dat punt zijn, waarin 3" door een lijn
door A evenwijdig aan de hoofdrichting gesneden wordt, dus
het punl B zell. Dan zou dus B twee verschillende nulvlakken
3 en 3" hebben, hetgeen onmogelijk is.

e. Elk mel de hoofdrichting evenwijdig vlak » heelt een nul-
punt in het oneindige. Want als A en B Lwee punten in 5 zijn,
die op een lijn evenwijdig aan de hoofdrichling liggen, dan zijn
de nulvlakken =z en S van A en B onderling evenwijdig; dus
ziin de lijnen @ en b, waarin » door » en 3 gesneden wordt,
evenwijdig,

Volgens 1 moet nu het nulpunt van 5 zoowel in a als in &
liggen, derhalve oneindig ver in de door deze evenwijdige lijnen
bepaalde richting. Dus geldt

VIIL. - Elk met de hoofdrichting evenwijdig vlak heeft ecen
oneindig ver gelegen nulpunt; en omgekeerd is hel nulvlak van
een punl in hel oneindige met de hoofdrichting evenwijdig.

Men kan hierbij nog opmerken, dat alle vlakken, wier nulpunten
liggen in een vlak 3 evenwijdig aan de hoofdrichting, dit vlak
snijden volgens evenwijdige lijnen; want elk dezer viakken moet
door het oneindig ver gelegen nulpunt van y gaan.

/. Is de richting gegeven, waarin een oneindig ver verwijderd
punt ligt, en moet hel nulvlak van dit punt gevonden worden,
dan legge men drie vlakken =, 3, 5 evenwijdig aan deze richting
en bepale de nulpunten A, B, € daarvan: dan is A BC hel
gezochte nulvlak,
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Neemt men, zooals hierbij mogelijk is, x en 3 onderling even-
wijdig, dan wordt A B met de hoofdrichting evenwijdig; dus is
A B G een vlak evenwijdig met de hoofdrichting.

Evenals dus elk met de hoofdrichting evenwijdig vlak een
oneindig ver nulpunt heeft, zoo is ook omgekeerd het nulvlak
van een oneindig ver gelegen punt evenwijdig aan de hoofdrichting.

Dus geldt

IN. Van twee of meer vlakken, die met eenzelfde rechte
evenwijdig zijn, liggen de nulpunlen in een en helzelfde viak,
dat met deze rechte en met de hooldrichting van het sysleem
evenwijdig is.

Wij voegen hieraan nog toe

X. Van een in de hoofdrichting oneindig ver gelegen punt M
is het nulvlak eveneens oneindig ver; het heeft echler geen be-
paalde ligging.

Omgekeerd ligh van elk oneindig ver gelegen vlak 2 hel nul-
punt oneindig ver verwijderd in de hoofdrichting.

et eerste deel van deze stelling blijkt daaruil, dat, als »
cen  willekeurig niet mel de hoofdrichling evenwijdig  vlak, en
A zijn nulpunt is, de lijn A M beschouwd kan worden als even-

o
o

wijdig mel de hoofdrichting: dus het vlak gelegd door M evenwijdi
met @ is hel nulvlak van M.

et omgekeerde van deze stelling Dlijkt hieruit, dat, als @ een
mel 2 evenwijdig niel oneindig ver gelegen vlak en A zijn nul-
punt is, het nulpunt van het vlak gz het snijpunt mel een rechte

is, die door A evenwijdig aan de hoofdrichling gaat.

§ 41. Nu zullen wij het duaal verband tusschen aan elkaar
tocgevoegde lijnen nader beschouwen.  In VI is gebleken, dat
van een aantal in één vlak gelegen lijnen de toegevoegde lijnen

alle gaan door het nulpunt van dit vlak.
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Zijn.nu @, bycoen . ecen aantal lijnen evenwijdig aan een vlak,
en legt men evenwijdig aan dit vlak door a, b, ¢..... de vlakken

oy 3,9 ..., waarvan A, B, (i..... de nulpunten zijn, dan gaan

(IV) de aan a,b,c..... toegevoegde lijnen resp. door A, B, (...,
en A,B,C..... liggen op een rechte evenwijdig aan de hoofd-

richting (VII). Dus:

XL Zijn een aantal lijnen evenwijdig aan een bepaald vlak,
dan worden de toegevoegde lijnen door éénzelfde rechte gesneden.
Deze rechte is evenwijdig aan de hoofdrichting en snijdt het
vlak in zijn nulpunt.

Is a' de aan « toegevoegde lijn, en legt men door a en door
het oneindig ver gelegen punt A van «" ecen vlak, dus een vlak
evenwijdig aan «', dan is dit het nulvlak van A (IV) en even-
wijdig aan de hoofdrichting. Dus:

XIL  Elk vlak, dat met een lijn en tegelijk met de aan haar
toegevoegde lijn evenwijdig loopl, is ook evenwijdig aan de hoofd-
richting.

XML  Van elke rechte evenwijdig aan de hoofdrichting is de
toegevoegde rechte oneindig ver gelegen,

Want een vlak door zulk een rechte gelegd heefl een oneindig
ver gelegen nulpunt.

§ 42, Lijnen, die met hunne loegevoegde lijnen samenvallen,
zullen wij dubbellijnen noemen.

Van cen gegeven lijn ¢ wordt de toegevoegde liin gevonden,
door van twee vlakken « en 3 door « de nulpunten A en B le
zoeken.  De liijn AB is dan de gezochle toegevoegde lijn, Als
nu het nulpunt A van een der beide vlakken in ae lijn «
zell ligl, dan ligt volgens T ook hel nulpunt B van 3 — evenals
het nulpunt van elk ander vlak door « — in «. Dus valt dan

de lijn met de haar toegevoegde lijn samen,
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Voor dubbellijnen gelden de volgende stellingen.

XIV. Van elk vlak door een dubbellijn ligt het nulpunt in
die dubbellijn, en een dubbelliin ligt in het nulvlak van elk
harer punten.

XV. Elke lijn in een vlak, door zijn nulpunt getrokken, is
dubbellijn; ook is elke lijn, die door een punl gaat en tevens
in zijn nulvlak gelegen is, dubbellijn.

XVI.  Als twee dubbellijnen in een vlak liggen, dan is hun
snijpunt, dat ook oneindig ver kan zijn, hel nulpunt van het vlak.

Immers volgens XIV moel dil nulpunt zoowel in de ééne als
in de andere dubbellijn liggen.

XVIL.  Alle in één vlak gelegen dubbellijnen gaan door één
punt en omgekeerd alle door één punt gaande dubbellijnen liggen
in één vlak.

Want anders zoun volgens XVI dit ééne punl meer dan één
nulvlak hebben.

et systeem  dubbellijnen vult dus de geheele ruimte, want
door elk punt van de ruimte gaan oneindig vele dubbellijnen,
die echter alle in één vlak liggen, en in elk vlak liggen oneindig
vele dubbellijnen, die alle door één punt gaan.  Dit systeem
dubbellijnen vormt een lineaiven complex. (Zie § 47.)

Als @ een lijn is, waarvan «' de toegevoegde lijn is, en A, A’
Ziin twee op a resp. a' aangenomen punten, dan heeft A tot
nulvlak A @’ (volgens 1V), dus is A A" een dubbellijn (XV). Dus:

XVIIL  Elke transversaal over lwee loegevoegde lijnen is
dubbellijn.

Is nu [ een dubbelliin en a een enkelvoudige lin, die door [
gesneden wordt, dan moel van het vlak (7 «), daar dit door / gaat,
het nulpunt in £ liggen (XIV). Ook moet het nulpunl van het
viak (/«), omdat het door a gaal, liggen in de loegevoegde lijn

a’ (IV); dus moet deze toegevoegde lijn ook ! snijden, d. w. z,:
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XIX. Een duobbellijn, die een enkelvoudige lijn snijdt, ontmoet
ook de toegevoegde lijn van deze laatste.

Ziin nu a,b twee enkelvoudige lijnen, ', b’ de aan haar toe-
gevoegde lijnen, en [ een rechte, die a, b, ' tegelijk snijdt, dan
is {, omdat ze @ en « snijdt, een dubbellijn, en als zoodanig
moet ze, daar ze b ontmoet, ook &" snijden. Dus:

XX. Heeft men twee lijnen en de aan haar toegevoegde lijnen,
dan zal elke transversaal over drie dezer lijnen ook de vierde

ontmoeten. Vier zulke lijnen liggen dus hyperboloidisch.

§ 43, Om nu den samenhang van deze involulorische reci-
prociteit met stellingen uit de statica aan te toonen, dienen de
volgende beschouwingen:

Zijn z, 3,9 drie vlakken, die elkaar in M snijden (§ 38), A, B

5

twee willekeurige punten in «, 3, en (0 een willekeurig punt op
de doorsnede der vlakken 5 en M A B, dan kan men zieh twee
krackten denken langs « 3 en A B (langs twee toegevoegde lijnen
dus), die door [« 3] en [A B| zullen worden aangeduid.

Nu kan men de kracht [z 3] ontbinden volgens M A en «9
in twee andere krachlen [MA] en [« |, wanl deze richtingen
liggen mel « 3 in één vlak en snijden elkaar in M.

Hiermee zijn de oovspronkelijke twee krachten [z 3] en [A B
door drie vervangen: [xo|, [MA], [AB]. De bheide laatste
hebben nu een resullante, die door A gaal en in het vlak MAD
celegen is. Haar richting hangt af van de intensiteitsverhonding
der oorspronkelijk gegeven krachlen [« 3] en [A Bl. Stel, dal
deze zoodanig is, dat A ¢ de vichting der rvesultante is. dan zijn

de oorspronkelijke krachten |x 3] en

A B] teruggebracht tot
|29 ] en [A C]. Hieruit volgen deze stellingen:
a. Heeft men twee krachten, welker richlingen 2 3, A B niet

in eéén vlak liceen, en een richting « 5, die met de ecne 3 der
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beide gegeven richtingen in een vlak « ligt, en dus met « 3
cen punt M gemeen heeft, dan is hel altijd mogelijk, de twee
krachten door twee andere te vervangen, waarvan de eene
de richting « 9 heeft. De richting van de tweede gaat dan door
het punt A, waarin het vlak = door de richling A B gesneden
wordt, en is in hel vlak door M en A B gelegen.

b. Zin van de vlakken x, 3,9 de nulpunten A, B, (., en dus
A B de toegevoegde lijn van « 3, en A van x4, dan is hel
altijd  mogelijk, volgens de richtingen % 3 en A B twee krachten
in zulk een verhouding te laten werken, dat zij vervangen kunnen
worden door twee andere in de richtingen « o en A (.

Hebben nu de krachten [« 3] en [A B| een zoodanige onder-
linge verhouding, dan blijkt verder, dat:

c. Als van twee willekeurige met de gegeven krachlen gelijk-
werkende krachten R en R" de ééne in een gegeven vlak 2 lig!,
de andere door hel nulpunt van dil viak gaal.

Want als €" en B’ twee willekeurige punten in « 3 en «
zijn, dan kunnen |z 3] en [A B| vervangen worden door twee
andere krachten Q en Q', waarvan, als de ¢éne Q de riehling
C'B" heeft en dus 23 in G gnijdl, de andere Q" in hel vlak
(" A B volgens («), dus in het nulvlak van G’ ligl.

Aangezien nu [« 3] en [A B] aequivalent zijn met [2 5] en
[ACG] en 2«9 door CG'B" in B gesneden wordt, is Q' om
dezelfde rveden in hel vlak B"A G of hel nulvlak van B gelegen.

De kracht Q" heeft dus Lot richling de doorsnede der vlakken G'AB
en B'A (G d.i. de toegevoegde lijn van C'B” of van de richling van .

Laat nu van de lwee krachten R en R, die met |« 3] en
[A B, dus ook met Q en )" aequivalent moeten zijn, de eene

Il in een willekeurig gegeven vilak o gelegen zijn, en dit vlak

3

. q ! (] s
de linen =3 en 2«9 in (0 en B snijden, en R dus door de

richting C'B" van Q gesneden worden.  Dan gaat volgens (o)
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de richting van R door het punt, waarin hel vlak 3, dat R en
beide bevat, door Q' gesneden wordt.

Daar echter Q" de loegevoegde lijn van Q is, zal dit punt het
nulpunt van het vlak o zijn, helgeen te bewijzen was.

Hieruit volgt:

. Van twee krachten R en R, die mel [« 3] en [A B] of
mel P en P’, zooals wij van nu af [z 3] en [A B] zullen noemen,
aequivalent moeten zijn, kan de richling van de ééne in het
algemeen willekeurig genomen worden.

e. Van de richtingen van twee met P en P’ aequivalente krachten
R oen R is de een de toegevoegde lijn van de andere in het
door P en P’ bepaalde nulstelsel.  Want legt men door R twee
vlakken ¢ en ¢ waarvan de nulpunten D en K zijn, dan moel
volgens (¢) de kracht R’ zoowel door D alz door E gaan; D E
is echter de toegevoegde lijn van RR.

Evenzoo blijkt:

f. ~dat omgekeerd, als «" de toegevoegde lijn van a is, er altijd
twee volgens « en o' gerichle krachlen aan te geven zijn, die
met P en P’ aequivalent zijn,

En ten slolle, dat

g. als R in een gegeven vlak ligt, R’ door hel nulpunt van
dit vlak gaal en ook omgekeerd, als R door een cegeven punt
D gaal, R’ in hel nulvlak van dit punt gelegen s,

Wanl aangezien R' de loegevoegde liin van R is, is het vlak
door D en R’ gelegd hel nulvlak van D,

5 44, Er zijn nu nog eenige betrekkingen te vinden tussehen
de stalische en de geomelrische verwanlschap,

Dat van de richtingen der twee krachten R en R, die mel
P en P’ aequivalenl zijn, de cene naar willekeur genomen kan

worden, geldt alleen in hel algemeene ceval. De richtingen
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evenwijdig aan de hoofdrichting maken hicrop een uitzondering,
want als R daaraan evenwijdig was, zou R" OO ver liggen en
dus niet te construceren zijn (XIII).

De statische beleekenis der hoofdrichting komt uit, als wij
bedenken, dat volgens XII de beide vlakken, die mel P en 5
respectieveliik met R en R" evenwijdig loopen, evenwijdig aan
de hoofdrichting zijn; dil geldt dan ook van de doorsnede dier
vlakken.

Worden dus de vier krachten P, P, R, R" evenwijdig aan zich-
zell naar één punt overgebracht, dan zal de doorsnede der viakken
PP" en RR" ook met de hoofdrichting evenwijdig zijn. Dan
is echler, volgens een bekende stelling uit de slatica, de resultante
van P en P’ dezelfde als de resultante van R en R, en heefl
dus de doorsnede der vlakken PP’ en R R’ tot richting. Slalisch
gesproken is dus de hoofdrichting die richting, waaraan de resul-
tante der krachten P en P" of van twee daarmee aequivalente
krachlen evenwijdig loopt, als deze krachten evenwijdig aan zich-
zell naar ¢én punt worden overgebracht.

Hiernil volgt nog op een andere wijze, dat hel onmogelijk is,
R evenwijdig aan de hooldrichting te nemen.  Want als R deze
richling had, dan zouden R en R, naar ¢én punt overgebrachl,
in dezelfde lijn evenwijdig aan de hoofdrichling vallen, en zouden
dan in hun oorspronkelijken stand of tot ¢én kracht teruggebrachl
kunnen worden, of onderling gelijk, evenwijdig en Legengesteld
zijn, dus een koppel vormen; geen van beide gevallen is mogelijk,

omdat P en P’ elkaar kruisen.

§ 45. Voor de richtingen, die twee krachlen, acquivalent aan
twee gegeven kruisende krachten Poen P° kunnen hiebben, zijn

in de lweede plaals uilgezonderd de dubbellipen, d. w. z, de

liinen, die P en P’ of twee andere krachlen R en R, die P en P’
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vervangen kunnen, tegelijkertijd snijden (XVII). Wanl zijn de
twee krachlen S en S’ aequivalent met P en P’, dus ook met
R en R, dan kunnen R,R’, — S teruggebrachl worden tol één
enkele krachl, die gelijk is aan S'. Maar dit is niel mogelijk,
als de richting van S R en R’ tegelijk snijdt, want de resultante
van R en — S kruist dan de kracht R’

De dubbellijnen hebben echter nog een andere stalische eigen-
schap, n.l. dat t. o. v. elk dezer lijnen als as, de som der momenten
van P en P’ gelijk aan nul is. Wanl als s een dubbellijn is,
r ecen rechie, die s snijdt, dan wordt volgens XIX ook de toe-
gevoegde lijn »" door s gesneden.

Nu kunnen volgens § 437. de krachten P en P’ vervangen
worden door twee krachten R en R’ langs » en #.

Aangezien de richtingen van R en R" beide door s gesneden
worden, is voor s als as het moment van IR en dat van R’ nul,
dus ook de som dezer momenten nul en dan ook de som der
momenlen van de daarmee aequivalente krachten P en P' gelijk
aan nul.

Onder alle in ¢én vlak gelegen assen is dus voor diegene, die door
het nulpunt van dat vlak gaan, de som der momenten gelijk aan nul.

Livenzoo onder alle door é¢én punt gaande assen is dit hel geval

voor diegene, die in het nulvlak van dit punt gelegen zijn (XVI1I).

§ 46. Als lwee niet in één vlak gelegen krachten P en P’
evenwijdig aan zichzell naar één punt verplaatst, en dan tot één
kracht T samengesteld worden, dan onlstaat lLiierbij een koppel
(U, —1U)

als P en P', Legt men nu in het vlak van (U, — U) door hel

, dal tezamen met T dezelfde uilwerking zou hebben

punt D, waarin dil vlak door T gesneden wordt, cen willekeurige
rechte, dan zal deze de krachten T, U, — U tegelijkertijd

safjden.  Ten opzichte van zulk een rechle is dus de som der
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momenten van T,U en — U nul, dis ook de som der momenten van
P en P'. Daarom is (§ 45) deze rechte een dubbellijn en het punt D
het nulpunt van het vlak van het koppel. Hoe ook de krachten
P en P' in een kracht en een koppel worden omgezet, altijd
zal deze krachl hel vlak van het koppel in zijn nulpunt snijden.
Ook is de richling van de eerste kracht altijd evenwijdig aan de
hoofdrichting, want als T,U en — U naar één punt verplaatst
worden, dan zullen U en — U elkaar opheffen en T blijt als
resultanle over (§ 44).

Fen koppel kan men niel alleen in zijn vlak willekeurig ver-
plaalsen, maar ook naar elk ander daarmee evenwijdig vlak
overbrengen.  Doet men dit mel het koppel U, —U, dan zal
ook dit nieuwe vlak door T in zijn nulpunt gesneden worden.,
Hiermee komt overeen de stelling VII, dal de nulpunten van
evenwijdige vlakken op een rechte evenwijdig aan de hoold-
richling liggen.

Ook de stelling XX kan aldus statisch geinterpreleerd worden.
Als twee krachten aequivalent zijn met lwee andere, of als vier
krachten mel elkaar in evenwicht zijn, dan zal clke rechle, die
drie dezer richlingen snijdt, ook de vierde ontmoeten.

Dit is gemakkelijk te bewijzen met behulp der momentenslelling;
want Lo, v. een as, die de richtingen van drie krachten snijdl,
is het moment van elke dezer krachten nul. Daar nu de vier
krachten in evenwicht zijn, en dus de som hunner momenten
t. 0. v. elke as nul is, moet ook hel moment van de vierde t, 0. v.
die as nul zijn. Ln dit is alleen mogelijk, als deze as ook de
richting van de vierde kracht snijdt.

§ 47. Het nulsysteem, ') een polair stelsel in de ruimle, waarhij

) Het eerst is het nulsysteem onderzocht door GronrGinr (Memorie della

Societa daliana delle Seienze Bd. 20, 1827). Toen door MoEBIus in 1833
en later nog door VON Sravor (Geomeirie dey Lage) in 1847,
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elk punt in het toegevoegde vlak ligt, — zooals dit in § 36 werd
beschouwd — hangt ook nauw samen mel de theorie der lineaire
stralencomplexren.

Het aantal lijnen in de roimle is ©O'. Bestaat er nu een
lineaire betrekking, waaraan de lijncodrdinaten moelen voldoen,
dan heeft men een lineairen complex, bestaande uit OO® stralen.

In het nulstelsel nu is elke straal van den door een punt en
zijn nulvlak bepaalden stralenbundel aan  ziehzelf toegevoegd,
Want, om van zulk een lijn de toegevoegde lijn te i‘ilu.lnn, zoeken
wij van lwee harer punten de nulvlakken, en hepalen hiervan
de snijliin.  Het nulvlak van het nulpunt is het gegeven vlak
zell.  Aangezien dit door den bedoelden straal gaat, zal het
nulvlak van elk ander punt in dien straal ook door den straal
moeten gaan, en is deze dus dubbellijn (nulstraal). (Vergelijk § 42.)

Ofschoon er CO* dergelifke stralenbundels zljin, bevallen zij
tezamen toch niet CO* maar CO® stralen, omdat voor elfs punt
van een straal het nulvlak door dezen straal gaal, zoodat elke
straal tot CO' bundels behoort. De ©O® nulstralen van het
nulstelsel vormen een complex, die van den eersten graad is,
omdat een willekeurige stralenbundel (X, ») éen complexsiraal
beval, n.l. de snijliijn van het vlak % met het nulvlak & van X,
dal immers door X gaat.  Daar ook » door X gaal, moel, volgens
de eigenschap der correlatie, hel aan loegevoegde punt Y
liggen in &, en als nulpunt van » ook in 4y dus op &y, die hier
dus weer blijkt samen te vallen met X Y.

Voor den lineairen complex geldt de stelling:

Door elk punt in de ruimte gaan 00! complexstralen, die
ineen plat vlak liggen, dus cen waaier vormen. Dl viak is
het nulvlak van dal punl. En:

In elk vlak liggen OO' complexstralen, die een waaier vormer,

De waaiertop is het nulpunt van hel vlak.
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Dit komt overeen met de stelling XVII van Mogsios (§ 42).
Ook aldus kan deze stelling worden uilgedrukt:

De complexkegel van den lineairen complex der nulstralen in
een punt X is de stralenbundel (X, %) in hel nulvlak & van X,

De complexkromme van een vlak & is de stralenbundel in dit
vlak om haar nulpunt X.

§ 48. Het verband tusschen wederkeerige poollijnen hebben
wij reeds in § 36 gevonden.  De poollijnen van de lijnen in hel
oneindig ver gelegen vlak heelen middellijnen van het nulsysteen.
Zij zijn onderling evenwijdig, omdat zij alle gaan door hel nul-
punt van het vlak in het oneindige.

De nulvlakker van de punten op een middellijn zijn onderling
evenwijdig, want zij gaan alle door de oneindig ver gelegen we-
derkeerige poollijn.

De middellijn, waarop de nulvlakken harver punten normaal
zijn heet as of hoofdas van het nulsysteem (hetgeen (§ 10 VID
door Moesivs de hoofdrichling is genoemd),

Elke nulstraal van het nulsysteem, die één van Lwee poollijnen
snijdt, snijdt ook de andere (NIX).

Deze stelling is ook nog anders te Dbewijzen, dan in § 42
gedaan is.  Alle stralen n.l, die rusten op één der poollijnen o,
vormen een specialen complex, die o lot as heelt.

De complexenbundel, die door dezen specialen en den gegeven
complex bepaald wordl, beval nog een tweeden specialen complex;
zilm as is de toegevoegde poolliin d'.  Immers alle stralen,
die de eerste twee complexen gemeen hebben — duz. dus de
002 stralen der lineaire basiscongruenlie, volgens welke ze elkaar
snijden — moelen ook behooren tol de andere complexen van
den bundel, dus ook tot den tweeden specialen complex, waaruil

volgl, dat elke straal, die o snijdl, ook op d" moel rosten,
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Elke lijn, die op twee poollijnen rust, is nulstraal of straal
van den complex, want zij behoort tot hovengenoemde congruentie,
die een deel van den complex uitmaakt (XVIII).

Aangezien de transversalen over drie kruisende lijnen cen
regelschaar vormen, zal nu elk der CO! stralen, die Lwee toege-
voegde poollijnen en daarbij nog één van een ander paar loege-
voegde poollijnen snijdt, ook de andere van dit paar snijden.

Derhalve zijn twee paren poollijnen van het nulsysteem altijd
vier rechten van een regelschaar, omdat zij oneindig vele trans-
versalen hebben.  Deze transversalen zijn nulstralen of complex-
stralen.  Dus de toegevoegde regelschaar bestaat geheel uit
nulstralen.  Verder heeft clke andere rechle van de eerste regel-
schaar haar toegevoegde poollijn ook in die regelschaar, omdat
deze poollijn de nulstralen ook moet snijden.  Daar de poollijnen
twee aan twee aan elkaar toegevoegd zijn, wordt de eerste regel-
schaar door de paren van poollijnen involutorisch. De twee
dubbelstralen  dezer involutie zijn nulstralen, omdat deze lijnen
zell zijn te bheschouwen als transversal over twee samengevallen
poolliinen.  Beide regel¢charen zijn door drie stralen van de
tweede schaar (die der nulstralen) bepaald, dus:

De regelschaar, die door drie nulstralen van een nulsysteem
wordt  bepaald, bestaat uit enkel nulstralen en  behoort dus
cgeheel tol den complex.

De verbonden regelschaar bestaal uit een involutie van loege-
voegde poollijnen, en beval Lwee nulstralen, die de coineidentios
der involutie zijn.

Zooals boven reeds gebleken is, zijn elke Lwee poollijnen de
richtlijnen van een lineaire congruentie (1, 1) (schoofgraad 1 en
veldgraad 1), die geheel uit nulstralen bestaat en dus geheel tot
den complex behoort.

Er zijn dus OO zulke lineaire congruenties, omdal er OO*
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poollijn kan vinden.

Daarentegen zijn er CO° regelscharen van nulstralen, want
van de CO? nulslralen van het nulsysteem (of ©O? stralen van
den complex) kan men op OO wijzen drie stralen kiezen. om
de regelschaar te bepalen. Elke regelschaar kan echier op O3
wijzen uit drie harer rechten worden afgeleid, omdat de drie

noodige transversalen op OO? wijzen zijn te kiezen.

5 49, Hel geheele nulstelsel, dus ook de lineaire complex, is
volkomen bepaald door drie punten met hunne nulvlakken, mits
er nog cen betrekking bestaal tusschen deze gegevens, n.l. dat
in het vlak der drie punten A, B, € ook gelegen is hel snijpunt

A’
AT A

]

hunner nulvlakken 2, |
Zooals ook in § 38 gebleken is, vormen vier willekeurige punten
A, B, ;D en hunne nulvlakken =, 3, 9,0 Lwee tetracders T en
T, die in en om elkaar beschreven zijn.
Worden de vlakken BCD, GDA, DAB, ABC aangeduid
door ', 3',9',4" en hunne nulpunten By 4, ¥ dx, dx3, « 3 y

LAY | b}
’

door A’, B, C, D', dan liggen B, C, D, A, in 2'=BQD,
B, CL,DA in 2= B ¢'D’. Dus het vlakkenpaar x, 2" beval alle

acht hoekpunten der beide tetracders. Deze liggen evenzoo in elk

'

der paren 3, 3"; 2,93 9,0". Deacht hoekpunten der beide tetras-
ders zijn dus de acht basispunten van een nel van quadratische
oppervliakken of achlt geassocieerde punten; de acht vlakken acht
geassocieerde vlakken, dus de raakvlakken aan een tangentiaal net,

De verdeeling der acht punten in de acht vlakken is aldus:

x| BGD'A a | BCDA'

| y >
g G D'A'B #'| CDAB
v | D'A’B'C »' | DABC

5| A'B'CG'D » | ABGD
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De eerste drie punten zijn telkens de hoekpunten van den
letraéder, waartoe het vlak behoort, het vierde is zijn nulpunt.

Twee hoekpunten, zooals A en A, die (ol verschillende
telraéders behooren, terwijl het ecne tegenover hel nulvlak van
hel andere is gelegen, zullen wij homologe hoekpunten noemen.
Evenzoo hunne nulvlakken = en x' homologe zijvlakken.

§ 50. Bij een tetraéder nu, zooals A B CD, geldt de stelling
van vox Stavpt: ')

Het viertal punten, waarin een willekeurige rechle de zijvlakken
van een telraéder snijdt, is steeds projectief mel het vierial viakken,
waardoor de overstaande hockpunten uit dezelfde rechte axiaal
geprojecteerd worden.

Bewijs: Als de rechte ¢y de vlakken 2" = BCD, 3,50
in A, B, &, O snijdt en dit vierlal punten nit D op 4" in de
punten A', B, &', D geprojecteerd wordl, dan liggen JA', B', ¢
respeclievelijk op B G, GA, AB.

Dit nieuwe viertal projecteert men uit A op BCin A'CGB D%
dan is:

g, f,7,d) = A8CD 7 ABC Dz ACBD".

Uit het vlakkenviertal ¢ (A, B, C, D) onlstaal door snijding met 4
het stralenviertal D (A, B, €, A'); want D JH A" ligt in g D. Dil
stralenviertal snijdt B C in de punten D" B ¢ H', aangezien D"
op A D ligt. Dus is:

g (A,B,C,D) x D(A,BCA)» DBCH = A CB D
derhalve
g, B 2,9) = g(A,B,C,D)

1

§ 5l. Keeren we nu terug tot de beide tetracders T en T

v 7

van § 49, en nemen aan, dat ¢ een straal van het nulsysteem

") V. StAvpr, Beitrige aur geometrie der Lage N°, 35,
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(of complesstraal) is, dan zijn g (2, 3,5, 3") de nulpunten van
g (A, B, G, D), want g is dubbele poollijn en A", B’, ¢/, D’ zijn
de nulpunten van &', 3%,9,3". Dus, ingevolge hel correlaticf
verband, is ook:

g, B8,v,3) = g(A,B,C, D).

Dus:
g(A,B,C,D) = g(x,B,7,9) = g(A,B,C,D) = g(x, B, v, ).

De hoekpunten der beide tetracéders T en T worden dus uit
de nulstralen van het nulsgysteem of de stralen van den lineairen
complex door projectieve vlakkenviertallen geprojecteerd, waarbij
homologe vlakken der beide viertallen door homologe punten gaan.

Duaal hiertegenover staat: De vlakken der beide tetracders
snijden eenzelfden complexstraal in projectieve puntenviertallen,
waarbij evenzoo homologe punten in homologe vlakken liggen.

Alle vier viertallen, die zich bij een nulstraal of complexstraal
voordoen, zijn projectief.

Nu is echter de volledige meetkundige plaals der stralen, waarop
de beide tetradders T en T" met hunne vlakken projectieve pun-
tenviertallen insnijden en die tevens volgens vox Stavnt's stelling
door de hoekpunten dier tetraéders projectieve vlakkenviertallen
zenden, een complex van den vierden graad.

Immers in een plat vlak omhullen alle stralen, die door een
in dat vlak gelegen volledige vierzijde gesneden worden in een
puntenviertal, dat mel een gegeven puntenviertal projectief is,
een kegelsnede.,

Zoo ontstaat in een stralenbundel (P, 11), waarvan hel vlak 11
de beide tetragders in de vierzijden abed en a' b ¢"d" snijdt,
een verwantschap |2, 2], waarin twee stralen @ en 2" aan elkaar
ziin toegevoegd, als men heeft

elabed) = &' (e b " d).

Volgens het correspondentiebeginsel van Cuasues heell deze



76

verwantschap vier coincidenties; dus vier stralen van den sltralen-
bundel (P, 1) behooren tot den complex, die daarom van den
vierden oraad is.

Tot dezen complex van den vierden graad behoort in ons

geval de lineaire complex der nulstralen van hel nulsyvsleem.

§ 52. Een rechte lijn op een oppervlak £ dat behoort (ot
een net quadratische oppervlakken, wordt door een ander opper-
vlak van dit net gesneden in twee punten, die liggen op alle
oppervlakken van den door deze twee bepaalden bundel van
het net. De rechte wordt dus door alle oppervliakken van het
net gesneden in CO!' puntenparen, m.a. w. in een involutie, die
een bundel van het net, welke g niet beval, op die rechte
insnijdt,  Bijgevolg wordt elke rechte u op cen oppervlak van
het net met de acht basispunten A, B, C,...... D’ door de vier
vlakkenparen z,2'; 3, 3'; v, 2304, die immers tot hel net be-
hooren, in vier puntenparen van cen involulie gesneden. Dus is

wlx, By7,8) = wla, 3,93
d.w.z De kubische complex der rechten op de oppervlakken
van het net is het overblijvende deel van den bhoven bhedoelden
complex van den vierden graad.

En aangezien deze in zichzell duaal is, bestaat de kubische
complex levens uit de rechten op de oppervlakken van hel
tangentiaal net (z,3......2").

Tusschen het net van quadratische oppervlakken g, die door
de acht hoekpunten van bwee tetracders van Morns gaan, o
het tangentiaal net der oppervlakken @, die hunne achi zijvlakken
aanraken, bestaat dus de belrekking, dal elke rechte op een
oppervlak van het eene systeem ook behoorl tot cen oppervlak
van het andere. M. a. w.:

Den kubischen complex hunner rechlen hebben zlj cemeen.
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§ 53. Tot de beide systemen der oppervlakken £ en @ blijken
drie eenvlakkige hyperboloiden te hehooren.

AB en 23=C'D', CD en y3=A"B" zijjn twee paren
loegevoegde poollijnen van het nulsysteem; dus behooren de twee
homologe paren overstaande ribben A B, GD; A'B’, "D’ van
T en I tot een regelschaar. Het oppervlak, dat deze vegelschaar
draagt, gaat door alle acht hoekpunten en raakt alle acht
zijvlakken aan. De andere regelschaar bestaat dus uit nulstralen
(§ 48). De door A gelrokken rechte dezer regelschaar moet in
xz (=B ("D liggen en het snijpunt B" van A" B" met « bevatten,
dus in het vlak 3" (A G D) vallen,

Dus behooren tot deze tweede regelschaar de rechlen

AB', BA, GD/, DC/,

die ook aangeduid kunnen worden door:

] [

a3, pa, ¥3, 09
De drie bedoelde hyperboloiden bevatten in hunne beide regel-
scharen de volgende rechten:
(H) AB, CD, A'B’, G'D'; AB/, BA', CD, DC
() AG BD, A'C, B'D; AC, CA, BD, DB/;

]

(Hy) AD, BC, A'D/, B'C'; AD’, DA, BC', CB

§ 54 Aangezien de vierzijde A BA'B" op Iy ligl, zijn hare
dingonalen A A', BB’ wederkeerige poollijnen L. o, v. Iy GO
DD" verkeeren in hetzelfde geval.

Wij beschouwen nu de transversalen g, 9" over de vier verbin-
dingslijnen a=A A, b=D B e==CC d=DD" van homologe
hockpunten der beide letradders.

De poolvlakken der vier punten glabed) too. v, i gaan
door b, a,d, ¢; wanl a en b zijn wederkeerige poollijnen, d.w.z.
hel poolvlak van punt (g «) gaal door b, enz.

Dus de poollijn van ¢ L o. v. Hi iz ¢’ want de poolvlakken
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der punten ¢(wbed) gaan door één lijn, die de wederkeerige
poolliin van ¢ is. Deze is dus de andere transversaal ¢" over
a, b, e, d.

Evenzoo zijn ¢ en ¢° wederkeerige poollijnen t. o.v. Hz en .

De twee transversalen zijn dus gemeenschappelijke poollijnen
voor alle oppervlakken £ en © van bovengenoemd nel en tan-
genliaal net van quadratische oppervlakken. Zij verdeelen dus
de afstandan A A’, BB', CC', DD’ harmonisch.

Zij ontmoeten echter ook de vier snijlijnen «; =z «', by = 3 3/,
qn=yy, di=2dd, en scheiden de vlakkenparen « ', enz.
harmonisch.

Want aangezien deze vlakkenparen tot het net der £ behooren,
moelen de poolvlakken van een willekeurig punt van ¢, die
elkaar immers volgens ¢ snijden resp. door ay, by, e1,d;, gaan, dus
worden deze vier rechten door g en ¢ gesneden. [IHieruil blijkt,
dat voor de tetraéders ABCD, A'B'CG'D’ van Moepivs de
verbindingslijnen der homologe hoekpunten A, A'; B, B'; €, (i;

] L}

3 3!
o 2%
v [ ]2

D,D" en de doorsneden der homologe zijvlakken x, '
7,73 9,0 acht rechten zijn, die een gemeenschappelijk paar
transversalen hebben. )
Uit de achl geassocieerde punlen kunnen vier paren tetrasders

van Moeriws gevormd worden.

AR G ASBAIGE D

AR BRG] A LB S GA])

A B C D, AB ¢ D;

A B CD A B C D,
waarvan het eerste paar uit de bovengenoemde tetrasders T en T

') Dit is door SCHRGTER bewezen in zijn verhandeling |, Ueber eine Raum-
kuwrve wierter Ordnung und erster Species,”  Journal von Crelle 93, bl 142,

Zie ook de Introducione alla teoria dello spaxio rigalo” van CAPORALI
en DEL Pezzo (N 40).
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bestaat.  Door hunne zijvlakken worden zij aldus aangeduid:

' ! s st 5 -
2 A s & P oor g
- al 4 ~t i .
L CC R RO A pPox d oy

wh L4 ? ! . ~

AANIRCC I O I ot GAT O JeiS
. ] ~ wf 1 ~
L et el IR

Dat Dbijv. het .tweede paar uit twee letraéders van Morpivs
hestaat, blijkt aldus: In de zijvlakken 3, «, 4", 9" van den eenen
liccen de hoekpunten A, B, C,D van den anderen, en in de

/

zijvlakken 3, ', 9,9 van dezen laatsten liggen de hoekpunten
A B, ', D" van den eersten.
Men kan dus eenvoudig de homologe letters twee aan twee

van rol lalen verwisselen.



HOOFDSTUK III.

J1JZ0NDERE GEVALLEN DER CONFIGURATIE VAN MOEBIUS.

§ 55. Neusera ') zoekt de betrekkingen tusschen de tetracders
van Morsivs Ay As Az Ay en By Bz Bs By, waarvan de hoekpunten
op vier gegeven rechlen gelegen zijn,  Wij noemen de telracéders
A en B.

Moeeivs heeft in zijn , Barycentrische Kallil” bewezen, dat de
acht voorwaarden, die in de definitie zijn opgeslolen, teruggebracht
kunnen worden tot zeven. Dil is in § 38 reeds gebleken.

Gemakkelijker kan dit echler worden aangetoond met behulp
van de theorie der transversalen. Slel, dal de vier punten
By, Be, By, By resp. gelegen zijn in de zijvlakken Az Ay Ay, As Ag Ay
Ay A As, A A Ay van een tetradder A, Opdat het viak By Bz By
door Ay zal gaan, is hel noodzakelijk en voldoende, dal de lijnen
Ay By, AitBe, Ay By resp. de zijden As Ag, Ag Ay, Ay Ag in drie
punten My, Mo, My van een rechte snijden.

De voorwaarde hiervoor is:

MiAe Mo Ay MsAo 00 0L (1)
_“1 ;’\;; .\IJ J'\| AI:; .f,\-_»
Zoo bestaan er nog drie vergelijkingen, die uitdrukken, dat de
vlakken B: Bz By, By Bs By, By By Be gaan door Ay, A, As.

Maar deze vier betrekkingen (1) zijn niet onafhankelijk van

elkaar, want voor elk zijvlak van telraéder A geldt een helrekking

als de volgende, waar Nz, Ny, M; de punten zijn waarin Ag By,

Y)oSwr les tétracdres de Mibius par J. NEUBERG.

Meémoirves de la Socidté royale des Sciences de Litge 2e série, t. X1,
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As By, Ay Br resp. de zijden A, A, Ay Aey Ay Ay snijden
3[] .‘\g . ;\Tg I\:} . N,!; AL
M Ay N. J\‘; Ny A;,»

In het product der vier vergelijkingen van den vorm (2) is welijk

== el Wi oo o 8 iale)

aan hel product der vier vergelijkingen (1). Dus slechts drie

vergelijkingen (1) zijn onafhankelijk van elkaar.

§ 56. Om twee tetracders van Morepus te construeeren, kan
men den eersten A willekeurig aannemen, en in de twee zijvlakken
J\: A:s .-\;, ,'\[ f\l i\;‘ (](,‘. IlO[‘]il)lI]lt(,!l] ”“ ]};; varn d(_\n tweeden
letracder B.

Nu moet B. tegelijkertijd in de vlakken A; A As en Ay By By
liggen, dus op de doorsnede Ag My van deze twee vlakken; evenzoo
By op de snijliin Az R der vlakken Ay Ay Ay en A, B, Ba,

Bz kan men op Ay Me nog willekeurig kiezen, dan is B, bepaald
als hel snijpunt van As R en het vlak Ay By Be. Inderdaad volgt
uit de construclie, dat de tetraéder By BBy By in A is beschreven,
terwijl de drie zijvlakken By Be By, By By By, B, B, Bs resp. door
Ay, Ao, Ay gaan; dus, volgens het theorema van § 55, caal ook

by

hel vierde zijvlak By Bs By door A,

§ 57. Zin de telraéder A en de punten B; en Dy st dan
zal de ribbe By Be een hyperboloide bheschrijven, want deze I
beweegl zich, steunende op vier kruisende lijnen A, M., As R,
As By, Ay By, waarop eveneens rusten de lijnen As Ay, A, Ay,
Bi By, Deze alle zijn dus lijnen van dezellde hyperboloide. Zoo
geven twee ftetradéders van Morepws aanleiding (ol drie hyper-
boloiden; van de zes ribben van B kan men drie maal een paar
overslaande ribben Kiezen.

Deze hyperboloiden  hebben dan tot beschrijvende lijnen van
het ¢éne stelsel bwee homologe paren overstaande ribben. b, v.

As Ay, Ay Ay, Be By, Bi Be en tot beschrijvende lijnen van het
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andere stelsel de lijnen, die de niet-homologe letraiderhoekpunten
verbinden: Ay Bs, A: By, A3 By, A, By, De lijnen Ay Mx en Az R,
als meetkundige plaatsen der hockpunten B en B, beschonwid,

dragen dus projectieve puntenrecksen. 1)

§ 58. Van twee tetradders van Mogsws kan men niet twee
homologe zijvlakken willekeurig aannemen. Want als A, As As,
Bi B2 By gegeven zijn, moeten de vlakken A, A. Bs, A: Ag B;,
A3 Ay B: en By B: By door hetzelfde punt A, caan.  Zoo ook
moeten de vlakken B; Bs Ay, Bz Bs Ai, BsBiAs en Ay As As
clkaar in hetzelfde punt By snijden. Volgens het voorgaande zijn
deze twee voorwaarden {erug te brengen tot één.

De stelling van § 55 is nu als volgt te interpreteeren als cen
eigenschap analoog aan die van homologe driehoeken,

Als twee driehoeken A; Az Ay en B; By By — niet in eenzolfde
vlak — zoodanig gelegen zijn, dat de vlakken A, Ao B, As Ay By,
Ay Ay Bz door een hoekpunt van den tweeden en een zijde van den
cersten driehoek, elkaar snijden in een punt Ay van het viak 31 Be By,
dan zullen ook de viakken By Ba As, B:Bs Ay, By By As, door een
hoekpunt van den eersten en een zijde van den tweeden drie-
hoek, elkaar snijden in een punt B, van het vlak Ar As Ay,

In dezen vorm geeft zij aanleiding tol een involutie. Immers
volgens onderstelling gaan de snijlijnen van het vlak B; Bs By mel
A1 As By, Az As By, Az A By door eenzelfde punt Ay, De zijden
en diagonalen van de vierzijde By By Bs Ay snijden de doorsnede
der vlakken A; A: Ay, By Bs By in drie paren My, Py My, Poy My, Py
vin - een involutie. My, My, My liggen n. 1. op de zijden van
drichoek A, As Ay en Pi, Pe, Py zijn de punten, waarin de door-

snede der vlakken A; A: As, By Bs By cesneden  wordt door de

') Deze hyperboloiden zijn door STrRINER aangegeven in zijne ,, Systemalische
1'.'”{:('."m".‘r‘fm.*yr_-n" § DB.

b |
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lijnen, die By mel de hoekpunten van driehoek A; As Ay verbinden.
Dus My, Pi; Mg, P2y My, Py zijn puntenparen van een involutie.
De driehoeken Ay Ay Ay en By Bz By zouden involulief genoemd

kunnen worden.

Wij kunnen nu de tetraéders A en B aldus beschouwen:

De hoekpunten bepalen Iwee vlakke vierzijden A, A Ay B,
en By B: Ba Ay, waarvan de zijden twee aan lwee elkaar snijden
in punten op eenzelfde rechte.

Ay Az en By Ay snijden elkaar in M,

A Az, B Ay 5 - . M.
A By , BaBj - > SR L2 {
A Az , Bi Ay . . . M
A: By, BiBy » » » P2
As By, Bi DB - - o 18

En My, Mg, Py, My, Pe, Py liggen op één lijn, die de doorsnede
is der vlakken A; Ag Ay en By B: Bs.
De drichoeken Ay Ay Az en By Ba By Dblijven involulief, als men

cen hunner laat draaien om de doorsnede hunner vlakken.

]'i:il']‘]{_g]i.i]{ '(,fl‘.](“ de Hll,‘]“llf..!_'l

Als de vijl hoekpunten Ay, Aq, As, By, By van Lwee telracders
van Mognius gegeven zijn, dan bewegen zich de punten By, A, langs
cegeven rechten, en Be beschrijfl een hyperboloide; wanl By is
ecn willekeurig punt van de doorsnede A IR der viakken A As A,
en A: By By en Ay ligl op de doorsnede der vlakken By Ay A.
en By Az A,

De rechle Bs By is beschrijvende lijn van de hyperboloide, die
bepaald is door de rechten A Ry Ay By, A By (of door A, A,

B] ]3;1, J_\;_' 1\,, ZiL‘ ’:5; :)7)



§ 59. Van twee letraéders van Morpws kan men ook niet
twee tricders Ay en By willekeurig aannemen, zooals gemak-
kelijk Dblijkt.

De ribben van een der tridders moeten de overeenkomstige
vlakken van den anderen snijden in drie punten, welker vlak
door den top van den laatsten triéder gaat. Als hieraan voldaan
is door de ribben van den ftricder Ay, dan zullen volgens § 55
ook de ribben van B; daaraan voldoen.

Twee dergelijke tri¢ders kunnen involutief genoemd worden.

3 60. Gaan wij nu over tot het probleem, om op vier gegeven
rechlen iy, me, ms, my vier puntenparen (Ay, By), (A, 32), (As, Bs),
(A1, By) te vinden, die hoekpunten van twee tetraéders van
Moesius zijn.

In § 54 hebben wij gevonden, dat bij twee telraéders van
Mokeivs Ay Az As A, en By B. B; By de verbindingslijnen van homo-
loge hoekpunten Ay By, As Bo, Ay By, Ay By harmonisch verdeeld
worden door de twee transversalen ¢, ¢ over die vier rechlen,
waarvan wij de steunpunten noemen Cy, Cy, Cy, €4 en Dy, Dz, Dy, Dy,

Dan is
(i\[ “] (-:l D]) = (.”\: }g (:_- ]]_-) = (i\:t ”;; (::; I)i’ — [\| ],1| f':| n;) s

Wij zoeken dus eerst de twee rechlen ¢ en t'y die op de vier
gegeven rechlen g, ms, mg, my rusten.

Elk der rechten i Cs en Dy Dy stelt reeds cen oplossing van
het probleem voor. Men kan b.v. de punten €y C. Cy Gy he-
schonwen als de hoekpunten van twee telracders, die samengevallen
zijn, aangezien de richtingen der zijvlakken toch onbepaald zijn.

Andere oplossingen leveren de volgende paren lelraéders:

(:; ('_3 D;; ])| 11 [)1 I)_' (:;; 7:;:
(:l [:;; U_v ]); (211 ])| “;; (:_1 ‘:|;
‘1 :1 I.);_- U;: €11 Dl D| (7:-: C:_:-
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Als vier punten der rechlen ny, mzy Mg,y in één ylak
zullen liggen, dan moet er lusschen hun coiordinaten cen he-
trekking bestaan, die lineair is in de coordinaten van elk der
punten, want drie van deze punten hepalen ondubbelzinnig het
vierde.

Men kan nu een punt op my vastlegzen, door de verhouding
x; van de afstanden tot € en D, als fundamentaalpunten;
evenzoo een punt op me t.o. v. (s en Dy, enz.

Zijn aldus xp, X2, X3, Xy de codrdinaten der hoekpunten Ay, As,
Ay, Ay van den eersten tetradder, dan zijn wegens de aenoemde
harmonische verdeeling de coordinaten der hoekpunten By, Bs, Bs, By
van den tweeden tetraéder — xy, — xa, — xy, — x;.

Zullen nu de puntenviertallen Ay, As, Ay, By As, Ay, Ay, By
Agy Ay, Ay Bay Ay, Ay Agy By in één viak liggen, dan moet voldaan
worden aan vier betrekkingen, die echter tot drie kunnen worden
teruggebrachl.  Dus zijn alleen de verhoudingen der onbekenden
X1, Xz, X3, Xy bepaald. Hieruit volgt:

Op vier gegeven rechten kan men op OO vele manieren de
hoekpunten van lwee lelradéders van Moesiws aannemen.  Als
deze punten zich verplaalsen, teckenen zij op de vier rechten
homografische verdeelingen af.

Ten slotte luidt nu de oplossing van het gestelde probleem
als volgt:

Om op vier gegeven rechlen neg, na, g, my de hoekpunten
van twee letraéders van Moesws le vinden, zocken we eerst de
rechlen die in Gy, Gy, Gy Gy en Dy, Dy, Dy, Dy op de gegeven
lijnen rusten.

Worden nu voor Ay, By twee punten op my genomen, die door
Ciy Dy harmonisch gescheiden zijn, dan brengen we door Ay de
rechten Ay Es Es, Ay E' By, Ay Ey" By, die Op Mz €N g, Mg en my,

iy en my rusten,
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Van de involuties, die bepaald zijn door de paren (Cs, D3 Es, E.")
op me; (Csy Dy Es, Es') op ms; (Cy Dz Eqy, E) op my, bepalen
we de dubbelpunten (A:, Be), (As, Bs), (Ay, Bi); deze zijn de ge-
zochle punten, omdat in een involutie elk puntenpaar door de
dubbelpunten harmonisch wordt gescheiden.

De punten Ay, Brj As, Baj As, Ba; Ay, By kunnen nu op  vier
manieren in  twee groepen van vier punten worden ingedeeld,
die respectievelijk de hoekpunten van de gezochle Letraéders zijn,

zooals in § 53 reeds gebleken is.

§ 61. Behalve de in § 53 genoemde hyperboloidische liggingen,
die bij elke fignur van Moesws plaals vinden, kunnen nog andere
hyperboloidische liggingen voorkomen, die dan gepaard gaan met
bijzondere standen van de figuur van Mogsivs.!)

Echter kunnen twee tetraéders van Moepsis op niet meer dan
negen verschillende wijzen hyperboloidisch gelegen zijn, hetgeen
in het volgende zal worden aangetoond.

Twee tetracders A BCGD en A" B"G"D’ liggen hyperboloidisch,
als vier elkaar kruisende rechten, die elk een hoekpunt van den
cenen met een hoekpunt van den anderen verbinden, gelegen zijn
op een quadratisch regelvlak. Uit deze bepaling volgt direct, dal
lwee tetracéders van  Morpivs minstens op drie verschillende
wijzen hyperboloidische ligging hebben.  Elk viertal van onge-
lijknamige hoekpunten, zoodanig gecombineerd, dat er in elke
groep een oneven aantal geaccenlueerden voorkomt, stelt vier
in één vlak gelegen punten voor; want elk hoekpunt van den
eenen tetraéder ligt in het zijvlak van den anderen, dal tegenover

het homologe hoekpunt gelegen is.

') Wisk. opg. de VIII n°. 67 (opgave van Dr. P. ZEEMAN Gz),
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Hieruit volgt dus, dat de drie paren van lijnenviertallen:
AB|ADB ACI|AC ADI|AD
A'B'BA  A'CG|GA - A'D'|D A
CD|CD BD|BD B CG|BC

VADRIDR G 3'D'[D B’ BECHITGERS

die in § 53 de hyperboloiden (I1y), (H.), (IT;) bepaalden, hyper-
boloidisch gelegen zijn.  Wanl in elk paar vierlallen snijden de
liijnen van de eene groep alle lijnen van de andere aroep, en elk
van beide groepen beslaat uit vier elkander kruisende lijnen,
En van elk paar viertallen bevat alleen de tweede groep lijnen,
die een hoekpunt van den eenen tetracder met een hoekpunt van

den tweeden verbinden.

§ 62, Nu zijn er ook nog andere wijzen van hyperboloidische
ligging mogelijk.

Op 24 verschillende manieren kan men vier punten A, B, ¢, D
¢én aan één mel vier punten A, B', G, D" verbinden, omdat
het aantal permutaties van vier elementen 24 is; zij zijn in
verschillende typen te rangschikken, die in het volgende schema
met het aantal daarin begrepen viertallen zijn aangegeven,

1 | 6 | 8 | 8|6
AA'{AA|AB |AA'|AB
BB (BB H;\” BCG'|BC(C
ARG DERGIDARCED BRCID
DD'|DC|DC | DB DA’

I [ [II | IV V

Deze type 1, IL, 1L, 1V, V zullen wij, op hel voelspoor van
Dr. P. H. Scuovre, ') alzonderlijk behandelen.

Type I Als AA, BB, GG, DD hyperboloidisch gelegen

It RN P DL 28

¢
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zijn, is er door A een lijn te trekken, die op BB, CC,DD'
rust. Worden nu BB,CGC/,DD" uit A op het vlak B C D in B Bo,
GCo, D Do geprojecteerd, dan zullen de drie projecteerende vlakken
ABB,ACC,ADD’ elkaar snijden volgens de transversaal door
A. Dus moeten de projecties B By, G Co, D Dy door é6n punt gaan,
n.l. door het snijpunt van die transversaal met hel vlak B C D.

Dit is echler niet het geval, omdal AB' G D’ in één viak
ligzen en de projecties By Co Dy dus de snijpunten zijn van een
rechte — d. i. de snijlijn van het vlak A B’ C¢'D’ en het vlak
BCGD — met de zijden CD, DB, B (! van drichoek B ¢ D. Want
AB" en CD moeten elkaar snijden, omdat B, A, C,D in één
vlak liggen; evenzoo A (' en BD, en ook AD’ en B (.

Dus is dit geval T onmogelijk.

Type 11. Deze zes gevallen zijn alle mogelijk. Gaat men h.v.
uil van een willekeurig viervlak A B CD en kiest voor A’ hel
zwaartepunt van /A B (D, en AB’, A, AD" achtereenvolgens
evenwijdig en gelijkgericht met G:D, D B, B €, dan heeft men een
-geval van het type II.

Als men voor ABCD een regelmalig viervlak kiest, dan is
de orthogonale projectic van B'C"D" op het viak B G D een om
B D beschreven gelijkzijdige drichoek, waarvan de zijden B ('
C'D,D"B' respectievelijk loodrecht staan op BC, GD,D D.

[let bestaan van het eerste hyperboloidisch  quadrupel van

|

type II blijkt nu aldus:

De loodlijn uit " op het vlak BCGD wordl gesneden door
AN BB, CGD enD (Y, want zj is evenwijdig aan A A’, ligt
in cen (projecteerend) vlak met BB, enmet (] D', en snijdt
natuurlijk D (%,

Deze vier rechten rusten ook (bij elle Mognius cl.) op AB, en
A'B', dus liggen ze op de hyperboloide bepaald door A B, A’ B’
en de loodlijn it (" op B¢ D,
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Voor "het tweede hyperboloidisch quadrupel heeft men te he-
denken, dat CG.D evenwijdig loopt met A B, en gesneden wordl
door BA', " en D D". Deze vier rechten. die ook door (' D’
worden gesneden, zullen nu hyperboloidiseh liggen, als er nog
een transversaal is,

De overige vier hyperboloidische quadrupels van dil lype vindt
men, door (analoog aan de redeneering voor het corste quadrupel)
als transversalen te beschouwen de loodlijnen nit D" en B’ op
het vlak BCGD, en (analoog aan die voor het tweede quadrupel)
de rechten B G en B D.

Bovengenoemd tweede quadrupel (¢, D D, AB A’ B heefl
hyperboloidische ligging, als de vlakken A {VADD,AA'B
door eenzelfde lijn gaan, of, in de aangenomen nolatie, als de
lijnen € Co, D Do, A" B door één punt gaan.

Zoo hangl de inpq |}m1(m]m he ligging der viertallen D D' , BB/,
ACH A Cen BB, GCLAD, A'D af van het al of niet door ¢in
punt gaan der lnnvmhwl len D I}.], BBy, A"Cen BBy, (0 ConAs D!

Noemt men de tegenover B By, C Co, D Dy gelegen hoekpunlen
van den door deze lijnen ;.{l‘\'(ll'rllth!ll drichoek 3,9, 4, dan zijn
de drichoeken B CGD en 39 4 perspectief gelegen, omdat de parern
overeenkomstige zijden:

I3 ClBy=Dy

CD/yd =B,

DB|ép=(Cy
elkaar snijden in de punten By Co Dy van een rechle. Dus de
verbindingslijnen van homologe hoekpunten B 3, (5, en D § raan
door ¢én punt, en dit punt moel A" zijn, want:

Volgens de eerste voorwaarde moelen 34, 35 en A’ B door
¢én punl gaan.

Volgens de tweede voorwaarde moeten 39,5 3 en A’ C door

één punt gaan.
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Volgens de derde voorwaarde moeten 33,34 en A’'D door
eén punt gaan.

De ligging is dus zoodanig, dat de volledige vierhoek 34 o A’
den driehoek B D tot diagonaaldrichoek heeft.

De  snijliin B Go Dy der vlakken BCD en B'(V D' is de har-
monische poollijn van A" . 0.v. 39 4 eneveneenst. 0. v. BCD 1)
en, om redenen van symmelrie, ook van A t.o.v. B'C' D",

[n het boven vermelde bijzondere geval was het vlak BCD
evenwijdig aan hel vlak B' ' D', dus de snijlijn By Co Dy in hel
oneindige gelegen, hetgeen door een projectieve transformatie uit
het algemeene geval kan verkregen worden.

Kiest men n.l. het projectiecentrum in een vlak door de lijn
Bo Co Do, en plaalst hel tafereel evenwijdig aan dit vlak, dan
levert een centrale projectie de bedoelde lransformatie, waarbij
By Co Dy in het oneindige verdwijnt, en A" zwaartepunt wordt
van drichoek B C D zoowel als van driehoek 34 4.

Type 111, Dit lype omval de in § 61 besproken, voor de hand
liggende, drie gevallen, die een onmiddellijk gevolg zijn van de
eigenaardige ligging van twee tetracders van Mogrpivs.

Lype TV, Als AN, BC,CD, DB hyperboloidiseh gelegen
zijn, moelen weer B Co, G Do, DBo —  ontstaan door projectie
van uit A op het vlak BCD A" — door één punt gaan.

Dil doen ze echler niel, wanl:

Cy ligt op B D, omdat A, B, D, €7 in één vlak licgen

Bo GiDeess A S DN B, h

Dy B C, ANBICID RS

dus B Cy, CDo, D By zijn de drie zijden van drichoek B (0D,

” n

" » n »

') Door projectie vit > ontstaat nit de harmonische groep €, C 3¢ de har-
monische groep C, ("' D B3 enz.  Hiernit volgt, dat B, D, de harmonische
poollijn — met betrekking tot B CD — is van het snijpunt A’ der rechten

BB CCEDND,
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Type [V blijkt dus ook onmogelijk te zijn.

Type V. Als AB | BC,CD',DA" hyperboloidisch gelegen zijn,
dan moeten, als BC,CD" en DA’ van A nit geprojecteerd
worden op het vlak BCGD A, BCy, CDy en DA' of BD,
BC en DA’ door één punt gaan. Dus A" moet op BD liggen,
heteeen lengevolge heeft, dat D A" en B (" elkaar snijden, —
omdat BD en B (' dit doen, — en de vier gestelde lijnen dus
geen kruisende lijnen zijn,

Uit het voorgaande biijkt, dal naast de sleeds voorkomende
drie gevallen van type III alleen de zes gevallen van type 1l
mogelijk zijn, waarmede bewezen is, dat twee letraéders van
Mogsivs op niet meer dan negen verschillende wijzen hyperho-

loidisch kunnen liggen.

§ (3. Ten slotte kan nog worder aangetoond, dal in een
hol een Moemusconfiguratie kan worden beschreven. 1)

De vier cirkels, die elk drie hoekpunten eener vierzijde bevatten
(de omgeschreven eirkels der vier gevormde drichoeken), gaan
door ¢én punt Q, waarvan de projecties op de vier zijden in
een rechte e liggen.  (Rechte van Siison of van WaLLAce).

Neemt men omgekeerd het punt Q en de rechte w willekeurig
aan, verbindt Q mel vier punten Px van w en trekt door elk
punt Px een rechle ax loodrecht op P Q, dan sluiten de rechien
ar vier drichoeken in, waarvan de omgeschreven cirkels door ()
caan.  Geefl men bhet snijpunt van @ met @ aan door Ay, dan
ligt Q op de vier cirkels Ham= Ax Am Ank.

Door inversie in de raimte L. o.v. een centrim M

Y Jax pE VRIES ,,Over eenige groepen van cirkels.”

Zittingsverslagen der kon. akad. v. wet. deel VI bl. 418—421 (1898).
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gaat: | over in:
een willekeurig plat vlalk een bol door M en de door-
snijdingscirkel van dal vlak
mel de eenheidshol om M;:

een willekeurige rechte een cirkel door M (doorsnede

(doorsnede van twee vlakken) van twee bollen door M):
een willekeurige bol een andere bol;

een andere cirlel

een willekeurige eirkel
(doorsnede van twee bollen) | (doorsnede derinverse bollen);
een willekeurig punt | een ander punt (dat t.o.v. de

eenheidsbol polair is toege-

voegd aan het gegeven punt).

Wordt nu de figuur, gevormd door de vier rechten a. en de vier
cirkels Hiim, t. 0. v. een willekeurig punt M der ruimte als pool
geinverleerd, dan gaan de vier rechien ax over in vier cirkels o'y
door M; de vier cirkels Hyuw in vier cirkels H'kiny en de punten
Q, Au in de punten Q', A’y

Iir onlstaan dus 8 cirkels a’x, A’k en 8 punten M, Q', A’y die
alle gelegen zijn op den bol, waarin het vlak der gegeven vierzijde
overgaal.

De vlakken ax en aum van deze cirkels vormen met de o0
noemde 8 punten een configuratie van Mogpis.

De  verdeeling der punten in de 8 vlakken wordt door het
volgende schema aangewezen,

| , | |

21 22 | g %y | X193 | Zi1gq | 21sg | Hegy
| |

| |

A'l: Ay |f\’13 I\'I:L IA'M _A'l.: 'x\'g.q
|

Alsg | Alay Aoy | Aoy | Aoy IJ\';N Alsy

M 11«1 MM A A [ | A
T
Ay ‘ Alay | Alsg | Algy | Q' Q' Q' | Q'
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De gevormde Cf (84,8;) van punten en cirkels is, evenals de
cf. van Mogriws, volkomen regelmatig. Zij beslaat uit 8 punten,
die blijkens bovenstaande tabel vier aan vier op ¢én cirkel liggen,
en uit 8 cirkels, die vier aan vier door één punt gaan, zooals uit
het volgende schema duidelijk wordt.

f ' ] ' |
M ‘ Q" |Aw [Alyy | Ay ‘ Aoy | Algy | Ay
! [} ! 4
(11' ‘eﬂ 123 | (1 y ! 3 (2 Hzr u;;’
' ' [ | '
u:' -H 124 W2 (ly ‘ tT.qJ s (E_" r(,;'

!l:sr | :H,I:H ﬁil:.':i : =;ﬂ’1'.'11 \I nﬂrl‘.‘i J1’12:i o‘H’I'.N -?H']nl

a

oy | :ﬂrl::l . ::Hrl'.!‘l :ﬂ,lﬁl I ek ’1:14 GH"J:H :Hr'.:;}-l i;—,H’;z;n
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STELLINGEN.

|

Het bestaan der elementen in het oneindige kan geheel in
het midden worden gelaten, Ze worden ingevoerd ter wille van
de continuiteit der meetkundige wetten,

I1.
v worde in de elementaire wiskunde reeds op gewezen, dat

hij vraagstukken drie soorten van onmogelijke oplossingen kunnen

voorkomen.

I1I.

‘. i ] Y I ) b . -

Er dient in de leerboeken met nadruk op gewezen te worden,
dat, terwijl totale " differentiaalquotienten desnoods als breuken
beschouwd  kunnen worden, de particele differentinalquotienten

in het algemeen slechts symbolische beteokenis hebben,

IV,

Voor hel inzicht in de beteekenis van het compleleeren van
een sysleem  lineaire  parlicele diﬁ‘vmnli:'a:L]\'m“;uliikin;:ml van de
ecerste orde kunnen meetkundige beschouwingen van orasion

diensl zijn.



Dat de ware fouten dezelfde foutenwet volgen als de af-
wijkingen van het arithmelisch gemiddelde, mag niet als van

zelf sprekend worden aangenomen.

VI.

De gronden der planetesimaalhypothese van Movntox en

(‘HAMBERLIN zijn weinig overtuigend.

VII.

Uit het ontbreken in het zonnespectrum van lijnen van een
zeker element mag niet tot de afwezigheid van dat element op

de zon worden besloten.

VIIL.

Het begrip enlropie heeflt in zooverre nog geen lasthare physische
beteckenis, als het nog niet in alle gevallen mogelijk is, de door
Borrzyany ingevoerde waarschijnlijkheid — een grootheid, waar-

[ »] » . o |

van de logarithmus met de entropie evenredigis — te berekenen.

IX.

Ten onrechte zegt Hewricn Henrz, dal o* Aveseent’s principe
onafhankelijk is van de mechanische grondprincipes van NewTox.

H. Hewrtz. Prinzipién der mechanik Ges, Werke I11.



99
X.

Het bezwaar van Hgrorz tegen de mechanische verkiaring der
centrifugaalkracht, die oplreedt bij het aan een koord rond-

slingeren van een steen, is overdreven. L.a.p.

XL

Het ingewikkeld klnkkmmppm'nnl, door Conx uilgedachl, om
het relativiteitsprineipe {e demonstreeren, verduidelijkt dit niel.
By Cons. Physikalisches iiber Raum und Zeit.

Naturwiss. Monatschr, | Himmel wnd Brde” XXII 1911.

XII.

Nichts Lihmt das Interesse der studierenden Jugend so sehr,

als der Eindruck, es sei das vorgetragene fertig und abgeschlossen.

HaMen Elementare Mechanil:.
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