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ERRAT A,

Op bl 6 regel 8 en 9 v. b. staat: ,,dan het vlak AOB met O
vector zijn, die eenig punt van zal y de veranderlijke verbindt.”
Hiervoor meot gelezen worden: dan zal y de veranderlijke vector

zijn, die eenig punt van het vlak AOB met O verbindt.
Op bl. 14 regel 6 v. b. staat ,,waarin E{}”; dit moet zijn:

L B
»WaATIn. 5 ¢
I

Op bl. 47 moeten in de figuur de letters B en B’ met elkander
verwisseld worden.

Op bl. 57 regel 13 v. b. staat: Uy = mUd + nUf; hiervoor
moet gelezen worden: Uy — mUJ - nUg.

Op bl 76 regel 8 v. o. staat hinnen de haakjes een gelijk-
tecken; dit moct een plusteeken zijn,

Op bl. 95 regel 3 en 4 v. b. staat resp.: ,eccentriciteit’” en

»eceentrizeh™; dit moeb zijn: ,excentriciteit” en excentrisch.”




INLEIDING.

Het is opmerkelijk, dat cen tak van wiskunde als de
leer oy quaternions tot heden zoo weinig bekend ge-
Worden is, In 1843 reeds deelde sir William Rowan
Hamilpop de gronddenkbeelden van die leer aan de Iersche
dcademie 1118(.[(3; sinds 1848 gaf hij in Trinity College
% Duyblin cen geregelden cursus daarover, en publicecrde
diey 1853 onder den titel van Lectures on Quaternions,
_ Mannen als de gebroeders Graves, De Morgan en
Mage Cullagh mogten er belang in stellen, buiten de
Srelzen van KEngeland vonden de quaternions weinig
beoefenaara. Cauchy schijnt cr intusschen cenigzing
Mede helend gewceest te zijn. Althans In een verhan-
df*:lillg over zijn ,clefs algébriques” (Comptes rendus

XXV pg. 75) maakt hij de opmerking dat de qua-
j[er]‘li‘i‘ﬁs een bijzonder geval zijn van zijn ,clefs”. Dit
35 inderdaad zo0, wanneer men namelijk de gymbolen
L oen k alg »elefs” beschouwt, hetgeen mogelijk is, om-
dat ayyq begrippen als ,clefs” kunnen beschouwd worden.

.T_ rxr & > ‘ A ] ]
3 CIvolgens heeft nog in 1862 Allégret cen dissertatie
sese]

1 ffeven over de quaternions (Essai sur le calcul
Qe

S quaternions de Hamilton, Taris 1862), waarover
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zoo dadelijk meer. Van duitsche zijde is mij uit dien
tijd niets bekend; wit de inleiding van Grassmann’s
Ausdehnungslehre blijkt ten duidelijkste, dat deze de
quaternions niet kent; in een verhandeling van Grass-
mann (Sur les différents genres de multiplication, Crelle

Bnd 49), geschreven naar aaunleiding van Cauichy’s‘

&

verhandelingen over de ,clefs algébriques”, worden ze
evenmin genoemd , niettegenstaande hij den naam in
Cauchy’s verhandclingen bad gelezen, en de quater-
nions zoo nauw aan zijn onderwerp verwant waren.
Omgekeerd noemt Hamilton in zijn veorrede van de
Lectures wel de Ausdelmungslehre van Grasmann, maar
heeft dat werk klaarblijkelijk slechts vlugtie ingezien;
hij zegt toch: ,,Nothwithstanding these and perhaps some
other coincidences of view, Prof. Grassmanns system and
mine appear to be perfectly distinet and independent
of each other in their conceptions, methods and results”.

Hamilton was intusschen nog niet voldaan met de
uiteenzetting der quaternions, zooals dic in de Lectures
gegeven wordt. Hij begon zijn Elements of Quaternions
te schrijven, en gelukkig voor de wetenschap mogt hij
ze bijna voltooijen: slechts zeven paragrafen en de
voorrede onthraken, toen Hamilton ziek werd en stierf.
Door zijn zoon William LEdwin Hamilton werd de
uitgave, die reeds begonnen was, voortgezet. Dit was
hem mogelijk, omdat het handschrift van zijn vader
zoo uitstekend in orde was.

De Elements verschenen in 1866. Deze zijn althans
in Duitschland meer bekend geworden. Maar waar eell
Duitscher (Victor Schlegel, System der Raumlchre,
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Leipzig 1872) klaagt, dat in Duitschland Gragsmann
“00 weinig gekend en gewaardeerd wordt, kan men
Uiet verwachten, dat Hamilton daar veel bewonderaars
“al tellen, Tn ons land heeft, zoover ik weet, tot nu
toe alleen J, Versluys te Groningen over quaternions
seSchreven; deze heeft namelijk cen stukje over quaternion-
Vel'lnm]igvuldiging in de Avchives Néerlandaises van
1871 geplaatst.

De voorrede van de Lectures is hoogst belangrijk.
4arin geeft Mamilton een overzigt van hetgeen hem
tot de quaternions geleid heeft.
Bespiege]ingcz'l over negatieve en imaginaire groot-
hedey waren het uitgangspunt. Deze bragten hem er
boe e Algebra te beschouwen als de |, Science of pure
tme”, Hij stelde zich hierbij op het standpunt van
Kant. als ruimte en tijd heide Wwaarnemingsvormen wa
"N, dan mocst het ook mogelifk wezen a priori een
leey van den tijd op t¢ bouwen, evenals reeds een leer
Y40 de ruimte hestond. Grelukkig laat hij in zijn ont-
Wi]ﬁl{blingen het & priori spoedig varen zonder het te
®erken, en weldra ook het begrip van tijd. Ilij gaat
Q_\;'el‘ tot de beschouwing van wat hij noemt ,, Conjugate
funetiong or Algebraic Couples”; deze brengen hem
Ot zin »Lriplets”, en ,Sets of Moments”, welke hem
" vool mislukte pogingen tot de quaternions voeremn.

I Zijn reeds aangehaalde verhandeling zegt Girassmann,
“at hetgeen satichy , elefs” noemt hem reeds negen jaren

Bekang was; dit blijkt werkelijk uit de Ausdehnungs-
Q]ll‘ew

Ik deelde reeds mede dat Cauchy de quater-
oy g

¢en  bijzonder geval van zijn clefs” nocmde ;
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Hamilton zeet dat de .clefs” een bijzonder geval van
> 37 L)

zijn ,sets” zijn. De waarheid is, dat drie groofe

mannen ongeveer gelijktijdig op dexclfde gedachte kwa-
men, namelijk: symbolen te beschouwen en de wetten,
dic de operaties op die symbolen of de combinaties van
die symbolen onderling beheerschen, bij definitie vast
te stellen. Voor toepassingen in het bijzouder op de
oeometrie moesten dic wetten gelukkig gekozen zijn;
onmiskenbaar is Hamilton daarbij het gelukkigst ge-
weest, ovenals ook zijn algemecne heschouwingen veel
vollediger zijn dan die van de twee andere.

De quaternions zijn een zeer bijzonder geval van de
,sets”; Grassmann is in zijn Ausdelmungslehre op al-
gemeener standpunt blijven staan dan Hamilton in zijn
quaternions maar zijn resultaten zijn niet zoo schitterend.

In de beschouwingen over ,triplets’ kwamen zevet-
en-twintig constanten voor, die willekeurig konden ge-
kozen worden, Hamilton trachtte die keuze zoodaunif
te doen dat de methode van Argand (Essal sur uné
maniére de représenter les quantités imaginaires, 1806),
dic het eerst de imaginairen op de geometrie in het
vlak toepaste, uitgebreid zou worden tot toepassingen
op de geometrie in de ruimte. TITij geeft een volledig®
beschrijving van de pogingen, die daartoe niet allee!
door hiem, maar ook door John Graves gedaan werdel:
Merkwaardig is het, dat in 1855 Scheffler een werk
uitgaf ,, Der Situationskalkul” , waarin een denkbeeld, dat
ook bij Hamilton was opgekomen, nader wordt uitg®
werkt. Hamilton had het spoedig laten vaven, omda’
de vermenigvuldiging niet distributief zou zijn; Scheffle?

Y




8chijnt dit geen bezwaar geacht te hebben: hij kiest
bovendien zijn notaties zoodanig, dat de optelling zelfs niet
YOmumutatief is. Teregt zag Hamilton in, dat, wilde de
Deuwe methode vruchtbaar zijn voor toepassingen, de
Malogie met de algebra niet geheel uit het oog mogt ver-
loren worden; een groote kracht der analyse ligt in de
tl‘ansformaties; deze mag men niet bijna onmogelijk maken.

Het product van twee lijnen van bepaalde grootte en
Pi%‘ting in een bepaald vlak was reeds door Argand als
*eu derde lijn geinterpreteerd ook van bepaalde lengte
& 1‘l§_.,tmﬂ' Maar deze methode verloor hare beteekenis
Yoor Tijnen in de ruimte. De pogingen van Hamilten
Waren yu alle bierheen gerigt, dat hij trachtte een
bep*mlde beteekenis te kumnen hcechten aan zulk een
Product  vap liinen in de ruimte. Bij zijn ,triplets”
Wal‘en drie cenheden voorgekomen; voor de eerste stelde
hij de gewone getalleneenheid; voor de tweede en derde
T”’P- de symbolen i en j; en hij meende dat een lijn
W de rpimte nu kon voorgesield worden door het triplet
S iy 4 jz, waarin x y en z, die hij de consfituenten
Noende, petallen zijn, en als cOordinaten kunnen be-
Sehouwd  worden. Bij de vermenigvuldiging van zulke
hllﬂet% kwamen voor de symbolen i%, j, ij em Ji

(“ﬁ(ﬂlouwmtmn over coirdinaten projecties bragten hem
L toetostellenit = —1, jt=—1, ij=—ji of ij =k,
AR —k, hetgeen zeer goede resultaten oaf, wanneer
e 1i]llﬂn wier product gezocht werd, in heizelfde vlak
gelegey waren met de cerste eenheid of de as der x.
Maay was dit niet het geval, dan kou het product zelf
een triplet worden, maar had een quadrinomischen




vorm. Dit bragt Hamilton op de gedachte dat het
welligt goed zou zijn de triplets te beschouwen als
| bijzondere gevallen van quaternions van den vorm
‘ X 41y + jz + ku, waarin k — i ] een vierde eenheid
was. Hij zag werkelijk, dat het product van twee quater-
nions wederom cen quaternion was, wanneer hij stelde:

P=—1 j=_q jr=_{

ij:—:ji:k jl{:__mk']':j ki:_ik:j_

it Nu kwam hij er ook toe een lijn niet voor te stellen
| door het triplet X+1y—+jz maar door het triplet
‘ iIX+Fjy+kz Het product van twee lijnen in de

ruimte werd dan een quaternion waarvan de consti-

tuenten een zeer eenvoudige geometrische beteckenis
gregen. Dit resultaat werd in October 1843 aan de
Iersche Academie medegedeeld.

In 1845 ging Hamilton nog verder; hij toonde aan
hoe ecn quaternion in het algemeen als het quotient yan
i twee lijnen kan beschouwd worden. En hier komt hij,
naar mijn inzien, cerst op het ware standpunt.

Het begin van de Lectures is uiterst langdradig ; |
het hoofdmoment is, dat het produkt van twee lijnen
geidentificeerd wordt met het quotient van twee andere l

|.

e — . —— e

' lijnen. Hamilton heeft in zijn Elements een anderen
I en beteren weg gevolgd  Daarin zijn  de meeste _
sporen verdwenen van den ecnigzins bizarren gedaclif f
tenloop, die hem tot de gansche zaak heeft veleid
en die hoewel hoogst belangrijk voor ieder dic de qua-
ternions bestudeerd heeft, moeijelijk te vatten is voor
den beginnende. In de Elements wordt cen quaternion
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“e0voudig opgevat als het quotient van twee lijnen;
bet rosyltaat van eenige combinatics van zulke quotien-
ten onderling wordt hij definitie vastgesteld ; bij verdere
Oltwikkeling treden dan de symbolen i, j en k op als
Quotienten wvan lijnen, die de eenheid van lengte heb-
ben ep loodregt op elkander staan; eerst aan het
Cinde gy zijn beschouwingeu over quotienten, defi-
Bicert ITamilton het product van twee lijnen als een
Zeker quotient,

Allégret in zijn genoemde dissertatie gaat uit van
e 8ymbolen i, j, k, en de wetten welke hun combi-
Hatiey onderling volgen en geeft vervolgens een geome-
brische interpretatie, zooals hij het noemt, van die symbolen.

t4¢ weg scheen mij intusschen te abstract toc voor
€N eergto kennismaking met een geheel nicuwe methode.

Tusschen Grassmann's Ausdehnungslehre en de qua-
ternjon zijn vele punten van overeenkomst, zoodra

en e Ausdehnungslehre op de roimte toepast en dus
Ond oy

; »Elemente” punten, onder ,,Strecken” lijnen van
ber

aalde lengte on rigting enz. verstaat. Het ,inncre Pro-
gt | twee ,Strecken” « en 3 is volkomen het-
“elfde gl S« in de de quaternions; het ,aiissere Pro-
fet” o1q V3. Maar deze overeenstemming verder te
Vervolg"eu zoude mijne inleiding te uitgebreid maken.

De toepassingen van de quaternious, niet alleen op de
fg’:%metl‘ie, maar ook op de mechanica en de mathema-
“Sehe physica zijn van zeer ingrijpenden aard. Aan het
e der Floments worden een twechonderdyijftig bladzij-
“e0 aan toepagsingen gewijd. Hamilton gaf in de laatste

dae )
SEIL yan zijn leven, zoowel aan zin Zzoon als aan
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Tait herhaaldelijk te kennen, dat naar zijn meening
de quaternions voor de theorie van de electriciteit van
groot nut zouden worden.

Trouwens, ieder die met do quaternions kennis maakt .
gevoelt terstond dat daarin cen groote kracht ligt; dat
de quaternions de cotrdinaten van Cartesius voor aoed
zullen doen verdwijnen.

Tk geloof nict, dat ik mij over de keuze van mijn
onderwerp behoef te regtvaardigen; een geometrische
analyse, zooals Leibniz zich die voorgesteld heeft, en
die door Hamilton zoo volkomen verwezentlijkt is, ver-
dient wel de algemeene aandacht.

In mijne uiteenzetting van de leer der quaternious
volg ik bijna geheel de Elements. *) Intusschen heb
ik mij bepaald tot hetgeen moodig was om de toepas-
ging van de quaternions op de theorie van den circu-
laiven hodograaf begrijpelijk te doen zijn. Deze theorie
wordt ook in de Elements gegeven; mijn tweede hoofd-
stuk kan als cen commentaar daarop beschouwd worde:

1) Door Tait is een leerbock over de quaternions geschreven: ,,An elementary
Treatise on Quaternions.” Il kan evenwel nicmand aanraden dit als Jeerboek ©
pebruiken, omdat het hier en daar zeer duisteris; de ,,Elements” daarentege™

kunen beschouwd worden als het model van cen uilstelend leerboek,




HOOFDSTUK 1.

1. Brapme vax zEy vicror. Hen iregte lijn, waarvan
Wen pigt allcen de lengte, maar ook de rigting
1
4 ¢aﬂmﬁlhll<v neemt, noemt men een VECTOR.

Uehﬂm vectoren zijn zoodanige, die niet alleen gelijke
Iengte

Zijn

maar ook gelijke rigting hebben. Omgekeerd
alle vectoren, dic dezelfde lengte en dezelfde rig-
ting bebben, aan elkander gelijk.
Men mag dus een vector vervangen door
1'”dﬂlu1 anderen veetor, die dezelfde lengfte
"I degelfde rigting heeft.
Men onderscheidt van een vector den oorsprong en
et lliteimle; zoo 1s van,den vector AB A de oorsprong,
Liet niteinde en van den vector BA B de 001‘sprohu‘
% A het witeinde. Valt van een vector het uiteinde
b den oorsprong zamen, zoo is de vector een nul-

Vee
or, en words voorgesteld door het gebruikelijke

t{_(_ l\e}l 0.

[
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2. Som vax vectoreN. De beteekenis van het plus-
tecken wordt aldus gedefinicerd. Wanneer AB en BC
twee veetoren zijn,

B dan 1is:

A=A B et . ()

C Stellen dus de vectoren AB en BC twee
krachten voor, werkende op het punt A, dan wordt
de resultante gelijk de som der krachten.

Vergelijking (1) geldt algemeen. TLaat men C met
A zamenvallen, dan heeft men :

o = AD + BA
of R = e Y (@)
Deze vergelijking definieert het minustecken. Uit (1)
volgt dan nog:
Al — BG = AB of AGC 4+ CB = AB,

waarvan de heteekenis duidelijk is; bovendien
AG -+ CB + BA = o,

AB + BC - CA 0.

Bij het beschouwde geval viel het niteinde van den
cersten vector zamen met den oorsprong van den twee-
den. Zockt men de som van twee tegenover elkander
willekeurig geplaatste vectoren, dan mag men volgens
§ 1 de vectoren zoodanig evenwijdig aan zichzelve ver
plaatsen, dat de oorsprong van den eenen zamenvall
met het uiteinde van den anderen, waardoor men dif

geval tot het vorige terugbrengt.




| 3

3. Kortheidshalve stelt men de veetoren voor door

letters uir het Grieksche alphabet.
| Is ABOD een parallelogram, AB =« BC = 3
| AC = 7, dan heeft men :

AG = AB <+ BC = AD + DG

of y =a =+ A B =

1l

Optening is dus commutaticf,

4. De som van drie vectoren wordt gedefinieerd als
e vierde vector, die verkregen wordt wanneer men
ey derden optelt bij de som van den eersten en twee-

en, Dus, wanneer « B v de gegeven vectoren zijn :
E:;v-—l—{,ﬂ-!—:é) of 9 =9 4+ 2 + 4

i, ; 2 . , s

Ve Plaatst men de vectoren « 8 » zoodanig evenwijdig
&r .t ) o . -
W zich gelve, dat de oorsprong van 3 met het uiteinde

v ' itei
M 2 en de oorsprong van y met het uiteinde van 3

Zame .

“Wenvalt, dan zal de vestor dic den oorsprong van
et het uiteinde van verbindt, gelijk zijn aan 2.
i _ : :

Y de beschouwing van ecen vierthoek , ABCD, of deze

I o : o e
ten  ylak gelegen is of niet, waarvan AB = »

ez 3 UD =y AD =3 is, siet men terstond in dat:
U ) = 8ok a = B

0' al ]l L ¥ 3
Ilttlhng 18 dus associatief,

Dit resultaat met dat van § 8 verbindend, verkrijgt
Iﬂen: dat de som van eenig aantal gegeven vectoren
“le Waarde heeft, die onafhankelijk is van de wijze
ey groepering.

1*




5. Eveswiipice vicrorsy. De vector « kan ook voor-
gesteld worden door 1z of (+ 1)2 of bjj definitie door
2(+ 1); evenzoo de som 2 —+ & door 2z of #2 enz. In

verband met vergelijking (2) van § 2 volgt hiermit:

sm & 2n = mr = nz = (m &£ n) > =« (m =),

wanneer m en n geheele getallen zijn. De verme-
nigvuldiging van vectoren met geheele positieve of ne-
oatieve getallen is dus commutatief.

Is 3 = mz, terwijl m een geheel getal is, dam
noemt men @ een veelvoud van z, en z een onderdeel
van 8. Een veelvoud van een onderdeel van een vector i8
een gebroken van dien vector. Hieruit leidf men ge-
makkelijk af, dat bovenstaande vergelijking geldt voor
alle reéle waarden van m en 1.

Wanneer 8 = mz, dan is de rigting van den veetor
6 dezelfde ) als van die van «, 700 m positief rcéel
is, tegengesteld aan die van z, z00 m negatief recel is-

Definieert men, dat

)

e s '
als 3 = ma dan < ='m,
2.4

700 wiet men dat het quotient van twee vectoren, di
celijke of tegenstelde rigting beuitten, eene positieve of
negaticve reéle grovtheid is; zulk eene grootheid word®
door 1lamilton con scanAr genoemd.

1) Tiwee lijnen zijn cvenwijdig, wanneer zij beide evenwijdig zijn aan eené

derde Jijn: zoo worden gedeclten van dezelfde lin beschouwd als ool evenwijdis

aan elkander,
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6. De voorwaarde dus dat » en £ gelijke of tegen-
Sestelde rigting hebben, wordt uitgedrukt door de be-
tfﬂkki}lg:

x2-t+yBE=o0
Waarin x en y scalars zijn.

Verplaatst men deze vectoren « en 3 (zic § 1) zoo-
ﬂanig evenwijdig aan zich zelve, dat het punt O hun
Sleenschappelijke oorsprong wordt, terwijl OA = ¢,
QB = @, dan zullen de punten O, A, B op ééne lijn
_hgs%‘ﬁn. Denkt men zich nun de sealars x en y, of liever
.haar verhouding, veranderlijk, zoo zal, als = constant
'8, 8 den veranderlijken vector voorstellen, die het punt
O et eenig punt van de onbepaalde lijn OA verbindt.
1 (. VEcrorns T8 BEN VILAK. Zijn de vectoren = en

- liet gelijk of tegengesteld van rigting dan kan
X a4 ¥ @ niet gelijk nul zijn, maar moet gelijk wezen
fan tenigen derden veetor, dien wij — z » zullen noe-
Men , zoodat:

In gt geval bepalen = en £ de rigting 1) van een

Vlak .. e
K of eene vlakrigting.
i
-l
1

Dree veetoren bepalen mniet een enkel vlak; volgens § 1 toch kan men
T SEreve - ses 5 i
Wﬂlfl{ge‘ €0 vecloren zoodanig evenwijdig aan zich zelve verplaalsen, dat eenig
Clry
Ve g
"CtD!;(m
aI]t)erl

punt hun gemecnschappelijke oorsprong wordt. Door die verplaatsie
kan men een vlak brengen; daar «de oorsprong willekewig is, is ook
€ Tgling van de normaal bepaald. Maar cvenals men van den hoek,

rigﬁ: V?L.—l(en met clkander maken, sprccf:\:L., 1.-:an men, ;.lunl’{t me, ook \jan
“gt‘mg hfﬂr an een ylak en zon van een vlakrigting spreken, dzaymede eenige

di@n twe

et op de normaal bedoslende.
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Wanneer deze vectoren « gen » zoodanig evenwijdig
aan zichzelve verplaatst worden, dat zij den gemeen-
schappelijken oorsprong O hebben, terwijl OA = =
OB = £ 0OC =%, zoo is het volgens § 2 duidelijk
dat OC in het vlak ligt gaande door OA en OB. Zijn
« en B in lengie on rigting constant cn denkt men
zich de verhoudingen van x y en z veranderlijk, dan
het vlak AOB met O vector zijn, die eenig punt vau
zal v de veranderlijke verbindt.

Omgekeerd is vergel. (1) de voorwaarde, opdat drie
vectoren « S en o, zoo zij evenwijdig aan zich zelve
met hun oorsprong mnaar eenig punt verplaatst worden,
in één vlak liggen.

8. Ligt het punt C op de lijn, die de uiteinden
van OA en OB verbindt, terwijl

B AN T B =gl sl o A

ez

dan zal volgens §

zijn, terwijl 1 een scalar is. Maar

AC = »
dus e =,
of p—e = | (f—u),
waaruit volgens § 2 en § 5:

3 = (1-t) « 4~ L8




-
{

Aan den anderen kant moet de uitdrukking voor y
Van den vorm zijn:

5
Z

\,
I
I

B
=== =

o |

Hieruit blijkt, dat zoo C in de lijn ligt welke de
Wieinden van OA en OB verbindt,

e
7 Z
4 Rt B =1 [ (2)

Bestaat dus de betrekking (1), dan geeft (2) de
UWaarde aan opdat bij gemeenschappelijken oor-
Pfong de uiteinden der vectoren in éém lijn liggen.
Ukt men gich 2 en 3 als constante vectoren, ¢ en
& Verhoudingen van x, y en z veranderlijk, zoo geven
L) L (2) de wvergelijking van de lijn die door de

uj
telmlen van # en 3 gaat.

Ehmlneert men uit (1) en (2) achtereenvolgens ellk
e" g et

' Scalars X, y en z, dan krijgt men:

Y {0 . ) ; ~ % e

- \!“‘——;:) —+ gz (y—2) = 0 z {\gz—l';\) Sl (Ct-—-,:)) — 0

X (e—p) +3 B—)=o0....(3)

*z& vergelijkingen drukken betrekkingen nit tusschen
gm(‘uten van de lij

ijn AB; immers men kan er voor
hll.]‘fen

T3 AB 4 AC =z BC + x. BA = x. CA + y. CB,




waaruit volgt:

x v & m= BG-: CA : AB

o

De vergelijkingen (3) geven ook nog:

Vo -+ 2y e - X X2 - Y0
I e i N R S ﬁ:_m_ }/:_H.—_______.
¥ 2 Be 5 % X =y

Elk dezer laatste vergelijkingen drukt hetzelfde uit
als de vergelijkingen (1) en (2) zamen.

9. WILLEEEURIGE VECTOREN. Liggen de vectoren =z,
B en y, zoo zij evenwijdig aan zich zelve naar een
gemeenschappclijken gorsprong verplaatst worden, niet in
é¢én vlak dan kan x» + y8 -+ zy ook niet gelijle nul
ziju, maar moet gelijk wezen aan een vierden vector,

dien wij ud zullen noemen, zoodat:
en 1= §Bk ek nE = 0.4 5 . 1)

Ziin de verhoudingen der scalars x, y, z en u ver-
anderlifk en «, £ en » constante vectoren, dan kan ?
den vector voorstellen, die eenig punt der ruimte met
den aangenomen oorsprong verbindt. Omgekeerd, 200

5

van de overigens willekeurige vectoren =, @, », en ?
geen drie in hetzelfde vlak liggen, wanneer alle meb
den oorsprong naar één punt evenwijdig aan zich zelve
verplaatst worden, bestaat er tusschen hen een betrek

king van den vorm van (1).




AT

Zijn. day in bovenstaande figuur OA, OB, OC en OD
re ') r e X .

SP. de vectoren «, 8, ¥ en 3, DC" {| B'A’ [| CO enz,
00 zq] .

0D = 0A’ + OB + OC’
R v OB 2 OC

e — — = — zijn.

w. T 0A - u. OB u 0C

Men zict hiernit de beteekenis der coéfficienten in de
e ey sy, «

{’lgﬁhjkmg (1)

I 3 . _

" et geval kan zich voordoen, dat zoo men de vectoren
et dns : L :
l den oorsprong naar ¢én punt evenwijdig aan zich

Zely | =k o

i Verplaatst, de uiteinden der vectoren in één vlak

18ee : _ !
880, Dan zouden (zie § 2) de vectoren «—3, 6—3

tn . :
= in ¢n vlak liggen, zoodat volgens § 7 er

Sene 1 -
1 ertrekklng tusschen die veetoren zoude bestaan '
an

den vorm:

SHEd) b () o (=3 = 0. L (3)
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Dezen vorm mei (1) vergelijkende, zict men, dat
hieraan voldaan wordt, wanneer:

X g E U= 0 . e s A

Voldoen de vectoren dus aan de vergel. (1) dan is
(4) de voorwaarde opdat hij gemcenschappelijken oor-

sprong lhun witeinden in één vlak liggen.

10. Vecrorex-quorieNteN. In § 5 zagen wij, dat
700 « = m 3, terwijl m een positief of negatief reéel
getal is, @ cene rigting heeft gelijk of tegengesteld

aan die van «. Wij definieerden dan :

== [ S R 2 e L)

en noemden mef Hamilton het quotient van twee der-
gelijke veetoren een scalar. Wij gaan nu over tot de
beschouwing van vectorenquotienten, waarin de vecto-
ren geen gelijke of tegengoestelde rigting hebben.

Wil men cen nieuw begrip invoeren, zooals wij hier
wenschen te doen door het quotient van twee willekeu-
rige vectoren te beschouwen, dan moet het eerst i
overeenstemming gebragt worden met de begrippen
waarop het gegrond is; vervolgens mag het niet in
tegenspraak zijn met vroeger reeds vastgestelde begrip-
pen, waartoe het nieuwe begrip zich onder bijzondere
omstandigheden kan vercenvoudigen; dan blijft de mo-
gelijkheid mnog over dat de uitwerking van sommig®

operaties op dat begrip of het resultaat van sommug®
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“mbinaties van dergelijke begrippen onderling of van
del‘gelgke begrippen met andere niet volledig bepaald
7. Het begrip moet dan gepreciseerd worden door
ie uitwerking of dat resultaat bij definitic vast te
Stelley,

Het, begrip van een vectorenquotient moet dus in

“Yercepstemming zjjn met het begrip van vector, waarop
bt berust. Is dan o een vector in rigting en lengte
gelijk aan z, en ' cen vector in rigting cn lengte gelijk
N B 700 moet volgens § 1:

3

=2 =L =2 yin. ... )

24 &% & o

i .. L e
Een vectorenquotient is dus onafhankelijk van de

Wsolyte plaats der vectoren in de ruimte.

VBI‘VOIQ;Q.HS mag het begrip van een vectorenquotient
et gy, tegenspraak zijn met het in § 5 ontwikkelde
81D van een quotient van vectoren die gelijke of
tegengestelde rigting hebben.

Al -
Len vectorenquotient moet dus overgaan in een scalar,
Mneer de vectoren gelijke of tegengestelde rigting

1—.“( . o
!]gen; omgekcerd, zoo de vectoren niet hebben gelijke

of v ;
tegengostelde rigting kan een vectorenquotient ook
I‘Lie
teen gealar i,

Intllsschen is door deze voorwaarden het begrip van
Yectorenquotient nog in het geheel niet bepaald.

t zal dus verder bij definitie mocten geschieden.

11,

Derrsirrgs, - Om redenen, waarop wij later terug-




dan ook

dan ook

uit het vervolg blijken zal.
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ling gebruikt worden.

definieerd, dat, als

)
i,
(03

_H:q‘

f3——qz

Hieruit volgt, dat men heeft:

3
| /
o — 3

(/.4

q «

o

= :1'3 is. ¥

= WO AR R S R

komen , heeft Hamilton aan een vectorenguotient den naam
van QUATERNION gegeven; hij stelt een quaternion in het
algemeen door de letter g voor. De uitdrukkingen qua-

ternion en vectorenquotient zullen door ons bij afwisse-

De definities waardoor het begrip van een quaternion
verder geheel bepaald wordt, zijn door Hamilton mee-
rendeels aan de algebra ontleend. Intusschen gaat deze
analogic met de algebra maar tot zekere hoogte, zooals

Ten eerste wordt ge-

(1)

ais 1B
Omgekeerd krijgt men dan, dat ongelijke vectoren;

gedeeld door gelijke vectoren, ongelijke quotienten gevel:




Ten derde, dat

%00 g =qen q = qook q = qis.

Ten vierde, dat twee vectorenquotienten, die den-
| “lflen nocmer hebben, bij elkander opgeteld of van
| elkandep afgetrokken worden, door hun tellers bij el-
| kander op te tellen of van elkander af te trekken, en
| tie gom of dat verschil door den gemeenschappelijken
: Y0emer te declen. Men heeft dus:

v e ¥ 4+ £

il e sl SO e
& fes v

as 3 2 .
4 Sl peine el R

Hieruit volgt in verband met § 5, dat zoo m cen
O " . .
Stheg) positief of negatief getal is,
o5 ma £m

P L O
& & o4

D oot

een ecnvoudige redenering kan men aantoonen,
a p ,

b deze vergelijking ook geldt, wanneer m eenige
“alar s,

:

en vijfde, dat men teller en noemer van een vec-

0T o ; : :
WUotient met eenzelfde scalar mag vermenigvuldigen,

' 200 a4
ol 2
B om0 LSS i)
% mz

Te . :
“I zesde, dat het quotient van twee vectorenquo-
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tienten, die gelijke noemers hebben, gelijk is aan het
quotient der tellers, zoodat:

-

Ten zevende, dat de volgende vergelijking geldt:

-

waarin

p het multiplicatorquotient, %het multiplicand-

e

quotient is.

Dit geeft in verband met (9) en (10), zoo m een |
scalar is:
mea 3 m 2 3 A @

mq—=——. — == o —qm . (13) I
i & % o m-tx e  m-le 1 (

\
f
De vermenigvuldiging van een quaternion en een f
scalar is dus commutatief, |
Dat door deze definities het begrip van een vectorei-
quotient verder volkomen bepaald is, kan natuurlijk
ecrst later blijken.
12. Guvorererxkivees. Volgens (1) van § 10 mogen
wij onderstellen, dat de veetoren « en & van het quotient '
gemeenschappelijken oorsprong hebben. |
De voorwaarde, dat een quotient van veetoren, wiel
rigting gelijk of tegengesteld is, een scalar moet zijn;
eischt dat een quotient van willekeurige vectoren onaf
hm‘lkelijk zij van hun absolute rigting. Dit in verband

gebragt met (10) van de vorige paragraaf, krijgt mon




het resultaat, dat cen veetorenguotient alleen afhangt
Vil de relatieve lengte en de relatieve rigting
dev vectoren. De relatieve lengte wordt voorgesteld
oor een getal, de relatieve rigting door een hoek.
13. Zij dan OA = 2 OB = 3 en be-

B_~ schouwen wij het vectoren quotient

:q.

& |TQ

De relatieve rigting van OB ten op-
Zigte van OA wordt niet bepaald alleen door de grootte
Yan den hoek AOB. Zij toch OB' = ¢ een andere
Vectoy gelegen op den omwentelingskegel, die OA tot
S en hoek AQB tot halven tophoek heeft; en zij de
"gte van OB velijk aan die van OB. Dan zou wan-
2961- de reiatieve rigting van OB ten opzigte van CA
00r e

hehbey, .

grootte van den hoek AOB bepaald ware, men

T

P
—

s
T i)
@

133

Ity _ 5

. dat iy strijd is met de tweede definitie van § 11,
(‘La.
" £ en £ niet aan elkander gelijk kunnen zijn.

Wil de

relatieve rigting van OB ten opzigte van OA

b
I Paalg zjn, dan moet men behalve de grootte van den
0@
: k Aop 00k kennen de vlakrigting die door de vec-
0]_‘&11

&%

en 3 bepaald wordt; eindelijk nog de rigting

thide dld"l.l]lno' van OA naar OB. Om deze twee laatste

llﬂt
g
8N aan te geven, kan men zich denken een
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vector OC loodregt op het vlak AOB, zoodanig dat,
indien men zich langs OC met de voeten in O geplaatst
denkt, de draajjing vau OA naar OB zch als posi-
tief voordoet, dat is, bij de veronderstelling die wij
wenschen te maken: dat de draafjing geschiedt van de
regter- naar de linkerhand. Hierbij wordt vastgesteld
dat de hoek AOB, die de hoek van het vectorenquo-
tient heet, altijd kleiner dan = is. De ljn OC noemt
men dan de positieve as van het vectorenquotient ;
haar lengte wordt verondersteld gelijk te zijn aan de
eenheid van lengte; terwijl de draaijing van den noe-
mervector naar den tellervector om die as posifief 1s.

Een vectorenquotient hangt dus af van de relafieve

‘Jengte der vectoren, die gegeven wordt door een getal ;
van de grootte van den hoek dien de vectoren met
elkander maken: van de rigting der positieve as. Deze
rigting nu is bepaald, zooals men weet, door twee
polaire coirdinaten of hoeken. In het gehcel hangt dus
een vectorenquotient af van vier grootheden. Dit 18
de reden waarom Hamilton een dergelifk quotient met
den namm van quaternion bestempeld heeft.

14. Uit het voorafgaande volgt onmiddelijk , wal
neer OA = 2, OB = ¢, 0C = 7, 0D = § vectorel
zijn, die bij gemeenschappelijken oorsprong in ¢én viak
Jiggen en wanneer de drichoeken AOB en COD gelijk

vormig en gelijlclijlc geplaatst zijn, dat dan :
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Tmmers zijn de
relatieve lengte en
de relaticve rig-
ting van de vecto-
ren QA en OB in

alle opzigten de-

zelfde als die van
de vectoren QC
en OD.
Omgekeerd ,
wordt door de vee-
toren «, &, ¥ en 3
aan (1) voldaan,
zoo zullen de drie-
hoeken AOB en
COD  gelijkvor-

Iy e s ‘ '
g o gelijkelijk geplaatst =zijn, zoodat men kan

“hrjjven .

A AOB o« COD.

D(Hkt men zich dat om QA als as de veetor OB
Zicy 180 oraden draait en de plaats OB’ gaat innemen,
20 Zijn de drichoeken AOB en COD gelijkvormig bij

“lﬁtaud. Hamilton drukt dit uit door het teeken o’

bl
200dat >

A AOR o' GOD.
Men kKan

dus een vectorenquotient vervangen door
Cen

Mder vectorenquotient, waarvan de vectoren bij
2
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gemeenschappelijken oorsprong in hetzelfle vlak liggen

als de vectoren van het eerste quotient; terwijl als
noemer of als teller van dat nieuwe quotient eenige
vector in dat vlak gelegen kan aangenomen worden, en
de teller of de nocmer dan door constructie van gelijk-
vormige en gelijk geplaatste driehocken gevonden wordt

15. Een gevolg hicrvan is dat twee willekeurige
vectorenquotienten altijd tot cen vorm te brengen zijn,
waarbjj zij een gemeenschappelijken noemer hebben.
Deze noemer zal de rigting moeten hebben van de lijo
volgens welke het vlak, waarin bij gemeenschappelijken
vorsprong de vectoren vau het eenc quotient gelegen
zijn, een tweede vlak snijdt, dat bij gemeenschappe-
lijken oorsprong door de veetoren wvan het andere
guotient bepaald words.

Uit de vierde definitic van § 11 blijkt nu dat de
som of het versehil van twee en daarom de som van
éenig aantal willekeurige quaternions wederom een
quaternion is, dat zich evenwel tot een scalar kan ver-
ecnvoudigen,

Zijn van twee vectorenquotienten alle vectoren bl
gemeenschappelijken oorsprong in hetzelfde vlak gelegen:
~ of, zooals Hamilton het witdrukt, zijn twee vectoren
quotienten of quaternions complanair, zoo kan men
elken vector evenwijdig aan dat vlak tot gemeenschap-
pelijken noemer van die guotienten aannemen.

16. Uit de figuur van § 14 is duidelijk, dat, zo0

A AOB o COD
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Ook
A BOA o DOC en A AOC o BOD:
“0odat ,
2 2 ¢ : )
alSi: ’ dan oolx;Z%eui——-T . (1)
&5 o o d & o

17. Wij hebben in § 13 vastgesteld, wat de posi-
feve as en wat de hoek van een quaternion is. De

I8 altijd cen geheel bepaalde vector, wanneer niet
de Vectoren van het quotient dezelfle of een tegenge-
Stelde rigting hebben. In het laatste geval evenwel is
de ag onbepaald en kan elke vector, met de lengte één
aly Zoodanig heschouwd worden. Hebben de vectoren
VI het quotient dezelfde rigting, zoo is de hoek van
het Quotient nul; bij tegengestelde rigting der vectoren,

8 de hock gelijk .

2 3 v
18, Rrcieroke qusTERNIONS. Beschouwen wij het
untienf:
I s .
4%
.\Olg‘ens § 5 en (11) van § 11 mogen wij sehrijven:
e B e 1)
- ; == _lx -&—xﬂ Sap——s 'IE ..... ( )
M . 3 . . 8
en heeft dus dat = de reciproke is van = : men
| : @
Noa a2 o A '
“tag 7 en - reciproke quaternions.
Het Product van twee reciproke quaternions is ‘de
D&+ . 3 5
DOsitigye cenheid; immers volgens (12) van § 11:
i ;3 74
e mm s (2
JJ & % ( )
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De hoek van cen guaternion is klaarblijkelijk gelijk
aan dien van zijn reciproke; de positieve as of kort-
heidshalve de as van cen quaternion is tegengesteld in
rigting aan die van zijn reciproke (§ 18). Wij kunnen
deze resultaten door mnotaties, die uit zich zelve dui-

delijk zijn, in de volgende vergelijkingen zetten:
1 9
/_’a——:éq P = T MRS

Twee willekeurice quaternions ¢ en g kunnen wij
& _ 1

volgens § 15 altijd onder den vorm brengen :

2y
. % B
= @ =
s R

i ¢ A %4 - 1
q q:-/_/:,—_ ::q oo (4)
& % 2 q ‘
en g g = e, e 4B)

19. GLoONJUGEERDE QUATERNIONS. W anneer twee drie”
4B hoeken AOB en AOB', d1€

i
A > ' - ;
o in hetzelfde vlak ligge®:
// £ cen zijde OA gemeen heb-
/ ben, en gelijkvormig bY
0( {r X I 3 .
-y e A overstand zijn, dan noem?
. \
™ 3 lo quotienten o €
1 men de quotienten
\ 1 OA
e \ OB QUA(

N‘: Bf OL& GECONJUGEERDE




Nioxs, Hamilton voert de letter K in als karakteristiek

Yoor de conjugatie en schrijft:

OB _ 0B i
=i W = L n a2 e i e 1
o= %on - (1)
als A AOD o’ AOB . ... ... (2

Wordt het quotient 8§ voorgesteld door ¢, dan kan

en voor het uotient UB schrijven Kq.

0A
Omgekeerd, geldt vergelijking (1) dan geldt ook (2).
Het iy duidelijk dat (§ 13):

éqZLKCE ASq:—ASKq.--(g)

B ; -
Een gealar kan beschouwd worden als cen quaternion,
Waarvan de hoek nul of = en de as onbepaald is.

Dag: .
daruit volgt, zoo x een sealar is:
K S5 B 0 o o Wit Pl (&)

Is A" pet punt waar de lijn BB de lijn OA snijdt,
200 ga].

OB + OB = 20A'
el . : . £ ) . x
L dug volgens de vierde definitie van § 11:

EOA.’ r-')
OA

q+ Kqg=

. De som van een quaternion en ziju geconjugeerde is
.u.‘ A
> een sealar,
W. : j
Wanneer de hoek AODB regt is, zoo wordt OA’ een

|
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nul-vector en de som (5) cen nul-quaternion, dat wij

aok door het teeken o voorstellen, en men heeft:

Tk

S (6)

4

r[—F'I:\’q:D als £ q =

Dat ecn nul-vector gedeeld door een actuelen vector
werkelijk een nul-quaternion is, leert de volgende ver-
gelijking: : |

B
Ta
5
H

i

Men kan (6) ook omkeeren, zoodat:
L g = — als q +Bg=o.... (7

Een quaternion waarvan de hoek gelijk —’Z;— ig, noemt
men cen regt quotient.

20.  Wanncer twee vectoren, die gelijke lengte doch
tegengestelde rigting hebben, door een zelfden vector

gedeeld worden, noemt men die quotienten tegenge-

, ; 3 —8 e
stelde quaternions; B = of valgens (9) § 11
T & 7
{3 "'3 e ) i = = e6
— en — zijn dus tegengesteld. De som van twee
& 7

tegengestelde quaternions is nul; hun quotient —1. De
reciproken van twee tegengestelde quaternions, zijn,

zelve tegengesteld , zoodat (zie (10) van § 11):
IR

De assen van twee tegengestelde quaternions hebben




Ld

a
5]

tegengestelde rigting; hun hueken zijn elkanders sup-

Dlementen. of:

L(—q=n—Z£q, As (—q = As q.(2)
Wij mogen nu schrijven:
Kgq=—9q als £ q= -U,; ...... (3)

21, Het is duidelijk dat men heeft:
~(—qQ=gq; 1:(1:q =q; Kig=q.(1)

Vel‘volgens kan men mit een eenvoudige figuur aan-

toouen dat:
K(—qg=—Kg: K—=1:Kg....@
Z:Ki.:éq A K — = As g -« 018
%

Uit (2) volgt, dat

0o

7 -,
Z g G v -
i - el aelel =& (%)

o % 2 B

(% y . N

%2, Nogw. Het product van twee geconjugeerde qua-
T B a o
“tions wordt hun gemeenschappelijke norm genoemnd
Bl 4l ,

aldug aangeduid :

g =Ng . ... . o
De Uitdrukking is door Hamlton aan de getallen-

th
Borie ontleend.

i N ¢ 0 8
% dan g _ o 9B




en zij C een zoodanig punt op de lijn OA, dat
A BOG o AOD
en dus A BOG = AOB

700 heeft men:

3 OB 0B OB  OC OB 0

S 0A T 0A COA T OB T 0A T 0A
0B, 00 OC OB OB OB OB
NPT 08— 0n DA e ok Yoz

Daar OC en OA dezelfde rigting hebben, is hun
quoticnt gelijk aan het quotient hummer lengten, en
dus gelijk aan het quotient van het quadraat der lengte
van OB en het quadraat der lengte van OA (§ 3):

Zoo krijgt men:

F N R ﬁJ A 1'3’ ,"3 = IG o
Nq = Nkq = N =N = 8 K =
@& & e %
2
lengte van 3 2)
lengle van 2 . {4

23. Ravrares. Wij gaan over tot de beschouwing vad
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1

Quotienten waarvan de vectoren allen de eenheid van
lengte hebben; zulke vectoren worden door Hamilton
®enheids-vectoren, zulke quotienten radiale quo-
ten ten of radialen genoemd. Hier komt dan alleen
de relatieve rigting der vectoren in aanmerking, terwijl
beschouwingen over de relatieve lengte later volgen.

Is OA = » een vector van willekenrige lengte, dan
Wordt de ceuheidsvector die dezelfde rigting heeft, voor-
8esteld door U

_V'E‘-I‘plaatst men alle eenheidsveetoren cvenwijdig aan
b zelve met den oorsprong naar eenig punt O, zoo
Zfﬂlen de uiteinden van die vectoren op een bol liggen,
¢ de eenheidsbol kan gencemd worden.

! De positieve eenheid kan beschouwd worden als een
Hdiag] waarvan de hock nul is, de negatieve eenheid als
“*D radiaa) met den hoek .
, Is de hoek van cen radiaal * zoo heet het radiaal
£ regt radiaal
quith}‘?t ¥'901‘ de hand het 1‘,!1‘0(]1101: van twee gelijke
en 1, 011:.: het quadraat van dat quaternion te nocmen

schrijven
qq = q*

Dy 4
1t aangenomen zijnde, heeft men dat het quadraat

s

ran i ] i . :
ek reot radiaal velijk is aan de negatieve cenheid.

7T
TRy

(-)B = /] B \
_ﬁ‘) _0A OB _ DA _
L ) T 0 .

Mumers a1y » A0B =

—
=
——rt




Op dezelfde wijze is

2l \ \\ het gemakkelijk in te
i BN zien dat. het quadraat |
| \

' \  van eenig regt quotient
L s j\ (§ 19) een negatieve
T 0 ~ sgealar is.

Wamneer r een radiaal quotient is, heeft men:
- (2)

en omgekeerd, als (2) geldt, is r een radiaal quotient:

Wanneer toch OA en OB eenheidsvectoren zijn en

. _OB o 1 ) U_A o A
v=gpc 20 s =g oen A AOB ' BOA.
Eindelijk (§ 20 (3)): |
|
s gr=Tdmiskr =1 = _¢ .. 3 |

24. VzcrorBocEN. Zim wederom OA en OB twee ecil”
heidsvectoren met gemeenschappelijken oorsprong, zoodat

A en B op den eenheidsbol liggen, dan is het radiale quo-

tient 83— geheel hepaald door den hoog AB, die op det
eenheidsbol gelegen is. Voert men dergelijke hogen in al® i
voorstellende radiale quotienten, zoo moet in de eerst®
plaats de rigting van de boog in aanmerking genome™ \
worden en dus de boog AB van de boog BA onder
scheiden worden; de boog BA stelt dan voor het quo”

R O R 1) : wanl)
tient og 4K Op \@e (2) van de vorige paragraaf)

Vervolgens zijn dan bogen van ecn zelfden groofe®
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Cirkel | gie gelijke lengte en rigting hiebhen, aan elkan-
ex gelijk, en kunnen bogen van verschillende groote
Cirkely in het algemeen niet aan elkander gelijk zijn.
Wi Y zegpen in het algemeen omdat bogen van 0 en 180
Sfaden van alle groote cirkels onderling gelijk worden
(vergeliilc § 23).

Dergelijke bogen, die radiale quotienten voorstellen,
ﬁeten Yectorbho gen, waarvan men, even als bij de
Vep’t@l‘eu, een oorsprong en een uiteinde kan onderscheiden.

25, Propuct vAN RADIALEN. Door middel van vee-
leogm kan men het product of het quotwnt van twee

Helxeunoe radialen construeren. Zoo

1 - 0 At &
T -— {' == El ¥
7iin s
N dege quotienten volgens § 15 tot den vorm te brengen :
1 _ = il o
TR W g

d |
. Wee willekeurige radialen en evenzoo twee willekeu-
e
st quatunlons zijn dus altijd tot den vorm te brengen:

o

Beschouwen wij
nu het product
r'r waarbij (verg.
revende definitic
van § 11) 1’ het
multiplicatorquo-

tient, r het mul-

Q‘w

tiplicandquotient




: : 3 o
Ir::’B_ =L (1)
De vectorboog AC stelt dus voor het product 1'% |
‘Wanneer
bg AB = bg BA
bg BC = bg UGB is,
dan mogen wij schrijven
DS O g e DI
x OB = 8 B 0 v
en men heeft :
= f}%:%i: ; 442

et product rr' wordt dus voorg eld door de vectoX”

hoog C'A'.
Maar volgens § 24 kunnen de vectorbogen AC et

JD

(YA’ in het alecemeen nict aan elkander gelijk zijis
omdat zij in het algemcen nict zijn bogen van der”
zelfden grooten cirkel. Men heeft dus het resultad?

dat rr niet gelijk 1, of met anderc woorden, dat @@

vermenigvuldiging van radialen niect commutatl®
s TIntusschen heeft men altijd £ rr = Z rr', omd?

de lengten der bogen AC en C'A’ gelijk zijn; de &

van rr' is daarentegen niet dezelfde als die van rT.
Het product van twee radialen is wederom een radi®
aal, omdat zulk een product altijd door een vectorboo®

kan voorgesteld wozdenn.

, v . VA
Is L r= /1 = &4, 700 liggen de bogen AC en C'4
ad




LS

Y

- denzelfiden grooten cirkel, doch hecbben dan tegen-

sestelde rigting, zoodat (§ 24):

pr =K — 1 Ce e e (3)
g
aiS (_’_{ i — 4 ]_1' = _T.; ........ (!1')
St

n bovendien de quaternionvlakken AOB en BOC
0

I . F] IS i 7 B
00dregt op elkander, zoo is £ 1'r = % en dus (§ 20 (3))

r T i’ ..[ i -~
IF = Koty = - 5= — filsis (5)

s 41‘:41"_—_41”1’:%...(6)
§ Lig‘gen de vectoren z, 2 en » in hetzelfde vlak, dan
“Iet mey, gemakkelijk in, dat:
i ==
M dat vy evenalsy o' complanair is met r en r.

q ) b o
) “6. QUoTIENT VAN RADIALEN. V olgens (11) van § 11
16€ft ey, .

% 2 *
2 o 3

let radinal 2 wordt voorgesteld door de vector-boog

G 3 18 . PRy

» het radiaal % door AB; men ziet dat het quotient
Yan g :

die radialen door de vectorboog BC wordt gegeven.

8 1t hetgeen in de vorige en in deze paragraaf
5l ]_e, .
e iy, k

Yo an men nu de volgende regels afleiden
op

L het vinden van het product en het quotient van
SULETERE G . 3
Willekeurige radialen.
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Zookt men het product van twee radialen, die voor
vesteld worden door vectorbogen, dan verplaatst ren
de multipicandboog met het uiteindec naar cen snij
punt der groote cirkels, waarin de vectorbogen gelegell
zijn, en de multiplicatorboog met den oorsprong
naar dat snijpunt. De boog die den oorsprong van de
multiplicandboog met het uiteinde van de multiplicator”
boog verbindt, stelt dan het produet voor.

Zoekt men het quotient van twee radialen, dan vers
plaatst men de beide veetorbogen met den oorsprong
naar cen suijpunt der groote cirkels, waarin de vectorbogen
welegen zijn. De boog, die het uiteinde van de div i-
sorboog verbindt met het uiteinde vande divid end-
boog stelt dan het quotient voor.

97, Du rapiaven i, j ux k. Bijzonder belangrijk 18
de beschouwing van drie radialen, wier vlakken loodreg?
K




9P elkander staan.

Zijn OI, OJ en OK drie onderling

100‘1160‘15(‘ eenheidsvectoren , zoodanig dat de draaijing

M OT van OJ n

_ 0K

Qan yq)

ASir =
Laat verder:

aar OK positief i3, en stelt men :
{ = 0L 0]
0l T 0K " T or
OI, Asj = 0], Ask = OK.
O == — 0}
0 = — 0J
OR" = — OK zijn.

Dan heeft men:

I = 0K : 0 = 0F : 0K = 0K': 0J = 0J : OK':
=01 : 0K = 0K : OI'= OF : Ok = 0% - OF ;
k=0).0l=o0r:00 =0y : 0l = 0f - O
— 1= 0J : OK = enz.
— j = 0K : 0 = enz.
. — k = 0I : 0J = enz.
Hiepyis volgt:
i = (0F : OK) (0K : 0)) = — 1
| = (0J : OK') (OK' : OI) = 0J : OI = k
| Ji= (0] : OK) (0K : 0J) = OI : O] = — L.
Up dezelfde wijze vindt men:
i“"’::_,l = 2 B=—1 ... (1)
=k jle=i ki=]j - (2)
Jilie=._ - 3 kj=—1i ik=—] . (3)
| S
S lieita L G k=kk=k= 1 (%)
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De betrekkingen (3) volgen ook uit (2) door (5) en
(6) van § 2b.

Uit (4) blijkt dat de vermenigvuldiging van radialen
wier vlakken of assen loodregt op elkander staan, asso
clatief is, zoodat:

- ijk =ijk

Men kan de punten dus weglaten en schrijven:

Pl e . (5)

28. Versor. In § 23 stelden wij veeds vast, dat zoC
OA = een vector is van willekeurige lengte, d¢
eenheidsvector, die dezelfde rigting als « heeft , yoorge”

steld wordt door Uz

3 h 2 ! Us
s g — - een willekeurie quaternion, dan zal —,
1 & S U#

een radiaal zijn. Dit radiaal zullen wij voorstelle!
door Ugq, zoodat:
g U

z Uz

Om redenen waarop wij later terug komen, noem?

Tq= U B e o AN

Hamilton het radiaal Uq den versor van q, en evew
zoo den ecnheidsvector Uz den versor van = Bovendic!
wordt elk radiaal ook wel een versor genoemd.

Het is duidelijk dat
ZUg=2Lq A Ug= A3 q:..: . (2)

of algemeener:

(3

Zq =, qen As ¢ = As q als Ug' = Uq . .-

o N . JTleel
Bij den versor van een vectorenquotient komt allee

_ . 5 ; . Yenb
de relatieve rigting der vectoren in aanmerking. De#




Yelatiove rigting nu is volkomen bepaald door den hoek

I de as. Men mag dus (3) omkeeren en schrijven
Uy — Uq als £ q' = 2 q en As q-= As q .°. . 4

29, Volgens (3) van § 21 heeft men dus:

URq s 1 mad, T O B )
ten resultaat, dat ook uit een eenvondige figuur ge-
mﬂkkelgk tc bewijzen is.

Verder 18 ¢

. I | L

1 oy (1)

URq = Ulq of Uq.UKq =1 = NUq. . . . (3)

De N0rm van een versor is dus altijd gelijk aan de
}A S
l%lytle\"e cenheid,

V”]g'ﬁ]l»% § 23 en volgens (1) en (2) heeft men:

- | 1 ,. )
i —] = e ) I[ ) R o e ) (‘1*
Sl Ugq y q K : )

® Operaties U en K zijn dus commutatief,

18t i8 uit de definitic van het symbool U duidelijk,
at: _

.....




Kvenzoo dat:
Umq = Uq of Umq = — Uq . . . (0) !

naarmatc m een positieve of een negatieve scalar is.
Eindelijk door cen sealar te beschouwen als eeit

guaternion, waarvain de hoek nul of = en de as Ol ‘

bepaald is, krijgt men: |

Um = + 1 e e Bl

naarmate m een positieve of een negatieve sealar is.
30. Texsor. Is de lengte van een vector x d lengte
cenheden, 700 1s:

e = allz = Ua.a.

De erootheid a wordt door Hamilton de tenso?
=

van den vector « genoemd en voorgesteld door Ta:

zoodat
o == e le = Bzt « ¢ o5 (1)

De tensor van ecen veetor is dus altijd positiets
en van cen cenheidsvector de positieve eenbeid.

Moet een veranderlijke vector ¢ voldoen aan de Vel
gelijking :
ey 0 i e 48

zoo zullen bi] semeenschappelijken oorsprong de it
cinden van alle vectoren ¢ op den eenheidshol liggen !
(2) is dus een vergelijking van den genheidsbol.

Op dergelijke wijze 1s:




de vergelijking van een vlak door den oorsprong lood-

Deze  voorbeelden mogen doen zien hoc men door
alleey de lengten van vectoren in te voeren, verge-

IUleﬂen van geometrische plaatsen kan vinden.
Wij stelden in § 28

Uz @
Ugq = (i alg i = 5’

' het ligt nu voor de hand om te stellen:

l’ry

1= 13

ep

UTq te legen als den tensor van q.
Dﬂar nu

@ Tee Uz .
q = — Ter. 1, hecll men
=2 Tr-.} Up

| § 11 (31) :
| =Tq.Ug=Uq.Tqg . ... (3

4 M=t e s, (4)
1. Het ig duidelijk, dat men heeft,
. T-Kq:_;_xl‘q of T. 1qﬁ—~‘{ < (1)
. Naarm,

ate x een positieve of cen negatieve scalar is.

¢

. tensor vap een quaternion toch kan even als de
Ehg .

I LOI van een vector alleen positief zijn, zoodat dan
0_": .

¥ feg) i P e Sy (D)
’Du tensor van een sealar is die.scalar gzolf maar
DOsitiap genomen. Daarom :
Tl = T2 W= ot 9

%




Verder:

({) T ) — fo : T{

en volgens § 19:

Wanneer q = q

Tq = Tq Uq =

32. Volgens § 29 (3) is:

VR = —

|

Dit in verband gebragt met (5)

paragraaf, heeft men:

Kqg = Thq . leq —

en daar q =

Ng = qKq = (Tq)® 1

i \ R
./-
/./ \ dan is:
5B

Tq

Uq

i (Ug)®

Als A AOB o BOC

0B 0C =7,

374

/i B’//
// /_// \ \ en dus:
/ 5 \
s e

Zoo vervolgens

UAf = U.Z,

Zijn.

van

Tq . Uq, heeft men:

—-LJ

. (4)
(5)

de vorige
(1)
(2)




i
dan ig
_ Uy Ug Us i 9 o
S e )
T G L P L S
(iq) o rﬁ = TF/._ == TJG J (

Deze vergelijkingen vercorloven ons om zoowel voor
(Uge a18 U, q* te schrijven Uq?®, en evenzoo zoowel
Yoor (Tq)e als T. q* te schrijven Tq?; zoodat (2) nu
O¥ergaat in: |

r N, m,.a q T2 Al =
Nqg = qkq = Tq K‘E =gt % (D)
en (1) in:
= M0 N e
Kqg = By B L
83, Zooals wij reeds in § 25 gezegd hebben, kunnen
t)“a'e(.

willekeurige quatumons q en q altijd onder den
Yory gebragt mudou

|

é‘e]m
=2

q = q

e

Laog krij gen wij dan:

Ygge Ty _ Ty TB_
[‘.r' H_Tp r|1

U:V |:7 Uf
Uz U8 Uz

Intuh*cheu is volgens § 2b Uq' . Uq niet gelijk aan
LU et dus ook U.q'q niet gelgk aan U . qq'.

=Tq .Ty="Tq. Ty = Tqq . (1)

U.gq = Lllg s Wy L 4 @

3 A evenwel T . q'q wel gelijfk T.qq is. zoo volgt,
da

99 niet gelijk aan qq' kan zijn. De vermenig-
Vuldig

ny ¢

8ing yap quaternions onderling is dus niet ¢om-
atief,

Alleen wanneer de quaternions q en ¢




complanair (§ 15) zijn, is ¢'q = qq’. Intusschen is
steeds 2 q'q = £ qq.
Men heceft nog:

T.{(q.mq) = T.(mqg .q) = mTq'q ... (3)
als m een positieve scalar is;
N.qq=(T.qq?=Nq.Ngq= Nq.Nqg . (4)

Brengt men de¢ quaternions q en q tot den vorm

(§ 15)

(xl ! e
q 3 q =

zoo volgt daaruit:

Piq:99=Tg=Tqg U (qg:q) = Ug-:Ugq. . {5)

84. Zij wederom q = =, q = L—j dan 18:
: a 2
O Tl T E e
R A (1)
en volgens (2) van § 23:
Wlgg =0 — v L1 vl - wg.uug ... @
qq q q -

Door beide leden van de laatste vergelijking met
Tq'.Tq te vermenigvuldigen, krijgt men (§ 31 (5)): !
Kgq=Kq.Xq ........ (3) |
en zoo ¢ = q: ‘
K.q2 = (Rg® = Kg. . .. ... %)

Nog heeft men (§




Optelling van quaternions is dus commutatief,

Uit een eenvoudige figuur kan men inzien, dat
Eig+q=K +EKg.... ...

Zi toch OBDC een parallelogram, en O A’ een vector,
die in et algemeen niet ligt in het vlak van OBDC;

U vervolgens

m

S_ kB ¥ _gvx

fi= — ¢

& 3;" % .-Jdr @

DA"=2o O0B=32 O0G=, OD=3;
o

0B 4 — 00 ¥ — OD;

% zal OBD'C’ ook cen parallelogram ziju, waar-
[U'Ede (5

:
ah.

bewezen is.

Scacar. In § 19 toonden wij reeds aan dat de
g 4 Kq steeds een scalar is; de helft van die som
foem Hamilton de scalar van het quaternion q en deze

Wordy, geschreven Sq; zoodat
G ariBg =R =h g =250 0T e (1)
WaAruit terstond volgt:
SIS e (2)

)
13E%L‘hmmt men cen scalar als cen quaternion waar-

Vay
I de hoek nul of w en de as onbepaald is, zoo volgt
it
(4) van § 19:

“’anﬁ !
Leer x epp scalar is.
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Hieruit krijgt men verder:

Yervolgens (§ 19 (6)):
S =oals L q=2. ... .. .. (5)

L2,

Uit de figuur van § 19 Dblijkt, dat zoo OB met een

scalar m vermenigvuldigd wordt, dit ook met OA’ ge-

beurt; waaruit:

S . mq = mSq als m een scalar . . . . (6)
en

Sq =8 (Tq . Ug) = Tq . SUq . . ... (7)

Nog geeft (4) van § 29 en (2) van deze paragraaf:
Q o 1 1 :
SUg = BRUq 8 i BIF 2e  eg
q = SKUq S Uq U - (8)
!l

en dus: Sq = Nq.SE Pt

De figuur van § 19 dcet cok zien, dat:
8q = Tq.cos £ q SUq = cos / q. . (10)
Daar /£ q altijd kleiner dan = is (§ 13), is ook £4
geheel bepaald wanneer men SUq kent.
De nitdrukking : |
g B

& R
&

geeft nu de projectie van den vector 8 op de rigting
van den veector =,
Uit (7) van § 29 en (1) van § 31 is het duidelijk dat’
USq ==l TSque= & 8q 000 (1)
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o0 uit (4) van §19:
KSq = Sq = SKq. . . .. (12)
36. Is OBDC cen parallelogram en OA een vector
D in het algemeen niet
| /}ff\ in het vlak van
’ /./ j,/ / ‘\‘_ OBDC gelegen; 13
‘ /_/'/ 6 // / "“‘ ' verder OB’ de pro-
/f{/'/ ¥ ‘_/' I‘x,l jectie van OB op
: ’.‘|‘ /,-/ /./ \".‘. derigting van OA,
// n A B a| OC' die van OC,
/’ } / / | "\‘ 0D’ die van OD;
/ // ":l. l:". P stellen wij eindelijk
| /// et - D' OA = 2 0B=3g
| 0 L 0C=» OD=3en
q=~'[::— q"=%.,.....("1)
“00 i,

q + q =

*Dlo- 5T A . ‘
SCUS § 19 (5) en § 35 (1) is dan:

Sq' e [LG’

d L o
I 1 dﬂs:
! :
| § (g & q) = Sq. 2-5q
| Dol
|

Vﬂmn (

1 twee willekeurige quaternions kunnen onder den

1) gebragt worden; (2) geldt dus algemeen,
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In § 15 zagen wij dat de som van twee quaternions
altiid weder ecn quaternion iz, Daarom heeft men
door (2):

S. [q"+ (¢ +q)]=8q"+ S (q +q)=38q" + (5¢' +5q) (3)

maar daar scalars redle algebraische grootheden ziju.

mag men ook schrijven:
S. [q"+(q+q] = Sq"+5q¢ +8q . . (4

Men bedenke, dat wij nog niet bewezen hebben, dab
Q'+ +q=(@ +q)+q=q + q+qofl
woorden, dat de optelling van quaternions associatief 18:

Op dezelfde wijze als (2) bewezen is, kan men 00K

aantoonen dat:
S(q —q =8 —Sq ...... (D)
37. Uit (10) van § 3b is het duidelijk dat de scalal
van een quaternion alleen van den hoek en van dett

tensor van het quaternion athangt. Volgens § 33 is dus:

Sq = Sqq - . .. ... (D)
Zipn q = . q = 8 regte quotienten, en herinné’

ren wij ons wat wij in § 13 de as van cen quaternio!

noemden , zoo volgt:

als £ q = j Ugq :Uq = Uy:US = Asq': Asq . - (2

)
n ~ - Lp7d o} - oy g
Immers liggen dan o, 8, As — en As P in bet
144 (0




——— et

2lfde viak en is do hoek, dien 8 en » met elkander
Maken , gelijk aan dien tusschen Asq en Asql

Daar twee willekeurige regte quotienten tot den boven-
Saanden vorm te brengen zijn, heeft men door (7) en

(10) van § 35 algemeen:

S(q:q) =T (q:q).cos £ (Asq':Asq) . . - (3)
aly L(_{’:éc[_—_"; (—fi)
Zi:n ‘ ? i w T *, u P .

4= "-, q = 5 twee regte quotienten,
&
200 4 Uy S i

zal U.qq = T8 — Asq : (— Asq) . . . (B)

Tnmer liggen dan, zooals door het teskenen van
¢ y y, Sop
o eenvoudige figuur nog duidelijker wordt, », £,

A5 ey Asgq in hetzelfde vlak, en is de hoek tusschen

I
(1) ’ - % '
‘I % et supplement van dien tusschen Asq en Asq'.

Uit (B) volgt nu:

Sqq = — Tq'q.cos £ (Asq : Asq). . . . (6)

alg -

i éq‘:Lr[I%.......(u
38,

In § 32 hesehouwden wij reeds het quadraat van

! Quaternion. et is terstond in te zien, dat:

il ﬂ_[]_g .

SU, (%) = cos 2 2 g =42 (80 — 1 .. (2
S =26y —Tg" ... (3)

In gq ontwikkelingen komt de vitdrukking (Sq)2 meer

€n




4
voor dan de uitdrukking 8 (¢?). Hamilton slaat daarom
yoor te schrijven:

(BqiE = T Ty ta (4)
en S (q3) =

¥ 5]
-
2
Y
(ehy |
o’

........

89. Beschouwt men een driechoek OAB, zoo leert
de planimetrie:

(T.AB)2 = (T.0A» — 2 (T.0A) (T.OB) cos £ AOB —+
(T.O0BE . .. (1)

Door te stellen ¢ = 8—5, krijgt men:

AB 5 Gy
oA — T

Deelt men nu de Leide leden der vergel. (1) doo¥
(T. OA)?, zoo geeft deze (§ 30 en (10) van § 35):

Tlg—1)P=T¢ — Bg+ 1. .. (2

of N@—1)=Nqg—28q+1....0
Door q in —q te veranderen, heeft men nu ook:
N(g+1) = Ng-+ 28q +1. ... (4

) . 2 s
Brengt men q' en q onder de vorm - en = zoo 18
Y & &

o) (7 2\ 8 248 8. _y+f_
(v({ +1) 1] _(E_*—]) = —B— = ==
. qg-+q...(®)

Volgens (4) is nu:

Ve g= N (_q ) 1)Nfl:Nll;+? Ng 5 :{[ -+ N

q

|




Maay [(6) van § 35, (4) van § 18, (6) van § 32,
(2) Yan § 35 en (8) van § 34]:

i

NgS (E[ = 3q % = S.qKq=2=.. qKq’;

“00dat :
N (q + q = Ng + Sqgkq +Ng ... (6
Gaat et quaternion ¢ in een scalar x over, 00

Wordt (6):

N (g + » = Nq -+ 2x8q + «,

1 -
' Welke ve ergelijking (3) en (4) zijn opgesloten.
4‘0- Evenals wij in § 30 aantoonden, dat men door

t‘('h]klll%ll tusschen tensoren geometrische plaatsen
Lan

Vomstellen mogen een paar voorbeelden doen in-
Zien

hoe dit ook door vergelijkingen tusschen scalars
quammoub kan geschieden.
]J ¢ een \’thtlldellgkb, o een constante vector. dan

Wordy aan de vergelijkingen :

e R S S
.

da‘a“ door alle vectoren, die bij gemeenschappelijken
1p1““g in het vlak liggen loodregt op de rigting
Yo, % (1) is dug de vergelijking van dat vlak.

Venzoo g bij gemeenschappelijken oorsprong van

Uep
Vector & ep de vectoren g,

.
=
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de vergelijking van het vlak dat door het uiteinde van
= loodregt op de rigting van « staat.

De vergelijking

D — ==l e e . (B
i (3)

is die van een bol waarvan de veetor £ cen middellijn i#

De twee vergelijkingen :

| 2 LA L
& 0

geven dus den cirkel volgens welken de bol (3) doot
het vlak (2) gesneden wordt.

Aan de vergelijking

wordt voldaan door alle vectoren, die aan het stel (4)
voldoen. Zoo bovendien een veetor voldoet aan (9):
voldoet ook elk veelvoud of onderdeel van dien vectors
(6) is dus de vergelijking van een kegel van €%
2% graad, die op den cirkel rust, welke door het stel
(4) wordt gegeven.

De twee vergelijkingen

(o)
2

Lo el e

7 8]
;‘.r:;,
oo

®
=

geven dan een spherische kepelsnede.
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41. Vieror Een vector OB kan altijd ontbonden worden
B in twee vectoren waarvan de

e =B eene evenwijdig is aan een
| anderen vector OA , en waat-
| . van de tweede loodregt op
de rigting van OA staat.
v
‘ ~ Zij dan BB = OB" lood-
fegt Op de rigting van OA, zoo zal

OB = OB + BB = OB + 0B" . ... 1)
S 11 (7))
0B __ OB OB .,
\T (]—OT—OT_*_OT ...... (2}
Ny o
IS (§19 (5) en § 35 (11)):
o o
O =i

i

e, ie
OX 8y wat wij cen regt quotient genoemd hebben.

Uit (2) volet dan dat elk quaternion bheschouwd kan
Worge, als

de som -van een scalar en van een regt
Wotieps,

Dit regte quotient wordt door Hamilton de
8oy 6+ . "
Ok van het quaternion genoemd en voorgesteld door

b zoodat in het algemeen:

q=281 + Vg =Vqg + Sq..- (3
P &
1 scalar als een quaternion beschowwende waarvan

€ ho
ek nul of % en de as onbe paald is, krijet men:

VX = ¢ als x een scalar . . . . .. (4)




§ 30 heeft men nu:

SNq=V8q=o0........ )
Zoo:
q = q
is ook:
S =Sqen Vg = Vq . .... (6)
Wanneer Z = 3 15 Ng ="l b 0 (7)

Vergelijking (5) kan ook omgekeerd worden, zoodat

als 5q = o, is q een regl quotient . . . . (8)

als Vq = o, is q een scalar . . . .., . , . (9)
Iet is duidelijk dat
Y¥q = Vq Vxq = xVq als x een scalar. . . (10)

Uit § 19 (6) en uit de figuur van die pamgl‘&ﬁf
volgt dat:

KVq = — Vq — VKq — qu_é_ ..... an
Bq =8¢ — Vg ........... (12)
q—Kqg= 2Vq........... (15)

Vergelijking (10) geeft :

Yq = Tq. VUq Nl TRg - 0 2 (14)
Maar TVq = 140 = Tq. sin £ q. ... (15)

T, 0A

Volgens deze laatste ver, w?lglunrr en volgens (5) van
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2N A8 i — T 1 /
TVUq = sin £ q = TVU TR (16)
Z0odat (§ 35 (10)):
(8Ug? + (IVUqp2 =1 . ... (A7)
ol S + (TVq)2 = Tq? = Nq. ... (18)

Tntusschen is @ 23 (1):

(UVUq)? = — 1
(VU([)E _ (TVU({\'I:! (V’q‘)g =i (TV({)E (19)

n

Hamilton sehr jit voor (Vq)* kortheidshalve ook Vg,

teryy JLV (¢*) door V.q* wordt voorgesteld.

Zoo gaat dan (18) over in:
Ng=8¢q¢ — Vg2 .. ..... (20)
42,

he e
o Tlake door O dat loodregt op de rigting OA staat,
Do iy e geprojecteerde figuur OB'D'C' ook een pa-

Iej()ﬂl

Projecteert men cen parallelogram OBDC op

‘am.  Daaruit volgt:
Y +@=Vqg +Vq..... (1)

" 9D dezelfde wijze krijgt men:
V. Vi@ —g=Y — Ygq. .. » . (2
9" - @+ =Vg¢"+ V(g + @ =Vq' + (Vq -+ Vi) (3)

deneu Vq' en Vq de vectoren zijn van twee qua-

tLI
Mons | en wij stellen :

e Vg — Tgsin £.q t =TV = Tq'sin £ ¢
x =/ (Asq' : Asp,
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zoo heeft men (vergelijk § 37 (2) en (5))

V' @ Vg = (FPVq : TVq) (Asq': Asq) .-« & o - . (4)
Vq-Yyg = — (TVq . TV Asq @ Asq) = &« « o (2)
S (Vq' : Vq) = t't—t cos x; SU (Vq' : Vq) =cos x (6)
S (Vq.¥Yq) = — ttcos x; SU (Vg .Yy =—cosx. (7)

S Y =2 2V V) =% —X .. 2 (8
TV (Vq' : Vg) =ttt sinx; TVU (Vq': Vq) =sinx. (9)
TV (Vq.Vq) = t't sinx; TVU (Vq.Vq) =sinx . (10)

43. Inpex. De as van een quaternion is, zooals wij
vaststelden (§ 13), een eenheidsvector, zoodanig, dat
voor iemand die zich langs dien vector met de vocten
in den ocorsprong denkt, de draaijing van den divisor
naar het dividend positief is. Is het quaternion een
regt quotient, zoo noemt Hamilton den wpux van dab
quotient een vector, die de rigting heeft van de-as, €
waarvan de tensor gelijk is aan den tensor van het
quotient.

.. BOO s

Zij dan ] e

re| 3

Iy = TqAsq Tlqg=Tq...... (1)

Daar altijd Z Nq = % en AsVg = Asq,

zoo zal ook :
IVq = TVqAsq. . . . . . . .. (2
Maar, zocals uit de definitie van de as duidelijk 151

heeft men in het algemeen:

AS = — As (— qQ) = — As i:— AsKq. . . (3)
q




200dat .

Mg VK= % e ) Y % . &)
&n

g — Vg — — T (— Vg) —— NVq.I ‘x';{{ .. (5)

De vergelijkingen (4) en (5) van de vorige paragraaf
Vg : Vg =1Vq' : INq. ... ... (6)
Y4'Vq — — (IVq. TV (UIVq : UIVg) — IV - 1% )

Laten wij nog opmerken dat een regt quotient geheel
hepaald is door zijn index, zoodat wanncer de indices
Vf"“ twee regte quaternions aan elkander gelijk zijn
e regte quaternions zelve ook aan elkander gelijk zijn
i Omgekeerd.

% Iz OBDO een parallelogram en OA een ecn-
leldsvector loodregt op het vlak van OBD(, zoodat :

T

B o o 5 =
‘454_4?—‘4:4*‘2_’
g = » 3,

%00 k , ; . 3 : y
Unnen de quotienten — on twee willekeurige

egta

X

e . s o

quotienten q en q voorstellen, terwijl = dan
o

iy Som g,

Lagt OBD'C een ander parallclogram zijn in het-

Zalf; ]
fde vig) en verkregen door OBDC om OA als ag

[

1 o
( Positieve draajjing van cen regten hoek te doen
Mergaay.

Dan i1g:
i~ @ , . - %\'
B =1P o' — 2L of s= 1=
74 @ {1

4%




zoodat :

1 (g + q) = lg + Ig als/ir[:4q':2..('l)'
Dus in het algemeen (§ 42 (1) :
¥ (¢ - q) = Wgr = INg . .- (2)
W —q =INq¢ — INgq. .. .. (3)
IV [q" + (¢ + @] = I¥q" 4+ (IVq' + IVq) . (4)
Maar de index van een regt guotient is volgens zijd
definitie een vector, en § 3 en § 4 leeren dat de op-
telling van vectoren commutatief en associatief is.

Wij mogen (4) dus schrijven:

IV [q" + (o +q)]=IVq"+ Vg +1Vg) = AVq"+1Vq) + [V
— Vq" + IVq + IVq = IV [(¢ + ) + q] =
V@ +q+q...0
Daar door den index een regt quotient geheel be-
paald is (zic vorige paragraaf) volgt hier ook uit:
Vq' + (Vq + Vo = (Vq' -+ Vg) + Vg =Vq' + Vq' + Vg =
Vg = Vg 4+ Vgq' = enz. . .. (®
of in woorden :
de optelling van regte quotienten is commutatief €
associatief.
In het algelﬁeen (§ 15 en 36 (4)):
q + (@ + P=8[q" + @+ @]+ ¥ [q+ (¢ + D=
Sq" + Sq +Sq + Vq' + Vq' + Vq = (@' + q) + 97
q+q+q =enz. ...D
Optelling van quaternions in het algemeen is dus

commutatief en agsociatief.
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Hons alle zoodanig evenwijdig aan zich zelve verplaatst

Wanneer de vlakken van drie of meer quater-

Worden, dat zij door één punt gaan, en wanneer die
Vlakken dan een lijn gemeen hebben, noemt men die
QUaternions collineaire quaternions. De assen van die
aternions liggen in één vlak omdat alle loodregt staan
b diec gemeenschappelijke lijn. Zijn omgekeerd de assen
Yan drie of meer quaternions in één vlak gelegen, zoo
“in de quaternions collineair.

Oﬂmplanaire quaternions (§ 15) zijn ook als eolline-
e te heschouwen; een scalar, als een quaternion
Waarvan de hoek 0 of 7 en de ds onbepaald is, is
“llineair met elk tweotal willekeurige quaternions. Zoo
M do sealars en de vectors Sq, Sq', Vq, Vg van
tee willekeurige quaternions collineair.

De geconjugeerden van collineaire quaternions zijn
Wederoy, collineair.

6. Disrprsurmys meenscrap vig VERMENIGVULDIGING.

; ¢ collineaire quaternions zijn altijd onder den vorm
8
luengen:

{3 ' o g i &
== ] = — (J == ——
} o= =& q = | 5
Wagn £k . > - .
s de rigting heeft van de liju, die de quaternion-
Vla]{ken

\ gemeen hebben, zoo zij door één punt gaan.
ley hee ‘

ft dan:

SUEEEEATE P o P o




of (g <= qitg” =g A ggdsatie €))
Evenzoo bewijst men:

q—o q =499 — qq" . - . - - (2
Daar de geconjugeerden van gelijke quaternions wederom

aan elkander gelijk zijn geven (1) en (2) (§ 34 (3) en (6) )

Kg' (Bq + Ki) = Kq'Kq' -+ Kq'Kq. . . (3)
Kq' Kq — Kq) = Kq'Kq — Kq'Kq. . . (4)

De beschouwde quaternions q, q' en ¢ waren wille-
keurige collineaire quotienten; volgens de laatste alined
van de vorige paragraaf zijn Kq, Kq', Kq" dus 00K
willekeurige collineaire quotienten.

Wij mogen daarom schrijven:

@+ =qq+qgq. ... ..., (5)
q(@—9 =99—q"q......(6)

Uit (1), (2), (5) en (6) volgt nu, als q”, q",qend

vier willckeurige collineaire quaternions zijn:

@+ g =g ) g @
— q'q + qq+ q'¢ + q'q. .. (7)

of in woorden:

de vermenigvuldiging van collineaire quaternions i
distributief.

Daaruit volgt reeds terstond, dat:

qq = (39 4+ Vq) Sq + Vq) = Sq'.Sq 4+ Vq.5q +

Sq'. Vg £ V' Vg . 5 .« (&)
¢ = 3¢* 4+ 25q.Vq 4 Vg*. . .. ()




i

515)

47. Beschouwen wij nu drie regte quaternions q,
9 en ", zoodat:

L= 2L ¢ =Z q" ==
Dan is (5 43 (7))

i i : . ! - 1
(a +f{}({$l(‘[”+L{)'[?

=3 (Iq” : I(i[) e (Iq’ | j{) = qa'q + q'q. (1)

Hleruit volgt:

Kq (Bq" 4+ Kq) = Kq.Kq” 4+ Kq.Kq. . . (2)

U g 0ok :

q@ + O=0q a4 . ... . (3)
Daay altijd :

J

LV =2V = 2V = Qf—
t Cn, wanneer q, q en q' willekeurige qua-

I) (:Vq” o T‘qu} Vq ol V(.lﬂ.vq o5 v(—lf‘vq AR (!1)
Vg (V" += Vq) = ¥q¥q" 4 Ya¥q . . - (B

—

—

Drigry a“.:m- 3f“f"J'C van den heer J. Versluys ,,Démonstration nouvelle de la pro-
Wagy, 'Df”“’«\'& de la multiplication des quaternions'” Archives Néerland. T, VII,
Co W i de volgende paragraaf terugkomen, om er dat bewijs aan te ont-
tienLen “:rc]L 00k in het voorbijgaan de distributieve eigenschap der regte quo-

WeZen op een andere en schijubaar eenvoudiger wijze dan dit door.
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Volgens (8) van § 46, (2) van § 36, (1) van § 42,
(1) van § 44 cn volgens de twee laatste vergelijkingen
heeft men nu, wanneer q, ¢ enq” dric willekeurige

quaternions zijn:

(" + q) q =
5"+ q).Sq4+- V(" + 9989+ S(q"+ ). VgV (¢"+ ) Vq=
5q".5q + Vq".8q 4~ Vq.8q" + ¥q".Vq + Sq.5q + Vq'.Sq -
Vq.8q 4+ Vq'.Vq =
q'q + qq . . ()
Door de geconjugeerden van de uiterste leden dezer
vergelijking te nemen, en te bedenken dat Kq, Kq el
Kq" evenzeer als ¢, q en q' willekeurig zijn, komf

men tot de vergelijking:
q@ + 0) =qq¢" +q9 ... ... (D
Uit (6) en (7) volgt nu, dat algemeen:

2020 =2q9q « .« .....(8)

Hamilton gedaan wordt. Intusschen mag dit bewijs bijna geen aanspraak op bt
naam maken, omdal bekend verondersteld wordt dal:

Vq' ij’: . Vg’ -+ Vg"
Vo TV T Vg

L e . ; ~epld
Daar nn W evenzeer cen regl quotient is als Vg, wordt bekend vcrL')lldP.l':T-'-l

wat later bewezen wardt,

Bovenstaande vergelijking volgt dan alleen onmiddellijk uit de vierde definiti®
van § 11, wammeer men, wal [lamilton eerst aan het einde zijner beschouwinge?
aver vectoren en vecloren-quotienten doet, terstond den index van een regt quer
tient met dat regt guotient indentificeert, Dat het geoorloofd is dit te doeis
kan intusschen eerst blijken, wanneer men de wetten kent, waaraan de operali®
Cp vecloren en quaternions en de combinaties van vectoren en van qua.tcm_i:ﬁ_‘ll;:
onderling gebonden zijn. Ik meende dagrom van het bewijs van Hamilton P2
te mogen afwijken.




48. ASSOCIATIEVE BIGENSCHAP DER VERMENIGVULDIGING,
Drie willckeurige radialen of versors Uq, Uq' en Uq”
Ky tot den vorm gebragt worden (§ 25 en § 14):

U-’\

r} Wi UI
I I RS o R |
T Uq = Uq : (1)

= T3’ 05
Waariy, bij gemeenschappelijken oorsprong van alle vec-
torey 173 cen cenheidsveetor is, gelegen in het vlak,
dat door U8 en Uy bepaald is. Us heeft dan
uatuurlij]; de rigting van de lijn, volgens welke het
Vak gaande deor US en Uy gesneden wordt door het
Vlale van het quaternion q.

Men mag nu schrijven, als m en n twee scalars
4 § 0.

Uy = mUd + nlB

Z00gat (<
“Odat (5 11 9) en (10)):

Ve - U3 S Rl Us )
q = Vo i 3 S =8 =S
Vg = *ﬁ%

en g
S 11 @3y, § 47 6y en ()

Uqg".Uqg' = m [[j% 4+ n %;T ....... (2)
Uq'.Ug = m ll% S tﬁ- ....... (3)

Pit gy § 33 )
{’Uq".‘l?q'}.Uq =1 :TE 1 Bi— g;‘} e (4]
U(IU.(UI.['qu) = B]; 4+ n IL:% Ei e (9)




of:

{(Uqg".Uq).Ug = Uq".(Uq'Ug) . . . . .. (6)

waaruit verder volgt, ook krachtens § 33 (3):

(0"9)q9 = ¢"(¢"q). - . . . ... (7) l
dat is:
de vermenigvuldiging van drie en daarom van eenid
aantal willekeurige quaternions is associatief.

Wij mogen nu schrijven:

(g“9)q = ¢"(7.9) = q"d'q. . . .. (8)
Dit bewijs voor de associatieve eigenschap der quater
nionvermenigvuldiging is door den heer J. Versluys £¢
geven in het stukje, dat ik in de noot van de vorig® |
paragraaf reeds aanhaalde. ITamilton geeft van di°
eigenschap vier bewijzen , op een waarvan wij nog tertd’
komen, maar die alle veel minder eenvoudig zijn dan dit
& i
49. BETREKRINGESY TUSSCHEN WILLEKEURIGE REGTH
quorieNtey. Beschouwen wij drie willekeurige guafe®”
nions q, q en q” en stellen wij:
v=Vq v =Vqg v =Vq'...1)
zoo zal (§ 25 (3) en (4), § 35 (1), § 41 (13)):
Kvv=vv Sviv=2 (v 4w) Vev—=:=(@Fv—w). &
Schrijven wij kortheidshalve:
Sv'v = g, Wy = v,
z0o heeft men:

2 Wy, = v'v, — v 0 — V5 — 5%
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0 door optelling :
4 Vv”v1 =¥ (v, +5) — (v, Fs)v'=v'vv—vivy' . (3)
Wegens de associatieve en de distributieve cigenschap

er ‘1ua,tm nionvermenigvuldiging is:

Vivy — vy — (VY VY v — v (' vy =
2 Sy'vihyy — 2 vSvly = 2 vBulv' — 2 v'Sy'v.
200 wordt dan (3):
Vov'v, = Vv'VWwy = vSvv' — v8v'v . . . (&)
Daar 1y (§ 41 (10) en (7)):
Y.v'Sv'y = v'Sv'v = v"8vy),

]‘ %
Coft men .
‘J.V'lvrv = \FSV’V” o V;SVHV + "T,FSV\F' = (-J)

Z& vergelijking komt bij vectorentransformaties elk
“0genbli +

]-_)a‘ar.

00T
de indices van gelijke regte quotienten aan
e‘ - 2 : —

der gelijk zijn is (§ 43 (7)):

1 i
Iy, = Nv'v =1 (Iv’ ; l?) ..... (6)

et
ey I; staan resp. loodregt op het vlak van

~vl

Y

Sijq

en . o .
e, N zoodanig geplaatst dat de draaijing om dien
Ve

’Q‘tﬂ r Vr

€
% op het vlak van v

en Iv' liggen. Iv, is dus evenwijdig aan de

Iv, loodregt op het vlak

Yolgens welke de vlakken van v’ en vany elkander

1 , T )
M I npaar Iv positief is; cn dus de
""."

g van —_ Iy naar Iv' of van Iv' naar Iv. De

a3 ¢
Oc : ! <k .
h vy L is tegengesteld in rigting aan die van v.
ki . gy &




Vervolgens is (§ 43 (1), § 42 (10))
TIVy'y = TVy'v = Tv.Tv. sin x = Tlv.Tlv. sin'x . . (%)
waarin X evenals in § 42 de hoek is dien de assen en
dug de indices van v' en v met elkander maken.

De index van Vv'v heeft dus ecne lengte, welke zieh
tot de lengte-eenheid verhoudt, als de inhoud van het
parallelogram, gevormd door de indices van v' en V,
tot de vlakte-eenheid.

50, 'Wij hebben (§ 35 (5) en (6)):

Sv'v'v = Sov'(V'v - Sv'v) = 8.v'"Vv'y = 8§ (W'vly) . (1)

Volgens (6) van § 37:

Sv'viv = Sv"'Vv'v = — Tv'.TV¥'v.cos £ (Iv" : 1V'y) . (2)

IVv'y ‘staat (zie vorige paragraaf) loodregt op het
vlak waarin bij gemeenschappelijken oorsprong van vee
toren, Iv' en Iv liggen; 2 (Iv":IVv'y) is dus de hoek
dien Iv" maakt met de normaal IVv'v op het vlak van
Iv' en Iv. Dat vlak deelt de ruimte in twee deelen:
ligt Iv" in hetzelfde gedeelte als Iv'v, zoo is die hoek
scherp en de cosinus van dien hoek positief; ligt Iv" B
het andere deel, zoo 1is die hoek stomp en de cosinud
negatief, Denkt men zich Iv" geprojecteerd op de 1ig-
ting van Iv'v, zoo zal in het eerste geval de draaijins
van Iv naar Iv om die projectie evenals om Ivy PO
sitief zijn, (zie vorige paragraaf); in het tweede gevzﬂ
zal de draaijing van Iv' naar Iv om die projeetic negd”
tief wezen. Kortheidshalve kan men ook spreken vatl
daarmede De

een draajjing - van Iv' naar Iv om Iv",
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doelende de draaijing van Iv' naar Tv om de projectic
Yan Iv” op de normaal van het vlak waarin Iv' en Iy
ligoen, Zoo zal dan de hoek:

Z (V' 2 IVv'y)
Scherp of stomp wezen, naarmate de draaijing van Iv’
Maar Iv om Iv” positief of negatief is.

Krachtens (1) van de vorige paragraaf is de abso-
lute waarde van het tweede lid van vergelijking (2)
gelijk aan de verhouding van zesmaal den inhoud eener
Pyramide, die gevormd wordt door de vectoren Iv", Iy’
®0 Iv, tot de eenheid van inhoud.

Het tweede lid van vergelijking (2) wordt positief,
“00 de draaijing van Iv' naar Iv om Iv” negatief is;
Uegatief, zoo die draaijing positicf is.

Laten wij nog opmerken, dat zoo de draaijing wvan
I+ naar Iv om Iv" positief of negatief is, dat dan ook de
dl’*La-ijing van Iv naar Iv" om Iv' en van Iv" naar Iv'
" Ty positief of negatief is.

Door sommige lijnen te beschouwen als negatief te-
Senover andere linen, hebben veel formules in de meet-
kuyy g algemeencr toepassing gevonden. Om nog meer-
dere formules algemeen geldig te maken stelt Hamilton
Y00r onderscheid te maken tasschen A OAB en A OBA,

0 evenals in § @) wij definieerden :

ABb = — DA
te stellen :

A (.]J‘KB e, (e i"_-. DBA
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Vervolgens slaat Hamilton voor eene pyramide OABC
positief te noemen, wanneer de draaijing van QB naar
OC om OA ncgatief is; diec pyramide als negatief aan
t¢ nemen, wanneer de draaijing van OB naar OC om

OA positief is. Zoo wordt dan :

pyr. 0ABG = pyr. OBCA = pyr. OCAB = — pyr. OGBA =
~ pye. OBAG = — pyr. OAGB . (3
en men heeft, dat
Sv'v'v = 6 x pyr. OP'PP is . . .. (%)
en dus naar grootte en tecken zesmaal de pyramide

OP PP voorstelt , wanneer:
0P =Iv" O =1Iy' OP =1lv. ... (9)

91. Zijn q, q en q” drie willekeurige quaternions
z00 heeft men door de associative cigenschap der quater=

nionvermenigvuldiging en door (1) van § 87:

509 = 8 (@99 = S (¢9.0) =S (¢.q9") = S (qq"¢)
en dus:

Y i

0 9q = Bgqq’ = Sqq'q’ - ¢ .« . . (1)
Deze vergelijking is gemakkelijk uit te breiden voor
het geval dat men het product van meer dan drie quater-
nions heschouwt, en men komt tot het resultaat datde
factoren van een quaternionproduct onder het scalarteeken
cyclisch mogen gepermuteerd worden.
Gaan de willekeurige quaternions in regte (uotiented

v, v/ en v" over, zoo wordt (1)

SYVY = Svwv' = Sw'v' .. ... (2)




een vergelijking die in overcenstemming is met hetgeen
wij in de vorige paragraaf zagen in vergelijking (3).

Maar die paragraaf leers ook dat:
Sviv'y = — Sy’ = — Sviv = — Sw oL L (B)

Dit resultaat kan ook regtstreeks uit (2) verkregen
worden. Immers volgens (2) van § 35, (3) van § 34,

€n (3) van § 20 heeft men:

Sy'v'y = SK (v'v'v) = S(Kv.Ev.Ey") = — Sww'v"

Ligeen Iv’, Iv' en Iy in &n vlak zoo wordt het
tweede lid van (2) in de vorige paragraaf nul en men
heeft .

S e DR e P

Omgekeerd, als (4) geldt, zoo liggen Iv", Iv' en Iy
o } \ t ? te )l o} :]
In één viak.

Daar volgens (3) van § 34 en (3) van § 20:
By'vly = — WY w5 50w (D)

kan men ook schrijven (§ 35 (1) en § 41 (13)):

3}

fiz bl

Qo — — Qyy'v' = L (V”VJV = Ry (G)

Vv'v'v = 4 Vwv'y" = L (v'v'y + wv') . (T)

52, SravpasrpvorMEN. Keeren wij even terug tot
le beschouwing van de drie radialen of versoren van
3 27, wier vlakken dus loodregt op elkander staan.
De index van cen regt radiaal (§ 43 (L)) i8 gelijk aan

d . g
I as van dat radiaal, en daarom volgens § 27T¢

li=01, Ij=0§, IKk=0K...®
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Het is intusschen mogelijk (§ 9) elken willekeurigen
vector IVq te brengen fot den vorm:

Wq = x.0l + y.0J + z0K..... (2)

Uit (1) van § 44 en uit de laatste alinea van § 43
volgt nu:

Wg=1@ 4 3] +2zk) . - ... (3)
Vg = xi + ¥ + 7k = ix 4 Jjy 4 kz . .. (4)

De vector van eenig willekeurig quaternion kan dus
altijd tot den vorm (4) gebragt worden , die door Ha-
milton de trinome standaardvorm genoemd wordt.
Stelt men de scalar van datzelfde willekeurige quater:
nion door w voor, zoo heeft men (§ 41 (3)):

G —=rw e ix 4 Jy k2 e ()

Dit is de quadrinome standaardvorm, waarto®
ollc willekeurig quaternion te brengen is, en die regt
ctrecks aantoont, dat een quaternion in het algemeet
van vier scalars afhankelijk is (§ 13).

Doet zich omgekeerd een quaternion ¢ onder den

vorm (5) voor, zoo is:

]

g = w_en Vg = ix 4 Jy + kz;
Kq = w — ix — Jy — kg3 TVq = (¢ + ¥ + Zg)é;
UVq = (x + 5 + ko) : (& + ¥ + 2%
TG = Iy, e U, R %e)%;
b= ,»(W +oix 4 Jy + ko) s (W 4+ X+ ¥V A 2)*; en

U

Een der bewijzen nu, welke Hamilton van de assy”
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Clatieve eigenschap der vermenigvuldiging gecft, wordt
verkregen door te stellen:

= W4 ix 4 Jy + kz
q =w - ix | jy 4+ k&
q =W 4 ix 4y ke,
Uit de wetten die de regte radialen i, j en k (§27)

Volgen, wordt dan aangetoond, dat :

q.0q = q"q.q is.
53. QQUATERNIONS ALS OPERATIESYMBOLEN. De eerste
definitie van § 11 was, dat

als B

&

= q dam B = q=

Men kan daarom q ook beschouwen als een operatie-
Symbool, waardoor cen vector z in een anderen veetor
B overgaat: dic operatie bestaat dan hicrin dat zij den
Veetor » den hoek q doet draaijen in het vlak van q
“0 duos om Asq en dat zij vervolgens de lengte van =z
Y¥en zoovele malen grooter doet worden als Tq lengte-
“nheden bevat. Het is duidelijk dat het resultaat het-
“lfde is of men den vector cerst laat draaijen en daarna
de vereischte lengte gecft of dat men eerst de lengte
Yan « verandert en dan de draaijing doet plaats hebben.

Beschouwt men een radiaal als operatiesymbool , zoo
be%taat de operatie allcen in een draaijing ; dit is de
Yeden, waarom ITamilton (zie § 28) ccn radiaal ook cen

Versor noemt en Uq leest als den versor van .
5
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Op dit oogenblik zijn wij nog niet in staat de wuit-
drukking gz te interpreteren, tenzij dat = in het vlak
van q ligt. Spoedig zullen wij zien, door welke definitic
die interpretatic mogelijk wordt.

54. RECIPROKE VECTOREN. Wanneer tusschen fwee vee-
torcn » en 2 de vergelijking bestaat:

e B e s fEE
noemt men 2 de reciproke van » Waarom die bena-

ming ingevoerd wordt, zal in een volgende paragraat

blijken.
Uit (1) volgt (§ 5 en § 30):
e = — Uz T2l =1 : Te
en duos:
U 4 U=t Exle=1....(2
@ — — Uz’ : Te' . .. .. .. (3)

zoodat « ook de reciproke van 2’ is.
Zij evenzoo B de reciproke van 3, dan heeft men
(§ 32 6):

(5! Te U3 N % B K 2 7
—E T T == o e A . (4)
@ B Uz (& & IS

Hamilton schrijft, als « de reciproke van x:
o — Rz . . .. .. R (E))
zoodat (4) ook geschreven kan worden:

RB v @
% R

55. Propuct vax vecroreN. In § 10 en 11 hebbel




Wi, zooals uit al het voorgaande blijkt, het begrip van
60 quaternion geheel bepaald. Een quaternion js een
Vectorenquoticent: deleer der quaternicns is dus eigent-
ik cen deel van de leer der veeforen. Wij hebben de
Vectoren nog niet in alle combinaties onderling be-
Schouwd. Er is namelijk door ons nog geene bepaalde
heteekenis gehecht aan het produet van twee of meer
Yectoren. 'Wij mogen die beteekenis bij definitie vast-
Stellen, mits deze niet in strijd is met de vrocger ont-
Wikkelde hegrippen. )

Hamilton stelt nu als B en « twee veetoren zijn (mie

Yorige paragraaf):

Bz — B : Rx waarin R — — Uz : Ta. . . (1)
Het product e van twee vectoren wordt nu beschouwd
als eep quaternion, waarvan de teller gelijk is aan den
Multiplicator B, en de noemer aan de reciproke van het
WNultiplicand «.
Men Lieeft nu ook :

B = et BB .. s (@)

%odat (zie vorige paragraaf (6)):
’ &1 2 o H 3
p’x — e — = h}d;;'i ...... ( )
R R3

Waaryjt verder (§ 35 (1) en § 41 (18)):

882z = L (Bx 4 «B) = SaB . . . . .. (4)

-h‘_‘____-_—._

) Zeel‘ 1)e[aug|-ijL is het stuk van Crassmann 5_.,SLH‘ les différents genres demul-

Hpli .. T = ..
PHeation» Crelle Bad, 49, waarin hij voornamelijk het oog heeft op zjn Ays-
[]'ehlnu‘.g_q

lehye, Met de leer der quaternions is hij blijkbaar geheel onbekend,

5*




Vﬁocz;;(ﬁx——aﬁ)z—‘/'xﬁ... .

Evenzoo is (§ 34 (6)):
&+ =R+ @) RB RE T RB

oy a’r' r (7 {3
LN L
Kpet " Mg~ R«

_|_Tﬁ-;: B 4 Ba. . . (6)
Op gelijke wijze vindt men:
(a'-]—&)ﬁ—_—w';ﬂ_[-aﬁ........(7)
zoodat de ve-rmenigvuldi_ging van vectoren distributief is.
56. Wij mogen 00k schrijven :

By o= — TEATEN (B = o) wu v w (1)
waaruit volgt:

Te — T8Tx Uz = — vl —vaUs ... @

Verder is (§ 8b (10), § 41 (15} en §43 (3)), wanneet
< de hoek is, dien de vectoren z €N A bij gemeenschap-

pelijken oorsprong met elkander maken:

QPox = Saff = — TA.Tz cos % . + « . (3)
TVEz — T@.Ta sin X. . .« o0 o (4)
AsBr — As [— TBI«U@E:2)] = — As £ w5
o

Uit de laatste vergelijking volgt, dat de draajjing

om de as van het product van twee vectoren, van dep

multiplicator naar het multiplicand positief is.
Vergelijking (4) toont aan, dat T'VEz oelijk 18 aan

den dubbelen inhoud van den driehoek OAD.
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Staan 8 en = loodregt op elkander, zoodat x — %:
200 1s:
S — Saf — 0 VB — Pa. .. .. (6)
Zijn 8 en = evenwijdig, zoo is:
TVA: — 0 V8 — 0 $82 = Bo . . . . (T)
Hieruit heeft men, wanneer men het product van twee
gelifke vectoren het quadraat van dien veetor noemt en
% = a? gtelt:
Saf — a2 Y — 0 .. . e (8)

Vervolgens heeft men uit (1) van de vorige paragraaf:

o — — (T2)? — — Na U =—1 ... (9
T.f.‘k’.g — Nﬂt (— (TDS)P —| Tﬂz ....... (10)
U.Gﬂg = o /_[ = (UG’.)2 = Utxz T e B S (1 1 )

Waarbij wij in analogie met quaternions, het quadraat
Van den tensor eens vectors, diens morm noemen.

27, Is ¢ een veranderlijke vector, die voldeen moet

5

% de vergelijking:

%00 volgt hieruit:
No = Nz Tp = Tz
" (1) is dus bij gemeenschappeliken oorsprong van
Vectoren de vergelijking van een bol, waarvan de straal
gelijk is aan Te
De vergelijking :
(g — )P e e s 2)

8t " 21N s
elt voor ecn bol, die bij gemecnschappelijken oorsprong




van vectoren het uiteinde van 2 tot middenpunt en de
lengte van 2 tot straal heeft.

Wij zouden nog meer dergelijke voorbeelden kunnen
geven van gcometrische plaatsen die voorgesteld worden
door betrekkingen tusschen vectoren; maar ons hestek
laat dit niet toe.

58. Rrerr «uorTiENTEN EN INDICES. Yolgens § 43
wordt een regt quotient volkomen door zijn index be-
paald. Stellen wij het regt quotient, waarvan - de
index is, voor door het symboel I ~'e, zoo volgt (§ 43):

PR ()

=1z — 173 als 2z — |
volgens § 44 (2):
IR ey =1 A e L s
volgens § 3, § 4 en § 44 (6):
Ao B =8 e ITe + T8 =1-8 - =l (8)
(@0 LB fo=24+ B+ (a4 7@y Lo =
=% = {1="8 A I My i o (4)
volgens § 43 (1), wanneer m ecen scalar is:
12me = ML 725 o« > win wils e 50)
volgens § 5 en de distribut. eigenschap der quaternion-
vermenigvuldiging, wanncer m en n scalars zijn:
me =nz = (m =n) «; ml =1y t+nl—ta = m=tn)l1z; (G)
volgens § 43 cn § 44 (2):
dxl=12 = o als Ixa — o; ... (1)
volgens § 43 (6):

I3 iR e By 5 s e AR




-
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Yolgens § 43 (7), § 55 (1) en 45 (1):

vt o 'J o 1 .
J: 1;’3.1 1.';5 — ]6’ 3 [ I_l_;g — |3.RI l __lzx,
Magy-
RI _1‘ L e i o J, e —ly Az ,J =
=, = As = “]—la = — TI=%2. Az =

TI 7% As 172 = [17'2 = &
N dug:

I=@ltene 8wy, o' o0 5 2w ()

Ligt de vector z in het vlak van het quaternion g,

200, b 3
90 kan men q altijd tot den vorm brengen q — .
% (r4

Men heeft dan voor het quaternionproduct gl —'» ((4)

v . . -
"8 deze paragr., § 18 (4) en § 48 (8)):

; i

3 1
=1 = | - | ) — 545
gl “ = - | o« = -

hlrg (l—lﬁ)—ll —l‘.x’ =t '[«—1}-3;
“odat (§ 11 (1) en (2)):

as q g dan 8 = (= 73 = ql "2 . (10)

T‘r
Verder heeft men volgens § 11 (7) en (8) en volgens

e ey o . : ’
distributieve cigenschap der quaternionvermenigvul-
dlging.:

&/\‘

=+ i ‘}’ir:l,. | e I_Ifg I_I?’ =+ 1_1’3’ (,1/1)

— =
— =

o = 4 » ]ilm — Ib;_i:‘,’ |

Vole :
leeng § 11 (10) en § 38 (1):
|

@_ _ mf =2 ml—'3 (12)
& mx’ = = ml % e
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Volgens § 18 (4) en de associatieve eigenschap det

quaternionvermenigvuldiging :

EI}: ’ I”lﬂ'ﬁ]f‘_y I”lw_ It _’l__ 1=t 1 __]_1?’
Il It 1% 173 17 =g~ -8’

zoodat (§ 11 (11)):

: . (14

59. De vorige paragraaf lecrt ons, dat men in
elke vergelijking, waarin vectoren voorko-
men, deze vervangen mag door de regte quo-
tienten, waarvan zij de indices zijn, mits
men alle vectoren op die wijze vervange.

Met andere woorden: men mag in de ontwikkelingen
de veetoren identificercn met de regte quotienten, waar”
van zij de indices zijn. Hamilton laat nu het symbO'ﬁ’l
I eenvoudig weg, zoodat « zoowel kan. beteekenen de
vector « als het regte quotient waarvan o de index 18;
of « een vector is of een regt quotient, de ontwikkelingc?
blijven dezelfde en het resultaat zal op twee wijzen
interpreteren zijn door wederom « of als veotor of als
regt quotient te beschouwen.

- In § 41 zagen wij dat in hef alpemeen een quaternio™
gelijk is aan de som van een scalar en een I'th-qu,otieﬂt'
Het is thans duidelijk waarom Hamilton dit regt quoti@ﬂt

den veetor van het quaternion noemt.
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Wij kunnen nu ook een beteckenis hechten aan het
Product van drie of meer vectoren, als zijnde het pro-
duct van drie of meer regte quotienfen; evenzoo aan
het product van een gquaternion en een vector, die niet
I het viak van het quaternion ligt, dat nu het produect
Yan ecn quaternion en een regt quotient is.

60. Wij kunnen nu schrijven (§ 23 (3)):

Be — — Ua i Taim s Ta= == 2=, (1)
Us @
“odat de benaming van de reciproke van « voor den
Vector —Ue : Ta zijn regt krijgt.

Wanneer a, B en y drie willekeurige vectoren zin,

beeft men nu (§ 49 (4) en (5)):

VoVBe = aS8y — BSyeee . . . - . . (2)
Ve = 288y — B8 4 o528, . . . (3)

In ’¢ kort, alle vergeljjkingen welke vroeger voor regte
Wotienten hewezen zijn, gelden nu voor veetoren.

De uitdrukking VgBe stelt nu een vector voor loodregt
o de vlakrigting die door « en 2 bepaald wordt, zoo-
dani%‘ dat de draaijing om dien vector van S8 naar o
Dositief js,

M(’etﬁn de veranderlijke vectoren ¢ cn o' voldoen aan
e Vergelijking :

Vo'o — constante. . . . .. . . . (4)
“00 bepa.len zij eene constante vlakrigting.
Laten we nog opmerken dat (§ 23 (3)):




61. GromrTRISCHE PLAATSEN. In § 9 zagen wij, dat
z00 «, (3 en » drie constante vectoren zijn, elke wille-

keurige veetor o tot den vorm te brengen is:

Q:Xﬂ.’.yﬁ.{_m/..,.....(f) ,

Bestaan er tussehen de scalars x, y en z drie hetrelkin-
gen, zoo zijn X, y en z bepaald en ¢ is een bepaalde vector.

Bestaan er tusschen de scalars x, y en z twee he-
trekkkingen, zoodat x, y en z alle functién zijn van eenl
veranderlijke scalar t, zoo vormen de uiteinden van de
vectoren ¢ een geometrische plaats en stelt (1) cen
kromme voor, altijd natuurlijk bij gemeenschappelijkel
corsprong van vectoren. Men kan dan namelijk slechts
op twee wijzen van uit cen punt van die geometrische
plaats naar een nabijliggend punt komen, door t den
aanwas 4t of —4t te geven, ‘

Bestaat er tusschen de scalars x, y en zslechts ¢éne
betrekking, zoo kan men op oncindig veel wijzen val
een punt der geometrische plaats naar een 11al)ij1iggen(1
punt komen en (1) stelt een oppervlak voor.

62. Zijn de scalars x, y en z alle functién van de
veranderlijke scalar t, zoo kan men schrijven:

i 0 RS e S S (1)
omdat met elke waarde van  cen bepaalde vector over
eenkomf.

Zijn ¢, en o, twee vectoren, resp. corregponderende met

de waarden t, en t., zoodat:

g1 = 1 (ly)




200 zal:
ol —— 0= f (tzl) e f (t1>
2 igting' en lengte de koorde voorstellen, welke de
Wteinden van ¢, en g verbindt.
Algemeen heeft men:
g de=1T{ g, ....- (2)
Waarin 4, de koorde iy die de uiteinden van o en
¥ 4 verbindt, en 4t evenals t een scalar is.
Uit (2) volgt:
dp = f(t + 4t) — (1)

dg  I{t 4 A1) — (1),

_— 3

4l Al
g ; i
. Cmt 4t ep daarmede Ao af, zoo krijgt men aan de
lll'niet;
do .'
=% = f'(t).
(H L=

Iﬂtusscheu heeft de elementaire vector do de rigting
A Qe raakliin aan de kromme in het punt dat met
U"Greenkmnt; daar dt een elementaire scalaris, heeft
0k de vector f'(t) de rigting van die raaklijn

Het i4 duidelijk, dat als d* = o, ook

dﬂ o ].5 i
dtg = (1 {1?? — L e

Bovo 1 12 13 d
Vendien ziin ¢, %Y enz. evenals =% vectoren.
jn 5.5+ g enz evenals =
Is .
¢ de veranderlijke vector van een punt, dat zich
EWon.. e .
8L, en t de tijd, zoo zal, als ¢ = f(t), de snel-




heid in de baan in rigting en grootte voorgesteld wor-

den door %‘1} — 45l

Door Hamilton wordt, evenals door meer Engelsche
schrijvers, het differentiaalquotient _ﬂ% ook geschrevell

: ik :
alg D,e of Do, _((1752 als DI of D% enz.

Het is gemakkelijk in te zien, dat een vectorfunctie
van de som van twee veranderlijke scalars, in het al
gemeen kan ontwikkeld worden volgens de reeks vaPl

Taylor, zoodat:

\ , At2 ¢
@(t —+ A1) = o(t) + Jt.g'(l) + 199 (t) 4-enz. . (3)

/ il tr"_t i
of: =&+ - ¢ + (—12—) of + ens. . (%)
/ t2 ‘r =
en 6= e+t + yg ¢ + o . (B
of :

- / t i ts e K
0t = Qo + 1 [Qo =19% T 7323 % e enx.] . (6)

12

" ¢ " ) 7] t i (Y
f=g+ W +7g | + 7 & +enz.] . (T)

De notaties g, ¢o, 6o €nz zijn uit zichzelve duidelij¥
63. Wamneer P en Q twee punten zijn van €%

kromme

zoo kan men altijd stellen:

ot = 0 + teo + L tug .




waarin u een quater-

/7\/’ nion is.
/ N Q Is toch OP — @0

0Q =¢ PT=t0, zo0-

e datPT derigting heeft

der raaklijn in P aan
Cy de kromme, zoo zal :

00 = 0P + PT - TQ;

wanneer dus

= r-F-g, 3
) Qo
\D zal (2) geldig zijn.

Uit (7) van de vorige paragraaf blijkt dit ook; im-
Mg _ ,
UeI8 als men stelt (verg. vorige paragraaf):

e

u=14 -t 0SSR L et (8)
g0 :

2] g . .

A die vergelijking in (2) overgaan. Kortheidshalve

e o ! r
llen Wij voor e,, ¢, enz. schrijven ¢, ¢ enz.

04
Men kan door P en Q een cirkel leggen, zoodanig
At de lin PT in P ook raaklijn aan dien cirkel is.
‘] C het middenpunt van dien cirkel, N het voetpunt
Yan de loodlijn QN, wuit Q op PC necrgelaten; 1) het

e punt waarin de cirkel door de lijn PC gesncden

=

Worp

Q . Z00 heeft men, wanneer de kromme in het punt
0 : .
ok Convex is ten opzigte van het punt O

PN = Ul (4)

o
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Immers is V. (TQ.PT) cen vector loodregt op het vlak
van den cirkel, zoodanig dat de draaijing om dien vector
van TQ mnaar PT, en dus van TP naar TQ (§ 60)
positief is.

V.(T0.PT)

Verder i1s: BT

een vector gelegen in het vlak van den cirkel, loodregt
op de rigting van PT, zoodanig dat de draafjing daaro™
van PT naar V.(TQ-PT) positicf is (§48). Verplaatst
men dezen vector met zjjn oorsprong naar I, zoo zict
men gemakkelijk in, dat hij aan dezelide zijde van de
raakliju ligt, als de nabijgelegen punten van de kromme:
Zijn lengte is de lengte van T'Q vermenigvuldigd met de
sinug van ~Z PTQ en dus TQ sin £ PTQ. Hamilto?
stelt namelijk de lengte van cen vector AB dikwijls
voor door AB. Daar TQ nu gelijk is aan ittug” ¥
vergel. (4) bewezen.
Men heeft ook:

PO — #p" 4= 2 800") . %\ o o7y o (5)

e e = 2
zoodat, daar PN.PC = — PN.PC en PQ? = — PQ
(§ 56, (9)):

LB e BBO A )

Als t kleiner wordt en tot mml nadert, leert (3) dat

: . . o s i
1 in de eenheid overgaat. Aan die limiet, waar Q of
P dus zamenvallen, wordt (6) (§ 56 (9) en (8) 1

§ 55 (5)):




L Voo _ Vo'’ e -
o= o= L e e

1 L e e R e _7'1._ DE\Q

P = ¢ Vo'e = V. Tain (8)
De veetor 'Olf’ wordt door IHamilton de krommings-

Vector genoemd, omdat de tensor cr van aangeeft, wat
Men gewoonlijk de kromming in het punt P nocmt.
De reciproke van dezen tensor is dan de kromtestraal

1

Yoor het t P. Men ziet dat .-
pun en ziet dat

de rigting heeft
Yan de hoofdnormaal in P,

64. Beschouwt men den veranderlijken vector ¢ als
B . :

I functie van de lengte der boog, die cen vast punt
v . :

an de kromme met het uiteinde van ¢ verbindt, zoo

1
kayp ;
M men om dit aan te geven t door 8 vervangen en

Selrfjven .

Dan wordt intussehen %—9 een eenheidsvector, omdat
ds

lengte van den elementairen veotor dg altijd gelijk is

e

dan g . :
"t de lengte van de elementaire boog ds, en men heeft:

TA(s) = comst. = 1. ...... @

Q In een volgende paragraaf (§ 66 (11)) zullen wij zien
% iy (2) volgt:
LG () == 0 o « 0w = w5 (3)

it W (§56. ®) £'(s) en f(s) loodregt op elkander
F -'ﬂ,&ll. :

20064
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Maar (7) van § 62 geeft wanneer t tot nul nadert:
ir o 12
() =lo —e— ] 5 oo (%)

Dus liggen de vectoren £(s), f'(s) en g —¢ in het
zelfde vlak, en heeft dus volgens (3) f(s) de rigting
van de hoofdnormaal; bovendien is volgens (8) van de
vorige paragraaf de lengte van f(s) gelijk aan de ¥¢
ciproke van de lengte der kromtestraal, omdat f'(g) eet
eenheidsvector is en loodregt op f(s) staat (§ 42 -

65. Dirverextianey. In de vorige paragrafen heb-
ben wij de gewone regels van differentiatie kunnen 10
passen, omdat allecn een scalar als onafhanlkelijke vel"
anderlijke optrad, en dc veranderlijke vector expliciet
als een functie van die scalar gegeven was.

Maar in het algemeen zullen in de lecr der quatel
niong de gewone definities van differentiaalquotiente™
en afo"eleldc functién niet toe te passen ziju, omdat de
quaternionvermenigvuldiging niet commutatief is.

Hamilton heeft daarom gezocht naar een definitie 700~
differentialen, welke toe te passen is in de leer der
guaternions, en bij scalars ons terogvoert fot de gewon?
differentiaalrekening.

Zoo wordt dan door hem gedefinieerd:

Simultane differentialen zijn limicten val
equimultipels van simultane en afnemend?
veranderingen.

i ; : .4 1e
Deze differentialen worden aangeduid door de letter i
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Plaatsen vé6r het symbool van cen variable. Het eigen-
dardige is hier, dat de differentialen eindig kunnen zijn.

Laten wij bijv. beschouwen de scalarvergelijking:
Y ] XE.

Wanneer 4y en 4x corresponderende veranderingen

Zin, zoo is:
Ay = (X 4 45 —x* = %&xgx L (d%)%

Beide leden der vergelijking met n vermenigvuldigende,

kri\]%‘t men :
ndy = 2nxdx + n—t (ndx)

Om nu tot de simultane differentialen te komen, moet
Men ax en Ay doen afnemen; maar men kan te gelijk
" doen foenemen, zoodanig dat nax een willekeurige

“Paalde waarde behoudt, bijv. a. Zoo zal aan de limiet

Voo .
YO 4x — o en n = o volgens de definitie
dy — QX(L

A R 5 . : ey
t_mf Intusgchen is o de willekeurig aangenomen differen-
‘l'r 5
fal van x en men heeft:
dy = 2xdx.

IC{ ® 0 " . -
% dx cindig aangenomen, zoo is ook dy eindig. Men
et ;
5 d

at men voor de verandering 4x ook kan schrijven
n ""Id
X,

A]gemeen zullen wij definieren, dat de differentiaal
an :
®CN scalar, wederom een scalar is.

“eft men cen vergelijking van den vorm:

Q= Flg, v...)

ozl
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waarin q, 1, enz. quaternions of sealars zijn, dan zal:

dQ = lima [F (gn~'dq, r4n=tdr..) —F (q,r. )]

Hicrin nu zijn dq, dr enz. simultane differentialen, |
die alle willekeurig kunnen gekozen worden, wanneer q
r enz onderling onafhankelijk zijn; bestaan er rclafies
tusschen ¢, r enz., dan bestaan er ook evenvele betrek-
kingeu tusschen de differentialen.

Volgens § 52 (5) kan een quaternion altijd tot den
vorm gebragt worde:

= w + ix 4+ Jy + kz,
waarin i, j en k constante regte quotienten of vectore!
zijn; daar wij definieerden, dat de differentiaal van cen
sealar wederom een scalar is, zal ook de differentiaal
van een quaternion in het algemeen weer ecn quaternion
wezen : evenzoo zal de differentinal van cen vector eol
vector en mooit cen willekeurig quaternion of scalar Ziju-

66. Zij

g =gt e b o oin adll)
dan is:
df(q) — limn [(q 4+ n~ldg* — ¢®] . . . . (Z)

N
Maar volgens de distributieve eigenschap der ver
menigvuldiging :
(q + n—q)? = ¢* + n~'qdq + n~'dg.q 4 n~" (dg)®
en dus:
dflq) = limn [n—'qdq + n—'dq.q - n—* (dq)’*]

== w

A == GO AR sl




dflq) = liman [(q + n~'dq) ™" — q 7]

n=—w

= limn{q 4+ n='dg) ~* [q — (q 4+~ n~dg)] q~

D

Cn
daq—' = L. G e e . (6)
Lvenzoo :

dqq = limn [q ++ n~'dyg) (g + n—'dq} — q'q]

1l =—= o0

— qdg = dq.q. . . . (7Y

Dit zijn een paar voorbeelden van quaternion-diffe-
Yentiatie. Voor ons doel zijn meerdere voorbeelden
UDJlOodig.

Hamilton geefs naar aanleiding van de quaternion-
difforentiatic con uitstekende beschouwing over de inversie
Yan lineaire functies van vectoren of quaternions, welke
s noodig wordt zoo men bijv. in (3) dq expliciet
W sitdeddcn o d q% Door lineaire functics worden
hiey verstaan functies die distributief zijn ten oprigte
a0 de variabele. Maar hem hierin te volgen zoude
"5 veel te vor leiden; wij wenschten alleen de aan-
lach g, op te vestigen.

T s = . ) C S . :
“El zullen nog de differentialen beschouwen van de

6%




symholen Kq, Sq, Vg, Nq, Tq en Uq. Volgens de

algemeene definitie van differentialen, is: '

dkq = limn [K (@ + n—'dq) — Kq], |

Il ——= o0
zoodat volgens § 34 (6):
dkq = Kdq . .. ... ... (8
Evenzoo:

dSq = limn |5 (@ 4+ n~'dq) — Sq|,

dVq = limau [V (q + n—'dq) — Vg,
= o

of volgens § 36 (2) en § 42 (1):
dSq = Sdgq, dVq = Vdq...... (9
Verder:

dNgq = lim.n [N (g -+ n~'dg) — NqJ;

volgens § 39 (6):
N(q + n—tdg) = Ng 4 2n—* 5. (Kq.dq) + n—2 (dq)?
zoodat :
dNq = 25.(Kqdq) . . .. .. .. (10)
Wij weten dat (Tq)* — Nq, en Tq dus de wortel -
nit Nq is; daar nu Tq en Nq scalars zijn, heeft men
(§ 37 (1) en § 28 (2)) :

AT — Eﬁfi — $.(KUq.dq) = S(dqKUq) —$ %‘{l

of :

dTq _ ¢ dg
Tq q
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Eindelijk ((T) van deze paragraaf):

Wg —da.9 — 99 _ g dTq
s Tq Tq Tq Tq

dg ¢ dg) g _ ¢ dg
— ( = ) T o gl Uq.

dUg _ v dq
Ug ' q

of:

Beschouwt men cen functie van quaternions of scalars
Welke alle alleen afliangen van een scalar t, zoo kan
en  de differentialen alle door de corresponderende
differentiaal dt deelen, en men mag dan die quotienten
Wederom afgeleide functién noemen en ze aanduiden door
het symbool D¢ véor de veranderlijken te plaatsen.
Zioo q alleen van t afhangt, mogen wij bijv. (12)
Schrijven :

Dby e 2
Ug = g
Wi gaan nu over tot de toepassing van de leer der

QUi Ferpens s ; .
Waternions op de leer van den circalairen lodograaf,




HOOFDSTUK 1L

1. Kracures, Een kracht kan in rigting en grootte
door een vector voorgesteld worden.

De resultante van krachten werkende op een punt i8
gelijlc aan de som van de veetoren, die de krachten 1
rigting en grootte voorstellen. (I. 2).

9 Mowmpxtrn, Het moment van een kracht ten op-
zigte van een punt C is het product van de grootte der
kracht en van den afstand van het punt C tot de Ljt
waarlangs de kracht werkt. Men kan dat moment voor”
stellen door een liim loodregt op het vlak, dat door het
punt C en de kracht bepaald wordt; de rigting van die
normaal moet zoodanig gekozen worden, dat de draaijing
om O welke de krachtaan haar asngrijpingspunt tracht
te geven, langs die normaal gezien zich bijv. van regts
naar links voordoet. De lengte der normaal moek
bovendien numerisch dezelfde zijn als de numerische
waarde van het moment, opdat dat moment volledi&

door die normaal bepaald zij.
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Werkt een kracht, die in rigting en grootte voorge-
8teld wordt door den vector ¢, op het uiteinde van den
vector OA = «, dan wordt volgens het zooeven gezegde
het moment van dic kracht ten opzigte van het punt C,
ferwijl 0C = +, voorgesteld door de wuitdrukking
Ve — ») o (I § 60 en § 56 (4).

De evenwigtsvoorwaarde voor ecn systeem van onder-
ling vast verbonden punten wordt dus:

V(o —9)p=0 ... ... (1)

Waarin ¢, ¢ enz dc krachtvectoren, «, « enz. de
Veotoren der aangrijpingspunten zijn, terwijl » de veetor
5 van eenig willekeurig punt der ruimte.

Men kan die vergelijking ook schrijven:
Nep = Volp
Of, daar » geheel willckeurig is:

EV&:'}J = Ay E‘}J = & 5 &« 5 & u (C‘l)

o n

9. HYENWIGISVOORWAARDE YOOR BEN WILLEKBURIG
"Stury, Ilet principe der virtuele verplaatsingen wordt
U_lt{_)_,

2edrukt door de vergelijking:

Z‘?Oalﬁ duidelijk is uit § 56 (3) van hoofdstuk I. Om
i deze vergelitking de evenwigtsvoorwaarden te ver-
Hlgen, gaat men te werk als bij het gebruik van
regth.jﬂig‘e cobrdinaten. De voorwaarden, waaraan het

S¥stee > :
Y8teem et blijven voldoen, geven evenveel betrek-

ki
1Gen ,
SOl “tusschen de veetoren Se; gelukt het dat aantal




vectoren ¢e te elemineren, dan heeft men de coéfficienten
der overige vectoren ‘e slechts gelijk nul te stellen.

4. ALGEMEENE BEWEGINGSVERGELLIKING, YO0Or een punt,
dat zich in een kromlijnige baan beweegt, wordt de
daarop werkende versnellende kracht elk vogenblik zoo-
wel in rigting als grootte aangegeven door de versnel-
ling der deviatie. )

5. Wij zullen aannemen dat de baan, welke een punt
onder de wer-
king van wille-
keurige krachten
beschrijft, gege-

g >~ ven en de pogitie-

/ s \" \ g y
, vector van het

punt  voor elk

Oogenblikbekelld

18, zoodat:

De snelheid van het punt in zijn baan wordt elk oogen-
d(f- o 'l’) _[ q 62)'
dt o1 L oc.( 3
Laat verder op cen gegeven tijd t het pant zich be
vinden in P, en op den tijd t-+ 4t in Q. Zijj 1" de
plaats op de raaklijn, welke lLet punt na den tijd At

bereikt zou hebben, wanuneer op den tijd t de krachte!

blik voorgesteld door de waarde van

opgehouden hadden op het punt te werken.

1) Vergelijk o, a, Duhamel Cours de Mécanicque 2de édit, pag. 332
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Dan zal:
00 = OP & PT + TQ = f(t ++ 1) = (1) 4 A.£(t) +
f“ () 4 enz. (I§62)

tn 0T = OP 4 PT = [(t) 4 41.1'(1)

200 - A
Codat, T) = — ["(l) 4 enz.

Net’ﬁmt 4t af, zoo wordt TQ de deviatie, en t‘r'elijk

fan —1 2 f“(r) daar de overige termen tegenover — t”(t)

dwijnen. De versnelling der deviatie ig dus gelg.k aan

ety — Eﬁf — D

Is 5 de lengte van den afgelegden weg dan kan men

de ds ¢ de  _ de

Yoor dex
===t 2 nE e e Sy
ds dt dt ds

ey g sl 1T
T ook schrijven

dim N de o b ds
Tm’ — (H-
Dit geeft

waarbij

2 =
d_zoc —- _di EIE ST Eli
dt dt ds ds?
Voloen. . . o

Olgens T § 64 kan dus de versnelling der deviatie
dv do
i dt ds
)

e Yigting van de beweging en in g'loo’rte gelijk aan-
Yer . : =
“snelling van de beweging; de andere v2 :}? in

‘ llévtlng van de hoofdnormaal en in grootte gelijk

litb ) . ;
011(1‘.‘311 worden in twee (()mp(]ll(‘ntbﬂ de eene

Ay

g het quadraat van de snelheid vermenigvuldiy od mef
T
®lproke van de lengtc der kromtestraal
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6. Volgens IT § 4 wordt dan de bewegende kracht,
die op de massa m werkt gelijk mD®c, wanneer né-
melijk de masgsa m zich bevindt aan het uiteinde vat
OA — « Zij ¢ de gegeven kracht die op m werkfs
dan zal volgens het principe van d’Alembert en volgens
IT § 8 de algemeene bewegingsvergelijking van ecl
puntensysteem zijn:

28, (mD*e — g@)e = o
7. De bewegingsvergelijking voor een punt wordt:
mb*« — ¢ = o

Tmmers de vergelijking Six = o waarbij u gelle@l
willekeurig i, eischt 4 = o.

8. CexrraaLxracar., Wordt een vrij punt P 2l
getrolken door een vast punt O, en stelt men den ver
anderlijken vector OP = «, zoo wordt in de vergell”
king van de vorige paragraaf ¢ gelijk aan — mF U4
en dus:

g = — F.U«
waarin F de versnellende kracht van de aantreklsit®
voorstelt.

9. Opereert men op deze vergelijking met V.o 700
krijgt men (I. § 56 (8))

V.eD*a = 0
hetgeen geeft:
Vel — const, =8 . « . . . . (1)
lnmers (1§ 66 (9): D.Vabe = V.D (cDa)
— Vel + V Dw)* = V.elie
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Vergelijking (1) toont volgens I § 60 (4) aan, dat «
0 Do altijd in hetzelfde vlak gelegen zijn, waaruit
Yolot dat de geheele baan in een vlak ligt, dat door
Bet kyachtcentrum gaat.

De constante vector £ staat loodregt op dat vlak
L§ 60); terwiil (5 56 (4)):

T8 = TVaDa = Te.TDasin £ (a.Da) . . (2)

Deze laatste nitdrukking stelt de dubbele vlaktesnel-
heiq voor, maar daar T3 coustant is, is ook de vlakte-
Emglh@id constant.

- Hovooraar. Beweegt zich een punt onder de
lJllW(Hkmu -an willekeurige krachten, terwijl de vector,
e zijn veranderlijke plaats met een vast punt O ver-
biny voldoet aan de vergelijking

o = 11},
al de vector Da = ?_l(tj in rigting en grootte de snel-

le i
W vay het punt voor elk cogenblik aangeven. (1§62).

20y 7z

Ve
Dlaatst men al deze snclheids-vectoren met hun oor-

['011‘)‘ naar (), dan zullen zijin het algemeen een kegel-

U T
Epery]a) vormern, terwijl de geometrisehe plaats van hunne

11“’%11;(1(.]1 cen kromme is, die op dat kegelopperviak ligt.

s Kromme is door Hamilton de hodograaf genoemd.
hele, *H‘bwf zich het punt volgens een kromine van dub-
: kmn‘inmu dan kan ook de hodograaf een lijn van

Thhg
; el kromming ziin; grijpt de beweging daarentegen
Y0 vk plaats, zoo gaat het kegeloppervlak in een

Plag
Vlale over, waarin dan de hodograaf gelegen is.
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Het is duidelijk, dat zoo de vergelijking van de baal |
o=1(t) is, de vergelijking van den hodograaf ¢ = f'(t) wordf:
11. Wi zullen terugkeeren tot de beschouwing val

beweging tengevolge van een centraalkracht.

In I § 63 (8) zagen wij dat, zoo de vergelijking val
een kromme is
o = [(1)
de krommingsvector wordt voorgesteld door de uitdruk
1Dz
Do

Is dus « = f(t) de baan van een punt cn daaro®

king ]ﬁ_ V.
¢

Da = £(t) de hodograaf, dan wordt de krommingsve®
tor van den hodograaf:

1 o Vi
i o N e
12 D e

- -I- m l o D3U$
en e (m "nﬁ@)

wanneer h de kromtestraal is van den hodograaf.
Nu weten wij (II § 8):
D¢ — — F.Ua , waaruit (L. § 66 (1 2
D = — DF.Ue — FV(Dee—).Ue

Stellen we, evenals in II § 9 V.«Da = 3 en bove?
dien kortheidshalve T8 = ¢, Ta = r, zoo wordt
Do = - DFUs — Fr 43la
en

| L ey
NI ’
-

dE :
daar T een scalar is,
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Dus is de krommingsvector van den hodograaf
¢
(S
tap o .
SIWijl de kromtestraal h = Frfec—t wordt.

Ues

Wij zien hier het merkwaardige resultaat, dat zoo
de 1y .
® kracht werkt omgekeerd cvenredig aan het quadraat
M den afstand, de hodograaf een cirkel is. Dan toch

¥ordt de kromtestraal van den hodograaf constant. Bij
S6en andere wet van aantrekking kan voor een centraal-
acht qe hodograaf een cirkel worden tenzij r constant
Wordta dat wil zeggen, tenzij de baan cen cirkel is en
't keachteentram zich in het middenpunt van den cirkel
he\‘indt.

1€ { :
3. CE.\“TRAALKHAGHT OMGEEEERD EVENREDIG AAN HET
[y

1 “DRAST yAN DEN AFSTAND. Wij gaan nu over tot cen
adap . .
¢ beschouwing van de beweging zoo de centraal-

Klage .
a5 ch omgekeerd evenredig aan het quadraat van den

ki “0d workt, Dan wordt F — Mr—2 en de vergelij-
g van 11 § 8:

Dza =, = NII"—EUCC
of 4,
Aqy (f : 1
W= Ty en, volgens (3) van § 23, P =—Ua:
; . — f]:«—'l s
IGL“_ D2 M 4

U wederom V.eDe = 3 en T2 = ¢ is.
Uit T § 66 (12) weten wij:
D.Ue VDa.e 1)Uz = a*Ua.VeDx (1§55 (9))
= .'\‘r(ﬂ)m,

EIL 1, — 1 b DU(£

G _ == DU(.C.JG =1
VaDa
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_ 2 B
Stelt men y — — Ma—1, dan wordt volgens L. 37

(6) en § 55 (5):

g = DU . . . o . 0 .. S
Deze vergelijking is ferstond te integreren en geeft:
De = y(Uec — &), - = . . . . (2)

waarin « een constante vector is. -Wordt » bekend Y€
ondersteld, dan is ¢ bepaald door de 1111t1lee snelheid of
liever door de snelheid op een zeker oogenblik, en de
rigting van den overeenkomstigen baanvector. Das?
Da een vector is, moet

So(Ue — €) = 0

Doch » [ £ en dus loodregt op het baanvlak, 00
dat 87U« = o, waaruit volgt dat ook Sys = o of mef
andere woorden dat ¢ in het baanvlak ligt.

In vergelijking (2) zijn « en Do« de vectoren val
overecnkomstige punten van de baan en van den hoder
oraaf. Uit die vergelijking heeft men :

Dex + 7 A p»'Ua
en dus
(D 2 o)t = 72 e e A

Volgens I § 57 (2) is (3) de vergelijking val ("el:
cirkel waarvan de vector van bet middenpunt — 7€~ 3
(L. § 56 (6) en § 55 () is, en die Ty tot straal I

gl
Wij hebben hier dus op nieuw bewezen, dat bi]
e
aal h

oef 2

centraalkracht, die werkt omgekeerd evenredig

quadraat van den afstand, de hodograaf cen eir Ml
(Vergelijk II § 11).
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14 Taten wij stellen:
Tor—h Te—e —oe—eyc—a, danwordtTe— he.
Men kan e de eccentriciteit noemen van den hodo-
Staaf, heschouwd als cen cirkel eccentrisch gelegen ten
“Pzigte van het vaste krachtcentrum O.
Wanneer ¢ < | valt O binnen den hodograaf, zoo
=1 ligt O op den omtrek van den hodograaf, zoo
¢ > 1 buiten dien omtrek.

In het eerste geval is de baan een ellips, in het
Weede een parabel, 1 het derde een hyperbel,

linmers it vergel. (2) van de vorige paragraaf volgt:

e — Ue = — o7 Da = Da.y—
Opereert men op deze vergelijking met S.« dan krijgt
M0 (I § 50 (1) en § 56 (7)):
Sece 4 Te = S.(VaDay—') = SBy—". . .. 1)
Maar iy ge vorige paragraaf stelden wij
y o= — M8~ . ........(9
znndat’ daar P8 — ¢ -
S8y w0 M= e P e L (3)

Nu worgs (1)
r 4 Sas = p.

Tntyg .
© tusschen mag wen stellen SUee = cosv (I § 56
o) -
)) \Va&].u.it .
P PN
1+ ecosv

\i
J zien dan dat de baan een kegelsnede is, waar-

L
€ excentriciteit isc — Te, de paramefter p = ¢} ~;
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terwijl v, de ware anomalie, de hock is die « met —¢
maakt; ¢ heeft dus de rigting van de lange as der
kegelsnede.

Daar Ty = h gesteld is, geven (2) en (3):

h=Mc*=c¢p™....... (4)
terwijl, indien
: S
1 1 — e
il — o) ="Ma=", . . .. .. (5)

15. RAAKLIJNEN AsN EBN cIrkkrn. Opdat de verder®
uiteenzetting van de theorie van den hodograaf nief
behoeve onderbroken te worden, zullen we in de%°
paragraaf ons bezig houden met het opsporen van eenig®
relaties, die zich bij de beschouwing van raaklijnen aall
een cirkel voordoen.
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Zij H het middenpunt van een cirkel met den straal
b, U eenig punt buiten den cirkelomtrek en O eenig
Willekeurig punt, beide gelegen in het vlak van den
Citkel. Laten verder UT en U de makiijnen zijn
- Uit U aan den cirkel getrokken en Ol = =, OU =,
e . OTE S, TOT = T = wy s terwiil 08
den cirkelomtrek in M en M’ snijde. Zij eindelijk HN
l{mdregt HU, TN en T'N' loodregt HN, ZTHN =9,
“ een veetor loodregt op het vlak van den cirkel zoodat
Uy = UV.ve, en zij Yy = h.

Dan heeft men:

D R B TR e

(72

TVE=0; (z—w)?=y"; S(r—un)(v—rn)=—ht=92 (9
¥

‘erVUlgens (L §

o
—
S ot

(6) en § 60):

OT = z = » + HT = » + HN + NT;

- L
PHN = X —=h cos p = 1%; BN = = UplIU;
G
{ HN = — 13 (-'r; = x)—l.

EVenzoo :

NT = hsin rp:ﬁ%} -
ZUOdat:
B .
kI:‘IT—j UHU — — h? ('U = x) =L — e (U —_— x) =

Hiery;y volot :

== u gy — m) (v — B . (32)
i
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terwijl men op dezelfde wijze vindt:

T =%+ yly + e — )7t .. (3b)

Uit deze laatste vergelijkingen krijgt men in verband
met (1):
T— v = % — U -} ’.‘/(?’ — 11:}(-2! = ;«c)_'l ==

[112 + 112 _|_ :\/ ("‘/ —— 'u)} (rl_, — 'K) —=i ;
of

¢ —un=1U I:— g n} (v — 2} Y
CIL evenzco

f —wv=uy4+n){v—=1 ‘

waaruit volgt:

T(n ) = T(u - y) = Tw—24%). ... ()

De vergelijking van de lijn, gaande door de punte?
T en 1" is volgens I § 8 (1) en (2):

P — X7 ~{- (1 = \) = PR (b)

Stelt men hierin de waarden van - en ' uit (3), 2

krijgt men:

o=ty [y (1l —2u] (2 —
of :
@:x—l—-}f(y —I—Z:}(-v—-;c)_l S0 e (7\'
Olij]{_illg

. : ; x L
der polaire van het punt U ten opzigte van den gegev

Deze laatste vergelijking is natuurlijk de verg

: : Syl < : . 5 0C
cirkel. Men ziet dat zij in (3) overgaat, wanmeer *

bijzondere waarden u en —u aauneemt.

T T« d(}Of

Voor den vector « van het punt U’ waar
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OU gesneden wordt, moet Vo'u=o0zijn (I§42 (10)); de
bijzondere waarde die z dan heeft, wordt dus bepaald
door de vergelijking :

0= Vv 4 9 =k 2)(v — &) Pvl.

In het oog houdende, dat:

. ¥—% Y— %
™% e e o e
(z 7 T(v — )2 N TE

1 Sy =Syv=10 zo0dat V.ouv = 7Sz (1§ 60 (3)),

Vindt men .
o 112"/ Wy
T — Sxw

Men krijgt dus:

Iﬂtusschen 18 S|Vev(v —u)|=0
“odat (1§60 (3)):
— Vm.f.(,_'v — m} = V.(:U — x:]V:-cfu =
vSu (v — u) — #8.u(v — - TR ()

Dit gesubstitueerd, geeft:

S \ 7 7]12 L ug(:swy.T :«r’) J
h2 - 12 (h# ~t= u®)i(a? S )

Of,

v = vli-’l LR e S - . (8)

—\n'_ = v—wtS8gy

T*




daar

lli’—g»-hz—_———(v——x-)e—_—-—vg—H—ug-i—-"ESzv oo (9)

Laten wij invoeren den veector

O — 3 = 0780 o L a0 (10)
zoodat : T U O S L
A—a—v (Suw —vn) = — v Wun = —1Vyw . (12)

2
Sl s (et = 1 W o — 2 . [18)

v — A

en ook mnog:

01\[:;&:1[’[ -4—(”1 _[_9'2 AT/E):l ... (14)

zoodat : |

s o\ |
y , s —— S
‘Lr.—:«t:l——x—i—ﬂ.(“]-{— e )

%

(= i (g ("+?' ;I”‘)f” . (15)

Wij weten dan dat de punten L en M op delijn oU
liggen.
Uit (15) blijkt, dat M ook op den omfrek van d

cirkel ligt, terwijl (12) en (13) geven:

et

S(v' — v) (A — %) = 0,
welke vergelijking aanwijst dat HEL loodregt stant
op OU.
De bekende harmonische eigenschappen van den C-i"kcl
toonen aan dat : |

LULD = LMz
ﬂf — N = W T N e e e e
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Deze laatste betrckking zou gemakkelgk regtstreeks
te bewijzen geweest zijn.
Men heoft nog volgens (13):

(v—12) (v —2) = (v— 1) + v
of (v—2) (v —w) =u*..... a7

Eindelijk blijkt nog uit de figuur:

— Wy t—xn us 'z“r—wc) A O3
V=g M= o TU = 7 — 22) (}iﬂ )= o 4. 220 (18)

16.  OvEREENKOMSTIGE PUNTEN VAN DE BAAN EN DEN
H0poraar, Laten wij terugkeeren tot de heweging in
Qe baan en den verauderlijken vector D voorstellen

Goor o — 7, dan wordt vergelijking (2) van II § 13:

7 =7 (Ua — &),
“odat (I § 14):

To* = T2 Tlle — & =Tyl -+ 25.ella - T}
) Tz*=h*1 -+ %e cos v +-¢?).

Daar 4 en e constant zijn, wordt de snelheid hef
ST00tst aly v — ¢ is, Het middenpunt H van den hodo-

gth'fl'l.f zal dus ]jooen op de Hjﬂ die door het kracht-

“Cltruy gaat en loodregt staat op de groote as der kegel-

Beda ;

ede, terwijl de afstand van O tot H of T» gelijk is
"LL . L et 3 .

L T rigting van O naar H is die van de he
Weos 7 )

Sing 0D do plaats van kleinsten afstand.

Is 4.

de

baan een ellips, dan correspondeert elk punt
Va
U dey hodograaf met een punt van de baan. Grijpt

¢ bew €ging plaats in een parabel, dan ligt het kracht-
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centrum O op den omtrek ven den hodograaf en volgens
het zooeven gezegde is dan de zoogenaamde lange a3
van de parabel raaklijn aan den hodograaf. Ook hier
komt elk punt van den hodograaf overeen met een punt
an de baan, en wel het punt O van den hiodograat
met het punt op oneindigen afstand van de baan.
Doorloopt het zich bewegende punt cen hyperbel, 200

ligt het krachtcentrum buiten den hodograat. De rig”
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fing van de snelheid kan in dit geval slechts varieren
Yan de rigting van den eenen asymptoot fot die van
den anderen.

Laten wij uit het krachtecentrum O de raaklijnen O,
@ OT, aan den hodograaf trekken. Dan zien wij dat
Vergel, (3) van I § 15 geeft:

Ti=ux— (Y —uxt; vl =n—ly +ux

S-Tl%:‘. S‘f‘ﬂ{. —_— K".. i ,-/2.,
2.2 e >
i ol e b DI S TR
he.hvVe* —1 e
DUS : Vi

cos / HOT; = cos Z HOTy =

&

Maar voor de rigting van den assymptoot zal (zie
L5 14,

| 1
BlUge — o8 v =— —-

(&

0

»

Mge te

Hi(—:r

1 zijn, zoodat cos/ PAO —
uit volgt:

Or, [l PA 071" || AP;

' woorden: is de baan een hyperbel, zoo zijn de

1‘&&1 i . "
t lijnen uit het krachtcentrum nase den hodograaf ge-
Tokke, .
hen, evenwijdig aan de asymptoten.
De ' . _
~¢ punten T, en T", van den hodograaf, en dus de
Puntey,

aarin de polaire van O ten opzigte van de
Ko

: 1sche plaats van de uiteinden der snelheidsvec-
'01‘{3 :
0 deze sujjdt, corresponderen alzoo met de punten

01] .
On e 2
findigen afstand in de baan.
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De hodograaf is hier dan slechts cen gedeclte van
ecn  cirkelomtrek ¥, in de fignur de boog T,QT";
terwijl het andere gedeelte van dexen cirkel de hodo-
graaf is van een punt dat zich bij zekeren initialer

afstand en suelheid onder de afstootende inwerking vat

het krachtcentrum beweegt.

Bij de beweging in een ellips snijdt clke lijmn oaande |
door het krachtcentrum den hodograaf in twee punte!!
M en M. De rigting van OM is tegengesteld aan die
yan OM', en het product der tensoren van OM en oM
constant, waaruit volgt, dat het product van eenig stel
tegenovergestelde snelheden in de haan constant is. FCt |
bedrag van dat product wordt gegeven door do uitdrukking ,

(T + W)U (Ts — WUx =020 — ¢?) <= Ma

.IIHJ—

17. Porevrisan. De vergeliking (zie vorige pa

graaf)
T=1 (Ua — E)
. o1 |
waarin T en A correspondercnde punten van der :

hodograaf en de baan zijn, geeft:
e—wy—'=Ua a=rly— o)y '=r—a)y " . (1)
In II § 13 stelden wij .
_Vor=Vea—=—@f=My—'. . .. . (&)

e 1,
1y Men zou kunnen vragen ol dit niet strijdt met het resultaat van 118 !

dat de geometrische plaats van de uiteinden der snelheidsvectoren een C‘rL I
eﬂl
maar in het algemeen, zoo men voor de geometrische plaats van eet W
fe
seric punten, welke comespenderen met een eerste serie, een Lkromme ©

cb
me
oppervlak vindt, dan geeft dit alleen aan dat alle punten c011LqPQI](]¥‘r611[18 .

it a
de eerste seric op die kromme of dat oppervlak liggen; nict omg ekeerd d2

punten van die kromme of dat oppervlak coresponderen met purlen e
eerste serie.




Hierin de waarde van « uit (1) gesubstitueerd,
Krljgt men:

== [3 = M”-’ =t I"V.T;(,:/ -1y ’1'3:/ =1

Moy Viouy =t =& =18z omdal Svy = S»y =0 (1§ 60 (3)),
“00dat .

A s
.

M
7 Dustelt de potentiaal voor ; wij zullen deze P noemen.

r =,
Zoo wordt dan :

S8 (0 ) =TT (v— 1) cos HTO=T+.T (s—7)sin 0TU .(3)

Wa
eer U eenig punt is op de raaklijn in T aan den

D‘ Dotentiaal is dus gelijk aan het product van den
aal vap den hodograaf cn de lengte der loodlijn it

hieg
kl&uhtcwtrum op die raaklijn neergclaten,




Stellen wij OU = v, dan is
S (T — }c) ('E — ’U:| —

omdat straal en raaklijn in dem cirkel loodregt op
elkander staan.

Volgens (3) hecft men nu ook:

I' = S.v (x == T) ------ (!‘l)

Intusschen geeft (3) van I § 15, wanneer wederom
LU= n-is,

ey () =L W )
8 (x—7) v= *n—z‘» S (v—#)v — L S (v —#)w
R h*  u*
Voert men in:
B s S s (9)
en bedenkt men dat S.»Vq = »Vq omdat » || Vq, 28

vindt men:

0 Bl L
i e A
Zij UT" de tweede raaklijn, dic uvit U aan den I
dograaf kan getrokken worden, OT' = ¢, « de oVe"
eenkomstige baanvector met den tensor r', en Pl g
overeenkomstige potentiaal. Dan zal men op dezelfde
wijze met belwlp van II § 15 vinden:

e O e R e
r hiZa u®
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Uit (6) en T volgt, daar v |- Vq:

Maar (1 § 41 (20)):
Vg2 = 8q* — Tg2 == 8q* 4 (0 4 h*)es

0 dug.

PP _Ey;, ) 112(3(;: -+ 11%“") ______ 8)
Tr h* L u*

Intusschen geett deze vergelijking:

PP opa T Sq—uy Vg
PP M Sg? | u®s®
‘ A
Lo T BgdugTNG
PP’ M Sq - ue?
€n A | 2P uy?
= BT g @
F—k——l'J 1“1+1'w q-+ Sq ( b)

Stellen wij evenals in II § 15:

v Sy = A,

y

1 . ; = :
M0emen wij U’ het snijpunt van TT" en OU, zoo
lﬂgt Ien ;

el it | = DU - o = (D
Tot

: deze relatic kan men nog op andere wijze gcra-
€,

Uit II § 15 weten wij dat OL loodregt staat op

‘O dat U en U’ harmonisch zijn ten opzigte van
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M en M. Zij dan TV en TV’ loodregt op HL, 200
zal wegens (4):

= To.T(x =) cos BV T(z — v)
of, daar OU | VT:
P—=0U.TV cnevenzoo P’ =0U0.T'V. . . (10)

Hamilton noemt HI: de hodographische as en TV et
TV’ de ordinaten van T en T ten opzigte van die &
U is de pool van TT'; de pool van MM’ ligt daaror®
op de lijn T'IY, terwijl zij ook op de lin HL moet
gclegen zijn; zij is dus het snijpunt N van TT" en HL-

Bij eenvoudige beschonwingen vindt men nu:

2TV. TV
U’L — TTNr MmN o
SV
zoodat UL harmonisch middencvenredig is tussche?
TV en T'V. Door (10) kan men nu tot de vergell”
king (9) komen.
18. Ermwestaine vERPLaATsixGeN. De vergelijking®

(1) en (2) van II § 15 waren:

2

2 — Ty —2x)? —h*;, G—x)=E—2)=3"

S{:'a — ﬂ (‘E — /) —

Denkt men zich, dat het punt U eene kleine Y&
rl"

plaatsing ondergaat, dan zullen dientengevolge a0k

r " - i e ¥a ]1'
en IV zich verplaatsen en u cene verandering ondergas

wrg - = r—‘],"‘

Bovenstaande vergelijkingen geven dan voor eenc b
: o ok BE A B e 7))
plaatmng van U om dv (._I § 66 (Q), (11)’ (LI:I el {‘,]:
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uda — T( ! e x:]i’s dv e (s — ) dv . (1)
o=
S.(T — .f) dr S S e ) e (Q)
&n
S[(v — %) dzr 4 (z — ») dv1 —il2l
of Wegens (2) :
S(z—wde =05 (r —#) dv.
Maar . | = —», zoodat de laatste betrekking geschre-
eI kan worden :
de =(z — ) ~E 8 — de ... (3)
Op dezelfde wijze vindt men:
dr—~(’c——fv) L5 (‘E—Jc)dt' (T (‘4)

“Tonderstellen wij, dat U zich beweegt langs de lijn

®0 daar een plaats U, gaat innemen, zoo mogen

R hrfjven .

v == (X — s -~ Dol R s (D)




; | LO _
M= = f=m 9

Bij de verplaatsing van U zal dan alleen x verandere?™
Nu wordt:

dv=(@—Ddx=»(x—e)ldx ... (D

zoodat, wanneer evenals in de vorige pm‘aglwﬁ
w(x—v) =q gesteld wordt, (1), (3) cn (4) den vor™
aannemen (zie II § 17 (4)):

du—=Tur*Sq & —e)=2, . . ... (8)

e =(v—z) " Pix—e) 7 dx; deles (v —7 5P () ldR (9

terwijl deze laatste vergelijkingen nog geven:

(TOPRN S i R ST
d(%—~e) w(x-—ge")

mits namelijk dx > o en x>¢ of in woorden, mits U 2"

beweegt in de rigting van O naar U en U zich aa®

dezelfde zijde van de hodographische as HIL pevind’

als M. (L § 80). Dit laatste zullen wij in het L

steeds bljjven veronderstellen.

Wij weten, dat de polairen van alle panten gelegel 0}}
cene lijn MM’ gaan door de pool van MM, Zij dese N
Dan zal, wanncer UT: en UT'; de raaklijnen Z'ﬂ'”
uit het punt U, aan den hodograaf getrokken, de li.]jl‘
T, T, evenals de lijn TT' door N gaan. De Doog)
TT, en T'T'y worden dus begrensd door twee Sl,(.m]te'ﬂ
uit N getrokken, en die resp. U en U, tot pool hebbe™
Yolgens (10) zijn de lengten dezer boogjes utm‘d i
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dan de overeenkomstige potentialen en dus (IT § 17 (10))
an de ordinaten TV en T'V' of eindelijk aan de vec-
toren N'I' en NT". Dit toont, dat dc elementaire drie-
boeken, NTT: en NT'T, gelijkvormig bij overstand
4n (1 § 14), of

ANTT, o NT/T - . . .. LA

19. Tlopoerapmiscrn swurmein.  Met elk punt in de
bazm correspondeert een punt van den hodograaf. Heeft
het punt in de baan een zekeren weg afgelegd, dan
hieeft 1ot corresponderende punt in den hodograaf ook
eI bepaalden boog doorloopen. Zoo komt men tot het
be{al’lp van snelheid in den hodograaf of van hodogra-
fische snelheid.

In het algemeen stelt de hodografische snelheid in
rlgthlg en grootte de versnellende kracht voor welke
°D het zich bewegende punt werkt wanneer het zich in
de Overeenkomstige plaats in de baan bevindt.
E‘inmaal het begrip van hodographische snelheid in-
88voerq hebbende, kan men vragen naar den tijd waarin
"N zeker oedeelte van den hodograaf afgelegd wordt.

Men heeft nu:

ey | d.Dx dz
hodografische snelheid = D¥x = TR T

1 das voqp den tijd dt, waarin het clement dz afoe-
8 worqg .




of daar dz || D% is:

T.dz b

Thige " .7

dl =

Veronderstellen wij, evenals in de vorige paragraaf

dat dr en d7 de veranderingen zijn welke = en ¢ 017
&3 .

dergaan wanneer U zich langs de lijn OU inde rigting
van O naar U verplaatst, zoo krijgt men voor de
tijden, bencodigd tot het afleggen van de elementair®

hoogjes d en dz' van den hodograaf (I § 12 en § 18)

el 0T et EE
T Pufx —¢e) u(x —e’)
Md ‘d o
o  Mdx 0 rdx
e Pu(x —e)  u(zx—e)

Deze tijden zijn dus evenredig aan de afstanden vat
het punt in de baan tot het krachtcentrum, of umgekcefd
evenredig aan de potentialen.

20. De som der tijden dt en dt' is:

g (L M) & ek
P P/ ux—e) ux —e’)
Intusschen geeft (9) van II § 17:

M
Rl

— To.¥— 7Y,

en (16) van 11 § 1o:
s AT e B e 0

zoodat:
I IR N R
e Yo et e R
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of Volgens (3) en (6) van II § 18:

L f o
= — i < T {6 — 3.)2.
[ =1 b 4

Stelt men kortheidshalve:

==t — =

00 krijgt men:

2Mx dx

dt gl i o
Ard ==y

In dege vergeliking is, behalve x ook u verander-

k. . - y : -
Uk; g gemakkelijk daaruit te verdrijven door de
hetl‘ﬁkking

= (Xz

.“'-4 - & o] ° e -
clke it ge fignur duidelijk is.

Mea i . -
; Men kan ook g in andere constante scalars uitdruk-
(e T o

. Zoo heeft men volgens I1 § 14 (5):

Ma=t < n* (1 — %) = (h 4-he) (b — be) = NO.ON =

(ML — LO) (ML +TL0),
_ Ma='={l —e®)g®..... ... (D)
Zoo wordt dan (3):

of

dt 4 gy ok 2[a(1 i ew‘”% ) (I =—ex—1) “*dx

= ' - . (B)
T x(x? — 1)}
D : : :
] ®7¢ laatste nitdrukking kan zeer vereenvoudigd wor-
ten doop

de invoering van een hoek waarvan de secans
Belijlc 4 -
A I,

== RER NN T

—
S




dan is

dy = x xX* — 1) dw,
zoodat:
=yl dw .
W dt =2 | iy L ey
o= [ (1 — ¢ cos w)* (8
o
. R
Y ' \\
//i el N
~. !
/ - /7,4./,1’»'//“ \\\\\ \
ey .
T :/ oy \
U~ Iy ' L0 N
\\ 7 | N
\ l/ “.\‘ f/ . | '// \
\ | /_X\ \/ S/ l»H J }
LU n
\'\ / L '-'\/iv 1 S / JJ
T\% / -l‘\.__\- A/,/"' /
Y sl il

Om de beteekenis van dezen hoek in de figuur te VI

den, beschrijft men met LM als straal en L als mid-
denpunt een cirkel. Zoo nu W en W' de punten /l}“

waarin deze cirkel gesneden wordt door de ljn, die ip U
1
loodregt op OM staat, zalcos ~ WLM =cos ~ WLM =%

zijn. Bovendien zijn de lijnen UW en UW' rz nldl’“'jf
aan dien cirkel. Met elk stel punten T en T Jeom®

1t
cen stel W en W' overcen; daar U’ steeds het ¢ snfjp®

i8 van TT en MM
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2. Guvovcrrexkineey. In de laatste uitdrukking
Y00r de som dt 4 dt' komen voor de grootheden, M,
% ¢, w en dw; deze zijn alle bekend wanneer de
Massa M en de vijf punten O, L, M, U en U, ge-
(b‘re"ell zijn, (zie vorige paragraaf (2), (), (D en II
Y 18 (6)) en onathankelijk van h, den straal van den
hodo{%l'aaf,

Het boogje TT, en cvenzoo T'T, wordt begrensd

dogy - ; : =

% de raaklijnen uit U en U, aan den hodograaf ge-
tr .. : - :
Dkkell, terwijl U en U, digt bij elkander liggende

) = . o —
Puntey, zjn op de ljn MM', en de raakpunten T en T,

LT 3 e ' m r
1 de eene zijde, de raakpunten T en T/ aan de

a‘u oy e % i m (] " -
dere zijle der lijn MM’ pelegen zijn (zie de ficuur
L 1 geleg 1] 2

Vag H i 5 . . .
LT § 18). De som van de tijden waarin die boogjes

Gor i ; ‘ o
tloopen worden, is onafhankelijk van h, op welk

s
ije A 2 T $ . 2
dee]tb der lijn MM zich U en U, mogen bevinden.

A8 .2 : .
S volot onniiddelijk, dat die som nog onafhanke-

W .
Van h is, wanneer de hoogjes TT, en T'T", cindig
?Vgr ; : = o
| ey, tengevolge van het cindig worden van den af-
- it

Het - ; : , .
Tt i doidelijk dat een cirkel met het middenpunt

: I den gt
i de punten T en T'; en evenzoo een cirkel met
o, I‘niddenpuut U, en den straal u + 4u in de pun-
e e T Men kan nu het zooeven bewezenc

Us fory

Mieq

& . 1

R N door twee cirkels, waarvan de middenpunten
ay

b heg

raal u den hodograaf orthogonaal zal snij-
het
leren: wordt de hodograaf orthogonaal ge-

krachteentrum op ¢én lijn liggen, dan is de
&*
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som der tijden, waarin de hodograafhogen, die tusschen
de orthogonale cirkels begrepen zijn, doorloopen wor-
den, onafhankelijlk van den straal h van den ho dograat

99 Deschouwen wij dan twee hodografen, die ect
gemeenschappelijke koorde MM’ hebben welle door hef

gemeenschappelijke krachtcentrum gaat.

= ‘\‘\_
= ) Y
SR =t N
/'/ \‘\
e C;“«T\ 1/ \\\
\ \
/ \ \
U MF// \ l L 0] o\ zﬂ’
s : = i SN ST | D
Hl ‘/ ’} | ! f i
/ / | \
SR | /\ o /
S\ H / ]
\___rf.\/’/k;j\ y // /
1 h
‘\ \\'\_ 2 / /' /
\ e il e 7
5 /

Is U een punt op de lijn MM’ en snijds de
TST'S, die U tot middenpunt heeft, den hodo‘”“w
TMT'M' orthogonaal, dan is het gemakkelijk te b/
zen dat dic cirkel ook den hodograaf SMSM Olthof’
naal snijdt. Men kan nu nog uit een tweede pﬂﬂ)r ’
op de lijn MM’ den gemeenschappelijken Ulfhﬂgon
ecirkel T S, T8, trekken en de vorige pamolﬂ&f
dan, dat de som der tijden, waarin de bogen 1T,

TT"+ van den eenen hodograaf doorloopen worden

,-f-
y @

nirkel

1

en

-
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lijk is aan de som der tijden, waarin de bogen S5, en
Sy van den anderen hodograaf worden afgelegd.

Laat men een der punten U met M zamenvallen,
Q@n Komt men tot het theorcem van hodografisch iso-
Chk’onis,me, dat reeds in 1847 door Hamilton gepubli-
®erd werd en aldus luidt: Wanneer twee circulaire ho-
dog‘l"afeu, die een gemeenschappelijke koorde hebben
Welke door het gemeenschappelijk krachteentrnm gaat,
*egthockic gesneden worden door een derden cirkel,
dan zijn de tijden, waarin dec afgesneden bogen door-
logpey worden, gelijk. Zoo zal dus de boog TMT" van
den hodograaf TMTM' in denzelfden tijd doorloopen
Worden | 45 de hoog SMS' van den hodograaf SMSM'.
_23- Trpiveecrasn,  Intusschen is het uit (8) van
'\:I- Y 20 quidelijk dat de tijd, waarin de boog TMT"
Ve figuren van 11 § 18 en § 20) afgelegd wordt gelijk
5 aan ge uitdrukking :

2

o [t —eme® 4w
[hT fo (1 — & cos w)? -+ )

o lameljk £ MLW = £ MLW = w gesteld
E: en evenzoo de tijd, waarin de boog T'MT' door-

UO e
Pen wordt, gelijk aan

o [ —ey]* v dw
M w (1 — ¢ cosw)’

De 4 - |
- tjd, waarin een boog van den hodograaf afge-
B
b{l R . 10 - o1 3
N Wordt, is gelijk aan dien, welken het zich onder
£ i.l' T ;

'Wloed van het krachtcentrum hewegende punt be-
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hoeft, om den overeenkomstigen hoog in de baan tC
doorloopen.

Bij een gesloten baan is de omloopstijd in de baal
dus gelilk aan den omloopstijd in den hodograaf; z0¢
dat in het beschouwde geval men voor den omloopt‘-tijd
in de ellips of den cirkel krijgt:

ad(l — dw
[ ] f (1 —e' cos w)?

De onbepaalde integraal

f dw
(1 —e'cosw)?

integreert men het ecnvoudigst door te stellen

{82

tgIw a/l—‘j tg ik

== e
zoodat : COS W — _i_i—"ﬁ];
{1 +e cosk
& M 2) 1
Iy = o

o 1-4clcosI¥

(‘ (1
B(ET T
en dus
f dw _ f (1 + ¢’ cos F)dF Ei‘f_’-'ﬁiﬂ,ﬁ-
(1 —a' cosw)? = (1 = (,'2) i (11— o2 )2

: ; : 15”
Is n de gemiddelde hoeksnellieid, zoodat de omlov}

= )
tijd = == is, dan heeft men nu:
n
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Waaruit de bekende vergelijking:
M ol s sl et il B
Voor de parabel is de uitdrukking (1) niet te gebrui-
ken; dan toch ligt O op den hodograaf en ise' =-~1,
t““gl a oneindig wordt. Maar vo%tus (2) en (5) van

IL § 20 hebben wij algemeen :

af(l —e®s |© _ M
M

zoodat (1) ook kan geschreven worden:

M dw ',
- J g o TR (%)

)

Vellke uitdrukking voor de parabel wordt:

oM (v dw
et J o (1 + cos w)?

24, ONrwIKKRLING VAN BENIGE BELATIES, In deze
133«1d‘>1aaf zullen wij eenige rvelaties ontwikkelen, die
langs anderen weg welligt niet minder eenvoudig te
Viuden zijn, maar waarvan de ontwikkeling, zooals zij

hlz
L2 Volgt, ook diencn moge als voorbeeld van quater-

ljluu-tl‘a-n&%torma-tle; in cen volgende paragraaf gaan wij
day N8 wat uit de verkregen vergelijkingen is af te
1ei|_'[en'

Zijn dan A en A’ de punten in de baan welke cor-
“Dondemn met de punten T en T° van den hodo-
Mk o4 ., OA''= #, Te =1, Tal =1} 700

SR - 11 § 17:




—_1 f

o —r(# — 1)y = r'r—1z)y ' . (1)
In deze vergelijkingen kunnen de waarden van T en
¢ uit (8a) van Il § 17 gesubstitueerd worden. 200
zal men krijgen:

. MSqs ™ (z—2)Muh V. (r+r )—2Muh ™~ q.w ©)
B Sq? 4+ u?e?

waarin wederom ¢ = v(x —uv) I8.
Volgens (4) van II § 15
—1
r—p=t(—y 1) (v—x)" & —v=uly41 (v —#)

zoodat:
e = Uy —) T e (3)
7 =2 2 (g —%) ", o e (4)

Hierdoor wordt (2):

‘)/1J

2Mu [_ (v — %) ! Sq 4+ h-? Vq-(v 1 n) _h—2u? ‘\',Tq.(v — %

Sq? + u?
In het oog houdende, dat:

v— %

( =1
N L L st ol
) h? - n2*

— -

krijgt men:

—1
@ — o = = [(’! — ‘A) Sq - Vq.(-v = /]]

Maar (IT § 15 (T‘*)) :
Vq.(v — #) = Vou(v — x) = 8.2 (v — %) 4-«3Q ,

en daarom:

, 2Mu (h2 - uz‘l -

== & =

¥)

i
v[— v — 2?4 .-ZSwu] X

Sq* - u'e?
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of (IT § 15 (9) en § 17 (8)):

_ 2Muw  (rt1)uw
Sa? w2 8q

Intusschen is (IT § 15 (11)) 8q = & — v,
0 (1§ 34 (1)):

r
=% =

2— o =(r4+r)uw [(l —ao)v] = ot v)e

A—w

Of: i .f“;, S - SPRE. Y. L (9)
= A —

Dit is de cerstc van de relaties, die wij wenschten
te ontwiklkelen.

Om tot cen tweede te komen, gaan wij uit van ver-
Selifking (6) van II § 17:

(h? 4 u*) ' =h*S {vx — v?) — uy Vv

Maar volgens II § 15 (11) en (12):

Sy Sup—vh=—1Iv; —ov(A—a)=@F—x)v= Vo
200dat -

(h? 4= u’) P (A — v) — wy (A — %).
v

H'leruit nu krijot men , als men bedenkt dat h? = — ¢2:

(h* +u?) (-1 =4 _Ii) £ —th? - — %) +
T

i
v

7 (u—2) Hx—1).

] (’I—E)P":l~”~—?(?—1‘1) (v—=) "

o4 v

&
0 dyg volgens IT § 15 (3):

(1,_U)fl=x_ﬁ.....¢m
e v
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Op dezelfde wijze vindt men:

Bl
(,1 e ﬂ_)l ety g o)
g 74

Vervolgens geeft (4) van II § 15:

v—r =0 ——D)t=—up—a) (T (8)
omdat » loodregt staat op lLet vlak waarin » en *
liggen, en dus:

p(v— ) " = — (v — %) Ty
Evenzoo heeft men:
Y g e h— v — ) (v —aw) L ()
Daar (v +u) (v — v) =— (1* -+ u?)

krijgt men:

(w— DA —2)=
(o —) =t [— 0y W) (A —a) - u* (0 0D o ~ )
Men heeft wederom:
—u@H+ud—=ulp—2)(—W

zoodat :

(=) —D = —D @ — D —») |1 o—n " —"71
4+ttt — T @—) T v — %) ”jl-
Nu is (v—w) a— A —9 " =
Vo= =y — Ayt T,
omdat (I § b1 (2)):
=0

Sl — )t (r— N o— ) = (v — ) S — BT T

zoodat (I § 60 (3)):
S

(’U — = (2 ﬁl] = [:'u = 14) = (v — ;n) &= (:'u 5

Uy — )= Sy — )~ v — )




Maar: g
S(p — )~ (v — )~ = F
( D v—#) S’L-'Uz—-lu—vx—]—;tz],
IS \
of (IT § 15 (11) en (13)): )
Slo—A1w—w) " =l— ey

Zoo wordt, dan:

(v — 3«:) - (‘u o l) =1 (p — :f.) E :
[— (- —D"' Ao—n)~ ] @—u
Cn; i
= D — 7)) = (v—=2)"'(v—1) (v— =) [u(u + ) (v — %)

-+ Wy — D)t — 20° (v — :4)'_1] :

of Volgens (8)

w—r@d—2)= Ly
(— s} 0 — B (v — ) [v—z+ww — D], g
welk i'esult-w om II § 15(13) ook kan geschreven worden :

(v—f)(l—r)

’U—T

—— :«:) ' (’U — ) (-U - y,)_

Op dezelfde Wij ze kan men aantoonen, dat men ook
| heef; .
i (1 ) ('.vﬁ*'z'r) (l—'r):(v_ ‘}:)H_n (UHD(U—'?)(“))
Ehldelijk hebben wij nog (IL § 17 (9)):
O, i L ’—'?\;)?
{“ﬁl—;_—_ v(h—v)=@@—"H@A—)—LA(

0I5 15 (16) en'§ 20 @)
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Maar II § 18 (6) en § 20 (7) doen dezc vergelijking

overgaan in:

M

== (l—reuEwyg. ... ..Ul

Substitneert men hierin de waarde van M uit IT § 20

(), dan krijgt men:

o 1 —¢'®
9a 1 — e'cosw’

.. (1)

20 GevorcrrErxiveey.,  Vergelijking (5) van de '

=

vorige paragraaf gectt:

T (e — &) 8 u G e i
R e e P e "‘: '*‘ :Si Ve le)
T e e R U
waarin dan s de lengte der koorde A'A voorstelt, €2 \
w dezelfde beteckenis heeft als in 11§20, Uit de figu®™
toch van dic paragraaf en nit cen bekende eigenschap va*
cirkels, die een gemeenschappelijke koorde hebben, volgt:
UT: UL = UW : UL = sin w.
Door vergelijking (1) van deze en vergelijking (12)
van de vorige paragraaf, wordt men in staat gesteld W

en ¢' uit te drukken als funetics van de quotienten

{f
8 Poaf= ¥
. en it 3
i a

De integraal (1) in II § 23 hangt bij een ellips ¢

hyperbel af van de grootheden L

szl
e en w; en dus krié

a2
< o
e s e S -1_- P r }liel'
men een vorm van het theorema van Lambert, daa
de tijd welke een punt noodig heeft, om onder de !




Werking van de veronderstelde leracht een deel van
ZIn baan af te leggen, voorkomt als een functie van

de quoticnten
M g r - r

: ——— en
2l R a

6. Wij hcbben vroeger reeds opgemerkt, dat de
"aklin in eenig punt aan den hodograaf de rigting
beoft van ge kracht , welke op het zich bewegende
P‘Lmt werkt, als dit zich op de corresponderende plaats
M de baan bevindt. Bij centraalkrachten is dus de
Maklifn i ecnig punt aan den hodograaf evenwijdig
an dey corresponderenden baanvector. Noemt men nu
R et punt waar de rvaaklijnen in A en A’ aan de haan
Sttrokken | elkander snijden en stelt men 0Q = o

3
200 heeft men :

f=Ye (z — V)= Va' (' — )=V (o — )=V (&' —w) (1)
Vo — Vor — 8 — Vo' —Volu  (I1§9 (1) . . (2)
V-TCG — -VTUS — = 19 e V-T{(CJ — V'fr’w' oy e (3)

Uit (2) en (3) volgt:

Y(e —a)v —0 V(?: — ) =0, . . (4

N dpg

A'AOU TT'[1 0Q.
D’lt A'A [] OU volgt ook onmiddelijk uit 1T § 24 (5).
© Vergelijkingen (6) en (7) van I § 24 geven:

pr—*+ D _ &
t— - B
pt -1 ('g' — ,/,:J p=RKP-1 (‘?." i l) Vadn, (‘I]

l
.
:
=2
b




en Tq = TKq.

Volgens (5) zijn dus de lijnen LT en LT in Jengto
evenredig aan de potentialen P en I'; terwijl (6) toon?
dat de hoek TLT' door LU in twee gelijke hocke®
wordt gedeeld (T § 19). Daar nu TU = UT, zulle®
de punten T, U, T, en L op een cirkel liggen, welke
ook door H gaat en waarvan het middenpunt ligh OP
het midden van den vector HU.

Uit vergelijking (10) van II § 24 leidt men af:

i MmN et SRS it 0 1 ) Y )

}u'—T ':'lu‘_"l-'f K—T;h

e e g deR
De stukken TU' en UT van de basiz TV van d

: e - : - ay alb
driehoek "I'I/1" verhouden zich wegens (5) cu (6) 2




Y en r: en (7) geeft nu in verband met (1) van de

YOTic
tTige paragraaf:

OA: O V8 —1: =0T LT:TT . . . (8)
“odat (T § 14),
ALTT e’ DAL L . - - . o oo v (9)

Maa,l‘, daar T, TV, L en H op denzeliden cirkelom-

trek liggen, is
LTI =TT =Z A 0A. . . . . (10)

De hoog T'MT stelt dus voor het verschil in ware
Womalie van de plaatsen A en A’ in de baan.

27, De leer der quaternions is voor de mechanie
W het bijzonder van het hoogste belang.

Het aantal simultane differentiaalvergelijkingen, die
]b bexve*mwavewe]gkmweu van een systeem optreden,

hll toepassing der quaternions slechts een derde van
"““ dantal vergelijkingen, die men bij het gebruik van
= rl Wesiaangche codrdinaten verkri jot.

ll‘m{)retlsch is het altijd mogelijk de hodografen van

Verschillende punten vam een systeem te vinden,

2011(1 . -
€ de banen te kennen. Uit de simultane differentiaal-

-] o

Se .y
e, ]j.]xmmen en de eerste integralen kan meu door
\.nh = S = e b

latie een nieuw stel simoltane differentiaalver-

ge]

stlij]
J‘m%n vinden, waarin alleen de cerste en de
ge
:, ¢ differentiaalquotienten van de veranderlijke baan-
0
en voorkomen.







STELLINGEN.

1.

Hot denkbeeld van Leibniz een geometrische analyse in het
&ven o roepen, is door Hamilion volkomen verwezeutlijkt in
4 quaternions.

IL

Ten onregte zegt Grassmann (Sur les différents genres de

Il 3, Tgs * o ’ r

ml“l“hcalmn Crelle Bud 49): »La multiplication en génc-
ral

esf

- caracterisée par la propriété, que 'on peut multi-
pl@r

thacun par chacun, les termes, dont les facteurs sont

Co
"posés ou sont censés composés, sans que la valeur du

"¢ !
Prodyg,, total en soit alterée.”

I11.

[. .
et is wenschy elijk, dat men zich in de geomeiric geheel

S make van het Cartesiaansche codrdinatensysteemn.

1V.

definitie veen breuk is een onuilgevoerde deeling” deugt
© Omdat daaruit de resultaten van de operaties op breu-

=

ke
1
of van combinaties van breuken onderling, niet alle af
iﬂdgu Zuﬂ

‘T

Qivie: Ond““’Ch{‘ldmﬂ tusschen verhoudings- en verdeelings-
f] l

iy © 15 miet te verdedigen: hetgeen men door verhoudings-

d] :
© Wil aanduiden, is verdeelingsdivisie.

¥




VI

Het is verkeerd het symbool V"1 te willen verklareDd
door de heschouwing van twee onderling loodregic lijnen:
verklaard kan het alleen worden, wanneer men het ontstaall

er van nagaal.

VIL
Opjuist is de bewering van Smaasen (Hoogere Algebrd
pg. 8), dat het besluit 1% = 1 niet geldig is.
VIII.

Door de opbouwing van ecen miet-eulclidische geometri®
(imaginaire geometrie volgens Lobatschewsky , absolute 800
metrie volgens Bolyai) is het hewijs oeleverd , dat de ruimté
niet 1S een Wwaarnemingsyorml.

IX.

Het is noodzakelijle, dat meer krachten aan cen Wijsgeel‘lge
ontwikkeling van de wiskunde worden besteed, dan tot B%
geschied is.

X.
De verschijuselen der electriciteit maken het waarschijnlijk”

dat de zwaartekrachi het gevolg is van bewegingen door de heme!
' : = . . o eyl
ligchamen in de interstellaire middenstof in het leven geroep®

XL
700 het bewezen wordt, dat alle verschynsclen van aalt
. S < z ! 5 -za‘ﬂv
trekking en afstooting nict op werking op afstand, <
op bewegingen It de middenstof berusten, wordt bl oB
e 5 . g Shoad
tegenwoordige kennis van de materie de wet van het beh©
van arbeidsvermogen in laalster instantie onhoudbaar.
XIL
dan

Valt de wet van het behoud van arbeidsvermogen .
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Men ook gedwongen aan den lijd een aanvang loe (e kennen,
dat is met anderc woorden ecn scheppingsdaad aan te nemen.

XL

Hiertoe wordt men ook genoodzaakt wanneer het resultaat
Vi Thomson juist blijkt te zijn, dat het heelal ecn grens-
+

“Oestand padert.

XIV.

Tyndalrs cometenhypothese wordt door Zollner (Ueber die
Natur gy Cometen, Leipzig 1872) onbillijk beoordeeld.

XV.

011o-efe(rtvaardio-d is de bewering van Zollner »dass auch
Ie grossten Msssen so lange sic endlich sind, in einem
nt’eol‘ﬂnztpn Raume fortdauernd bis zum Verschwinden
‘e‘“m‘hnnen miissen” (Nat. d. kom. pg. 92).

XVL

D" ervaring is in sirijd met de hypothese van Zollner,
b de ruimte, hoewel onbegrensd, cindig zou zijn.

XVIL

De tometentheoric van Zollner kan als gevestigd beschouwd
Wordey,

XVIIL

Bij den aanstaanden overgang van Venus over de zon zijn
&
Cre Tesultalen te verwachten van pholographién dan van

leljg
Wetrische bepalingen.

XIX.

“e*antwoordeh‘]k zou het zijn, de berekening van de
Gin
® Plancten nict voort te zetten.




XX.
De wet van Mitscherlich is van weinig of geen belang ter
bepaling van atoomgewigten.

XXIL

Teregt wordt door Haeckel ccn afzonderlijk prolistenrijk

aangenomeil.
XXIL.

Ten onregte wordl beweerd, dat de systematiek alleen cen
hulpwetenschap moet zijn,

XXIL

‘De benamingen primaire, secundaire, tertiaire enz. plantent”
celwand moeten gehandhaafd worden.
XXI1V.
Zoo de gronden, waarop Max Miller (Lectures on the seiente
of langnage, London 1 864) de taalwetenschap onder de natuul”

wetenschappen rangschikt, daartoe voldoende zijn, behoort

. . . . . . 3 16
ook de geschiedenis in haren uilgebreidsten zin (ot 46
natuurwetenschappen.
XXV.
{7

Fin Hauppunkt des Beweises, dass die Vernunftsgese
Naturgesetze sind, ist, dass wir durch Denken aus hekannte?

Nalurgeselzen andere ableiten konnen, die wir wirklich ¥

der Erfahrung wiederfinden, und dass wir, wenn diese
» jrrigl

nicht eintrifft, ordentlicherweise entdecken, wie Wil
dass

Folgerungen gemacht haben. Daraus geht denn hervor,
die Denkgesetzo, nach welchen wir Folgerungen machle:
in der Natur sclbst gelten.

‘ OEnsTED.
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