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De vrije energie van een vast lichaam als functie,
waarnit de toestandsvergelijking kan bepaald worden.
De .grootheden, die in de witdrukking voor de vrije
energie berekend moeten worden zijn de potentieele
energie W en de karakteristieke temperatuur 0. Beper-

king tot het isotrope lichaam . . . , ., . . . .
Berekening van de potenticele energie W bij een eerste

uitbreiding van de wet van Hooke . . . .

Over de wijze, waarop 4 als functie der straincompo-

nenten bepaald wordt.

L. Algemeene methode. II. Beperking der bereke-
ningen door te onderstellen, dat hoogere dan tweede-
graadstermen der straincomponenten mogen weggelaten
worden. Er blijven nog slechts vier coefficienten z, g,
¥ en ¢ ter berekening over, waartusschen nog de be-
trekking 49 + ¢ =2p ,

Berekening van ¢ bij de aangenomen beperking.

Het blijkt wederom, dat 4 niet afhankelijk is van de
eerste machten der verschuivingen ey, ¢; en ¢;. Uitdruk-
kingen voor z, f. ¥ en 8 5

Berekening der toestandsvergelijkingen . . . . .
Berekening van den uitzettingscoefficient uit de toe-
standsvergelijkingen . . . . . . . . . . .

Over de afhankelijkheid van den torsiemodulus g en

den elasticiteitsmodulus £ van de temperatuur
Berekening volgens de algeleide formules van a, ﬁ,

o en ¢ voor eenige elementen . . . , |
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§ 1.

De vrije energie van een vast lichaam als
functie, waaruit de toestandsvergelijking
kan bepaald worden.

De toestand van een vast lichaam is niet, als die van
een gas, volkomen bepaald door twee der grootheden volu-
men, druk en temperatuur. In de plaats van het volumen
treden de zes straincomponenten, in de plaats van den
druk de zes componenten van stress. De toestandsverge-
lijking van een gasvormig lichaam

p=1(VT)

zal dus voor een vast lichaam worden vervangen door zes
betrekkingen, gevend het verband tusschen de stresscom-
ponenten, de straincomponenten en de temperatuur. In
verband met de thermodynamica kan echter vooropgezet
worden, dat deze betrekkingen gegeven zijn als een der
thermodynamische potentialen, b.v. de vrije energic van
het lichaam als functie van de straincomponenten en 7'
bekend is,

Volgens Boltzmann geldt voor de vrije energie van

een systeem resonatoren met z vrijheidsgraden
F=—FkTlogl

waarin & = constante van Boltzmann = 1,35 X 10-16 ¢rg,
—_—F

ey =
T'= absolute temperatuur en /= % Ja KT dg, dpy oo dg dp,.

-

In 7, (toestandsintegraal) is & = 6,565 X 1027 erg. sec., terwijl ¢,
|



de totale energie van het lichaam, in het algemeen een
functie is van de verschuivingen ¢ en de bijbehoorende
impuls-coordinaten p.

Voor een systeem met één vrijheidsgraad en waarvoor
de totale energie ¢ een quadratische functie der verschui-
vingen en der impulsen is, vindt men door bovenstaande
formule

¥ =—-A:Tlogﬂy
hv
waarin » het trillingsgetal voorstelt.

Uitbreidend tot een systeem resonatoren met » vrijheids-

graden wordt dus volgens Boltzmann

£ kT
— —— 1"‘? Y ——
¥ kd ‘?‘h)h =

Volgens de quantentheorie treedt echter in de plaats van
de toestandsintegraal een product van toestandssommen,
waarvan ieder de waarde heeft

1
—
e kT

1

De toestandsintegraal wordt dus vervangen door

en derhalve wordt
n = __'iJ )
g = ’F"'-TE log (1 R T &
)

Heeft het lichaam bovendien nog tengevolge van zijn
toestand van strain per eenheid van volume een potentieele
energie W, dan bedraagt de totale vrije energie van het
lichaam

hw

u“k?)z WV + 4,

F— WV 4+ kT _.\:log(l
1
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Door aan te nemen, dat de dichtheid der spectraallijnen
van een lichaam die is, welke uit de elastische vergelijkin-
gen voor een continu lichaam volgt, vindt prof. Debye )
het aantal trillingen 2, onder een bepaald trillingsgetal v,
evenredig met de derde macht van dit trillingsgetal

=3 VI

(/" is hierin een functie, afhankelijk van de dichtheid en
de elastische constanten).
Hiervan gebruik makend wordt voor de vrije energie van

een één-atomig lichaam de uitdrukking gevonden:

s ONET [Pm sl
e iy A 2 f log(l o) gy
v
m )

waarin N = aantal atomen van het beschouwde lichaam,
terwijl v, , het grenstrillingsgetal, bepaald is door

N =y VI
SNI=yv3 JViEE S L . (D).
Door invoering van de nieuwe variabelen
£i=o __Iw__
kT
hy,, e 5
en 0§ = y (karakteristieke temperatuur) (2)
t

wordt ten slotte de vrije energie

I'\S o =
F=WV 4 m-'/,-_'/‘(—; ) f‘ E2log (1 — e~ 5 dE  (3).

i
Deze uitdrukking leert de vrije energie kennen als een
functie van W en 4 (en 7'). De vrije energie zal dus als
functie van de straincomponenten bekend zijn, zoodra wij
W en 4 als functie dezer grootheden kennen. Met de be-
paling van W en 4 als functie der straincomponenten kun-
nen wij dus ons onderzoek als geeindigd beschouwen. Tmmers

1) Vgl. Annalen der Physik, Band 89, p. 795. Debye: Zur theorie
der spezifischen Wiirme.



kennen wij de vrije energie als functie der straincompo-
nenten, dan levert differentiatie naar deze grootheden direct
de zes betrekkingen, die de toestandsvergelijking voor een
vast lichaam uitmaken ?).

Daar 4 berekend wordt unit de elastische differentiaalver-
gelijkingen van het lichaam en deze wederom gevonden
worden uit den vorm W, die de potentieele energie van
het lichaam voorstelt, zullen we beginnen met de bereke-
ning van W. In ’talgemeen zal deze functie W zeer in-
gewikkeld wezen. We zullen ons daarom beperken tot het
isotrope lichaam.

1) Zie Ortvay. Zur Theorie der festen Kérper. Verhandlungen der
Deutschen Physik-Gesellsch, 1913, p. 775,
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Berekening van de potentieele energie van een
isotroop lichaam bij een eerste uitbreiding
van de wet van Hooke.

In de elasticiteitstheorie wordt gewoonlijk volstaan met
slechts quadratische fermen van de straincomponenten in
de uitdrukking voor de vrije energie aan te nemen. In-
derdaad zullen geen hoogere-graadstermen optreden, indien,
zooals de wet van Hooke zegt, elk der stresscomponenten
een lineaire functie is van de zes componenten van strain.

X == €14 Cawr + Cpp Cyy =+ C13 €zz + €1y €z —+ Cyp Cop + Oy Loy

Y, = Coy Cap -+ Co0 Cypyy + o . - RSO I B0 s A | o & o

Xy = Cg1 Cowr + Cgp €y + Cgy €22+ Cgy €z + Cgpy €200 + Cgg Cary.

De wet van Hooke is echter slechts een benaderingswet,
geldig voor kleine waarden der straincomponenten. Haar
aanname voert bovendien tot een uitzettingscoefficient 0,
dus bij eindige uitzettingen, als wij willen beschouwen tot
een resultaat, dal in directe tegenspraak is met de werke-
lijkheid (zie p.53). Een allereerste uitbreiding nl. medename
van de quadratische termen in de uitdrukking voor de
stresscomponenten en dus van derde-graadstermen in de
uitdrukking voor de potenticele energie is derhalve nood-
zakelijk. Tot deze uitbreiding zullen wij ons echter beper-
ken en dus aannemen, dat hoogere dan derde-graadstermen

in de uitdrukking voor de potentieele energiec W (ook wel



strain-energiefunctie genoemd) mogen verwaarloosd worden.

De meest algemeene functie van den fweeden graad van
~zes grootheden bevat 21 constanten Bekend is, dat dit
aantal voor een isotroop lichaam, zooals wij willen beschou-
wen, zich reduceert tot 2. Hoe groot 't aantal constanten
wordt door medename van de derde-graadstermen blijft
nog te onderzoeken over.

Om dit aantal te vinden moet teruggegaan worden tot
de oorspronkelijke beteekenis van de straincomponenten.

Heeft een punt z, y, 2 door den toestand van strain de
coordinaten = —+u, y + v, -+ w gekregen, dan zal een
naburig punt z + dz, y + dy, z + dz verplaatsingen heb-
ben ondergaan w + du, v + dv, w + dw. Volgens de hier
gebruikte notatic van Stokes beteekent dan:

B” LT ?"(’
Copy =— —— e, — ——
AL BJ' "z a?}, (‘Z
o e RIS
e, - - - (’.,l A — T + g, TR e i 4:
vy d Yy = 0z or (4)
Qo o 2 o
Cryg — — Cry = T
4/ dz XY dr B?]‘

Hoe veranderen deze grootheden door draaiing van
het — rechthoekig ondersteld — coordinatenstelsel om een
as, of door spiegeling t.o.v. een der coordinatenvlakken ?

Laten, zooals bijgaande tabel aangeeft, Z;, my en ny

X )"Z

de cosinussen zijn van de hoeken, die de X '-as maakt met
de assen van het oorspronkelijk coordinatenstelsel enz. dan



~J

is, de straincomponenten in het nieuwe stelsel door accen-
ten aanduidend '

du’ d d d
€ = oy 5 (Ly2e + myv + n40) :(!1 B(_: + 1y H_f; + ny é;)g]{u. -+ my v +ny0)
, QU L av , 0 RI2R due ow v u
=/ v - 1y wJ—i—u, e +m N1[ 2) 111[( 2—#?’7) +lm ( +a’/}

= Cxpp by + Cyy My + ey - ey m.,lu1 + epnyly + ey, limy.

Door verdere uitwerking krijgt men de volgende zes
transformatie-formules:

Cavipr = Cop 2 €y M2+ €2, 1,2 ey iy - ecnyly + eqy [y

Conp L2 €y M2 €2o NP+ €y Mgy = Copn Nyly + €4y Loy

oot = Cogp I3 €y Mg €20 N2+ €y Mgty + €20 Ngly 1 €4y Lyg

eyre = 205y lyly =+ 2y, Mgy =+ 2e.. g1y + ez (Mgt -+ NyMig) +
4 o (Mol = N5ly) + €y (Lymg + Lymis)

ot = 2o ly + 2y Mgty + 200405 + €yp (M0 105 4 Migny) +
+ e (yly + ngly) + ey (Lymg -+ Lymy)

epny = 2050 Lily+ ey mymig -+ 20040y + ey: (g + mgny) +
4 eop (4ly + noly) + oy (L = Lymny)

|

Bij het onderzoek welke derde-graadsfuncties van de strain-
componenten door bovenstaande transformatie niet veran-
deren maken wij er van gebruik, dat volgens Rankine
volgende vormen invariant blijven ).

L =l Gy i Cop e S U A R R (H)
VE = e » e L (a2 2 2
9 = Cyy Coz + €2z Cop —+ Cag Cyy — (€%yz + €% —+ €ay)
1 o 0 a
Iy = egweyyez+ 7 (€yz €ra By — Carp € yz— Cyy €z Czz 23

Love toonde aan?), dat /, de eenige eerste graads- en
1,2 en /1, de eenige tweede graads-invarianten zijn. Of er
meer derde graads-functies dan 7,8, 7,7, en /y zijn, die bij
transformatie niet veranderen, blijft nog te onderzoeken.

De algemeene vorm van den derden graad van zes ver-
schillende grootheden bevat (=056 termen.

1) Zie Rankine Phil. Transactions 1856 p. 264
2) Zie Love. A Treatise on the Math. Theory of Elasticity p. 152.
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Spiegeling ten opzichte van de coordinaatvlakken laat e,,,.,
ey en e onveranderd, terwijl van de overige straincom-
ponenten er telkens twee veranderen en een niet verandert.

Hiernit volgt, dat door deze spiegelingen moeten ver-
dwijnen: ‘

1¢. de derde machten van ey, e.. of e, (3 termen)

2¢. de fermen, bevattend een quadraat en een eerste

macht van ey, e, en e, (15 termen)
3¢, alle termen, bestaande uit het produect van drie ver-
schillende componenten, met uitzondering van e, e, e..
€y Exie Eary) (18 termen).

Door bovenstaande spiegelingen verdwijnen dus reeds
zes-en dertig termen. De twintig overblijvende staan in
de eerste rij van onderstaande tabel vermeld. (Coefficienten

R OEENE)!

aeppt+bedy, +ced +dele et e+ g €2y exx +

b a ¢ g ht d
C b a i i /
+ hedyy e + e epr + jetoe,, + kel e + et e, +
/ 7 i 0 n
(o 14 g s T
-+ ”2?1? €z + 1 €%p Epp + 062, Cyy + P €% €22 ff "-"2.1'3! Cax —+
P [ k 1 r
q P 0 1 _m
i o p2 » 2 ’) ] »
+ e e+ Set, e+ e, Byy Crz = W Cyz Crpy oy,
q s t u
l k t 7

Jen rotatie om de Z-as over een hoek van 90° bewerkt
de transformatie:

€t = Eyy

o

T

-~
)

1

1

I
l



- ‘;’

In de tweede rij van vorenstaande tabel staan de coef-
ficienten vermeld na deze transformatie :
Een draaiing over een hoek van 90° om de Y-as heeft
de volgende omzetting ten gevolge
Calay — €z

C.,,.r‘,,f — ny

'
(= 2

zz! = Cox
Eytzt = — Cyy

Cotgpr = — G

Cotyr = e."-"

De coefficienten van de twintig termen der strain-energie-
functie, na deze draaiing om de Y-as, staan in de derde
rij der tabel vermeld.

De volgende betrekkingen moeten dus bestaan

a=0bb=c
({:/'-:!;:/Jzi:‘i
I'=m=n=p=q=r.

/.' = 0 =38,
De functie wordt

a(eze + €y +e%;) +d (e%ew €y + €2y € + €%z 6y +
ar “'E_I,ry €y e2py oz + €% Eug) + ke ("‘Jy: Cow + €% eyy +
-+ €%y ey) + L(ez ey + €plrn + €y ey + e2,. .. +
eis {32::,'3; Co i “2”7 ”::) G l Caa PHH €zz + u py:’ Oz ('.r‘;;-

Zes constanten zijn nog over. Drie invariante derde-
graadsfuncties zijn bekend. Hoogstens drie betrekkingen

ziin dus nog mogelijk.
Draaiing over een hoek van 45° om de Z-as maakt

’

T =

1
2
' 1
2

Y

e = 2.

In de transformatieformules moeten dus de volgende

waarden ingevoerd worden
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I, =512 my = 5 /2 ey =0
ly=—=)2 m.zz—él/? =it
lgi=0 my =0 ng =1

De transformatieformules worden

Cpln! = jlq" (€aa + €y + €22
= % (era + €yy — Cay)
Cotpt = €=

= = e
Crty = % (C’u + ) )2
Caryr = — Cap + €y

Na invoering dezer transformatie in den verkregen vorm
voor de strain-energie-functie levert gelijkstelling van coeffi-
cienten nieuwe betrekkingen. Daar dit maximaal drie kan
bedragen zal, indien drie nieuwe betrekkingen gevonden
zijn, verder onderzoek overbodig wezen.

Bepaling der coefficienten van ey, ¢, €y €20 €11 €p €20 €4y
levert de condities

a = %—ﬂ. - 1 d+1 of d =3a — 41
t =d—2k+ 5t t = 6a — 81— 4k
= —Fk+1 w=1[— k.

De derde-graadsfunctie van de straincomponenten, die
bij draaiing en spiegeling niet verandert is dus:

a(ebsy + €3, + e%;) + (3a — 41) (e¥pp €y + €%y ern +
+ e ey + €%y e + €hze; + €ieny) 4 K _t'-,,. Crpp
-~ Uz:.r' em; ar (“zwy (‘)::.) ot= ](e?y: eyy -+ (’2':.:' € aar -+ f 2 Cogy -+
+ e e + €% lrn + €% ) + (6a—8l —4k) e, 00 +
+ (L —Fk) ey; ez eay.

Daar in dezen vorm zich nog slechts drie constanten
bevinden, moet hij geschreven kunnen worden als

BT IS TOYESE AEA T o oo (5)

wat door uitwerking inderdaad het geval blijkt te zijn.



11

De tweede graadsinvarianten zijn 7,® en [/,

De witdrukking, die aangeeft de potentieele energie per
eenheid van volume. is derhalve, aannemend, dat met een
eerste uitbreiding van de wet van Hooke mag worden

volstaan
W= Al*+ Bl,+ CL;?+ DI,I, + Kl ...... (6)

Hicrmede is W als functie van de straincomponenten

gevonden.



Over de wijze, waarop 6 als functie der strain-
componenten berekend wordt.

Deze § wordt in twee deelen gesplitst. In het cerste deel
zal worden aangetoond, hoe voor het isotrope lichaam /
geheel algemeen als functie der straincomponenten is te
berekenen. In het tweede gedeelte zal worden aangegeven,
waartoe deze ingewikkelde berekeningen zich reduceeren,
als wij onderstellen, dat hoogere dan tweede-graadstermen
der straincomponenten mogen verwaarloosd worden.

1L
I il s _ :
Uit de waarde van 4 = 7_—(2) volgt reeds direct, dat 4
:
als functie der straincomponenten bekend is, zoodra wij het
grenstrillingsgetal v, kennen.
vm was bepaald door (1).

SN = VE

Volrens Born en Karmann 1) eeldt voor &
g ) B

dr 3 1
Hlem ey e e s !
o (1)

waarin ¢, ¢, en g, de drie in het lichaam bestaanbare
voortplantingssnelbeden zijn

1) Zie Physikalische Zeitschrift 14er Jahrgang p. 17 en L.



h AT
Dus = — ) ............ 8
us AT S (8)

en daar
V==V, (1 + en)®

is 4 als functie der straincomponenten bekend, zoodra wij
bepaald hebben, hoe de voortplantingssnelheden g van deze
afhangen. De berekening van ¢ komt dus neer op de be-
rekening der ¢’s.

Om de voortplantingssnelheden ¢ als functies der strain-
componenten fe vinden gaan wij uit van de elastische
differentiaalvergelijkingen van beweging

2w e 2 W o 3 %
0Cpp 0L - €4y Y 3¢, 02 Lotd
W 4 ot W Lt 2w % 9)
3¢,y 0T de,, Ay T Yy B (
W 32 W 2 W 4w
—— - =0 e
e, 0T aef_,: 0y de;; 0z of=

In de gewone elasticiteitstheorie, in die namelijk, waarin
de wet van Hooke wordt aangenomen, is W een funectie
an den tweeden graad der straincomponenten

W= Al*+ BI,
of bij invoering der meer gebruikelijke coefficienten 4 en g
W= (32 + p)[,2—2u1 (10)
= (4 ©) 1, PAXTEY e oo, o (
De elastische vergelijkingen (9) krijgen dan den vorm

o%p %o ) (D'JH BTt Ouu] REY)
wl - = p—

0%
a0 ( 6101/ i A0rdz o Tyt a22) T e

en door te stellen
w = q e'@lelar + By + i)
v =bevtet@e+ Ryt (11)
w = ¢ ¢'%tet(#x -+ BY + ¥7)
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wordt gemakkelijk voor de drie voortplantingssnelheden
gevonden

“
1 =q= =
P.
AV
3= :
.
en dus voor 4
/ 9N “3
2 .
b= 2 | T (2ot | 9 2)
% | 457 ,g(;)~+()~ _;'."-3;4)2[

De uitbreiding van de wet van Hooke en het onmid-
dellijk  gevolg hiervan, dat W een derde-graadsfunctie is
van de strain-componenten, maakt echter, dat de elastische
differentiaalvergelijkingen niet meer den eenvoudigen hoven
aangegeven vorm behouden. Er treden nu termen op, be-
staande uit het product van een tweede en een cerste differen-
tiaalquotient en de oplossing wordt veel moeilijker. Door
physische overleggingen kunnen wij echter deze moeilijkheid
op de volgende wijze vermijden. '

De bewegingen, die in vergelijking gebracht moeten wor-
den zijn kleine elastische trillingen om een evenwichtsstand.
Bij verandering van den toestand van het lichaam door
samendrukking, uitrekking of vervorming zullen deze tril-
lingen in ’talgemeen veranderen en bovendien uitgevoerd
worden om een nieuwen evenwichtsstand. Laat voor een
bepaald deeltje deze de coordinaten hebben w9 ©° en "
ten opzichte van den oorspronkelijken evenwichtsstand,
dan kunnen wij voor de uitwijkingen van zoom deeltje
stellen

o= u + u'
= f?“ —+ '.'1’
1w =100 4 20’

1) Vlg. ook P. Debye. Zur Theorie der spezifischen Wiirme. Annalen
der Physik.Band. 89, p. 815 en 837,
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waarin dan «, »" en ', de uitwijkingen uit den nieuwen
nulstand, klein zijn.
Uit de beteekenis der strain-componenten volgt (4)

’
Copp = eo.r’.;" + e qp
e A0 !
Cyy = €yy + €yy
Corl — Copr it Cipy
— 40 '
Cyr = €y + €y
Crpp = 90:.1' A e':.r

] 7
Cory = € oy + €y

Hierin zijn dan ook €., .....¢€", kleine grootheden,
waarvan dus de derde machten mogen verwaarloosd worden.
De strain-energiefunctie had den vorm

W= (i A+ p) % 2uly + CL+ DI, + I, (6)en (10)
raarin

Iy = exe + gy + €x

Lo = ey 1z + €r; Cxzp + €z Cyy — :l (€% + % + ‘32.1'3.')

l (o ¢ 2 2 2
I‘.} = €apx eyy €z ar % (( yy Crx ed‘:‘l_ Crx € ¥ eyy €% p— €. ¢ ;x:;;] (5)

Substitutie van e, = e%.,. 4+ ¢, enz. in deze drie inva-
rianten levert, na weglating van de derde machten der met

accenten gemerkte straincomponenten:

L=19+1T

Ly =1+ 1, + €%, €+ Oy e'an + % €y + €'y, +
+ e%p €+ lyy — ; (€z €'y + €0 €'op + €0y €0y

Iy = 1% + ur €Oy €' + €0y €O €y + €0y €00y +
+ €% ey + Oy epne + Capey e +
+ ,1 (G G e s 1 o= €0y Cin/):
Uit den vorm der elastische vergelijkingen volgt, dat ook
de termen in W, die slechts eerste-graadsfuncties bevatten
der met accent gemerkte factoren, op de vergelijkingen
geen invloed zullen hebben. Noemen wij den vorm, die de
straincomponenten bevat, welke wel invloed hebben op den

vorm der vergelijkingen, W', dan is
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W'’ = (‘]IA + ) 1,2 — 2p 1) + 3CL L2+ DICT) +
e+ €% ey, +

r 1 (] ’ r r
§is 90‘.’1!1 Cow — 3 (.eu-y: € yz ar 80:..1' A ‘30.11; € ‘J‘y) } ar

! ! ’ i
=F Dri i eoyy €.+ efze yy T+ e%; e'xx + eozr..-m e

v ’ r r ’ ’ L
+ B} €y @ A Crn €y + €yl +
q ' ' 0 ’ ’ 0 ’ ’ )
Sy ( yz €z A oy & CyzCay €z + €2 €y eo;u: — €%z GO.'L';B —_
[y WL ' 0 19 ) O ! ' ) 9
— 2¢/ 0y 00 — e ety — 26y, el % — €%y % —

— 2@ ey @¥y)l i (13).

Om nu geheel algemeen de drie voortplantingssnelheden
als functies der straincomponenten te berekenen zouden wij
als volgt te werk moeten gaan. Door differentiatie van W'
naar de geaccentueerde straincomponenten en naarx, y en 2z
zouden eerst de drie elastische vergelijkingen gevonden
moeten worden. Daar W' een functie van den fweeden
graad der straincomponenten is, zouden deze vergelijkingen
lineair zijn. Vervolgens zouden wij een oplossing der ver-

gelijkingen onderstellen in den vorm

u= ae“ e+ Py +vi)
p=0beeglEtlyty) ... (11)

w = ¢ ¢! CJ(O{;[: -+ By -+ y2)

Substitutie dezer uitdrukkingen in de differentiaalverge-
lijkingen zou dan leiden tot drie ten opzichte vana, b ene¢
homogene vergelijkingen en dus tot een conditie voor de
bestaanbaarheid van de onderstelde oplossingen. Deze conditie
zou drie waarden voor pw? leveren en uit deze zouden dan
weer gemakkelijk de drie waarden der voortplantingssnel-
heden ¢ volgen. En hiermede was dan geheel algemeen /4
als derde-graadsfunctie der straincomponenten bekend.

Deze algemeene oplossing zou echter tot zeer aanzienlijke
berekeningen aanleiding geven. Daarom zullen wij voorop
stellen, dat hoogere dan tweede-graadstermen der strain-
componenten in ¢ verwaarloosd mogen worden en daarna
nagaan tot welke berekeningen de bepaling van 4 zich voor
het isotrope lichaam dan beperkt.
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1I.
Voeren wij in
exr — B Cyr = €
Cyy = €5 €z == €5
€. = €4 Cay = €g

dan kunnen wij bij bovenstaande onderstelling opzetten

6 6 0
JE== 00 (1 -1 E &y e —+ E _\:‘ ﬁ:l.- (o (ff;) ........ (ll)
1 1 1

Voor het isotrope lichaam zijn de 27 hierin optredende
coefficienten terug te brengen tot 3. Daartoe gaan wij uit
van de uitdrukking voor W.

Daar echter slechts het doel is een benaderde waarde
voor 4 te vinden, waarin nl. geen hoogere dan tweede-
graadsfuncties der straincomponenten optreden, zullen wij
ter verdere vereenvoudiging ook in de uitdrukking voor de
potentieele energie de derde-graadstermen weglaten. Dan
wordt

W= (l A4 ) (e + ey + eg)* — 2u (€6, + eyey + eye5) —

— (2ot +edt.. .. ... PRl 0 S (10)

De vrije energie, beschouwd als functie van de strain-
componenten, zal voor een isotroop lichaam ook slechis
deze invariante vormen kunnen bevatten. Volgens (3) be-
staat de vrije energie uit twee deelen, waarvan het cerste
de potentieele energie is, terwijl het tweede deel slechts door
de daarin optredende grootheid ¢ van de straincomponenten
afhangt. Derhalve zullen in ¢ ook geen andere dan de in-
variante functies der straincomponenten kunnen voorkomen.

9 moet dus als volgt geschreven kunnen worden.

I=0,[14a(e, + e,+eg) + b(ey -+ egte5)*+c 3(', o+ 465 4 Coy) —
— (2 + 52+ egd)i]

of ook

o
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0=l 41 +2(e,+e,+ e5) +B(e, 2+, 4-e,%) -+ (e e, +ese+e5e5) +
—13 (e s eg®) e R S e o (15)

met de betrekking
AR AR S ML e P o ar A T et (16)

Volgens form (14) is ’t aantal te berekenen constanten
in 4 27. Door (15) en (16) is dit aantal teruggebracht tot 3.
Om deze te berekenen gaan wij als volgt te werk.

Wij onderstellen eerst ¢,—e,=¢;=0¢en e, =e,=¢e, =,
herekenen voor dit eenvoudige geval de voortplantingssnel-
heden ¢ en daaruit weer 4. Volgens (15) zal dan de coeffi-
cient van e in 4 gelijk zijn aan 3z, de coeflicient van e?
gelijk aan 3 (8 + ).

Daarna onderstellen wij e, =e, =¢;=¢;, =¢; =0¢en ¢, ==.
Dan zal moeten blijken, dat de coeflicient van ¢ in 4 ver-
dwijnt, terwijl de coefficient van &* den coeflicient o geeft.

Hiermede zijn dan in verband met (16) de in 4 optre-
dende coefficienten bekend.



g 4.

Berekening van ( als functie der strain-
componenten.

Ter berekening van den coefficient =« zouden wij
e, = e, = ¢; =0 en de componenten e, ¢, en ey onderling
gelijk onderstellen. Beschouwd wordt dus een naar de drie
richtingen even groote uitzetting zonder verschuivingen.
Zjle = e, =tz =&

De functie, die alle termen bevat, die de elastische ver-
gelijkingen beinvloeden, wordt voor dit speciale geval vol-
gens (13)

— (22 4+p+3CL + 2De) [+ (—2u~+ DI, + Ee) I,
of W= (Lar+p@—+9Ce+2De) [ +(— 2u + 3De+Ee) 1)
Voor de elastische vergelijkingen (9) vindt men gemak-

kelijk, de accenten bij w, » en w weglatend

%}.—i—,u.—}—(lh(—}— D+, lf)t';\’ + |- ( 2= ’f)'g

or
' 0% e O 3"‘!() 102“
ot dy*  d? TR

2}'—*—'”’“*_( 18C + “-’r- /) :[ (:‘?_’ —l—,,u ——(3 14 _I, .h‘)ra';- X

v ¥ %
x (=3 + 55 +35)=

ar? oyt 02? Ta?
(- (] ] L= “\11' 3 )
|abu(18C -+ D+ S B )e| =L (3/)+ E)ef x

(0'-’”' 4 o%w i b"u") AR
) A A
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Wij onderstellen een oplossing

w — q et pex + By + vz)
v—2>0 e:w! e:(ez;x: + By + y2)

w—=— ¢ ' pl(ze + By + v2)

Substitutie dezer waarden van u, » en 2 in de drie elas-
tische vergelijkingen geeft na uitwerking de drie volgende
in a, b en ¢ homogene lineaire vergelijkingen

T 11 N (5 L)
[m? —(/‘-.—}—;’J--}—(‘].SC—I—? .D—}—Qﬂ)c’m - ’“_(El)_l_g L)(‘S b

X {a2+,'32+72):l e §;h+‘u+(18(7+ 191D+ LE)e | xﬁ] e

= D" +u+(180+ 5 D+ [ B)ef ac;f:i o)

I:—;?.+,rx.—i—(18(.7+191 =t ])E) r; x,S] a + [;m'ﬂ —§2.—|—,u+

-{-(!8(.3—;— I.,?]])—i— ;f;’)f.’zﬁzw~§,u -——(;D-J- 1;}5‘)"‘ X

L
X (224 /32+7'2):] b -—Df.+.u+(1sr_:+ —D+ _])E)e:ﬁpl =0,

{ﬁ 2}.+;x,+ (18()-}-%1!')-{— ;E.)rf{xyjn- D/ -+ w4+

-

i (15(;+ '2[ D+ ')j,)f,] ,@;} bt [,m-z A+t

+(18(/’+ lzl D+ ;L) r_';y'-’ i },u, ﬂ( _)' D+ _l)j’r) (eg X

X (a? 4+ (32 + pxz]i] c=0.
4 ‘ ‘:j I : 1“ | 9 A o
Stelt men z = pw? — ’;4 — ( = D+ 5 E) e (a? + 32 + »2)

dan moet verdwijnen de determinant



)—l—,f.a—|—(18('—l——/)—i——l- f)(eg

— ——

"“"""'4‘(18("*"? D 4+

| o (lTEerarae ==
‘—WA+MT(M(+QIL%
— 2+ u+ (180 +

g} pc—|—(1&(
\
T

|
P—I—M—}—(]b( o L+

= /—!—/z—i—

(e
_Ja+u+(m(+-
(!

I

9

|
";-{—u 18C <+ f)+ Jf')t?:g'”.

Voegt men bij B > de eerste kolom — 2z X de tweede

en bij g X derde kolom —» X de tweede dan krijgt men

} 1 et (18C+5 D4 B)ef & O

— w180+ ]‘)' D+ E)e

113?.‘[.'.1' —_—

|

)

‘ { fiongacn 1
0 -—-H.—{-;/.ﬁ-(lh(—i— l)-;—_) ] <;v —1

Telt men nu bij de tweede rij « x de ecerste en » X
de tweede rij op dan wordt de ||t'[t‘l'1ninnnlt'n\'('l'gclijkiilg

1 —?_A—I—M-Jc-(lh(—{— -1+ ;’f‘)uix 0

I
2
l O 2l )
322 0 J'—?A—k,u—}—(lh( + /)—|- )f))r»{(x~+p~+:.~) 0l =0
!
2

B)efs !

0 .g +M+(w(+- D+
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waaruit volgt
=)
k. Y LIs= 1 A 9 9 2
2= 2 +p+(18C+ 5 D+ _Ele( (22 + B+ 7).
Van de drie waarden voor pw? vallen er dus twee samen,

wat bij deze speciale onderstelling, waarbij het lichaam
1sotroop blijft, te verwachten was.

PC\)12 R p&)22 —

3 i Wl ,
.{A_(ED—E_QE)Q{ (22 + B2 4 »2)

pug =1 A4 20 + (18C + 4 D) e} (22 + B2 + 52,

@ = aantal trillingen in den tijd 2. Stelt men z=— =" :
q
p= i = =24 , waarbi] 2’2 4 32 + 32 =1 dan betee-
! 7
kent ¢ de voortplantingssnelheid.
Dus
w?
2SELIBR =
7
e ( B ]g) e
en = s — e (17)
P
o A+2u+ (18C+4De
.([3 = — — — N
F
Volgens (8) wordtl dus
1 1
AT < 3 S 3
7‘(9"!): ” 2‘ A +( ¢ 20
f a7 3! [/ h 3 (e
k\4 (.’4—-()[)—5— i )(” .t—i-( 5(+ll))(5
waarin V=V, +ep?
fo
=T+ ep

als V, en g, betrekking hebben op den toestand bij 7'= 0.
Het eischt verder overleg of wij aan de in deze formule
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optredende grootheden 2 en g dezelfde waarden mogen
toekennen als zij bij het absolute nulpunt zouden bezitten.
Dit is uit de voor de f gevonden waarde af te leiden. Bij
qanname van de met de wet van Hooke atomistisch over-
cenkomende onderstelling, dat de trillingen uitgevoerd wor-
den onder de werking van krachten, die evenredig zijn met
de uitwijking uit den evenwichtsstand, volgt direct uit de
dan geldende bewegingsvergelijkingen, dat het trillingsgetal
door de werking van een standvastige kracht niet beinvloed
wordt1). Dus wordt geeischt het constant blijven van 4.

Volgens voorgaande is .

ey

+3)i®

1
;l-(}N ):’4 (Vooe) 3 fo = Tiﬂf
| (S igern (“_(3

{)—g-%,—l,—( 8( —i—»l!)) p(‘

Zal 4 bij aanname van de wet van Hooke, dus bij
('— ) — [ — 0 constant blijven en nemen wij — ondanks
de aanname van de wet van Hooke — een eindige uit-
zetting aan, dan blijkt uit de waarde voor 9, dat wij aan
A en g voor en na deze eindige uitzetting niet dezelfde

waarde mogen toekennen, doch dat moet velden

% A
L = 0 \, = —l

' 1 + ¢ 1+ ¢

Deze waarden van 4 en g invoerend wordt

h¢9N\NL ., =1 : 2
)= 1_( *T')" (Voro) 3| o2 ¢ . 3 o
,| 47 \‘ 3 l) I /,'). l 2y 9
T
= |
1 3
I e R Ao T i (18

P\l,-}—ﬂp&“—}—(lﬁl’-"fi—=;1/))f!(l +(')%‘.!

1y Zie ook p. 3.



O R Y e T Ay P (E 3)2
QZ@(ED—‘_E]L)M” 2— (27C'+ 6.D) (3g+2u,) 3! :5-)@0 2+(),0+‘)u0)_':;

Wij stelden

I=1}14-2(e;4ey+eq)+(e,? “teo?+eg®) o (ege, e e +epe)+
+0(ei +3"—|—€62)} .............. (]5)

Voor e,=¢; —=¢;,—=0 en ey = ey = ey, = ¢ wordt
=€0{1+3:¢(3—|—3(B—|—:/)62{.

Ontwikkeling van de in (18) gevonden waarde voor 4
leert dus zoowel 3z als 3 (8 + ) kenncn.

De hoogere dan de eerste machten van e verwaarloozend,
18 volgens (18)

g o oA SO o T
(5045 B)ell40) g™ 2— (0C+6D)e(14-e)rg+-202,)" 5 | -+

6:% 1+ 3 3
200" 2+ (2g+ 209) " 2
3 = =L . , s ehi
“D+OM0%2—ﬁm+ﬂm%+m02
of 4=4¢,| 1- = =

3 (19
— 210 2 + (% + 2pp) T2

waaruit volgt

( ])_l_ / ) (A”_}—g#u)-é (3() ‘; L ).L&n';"

K = — — —

204 ()0 e -W'o) ~r “n> (. 2y + 2:’*‘0)

Tweede-graads-componenten van e komen voor met den
coefficient

\ 3 1 f_ _) 45 5 .. 15 ; 3
gl}f (’ !)+ 211)#'0 & ‘—(I-h]) +i“ji'“+ g [)II’J)PLU 2 -

4]

3 . e -] :
+wc+um%+mMz~pwJﬁ+mw+mmﬂx

"r'
,2

X (Ag =+ 2pp) ~2¢ : : 200" +(An + 2p)” 5 + 0,

(/9



o
e}

Dus vindt men

(e L]
to| ut

7
) _lf) (o D2k B DE) ™ 7 —
3(ﬁ+y)= e
2uy "2 +

|\J‘

-—(9(*+7D) Mok Zieg) = T ( ~>0/ﬂ+1aou))( .,+Hr¢n)-
St N e Lot L @il
"“(Au 2up0) 2

Na berekening van 3 zal deze betrekking, gecombineerd
'al

met (8), de coefficienten 3 en y geven. Hiermede is dan /
als functie der straincomponenten bekend.

11

Wij willen thans de afhankelijkheid van ¢ van de ver-

schuivingscomponenten berekenen. Wij stellen

(1.1 = (’2 — 83 = (35 -l (?U —_ “

C,‘ = &.
Bij deze aanname 1s
1 r . 1 1 7+ 1 ]
W'=z (A t+up)l?—2uly—5 Del)'e)'+ Eeef'ef— Beeye,.

Deze waarde van W' substitueerend in de elastische
vergelijkingen (9) vindt men na uitvoering der differentiatie

02”. 32,, \

‘(B*u 0% O )+

) (D+E)e

(A4 )M; + 1
\ () — ~
e y: or? ooy det

dydxr | dzor

1 .7 % w1, A% 3%
-+ Fel )4 £ ) =

£l —— s : s —_— = -
179y T apx) T e T agez ) T P o

(A ) 311' 4 a%p i 020 i '321-‘) AR o ( o it 32'1(1)
4 L, . — O =) =
“ dy (D.r"" NI T P 1 Azdr o
1 2w ¥ Y AR G 2
L ( i C v)__o Ded o=u 0%

: + e =p
2 oz oz 2 dxx Al
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(AT o7 (B'Zw d%w w1
. L) ——- L
Al =+ ¢

([REDEN 2178\
e Se g s B = g
2t oy* T2 )T |

522 T mag)

I o ] % 1 2w % REITE
w0y dy ‘_)E apr 2 E(Byﬁzﬂ_f‘—’) w2

—
Stellen wij wederom
w— a e e eer + By + v2)

w— ce“le ar - By -+ 72)

dan 1s

r

(2 + ) \;_ = — (A + p) o (ae 4+ bE + cy) e etlze + Ry +v)
.

(Batt+h_zr+3211)_ pl e
2 a2 22 — ma (e + o) ara

2w )\ 1 n
([)_;_j,) (Bﬁr_'_BZBJ, 2(/)-1—[’) (cad+bay).....

1 % hETE 1
e ( s 47 IR
4 azaa,‘*'a,ray) 4 FelaBy +cef). ...
I % 2 1
— _ET =¥ . e — ﬁ{" ) I
4 E(B.}'a.z—%_aygg) 4] (bﬁ?’“{—ﬂ{;;)
o*u ‘2
P = —Fast.

De eerste vergelijking wordt dus

| — (A +p)a?—p (22 + B2+ %) — o Eefy +pola+
+{—(+u) 2B+ 2D+ E)eay | b+ |— (. + m)ey +
+ (2D + E)exfd | c = 0.

Verder is

=y

(A +#) (a; :_—U-—i—{-ﬂ)fg(-’f.x—l-f)ﬁ—f-(:y) y 10l o i(zr 4= Ry -+ y2)



(8]
~1

v % %) T >
L (a—'l;_y—i—‘j +ae-)=—-;'fj) (.’-’!’."—'—[D“—}-}‘”) ..........
] 0%u DQ'H’> 1
e =—— Fs(azy 7o e e
. (BzBJ 4L A I Fellaay 4 ced) o s oe
1 0% % 1 s =
B IX: ('“a'}l.z —+ a?la"é) == 9 [,)E ((I‘D —- JI]Q?’) ..........
1 ol 1 = .
= De 0; = Dey (e + b8 +c¢y).. oot
1 0% 1
= I = ST ot Ly Wi
Q2w b
p th— = — POW s s it e h e

Dus wordt de tweede vergelijking
== (A =+ 1) y;:+ L Kex A% 1 l)a-'x;v} a4
ff«(az + B2+ 92) + Dafy -+ pe?} b+

+ § — (A4 w) B

1

—1—%—().+;,L)[33-';-_,llbfx—i— Def32 4 ])E?"“(—'—‘U

Ten slotte heeft men

’

ol
— (» 4+ @) \;f — (A4 )y (a4 0B +cy) e et (2ot By+72)

(¢

(Bia¢!+3'~’11* = B‘zw) v .
L e - —_— e, o e A £ A= I O FI T ORS OR (3
| -()‘].._2 a!/2 ’[‘22 fLC (lx + !-'J + ? ) 3

18 ?H o%u [t Bt =
‘1-_[LL ( \"”/) SR Ee(ba? + az@)...o......
o) 1

=5 / : ——!}— = DeB(ae + 08 +c¢y)...cvne...
o I _Bju —=FKeaaB........5.

2 wyor 2

1 P

— 9 1)5(3‘—’}‘3—2 -agd) /) (L[J?’ + b?’ ) ..........

02w
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waaruit voor de derde vergelijking volgt

| —(+ .f/-)m'—}-j—*Eemg —{—:1 Deafla+

]

S {_() +#)5?’—-—1-E'Ex2+'%- Des? 4 _‘lz DE,G:!U)-J-
B2+ + DeBy + pa?} c =0,

1
wh e

i {— (7)) p?— o (22
Deze drie homogene lineaire vergelijkingen hebben slechts

dan een oplossing als hun determinant verdwijnt

D 1 NELYs]
| — (2 +p)e? —p (e 4 B4 92 — 5 HelBy + w?

e 1
Leay + — Deay

|
“‘()'+f"-)”3+; .
| 1 1
|—(A + @) gy i LB + = Deafs
1 ~c ,
——(?.—l—,b:)az,@—l—l(ﬁf)—l—fj)ez; ................ (22)
— (A + ) B — (22 + B2+ 3% + DePy + pud
: ]I | iy b s
— (2 + u)By — p Lea + - Def* + =Dey?
1 ! . T
— (3 + p)ay + 1 (2D + K)cap |
=30

1 1 SN,
— (2 4+ ) By — 1 Eea?- - De(2 4 92)
— (A w) 2 —p (22 + B2+ %) - Defy + put
Gelijk bekend is (en zooals eveneens volgt uit de drie
richtingen

voor ew»* gevonden waarden bij een naar alle
even groote uitzetting e1) heeft men voor het geval, dat

alle straincomponenten = () Zijn
,'36612 e 95'4'22 —_ (xz —+ B.Z —- ?‘1)
pg® = (4 -+ 2p) (2% + (B2 4 32),

111S

Stellen wij dus om een benaderde waarde voor de th

1) Zie p. 22.
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na de verschuiving ¢ geldende voortplantingssnelheden te
verkrijgen vooreerst

p? = (2% + 32+ 9% + A=«

en trachten wij met deze waarde van pe® aan de deter-
minantenvergelijking te voldoen.
De determinant (22) wordt

]1‘

i — (A + p)a? +( A=t
|
|

920 1« .
— (A + mab+—f——-‘x:r
20 4 I7
- — e

— (A + way + =7

20+ K
—(App) el

— () B2+ (A4 DBy e

]'1' 9 l) 30 a
— (A + ) By + | @t + 5 (B ?“)‘g 5
, 204+ £
— (A +p) 2y + - T £ a2
./L‘ ‘ /) e o = ().
C— (A4 p) By + : = a? -+ *',7*(!3‘"+2"“): ¢
— (A2 u)? (A + DBy)e

De termen, waarin geen & optreedt, zullen moeten ver-
dwijnen, hetgeen bij uitwerking ook blijkt het geval te
WezZen.

De coefficient van ¢ wordt

= (»"+mx'-'L (=4 1) ((7*’ + B (A + DBy)—
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— ().—{—fu}a:ﬁ‘:* A -Hc)(:— a3 (A+ DBy )__ﬁi-f’ s

+ e R o — 22 ] |
— (2 +,u)w7[—(?~ + #)D—?Jﬁg e {;.)(’32+72’§“’3 -+

+ 224 gt (44 DBy ay+ 2D E mﬁﬂ

Hoogere machten van ¢ worden verwaarloosd. Aan de
determinantenvergelijking zal voldaan zijn als de coefficient
van &= (J

ze conditie zal de waarde van A moe-

ten bepaald worden.
A komt voor met den coefficient

(2 + n)? (2% + »?) 2?32 — Py 2t = 0.
De termen, waarin A niet optreedt zijn

2,20 a9 2 E P 1 9 24
(?.—i-M)“a“w[/)(p--!—w)——z‘ o2 (B2 + 52 ; >

= | T | ) . ol 2D4+F
- y24| 2% o (B2 %) | —* i P

h 20+ K 2D+ K
+|— g t+5 B+ )+—-_:_ s TR +-j't_ ]

Bij uitwerking blijken ook deze geheel te verdwijnen.

Dat de coefficient van ¢ verdwijnen moest was echter
priori in te zien. In verband met de twee samenvallende
waarden voor ¢w* in den toestand zonder strain moeten wij
immers cen tweede-machts-vergelijking voor A verwachten.

Bepalen wij nu den coefficient van 2 Deze wordt



’ o N2 K 2 D 2 o lié
— i b M)cx‘“[(zl + DBy)* — | ——4—0&-—]—7 (B2 + 97 ; ] -+
B/)[ (A—+ DBy)(A+)B*—(A+DBy)(r+u)y*+

"
+2u+@wyﬂ yx+ (5+/ ]Tv+aumx

) 1 - _L_,f‘ ( v
X(LHJ 2D+E | E

2 Bl B 5 OO
(A+Dfy)— A xpr_4x~_|_§.(5~+:_)(].._

._/) ) SN
—y _:_ [—( l-l-/).’a")(/-—%—u)xp— ff_ (;_}_!4)3;,34,

A ) S 0 DI
jlfx*—l—?(f "-%—;*“); -+ =k

\
+(2tup)ay | — (74 @) u“?d&] —

2 Y 4 ) 2 v
-(}.—i—.’f-)x:--{: D_;H .x;';—— . 2% 4 ,[7)(13'-’—%:»'“): D B

) T ( !
J)+L"‘GE \ B (p +,,_M(,~+y_)x;3—-r

>%A+M%J+4 |

20D+ R CATAT s 20+ kK
— fﬂ (n—-p) By 4 ( A+ DBy ) (a4 )ay += —4--fz—|—u)xﬁ{]

Zal aan de determinantenvergelijking voldaan zijn dan
moet deze coefficient nul wezen. Hieruit volgt een vier-
kantsvergelijking voor A.

De termen waarin A optreedt zijn de volgende

§— (A+p)at— (A4-p)B2 — (Atru)r?} .‘1‘~‘+[:— 2 (A4 p) 2By D—

( &,

¥ < - I 2
—(A-2) B3y D — (- 2) B A DA 2( 0~ 12) By A daste “" B \:'*'

ey A . o A 20D+ I
+ (2 +w) By 5+ (2 + r) B 5+ (A r)eyE ——

23, 2D+ E | 20 + K
e + - ]

i + 2(r + @) 2By i

hetgeen na uitwerking blijkt te worden

".‘.‘

—(r ) (2 L+ )( -5 " By A ) .
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De termen, waarin A niet voorkomt zin

f(?‘+p)22|:1)'3{32“ digyz—i- :]—I— ~ DBy )+
- gﬁﬁzr*‘(i--i-ff-) gz(/ + ©) 3% lj—;xz—ki)(ﬁﬁ—r—ﬁ){:]—l—
oyl D2 g 2P B0 B Do) |-

2D+E [— (2t-pe) el ?—2])"""(2.+M)a:/3+(z.+@)x7><
X g-ﬁ%w2+fgﬁ(ﬁ2+ 72}; +"Q:]f’(1 + )3 /a]w—(}.—l-u)xﬂ/x
X [xy 2[):@ }—]-‘irw‘-’—l—g(ﬁﬂ—k:ﬂ); = ff—D,ii 3;] o

21):1&' .x,C:I:— (ht-r2) 3 | — 4,“2 —1—%(;324—;:‘-’ ;—#x
X (2p)aBy® 4 D(2 + p) af3y* 2/%;—]-? (% + “)xﬁﬂ

Door uitwerking en rangschikking naar de verschillende
machten van «, £ en 3 blijkt, dat in de laatste uitdrukking
de coefficienten van B%% en van 2%p* verdwijnen, terwijl
. : ; B0 4 w) .. : :
die van 28 223% en 2294 alle - ('i‘i‘ 2, die van x432, aliy?

)

F2(A+
en van 22322 alle "'(Q"i} worden.
{

Dus wordt ten slotte de vergelijking, waaruit A moet
bepaald worden

A a9 9 on [ 2 jﬂ" \ 15‘2 0 A
— (n+p)(2® 4 B2+ 97 [ A —jB;/A ) -+ 16 (A 4+ p)a® X

X(26%7% + b + B + 4 + 22732 + 20%%) =0
of

_ ot | s sl L I R
— (A1) (@24 B2+ 92) }A-— 5 BrA ﬁn_,;w"[x"-i-ﬁ‘—!—?*);-:U
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waaruit vol gt

\-A
(3]

=

{627‘2_;_ .952(562 e f32+ ?,2”

A

Ve
w1/

Hiermede zijn twee der trillingsgetallen gevonden

»—lm
OL ’E|
\

0,2 = (224324 “I—I—‘:IJ- ¥ + -——‘{33:7'3+x3{;c'~’+£3"~"+;/'~’)}:].5

T" 22
B et G ol A ~1}] 23)

2
prg®= (2?4 B249%) 4 TB?ﬁ

Voor ¢ =0 was het derde trillingsgetal bepaald door
puig? = (& + %) (o2 - B2 -+ 7).

Stellen wij derhalve om een benaderde waarde voor het
thans geldende derde trillingsgetal te verkrijgen

p? = (A =+ 2p) (@® 4+ % + %) 4+ Age.

Wij substitueeren deze waarde van pw? in de determinan-
tenvergelijking, waardoor deze den vorm aanneemt:

| \ A2 9 ') o 20 + I/
—U\+MJ(P'+?")+(-—1—‘..,fm' Jo o —(+wmad+- —— a7
T o 4
— (At g) et f £y — (A @) (@422 + (A + DBy)e
2D + I I TR ) A
S AT e T 23 S ATER)EY S e .z"—l—-gk({o“-«}-'}-;s
DI .
— (A pu)ay + T -&af3
~ I B 5 = ().
— A+ )Py + ;——--4 w? + (B2 + %) ; ¢
— (2 ) (2 + ) + (A + DBy) ¢
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De term met eindige grootheden is wederom nul. De
termen, waarin eerste machten van ¢ optreden zijn:

(» =+ ) (B + 2?) [()—t—p (22 + 23 (A + DPy) e+ (2 4+ 1) X

B
(e +B2) (A+DBy) e+2 (r+p)f 9,5’#:, + ]—i—

f [{1‘ -~ D - ) 9
(AL By )[04 w)2 @2+ £3(a2 + 79 — (h+ )2 B2]e +

+<?-+iw,wf3[ (et ) At DBy Yot 2L ot a2 4 et

- (R /i S 2D+ E
+(A+w)ay j——a*+ '“5'(.‘9""—?"");5 + ————af% 9+u)e]+

20+ K : 3 :
+ j—— ay [(» + w)2ap (2 + B2 + (2 + w) xBr*]e +

]‘: 2 [) 5 o ")D [1
(At )zy l:(}-"i‘f-{') xﬁ? = == (B2 422 ; E-4 +

a3y

D+ FE
X (b t2)em (o 2) (A + DB Yoot 22 0 1)+ )E}}-

2[) + ]fj AT 9 o9 9 9 9
1 B+ pPafy + (r + p)ay (22 +9%) e

Zal door de aangenomen waarde voor gw* aan de deter-
minantenvergelijking voldaan worden, dan zullen niet alleen
de bekende termen, doch ook die, waarin ¢ optreedt moeten
verdwijnen. Hoogere dan eerste machten van ¢ worden
verwaarloosd.

Door uitwerking wordt voor den coefficient van & ge-

vonden
(2 =+ )2 (22 + B2+ 92)2 Ag + (2 + )2 DBy (a* + 32 + )2

waaruit volgt

Ay= — DBy.



Dus
pug? = (A + 2u) (22 4+ B2 + %) — DfBye. ... .. (24)

b

’r
= we 2
Stelt men wederom 2= — - enz, dan is ¢ de voortplan-

tingssnelheid, terwijl «'2 4 32 + 92 = 1.
Uit de drie gevonden waarden voor c»? volgen dan direct

de drie voortplantingssnelheden

9 lu‘ﬂ j; o 9 {
@i=—i1+— (B2 + V%" + 2"
P “ |
9 [ E T e e sy | e
Go™ = > 3.1'-{_-1,0:(8 e l'/3'9’2+ax~)sg S (2b)
i A+2‘u‘ (1 D ’n,"-"\)
T3 Sy = TUATLR e

Voor het isotrope lichaam waren de drie voortplantings-
snelheden onafhankelijk van richting en de in ¢ optredende

g d 1 47
factor &7 was gelijk aan F=_—-Y — = 4, waarin g, de
3 T g: q,,,

gemiddelde voortplantingssnelheid is.

Door de verschuiving ¢ is het lichaam niet meer isotroop
en in verschillende richtingen bestaan verschillende snel-
heden. Stellen wij ook nu nog den factor " gelijk aan het
product van 4z en het omgekeerde van de derde macht
der gemiddelde snelheid, dan 1s dus

i e ’.\‘ AR b L e 20
([m V‘ ( ))

waarbij de integratie is uit te voeren over een bol met
straal 1.
In eerste benadering is

1 3 3B e
:(1)3[1 ;.,, ,:,+',,.,,, 'g+;¢'2;g]

([13 2‘{"4
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Bij invoering van poolcoérdinaten geldt
2 =sin J cos ¢
B'=sin J sin ¢
o' = cos

terwijl het bolelement

dw = sin T dpd3.

Z

X
bol hol !
Dus f By rfw:j sin%$ cos I sin od 3 dp = (.
Derhalve wordt ook thans gevonden
L Am [ (p 3 o 3
= [2(-.";1)“’ +(;. —5—2,&,)“ ,

Het blijkt dus, dat de factor Ien hiermede ¢ geen functie
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is van de eerste machten der verschuivingen & een resul-
taat, dat volgens (15) gevonden moest worden 1),
Berekenen wij thans, hoe 4 van de tweede machten der
verschuivingen afhangt. Daarbij kan van voorgaande be-
rekeningen, waarbij slechts eerste machten van  beschouwd
werden, met succes worden gebruik gemaakt.
Stellend

Pt — (22 + B+ %) =

kan de determinantenvergelijking geschreven worden in den

{=28-

VOrml

23— ax® + br — ¢ = (),
Aan deze vergelijking willen wij thans voldoen door

x—=HAe + Be2

Werd gesteld & = Ae, dan bleek, dat bij substitutie van
deze waarde van @ in de vergelijking, de coefficient van «
nul werd.

Dus zal in de coefficient 6 geen term mogen voorkomen
zonder ¢ terwijl in ¢ slechts tweede- en hoogere-graads
termen van & mogen optreden.

De vergelijking moet dus geschreven kunnen worden in
den vorm

23— (ay + age + aye®. o)t o (bye + 0t L) —
— (€982 + ¢46%) = 0.
Is &= Ae¢ 4+ Be* van deze vergelijking een wortel dan
bestaan ook de volgende twee vergelijkingen
AP —2a,AB—a,A* + 0, B + by —c¢y =0
— ayA* + b, A —c, = 0.

Voor de laatste vergelijking werd reeds op pag. 32 gevonden
~ 5 0 A a i o If“ A 0 /‘41! 9 A0 o [
— (A+a)(@?+R%+%) | A2 — - By d —a® (2 +67+2%) (=0

1) Zie ook p. B2.



en als wortels van deze

BT

4.11_:71},;/_!_? |/ 22 4,——352(0&3+53+73)
Ay =By — 7 VB + 22 (2> + B+

terwijl uit de eerste vergelijking volgt

S .L“!::f + (141411.2 — b¢2£17+ ('3 i

B =
by, —2a,4

De noemer van B wordt gevonden door -—— ayA* + b, A — ¢,
naar A te differentieeren.
Maar
l

{; _1 (_ U()AZ -+ [)1;| —Cy) = e (1“(;1 — ;l,)(:;l - ;‘12)%

74
dat

= —a, “.'%A — (A4, + Ay |
terwijl

ay= (A + 1) (® 4 B2 + »3).

De noemer van B is dus bekend. Van den teller blijft
nog te berekenen a;, by en e
De bovenstaande derde-graadsvergelijking in &z is in de

determinantvorm

| b
e — (A +p)at —o EBye

|

T (}_ -+ (_¢) ;)_’B —+ 1 (21’) -+ k‘) &y &
1

— (2 4 @)y + 1 (2D + L) af3 ¢
] )

—(» + @) + y (20D + )y e

x— (A + p) 3>+ DBys

L o 1 9 5
— (2 4+ p) By — 1 o + - D(B* + 9?)¢



— (2 + p)ar + % 2D + E) 2B
— (A + ) By — i Ea% + % D (B + 2 e
z— (4 + @) ¥* 4 DBye
waaruit volgt
ay = ( ; 10— QD.) By

l

1 z) (2% 4 22B3%) —

D*— DE) g% — (D

bO | et

bz:(

1 , s
= PR = JJ”"* D2y,
j 4

1 SR ATA) ] 2\2 1 )2 T 2
Gg=—g D2 By (B*—o%)* + H(!)Js “+ DI?) a3y +

1 |
+ o DBy + - DE* a6y

Tt X wa wf3 wy'
of bij invoering van z = , B=—, y=-"_

7 q q

, :( ©w—2D ) B'y’ e

] sl r<y (5] l'l ,)').uv
b= }(‘2] ——f)if] 29’2, ( L + /f-)(_c 202 4 2'23'2) —
S ‘,12 ) ‘N_t 92 r4 ' 7“01

16 Dazy /) 1)7 ‘(1"‘

l » v T4y PR 0k
-—L DERY (B2 — y'f)'-’-q-%(u-/;ﬁu DE?) a3y +

c"(]
+ l)jr') P‘]“‘3f ;r\ j)/l , f J ‘f I!’ =

) ‘76

terwijl A, en A, den vorm aannemen

e’ A2, 12 il
4= oy Vs

[
P, SATO T ;
:12 — — {p'?" —i ' }8’2?,'1 4L x’l} 9,” 5
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Kiezen we A= A4, dan levert substitutie van de voor
Ay ay @, by en ¢; gevonden uitdrukkingen de bijbehoo-
rende waarde van B

1.73 T S E2 v At
[ﬁ m r l 5_‘) TIE 12)3 +§j(ﬁ_4ﬂ)py %

- 2 Y 1 39 Ty o
'1 +I/,G'3?”+n% +It(u,3])"—|—DE)f3'?’“+

1
l »). F9_ 1 Lo ¥allol 1‘ A l QY
) (02 2B — BPa DB 4
16 16 4

= 1 D+
B=
+ Loy Mm'+Vﬁ%~+xﬁ?~+V——UﬁB

X (B2—9'2) + (1) 2 DE?) 2'Bly '+ DE223%/ +

i_*_]__DEZa,nzﬁfn:s [ ?6 ) ( —r 1)
Wiliz AT ) Tl “1

Na uitwerking vindt men

[— — DRERY (202 % a2 o232 B —2a)
Br*\*F DXE (— 2070 + %y + 2287 + B+ ') x

e et | : .
X l/'rgv‘.‘,,}/rz 4 ‘xf'_).:l (!b 0y (‘..’12 — ‘,1_1}

of bij invoering van &'# - 8% + %= 1.

] T34 r i ' 1 QD IE I 0]
LD B (1— 8t —(1— 382 | (%% 4 u

e : Ao
: O+ W)/ B2+ & 7

Om B,, de bij 4= A, behoorende waarde van B, te
vinden, kunnen wij bedenken, dat het eenige verschil tus-
schen B, en B, hierin bestaat, dat overal, waar in B de
vorm —+ |/ B2,'2 + 2’2 optreedt, in B, de vorm — /B2 2 52
voorkomt.



Dus is

l r ’¥ ) ~ T T
s gl)z {{319/ (] ﬁBx'z)———(l—x 2—0{3 Z? “) l/{a"'.l?,"l e x’?} 2
B = .S :

O+ @)V g

en rest nog slechts de berekening van de derde waarde, welke
B kan hebben nl. de waarde, behoorend bij 4,= — DBy

Stellen wij z= pw? — (% + 2p) (22 4 82+ »?), dan kan de
In pw? derde-graadsvergelijking wederom geschreven worden
in den vorm

2 — pat+ qv —r = 0.

In » moeten alle termen machten van & zijn, want voor

¢=10 is o een wortel der vergelijking. De vergelijking zal

derhalve de gedaante moeten hebben

T3 — (Po + Pre + Po®. )& 4 (g9 + g4 + g L) —
— (e + 1eet ... ) =0.

Stellen we 2= A,e 4+ By dan moet, derde en hoogere
machten van ¢ verwaarloozend, voldaan worden aan de

volgende twee vergelijkingen

gpdy —1r; =0

— Py As® + qo B + g Ay — 1y =0.
Gevonden werd reeds

Qo = (» + w)? (2 + % + »?)
re= D (& + p)* («* + £*+ 77 By
Ay = — Dgy.
Dus moeten nog berekend worden pg, g, en r,.
Bij bovenstaande aanname voor x heeft de derde-graads-
vergelijking in determinantvorm de gedaante
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T+ (0w @+ — 5 Bre

2D + I
— (24 @) 2B +fj— ay &

— (A @) ey + Q—D—:_ bxﬁs

N 2D+ K
— (A @)l + —z_—x:/s

T+ (24 @) (22 + %) + DBy«

2 W
t(},—-!—[!.)p'}’—l— }AT“—-{_”‘) ()b“—i—?’?)f c
20+ It '
= (2-.+.m)xy+ﬁ:]1<x(35 |
. DN — ()
_(}.+(L){;7+§—Tm-+ -.)—(13-*"}’2){5 0

z+ (n+ @) (@ + B + DBye |
Door uitwerking van dezen determinant vindt men

po=—20+ ) (2 + £+ 77)

T

: 7 g
0= (40— o‘) (A 4+ 1) By (& + B+ 7

2
i

) 0 9_ A A9 9 e 9
i (2232 4 a2 2+ B 94— 23%%) (22 + B2+ %) +

Ty = (?»—7-,:2)?

+ EDBE% (2 + B2+ 09|

De gevonden waarden voor gg, 7'y, Ay, Poy 9y 1 Ty SUD-
stitneerend wordt

a0 A0 O [L" 0.9 1)2 919 ) -;‘ o)/ YAl ) T AYAL
— D22 4 D[ 41 —5 }G"}/*—k—fél-(Wp"-k:rr—l-p‘*+y‘12p~;~)—+— ED3%?

B— et Crpt el e 3
: (A + ) (@2 + B* + 79)

ikl ; we
of bij invoering, als vroeger, van « =5 enz.

(6D + 2ED)EY + DB 4 & @) e,

= 4(2 + 1) q
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Hiermede zijn ook de drie coefficienten van & in de
drie voortplantingssnelheden ¢ bekend. Deze worden dus
in verband met (25)

7 " Y : 8}
ot ! ﬂfzﬂz 1 2'2) ¢ Si=aclees
0 : ]+4u(6 e e )e+81(k+u)x

By’ (1 —3a"%)— (1%.-4“ 3;3”’2) 3212 4 5’2 q]
"\.’ 1D ) E-
VED? +
D2 9
8 (A + 1)
S SR B L GovaE i I
VB2 + '
A 2p D D
) = Sled I Bl e
P A+ 2u 4 (2 +2u)
(6]) -+ 2[‘:) l@’,/g -+ [ (J& 23°2 L 2'202 /3'4 b ?,"4) :]
Lol Ll A ;

D) !u‘ E aldod) 1o
=1+ B —VFF a)e—

ds X

Volgens (26) is

f_‘ i dw

terwijl, wederom hoogere dan de tweede-machten van ¢
verwaarloozend volgens (30)
3 f, e 302
l et nt f+ 1gnf2+xf2 {_.__1'__ ER——n?
[ 24 Ve ) 162(7+1)
1'—3«'(”) (1—*)112—0!':,'{"'“ l/wug:_::_'_’x_ ,]
l/ﬁ’:l.},"_‘. + a2

1 P B (: 3 K ! S31)*
e | B o | M PR D £ 312,72 T Yegp B B bt 0

ng (\ M} 9 4#(1 / +]/ iy -+« ) ar 1“,‘1{:}.—'-—#) X

o B7 (=32 + (1 —a—30%") /82" + &> J
l‘/f“','?""! + .}.’,":
1 . K3 g D 5D
— |- ]| al Qo e
qs® (A+2M) + )-}-‘)@'r 4 8().+”2u)x

X

(‘;I)_‘_zjj)lg !’)( ””'._'.lx"’?“._‘_f’fl.-{-w )
A+t @ i
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Door substitutie dezer nitdrukkingen voor de omgekeerde
derde-machten der voortplantingssnelheden wordt

1 (Dol ¢ p \3.{. ‘)Eq,, 3pz AN W V2
F:g} [( F&L 52 4# v'e+ ——— (1- a'2—3032 d)sz _'_(\ j_ff_ )7 %

S (74 1) A2
X 114——3D——f3' o = D(GD'?' )L)g!zyw ar D(”’wl“‘“u"q"' NL‘_’ c?':\dm
2An+20)" 8 (n—+ 2p) (2 + ) -

Bij integratie verdwijnen de termen, waarin eerste machten
van ¢ optreden. Dus

bol 3 32 ! ) ;
3f [ - su(xﬂz)(l_“_ﬁ/)“a*(. ‘]'"X

il s 3D (6D+42E)B%" + D( 2872+ a'%y'2 4 B4 + )| E;:l i
( 8(n+2u) A )

Ter uitvoering der integratie voeren we wederom pool-
coordinaten in 1)

@' =sin J cos ¢
3'=sin & sin g
o' = co8 &

do = sin 81]5‘(159.

bol "hol
J (1 —a'2—3L"%"%) de = J (1 —sin 23 cos %p— 3 sin 23 sin %p cos 23) x

; (T 8t S
X sin §dSdo = 27 ’ (sin Er— — sin 39 — —-sin 33 cos *3) dY

0
. 7 2 28
e
3 0 B

bol . o D ! 1
f By % dw :J J sin 39 cos 25 sin 2odSdy = =
! ]

Q

hol vor x o 1 A 1
f 2'2f3 -‘dw-—_f sin %5 &in 3?(:033?48(1? _—,.{,-.-’ Sin 83d3= — =
0

0 ll]

1) Zie p. 86.
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hol 4
f o' %y "rlw—l .

(w) ]

rhol = .
f 55’”*dca=[ f sin 58 sin %9 dSdo
00
Nu is

T

T
) ' e
=HE 4 9 . 9
] sin ’*g:- dp = 4 ’ 4 ¢in "? dp = 4] ~ oS *op ap —

0 U 0

3
o1 Al 1 3
=4f3(§cos4;p mcm%—+— )(]?——
Dus
bol S .
Bhdw= 7| sin®d3=_—=.
[ tlw 1 z
. 0
bol PO - :
f ' dw = ’ J cos 49 sin $dSdp =
0 0
Derhalve
. 7. n ’ 32
f (magﬁf‘g e J.’.Ill?' 2 A ﬁ LI o l’l) dow = o
19

Hiermede zijn de noodige integraties verricht en wordt

L a0\ 3 7 D £
== 37[‘)(72")“ i (/—Ifﬂ,u):l ‘*'30,:(;.4#) (“;i) ¢

L B O
8(»n =4 2u) (A + 1) \ ' b

16 15

ALY, (e W], T (),
1= 3 z(\i)“+(Am)"J+30{.¢(A+fL)(Q;)“L

(1[)~+/)L),. N
(I‘b+ )U)(} —'—[A)( _2 ) (‘31)
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Volgens (8) is
1

QAT 1
p— o (N Ne L (s s
A\ e
q3

Bij substitutie der gevonden waarde voor I wordt

0:&“[]f TD2 (7 + ),4(,) ' (14 D2+ 2DEVu? 52]

C.’!

3
90(’04‘#0)‘”0( n"‘)#o P(’ -+ 24) 2 "f‘#nzl

Hiermede is de coefficient 3 uit form. (19) gevonden

5

X D2 (3 + 2;0) — (14D*+ 2D E) 1y (32)
= . : T R

120 (7 + 2) to ( o 20) 120 2000) g

£
Door (16) en (21) kunnen verder in verband met (32)
de coefficienten 8 en » bepaald worden.
Men vindt '

& 225
2 (, s

— (15D+5E)( 70‘*‘1‘"‘0)( o+240) 2 — DE)‘:;"-U'*"’*())M()H){\

Bl e . : - e B

75
4

D2+ qu_

X (7 + O,uuw +(90 O+ )ouwo+u“)f,¢.,-' — (2025 (24200024 1800CD) X

. X_i (%0 + 1”*0) (}‘D + )’n) X

X (?'-n__ﬁ?o]r*’*o"i(}-() i 21 JEE ])2( n“’ 1""-“)‘) ar (14 “) +L)‘UL)“’ (1_'(3 (33)

o] |

™ 5 e
— (15 D451 (25 t4o) (7 n—l—ﬁ.,ul,) D2+ —gfx —l—fi—)l)]j )mﬂ 1 (2gg) X
7_._: ) ——r —— et = = ) e 45 x -

X (%22 ) +(90C+ )OD){,’“ (7 + t29)— —(2025 C24-200D%+1800CD) X
X‘“u(’o"‘l"‘u(( o T “f“(})x

X g2 (%o =+ o) (o + 200) ' + 5 D““n +2,L¢ﬂ)2—-— (7 D%+ DL)un ;5

i e . — iy 21)

X { (Ag + 2u29)2 + 2§

5

1) Voor de beteekenis van Q zie p. 24
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Voor den coefficient van (e, + e, + ¢;) werd gevonden

D \
o

2. f;(,*+;21) w
3 0
‘ ()

raf ot

1 1
(_7 D+~ E) (39 + 2020)

&= — =

5

<) .
2000 (29 =+ 24q) 2 4 192 (2o + 21)

Hiermede zijn de vier cocfficienten, die volgens (15) in
0 optreden, verkregen en is de vrije energie & bekend,
zoodra de elastische constanten van het lichaam gegeven
zijn. Differentiatic naar de zes straincomponenten levert
verder de zes vergelijkingen, die voor het isotrope, vaste
lichaam de toestandsvergelijkingen voorstellen.

In de elasticiteitstheorie, waarbij de wet van Hooke
geldig wordt ondersteld, worden dikwijls in plaats van de
constanten 4 en g twee andere constanten gebruikt, die
dan functies zijn van 2 en w. Zoo kunnen wij hier ook
in plaats van de drie constanten C, ) en £, die bij een
cerste uithreiding van de wet van Hooke optreden, de
vier constanten z, £, » en 2, verbonden door de betrek-
king 28 =45 + », invoeren. De aanname dezer constanten
wordt hierdoor gewettigd, dat in de uitdrukkingen voor
den uitzettingscoefficient en voor de verandering van de
elastische constanten, die volgens de wet van Hooke
optreden, niet de grootheden €, D en & zelf voorkomen,
doch slechts «, 8, » en d. Wij zullen dus in 't vervolg zd6
handelen, alsof , 3, » en o (waartusschen de betrekking
26 =45 + ») de constanten zijn, die bij uitbreiding van de
wet van Hooke optreden, terwijl wij ons om de groot-
heden ) D en [k, die practisch niet op den voorgrond
treden, niet verder zullen bekommeren.



g 5.

Berekening der toestandsvergelijkingen.

Voor de vrije energie per eenheid van volumen werd

gevonden
’['- _5_ -
F= W+ ONKL(Z) [TElog(l—e Hde = W + 5,
0
waarin

_ il % | ,
en 0 =0,41 + (e, + ey + €5) + Ble,? + e,% + eg?) +

terwijl
Iy=e + e+ e

Iy 5 .
[2 — 61[32 - (34(_’3 + E!.zt',’d — —1 ((,l"‘ + H‘:)— + [}u-)
-[V —y 2 P ] > 2P ] .-2 2 0 2 e » 2
g = €41€9f3 T - (x5t — €4€3° — €als” — €3€q”)-

Differentatie van de uitdrukking F voor de vrije energie
naar de zes straincomponenten levert bij verwaarloozing
der termen, waarin hoogere dan eerste machten der strain-

componenten opireden

. ‘ 37, ‘
Xy=al +2ue; + 3 0y } 2 + 2Pe; + 7 (es + €3) !

% %““ + 2fe, + ¥ (e3 + ¢;) %

2
}12=/I1+ P‘en"i' 05‘
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v

o .

Xy= L+ 2ueq +

2T,

_‘.ﬁ

R , a% ( v .

A{'J T ‘&(‘5+ =) Ry Gy
gl B A i

‘\6 - ;f«t'.(“ -+ ..'3000 __Ej_ !36.

Uit de uitdrukking voor 7, volgt

Lj;” = O

( ¥ . .
Deze waarde van N staat 1 eenvoudig verband met

de uitdrukking voor de trillingsenergie 7, Gelijk bekend

is geldt: U,= §, - T—;{j .

Men vindt

d
%, ; T
;1 — 3N log (1 — el 12NF ( ; )J[ . nfi] dE

en, eveneens door partieele integratie, voor 4,

b
4

$, — 3NETlog (1—e=7 ) — 3N 7 ;)J/’ fnl d,
\ !J‘t._r-

1}

Dus wordt

. A
= ] =
]
A8 [ EB
G o [ G R (34)
' i 0 G o
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o7,

of in verband met de gevonden uitdrukking voor —

A
U_%ajv.
)
28, s
Dus e s
E FY) 7

Deze waarde voor

substitueerend in de uitdrukking
)

voor X, krijgt men
o e T A ) U“rra 2Be 2 \

Bij verwaarloozing van hoogere dan eerste machten der
straincomponenten is

/
%:] —a(ey + ey + €3).

Dus wordt de benaderde nitdrukking voor X,
> > ¢ ' ‘ " . " ar w2l o 7] ‘
X, = al, +2ue, + Uy | +2Be, + (e, + e3) — 2*(ey+-e,+e3) ¢
Evenzoo
- . . : )
X, = »l; + 2pe, +Us : 2 +2Pe, + (e, + e3) —aXe+ex+eg) ¢
r o T . Vo 1900 o \ — 22 )
Xg=al + 2ueg + g § +2feq + v(eq + €3) — &’((,!1—}—(“—}-(‘3)2
X, = e, + 2Ude, (35)
X, — e, + 2U, 3¢
Xl-' = Me“ "" 2 DTV B"ﬁ.

Hiermede zjn voor een isotroop lichaam en bij lage
temperatuur de betrekkingen gevonden, die aangeven het
verband tusschen de stresscomponenten, de straincomponenten
en de temperatuur. Ze treden in de plaats van de betrekking

- rry

p=[VT)
voor het gasvormige lichaam en mogen dus de toestands-
vergelijkingen in gewonen zin van het isotrope vaste lichaam

genoemd worden,
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Naast deze betrekkingen volgt uit formule (34) nog voor
de totale energie U/

t,"r: ]I'—|— U —

§
T AT]. 7T -7,\3 T Ed & O
= j¥ +$_nw/(7) f Gé_ld_, ........ (36)

1}

Hierdoor is {7 als functic van de straincomponenten en
de temperatuur, en dus ook nog de roogenaamde calorische
toestandsvergelijking van het lichaam bekend.
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Vs

Berekening van den vitzettingscoefficient uit de
toestandsvergelijkingen.

De teestandsvergelijkingen (35) geven bij constante tem-
peratuur het verband tusschen stress- en straincomponenten,
bij constante stresscomponenten het verband tusschen uit-
zetting en temperatuur. Tn de praktijk interesseert de laatste
betrekking het meest.

Onderstellen wij, dat op het lichaam geen uitwendige
krachten werken.

I X,=X=X=X=X— X, =0 dan is ook vol-
gens de laatste drie vergelijkingen

e, = €, =— €5 = 0
m. a. w. door temperatuursveranderingen treden geen ver-
schuivingen in ’t lichaam op. Daar dit, om niet in botsing
te komen met de resultaten der ervaring, gevonden moest
worden, blijkt ook thans weder, dat § geen functie mag zijn

van de eerste machten der verschuivingscomponenten.

Uit X, =X,=X3=0
volgt &Ly = Ty = Tg.

Wij vinden dus, geheel in overeenstemming met de
praktijk, dat een isotroop lichaam zich bij verwarming in
alle richtingen in even sterke mate uitzet.

Door sommatie der eerste drie vergelijkingen van (35)

krijgt mern

; — 320,
T30+ 20+ (2B + Oy — f’ix_‘;!) i, ;
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Bij lage temperaturen mag (25 + 2y — 322) U, verwaar-
loosd worden tegen (32 + 2u).
Fn dus krijgen wij voor de kabieke uitzetting
— 3 U,y
AR 2 ) /7
of daar voor de compressibiliteit £ genomen mag worden

b= 3) + 2u

Ty e e R E P (37)

Als resultaat dezer beschouwingen wordt dus gevonden,
dat (in de omgeving van het absolute nulpunt) de uitzetting
van een lichaam evenredig is met ziju inwendige bewegings-
energie, met de compressibiliteit £ en met de elastische
constante «. Hiermede is de het eerst door Griineisen
afgeleide betrekking teruggevonden.

Bij aanname van de wet van Hooke bestaat er een
lineair verband tusschen de stresscomponenten en de strain-
componenten. De potentieele energie W is dan een quadra-
tische functiec van de straincomponenten. De elastische
constanten €, D en A" en dus ook 2 zijn nul. Bij aanname
dier wet zet een lichaam zich dus slechis uit door uitwen-
dige krachten, niet door temperatunrsverhooging Aanname
van de wet van Hooke sluit in zich negatie van een
thermischen uitzettingscoefficient

Debye?) berekende voor het eenvoudige geval van den
asymmetrischen oscillator de thermische uitzetting door uit
te gaan van de bewegingsvergelijking van den oscillator en
vindt deze uitzetting (gemiddelde uitwijking uit den even-
wichtsstand) ook evenredig met de energie van het trillende
deeltje. Het bleek bovendien, dat ook dan slechts van een
thermische uitwijking sprake kan zijn, als de oscillator aan
zijn evenwichtsstand gebonden is door krachten die niet-
lineaire functies der verplaatsingen zijn.

') Zie Mathematische Vorlesungen an der Universitiit Gottingen 1913.
Die Bewegung eines asymmetrischen Oszillators p. 2124,
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De uitdrukking (37) voor de uitzetting stelt ons in staat
de elastische constante « te berekenen. Differentiatie van
I, naar # levert immers de kubieke uitzettingscoefficient A
21, A,

K= _j_rvz_“k’a"']—rz'—'“kcﬂp A e (38)

waarin e, de soortelijke warmte bij constant volume en ¢
de dichtheid voorstelt.

Experimenteele bepalingen, waaruit de andere grootheden
B, » en 3 kunnen bepaald worden komen slechts sporadisch
in de litteratuur voor. Wij bezitten o.a eenige in de be-
palingen omtrent den invlioed van de temperatuur op den

torsiemodulus 2 en den elasticiteitsmodulus £, die — voor
zoover juist — in staat stellen f5, » en 3 te berekenen. Wij

sullen daarom in de volgende § eerst theoretisch de ver-
anderingen van p en £ met 7" uit de toestandsvergelijkin-
gen bepalen.
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Over de af hankelijkheid van den torsiemodulus « en
den elasticiteitsmodulus 7 van de temperatuur.

(334

Uit de laatste drie der toestandsvergelijkingen (35) volgt
reeds direct, als 24 den torsiemodulus bij de temperatuur 7'

voorstelt
T — ‘.’_40 + 2;) [.frl!
0 o«
of S 20 CoD e s e R e . (39).

Uit de verandering van den torsiemodulus met de tem-
peratuur kan dus de elastische constante 3 herekend worden.

Niet zoo eenvoudig is de afhankelijkheid van temperatuur
en elasticiteitsmodulus, Onder laatste wordt verstaan de
verhouding van de kracht, die men in de lengterichting
van een staal of draad laat werken tot de verlenging door
die kracht veroorzaakt.

Laat de lengterichting van de staaf samenvallen met de
richting der X-as. Er werkt slechts een kracht volgens de

lengterichting der staaf. Dus

Xﬁ — XS e *\Pl — ‘\:-:; —= ‘\'1'. = 0.
M = MO

Uit de toestandsvergelijkingen (35) volgt
X=2al,+2ue + U ;x + 20y + 7 (ey + eg) — 221y
0 =2l +2ume, + Uy Yo+ 26, + (e + €)— x‘l_gg

0=2aly +2ue, + U, gx + 20ey + v (e + e) — xzflg.
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Door optelling dezer vergelijkingen vindt men

I X —32U,
177 8o+ 2¢ + (26 + 2y — 3x2) Uy

en door substitutic dezer waarde van I, in de uitdrukking
voor X

)HX —_ 3»% 7 L’Tv -, il ,
X=-: = — +2;’-&€ +L, dd.—|—2"g e, )+
32 +2p+(26 + 2y — 323Uy 1+ Uy (@ +2fe, —vey)
)( = 39’5 L’T'u
B e O U B
KRy T 2u + (26 + 20 —322) Uy

Laat (7, klein wezen, zoodat hoogere dan de eerste mach-
ten van de energie mogen verwaarloosd worden. Door ont-
wikkeling naar (/v vindt men dan cemakkelijk voor X,

als men nog 2 en g door 2, en i, vervangt
1 (3 € - .') .‘)(‘ ‘T ) ‘( D 97T 9 T
..).;/.60(5/.0—!— .-..,’/«0"1"-1‘3[ v+ 4% .-IV_")‘Z"(-’V)U|+.-u{-¢|-)%(1 vt

202) U, (.'1].

: o (Brg+ 2
+ (82 + 2u0) (28— ) Uvey — %o (. L2 -—'tf'—’-)- (28 + ¥
0 SF i)

Differentiatie van X naar e, geeft den elasticiteitsmodu-

, p 3, 3
lug Z7. Daarbij treedt op v waarvan wij eerst de orde
e

van grootte willen bepalen

T3 (T E84E
U,,:snw.-T(ﬁ;) f TS

e— 1

] ) — — ol — — f] -
de, o dey 09 Y/

(5 oyfenl

8 q G
(eT—l IRl c—l’

L "r'/ f ,J'r‘v T'l . .
Dus 8L AL G b & 2 L (bij benadering)

=9INEkT 2
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De vorm — 7 verdwijnt voor lage temperaturen ex-
el’—1
: a3 ol L,
wonentieel. Bij het absolute nulpunt wordt -~ dus — 3x.0/..
I g A
ae
1

Derhalve mogen bij de differentiatie van X naar e, vormen
U, s
als uf3 e = weggelaten worden tegen B {/y. Van deze
1
verwaarloozing gebruik makend wordt

AX 1 _ . ;
= 2 (2ot f4p) [:2#0 (320 + 25 + 28U + 290 Uy — 322U,) +
..l o ~
a, TT.(C 00 TTAOR o (3421 1oy e N [}
"+"L')/-0 Z_]]-’{Zﬁ——;/) +2/J.‘:0 Uv(zic—’}')-— —0}"; _(;_ {'LD— 0 (&Zp_‘_?_—.‘.‘,&’r") l}u—i—l{.ﬁ“&& %Ei

en na uitwerking

o 1 |: o, . ,

= 2aq(r — 022) 4 (82, 4+ 214,)(28 — o) 4+~ 4 22—

3T g+ thy) ol yor?) (32 o) ( ) M
2oo (24 5 ,_,.] ‘ 1 [ 2010 o .

———— (247 —22%) |ovp = 5+ — — 2 8 a* 4
Ao =+ Mg 2 2 (2 =+ 4g) (z.”-}—/.c(_, ‘%)

i An L A
9 9 Mot \op (g, o _foto ) :I e A(
< ( 320 + 21, )'U ’%) [5 ( 32 + T ¥ |Cypee-...(40)

Gerekend van het absolute nulpunt' zijn dus de ver-
anderingen van @ zoowel als van /' bij verhooging van de
temperatuur evenredig met de soortelijke warmte en dus
met de derde machten der absolute temperatuur.

Resumeerend  krijgen wij de volgende vergelijkingen ter

berekening van de grootheden &, 5, » en a.

Ap
VA
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A 1 (: 2 Moo \ : e Lo 4
= 2200 gy )2 ( 82+ 2pt— 2k Jup—
3T 2(xg ) LN+ 0‘) —'—( B 2oy
Ap M,
— | 82 + m”-~] ........... 40
( 0 )_0 ..]_ o ) 7 vf ( )

terwijl vroeger nog tusschen f3, » en 5 de betrekking ge-
vonden was -
A3)r o RN S (16)
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Berekening van «, $, y en J voor eenige elementen.

De formules (38), (39) en (40) voor den uitzettingscoefficient
en voor de verandering van torsie- en elasticiteitsmodulus
werden verkregen door te onderstellen, dat hoogere dan de
eerste  machten van U, mochten verwaarloosd worden.,
Bovendien was bij alle berekeningen ondersteld, dat met
een eerste uitbreiding van de wet van Hooke kon worden
volstaan, terwijl in de uitdrukking voor de karakteristieke
temperatuur 4 geen derde- of hoogere-graadstermen der
straincomponenten werden opgenomen. Uit al deze onder-
stellingen vloeit voort, dat de formules (38), (39) en (40)
theoretisch slechts in de omgeving van het absolute nulpunt
geldig zijn. Niettemin zullen wij de grootheden z, B, 7 end

-

gaan berekenen alsof de formules ook voor hooge tempe-
raturen gebruikt mogen worden. Vooreerst is’t slechts de
bedoeling een idee te krijgen over de grootte van =, §, »
en o, daar de experimentecle waarnemingen toch te zeer
uiteen loopen om een eenigszins nauwkeurige waarde van
B, » en & te kunnen verwachten. Maar bovendien heeft de
ervaring geleerd, dat van dergelijke extrapolaties in de
theoretische physica dikwijls met succes gebruik gemaakt
kan worden.

In de volgende tabel zijn torsiemodulus p, elasticiteits-
modulus £'en de veranderingen dezer grootheden met de tem-
peratuur overgenomen van de tabellen, die C1. Schaefer 1)
daarvoer geeft. De opgaven gelden voor kamertemperatuur.

1) Annalen der Physik V, 1901, p. 220.
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De soortelijke warmten zijn overgenomen uil de tabellen
van Debye 1) en — voor zoover noodig — uit de aldaar
opgegeven waarden bij andere temperaturen door lineaire
interpolatie voor kamertemperatuur afgeleid. Uit deze ge-
gevens en uit de dichtheden, de atoomgewichten en de
uitzettingscoefficienten zijn «, B, » en 5 berekend. Bij deze
berekeningen is alles herleid tot C.G.S. eenheden.

De opgaven voor lood staan op de laatste plaats, omdat
gegevens over de verandering van den elasticiteitsmodulus
ontbreken. In verband daarmede komen bij lood geen
waarden voor van 5 en 9.

Formule (40) werd gebruikt na invoering van den elasti-
citeitsmodulus £ ter vervanging van 2. Uit

(324 20)
oAt

B —

volgt

(B — 2p)
Sp— E

Substitutie van deze waarde van 2 in form. (40) levert
na uitwerking de voor de berekeningen van 5 en » ge-
bruikte formule (40%)

BE 3 — E 3 \ 9 [ E 1 g ) Fa)
;ﬁf‘ — -_'{.M:I [—— (UIUJ = ]'})JI‘ "l‘( —37“!:_ }? — K ar .31"!4 )g:.} —
1 (3m E— 6t = | ) 3o B
—_ 2~ ('T‘{L—--'H —+ f& = 3[L};] Cy' Do =i (1()1).

Na de bepaling van z volgens form. (38) uit den uit-
zettingscoefficient?) en de bepaling van volgens form. (39)
nit de verandering van den torsiemodulus werden uit de
twee betrekkingen (401) en (41) 2 en ¥ berekend.

1) Annalen der Physik 39, 1912, p. 789.
2) Voor den nitzettingscoeff. (kubieken) werd genomen 3 % den bjj
Schaefer voorkomenden lineairen.
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e ‘ °E

\ o g P ’ Atoom-
\ (7 E | o1 [. 31 warmte.
| in procenten./in procenten.‘
| N ‘ i
Aluminiom . . | 2329 KGz 6330 - KG;— 0,2472 ‘ 0,2132 H,4
mm# | mim=
Zilver....... 2467 I 5897 | 0,08209 r 0,0765 5,74
Koper.......| 3967 | 9897 0,04489 0,03627 5,66
Lood ....... 550,2 | 1498 07867 5,98
- ; I
— —_— ‘ — — —— i‘l - — ‘
Atoomgew. | Dichtheid. ‘ o 1 £ r v r b
27 I an1 —2,3 31,1 18 | —124
|
108 10,63 — 2,6 10,5 878 | — 42
63 8,96 —9() 11,2 89 B Sl [ I ¢
207 11,32 — 3,2 { — 15,4

Zooals uit bovenstaande gegevens blijkt neemt de torsie-
modulus met toename der temperatuur af. Dit strookt dus
met de onderstelling, dat g bij nadering tot het smeltpunt
kleiner moet worden. Een smeltpunthepaling door voor het
smeltpunt die waarde van 7' te nemen, waarvoor g =0
wordt, levert echter geen bevredigende resultaten. Dit was
overigens door de zeer uiteenloopende waarden der expe-
rimentecle bepalingen niet te verwachten.

Het uitzetten der lichamen met verhooging der tempe-
ratuur en daardoor het bestaan van een positieven uitzet-
tingscoefficient heeft ten gevolee, dat de coefficienten & van
de eerste machten der straincomponenten in de nitdrukking
voor de karakteristieke temperatuur negatief worden. Zooals
verder reeds werd opgemerkt kan een thermische uitzet-
tingscoefficient slechts bestaan, als wij aannemen, dat de
atomen door niet-lineaire krachten aan hun evenwichts-
stand gebonden zijn. Wij moeten aannemen, dat een groo-
tere kracht vereischt wordt om de atomen tot elkander
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te doen naderen dan om de atomen over denzelfden afstand
te verwijderen. Dit is trouwens in overeenstemming met
de ervaring, want zooals bekend is, neemt de compressibi-
leit £ met verhooging van den druk af. Hieronder volgen
de resultaten van eenige waarnemingen over deze verander-
lijkheid 1) Gekozen zijn de waarnemingen van de vier
elementen waarvoor de elastische constante z, 3, ¢ en o
berekend worden. Tevens zijn de veranderingen van de
compressibiliteit met de temperatuur opgenomen. % is gege-
ven met atmosfeeren per ¢M? als drukeenheid.

Element. Onderzoeker | t | p in atmosf. k.10°
| ‘ |
Alumininm .| Richards | 20 100—500 | 1,81
Buchanan 9 1—2566 | 1,67
Bridgman | 20 6500 a 1,21
Griineisen | —191 10—1B0 i 1,36
16 1,60
‘ 126 ; 1,75
| Lussana 14,7 2000 0,88
27 i 0,96
71 1,03
103 ‘ 1,10
| 126 i 1,18
Zilver......| Richards 20 100—500 0,86
Griineisen — 191 10—1560 0,71
16 0,77
i 184 | 0,85
166 | 0,88
Koper...... Amagat - 12 ' 0,86
Buchanan 10 1—282 | 0,86
| Regnanult ' 1,28
o0 dieeres | Amagat 2,16
Richards 20 100—1560 Biak
| Lussana 10 | 100 | 3,87
‘ ‘ 500 3,81
! 1000 | 8,76
i 2000 3,64
= 3000 3,63
N o e s n | oLl | 10150 18 e 268
; . 142 | | 880

1) Zie W. Schut. Piézochemie der gecondenseerde systemen p. 7T2.
Dissertatie 1912, Utrecht.
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Voor zoover uit vorenstaande gegevens een conclusie
getrokken kan worden neemt A af met verhooging van den
druk. Hetzelfde geldt ook voor de andere dan vorenstaande
elementen, voor zooverre onderzocht. Bridgeman meent
echter uit zijn experimenten te mogen besluiten, dat alumi-
nium (en ook staal) geen kleinere samendrukbaarheid bij
hoogeren druk hebben. Richards en Lussana vinden
echter steeds een vermindering van /& met verhooging van
den druk, niet slechts bij bovenstaande elementen, doch bij
alle, welke zij onderzochten.

Verder volgt uit bovenstaande tabel een toename van
met de temperatuur. Hetzelfde wordt bij alle elementen
waargenomen. Echter laat de overeenstemming tusschen de
waarden dezer toename veel te wenschen over.

Wij zouden uit (35) cen uitdrukking voor de compressi-
biliteit % kunnen afleiden en daaruit de afhankelijkheid
van /£ van de temperatuur kunnen bepalen. Uit de af-
hankelijkheid van de elastische constanten “oen IY van de
temperatuur volgt echter reeds direct, dat bij lage 7' ver-
anderingen van £ evenredig met 7% ziin en dat dus %
evenredig met 7" is. Griineisen vond inderdaad bij Al
Fe, Cu en Ag een snellere dan lineaire stijging van k&
met 7. Volgens Lussana neemt bij 47 / vrijwel even-
redig toe met 7, evenals bij B en Sh. Meer overeenstem-
mende en daarmede meer betrouwbare resultaten waren
zeer zeker gewenscht. Dit geldt niet alleen voor de veran-
dering van & met 7, doch in ’t algemeen voor den loop
der waarden van al die physische grootheden, welke met

de elastische constanten verband houden.
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STELLINGEN.

. Op theoretische gronden mag bij lage temperatuur de
thermische uitzettingscoefficient en de thermische verandering
van torsie — en elasticiteitsmodulus evenredig verwacht
worden met de derde machten der absolute temperatuur,

Het 1s wenschelijk, dat betrouwbare experimenteele he-
palingen verricht worden over de veranderlijkheid van de
bij een vast lichaam volgens de Hookesche theorie op-

tredende elastische constanten.

[11.

Ten onrechte meent Schaefer in zijn waarnemingen
over de verandering van de elasticiteit met de temperatuur

een bevestiging te mogen zien van de verwachting, dat de

—

Poissonsche constante bij het smeltpunt de waarde = moet

D |

[y

b

hebben.

Annalen der Physik V. p. 220.



IV.

De aannamen van Ortvay:

5] (5]
W = E ) E k ciy i
1 1
é 5' ﬁﬁ G‘ 61
=t Shaa + Ni S fuziay
1 1 1

zijn met elkaar in strijd.
Verhandl. der Deutschen Physik. Gesellsch, XV Jahrg. 1913,
Nr. 16, p. 774 en T75.
Ve

De uitdrukking welke Ortvay voor X; afleidt is ver-

kregen door een niet geoorloofde verwaarloozing en moet
vermeerderd worden met

i 4

INk T < T E3dE

—=7m oy 2k @y et
0 1 e —1

0
Zie vorige stelling.

VI.
Het bewijs door Rouché en De Comberousse gege-
ven voor de stelling dat een vierhoek koordenvierhoek is,
als tusschen de diagonalen en de zijden de betrekking be-

@ 1+ be
S L L —+ OcC

_ad+be .o Nedic
> Sed ® onvolledig

Traité de Géometrie I, p. 148, 6e druk.

VIL.

De wet, dat een gebeurtenis een aantal malen kan ver-
wacht worden evenredig aan de kans, die deze gebeurtenis
bezit, vloeit niet voort uit het theorema van Bernouilli.



(9
VIII.

De vergelijkingen (1) p. 243 van Schuster zijn geen
uitdrukking voor een homogene deformatie volgens de
definitie van Thomson en Tait, tenzij de afgeleiden
van «, 5 en ¥ naar x, y en z constanten zijn.

Schuster. Einfithrung in die theoretische Optik.

IX.

De formule van Landré voor de sterftekans

behoort vervangen te worden door
d

g = — .
! {J—Jf—;(r—u)

Mathem. techn., Kapitel zur Lebensversicherung p. 63, 3e druk.

2
Door het onderzoek van Bridgman is de gletscherbe-
weging niet meer te verklaren door de regelatie.
Zeitschr. Anorg. Chemie. Deel 77, p. 877,
XT.

Aan de afleiding door Grotendorst van de formule

L o»

(- T/}
Ny, () de = Ej wy, () der.
1 1
1 a

oC

7 \ ) \
Voor het geval, dat ¥ w, (@) tusschen @ en b convergent,
1

o0 b
. . ‘e o
maar voor b t]l\'(![';_{(}l]t 18, (‘(,!]‘\\'].]1 L ’. (179 (I) ([.I‘ conver-
Al
il

geert, mag niet de waarde van een bewijs gegeven worden.

Beginselen der Diff! en Integr.rekening p. 85, 8e druk
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X1I.

et bewijs, dat Goursat geeft voor de tweede middel-
waardestelling is om den daarin voorkomenden limietover-
gang te verkiezen boven het bewijs, dat van die stelling
bij Serrel voorkomt.
Goursat. Cours d'Analyse. Math. I, p. 182, 2e druk.

Serret-Scheffers. Lehrb. der Diff. und Integr. Rechn.
IT, p. 48, 3e druk.
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