Utrecht University Library

Over de rekening met symbolen en de toepassing daarvan op
de integratie van differentiaal-vergelijkingen

https://hdl.handle.net/1874/259613



https://hdl.handle.net/1874/259613

OVER DE

REKENING MET SYMBOLEN

EN DE TOEPASSING DAARVAN OP DE INTEGRATIE VAN
DIFFERENTIAAL-VERGELLTKINGEN.

ACADEMISCH PROEFSCHRIFT

|
TER VERERIJGING VAN DN GRAAD Val |

DOCTOR IN DE WIS- EN NATUURKUNDE,

AAN DE HOOGESCHOOL TE UTRECHT,

OF GEZAG VAN DEN RECTOR MAGEIFIQUS

D% T. HALBERTSMA,

SEWOON H EERAAK 1IN DE FACULLELT DER GENEESKUNDE ,

MET TOESTEMMING VAN DEN ACADEMISCHEN SENAAT

EX

VOLGENS BESLUIT VAN DE WIS- EN NATUURKUNDIGE FACULTEIT,

TE VERDEDIGEN
Op Vrijdag den 14im Junij 1872, des namiddags ten o= ure,

DoonR

NICOLAAS PIETER KAPTELN,

geboren te Barneveld.

— A

UPRECHT. — P. VAN LOON. — 1872,







OPGEDRAGEN AAN MIJNE OUDERS.







Alvorens tot de behandeling van het onderwerp mijner Die-
sertatie over te gaan, is het mij eene behoefte mijne erken-
tenis nit te drukken jegens alle Hooglecraren, wier onterwijs
ik heb mogen genietern. .

U, Hooggeleerde arywis, geachte Promotor, hetuig ik dien
dank bovenal voor de groote welwillendheid, waarmede G1j mij
ter zijde hebt gestaan, en voor de belangrijke wenken die ik
bij de zamenstelling van dit proefschrift van U heb ondervonden,

Ontvangt ook Gij, Hooggeleerde puws BALLOT en 10K de
verzekering mijner innige hoogachting en dankbaarheid voor
uwe lessen, die zooveel tot mijue vorming hebben bijgedragen,

Met hooge waardering herdenk ik ook uw onderwijs en vele
bewijzen van vriendschap, Hooggeleerde marTiNG, die ik in de
eerste javen mijuer Akademische studién vooral heb mogen

andeyvinden.




Uwe lessen, Hooggeleerde vax rips, zullen mij een rigtsnoer
zijn , indien ik zelf worde gerpepen aan anderen onderwijs
te geven. ‘

Ten slotte cen woord van dank aan U, Hooggel. MULDER,
RAUWENHOLY en xerckuor voor de welwillendheid mij betoond.

En Gij, mijne vrienden, wier gezellig verkeer mij mijn ver-
blijf aan Utrechts Hoogeschool onvergetelijk heelt gemaakt, —
vergunt mij dat ik met den warmsten dank voor Uwe vricnd-
schap, en met de beste wenschen voor Uwe toekomst U vaarwel
toeraene.

Wij scheiden; velen hebben ons reeds verlaten; eerlang Liopen
wij allen in verschillende werkkringen en in verschillende oorden
der wereld werkzaam te zijn. Doch, waarheen het lot ons
voere, of welke nieuwe betrekkingen wij aanknoopen, — de
herdenking aan de dagen onzer jongelingschap blijve aan ons

aller harten dierbaar!




INHOUD.

Bluds,
v qe ]
Baleddioye, . .« « o« 5w o0 m @ s oaw owoaa a ke a twod

HOOFDSTUK I
Algemeene theorie voor het rekenen met symbolen . . . 9

HOOFDSTUK 1L

Symbolische oplossing der Differentianl-vergelijkingen. . . 51
HOOFDSTUK TII.
Oplossing der Differentiaal-vergelijkingen, door verwisseling
van symbool en argument . . . . . . . . . . . 94
HOOFDSTUK TV,
Symbolische oplossing der Differentiaal-vergelijkingen in
FEORSE « « » b e e b e w e w Eew s a0

HOOFDSTUK V.

Symbolizche oplossing der Differentiaal-vergelijkingen in be-

bepaalde Integralen. . . . . . « . . . . . . 123







Het onderwerp waarover dit proefschrift handelt heeft
gedurende eene lange reeks van jaren de aandacht van
vele wiskundigen getrokken, het schijnt dus niet onbe-
langrijk de voordeelen die het rekenen met symbolen
in de Differentiaal- en Integraal-Rekening, en de Rekening
metl eindige Differentién oplevert uit een te zetten; een
overzigt van de verschillende methoden daarbij in ge-
bruik zal het eigenaardige dezer rekenwijze nog meer
doen uitkomen.

Een kort geschiedkundig overzigt moge der behandeling
voorafgaan,

Den grooten Leibnitz komt in dezen de eerste plaats
toe. Niet langen tijd na de uitvinding der Differentiaal-
Rekening (Acta Eruditorum 1684) toont hij de analogie
aan ') tusschen de differentialen van alle orden van
een product van twee of meer veranderlijken, en de
magten derzelfde orde van het binomium of het poly-
nomium, zamengesteld uit de som derzelfde veranderlijken.

) Miscellanea Berol. I, T. Symbolismus memorabilis salenli algebraiel et

o T . y s 7 5 = 4
iofinitesimalis in comiparalione polentiarion of differsotiarem, efe. L GUER
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Eenigen tijd daarna merkt hij dezelfde overeenkomst
op tusschen de negatieve magten en de Infegralen. 1)

Jean DBernoulli verklaart nog, hoe men in bijzondere
gevallen de Integraal van eene gegevene dillerentiaal
kan vinden. %)

Hiermede zijn voor langen tijd de onderzoekingen
gestaakt. |

Lagrange vat het onderwerp weder op ?), en maakt
van dic analogién gebruik, om verschillende algemeene
theorema’s betrekkelijk differentiatie en integratie van
functién van meerdere veranderlijken te ontdekken. De
meeste dezer theorema’s waren toen geheel nieuw, en
volgens andere wegen slechts zeer moeijelijk te verkrijgen.

Hoewel hij de oorzaak niet kent van bovengenoernde
analogie tusschen de positicve magten en de differentialen,
de negaticve en de integralen, zoo schenkt hij toch
volkomen vertrouwen aan hare toepassing, en wel omdat
alle coneclusién, 4 posteriori onderzocht, volkomen waar
blijken te zijn. :

Van toen af begint men meer opmerkzaamheid te
wijden aan de methode welke tot zulke resultaten leidt.
Meerdere wiskundigen trachten de theorema’s wvan
Lagrange te bewijzen en de rekenwijze gegrond op meer-
gemelde analogién uittebreiden.

Eene poging van Arbogast *) om deze methode te

1y Commerciom Epistolicum, Ep. XVIIL

2y Comm. Epist. Ep. XIV.

3y Mémoires de I'acad. de Berlin 1772, p. 185,

) Trait§ du ealcul des dérivationa et des usages dans la théorie des suites

ete, Straszbourg. 1800,




ontheffen van de moeijelijkheden, welke de onophoudelijke
overgangen van de exponenten tot de indices der ditle-
rentialen en omgekeerd medebrengen, geeft op eens een
geheel ander voorkomen aan de zaak.

Hij komt op de gelukkige gedachtc, om de operatieve
symbolen te scheiden van de subjecten waarop zij be-
trekking hebben, en ze te bchandelen als quantitatieve
symbolen.

Deze opvalting is stont, en geheel afwijkende van de
gewone begrippen; vandaar de ligt te verklaren tegenzin
van vele hekende wiskundigen, om deze theorie aan-
tencmen. Volslagen gemis aan bewijs vermeerderde
dezen nog.

Niettegenstaande Frangais ') eene poging aanwendt,
om in dit gemis te voorzien, en alle zijne resultaten
overcenkomen met de uitkomsten, volgens gewone
methoden verkregen, is het nog noodig dat eerst vastere
grandslagen worden gelegd voor deze theorie, en hare
veclzijdige en veelvereenvoudigende werking wordt
aangetoond.

Dit docn Lobatto, die in eene reeks verhandelingen *)
de scheiding der symbolen toepast op allerlei takken der
analysis, ontwikkelingen van functién, differentiaalver-
gelijkingen, vergelijkingen wmet eindige Differentién,
reeksen, bepaalde integralen, verder Servois °), Murphy *),

1y Annales de Math, purves & applig. T. IIL. p. 244 1811.

2) Nienwe Verh. Kom. Ned. Inst. DL VI 1837.

Verh, der Kon. Akad. v. Wet, DL I. Memoire sur Pintésration des équations
lingaires dn premier ordre aux diff. particlles & 4 variables.

3 Ann., de Math. vol. V. p. 93. :

% Phil. Transact. 1837.
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Boole 1), Gregory ®), Hargreave ), Cayley *), Harley °)
en vele andere wiskundigen.

1y Phil. Magagine 1840—50.
Phil, Transaet. 1844, 1864.
Cambridge math. Journ. 1847.
2) ‘I'ransact. Royal Society of Edinburgh. wol. XIV, p. 208. 1838,
Hxamples of the processes of the Diff. and Integr. Calenlus. 1841.
3) Phil. Transact. 1848. p. 31.

4} Manchester Memoirs, vol. XXIL p. 111,

5y Quarterly Journ. of Math. vol. V, p. 337.

Manch, Memoirs, vol. XXIL, p. 282.




HOOFDSTUK I

ALGEMEENE THEORIE VOOR HET REEENEN MET SYMBOLEN.

§ 1. De teekens, welke gebruikt worden om eenvou-
dige of zamengestelde bewerkingen voor te stellen , welke
op eene grootheid (subjeet] volbragt moecten worden,
noemt men operatieve symbolen.

Zij toch drukken op eene zeer verkorte wijze uit,
welke operatién volbragt moeten worden.

Deze symbolen, op zich zelven beschouwd , afgeschei-
den van hunne subjecten; zijn even als de bewerkingen
zelven aan bepaalde wetten onderworpen; de toepassing
dezer wetten leidt ons tot rekenwijzen, waarvan de ele-
menten symbolen zijn, — fot de symbolische methoden,
of volgens anderen genoemd, de rekenwijze der opera-
tien, of de mecthode van de scheiding der symbolen.

Wij volgen hier geen nieuw beginsel, maar eene vol-
komene gewettigde handelwijze. Wij spreken als het
ware cene nieuwe taal, doch zamengesteld uit woorden,
wolke wel eene andere dan de gewone, maar toch eene
bepaalde beteekenis hebben.
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Deze methoden zijn van het grootste belang, daar met
hare hulp vele en zeer belangrijke theorema’s op eene
eenvoudige wijze worden bewezen; falrijke zware bere-
keningen worden overbodig gemaakt, en zij ons leiden
tot merkwaardige ontdekkingen.

In de rekening met eindige Difterentién, — de we-
tenschap, welke zich bezighoudt met de gelijktijdige
eindige aangroeijingen van onderling afhankelijke ver-
anderlijjken, — en de Differentiaal Rekening, welke de
limieten beschouwt, waartoe de redens dier aangroeijin-
gen naderen, als deze laatste oneindig afnemen —, wor-
den deze methoden gebruikt.

Elke bewerking kan men voorstellen door een symbool:
vandaar dat het aantal symbolen onbeperkt is. Herin-
neren wij ons slechts hoe in vroeger tijden de algebra
met tallooze symbolische teekens was overladen, waar-
van zij nu tot groot gerief der wetenschap is verlost.
De beteekenis der symbolen, waarmede wij ons hier
zullen bezighouden is algemeen bekend.

Het symbool 4 geplaatst voor u., eene funetiec van
X, stelt voor de aangroeijing van die functie, welke
overeenkomt met eene gegevene constante aangroeijing
4 x van de veranderlijke x.

Eenvoudigheidshalve zullen wij die aangroeijing 4 x
altijd aannemen gelijk aan de eenheid, tenzij uitdruk-
kelijk het legendeel worde aangegeven.

Zij dus uy eene willekeurige functic van x, dan volgt
uit de bepaling du,=uy | 4, —u., evenzoo is in de
Differentiaal rekening d v, = u; + 4 — u..

Het zoeken van 4w, in de rek, met eind, Diflerentién




en du. in de Diff. rek. zijn de fundamentele operatién.
De teekens 4 en d zijn dus ook de fundamentele ope-
ratieve symbolen. Laat ons deze twee met nog een
derde E, bepaald door de vergelijking

CE Uy = Ug 4 U
eerst beschouwen.

Vooraf zullen wij eene grondstelling bewijzen, waarop
de symb. methoden geheel berusten.

a. Slelling. Vlke dircete functie van bovengenoemde
symbolen en constante grootheden kan behandeld worden
alsof die symbolen zelven algebraische grootheden waren.

Dezelfde hoofdregels, welke de algebr. grootheden
volgen in de zamenstelling van alle rationele en geheele
pitdrukkingen, kan men ook bewijzen geldig te zijn
voor de operatieve symbolen.

Deze regels zijn de 3 volgende:

1°. Voor de scheiding der grootheden m (u + v) =
mi —+ mv.

9° Voor de omzeiting der grootheden mau = amu.

3°, Voor de exponenten m®*m® = m* +°

Voor de symbolen hewijst men die als volgt:

1°. 4d(us + vy) = 4 Us S
want:
A W )= (U F Va2 ¥ D) — (Ux +v5) = (Us 41 —Uy)
G (Y f1— Vi) = AUy + A Vs
2, Aati—alyi|—al=2a(lst1—U)=addUs
3°, Am aru, = (4 4 ---miact) (4 4---1 fact)u, = 4 4---
(m + n) fact u. = Am4ny,

Voor E gelden dezelfde regels, dus ook dezeltde ge-

volgen.
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Uit de dill. rek. weten wij:

d(u + v) = du + dv.
dau = adu.
d¥d=u. = da =g,

Daar 4, E en d aan dezelfde verbindingswetten ge-
hoorzamen als constante grootheden, is het duidelijk,
dat wij ze als zoodanig kunnen behandelen ; dus afschei-
den van hunne subjecten; met elkander en met constante
grootheden verbinden; omzetten; enz. mits men altijd in
het oog houde, welke hunne ware beteekenis zij.

Gregory geeft de gronden van de symhbolische methoden
aan in deze woorden:

«Er zijn een aantal theorema’s in de gewone algebra,
welke, hoewel schijnbaar alleen voor symbolen, getallen
voorstellende, bewezen, eene veel wijdere toepassing
veroorloven.

Die theorema’s welke alleen steunen op de verbin-
dingswetten, waaraan de symbolen onderworpen zijn,
zijn daarom waar voor alle symbolen, welke ook hunne
natuur zij, mits zij aan dezelfde verbindingswetten ge-
hoorzamen.» ')

Het schijnt ons niet overbodig, vooral wat aangaat de
onderlinge betrekking der symbolen, deze algemeene
stelling door ccn paar bewijzen te versterken. Uit de
stelling volgt:

4 Eny = E 41,

Eenvoudig bewijst men hetzelfde aldus:

A = E g

1} Gregory. Dxamples, Ch. XV, p. 287, 1846,




Verander x in x + 1:

Adus +1 = EUz4 1 — Wt = Eu 41— Eu, =
E (U1 —U) = Edu,. 4Eu, = E 4 ux

Eveneens zou men kunnen bewljzen:

dAE = dEA = A4dE = AEd = enz
Elly =0~ A0,
gceft aanleiding, als men de symbolen van de subjec-
ten scheidt, en de beide leden der vergelijking door het
subject u, deelt, tot de symbolische relatie:
E =1 + A en daaruit E® = {1 + A
ITotzolfde verkrijgen wij ook nog op de navolgende
wijze :
En, = lixdl /= e == A
E(EN) — Uyta = Ut 1 + Mt
= U + AU+ 4 (0y + 4uy)
E'uy = (1 + 4P ux
En op dezelfde wijze in 't algemeen:
Erug, = (1 + 4P Uy

Wij zien hieruit tevens de beteekenis der exponenten.
Zij wijzen het aantal herhalingen der operatie aan, doch
volgen dezelfde wetten, alsol het ware exponenten Zijn.

Dit zij voldoende om overtuigd te zijn van de waar-
heid der stelling.

b. Voor het geval dat genocmde symbolen in den loop
der bewerking een’ negatieven exponent krijgen, neme
men het navolgende in aanmerking.

d
Het symbool 5- en elke magt daarvan, stelt eene be-

paalde bewcrking voor, evenzoo 4, E en hunne mag-
ten , wij noemen die daarom «direcien operatieve symbolen.
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Zijn 7ij cchter voorzien van negatieve exponcnten,
dan zijn de daarmede bedoelde operatién niet onmiddel-
lijk te wvoltrekken; doch wij hebben de volgende be-
schouwing:

% wordt, zooals wij uit de relatie

o 2dn=E g g e o
a?ﬁ) _'di)“'

, 1yl
zien, geheel opgeheven door ;l )
dx

De directe operatie -

Wij noemen daarom ;1—{)‘1 en alle flel.’gelijkel'z «n
versey operatieve symbolen.
di)—lheeft dus dezelfde beteekenis als f dx , want uit
du

o =X vglgf_‘,: u:efX(]X
—1

d

en ook symbolisch u =
dx }

1 S L e ‘
dus ook dx) _@fd_.

- dliyE s _ . , d = _“ =]
en daar d}f) (E) =41, zoo is ook E{) —%[ad.x.

Immers:
d —n d bl —i m —1
E{) dx ) T dx ' |
_ . n @ I d i m n 48 d 1 ,” {1 m— 1 L d M —n
Ook is J( Azl Eﬁ) = @fd\) dx "(_1"{) == dT)

nfdx“ = (%)_n

In de rekening met eindige dillferentién wordt het
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inverse van de operatie 4 dus 4! ook integratie ge-
noemd en meest aangeduid door het teeken 2.

Wordt dus gevraagd, u. te integreren, dan moet men
zopdanige functie vi van x zoeken, dat:

AN, = s 0F 4T, =2 1, = V18

Zamengestelde inverse symbolen missen evenzeer het
directe karakter.

[Toe de bewerkingen. daarmede bedoeld, volbragt
worden , zullen wij later zien.

c. Indien men op eene functie verscheidene operatién
moet voltrekken, bv. a, ba, c¢d, {4* enz., dan kunnen
wij de som dezer operatién door éen symbool vervangén,
en noemen dit dan eene zamengesielde symbool. Zoo 1s in

Pu,=aus+bdu, +cdus-+1Tdyu; + enz

P een zamengesteld symbool. Blijkbaar zullen de
samengestelde symbolen aan dezelfde wetten ondersworpen
zijn, als de cnkelvoudige, daar al hunne onderdeelen
zich gedragen als constante grootheden.

Zamengestelde symbolen van den vorm
A2 + 2 a A + a® kan men dan ook in de gedaante schrijven,
(4 +2)(d +a) of (4 +a)? Evenzoo
4% 4 (a-+byd—+ab=(4 +a)(4 +b) = (4+b)(4+ ),
en in 't algemeen
AP -, A= Ta A2 e, = (44 ) (4 +a) . ()
waarin a, a’, ... a% de wortels voorstellen van de ver-
gelifking m" —+a, wr~1!-... 4 8, =0.

De orde waarin de factoren van het tweede lid voor-
komen, is willekeurig. Uitdrukkingen in (;j; en % kun-

nen op dezelfde wijze herleid worden.




Deze transformatién hebben buiten hare practische
waarde nog dit voordeel, dat vele zamengestelde
operatién op zeer verkorte wijze kunnen worden voor-
gesteld. B.wv.:

(1 + d+3 42 55 8+ enz.) U, '=(e‘f’

(1 — 4 E2 ;é;E‘ — enz) U, = Uy — § Ug+ 3
+ g Uy oy — 6Dz = (cos E) u,
1 +nd 272 @2 + eny,) 1, = (1 +d)" w.

Tusschen 4 en E bestaat, zooals reeds is aangetoond,
cen zeer naauw verband, uitgedrukt door de vergelij-
king 4 +1 = E.

. d s :
De relatie tusschen deze twee en 5 ook te vinden. |
Schrijven wij daartoe het theorcma van Taylor in |
symbolischen vorm: '
d d?

f(x + 1) = f(x) g f(x) -+~ a\—l [ (x) + enz.

&y

Lf(x) e (/1 -+ Hd— e Etg:—,—k- enz.\") f(x), en hicruit

3
E_l—i--il 1 d? —;—enz-_:edx_l-1~d
de * *dx?
Lagrange bewijst ditzclfde op eene geheel andere

Het is niet onbclangrijk, nategaan, op welke wijze
Lobatto komt tot deze merkwaardige betrekking 2).
Zij u, eene functie van x. Dan is u, = E*1,, waarin
x wel niet een ware exponent is, maar toch geheel als ‘

wijze, doch ook met behulp van het theorema van Taylor 1). L'
|

B Mémoires de PAcad. royale de Berlin. 1772. p. 183
%) Nieuwe verh. Kon. Ned. Inst. 4l VI, bL 10 1837
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zoodanig kan behandeld worden. Dilferentieert men deze
vergelijking ten opzigte van x, dan verkrijgen wij, in
het oog houdende dat

dea*=—c¢a*la.dx,

d d

— g = —— Exun1

dx dx
u, is nu eene constante, E*eene variabcle grootheid dus

iI_*Fu_o-..:l}j,'. Fu,=1E u;;

dx
en hieruit de symb. relatie
d S __
 —1Eendus e m=E=1-+4
dx .

Lobatto heeft de veranderlijkheid van de functie
overgebragt op het symbool, waardeor dit eene ware
functie van x wordt, en dientengevolge kan gediftercn-
tieerd en geintegreerd worden, in ‘i algemeen alle ope-
ratién kan ondergaan, die men op veranderlijke groot-
heden kan toepassen. De wettigheid van deze handelwijs
kan wel door geen streng bewijs gestaafd worden. doch
de resultaten, getoetst aan die, welke men op andere
wijzen verkregen heeft, pleiten voor hare consequente
toepassing.

Wij vinden toch onmiddelijk door toepassing dezer

d
relatie B=e ™ , het thcorema van Taylor:

d
Mg = = v ux:i’l —l—h%( —1—% %{)0 —r—zux.

;

0ok het theorema van Maclaurin:

d
XT— 72 \

2 |
dx ' 2 dx. —|—511u=
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§ 2. Ontwikkeling van functien met ééne veranderlike.
a. Met behulp van deze symbolische betrekkingen

kunnen wij al aanstonds op eenvoudige wijze tot een
aantal formules geraken, waarvan velen op de gewone
wijze slechts zecr moeijelijk te vinden zijn.

Uit de talrijke voorbeclden, welke hiervan te ¢ geven
!1}1’1 zullen wij slechts eenige der voornaamste en meest
bekende beschouwen.

Vele der volgende formulen waren reeds gegeven
door Laplace '), Stirling %), Lagrange, Euler, en anderen
voordat de rekening met de symbolen afgescheiden van
hunne subjecten vele vorderingen had gemaakt,

Ontwikkel  u; o , in eene reeks bestaande uit u; en
zijne opeenvolgende dilferentién,

U +1 = B g, Uc+ 3 = E* 1, enz.

Us 4 = E*uy = (1 + 4)"u,

:(1 + N A =+ n(n-l) +) e

2
A n (n ) S
KEvenzoo vindt men:
et S g e D (‘”L}' 1} A N —

Geef eene uitdrukking voor 4* u, in u, en zZijne opcen-
volgende waarden.
duy = (E—1)us
A0y = ( E— 1" u,

') Théirie Analytique des Probabilitée, 1814,

) Traet. de swmmatione & interpol. Seriernm infinitarum,




45

n Derr]
:-(/EHH‘—HEH—.l"Tn(- hb“—zw}ux
._‘\ z /
nm=1 .
=Ux fn— DUz +n—1 - (_.,f }_ Uy - n - ’-_“"'( 1)"111

A" 11, wordt ontwikkeld in de differentiaal coelficienten
van u, als volgt:
d
A=e=—1
4
dn —— (e de l)n

=)

AT

(el

Lo

:‘LI LR A e
n _ d \® d e 1
St u — di,) U -+ Ay a2 e

b. Tot hiertoe heeft het symbool 4 de eindige Ditle-
rentie voorgesteld, welke -overeenkomt mel eene aan-
groeijing van X, velijk aan de cenheid. Maar indien
A4 x=n wordt, dan zal de vergeliking A4 = E—1
veranderen in 4, = E*» —41. En dus volgt:

d

diu=(E"—1)ru= {en = — 1) u

De betrekking welke er bestaat tnsschen de groot-
heden o, 4%, Fen F, kan men voorstellen door de navol-

gende formulen.
d

d
Bi=(+d)y=8 % B=1+d4=e™

L
hieruit F = (’l = /f") o oan £ (1 I ﬂ)n dus

; 1
=F—1= (’1 -}-—ﬂu)?— 15
A= —1=01-+ Ar—1.

d .
et— F=1 4+ 4=+ 4u)™
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Door middel van deze formule kan men de differentie
van elke orde uitdrukken in ecne functie der differcntiaal
coefficienten van hooger orden. Bijv.

De eindige diff. van a*u zal, als de aangroeijing van
x gelijk n is, wezen:

dpa*u=a*+*u,—a*u=a*@" £ —1)u

[ndien men hierin voor u eene nieuwe functie
a" u, — u = (a® £ — 1) u substitueert, dan verandert
de verg, in:

dypa (@ B —lju=A,?a*u=a*(a" B —1)*u,

Herhaalt men dezelfde bewerking, dan verkrijgt men
de algemcene formule:

ALan=a @ B —1ru=a(a"e" s ) s (a)

Neemt men r negatief, dan volgt hieruit: (zie bl. 11)

d
Zrafu=a*@ B —1) —Tu=a*(a"e" & — 1) ~Tu.(b)

Dilferentieert men hetzelfde product, dan verkrijot men:
ﬁaxu:zﬁ*iu —a*ula=g* (i+lz1\ L.
dx dx y

=a*(1F-+la)u =za=l{akE)u
en in ’'talgemeen:

d{i) ‘aru=a (@) "u=a ’:15‘» (4 ~+ d)}“ u (c); en ook

X ﬁl.xu de¥=2a* {la. (1 ~+ 4) }*“ . (d)

Deze 4 formulen zijn het eerst door Laplace gegeven;
blijkbaar moeten wij (b) en (d) door zulk eenc funetie
¢ (x) aanvullen,

dat

(?J "¢ (x) = 0; dus

p(x)=a+bx+ecx*+-=-+4px"—1

i
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Eene merkwaardige formule verkrijot men nog op de
navolgende wijze:

=1+ Ay, en E9:i~}-ﬁo.

(Ten einde verwarring te voorkomen voeren wij hier
de notatién 4, en A in)

g 0

B= )=+ )t =14, Waaruit volgt:
T s g___/ n

A= {4+ 4)3 1} .

Vermenigvuldigt men hbeide leden met eene functie
van de variabele, dan is dat de interpolatic formule van
Lagrange ') welke de oplossing bevat van de vraag:

«Gegeven de differentie van cenec functie voor cene
bepaalde aangroeijing (§) van de veranderlijke, bepaal
dan de dillerentic van eene willekcurige orde voor ecne
andere aangroeijing & der veranderlijke.»

Wij zullen ter opheldering hiervan een eenvoudig
voorbeeld geven, en kortheidshalve de dilferentie eerste
orde zoeken voor eene nieuwe aangroeijing 9.

Zij gevraagd log. 3.14159 =1
cn gegeven log. 3.14 = . 4969296
' log. 3.15 = . 4983106
log. 3.16 = . 4996871
log. 3.47 = . 5010593
log. 3.18 = . 5024271
Berin is dns £ = .01, 9 =.00159 —Nemen wij liever £ =1 dus &= .159.
Uit deze gegevens volgen aanstonds de waarden voor

AS,A’

enz.

LLi

1) Mém. de VAcad. de Berlin. 1772. p. 207.




13810 13765 13722 13678
Ay —145 — 43 — 4
,_4:; 9 22
Ag 1
Volgens de furmuled — [ [PCTEE, (T 24 L 95{ ;'_,;2+ ’9(OJt ;)2(6325) E

45013810+ A=Y (4 A5 1"‘9015@—_‘)) |

= 2195.790 <+ S.OOhﬁau + 082058893
= 2198.88
- log 344158 = . 4060206 —+ . 0002198.88. = . 4971495

Uit de fundamentele vergelijking u, o, = 2 u, volgt
aanstonds

Ay Uy =Ty 44 — U =(F— 1) u
Stelt men voor £*— 1 de factoren (B% _E—%) en B3 , dan is

o a . *
AUy = (F7_E-7)u,., 2, Waaruit men besluit:

& %
AaUe = (L5 _E " 7)"Uyx ,ma
2

n

) U.}l_f na.

d
ix’

ncj =

& d
—u(paa

Deze formule is door Laplace verkregen door middel
van genererende functién 1),

Maakt men nog a=1, en vervangt men x -+ dom X,

dan wordt deze formule:
AN | q 1 dym

A Oy, —n = ( g2 e T ’ Uz (cL)
P A J

1) Théor. Anal. des Prob, p, 41.
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Deze leidt ons fot eene zeer merkwaardige reeks,
‘welke wij te danken hebben aan Stirling.

—‘a ?
In aanmerking nemende dat sin(yp)/—1)=¢ —e ,
C) l/___i
volgt, indien men i schrijft voor ’——1
I 4 . 2b l d
eTE_g 2o = —2isin — T

Stelt men nu in (a) 2n in plaats van n, dan wordt
die formule:

I 2 n ’.’c) i d\za . L ¥
AN Uy p=L(2sin 5 — | " us (voor neven +,en n
\\ EZ dX_/’ o
\I
onevern — | (b)

Vervangt men nu in de twee bekende ontwikkelingen : 1)

e e - n2 in2— -
EQS 2N X — 1—.ﬁg251;»1x)~+ ‘ 9 )(Qsmm

2
_ _ —1 o, (M—1)(n®—4)
O n S — ol el 2
Sin2n x n.stK(’l ﬁd (2 sin %) 2 + T3 4.5

(2 sin x) ¢ —]00523

i d
x door & 3T , dan gecft de eerste reeks eene ontwikkeling

d
van den symbolischen vorm cos 111T Men zal, als men

die symbolische operatie toepast op uy, en acht geoft
| op (b}, verkrijgen:
: Food \ n? (n® —1)
| COS | 1N=— U, =11 A* 0y g
| S{ingy Jux ‘**2 e e

| Op dergelijke wijze vindt men:

" Uy o4 ‘l

= d 1 n? —4/
1 o i = T Bl o 3
(Smmd )u_h%-—gejux—l s+ -5 (\J Ug g+ Ux—l)“f‘;

o Y Verdsm. Summarinm der Goniom. & vlakke Trigon. p. 87. de twee for-
mulPu T. A* svaarin men n Vervangt door 2n,




Daar nu

: o = .
cosin——isinin ——e "T=F0 s,
dx dx
geeft de som dezer bheide laatste vergelijkingen :
n -
B Uy =Ux 4 =Ux |5 2 Ug_ 1
n n?—1
+574 (e e R J”“‘”)J“'g

ol

Stelt men hierin x —o dan komt deze formule nage-
noeg overeen met die van Stirling 1)

Laplace heeft ook van deze formulen een bewijs ge-
geven, door de methode der genererende functién.

Vergelijkt men dit met bovengenoemd bewijs, dan is
er geen tiwijfel aan, of ons bewijs wint het ver in
kortheid en duidclijkheid. Kortom, de betrekkingen
E=1+4 =eidx_ geven aanleiding tot zoovele algemecne
theorema’s als men verkiest.

Een andere bron, even rijk in hare toepassingen , zijn
de vergelijkingen tusschen constante grootheden. Wij
hebben er in het laatste bewijs reeds gebruik van ge-
maakt. Een enkel voorbeeld is dus voldoende, om de
bewerking te verduidelijken.

Nemen wij bv. de formule 2.

| (E o R :
% 27 S0 A —q5 S0 584 o5 8in G2 —;

~

zet men deze onder den exponentitlen vorm, en wordt

: d :
bovendien ar~—1 vervangen door s dan volgt daaruit,
ey

') Tract. Summ. & Tnterp. Ser. Inf. p. 105.
%) Verdam. Summ. der Goniom, en der Regtl. Trigon. p. 60. 201 h.
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d
omdat eix==E ig,
w d 1 1

e 7S 11 e 7 in ) g =,
o= E—E N By

Vermenigvuldig beide leden met eene functie van X.

B—E) —

m d
g Ty Ux = (x4 1—Ux — 1) — 7, (Us 45—V — g} -

Maak hicrin bv. uy = x, dan verkrijgt men aanstonds
de bekende formule van Leibnitz.

T 1 £
At

Deze formule op geheel anderc wijze gevonden regt-
vaardigt dus de handelwijze welke wij hier hebben ge-
volgd.

Door andere waarden aan ur te geven, krijgt men
andere formulen,

Vervangt men bv. a1 door h—d% dan is:

d hE —a g% g
}JCR=8 & — ¢ ez e &= —¢ T ) — en

B2

7 . 1 .
E-*‘jhk(ﬁ g (x) =g (x+h)—¢(x—h) =5 { p(x+3h)— ¢ (x——:}h)} -
Op geheel dezelfde wijze verkrijgt men uit de formule:

1
gzcosa—cosQa+ces3a—coszia+

@ (‘5{) = pilx - h) —qg (X+‘2h) + @ (x + 311) —
+g¢ (x—h) —¢ (x—2h) + ¢ (x—3h) —




§ 3. Ontwilkelingen van functién wmet twee of meer
veranderihen,

Het zou ons te ver leiden, indien wij hiervan zoo
talrijke voorbeelden uanhaalden als van de ontwikkelingen
van functién met ééne veranderlijke,

Wij zullen ons dus vergenoegen, de voornaamste rela-
tién tusschen de verschillende sytbolen op te sporen,
en enkele zeer bekende ontwikkelingen symbolisch vol-
brengen.

Stelt uxy ecne functie van x en y voor, dan kan men,
de symbolische notatie van hierboven volgende, ook
schrijven:

Ugy = B gy 80 Uyy = £ Uy .

In de eerste vergelijking heeft Z allcen betrekking op
de veranderlijke x, in de tweede alleen 0p ¥.

Ten einde alle verwarring te voorkomen, maakt men
aan het symbool zelf ook wel kenhaar, op welke ver-
anderlijke het betrekking heeft. Zoo beteekent de uit-
drukking F u.,dat % alleen betrekking heeft op x en
niet op y. [ alleen op y.

De bovengenoemde vergelijkingen worden volgens deze
schrijfwijze :

Lo E; oy ey = ]?; Uy | Uip o= E:: JLJY, Wi

Differenticert’ men de beide ecrste dezer drie verge-
lijkingen, dan volgt daaruit, daar d.a* = la. a= dx.

d(i u=1(B)Eu, ,=(lE)u (u=u

s

d d
en dus is ¢ == —=%,, Evencense & — E..
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Wij kunnen nu aantoonen, wat u.y wordt voor wil-
lekeurige aangroeijingen van X on y.

d
h ke h— + k =—
— — d dy
W on e =0 B0, =€ = Yo

Dit is juist het theorewma van Taylor, toegepast op
eene functie van twee veranderlijken.
Het theorema van Maclaurin volgt uit:

Uy = & &=+ (T

Het is duidelijk, dat dezelfde redenering kan gevolgd
worden voor een willekeurig aantal veranderlijken, en
tevens dat de wijze, waarop men de symbolische ver-
selijkingen verkrijgt, overeenkomt met die, welke wij
volgden bij functién met ééne veranderlijke.

Zoo is bv. de Interpolatie formule:

: . g

.5 — A1y (A A’p)i} =gty

A0 =L (A4 ) i

fatd E¥

geheel op dezelfde wijze te vinden, als de formule op
bl. (17.)
Zijn u en v functién van x, dan is:
d dv

S |
E(m)_w dx+udx'

Accentueren wij nu het symbool , dat betrekking

d
dx
heeft op de veranderlijke in v, om hette onderscheiden

d : . -
van o, dat alleen werki op x in u, dan schrijven wy:
dl

% (u\r) ;_.(—d(%{— d )uv en dus ook:
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d N [ d drae.

ax ) it dx)

e d . dy=—1 nn=d)ydNe. gy==a
_Va§> 11+nlﬁva—g> u-+ — )w—) (105

2 dx dx
Dit is het theorcma van Leibnitz; door inductie ver-
kreeg hij deze formule voor geheele exponenten; doch
zij is altijd waar hetzij n geheel of gebroken, positief
of negatief is.

Dit theorema kan uitgebreid worden op het product
van eeh willekeurig aantal functién, cn het resuliaat '
geschreven worden:

d . % i\)a )ﬁ d j W
d‘i) (wvw.,) =1 2.3.n2 ¢ dx dx
i 1.2 u e
hierin e« 48 |- » + = i

Als n negatief is in het theorema van Leibnitz:

d — 1 n ga
LT“\) uv = _f uvdx® cn dus

Uﬁlvdxn— ﬁdu V”Li/u(h,ﬂ_kr%fdcb n+iﬁ1dx“"’j""'

Dit is de algemeene formule voor integratie bij gedeel-
.e a . . ¥
ten, en stellen wij hierin u =1, dan is:

= G e, (% n.x* dv, nn+1 =x3 42y _
qﬁ clx _mt\ﬁ‘ T+ 1) dx 2Ll (nr2) dx )
en voor n=1,

ff&dx—xv deer x? d2x
: - .3 dx?

de serie van Jean Bernoulli ).

) Nova acta Brud. Lips. 1694. Mém. de Berlin 1772, p. 221,
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Tot dezelfde formule geraken wij door in de bekende

formule
ﬁdx —=ux— fxdu

den laatsten term van het tweede lid:

ﬁ du = f X%%dx bij gedeelten te integreren.

Op vrij gemakkelijke wijze komt men ook door de
theorie der symbolen tot het algemeene theorema van
Laplace, over de ontwikkeling van funectién; als bijzon-
der geval is daarin opgesloten het theorema van La-
grange 1).

Zij u = F (a +x2), waarinz ccne willekeurige funclie
is van u. ;

Differenticert men u ten opzigte van de grootheden
a en x, dan ziet men, dat:

du_ du
dx “da
waaruit de symbolische vergelijking:
; d d ' e
e @) |
omdat echter
d b T
du =(\de %—d_ad“;)u is,

d

d i
.‘.zdu,—_(zidx—k z , daju; |
, dx da
of tengevolge van (a),

e ST ‘, d
zdu = &z _dEdK e da)u.

1y Zooals wij weten was Tagrange de ontilekker. Mémoires de Berlin 1768
p. 251; Taplace heeft het wilgebreid. Mém. de PAcad des Sciences. 1377 p. 899.
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Dewijl het eerste lid eene exacte differentiaal is , moet
het tweede het ook zijn, en dus: |
d d d dy2

a ‘/72_.3 pe e =0y 1 g
da&' da/  dx’ dx (;lx,) :
en zoo voortgaande komt men tot het resultaat:

d\n d\n—],/ d\.
) =w) (gl
Maakt men nu gebruik van het theorema van Mac-
laurin:
Sy, doy  x?d2? m )

"Wt 2T o T

du d?u

Hierin de waarden substituérende van & dxr o

verkrijgt men:

: . _du 2 d /. duy N 1
u=1F(a)- XZda)oJr'z—da(é Hﬁ/«)o) e

§ 4. De theorie der symbolen kunnen wij ook met
vrucht toepassen op onderzoekingen, welke eigenlijk op
het gebied der Integraal-Rekening te huis hbehooren.
Met een eenvoudig voorbeeld zullen wij dit ophelderen.

Wij kunnen de quadratuur van elke kromme, of de

waarde mlif v dx tusschen de Srenzen X — oen x —: ,

bij benadering bepalen, welke ook de functie y zij, door
middel der bijzondere waarden van v, welke overeen-
komen met x = O 4, 2. .

A
Hoe men in deze hypothese f ¥= dx kan benaderen

]

) De Morgan, Caleulus. p- 170. 1842,
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zonder integreren, ziet men, indien f ¥« dx symbo-

lisch geschreven wordt.
diL —E (1 + a7

= o:8 | =
& TrRSErTiarale
Deze waarde, genomen tuschen de grenzen x = oen
X = n, geeft® A+Hr—1 "
Ty

Deze symbolische uitdrukking moet men nu volgens
de positieve magten van 4 ontwikkelen, doch daarbijin
het oog houden, dat de vergelijking der parabolische
kromme hoogstens van den n®® graad is, en datdaarom
de eindige dilferentién van hooger orde dan de n®allen
verdwijnen.

De ontwikkeling zal van den vorm zijn:

8u 8y d t+agd® ... . T ay A

De coefficiénten a., 8 ... a. verkrijgt men uit de
vergel:
n . — — — 9
i,j?/l_lL_l']%’l A 4 (n c;l) nS )‘4244..14’ n—l}
e - T = = dg +a]_~‘4+"fd'nj“
( 1 ) + 3 /)

Vermenigvuldig beide leden met den noemer van het
cerste lid.

Men kan dan n vergelijkingen verkrijgen ter bepaling
der n coefficiénten, door de coeffic. van dezeltde magten
van 4 in beide leden gelijk te stellen. Dus:

9 = n.
1 nmn—71
g B =—g—

=l
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nn—1)(n—2) J

d2 — pa +5 A, — - ‘
=R L de 2.3

g1t gl i o g, =0,

Voor clke waarde van n vindt men hieruit een stel
bepaalde coefficiénten ;

e Yedx = (8, a1 4 +a, 42+ ) Yoo
L]
Of, indien men de symbolen 4 nog vervangt door

#-—1, dan verkrijgt men eene uitdrukking in de op-
eenvolgende ordinaten yo, yi,- - yn

Voorbeelden van zulke benaderingen - vindt men bij
Gauss '}; ook bij Stirling? en Cotes.

Nemen wij als het eenvoudigste gevaln = 2. De para- '
bolische kromme zal dan door de uiteinden der drie
ordinaten y,, yien y, gaan en wij verkrijgen voor dat
geval:

2’],0"—2, al——Q, &3‘“"(_}1-
2 GEn 1 1 ‘l‘
I N o s d
(f:}xdk (QIZA‘—I—SJ )yu_(sid}ﬂ%—l}}ﬂ)

Q,m_;

(Vo -+ /Uquu). —

Door telkens de abscis in meer gelijke deelen tc ver-
deelen, of, wat hetzelfde is, n grooter te nemen, ver-
krijgt men telkens meer benaderde waarden van de
Integraal.

1) Theoris motus Corporum Coelestium § 86. 1800,
%) Traet. de Summ. &e. p. 140,
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Ook door middel van het thcorema van Maclaurin
komen wij tot hetzelfde resultaat:

== Yo = HAYO+ ll (112 A? Yo +

Janyxdx;y”f dx+ 4 Y°f “xdx+ > (75 D st
fy‘“”““* o A(%S ;J)d;}o
‘i

A3
s +“2) 55+
Daar Yo, ¥i,---¥a, bekend zijn, kunnen alle differen-
tien van y, tot en met 4" y, berekend worden. Ennemen
wij aan, alle hoogere te kunnen verwaarloozen, dan
seelt het bovenstaande ons eene benadering van de ge-
zochte integraal.

Nemen wij n—2, dan volgt onmiddellijk:
fﬁ}*_\.dx::Qyu—l—Qdyo J[-%dz.
Maar 4 ¥, = Y1 — Yo, A2y, =y2 — 271+ ¥o en dus

J{z Fedx= é (7o + 431+ 3'2>

De onderstelling dat de oppervlakte in 6 deelen is ge-
sneden door 7 evenwijdige ordinaten brengt ons tot eene

-

zeer merkwaardige uitkomst: %)

fbyxd}::ﬁyu + A8 Ay, +274% y, + 24 A v,

19‘) 44 g
+ 54 “+1d > Yo tgp 4 Yo

L et 40 41
Ware nu de laatste coéfficient 140 in plaats van 14 Udam

1y Weddle. Math, Journal, vol. IX p. 79,
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zou, na reductie, als boven de zcer eenvoudige verge-
lijking te voorschijn komen:

6 3 7 . N
,f: Yxdx =y, (\yo T Y2+ Yo+ Yo +5 (71 4+ 35) + 6 ys ).

&
R S : :
De verwaarloozing van 12 Yo zal in de uitkomst

slechts zeer weinig verandering brengen, daar de 6%
dilferentién zecr klein zijn, de 7% en verdere geheel
verdwijnen,

Nog eenc andere methode, en wel die van Lagrange
tot bereiking van hetzelfde doel vindt men in de Nouveaux |
Mémoires de I’Acad. de Berlin, 1772, p. 201.

Simpson geeft ons eene algemeene formule in Sturm

Anal. T. Il, p. 267, wel nict door dezelfde methode,

maar door gelijkvormigheid zich aan bovengenoemde

benaderingen aansluitende.
2h 7
Yxdx = 73,[‘7 T+ 20t Yoot Yoa) HEF A +:rn~1)]-

In alle opzigten beveelt zich dus het gebruik der
symbolen, afgescheiden van hunno subjecten aan., Geene -
van alle behandelde formulen kan zoo eenvoudig ge-
vonden worden, als hier heeft plaats gehad; zooals wij
recds hebben opgemerkt, ontsluit deze methode den
weg, om zonder grootere inspanning dan eenvoudige
| substitulién, een oneindig aantal nicuwe betrekkingen
te vinden, wier juistheid echter later dient ie worden
betoogd, hetzj door contrale, of zoo mogelijk door den
gewonen strengen weg in te gaan.




HOOFDSTUK IL

SYMBOLISCHE OPLOSSING DER DIFFERENTIAAT-

VERGELITKINGEN,

De schoonste en belangrijkste toepassingen der sym-
bolische rekenwijze kunnen evenwel gemaakt worden
bij de oplossing der Diflferentiaal-vergelijkingen en de
vergelijkingen met eindige Dillerentién.

Bij de ontwikkelingen der functién in het eerste
hoofdstuk waren de symbolen 4 cn £ onmisbaar.

Daar de oplossings-methoden in zeer vele gevallen
veel oversenkomst bezitten bij de Ditferentiaal-verge-
lijkingen en die met eindige Differentin, zoo zullen wij,
om te groote uitgebreidheid te vermijden, de laatstge-
noemde vergelijkingen met stilzwijgen voorbijgaan,

A, GEWONE DIFFERENTIAAL-VERCELIJEINGEN.

§ 1. Oplossing van Lineaire vergelijkingen mel constante
| coefficiénten.

Deze vormen de grootste klasse, welke volgens de-
zelfde methode kan opgelost worden; en daar vele

»
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zulke vergelijlingen in de toepassing der natuurkunde
voorkomen in dezen vorm, of daartoe kunnen herleid
worden, zoo zijn zij van groot belang.
a. FLersle orde. Zij gegeven:
_.*d - . )
(—~ — a) u =X, dan volgt daaruit:

u:(dﬁa)_ll‘{

Wij weten uit de gewone methoden:

i e e
el

1
T ——4/] X:e“ﬁ"“}ldx.

Wij zien hieruit dec beteekenis van de inverse zamen-
. d o ; L
gestelde operatie ( —_— a) ; en de bekende bewerking,
' \dx

en dus is

welke daarmede overeenkomt.

b. Hooger orde.

Elke lineaire vergelijking hooger orde kan men be-
schouwen als het resultaat van eene zekere operatie,
voltrokken op ecene functie, welke de eerste intcgraal
van die vergelijking is.

Deze integraal weer evenzoo als de uitkomst van eene
dergelijke bewerking op de tweede integraal, enz. Zoo-
dat de gegevene vergelijking niets anders is dan het
resultaat van eene reecks operatién, volbragt op de pri-
mitieve - functie, die de complete integraal van de ver-
geljking is.

Denkt men zich al die operatién door ecne zelfde
soort van symbolen voorgesteld, dan is het duidelijk,
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dat de zamenstelling in den vorm van een product een
gemakkelijk middel aan de hand gecft, om ecnc difl.
vergelijking uittedrukken; tevens begrijpt men daaruit
dat de successieve integratie neerkomt op de ontbinding
van genocmd product, om dan door eene opeenvolging
van inverse en analoge bewerkingen tot de primitieve
functic opteklimmen.

Deze methode is aanmerkelijk eenvoudiger dan de
gewone wijze van integroren. Lossen wij bv. de alge-
meene vergelijking hooger orde op:

= 3 \i— 2 :

) +ag) +* i) P ju=X
7ijn a1, as..ay de wortels van " 4 Atr—1. ..+ P=no,
dan kan men deze vergelijking ook schrijven:

(& —a) (=) (Gr—m )u=X
y =1

Operecrt men nu aan beide zijden met (i—a e

dan verkrijgt men de eerstc integraal van de vergelij-
o : s ’f'. {'i —1
king. Op deze nitkomst weer met| T Bt ) , ENZOOVOOrts.
Na n zulke inverse operatidn komt men tot de com-
plete waarde van u.
Veel eonvoudiger wordt dit vraagstuk opgelost, indien
men op de navolgende wijze handelt '}.
‘d ) d ) e
u:{(——-—a N —a X.
dx 4 (dx m7d

A,

A.l(g_al)n_w; ol Dbl

1) Gewoonlijk wordt Buule voor de ecrste gehounden, die dewe vergel. zoo
behandeld heeft, Fie Cambr. Math, joura. 1=t Series, vol. IL p. 114 Doch
Lobatto heefl ditzelfds reuds gedaan in 1834, Verh, 1ste k1. Kon. Ned. Inst. dl. VL
3
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1
Ap s ) . en A.. A. gelijk aan
T (A - a) (a1 - ay) - (a1 - ay) N

daaraan overeenkomstige uitdrukkingen. '

Uit (a) volgt nu gemakkelijk het eindresultaat:

e
T — &],B“‘i}e_al XKdX+A2 eaziﬁ_%xx d:’i + (b\
Elke integraal geeft aanleiding tot eene arbitraire
constante; de waardé (complete) voor u krijgt dus de

gedaante:

11:2'*'§.16a'x{J:3*31xXd'f“s',—|-'Cl }

Indien cenige of alle wortels van het symbolisch po-
lynomium gelijk waren, zouden wij op deze laatste wijze
niet tot de oplossing komen, daar het laatste lid dan
niet in de gedaante van een polynomium kan gebragt
worden.

Zijn alle wortels gelijk, dan komt men tot de complete
solutie door herhaalde toepassing van

() xme fomrnas

terwijl bij elke dergelijke operatie eene constante te
voorschijn treedt,

Zijn niet alle wortels gelijk, maar slechts eenige, dan
geraakt men tot de navolgende behandecling.

Zij het ontbondene symbolische gedeelte van den vorm:

A .
a4 —a) <a%——dl) ooy dan kan men dit, in het

tweede lid gebragt en invers geworden , transformeren in:

{Nl(di_ )—r"L'Na (adz-—a)—r+ . N, (%_d‘)—l

-

{\1( CL]‘ fi




of nog anders in:
( Nl e d =L
BB+ + () X+ Mg —a) +f
, Deze laatste uitdrukking verdient de voorkeur wegens
hare eenvoudigheid.
| Zijn er een paar onbestaanbare wortels, welke dan
‘ den vorm a + b VV—1 hebben moeten, dan zijn de
coefficiénten van de corresponderende termen in (b) van

de gedaante

. en L en daar
A4+BYy—1 A—B1V-—1
e (2 HeV s — g {cosbx 41V —4Asinbx|.
en e (a“’bVﬁl)" —=e=lcosbx —V —Isinbx s,
200 1s de som van bedoelde twee termen gelijk aan:
2e*={Acosbx -+ Bsinbx }Jae—”coszXdX.
' AR 4 T2 ' '
2e=x |Asinbx — Bcosbx!fe—“sinbx}idx

i

s ol 5l .
A2 |- B2
Stellen wij nu — L —= == 088, . = sin®
(A? + 1) 2 (A% 4 B?) =
- dan wordt eenvoudicer deze som
% €4x lcos (b x -—@)Jae"“ s % oos b x X dx 4 sin (bx—nﬂ)fe““xsin b X dx|
= ) ol % ]

A* 4 B2 .
en de som der termen, voortvloeijende uit de constanten i
der twee intcgralen , :
e“]‘ C, evxV' =1 @, g=oxV/ }: e**{Ccos hx - C! sin bx)
—Ce** cos(bx 4 k).
In geval van meerdere paren onbestaanbare wortels,
wordt de algemeene oplossing vrij ingewikkeld.
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Het is niet onbelangrijk na te gaan, hoe men in een
bijzonder goval door inductie komen kan tot de complete
solutie van eene Difl. vergelijking zonder tweede lid.
Alle wortels van het operaticve gedeelte gelijk. '

Nemen wij aan u = e~ ** X, en volvoeren wij daarop

de operatie d% 4 a, dan verkrijgen wij:

d : d : :
( S ;a,) u = e~ 2= ——X_ na herhaling der zelfde operatie:
dx . dx 5
d \ 2 d 2
——+a] u=e 2% ) X, enz.
(dx +a) ix) 2
d e d \»
—ia) u=e—**—) X
(dX | ) dx )
Wij zien dat ¢—*= zich onder deze operatién als eene
constante gedraagt. Stellen wij alzoo u zulk eene functie

van x, dat (d% == a)uu:o, dan volgt daaruit, dat de

uitdrukking d—i{—)nX ook gelijk o wordt, of dat X van den

vorm is:
Ax»—1LBx»—2_., +P. —

De verg. ( di

+ a)n: 0 heeft dus tot complete integraal:

a—p- = {Axa—Ll 0P
¢. Eenige vergelijkingen kunnen wij op eene meer
eenvoudige wijze integreren. Het zijn die waarin het

tweede lid eenen bijzonderen vorm heett;
10, wanncer het is eene geheele rationele functie van X;
9, een polynomium, bestaande uit termen van den
vorm P e==, waarin P of constanten of geheele rationele
functién van x voorstell;
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3°. indien het bestaat uit termen van den vorm
A S1TL
coS
Volgens de gewone methoden kunnen deze vergelij-

mx.

kingen ook eenvoudiger worden opgelost.
1°. Het tweede lid eene rationele geheele functie van x.
De integratie kan dan worden teruggcbragt op die
van dezelfde vergelijking zonder tweede lid.
Want stelt men de gegevene verg. in den vorm:

1—4—\ u= X dan is

o= () 1))

Fene particuliere waarde van den eersten term zal

—
verkregen worden door ff G )j te ontwikkelen in op-

X7
Ld . L . . - = i d .
klimmende positieve magten van o o dan die zamen-

gestelde directe operatie op X te volbrengen.

De generale solutie van den tweeden terim zal het
vereischte aantal constanten opleveren.

2. Het tweede lid van den vorm Pe™=

Men maakt hierbij gebruik van de eigenschappen:

{(dtﬂ;.)emx::_:f(ln)emx

r(d%)emxl‘{:e’“x[ (d%—{—m) X
Want:
.iluemx:mem‘ —\nem":m“emx
dx ! dl/
leidt ons tot de eerste formule.
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De tweede bewijst men als volgt. Splits de operatie
Ay d o d &
&= " dx Mdx dx
trekking op x, in zooverre die veranderlijke bevat is in

nemen wij aan, heeft alleen be-

i

emnx, & alleen op de veranderlijke in X. Wij hebben dus:
dx

1 d mx d"’ max
f(dx) X—i( G

LAY

= X f(m—}— dx)

T

Het accent van—% kan nu blijkbaar gemist worden,

daar alleen X achter het operatieve symbool voorkomf.
In elk geval, wat ook de vorm van X zij, wordt door

deze eigenschap de oplossing zeer vereenvoudigd.
De formulef( \em\_em“ 1&— I ) X hebben

wij aan Murphy te danken 7).
3do. Het tweede lid bestaat uit tcrmen van den vorm:
A sinmx of A cos mx.

Men kan in dit geval sin mx en cos mx in exponen-
ticle gedaante brengen, waardoor de vergelijking wordt
teruggebragt tot het tweede geval, of gebruik maken
van de eigenschap:

f{d)zsin - f( 2)sin mx
o mx =] (—m .
dx/ cos COs mx
Deze formule volgt onmiddellijk uit:

FyET T T
ﬁ) sin mx = — m?*gin mx,

1y Phil, Transact. 1837, p. 197,
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d P g :
o) sinmx = (— m**sin mx, enz.

tyn § fd e
— | sin mx = (— m?¥" sin mx. Evenzoo [( ) | cos mx
dX.' \d}\L

= (— m?)" cos mx.

Iliervan een enkel voorheeld:

ol e ot e | :
iﬁ) +ad—y +65u:smmx

LY ALY -9
A= i&dx) +a} (dx,) -+ 3 i sin mx
_ simmx
— (2—m*) (3—m?)

+eeos (1 2+¢,) +¢,008 (xV 3+¢,)

d. Volgens de hierboven aangegevene algemeene me-
thode kunnen wij nog andere vergelijkingen integreren;
nl. alle, welke ook hare natuur of subject zij, welke in
den vorm (z* 4+ A, a1 4 ... .+ A)yu= X kunnen ge-
schreven worden, waarin = een operatief symbool is,
onderworpen aan de wetten

gau=axl,x(u+v)=nU-+navy
en #%z'u = 72 .

Het is duidelijk, dat, wanneer symbolen, hetzij enkel-
voudige, hetzij zamengestelde, van dien aard zijn, dat
het eene niet werkt op het anderc, dan hunnc combi-
naticn aan dezelfde wetten onderworpen zijn, als de
quantitatieve symbolen. In geval zij niet onafhankelijk
zijn, d w. z, dat het cene symbool wel op het andere
werkt, zal dit niet meer het geval zijn, en er moeten
andere wetten worden opgespoord. Hierin ligt de groote
moeijelijkheid, welke de oplossing der vergelijkingen met
variabele coéfficiénten oplevert. Daarin toch komen de
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d - :
symbolen x en— verbonden voor, terwijl door x niet \

aan dezelfde wetten wordt gehoorzaamd, als door d_dx'
Uit ll:(n:“—l—Ai n“_1+..-}—An)“1X
zullen wij verkrijgen, als de wortels a;, a; .. van de
vergel.:
m"+Aym"—1. ... 4+ A, = rcéel en ongelijk zijn;
u=N; (m—aj) "I1X LN, (m—a,) 1 X... N, (z—a,)—1X;
de coeflicienten N; ... N, worden op de bekende wijze l
gevonden, en de complete waarde van u verder gemak-
kelijk verkregen.
Immers elk gedeelte (m—a,)—' X kan men oplossen.
Stel z=(w—a,)—1X .\ (m—a,)z=X.
zi=41%)
De eenige moeijelijkheid is nu nog: 1° hoe vindt
men den vorm voor =, opdat het mogelijk zij, de ge-
gevene symbolische coelficiént van het subject in f (=)
te transformeren; en 2° hoe is dan de gedaante van f (=) ?

Wij zullen trachten aantetoonen, welke regels hier-
voor kunnen gegeven.

Beginnen wij met eene vergelijking 2% orde.
Vooraf merk ik, opdat, zoo in = voorkomt een term .
mx, en daarop ecnc operatie moet volbragt worden,

2 : MW "
Waarin o— gevonden wordt, deze term aanleiding geeft

van twee andere.

3

)u, en niet, zooals uit .

7

Nantl 9 s ’
‘Want iz T i=— (m + X

h

vermenigvuldiging zou volgen:
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d% (mx) u = (mx C{l_x\) u.

Zij de vorm van = C% + mx + n; en hebben wij uit
de vergelijking door onthinding verkregen = (= +{) u=o,
dan is het duidelijk, dat de vergelijking was:

{dij)ﬂ + (2 (mx +n) 4 t) —% -+ m? x* + 2mnx - n?
+ (mx 4+n)t-4|m } u=no.(a)

Deze beschouwing leidt ons op den weg, sommige
vergelijkingen met variabele coefficiénten optelossen vol-
gens de methode gegeven voor vergelijkingen met con-
stante coefficiénten. Zij bv.

{%)2 410 4t 20x - Blu=o, (b)
dan vindt men aanstonds door (b) te toetsen aan (a),
de vergelijkingen:
: D —4, 20 -t =10, m - 0t - n? = 23,
waaruit de coetficiénten gevonden worden:
Tﬂ:ﬂ, Il:?),'t::4 of
m=2,n=17, t=—4%
Men kan dus vergel: (b) transformeren in:

A e (iﬂ:d% + 95 4-3), of

a{r—4)u=o0 (w:%+‘23+7).
Beide vormen geven hetzelfde resultaat.
n (- 4*2 =0,
' u—=4n"lo—4t(m+41to,

Stel # — 1o =1z, wij weten dat ﬂ:d% + 2x+4 3, dus
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3—1—+ 2743z =o0..2=ce—" —¥5,

evenzoo (w4 4)"lo=1z .. 7 —¢ e ¥—1x
u=cem I ¢ g T
Wordt gevraagd te integreren:

fl ) o (e 6x448) 0t 112004 31%0 4 880+
39 u=10?

Vorm dan weer de algcmeene vergelijking.

Evident moeten wij voor = ncmend—t—i—mﬂ --nx--p.

m(x4-t)u=o0 geeft voor deze aangenomen waarde

van = de algemeenc vergelijking:
2 g
[dd\) + |2(mx* +nx -} p) -1—1;}(% + m?x* 4 n*x? - p?
-+ 2mnx *-|- 2pmx - 2pnx +(mx’ -} nx--p)t--2mx-n Ju=o.
Deze stelt ons weér in staat de coefficiénten te vinden:
=2, n=39, t——08, p—=%,
1— ‘5, P== &,
en hieruit verder de oplossing.

Yoor vergelijkingen derde en hooger orde, kan men
op dezelfde wijze redeneren; doch de vergelijkingen
worden dan zoo ingewikkeld, dat zij ons slechls in zeer
bijzondere gevallen van eenig nut zouden kunnen zijn.
Daarom verlaten wij voor het oogenblik deze methode,
om haar later bij de partiéle diff. vergelijkingen verder
in toepassing te brengen.

§ 2. Vergelykingen met veranderlijke coefficiénten.

. Door middel der gewone methoden kunnen ‘slechts
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weinige vergelijkingen met variabele coefficiénten worden
opgelost, tenzij men zijne tocvlugt neme tot ontwikke-
ling door reeksen.

Eene groote dienst heeft Prof. Boole der wetenschap
bewezen, toen hij den weg aanwees?), om met hehulp
eener bijzondere symbolische methode vele zwarigheden ,
welke bij die vergelijkingen voorkomen, te onigaan.

Wij hebben bij het naastvoorgaande reeds kunnen
opmerken, hoe ingewikkeld de gevolgen zijn, indien in
eenc operatie, op een subject tc volbrengen, de ver-

= ol .
anderlijke x en het symbool o gecombineerd voorkomen.

a. Dc methode, welke men voor Boole volgde, om
vergelijkingen met veranderlijke coefficiénten optelossen,
voerde meestal reeds bij vergelijkingen tweede orde tot
onoverkomelijke zwarigheden.

Wij zullen de gronden uiteenzetten, waarop zijne
methode berust.

Stel x = ¢7, dan is indien X eene functic van x voorstelt,
dX dX &5 ,dX
dx do’ ?13_ P do?

t};}( —¢— 1 ?@ (e 6—:1% ‘Q_c*wké—i) X,

en in 't algemeen :

d“K-— -—nﬂfd \ "}d. g »
it (da ARG ’l) (-\do gl 2) o X

Ook is dan
X dz= X &% ds,

1) Phil. Transact, 1844 p. 232
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Jxa=fxea LV x=3) %
fdxf}(dx—“fe Lief“ie ds;

d no d\—1 gd —1 n -
EE) A= d@) dﬂ\ i

d n—=1 —=
- @/‘) (ﬁ_i) e X ;

g

en in ’'talgemeen:

diy="y_§d/d \ (d gl
= X_ldfd\m—{l)....(\aa—n+l/)} en? X, |
Stellen wij in 't vervolg %_,_ : | |

(xi\“X:(D_nJri)(D—nJrg)...'.DX

d g

dx) X:{D(D—i).,..(l)-—n-u)} e’ X, |
Deze transformatién zijn bij uitstek geschikt om dilfe-

rentiaal vergelijkingen op te lossen, waarin de operatie

d :
p gecombineerd voorkomt met x.

Door de stelling x = &%, verdwijnt na transformatie
uit de vergelijking clke gecombineerde operatie, en ver-
krijgen wij een operatief symbool D, hetwelk als quan-
titatieve grootheid kan behandeld worden.

Vooraf brengen wij twee relatién in herinnering , welke

wij vroeger reeds hcbben aangetoond: ‘
f (D) e»® = f (m) e=?, en
f(D) e u=e""f(D -+ m)u.

d o [
Zoowel voor U als voor re zijn deze formulen waar.
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Door deze laatste formule zijn wij in staat gesteld,
exponentialen van den vorm e™ over te brengen van de
eenc naar de andere zijde van. f (D), zoo is bv.

e f(D) u = f (D — m) e=f u.

Elke lineaire diff. vergel. welke in den vorm

(o bx - ext ) 0 by x ey 2 )

gr=lp ¥ i ’
=T -+ ....=X voorkomt, kunnen wij nu transfor-

meren in zuiver symbolische gedaante.
fo(Dju-4 fi(D)e’u+ f,(D)e*u- = F (&)
Want, vermenigvuldig de gegevene vergelijking met

x*, stel dan x = €, dan is:

(a4 bx 4 cx? 1) & d%)": (a-+bx ) DD —1) .. ..
M—n-+1))u :
—=aDD—-1).... D —n—+1)
+bD—1)(D—2....0 —mn)e’
$e@—2(D—3).... (0 —n—1)e
|- :

Op gelijke wijze kan elke term van het eerste lid der
originele vergelijking herleid worden; de som dezer
vormen voert ons dan tot genoemde symbolische uit-
drukking.

Het omgekeerde, nl. den symbolischen vorm tot den
gewonen terugtebrengen, volvoert men, door eerst de
exponentialen e door de symbolische functién heen daar-
voor te brengen; f, (D) verandert daardoor in f, (D -+ 1).

Splits daarna f, (D4-1) in eene reeks factorialen van
den vorm D (D—1) (D—2)... D—n-1).
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Eene symbolisch geschrevene vergelijking , welke twee,
drie of meer termen in het eerste lid heeft, noemt
men bi-, tri- of polynomisch.

Aan de primitieve diff. vergel. kunnen wijreeds zien,
tot welke van deze klassen zij kan gebragt worden.

Vermenigvuldig daartoe de vergelijking met zulk eene
magt van x, dat wij haar kunnen schrijven in de gedaante:

{ ( )_J B( h\u_]—i_ ,..}u:X;

£

waar A, B,.. algebraische polynomia van x zijn; het
getal verschillende magten van x, de o® magt niet uit-
gezonderd, welke in deze polynomia voorkomt, zal het .
aantal termen in de symbolische vergelijking aangeven.

Vergelijkingen in den symbolischen vorm geschreven
hebben dus de gedaante:

f,Mutf@®e®ut... + 6D eu=a0, (a)
Doen wij op beide leden de operatiej f, (D

wordt (a)

A
e
s
=
oo
=
[=;

1 (D) | f.(D) w0 O .
u—)—f (D)O -4 .. O(D)e u_fo(l))'
i) f. (D) _ .|
Stdm =l (D)* Gl (D) ¢n (D), v f { Dy = V.
soudpMefut-gMeut. ..., — V.

In dezen vorm zullen wij de vergelijkingen veelal
eerst brengen, voordat wij tot de bechandeling er van
overgaan.

Wij zullen eerst de eenvoudigste gevallen behandelen,
om daarna tot de meer ingewikkelde over te gaan.

Vergelijkingen als:
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utagMe’utasgDe®—De¥ut. .. &
aapMDe@D—1)....g D—n4+ D efu—="1,
kunnen gemakkelijk in een systeem vergelijkingen worden
ontbonden u' — q; ¢ (D) e u' =U; de waarden van q: be-
paald zijnde uit de’ vergelijking
gl bagr—24. . fa=o
xvantm{D)W(D——i)@ﬂ::W(D)e@¢(D)eﬂzziquneﬁ}ﬂ

3

en in 't algemeen:
(Mg (D—1}..pD—n 4 1) e’ = |5 (D) )=

zoodat, indien wij het symbool ¢ (Dj ¢? voorstellen door
o, de symbolische vergelijking wordt:
1'1—{—&1(14—3.292—}—“ :r n= U
u={1+a,¢+a,0*+4..|710
=N, (=g, o U S-N, (1—g 0]= 2 U
De oplossing van vergelijking (a) is dus feruggebragt
op die van het systeem van den vorm:
(1_"(11 ¢)~ ' U=nu, (b)
su=N,u, +N,u,+.
Dec bijzondere vormen van ¢, welke deze vergelifking
integrabel doen zijn, zullen hierna bepaald worden.
De belangrijkste is wel, zoo om zijne algemeenheid
als om zijne veelvuldige toepassing.
Ay D |- by
AC) S e
Genoemde vergelijkingen (b) zijn dan van de eerste orde.
Voor den bijzonderen vorm ¢ (D)=0D —1 zal verge-
lijking (a) de symbolische voorstelling zijn van eene
lineaire differentiaal vergelijking n® orde met constante




48

coefficiénten; voor elken anderen vorm van ¢ (D) is zij
de woorstelling van eene vergel. met variabele coeffi-
cienten.
Zij als voorbeeld hiervan gegeven de vergelijking.
; . du
G me 4 o) SE 4 1ohe 4 (o - b 2) 3t + 20+ 4 nx) g
+ {b{b—1) +(a+ 1) bmx + (a +2) (a + 1) nx? | u=o.

Brengt men deze vergeliking in symbolischen vorm

dan is:
D+a 4 (R=Falicl a1 5
u+mD+be Bl D P11 T 0
{ % d
j1+m 5 e? KDAG\ fuzo.
Z1n nu.q, on q, de wortels der vergelijking :
q —|—mq—|— n—=uo
:q—q (1-aphe ) amg
D-|-§l 9]
{’l-—q i el 0.
1
Stel {’l qiDTaﬂ} 0=1,

“ (x—q, x%) % = ; (b,—fa+1))q,x } 0 s=10
(oEe =Rt
. 1—q, x Uy
c:I.
2 (l—qx)>>+1 °
Evenzoo vindt men voor den tweeden term:

e L =

C’E
Xt (xl_qg X) a—b - L
¢ (=g, 1) "+ 1 4o, (I—q,x) 0 + 1
%V (1—qi X) e—b -+ J (1_q3 X) a—b - 1

en dus:

U=

==
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b. De klasse van vergelijkingen, welke wij nu moe-
ten beschouwen, beval die welke niet integrabel zijn in
de gedaante waarin zij voorkomen, doch die door goed
oekozene transformatién kunnen terugeebragt worden
tot oploshare binomiale vergelijkingen.

Daar de thcoric van de algemeene vergelijking:

ut g, Defutgdc?u..=T
afgeleid kan worden uit die van-de binomiale
4o @) e?u="0,
zoo zullen wij eerst deze laatste behandelen.

Daar deze niet altijd onmiddellijk voor oplossing vat-
baar is, zoo is het noodig, veranderingen aantebrengen
welke haar daarvoor geschikt maken. Die verschillende
veranderingen zullen wij achtereenvolgens nagaan.

1o. Der functie ¢ (D) in de vergelijking

' u4 g(D)e?u="0
kunnen wij, zonder overigens den vorm van het eerste
lid te veranderen, ecen constanten factor toevoegen.
Stel daartoe:

L

o/ =a"e"
o
“de de!?

d ) :
u-t+a (— e = N
+ ¢ N dg l)
V is de waarde die U verkrijgt, als men daarin de
i
nieuwe waarde ¢’ a rsubstitueert voor e?. Schrijf nu nog

D' voor dan is de veranderde vergelijking:

d
dg?

u-t+ag@)elly="V,

hos
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%o, ut+oMelu="0U

kan gebragt worden in den vorm:

v+ gD +n) ed v =7V,

door aantencmen u—e*? v, en U—e®V,

Want na substitutie hiervan verkrijgen wij: |
ey L gMer+¥y—pgrly, |

V4 gD+ nyedy =V.
3o. (D) kan omgezet worden in |¢ (— D)}~ !

Stel daartoe ¢ — — 91, .- E{% — -—(_l%’

ut+gp(—DYe—-P1u="V,
en u-e— g | —Dl—r)} u=1V;
eWlntg(r—DYu=e?V,
Deelt men nu door ¢ (r—D?),
su lgr—DY = el — lo (@ — DY~ ey,
Stel nu nog u=-e1V, dan is, volgens 2
U S B (——D‘)}_IBI&I V= {p(— DYy V.
4o, Ook dcn exponent r kunnen wij veranderen.
4 d d

ri
u-+g@abDycau=V.
Bij deze verandering van exponent verandert tevens
D in aD'; wij kunnen dus, door combinatie van 2 en 4,

=1
¢ (D) veranderenin g (aD -+ b),en door 3 in{ p @D+ b)}

5°, Door te stellen:

U:Pr

¢ (D)

J @ (1) v
p (1) i

v, en U=FP;*=
g (D)
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wordt
utge@Delu=U, v4+yDelfy="V,
P ‘P( D)) beteekent het 0ne1nd1g symbolisch product
9 (D) ¢ (D7) g (D—2r) .
¥ (D) w (D—rjy (D—2r) ...

Bewijs:
Na substitutic van u=I(D)v in de oorspronkelijke
vergel. verkrijgt men:
fD)v-+gD)e?fD)v=T;
fMyv4+ o@D fD—0)e’v=T,
v E(D}f%‘;ﬁ—"ﬂ e v :{ () }# .

Vergelijkt men deze met de gegevene, dan hebhen

wij voor de nieuwe [unctie w (D) verkregen:

: @ (D) o (D)
y (D f(D—r) of £ (D) = D—
¥ (0=t Oy oft (0) = £} £ )
Nu is ook f( ——1)_— —Jf(D ~2r) enz.

r)
. moct men, om tot de l.mepa.alde nieuwe functie v (D)
te geraken, voor f(D) stellen het oneindige product:
iy (D] 7 (D—I‘:) @ (D*QI’) CEE ﬁ@
y (D) ¢ (D—r)yp (D—2r) .. .. T (DY
Met deze luatste transformatie stelt men zich voor de

gegevene vergelijking eenen integrabelen vorm te geven,

en dit dient zoodanig volbragt te worden, dat P, % [B)

ecne eindige operatie blijve.
Men rigte zich dus in de keuze van v (D) altijd naar
dezen tweeledigen eisch.

Opdat P, i—ég; eindig worde, zoo moet eene reeks
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factoren in den teller verdwijnen tegen dezelfde reeks
in den noemer;
o p _¢D _eDaD—r) .. gW—it)g D—ir—)..
" (D—ir) @ (D—ir) ¢ (D—ir—r)....
—pDyegD—r):...¢ (D—ir +r).
lndien in ¢ (D) een factor y (D) voorkomt, welke men
alleen veranderen wil in (D Lir), dan kan dit ge-
schieden.
Zij 3 (D) = 1, (D) 11 (D)
nb. g1 (D) = product van alle andere factoren van ¢ (D).
Stel dus ¢ (D) = ¢ (D%ir) y; (D),
p (D v (D
Dit is, zooals hierboven is aangetoond, eene eindige

operatie; dus de voorgenomene verandering van y (D) in
y (DZir) kan geschieden.

g (D)

MOESTIR dan

Bevat ¢ (D) een factor van den vorm
kan men dien geheel doen verdwijnen,
o e y (D)
Stel dan ¢ (D) = 4, D),
sp 2@ _p il

wy® — g E i)
Dit is dus ook uitvoerbadr.

-+

In de toepassing dezer twee laatste transformatién
komt men al spoedig tot eene belangrijke opmerking.
71 is deze:

Telkens wanneer men ¢ (D) verandert in u (D), en
dan de reductién bestaan in veranderingen van factoren
in den nocemer van g¢(D), en nog wel in het grooter
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worden daarvan, of het kleiner worden van factoren in
den teller, dan 7zal de bewerking, waardoor u uit v
wordt afgeleid, bestaan uit differentiatic, terwijl indien
wij w (D) zoo kiezen, dat de factoren in den noemer van
¢ (D) kleiner, en in den teller grooter worden, dezcltde
operatie zal bestaan uit integratie.

Natuurlijlk geeft men de voorkeur aan het eerste, in-
dien het mogelijk is.

Menigmaal kan men door middel der eerste trans-
formatie de symbolische nitdrukking zoo voorbereiden,
dat de bepaling van u uit v weer op differentiatie neér-
komt.

Als een duidelijk voorbeeld hiervan zij gegeven:

2 :
T3 i

(Dit is cene vergelijking welke voorkomt in de theorie
over de gedaante der aarde.)

De symbolische vorm is:

¢

{5

aq af

1 + mﬂ __:B)g g~ 1 = 1
- o e o D | : :
otellen wij hierin v = P‘“"Dtg V=D + 1 D—1Dv.
g - q’ e
R e R
of v+ g? {(D+2-1 =% v =0

Deze kan men in twee  vergelijkingen ecerste orde
onthinden, en dan verder oplossen.

Hierna zal u door differentiatie gevonden worden uit
v, omdat wij den [actor (D — 3) in den noemer van
¢ (D) doen toenemen tot (D + 1) in v (D).
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Wij doen echtcr beter, de vergelijking te transfor-
meren in:

; . ,29
Aol e e

N = 1]

(Kan men ooit eene vergelijking tot deze gedaante
vervormen, dan is dit zecr aan te raden, daar deze de
symbolische voorstelling is van

d'v a5
g T &Y =0,

d®y
. a@—_qﬂv:n.

q* 2

en v — DD=1) e

Aanstonds kent men dan zonder verdere moeite de
waarde van v.

3—; +q* v=o0 geelt v=¢; sin (qx - ¢,)

d2v
=) B — B 7= gx — KPK:
—, —Q*W=0 .. v=—0¢;e c, e \
dx 2 q G .

v = 0, van

Om hiertoe te geraken, stelt men eerst y — o— 20 w
o) 3 |

o= el 1 {1:_ 20 e .
W~ D(—5) e*w—=—o0, endan
» D(O—1)

w=—P

s (D—1) (D—3) v; dus

2
V+DL e‘z'g‘r:(') ot V:C’Sin (qX—I_CJ?

D=1)
== (D1} (D—Z)v
1 R ;
— 5t { X%é;iﬁ —z 3 + 3 } csit (X -+ €7).

Ook hier zien wij, wordt u uit v verkregen door dif-

ferentiatie, daar de factor (D—5) uit den noemer van
o (D), aangroeit tot (D—L).
ITadden wij in eens de transformatie ondernomen, dan
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was de eene factor afgenomen tot D, de andere (D—3)
agngegroeid tot (D—1), en men hadde u uit v niet
door differentiatie alleen gevonden.
De geheele bewerking komt dus hierop neer:
a-+ ¢ (D) elu="T

wordl opgelost in de drie volgende vergelijkingen:

u="_, gl =9 )

y() " y(®)
env + ¢ (D)edv—7V,

Uit deze drie worden achtereenvolgens V, v en ubepaald.

De twee eersten nocmt men gewo mlijk auxiliaire, de
laatste de getransformeerde vergelijking.

De regels voor de bepaling der constanten zijn de
volgende:

1°. " Indien alle factoren van ¢ (D) aanwezig blijven
in (D), hetzij geheel onveranderd, met verandering
van D in D = ir, dan behoeven geene constanten in de
solutién der auxiliaire vergelijkingen te worden inge-
vocrd, daar uit de oplossing der getransformeerde ver-
gelijking, die van dezclfde orde als de vorige ig, het
noodige en noodzakelijke aantal van zelf voortvloeit.

2°.  Verdwijnende factoren, in °t algemeen van den

D
eene daling in de orde der getransformeerde vergelijking;

D—+a ,, Ter : loren
vorm ﬂ( (a—b) een veelvoud van r), veroorzaken

Hvident moet het aantal constanten, dat daardoor
tevens verminderen zal, in de oplossing dezer vergelij-
king aangevuld worden; hetzij in de oplossing van

_p e D) e op 20
p=1; w (D) Wy ot an U=1P. m\«.
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Wij moeten dus regels vaststellen voor de behande-
ling der constanten in deze verschillende gevallen,

De geheele bewerking bestaat uit de oplossing van de
drie vraagstukken:

1o. De bepaling van V uit U = P, 2 (D) =V,

w (D)
2. De bepaling van v uit v + ¢ (D)e?v = V.
(8] {F (D) I
3o. De bepaling van u uit u = P, o (D)
Beschouwen wij deze afzonderlijk, in de onderstelling
vooreerst, dat ¢ (I)) een enkelen ﬁctmg —I—] bemt wel-

ken men doet verdwijnen hij het vormen van v (D).
De conditie hiertoe noodig is:
a—h

T

—

De- gegevene vergelijking is dus van den vorm:

D--a 0 : e
u—IT__H)lp Wie*u=1U, ¥a)
v — (D) e v=V.
Beter is het nog, eerst de vergelijking (a) te brengen

in den vorm:

u— D) e?u=".

Stellen wij hierin a = nr dan kunnen wij transfor-
meren in

v—y D ey =V, (b)
door de suppositién
u__PDD V=DD—1r)...D—nr4r)v.
|} g ,
T L SN —_— ) — nr
U_PTD—FL V=DM —1)..D—nr+nV.
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N ==ID@ - 1) (D r)"%"‘ u.
e ek . (D nir-L 1«){1 —yD)e "“}‘1 V.

0=D D —1)... (D —nr- r)git ~ (D) e I Se

_’_ C: 8] 1-3 e ‘Un——l e (111'_1')9}. (C)
Hierin is U, eene particuliere waarde van

%J)(Der)(..{])m'n1‘+r)}_1U.

Het gedeelte dat de constanten bevat, zal bestaan uit
termen van den vorm

DD—r)...(D—nr+ 1'){-1-_1,u (D) el‘g}_] ¢ et g <i<np
0D ., (D—nr+1) % 14 (D) e+ (D) ey (D1 + §l ¢; i

=0 (D—1).. D —ur + \{C il ¢ w (T}‘) 4 (i-i— 1}1‘9 “+ (D) Ip(]'}__r)er_i-}-z).ﬂ 4 }

Al deze termen nu, tot op die, welke e™? hevat, ver-
dwijnen ten gevolge der directe operatie
DD—1)...(D—nr-r).
Wij behoeven deze operatie dus alleen te volirekken
op het volgende gedeelte
Y 0)w (D). (D—jr) e ™0 41 (D) (D—r) .. 1p (D—jr—r)e ar+10 |
YD) W (D—1)... 9 (D—jr)e™? + ¢ (D) e w (D) g (D—r). .. (D—jrje=? +
nu is: :
¥ (D) Y (D—1) ... (D—jr) em? = y (nr) y (r—1) .. y(Or — jr) ™% =B ¢ »?
cea Jr) e w{nryy (r—r1)..pmr—jr)e™ =Be
Dus verkrijgen wij:
BCD®D—1).... D—nv 4 rjfem 4y (D)’ em? 4|
=BCD(D—)....(D—nr + 1)1y D)e’+w(Desy(D)e’ + | e
Deze uitdrukking is dezelfde in vorm voor alle waar-
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den van i; daarom zullen alle termen, welke in (¢) eene
arbitraire constante bevatien, tot één term worden.

Stel ten tweede a — —unr, dan is:

n={D(M—).... (D—nr 4 i v
V={D[D—1).... D—nr 41 I U.

Hier zijn dus geene constanten ontstaan in V door de
directe opcratie. Maar wel ontstaan er n uit de oplos-
sing van u uit de vorige vergelijking, niet gerekend die
welke in v voorkomen. Het aantal constanten is dus
te groot: haar aantal moet verminderd worden, cn daar
geene volgende bewerking zc vernietigt, of haar onder-
ling afhankelijk maakt, zoo moet door vergelijking onzer
solutie met die, welke men volgens de gewone methode
van ontwikkeling in reeksen verkrijet, de onderlinge
afhankelijkheid dezer constanten worden opgespoord.

De regels voor de constanten zijn dus:

De constanten zijn ﬂehee] arbitrair, indien zij voort-

vloeijen uit gP w0y i L = V; doch één hehoeft men

(D)
er slechts van te behouden; indien zij echter ontstaan

] L N (D) §—
uit de oplossing van 3P "f ]))a U=V, zoo is er slechts
P |

een willekeurig, en de anderen zullen bepaald moeten
worden met behulp der p111m1t1e\e differentiaal-verge-
lijking.

De reden, waarom de constanten in verband met de
verdwijnende factoren allen arbitrair zijn in V, is, dat
V in geene andere vergelijking voorkomt, dan juist in
die, waarvan de oplossing die constanten doet geboren
worden.
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Indien men toch alle constanten in V bchoudt, zullen
zij bij overgang tot u, door opeenvolgende dillerentiatitn
allen, éeéne uitgezonderd verdwijnen, zooals cven te voren
uitvoerig is aangetoond.

Steunende op bovenstaande beschouwingen, kunncn
wi nu overgaan tot de behundeling der dilferentiaal-
vergelijkingen, waarvan de oplossing afhangt van die
der vergelijking:

n
LY bqy=X

De symbolische vorm daarvan is:

q-n _-,11'9 e
v i—'D DO—1) (D—2j... (D—n-+1) gy} (h}

V={DD—1)...} X;

waarin e’

is gesubstitueerd voor x in X, en geene con-
stanten zijn ingevoerd bij deze intecratie.

Vergelijkingen welke in de algemeene gedaante

q“ A =10 ]
TR e e S LS

voorkomen, zullen wij tot den vorm (h) kunnen terug-
brengen, daar wij alle factoren in den noemer, indien
4y, 8y, 2, ... aan bepaalde conditién voldoen, door eene
reeks transformatién of in eens kunnen reduceren tot
de factoren van ¢ (D) in (h).

Wij zullen eenvoudigheidshalve onderstellen, dat de
factoren in den noemer gerangschikt zijn naar de grootten
Yan ajda-. ., a2 3,

Stel u=—e—a%y,

e q° b B8RO
U e T Dy el
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De ecerste factor komt nu in ¢ (D) van deze vergel.
overeen met den eersten van ¢ (D) in (h).

In elk der overigen kunnen wij D in D +in omzetten
(i een geheel getal), en dus hebben wij als conditién
van integrabiliteit, dat de grootheden

ag—ay + 1, az—a; + 2, a,—a; + 3, etc
veelvouden zijn van nj zoo ja, dan kunnen wij zc in
overeenstemming brengen met die in (h).

Men handele daartoe als volgt:

Den factor (D —+ a,—a,) transformere men in D—1).

Stel daartoe

& %Fa;%al U, =1y
vo (D—1) (D—n—1). .. (D + ay—-a; + n) uy = uy.

Hierdoor is de tweede factor veranderd.

Evenzoo transformere men de overige factoren.

Al deze reducticn bestaan uit ditferentiatién daar,
omdat a;=a,+1 en ay,—a; =—1, de factor in den
noemer aangroeit.

De geheele berekening komt nu te staan, als volgt:

Lo, B
Hle== Pu TP {l)) v 7
\ 1
¢ D)= g (D +a;—aq) .. (D +a,—ay) °
)
¥ (D) =g (D= 0w (D=1 =1,
b

T w40,
(D—1) (D—2)....(D=n+1) _
(D—a;—as).... (D +a,—a;)

Als voorbeeld hiervan zullen wij oplossen de verge-
lijking :

y oy
s




-0
i (D+l) )(D—i—1) °
Vergelijken wij deze met den algemeenen vorm (k).
dan hebben wij:

1) ==

a, = +i  , ag=——i—1, o—=2 0, g = by
en dus

B —
D —921—1

n=e1%P v,
h*® T :
Viﬁ(]]—_zl‘)e' V=0, s v =csin (hx 4 ¢,)

r

01

el S e
D—1

Peg g = D= 1HD—=3)....0 =214

d . .
—, dan is;

Herstelt men nu voor D de uitdrukking X

, — %(x({}s—i\;(x;_a) (’x%_m_‘ri:}v.

/ \
Dit resultaat kan men nog anders schrijven, door op
te merken dat

1y (Deze vergelijking is behandeld door Mossotti, Pacli, Plana e. a. ook
door Kelland. in Tramsast. of the royal Society of Edinburgh vol. XX 1833,
1let is belangrijk, zijne ecigenaardige methode, geheel berustende op het gebruik

der T' [unclie natezasm, waardeor hij niet alleen deze maav ook andere weer

(]_u|

bekende vergelijkingen, b. v. (1— Pﬂ) (d—l)p i + {n (- +1)—

a(a—1) {u:U {de vergelijking voor Laplacés functién) oplost, en nog wel
in wijderen zin dun gewoonlifk, wat awpganl de wourde der eonstaute grool-

heden daarin,




D—2i4+1=

Substitueert men deze uitdrukkingen in de algemeene
waarde van u, nl: _
weses L M— A (B— 3. (0 — 21 A,

dan vinden wij:

e 1_ (Xi dﬁ)i (rt d'> '13(1(3,51__”1_

£\ dx/E dx dx x21—1
.- 1 7 3 d { 3 d oo d 1
—xH kx E) (K E) i {\}‘ dx_) xT1=1"
,1 d\_i ,1

, 3
= x5 — s— V.
x"-‘l( il S

De oplossingen van de twee vergelijkingen zijn dus:

1 " o AN ersin (hx -1 e
pm A (g esin (axfc)
xi+1 dx/ i R

bl

icehx__;_ci O—hx

d
dx

Als toelichting der regel voor de constanten bij ver-

1 7.,
Rl — W kX'

dwijnende factoren, moge nog het navolgende voorbeeld
dicnen :
g e R L : du
(x2 + gx) s % a4+3)ge+b—+1)x o

50 ( (a4 1) qx—bi) u=X. (a)
(i een geheel getal). De symbolische vorm is:

D+a)D
u-+q (U(—i:—i:l c(%_l) fu="U. (b
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—1
— {(D + 1) (D—i)]" X, waarbjj in X & voor x is

gesubstitueerd. Reduceeren wij (b) tot

v —}—qD_‘I‘__S efv="V. (¢

Deze transformatie gluit in zich de suppositién ;

D D :
P, _(TD)_ =Pi =D (D—1)...(D—i 1)

en dus u=D(D—1)...D—i-+ v (d)
U=DD-—-1)...(D—i--1) V. (e)
Nu is uit (c)
-r-b)v—kqe D+a;—|—1) v=(D{-b)V,
d
X(K*I—b" + gx {\Xﬁ +a 4 1) v= (D 4-h)V,
hieruit vindt men daar het eene gewone lineaire ver-
gelijking 1% orde is op de volgende wijze:
APk e o S

d= & x4 q& T x4 qx@
h |—'14:,_+-qt D h V b -] agx + qgx
V“_P_f =+ ax (f(x::_—qx e/ BT dx—-z—(},)
coe 2D +agx+-qx .lﬂxi__ tat1-h)q,
en daar f Xk g dx = f( — i dx

=1x*(1+gx)o+ =
Z00 18 aanstonds:

1 = o ,r
i A+qgx)>> + 1 (ﬁ] 11+ qx)*—" (D —l—bJ Vdx + G) . ()

Uit (e) vindt men:

Ni== {D(D~1)...(D%i—]—i)}"1U,
(D) V= gD(D—’I)l....(D~—-i—|——i)§—1(D—]—b)U,
maar (D+b) U= (D —i)—1X,

(D fi--b)V:.iD(D-—i)....('D——i)]—lXJ
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Bij de volvoering van deze laatste inverse operatie
moeten wij, volgens de vroeger aangegevene regel,
slechts ééne arbitraire constante behouden. Wij kiezen
die welke ontstaat uit den factor D— L

dyt+1,—1
Daar {D(D—1....(D -—i)’*l—{xlfl(dx) %
d —Ga+1 X
Dit substituerende in (f)
fj Xhﬁl(rl__q-\)a—h( Jx ?:_ldx -l-l—f"l.,])ld\ Rl C

\hll_i_qua—h-i—l
en u = : iiyv
) — X dX_ '
VYoor X = o geeft dit h. v.:

d Llfdx"—l(’l—'—qzu —tdx - C.
d—l., xh .zl___i_ q-,{)agh-hl
Wij zien uit dit alles welke wegen wij kunnen inslaan

L=z

voor de oplossing der binomiale vergeclijking.

Belangrijk is de vraag, welke zich hierbij als van
zelve voordoet, welke primaire vormen zijn integrabel?

Primair noemen wij met Boole die vormen van bi-
nomiale vergelijkingen welke direct integrabel zijn,
doch niet door toepassing van eene der reductién 1—5,
en waartoe juist door aanwending dezer vijf transfor-
matién andere vergelijkingen kunnen gebragt, en uit
dien hoofde integrabel worden.

Wij hebben alle reden om te onderstelien, dat het
getal werkelijk primaire vormen uiterst gering is.
Voor het fegenwoordige schijut het niet mogelijk,
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daarop een algemeen aniwoord te geven, maar voor
zoover wij ze kennen, staan zulke vormen, indien zij
behooren tot de diff. vergelijkingen van de tweede of
hooger orde, in een merkwaardig verband met de
theorie der algebraische vergelijkingen.

Uit elke algcbraische vergelijking van den n®" graad,
waarvan de coefliciénten functién van eene veranderlijke
zijn, kan eene differentiaal-vergelijking worden afgeleid
van de orde n—1, en azan deze zal voldaan worden
door elke der wortels van de gegevene algebraische
vergelijking 1).

Deze betrekking tusschen algebraische en differentiaal-
vergelijkingen is een zeer belangrijk feit, en wij kunnen
met grond verwachten, dat de verderc ontwikkeling
dezer methode meerder licht zal verspreiden over de
binomiale symbolische vergelijkingen.

Er bestaan nog wecl andere primaire vergelijkingen
welke eene eindige oplossing toelaten, evenwel zijn zij
niet van dat overwegende belang als de algemeene
vormen zoo even behandeld, daar de oplossing kunst-
grepen vereischt welke niet altijd even gemakkelijk
kunnen gevonden worden. Wij noemen als zoodanig
bv. de primaire vormen 2):

a (D—2)2tn?
D {D—1)
o 1) (D—9)

" alP+in?

v 4 e

¥ == (a)

V=0 (b)

Yy Cockle. Phil. wagazine, May 1861. On Transcend & Algebr. Sclutions.
2y Boole. Diff, Equat, p. 428.

5
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Deze twee vormen ziju aan elkaar verwant, dat (b)
uit (a) kan afgeleid worden door # in —& te veranderen.
(a) 1s de symbolische vorm van de vergelijking:

d? u du
1+ax¥) —— +ax—+n*u—=o
( JgxE T dx
Deze kan men terugbrengen tot den eenvoudigen vorm.

AR . :
*n*u=0 door de onderstelling

dt? —
dx
t: e
fl/ 1 + ax?

(b) is de symbolische vorm van de vergelijking:

R -l-d,|d2 + (2x% + &}xé—-iugu:o
dx dx
evenzoo als de eerste te reduceren tot i]i” tnfu=uo0
door de suppositic
Ty
xV'x% 1+ a

Evident Vel"kl‘ijﬂ‘el’l Wi‘i dus de solutién van (a) en (b) door

e T

te substitueren in de solutie van
d*u

dt®

Zoolang echter algemeen integrabele vormen ontbreken,
moet men zich wel te vreden stellen met bijzondere.
Elke geisoleerde vergelijking, elke methode beeft dus
haar nut, al leert zij onsg slechts de oplossing van ééne

+n?u=—0.—

vergelijking.
Wij kunnen daarom eene methode welke ons niet
alleen vele integrabele vormen doet vinden, maar tevens
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de integralen daarvan onmiddellijk aan de hand doet,
niet met stilzwijgen voorbijgaan.

Wij zullen deze methode hehandelen na de Partiéle
vergelijkingen.

B. PARIIBLE DIFFERENTIAAL VERGELIJKINGEN DHE ALS
GEWONE WORDEN BEHANDELL.

§ 1. Door het gebruik der symbolische methoden
wordt de integratie van Lineaire partisle Diff. verge-
ljkingen teruggehragt tot dezelfde beworkingen, als die
bij de integratie der gewone vergelijkingen van dezelfde
klasse.

Elke gewonc differentiaal vergelijking heeft, zooals
uit het volgende nader blijken zal, een analogon onder
de partitle, en de vormen der oplossingen zijn in beiden
hetzellde: met dien verstande, dat op de plaats waar
wij bij oplossingen der gewoue vergelijkingen vormen
aantreflen, als ce®™, bij partidle gevonden wordt

d
aX =
dy

e gy

Deze laatste uitdrukking is de symbolische schrijfwijze
voor het theorema van Taylor:

F@ )il S B AR e B
ST T IR R e e

700 ook

firsc . a1 ] h g w7 e ,d\ﬂ Bi
(x+h,y+k) =14 (h i “F*'ka—i;/) +3 (b e "Hx—y}) + {i(xy)
d

h

il
S FE(xy).

Hiervan maakt men cen ruim gebruik bij de sym-
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bolische oplossingen der partiéle vergelijkingen, zooals
duidelijker zal worden bij de behandcling. Men zij
daarbij vooral voorzigtia met de teekens, Uit de formule

-} ax

e— %%7 f (y) =1 (y £ax) volgt de regel dat wij het argu-
ment ax met heizelfde tesken moeten aanbrengen in de
funectie.

Nemen wij nu voor f(y) bv. e dan is echter zooals

aanstonds uit de ontwikkeling zal blijken

da

a4xE 3= =
iy .—¥ —y—ax
T :

> —

men dient dus te letten op den vorm der functie.
Lossen wij bv. op de vergelijking

du du

ax TP dy = ©

Deze wordt geheel opgelost als:

du
& o= + bku=ec.

&

Stellen wij dus 16‘ constant, en lossen wij op als

dy
deze laafcstc %

s d ANt Agd b dy
..u_(‘aﬁ—l—bdy) C—a(az —£®> C
b d b d

1 %% [° v *x
nu=-oc e T Ynds

Ontwikkel den vorm onder het integratie teeken dan

i} d
g
zien wij dat e * Ye=c¢
3 )1 _1 % a /l 2 x A
n=ce " Jedx=—e * Y(cx -+ ¢) en ontwikkelt

men weér, (¢ =g (y))
e b
e 2x).)

a

S =
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of daar ¢ geheel arbitrair is ook u—= %— + ¢ (ay — bx).

- d
Men had patuurlijk even goed ﬁals constante kunnen
beschouwen; de oplossing ware dan geweest:

cy 1 a o .
=3ty eE—5 9 = +ebx—ap).
Citdrukkingen als:

wdy x £
e Y gofe T ¢(y)

kunnen wij niet anders dan door recksen interpreteren
of wel door bepaalde integralen voorstellen. Bij deze
omzettingen heeft men het groote voordeel de niet te

x 4y
begrijpen vormene " ¢ (y) te kunnen doen verdwijnen.
dz d°
bv. Uit = — bz volgt:
R

z—e e “f(x)
d e

— i, d ? 2.
—e i et )b are ) + e
Zi] nog gegeven:

{%:)z—az%jf } . ==0,

Hieruit is op dezelfde wijze als hierboven te vinden,
d 2 e . :
als men eerst — ) —at ) in factoren ontbindt, kortom
dx dy . /
aeheel zooals op bl, 33 is aangcgeven voor vergelijkingen
met constante coelliciénten ;
= (7 + ax) + o (y—ax)
Ware er een tweede lid geweest, dan hadde men de

inverse operatie ook nog daarop moeten toepassen,




Stel bv. gegeven:

&) e o=

Dan volgt:
. Al d \2;—1
u=p(s+a) )+ {5 ) —at o) |y

Ontwikkelt dezen laatsten term, men vindt dan

5 (E\)— 2 .8 dd:; )d d \]— 1_|L :\] .

e
dcif) y.¢(x)=0 enz

zoo kan men alle termen na de ecrste weglaten, en is

d \? d A2 .
i Omdat@) Xy =—0 a) volffx)=—u

: ! - =
deze uitdrukking gelijk aan?y.

Voor meerdere veranderlijken is deze methode even-
zeer toetepassen. Nemen wij bv. de bewegingsv eloelu-
king van ‘elastische platen van Poisson:

d*z : d*z d*z
ot o (o H2grger + 4] =0
dt® (dx dx*dy* ' dy

a2 \

, [ d?
wtel daarin a |  dx2 - G b

. Z2 = ¢08 bt ¢ (x,¥) + sin bt vy (x,3).
Ontwikkelt men de waarde van cos bt en sin bt; her-
stelt men daarin de waarde van b, en schrijft men
dan nog:

XV} Voor tldg . ) y (X7
¥ (Xy) vo ik d‘y“ P XY

dan is

-

a?ti/ d | AN uw(d: & ye

(61— 2 (5 + ) 20D+ 5

dydx* T dy?/




!

ad t ( d2 {2 \2
+aty (59) — ‘g g + ivd) LN A .
. d%
Ook nog -dX(H-——aZ—U,
D e fd s e et
r=liay ) o= fwew) ) e

1

—1 . dy—1 ax 44— 2
4 e = o man—

Los op de vergelijking :

I
=1
=

d'z d%z __
dx® dy®
De wortels der vergelijking u® — a® = o zijn:

L A 27r Qo
a, «tcm TV —dsm }eua{cos 5 ]/~——f[sm'3 }

3

i (XY
Bt ] -
G \ ay @ (3)

ci=e " g(y) 4o

w2 ¢

) Deze vorm van oplessing is slechts zeer zelden fe gebrnilen hoewel de
inistheid bij proefneming volkomen wordt gestaafd. Dewijl zeer vele physische
vraggstokken  aasleiding geven  fot partiéle diffeventinal vergelijkingen vam
bovengenoemden vorm, of wat hetzelfde is van den vorm

dfo 42 d?u =
ds2 ! dy?
zouden wij zeer gebaat zijn met etme oplossing in eindigen vorm.

Wel heeft Fourrier in de Theor. Math, de la Chaleur de algemeene Integraal
gegeven in den vorm van de som van twee hepaalde Integralen

Ook Poisson, zie Mémoires de UTustitut 1818, Doeh beide oplossingen

higbhen weinig waarde voor de praktijk.

Merkwaardig i3 nog de Integratie van nienwer dagteekeninz door Carl Nen-
mann.  Hij spoort voor u eeme functie von = en y op welke als potentizal
over een opporviak beschouwd, asn de condititn voldoet dat zij zelve en hare
cerste diff, quoticnten binoen bepaslde grenzen overal eindig en continu blijven,
terwijl A% v ==¢ ig binnen dereltde grenzen. Crelle bd. 59, p, 335. 1861
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d XV3—~
SRR S = e (P

Wij moeten altijd in het cog houden, dat het noodige
aantal arbitraire functién. des noodig kan verkregen
worden door de inverse operatie mede te voltrekken op O.

Al deze resultaten worden dus langs zeer eenvoudigen
weg verkregen. De bewerking steunt geheel op die der
gewone differentiaal vergelijkingen.

r\:\|>4

§ 2o Parligle vergelijlingen opgelost volgens de algemeene
methode von Lobatio.

4. PARTIELE VERG. 1%¢ ORDE.
De algemeene verﬂ‘elijkinn' is

-:—Q

waarin P, Q en B functlen van x, y en z voorstellen.

Zeer wenschelijk zoude het zijn dat deze algemeene
vergelijking kon opgelost worden; vooral zou het de
behandeling, nu overladen met tal van bijzondere ge-
vallen aanmerkelijk bekorten.

De pogingen die Lagrange heeft in het werk gesteld
om volgens de gewone methoden tot de oplossing te
geraken hebben zooals wij weten tot hetzeltde resultaat
geleid.

d Z__

Wij zullen de voornaamste gevallen dus laten volgen
en daarbij geheel bymbohsch te werk gaan. !)

Y Lobatto van wien wij groolendeels deze methode ontleensn gebruikl zeer
verkorie motatien, welke de hewerking asmmerkelijk vereenvondigen,
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I g:a B ==up
dz Az
& T g

v . < .
De wijze van oplossing waarbij T voor een oogenblik

constant gesteld wordtis in de vorige paragraaph behandeld.
Wij zullen daarom een anderen weg inslaan , cn daartoe
gebruik maken van het symhbool # uit het eerste hoofd-
stuk.
Schrijven wij daartoe de vergelijking in de gedaante:
{1 {E) + al{B)| z=0

dus | 1 E)) —|—a]Ey| =0, waaruit aanstonds
By = (B )~ ®
Dit gesubstitueerd in z = E: Z geeft:
i e e =g (y — ax)
¥ ¥.0 ¥ y—a X

II. P, Q, en R functién van x cn ¥
dan is de algemeene vergelijking

dz, dz 3
PE+OE=R ()

Stellen wij aanv ankehjk R = o dus
9
(lx i Q ()

Hiernit volgt
dz

Qdx =T de
Stellen wij vervolgens f Qdx—uenf Pdy=t,uen

t mjn dan nog functién van x en v cn wij verkrijgen
in plaats van (2)




T4

dz

2 — o waaruit de integraal
du+ dt :
z = ¢ (t—n)
D en telkens wanneer P dy — Q dx eene exacte Difforen-

tiaal d U voorstelt zullen wij hebben
t— u:f(P dy— Qdx)=1T

sz = ¢ (U).
Is dit niet het geval dan zal men (t—u) toch integra-
bel kunnen maken door een mteqmlenden factor » en
weer verkrijgen, als U dan de integraal er van voorstelt:

z = ¢ (U).
Indien P = ¢ (y) en Q = y (x) dan zal, indien wij
stellen :
d |
Efl“d}':P' end{de:Q‘ ,
T q&(P] QY
b. v. dZ X d—Z —a of E = _(_1_5.5_, e
Y qx T dy = ° ¥ xa& ydy
=g X 7
- Indien ' = g () en Q = w (¥), zal men nemen i
ST = G-
z = ip (P — QL)
SR RL BN S .
en dus :

Stellen wij eenvoudigheidshalve = p dan wordt (2)




~

. d d
als v k no—— » — voorstellen door D,
wy ook nog—— ol dy voorstellen door D,
D, v —
Deze vergelijking zal dus tot integraal hebben z = ¢ (u).
Zij nu meer algemeen Zz = Pgn) |
waarin P eene functiec van xen y, dan zal men achter-
ecnvolgens hebben :
Dyz = D, P. g (w)
2 2
Dyz = D, P.g (u)
D, 2= I, P.y(n)

o e o
evenzeer (mdlen i = 51))

S7z =8P g

¥

Is P eene functie van y alleen, dan wordt:

b= p%—[; ¢ (u) terwijl de volgende differentiatién hoe
langer hoe ingewikkelder worden, wegens de aanwezig-
heid van p. Stclt men in de laatste vergelijking:
dr
dy
28 (pP o) = [Prdy. o ).
N /

i

— p1

De eerste integraal van de vergelijking

- 1 .n
I, z = o zal ©i6 Zijn :

y 1—1 .
D, "z = ¢ (u) terwijl de tweede ien gevolge der

Voorgaande formulen
n—z
Dy "z = xg(w + o'
Bi in 't algemeen

£ =x"lg) 4+ 2%l {u) 4+ ...¢" 7 (u)
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waarin n arbitraire functién voorkomen van u; deze uit-
drukking zal men bij het tweede lid der vergelijking
S z2=2S8 Pg () moeten voegen om de complete
waarde van S,z te verkrijgen.

Vatten wij nu de volledige verg. :

dz de . ]
PE—F Q o R weer op.

Stellen wij daarin g — p,% = M dan wordt de vorm
Dp 7 == M,
% e SPM—FSEO:SIJM—{—LP(U)

(u even als te voren dc integraal zijnde van dy —pdx).

De hoofdzaak is nu nog de waarde te verkrijgen van
Sp M. Stellen wij daartoe M ontwikkeld in ecne reeks
termen van de algemeene gedaante X ¢ (u) (X alleen
eene functie van x). Nu is het duideljjk, daar

Sp X g (u) = f X dx ¢ (w), dat de gehecele bewerking

necrkomt op het elimineren van y met behulp der
vergel. u = [(x.y) en vervolgens te integreren.

Mdx = g (x.u)dx, terwijl men daarin u eerst als
constante beschouwt en na de intogratie vervangt door
hare waarde in x en y.

Ter opheldering dezer theorie zullen wij cen paar
voorbeelden hiervan geven:

dz dz

A0 bl 3 2
de xag—-q—}dy_lﬂ/(x + v9)

P =§, M:nV(\(i ’i‘%.:a)

Uit dy — Idx =0 Vo]gt — 5
o X T
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sM=n1{ —l—u?),fﬁ\/[ dx=nx)"(1-4-u?)=n) (x + 9
/
vz =V (x4 y) + (pg).
2 dz e V = ax® + hxy + cy®

P18y :-_—}L M = ax + by + =L T
% X x

fmdx :%-ka -+ bu 4 cu? ) x2

= 1 2 = B :-2\ }T
s Ao by ) o2

IL. P, Q en R functien van x, ¥y en Zz.

In ’t algemeen is de vergelijking nict optelossen zooals
reeds gozegd is. Wel voor een groot aantal bijzondere
gevallen, bv. voor:

1°. R=o0

a7, ocP + Py +~yR=0 («, §, » constante factoren)

3°. R= Py + Qx

4o, p—Py

9t H — PY & \ +QX 7‘! (XenY respectle]‘ functién

van x en y)
6°. R—=z (P 4-aQ)

7°. B =az (]: :::j?)

enz.
1°. Wordt geheel opgelost alsof z constant ware.
2°. De algcmeene vergel. wordt dan

Q dz o 4 [J‘Qof

dx+de_ y TP




D= e} (¢ =+ fp) en daarS,p =y

. b 7= - 65{_-4—_@{ _l.. @ (1]_)

3% Dpz =y + px = D, xy

, X—y v
4°, ,I_JTIZ = P 5 y == DI’ £

x- X

enz.

Kortom zoo er eenige betrekking bestaat tusschen de
grootheden P, Q en R en ook voor de bijzondere ge-
vallen dat een of twee dezer grootheden functien van
x en y alleen zijn, dan bestaat er groote waarschijn-
lijkheid dat de vergelijking integrabel is.

b. PARTIELE VERGELUKINGEN TWEEDE ORDE.

I. De -oplossing van vergelijkingen met constante
coéff. biedt voor het geval dat het tweede lid constant
is in 't geheel geene zwarigheden. De vergelijking kan
volgens dezelfde notatie als in a geschreven worden

D. D=0
waaruit onmiddellijk de twee eerste integralen volgen
Doz=0 Diz=o0
en dus z = g (y—ax) z =y (y—alx).
De som dezer vormt de complete integraal van z.
Zijn de wortels gelijk, dus

2 =0

i

dan volgt hieruit
0= @ i}r__&j{J + X iy (‘\"—[l,ﬁ),
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Is er con tweede lid aanwezig dan zoeke men eerst
de eersle integraal
Doz =5,V + ¢ (y—ax)
S V= V! kan men vinden volgens het vorige
c Z= S Vi gl (y—alx)
d2z d?z o e 0%

Codw o e 02
o apt+ % g @b o

Il
]
S

Daty Dy p7 = xy

‘? 6
Qus Sy y V=S, 44 Sy Xy =8, 255 S
:éx 01,(34—b+q—h)
€1
1

2= 6 Xy — % gy —(a+b)x) ! (v —(a—Dh) x)

Il Meer algemeen is de navolgende vergelijking
waarin z en haar eerste difterentiazal coefficiénten voor-
komen

2 2 s
?KZ“F Xd(ifiy _LBciliV +4 (L& + D“_‘LT‘A_ iy

21]151 a en a' de wortels der verfrelykmo m* — Am - B
= 0 dan worden de drie eerste termen

D, D.iz, en nit-de relatie

; dz dz dy dz
Daz— — 1 ——, B oot
P o A dy’ I S - a Iy oplossende
dz dz
en Z00 'vinden wij
, dx dy
& 1 dz 1
Wi —— ‘g1 B i __
d_\_ T ::l,l — ':(-E Dﬂ # \'l 7):\ ]\ E].. . Wiz Da :{\
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en dus na de vereenvoudigende stelling
(:L___a? = C:‘[:a =n' anfa'=C
wordt (1)
D.Duz+nD,z4nlDuz4+Bz=1V.
of |(Dy - n) (Du itz (B —patf =W
Beschouwen wij afzonderlijk de vergelijking 2% orde:
(Da 1) (Das 4 n)z=o
dan kunnen wij daaruit aanstonds de ecrste integralen
aflciden

-DuZ{—ﬂZ‘:O Da-JZ+ n'z—=—o0
¢ DaZ: — Palz: —I]1
Z VA

en hieruit de particuliere waarden voor de tweede in-
tegraal
Z==e¢~ Mo(y—ax) z=e "Ty(y—alx) dus
de complete waarde dezer integraal is:
Z=e" Mg (y —ax) 4 "=y (y —alx)
Is dus de term E — nn! = o dan zal bovenstaande
vergel. (1) integrabel zijn,
III.  Voor vergelijkingen met variabele coefficiénten
2¢ orde is het duidelijk dat volgens dezelfde methode
conditién van integrabiliteit kunnen opgespoord worden. :
Dat de vele coeﬂiciénteﬂ der alcrelneene ver.welijkinfr
et PR QiR d 5 b2 oy |
dx? dx d} dvg
aanleiding geven tot zecr vele buzondere gevallen is uit
het voorgaande genoegzaam nategaan.
Om te groote wijdloopighcid te vermijden zullen wij
deze eigenaardige methoden, zoo meesterlijk bewerkt ’
door Lobatto verlaten, en voor enkele andere belangrijke
oplossingen eene kleine plaats inruimen.




&1
IV. Door verandering der onafhankelijk veranderlijken
kan men veelal ook de vergelijkingen 1°% orde integreren,
hoewel de vorm der coefficiénten vrij beperkt blijft bij

deze methode.

7 bv. 10 w2 g_i _’%
sStel dan di = dn, (ly dv
% ¥
Fd (5 T
[\du dv )’5 e
d — 1 o
e._.'l.l e'—\f

Z:(ﬁ v,

d d
= & ud_vfe_ur:ﬂezu e~ dy

d

g "HFo ¥e—g ¥
wat uit de ontwikkeling blijkt zie bl. (67)
= 6"?%' {_;l} e= 7B rp“(v)}
1  Dluat
=3 em T F T g (04 V).
Herstelt men de waarden voor u en v dan is het

eindresultaat

-\r_!
Z= ?y + ¢ (%)
2°. In de vergelijking sec X((})Z( 1 a % = elgy
stelle men eenvoudig sin X =u, om aanstonds de inte-
eraal te vinden
Z =gl X Y ¢ (v—3q gin x).
3°. 0ok nog

d.ﬂ
d\

(1 4yt T=xy
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Lot dy
stel — du (—1 —ff—:\_z)% dv dan is:

dz , dz _ e® | (

i W T Y Y 3
ot S e'—e—""] swwaaruit
du Tay =5 ! )

|

el + v uer—v |

— e + ¢ (v—u) .

Substitueeri men hierin VoOor u en v hunne waarden
in x en y

X 1 _ X v
“e=p 43t 4y — 51 (14 y3) —¥{ logx

Vergelijkingen van tweede en hooger orde laten deze
handelwijze niet {oe, tenzij eene symmetrische gedaante
de transformaticn mogelijk maakt.
Zoo kan op deze wijze geintegreerd worden : |
. d I n--1 {‘i s n—1 n d '\\I] I
X EE) Z -}~ nx }di) Iy iy ) Z =0,
Stel weer x — e, Yy =e". Nu is volgens bl. (44)
et ]r + & 7;
R P dy®
d /d d d /d
@ =) (=) < (& 1),

AT [T o

De gegevene VEI“BII] <ing krijot dus den vorm -

] | g u] = ] e (n_ 2 =l u]“—— [m T+ [‘* o

Nu is, Vulgens het themema, van \andermowle het
eerste lid dezer laatste wwe}ukuw gelijk aan:

ats

') Zie Boole Tinite Diff, p. 6 & Diff, Eq. Suppl. p. 191.

(f‘ —s-- ﬂz.

o
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d . d1  /d , dy/d . d it
[HE+E?] “(ﬁ""ﬁ)(’cﬁi‘irkﬁ_—"h'"""-"6“"0’
SZ=p(V—u)te g (v—u)+.... +et Vg, (v—u)

= f(\%) “+nf @) .

Zulke symmefrische vormen als deze komen slechts
zeldzaam voor.

c. Meer van belang is de integratie van eene klasse
vergelijkingen hooger orde, geheel volgens dezelfde
methode, als uniteengezet is op bl. (39).

Stellen wij ecne homogene functic van den afe
graad van de veranderlijken x,, X,, %,... X, voor door
Uy, dan is 1):

~ dun, dué1 du,
X, d};—— 4. . ,Jd---;]-n—a U,.

Verder volgt hleruit, dat, indien wij het zamenge-
stelde symbool

o d d d
Xi&}g“’_x?;ﬁjﬁ"'”‘x"ﬁ

voorstellen door =
T U, =au,, i, ==atu,
en f{m)u, =1f(a)u,.

Van deze vergelijking is het laatste lid f(a) u de voor-
qtelhno van de complete waarde van het eerste lid,
omdat het de eenige waarde daarvan is, indien f ()
eene geheccle en rationele functie is van «, — en van
eene particuliere waarde, wanneor f(m)inverse factoren
bevat.

Indien wij dus hebben de vergelijking:

) Sturm, Anal. T, p. 156,




84

f ('-’T) Uy = Xa‘ _|_ Xh —|_
(nb. f '(n) van den vorm o4 A, w1 A,
en X,, X, .... homogene functién van x,, x,.... )

.’.11:.[’(‘:‘:)} Rgﬁ-f(w)} X},+ftﬂr}}_ 0
= () { X, + (b}

De waarde van f =) 5_10 vinden wij, door deze functie
in eene reeks termen te ontbinden van den vorm:

A, (@ — a,)~ %, waarin a,, a,.... de wortels zijn van

() —"0
(r—a)"lo=u, +v, + w, +.
Waarin Us, Va, W,.... arbifraire homogene functién van
den a%® graad zijn van x,, x,,...

Komen er i gelijke wortels a, dan zal men door in-
ductie, gegrond op herhaalde toepassing van Lagrange’s
methode, tot oplossing van partiéle lineaire differentiaal
vergelijkingen 1% orde vinden:

(—a) " to=u, Ix) ~ 14 v, (Ix,) =2+,

Er blijit nu nog over te beslissen, wanncer eene ge-
gevene vergelijking tot den vorm f(z) =X, + X, = ...,
kan gebragt worden.

Kot ohe i) | o

Scheiden wij elk symloool-g in twee deeleni en—;di_;
dx dx dx

d s :

— alleen werkende op x, waar deze in u,

dx )

3rr

G Waar zij in = voorkomt. Zij dus:

d!? d‘ ;
R R —

dx, T i

}!
du d-’!
EHXI1 —}~"£ —I— e —r

2

1

J.n“—-—n,‘—}—n'
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Uit het gestelde volgt ook:
| #Uul=(x—n"Yu=mnnu

(nb. daar =" niet op u opereert, maar alleen op =)
en dus ook:

T i = (fr piss '.T”) 7 1 (d.)

Doch daar =" hierin allcen betrekking heeft op de
variabele, voor zoover deze voorkomt in =, en deze
symbool eene homogene functic is van den eersten
graad, zoo kunnen wij =" vervangen door de eenheid.

catu=(z—1mu

Op dezelfde wijze wordt aangetoond:

rtu=@—r+UE—1+2... (r—1) =z

Wij kunnen hieruit opmaken, dat elk partiéle diffe-
rentiaal vergelijking welke in den vorm f (=) kan gebragt

} ) ] d d -
worden, in de onderstelling dat iz’ o alleen
opereren op de variabelen, voorkomende in u, — ver-
anderd kunnen worden in:

g (7) 1 = X
.waarin deze beperking is opgcheven.
Zi] tot voorbeeld hiervan:

{7 |d)2 a4 d d N Ol yE £t d) }
} [XE + 2 Kiﬁ = Y“d;,r) = (} d_}) —n (_\X'd-g = }_djr +1n (u
= x¥ ¥ <+ x5

. d d
otel x — — —
dx ¥ dy i

Dan is in de eerste onderstelling, nl dat-d— eni
dx dy

alleen werken op de variabelen x en y in u:
(w2 —nm, + nju = x* 4 y° + ¥
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Na de opheffing dezer restrictie:
{7 (e—1) — n « nf w==x?-4 y2 4 x3
(v —1) (z — 1) u=x 4 y* {53
o= {({m—n)(m—1)] (X + 52 +55) + | (v—n) (m—1) |}~ 1o

X2 =i X
(2—n)(211) e g R
U, eene homogene functie nc,

v, eene homogene functie 1%° orde.

Immers

u

{(n—-n) (n—‘l)g_] 0 == n-]—’l (r—n)~1 0 ——— 1 (:1:—-1}“10.

Stel (z—n)—10 = u,,
d d
nu, = X&")Eu“ == y—d—un,
<+ Un eene homogene functie n% orde.,
In het voorgaande had dus » den vorm
d d
by S T
B ,! + 3 dXQ +
en X was ééne of de som van meerdere homogene fune-
tién der veranderlijken.
Voor het geval dat = de meer algemeene gedaante
heeft 1)

- d i ! .
T = X]“aii' ‘,— de—Xi il e "l— }S_n_""— (a)

31 §

waarin X,, X,, ..., evenzeer als het tweede lid X, wil-
lekeurige functmn zijn van de wranderhjken Ty X
is de oplossing mogelijk.

904 % " ay

") Vergelijk Spottiswoode aver de theoric van hei operatieve symbool

x:!%-k x;mIg;-i- .3&% + .... Crelle Bd. 59 p. 367,
1 Xq
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Ferst zullen wij aantoonen, hoe men kan weten of

eene vergelijking tot den vorm

flmu = X
kan gebragt worden, en dan, hoe zulk een vergelijking
geintegreerd wordt.

otel de gegevene vergelijking van de n® orde, dan
zal de symbolische vorm, wil de reductie mogelijk zijn,
noodzakelijk de gedaante hebben

{ﬂr“—l— Ayanl - A a2 LAy Lu==X%.

Nu zouden, indien men deze symbolische vergelijking
weér in den gewonen vorm schreef, uit =" de hoogste
differentiaal coefliciénten ontstaan; omgekeerd zullen
dus ook de termen, waarin de hoogste differentiaal
coefficiénten voorkomen, ons in staat stellen, = te bepalen.

Wij vinden daaruit dus =, en verder de coefficiénten

Ay, Ay....op dezelfde wijze, als op bl (39) is aange-
geven.
Zij de gevonden vorm
e Ayt = A, =,

Indien alle wortels van deze vergelijking ongelijk zijn,

dan hebben wij cene serie termen van den vorm
(r — a)y~1 X;

en elke zoodanige term sluit in zich de oplossing van
eene partiéle differentizal vergelijking van de eersie orde
van den vorm

!_Xla%l—}—}ig%l+....xﬂd—in—~-a}u:X. (b)

Voor gelijke wortels zullen er partiéle vergelijkingen
ontstaan van hooger orde. Doch ook de oplossing daar-

van kan afgcleid worden uit het overeenkomstige geval
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van liniaive differontinal vergelijkingen met constante
coefficiénten.

Om dit aan te toonen, voeren wij een nieuw systeem
onafhankelijk veranderlijken in: vy, y,, ... Va
d
o

Om te bewijzen, dat er zulk een systeem, dat zamen-
hangt, bestaat, en het te vinden, stellen wij achter-
eenvolgens yi, ya, Vg.... als subjecten in de plaats
van u in de symbolische vergelijking (a). Wij krijgen dan :

onderworpen aan de conditie = —

dyn | « dy! dy: 4.

waaruit, volgens Lagrange,

An

—X%: —.XE—: Al & -Kn— frm— dy’l' (G)

Nemen wij verder eene der overige nieuwe verander-

lijken als subject aan, bv. v; , dan hebben wij de ver-
gelijking

dy; dyij
XXy —
x dK] “,_I_._".. : dXz ’
waaruit het auxiliaire systecm
du _dn - dpy
Xy— Xy T T

en integreren wij dit systeem, hestaande uitn — 1 ver-
gelijkingen, dan zullen de eerste leden der integralen
daarvan, geschreven in de gedaante

Yo = a3 ,. Ya=a3.... ¥p=a;,

de waarden geven voor ys, ys...., allen uitgedrukt in
functién der veranderlijken x;, x5,.... x,.
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Voert men nu deze nieuwe veranderlijken in, dan
neemt de vergelijking de gedaante aan.

[ d
]((dv)u —qj(}l! Y).2)"'1'711)‘

Deze moet nu geintegreerd worden, alsof uen y1 de
ecnige veranderlijken waren, terwijl eene willekeurige
functie van ys, vs...y. dearbitraire constante vervangt.

Eindelijk nog moeten wij voor ¥1, ¥2 ... ¥a de waarden
substitueren, uitgedrukt in x;, x,,...%

Deze theorie zal door het volgende voorbeeld worden
toegelicht.
d? . d= d”
Ot 2 (A 9
00+ 2 () (g S+ (e &

— 2u (1—=x?) (? — (x + x,—2x2 xl) + n-j =

De drie eerste termen, waarin de huogste differen-
tiaal coéfficienten voorkomen, geven ons aanstonds:

d . d
2 bl —— Sy
T = (1—x% I (1 XXl)dXI'

Om de functie van = te vinden, stellen wij die gelijk
(m—a) (w—b), na ontwikkeling daarvaw, en vergelijking
met den gegevenen vorm, vindt men:

a=0 b=o0 ..is de symbolische vergelijking:

(o -0 u = o
Voeren wij nu twee nieuwe veranderlijken in: y, en

Y, en zoodanig {dat wij verkrijgen e
1

Wij moeten dan de twee vergelijkingen oplossen :
dx ] d}il

I—x? 4—3x = dy

Waaraan het volgende systeem integralen beantwoordt:
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X—X I AFE=
‘Vl —x° =0 ‘\“__lz 1_£+w
Indien wij =i T X
] nu stellen y; =1 = en
_ 5I—X
= Vix’

dan wordt de getransformeerde vergelijking:

/ d‘l ; N
(g + 07 u=o,
. U == oS Yy ¢ (Vo) + sin ny; v (ya)
of indien wij veor yien y, hunne waarden, uitgedrukt
in x en x; substitudren,

ll—cos{nl}/1 }q_.( 'X1_i_) i inli,e ‘1+K[w( X3

== Vi-x I—x! Vit

De solutie der algemeene vergelijking is dus in wer-
kelijkheid teruggebragt op het zoeken van de integralen
uit een systcem simultane vergelijkingen. —

d. Terwijl het bij de gewone vergelijkingen met ver-
anderlijke coefficiénten niet van belang ontbloot is
zooveel mogelijk integrabele vormen optesporen, niet
minder is dit het geval bij de partitle, waarbij het
getal aplosbare vormen ongelijk veel kleiner is dan bij
de gewone.

Dezelfde methode die in Hoofdstuk I1I zal worden uit-
eengezet om nicuwe integrabele vergelijkingen te vin-
den, kan ook hier dienen tot hetzelfde doel.

De meeste vergelijkingen, door hare hulp gevonden ,
7zijn gemakkelijk te veranderen in analoge vormen van
partiéle vergclijkingen, door voor de constanten te sub-

stitueren eenige functie van e

»

j
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Bv.: Substitueer in (a) blz. 99

¥X | m
Q voorwx—}— - Q, voor!fQ dx
Lo E v

' WX WX/
dan wordt deze vergelijking

d?u S s i ,  m(m—+1), ;
w20 HiF+ Q@+ Q — — 5 u=F
en de solutie

U= xma—Ql (§;3+ cg‘)m—l {X__l (a%;_!__ Cg:)_m(\x_,(m—l) ot P) }

Schrijven wij nu hierin :

d
{Q%f(xid ) o eV Ak,
dan verkrijgen wij de partiéle vergelijking met hare
oplossing:
d2

s +21L A )gu “jvli—% ffq + f g_m n;:_-i- ))ur:P.'

e £(x a4 a2 d‘ﬁ N\ m—1 » 7 dz _’ dZ —m
e SO e e (e 2y

' ( ~{m—1) ff (x1 i )u\ P )

Als een \001bedd daarvan nemen wij:

f‘\j” [h) —x dV
dan wordt de \errrehjklnrf

2y ’
= ; 2n d*u ‘n? id'n ndu mm—1)
BT T & d}-’+ (32K Jdyt T 2 dy T x® U= gt

¢n de solutie dfwlvcm,

£ 2 2\ —m
U ==y g— 035 1'L_ ke ,(:1_2_ 1 o &t G ‘_}le
: E (d"f\' f d.yj’_) ix £ (.\ndx.z -k—u dyZ)

SK—(Hlv—]) ez!lxdy‘l{} (L‘&_. y) }}




is zooals wij weten:
n1xd
¢y (x, y)=y(x,y+nlx)
—n 1 xg’ |
€ wy(x,y)=v (x,y—nlx).
De geheele moeijelijkheid der oplossing ligt nu nog
in de solutie van
d?u d“u
— k = @ (x, v
dx2 - dyz — 2 )

Hieruit is gemakkelijk te vinden:

d 3
e d 3 ‘\dﬁv’[?lf (x,y — kx) dx
2k
dy
: o L
Y LR
A .
2k -
dy

1 , 1 ;
= g ig (x S ¥, (x.¥) 4+ ¢ + kx) + g (y—kx).
waarin ¢ en gy arbitraire functién, ¥, en ¥, door inte-
eratie bepaald worden.

% e d .
Nemen wij dc vrij algemeene vorm = x e -+ & x, (waarin
= en £ bepaalde functién van x voorstellen) aan in de

plaats van | (.x. d), dan wordt de Vergelijking:

dy o du
+ {csxjwrz' ’l%ﬂ}u—w )
en de solutie wordt
e i T, {c_ld?_- 2 él;mgm_l ((;1;3-— ki’%z\)_- ;
{x_ L "~ TV i (x.7) } E
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Voert men nu twee nieuwe veranderlijken p en qin,
aan de oude gebonden door de vergelijkingen
P=y—mx-tkx o —q=y—u x| kx
dan verdwijnt = nit de vergelijking en k uit de solutie.
Wij verkrijgen :
2y

1, /p+q) /du . duy 1 ¢/ /p+q du
1y dq 21;5( o M+ ag) s e )) +2k (35 dq =
m (m—i)
o { u=qg (p,q).
Is nu & van den mrm{ dan komt aanstonds de be-

kende vergelijking te voorschijn :

d®n a fdu a{a—1) —m(m m—1) o

dp dg " }:+q\d1)+dq, i (p + q)? =epar)

met de solutie
£ A2 2 hm—I C A2 2N —m
e 7 o (B
\dx®  dy?, ! dz?  dy®
¢, bepaald uit ¢ door de vergelijkingen
P=x-+y en q=xz—y.
Deze vergelijking sluit weér een aantal anderen in
zich bv. voor de supposititn a = o 53 == 10 5, (N

"L ()| )

) Huler. Cale. Vol. TIL




HOOFDSTUK 1L,

OPLOSSING DER DIFFERENTIAAL VERGELIUKINGEN DOOR YER-
WISSELING VAN SYMBOOL EN ARGUMENT.

Indien wij de differentiatie ten opzlgie van de onaf-

hankelijk veranderlijke voorstellen door het symbool d,

‘en indien ¢ (0) cene functie van § is, zamengesteld nit

geheele magten '), dan kunnen wij semakkelijk aan-
toonen dat ?):

g@jyx.ul=yx.g@)uty¢'s. ¢ @u-t §yv'x.9" (O u-t+

fr

anderlijke, zooverre die voorkomt in u, 4s Op die in

wu), dan is
d» d.u
A el e

er

', Deze restrictin kon wel weggelaten worden als het alleen maar te doen
was om de formule (b) nif (a) afteleiden.

Evenwel is deze conditie noodig indien men deze formule in toepagsing
brengt daar wij anders fot geen resultaat komen,
) Hargreave. Phil, Trans, 1848,

(@)
en @gxy(d)u— w{ﬁ}{q::\“.Ili—‘ep’((‘i)i‘q;-’x.u! -+ ¢ w” (_6}§cp”.x..u} . (b}
Immers, scheidt men in het eerste lid van (a) d in

% en gi , laat -(-%—, alleen betrekking hebben op de ver-
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P ()

b (d) |
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. df : dff N L 77, élf (]/ 3 f d/f o df
P ldx TE,) — 2 r\a&) [ Jdx } o ﬁ) \dx) +

dx,.
7

d : : :
en dus daava-: constant is, ten opzigte van w (x),

7 AN rt d”
(Px.ul=uyx. {‘ L IL . g t,!)‘:(p( } 1-F4 T) 1p!cq"( )u%—
=yxg@u+y'x¢ d)u s y’' xq¢” (0) u 4.

Evenzoo kan men (b) bewijzen. —

Deze twee formulen zijn uitdrukkingen van de wetten,
Waaraan de combinatien Ulld@j.WOT’PPll Zijn van opera-
tieve symbolen, (hetzij directe of inverse), met opera-
tién, aangeduid door factoren. functién van de onaf-

7 hankelijk veranderlijke.

Wij zien dat de laatste leden dezer vergelijkingen
lineairen vorm hebben; indien dus cene vergelijking
dien vorm heeft, of daartoe kan gebragt worden, dan
is de solutie bepaald.

Immers g (9) | ipxu =D, geeflu = ¢ (x)— ) (@ 8= P,

en ¢ () (9) u= Q, geelt u = (y 0" 1lex)~1Q.

Voor alle gevallen, dat bovengenoemde formulen eene
bepaalde beteckenis hebhen, dat is: indien ¢ (9) en
¥ (9) uitgedrukt zijn in geheele magten van 9, blijkt
danstonds hunne geldigheid.

In analogie nu met de rcdenering voor gebrokene
Gxponenten in de gewone algebra, kunnen w1} hier ook
dannemen, dat de geldighcid altijd doorgaat, en wij
4arzelen niet, elk verklaarbaar resultaat, verkregen door
de consequente toepassing dezer formulen, zij het dan

00k door niet te interpreteren gedaanten heen, toch
Yoor waar te houden,
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Bij nadere beschouwing zal men zien, dat indien in
(a)  wordt geschreven voor x, en — x voor & of tvoor
Jd, na substitutie verkregen wordt:
p(By @) u=y ) (ptuw — ¢ @) (¢t u) 14" (d)

(" t.u) —

I . d -
3 de oper-atlem voorstellende en u eene functie van

t zijnde.

Deze vergelijking is identisch in vorm met (b); de
juistheid van het resultaat, verkregen door deze verwis-
seling van symbolen, leidt ons nu tot de vevolgtrekking,
dat indien in eene lineaire differentiaal vergelijking welke
tot den vorm (a) of (b) kan gebragt worden, en in hare
symbolische solutie x wordt veranderd in d en § in —x,
wij dan eenen anderen vorm zullen verkrijgen, ook ver-
gezeld van hare symbolische solutie.

Wij moeten wel in het oog houden, dat de solutién
in symbolischen vorm moeten gehouden worden ; of met
andere woorden, dat de sangegevene operatién niet
moeten volbragt worden, en vooral geene operatién
mogen worden verwaarloosd.

Het zou b. v. aanleiding tot onjuiste nitkomsten geven,
als men o schreef voor (x %Yo, indien later x nog moest
veranderd worden in 4.

Wij kunnen deze methode het beste ophelderen door
haar toe te passen op de algemeene vergelijking der
eerste orde:

d
¢ (x) ag + yx.u = X,

of g x du + v x.u = X.
De solutie daarvan is, zooals wij weten:




Lu=e—Zx0-1 (ekx (g x)~1X)
Doen wij nu bovengenoemde oinzettingen, dan ver-
krijgen wij :
— g xu -y @u=X (o,
en voor hare oplossing
1= — g~ () {x—l e 20) (y (8) ) X%
Door toepassing van (a) kunner wij (e) ook schrijven :
X (du- (¢ )—1p‘ [3)11ﬁ-—\.()f‘.0
Zi) nu ¢’

w(0) | - r LV B
¥ (8) J;”Ti) 18— ?q(ﬁ)—jqa d4;

on de solutie neemt den VOUin aan: :

R {E“‘"d(yxg

u=(pdte/ ¥ *x”oe‘

(d).

De prakfische waarde van deze algemeene methode
bestaat daarin, dat men haar kan aanwenden tot het
vinden van oploshare vormen van lineairve vergelijkingen
met variabele coefficiénteon; tevens blijkt daardoor, dat
vele vormen van oplossing, welke schijnbaar niet te in-
terpretercn zijn, toch kunncn dienstbaar gemaakt worden
aan het verkrijgen van nuttige resultaten.

Verder kunnen wij een merkwaardig verband aangeven
tusschen de solutién welke wij op deze wijze verkrijgen,
en de oplossingen van dezelfde vergelijkingen in den
vorm van bepaalde integralen. Ilierover zullen wij t. a. p.

handelen.
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Onder de vormen (d), waarvan wij aanstonds eene
verklaring kunnen geven, zullen wij in de eerste plaats,
de vrij algemeene vergelijking geven:

xg(MHu- mg' ([Hu= X: i
waarnit de oplosging is (&)
u={(g/| [y )= = 1x— L () = X ; s

by

1 Xg@)u+4m- O) B—= X,

= (p (§) )1 gm (‘.\-ﬂ d-m X). ﬁ
Ter verduidelijking zullen wij de berekening in zijn
geheel uitwerken.
Geg. x¢g D)u4-mygt (D)u—=X (p)
Verander hierin x in § en d in — x
dg(—x)u 4+ mg/(—x)u = X,
Volgens (a) wordt deze vergelijking
gp(—x)du—g (—x)1 -+ m ¢ (—x) u=X of
p(—x)du 4 (m-—’l) ¢ (—x)u =X (p’)

el
du + (m— 1)4, E}j H:{qn{—x)'& X,

‘Uit deze lineaire VCI”Bll king 1% orde volet:
] o

m—-_i); e ]dx[e (m— ‘1)] i (f::\;

=

== 7 @ (—x)} X d=x.
1T—_l —in n—1 — 3
= {ep (—x) Lr' (—x) Xdx —{fr (—YJ!?‘ 5*‘{ ¥ (—"X)} X |

V(m (p") is de oplossing (q'); vervangt wen in (q")
weer x door 0 en § door — x dan verkrijet men de op-
lossing welke bij vergelijking (p) behoort, nl.:

e @™ x eI TNX (@)
Op analoge wijze verkrijgt men (f).
De verklaring bevat geene mocijelijkheden, indien

¢ (0) en A (9) alleen uit gehecle magten van § bestaan.

q'
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Oplossing der differentinal vergelykingen volgens
deze methode.

Tot eene oplossing in eindige termen van vele linsaire
vergelijkingen geraken wij door toepassing der verge-
ljkingen (e) in verband met (a).

Beginnen wij met vergelijlingen van den tweeden
graad: ¢ (0) = 0% - bd L ¢2

Volgens (a) is
(0% 4D d 4 ¢*)(y x.u)—=yx d*u 4 px bdu 4 ¢ xeclu

2w'x du 4+ yw'x bu
Sy
@ (0) (yxu) = (20 |- by x u) = 29 x . du +(byx—2u'x)u.

Bij gevolg zijn alle vergelijkingen opeesloten in den

vorm :

xypxd’u - ((bx 4 2m) yx + 2xy'x) dm

((e*x -|- bm) px 4 (bx -+ Zm)y's 4 xy""x)u=X
of
Bup (b QX +21;”; Jou 4-( 2 l—}—@+ b+ “%H> i;%—%f)u (a)
= (Xypx) X =P (@)

dadelijk oplosbaar. De oplossing is:
U=y x)"1(3%--bd-| c2u-1 | X7 (0% b d 4 e2)uw X'
=(wx) (024 b4 ¢ P X1 (32 - b 4-c2y "“'.\g,\P.
Voor X = o,
U= (ypx)"" (62 +bs |+ A mx1 (82 4+ b 4 e2m 0l

of indien « en ¢ de wortels zijn van 2 - bt 4L 2 — 0,
ré % -
| o 7 , i) m—1;(in—2) m (m +1)
Sy (x) I*'~x*”";(: 8% 4 L fm—r1)— & c)( : +_, >,
\ W, . : S (J—erX b (B — «)ex?
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(m—1) (m—2) (m—3) m(m—l—ﬂ(md—ﬁ)_'_ ‘“)

2.3 (f—a)ix®
‘ -y (m—Dm (m-—l)(m~2‘; m(m—-—ﬂ)
— C.; eﬁ (1— r{mi—ajx Il S mﬂ ({3__.[;‘:) =
_(m—1)(m—2) (m ) m(m-+1)(m+-2)
9.3 (F—a)?x? *’,Ja‘ P

Deze oplossing is eindig voor alle geheele waarden
van m, positief of neﬁatief.

Is m een gebroken, dan bevat de nict ontwikkelde
uitdrukking gebrokenc operatién.

Is b=—2c zoodal « en g gelijk zijn, dan neemt de
oplossing den vorm aan:

U= (yx) e (Cx—?H 4 () zonder eenige restrictie
omtrent de waarde van m.

De algemeene vorm (g) bevat de meeste lineaire ver-
gelijkingen welke op andere wijzen kunnen opgelost
worden.

* Zoo bv. verkrijgen wij, door te stellen wx — aux
my

o2y - (b -} 2&4—2%1?]5114— (¢39+a11+a‘3-}—(b—|—2a — ]u%P
waarvan de bekende Vergélijking:
b
P

een bijzonder geval is.

Hiervan is de oplossing:

W= (07 T cAm=1 Ls—1 (32 o ) (x P},

Voor P =0, en alleen het negatieve teeken nemende,
is na reductie:
(m—1m  (m—1}(m—2) m(m-+1) \

Q2cx 2 T (2ex)? _)

u:x*‘m{ Ceo* (1—

) Gregory, Exampl. p. 313, ol 10 Crello, Bd, 40, p. 72.
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oty (m—1)m (m—1){Im—2) m(m+ 4) ‘
Rl R gex | g " (@ex)? L /’}
Welke solutie altijd eindig 1s, als m een positiel Gf
negatief geheel getal is.
Stellen wij yx=1x", dan wordt de vergelijking :
3% { b= (}n%rﬂ ) du

b (m -+ n)
X

n (n—1) - 2mn }

s =B

=5 ( b
en hieruit
U=xX""(3"+bd |- B x— 4@ +bd 4 ¢B) = (x» +1P) .

Nemen wij aan b=o0, en n=—%m 4+ 1 dan ver-
krijgen wij eene andere dan de bekende solutic voor

o  2(m—1) du . g
dx? = X dx A=

namelijk :
U — x20—1 {5_, + Cz)m_l il x— 1 Irf)‘g 2 Cj)— 1 'X#'_—'im + 2 P):' :

en voor n = —m ontstaat de vergelijking:
m (m—1
dxz +b —j ( — (X“ J\ u— P, waarvan
de solutie is:
 o=— em (N2 ) r.‘i‘m—'. = — .—m|] ¥
u=x" (0% -+ bd + &% (0% =bd )= (x Pl
Hiervan is een smciaal geval
d*v  /m (m-—1) g 3 :
| = o
(lx* \ %

en de oplossing is
u=x"(d% 4 c*)"tx=1 (Csincx + Cl cosex) |,

en u=x"(0%— )™= ix—1 (Ce> 4 Cl e=cx)).

h Gregory, Ex. p. 347. Boole. Dilf. Equat, p. 424,




102

Nog vele andere vergelijkingen kunnen wlj uit dezen
algemeenen vorm verkifjgen door telkens andere sup-
pusitién voor i x.

Up soortgelijke wijze als hierboven, kunnen wij inte-
grabele vormen vinden van vergelijjkingen van derde
en hooger orde. Hierbij is het duidelijk, dat de oplos-
bare vergelijkingen te minder algemeen worden, naar-
mate de orde rijst.

Voor het geval, dat de solutién fractioaele‘Upera.ti‘é.n
bevatten, is de ware beteckenis, zooals wij hierboven
reeds opmerkten, niet aantegeven; doch indien wi] dan
door middel der hesproken transformatién de functicn
van § veranderen in functitn van X, dan is het resul-
taat zeer wel te verklaren, en tevens waar, alhoewel
de uitdrukkingen in de behandeling voorkomende zuiver
symbolisch zijn en alle beteekenis mizsen.

Zoo zal bv.

U= (0" —cH)"~! (x—1(®—c)~"X), beschouwd als de
oplossing van

d%u du .
=+ 8m——¢2xn—X
dx? + dx

Fl

niet in eindige tcrmen kunnen worden uitgedrukt,
indien m een gebroken is. Veranderen wij echier weer
dinx,enxin —od dan wordt de vergelijking zelve:

| (¥ — ¢ i —2mx =X
en de oplossing

P W2me—f §— 1 2 A —1 K
u= (x"— ¢m—1 § == =Xt

niet alleen begrijpelijk, maar ook juist voor alle geheele
en gebrokene waarden van m.
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Wij zien, dat door deze methode een groot aautal
integrabele vormen kunnen gevonden worden.

Wel mist zij een algemeen karakter: doch zij heeft
in zooverre haar nut, dat door haar het aantal bijzondere
vergelijkingen onbepaald vergroot is, en altijd meer
integrabele vormen kunnen opgespoord worden.

Blijkens het voorgaande is het altijd geraden , zooveel
mogelijk eerst de vergelijkingen tot binomialen vorm te
transformeren; daar wij dan voor de oplossing de
meeste kans van slagen zullen hebben.

De  wvoorbeelden, die van bijzondere transformatién
zouden kunnen gegeven worden, staan te veel op zich
zelven, dan dal wij er ons veel mede hezig zouden
houden. ,

Wij noemen alleen maar als voorbeeld de welbekende
vergelijking van Laplace’s functién 1),

Tndien wij in zijne vergelijking

du 1 d®u '
o T ) Mot DS oy ae=06
(1& ( ( Jd‘u ) ..1___#; d(p” + i (1 + ’ C ( )
bte]]-eu x —arc tg (u 1 —1) dan verkrijgen wij:

d2u d’'n nm+1

LB g w e —0.

dx* Qg Cos® x

Om tot de oplossing hiervan te geraken behandelen
wij cerst de vergelijking

Dy 4 e2u — ?1(11+IJ11:() (D—-d )

cos? x dx
Zijn « en g de wortels van z2 4 ¢? = o, en stel
Du—eau=u, dan is:

") Cambridge Math, Journal, New Seriés. Vol. I p, 424,
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D, - (;\'ul—'—' Sk = 0 waarait
cos® x
Co8% x
= nmi1
ieruit weer Du — & u:

] (DU_, T {3"111]-

cos? x ) 2(,0&.21:,1111
D= (D24, ~— FDu)—— Du A1,
nm-1)° =g -1 (Dw — fu,)
cos? x
— = Du, +-afu
T nm4- 1) (= Du, +afu)
co%? x : : 2cos ¥ sinx T
s Du—aeu= ——" " (D*uy; 4-c%u) Duy —Buy ) =Bt
e n(n—!—'l)( d LA i B (B =
{ﬂc;—ﬁ:—_o a[)"*(}' : |
cos? x
Deel door ——— . |
n(n 1) |
‘ : ot n(n-+1)
~ Dégy - 2y — 2t x (D — Bu — 1, = 0.
1 1 g x (Duy — ¢ 1). e e

Stel nu Dy — oty 2 toxu; =—us
dan vinden wij uit cene analoge behandeling

! : , n(n-—+1—2 '
Déus <+ c?u, =4 tg x (D, — pguy) —— ,_) ==, )
y - # cos? x

en weer stellende ,

Du, —en, —4tgzu,—wu,. Verkrij gen wij:
D2u, +c*u, —6tgx (Du, — fu,) — = i :Uj)z_ g fL =0
(raan wij zoo voort tot aan de suppositic:
Duy, —euw, —2ntgxu, —=u,,; dan is:
D2*as e —2(n 1) tgx Dty — Bugaq) =10 .
23 Doy —Bu, =0 dan is:
DR—a«Q+2n41)tgxQ=0

[& 204 Digkyax )—:% (n-+1)

en @Q—=ke = lhe%*al (“0“

= k e** (cos x)—2(=+D
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W= k efx | e @ s pog x—20+1 dx

[
u, —e*cosx 2" jﬂ( e="% cos %20y, 4 0 dX
.S

en zoo verder M, y, Uyg.... tot u; Wi vinden voor
deze laatste
d \ —n . ¢
U=z p%x ( e § fe E=2x gpg Xﬁ:;f‘e ¢“—fyx gog x—20+D Jx? E
Welke vergelijking ook kan geschreven worden:

7 d A% ' ‘; , 3
u—ke%* (—* ) { eB-2= cog —mﬁ*(ﬁ—ﬁ)" cos? dx !
dtgx/ ! B )

Wij verkrijgen hieruit de oplossing van vergelijking (1)

J2

door te stellen ¢ = g waaruit de waarden van « en
¥

, ‘ d
B volgen =4+ en — == : en dus
d de :

d d 5
Xga/ d \® 5 — 2% —2n 2
—e ( —| {e COS X ﬁo:& x y (p +—2x) dx

d

—in

“dpsd )“ il
=0 (d t.gix } (LUE_‘.

Substitueer hierin eindelijk nog x = arc tg (w1 —1)

y (p—2x) ;

dan is de oplossing van de gegevene \elgulukmw van
Laplace

4 1 N
BV L (VO (p—2aretg v — 1))
N\ v N .

= Fi S

+ et g Vb .51,) H{1=w) 15+ 2aretg wv—1)) (-

.d u
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SYMBOLISCHE OPLOSSING DER NFFERENTIAAL VERGELIJKINGEN
IN REEKSEN.

De methode, welke eertijds veelal werd toegepast,
om dillerentiaal vergelijkingen op te lossen in reeksen ,
was deze, dat men den vorm dier recksen willekeurig
dalllam, en vervolgens uit de primitieve vergelijking
door herhaalde differentiatic de formati ewet voor de
coefficiénten opspoorde ), ook door ontwikkeling volgens
de reeks van Taylor of Maclaurin, of wel door de
methode der onbepaalde coelficiénten *), doch deze
laatste wijze wordt uit haren aard zoer ingewikkeld in
de toepassing.

iene oplossing volgens den symbolischen weg ver-
dient ongetwijfeld de voorkeur boven het gebruik van
hovengenocmde methoden.

Men is hierdoor niet alleen in staat gesteld, de
wetten te bepalen, waarnaar de opeenvolgende termen

1y Starm, Awal, T. I, p. 129
) Stuwm, Anal. T, IT p. 134,
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worden gevormd, maar zells de gedaante der reeks
zelve aan te geven.
a. Binomiale vergelijkingen.
Eerst behandelen wij de hinomiale vergelijking waar-
van de methode is, als volet:
De vergelijking in symboliscben vorm zij:
f(D)n—6 (D elu=0
sl —g (D) efu= £, (D) [ ~1o
=t
Hy (D)l Ho=AP-BQ+. ..,
waarin A, B... arbitraire constanten; P, Q, R..
functién van de onathankelijk veranderlijke.
Stellen wij ¢ (D) e = p-
su={A-p AP+ BQ+|
=4 p-+p' +p*+) (AP +BQ+]
— Al p+p -HPLBA L P p Q-
Stel de termen van ’tlaatste lid=uy, u,.... dan
wordt, daar
pr=g D el g(D)ef. ... m factoren
—e*gD4+rm) gD+ rm—1) ... .q(DLr),
Uy =AP+ e g DF+)P +e*g D4 20)P .. .0
W, U,. ... zijn geljk aan analoge uitdrukkingen.
Tot opheldering moge het navolgende voorheeld
dienen ) : ’

d®u 1 du 3 X
oo =t
& Tra— (g rd)u=o

Y Crelle, Bd. 40, p. 78.




s = Bx—n (1 e ST \:_ I Rt . .
: n+-1 " 2m—19)m—2j 2 3m—1)n—2)(n—:

symbolisch

(D2—n?) —4denfy—q

“u= {(D—n) (D—;—n)}—ln

—=Ae? | Benl,
g 4 gl o 20
“ pEp =R © ede=n

SU=AA+p+p o+ Jef L BUA LD b )e =y o w

W= A (e + e g (D42 e 4 ey (DL 4)gD+2) el L
up = B (e~ |- 62 ¢ (D 4 2) e—d 1
en daar ¢ (D) e = ¢ (n)

& 6

X x*

x2
I —= Ax» (11 —I— ﬁii +

7 ool 88

6

b.  Veelledige vergelijliingen.
De veelledige symbolische vergelijking, gereduceord
tot de gedaante
={lta (e’ +. ... D) ef -1 {1yl -1,
kan nagenoeg als de binomiale worden opgelost.
Kerst bepaalt men weer
=il (D) =,
Daarna geeft men aan
1
L+ g1 (D)’ + . ... gu (D) &2®
den vorm
Fo (D) + Fy (D) e + F, (D) 62 -
Om de functién ¥,, F, ... te bepalen, kunnen wij aldus
te werk gaan: uit

T+ @+2 T8 G Ja - YEFD

)

o

3)
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{1-tqu(D)ef+ . .. g, (D) efI~1 = H. (D)~ T (D)es+
\f()]gf
I=(1 4+ g Me?+ )(Fo(D)+Fy (D)ef + )
=F, D) + {F'1(D) +¢1 (D) Fo (D — 1)} e +
. Fo (D) = 1.
Fy (D) gy (D) Eo (D — 1) — 0.
{1 (D) =— gy (DY F, (D — 1)

De volgende functitn Faz, T3 bepaalt men op dezelfde
wijze
] In ’talgerncen is de coefficiént van em
Fa@ + g1 D) Fp g (D —1) +....,
1 waaruit :
FaM=—g1 (D) Fpu .1 (D—1) —gp2 (D) F, _a(D—2)—
3 en dus wordt F, uitgedrukt in ¥y _(Fu_o.... en ¢,
r iz sy ©¥e0Z00 Fo g 'in By Lo, B g,

en dus ten slotte
I, alleen in @1, g2. @3....
; u={1+F D + F, O)e¥+ | If, D)~ o
Van den vorm van {, (D) hangt het nu verder af,
f » welke de oplossing zal zijn.
Is £, (D) = (D—a) (D—a') (D—a")..., dan is:
{f (D) [lo—=Aef L Ajert? | e 3 A et?,
=3 A|e | Fy (D)e@+v6 )
= A et if (a = 1) Wi +0¢
Voor het geval dat in f, (D) n gelijke factoren (D—a)
voorkomen, is:
(D) }“IO;e“U (e+c,r e, ¥+ .00 Cu g {}]H)—;—:eﬂ"v -+
en het overeenkomende gedeclte van u van den vorm:




110

1 +Fi(D)e? +F, (D) e? + ! el y (a)
fef + et DOF, (D a4 1) + e@+9F, (D 40 | 24|V

Nu is:
Fy(D+a+p)v=(F; (a+p)+F; ' (a-+p)DL ¢ F2(a-Lp) DP= | V;
cn dit wordt na de differentiatie een polynomium van
den vorm

Ay +A1 8-+ .. A, ;9L en dus wordt (o)

gelijk aan eene reeks, waarvan de termen hevatten
e, o0t . elk vermenigvaldigd met een polyno-
mium van den graad (n—1) in . A

Rangschikt men de termen op eene andere wijze
dan zal die reeks den vorm verkrijgen:

Bo+Bioa+B o' —+.... B,_; o1

waarin By, By, .... seritn voorstellen waarvan de termen
de exponentialen bevatten

pof | ga--1))

A : |

Herstelt men wetr e’ —x, dan is het genoemde ge-
deelte van u

=B, =Bl ....B 4 flpn=t, 4

Bevat eindelijk f, (D) benevens anderen nog r factoren
D—a;, D—a,.... (D—a,), waarin a,, 8y.0.. @, VAN
elkander geheccle getallen verschillen, dan zal de be-
werking zijn als volgt.

Het gedeelte van u, dat correspondeert met den factor
(D—a.), zal zijn:

(44T (D) & +-F, Dy e 4 ....) Aert?.
(nb. de beteekenis van de functitn F is nog dezelfde als
te voren).

”_L Fm (I)')pm&:__ { ol (l)) efi‘]:nmil(])) c(mii)ﬂ‘ ‘_{_ql(l)‘]eﬂﬁ enz. .. :
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en dus 7al I, (D) ex? bestaan uit termen van den vorm
a: (D) e g (D) o gk (D) e . .,
waarin i + j—-k 4+ =m,
en dus deder afzonderlijk alle waarden kan hebben
tusschen o en m ;
en het gedeelte van u, dat ontstaat uit de bewerking
op A ¢, zal bestaan uit alle mogelijke terrmen van den
vorm:
A g (D) pt? g; (D) ol ar (D) ef, . pa
=A@ D)y D1 (D~ i—j el
O ALt '
£ (@ =D —a—7)
Btel 1 = a ,1—-}—!':{)’....1—|—;|—L-]{—i——(met
uitsluiting van den laatsten term —w 9, i +j 4+ k
=~ .. .= TH, |
Stellen wij ook nog den teller welke alleen directe
functién bevat, voor door f(D), dan verkrijot die laatste
breuk de gedaante

© pmtatf,

A )dmﬂu (t)
()i TJ—cx)f(L oo D ]
£ij nu (D—a,) een factor van [n fl)\)ﬁ dan zijn de daar-
mede ovexecnkomende factoren in deze laatste breuk

“A) (D —a; —a) ... (D —a, — )
hldien nu a, niet grooter is dan a, , dan is a =+ u
kleiner dan a, + ux; en daarnit volgt, dat geen enkele
factor van dit laatste product identisch zijn kan met
D —m -+ a,.

1 " =
Y ey By &, ziin dus geheele getallen welie hoogstens oo verschil —wmn

heliben.
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Indien echter a,~ a,, dan kan een dier factoren
identisch zijn met (D — m + ay).

Hieruit volgt dus, dat de noemer van de breuk (f)
(D ~—m —a;) kan bevalten verheven tot de magtr—1,
en daar

De—m — a1+ 1 gl — qom + apf (o + c1 8
A i B e L
z00 is het duidelijk dat u, r groepen zal hevatten van
termen in den vorm: ‘
A4 Blx 4 Cdx)pe +. . KEx)r—1L
el S T polynomia van x.)
¢. Hene andere en veel eenvoudiger methode kan
men volgen voor de bijzondere gevallen, dat f, (D) geenc
gelijke of imaginaire wortels bevat. Immers neemt men
dan, U= Xa,em? dan is
foMut-f; (D) Put.. = (o (M) ttm 0 (M) 2y —f—)e‘“(’} )
en hicruit volgt aanstonds, dat de lineaire differentiaal
vergelijking
f,Dutfi(D)elug =
tot particuliere integraal zal hebben:

n= Za, e, mits m een wortel #j van f, (m) = o

en £, (M) an + f (M) am_y~-....=0 zij.

Deze laatste vergelijking bepaalt dus de wet, waar-
naar de opeenvolgende coefficiénten maeten gevormd
worden.

Heeft m dus n resle waarden, dan zullen er ook n
opklimmmende reeksen zijn van den vorm :

‘ A €0 + Ay el 00 ~+ . ve - ad infin:

Algemeen, ook vaor gelijke of Imaginaire worlels van
fo (M) = 0, is de navolgende regel :
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Los u op uit f, D)u=o.
De algemeene integraal zal zijn:
u—=AP4+BQ+CR -+
waarin A, B, C,.... arhitraire constanten,
P, Q, R,.... functién van o zijn.

Substitueer deze waarde van u in de op te lossen
symbolische vergelijking, A. B, C.... beschouwende
als variabele parameters, dan zal het resultaat Zijn :

AP L BIQ4+ C'R + —o.

ierin  zijn ] .+, lineaire functién van
H zin At, B!' (! lin funct va,

A, B, C.... en hunne dilferentiaal coefficiénten:
Integreert men dan volgens de voorgaande methode
het systcem
Nl —g Bl
dan zullen de waarden van A, B, C. ... daaruit kunnen
bepaald worden in den vorm:
A= Za. eF”G? B;zbmemﬁ, B
en de waarde voor u gevonden zijn.
Bewijs:
De gegevence vergelijking
foMu4-f Meut..., 5 De?u—=o,
of geschreven in de gedaante
Fif(D)eul=o0 (a)
waarin n tusschen o en r ligt,
verandert in:
S (D) e? AP+ BQ+...)l=0 (b)
indien men de waarde van u, gevonden uit:
(L (D)[lo=u
Su=AP+BQ+CR+
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daarin substitueert, A, B, C.... als variabelen be-
schonwende.

Behandelen wij eerst den term

fa(D)ed AP,

de anderen zullen allen in vorm daarmede overcen
komen.

Ontwikkelen wij dezen term volgens het theorema
van lLeibnitz

LD e?AP=£fD)e?A. PLf D)eA. DP
DZ
2 .
De algemeene waarde van D' P kan nu ook nog worden

+ " (D) e A, P -

voorgesteld door:
DEP = IF {1, (D)~ ta = i (D)~ 1D o= |fL(D)| "o
=LP4+MQ+NR 4+

I., M, N zjn nu weer arbitraire constanten, doch
kunnen, daar er in P geene arbitraire constanten voor-
komen, en dus ook na uitvoering der directe operatie
D* niet, onmogelijk anders zijn dan gewone getallen
coefficiénien.

Het is hicruit duidelijk, dat £, (D) e A P, cenc lineaire
functie van P, Q, R.... zal zijn, waarvan de coeffi-
cicnten de algemecne gedaante hebben g, (D) ex? A,

f, (D) e’ BQ
zal in vorm geheel daarmede overeenstermnmen.
Daarom zal vergelijking (b) worden:

AP4BIQ+CIR4  =o
terwijl elke coefficiént A, B!,.... zal zijn

= (gn (D) e A) + 2 (4, (D) e B) +
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Stalt mieneA == 00 B =lo, C= 0.
dan voldoet men aan deze vergelijking, welke ook de
waarden van P, Q, .... zijn, en uit deze vergelijkingen
zullen A, B, C ..., kunnen gevonden worden,
A=Z@uc, B=2xh,ecd, ..
waarin de opeenvolgende waarden der constanten a,
by, -... gehouden zijn fe voldoen aan de conditie-

vergelijkingen
2 (@m (M) Amen) + 2 (Y (M) by) + = 0.
Om de laagste waarde van m in a,, by .... te vin-

den, moeten wij aannemen, dat
S 0 Bt =0 S
waardoor de laatste vergelijking wordt:
P (10) 8y 4 @ () by 4 .. . =0,

Nu is dit juist de gedaante van de betrekkingen,
welke uit den term f(D) worden afgeleid. Maar aan
f(D)u = o wordt voldaan door aan te nemen:

u=AP -+ BQ+4 CR +
waarin A, B, C .... constanten zijn, dat is dus door
) L T
waaruit volgt, dat de kleinste waarde van m in ay, ba, .. ..
gelijk is aan o.
Tot toepassing dezer regel nemen wij het voorbeeld:
13 >
Xa%§+3xi’%—{—u%+q‘3x“u:o.
De symbolische vorm dezer vergelijking is:
DPutgqedu=no. (a)
Volgens den regel zoeken wij de oplossing van:
D'n=o cu=A-4B&+ Co°
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Daarna substitueren wij deze waarde in (a), terwijl
A, B en C veranderlijk ondersteld worden:
DA +qge? A4+ 3D2BL6DC
4+ (DB 4 qe?B-}-6D2C) o (D*C+qge?C)ot=0,
waaruit ;
D’A+qe?A+3D2B+6DC=o,
DB +qge”B+6D20=0,
D?C 4 q c¢? C=o.
De waarden van A, B en C zullen hieruit bepaald
worden :
A= Zameme, B:Ebmema, C=23 ¢y et
De conditién, welke daarbij voor de constanten gel-
den, zijn: p
m3ay 4+ qan_n+3m2by 4+ 6me, = 0,
m?*b 4+ qbn_,+6m?e,=o0,
* G- g G =0
en hieruit vinden wij:

m2 a411—1:1 oy 3 Inbm-—n + 42 cm-—n &

Ay = — s
b Al 1 bm——r! —_— 6Cn1—11 .
e=— m* o (a)
i OCm—
G == — man'

Substitueren wij nu de voorgaande waarden van
A, Ben Cin de vergelijking:
u=A + B4 C a2,
en veranderen wij e in x, dan verkrijgen wij:
u=a, 4 a, X* + ay, X3 4
=+ 1x (bo + by x* - by, x* )
+ (1x)2 (Co 4 € X" + Con X% +).
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Hierin zijn a., b, en ¢, arbitraire constanten, en de
verdere constanten a,, by, Cn, Q21,.. .daarmede zamen-
hangende door het systeem betrekkingen («).

De solutie der lineaire vergelijking met tweede lid
kan men, zooals bekend is, zamenstellen, door bijeene
particuliere integraal dier vergelijking met tweede lid,
te voegen de algemeene integraal van dezelfde verge-
lijking zonder 2% lid.

Feene particuliere integraal kan men vinden indien
het tweede lid kan ontwikkeld worden in opklimmende
magten van X.

Is het van den vorm:

L+XIx+X0x24.... X, dx)",
waarin X,, X;.... allen kunnen ontwikkeld worden in
opklimmende magten van x, dan moeten wij stellen:
u=A+4+By+ 0o 4....Po»,
waarin A, B, .... P variabele parameters zijn, die be-
paald kunnen worden uit de vormen:
A=Jazoem®, B=Shye, ....

Op dezelfde wijze moeten wij te werk gaan, indien
er in het tweede lid vormen worden gcvonden als:

cos(nlx), sin nlx), ....

¢. Eindelijjk nog kan men deze methode toepassen,
evenals andere methoden, op de lineaire Partiéle ver-
gelijkingen.

De weg, dien men moet inslaan, ligt voor de hand,
na al helgeen reeds bij de behandeling der partiéle
vergelijkingen is gezegd.

Zij x eene der onafhankelijk veranderlijken, en stellen
wij ons ten doel, u in opklimmmende magten van x te
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ontwikkelen. Stel dan x = ¢, en schrijven wij de ver-

gelijking, die wij eenvoudigheidshalve zonder 2% lid 1

zullen onderstellen, in de gedaante:
Fuu—}—Fleeu—}—FseQBu—}—:o;

waarin F,, Fy.... rationcle functién zyn van D, x/, x” ‘

& dx”
Mogt het gebeuren, dat er in F, geene der symbolen |
x'y xy D' of D” voorkomen, dan lossen wij op:

%
en de symholen D' (= = en DY | = i) |
N

Fo (D) u=o0; en nemen daarin arbitraire functién van
¥, X in de plaats van arbitraire constanten; en han-
delen verder, als in de gewone lineaire ver oelukmﬂen

Indien echter in F,,x,x”, D’ of D" voorkomen, dan is
vooralsnog de integratie onmogelijk, tenzij door wel-
gekozene transformatién deze zwarigheid worde ver- I
meden. Tliervan een enkel voorbeeld:

9 )
XEEE%— Ei.—l-h—l}XE—}%—I—abll—]—rp(\y,i%%)Xﬂ:O.
Symbolisch wordt deze vergelijking :

;

d
a) D —bjutg (V it

A
D)e“) L —0:
Hier is weer

U=23aye mﬁlﬂ
met de conditie:

(m—2) b} Fo () + (3, 5 m) Fas (1) = 0

(m—a) (m—b) =0 geeft m=a, m=nh,

en dus:
U=F (g 2+ Fa s () + 1By 10 y)
+E ) +F (= H L Fy g (y)

r'i
_|_
3 53
e
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Stel als een bijzonder geval gegeven:
d*u S
— —f e

2

D (Dwi) u—[ %zeﬂf’ n=a,

== 0

XE

9+ ) a;, (y)-?ﬂl‘(wdv}r[y)%@Jr

'I" [ f 2 Y_E
4 e ——
Dit resultaat laat zich gema.{kelgk aan bekende vor-

men toetsen, "\Iemen wij bv. f(y)=2a’
at x'l’

& ‘3 dﬂ
..u:(l-—]— ‘) dyz_’_gi}*i dY.T)FOy
a2 3 d! a X‘)
+(x+ g5 Ip T 2345 d»’*—H
Stel hierin:
F.()=9@) +ely) en F, (y)=a(p'(y)—v'(y)),
dan verkrijgen wij:
92 2 2
n=(1+25- gt ) {0 +v 0}

A aix? d° ds—1 ‘
+(,&Xa§+ 9.3 dva‘F)(f“‘?) a(pl)—v'(y)

— e (y) Ty ()
= ¢ (¥ +ax) +y (y—ax). —

Sommeren van wreeksen teruggebragt tot het oplossen
van differentioal vergelylkingen.

d. Tlet is na deze beschouwingen ligt in tczien, hoe
dezclfde betrekkingen, welke ons in staat stelden, de
integralen van differentiaal vergelijkingen in reeksen
uit te drukken, dienstbaar kunnen gemaakt worden,
o het sommeren van reeksen tot de oplossing van diff,
vergel. terug te brengen.
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Men volge slechts de omgekeerde redenering, |

Wij hebben aangetoond, indien u het subject is der f
vergel.

u—tg, (D)e’u+ g, D)2y o =I5 ‘

dat u = 2a, x9, en de betrelking der opecnvolgende |
coefficiénten a,, wordt uitgedrukt door:

Ao ¢y (IN) A1 4@, (M) 85 <. ... m Amn = O,

Dus omgekeerd vindt men de differentiaal vergelijking ,
waaraan n voldoet, indien de reeks, waaraan u gelijk
is, en dus daaruit ook de wet, volgens welke de Opeen- \
volgende coefficiénten te zamen hangen, gegeven is.

Zij nu de gegevene reeks:

ap XU ap xPH L g, pt,

en daaruit de conditie-vergelijking :

8m - @, () Sy —q + i gg (m)ay, _,—o - (a)
geldende voor elke groep van (n4-1) opeenvolgende
coefficiénten. Alle waarden van m, welke niet tusschen
Penpi+n—1, t+1 entdn liggen, worden door
die conditie uitgesloten, daar (a) voor zulke waarden
van m zoude ophouden ,A eenie befrekking aan te geven i
tussehen n -1 opeenvolgende coefficiénten van de recks.

Nu is, zooals boven reeds is aangetoond, indien

=2 a, em(",
utg, D)efut....q,(D)edu
= Zi 'fa"l + @y (m) AW e s Pn !’mj dm — “)emei A
Voor alle waarden nu van m, huiten de aangegevene
grenzen, verdwijnen de termen dezer sumrnatie in het

laatste 1id; en deze behocft dus alleen te worden uitge-
strekt tot de waarden van m binnen die grenzen, nl.
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tot de n eerste waarden van m in de gegevene reeks,
en tot de n waarden, welke volgen op die, welke in de
recks gevonden worden; terwijl elke waarde van a,
welke niet in de recks gevonden wordt, natuurlijk niet
in aanmerk‘ing komt.

Hoe meer ingewikkeld de betrekkingen tusschen de
coefficiénten zijn, des te uitzebreider is ook het resul-
faat der summatie.

Zij om dit op te helderen:

U=8,% Ja,, . 25T, ., .2, 2%
en daaruit
i — P (1) Bz == 0 (b}
su—g (D) e’ u=23(an— g (m)an_,) g0y,

Hierin zijn nu de eenige waarden van m waarop men
acht behoeft te geven p en t +r, alle andere waarden
doen (b) verdwijnen. Voor m=7p word: het daarmede
corresponderende deel onder X teeken (a, — ¢ (p) a,_,) e ,
doch, daar a,_. geene coefficiént is van de gegevene
reeks, moet ook dic verdwijnen, zoodat dit gedeelte
eenvoudig wordt a, e*?,

Voor m =t r wordt de uitdrukking onder 3

= [ (@etr — g (E4-1) ay) o+ 0P|,
waarvan alleen blijft
—gt+raed "‘*"0,
om dezelfde reden. De formule iz dus:
u— g {D)efe‘u:ap e*? — g (t 1) u,et+nd
of, wegens de relatie (h)
:qpep5_3t+re(v+r)9;

en, indien de reeks oncindig ware geweest, dan zoude
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ook nog die laatste term vervallen in het tweede lid.
Is de conditie-vergelijking voor de coéfficiénten
B+ g1 (M) An 14 ¢, (M) am_s=0,
dan wordt, na gedane reductién:
u+¢(D)e’ u-+g¢,(Djezu=a el’gﬁqs (p—}—l)a pt16@+DY
—asr1et DL LY Lo (t - 2a,e ¢+
Tot toepassing van deze wijze van sommeren, nemen
wij het volgende voorbeeld:
n2 x2 _n¥n?-—-2% %" __ n*(n*—92%) (n?—42) R
2 2.8.4, 2.3.4.5.6
(m — 2)2 —n?
m (m— 1)
is de conditie-vergelijking voor de constanten, en dus
(I)LT(E]_—”M c2fy = 0,

ca—n_du

=1 —

dm—_5=20

= —
. s Gy

is de differentiaal-vergelijking ter bepaling van u.
De oplossing daarvan is:
u = C; cos (n. arc sin x) + Cs sin (n. are sin X
Bepalen wij daarin de constanten door vergelijking
met de gegevene reeks, dan vinden wij:
U = COSNW; .
waarin w die waarde arcsinzx is, welke ligt tusschen

et _,__7

2

= )




HOOFDSTUK V.

SYMBOLISCHE OPLOSSING VAN DIFFERENTIAAL-VERGELIJKING EN
IN DEN VORM VAN BEPAALDE INTEGRALEN.

De Integratie van dillerentiaal-vergelijkingen door be-
paalde Integralen, waarvoor Euler het eerst den weg
aanwees ), cn Laplace cenc algemeene methode gaf,
levert altijd nog vele moeijelijkheden op, grootendeels
te wijten aan de nog onvolmaakte theorie der hepaalde
Integralen. '

Door de oplossing in dc gedaante van bepaalde Inte-
gralen te geven, bereikt men verschillende gewenschte
resultaten.

Vooral voor de lineaire partiéle vergelijkingen met
constante coefficiénten, van hooger orde dan de cerste,
zijn deze oplossingen zeer geschikt, daar de vorm daar-
van de bepaling der arbitraire funetién zeer vercen-
voudigt.

1) Fuler neemt den vorm van de hepaalde Imiegraal aam, en zoekt dan uit
hare eigenschappen de klasse van verzelijkingen, waazvan zij de eoplossing kan
gaven. ~Laplace volgt den omgekeerden weg.
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In het algemeen is het doel, om functién, welke niet
in eindige termen kunnen worden uitgedrukt, te trans-
formeren in gewone funetitn onder eene hepaalde
fntegraal. De wijze van transformeren moet in elk
bijzonder geval geregeld worden naar de eigenaardig-
heden -der fanctie, welke getransformeerd zal worden.

De symbolische behandeling der dilferentiaal-verge-
lijkingen nu geeft vaak gereede aanleiding om tot den
vorm der functie onder de Integraal en tot de grenzen
daarvan te geraken. Van alle methoden, welke gebruikt
worden, is zeker de symbolische wel de eenvoudigste.

Achterecnvolgens zullen wij de gewone en partiéle
differentiaal-vergelijkingen behandelen. Natuurlijk is het
wegens de uitgebreidheid van het onderwerp niet te
verwachten dat hier een volledig overzigt van de vele
en zeer verschillende vergelijkingen met hare nog meer
uiteenloopende oplossingen in bepaalde Integralen, zal
gegeven worden.

I g¢ewoNe DIFFERENTIAAL-VERGELIJKINGEN,

@ Hen kort overzigt van de methode van Laplace,
hoewel niet regtstrecks symbolisch, moge hier vooraf
hare plaats vinden.

Vergelijkingen, waarbij in de coefficiénten x alleen
tot de eerste magt voorkomt en geen tweede lid is,
kunnen altijd-, en waar x in hoogere magten gevonden
wordt, bij uitzondering geintegreerd worden door be-
paalde Integralen, zooals duidelijk zal worden uit een
expose van de methode.

De vorm der op te lossen vergelijking zij:




=
(53]
(1§

'Kq:)(dd)u F't{.f( =0 (a)

Stellen wij nu:
U= f e T dt

(waarin T eene onbekende functie van t, waarvan de
vorm even als de grenzen van de. Integraal uit de
vergelijking moeten gezocht worden).

Substitueert men deze waarde in (a):

,_;(d\ xt TP /d M A+ —
.'.l/ixlp (R)e ik dtiﬁ&f'lp (\d—x)e HdtE—6
SrecomTar+ fotp @ Tdi=0 (b)

De eerste term van (b), bij gedeelten geintegreerd geeft:
d
o )T — fe et I lp (BT) di
dus wordt (b):

. . d ,

oty )T — f e { lo®T] —wHT lat=o

waaraan voldaan zal worden, indien
fpt)T=o0 (c)

1 \ ‘
n o (T —p BT =0 (@
Schrijft men (d) in den vorm:
d iy T) — 24D _
aqu (t) T] — T Y gt} T =0,
en lost men deze lineaire Vergel. 1t orde op, dan volgt:
jrar (t)
?(l)
g (t)

Uit (c¢) als komende van onder het Integraalteeken,

vindt men de grenzen daarvan. Ingeval men n ver-
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schillende waarden voor t vindt, dan is het duidelijk,
dat men ook n—9 particulicre Integralen zal kunnen
vinden voor u.

Wij vinden dus:

r by
x —|_ (T)

u:Cf" : _dt

« en # te zoeken uit (c¢).
Ware in de cocfficiénten van (a), x tot-de nd magt
verheven voorgekomen, dan had men moeten stellen :

uzjie’I e,

doch dan zou ook (d) eene diff. ver: gel, n% orde geweest
sijn, en dus veelal onoplosbaar. Deze methode van
Laplace is aan nog mecrdere beperkingen onderworpen.

Wij zullen tot voorbeeld hiervan eenc vergelijking
nemen welke in recksen is opgelost door Leslie Ellis 1),

dmv ony . pmgt=ty
dxm Tk x dx™1 T =
7 dm & dm — 1
. ?[ 8 (d};m ™ k'm,,) S 51;”’—"111 =
o (f.) — tm —|— Jem y WP {t;l == — D) 1

rt — piigE=d ;
S rmi=S —F Iy = Pl k)
J(a?(l)
¢(t) (tm 4 km)—r»

u:Cfe”(tm 4 km)-r—1 gt

') Cambr. Math. Journ. Vol II. p. 202.

e —
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De grenzen hiervan bepaalt men uit:
ot (tm + km)4 P—o0
indien p een positief getal is wuit:
=+ k)y-1l=o0
en indien p een negatief getal is, uit:
fm + km — 0.
Het eerste geval geeft voor de speciale waarde m — 2

t:+m en‘t'::——a:a

+ oo
cu=C f 7 ex (tm 4 kny- v~ 1di.
— D
Het tweede geval geeft in 'talgemeen m wortels van
de gedaante:

TR PO €1 S nk AP I 05 B o O E.|
t: =k {cos o el = ,

waaruit dus m — 1 particuliere integralen volgen

tusschen iwee grenzen t en t,.

b. Kene geheel symbolische methode voor gewone
diff. vergelijkingen.

De methode van bl. 94—105, gaf ons de oplossing van
eene belangrijke groep vergelijkingen 2% orde: die op-
lossingen zijn nict altijd in dien vorm interpretabel,
maar kunnen dit somtijds worden met behulp van be-
paalde integralen.

Uit den factor welke daarin x—! voorafzaat kan men
¢ (z) bepalen voor de bepaalde integraal:

h
u:f ¢ (Z) e dz,
e’ a

Zoo vindt men voor de oplossing van:
d*u m (m—1)®

G200 +(Q+ Qo

nmwm e (e (e .
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Deze oplossing kan men vervangen door:

e i
= l{XnJ e Qi f (32_1)1]1—1 @pezx dz
e

—1
1
+kix—m+1lg— Q'J (2*—1)"meezx dg,
—1
Zien wij of deze uitkomst bevesti gd wordt bij de ver-
gelijking

d’u  n du
&= Tx &x

waarvan wij de oplossing vinden bij Sturm )

w
U= Af cos (hx )V 2cosa)sin™! « d &

L]

+2h%2u=o0 (d)

&1
=k xl—“@ f cos (hx 1" 2 cos «) sinl— & d .

0

De symbolische vorm van (d) geeft aanleiding tot de
symbolische oplossing:

e[ H

; —1
¢ ]2 3

u= (5 ome) {Y—l(%ﬁ -}-2113:)—1 o}

A 7

bij gevolg tot de bepaalde integraal :

atl 8
11:11'_/ (£2—1)2 le(thz)zV—ldz

L _n
7|_ ki K]_n,f (Zz__/l) 2 phx V 2) =z V— 14z,
.
Evenzoo voldoet ook:

¥ 1 4, :
== ‘l{f (#—1)2 le—e=Vp:V 14,
—1

v+ 1 _ ‘
4Kl Xl—uJ (2—1)  Te—Gx Vayz1"—1 dz.
1

) Sturm. Cours d’Aunalyse Tom. II p. 144,
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Nemen wij nu de som van deze laatste oplossingen,
dan verkrijgen wij gemalklelijk het resultaat van Sturm
door te stellen:

2k —A2E—— Al anz— - Goga,

Zoeken wij nu nog van dezelfie vergelijking de solutie
in eene bepaalde integraal door de methode van Laplace,
dan verkrijgen wij nog hetzellde resultaat:

d*u  n du

e B e e
dx2+x dx—{ abtn=o
d: rdy d /d
cE S B e o W i
Gt El =1 (-\dx_,)’ Tix =Y (\dx,)

-2t =), nt=w({t)
y (t) oo 2 g
fa-(t—)dt_gl(t 121

a@ )
et P — (12 +2h2)T

Ter bepaling der grenzen hebben wij:
I

e (t? - 2h%)2 =0
= L =
5 b —o 2
u:cf ext(tﬂ_]_ghz)z dt.
2l me g -
Stellen wij t=12zh1~ —2 dan wordt de vergelijking:
gk o : —LL—l
u=c [ exm oz 1) i —2)r-1dg
1

=1 A
=01f el gl R R R O
e

waaruit verder dezelfde uitkomst als hierboven gemak-
kelijk kan verkregen worden.
be verschillende kunstgrepen gevolgd bij enkele andere
geisoleerde vergelijkingen, om hunne oplossingen in
9




Fd d
L= T2y
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reeksen tot bepaalde integralen terug te brengen, zullen
wij kortheidshalve moeten voorbijgaan.

II. DPARTIELE DIFFERENTIAAL-VERGELIEINGEN.

Wij zullen eene methode ontwikkelen, welke behalve
hare netheid in vorm, nog dit voordeel heeft, dat zij
op weinige uitzonderingen na, eene geheele klasse van
vergelijkingen, nl. die van de tweede orde met con-
stante coéfliciénten zonder 2% lid omvat.

Buitendien is de oplossing in bepaalde integralen nog
voor vele andere vergelijkingen gevonden.

Onze ruimte gedoogt echter nict, dat wij al deze bij-
zondere wegen aangeven; wij Zullen ons dus hier weder
bepalen tot het voornaamste, en eerst bovengenoemde
klasse behandelen om daarna met een paar voorbeelden
te besluiten.

De algemeene vergelijking van de tweede orde:

d*z d*z d?z dz dz
et rtag Tl tla TP TE=0

kan zooals wij weten, geschreven worden:
* ‘/ d (1 - ] 2

= d=x a'—= 1 L — T 1 g = :

| n‘)kdxﬁ—a dy—{—n.)z—HF mYyz=o (2)

(waarin de waarden van a cn a' de wortels zijn van
m? — Am -} B, en verder n en n!' gemakkelijk uit
de primitieve vergelijking worden gevonden.)

Deze vorm geeft onmiddellijk aanleiding om twee ge-
vallen te onderscheiden al naar gelang de vergelijking
(a) eene eerste integraal toclaat of niet: analytisch wordt
dit uitgedrukt:
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E—nn'=o of E — nn! — — k2
Beginnen wij met het eenvoudigste geval, dan wordt (a):
d p d 1
(dx dv+n\(d‘i—}~a (Ty—r—ﬂ) =1

Stelt men hierin z=e"t dan is het niet moeijelijk,
door middel van de methode der onbepaalde coefficiénten
u zoodanig te bepalen, dat t voldoet aan de vergel.:

d d d d
o dvj\dx+aTy)t‘“O ®)

o/
Bij de berekening van w vindt men 3 differentiaal-

vergelijkingen die zich zeer laten vereenvoudigen, en
waaruit men vindt:
(n! —n) y + (aln —anl!) x

4= T
‘a—a
: d . d
Beschouwt men in (b) a v e ale als constanten
¥ dy
. d
en zij: ao=p1q
LT
dy — p—=1 |
: t“e—“{c”f y)—l—e—qx (y)%
of
t=o—= {{e' —e" Mg (y) +q(e + e u(p]. (©
Nu is --q— EUR LI, | v/ A q ¢ 9% x g5in W dW;'

dw
Integreert men dit tusschen de grenzen o en =

|
™ .
el =g Y =g f el*e ¥ x sin w dw.
£
Dit gesubstitueerd in (¢) geeft:
s T
t=e"| f e b (y) X sin W dw
L1

- d(; e'-lx s v p (y) x sin w dw. }
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Vervangt men hierin p en q door hare waarden:

_a+t+a'd_,d
a—a d d

1= @y = uy
Zoo verkrijgt men, na ecne bekende reductie:

ar

b=, @iy + (Beosw — A) x|x sin w dw,

7™
_l"»»f ¥ + Bx cos wix sin wdw.

Bij deze uitkomst valt nog op te merken, dat in de
laatste term na de differentiatie, y moet veranderd
worden in y— Ax, immers hebben wij daarin nog geen
acht gegeven op den factor e—-‘*xai;.

In het tweede geval nl. E—nn'= — k!, wordt (a):

T 2 A
(\(—1{{ +a% -+ n) (_\%f—wl%—l- n‘))z — k?z = 0.
Door de onderstelling z = e +w ¢ wordt deze verder :

(%-i—a dx)(d —l—aid%\)t——kzt:o

dy / \dx
wanneer p— 2R—an'  _ nl—n
R RS e

% . d - .
Stellen wij a@r—, alzﬁ weer voor een oogenblik con-

stant, en zij kortheidshalve:

1 q — gl
Q%:A"E-‘%ﬂm:ﬂ dan is:

- d a 42 o = a2z
t=—¢ Axﬁ;cexl’/(mﬁ“‘)-—p—c’e XV(BQET"H}E

Deze uitdrukking wordt om dezelfde reden als hier-
boven :
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qz
—-A s L k? .
x ‘f \coawV( dyﬂ+ )QJ(}T)XS].H‘WdVV

+ f '\coav-V(B" ;}a
dx

Ten einde de magt die hierin voorkomt rationeel te
maken, maken wij gebruik van het volgende theorema,

T (v) x sin w dw, }

door Poisson bewezen ).
Zijn g, h en k drie constanten,

!f @ (g cos u -+ ksin usinv + k sin u cos v) sinududv

= 21f @ (" (h?* +k? + g% cos w)sin w d w.
Hierin is r,oO eene willekeurige [uuectie en wordt het
eerste lid geintegreerd tusschen de grenzen:
=0, U=mni V=10, 7 =2
Is dus ¢ (x) =e*, h—=o0 en verandert men g en k in
gx en kx, dan wordt de uitdrukking voor dit theorema:

T
an px cos \r‘l/(g“"f‘kz)XSianW
i

— 'fes(gc.osu—kksiuucusv)xsinu dudv.

HMiermede wordt verder t gelijk aan de som van:
.f:[ae“ smusint o (y 4+ (Beosw—A)x)xsinu du dv

(waarbij de factor 2% in de willekeurige functie begre-
pen is) en
dix ghkxsihusiavy (v L Bxcosu)xsinududy

(indien men in den laatsten regel y in y — Ax ver-

andert na de bewerking ad— uitgevoerd te hebben.)

') Mémoires de ’Académie des Sciences 1818, p. 126.
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Zooals wij weten is de symbolische oplossing van:
dz dsz Bt
T  ZEese L [3) a
dt dx2 () (a)
i az
o 3 et :
Hoe veranderen wij nu deze vorme® & f (x) in eenen

d
anderen, welke alleen de eerste magt van q Pevat, en
dientengevolge interpretabel is?

Wij weten uit de theoric der bepaalde integralen dat:

+ o i
f e~ "“dw=1"7en
B
o0

_|_
f e~ " —dw—1"x7 (b}

Stellen wij dus daarin a d_dx

vuldigt men de beide zijden van de integraal (a) met
de beide leden van (b):

TP g Ny P .
faVa=_f T U R e e g

+ oo . 2wat® L
:f e"e = f(x)dw
— R

+ 4
:f e fx+2wat®) dw. —

et

t° voor b, en vermenig-

51

. d?
Hieruit is dus Iz Seheel verdwenen, en het argument

der arbitraire functic f bepaald.
Behandelen wij ten slotte nog: 1

d®z d'z

@ T gm=o

waarvan de symbolische oplossing is:
‘& a2 o q2
z=cos (bt 1 ) £ (x) + sin (vt Tﬁg) F (x)

A

) Mem. de I'Tnst. de France. T, VI1II p. 475,
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—00

+ = T {)\
en dusf e %% ens P }”) dy =V'= cos a2,

: + 1
Nu Isef e—zwcosy2dy:1/n.cos (\az.i_;;) )

dz
Plaatst men da ae
d2 1 T+ 2 (hl;)gi Yo )
. COS (bt a‘(z) T o ® X cos \4 3-2) dy

daar ook:

. d?
sin (bt- ;)_bd;ﬂos (bt )
200 is: (indien F eene arbitraire functie, en wij ook

2
F(x) mogen schrijven voor b d F(x

AVn*[i_:: /m———y) {x—ﬂv(bt)*%dy

J dt f e cos (7 — 31 Blx — 25 (bt | dy 3.

') Bierents de Haan.

% Poisson, Mémoires de PIngtitut 1318.




DRUKFOUTEN.

- Op bl. 6, regel 3 van onderen, stoat
ux - Ax — Ux
moet zin
U g, U
Op bl. 53, regel 14 van boven, staat bu moet zijn 6 u.
Op bl. 109, 1410, 144, overal waar hier staat al, ai, at

moet zijn ai, ai , at.




STELLINGE N

Het hoofdvoordeel van de symbolische methode I8,
dat zij meer eenheid en kortheid in de oplossing der
Differentiaal-vergelijkingen brengt.

IL.

Men heeft geen regt te beweren dat men elke door
haar verkregen oplossing ook op de gewone wijme zou
kunnen vinden.

II.

De rekening met Rigtingsgetallen heeft veel praktisch
nut, het is daarom te wenschen dat 71 algemeen worde
ingevoerd.




Iv.

De leer der evenredigheden dient verbannen te worden
uit het onderwijs.

V.

De stelling: «wanneer twee zijden in een driehoek
gelijk zijn aan twee zijden in een anderen, dan zal,
wanneer de daardoor ingesloten hoeken ongelijk zijn,
tegenover den grootsten van die twee hoeken ook de
grootste zijde staan» wordt in alle mij bekende leer-
boeken veel te omslachtiz bewezen.

VL

De hypothese van Kant, betrekkelijk de vorming van
het wereldstelsel, heeft nieuwe bevestiging verkregen
door de jongste resultaten der Spectraal-analyse.

VII

Verkeerdelijk noemen Forbes e. a. het ijs der Glet-
schers ecne zeer taai vloeibare massa.

VIIL

Physica en mechanica zijn identisch.:
LAME,

IX,

De zon is een gasvormig ligchaam.
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Ten onregte zogt Pouchet: «Toute idée & priori, toute
hypothtse n'est bonne quautant quon Vaccepte 3 la
condition fermement arrétée de l'abandonner aussitds
que les faits ne seront plus explicables par clle.y

XT.

On n’a pas raison de dire que la matidre a deux
propriétes essenticlles, I'étendue et Pimpénéirabilité.

BOUTLLEY , Physigue.

XIT.

Bij de bepaling van het soortelijk gewigt der gassen
is het wetenschappelijker de waterstof als eenheid aan
le nemen dan de dampkringslucht.

Al

Ten onregte zegt Kekulé: «Der wesentliche Gegen-
stand der Chemie is nicht die existirende Substanz,
sondern vielmehr ihre Vergangenheit und ihre Zukunft.y

XV.
Het zoude zeer nadeelic werken op de ontwikkeline
o o}

der natuurwetenschappen, wilde men zich houden aan
de uitspraak van von Humboldt: «Es ist besser Kr-
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F

scheinungen unerklirt zu lassen, besser zu gestehen dasz
sic zu grosz sind um ihre Erklirung zu wagen, als von
Wirkungen aus zu gehen die jenseits unsere empirische
Erkenntniss liegen.»

XVL
Elke hypothese kan nuttig zijn, alleen niet die, welke

de onmogelijkheid stelt dat wij eenig verschijnsel ooit |
zullen kennen.

BUTTS BALLOT, Changement périodigue de température,
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