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Hoe wnuttig hel woorzeker wosr den Student zij , wanneer hij
zijne academische studisn wvoor eem groot deel heeft voleindigd ,
zich e wijden aan déén bepaald onderwerp, het blift voor hem
otijd pijnlifk en onaangensam , zich genoodzaalki fe zien , zifne
onderzoekingen in het licht te geven. De overlitiying , dal fe
wetnig ondervinding en cen beperklt onderzoek hel gehalle won
het geschvifi nadeelig zijn , doet den vervaardiger niel dan wmet
sehrvom zijn arbeid onderwerpen aan hel oordeel van deskundigen,

Tach , geligh het doovgaans geat, als men den geest fang bezig
gehouden heeft met één arheid, kvijgt men dien tief | zocals men
een kind lief heeft, waarmede men lang heeft getobd en legen-
spoed gehad.

Za6 ging het ook wmij.

Bij het eindigen von mijn academisch proefschrift voed ik den
wensch , dal het Eleine boekske anderen mage uilloklen tof eene
volledige Lehandeling van het nmvangryke onderwverp. I heb
miy voorgesteld cen overzigl te geven van hetgeen op dat gebied
reeds was gepraesteerd , en wverder door beveken ing de geleverde
constructién te bevestigen en aan fe vullen,

Daardoor splitste zich hel geheel in drie deelen. Het eerste
18 van theorelischen, hel lweede van experimentelen aard , lep-
wijl in het derde wordl aangegeven in hoeverre de exrperimenien
deor de theorie verklaard zijn.

Gaarne maak & wvon deze gelegenheid gebruilk , mijne erken-
lelijkheid te  betuigen  aan mijn  promotor, den Hoogleeraar

Grinwis , voor de beveidwilligheid waormede hij steeds wijne




bezwaren wuit den wey ruimde. Voor zijne degelijke leiding en
grondig onderwijs acht ik mi ten hoogste aan hem verpligt.
Ook aan de Hooggeleerden Buys Ballot en Tloek Bied ik mijren
opregten dank voor ol wal 2y hebben bijgedrogen tal mijne ont-
wikkeling en vorming ; zoomede aon den Hooggeleerden Harting
wiens onderwijs, gelifk dat van wijlen den Hoogleeraar Miguel ,
steeds nel de wmeeste belungstelling door mij werd gevolgd, Nief
wiinder zal ik mij het bizonder onderwijs van de Hooggeleerden
van Rees en Mulder altijd denkbaay hevinneren.

Eindelijl een woord van dank en wrienidschap aon allen | die
door aangenaam gezellig verkeer ket hunne hebben bijgedra-
gen , om wmin verblif acn Utrechis  Hooyeschool onvergetelijk

te maken. Bij het verlaten van ' hun vriendenkring gevoel ik

ilita J’z.let zegt

Meminisse juvabit,
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HOOFDSTUK I

A.  Theorie omirent de transversaal-trillingen van
g
vrije platen.

$ 1.

Chladni ontdekte in 1787 dat, wanneer een poeder op
eene plaat van regelmatigen vorm uitgestrooid, en deze
plaat daarna in trilling gebragt wordt, het poeder zich
In symmetrische figuren ophoopt.

Korten tijd na deze ontdekking gaf J. Bernouilli 1)
eene theorie in het licht, met oogmerk om de resultaten
van Chladni te bevestigen. Het mogt hemn echter niet
gelukken, de gewenschte overeenstemming met de proeven
van Chladni uit zijne theorie af te leiden.

De Parijsche Academie schreef daarom in 1810 eene
priysvraag uit over de theorie der transversaal-trillingen
van elastische platen. Het daarop ingekomen antwoord
van Sophie Germain, in het jaar 1811, berustte op eene
hypothese over de krachten, waarmede eene plant weder-
stand biedt aan veranderingen van vorm, — waaruit de
schrijfster verder eene partigele differentiaalvergelijking

1) Nov. Act, Acad. Petrop. 1787.
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afleidde. Lagrange toonde cchter aan, dat zj in hare
berekening eene fout had gemaakt; herstelde deze, en
vond de differentiaalvergelijking, die nog steeds als de
ware erkend wordt.

Aan de alzoo verbeterde differentiaalvergelijking out-
braken echter nog de grensvoorwaarden, waardoor hare
oplossing nader bepaald moest worden. Hierin voorzag de
schrijfster zelve twee jaren daarna: loste tevens het
vraagstuk op voor het geval van regthoekige platen; en
vond hare theorie door de waarnemingen hevestiad.

Later hood 7ij nog weder haar werk aan de Academie
aan over platen die cylindervormig gebogen zijn ; in welk
geschrift zij aantoonde, dat ook hier de geduane waarne-
mingen met hare theorie overeenstemden.

Hoe verdienstelijk de arbeid van Sophie Germain 1)
ook zij, toch is hij slechts eene serste poging tot op-
lossing van het vraagstuk. Ondanks de overeenkomst toch
der waarnemingen met hare theorie, kan men gevolgen
uit hare theorie afleiden, die geheel in tegenspraak zijn
met de waarheid.

Eene door Poisson 2) gegeven theorie voldoet ook niet
geheel, 1) komt tot dezelfde partiele differentiaalverge-
ljking, waartoe de hypothese van Sophie Germain had
geleid, maar met anderc, en wel diie grenshepalingen.
Door Kirchhoff 3) is aangetoond , dat aan deze drie grens-
voorwaarden in het algemeen niet tegelijkertijd kan voldaan

1)} Den hoofdinhoud van de genoemde verhandelingen vindt men in
hare twee werken: »Recherches sur In théorie des surfaces élastiqnes”
1821, »Remarques sur la nature, les hornes et I'étendue de la gues-
tion des surfuces élastiques, e I'éqnation générale de ces surfaces” 1826,
%) Mémoires de Vlnstitat de France, Tom. VIIL
3) Crelle Bd. XI..
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worden ; daarenboven heeft hij voor deze drie, twee anderen
in de plaats gesteld, welke wij hieronder zullen verklaren,
De wijze van uiteenzetting ontleenen w1 echter voorna-
meljjk aan eene andere verhandeling van denzelfden
schrijver 1) en aan de dissertatie van Gehring 2). Aan
deze ontwikkeling wijden wij drie paragraphen; in de
eerste zoeken wij de algemeenc vergelgking, waarin de
vergelijkingen van beweging hbevat zijn; in de tweede
bepalen wij de voorwaarden die deze algemeene vergelij-
king beperken in het geval eencr elastische plaat; de
derde eindelijk zal de wijze aantoonen, waarop de verge-
lijkingen van beweging met de grensbhepalingen uit de
vorige paragraphen kunnen worden afgeloid.

§ 2

Een punt M (z, y, z) van een elastisch ligehaam in
sijnen natourlijken staat, worde door oneindig kleine nit-
wendige krachten verplaatst tot M’ (@42, g =0, 24 120).
Na deze verplaatsing denke men zich door M’ een vlak
loodregt op de @-as; het ligchaam wordt dan in twee
deelen verdeeld. Noemen wij de composanten van de
elastische kracht, uitgeoefend door het deel met de grootste
@ op de eenheid van oppervlak van het anderc

Xow Yo Z
en geven analoge beteekenis. aan

Xa" Yy’ sz

X Y., Z.;
bepalen wij de nitwendige krachten aldus:

T

1) Crelle Bd. LVL
%) Diss. de aeqnat, diff, quibus laminae erystallinae definiuntur.
Barol, 1260,

1*.6




4

ligt M' in het ligchaam, dan werkt op de eenheid van
volume in M’ eene kracht met composanten
X, Y, 7Z;
ligh M' aan de oppervlakte van het ligechaam , zoo werkt
op de eenheid van oppervlak in M’ eene kracht met com-
posanten
X), (¥), (@).

In geval er dan evenwigt bestaat, 1) iz voor ieder ele-

ment van het lischasm :
(bl =R, Zo= ViR =T

verder voor ieder element hinnen het ligchaam :

dX, o dX, . dX, < =
da dy Bee e

9 dy, aY, dY, o
@  de cly dz =
; d%,  dZ, dz, =
: - 7 =102

di (Y—i/ i dz

en voor ieder element aan de oppervlakte van het lig-
chaam, wanneer de cosinus der hoeken die de binnen-
wanrts getrokken normaal met de assen maakt 4, u, » zijn:
JLX’:. = Jqu + NK_: + (X): L]
3 < AY, +uY, 4+2Y (Y)==,
1%e + pZy o 2% Ai(Z) == 0,
De vergelikingen (1), (2) en (3) zijn allen zamen te
vatten in deze:
(1) 02—3 ) Fdvdyde =

waarin 442 het moment der uitwendige krachten voorstelt
voor oneindig kleine veranderingen van u, » en w, terwil

1) Zie Tamé, Lecons sur la théorie mathém. de TElastic. des carps
solides.
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Y K(({lw +{’(h;‘) (u’u ({!,. (7,
R Rigd Bl pitig ity +5)

(':ita dw\* (céa; {}516) i de dun? 3
g dud T ¥ ‘c:"l+ (J’;j % 6({3 ‘_'_(_Z; de ) § o
K en @ zijn daarbij constsnten die van den aard van het
ligehaam afhangen.

Ten einde dit te bewljzen, zoeken wij den mechani-
schen arbeid, die verrigt wordt, wanneer ieder element
van het ligchaam eene kleine verplaatsing ondergaat. Deze
verplaatsing zij voor het punt (ayz) du volgens de s-as,
dv volgens de y-as en dw volgens de as der z. Dun ver-
krijgt men voor den arbeid in het inwendige van het lig-
chaam deze uitdrulking: 1)

> al s b, d‘{, (X,
SIS fr( dy’ + = ).fmsyd~
f‘_t 1Y, 1Y, _
+../ J J (( ((T; i : der dy d=

—}-—J,_/:/‘ w (d? (—“ -+ %{:— +Z ) da dy dz
en voor den sarbeid verrigt door de krachten die aan de
oppervlakte van het ligchaam werken :
S 0w (X4 o Ky bv X, 4 (X)) 4O
+ ) A+ pY, 4+ Y, + (Y))dO
o f oW AL, u Ty +» L+ (Z) ) dO.
In de eerste drie integralen moet de integratie uitge-

strekt worden over het geheele ligchaam, in de laatste

is dO een element van het oppervlak en moet de inte-

gratie over het geheele oppervlak gemomen worden.
Maken wij nu gebruik van de stelling: 1)

1) Zie Riemann: Partielle Dilterentialgleichungen, bearbeitet von
K. Hattendorf, § 82.




dG dF
SV —dedy de= G 5 dudyda— f TG cos (N, 2)d0,
waarin I en G willekeurige functies van o, y, ¢ aan-
duiden en (N, #)de hoek iz, gevormd door de binnenwaarts
aan het oppervlak getrokken normaal met de w-as. Mer-
ken wij daarbyj op, dat in deze stelling =, y, ¢ cyelisch
verwisseld mogen worden, dan is:

s ol X,
,/ffifhdud;ﬂdyd =— F(EX du O — /J(/ X, ———JL dy dz

//J it ‘Juclrnfzf(i,,..., —-J/p,X du 0 // /}x nT_‘iM(hderl’“

i 1
2 ddu
JJJMBMJthJtiM _m—-/wﬁ Su d0— fJJ K- dm’*/u'
Op dezelfde wijze transformere men de 111.tegraalen:

» O] T 7 Ve
.J’ f ./ Ju( d;lw —+- iy e d’} :) dx dy dz
\ d

iy dz
,/yyw c}’z,n(di GM + %)db dy dz
Vereenigt men daarna 1110 mtegraleu over het opper-
vlak, zoo iz het duidelfjk dat voor den arbeid der krachten
aan het oppervlak werkende, overblijft :
S A du+ (Y) o0 + (Z) w } dO.
Voor den arbeid der uitwendige krachten X, Y, Z
vindt men verder :
SSS dedy dz (Xou + Yoo + Zaw),
en voor den arbeid van de inwendige elastische krachten:
du

Y J_ X ) S X j_

cZL dy W dz

dv do

2 {+ Y, oﬁ Yo 4+Y 6

//J de dy dz o = d’-y =
daw die

4L, 6 — =7 6Z_+,é )

dz
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Met behulp van de vergelgkingen (1), wordt deze

laatste arbeid ;

du e dn
b s X, 0 d
( dx + (CZ y c/,z.')

— .f:/;/a(i,c dyde {+ ¥ o .Lj—f Y 3 (Hi e _@U\)

dy de ' dy /
7,000 (0,
iz dx dz/

Substitueert men hierin voor X,, X enz de waarden:
At e e

s g e S
. (+)d+dy+(},7

’,:‘T’K{ “E"I‘ — +(1+ a)@}

_ fdw  dy du dwy . (rit i
Y. K( iy Jﬂ,) Lo== ]‘1((L +T4‘-) h=h Lr'L+cﬂN)

dan vindt men, achtoevende op de waarde voor F aan-
genomen :
—. [: . j/i dedydes ¥ = — ¢ S T da dy dz.

De vergelijkingen («) vindt men in alle leerboeken
aver Klasticiteit 1) terug: zij gelden voor homogene lig-
chamen, onder voorwaarde, dat de 9 differentiaalguo-
tiénten van w, v, w, ten opzigte van a2, y. 2 oneindig
klein zijn.

Neemt men nu in aanmerking, dat

Jn 3.}/&&13 dy dz (Xou + You -+ Zow) 4 L/de ((X) du

+(Y) v + (%) ow) is,
dan vindt men voor den totalen arbeid:
2 — JJiF dz dy de.

1) Zie o. a. Lamé § 20; Clebsch, Theoric der Elasticitit fester
Korper § 17.




Volgens het principe van Lagrange is nu het ligehaam
in evenwigh, wanneer voor iedere mogelijke oneindig
kleine verplaatsing de som der virtuele momenten, of de
daarbyj verrigte arbeid = ¢ is. Hieruit volgt dus, dat
als voorwaarde van evenwigt evenzeer

J2 — (}J@F da dy dz =0,
als de vergelijkingen (1), (2) en (3) gelden kan.

Aangaande de vergelijkingen (1), (2), (3) en (4) is
nog het volgende op te merken: (1), (2) en (3) bevatten
grootheden, die door («) #jjn bepaald; de vergeljkingen
(@) gelden alleen hij de onderstelling, omtrent de djffe-
rentiaalquotiénten van w, v en w gemaalkt; deze onder-
stelling is vervuld, wanneer het ligchaam in alle rigtin-
gen eindig is 1); derhalve gelden (1), (2) en (3) of (4)
voor ligchamen, wier afmetingen alle eindig zin,

Kirchhoff heeft het geval onderzocht, dat alle afmetin-
gen oneindig klein zijjn, en gevonden 1) dat de verge-
lijkingen (1), (2) en (3) waar blijven; verder dat de
grootheden X, Y, % in (2) mogen verwaarloosd worden,

- dw -
terwyl de grootheden —, — enz. alsdan oncindig groot
dz di

zullen zijm, in vergelijking van %, v en w. De vergelij-
king (4) mag dus behouden worden, in geval de afme-
tingen van het ligchaam allen van degelfde orde ziyn.
Een ligchaam, waarhij dit geen plaats heeft, denke men
verdeeld in deelen die wel aan dezen eisch voldoen, en
basse de vergelijking (4) op elk deel toe. Het evenwigth
van het geheele ligehaam is dan gebonden aan de ver-
gelgking :
(6) 02— ax ["Fdudyds =),

1) Crelle. Bd. LVL
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wanneer ¥ eene sommatie over alle deelen, waavin het
ligchaam verdeeld gedacht is, voorstelt, en .2 het moment
der uitwendige krachten beteekent, die op het geheele
ligchaam worden uitgeoefend; daar het moment der clas-
tische krachten, die op de grensvlakken der afzonderlijke
deelen werken, verdwijnt.

Uit (6) is onmiddellijk voor het geval, dat het ligchaam
in beweging is, af te leiden:

(DS @ o+ r—02 fFavdyde } =o
waarin ¢ de tijd, en T de halve levende kracht van het
geheele ligehaam is.

Overgaande tot het geval eencr plaat, die oneindig dun
is, zal de vergelijking (7) van toepassing ziju, mits men
zich daarby vekenschap geve van de wijze, waarop de
verschillende deeltjes zijn aaneengevoegd.

De deeltjes, waaruit de plaat bestaat, of waarin zij
verdecld gedacht wordt, zijn prismaas, wier hoogte over-
eenkomt met hare oneindig kleine dikte 2¢, en waarvan
e doorsneden elementen van het middenvlak uitmaken.
Noemen wij zoodanig element do db, dan volgt hieruit:

. e
S Fdx dyde=dadbf T dz

wanneer wij letten op de twee hypothesen 1) waarvan
Kirchhoff uitgaat, nl.:
. 1. Iedere loodlijn op het middenvlak van de plaat in
haren natuurlijken toestand blijfs bij de vormverandering
regt, en te lood op het verplaatste middenvlak.

2. Alle elementen van het middenvlak blijven bij de
vormverandering even groot.

1) Crelle, Bd. XL.
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Voor de wize waarop de deeltjes zijn aaneengevoegd ,
gaan wif nu eene analytische witdrukking zoeken.

Kiezen wij vooraf twee codrdinaten systemen.

Een punt O van het middenvlak der plaat, in haren
natuurlijken toestand, zij de oorsprong van drie regthoe-
kige assen X', Y', Z' waarvan X' en Y'in het middenvlak
liggen; cen ander punt P ook in dit middenvlak, en in
het eerste systeem bepaald door a en b, 21y de oorsprong
van drie andere assen X, Y.Z evenwijdig aan de eersten ;
deze laatsten zullen slechts voor punten in de nabijheid
van P gebruikt worden,

Beweegt zich nu het middenvlak, dan nemen wij aan,
dat de assen door P’ (het verplaatste punt P), altijd regt-
hoekig blijvende, zich met het middenvlak in dier vooge
verplaatsen, dathet vlak X P'Y steeds met hot verplaatste
middenvlak zamenvalt, terwijl P'X de rigting aanduidt,
waarin een element du na de verplaatsing gekomen is.

Een punt, dat primitief in het systeem X, Y, 7 bepaald
was door @,y, 2 zal dan tegenover P’ niet moer denzelfden
stand behouden hebben, als het ten opzigte van P bezat,
maar bijyv. gekomen zijn in 4w, y+2v, 2+w, of in
het vaste systeem bepaald zijn door de codrdinaten 4, Yy 2t

Heeft het punt P’ dan tevens in het vasie gysteem & 5 ¢
tot codrdinaten, en zijn de cosinus der assen X', Y, 7'

met X : o, £, 7,
met Y : o, &, 7,
met Z : oy, B, 1
geworden, dan is het verband tusschen de twee codrding-
ten-systomen dit:
it -+ (:{: 4 ?f,) -+ oy ("e/ -+ 'U) g (,. ~+ w)
) 3 ¥ =046+ )+ 5+ 1) = (= + w)

o

Y= @)+ + )+ (e ).
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Zijn nu de deelties der plast zoodanig aaneengevoegd .
dat noch in de rigting der X-as, noch in de rigting der
Y-as ledige tusschenruimten gevonden worden, zoo zal de
volgende redenering van toepassing zijn:

Van een punt @ 4@, y+4 b, » der plaat zal men tot
een maburig punt van de plaat in de rigting der X-as
kunnen overgaan of door » in @+ de te veranderen ,
terwyjl men @, b, y en 2 constant laat, of door-¢ in
¢+ da te veranderen, terwijl b, «, y en = constant blij-
ven. Daar dit medebrengt dat d»==de is, zal men vol-
gens het Theorema van Taylor, de codrdinaten van een
punt naburig asn «/, g/, 2 kunnen schrijven:

dn’ dn’ ke
& 4—de, ¥+ =de, 2+ —dg,
m‘ - da da :
. o’ dy’ dz’
of ook ;a:"-[-c—d'a, y’-—i—-—'zda, 2 —du
da da da

waaruit dan onmiddelljk volgt:
' de dat dy dy dy dy

de  de 'de " da’dr " da

Van het punt @ + @, y + b, 2 tot een naburig puntin

de rigting der y-as overgaande, vindt men op dezelfde wijze:
det  dw dy  dy’ det  dy
Deze 6 conditién worden volgens (4):
’ e dv dw ds  de,
, !1 i @)4‘“‘1@—}-"‘3@:&#——!’- d?(f -+ )

(¢) doy dog, e du y duw
+cﬂ (s +) T;ﬂ(wf—w)—l_%rfa-!_m] da *da

Cne.

De 6 vergelijkingen (¢) laten zich evenwel zeer vereen-
voudigen, wegens het verband, dat er bestaat tusschen




sominige grootheden , die hievin voorkomen. Vooreersh han-

gen de 9 cosinus ¢, f, enz. van elkander af op deze wijze:
o+ Gt =1, mut+Ahtnnp=—0

(d) o Bt =1, ooy s f - foYs =0

o = B+ pfe= i, e B f Toyi=10:
verder bestaat er verband tusschen de differentinalquo- |
tienten van &, %, { ten opzigte van « en b, en de ¢
cosinus m,, §, enz., hetgeen aldus kan worden aangetoond.

Na de vormverandering der plaat zijn de elementen du
en d¢b beide een weinig verlengd, byv. tot da (1 4 9).
db (1 + &); tevens is de hoek tusschen deze elementen ver-
anderd, byv. tot 90° — 4.

Volgens de wijze, waarop het howegelijk codrdinaten-
systeem is aangenomen, zyn de projectitn van da (1--s)
op de vaste assen:

ey da (1 +e), Fyda(l 4 5), ypda (1 + 8)

Wordt nu db (1 + <)
ontbonden in db (1 -+ ¢)
sin e volgens de X-as el
db (1 + &) cos e volgens
de Y-as, en projecteert
men dasrna ieder dezel )
stuklken op de vaste as-
gsen, dan Is uit nevens-
staande fignur gemalkke-
lgk te winden, dat de
som der projectién op

de vaste assen na de ver-
cenvoudiging sin ¢ = o, coso =1, geefh:

(& +a; ) db(1+e,), (B + B, 7)db (1 +e,), (7,4 7,) db (145
volgens het theorema van Taylor vindt men voor deze
zellde projectién aanstonds:




© - da, ﬂl,(?a., i
da e et

t - -
b A o
dh dh db

waarnit dus volgt:

& dE
| i’;—[ —_— 0y (l + E), dz (Ot] - o G’J ‘\1 + 51)
dy dy ;
{”) .—‘:ﬁn(1+3}1 (;‘? + By ) (1"!'91)
da db
1 )
e e T
dat b

Verwaarloost men o*, dan is hiernit ook:

[ em V(T @+ &

" —
N [dy V' sde N
oV (ST (ST )
} e ] db = db +(a’,b
Om al te lange formulen te vermijden, schrijven Wij

de 6 vergelijkingen (¢): 1, 2, 3, 4. 5, 6 en nemen de
volgende sommen :

i-“o‘l—g'ﬁn-{-g‘ Yo s 4.a"+5._ﬁu+6.yn
(9) ’

- ey =+ 2 5 + 3. 19 4'ﬁ1‘|‘5'v3:+6-]’;

Lig,+ 2.5+ 8. 1., 4. oy 4= 9. B + 6.7,
Vereenvoudigt men deze sommen door middel van de
vergelgkingen (d), (¢) en (f), en stelt men kortheidshalve:

de, d fs d dys

i da i da The el =&
(foz t?t_. ('E
i y S0y 3. =Eun ,fo
() e Hif * da i Tor— 1
. tlery i «?51 dy,

g Tl =
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d r]ﬁ t’fy_, )

N

B de, dp, cfyﬂ

L) = e 3 e

( i) 0y b o= £a b == i H) 1
da dﬁ i

71

By + Gy =7 b = ]"o — Ty
zoo worden de vergelijkingen ( g):

du 2411 '
— = () — g+ 0) s
de  da
jj 2“ + p (¢ 4 w) — 7 (& + u)
dw _ dw 5 (
e — wy— m (2 U
dx d0+1(3+ )Ry
{ i . - :
X = ﬁ-I—?‘l(?j-}-'l‘)—'Ql(ﬂ?-l—w)'i-w(‘]-'i' £1)
dy db
P = (e 4w) —r (& + u) +

I P = & 4 !
dy df& i o
ihf____ @E—L g, (@ 4+ u) — p, (¥ + ©).
dy . db

Daar echter in 't algemeen de differentiaal-quotienten
du  dv dw du dv dw
da’ du’ da db’ db' db

lijking van v, v, w, omdat @ en b eindige grootheden

niet oneindio zijn in verge-
{=] .] o }

zjn, zoo kunnen zyj verwaarloosd worden tegenover de
guotienten (-Z-M, @, (;Z;_w, ‘EE ﬂ’, iff die volgens § 2
' de de de (Zy dy  dy
oneindig zin in vergelgking van w, », w.
Zonder merkbare font kunnen de laatste vergelijkingen
dus geschreven worden:
dit g

— == — g+, A=y
e dy
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dv dv '
—_— e gy — 3 ar
(—‘?—; __[,'.'H Btk ) d_j! '_'.PV" = ?1.?, T &
e h dw i
P 9= — Y S I hr — pPy-
& i

De drie eersten hiervan volgens y, en de drie laatsten
volgens @ gedifferenticerd, toonen san, dat:
dv dro d'w

_ — == TG — Ty, Sy

dody 7 S % e dy du dy AL

Substitucert men dit, dan verkrijgt men nog :

dw du
— = —qgzt e, — =prag

dx dy

dv e ) e

i — <y @ = hE A g

dw d
E‘:W}”P@’e "@‘:'_Pm_f’ly

Deze vergelijkingen geintegreerd leeren ons eindelyk
den vorm kennen, waaraan wu, v, w moeten voldoen , zal
de plaat continu zijn; dexe vorm is:
==z (— ¢& - yq) ~+ sz + oy +u,
v=g(pr-tpy)+ sy-L-»,

g g BT Pidfs
e 2

()

in de grootheden u,, #,, w, kunnen natuurlyk alleen =,
@ en b voorkomen,

§ 4.

Thans vatten wij de vergelijking (7) weder op. In de
onderstelling , dat uitwendige krachten ontbreken . wordt
23}, volgens het begin der vorige §

J*Z di(@T — g3 da db J;*Ea dejs= o
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L/-‘dt(&T——-—Jfl/‘fz{!»db_/ﬁ-ﬁ‘{lf)20

—+c
Alvorens de integratie S F dz te kunnen uityoeren ,
—

mocten de grootheden w,, v,, w, nader bepaald worden.
Wetende dat w, v, w moeten voldoen aan de simultane
vergeljkingen :
dX., dX d7,
=l

———— ———— )

dx 07-3/ de
dxX
{m) : —(Z_Yy_ ﬂ.—; )
€ dly dz
d7.,, ay, a7, y
o dy 7

en aan
J-Xm-I-MXy*I-va:C'
€ j AX, +pY, +5Y, —=o0
A, +uY, 4, 4 =v,
substitueren wij de waarden van u, vy w.uib (g) met
behulp van de vergelijkingen (a) in de vergeljkingen
(m), en vinden:

i, o f d’wn
e 07 u 1 i () + ﬂ ~ byt
z? ezt d\, ( ( ( (}7‘1 j)

+8+EJ)}'—‘

Hieruit is:

du, u‘uo

T_ == const., (;,_ = const., (1 -f—ﬂ) —f- (z(p—9q)
8= az

+ & 4 g) = const.
De constanten hepalen wij uit (1); kiezen wij bijv.
een der evenwijdige vlakken van de plaat, danis =0,
#n=0, y=1 en:
du, du,
— ==

g ‘ ;
s Ao, o O (e )
- . I Cr—g+ et =




LY

waaruit op nleuw:
L o8 h oy
T¥gY 2
+ s+ &) -+ const.
Uit de keuze van het bewegelijk cobrdinatensysteem
volgt dat voor =0, y =0, 2=0 de grootheden
Uy vy W0, i@, @, @’
de dz  dy
noeten verdwijnen; dit gesubstitueerd in (k) geeft, dat
YOOI & =0, 4y, %, w, geljk nul zijn, waaruit dan:

, == const. , v, = const. , wy —

bl pr—
U T2, =0, W= — & - & == &),
(i * 0 1 0 1+0( 2 ‘l‘ l)

Deze waarden con de vergelijkingen (%), maken

F:Kf — gz VL (p.z ¥ —-—Bﬁz Dy — ¢
(( g2 + i+ (p; +s)+1+e( (P — q)

2pz 4 o)

+e+si)+u;;u}

en -
wte 2 Ke . ) - 2
J{Jr Fd.é’:L—’c{(‘g(ff—l—PlﬂJr 2;1)’)—[—3(&‘—[-5[-1- %)
2 3 |
8 ’ .
2 (p, —q) L 8 ).
e b St a) |

Laat ons nu de waarde van T ontwikkelen.
Beteekent g de digtheid van de plaat, dan is:

O (da'\? A% 2N 2
revran{ () + (84 (5

T ,

Worden de vergelijlingen (b) wedifferentiserd ten opzigte

van ¢, en de waarden van “ ; .@, o afgelend wuit
dt  dt  di

“, v, w 700 verkrijgt men zeer omslagtige uitdrukkingen

de’  dy de
— J —; evenwel kunmen deze op de vol-

Yoor o=
ot (dt ik

2
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gende wijze zeer vercenvoudigd worden.
Uit de bepaling der grootheden &, s, volgt, dat 7,
at
ff-‘ niet o zin in vergelyking van :If v B f'E, tenzij
£ dr dt dt
de dy dp dx dy dg
da' da' da b db db
7, &5 dit geval zullen wij buiten rekening laten. Verder

~ zin, vergeleken bj &,

volgt uit (e), dat [_iﬂ’, d_ﬁ" ’ (?f 0 i“‘ . g o8 (ﬁ:', (_h.y ;
- dlt i, dt ~ dt dt di  dit
niet ~ zijn tegenover .(E - d’f : (_{i:. en nit de betrekkin-
il dr
B, d’., ; -
gen (d) dat — i df-, 22 dezelfde eigenschap bezitten.
i o dt

By eene dergelijke onderstelling is daarenboven uit (%)
te bewijzen, dat geene der grootheden a - ﬂ, &b
i dt dit  dt

* s, cloe,
18 1 vergelijking van — euz.
({15

Dientencrevolo'e 18

7?};2 dE\a
r= oo/ wa | (5 () + (5))
Qo,/:/tcw» - = 7 £ i :

waarmede (7) wordt:

®) 3/ dadbdt{(;s) +(i’;’;’ (Zﬁf) ~ /" Fa }—0.

Beschouwen wij alleen het geval, dat de plaat slechts
oneindig weinig uit haren natuuwrlijken toestand bewogen
wordt, d. 1. dab o, e, f0s B2y 700 7 grootheden 1e orde
Zijn en ey, f;, y, waarden hebben, die van de eenheid
grootheden 2, orde verschillen, zoo vereenvoudigen zich

de vergelijkingen () tot:




dE dE

(74}, e g —— & 1 ﬁ —_ ¢ - o 1
d s d'}; "

{JTCE- — [ ﬂ = + £
(i’.}r =i (E;

@ = T C_ﬁ)_ — i

terwyl de vergelijkingen (d) worden:
ﬁﬂ_!_Ti:OJ o+ fo=0, o4+ Gs=u0
De grootheden ¢, p, p,, die in _/ * T de voorkomen ,

worden nu na verwaarloozing hunner kleinste termen

% i d*t _. @i
7= E AR dnah L= E
] g K¢t
Stelt men (/ F dz = e 2 chg

dan 1s wit het voorgaande :

n i é’ 17 {Z‘EC 2 a d”g' (P; 2
=) (B e () (B4
3 do? dir ) i da db ¥ 14 8 \do* L db

Substitueert men verder voor s, s, ¢ de waarden:
ds 1 __ dy __dE dy
A e S LI
tlat
Z00 W()Tdf'

fy = f1+‘-;e+1+39(‘£5 d"") 120
1‘|‘ }( . ) db 5 2

(€ N, iy dE dy 140 sdE  dyo l

- 26 — il T AL 8
(Z) +(db) S e (¢EE:+ la) |
Daar £, alleen van ¢, f, alleen van g en 7 afhangt,
kan de vergelfking (8) vervangen worden door deze twee:

(9 oS dtda aza{ ((EE_) +(‘-f'?")-_f§: f (- ,

it dt

(10) o./ff drdad {Q ( ‘;_f)ﬁ 2R, } — 0.
\ i g o

Sl T

b L E'Jr’ da
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De laatste dezer vergelgkingen geeft aunleiding tot de

volgende on twikkeling :

v S dadb of, = [ f da db { @, dr dwg

da* dar de db da db
&L dor 0 (b @& g) (dﬂéi drNy
TFE l-;-u(da T gt dh?)}
De drie eerste termen van het tweede lid dezer verge-
Lijking zijn op deze wijze te Untbinden'

// drr P8¢ o /J dadp L d'r fi(};\

da? dat da \ da’ t{cl/

— g

da \da® (f u"

S daap B P f/"(m d;,fi(’ia_ s
da db da db d da \dadh b )

S s () o ff tew T

(») < db Ndar db da® db?

SS dais L T oy g e % d )

dadb dao db db Nda db  da
_“J;'/‘fia db .._(f. (._(E‘J_t - d*) +./J i fi’b fls o,
de \dadb Pz
a f a7 J§ L’Fé‘ dse
/ / "ZZ; d J / & (ﬂ_; (lbi‘ lﬂj
— [/ dads 2 ‘:‘; 5 0 ) S S duba __@4 o3

Aldus onthonden, pm:;t men op een gedeelte dezer
integralen toe de stelling :

./:/ da db (ﬂ‘—- = — feosedsF 1),

de

1) Deze slelling van Gauss wordt aldus hewezen :

J‘ { l "-—[ . _— J‘{. ) . ” — [ e — r I [ I’)
I 0 F = F T ¥ ” R ? .
J e o 7 ,'{li J :

a,
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L/:/idcﬁdb Li’];;‘_ — —Ji sin g ds I,
(dA

waarin F eene willekeurige functie van ¢ en b, ds het
element van den omtrek der plaat, en ¢ de hoek is, dien
de binnenwaartsche normaal des omtreks met de positieve
X-as maskt. Deze hoek wordt door de X-as beschreven
wunneer men haar draait, totdat zy evenwidig loopt met
de normaal; by de draaijing moet daarenboven de posi-
tieve X-as, na één quadrant doorloopen te hebben, met
de positieve Y-as zamenvallen :
ifile dog

De uitdrukkingen % en 2% verandert men tevens
da b
door de formulen:
@::{E\ oS y—l—-d—FSiﬂP, 1)
da  dN ds

& en ay zijn de abscissenfvan (wee punten M; en M;, waar eeneregie
lijn, evenwijdiz aan de as oa, den
omtrel van het middenvlak ontinoet,
In de cnkelvoudige integralen is
db de projectie van twee verschil-
lende elementen ds, en ds; des
omtreks, gelegen in M, en M,. Vol-
gens de beteekenis, aan @ gegeven,
heeft men dan:
db — — ds, c0s @, db=ds, cos 9;
immers in nevengstaande figunr is
¢ de inspringende hock aan hel
punt M, en ¢, de stompe hoek aan
punt My gevormd door de aldaar geleekende pijltjes. Noemt mien
dus in 't algemeen @ den hock, gevormd door den normaal met de
a5 o, zoo heeft men:

dF
fda db T J‘F cos @ ds.

1) Deze formulen volgen aanstonds nit de vergelijkingen:




dF __ dF | aF
7 = o tine — == s g,
waarin ', ¢ en s dezelfde beteekenis hebben als zooeven,
terwijl dN het element der normaal voorstelt; verder is
de rigting, wasrheen s moot geteld worden, aldus aange-
nomen: wanncer men de positieve X-as draait op de wijze
als straks, wordt i evenwydig aan de tangens, gefrok-
ken in de rigting van den wassenden hoog, zoodra =zij
eenen hoek ¢ — 90 beschreven heeft,

Nemen wij daarna de som der vergelijkingen ( ), dan
ontstaat :
ST dadp (‘Zi o el +‘i’§‘) s

do* da* db* ~ dp*

b 3 I : st Bl i
_st J'Fl—icosﬂ?—l—‘d 7S Coggpmng:-{-iisnl‘ga} C_JE
an’

da da db 76 dN
3 d’¢ d's da'c L :
-+ £ ds [ e )cos ¢ S e D e e
S (M T aad) T gt ) e
d ( diz 5 ; dt  d> ] } ;
— Co8' @ — sin” — — - |eosesin d5.
ds {d&: db (el ek (db" dag) 4 w[

Het overbljvende gedeelte van v SS " dodbo i wordt
herleid door de vergelijkingen :

W g . daG d* T fa d:=F d*
ol R R Sl B ] e Ly
JJ 5 (da” i db? "/J Bedbi (da* ¥ ab ) =

« o dF dG
dl. — G = ﬂ?x e FJ l
+J y dN ._f . dN )

dF  dF do dF db

INTda' INT @ aw

dF  dF da dF db

d “da ds b
wadrin, volgens aanname, deze waarden mosten gesnbstitueerd worden ;
da db da d

) b :
— =GOS —— sing, — = gos ¢ —00), — = cos 150—5[‘)
dN Gt an- ds ( s ds ¢

1) Gevelg van het theorema van Green; zie Grinwis Wisk. theor
der wrijvingselectr, p. 26,




I {ili e @ cos ¥ - % 5in e; de beteekenis van alle letters

dN  da
blijft dezelfde als te voren, G is nu eene tweede wille-

keurige functie van « en 0.
Alzoo herleid, wordt dit gedeelte :

0 ¢ f“* ) (Jg e\ dot
S a ?b(‘ e . )
S da + e T S R N

da’ da db
dsé' d* ) Cd¥% S
i B — g8 de.
o { + da b COD?+(dca3db+ /e } ;
¢ gd e 2 2
De variatie van f, J f edidadb (-Z_i) geeft verder:
d
._IQJ‘// dtda db — g dJ f) lila
—3 9,/_'/:/‘dtda db ;E: 8

Na substitutic van de gevonden waarden in (9), ver-
krjgt nu door de regels der Variatie-Rekemng,

voor alle punten van het middenvlak :

d% 2 1-+ 268 dit da's di
Bl e
edts +3 3 146 da' T da’ d-bz+ db’

voor alle punten aan den omtrek.

1428 (dﬂr & ) &t di
= Sl 2 e
1+e{ a dadd GDS?—I-(da?db-‘-dF) ‘”5

(11) d { % g (dﬂg di) )
— —) —_(cos’¢ —sin es
delidaiih ( @ i ) ]“ E7ER— 030590‘3111 5}95

6 (¢ d%\ d% d’ -
e - COS 2 o8 @sin
1+6(da +di’))+ a da db S
2
+_—{-)3 sin’ ¢.

De vergelijkingen (11) zijn niet de eenige, die de
bovenstaande theorie oplevert, want uit (9) zoude op




ongeveer dezellde wijze een systeem vergelijkingen 1)
voortvloefjon. Daar wi] ons intussehen alleen met trans-
versale trillingen wenschen bezig te houden, bepalen Wi
ons tot de vergelijkingen (11).

B.  Overzigt en becordeeling van andere theowién.

§ 5.

In zijne beroemde verhandeling (Crelle Bd. XL) heeft
Kirchhoff tevens eene beoordeeling van de theorién van
Sophie Germain en Poisson medegedesld. Deze beoordee-
lingen zullen wij nader toelichten, daar het ons voor-
komt, dat zij te zeer ineengedrongen wijn, en wij hef
noodzakeljk achten, datgene te bewijzen, wat in § 1 is
gezegd. Tevens zullen wij van Kirehhoff’s methode geo-
bruik maken om aan te toonen, dat de theorie van J.
Bernouilli tot verkeerde uitkomsten moest leiden; hierin
ligt dan ook de reden, waarom de chronologische orde
in zooverre gewijzigd zal worden, dat de theorie van J.
Bernouilli eene plasts vindt na die van Sophie Germain.

8. Theorie van Sophic Germain.

Sophie Germain stelde: wanneer een element df van
het middenvlak van plaats verandert, is de kracht waat-
mede het wordt teruggedreven, evenredig aan zijne grootte
en aan de som i + —, waarin ¢, en ¢, de hoofdkrom-

g, 2,
testralen van het verplaatste element voorstellen.

1) Gehring, Diss. de aequationibus differ. quibus laminae crystal-
linae definfuntur p. 18,
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Is IN* cene constante, afhankelijk van de natuur en dikte
der plaat, en » de bovengenoemde som, zoo is de uit-
drukking voor deze kracht:

N*u df.

Hieruit is dan aanstonds de voorwaarde voor het even-

wigt der plaat:

(1) sp. ~N’_fuﬁudf—0

waarin § P het virtuele moment der uitwendige krachten ,
en du de virtuele verandering van » asnduidt., Ingeval de
plaat oneindig weinig uit haren natuurljjken toestand wordt
gebragt door krachten, die op hare moleculen werken,
loodregt op het middenvlak, geeft de vergelijking (1) aan-
leiding . tot de volgende berekening: laat weder het mid-
denvlak, in zijnen ocorspronkelijken toestand het X Y-vlak
van een regthoekig cobrdinaten-systeem zijn, z de afwij-
king van een punt ®, y en Z' de kracht die op deeen-
heid van volume wordt uitgeoefend. Legt men verder
een vlak ovenwidig aan de Z-as, dab een hoek ¢ maakt
met het vlak XZ, door het punt#, y, z dan wordt hier-
door het middenvlak gesneden volgens eene kromme; zij
de kromtestraal dezer lijn in het punt %, Y, 2t p; enfde
hoek tusschen de normaal op het verplaatste middenvlak
in hetzelfde punt met ¢, dan is:

]/1 i (dz Ve (_ﬁ")_’cos ? 1) |

dy

B % 2 o
— 08 2 . COS ¢ 81N ¢ - e ST’
da d dy dif’
Wegens de gemaakte onderstelling is het nu geoorloofd

. dzy’ dz\'
cos @ = 1 te schrijven, en ( =), | — ) teverwaarloo-
A dy
zen, waaruit volgh:

1) Sturm, Cours d’Anal. p. 209.
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1 &'z 5 dz d’z

(6) — = eos" ot _‘cusgoamgnq—_.ﬁ sinz
o da’ dz dy dy’

Zyn de hoofdkromtestralen ¢, en 0:, dan zijn de waar-

%

1 ) i
den van — en — het maximum en minimunm van — ,
@ & g
of de worlels van de vergelijking :

(& St
da’ 0 dyf? ¢ dz dy -
dus s 1 1 d’z . diz
g g e s
& t & det dy

Bijgevolg is:
e g fdiz d'éz  d'ds
./  du df = '_// (d.fz: g dJ) (dtz, -+ dJ) da dy.
Past men hicrop den bekenden regel :
Py =d (pdg) — d (gdp) -+ gd%
toe, waarin p en g willekeurige functién aanduiden, dan
hem‘“t men:

- a5 1
1) De maximum en minimum waarden van - voldoen aan de con-

ditie d (1) =0; bijgevolg is uit de vergelijking (a), die wij kortheids-
¢

halve schrijyven:

1 : o
—=7eos* ¢ + 25 cos ¢ sin ¢ + ¢ sin? @,
9

d (1):0:(&—1-'Jsin2g0+25cas??;
L

! 25 n— ¢ 2s
waaritig2 @~ “°_ cos? @= —— ,sinfe=——uvw—
P4 vty it V ir—ty+as

Substitueren wij deze waarden in (a), die wij daartoe schrijven:
E:(r—}-t} +(r—1%) cos 29 425 sin 2,
¢

Z00 IS: (-1 — ) =@r—t) 4457, of na herleiding:
e

(«;-.__ i)(t —_ 1—) — si=),

¢’ ¢’




. .d.b d(’u Lo Cl d: dd)
i J/d”d’fﬁ(da: &

—/Jdcd‘/__(d_”sz) /Jd.;:du,r---ﬁ::q

“dZdazdzdh,r'"'/fddei(d dd)

dy* da® diy? de
_.de.,{,dj—-—(dds”‘ dn,)-[—,ffdadu; J;,,
x dy
/./'iy (Ef da dg:JJ da dy —. (.C.limﬁ“)
dy’ du,f da* dy
— S f dw dyii ( )-{-—ffd“c dJ_ 3z,

evdis 8z 2 J
JS e ‘ii__ dx dd—f.,/ dm(EJ-_ (d_ iq_)
dyt dif s J de dy
?3
Vervormen wij nu de eelste en tweede termen van de
laatste leden dezer vergelijkingen door de Gaussische

formulen :
/./adza cw-gE = ~—,f?ds cos g K, 1)

T Gediia== o | it o B
dy

ddz _ daz ddz doz
el — = — 0S¢ — ——8ing 1), —
daw dN ds dy
ddz . doz
= — flng— —. COSo
ay

Na deze vervorming verkrijgt men, door optelling der

1) De grootheden T, ¢, s, N hebben hier dezclfde beteekenis als in
§ 4; alleen is nu T eene funclie van @ en ¥ in plaats van, zooals
daar, van @ en b.
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(& 5]

verticale rijen dier vergelijlingen, ééne nieuwe, waarvan

het eerste 1id is /% ou dy, terwpjl het tweedo lid bestaat
uit de drie sommen:

_J‘(IS (d_’.z 23 d{g) e

da? EZ} Eﬁ
I d /d’z  d% I d fdiz  des
=) dsd cos ¢ — (-—— — = Sme— ( T 4 7 dz.
+/ { dz\dd dy’ g:d,y da® * dif*

s &t (& &= d (2 &
d-ﬁ d' { -_— (—-—- '—-) —— — — ) Jn‘i’.
+'/ 4 da* \da* 25 da’ i dy* \da? i diy’

Substitueert men deze uitkomst in vergelgking (1), en
merkt op, dat 6 P ==/ ‘/. o7 de dy dz; zoo volgh, wan-

A i ddz
neer na verceniging, de coéfficienten van g ¢n g

dN
gelgk nul gesteld worden:
. o (e dw\
@ X (@2%—@;)“93
met de grensbepalingen :
w=o, W =0
* dN
De oplossing der differentiaalvergelijking (2) is nu
door de voorwaarde w — o reeds volkomen bepaald ; in

het algemeen is het dus niet mogelgk aan de tweede
conditie te voldoen; hieruit volgt dat de plaat in het
algemeen niet in evenwight kan zijn. Een gevolg uit de
hypothese van Sophie Germain afgeleid is dus onjuist;
men mag dus veilig aanncmen, dat ook de overeenstem-
ming met experimenten door huar gevonden slechts
schijnbaar is.

Uit (2) s tevens gemaklelijk te wen, dat voor het
geval dat 7' = — _ig 18, deze vergelijking overgaat in

de vroeger gevondene (8 4. Verg. (L1)), waardoor het
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duidelijk wordt, dat de vergeljking van beweging, door
haar afgeleid, toevallig de ware is.

b, Theorie van J. Bernowills.

Zooals reeds vroeger werd vermeld, tracht J. Bernouilli
de theorie van regthoekige vrije platen terug te brengen
tot de theorie van elastische staven, die door L. Euler
eemige jaren vroeger gegeven was 1). Ilij beschouwt
daartoe cene plaat als de aaneenvoeging van twee lagen
van gelijke dikte 8; ieder dezer lagen als de aancenvoe-
ging van oneindig vele staven dic volkomen aan clkan-
der gelijk zijn, naast clkander liggen en dezolfde dikle
hebben als de laag waarvan zij een deel nitmaken ; ter-
wijl de staven der eene laag loodregt op die der andere
liggen.

Ligt de plaat oorspronkelijk in het vlak XOY y en wijkt
een element dz dy der plaat (dit element bestaat dus wit
twee op elkfar liggende quadraatjes) ten gevolge van
uitwendige krachten hiervan cene grootheid = af, dan
vindt hij voor de versmellende kracht in dit element
== de som der versnecllende krachten van heide lagen :

4 45
a? ?E_z Lo _(_i:_)
dz dy?*

waarin @ eene constante is, athankelijk van den aard
en de dikte der plaat. Hiermede stelt hij, in navolging
van Daniel Bernouilli, deze differentiaalvergelijking op :

- 4 dz =
3 o ._): il
@) a ( — + .

dy*

1) Investigatio motuum, quibus laminae et virgac elasticae eontro-
miscunt. Act. Acad. Petrop. pro ann, 1779
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Volgens d’Alembert schrijven wij haar :

diz d’z
4 ( _
FIA da? dy £ di®

Ofschoon nu J. Bernouilli reeds zelf in zijne verhan-
deling eenige argumenten tegen zijne theorie noemt, en
aantoont, dat de gevolgen dier theorie veel verschillen
van de resultaten door Chladni verkregen, voegen wij
hierbij nog een bewijs, waarom zijne dlﬁerentmﬂ.lvug -
lijking (4) niet de juiste kan zijn.

Zoeken wij vooreerst de grenscondititn die by (4) be-
hooren. Deze zijn gemalkkelijk te vinden, wanneer men
nitgaat van de vergelijking ((1) § 5)

P — & Jiudu do dy == o.

Behandelt men deze vergelijking op de wijze als reeds

meermalen is geschied, onderstellende

d?z )2 ( d? ) (}26
= o= endP — — de dy — gz
( dz® dy* ff A ag

700 verkrjgt men de vergelijking (2) terug, en tevens
als voorwaarden, aan den omfirek te vervullen ;

d?z d’z
= —_—
da? + dof*

oS s J sing—— o ( e
: = il (610 ‘5111 —_—— . e—
YU 7y Ta\ % Sﬂ(m, dy? ))

Stellen wij nu in (4)

5
2= gin P

Vi’

is hierin v eene functie van z en ¥, dan moet voldaan
worden aan de voorwaarde :
d*v d*v ) b
det = dy* e

Deze vergelijking dezelfde zijnde als (1), zoo zal de
oplossing van J. Bernouilli ook hier gelden ; bij gevolg is

Ql!
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o REFYTEE gy eitn®  _grea
(D)v=A 3, 2e ¢ RN e g &
~— CO8 T
AN ol | W
A SR s 2a }
i2i+1) Y — (@it 7Y ( St T —2is T

2% Fie— i
@ :te .Hl+ - 4_}__€ 4)
— GOS8 ) 7T
Vo, oo (24 1) i
© R0 a0

De codrdinaten liggen hierbij evenwijdig aan de zfjden
@ en b, en ontmoeten elkander in het snijpunt der diago-
nalen van den regthoek; de grootheid A is eene wille-
keurige constante.

: 0 o . ! ; -
Leidt men j_E + ;_i uit (5) af dan is het niet moeije-
i

lijk asn te toonen, dat deze witdrukking niet verdwynt

a b i)
voor m:j:a. wat y, en y— =+ . wat & 2y, zooals

L1 ~

volgens de cerste grensbepaling moest plaats hebben. De
tweede conditic-vergelijking hebben wij niet onderzocht,
dewyl het vorenstaande reeds genoegzaam is, om de
waarheid van de volgende redenering asn te toonen.

Was zijne differentiaalvergelijking (4) goed, dan moest
zijne uitkomst aan de gevonden gremsbepalingen voldoen;
dit geschiedf niet; daarnit volgt dat of zijne differentinal-
vergelgking niet deugt, of de bepaling zijner constanten
foutief is; op deze bepaling der constanten valt niets aan
te merken, dus is uijne vergelijking (4) niet de ware.

¢.  Theorién van Poisson en Cauchy.

Poisson was de cerste die eene theorie gaf, waarin hij
een streng bewis leverde voor de vergelijking der tril-
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lende beweging eener plaat. Korten tijd hierna verscheen
eene theorie van Cauchy, die wel in de wijze van uit-
eenzetting van die van Poisson verschilt, maar toch in
hoofdzaak daarmede overcenkomt. De grensbepalingen van
beiden voor vrije platen komen overeen 1) en zyn drie in
aantal, daar beide theorién analytisch aangeven , dat de drie
composanten der drukking op den rand der plaat — o zijn.

Ken overzigt van hunne theorién zullen wij achterwege
laten, daar dit te veel plaats zou vercischen; de rest van
deze paragraaph echter zal gewijd worden asn het bewi 1js
dat aan de grensconditién van Poisson in het algemeen
nict kan voldaan worden, en zij voor het geval eener cir-
kelvormige plant overeen komen met die van Kirchhoff.

Ontbreken uitwendige krachten, zoo zijn de voorwaar-
den van Poisson, in onze schrijfwijze nitgedrult:

e o de :
7 - 08 | 8In ¢ = 0,
( ) ( ica db’) et (dbz = db daz) et J
o OE 4d¢  1d¥ .
8) —°  sin ( _) cos o — 0,
&) Zm, Tt 3z T 5am) 5
d'e (4 de i af s)
9 cos g — 0.
( ) ] db (e i -+ = 3 d in @

Ten einde deze gemakkelijk met die van Kirchhoff te
vergelijken , stellen wij in de laatsten 6 — 1, daar Poigson

1) Voor platen die aan den rand zijn vastgeklemd (dont les bords
sont encastrés) leveren hunne theorién echter verschillende grenshepa-
lingen op. In de Execre, de math. trois. ann, p. 346 van Cauchy toch
lezen wij:

»M. Poisson a joint une troisiéme condition gui disparait d'elle
méme dans le cas on la plaque élastique devient circulaire, ct dont
Padmission, dans les autres cas, nous parait snjette a gquelgues
difficultés,

2) Mémoires de VInstitut de France, Tom. VI, p. 538, (18)-
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i deze onderstelling zijne theorie heeft ontwikkeld ; i
worden dam:

ik 't {d% &% 1
(I " 25 COS ¢ b 1| — gin %
) 3 { (da da dbﬂ) ¢ \dfﬁ o b (lf,z’) Pt
4 { k. {cos® ¢ — sin” ¢) 4 (;f"g 4]
— dsldadb T TGl dat*

) COB ¢ SIN » }:U‘

]. dai é‘ d f xé- J’g
(IT _( L X cose 2 ol |
) A d!ﬂ —I— =L e CO8 @ 81N ¢ - -

Bin? g ==0,
Voegen wij bij (I) en (II) nog dexe:
i R :
(] ) o o d?‘) COS ¢ SN o — 0
ZO0 bl;qkt he » dat (7), (8), (9) en (I), (II), (III) vol-
waskt dezelfde ziju; want nit (7), (8), (9) kunnen Iy,
(ITy, (L) afgeleid worden en w ederkeerig deze nit gene

(cos ¢ —sin’g) + (

zoonls aanstonds opgehelderd wordt door de Jden.tmlw_
vergelykingen :
(9) sin ¢ 4 (8) cos o == (II)
(9) cos ¢ — (8) sing = (III)
wamrnit wederkeerig :
(Ll g0y g (1) sin ¢ =— (8)
(I1) sin ¢ + (III) cos ¢ === (9).
Zijn nu g on g, twee functitn, die aan de vergelijling :
a s” : FOY pndd d'c
(IV) e (r—lex—% iy dar dbe i Tbi) .
en tevens aan (I_) en (1I) voldoen, onder voorwaarde even-
d»g-l = iti?i 1) zij, zoo zal de waarde ¢ = £, — ¢,
dt’ ot
nog aan (T), (IT) en (IV) voldoen.

wel, dat

1) Wij gaan hierhij dus van de ondaerstelling nit, dat er twee op-
i<

= : de mogelijlheid
dit T de

lossingen hestaan knnmen, zoodanig dat

3
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i - - - 3 g X

De gelijlstelling der waarden van 1 S dodb 3fys voor
en na de vervorming der vorige paragraaph, geeft eenc
identieke vergelijling; stelt men hierin I = i

= Bk

he-
schouwt 7 als eene oneindig kleine constante en deelt door
2¢ dan is:

'-/:/adﬂ 7 {(iﬁi 2+ 2( ('Zﬂg ) 4 (rgﬂf)z L

da’ \dar db c"iﬁ

i] (cZ"é‘ @ i,
L6 \da* " bt/ | —

e 1 + 2!9 (ﬂu{ (g”é- a{""’
dadh _ " ¥R — S e
J"/ 144 lda* i da’ db? A a’fﬁ} s

e 120 g(cm; it ) (daz
d&' e = T e — 4 i
= & 16 1\da " daap/ 52+ 55

e 33 )C‘,in g { ol (cos in’ ¢)
—— |8INe { — —— (CO8" ¢ — a1 @
dbda? } ds (da db A i

2 az s ‘@ ¢ Bl
_;_(f" - COS o Sin @ {] w——!/ a’.ss.i s

v da fit6 \da e
aE i ) & ¢ daw
-+ — ¢og? 2 COS @ gin — AN
da’ i dadb Rk al? 905 dN

Door & =1¢ — ¢, wordt het laatste lid dezer vergelij-
king nul; dus moet ook het eerste 1id verdwijnen. Dit
brengt, daar ¢ positief iz, mede:

drg die &%
i =" =" a5
waarnit {==¢ — ¢ — Aa 4 Bb + C.

Wij zien dus dat alle oplossingen van (I), (II), (IV)
bevat zijn in ¢, 4 (Ao 4 Bb . C) wanneer men aan de
arbitraire constanten A, B, ¢ alle mogelygke waarden
toekent.

hiervan blijki, wanneer men zich de plaat in evenwigt denkt, dan

.. dag oyt
toch is d_‘:' — L:’:: 0.
dr® a2
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Substitueert men deze algemeene oplossing in (IIT) zoo

wordt zy:

dﬂé‘l 2 By '{?551 d’:gl N ‘
— (eos’¢ — sinZg) - [ — — —) co8 ¢ sin p==o.
dadb ’ dl? da’

Aan deze vergelijking kan, daar {, reeds cene hepaalde
functie voorstelt, in ’t algemeen niet voldaan worden. g. e. d.
In het bijzondere geval, dat de plaat cirkelvormig is,
wordt aan de vergelijking (IIT) intnsschen wel voldaan.
Leggen wij, om dit te bewijzen, den oorsprong der codr-
dinaten in het middelpunt; wij mogen dan de ordinaat
¢ van een willekeurig punt van het middenvlak als eene
fimetie van den afstand » tusschen dit punt en het
widdelpunt beschouwen; hiermede worden de particle
differentialen :
d¢ dt e dt _db b
da — ar b7 @ dr v
d'c FAA dg b d i sinht W% dEsint
da’

== S e - T = ..|_ e
dr® 7t dr 7  db dit  p? dr &
T d’c al dt ab

b s e m——

dadb — drf dr

tt ’ b . \
Voorts cos ¢ == —, sin ¢ == _. schrijvende, ziet men
7 /i

dat aan de vergelijking (ITI) van zelf voldaan wordt.
Uit deze berekeming is het derhalve duidelijk, dat in
dit bijzondere geval de conditie-vergelijkingen van Poisson
volmaakt overeenstemmen met die van Kirehhoff; en hierin
ligt tevens de verklaring, waarom Poisson zijne vergelij-
kingen op dit geval kon toepassen; hij deed dit in het

vervoly van zygne verhandeling. hierboven aangehaald.




HOOFDSTUK IL

Faeperimenten.

Daar dit hoofdstuk gewyd wordt aan cen overzigh van
hetgeen op experimenteel gebied omtrent ons onderwerp
geschied iz, zoo achten wij het noodzakelijk, daarop te
wijzen, dat wij ons niet zoozeer met de wijze van proef-
neming, en eene nadere beschonwing daarvan wenschell
bezig te houden, als wel met de resultaten, die wit de
proeven zijn af te leiden; om daardoor tot eene juiste
beoordeeling te geraken van hetgeen nog verwacht wordt
van de Theorie der trillende platen, wanneer de oplos-
singen der differentiaalvergelifkingen, in het vorige hoofd-
stuk vermeld, voor alle bijzondere gevallen ontdekt zul-

len zijn.
A, Zondfiguren.

Wanneer men eene plaat in zeker punt onderstennt
of vasthoudt, en aan harven rand met een strijkstol
loodregt. op haar vlak aanstrijki, geraakt uij in cenel
toestand van trilling, dien men transversaal heef, €

laat dnarbij een bepaalden toon hooren. Bij deze trillin~
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gen 15 de beweging van alle deelen niet desellde, manr
de plaat verdeelt zich in meerdere velden zoodanig , dat
de beweging van twee aangrenzende tegengesteld is. De
ljnen die twee zulke velden scheiden, deelen dus in
geene van deze beide bewegingen, en dragen daarom dew
haam van rust of knooplijnen.

Wordt nu by horizontule ligging der plaat, zand of
cenig ander grof poeder op hare oppervlakte gestrooid ,
dan hoopt zich dit, by trilling, in de knooplijnen op en
maakt deze zigthaar,

De figuren hierdoor ontstaan, besprcken wij in twee
paragraphen, waarvan de eerste handelt over de resul-
taten der prooven van Chladni of het verband tussehen
de figuren en de toonen die tegelijker tijd wovden voort-
gebragt; de tweede over de verklaring van sommioe
dezer figuren door Wheatstone.

8 1.

De zooeven genoemde en vele audere proeven zijn het
eerst door Chladni beschreven in zijne »Entdeckungen
tiber die Theorie des Klanges (1787),» naauwkeuriger
evenwel onderzocht in zijne »Akustik (1802)» en »Neue
Beitriige zur Akustik (1817).» Zijne proeven hebben voor-
namelijk betrekking op regthoekige en elliptische platen,
wanneer wi) daaronder ook vierkante en cirkelvormige
Verstaan.

a. Begthoekige platen.

Bjj de proefneming met vegthoekige platen, valt on-
widdellijk in het oog, dat de knooplijnen zeker streven
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bezitten om zich in de vigting van de zijden van den
regthoek te plaatsen. Tot deze normale rigtingen laten
zich dan ook alle figuren dezer platen terughrengen en
dit gecft als van zelf do schryfwijze aan de hand die
Chladni invoert. Door middel van twee getallen, ge-
scheiden door eene verticale st treep , stelb hij iedere fignur
voor. Het getal dat links staat, wist dan aan hoevele
lijnen moeten heschouwd worden evenwijdig aan de kortste
z1jde (breedte) te loopen, het andore getal hoevele lijnen
parallel aan de langste zijde loopen of als zoodanig moe-
ten worden aangezien.

Nemen wij nu met Chladni aan, dat iedere plaat
oneindig veel toonen geven kan, dat cr evenwel grenzen
ziju die hunne voortbrenging, zoowel als het menschelijk
gehoor beperken, dan volgt uit het voorgaande dat er
by alle platen ook oneindig vele klankfignren zullen
bestaan, die met deze toonen overecnkomen. By regt-

hoekige platen kumnen dus alle klankfiguren voorgesteld
worden door :

Q105 w0 oy 2, v obntn ot (e
L T e, ol el 0 oo
B0 BB 2l k. b i
ool 0 ! T A b

Hoe eenvoudig deze schriifwijs nu ook schijnen moge,
sombjjds heeft men veel oefening noodig om juist te
beoordeelen, welke de normale figunur is waartoe zekere
kromlijnige figuur kan worden teruggebragt; iedere wijze
van beweging, iedere klankfiguur toch kan menigvuldige
veranderingen ondergaan, die nu eens worden teweeg-
gebragt door ourcwelnmtigheden van de plaat, dan weder
te voorschiin treden bij eene kleine verandering van de
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plaats waar vastgehouden en aangestreken wordt. Hoe-
wel bj dit laatste de figuur kan gewijzigd worden,
brengt dit weinig of geene verandering van den toon te
weeg, omdat ieder trillend veld aan de eene zijde in
grootte verliest wat het aan de andere zijde wint; zoodat
de verhonding van de grootte der velden en daarmede,
volgens Chladni, de toonshoogte niel gewijzigd wordt;
ol =0 T \/ ) ( ] de aehtereel?volgende
R e i | overgangen hiernevens
chima LU O I l afgebeeld, treft men
STVl R () dan ook veelvuldig aan.
Beginnen wij nu met het eenvoudigste geval, dat nl.
de beide zijden van een regthock gelijk zijn, dan spreekt
het van zelf, dut in de schrijfwijze, zooeven aangeno-
men, het onverschillig is, welke zijde men als lengte,
welke zijde als breedte beschouwt; 0 |2en 2|0, 2|3
en 3 [2 dezelfde boteekenis hebben. In de volgende
tabel, door Chladni zelf zamengesteld vindt men zijne
proeven omirent deze soort van platen geresumeerd 1) :

1) Neue Beitrige zur Akustik.

In deze tabel is aangenomen dat g een oclaal dieper is dan G , het-
geen trouwens nit de trillingsgetallen receds te wien is. DBovendien
merken wij op daf de teekens + en — somtijds tusschen haakjes
geplaatst zijn om aan e geven dat dit niet bij alle platen werd waar-
SEernomaen,
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7, & !
¥ \ \ _— = ! e e \ _l'n__ \ |
| |
, 16 Al , bpt \
97 +, 28— |
\ i i vl
; B!, 50 h i :
| A8 afe fe oty 45 G/ ’
| S| OFL 3 E Sevas FH, 45 64,65 |
L 188 ) e | CBW | TR | B |
| @43, 50 58, b6— o3, 7% 90, 91  |[110+,112
| I’ B3, 119 s 1o
| 13 ; 3 R4 3 g8 120 Dt
| iy (= | ] 3 _ e L=y 2 =
5 g1 | TTE, 00 | 9% 00— TR 135 | 130, 153 T, 150
91 126
128 —
3 14 a5 L K=
i gt | wam | TR .
= g |—=—— C% 128 162 |___———= | Bpt @24 (4) G5, 56(+)
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In sommige vakjes vindt men twee toonen door eene
horizontale lijn gescheiden. Dit wijst op het verschijnsel |
dat somtijds twee figuren, heide weinig verschillende van
eénc normale figuur, met verschillende toonen overeen-
komen. Heb valt in het oog dat dit enkel daar het geval
s, waar de som van het aantal knooplijnen in beide
rigtingen even is. Ter onderscheiding der beide figuren
schrjft Chladni een dwarsstreep onder of boven de ver-
ticale streep van iedere figuur naar gelang hij de eerste
of laatste bedoelt; zoodat bijv. 4110 de figuur aanduids
waarbhlj G¥2—, 4 0 die waarbi] G=2 staat. De toon asn-
genomen voor 1[1 is ¢. Dat men hierin vrij is, en dat
platen van allerlei aard, mits van denzelfden vorm, tot
het zamenstellen van zoodanige tabel kunnen dienen . is
duidelijk wanneer men in aanmerking neemt dat bij elas-
tisehe strooken en platen van denzelfden vorm deze wet
weldt:

5 . ntD 2qR,
S=nl

waarin de beteekenis der letters de volgende is:

5 het aantal transversaaltrillingen in eene seconde,
cen getal dat voor iedere wijze van trilling verschillend
i, D de dikte der strook, I hare lengte , B de vast-
beid (vigidité) der stof waaruit zij bestaat, P haar gewigt
en g de versnclling der zwaartelracht.

Ten einde nu een gemakkelijk overzigt te verkrijgen
van het verband dat tusschen de toonen der verschillende
fignren hestaat, nemen wij nog eene tabel van Chladni

1y Euler Act. Petrop. A° 1779 pars 1. Invesligalio moluuin guibys

laminae ete,
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over, waarin hy de ftrillingsgetallen der vorige tabel zoo-
danig in factoren onthindt, dat dasruit de zamenhang
der toonen zooveel mogelijk te voorschiju treedt, Voor
wij deze tabel mededeelen merken wij nog op dat daaruit
alleen verhoudingen tusschen de trillingsgetallen dor ver-
schillende toonen kunnen voortvlocfjen, immers Chladni

plaatst bij g niet het absolute aantal trillingen maar een

willekeurig getal (G).
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Noemt men » con onbepaald geheel getal, N het on-
even getal welks quadraat bij de fignur 2 | 0 gevonden
wordt, dan zijn de merk waardigste resultaten uit de laatste
tabel af 6e leiden, de volgende:

L. De getallen bij de figuren n | 0 behoorende zijn de
quadraten der reeks 3, 5, V.. wanneer n achtereenvol-
gens de waarden 2.3.4.. verkrijgt.

2. Degetallen der figuren # | n—3 zjjn = 2 (N—2)2;
de waarden van n, waarvoor dit plaats heeft zijn: 5, 6, 7...

3. De getallen welke men bij nln—2 vindt, zijn —
(N—2) BN—1) terwijl n = 5, 6, 7.. is.

4. De getallen bij #Tn—2 behoorende zijn — 2
(N~2) of = 2(N—1)2; in het cerste geval kan » de
waarden 5, 6, 7.. hebben; in het laatste ook de waarde 4.

5. De getallen der figuren » | n—1 =ijn = 2 N2—N
wanneer n = 2, 3, 4,. s,

6. De getallen welke men b = | » vindt zjn —
'| 2N2 4L 2N in de onderstelling dat n =14, 5, 6.. is.

De andere soorten van regthockige platen zullen ons
minder lang bezig houden, daar ij niet zoo uitvoerig
zjn nagegaan, -

De proeven omtrent verschillende regthoekige platen,
door Chladni genomen, brengt hij op dezelfde wijze als
zooeven is aangetoond, weér in tabellen; de regthoeken
waarvan hij gebmik maakt, hebben allen eenc zijde gelijk
aan dic van het vierkant dat de medegedeelde tabel op-
leverde; hierdoor wordt de vergelijking gemakkeljker.
Wi achten het voldoende alleen op deze tabellen gewe-
zen te hebben, en gasn onmiddellijk tot eenige resnltaten
over, hiernit afgeleid,

Vooreerst valt in het oog, dat bij alle regthocken, —
wat ook hunne breedten zijn — (de lengte wordt con-
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stant ondersteld) de absolute toonshoogte van de figuren
210,3]0,4]0... onveranderd blyft, terwijl de ver-
houding dezer toonen weder is als 8% : B? : 7*... Dit
gaat nog door, wanneer de breedte zoozeer afneemt dat
de plaat in een staaf overgaat; geldt evenwel niet geheel
wanneer de breedte der plaat gelyk is aan harve lengte :
in geval van een vierkant zijn alle toonen van deze reeks
ongeveer een’ halven toon dieper.

In de tweede plaats vindt men ook bij de toonen van
0]12,0]3,0]|4...de verhouding van 3* : 5* : 77..
terwijl de hoogte dezer toonen toeneemt omgekeerd even-
vedig aan de vierkanten van de breedten.

Verder is duidelgk op te merken, dat bij voortdurende
afneming der breedte de toonenvan1 |1, 21,3 ] 1...
de verhouding 1 : 2 : 3... naderen: deze verhouding
wordt geheel bereikt, wanneer de lengte meer dan 8-maal
de breedte meet. De hoogte van den eersten toon dezer
reeks, dien van 1 | 1, neemt ongeveer foe in omgekeerde
reden van de breedte der plaat.

Bijj figuren eindelijk, waar mecrderce lgnen in de lengte
en in de breedte voorkomen, worden alle toomen hooger,
zoodra de breedte der plaat afneemt; dit wverschynsel
hangt meer van het aantal lijnen in de lengte, dan wvan
het aantal dwarsliyjnen af.

b. Elliptische platen.

Beginnen wij weder met heb eenvoudigste geval, dat
nl. de assen der ellips gelijk zijun; bij deze, cirkelvor-
mige, platen, bestaan de knooplijnen wuit ecirkels en
tHameters of liever zij laten zich ternghrengen tot cirkels




die concentrisch zijn met de plaat en diameters van
deze.

Op dezelfde wijs als vroeger, iedere figuur voorstellende
door twee getallen gescheiden door cene verticale streep .
waarvan het ecrste het aantal diameters, het laatste Lot
aantal cirkels telt, kunnen wij Chladni’s proeven op nieuw
m eene tabel zamenvatten. De willekeurig aangenomen .

diepste toon bij 2 | 0 voortgebragt, zij e.
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De verhoudingen van de toomen dezer tabel komen
{:] £31 v 3 * &
‘ngcvem overeen met de quadraten van de volgende ge-
tallen, waarin iedereen dadelijlk de volgorde zal opmerken ;
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De volgorde is evenwel niet geheel zoo fiaai als zij
sanvankelijk schijnt, daar de figuren 2 | 0, 3 [ el
wel toonen opleveren, evenredig ann 2°: 8°. ., nietin de
ty 210, 2(1,2([2...,3]0, 3|1...,enz passen;
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ten einde dit duideljk te maken zijn de eijfers behoorende
by 2[0,3|0.., in haakjes ingesloten. Alle getallen
van de laatste tabel kan men vinden, kleine afwykingen
verwaarloozende, door de formule (D + 20y waarin C
het asntal cirkels, D het aantal diameters van de corres-
ponderende klankfiguur voorstelt.

Gaan wij nu over tot elliptische platen waarvan de assen
verschillen.

In het algemeen hebben de klankfiguren der elliptische
platen, waarvan de assen weinig versehillen, veel over-
eenkomst met die van cirkelvormige; — is dit verschil
groot, dan ziet men duidelijk overeenkomst met regthoe-
kige platen.

Om nu dezelfde schrijfwijze van vroeger ook hier te
behouden, zullen wij met Chladni aannemen dat eene
elliptische knooplijn gelijk staat met twee lijnen evenwij-
dig aan de lange as. De veelvuldige proeven door Chladni
omirent degze soort van platen genomen, heeft hi; wedr
in dergelijke tabellen, als medegedceeld zijn, zamengevat.
Bestudeert men deze tabellen die allen betrekking hebben
op ellipsen waarvan ééne us (2a) altijd gelijk blyft, ter-
wijl de andere telkens afneemt, dan is het niet moeijelik
daaruit het volgende te lezen:

De toonen van de twee horizontale reeksen

210, 3]0, 4(0...
Ll da: &2 311 .

. o ; i a 9
ziin, b1 klein verschil van assen (E-—:-..S_) volkomen

dezelfde; bij toenemend verschil, beginnen zij allengs af
te wijken; het eerst openbaart zich dit in de diepste
toonen der beide reeksen.
De verhoudingen der toonen van de le reeks: 2 | 0,
4
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3 | 6.. zyn niet meer dezelfde als bij eene cirkelvormige
plaat: hier wijken zij) minder uiteen dan 2°: 3°:..

De verhoudingen der toomen van de 2¢ reeks; 1| 1,
2 | 1.. schijnen by afneming van de as 2b telkens nader
te komen aan die van 1 : 2 : 8.,

De absolute hoogte der toon van 1 | 1 neemt ongeveer
in dezelfde reden toe, als de kleine as afneemt.

Bij de verticale reeks 0 | 2, of 0 | 3,...1s de verhouding
der toonen ongeveer dezelfde, als die van de toonen der
reeks: 2 | 0 3 | 0..., hoewel gene veel hooger zijn: ligt

e

a D 4 ; : :
— tusschen .&_en-g, zoo 18 het verschil een octaaf; dit

b l‘

™ [ @&, A
versehil wordt w;roorg = 2, 2 octaaf; voorTlets kleiner

! ¥ . 3 : ,
dan 8, drie octaaf; voor b_lets grooter dan 4, vier octaal. .

De tabellen, zamengesteld voor ellipsen, waarin
a b 8 5 -+ 3n
==l oy, O
b 3° 3
zijn, vertoonen allen deze bijzonderheid, dat in de hori-
zontale reeksen, 1|1, 1|2,..., 20, 2| 1,... enz
dezelfde toonen in dezelfde volgorde voorkomen; terwijl
de verticale recksen, waaronder de gelijke toomnen staam,

, Waarin x leder geheel getal mag

® .
by _%_ = -;_ twee , by {Tf — _.gn drie, enz. verschillen.
h

Dit wordt ook aldus nitgedrukt: wanneer het aantal
| dwarslijnen door B, het aantal lijmen in de rigting der
lange as door A wordt voorgesteld, zoo hebben alle
fignren voor welke B + (n + 2) A even groot is ook
denzelfden toon (deze n 1s hier dezelfde als te voren, zoo-

o 8 W
dat Wa‘nueer.—z_z —, = L is).
i) b
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Merkwaardig zijin ook nog de platen, waar - i
7 2
18, daar men in dit geval de toonen van de twee reeksen :
Bl s 112, 22, 88w
B0y ] 0 B 0 6 LD
even hoog vindt.

De proeven op platen vam anderen vorm, dan de tot
hiertoe behandelde, genomen gaan wij om twee redencn
voorby. Vooreerst, om wijdloopigheid te voorkomen ; daar
bij eenige andere plaat de figuren niet zoo gemalckelyk
te groeperen zijn als dib in ’t voorgsande geschied is en
wy dus genoodzankt zouden uijn iedere fignur en haven
corresponderenden toon mede te deelen. Ten tweede mec-
nen wij, dat de opgesomde resultaten, als de eenvou-
digste, reeds genoegzaam zullen wezen o aan te foonen,
hoe verre de Theorie bij de wagrneming ten achfer is.

§ 2.

Wheatstone 1) gecft eene soort van synthese van de
fignven, die door Chladni op vierkante platen werden
waargenomern , en bouwt daarop eene rangschikking dezer
figuren.

Den grondslag, waarop deze synthese berust, zullen
wi) cerst trachten aan te geven en meb een voorbeeld
ophelderen om daarna als supplement van zijne theorie
de vergelijkingen der klankfiguren te zoeken ; eindelijk
zijne rangschikking mededeelen.

De resultaten omtrent elastische strooken, door Euler

1) Philos. Trunsact. Ao 1823: On the figures oblained by strewing
sand on vibrating surfaces, commonly called aconstic fignres.
4‘-3"-
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theoretisch gevonden 1), zijn het nitgangspunt der syn-
these van Wheatstone. Resumeron wij deze resultaten, ‘
die door de waarneming volkomen bevestigd zijn, iu
weinige woorden, ‘
Wanneer eene elastische homogene strook, d. i. cene
plaat die overal gelijkke dikte heeft, van den vorm eens '
regthoeks, welks eene zijde veel grooter is dan de an-
dere, — in trilling gebragt wordt, zal deze strook zich
bewegen en een stelsel knooplijnen vertoonen evenwijdig
aan de kortste zijde. Deze knooplijnen zullen altiyd op
gelyke afstanden van elkander gelogen zijn: terwijl de
afstand van de uitersten tot de uiteinden ongeveer (e
helft zal bedragen van den afstand tusschen twee Enoop-
lijnen. Het spreekt wel van zelf, dat by ieder dezer
fignren ook een verschillende toon hehoort. Vergelijkt
men platen die dezelfde figuur vertoonen, dan zal de

hoogte van den toon wel veranderen met de lengte , maar
niet met de hreedte.

Daar in het vervolg alleen sprake zal zyn van knoop-
iinen die op de platen ontstaan, dat is van de plaatzen, '
waar de platen bij hunne trilling geene beweging onder- :
vinden, en wij daarenboven weten, dat de velden waarin J
eene plaat door eene knooplin verdeeld words tegenge-
stelde beweging bezitten, komt het ons wenschelijk voor,
de platen eenvoudig gehogen te denken, zooals zij dat
werkelijk zijn op het oogenblik als de trillende deelen
de grootste afwijking van hunnen oorspronkelijken toe-
stand bereikt hebben; tevens zullen de deelen, die zich
alsdan boven of onder hunne oorspronkelijke ligging
bevinden, onderscheiden worden door de namen positief
en negatief.

1) Act. Acad. Peirop. A9 1779 pars 1.
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Wheatstone onderstelt nu, dat eene vierkante plaat,
in trilling gebragt, twee gelijke systemen knooplijnen te
gelijker tyd doet ontstaan, evenwel zoo, dat het eene
systeem knoopliinen heeft evenwijdig aan de eene zijde,
het andere systeem knooplinen evenwijdig aan de andere
zide van het vierkant. Elk dezer systemen bepaalt den-
zelfden foon, terwijl de beide systemen aanleiding geven
tot cene meer zamengestclde figuur. Beschouwt men de
plaabt als gebogen ten gevolge van heide bewegingen,
dan is het gemakkelijk te begrijpen, waarom de zamen-
~ stelling der resulterende figuur geschieden moet naar de
volgende regels

De punten waar de knooplijnen van twee systemen
clkiar snijden, blijven in de resulterende figuur in rust.

De knooplijnen van eene figuur verdwijnen, zoodra
2] vallen op deelen der tweede figuur die positicf of
negatief zijn,

Nieuwe rustpunten of compensatiepunten worden ge-
vormd daar, waar buigingen in verschillende righingen
elkdar neutraliseren, of waar de algebraische som harer
afwijkingen gelijk nul is.

Nog dient te worden opgemerkt, dat by superpositic
van twee figuren of twee systemen, die hetzelfde aantal
knooplijuen bevatten, het geval waar dit aantal even is,
moet worden onderscheiden van het geval waar dit aan-
tal oneven 1is; immers is het asntal even, zoo kunnen
wy aannemen dat de buigingen der plaat die de tweo
Systemen vergezellen gelijke of tegengestelde teekens heh-
ben; er ontstasn derhalve twee verschillende resulterende
figuven, terwijl hiervan bij een oneven aantal knooplijnen
geen sprake kan zijn.

Ter verklaring van alle figuren, door Chladni ontdeks,
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15 deze hypothese nogtans onvoldoende; daarom neemt
Wheatstone aan dat een systeem knooplijnen ook een
willekeurigen hoek kan maken met eene zijde van het
vierkant; wegens de symmefrie moefen dan nog drie
andere systemen aangenomen worden, die evenzeer op de
gijden hellen en wel zoodanig, dat, wanncer men zich
twee assen OX en OY denkt evenwydig nan de zijden
van het vierkant, de parallelen van twee systemen ieder
een geljken hoek maken met OX, terwijl de parallelen
van de twee andere systemen denzelfden hock maken

met OY.
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Voor wij verder gaun zullen wij het algemeene geval,
waar van 4 systomen sprake is, met een enkel voorbeeld
ophelderen. Nemen wij daartoc aan dat ieder dezer systemen
bestaat uit & evenwydige lijnen geplaatst als in fig. 1—4,

Omtrent deze fguren wmerken wy op dat voldaan is
aan de voorwaarde, dat van de stukken, die op de zijden
worden afgesneden, de uitersten half zoo groot zijn als
de middelsten. Evenwel zijn dit niet de eenige figuren
met 5 evenwydige lijnen die aan deze voorwaarde vol-
doen., De teekens P en N in de verschillende deelen
geplaatst kunnen nog op eenige andere wijzen gecombi-
neerd worden; hier zullen wij ons echter niet bij alle
deze combinatién ophouden, maar slechts diegene kiezen
die hiernevens is afgebeeld.

Met behulp van het voorgaande is het duidelijk dat de
opcenlegging van de figuren 1 en 2 de fignur 5 oplevert,
waarin dan de deelen van horizontale lijntjes voorzien

geheel negatief (N), die met verticale lyntjes geheel
positief (P) zijn, terwijl de micuwe knooplijnen bestaan
uit 3 horizontale en 2 verticale lijnen. Op gelijke wijze
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vindt wen als resnltante van 3 en 4 ecene figuur 6 met
2 horizontale en 3 verticale knooplijmen. Daarna aeeft
de resultante van 5 en 6 aanleiding tot figuur 7 waarin
de resulterende figuur alleen door de zwart gebleven vakjes
mag gaan; geelt men daarhij

“ acht op de compensatiepun-

T H;\ [ ‘ ten, dan is volgens Wheat-
= ’ L L{ | stonede resulterende fig. ge-

noegzaam bepaald en moet

noodzakelijk zijn zooals in
fignur 7 is afgebeeld. In-
tusschen kwam het ons
wensehelitk voor de figuur

met juistheid te bepalen en
niets asn het genie van
den teekenaar over te laten:
daarom hebben wij getracht de vergelijlingen dezer fign-
ren te bepalen. Zie hier het resulteat van dit onderzoek :
Reeds vroeger deden wij opmerken dabt de platen, die
ten pevolge hurer trilling in beweging zijn, beschouwd
kunnen worden als gebogen oppervlakken. Waar nu de
resultantc van vier systemen knooplijnen onderzocht zal
worden , ligt het voor de hand, vier platen aan te nemen,
elk voorzien van een systeem parallelen of vier platen,
leder zoodunig gebogen, dat de punten in haar systeem
gelegen, geene afwijking ondergaan. De afwijking van
het oorspronkelijke vlak wordt natumrlijlk gemeten op eene
as 07 loodregt staande op het vlak (X O Y) der plaat,
wanneer deze in rust is; de voet der loodlyn OZ zij het
middelpunt der plaat. Het vraagstuk kan derhalve aldus
worden geformuleerd :
Vier gelijke, vierkante platen, worden ieder op eene
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verschillende wijze gebogen; ten gevolge hiervan zullen

hunne overcenkomstige punten afwijkingen in de righing

der Z-as onderguan; gevraagd die overeenkomstige pun-

ten te vinden, voor welke de som dezer vier afwijkingen
' gelijk nul is,

Was de buiging van iedere plaat volkomen bekend ,
hadden wij dus de vergelijkingen van de vier gebogen
oppervlakken, dan zoude aanstonds dib vraagstuk =zijn
opgelost; daarenhoven zoude voor ieder punt de som der
afwijkingen gemakkelijk gevonden kunnen worden; nu is
dit evenwel niet het geval, maar toch is de wijze , waaro)
ledere plaat gebogen is, genoegzaam bekend, om boven-
gestelde vraag voldoende te heantwoorden.

Onderzocken wij pu de wijze waarop deze buigingen
plaats hebben. Nemen wij eenc plaat en legoen door 0%
een vlak ZO X, loodregt op de rigting der parallelen
van het systeem kmooplijnen dat bij deze plaat behoort,
| dan wordt op dit vlak, door de plaat, die wij ons gebogen

voorstellen, eene kromme afgeteekend; eene regle, die
evenwijdig aan het vlak X O Y deze kromme doorloopt,
beschrijft dan volmaakt het oppervlak der gebogen plaat.

Wat is nu van deze kromme bekend ?

Vooreerst weten wij dat deze kromme periodiek 1is,
, immers de deelen waarin de plaat door haar systeem
! knooplijnen verdeeld wordt, liggen afwisselend hoven en
onder het vlak X0 Y; voorts is bekend dut do perioden
aan  clkander gelijk ziju, omdat de knooplijnen op ge-
lijke afstanden van elkander liggen.

Ten gevolge dezer bekendheid stellen wij de kromme
in het vlak Z0O X, voor

o

of door ¢ == + w sin {1

i 4 O }
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of dovr & == 4 % cos '— 2, - D}a

P2 |

m beiden stelt 1 tweomaal den afstand tusschen twee op-
volgende knooplijnen voor, w eene onbekende constante
die de grootste afwijking der kromme van de as OX, aan-
geelt, terwijl C en D grootheden zijn die athangen van
de ligging der kromme ten oprigte van den 0Orsprong.
Behandelt men de vier platen op dezelfde wijze moo ver-
krijgt men 4 krommen. Deze vier krommen hebben allen
geljke 2 en w, immers de systemen knooplijnen verschil-
len alleen in rigting, terwijl de intensiteit der vier Wijzen
vau trilling ondersteld is dezelfde te wijn.

Voordat wij de onbhepaaldheid in de vergelgkingen dezer
krommen kunnen wegnemen, verdeelen wij alle systemen
van knooplijnen in twee groepen naar gelang zij ecn even
of oneven aantal knooplijnen bevatten. In heb eerste geval
gaat er nooit, in het laatste altijd een knooplijn door het
middelpunt der platen; in hef eerste geval zullen de krom-
men uwiet, in het laatste wel door O gaan. Destaat het
systeem uif ecn even aanmtal knooplijnen, zoo is in O de
afwijking tevens maximum of minimum, en kunnen de
krommen dus voorgesteld worden door

o
Pty e
Z=Lweos — Ty
4
is daarentegen het aantal knooplijnen van ieder systeem

oncven, zoo moeten wij gebruik maken van de uitdrukking:

Q-
. Faliy i
2= e = I_l .

Denken wij nu de vier platen behoorlijk op elkander
gelegd, dan zullen wij op ééne plaat, de rigtingen
0X,, 0X,, OX,, OX, der doorsnijdingslijnen van het
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vlak XOY met de vlakken waarin de krommen higgen ,
kunnen wvoorstellen. Dan
ig hekend :

XOw, — X0 = YOur, —
YOur, =0
waaruit volgt:

%, == @2 608 d — y sin
2, == xeos -+ ¥ sin §
ay == @ sin 8 4 4 cos §
) == — 810 6 + y €os 0

5

De resulierende figuren moeten dan, naarmate wij vier
systemen met een even of oneven aantal kmooplijnen be-
schonwen, blijkbaar bevat zijn in de cersto of tweede dezer
vergeljkingen ;

O , D o L
0 =-+wucos —f(m 008 8—ysinb) -t wcos o5 (xcos -4y sin6)

I _
2;-—; L 2?1 - | \
tueos ik (@ sin 8 4-y cos §) 3= wcoy z (—axsingfycosd)
d=cwsin o {2 c08 B——y sin §) 4w sin  (@cosf+ysin )
i L

K HE

1 sin 2:[;1; sin 8-y cos 0)2= w sin -{—I(— a§in @ L cos 4)

De vergelijkingen I en II kunnen nog belangrijk ver-

ecnvoudigd worden, wannecr men acht geeft op de wijze

waarop i in beide gevallen athangt van de zijde @ van het

derkant, den hoek 6 en hebt aantal knooplijuen van ieder
systeem.

In geval het aantal knooplijnen — 2 is, zoo is & == 29.

cos § wanneer de stukken van de zijden afgesneden en

langs de zijden gemeten » en g gencemd worden,
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Helderen wij dit met een voorbeeld op, of liever leiden ‘
1 3
wy uit de bijzondere gevallen van systemen. hestaande

nit 6 en 8 knooplijnen, het algemeene geval dat nl. het
aantal knooplijnen 2n is, af

Uit hovenstaande figuren is gemakkelijk af te leiden
dat ingeval ieder systeem uit 2y knooplijnen bestaat altijd -

a a
= (1 + oty 6), ng = g (1+ 0
0 20 g Zn
g e L SEmh, — o —Ee e
P 1+ ctgo ¢ I+ tg 6
f& ple) cos @

L= = gl A+ ko= 2nen A — 2nicaRd = sl 2 |

v

Evenzoo is, ingeval van 2n + 1 parallelen altijd :




. (it i
R+ tlp==(1+cgd), (2 + §) g = “:— (1 + tr6)

a 2n + 1 ; a Ty |
S — =h,—= =k
P l_l_(:fgﬂ ¢ 1+tg0 ’
b/ e 20 cos ¢

,-‘_,{_:395;]£+ﬁ::2w+181117;:2(30038—_'—

Deze waarden van 3 in I en TII gesubstitueerd zijnde,
worden deze respectivelijk

IL 0=xcos = (ke— hy)t-cos— (ke ~+ /1) + cos— (he 4= Ley)
@ i o -
+ cog — ha 4 Fy)
08 — (— fie it
e 3 ( -+ &y
V. 0=+-sinZ (Fr — hy)4-sin i( ke - hy)+-sin 2 (ha 4 Fir
it i el

-+ s1n = (— A < k)
@

Intusschen stellen III en IV ieder 16 figuren voor,
uaargelang de teekens gecombineerd worden; deze 16
zijn in twee groepen te verdeslen , zoodanig dat de teckens
hunner componenten aan elkander tegengesteld zijn ; hier-
uit volgt dat beide groepen dezelfde resulterende {fignren
opleveren; eene dezer groepen kan derhalve buiten be-
bandeling blijven.

Sehrijven wij nu ter bekorting

hd n]zz; . whi . 71"7”1’
Az=eos —008 ——pgin —sin—~ _p +
a a @ @
wkx  ph . mkx ,  mhy ;
B =cos — cos i A Ml —s8in — = P — ()
i a 7 a
whe ey . mha | why -
Oe=aie " oos 27 — gin sm— =R — §
a @ a @

mwhi ik . mhr . aky
D:eos—~eos—-—'£+mn gin —-=NR4 8
(i1 44 141

o
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/i ¥
. gkw 71:’?-‘1 L gElf -
Alzsm;—cnsw—’l—cos ——mn ===F, —0
a a a @
R iy wky _ why )
B, = sin — cos —= 4 eos sin — =P, 4+ Q,
@ a @ o
. ahy ki whr | mh _
Ci= sin -/ €08 —~ < CO8 — SIn sl R, + 8,
@ a 44 @
. mha . ml whe | wh
D, =sin — gin 2 -+ eos —sin s R 4+8
a a a a

De combinatidn die voor III en IV moeten behouden
bljven zijn deze:
A+ B+ C+ D=o, A—B+ C4 D=—o.
A+ B4+ C—D=y, A—B+0C—D=o.
A4+ B—C4 D=o, A—B —-C4 D=o0.
A+B—C—-D=o, A~B=0—=D=o.

{m)

De resulterende fignren moeten dus ook bevat Zhn in:

P Reev, P8 =0
P—8—o, P+ R =0

Piae Sz o, P—R =o

o B =g, o PR e 8 = o,
S (/Qq-R:o, i 4[31—9!:0.
Q—S8S=o, ¢ — B, —o.
Q48 =0, h + B, =

B —h=u, | Q=8 = a

Onderstellen wij nu dat van de combinatién () allcen
mogelijlc zijn die, waarin ecn even aantal positive en een
even aantal negative teckens voorkomen 1) dan reduceert
men gemakkelyk ITT* en IV® tot:

1) Mogt deze onderstelling vreemd schijnen, zos merke men 0P,
dat het ons in nevensgaande redenering alleen te doen is om de ver-
gelijkingen der figuren te vinden, door Wheatstone voor een gedeelle
willekeurig geconstruserd; wij mogen dus verwachten dat de vereen-
voudiging hier aangebragt, geene zijner fizuren huiten rekening laat,
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nkx whiy il ey
COo8 COB ——— - Co§ — CoE —— ==g¢
a a @ @
9'5&“3:‘ ‘-’I]l.y n]e..‘l'.' :rz/fty
¢O8 ¢Oos -—- GOS8 cOs = 0
a (A @ @
I ¢
3 ek g n.&y . wha . rr]f-'y
sin s111 — 8l ——— 8p —— — g
a a a a
. nmkx | =hy R Y
81N sin -~ 310 s =
I 0 . a
en :
r . @k iy whe |, why
S 08 - €08 81N ——— == ¢
14 & @ a
: qrhiw ahiy whe | why
sim 208 — GO8 - S1n (5 )
| i a a a
1V ¢
wko | mhy . mhe ek
COo8 S — ®n COS =0
o a a i
nke |, why . @hz :rt?cy
208 Sin ~= gin 03 =0
ik a a@ @

De vergelijkingen III* gelden nu voor het geval dat
fo 4 k een even getal is; dit geval splitsen wij in deze
twee: 1° % een even dus % mede een cven gotal;

2° /i een oneven dus 4 mede een oneven getal. Tn
het corste geval reduceren zich de vier vergelijkingen
van III® tot de twee eersten daarin de twee laatsten dan
ligh opgesloten dat alle zijden van het vierkant in rust
wjn. Dat de vergelijkingen, waarbij dit plaats heeft
onmogelijk resulterende figuren kunnen voorstellen , heeft
daarin zijn grond dat de Chladnische figuren allen ont-
staan wanneer de omtrek der plaat in beweging wordt
gebragt; ontstonden deze figuren op eene andere wijze
daar hij by zijne superpositién dozelfde combinatién uilsluit: alleen

nog merken wij op, dat hij, o, i. in zijne verhandeling niet duidelijk
genoeg hiervan gesproken heeft,
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700 moesten deze vergeljlingen misschien behouden blijven,
nu vallen zjj zcker weg. In het tweede geval vallen de
twee eersten weg en blijven de twee laatsten behouden ;

zoodat in deze twee gevallen respectivelijk overblyven :

sk mliy relin ey .
CO3 tas —— Liens CO8 = =0
. t (7] a@ @
III ‘ .
1 :'TA’J.;[“ ﬂ'hy ﬂ-’fl:'ﬂ Tln'lu‘y
co8 CO8 — CON €G08 — — — o
a & @ (i1
L il - ﬂff-y . ehir m{‘u
81N SN - — 91N Ccos - =0
h i1 a a i s
IHz 1 akr | ahy . mhe mky
sl ——— S -+ 8in 81N ==
& a [ a

Is & 1 % oneven, en geldt dus TV® dan kan het zijn :
1° dat A even en % oneven;

2° dat % oneven en % oven is.

Merken wij nu op dat van de vergelijkingen IV® de
twee eersten dezelfde figuur voorstellen, waarvan alleen
de ligging verschilt, verder dat ditzelfde plaats heeft met
de twee lantste vergelijkingen ; eindelijk dat in het eerste
der beide aangemomen gevullen (1°) de vierde, in het
lantste geval (2°) de tweede vergelijking van IVV wegvalt

,om dezelfde reden als zoo even, zoo verkrijgen wij fot
resulterende figuren.

N Pt whyy akx ., wky

IV' sm cos ~- €08 ST =0
1 {11 @ @ Q@

ik . whe mly . mhae ey

IV® sin sin -+ gin o8 =0
2 a % v @ a

Passen wij nn deze vergelijkingen toe op het voorbeeld
dat straks werd gegeven, dan zien wij onmiddellijk dat
h =2 en &k = 3 is; bijgevole iz de vergelijking van de
resulterende fignur :
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810 COS / o= €08 —— 8In — . ==
@ 4 a

. L 3 A 2 m I?. T . 3 m

: De fignur door deze vergelijking voorgesteld is vol-
maakt dezelfde als fignur 7, wanncer men deze laatste

‘ 90° draait; hiervan kan men zich, door discussie der

vergelijking, gemakkelijk overtuigen.

Uit het voorgaande blijkt genoegzaam hoe Wheatstone
de figuren van Chladni vond. Hiervan uitgaande, rang-
schikte hij deze figuren naar het aantal knooplijnen van
leder systeem en den hock waaronder twee systemen, door
hem primary figures genoemd, elkander snijden. Die snij-
dingshoek is natuurlijk 180 — 2¢, omdut beide systemen
gelijke hoeken # maken met eene der assen 0X of OY,

Uit deze rangschikking vloeide de volgende tabel voort:




S QN \

Bl 924 4. 931
T 00° (6| 6)
C%, 256 + . 264 —

B, 240. 242
108° 56' (7 | 5)
CFs, 275, 280

oL, 256 1. 2 64—

E —, 315

Y (2 | Oy '
g, 9 D—. 9 \
T..TF, 10
196°52'(2 | 1) 180° (3 | 0)
B, 15 GH, 25
90° (2 | 2) 143" 8’ (3 | 1) 180% (2 | U)
Al BL2T 1, 98— B, 30 G# —, 49 —
C? -, 32.P 33.? G=, 50
5| 112°887(3]2) | 151°56' (4 | 1) 180° (5 | 0) F )
=, 45 B*—, 55.. 56— L2, 81
90° (3 | 3) 196759 (4 | 2) | L57°22'(5 | 1) 180° (6 | 0)
6| C*4, 64.065 %, 70 e, 84 B, 120191
B2, 72 F=, 90,91 Cr—, 125..126
7 106° 16 (4| 8) | 186°92'(5]2) | 161°4" (6]1) 180° (7 | 0) . i
F#, 90.,91 |G, 98.99.100 — €4, 193 F*, 169 ) N
Tl 90 (4] 4) 1184’ (5 | 3) 148°8" (6]2) | 163°44' (711) 180° (8 | 0)
8 [By*— 110 4.112| 1, 119.120 CF* 135,140 [P F#175.2180.7] Bb* 224,225
C%,125,196.128—|  D*, 144 B, 925-1,231.°
; 1027407 (53 | 4) | 126°62'(6 | 3) 148°6' (7 | 2) | 168°44’ 8 | 1) 180° (9 | 0)
D=, 150. 153 B 160, 162 (T4, 1804-.F189- D 289
ol 80°(5]5) | 119788 (6| 4) | 13326 (7 [3) | 151°66" (8] 2) | 167°18 (9|1) | 180° (10 | 0)
10 P, 180 G4 189,.192 | G% .-, 209.210 | B, 240. 242
G#.196.198.900—| A*, 216.220 | C*—, 245.250
11 | 100° 247 (6 | 5) | 120°30°(7 { 4) | 138'52" (8 | 3) | 154°56' (9—2) | 168°34’ (10 | 1) | 180° (1L | 0)

126°52° (B[ 4)
D°, 286. 288

143°8' (3 | 3)
F*, 330. 336

D”,iﬁrafj__. 288

~ D, 994.999

T° -, 343, 345

157222 (10 | 2)

169°36'(11 | 1)

180°(12 | 0)
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De getallen in de eerste verticale rij wijzen het aantal
parallelen van ieder systeem asn. In de horizontale rijen
vindt men de snijdingshoeken waarvan zooeven sprake
was. Tusschen haakjes zijn de figuren van Chladni ge-
plaatst die door den eorresponderenden hoek en het aantal
parallelen verklaard worden.

By een even aantal parallolen vindt men twee figuren
die wel volgens Chladni denzelfden naam dragen maar
daarom nog niet gepaard gaan met denzelfden toon: dit
is de reden waarom n hovenstaande tabel somtijds twee
toonen worden opgegeven.

De hypothese van Wheatstone leidt tot het gevolg, dat
alle figuren van Chladni verklaard kunnen worden y immers
sommige fig. als bijv. 9|7 mogten verwacht worden, wan-
neer Wheatstone zijne tabel tot het geval vap 16 knoop-
lijnen had uitgebreid; omgekeerd worden Wheatstone’s
figuren niet allen bij Chladni ternggevonden; dit bewijst
echter alleen dat Chladni niet alle figuren gevonden heeft
hetgeen later door de praktiik ongetwijfeld zal nitgewezen
worden. De overeenstemming tusschen theorie en praktijk
is hier o. i allezins voldoende om de hypothese van
Wheatstone tot stelling te verheffen. Wij zien er verder
geen bezwaar in met hem aan tc nemen »dat de fout
van J. Bernouilli niet bestond in de onderstelling, dat
de klankfiguren het resultaat zijn van het gelijktijdig
bestagn van eenvoudiger wijzen van trilling, maar alleen
in de manier waarop dit plaats heefts» zelfs Leefd de
verklaring van Wheatstone ons zoo overfuipd, dat wij
stellig eene theorie, op zijne aanname berustende, ver-
wachten.

Voor wij deze paragraaph eindigen, maken Wy u0g
eenige opmerkingen omtrent de vergelijkingen ITI en TVY.
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Toen wij deze ter neder schreven, hadden wi alleen
de eerste aflevering cener Verhandchun' van Radau 1);:
» Nouvelles recherches sur les plagues vibrantess i ingevien.
Daarin geeft Radau als resultaat van zijn onderzoek op,
dat de vergelijking (11, 1) van Hoofdstuk T dexe particuliere
integraal toelaat ;

(siu bk i sin & 2 -+ sin £ s sin /i J)

a @ a @
: 2 72, ©
sin o (4= B —mt,
Q=

dat deze evenwel niet aan de grensbepalingen (11, 2 en 3)
voldoet. Verder merkt men op dabt men wit de construc-
tie van:

7z,
J 0

o bt X bl -
sin f - J——g—- sin o — gin A
4 a a a

(Wwaarin cosinus in plaats van sinuste schrijven zijn, het-
geen meerkomt op ecene verpluatsing van den 0OISprong van
cobrdinaten) de figuren van Chladni verlaygt. Opmerke-
Ijk vonden wij de overeenstemming tusschen deze laatste
vergeljking en de bovengenoemde IIT" en TV, In de
tweede aflevering 2), die ons eerst onlangs m handen
kwam, vinden wij ditzelfde opgemerkt: Radau geeft daarin
nl. eene transformatie waaruit blijkt dat de vergeljking:

sm( m::) sm( % vry)+ qm( i __) mn( 7 m"):-.:O R)
€08 a / cos a cos a / cos @

tot de synthese van Wheatstone leiden kan.

Wegens de merkwaardigheid van het onderwerp en de
kortheid zijner transformatie laten wy deze hier volgen:
»Newen wij twee scheefhoekige coiirdinaten-systemen (2 1)

sin &

1) Moniteur Scientifique Nv, 178.
2) N°. 180,
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en (@”y”) aan, beide gelijke hoeken 2A bezitbende cn
onderstellen dat de Iijjn die den hock van het eerste
systeem. middendoor deelt zamenvalt met de oude X-us,
de deellijn van het twecde systeem zamenvalt meb do oude
Y-as. Zi verder:
tgA:i—;, of wel: Zcos A = ksin A.
Dan is
@ = {2 + i) cos A = (2 — y) sin A
]I y=(@ —y)sin A =(a” 4 y)eos A
wanrnit volgt:
Ao 4+ ky = 2k cos A . & by + ke == 2h cos A .
Ve — ky = 2% eos A |y hy — ke = 2k cos A, y.
Ligt men door de hoeken van het vierkant parallelen
aan de codrdinaten assen van heb eene of andere dor
systemen zoo verkrfjgt wen eene ruit met z1jde
1 1 @
= e (siu A i EOS—K) = 9% cos A(h 5
Zheos A bk

dan is ook:
@ b

Hiermede wordt (R):
sin (b + &) &' + sin (h - £) g’ = sin (- k) & gin (h=+k)y =0
waarin cosinus in plaats van sinus kunnen geschreven wor-
den. Dit zijn dan de vier primary figures van Wheatstone.”

Eene twceede opmerking is dee:

Het kowt ons niet onwaarsehijnlijk voor dat vergelij-
kingen als III* en 1V’ ook kunnen opgesteld worden ten
einde de resulterende fignren van regelmatige 8 —, 12 —
enz. hoelen te vinden. Beschrijft men toch deze veclhoe-
ken in cirkel dan is het gemakkelijk door het treklken
van gepaste diagonalen, bij den 8-hoek twee, b1y den
12-hoek drie quadraten te vinden, wier gemeenschappelijk
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oppervlak juist uit eene regelmatige 8- of 12-hoek bestaat.
Wi zullen dit echter nu niet onderzocken daar ons de
proeven onthreken diec met de uitkomsten der berekening
zouden moeten vergeleken worden.

Eindelijk wijzen wij op de overeenstemming tusschen
de verg. ITI’, IV® en dit gezegde van Chladni: 1)

»Ein besonders hemerkenswerther Umstand , ist die
wesentliche Verschiedenheit der Schwingungsarten, wo
die Summe der Linien, die nach beiden Richtungen gehen,
eine gerade Zahl ist, von denen, wo sie ungerade ist.»
Zolfs vindt men in deze vergeljkingen terug hetgeen
Chladni hier onmiddellijk op laat volgen:

»Nur die Schwingungsarten, wo nach der einon Rich-
tung so viele Linien gehen, wie nach der andern, machen
hiervon eine Ausnahme.»

§ 3.

In de vorige paragraaph is aangetoond, hoe de onder-
stelling van Wheatstone relkenschap geelt van alle figu-
ren, die op homo'gene vierkante platen kunnen ontstaan ;
in deze zullen nog eenige proefnemingen van Wheatstone
en Koenig vermeld worden, die deze onderstelling volko-
men wettigen.

De proeven van Wheatstone 1) hebben betrekking op
houten platen; door middel van eene vierkante houtfen
plaat, waarin de lengtevezels evenwijdig loopen met eene
zijde van het vierkant, vond hij, dat de proefnemingen
alleen figuren doen ontstaan, die overeenkomen met die,

1) Phil. Transact. 1833,
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welke zijne theoric doet verwachten. Het is dus voldoende,
wanneer men wil weten wat men bij dergelijke proefne-
mingen vindb, na te gnan watl zijne theorie voor deze
soort van platen leert.

Neemt men twee regthoekige strooken hout, alleen daarin
verschillende, dat in de eene de lengtevezels evenwijdig
aan hare langste zijden, in de ‘andere de lengtevezels
parallel asn hare uiteinden loopen, dan zullen deze
strooken, in trilling gebragt kunnen worden, zoodat Z1]
dezelfde knooplijnen vertoomen; beiden zullen zi] dan
evenyel niet denzelfden toon voorthrengen. Tengevolge
van dit verschil in toonen kunmnen op de hoven hesclire-
ven houten plaat ook geene figuren verwacht worden,
die resulteren uit twee gelijke systemen kmooplijnen ,
welke respectivelijk evenwijdie loopen aan de zjden van
het vierkant. Op zulke platen mocten dus de figuren met
diagonalen ontbreken.

Maken de parallelen van twee. gelijke systemen gelijke
hoeken met ieder van de elasticiteitsassen, dan zal er
geene reden zijn om hunne resulberende figuren niet te
verwachten.

De resulterende figuren eindelijk, voortvloefjende uit
de zamenstelling van vier systemen knooplijnen zullen
hier nimmer voorkomen.

Daarenboven vond Whentstone, dat de figuren met
diagonalen ontstaan, zoodra men eene rogthoekige plaat
neemt met zijden die omgekeerd evenrvedig zijn aan de
vierkanten van den weerstand tegen buiging , dien het hout
in de twee rigtingen bezit. Koenig 1) ging verder; hij

1) Poggendorf’s Annal. A° 1864 Bd. 122 »Zur thearie der Klang-
figuren.»
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zocht de lengten van twee overigens gelijke messingsta~
ven, zoodanig, dat zjj bij aanstrijking ongeveer denzelfden
toon lieten hooren, terwijl het aantal knooplijnen, par-
allel aan de uiteinden, dat zich hierbij vertoonde, in
beide verschilde. Met deze lengten als zijden maakte hij
con regthoek van dezelfde stof en dikte als de staven.

Volgens Wheatstone was nu gemalkkelijk te bepalen,
welke  figuor  hieruit  zou voortvloeen; en werkeljjk
leverde de proefneming van Koenig telkens dezelfde
knooplijnen.

De lnatstgenoemde natuurkundige onderzocht tevens,
of zijne regthoekige platen hetzelide verschijnsel oplever-
den, dat door Terquem by staven werd waargenomen ;
en vond ook hier, dat Let bijna onmogelijk was, de
vooraf bepaalde figuren op zijne platen voort te brengen ,
wanneer de lengten der zijden zoodanig waren, dat de
toonen, die bij de beide trillingsrigtingen behoorden ,
volkomen dezelfde waren. Om dit to bewijzen, nam hij
eene  staaf die twee knooplijnen vertoonde, bepaalde
nuauwkeurig hare lengte en toon (#); daarna zocht hij
de verschillende lengten wvan staven die, te gelijk met
drie knooplijnen eene reeks toonen gaven van welke ééne
volkomen in overeenstemming was met a, terwijl de |

anderen in verschillende mate hooger of lager waren
dan deze.

Met behulp van regthoeken, die met de gevonden
lengten als zijden geconstrueerd werden, toonde hij nu
aan, dat de vooraf bepaalde figuur dan het gemalkkelijkst
te voorschijn trad, wanmneer het verschil der heide cor-
responderende toonen een’ geheelen toon bedroeg daarbij

was altijd de resultersnde toon het gemiddelde tusschen
de componerende,
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Is het aantal knooplijnen in beide rigtingen even, dan
leert do comstructie en ervaring, dat hierbij twee figuren
ontstaan, die met weinig verschillende toonen overeen-
komen. Van deze toonen, zegt Koenig, zal de een meor
met dezen, de ander meer met genen componerenden

toon overeenkomen,

b+




HOOFDSTUK III.

Overcenstemming tusschen Theorie en Eaperiment,

—,

In dit hoofdstuk zullen wij, zonder hoofdzaken voorhij
te gaan, trachten aan te toonen in hoeverre het aelukt
i3 door de theorie de verschijnselen, die zich bij vrije
trillende platen voordoen, te verklaren.

De overeenstemming tusschen theorie en expirement is
tot nog toe allecn aangewezen voor het geval dat de plaat
cirkelvormig is; voor dib geval alleen werd eene oplossing
van de differentiaalvergelijlingen (Hoofdstuk I (11)) ge-
vonden. Zooals reeds vroeger is gezegd , werd deze oplos-
sing door Poisson gegeven; intusschen volgen wij in het
onderstaande Kirchhoff, die hetzelfde vraagstuk op eene
andere wijze ontwikkeld heeft en 0p sommige punten,
vooral waar het de overeenkomst tusschen theoric en
expirement geldt, unilvoeriger is.

Yooreerst zullen wij ons dus moeten bezighouden met
de integratie van de vergeljking :

a4 2 1428 d* di dt
B e (Gt 2+ )
De gevonden integraal zal dasrna zoo gewijzigd worden
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dat »j in staat is om tevens aan de grensvoorwaarden

f 1~{—28[(a‘“ d* ) ( d*%
= Sl N
1+4+0 |\dd" " dadb® dedb
deN .
e W 8111 o
d f d’ ( At
T ds }dmfb At®

@) §

¢
— ¢
ot ) 08 ¢ § gin ¢

a
gl e g g
o= 5+ )
1406 T aE) T gty
a% a’s

2 C0S ¢ 8in sin’
e e

te voldoen. Verder zal aangewezen worden dat de gevol-

gen uit deze oplossing afgeleid, overcenkomen met de
proeven van Chladni omtrent cirkelvormige platen.
Stelt men kortheidshalve

§1+2682K—u2 end' d e
SShba . L e s =
dan wordt de vergelijking (1):

d’¢

Ozd-?—]-aﬂnzg

waaruib
£ = sin (atn) ¢ (2. y) + eos (ein) y (¢ . y)

G vy ( d? d") o b (d* d? @
¥ l @t/ 1238 \dd dbﬂ)

e +{i— T () e e

Ten einde deze oplossing in eindigen vorm te verkry-

gen, onderwerpen wij de willekeurige funetién ¢ en ¥ aan
de volgende voorwaarden:
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d' o a? @ a* @
£ 2 e --«-—J— 2 |-
@) s dat da’ db® i db*
- d* U o 11 dt {1
Py = G ==
dite dat 7 T dar db + dab*

waarin 1 eene constante voorstel waarover later beschikf;
zal worden.

De uitdrukking voor ¢ wordt dan:

(4) t= ¢ (v.y)sin (44 at) 4+ y (2. y) cos (42 at).

Deze wasrde van ¢ bestaat uit twee gedeelten die ieder
afzonderlijk aan (1) voldoen. Kortheidshalve zullen wij met
het eerste gedeelte de berekening voortzetten en daarna
besluiten tot de uitkomst die verkregen zoude zijn wan-
neer beide gedeelten in de berekening waren opgenomen,

De eerste der vergelijkingen (8) is identisch met twee
anderen nl.

410 v = ﬁ iﬂ
(5) T dd dly’
d*x ax

| 422 o == Tﬁ- -} ij—a-
Zyn nu
(6) p=8S+D, x»=8~D
dan worden de grootheden S en D bepaald door de dif-
ferentinalvergelijkingen:

! a8 &S
Y ol e Sl
da’ L3 db*
d? | 21
= 43.-*D'_—..-—D :

+ =
da’ an*
of in polaire cobrdinaten 7, w door

d.rz; 5 .2}
4.1,"8_—_—% 1d8 1 a8

—— —_——

i ? dr 7 dy®

! A 14D
_4&3]):(21) I'aD

i T &
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Hieraan wordt voldaan door te stellen :

- S =Acosny X

(M) D=Beosny Y
A en B zijn dan willekeurige constanten, » is een geheel
getal terwijl X en Y twee funeties van » voorstellen die

bepaald zijn door de vergeljkingen:
i, 1dX !
.(.E o - — — (?is-.-l...él”)X: 0
®) dr? 7 dr 7
#Y 1dY 7t
o — (5 02T =0
- drt  r dr (?"’ :
Voert men nu 2=14r in, dan worden (8):
| #X 14X /o
—_— . (A | X =
rrlEe e (a.?’ ¥ ) -

((}) v - La
Y 1dY (?—:—md)Y:O

&

dz*  ade
Door middel van de symbolische methode 1) vindt men
hiernit gemakkeljk de particuliere integralen:

,L,-i

. at i?}'ﬂ ¢
= (3 _ )
(10) ot ARl Rea il
. 'T'H ( mﬁ' wé
v=_"_ (1 U 5—)
152 3. l.n+1 1.2n-+1.04+2
Andere particuliere integralen 2) zijn :

¥ d
gXIﬂ]’ f— Xw J —L.v.___

% LY X
(11)

® g
?Yln‘lr: Yﬁ t{: :T.‘-Yw -Yi.“)

waarin @, eene willekeurige eindige grootheid voorstels.
De algemeene intogralen van de vergelijkingen (9) zijn
dng :

1) Boole, Differential Equations. Supplementary Volume p. 175. 1.
2) Sturm, Cours d’Analyse. DL 1L p. 130.
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N g X p Ko
Y =33 49 ¥
Uit (11) volgt dat X" en Y™ voor & = o oneindig
worden; bi eene volle plaat moeten evenwel voor r=—o
of #—=o0¢en g, dus ook X en Y eindig blyjven ; derhalve
zijn de constanten o en §' = ¢. Schrijfft men nu e =g = 1,
wat zonder schade voor de algemeenheid kan geschieden
dan worden (V):
S = A cos ny X
(12){ D — DB cos ny Y™
Ten einde nu de gevonden integraal aan de conditics
(2) te laten voldoen zj :
s = ly, waarin [ de strasl der eivkelvormige plaat
is, dan volgt uit eene vroeger gegeven bepaling
¢ =y -+ 180°,
Hiermede worden de vergeljkingen (2) in polaircodr-
dinaten ¢ y aldus:
14+20°d (cif"é‘ 1 d¢ 1 d”?)
=

L T =

Ty ?7?— r® dr "t 7 r.‘?xiu"’
. 1 4’ 1 d¢
{15 & e ((if?‘d':,u*—; dl}-’)_u
6 d% R L, &% a5
- L R B " —o0
18 ( dr® r o dr ¥ dy’ ) dr?
Deze verg. gelden voor » — [ wat w of ¢ ook zij. Vol-

gens (3) mag men dus ook w in plaats van ¢ schrijven.
(ieeft men daarenboven acht op de eerste vergelijking
(5) dan worden (13).

1--29 dp 1 d* @ 1 e
i == 3 g E e =
14+48 dr v drdg P dy
7] CP;:)
‘j'..lg —— T
16 Ay dr” <

Hubstitueert men hierin voor » en » hare waarden uit
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{6 en 12) en schrijft » = —i— dan verkrijjgt men met

behulp van de vergeljkingen (9) en de verkorting

e
T
i)
(0=A {n X g (i — 4y2) dX
‘{,
i
+B i"*EY{"‘] — & (0* 4+ 4y
1 di
(14) | e
0 =Alm+4pH) XP — 2 & !
de |
' nl
' s }(n? — dya) Y™ —a ‘C%T }
.: '?:

Deze vergelijkingen mocten voldaan worden voor » ={i.
Dit geschiedt wanneer voor die waarde van 2 hare

determinante verdwijnt d. i. als voor & = /1 :
d’th y 7 =
0 = 8y n'a® XY™ — 8y n's’ (}i e e ) i(_i?)
are oy A
(15) —{n (n* — 1Yz~ 16 }(E = e Y ZE_.E_)
2. 48 X gy ™
+ 8y —
d de da

Uit (15) moet dus 2 worden bepaald en uil eene der

vergelijkingen (14) de verhouding %_ Is derhalve 1zu
een wortel van (15) en:

YEn}
(16) T, =X { (n* — 4y ) YO _ g }

T de
d\"" 2
de )

Y™ f(n + Ay ) X —

nadat in de factor van het tweede lid dezer vergelijking,
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die tusschen haakjes staat voor g, L, gesubstitueerd is,
200 verkrijgb men voor de oplossing van (1 en 2)
= Csin (42° e o) COS ny U,y
of ook :
(17) { t = {cos (42° age wf) (A cos ny + B sin ny)

—+ gin (445, at) (C cos ny + D sin ny) } U
waarin A, B, ¢, D mllekeuucre constanten zijn. Ucze
mnutdn’ren Wm.den bepaald uit den initialen toestand van :
de plaat: A en B uit hare initiale afwijking, C en D
uit hare initiale snelheid.

De oplossing (17) hiedt nu verschillende punten van ver-
gelijking aan met de vesultaten door Chladni verkregen.
Vooreerst is wit (17) afteleiden dat de knooplijnen be-
vat zijn in de vergelijkingen
(18) U, = o
(19) A cos ny 4 sin ny = o

C cos ny + sin ay = o

De vergelijking (18) wijst op knooplijnen die bestaan
uit eoncentrische cirkels. De stralon alsmede het aantal
dezer cirkels zijn uit deze vergelijking fe berekenmen, na-
dat men in haar voor iny eene der waarden gesubsti-
tueerd heeft, die door de vergel. (15) worden verkregen.

Behalve deze knooplijnen kunnen in de klankfiguren -
cener cirkelvormige plaat nog diameters voorkomen, die
den cirkelomtrek in gelijke declen verdeelen ; dit vloeit
voort uit de vergelijking (19). Zin toch de grootheden
A, B, ¢, D zoodanig, dat A:B=C:D dan is:

Ny = arc tang. o

TE Qﬂ

T
Y T g, = s g e Ly da

Vi n an
Van dit oneindig aantal waarden zijn er evenwel slechts
n die werkelijk onderscheiden zijn.
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De normale knooplijnen van eens cirkelvormige plaat
worden derhalve door de theorie verklaard. 7ij geeft echter
geene rekenschap van de veelvuldige afwijkingen die men
bij de proefneming ziet omfstasn; Kirchhoff onderstelt
dat dit daaraan moet worden foegeschreven, dat de plaat
niet volkomen wrij is, zocals bij de theorie wordt asn-
geni)lﬂen.

Stelt men door n het asntal trillingen voor dat o de
eenheid van tijd plaats heeft, dan volgh uit de vergelij-
king (17) verder:

e

b 4

De hoogte der toonen die de klankfiguren vergezellen
is dug registreeks evenredig met de quadraten van i,u
of van de wortels der vergelijing (15).

Om deze wortels te vinden is hel noodig in de verge-
Ijking (15) de waarden van de grootheden X®, Y® en
hare differentinalquotienten te substitueren. De vergelijking
die aldus ontstaat, wordt deor Kirchhoff getranstormeerd
tot deze:

n E
(20) 0=y —1)n*(n— 1)+ >+ (— 1) N—Ikcc‘”‘
1 k

waarin
Bi=—w*( =D +dy(nd 28 (nt 28+ 1)
1r—1)—2k+ dyk(ni k) },
M,=1.2..k.24+1.24+2..0+k.n+1.24+2..
nd 24— L.
Identisch met de vergelijking (20) is dus ook

4 ’.»CB

[ A SRS SR BRI
e A ATEAL )
de grootheden A,, A, ... zijn hierin geheel bepaald zoo-
dra men voor n eene waarde gekozen en voor § eene
6

at?
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onderstelling (bijv. die van Poisson 8 — } of Wertheim
6 =1) gedaan heeft. Ingeval n=—=10 of n — 1 lette men
echter by de berekening van A,, A, .., op de omstan-
digheid, dat (44 —1)#’(n — 1) =0 is, en men de ver-
gelijking (20) derhalve door o kan deelen,

Beschouwt men nu #* als onbekende, dan zal wit do
vergelijking (21) voor iedere waarde van # (bij eene ze-
kere onderstelling omtrent 6) een oneindig aantal wortels
benaderd kunnen worden die in orde hunner grootte

(“-m)" (“m)*v (“-”n)‘a e {1 )ty o
mogen heeten. Uit ieder dezer grootheden is nu déne
positieve reegle waarde van {1, te vinden. TIntusschen
wordt deze wijze van berckening door Kirchhoff alleen
gevolgd voor de kleinere wortels, de grootere benadert hij
meer direct nit de vergelijking (15) op deze Wwijze :

Is n=0 dan kan men X" en Y® aldus ontwikkelen:

1 g I e e
(0] e = g o o
i VE‘{I*" {16z 1.2 (16
(1.8.5p 1
1.2.3 (6zy "'}
L g ey . ( (1.3p 1
. T 2z 22y (1 — g
Y ; ﬂ‘/z{(cos 2 + win 22) 13 (162}
1.3.5.7p 1 ) 17 C Ly
el % — c0s ) (—
T 1.2.3.4 {6y Hiin B e 002 29) 5= e
1.4.5

y 1 (1.3.5.7.9¢ 1 )}

1.2.8 (6o * 1.2.3.4.5 (@6ayp
Met deze twee reeksen kan men nu suceessivelijk X™,

YO, X0 ¥R 0 X" Y™ ontwikkelen , daar uit de ver-

gelijkingen (10) volgen :

Xt =g o 4 (X'”’)

dz &
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Yol — 1= & (Y:‘})

de 2
Hiermede vindt men dan:
Jaz
b, :5;—;_:/5{1 : 14??' T + (1—4n7)(9 —4n*) G )
(1 —4n")( — 4wy (285 —dn”) 1 z
+ = = )
1. 2. 8. (162)
L 211/?‘ { (cos (27 — inm) 4- sin (22 — ins))
B (I—4n)(9—4n) 1
1. 2 (16z)
(1 —4n%) (9 — 4n")(25 — 407) (49 —4n") 1
B 1.2 9 4 (162) ) i
: o 1 —4n 1
-+ (sin (22 — } nw) — cos (20 — § na)) (—1—— Tor
(1 — 42°)(9 — 42) (25 — 4n") 1 i )}
1. 2.8 (L6zy "

Deze waarden in de vergelijking (15) substituerende,
kan men tang (2.‘8 — 1 ?Is;r) aldus witdrukken:

1/ iy ¢ d .
(9'2) t&ng (2;;;__ 1 nn): 162 (lix}l (lgm)
®F T T @ey T
Waarin
P

b—y(1—4n") —8
oe—=p (1—447 (9—4 <+ 48 (1—4 %)
d=—y i {(1—4 ) (9—4 ") (13—4 =)} + 8(9
+ 136 #* + 80 n¥)
Is de waarde van « groot, dan wordt (22) eenvoudig
tang (20 — } na) =0
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en i = {J.ﬂ‘u — } 7 (n+ 2h) wanneer A een positief geheel
gefal voorstelt.

Door vergelijking met de overige wijze van berekening
vindt men het getal % altijd = p waarunit

H.ﬂp =t m(n 4+ 2u).

Niet alleen leert deze uwitkomst de grootere waarden van
by kennen, maar tevens volgt hiermt de wet, door
Chladni gevonden, dat de trillingsgetallen der toonen,
die in hunne klankfliguren hetzclfde aantal diameters
hebben (deze hebben dus allen « geljk) uitgenomen de
diopte, zich ongeveer als de quadraten van de op elkander
volgende even of oneven getallen verhouden.

Omtrent de numerische resultatcn, volgens de aange-
geven handelwijzen verkregen, merken wiy alleen dit op:

In de eerste plaats dat de absolute hoogte der diepste
toonen geene onaanzienlijke verschillen doet zien met
die welke Chladni opgeeft; zulke verschillen doen zich
althans voor, wanneer men gebruik maakt van eene der
beide onderstellingen: § =% of 8§ =1; zoolang 6 niet
met juistheid bekend iz, laat ziech hier echter geene
betere oversenstemming verwachten. In de tweede plaats
levert de berekening der stralen van de civkelvormige
knooplijnen uit de vergelijking (18) eene overeenkomst
op met de directe metingen, zuiver genoeg om aan fte
nemen dat de verschillen aan onvermijdeljke metings-

fouten moeten worden toegeschreven.




STELLINGEN.

De verklaring der klankfiguren, door WamAtsTONE
gegeven, 1s voldoende bevestigd.

2.

¢.... le role de D'élasticité dans la nature est au
moins aussi important que celui de la pesantenr universelle.»
LawmE.

3.

By toeval heeft Sormiz Geruwary de differcntiaal ver-
geljking govonden, waarin de beweging eener trillende
plaat ligt opgesloten,

4.

Ounjuist zijn de bepalingen van de grootheid 6 door
Poisson (0 = %) en door Worruznt (8 = 1).
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9.

De gronden door Lmisxits aangevoerd voor de volgende
bewering zijn onvoldoende :

€.... le caleul par deux, c'est i dire par 0 ef par
L, en récompense de sa longueur, est le plus fondamental
pour la science, et domne de nouvelles découvertoes gui
se trouvent utiles ensuite, méme pour la pratique des
nombres, et surtout pour la géomélries

6.

De bepaling van cenledigen vorm in de leerhoeken van
Liacnors, Kmmewss en Bavon Guveey & STROOTMAN, is
af te keuren.

7

De methode van D’Avumeert voor de integratic der
lineaive differentinalvergelijkingen met constante codfi-
ciénten, voor het geval van gelijke wortels is niet zear
aan te bevelen,

B.

De methode ter benadering der wortels eener hoogere
magtsvergelijking van Byeryg, door middel van zijne
Dual Arithmetic is niet zoo geschikt als die van Hozxux.

9.

¢. ... le conseil Ie plus important que Uon puisse donner

a ceux qui ctudient les mathématiques, clest d’exercer
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leur imagination beaucoup plus que lenr mémoire, ¢’est de
lire pen ef de penser heaucoup, de chercher par eux-
mémes les démonstrations, ou du moins d'essayer leurs
forces le plus souvent qu'ils pourrvont.s

Lanaxpm,

10.

De verklaring van de kleuren der sterren door Dorrrur
is onaannemelik,

il

De beste calorimeter is fot nog toe de isealorimeter

van BuNsEx,
] 52

De verklaring der isperiode moet gezocht worden in
de veranderde verhouding van land en water.

13.

De hypothese van Thomson omtrent het ontstasn van
het leven op aarde is niet wetenschappelijk.

14,

De onderscheiding van het menschdom in scorten ver-

dient de voorkeur boven de verdeeling in rassen.
o




VERBETERINGEN.

pag. 36 reg. 6 v. o. moet wegvellen: A, Zandfiguren,

» 41 o 6 v.o.lees: is, en afhangt van het aantal knoop-

lijnen, D enz.

74 » 7 v. b. lees: experiment.
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