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??? Geschiedenis en Literatuukoverziciit. Tot op het midden der 19Â° eeuw was het bestaanvan twee geheel verschillende soorten ruimtekrommenvan den vierden graad onbekend. Men kende sinds langde snijkromme van twee quadratische oppervlakken, doorwelke dan steeds oneindig vele van dergelijke opper-vlakken gaan, die samen een bundel vormen; dergelijkekrommen had Monge reeds omstreeks 1800 in bijzonderegevallen bestudeerd. Eerst in het jaar 1850 werd doorSai.mon *) gevonden dat er nog een tweede ruimtekrommevan den vierden graad beslaat, welke in verschillendeopzichten van de van ouds bekende kromme verschilt.Eenige jaren later, in 185G, deed SteiNEr 2), onafhan-kelijk van zijn voorganger, dezelfde ontdekking. Beidenmerken op dat ze hier blijkbaar een geheel onbekendekromme ontmoeten; noch Salmon, noch Steiner schijnthaar echter aan een nader onderzoek te hebben onder-worpen. Het eerst werd de nieuw ontdekte kromme uitvoerigbestudeerd door Cremona. Deze bood in de zitting van7 Maart 18G1 aan

de Academie van Bologna een ver-handeling aan, getiteld â€žIntorno alla curva gobba dolquart\' ordine per la quale passa una sola superf??cie disecondo grado", waaruit hij de gevonden resultaten \') On the classification of curves of double curvature. TheCambridge and Dublin Mathematical Journal. Vol. 5. 18\'jO. (p. 40). ") Uber die Fl?¤chen dritten Grades. Journal f??r Math. (Credo)53. 18f)7 (p. 138). Ook afgedrukt in: Jacob Steiner\'Â? GesammelteWerke. Zweiter Band. Berlin 18812. (p. 050).



??? voorlas J). De verhandeling in haar geheel werd nietin de â€žMemorie" van genoemde academie opgenomen;ze verscheen echter in hetzelfde jaar in de Annali diMatematica 2). In de bovengenoemde verhandeling gaat Cremona uitvan de bekende snijkromme van twee quadratische opper-vlakken, die hij de vierdegraadskromme â€žvan de eerstesoort" noemt. Deze kan klaarblijkelijk geen trisecantenbezitten. Immers de kromme is basiskromme van eenbundel quadratische oppervlakken; een trisecante zoumet al deze oppervlakken drie punten gemeen hebben,dus erop moeten liggen, ze zou dus ook als deel vande basisfiguur optreden, hetgeen ongerijmd is. Vervolgens bespreekt Cremona de kromme van denvierden graad, die men als volgt verkrijgt. Men brengteen hyperbolo??de II lot doorsnijding met een cubischoppervlak dat met de hyperbolo??de twee rechten h enh van hetzelfde stelsel gemeen heeft, of wel ?Š?Šne lijn,die dan echter dubbelrechte moet zijn van het cubischoppervlak. De restdoorsnede is dan een kromme Clvan

den vierden graad. Elke beschrijvende lijn van IIzal het cubisch oppervlak in drie punten moeten snijden;behoort nu die lijn lot hetzelfde stelsel als h en h danzal ze, daar lijnen van eenzelfde stelsel elkaar kruisen,in drie punten op de kromme Cl rusten, dus trisecantezijn. Behoort ze echter tot het tweede stelsel op II,dan snijdt ze h en l-> elk in ?Š?Šn punt en dus de krommein nog slechts ?Š?Šn punt; ze is dan een unisecante. C4heeft dus oneindig vele trisecanten, ze wordt doorCremona de vierdegraadskromme â€žvan de tweede soort"genoemd. Het bezit van trisecanten brengt nu onmiddellijk metzich dat door de kromme van de tweede soort geen \') Dit uittreksel is opgenomen in: Itendic. dell\' Accad. diBologna 18G0â€”\'61.!) Ann. di Mat. 4. 1801.



??? ander quadratisch oppervlak dan H kan gaan. Immers,stel dit was wel liet geval, dan zou een trisecante metelk der quadratische oppervlakken drie punten gemeenhebben, dus erop liggen, hetgeen onmogelijk is, daartwee quadratische oppervlakken slechts een figuur vanden vierden graad gemeen kunnen hebben. Het belangrijkste verschil tusschen de kromme vande eerste en de tweede soort is echter dat de laatsterationaal is, d.w.z. dat haar punten ?Š?Šn aan ?Š?Šn kunnenworden toegevoegd aan de punten eener rechte lijn.Dit blijkt onmiddellijk als men een der trisecanten alsas kiest van een vlakkenbundel. Elk vlak snijdt dekromme dan nog in ?Š?Šn punt; elk punt bepaalt omge-keerd ?Š?Šn vlak, en daar men de vlakken weer projectiefkan laten overeenkomen met de punten eener rechtekan men dus de kromme punt voor punt op een rechtelijn afbeelden. Dit verschaft het groote voordeel datalle methoden van de verwantschapstheorie op onzekromme van toepassing zijn. Samenvattend vinden we dus dat de kromme van detweede soort

zich van die der eerste soort onderscheidtdoor de volgende eigenschappen: 1Â°. Door haar gaat slechts ?Š?Šn quadratisch oppervlak,de hyperbolo??de II. 2Â°. Ze bezit oneindig vele trisecanten, welke samende eene regelschaar der hyperbolo??de uitmaken. 3Â°. Ze is rationaal. Het is echter goed reeds hier op te merken dat debegrippen â€žrationaal" en â€žtweede soort" niet steedssynoniem zijn. Zoo ontslaat bij de doorsnijding vantwee elkaar rakende quadratische oppervlakken eenruimtekromme van den vierden graad met dubbelpunt,en daar deze als basiskromme van een bundel quadra-tische oppervlakken kan optreden is ze van de eerstesoort. Toch is ze rationaal daar elke lijn, die hetdubbelpunt met eenig ander punt van de kromme ver-bindt, als oneigenlijke trisecante is op te vatten, dus



??? als as van een vlakkenbundel kan worden gekozen. Gremona zelf heeft, behoudens een korte beschouwingover eene bijzondere ruimtekromme van den vierdengraad (n.1. over die met twee stationnaire raaklijnen)niets meer over hetzelfde onderwerp gepubliceerd. Zijnwerk werd aangevuld door Bertini, die o.a. vond datelke ruimtekromme van den vierden graad en de tweedesoort drie zoogenaamde hoofdkoorden of dubbele osculatie-koorden bezit, welke bovendien door ?Š?Šn punt gaan;hierbij is een hoofdkoorde een lijn, die twee zoodanigepunten op de kromme verbindt, dat elk gelegen is inhet osculatievlak van het andere. Van niet minder belang was liet werk van den Oos-tenrijkschen wiskundige Emil Weyr, die in de jaren1871 â€” 78 een aantal verhandelingen het licht deed zienover de algemeene en bijzondere rationale krommen Clen hare afbeelding op een kegelsnede. Hij toonde aanhoe men uit de afbeelding tal van eigenschappen vande kromme kan opsporen en hoe men, zonder een enkeleformule te gebruiken, alle

resultaten van Bertini kanterugvinden. Nadat dus in hoofdzaak door Cremona, Bertini enEmil Weyr de theorie der ruimtekrommen van denvierden graad en de tweede soort was opgebouwd,hebben vele anderen hieraan meer of minder belangrijkeonderzoekingen toegevoegd en is een vrij uitgebreideliteratuur ontstaan. Bij geen der latere schrijvers is dezeliteratuur ook slechts eenigszins volledig opgegeven.Wel komt een zeer goede literatuuropgave voor bij GinoLoria \')â€? Aan Loria is ook de onderstaande lijst ge-deeltelijk ontleend; alleen bevat ze nog een tweetalverhandelingen meer van Weyr en zijn enkele foutieveopgaven verbeterd. Ten slotte moge hier nog met een enkel woord een \') II passnto cd il presente delle principnli teoric gcomctriche.Torino. 181)6. (p. 139).



??? werk vermeld worden, dat mij bij liet doorzoeken derliteratuur talrijke diensten heeft bewezen, n.1. Pocc.ENDonKF\'sBiographisch-Literarisches Handw??rterbuch zur Geschichteder exacten Wissenschaften. Het geeft o.a. van velewiskundigen tot op het jaar 1904 de volledige lijst hun-ner publicaties. Voor het verzamelen van de literatuurvan een bepaalden schrijver over het onderwerp envoor het opsporen van fouten in andere literatuuropgavenbleek het herhaaldelijk een uitstekend hulpmiddel te zijn. In onderstaande lijst zijn overal het nummer en hetjaartal van het bedoelde deel van een tijdschrift aan-gegeven. Eventueel voorkomende Romeinsche cijfershebben betrekking op de reeks. C-hemona. Intorno alla curva gobba del quart\' ordineper la qu?¤le passa una sola superficie disecondo grado. Annali di Matematica. 4.1861. Emil Weyr. ?œber rationale Raumeurven vierter Ordnung. Sitzungsberichte der Wiener Akademie.63. 1871. ?œber Raumeurven vierter Ordnung miteinem Guspidalpunkt. Id. 71. 1875.?œber die Abbildung einer rationalen

Rauni-curve vierter Ordnung auf einen Kegel-schnitt. Id. 72. 1875.Weitere Bemerkungen ??ber die Abbildungeiner rationalen Raumcurve vierter Ordnungauf einen Kegelschnitt. Id. 73. 1876.?œber Raumeurven vierter Ordnung miteinem Doppelpunkte. Id. 75. 1877.?œber Punktsysteme auf rationalen Raum-eurven vierter Ordnung. Id. 75. 1877.?œber die Abbildung einer mit einem Cus-pidalpunkte versehenen Raumcurve vierterOrdnung auf einen Kegelschnitt. Id. 78. 1878.



??? Emil Weyr. ?œber die Abbildung einer Raumcurve vierterOrdnung mit einem Doppelpunkte auf einenKegelschnitt. Id. 78. 1878. - ?œber rationale Curven vierter Ordnung. Math. Ann. 4. 1871.â€” ?œber Curven vierter Ordnung. Sitzungs"berichte der b??hm. Gesellsch. d. Wiss.(Prag). 1874. Bertini. Sulla curva gobba di 4Â° ordine e 2a specie. Rendic. Ist. Lomb. II. 5. 1872.Armexante. S??lle curve gobbe razionali del quartoordine. Giorn. di Matematiche (Battaglini).11. 1873 en 12. 1874.Sturm. Sur la surface envelopp?Še par les plans qui coupent une courbe gauche du 4Â° ordreet de la 2Â° esp?¨ce en quatre points d\'un cercle.Annali di Matematica II. 4. 1870-\'71.Adler. ?œber Raumcurven vierter Ordnung zweiter Art. Sitzungsberichte der Wiener Akademie.86. 1882. Weitere Bemerkungen ??ber Raumcurvenvierter Ordnung zweiter Art. Id. 86. 1882.?œber specielle Raumcurven vierter Ordnungzweiter Art. Id. 86. 1882.Roberts. On unicursal twisted quartics. Proceed. of the London Math. Society. 14. 1883.Jolles. Die Raumcurve vierter

Ordnung zweiterSpecies synthetisch behandelt. Inaugural-Dissertation. Dresden 1883.Die Theorie der Osculanten und das Sehnen-system der Raumcurve vierter Ordnungzweiter Species. Habilitationsschrift. Aachen.1886. Brambilla. Sulla curva gobba del quarto ordine dotatadi punto doppio. Rendic. Ist. Lomb. II.17. 1884. â€”-â€” Le omografie che mutano in s?¨ stessa una



??? curva gobba razionale del quarto ordine.Id. II. 20. 1887. Ricerche analitiche intorno alle curve gobberazionali del quarto ordine. Atti Ist. Veneto.VI. 3. 1885. ?œber die Raumcurven vierter Ordnungzweiter Art. Berichte d. Sachs. Gesellsch.d. Wiss. (Leipzig). 38. 188G.Die Raumcurve vierter Ordnung zweiterArt und die desmische Fl?¤che zw??lfterOrdnung vierter Klasse. Journal f. Math.(Crelle). 101. 1887. ?œber die mit der Erzeugung der Raum-curve vierter Ordnung zweiter Species ver-kn??pften algebraischen Prozesse. Math.Ann. 29. 1887. Die Raumcurve vierter Ordnung zweiterSpecies. Berichte d. Sachs. Gesellsch. d.Wiss. (Leipzig). 42. 1890 en 43. 1891.Sulla curva gobba razionale del quartoordine. Rendic. Ist. Lomb. II. 23. 1890.Sopra alcuni iperboloidi annessi alla curvagobba razionale del quart\' ordine. Id. II,25. 1892. Sui combinanti dei sistemi di forme hinarieannessi alle curve gobbe razionali del quartoordine. Ann. di Mat. II. 20. 1892.Forsytii. On twisted quartics of the second species.Quart. Journ. of Math. 27. 1895. Over de

ruimtekromme van den Vierden graad en detweede soort, welke twee stationnaire raaklijnen bezit,handelen meer in het bijzonder:Crf.mona. Sopra una certa curva gobba di quart\' ordine. Rendic. Ist. Lomb. II. 1. 18G8.Emil Weyr. Sopra una certa curva gobba di quart\'ordine. Id. II. 4. 1871- Brambilla. Study. Stahl. Meyer. R??hn. Berzolari.



??? Appell. Sur une classe particuli?¨re de courbesgauches unicursales du quatri?¨me ordre.Comptes rendus (Paris). 83. 1876. Bhambilla. Sopra alcuni casi particolari d?Šlia curvagobba rationale del quarto ordine. Rendic.dell\' Accatl. di Napoli. 24. 1885. Del Re. Omografie clie mutano in se stessa unacerta curva gobba del 4Â° ordine e 2a speciee correlazioni che la mutano nella svilup-pabile dei suoi piani osculatori. Atti dell\'Accad. di Torino. 22. .1887. ----â€” Correlazioni che mutano la quartica gobba con due flessi nella sviluppabile dei suoipiani bitangenti. Rendic. dell\' Accad. diNapoli. II. 1. 1887. Su certi sistemi di quartiche e sestichesviluppabili che si presentano a propositodelle trasfonnazioni lineari di una certaquartica gobba in s?¨ stessa. Id. II. 2. 1888.



??? HOOFDSTUK I. De algemeene kromme van den vierden graad ende tweede soort. - 1. De voorwaarde voor complanaire ligging van vierpunten van de kromme en de eigenschappenwelke daaruit onmiddellijk volgen. Meest alge- Uit het feit dat C4 rationaal is volgt dat liet mogelijkmetervoor-1 moet zijn de homogene co??rdinaten xk van elk harerstelling. punten uit te drukken als geheele rationale functies vaneen enkelen parameter w, welke functies dan natuurlijkvan den vierden graad moeten zijn. In het algemeenzal men de kromme dus kunnen voorstellen door xk = ak ul bk u3 ck u\' dk u fk (k =1,2,3, 4) Voorwaarde Snijdt men Cx met een willekeurig vlakVoor compla-naire ligging Ai Xi Aa XÂ? -f" A3 -f- Ai Xi â€” 0van vier pun- tn" van c*\' dan worden de parameters der snijpunten geleverd dooi-de vierdegraadsvergelijking: CS At at) u* (S A, fo tl3 (2 At ck) n- (E At dk) Â? V A, fk = O Stelt men nog: Ml Â?8 "3 Ui = Ui Ut 1/2 Ml 1/3 Ml Ui M2 u3 l/o Ml Ma Ui = f/aMl Â?2 M3 Ml Ma Ml lil Â?3 Â?4 W? Â?3 M4 = UiMl Mg Â?3 Â?i = C/.i



??? dan is: ??t (2 A a) = â€” 2 A b ?œ2 (2 A a) = 2 A c03 (2 A Â?) = - 2 A clUi (2 A a) = 2 A ?’ Men heeft dus: (fli l/l ?Šl) A, (Â?2 f7l 62) A2 4- (Â?3 b3) A3 (Â?4 Ux 64) A4 = O (rtl Ui â€” (,\'l) Al (Â?2 U2 â€” Ci) Ao (Â?3 Ui â€” C3) As (Â?i U2 â€” c\\) A4 â€” 0 (ai U3 dl) Al -1- (Â?2 Ui -f dÂ?) AÂ? 4- (a3 A3 (Â?4 03 di) Ai = 0 (Â?1 - A) Al (Â?2 U.i - /o) A2 (Â?3 Ui - fa) A3 (a4 Ui â€” A) A4 = 0 Elimineert men nu tusschen deze vier vergelijkingende grootheden A, dan vindt men een betrekking, diegeldt voor elk viertal in ?Š?Šn plat vlak gelegen puntenvan ?œl. Deze betrekking bevat een determinant, dienmen ook aldus mag voorstellen: ==0 1 0 0 0 0 Ui ai Ui bi a* Ui h a3 Ui b3 Â?4 Ui -f bi Ui Â?i Ui â€” Cl fl2 Ui â€” Ci Â?3 Ui â€” C3 Â?4 JJi â€” a Ua ai Us di 02 U3 di a3 U3 -f- d3 ai U3 -f- d\\ Ui ai Ui â€” fi a2 Ui â€” fi Â?s Ui â€” f3 a.i Ui â€” A Door de eerste kolom, na doelmatige vermenigvul-diging, van elk der overige af te trekken zal men vinden: 1 â€”ai â€”Â?2 â€”f\'3 â€”ai Ui bi bi b3 bi Ui â€” Cl â€”Ci â€”C3 â€”Ci Us di \' d. da di Ui â€”f\\ â€”ft â€”U

-A



??? of ook: (bi c2 d3 fi) (Â?, r2 d3 ft) t7i\' (Â?! b2 (h A) Uo b2 c3 fi) U3 (Â?i b, cs (h) Ui â€” ODeze vergelijking is dus van den vormAo Ul U2 U3 Â?4 A\\ (ttl M2 Â?3 .... "2 Â?3 ftj) A-l (ttl Â?2 . . . "3 Â?l) Aa {lil Â?2 Â?3 -f Ui) -Mi = 0 Zij bepaalt de involutie van den vierden graad enden derden rang h3 waarin de punten van Cl door devlakken van de ruimte worden gerangschikt. Stniionnairc Onder de groepen dezer I3 zullen er ook voorkomenraakvlakken. waarjjjj ane vier waarden u gelijk zijn. Dit beteekentdan dat een vlak vier opeenvolgende punten van Clbevat (stationnair raakvlak); het raakpunt zullen we eenplanair buigpunt noemen. De parameters der planairebuigpunten worden klaarblijkelijk gevonden uit de ver-gelijking Ao ux 4 Ai u" -f G As u\' -I- 4 Aa u A i = 0Derhalve: C4 bezit vier stationnaire raakvlakken. Â?>e voor- Men kan aantoonen dat men eiken vorm van den baarde voor v|er(ien graad door een lineaire substitutie kan omzettencomplanairo Â° . , , , , "gging in in een anderen vorm waarin slechts even machten voor- gedaantc^Cr komen. men

(*oor invoering van een anderen parameter, die lineair van u afhangt, bewerken dat de vier buigpunten worden geleverd door eeno vergelijking van den vorm f4 6mf8 1 =0.....(1) Dan wordt de overeenkomstige h3 aangewezen doorti <2 h U m [ti U ti h ti h t2 h -H t2 U /â€ž /.,) -f- 1=0......(2) welke betrekking we voortaan zonder meer als de â€žvoor-waarde voor complanaire ligging" zullen aanduiden. Osculatie. Wanneer men een der punten van een complanaire



??? vlakken, uit groep als vast aanneemt vormen de drietallen overigeaarf ^c" punten de groepen van een 732, welke door een vlakken-gelegd. schoof, met het vaste punt als centrum, op C4 wordtingesneden. Kiest men = to als parameter van hetvaste punt, dan wordt de ?’32 voorgesteld door to ti tl h m {ti t2 fi fs h t-i) m fo (<1 h) 1 = 0 Hare drievoudige elementen, die betrekking hebben oposculatievlakken, worden geleverd door de vergelijking: tot3 3 m t- 3 m to t -f 1 = 0 Dus, daar deze van den derden graad is:Door elk punt van 6\'4 gaan drie vlakken die haar eldersosculeeren. d^\' jCVÂ°trmJ Noemen we t\', t", t\'" de parameters der steunpuntenpunten dezer dezer osculatievlakken dan volgt uit de laatste vergelijking:oscillatie- vlakken. to (t\' t" 1\'") = - 3 m, t\' t" t\' t\'" t" t\'" = 3 m, t0t\'t"t"\' = -1 â€? De drietallen steunpunten, behoorend bij de puntenvan C4, vormen klaarblijkelijk een /3, waarvan men devoorstelling verkrijgt door uit de laatste betrekkingente elimineeren: t\' t" -1- t\'" = 3 m t\' t" t\'"t\'t" t\'t\'" t"t\'" = 3m Ten einde deze /;t op een

meer gebruikelijke wijzevoor te stellen vervangen we t\' t" t\'" door A, waardoort\' t" t\'" = 3 m A. Daar verder t\' t" t\' t"\' t" t\'" = 3 m wordt de vergelijking der h \' t3 â€” SmXt2 3int â€” A = 0 of: 3 m t) - A (3 m t2 1) = 0 . . . (3)



??? Elk punt p Indien men de zooeven gevonden uitdrukkingenvan CÂ? ligt metdttli?? \'\' <ot\'" = -3 m, t\'t" t\'t\'" 1" t\'" = 3m, Punten der t0t\'t"t\'" â€” â€” 1 uit P getrok- tievlakken\'a" in voonvaar^e voor complanaire ligging stelt blijktdat hieraan wordt voldaan. Derhalve: Legt men door een punt van C4 de drie mogelijke os-culatievlakken dan liggen de steunpunten met het eerst-genoemde punt in ?Š?Šn vlak. Voor deze eigenschap geeft Weyr nog het volgendeeenvoudige meetkundige bewijs. Men projecteere C4 uiteen harer punten P. De projectie is dan een vlakkekromme van den derden graad, die een dubbelpuntbezit ter plaatse waar de door P gaande trisecante hettafereel treft. Een zoodanige kromme bezit drie op ?Š?Šnrechte lijn gelegen buigpunten, welke de projecties zijnvan de steunpunten der door P gaande osculatievlakken.Deze steunpunten liggen dus met P in ?Š?Šn vlak. Revormd In het algemeen zal door drie punten van Cx hetUoordcHteun- punten der vierde, daarmee complanaire, punt bepaald zijn, wattriaecanten. trouwens ook uit (2)

volgt als men ze schrijft: [<i h h m (ti ti /Â?)] h 4- [m {ti h <i fÂ? 4- h h) 1] = 0 t\\ zal onbepaald zijn indien gelijktijdig: ti h h m {ti h h) = 0m {ti t2 tih-\\- h h) 1=0 Meetkundig beteekent dit echter dat de punten metparameters <2, <3 op ?Š?Šn rechte lijn liggen, dus steun-punten zijn van eene trisecante. Uit de verkregen ver-gelijkingen volgt dal elke groep bepaald wordt door ?Š?Šnharer punten, dus: I)e steunpunten der trisecanten vormen een In.



??? Stelt men ook hier weer t\\ t2door A voor, dan wordt ti i2 -f" ta = â€” â€”, en daar ti t2 ti h t213 = m 1 = â€”â€” wordt h dus voorgesteld doorm ta â€” t2---- t â€” A = 0 m vi of: (m *3 - t) A (t2 â€” m) = 0 . . . . (4) Uit een ge- Wanneer men uit de vergelijkinggeven punt dc overige twee t2 â€” (/i t2) t ti t2 = 0 der groep te bepalen. en uit de straks verkregen betrekkingen, geschreven inden vorm m h t2) m -\\-tit2h = 01 (h \'2) Â?1 t3 -f ti h m = 0de symmetrische functies ti h en U t2 elimineert, danzal de vergelijking t2 â€”t 1m h ?Â? <3 1=01 m ta 1)1 de waarden van t leveren, die de punten aanwijzenwelke met het door t3 aangegeven punt op dezelfde trise-cante zijn gelegen. Of wel: (m2 _ m 2) -f (,â€ž2 ts â€” ta) t -f K h- - ;h) = 0 (5) RccantenCtri\' Vergelijking (5) zal twee gelijke wortels t bezittenindien (m* h - h)2 = 4 (m* - m t32) (m2 ta2 - m) Daar deze van den vierden graad is in /Â? heeft men: C* bezit vier raaklijnen, die haar bovendien nog snijden. Snijpunten De parameters der snijpunten der rakende trisecantenuczcr trisC" cantcn. worden

geleverd door de laatste vergelijking, welke 11aherleiding de gedaante aanneemt 4 ms t* â€” (3 m4 G m\' - 1) t2 -f 4 m\' = 0 (G)De kegel, die uit een dezer punten Cl projecteert, isvan den derden graad en bezit een keerribbe; hij is dusvan de derde klasse. Derhalve: \\



??? Door C" gaan vier kegels van den derden graad en dederde klasse; hun keerribben zijn de rakende trisecanten.Raakpunten De beide boven gevonden vergelijkingencant?Šn.triSe\' h \'h m (Â?, U U) = 0 m {tl tÂ? tl t3 ts la) 1 = 0waardoor de I3 der steunpunten van trisecanten konworden voorgesteld, gaan voor ti=t2=t over in(if2 m) ta 2mt = 0 2 m 113 (w 1) = 0 welke bij eliminatie van t3 de vergelijking geven: 0t2 m) (m t2 1) â€” 4 m212 = 0of: m tl â€” (3 w2 - 1) *2 Â?i = 0 . . (7) waardoor dus de raakpunten der rakende trisecantenworden aangewezen.Eeninvolutie Een aandachtige beschouwing der vergelijkingen (1), Sn graad?) ^ 611 ^ dÂ°Gt Â°nS Z\'en dat deZG &lle drie liggenC\'. \'n 01> gesloten in de vergelijking = 0.....(8) welke een /i op Cl voorstelt. Derhalve: De vier buigpunten, de vier raakpunten der rakendetrisecanten en de vier snijpunten dezer bijzondere trisecantenvormen drie groepen van eenzelfde I.j. De zes dubbelpunten dezer h zijn gemakkelijk aan tegeven. Immers A = 0 geeft een groep die uit t2 = 0en t2 â€” oo bestaat Verder

levert p = â€” 2 A de groep(t l)2 (t - l)2 = 0 en (jl = 2 a de groep (< â€” O" = 0 Onze h heeft dus de bijzonderheid dat ze drie groepenbevat, die elk bestaan uit twee co??ncidenties. Splitsing der Merkt men op dat de vergelijking A tx -f- p t- A = 04 in drie 1 niet verandert als men substitueert t = â€” u of t = u of f = â€” ^ dan ziet men in dat elke groep der li opu drie wijzen is te splitsen in twee paren, zoodat de I\\ontstaat door de paren van een der quadratische in-voluties t w = 0, t u â€” 1, t u = â€” 1in paren te rangschikken.



??? Deze drie hebben tot dubbelpunten t=0 ) t=1 l tâ€”i lt = oo ) t= â€” li t = â€” i iDit zijn juist de zes dubbelpunten der 74, hetgeen ookte verwachten was. 2. De dubbele osculatiekoorden of hoofdkoorden. We stellen ons de vraag of twee punten van Cl zoogelegen kunnen zijn dat elk van hen het snijpunt isvan C\'4 met het osculatievlak in het andere punt. Dekoorde, die twee zoodanige punten verbindt en volgenswelke dus twee osculatievlakken elkaar snijden, zullenwe een dubbele osculatiekoorde of hoofdkoorde noemen.Aantal der Ten einde vooreerst het aantal der gezochte punten culatiekoor8 v\'nc\'en c^en\'<en we ons \'n eenig punt D van Cl hetden. osculatievlak aangebracht, dat Cl nog in Q moge snijden. Het osculatievlak in Q zal evenzoo de kromme in lisnijden. Indien dan li met P samenvalt is het gewenschtegeval voorhanden. Nu bestaat er tusschen de puntenP en R klaarblijkelijk een verwantschap (1, 9); immersP bepaalt ?Š?Šn punt Q en Q weer ?Š?Šn punt 11. Omgekeerdbepaalt echter li drie punten Q (bl. 12), welke elk

weerdrie punten P leveren, zoodat li aanleiding geeft totnegen punten P. Onder de tien co??ncidenties zullen, zooals men aan-stonds inziet, en ook straks nog nader zal blijken, devier planaire buigpunten (bl. 11) voorkomen; er blijvener dus nog zes over, welke paarsgewijze een hoofdkoordebepalen. Derhalve: Cl bezit drie hoofdkoorden.Parameter- Uit de voorwaarde voor complanaire ligging leiddenwaarden van we reeds af (bl. 12) dat de parameterwaarden t en utender hoofd-van osculatiepunt en restpunt verbonden zijn door dekoorden. betrekking u t3 -f 3 m t- 3 m u t 1 = 0



??? zoodat 3m/2 1 1\' = - * amt.....(9) Het osculatievlak, in (?<) aan C4 gelegd, zal evenzooeen restpunt (y) geven, waarbij v u3 -f~ 3 m Ms 3 m v u -f- 1 = 0Stelt men hierin de waarde (9) van u en identifieertmen v en t dan zullen dus de steunpunten der dubbeleosculatiekoorden worden bepaald door de vergelijking/ 3 m t2 IV i  IV - V/3 3 m > t 3m 8 mt) ~ t3 3mts 1 M3 3wr -j- 3mt Bij uitwerking blijkt deze vergelijking van den negenden graad te zijn, en daar ze volgens het voorgaande tien wortels moet geven, zal ?Š?Šn der wortels t = co moeten zijn. Voorts blijkt de vergelijking door t deelbaar te zijn, waardoor een tweede wortel t = 0 wordt gevonden. De overblijvende achtstegraadsvergelijking kan dan aldus worden geschreven: (9 m\' â€” 1) (ts 6 m t* â€” 6 m t* â€” 1) = 0 Onderstellen we voorloopig dat 9 in- â€” 1 niet gelijk aan nul is1) dan heeft men dus: t* G m tl â€” G m t* - 1=0 waarvoor men kan schrijven: (t* - 1) (f* GÂ?fs 1) = 0 De tweede factor wijst volgens (1) de planaire buig- punten aan ; de eerste levert voor t de waarden 1, Â? i. Vergelijking

(9) leert ons verder hoe de verkregen wortels 0, co , Â? 1, Â? i bijeenbehooren; men vindt dan: t â€” 0 ( < = 1 l t = i )t = co \\ t â€” â€” 1 ) t â€” â€” i\\ \') Wns !) w\' â€” 1 nul dan zou aan do vergelijking door elkewaarde van / worden voldaan, d.w.z. C\' zou oneindig vele dubbeleosculatiekoorden bezitten. Dit geval zal uitvoeriger behandeldworden in Hoofdstuk II, 2.



??? Merkt men op dat deze parameterwaarden juist dedubbelelementen aanwijzen van de op bl. 15 besprokenh dan heeft men dus: De steunpunten der dubbele osculatiekoorden zijn dedubbelelementen der 74, voorgesteld door vergelijking (8). koordenÂ°gaan Wanneer men de drie puntenparen 0, oo; 1, â€” 1;door ?Š?Šn\' i, â€” i op alle drie wijzen twee aan twee combineertPunt- dan verkrijgt men telkens een groep van vier punten, wier parameterwaarden aan (2) voldoen en die duscomplanair zijn. Of wel: de drie hoofdkoorden snijdenelkaar paarsgewijze. Nu kunnen ze echter niet in ?Š?Šnvlak liggen; immers dat vlak zou Cl in zes puntensnijden. En dus: De drie hoofdkoorden gaan door Mn punt. Tetra??ders, Keeren we thans terug tot de drie 72, waarin de h,bcsclir ven iiTc^CVen voorgesteld door vergelijking (8), kon worden gesplitst. Het is duidelijk dat elk dezer h wordt ingesneden dooreen vlakkenbundel met een der hoofdkoorden als as;de beide door de hoofdkoorden gaande osculatievlakkenbepalen dan de dubbelelementen der

7Â?, die hier metde steunpunten samenvallen. Merken we nog op datde viertallen der h in het algemeen niet in ?Š?Šn vlakliggen dan heeft men dus: Men kan in C\' oneindig vele tetraeders beschrijven, zoo datelk der drie paren overstaande ribben door een der driehoofdkoorden wordt gesneden. De viertallen hoekpuntenvormen de U, voorgesteld door vergelijking (8). Om bij een gegeven punt P op C4 de overige hoek-punten van het door P bepaalde tetraeder te zoekenlegge men telkens door P en een der hoofdkoorden eenvlak; deze vlakken geven elk nog een snijpunt met Clen deze punten vullen P tot een viertal aan. Als bijzondere tetraeders zijn, behalve die, welke reedsop bl. 15 werden aangeduid, te noemen die, welke eenpaar trisecanten als overstaande ribben bezitten. Pastmen (5) toe op de steunpunten van de trisecante, die



??? uit het punt h = O vertrekt, dan vindt men voor deoverige steunpunten m t2 = 1 evenzoo voor de steunpunten der trisecante uit /3 = 00 t2 = m De twee paren steunpunten worden dus voorgestelddoor (m f- â€” 1) (t2 â€” m) = 0of: mt* â€” (w#s 1)*2 m = 0 Het viertal punten, hierdoor aangewezen, behoortblijkens den vorm van de vergelijking ook tot de h. Dus: Onder de in Cl beschreven tetraeders zijn in het bijzonderte noemen: 1Â°. het tetraeder, bepaald door de buig punten. 2Â°. dat, bepaald door de raakpunten der rakende trisecanten. 3Â°. dat, bepaald door de snijpunten der rakende trisecanten. 4Â°. de drie tetraeders, die elk een paar trisecanten totoverstaande ribben hebben. Andere tetraeders met trisecanten als overstaanderibben zijn er natuurlijk niet, daar een trisecante eneen koorde elkaar niet anders kunnen snijden dan ineen harer steunpunten.Projectie van Wanneer men uit het snijpunt der hoofdkoorden CxÂ?Â?ijplint der PrÂ°jec^eer\'- krijgt men als projectie een vlakke krommehoofdkoor- van den vierden graad welke drie

dubbelpunten bezit<lon\' ter plaatse waar de hoofdkoorden het tafereel treffen. Deze trinodale kromme heeft echter nog de bijzonderheiddat hare dubbelpuntsraaklijnen tevens buigraaklijnen zijn.Evenzoo bezit de projecteerende kegel drie dubbelribbenwaarlangs de raakvlakken stationnaire raakvlakken zijn. Emil Weyk \') heeft van de genoemde vlakke krommeo. a. de volgende eigenschappen bewezen: \') ?œbcr rntionalc cbcne Curven vicrter Ordnung, deren Doppcl-punktstnngontcn Inflcxionatangciitcn sind. Sitzungsbcricbto derWiener Akadcmic. 07. 1873. Zie ook: I\'. H. Scno??TK. t??her tlioCurven vicrter Ordnung mit drei Inflcxionsknotcn. Archiv d.Mnth. u. Phys. II. 2. 1885.



??? 1Â°. De raaklijnen in een dubbelpunt worden harmo-nisch gescheiden door de lijnen die dat dubbelpunt metde overige dubbelpunten verbinden. 2Â°. Elke door een dubbelpunt D gaande rechte snijdtde kromme in twee punten A en B en de verbindings-lijn der andere dubbelpunten in een punt D\' zoodanigdat D, D\', A en B een harmonische groep vormen. 3Â°. Een rechte die door een dubbelpunt gaat snijdtde kromme in nog twee punten, zoodanig gelegen dathunne raaklijnen elkaar snijden op de verbindingslijnder beide andere dubbelpunten. Hieruit volgen onmiddellijk de overeenkomstige eigen-schappen van de ruimtekromme O1: 1Â°. De beide door een hoofdkoorde gaande osculatie-vlakken worden harmonisch gescheiden door de beidevlakken welke die hoofdkoorde met elk der overigehoofdkoorden verbinden. 2Â°. Elk vlak dat door een hoofdkoorde gaat snijdtC1 in twee punten welke harmonisch liggen t. o. v. diehoofdkoorde en het vlak der beide overige hoofdkoorden. 3Â°. Wanneer een vlak, dat door een der

hoofdkoordengaat, Cl in twee punten A en B snijdt, dan zal de lijn,die door het snijpunt der hoofdkoorden gaat en op deraaklijnen van A en B rust, in ?Š?Šn vlak liggen met deâ€? beide andere hoofdkoorden. 1 xi=0 het osculatievlak van t = 0a-s = 0 het raakvlak van t = 0 door de trisecante vandat punt



??? x3 â€” 0 het raakvlak van t â€” co door de triseeante vandat punt Xi â€” 0 het osculatievlak van t = covoorstelt. Dan bevat xi â€” Q de punten t3 â€” 0 en t = oo, xÂ? = 0de punten t2 = 0 en int2 = 1, x3 = 0 de punten t2 = coen t2 â€” m en ici = 0 de punten t3 â€” co en t â€” 0 (ver-gelijk bl. 19). We verkrijgen dus de volgende eenvoudige parameter-voorstelling van Cl: Xl=t3 X2 = m tl â€” t2x3 â€”t2 â€” wx.\\ = t Co??rdinaten Om de co??rdinaten van het snijpunt der hoofdkoordenhoofdpunt (voortaan kortweg als hoofdpunt aan te duiden) te be-palen, zoeken we eerst de vergelijkingen der vlakken,welke door de hoofdkoorden twee aan twee kunnenworden gelegd. Van die vlakken is het hoofdpunt hetsnijpunt. De hoofdkoorden (-J-1,â€” 1) en ( t, â€” i) liggen ineen vlak dat door t1 â€” 1 = 0 wordt bepaald. Daar nuxi x-i = m (tA â€” 1) stelt Xa x3 = 0 het bedoeldevlak voor. Verder bevat xi x\\ â€” 0 de punten t (<8 1) = 0,dus de hoofdkoorden (0, cc) en ( i, â€” i). Eindelijk bevat xi â€”x.i=0 de punten t {t2 â€” 1) = 0,dus de hoofdkoorden (0, oo) en ( 1,-1).

Het hoofdpunt is nu het snijpunt der vlakken x\\ 4- x\\ â€” 0,Xl â€” x\\ = 0, x-i x3 = 0 en wordt dus aangewezen doorxi =0 \\ Xi = â€” Xa >......(11) xi = 0 ) vanffe?kinfi Onderstellen we dat h, f > en h de parameterwaarden door drie ge- z?œn van drie gegeven punten op CK We zoeken dan Beven puÂ?. (]e vergelijking van het vlak dat door deze punten isten van C\'. . . ÂŽ J bbepaald. , â€ž i.....do)



??? Het vlak worde voorloopig voorgesteld door: Ai Xi -j- A2 X2 "f- A3 -(- X4 = 0De snijpunten met C4 worden dan wegens (10) be-paald door: Ai t3 A2 (m tA â€” t2) A3 (t2 â€” m) A41 = 0Hieruit volgen de waarden der symmetrische functiesvan de wortels, welke men aldus kan schrijven:A2 m [ti h h) = â€” Ai â€” A2 m t\\A2 m [ti h h h h ti)==z A3 â€” A2 â€” A2 m {h h /3) hA2 m {h h t3) â€” â€” At â€” A2 m {ti t2 -f~ h h h ti) hA2 {ti ti t-i) ti â€” A3 Stelt men h h U = Tu U U U h hh = T2,t2 ti â€” T3, dan heeft men dus, met bijvoeging van devergelijking van het vlak: Ai Xi -f- A2 X2 -f- A3 X3 -f Ai x.i = 0 Ai Ao m Ti  A2 m ti =0 Ao (1 m T2) - A3 rf A2 m Ti tx = 0 Ao m 7 3  Ai A2 m Tj h â€” 0 A3  A2 Ta tA =0 Als men uit deze vijf vergelijkingen Ai, A2, A3, A4 enA2 ti elimineert verkrijgt men : â€” 0 (12) Xi x2 x$ 0 1 m Ti 0 0 m 0 1 -1- m T, â€” 1 0 in Ti 0 m 2T3 0 1 m \'L\\ 0 0 1 0 Ta hetgeen dus de vergelijking is van het gezochte vlak. Vergelijking uit (12) volgt aanstonds do vergelijking van het oscu-culnticvlak. latievlak in eenig punt van Cl. Stelt men

daartoeti â€”t, = h = t dan wordt \'1\\ â€” 3 t, T, = 3 t\\ = t\\Vergelijking (12) wordt voor dit geval, na herleiding,(3 in t1 G m212 â€” tn) xt â€” {t3 3 m /) *2 â€” (3 m tb -f t3) xa -f (w t?? â€” G m2 t l - 3 m *4 = 0 . (13)waardoor dus het osculatievlak in hot punt met para-meter t wordt aangewezen.



??? Klasse yan Wanneer men in (13) de grootheden x als vast be-schouwt, stelt ze een zesdegraadsvergelijking in t voor.De zes wortels t bepalen dus de zes punten van C4,wier osculatievlakken door het gegeven punt gaan. Dus :Door elk punt van de ruimte gaan zes osculatievlakkenvan C4, of wel: Cl is van de zesde klasse. Hetzelfde resultaat verkrijgt men ook aldus: uit eenop Cl gelegen punt kan men drie osculatievlakken aanCl leggen. Voegt men hierbij het osculatievlak in hetgekozen punt zelf, dat, gelijk bekend is, voor drie samen-vallende osculatievlakken is te tellen, dan wordt hetalgemeene aantal zes hier teruggevonden. Stelt men in (13) de waarden (11) van de co??rdinatenvan het hoofdpunt dan vindt men:t(tl â€” 1) = 0 waardoor de zes steunpunten der hoofdkoorden wordenaangewezen, wat ook te verwachten was. Kegel, om- We vonden reeds (bl. 13) dat, als men uit een puntvlakken011\'Â° van mogelijke osculatievlakken aan Cl legt, de st??unpun- de drie steunpunten met het eerste punt in ?Š?Šn vlak65n Va" uit We vragen thans

naar het ontwikkelbaar opper- getrokken vlak K, dat door deze vlakken wordt omhuld.vlakkatic" Daar de vlakken geen raakvlakken van Cl zijn, ligtbinden. C* niet op K en is het, om de klasse van K te wetente komen, voldoende te bepalen hoeveel der vlakkendoor een willekeurig punt van C* gaan. Dit zijn erblijkbaar twee, daar het gekozen punt als osculatiepunten als restpunt kan worden opgevat en als zoodanigtelkens ?Š?Šn vlak bepaalt. K is dus een ontwikkelbaaroppervlak van de tweede klasse, d.i. een kegel van dentweeden graad. En dus: De vlakken, die de steunpunten der uit ?Š?Šn punt vanO aan O gelegde osculatievlakken verbinden, omhulleneen kegel K van den tweeden graad.



??? Vergelijking We weten (bl. 12) dat de symmetrische functies dergefiTCn C parameters van de steunpunten der uit (/0) getrokkenosculatievlakken de waarden hebben: Ti â€”3 m, T3 = -~Â?0 Â?0 Stelt men deze uitdrukkingen in (12) dan vindt menna herleiding: (3 m2 â€” m t02) xx t0 (x2 -f x3) (im - 3 m2102) x4 = 0Merken we op dat hieraan voldaan wordt door dewaarden (11), die het hoofdpunt bepalen, en wel on-afhankelijk van de waarde van to dan blijkt:De kegel K heeft het hoofdpunt tot top.Daar de laatste vergelijking van den tweeden graadis in to, vindt men terug dat K van de tweede klasseis. Naar fo rangschikkend heeft men: â€” {in -f- 3 vi2 Xi) t02 (*2 x3) t0 -f- (3 vi2 Xi -f- vi x.i) = 0Indien deze vergelijking twee gelijke wortels heeft zalhet overeenkomstige punt met co??rdinaten xh x2, x3, Xiop K liggen. De kegel K heeft dus tot vergelijking: 14 (w X\\ -f- 3 vi- Xi) (3 vi2 xx m *4) {x2 -f a-.,)2 = 0 (14)Nog cenigc Om de acht snijpunten van Cl met K te bepalen,pifn"vaneen stelle men in (14) de waarden (10), waardoor men ver-kegel K.

krijgt: ts 12 m tG 2 tx 3G rn21* 12 m <- 1=0of: \' (t* G m t2 l)2 = 0Wegens (1) heeft men dus:K raakt G" in de vier buigpunten aan.Beschouwen we ten slotte de ligging der hoofdkoordent. o. v. K. De hoofdkoorden zijn (bl. 21) de doorsnedender vlakken = 0, x, â€” x4 = 0, x2 x3 = 0,paarsgewijze genomen. Stellen we nu: Xi-\\-x.i = zi, xtâ€”x â€” z2, x2 -f~x3 = Zn dan wordt K aangewezen door de vergelijking:(3 m2 -f m)2 Z\\2 â€” (3 m2 - m)2 z22 *32 = 0



??? terwijl de hoofdkoorden de doorsneden zijn der vlakken:2l =0, z<2. = 0, 23=0In het vlak 23 = 0 liggen twee ribben van K, aan-gewezen door Z\\ : zÂ? = Â? k, waar k een zekere constantevoorstelt. De in dat vlak gelegen hoofdkoorden zijn gekenmerktdoor z\\ : zi â€” 0 en z\\: z2 = 00, ze worden dus harmo-nisch gescheiden door den kegel. Daar voorts voor devlakken zi = 0 en zÂ? = 0 een soortgelijke beschouwinggeldt, kan men zeggen: I)e hoofdkoorden vormen ten opzichte van K een pool-driestraal. Vergelijking Qm (]e vergelijking van de eenige door Cl gaandeholo??dc 7/PC hyperbolo??de II (hl. 2) te verkrijgen gaan we uit vande beide trisecanten, die door de punten t = 0 en t = a>gaan en die we gebruikten ter bepaling van het co??rdi-natenviervlak. Ze kunnen worden voorgesteld doorx<> = Q \\ _ .r3 = 0 )a*4 = XX 1 i X.i = (3 X\\ i waarbij x en (3 vooralsnog onbekend zijn. Dan zal X2 xa = A â€” x Xt) (*4 â€” (3 Xi)de vergelijking van een quadratisch regelvlak zijn, waaropo. a. ook de genoemde trisecanten zijn gelegen. Zal nu dit quadratisch

regelvlak onze hyperbolo??deII voorstellen, dan moet C* geheel erop liggen, danmoet dus wegens (10) aan de vergelijking: {m tl â€” t-) (<2 - m) = a [t* â€” (x -f- f3) t x x (3 *Â?]door alle waarden van t worden voldaan. Dus moet:a x (3 = m, a (x (3) = m* 1, a = m, waaruit men vindt: A = m, x â€” m, (3 â€” \\ De verge-lijking van II wordt dus x2xa = (*., â€” m xx) (vi xx â€”Xi) . . (15) trisecanten ue regelscharen van II worden voorgesteld door:unisecan- b < ?? , ten. Hl X.{ â€” Xt = A X2 ( M Xx â€” X\\ = p xa ) a {x.i â€” m Xi) = x3 \\ \' ij, (Xi â€” m Xi) â€” x% ) Ten einde uit te maken welk dezer stelsels de trise-



??? canten en welk de unisecanten aanwijst substitueerenwe de waarden (10), waardoor we bij liet eerste stelselvinden: ts A (m ??1 â€” t*) â€” mt = 0 lAm/Â? (*2 â€” m) â€” Xt = 0 SDeze hebben gemeenschappelijk de wortels der ver-gelijking: A m t3 (t2 â€” m) â€” A t = 0welke de drietallen punten op de trisecanten bepaalt.Inderdaad is deze vergelijking in wezen dezelfde als ver-gelijking (4), die op bl. 14 werd gevonden. Zoo stellen dus:m Xi â€” xi â€” xx2 ) . . A (xx â€” VI Xi) = x3 ihet stelsel der trisecanten voor. Natuurlijk wijzen dan:m â€” X! = (i x8 )/X (Xi â€” ?ux1) = x2 ??het stelsel der unisecanten aan, zooals trouwens ook blijktals men (10) in (17) substitueert. Want de vergelijkingen<3 ^ {t* â€” m) â€” vit = 0p m t3 [m t* â€” t2) â€” p t = 0hebben slechts ?Š?Šn wortel, n.1. t â€” â€” (/,, gemeen; dezebepaalt het snijpunt der unisecante. 1  Het raaklijnenoppervlak en eenige andere merk-waardige oppervlakken. HET iuaklijnenoppenvlak V. Zooals bekend is vormen bij elke ruimtekromme deraaklijnen een ontwikkelbaar regel vlak, het

zoogenaamderaaklijnenoppervlak, waarop de gegeven kromme keer-kromme is. We willen nu het raaklijnenoppervlak Vvan C4 nader onderzoeken.Klasse van Uit de op bl. 23 gevonden eigenschap dat door een\' â€? punt van de ruimte zes osculatievlakken naar - C4 gaan, welke tevens raakvlakken zijn van V, volgt: Het raaklijnenoppervlak V is van de zesde klasse.



??? Graad van Een vlakkenbundel, welks as geen punt met Cl gemeenheeft, snijdt in viertallen punten, die een vormen.Deze h heeft zes dubbelpunten, welke de zes raaklijnenbepalen, die de as van den vlakkenbundel snijden. Derhalve: Een willekeurige rechte van de ruimte wordt door zesraaklijnen van Cl gesneden, d. w. z. C* is van den zesdenrang. Of: Door een willekeurige rechte van de ruimte kan menzes raakvlakken aan Cl leggen. Of wel: Het raaklijnenoppervlak V is van den zesden graad.^ubbelkrom- Elke raaklijn van C4, als as van een vlakkenbundelÂ° op V\' gekozen, bepaalt op Cx een l>. De twee co??ncidentiesdezer h wijzen twee raaklijnen aan, die de gegevenraaklijn snijden. Derhalve: Elke raaklijn van Cl wordt door twee andere raaklijnengesneden. De punten waar twee niet-opeenvolgende raaklijnenvan Cx elkaar snijden vormen op Keen dubbelkromme;de raaklijnen van Cx zijn dus blijkbaar koorden van diekromme. Den graad der dubbelkromme vindt men op eenvou-dige wijze uit een willekeurige vlakke doorsnede van V.Deze is

een vlakke kromme van den zesden graad ende zesde klasse met vier keerpunten. Uit de eersteformule van Pl??cker leidt men af dat de kromme zesdubbelpunten bezit, en dus: Het raaklijnenoppervlak V bezit een dubbelkromme l)??van den zesden graad; de raaklijnen van Cl zijn koordenvan D*. ^\'genschap De doorsnede van V met een der stationnaire raak-indcsUition1 v\'^en \'s een kromme van den derden graad, daar dovfnkk rnak raakll|n aan r??aar *er P\'aa*se voor raaklijnen isjfgenC\'raak- 1(3 lellcn\' \'\'jnen. De kromme is voorts van de vierde klasse, daar het



??? stationnaire raakvlak twee osculatievlakken vertegen-woordigt; ze heeft geen keerpunten, daar C4 met elkharer stationnaire raakvlakken geen andere punten danhet raakpunt kan gemeen hebben. Volgens de formulesvan Pl??cker heeft de kromme dan een dubbelpunt endrie buigpunten. Daar de drie buigpunten van eenrationale vlakke kromme van den derden graad steedsop ?Š?Šn rechte liggen, terwijl de buigpunten dezer vlakkedoorsnede van V de punten zijn, waar de raaklijnen inde overige stationnaire raakvlakken het vlak der door-snede doorboren, is hiermede dus een rechte gevonden,die op alle vier, in de stationnaire raakvlakken gelegen,raaklijnen gelijktijdig rust. Doch dan zijn er klaarblijkelijkvier zulke rechten, en dus: De vier raaklijnen, aan Cl gelegd in de raakpuntender stationnaire raakvlakken, liggen op ?Š?Šn hyperbolo??de.Gemeen- Uit de omstandigheid dat de raaklijn, die in een derpunt en0\'" van stationnaire raakvlakken ligt, voor drie opeenvolgendecl en d\'k raaklijnen telt, waarbij het snijpunt van de eerste ende

derde een punt van Dr\' is, volgt dat Dr\' door CA inde vier planaire buigpunten wordt gesneden. Voortszal D6 moeten gaan door de snijpunten T der rakendetrisecanten. In zulk een punt T wordt een rakendetrisecante gesneden door de twee naburige raaklijnen van 7\',. zoodat T als twee opeenvolgende punten van D?? in rekeningis te brengen. T is dus een keerpunt op DG, derhalve:Dr\' snijdt 6\'1 in de vier planaire buigpunten en in devier snijpunten der rakende trisecanten; deze laatste puntenzijn keerpunten op DG. Projecteert men Da uit een van hare keerpunten Tdan verkrijgt men een kegel van den vierden graad,waarop de lijnen, die T met de overige keerpuntenverbinden, keerribben zijn. Nu kan echter een kegelvan den vierden graad met drie keerribben geen veel-voudige ribben meer hebben, en dus: DG bezit, behalve de vier genoemde keerpunten, geenveelvoudige punten.



??? Het oppervlak W, omhuld door de dubbelraakvlakken.Elke raaklijn van Cl wordt door twee andere raak-lijnen gesneden (bl. 27); een vlak dat twee snijdenderaaklijnen bevat is dubb?¨lraakvlak van CK We onder-zoeken nu het ontwikkelbaar oppervlak W, dat omhuldwordt door de dubbelraakvlakken van C4.kpasso van Om vooreerst de klasse van W te bepalen denkenwe ons door een willekeurig punt O van de ruimte eenvlak gelegd, dat Cl in P raakt; de snijpunten noemenwe Q en li. Indien Q en li samenvallen is het vlakeen dubb?¨lraakvlak. Nu bepaalt een willekeurig puntQ vier raakvlakken (aangewezen door de vier co??nciden-ties van de h welke de vlakkenbundel met O Q als asop Cx insnijdt), dus ook vier punten li; evenzoo levertelk punt li vier punten Q. De acht co??ncidenties dezer(4-, 4) liggen twee aan twee in de vier dubbelraakvlakken,welke men door O aan Cl kan leggen. Of wel:11 et oppervlak )V is van de vierde klasse.^ \'s dubbel- Daar elke raaklijn van Â?"4 door twee andere wordtif0lnn,c Â°P gesneden gaan door elke raaklijn twee

dubbelraakvlakken. Als de raaklijn in A door die der punten lh en B>wordt gesneden zijn dus A lh en A B>> beschrijvendelijnen van het oppervlak. Door elk punt van Cl gaandus twee beschrijvende lijnen van W, derhalve:Cl is dubbelkromme op het oppervlak W.De raakpunten A en li van dubbelraakvlakken vormenop C\\ zooals we zagen, een involutorische verwant-schap (2, 2). Anderzijds bepalen de vlakken van een vlakkenbundel,die een willekeurige rechte van de ruimte tot as heeft,een Vi op die kromme. De zes gemeenschappelijke parenvan deze beide verwantschappen wijzen de zes be-schrijvende lijnen van W aan die de as van den bundelsnijden, en dus: Het oppervlak W is van den zesden graad.\'1c kc??rkrom\'. Daar ^ een ontwikkelbaar regelvlak is moet het een,lH! van iv. keerkromme bezitten. Om den graad daarvan te bepalen van lirnn.l



??? beschouwen we een willekeurige vlakke doorsnede; deze iseen vlakke kromme van denzesden graad en de vierdeklasse met vier dubbelpunten. Volgens de eerste formulevan Pl??cker heeft ze dan zes keerpunten, derhalve: De keerkromme van W is van den zesden graad. Het regel vlak F der koorden, die een vaste koordesnijden. Wanneer men C4 snijdt met een vlakkenbundel, dieeen koorde tot as heeft, zullen de vlakken op C l punten-paren bepalen, welke klaarblijkelijk een h vormen. Omgekeerd kan ook iedere L> op C4 ingesneden wordendoor de vlakken, die door een koorde gaan. Stel n.1.dat de I2 bepaald is door de paren Ai, A2 en B1, B2.Vlakken door de koorde Ai A2 snijden een I2 in, vlakkendoor Bi B2 een andere J2. Deze beide involuties hebbeneen paar C2 gemeen, dat dus zoowel met Ai, A2als met Bi, B2 in ?Š?Šn vlak ligt. De gegeven 12 wordtdus blijkbaar ingesneden door een vlakkenbundel metas Ci C2. Het laatste resultaat is ook aldus weer te geven: Elk tweetal koorden wordt door een enkele derde

koordegesneden. Snijden do beide koorden elkaar (buiten O) dan gaatde derde koorde door hun snijpunt; ware dit n.1. nietzoo dan zou het vlak der drie koorden zes punten vanC4 bevatten. Door elk Wanneer men C4 uit een willekeurig punt O van derui\'mte "\'aan ru\'m^e projecteert, verkrijgt men een kegel van dendrie koorden vierden graad en de zesde klasse; want door een rechte,van O1. jje q bevj^ â€žaan zes raakvlakken aan Cl en dus aanden kegel. Deze kegel heeft voorts zes stationnaireraakvlakken, n.1. de zes osculatievlakken die men uit Oaan C4 kan leggen (bl. 23). Volgens de formules vanPl??cker zijn er dan drie dubbelribben, en daar O inhet algemeen geen dubbelpunt bezit, heeft men: Door elk punt van de ruimte gaan drie koorden van Cx,



??? Regelvlak Om den graad van het regelvlak F te vinden, datdie eenÂ°vast?Š gevom|d wordt door de koorden van C4, die op eenkoorde snij- vaste koorde k rusten, merken we vooreerst op, dat diekoorde dubbelrechte op het oppervlak moet zijn, daaruit elk harer punten nog twee koorden zijn te trekken.En daar elk vlak door k nog twee punten van dus?Š?Šn koorde bevat, heeft men: De koorden, die een vaste koorde snijden, vormen eenoppervlak F van den derden graad, waarop de vaste koordedubbelrechte is. Een bijzonder geval verkrijgt men als men voor devaste koorde k de raakkoorde van een dubbelraakvlakkiest. Dan toch valt een der beschrijvende lijnen metde dubbelrechte samen, waardoor een zoogenaamd regel-vlak van Cayley ontslaat.Enkelvoudige Alle beschrijvende lijnen van F snijden ook de enkel-F \'jn voucjjge richtlijn e van het oppervlak. Elk vlak door ebevat twee koorden, die in 1 en 2, 3 en 4 op C4 rusten;zij bepalen twee punten op e. Beschouwt men allevlakken door e dan ontstaat aldus op deze lijn een ?’Â?,die twee

co??ncidenties heeft. Voor elk dezer punten\'vallen de twee koorden samen tot een torsale ribbe vanF; het vlak door zulk een ribbe en e is een torsaalraakvlak, liet punt 1 heeft zich nu vereenigd met 3,2 met 4 ; de lijnen 1, 3 en 2, 4 zijn raaklijnen gewordenen het torsale raakvlak is dus een dubbelraakvlak vanCl. Noemt men kortheidshalve de snijlijn van tweedubbelraakvlakken een as van C\\ dan heeft men dus:De enkelvoudige richtlijn van elk oppervlak F is eenas van Cl. Omgekeerd kan men elke as van C* als enkelvoudigerichtlijn van een oppervlak F beschouwen. Want debeide koorden, die in de door die as gaande dubbcl-raakvlakken zijn gelegen, worden slechts door ?Š?Šn anderekoorde gesneden, welke men als dubbele richtlijn vaneen oppervlak F kan kiezen. Derhalve:



??? Elke as van Cx is te beschouwen als enkelvoudige richt-lijn van een oppervlak F. Betrekking Uit het voorafgaande leidt men een betrekking afkoorden en tusschen de koorden en de assen van Â?"4, die elk oo2de assen van aantal zijn. Immers elke koorde k geeft aanleidingtot ?Š?Šn oppervlak F; de eenige enkelvoudige richtlijnvan F is een as van C4. Omgekeerd kan elke as vanC4 optreden als enkelvoudige richtlijn van een oppervlakF; de dubbele richtlijn van dit oppervlak is een koordevan C4. En dus: Er bestaat een betrekking tusschen de stralencongruentieder koorden en de stralencongruentie der assen vanmet dien verstande dat elke lcoorde ?Š?Šne as en elke as?Š?Šne koorde bepaalt. Het regelvlak der osculatiekoorden.We bespreken ten slotte het regelvlak, gevormd doorde osculatiekoorden, dat zijn de koorden, die in deosculatievlakken steunpunt en restpunt verhinden. Nubepaalt een steunpunt X ?Š?Šn restpunt Y; een restpuntbepaalt echter drie steunpunten X(bl. 12). Tusschende punten X en Y bestaat dus een

verwantschap (1, 3).Met de /4, welke een willekeurige vlakkenbundel op Cxinsnijdt, heeft deze verwantschap twaalf paren gemeen.Elke lijn van de ruimte wordt dus door twaalf oscu-latiekoorden gesneden en dus: De osculatiekoorden vormen een oppervlak van dentwaalfden graad. Daar elk punt van Cx als.osculatiepunt en ook alsrestpunt is op te vatten gaan door elk punt van C*vier beschrijvende lijnen van het oppervlak. En daarvoorts blijkbaar elk der hoofdkoorden tweemaal alsosculatiekoorde zal optreden heeft men: Op het oppervlak van den twaalfden graad der oscu-latiekoorden is Cl een viervoudige kromme, terwijl dehoofdkoorden dubbellijnen zijn.



??? HOOFDSTUK II. Bijzondere krommen van den vierden graad ende tweede soort. 1. De kromme Cl met oneindig vele drietallen in ?Š?Šnpunt samenkomende raaklijnen. stuk" vrang" ler inleiding bespreken we het volgende vraagstukfendc do nl- over de algemeene C\\ Aangezien door elk punt vangeniecnc c\'. de ruimte drie koorden gaan (bl. 30) zal ook door hetsnijpunt van twee raaklijnen nog ?Š?Šn koorde der Clmogelijk zijn, welke C* in de punten rl\\ en 7 2 mogesnijden. Indien men aldus met alle mogelijke parensnijdende raaklijnen handelt, vraagt men naar de be-trekking, die tiissclien Ti en 7\'2 bestaat. Geven we de raakpunten der raaklijnen door de para-meters ui en u2 aan, de steunpunten Ti en ??\\ dei-koorde door ti en f2, dan volgt uit (2): ur u28 2 m ui u > m (i/t -f- u >)- -f- 1 = 0terwijl ti en t-> met elke der waarden u zijn verbondendoor: {ti t2 m) ms -f 2 m {ti -j- ts) u {m ti h 1) = 0 Hieruit volgt dat: 2 m (ti t2) m ti h 1 u2 =--â€”â€”:-, Ut m = -â€”â€”j- ti ti m ti h m Deze waarden, gesubstitueerd in de eerste vergelijking,doen haar overgaan in de

betrekking (m ti U O2 4 m* (ti 2 m (h t2 m) X X (rn /Â? !)- - (<I /2 m)- = 0



??? welke aangeeft dat de punten Ti en T2 zijn verbondendoor een involutorische verwantschap (2,2). Een co??ncidentie dezer (2,2) zal beteekenen dat doorhet snijpunt van twee raaklijnen nog een derde raaklijngaat. Stelt men in de verwantschapsvergelijking ti =t2 = t dan vindt men na herleiding: (3 m2 1) (<4 6w<8 1) = 0 Daar de eerste factor in het algemeen niet nul zalzijn mag men er door deelen; men vindt dus, volgens(1), . dat de buigpunten de gezochte co??ncidenties zijn.Een bijzon- Geheel anders wordt de zaak echter als 3 in2 1=0dere C. ^^ wor(jt aan ^e laatste vergelijking voldaan door iedere waarde van t, en dus: Er bestaat een bijzondere C4, welke oneindig vele drie-tallen in ?Š?Šn punt samenkomende raaklijnen bezit. Uit vergelijking (1) volgt voor de parameters ti, t2, h, Uder buigpunten: ti h ti t3 "-J- h ti t2 h t2 ti h ti = 6 m,tl t2 tl = 1 Stelt men deze waarden in (2) dan vindt men dat3 m2 1=0 is, waaraan juist in het zooeven be-schouwde geval wordt voldaan, zoodat de vier buig-punten complanair zijn. Derhalve: Indien C4

oneindig vele drietallen in ?Š?Šn punt samen-komende raaklijnen bezit liggen hare vier buigpunten in?Š?Šn vlak. En omgekeerd: Indien de vier buigpunten van C4 in ?Š?Šn vlak liggenbezit ze oneindig vele drietallen in ?Š?Šn punt samenkomenderaaklijnen. Parameter- Daar in de tot dusver gebruikte notatie m een ima-dezer\'o*11^ Â?inaire waarde zou verkrijgen verdient het de voorkeur,in navolging van Behtini, C4 voor te stellen door:px 1 = u3p x2 = u4 3 tr pxs = u2 â€”l < â€? \' â€? â€? (18) p XÂ? = U



??? Voorwaarde Snijdt men C4 met het vlak: * ao -r2 a, a4 x{ = 0dan worden haar snijpunten bepaald door: ai m3 a2 (m4 4- 3 m2) a3 (m2 â€” 1) a4 ii = 0waaruit o. a. volgt: 3 aÂ? 4~ a3 Â?1 tf2 4~ Â?1 f\'3 4" Â?1 Â?4 4- Â?2 Â?3 4" m2 Â?4 4" "3 "4ml m2 M3 m4 a2 \' â€” asa2 \' zoodat: mi m2 lt3 m4 (mi Â?2 4- Ml Â?3 4- ml m4 4- m2 Â?3 4" m2 M4 4" 4-M3M4) â€”3 = 0.....(19) de voorwaarde voor complanaire ligging van vier puntenvan C4 voorstelt,^Â?igpunten. Stelt men in (19) mi = m2 = m3 = m4 = tv dan vindtmen dus voor de parameters van de raakpunten derstationnaire raakvlakken (planaire buigpunten): w* 4- 6 w2 â€” 3 = 0 . . . . (20)De waarden 2 wi wÂ? = 0, w\\ w* w3 wx = â€” 3, diehieruit volgen, voldoen aan (19); de buigpunten liggendus in ?Š?Šn vlak. Hiermee is aangetoond dat (18) inder-daad de te onderzoeken kromme voorstelt. Merkt men op dat x% -j- 3 x3 = ul G u* â€” 3, danblijkt dat het vlak der buigpunten wordt aangewezendoor: 4-3*3 = 0.....(21) gevormd Op geheel dezelfde wijze als op hl. 13 kan men af- stcunpuntcn \'0\'den dat

de h, gevormd door de steunpunten der der trisecan- trisecanten, wordt voorgesteld door de vergelijkingen:ten. ml u\'2 m3 mi 4- m2 4" "3 = 0 (22) mi m2 -f- mi m3 4" m2 m3 = 3 )en dat de parameters der punten, die met het door m3aangewezen punt op dezelfde trisecante liggen, wordenbepaald door: (Ma2 â€” 1) m2 - 4 m3 u â€” (Ma2 4" 3) = 0dubbele os- Uit (19) volgt voor de betrekking tusschen de para*



??? culatiekoor- meters u en v van steunpunt en reslpunt van een oscu-den. Hoofd- ^^ Â?3!) 3u2 3Â?!)-3 = 0Zal (w, v) dubbele osculatiekoorde zijn, dan moet tevensvoldaan zijn aan vs u 3 v2 3 v u â€” 3 = 0Door aftrekking vindt men: (m2 â€” v2) (uv 3) = 0Hieraan wordt voldaan 1Â°. door u = v, waardoor debuigpunten worden bepaald, 2Â°. door u = â€” v, waaruitvolgt: 3 = 0, 3Â° door uv â€” â€” 3, welke de waardenu = 0, u = co levert. Wegens (18) wordt de hoofdkoorde(0, co) voorgesteld door Xi =0, x4 = 0. De anderetwee, bepaald door Â?4 3 = 0, liggen klaarblijkelijk in het vlak Xo - 3 X3. zoodat het hoofdpunt is aangewezen door X\\ = 0 \\ x2 = Sxa i......(23) x4 =0 ) Ligging van Na het voorafgaande is het aanstonds duidelijk dat het co??rdi- jiet CO??rdinatenviervlak hier geheel dezelfde ligging heeft natenvicr- . . , _ , . . vlak. als in het algemeen geval (bl. 20). Uok hier zijn twee hoekpunten de steunpunten .der hoofdkoorde (0, co), ende vlakken xt =0 en Xi = 0 de door die hoofdkoordegaande osculatievlakken. Voorts zijn volgens een zoo-

even afgeleide formule de steunpunten der trisecante uitii = 0 bepaald door tr 3 = 0, en die der trisecanteuit ii = go door u2 â€” 1 = 0. Beschouwt men in ver-band daarmee de parametervoorstelling (18) dan blijktdat Xo = 0 het raakvlak is in u = 0, dat gaat door detrisecante daar ter plaatse, en dat = 0 de overeen-komstige ligging heeft in het punt u = oc.Vergelijking Uit het voorgaande volgt dat de vergelijking van doperbolo??de7" hyPerbolo??de 1/ geheel als op bl. 25 kan worden afgeleid.?’?’. Stelt men aanvankelijk: X2Xa = X (x4 â€” x Xx) (*4 â€” /3 Xi)



??? dan blijkt dat men ?. = â€” 3, a = â€” 1/3, (3 â€” 1 moetkiezen, zoodat de vergelijking van H wordt: â– = (X\\3 x4) (Xi â€” x4) . . . (24)Eigenschap Bepaalt men het poolvlak van het hoofdpunt t. o. v. hoofdpint H dan Vindt men Uit (23) enen het vlak X2 3 x3 = 0 punten^" welke vergelijking volgens (21) het vlak der buigpuntenvoorstelt. Derhalve: Het vlak der buigpunten is het poolvlak van het hoofd-punt ten opzichte van de liyperbolo\'ide H. ^Jer punten, Stelt men in (19) Â?i = Â?2 = u en u3 = u4=v danraak- i c, lijnen in?Š?Šn heeft men: 2 2 , , , . , , Q _punt samen- Â? v u Â? V V fl2 â€” 3 = 0 komen. Bij gegeven u levert de vergelijking de parameter- waarden v der beide punten, wier raaklijnen de raaklijnvan u snijden (hier, zooals we weten, in hetzelfde punt).Noemt men de wortels v en w dan heeft men: . 4 u u2 â€” 3 v to =--2 | ., v w = -7-r-r ir 1 u -j- 1 zoodat: . . U â€” OU u v w = o 1 . , ttvto = â€ž . . U -f- 1 -f- 1 4 u2 . M2 â€” 3 U V -f- u W -j- V W =--:â€”7 u\' 1 \' U- 1Dus stellen: u v to = uvw ju v -f-u iv v w = â€” 3 \'de h van de raakpunten der in ???Šn

punt samenkomenderaaklijnen voor. h der pun- De betrekking tusschen steunpunt (Â?) en snijpunt (t) enUticviak8" Van 0011 oscu^a^cv\'a\'c wor(^ aangewezen door:ken door ?Š?Šn lt3 2 3 tl2 -f3 tl t â€” 3=0 gaan MÂ? v 011 w de wortels> dan \'ls: u v to = â€” 7, u v u w -f- v to = 3, uv to â€” -t \' zoodat: u v te -f u v to = 0 ) ^ u v u tv v 10 = 3 ^



??? de 73 voorstellen der punten, wier osculatievlakken door?Š?Šn punt van C4 gaan. Vergelijkt men nu (26) met (22) dan blijken dezeinvoluties identiek te zijn, hetgeen ons dus tot de vol-gende eigenschappen voert: De drie osculatievlakken, in de steunpunten van eentrisecante aan C4 gelegd, gaan door ?Š?Šn punt van C4,en omgekeerd: Als men uit een punt van Cl de drie mogelijke osculatie-vlakken aan C1 legt dan liggen de steunpunten dier vlakkenop ?Š?Šn rechte lijn.Meetkundige Bij de algemeene kromme C1 vonden we voor depuntend\\vaar mee^undige plaats der snijpunten van twee niet-opeen-in de drie- volgende raaklijnen een kromme D??, de dubbelkromme tallen raak- yan h t raaklijnenoppervlak (bl. 27). In het hier be-lijnen samen- j rr \\ > komen. schouwde geval vertegenwoordigt elk snijpunt van raak-lijnen drie snijpunten van het algemeene geval; de krommeDÂ° gaat in verband hiermee over in een driemaal tete tellen kegelsnede. Daar de buigpunten ook als snij-punten van drietallen raaklijnen in rekening zijn te

brengen(bl. 34) liggen ze ook op die kegelsnede, en dus: De punten, waar de drietallen raaklijnen samenkomen,hebben tot meetkundige plaats een driemaal te tellen kegel-snede, die door de vier buigpunten gaat. \' Uit (21) volgt nog dat die kegelsnede gelegen is inhet vlak x2 -f- 3 x3 = 0.Oppervlak, We stellen ons voor dat het snijpunt A van eende^vl\'akker^ raaklijnentripel zich over de kegelsnede beweegt en vragendie de raak- ons af welk oppervlak omhuld wordt door het verbin-vcrb??ulen>C\'S dingsvlak x der raakpunten. Aangezien de raaklijnenvan Cl tevens de hyperbolo??de II aanraken, zijn A enx pool en poolvlak ten opzichte van II. Daar voortshet vlak der buigpunten poolvlak is van het hoofdpuntten opzichte van //, en A voortdurend in eerstgenoemdvlak blijft, zullen de vlakken Â? alle door het hoofdpuntgaan, dus een kegel omhullen, met het hoofdpunt alstop. Ten slotte is duidelijk dat, daar A een kegelsnede



??? doorloopl, a. een kegel van den tweeden graad moetomhullen. Derhalve: De vlakken, die de raakpunten der raaklijnentripelsverbinden, omhullen een kegel van den tweeden graad, diehet hoofdpunt tot top heeft. 2. De kromme C* met twee stationnaire raaklijnen. Stationnaire Bij de behandeling der algemeene C4 werd (bl. 13)daklijnen. yoor ^ ^ yan (je steunpunten der trisecanten gevonden: ti U ts m {ti h h) = 0 \\ m (ti U h h U h) 1 = 0 S We gaan nu onderstellen dat deze h een drievoudigelement bezit, waarvoor ti =t2 = h â€” u, zoodat dan aan:u3 3 mu = 0 l3 m w2 1 = 0 ??gelijktijdig moet worden voldaan. Nu is dit blijkbaar slechts mogelijk als 3 m = d. w. z. als 9 m* â€” 1= 0 is. Wanneer m aan deze betrekking voldoet zullen erdus twee drievoudige elementen zijn, waarbij nog debeide gevallen zijn te onderscheiden: 1Â°. 3?Â? = l,inwelk geval de drievoudige elementen worden aangewezendoor u-â€” â€”I, en 2Â°. 3 m = â€”1, waarbij de drie-voudige elementen door ir = 1 worden bepaald. Meetkundig beteekent dit, dat er twee trisecanten

zijn,waarop de drie snijpunten met de kromme in ?Š?Šn puntzijn vereenigd, of wel dat C\' twee stationnaire raaklijnenbezit. De raakpunten zelf zullen als lineaire buigpuntenworden aangeduid.Eigenschap Klaarblijkelijk zal nu het bezit van de stationnairetwee^taf01 raa^??nen stÂ°e(-ls samengaan met een andere eigenschapnairo raak- der CK Want we vonden (bl. 17 noot) dat C\' oneindig\'\'jncn. veje dubbele osculatiekoorden bezit indien 9 >Â?2 â€”1=0,hetgeen juist de voorwaarde is, die we zooeven vondenvoor het aanwezig zijn van lineaire buigpunten. En dus:



??? Indien Cl twee stationnaire raaklijnen bezit, heeft, zeoneindig vele dubbele osculatiekoorden. En omgekeerd: Indien C4 oneindig vele dubbele osculatiekoorden bezit,heeft ze twee stationnaire raaklijnen. Van de beide bovengenoemde gevallen 3 m = Â? 1beschouwen we nader het geval 3 m â€” â€” 1, waarbiju2 = -f 1, zoodat de raakpunten der stationnaire raak-lijnen worden bepaald door: Â?i = 1 en v 2 = â€” 1 . . . (27)en deze dus re??el zijn. De planaire buigpunten wordengevonden uit (1), welke in dit geval de gedaante aan-neemt: u4 - 2 u\' 1 = 0 of: (m2 - l)2 = 0 Dus: IJe vier planaire buigpunten vallen twee aan twee met-de lineaire buigpunten samen. Stelt men in de voorwaarde (2) voor complanaireligging, welke thans 111 Â?2 Â?8 Â?4 â€” l/3 (Â?1 "2 Ml Â?3 Ml Ui -f- Â?2 l<3 Â?2 Â?4 Â?3 Ui) -f 1 = 0is, Ui = Uo = u3 = u, Â?4 = v, dan vindt men: Regelvlakder dubbeleoscillatie-koorden. u3 v â€” u2 â€” u v -f- 1 = 0 of: (u2 â€” ]){uv - 1) = 0 of: u v = 1......(28) waardoor dus het verband wordt aangewezen tusschende parameters van

steunpunt en restpunt van een oscu-latievlak. Daar u en v op dezelfde wijze in (28) voor-komen blijkt hieruit opnieuw het bestaan van oneindigvele dubbele osculatiekoorden, waarvan de steunpuntende h vormen, die door (28) wordt voorgesteld. De dubbele osculatiekoorden vormen een regelvlak,dat we thans nader gaan onderzoeken. Noemen we de De planairebuigpuntenvallen metde lineairesamen. Betrekkingtusschen deparametersder steun-punten vandubbele os-culatiekoor-den.



??? lineaire buigpunten (27) Ux en U2, de steunpunten eenerwillekeurige osculatiekoorde U en V, dan leidt mengemakkelijk uit de voorwaarde voor complanaire ligging Hl UÂ? U3 tl 4 - (Â?1 U-2 Ul Â?3 4" Â?1 Â?4 tl2 1(3 -f- Â?2 Â?4 Â?3 M4) 1=0, in verband met (27) en (28) af, dat de vier punten U\\,U2, U qn V in ?Š?Šn vlak liggen, zoodat de koordeU\\ U2 door elke der dubbele osculatiekoorden wordtgesneden. Ook vindt men uit de voorwaarde voor com-planaire ligging dat twee dubbele osculatiekoorden U Ven U\' V\' elkaar zullen snijden als voldaan wordt aanu v u v\' â€” 1/3 \\ti v u\' v\' (u v) (u\' ?/)] 1â€”0of, wegens (28), indien men heeft (u i;) (Â?\' /) = 4;hieruit blijkt dat elke dubbele osculatiekoorde door ?Š?Šn,en slechts ?Š?Šn, andere zoodanige koorde wordt gesneden. Uil de beide laatstgevonden resultaten volgt dat telkenstwee dubbele osculatiekoorden U V en U\' V\' en dekoorde U\\ U2 door ?Š?Šn punt gaan (ze kunnen n.1. nietin ?Š?Šn vlak liggen, daar zulk een vlak zes punten metC\' gemeen zou hebben); dus: De dubbele osculatiekoorden

snijden elkaar twee aan tweeop de lijn die de lineaire buigpuntm verbindt. Elk vlak door de lijn Ui U2 bevat nog slechts ?Š?Šndubbele osculatiekoorde, endaar U\\ Ui zelf dubbelrechteis van het gezochte regelvlak heeft men blijkbaar: De dubbele osculatiekoorden vormen een regelvlak vanden derden graad, waarop de verbindingslijn der lineairebuigpunten dubbelrechte is. Om de enkelvoudige richtlijn van dit regelvlak tebepalen zoeken we de snijlijn van twee vlakken, dieelk twee snijdende dubbele osculatiekoorden bevatten. Het eenvoudigst is het de vlakken te nemen, waarinde koorden U V en U\' V\' samenvallen. Wegens destraks gevonden betrekking (Â? ?;) (u\' t/) = 4 zullendeze koorden samenvallen voor Â? 2. In ver-



??? band met (28) kan hieraan slechts voldaan worden doorde lineaire buigpunten (27). Men heeft dus: De enkelvoudige richtlijn van het regelvlak der dubbeleosculatiekoorden is de snijlijn der beide stationnaire raak-vlakken. Parameter-voorstellingvolgensCremoxa. (29) Voorwaardevoor compla-naire ligging. Steunpuntenvan dubbeleosculatie-koorden. Voor de kromme met twee stationnaire raaklijnenheeft Cremona *) een zeer eenvoudige parametervoorstel-ling gegeven. Hij kiest het co??rdinatenviervlak als volgt:Xi=0 stelt het stationnaire raakvlak in U\\ voor,x4 â€” 0 dat in lfÂ?-, x2=0 is het vlak dat door destationnaire raaklijn in Ux en het punt U2 gaat, terwijlhet vlak x3 = 0 door de raaklijn van UÂ? en het puntU\\ gaat. Indien men dan aan de punten Ui ende parameterwaarden 0 en co toekent, verkrijgt menklaarblijkelijk de volgende parametervoorstelling: p Xi = u4p x2 â€” U3p X3 = UpX4 = 1 Snijdt men C4 met het vlak: al Xi -f a2 x2 -f as X3 a4 x4 = 0,dan worden de snijpunten bepaald door Ai M4 -f A2 u3 A3 u -f- Ai = 0,waaruit men

dadelijk afleidt dat: ml Â?2 ml Â?3 -f- Â?1 U4 U2 Â?3 Â?2 U\\ 113 Â?4 = 0 (30)de voorwaarde voor complanaire ligging van vier puntenvan Cl voorstelt. Voor ui = ih = us = ii, "4 = v geeft (30): Â?-fÂ? = 0......(31) waardoor dus het verband wordt aangewezen tusschende parameters u en v van steunpunt en restpunt vaneen osculatievlak. De betrekking is, zooals te verwachten \') Sopra una certa curva gobba di quart\'ordinc. (Rend. Tst.Lomb. II, 1, 1868).



??? was, symmetrisch, daar alle osculatiekoorden dubbeleosculatiekoorden zijn.Vergelijking De snijpunten van C4 met het vlak: bepaaW door\' Al ^ x2 A3 *3 A4 = 0 v\'ier co ra pl a- worden gevonden uit de vergelijking:Qairepunten. Al â€ž4 â€ž3 As w ^ = 0. Men heeft dus Â?1 4" tl 2 4" M3 Â?4 = â€” â€” Al Ui Â?2 M3 -f- Ui tt2 Ui 4" Hl 113 Ui -}- tl2 U3 Ui ~ â€” â€” Ai Ai tl 1 U2 tl3 Ui = â€”Al Het vlak der complanaire groep Â?1, Â?2, Â?3, Â?4 heeftdus tot vergelijking:Xi â€” (i<i U2 4" Â?8 m) X2 â€” (ttl Â?2 Â?3 4" Â?11121/4 4-4" Ml M3 m Mo M3 M4) x3 4~ Ml Ui U3 Ui Xi â€” 0 (32)Vergelijking Stelt men Mi = m2 = Â?3 = m, M4 = Â? en houdt menSiatSvlak." rekening met (31) dan gaat (32) over in: xi â€” 2 u x2 4~ 2 M3 xa â€” u* Xi â€” 0 . . (33)waardoor dus het osculatievlak in (m) wordt aangewezen.Klasse van Bij gegeven waarden van Xt,x2}x3 en x4 stelt (33)een vierdemachtsvergelijking in u voor; door een wille-keurig punt van de ruimte gaan dus vier osculatie-vlakken, of wel: De kromme C* niet twee stationnaire raaklijnen is vande vierde klasse.

Eigenschap- Merkt men op dat uit (33), opgevat als vierdemachts-Cdo\'dcliit vergelijking in u, volgt willekeu- ui Ug 4" "3 4~ Mi M4 4" Â?2 Ma 4" Â?2 M4 4" Â?3 Â?4 â€” 09 teTeggeH dan bliJkl\' wegens (30), dat de steunpunten der viervlakk"tie" osculatievlakken, die men door een willekeurig punt dei-ruimte aan C4 kan leggen, complanair zijn. Derhalve:Legt men uit een willekeurig punt van de ruimte devier mogelijke osculatievlakken aan Cit dan liggen de viersteunpunten dezer vlakken in ?Š?Šn vlak.En omgekeerd:



??? De osculatievlakken, in vier complanaire punten van Claan de kromme gelegd, gaan door ?Š?Šn punt. Er is echter nog een bijzonderheid op te merken.Een willekeurig vlak: Al xi A2 x2 -f- A3 x3 -f- A4 x4 = 0snijdt, zooals we weten, C4, in vier punten, bepaald door:Ai ui A2 u3 -f- A3 u A4 = 0Denkt men zich nu in elk dezer punten het osculatie-vlak aangebracht dan snijden deze osculatievlakken elkaarin ?Š?Šn punt F, welks co??rdinaten men bepaalt doorde laatste vergelijking te identifieeren met (33), aldusgeschreven: â€” y\\ u4 -f- 2 y3 u3 â€” 2 y2 u yi =0;men heeft dan Ai: A2: A3: AÂ? = â€” y\\: 2 y3: â€” 2 y2: yiNu blijkt echter dat Ai A2 y2 A3 y3 A4 y4 iden-tiek nul is, zoodat Y in het gegeven vlak ligt. Allessamenvattend kan men dus zeggen: Legt men door een willekeurig punt van de ruimte devier mogelijke osculatievlakken aan Cl dan liggen de viersteunpunten dezer vlakken met het gegeven punt in ?Š?Šn vlak.En omgekeerd: De osculatievlakken, in vier complanaire punten van\' Cl aan de kromme gelegd, gaan door ?Š?Šn punt, dat

inhet vlak der vier punten ligt.Vergelijking Door combinatie leidt men uit (29) nog af: van de hy- x = *3.....(34) perboloide ?’/. Daar dit de vergelijking van een quadratisch regelvlak is, waarop Cl geheel is gelegen, stelt (34) blijkbaar de eenige door gaande hyperbolo??de II voor. Vergelijking We zullen, om de vergelijking van het regelvlak der van het re- dubbele osculatiekoorden te zoeken, zulk een koordegelvlak der dubbele os- U V voorstellen als snijlijn van het vlak, dat door u \\culatiekoor- en ^ ^ gaat (bl 41) met ]iet vlak> dat door U V en de haar snijdende koorde U\' V\' kan worden gelegd.Stelt men dus in (32) i<i = 0, U2 = &>, m3 = wen houdt



??? rekening met (31) clan wordt liet eerste dezer vlakken: x<l â€” Â?2 xa Voor liet vlak, dat door de snijdende dubbele oscu-latiekoorden U V en U\' V\' gaat, geeft (32), eveneensin verband met (31): X1 = â€” u2 U\'2 X\\waarbij echter de snijding dezer koorden moet wordenuitgedrukt door de betrekking (30), welke geeft: O I /"> _ /-\\ tl*-j- u * = 0 Elimineert men u en u\' uit het laatste drietal ver-gelijkingen dan verkrijgt men: xi â€” x\\ x4 = 0 .... (35)welke vergelijking dus het regelvlak der dubbele oscu-latiekoorden voorstelt. 3. De kromme C4 met een dubbelpunt. Voorwaarde We zagen op bl. 11 dat de voorwaarde voor com-Â?S\'uSSg P\'anÂ?ure van v\'er punten op Cl in de meest al- v\'anvierpun- gemeene parametervoorstelling aldus kan worden ge-Â°P schreven: Ao Ul Uo Ms U4 Al (Â?1 Ui Â?3 â€? â€? â€? â€? Â?2 Â?3 tt4) 4" Ai (til Â?2 . . â€? Â?3 tl4) As (Ul Â?2 1/3 M4) y|4 = 0 We gaan nu onderstellen dat C\' een dubbelpunt beziten kennen aan de op elkaar vallende punten in hetdubbelpunt de parameterwaarden u â€” 0 en u â€” co toe.Deelt

men de bovenstaande vergelijking door m en steltmen daarna 113=0, 114 = cc, dan heeft men:Al Ut Ui Ai (Â?1 -f- Ui) J3 = 0Daar nu hieraan door iedere waarde van Â?1 en mÂ?moet worden voldaan â€” immers elk tweetal punten ligtmet het dubbelpunt in ?Š?Šn vlak â€” moeten de co??ffi-ci??nten Ai, AÂ? en A3 nul zijn, zoodat. de voorwaardevoor coniplanaire ligging deze eenvoudige gedaante aan-neemt : Â?1 Ut Ua Ui =k.....(3G)



??? Station- Voor ?<i = ?<2 = "3 = u4 â€” u geeft (36):nairc raak- , 7 . .vlakken. u* = k......(37) De wortels dezer vergelijking bepalen de raakpuntenvan vier stationnaire raakvlakken. De kromme Cl metdubbelpunt bezit dus, evenals de algemeene vierplanaire buigpunten. Eigenschap- Stelt men in (36) Â?i = Â?2 â€” Â?3 = u, u4=v danpen der oscu- , r.latievlakken. heeft men : Â?3 v = k (38) Bij een gegeven waarde van v vindt men drie waardenvoor u, dus: Door elk punt der C4 met dubbelpunt gaan drie vlakken,die haar elders osculeeren. De waarden u, die bij een gegeven waarde van vbehooren, zijn volgens (38): Ul = Â?2 â€” Â? |y^, Â?3 = a2 waarbij <z = 1l2(â€”1 Â?i |/3) is. Merkt men op datui Ui ?<s v = k, dan blijkt dus, evenals bij de algemeene Cl: Legt men door een punt der kromme C4 met dubbel-punt de drie mogelijke oseulatievlakken, dan liggen desteunpunten met het eerstgenoemde punt in ?Š?Šn vlak. Wanneer men in vier complanaire punten van dekromme de oseulatievlakken aanbrengt gelden volgens(38) en (36) de

betrekkingen: u3ivi=k, U2*Vi = k, Â?331>3 â€” k, ui3 v4 = k,ul ut Â?3 Â?4 = k waaruit men afleidt v 1 V2 VaV4=k Derhalve: De oseulatievlakken, in vier complanaire punten aan dekromme Cl met dubbelpunt gelegd, snijden haar in vierandere punten, die eveneens complanair zijn. Dubbele os- Onderstelt men dat het osculatievlak in u de krommej"," \' in v snijdt en dat het osculatievlak in v evenzoo w totrestpunt heeft, dan heeft men: u3 v â€” k en v3 w = k



??? Door eliminatie van v vindt men de volgende be-trekking tusschen u en tv: ud â€” k2 w Identifieert men w met u dan zullen dus de parameter-waarden der steunpunten van dubbele osculatiekoordenworden gevonden uit: Â?o -k2u = 0 Deze vergelijking kan gesplitst worden in de volgende:1Â°. Â? â€” O, waarbij volgens (38) als tweede steunpuntbehoort i< â€”co. Een der hoofdkoorden is dus de snijlijn der beideosculatievlakken, in het dubbelpunt aan Cl gelegd. 2Â°. u4 â€” k = O, waardoor volgens (37) de planairebuigpunten worden bepaald. 3Â°. uiJrk = 0, welke nog vier punten, dus tweedubbele osculatiekoorden, bepaalt. De wortels zijn (Va V 2 Â? V2 %V 2) V k, (- 4/22 Â? V*Â?V 2) P k. Door aftrekking van Â?3 v = k en u v* = k leidt mengemakkelijk af dat telkens twee tegengestelde waardenbijeenbehooren. â€? Samenvattend vindt men dus dat de steunpunten vande niet door het dubbelpunt gaande dubbele osculatie-koorden worden voorgesteld door u\\ kâ€”0......(39) terwijl de drie hoofdkoorden Pi i\\>, I\\ Pa en P5 P6 zijngekenmerkt door

de volgende parameterwaarden hunnersteunpunten: \\ p2= oo \\ p4 = (-xl3l/2-1l2i^2)^k ( \' W Pt â€” (lh V ~ â€?â€” l\\t.iV 2) yy k^ = (-Â?/2|/2 l/sÂ?V 2)1yj: ^p kromme Reeds op bl. 3 werd opgemerkt dat de kromme Cxtalpunt als\'" met dubbelpuntÂ? hoewel rationaal, ook als vierdegraads-basiskromme kromme van de eerste soort kan worden beschouwd. Ze is toch de basiskromme van een bundel quadratische



??? bundel qua- oppervlakken, die elkaar in een punt (het dubbelpuntdratischeop- , , v , pervlakken. van de kromme) aanraken. We vragen thans naar de kegels, die in dezen bundelvoorkomen. Vooreerst is duidelijk dat hiertoe behoortde kegel T, die Cl uit het dubbelpunt projecteert. Dezetoch is van den tweeden graad, daar elk vlak door hetdubbelpunt nog twee snijpunten met Cl bevat. Debeschrijvende lijnen van F zijn blijkbaar als oneigenlijketrisecanten op te vatten, zoodat onder alle exemplarenvan den bundel de kegel F in het bijzonder het trise-cantenoppervlak H van het algemeene geval vervangt. Twee andere kegels, Fi en r2, worden als volgt ver-kregen. Zij Z het vlak der hoofdkoorden P3 P4 en P& Pc.Daar ook hier de drie hoofdkoorden door ?Š?Šn punt gaan,zal het snijpunt C van P3 PÂ? en P5 Pc het punt zijn,waar Pi I\\ het vlak Z doorboort. We stellen nu hetsnijpunt van P3 Pr, en P4 Pc voor door A, dat van P3 Poen P\\ P5 door B; A, B en C zijn dan de nevenhoek-punten van den volledigen vierhoek Pi P2 P3 P4. Voor elke

koorde (u v), die P:, P5 snijdt, ispz p&uv â€” k;daar blijkens (40) p3 pa = px p?? is, zal dan ook px ps uv â€” kzijn, zoodat die koorde dan ook PÂ? PÂ? zal snijden. Der-halve: elke koorde, die Pa P> snijdt, zal ook P4 Pc snijden,en dus, daar geen drie koorden in ?Š?Šn vlak kunnenâ€? liggen, door A gaan. Een soortgelijke beschouwinggeldt voor het punt B; A en B zijn dus de toppen vantwee kegels Fi en To, welke door koorden van C\'1worden gevormd. Men heeft dus: Onder de quadfatische oppervlakken van den bundel, diedoor Cx wordt bepaald, komen drie kegels voor: de kegelF, welke Cl uit het dubbelpunt projecteert en de kegels Tien F2, die elk C* dubbel projecteeren.Eigenschap- Noemt men de raaklijnen in het dubbelpunt t0 en tMdubbelpuntsÂ°- dan zullen de osculatievlakken in het dubbelpunt denraaklijnen, kegel T raken volgens t0 en tM. De snijlijn der ge-noemde osculatievlakken is dan poollijn van het vlak



??? der lijnen to en tx ten opzichte van F. Daar echterde snijlijn der osculatievlakken van het dubbelpunt dehoofdkoorde (0,oo) voorstelt (bl. 47) volgt hieruit: De hoofdkoorde Pi Pi is de poollijn van het vlak derdubbelpuntsraaklijnen ten opzichte van den kegel T. Merkt men op dat in de doorsnede met vlak Z hetpunt Cen de lijn A B pool en poollijn zijn ten opzichtevan de kegelsnede, volgens welke Z den kegel F snijdt,en dat C het punt is, waar Pi P> vlak Z doorboort,dan blijkt dat het vlak van t0 en t^ het vlak Z moetsnijden volgens AB; dus: liet vlak der dubbelpuntsraaklijnen gaat door de toppender dubbel project eer ende kegels Fi en FÂŽ. Parameter- Een eenvoudige parametervoorstelling der kromme <74de^kromme met dubbelpunt verkrijgt men door het co??rdinaten-C\' met een viervlak als volgt te kiezen. Het vlak a:i=0 zij hetosculatievlak in u = co, x2 = 0 het vlak der dubbel-puntsraaklijnen, xa = 0 liet osculatievlak in Â? = 0, enX\\ â€” 0 het vlak Z, der hoofdkoorden P4 en P& Po.Men heeft dan, in verband met (39): p X\\ â€”u 0 X2 = U2 = *

>.....(Â?) p X\\ â€” u* -f- k vTnd861\'^\'"5 Uoor combinatie leidt men aanstonds uit (41) de ver-del quadrn- gelijkingen van twee quadratische oppervlakken af, welke tischoopper- men d0or C* kan leggen:vlakken, , , . , waarvan & "T" Â? xi â€” -r2 de basis- en: kromme is. , xlxa = xs2......(42) van welke de laatste een kegel met O4 als top, dus klaarblijkelijk den kegel F voorstelt. De vergelijking van den bundel wordt nu: (k Xi2 â€” xÂ? X\\ -}- xa2) -f- A (x\'i xa â€” x22) â€” 0 . (43) R^X\'fc Zoekt men op de bekende wijze de kegels in dezen ^elprojcctee- bundel op, dan blijkt dat A2 = 4 k moet zijn. Men vindt,



??? rende kegels als men in (43) achtereenvolgens A = 2 V k enTx en Ti. x = _ 2 y h kiest: (*3 V ky = x2 [Xi 4- <??x2V k) )en: (xs â€” xxV k)2 == â€” 2 x2 V k) )\'waardoor dus de kegels Ti en r2 worden aangewezen. Verdere ei- j)e toppen der laatstgenoemde kegels worden voor-genschappen der kegels, gesteld resp. door; x3 = â€” xxV k \\ x3 = -f- Xi V k \\ x2 = 0 Â? en: x2 = 0 > x^ = 0 ) x4 =0 ) Ze liggen dus beide in het vlak Z der hoofdkoordenP3 P4 en P5 Pg en ook in het vlak der dubbelpunts-raaklijnen, welke resultaten reeds langs anderen wegwerden gevonden. Zoekt men het poolvlak van de lijn xY â– =. 0, xa =0ten opzichte van den kegel F dan vindt men x2 = 0.Het poolvlak der hoofdkoorde Pi P2 ten opzichte van Tis dus het vlak der dubbelpuntsraaklijnen. Ook ditresultaat was reeds langs anderen weg gevonden. Vergelijking Snijdt men O1 met een willekeurig vlak: van een os- . . , __ culatievlak. Ai Xi -f- A2 X2 -f- A3 X3 -f- A4 X4 â€” U dan worden volgens (41) de snijpunten aangewezendoor: Ai u A2 ir A3 m3 A4 m4 -f- A4 k =

0Nvaaruit men afleidt: Â?1 M2 Â?3 Â?4 = â€” A4 ml U2 -{- mi m3 mi m4 -f- mo ms -f" U2 V\\ -f- m3 Ui = M mi Mo ??/3 mi Mo m4 ml m3 m4 -f" U2 Â?3 m4 = â€” A4 Stelt men ui = u2 =â–  m3 = u, u4 = v, dan heeft men:3Â? Â? = - 3m2 3u?? = -, Â?Â?â–  3u2v = â€” ^ A4 A4 A4 Elimineert men, met behulp van (38), v, dan vindtmen na een korte herleiding voor de vergelijking vanhet osculatievlak in het punt met parameter u: (44)



??? . (Â?G 3 k u2) xt â€” (3 H5 3 k u) x2 (3 u4 4- k) Xs â€” â€” u3x4 = 0.....(45) Klasse der Wanneer men de grootheden * als vast aanneemttalpunt dub~ een zesdegraadsvergelijking in u voor. De wortels bepalen de zes punten van C4, waarvan deosculatievlakken door het gegeven punt gaan. Dus geldthier, evenals bij de algemeene kromme Cl (bl. 23): Door elk punt van de ruimte gaan zes osculatievlakkennaar de kromme C4 met dubbelpunt. Of wel: De kromme C4 met dubbelpunt is van de zesde klasse. Ook is, evenals bij de algemeene kromme C4, ditresultaat af te leiden uit het feit, dat uit een op C4gelegen punt drie osculatievlakken mogelijk zijn, terwijlhet osculatievlak in het gekozen punt voor drie samen-vallende osculatievlakken is te tellen.Raaklijnen- Door geheel dezelfde beschouwingen als in Iloofd-oppervlak. g^ jr 4 komen we tot liet inzicht dat het raaklijnen-oppervlak van den zesden graad en van de zesde klasseis en dat het een dubbelkromme van den zesden graadbezit. Dubbelkrom- Voor deze dubbelkromme vindt men echter hier

iets??iakliannenhet bijzonders. Door differentiatie vindt men uit (45):oppervlak." (G m5 4-6 k u) x, - (15 u4 4- 3 k) x2 12 u3 xa â€” - 3 u2 X\\ â€” 0. Nu stelt deze vergelijking, met (45), de raaklijn in uvoor. Deze ligt dus ook in het vlak, welks vergelijkingmen verkrijgt door uit beide vergelijkingen xx te elimi-neeren. Door â€” 2 u x2 4" = 0 wordt dus het vlak voorgesteld dat de raaklijn uit O4projecteert. Een tweede raaklijn, in v, is evenzoo gelegen in hotvlak: V2 Xi â€”Vv A\'2 4" xa = 0 Indien deze raaklijnen elkaar snijden ligt hun snijpuntin het vlak, waarvan de vergelijking verkregen wordt



??? door uit de laatste twee vergelijkingen x2 te elimineeren.Men vindt uv Xi â€” x3 waarbij echter volgens (36) de parameters u en v wordenverbonden door de betrekking: u2 v2 = k Hieruit volgt dat het snijpunt van twee elkaar snij-dende raaklijnen moet gelegen zijn in een der beidevlakken x3 â€” -f Xi V k en x3 = â€” xxV kDe kromme van den zesden graad is dus ontaard intwee vlakke kubische krommen. Haar vlakken gaandoor de ribbe O2 O4, d. w. z. door de snijlijn der oscu-latievlakken in het dubbelpunt, of wel door de hoofd-koorde Pi P2. Ook gaan deze vlakken blijkbaar elkdoor een der op bl. 50 gevonden kegeltoppen. En dus:De meetkundige plaats der snijpunten van twee niet opelkaar volgende raaklijnen bestaat uit twee vlakke krommenvan den derden graad; de vlakken dezer krommen gaandoor de hoofdkoorde Pi P2 en ieder door een der toppenA en B van de dubbelprojecteerende kegels I\\ en F2.



??? Aan deze vergelijking moet nu worden voldaan dooriedere waarde van U\\ en m2, daar elk tweetal puntenvan C4 met het keerpunt in ?Š?Šn vlak ligt. Derhalvemoeten de co??ffici??nten Ao, Ai en A2 nul zijn en devoorwaarde voor complanaire ligging wordt eenvoudig: Ui "f" Â?2 -f- U3 1(4 = k Stationnair Stelt men mi = m2 = m3 = ii\\ â€” m, dan gaat de ver-raakvlak. kregen vergelijking over in: u = 1ji k. En dus, daarhier slechts ?Š?Šn waarde van u wordt gevonden: De kromme C4 met een keerpunt bezit slechts ?Š?Šn stationnairraakvlak. We kennen aan het gevonden planaire buigpunt ge-makshalve de parameterwaarde 0 toe; k wordt dan nul,en de voorwaarde voor complanaire ligging gaat over in:Ml "2 ""f" Â?3 Â?4 = 0. . . . (46) Eigenschap- Voor Mi = m2 = Â?3 = u, m = v wordt (46):penderoscu- n , â€žlaticvlakken. 3 u -J- v = 0......(47) Bij een bepaalde waarde van v behoort slechts ?Š?Šn waarde van m, dus: Door elk punt der C4 met een keerpunt gaat slechts ?Š?Šn vlak, dat haar elders oscilleert. Brengt men in vier punten van C4 het

osculatievlak aan, dan heeft men volgens (47): Vi â€” â€” 3 Mi, V2â€” â€” 3 Â?2, V\'s = â€” 3 Ms, t\'4 = â€” 3 M4 Wanneer nu Mi u2 Â?3 Â?4 = 0 is, zal ook vi v2 Va 4- V4 =â–  0 zijn, derhalve: De osculatievlakken, in vier complanaire punten aan de kromme C4 met een keerpunt gelegd, snijden haar in vier andere punten, die eveneens complanair zijn. Klaarblijkelijk is ook het omgekeerde waar: Wanneer men uit vier complanaire punten van de kromme C4 met een keerpunt telkens het eenig mogelijke osculatievlak aan C4 legt, dan liggen de vier steunpunten dezer vlakken eveneens in ?Š?Šn vlak. De kromme Onderstelt men dat het osculatievlak in u de kromme Qj keerpunt be- in v sniJdt en dat b?œ v als osculatiepunt weer w alsz\'t geen dub- restpunt behoort, dan heeft men:



??? bele oscula- 3 u -{- v = 0 en 3 v w = 0 tiekoorden. dug w = g u Voor een dubbele osculatiekoorde moet w met usamenvallen, dus heeft men u = 9 u. Hieraan voldoet slechts u = 0, waardoor het planaire buigpunt wordt aangewezen. Behalve deze oneigenlijke oplossing bestaan er dus geen dubbele osculatiekoorden. De kromme We gaan thans aantoonen dat de kromme C4 met C4 met een een keerpunt, evenals die met een dubbelpunt, hoewelkeerpunt als r 1 basiskromme rationaal, toch als vierdegraadskromme van de eerste van een bun- soort kan worden beschouwd. Dit zal bewezen zijndel quadra- J tische opper- zoodra men twee quadratische oppervlakken heeft ge- vlakken. vonden, die beide door C4 kunnen worden gelegd. Wanneer men C4 uit het keerpunt projecteert, ver-krijgt men een kegel A van den tweeden graad; immerselk vlak. door het keerpunt geeft nog twee snijpuntenmet C4, dus twee ribben van den kegel. De beschrij-vende lijnen van A kunnen als oneigenlijke trisecantenworden beschouwd; de kegel A vervangt

dus weer dehyperbolo??de II van het algemeene geval. Voorts bestaat er nog een dubbelprojecteerende kegelAi, waartoe men als volgt komt. We zullen kortheids-halve twee punten Mi en u2, waarvoor Â?i Â?Â? = 0 is, tweeâ– harmonische punten van C4 noemen, daar ze blijkbaarharmonisch liggen ten opzichte van het keerpunt (u â€” co)en het buigpunt (?? = 0). Uit (4G) volgt dan dadelijk,dat twee paren harmonische punten steeds in ?Š?Šn vlakliggen, of, als men de verbindingslijn van twee harmo-nische punten een harmonische koorde noemt, dat elkeharmonische koorde door elke andere harmonische koordewordt gesneden. Het regelvlak der harmonische koordenis dus een kegel Ai, die blijkbaar van den tweedengraad is; immers elk vlak door zijn top geeft vier snij-punten met C4, dus twee harmonische koorden. grachten we nog de ligging van den top van Ai tebepalen. De raaklijn in het buigpunt is klaarblijkelijk



??? als oneigenlijke harmonische koorde te beschouwen; zooook de lijn, die de punten u = cc, u = cc in liet keer-punt verbindt. Weliswaar is de richting dezer laatstelijn onbepaald, doch ze moet in het osculatievlak vanhet keerpunt liggen en dus: Er bestaat een lcegel Ai van den tweeden graad, diede kromme C4 met keerpunt dubbel projecteert; zijn topligt in het punt, waar de raaklijn van het buigpunt hetosculatievlak van het keerpunt snijdt. De kromme C4 met een keerpunt is dus werkelijksnijkromme van twee quadratische oppervlakken (vierde-graadskromme van de eerste soort), doch in een zeerbijzonder geval. Want beide kegels A en Ai hebbenblijkbaar tot raakvlak het osculatievlak in het keerpunt,terwijl de top van A op Ai ligt. Terwijl de vierdegraadskromme met dubbelpunt ont-staat als doorsnede van elkaar rakende quadratischeoppervlakken in het algemeen heeft men dus hier: Elke kromme C4 met een keerpunt is te beschouwen alsdoorsnede van twee quadratische kegels, die beide aaneenzelfde plat vlak raken, terwijl de top van een

dezerkegels op den anderen kegel is gelegen.Raaklijnen- Het ontwikkelbare regelvlak der raaklijnen, dat bij deoppervlak, algemeene C* van den zesden graad is (hl. 27), blijkt bij dekromme C4 met een keerpunt slechts van den vi jfden graadte zijn. Want beschouwt men ook hier de U der punten,die op 6\'4 door een willckeurigen vlakkenbundel wordeningesneden, dan vindt men weliswaar, evenals vroeger,zes co??ncidenties, maar hiervan is het keerpunt er ?Š?Šn.l)e overige vijf bepalen elk een raaklijn der kromme,die de as van den bundel snijdt, dus: Het raaklijnenoppervlak der kromme C4 met een keer-punt is van den vijfden graad.bubbelkrom- Kiest men als as van een vlakkenbundel een raaklijn"ie van het Van C4, dan bepalen de vlakken van den bundel opÂ°ppcrvluk. een Deze bezit twee co??ncidenties, waarvan hetkeerpunt weer ?Š?Šn vertegenwoordigt. De tweede bepaalt



??? de eenige raaklijn, die de gekozen raaklijn snijdt, en dus:Elke raaklijn der kromme C4 met een keerpunt icordtdoor slechts ?Š?Šn andere raaklijn gesneden. De snijpunten van alle paren elkaar snijdende raak-lijnen vormen op het raaklijnenoppervlak een dubbel-kromme, waarvan we thans den graad gaan zoeken.Het raaklijnenoppervlak is van den vijfden graad enrationaal; een willekeurige vlakke doorsnede is dus eenrationale kromme van den vijfden graad, die dus zessinguliere punten moei bezitten. Nu zijn er blijkbaarreeds vier keerpunten, immers C4 is keerkromme ophet raaklijnenoppervlak en zij doet dus in de doorsnedevier keerpunten ontstaan. Er zijn dus in elke vlakke doorsnede twee dubbel-punten en de gezochte dubbelkromme is derhalve eenkegelsnede. Daar voorts het keerpunt en het buigpuntals oneigenlijke snijpunten van raaklijnen zijn te be-schouwen kan men zeggen: De meetkundige plaats der snijpunten van twee niet opelkaar volgende raaklijnen is een kegelsnede, die door hetkeerpunt en het buigpunt gaat.

Oppervlak, Stelt men in (46) Â?3 = Mi, u\\â– â€” u2, dan verkrijgt men:omhuld door Ml M _ 0 de dubbel- raakvlakken. welke dus de betrekking tusschen de parameters vande raakpunten van een dubbelraakvlak is. Nu zijn ditblijkbaar harmonische punten; omgekeerd kunnen elketwee harmonische punten als raakpunten van een dub-belraakvlak optreden. Doch dan zijn alle dubbelraak-vlakken van C4 raakvlakken van den kegel Ai en om-gekeerd, dus: Het oppervlak, omhuld door de dubbelraakvlakken derkromme C4 met een keerpunt is de kegel Ai, die C4dubbel projecteert. Parameter- . voorstelling Een eenvoudige parametervoorstelling van de kromme C*rmet"eerf*met een keerPunt verkrijgt men als volgt: xx .-= 0 zijkeerpunt. liet stationnaire raakvlak, d.i. het osculatievlak in het



??? buigpunt; x2 â€” O het vlak door de raaklijn van hetbuigpunt en door het keerpunt gaande; x3 â€” 0 het vlak,dat door de raaklijn van het keerpunt en door hetbuigpunt kan worden gelegd; eindelijk stelle x4 â€” 0 hetosculatievlak in het keerpunt voor. In verband met deparameterwaarden u = co voor het keerpunt en u â€” 0voor het buigpunt heeft men dan: p Xi = M4 p x2 = u2pXs = uP X4 = 1 Door combinatie leidt men uit (4-8) af:X2 X4 ~ x32 . . Vergelijkingvan den bun-del quadra-tische opper-vlakken,waarvan c1d?Š basis-krom me is. Vergelijkingvan een os-culatievlak. (49) en: X!X4=ZX22 .....(50) welke dus twee quadratische oppervlakken voorstellen,die door de kromme kunnen worden gelegd. De eerstevergelijking stelt een kegel voor met Oi, d.w.z. hetkeerpunt, als top, dus blijkbaar den kegel A, terwijl (50)een kegel voorstelt, die Os tot top heeft, d.i. het punt,waar de raaklijn van het buigpunt het osculatievlak vanhet keerpunt doorboort. Dus is (50) de vergelijking vanden dubbelprojecteerenden kegel Ai. De vergelijking van den bundel kan nu

worden ge-schreven in den vorm xs x4 â€” x32 \\ (xt x4 â€” x22) = 0 . . (51)Snijdt men 6\'4 met een willekeurig vlak:Ai xi - - A2 xo 4- As x3 4- a4 x4 = 0dan worden wegens (48) de snijpunten bepaald door: Al H4 4- AlÂ? 1I2 4- Aa u 4- A4 = 0waaruit volgt: A2AlAaAi Â?1 Â?2 â–  â–  l\'l Ma 4" Ml Â?4 Mo MS 1I2 II4 Ma ll4 = Ui II2 Ms -t- Ml M2 M4 4 Ml Ma M4 4- Ui 1I3 II4 = A4 Mi Mo II3 114 = â€”Ai (48)



??? Voor wi = Â?2 = Â?3 = u, u\\ â€” v heeft men: 3u2 3 u v = â€”, u3 4- 3 u2 v â€” â€” â€”, u3 v = â€”Ai Ai Ai Uit deze betrekkingen leidt men, met behulp van (47),gemakkelijk voor het osculatievlak in het punt metparameter u deze vergelijking af: Xi â€” 6 u2 x2 8 u3 xs â€” 3 u4 x4 = 0. . (52) Klasse der yoor vaste waarden der co??rdinaten x stelt (52) eenC4 met een , , ...... keerpunt. vierdegraadsvergehjkmg in u voor. Lr zijn dus vierpunten op de kromme, wier osculatievlakken door eengegeven punt gaan, derhalve: Door elk punt van de ruimte gaan vier osculatievlakkennaar de kromme C4 met een keerpunt. Of wel: De kromme C4 met een keerpunt is van de vierde klasse.Dit resultaat is weer in overeenstemming met het feitdat uit een op C4 gelegen punt slechts ?Š?Šn osculatievlakmogelijk is, daar het osculatievlak in het gekozen puntvoor drie samenvallende osculatievlakken is te tellen. Eigenschap Uit vergelijking (52), op de laatstbesproken wijze op-door de keer- gevat, leidt men nog af dat voor de parameters mi,Â?2, Kspuntsrnaklijn

en â€ž4 Van de steunpunten der uit een zeker punt Xpunt.et bU?•g aan C4 gelegde osculatievlakken de betrekking geldt: , i . 8 xa u i ut Â?3 ui=~ Voor ^3=0 wordt dus ook u\\ -j- u-> - - Â?3 â€? â–  Â?4 = 0.Houdt men in het oog wat de beteekenis is van hetvlak ^3 = 0 en let men op (40), dan kan men duszeggen: Alle punten X van het vlak, dat door de keerpunts-raaklijn en door het buigpunt gaat, bezitten de eigenschap,dat de steunpunten der vier uit X aan C4 te leggen os-culatievlakken complanair zijn.



??? HOOFDSTUK III. De afbeelding van do algemeene kromme van denvierden graad en de tweede soort. 1. l)e involutie der steunpunten van trisecanten. Complanaire groepen op C*. Afbeelding Zooals bekend is kan men twee rationale krommenrationale0 steeds zoodanig met elkaar in verband brengen dat dekromme op punten der eene kromme projectief overeenkomen meteene andere. der andere. Algebra??sch kan dit verband dan wordenuitgedrukt door een bilineaire vergelijking tusschen deparameters van de overeenkomstige punten der beidekrommen. Het is duidelijk dat deze projectieve over-eenkomst in sommige gevallen van nut kan zijn bij destudie van minder eenvoudige rationale krommen; menkan deze n.1. punt voor punt â€žafbeelden" op een een-voudiger rationale kromme, en allerlei eigenschappender gegeven kromme uit de afbeelding afleiden.Afbeelding Emil WeyÂ? \') heeft de hier bedoelde methode toege- deralgemeenepast op de studie der rationale ruimtekromme van denkromnio c\' 1 op een kegel- vierden graad. Hij

beeldt haar daartoe af op een kegel-snede. snede; deze zal in het volgende steeds C2 genoemdworden. Weliswaar is onder de rationale krommen derechte lijn de allereenvoudigste, maar de theorie derinvoluti?¨s laat zich veel beter op een kegelsnede danop een rechte lijn behandelen. Weyr heeft dit zelfuitvoerig voor de cubische involuti?¨s aangetoond.2) \') ?œber die Abbildung einer rationalen Raumcurve vierter Ord-nung auf einen Kegelschnitt. Sitzungsberichte der Wiener Aka-demie 72. 1875 en 73. 187(5. J) Grundz??ge einer Theorie der cubischen Involutionen. Ab-handlungen der b??hmischen G eselisch. d. Wiss. (Prag) VI. 7.1S74.



??? Eerste onder- Het is nu vooreerst mogelijk dat de kegelsnede C2kegelsnede0 vorm> grootte en ligging van tevoren is bepaald. In C1 is vooraf dit geval kan men zich de afbeelding op de volgendegegeven. ^ denken_ Daar de hyperbolo??de H, waarop C4 ligt, door C2 invier punten wordt gesneden en daar een der regel-scharen van II uit de trisecanten van C4 bestaat, zullenvier dezer trisecanten C2 snijden. Projecteert men danC4 uit eenig punt O van een van die vier trisecantenop het vlak van C2 dan is de projectie een vlakkekromme van den vierden graad, die een drievoudigpunt bezit â€? ter plaatse waar de gekozen trisecante hetvlak van C2 (en C2 zelf) snijdt. Een punt X van C4 wordtin X\' op het vlak van C2 geprojecteerd; de lijn, die X\' methet drievoudige punt verbindt, snijdt de kegelsnede nogin Y. Het is nu duidelijk dat met elk punt X vanC* ?Š?Šn punt Y van C2 overeenkomt en omgekeerd.Tweede on- Veel eenvoudiger wordt het afbeelden wanneer ded^kegelsnede kegelsnede willekeurig is te kiezen. Men kiest dan voorC

kan wille- C2 een willekeurige doorsnede van de hyperbolo??de II.denrgekozen. ^er regelscharen van II bestaat uit unisecanten,en de punten, waar deze unisecanten C2 snijden, kanmen als de beelden beschouwen van de punten van C4.De /, der Op bl. 13 werd reeds besproken dat de steunpuntenvan"trisecan-der trisecanten op C4 een h vormen. Wordt nu C4ten. \' op C2 afgebeeld dan is het duidelijk dat met elke groep X,X\',X" van de I3 op C4 een groep Y, Y\', Y" op C2zal overeenkomen. De punten Y vormen dus op C2eveneens groepen van een cubische involutie. Verbindt men de punten van elke groep onderlingdan zijn dus in C2 oneindig vele driehoeken beschreven.Volgens een bekende eigenschap omhullen de zijdendezer driehoeken een tweede kegelsnede, de involutie-kegelsnede, die door J2 zal worden voorgesteld. Dekegelsneden C2 en J2 vertoonen dus de ligging vanPONCELET. Men kan nu in de afbeelding dadelijk de punten Y



??? en Y" vinden, die met Y op dezelfde trisecante liggen.Daartoe heeft men slechts uit Y de beide raaklijnenaan J2 te leggen; waar deze lijnen C2 voor de tweedemaal snijden liggen Y\' en Y". Daarbij zal, zooals wezagen, de lijn Y\'Y" eveneens raaklijn zijn van J2.Het punt Bij de behandeling der algeineene C4 in Hoofdstuk 1bepalen ^lat wer<* een veelvuldig gebruik gemaakt van de voorwaardemet drie ge- voor complanaire ligging van vier punten der kromme.S^??T We zullen evenzoo hier onderzoeken aan welke voor-planair is. waarde vier punten Yi, Y2, lr3 en r4 op C2 moetenvoldoen, die de beelden zijn van vier complanaire puntenvan C4. Hiervoor beantwoorden we eerst nog de volgende vraag:wanneer gegeven zijn de beelden Yi, Y2, Yj van driepunten X\\, X2, X3 van C4 vraagt men het beeld Y*van het punt Ar4 te vinden, dat met de drie gegevenpunten in ?Š?Šn vlak ligt. Denkt men zich een vlakkenbundel met Ari X2 als asdan bepaalt deze op C4 een h. In deze I2 is het ge-zochte punt Ar4 toegevoegd aan het bekende punt Ar3.Kende men

het centrum dezer J2 dan zou X\\ dus aan-stonds te vinden zijn. Nu kan men echter twee bijzondere groepen der I2gemakkelijk aangeven, n.1. het paar X\\, X\\" dat metXj, en het paar AY, X2" dat met X2 op eenzelfdetrisecante ligt. Past men het bovenstaande toe op de afbeelding danheeft men dus: Om het beeld Y\\ te vinden van het punt, dat met drie,door hun beelden Y\\, I2, lr3 gegeven, punten complanairis, legge men uit Y\\ en Yi de raaklijnen aan J2, die C2in Y\\\' en Y\\", Yi\' en Yi" nogmaals snijden. De ver-bindingslijnen Y\\\' Y\\" en I2\' I2" snijden elkaar in eenpunt ?–12; het punt, waar de lijn I3 O12 nogmaals C2snijdt, is het gezochte punt F4. Het is duidelijk dat men in het voorafgaande vraag-stuk ter bepaling van een h ook de paren A\'i, A\'3 of



??? X2, X3 had kunnen gebruiken. Men zou dan als centrum der I2 het snijpunt On van F/ r," en Y3\' y3" of het snijpunt o23 van Â?2\' Y2" en y3\' ?•3" hebben verkregen. Zoowel de iijn y2 o13 als y\\ O23 zou het gezochte punt Y4 op C2 hebben bepaald. Ligging van Tot dusver werd nog steeds ondersteld dat de punten vier punten x x x bekend waren, terwijl X4 gezocht werd. op O\', die \' . de beelden Men kan echter voor een complanaire groep elk punt zijn van vier ajg door de overige drie bepaald beschouwen. Doetcomplanaire , , , , , punten van men dit ook in de afbeelding dan komt, behalve de c>â€? driehoeken Ti Ti\' Y\\\', Y2 Y2\' Y2" en y3y3y3", ook nog de driehoek Y4 Y4\' Y\\" in aanmerking. Voorts tredennu nog op de punten Oh, 024 en O34, waarin Y\\ Y\\",Y2\' Y2" en Y3\' Y3" door Y4\' Y4" worden gesneden. Dezes punten Oki zijn de hoekpunten van de door IV lY\',Y2\' Y2", Y3\' Y3" en Y4\' Y4" gevormde volledige vier-zijde, terwijl door elk dezer punten een van de zes zijdengaat van den volledigen vierhoek Y\\ Y2 Y3 Y4, met

dienverstande dat Ji V2 gaat door o34, enz. We zullen kortheidshalve de verbindingslijn der puntenY\' en Y", die met Y een groep der i3 vormen, welkelijn, evenals YY\' en YY", raaklijn is van J2, de â€žtoe-gevoegde raaklijn" van Y noemen. Men kan dan hetgevonden resultaat aldus uitspreken: Vier punten Yh V2, Y3 en Y4 van C2 zijn dan debeelden van vier complanaire punten van C4 als de ver-bindingslijn van telkens twee dezer punten door het snijpuntder toegevoegde raaklijnen van de overige twee gaat. 2. Raakvlakken, Dubbelraalcvlakken, Osculatievlakken,Stationnaire raakvlakken. Raakvlak. AIS eerste toepassing van het algemeene vraagstuk:â€žliet beeld te construeeren van het punt, dat met drie,door hun beelden gegeven, punten complanair is" onder-stellen we dat, op C\\ Xi en X2, dus in de afbeeldingYi en Y2 samenvallen. Het vlak der groep raakt dan



??? G4 in ?Š?Šn punt Ari en snijdt haar nog in twee anderepunten X3 en Ar4. Het is onmiddellijk in te zien datin dit geval Oi2 het punt wordt, waar de toegevoegderaaklijn Y\\ Yx" van Yt de involutiekegelsnede J2 raakt.Derhalve: Twee punten X3 en X4 liggen met de raaklijn in hetpunt Xi in ?Š?Šn vlak indien de lijn Ys Y4 door het raak-punt Oj2 van de toegevoegde raaklijn van Yx gaat. Dubbelraak- Elke lijn door O12 bepaalt in het voorafgaande geval VlnV t\\Vee punten Jr3 en r4, die de beelden zijn van parenX3 en X4, welke met de raaklijn in X\\ in ?Š?Šn vlakliggen. Indien ook Xz en X4 samenvallen gaat het be-doelde vlak in een dubbelraakvlak over; het spreektvanzelf dat daartoe in de afbeelding F3 en 14 eveneensmoeten samenvallen. Nu kan men uit het punt Oi2twee (re??ele of imaginaire) raaklijnen aan C2 leggen,hetgeen ons onmiddellijk doet zien dat door elke raaklijnvan G4 twee dubbelraakvlakken kunnen worden gelegd,of wel dat elke raaklijn door twee andere raaklijnenwordt gesneden (bl. 27). Daar de beide in een dubbelraakvlak gelegen

raaklijnengelijkwaardig zijn geldt blijkbaar in het algemeen deeigenschap: Wanneer V\\ en V2 de beelden zijn van de raakpuntenvan een dubbelraakvlak, dan gaat de raaklijn, in eendezer punten aan C2 gelegd, door het punt, waar de in-volutiekegelsnede J2 door de toegevoegde raaklijn van hetandere punt wordt geraakt. Osculatievlak. Onderstellen we thans dat de punten ATi, X> en Xnop C4 samenvallen, dan gaat het vlak over in het os-culatievlak in Ai; X4 moge het punt zijn, waar C4 hetosculatievlak snijdt. In de afbeelding vallen dan dopunten Fi, )\'â€?> en Kt samen en is 14 het beeld vanhet snijpunt. We trachten nu de volgende vraag tebeantwoorden: als het beeld van een punt, waar eenosculatievlak G\'4 raakt, gegeven is, liet. beeld te con-strueeren van het snijpunt van G\' met dat vlak.



??? Ter beantwoording van deze vraag herinneren we onsdat twee punten X3 en X4 met de raaklijn van Xi, in?Š?Šn vlak liggen als de lijn 13 Y4 door het punt gaat,waar de toegevoegde raaklijn van Yi de involutiekegel-snede J2 raakt. Nu is klaarblijkelijk de ligging derpunten in een osculatievlak een bijzonder geval; het isslechts noodig dat nog X3 hiervan met Xi samenvalle.Dit levert ons de volgende eenvoudige constructie: Om in de afbeelding het beeld l\\ van X4 te constru-eeren, waar het osculatievlak in een gegeven punt Xi Clsnijdt, verbindt men V1 met het punt 0, waar de toe-gevoegde raaklijn van Yi .72 raakt; het tweede snijpuntvan Yi O met C2 is dan het gezochte punt Y4. Aantal os- Wanneer in het voorafgaande geval een punt X4 opken^uil^een gegeven is, kan men omgekeerd vragen hoeveel os-punt van C4 culatievlakken van C4 in X\\ hun snijpunt zullen hebben,m.a.w. hoeveel osculatievlakken door X4 aan C4 kunnenworden gelegd. In de afbeelding is nu J4 gegeven, Yxgevraagd. Legt men door Y4 een willekeurige rechte

dansnijdt deze C2 in een punt Y\\ en J2 in twee puntenOi en 02, welke men kan beschouwen als de punten,waar de toegevoegde raaklijnen van Z\\ en Z> de invo-luliekegelsnede raken. Elk punt Y\\ bepaalt twee puntenZ, elk punt Z bepaalt daarentegen slechts ?Š?Šn punt Y\\. Tusschen de punten JPi en Z bestaat dus een ver-wantschap (1, 2); de co??ncidenties dezer verwantschapleveren juist de gewenschte gevallen. Men kan dusdoor elk punt van C* drie vlakken leggen, welke 64elders osculeeren (bl. 12). Constructie nu gevonden is dat men uit elk punt A"4 van C*tiepunten\',a drie osculatievlakken aan C4 kan leggen, doet zich debehoorendbij vraag voor hoe men in de afbeelding de beelden derrestpuÂ°ntC.VCn drie steunpunten dezer vlakken kan construeeren. We denken ons dus weer gegeven de kegelsneden C2en J2 en op C2 het punt Ti. Elke lijn door Y4 snijdt,zooals we zagen, C2 nog in een punt Yi en J2 in tweepunten Oi en Oy, de raaklijnen in 01 en 02 aan J2 zijn



??? toegevoegd aan de punten Z\\ en ZÂ? van C2. Daar vooreiken stand van I4 Y\\ ?Š?Šn paar Zi, Zo gevonden wordtvormen al deze paren een 12; alle lijnen Z\\ 7j2 gaandus door ?Š?Šn punt S. De stralenbundels (F4) en (S)zijn nu projectief; zij brengen een kegelsnede K2 voort,die C\'2, behalve in F4 nog in drie punten snijdt, welkevolgens het voorafgaande juist de gezochte punten Fizullen zijn. Het komt er dus nog slechts op aan deze kegelsnedeK2 nader te bepalen, hetgeen gebeuren kan door opbijzondere standen der waaierstraten te letten. Trektmen uit F4 de raaklijnen F4 F4\' en r4 Yi" aan J- danraakt, zooals bekend is, F4\' iV\' eveneens de involutie-kegelsnede J2 aan. Het is nu duidelijk dat; zoodra eenstraal van (F) den stand 14 F4\' gaat innemen, de raak-punten Oi en 0Â? samenvallen, dus ook de punten Z\\en Zi, en wel zullen deze punten samenvallen in J4",zoodat de raaklijn daar ter plaatse aan C2 den over-eenkomstigen straal van (S) voorstelt. Evenzoo komtmet den straal I4 Yi" van (F) de raaklijn in JV aanC2 als straal van (S)

overeen. Hierdoor is de liggingvan S bekend geworden en zijn nog twee punten vanK2 gevonden, n.1. het snijpunt van Yi Yi met do raak-lijn in Y\\" aan C2 en dat van Yx Yi" met de raaklijnin Yi aan C2. Daarbij komt natuurlijk nog de waaier-top Yi, die van den aanvang af bekend was. Het vijfde gegeven ter bepaling van K2 vindt mendoor te letten op den waaierstraat van (<S), die door J 4gaal. Yi vertegenwoordigt 1111 een der punten 7*, hetraakpunt van J2 en J4\' J4" een der punten O, en delijn, die dat raakpunt met Yi verbindt, den toegevoegdenstraal van (Jr4). Met den straal S van (S) komt dus overeen i4 0van (J4), zoodat K2 in de lijn J4 O zal raken. Nuis K2 bepaald door vier punten en de raaklijn in eendezer punten; men heeft dus: Om op Cl de punten te vinden, waarvan de osculatie-



??? vlakken door een gegeven punt Xi van Cl gaan bepaaltmen in de afbeelding een kegelsnede K2 op de volgendewijze. Men construeert de punten iV en Y4", die Yi toteen groep der la aanvullen en liet raakpunt O van JV Yi\'met J2. Vervolgens bepaalt men nog het snijpunt S derraaklijnen, in Y?• en Y.i" aan C2 gelegd, en ook de puntenwaar de raaklijn aan C2 in 1\\" de lijn Yt F4\', en diein Yi\' de lijn Yi Yi" snijdt. De kegelsnede IC2, die doordeze laatste twee punten, door S en door Yi gaat, en inYi de lijn Yi O aanraakt, snijdt, behalve in Y.t, C2 innog drie punten, die de beelden der gezochte puntenzullen zijn. Stationnaire Wanneer de raakpunten van een aubbelraakvlak samen-raakvlakken â€? \' vallen, gaat dit vlak over in een stationnair raakvlak,d.i. een vlak, dat met C4 vier samenvallende puntengemeen heeft. Teneinde te weten te komen hoeveel vanzulke raakvlakken CA bezit, herinneren we ons hoe menuit ?Š?Šn raakpunt Xi van een dubbelraakvlak het tweederaakpunt X3 vindt. Men moet dan (bl. 63) de toege-voegde raaklijn van

Yi construeeren, die de involutie-kegelsnede in O moge raken; uit O zijn dan twee raak-lijnen naar C2 te trekken, wier raakpunten de gezochtepunten Y3 zullen zijn. Klaarblijkelijk vormen dus depunten Yy en V3 een involutorische verwantschap (2, 2)op C2. De directiekromme van een dergelijke verwant-schap is een kegelsnede, die door I)2 zal worden voor-gesteld. Wanneer een punt V\\ met een van zijn toe-gevoegde punten y3 samenvalt, is yi raakpunt van eenstationnair raakvlak; tevens wordt echter de lijn Y\\ V3,die reeds raaklijn was van l)2, eveneens raaklijn van C2.Nu hebben echter C2 en D2 vier gemeenschappelijkeraaklijnen, dus: Cl bezit vier stationnaire raakvlakken(bl. 11). Constructie We stellen ons tot taak de beelden van de raakpuntenpunten der dezer stationnaire raakvlakken te zoeken, waarvoor westationnaire (]e kegelsnede D2 moeten kennen. We koeren daartoe\' t?Šrug tot de I3 der steunpunten van trisecanten. Deze



??? U bezit vier groepen welke beslaan uit een dubbelelementd en een vertakkingselement v. Men ziet gemakkelijkin dat de punten v de snijpunten zijn van C2 en J2 endat d de punten zijn, waar de gemeenschappelijke raak-lijnen van C2 en J2 de kegelsnede C2 raken. Voortsgaat telkens de raaklijn aan J2 in elk der punten v doorhet punt d, dat met v een groep der h vormt. Het isuit het vroeger behandelde (bl. 14) duidelijk dat depunten d de beelden zijn van de raakpunten en v vande snijpunten der vier rakende trisecanten. We gaan nu de beteekenis na der punten d en vvoor de involutorische verwantschap (2,2) der raakpuntenvan dubbelraakvlakken. Denkt men zich Y?? in een derpunten d gekomen dan is do de toegevoegde raaklijnaan J2, en haar raakpunt O komt te liggen in v. Nuligt v echter op C-; de beide raaklijnen uit v aan C2vallen dus samen, v is dus een dubbelelement van debovenbedoelde verwantschap (2,2). Men komt dus totdit bijzondere resultaat: Be 73 der steunpunten van trisecanten en de involuto-rische verwantschap (2,2) der

raakpunten van dubbelraak-vlakken staan in een zoodanig verband dat de dubbel-elementen van de eerste de vertakkingselementen van detweede zijn, en omgekeerd. Hieruit volgt nu aanstonds dat de kegelsnede D- dooi-de vier punten d gaat en daar de vier lijnen dv totraaklijnen heeft. Men heeft dus het volgende voor-schrift: Om de beelden van de raakpunten der stationnaire raak-vlakken te vinden construeere men een kegelsnede D3, dieC- snijdt in de vier punten, waar C- door de gemeen-schappelijke raaklijnen van C- en J" wordt geraakt, endie in deze punten de overige vandaar aan J~ te leggenraaklijnen raakt. De gemeenschappelijke raaklijnen derkegelsneden C- en D2 raken C2 in de gezochte punten.



??? 3. De hoofdkoorden. c^atfekoor5* thans weer de vraag of twee punten op den. de kromme C4 zoo gelegen kunnen zijn dat elk hunner gelegen is in het osculatievlak van het andere. Deplanaire buigpunten, die als oneigenlijke oplossingen vandeze vraag zijn te beschouwen, zonderen we daarbij uit. Wanneer X en Z de beelden zijn van osculatiepunten restpunt van een osculatievlak en wanneer men allepunten X met de bijbehoorende punten Z verbindt om-hullen al deze lijnen een kromme, die we thans nadergaan bepalen. In de leer der verwantschappen wordtbewezen dat de directiekromme van een verwantschap(tn, n) een kromme is van de klasse m n en van dengraad 2 m n, die V2 m (m â€” 1) x/2 n (n â€” 1) dubbel-raaklijnen heeft. Nu bepaalt in ons geval elk punt X?Š?Šn punt Z, terwijl elk punt Z drie punten X levert(bl. 64); de lijnen XZ omhullen dus een kromme vande vierde klasse en den zesden graad, met drie dubbel-raaklijnen. Noemen we de dubbelraaklijnen Ai, A2 en A3; haarsnijpunten met C2 zullen door Xi en Z\\, X2 en

/Â?>,Xs en Zz worden voorgesteld. Een dubbelraaklijn derdirectiekromme kan slechts ontslaan doordat een paar,â€? b.v. Xtl Zi, involutorisch is, zoodat Xx Z\\ tweemaalals raaklijn der directiekromme voorkomt. Herinnerenwe ons nu hoe uit het beeld van een osculatiepunt hetbeeld van het bijbehoorende restpunt wordt verkregendan is het duidelijk dat de punten Xx en Z\\ de volgendebijzondere ligging moeten hebben. Bij Xx construeertmen de toegevoegde raaklijn AVAY\', die J2 in Oi raakt;bij Z\\ evenzoo de toegevoegde raaklijn Z\\Z\\\\ die J2in Qi raakt. Nu onderstelden we dat bij Ari als oscu-latiepunt Zi als restpunt wordt gevonden en wederkeerigbij Zi als osculatiepunt Xx als restpunt. De raaklijnenX\\ Oi Zi en Zi Qi A\\ der directiekromme hebben depunten Xx en Z\\ gemeen en vallen dus samen; de vier



??? punten Xt, Zi, Oi en Q\\ liggen nu op ?Š?Šn lijn Ai, diedus inderdaad als dubbelraaklijn van de directiekrommeoptreedt. Wanneer de genoemde toegevoegde raaklijnenXi\'Xi" en Z\\Z\\\' elkaar in Di snijden is Du dus depool van Ai ten opzichte van de kegelsnede J2. Op de ruimtekromme beantwoorden aan het paar Xx,Z\\ twee punten A1, Bi, die elk het snijpunt zijn van. C4 met het osculatievlak van het andere punt. Devlakkenbundel met Ai Bi als as bepaalt op C4 dus eenJ2, waarvan Ai en Bt zelf de dubbelpunten zijn. Iveerenwe nu tot de afbeelding terug; elke lijn door Di be-paalt op C2 twee punten, die de beelden zijn van tweepunten, die met Ai en Bi in ?Š?Šn vlak liggen (bl. 62)-De genoemde h wordt dus afgebeeld door de parensnijpunten van C2 met alle lijnen door Di. Nu zijnechter Ai en Bi zelf de dubbelpunten der 72; in deafbeelding moeten dus de lijnen, die Di met Xx en Ziverbinden, in de laatstgenoemde punten aan C2 raken,zoodat Dx en Ai niet slechts voor J2, maar ook voorC2 als pool en pool lijn optreden. Daar hetzelfde voorde

overige dubbelraaklijnen geldt kan men zeggen: Wanneer men in alle driehoeken, die in C2 en om J-beschreven zijn, de hoekpunten verbindt met de raakpuntender overliggende zijden, dan omhullen deze lijnen eenkromme van de vierde klasse, die de zijden van den aanbeide kegelsneden gemeenschappelijken pooldriehoek totdubbelraaklijnen liceft. We zagen reeds wat de beteekenis van het voorgaandevoor de ruimtekromme is. Deze bezit drie koorden A B,volgens welke telkens twee osculatievlakken elkaar snijden;ze worden de hoofdkoorden of dubbele osculatiekoordengenoemd (bl. 16).Do drie De zijde X2 Zi of A2 van den driehoek Dx Di Z>3hoofdkoorden gaat door het punt -A; dit beteekent echter dat X2Â?lUpunt.r en met Xi en Z\\ beelden zijn van een complanairegroep. Derhalve wordt yli Bi door A2 B2 gesneden.Elke hoofdkoorde wordt dus door elk der overige hoofd-



??? koorden gesneden en daar ze niet alle drie in ?Š?Šn vlakkunnen liggen gaan de drie hoofdkoorden dus door ?Š?Šnpunt. Een l4 op Reeds werd opgemerkt dat elke lijn door Dx de /"Ti ^ kegelsnede C2 in twee punten snijdt, die met Xx en Z\\de afbeelding van een complanaire groep zijn. Daar-door wordt op C2 een h bepaald, welke de afbeeldingis der J2, die de vlakkenbundel met Ai Bi als as opC4 insnijdt. Merkt men op dat, zoowel ten opzichtevan C2 als van J2, Ai de poollijn is van Dx dan blijktdat de vier snijpunten van C2 en J2 de hoekpunten vaneen volledigen vierhoek zijn, waarvan de paren overlig-gende zijden telkens door een der punten D gaan.Deze vier punten vormen dus, twee aan twee genomen,paren der bovenbedoelde quadratische involuties. Nuzijn echter de snijpunten van C2 en J2 de vertakkings-punten der fundamentale I3. d. w. z. de beelden vande snijpunten der rakende trisecanten. Derhalve: De vier snijpunten van C4 met hare rakende trisecantenliggen twee aan twee in vlakken, die door de hoofdkoordengaan.

Door elk der hoofdkoorden gaan twee dezer vlakken. De punten d, waar C2 geraakt wordt door de ge-meenschappelijke raaklijnen van C2 en J2, zijn de dubbel-elementen der fundamentale I3 (bl. 07), d. w. z. zij zijnde beelden van de vier punten, waar Cl door de rakendetrisecanten wordt geraakt. Uit het feit dat Dx en Ai poolen poollijn zijn, zoowel ten opzichte van C2 als van J2,volgt nu dat van den volledigen vierhoek der punten deveneens Dx Z>2 D3 de diagonaaldriehoek is. Dit betee-kent echter in verband met het voorgaande: De vier raakpunten van Cl met hare rakende trisecantenliggen twee aan twee in vlakken, die door de hoofdkoordengaan. Door elk der hoofdkoorden gaan twee dezer vlakken. We bewijzen nu nog dat ook de vier raakpunten derstationnaire raakvlakken de eigenschap bezitten, dieboven voor de snijpunten en de raakpunten der rakendetrisecanten werd gevonden. De beelden van de raak-



??? punten der stationnaire raakvlakken worden bepaald alsde raakpunten van C2 met de gemeenschappelijke raak-lijnen van C2 en een zekere kegelsnede D2, die dooi-de vier punten d gaat (bl. G7). De kegelsneden C2 enD2 hebben dus eveneens Di D2 D3 tot gemeenschappe-lijke pooldriehoek, die dus ook diagonaaldriehoek zalzijn van den volledigen vierhoek, welks hoekpunten deraakpunten van C2 met de gemeenschappelijke raaklijnenvan D2 en C2 zijn. Derhalve: De vier raakpunten van Cl met hare stationnaire raak-vlakken liggen tivee aan twee in vlakken, die door dehoofdkoorden gaan. Door elk der hoofdkoorden gaan tweedezer vlakken. We kunnen nu, wanneer de ligging der punten Di,Do en Dn eenmaal bekend is, oneindig vele volledigevierhoeken u 1 Â?2 u3 Â?4 construeeren, die in C2 beschrevenzijn en alle Di D> 1)3 tot diagonaaldriehoek bezitten.Men kan n.1. uitgaan van een willekeurig punt Ui; delijnen, die Â?1 met Dt, Dt en D3 verbinden, bepalen opC2 de overige punten mj, Â?3 en u.i. Aangezien de puntenu volkomen

verwisselbaar zijn, terwijl de groep door?Š?Šn harer punten is bepaald, ontstaat aldus op C2 eenh. Daar de verbindingslijnen der punten u door de puntenDi, Dz en D3 gaan bestaat de U eigenlijk uit drie qua-dratische involuties I>, waarvan de zes dubbelpuntentevens de dubbelelementen van h zijn. Past men dezeresultaten op de ruimtekromme C toe clan heeft men dus: Op Cl bestaat een h, die op de volgende wijze is be-paald: als men een punt P van een groep geeft vindtmen de overige punten der groep als snijpunten van C[met de drie vlakken, die men door P en telkens een hoofd\'koorde kan leggen. Deze ?’, heeft als dubbelpunten de zessteunpunten der drie hoofdkoorden en bestaat eigenlijk uitdrie quadratische involuties 1>. Bijzondere groepen der I\\worden gevormd door de raakpunten der stationnaire raak-vlakken, de raakpunten der rakende trisecanten en dcsnijpunten dezer trisecanten.



??? Tetra??ders, Verbindt men de punten eener groep van 7i onderling beschreven ^an ontstaat een viervlak, dat in C4 is beschreven enin 0 . welks overstaande ribben telkens door een hoofdkoordeworden gesneden. Men kan derhalve het laatstgevondenresultaat ook aldus weergeven: In Cl hunnen oneindig vele tetra??ders worden beschreven,waarvan elk paar overstaande ribben door een der hoofd-koorden wordt, gesneden.



??? HOOFDSTUK IV. De afbeelding van de bijzondere krommen van denvierden graad en de tweede soort. 1. De afbeelding van de kromme Cl met oneindig veledrietallen in ?Š?Šn punt samenkomende raaklijnen. bijzon- Op bl. 60 werd gevonden dat de raakpunten van dedubbelraakvlakken der algemeene C4 paren eener in-volutorisclie verwantschap (2, 2) vormen. Nu wordt inde verwantschapstheorie bewezen dat een involutorischeverwantschap in een involutie overgaat wanneer in ?Š?Šngroep de elementen volkomen verwisselbaar zijn. Indiendus in ons geval ?Š?Šn groep van drie punten is aan tewijzen, zoodanig dat ieder met elk der overige een paarraakpunten van een dubbelraakvlak voorstelt, dan zalde verwantschap geheel uit zulke groepen bestaan, m.a.w.de involutorische verwantschap (2, 2) zal in een J3 zijnovergegaan. In de afbeelding wordt dan de directie-kegelsnede D2 een involutiekegelsnede. Om de beteekenis van de bedoelde bijzonderheid vooronze ruimtekromme na te gaan onderstellen we datAi, Ai en A* drie punten op C l

voorstellen, die paars-gewijze raakpunten van dubbelraakvlakken zijn; deraaklijnen van C4 in die punten zullen Â?i, a% en a3worden genoemd. Dan liggen ai en a>> in ?Š?Šn vlak,het dubbelraakvlak in Ai, A>; ze snijden elkaar dus,en daar hetzelfde voor de beide andere combinatiesgeldt wordt elk der raaklijnen at, as en aa door elk deroverige gesneden. De drie raaklijnen kunnen echter



??? niet in ?Š?Šn vlak liggen, daar dat vlak met C4 zes puntengemeen zou hebben; ze moeten dus door ?Š?Šn puntgaan. In verband met het voorafgaande hebben wedus aanstonds de eigenschap: Wanneer een C1 ?Š?Šn drietal in ?Š?Šn punt samenkomenderaaklijnen bezit zijn al hare raaklijnen in zidke drietallengerangschikt; de raakpunten dezer raaklijnen vormen opC4 een I3. Bewijs dat gy de voorafgaande beschouwingen is nog steeds inC\'inderdaad het midden gelaten of werkelijk een C4 ?Š?Šn drietal inbestaat. ?Š?Šn punt samenkomende raaklijnen kan bezitten. Menkan echter gemakkelijk aantoonen dat dit inderdaad hetgeval is. Cayley toch heeft bewezen dat men van eenruimtekromme van den vierden graad en de tweedesoort acht punten willekeurig kan aannemen.*) Kiestmen nu drie lijnen, die in ?Š?Šn punt samenkomen en opelk dezer een punt en voorts nog twee punten willekeurigin de ruimte dan is er blijkbaar een Cl mogelijk, diede drie lijnen in de gegeven punten raakt en nog dooi-de overige twee punten gaat. Derhalve:

Er bestaat een bijzondere C[, welke oneindig vele drie-tallen in ?Š?Šn punt samenkomende raaklijnen bezit. Deze bijzondere kromme is ons reeds van vroegerbekend; ze werd uitvoerig in Hoofdstuk II, 1 behandeld.Aldaar werd ook gevonden dat ze steeds gekenmerktis door de eigenschap dat haar vier buigpunten in ?Š?Šnvlak liggen. Desnijpun- Uit de afbeelding dezer bijzondere C\'1 leidt men nogten der ra- kende trise- een nieuwe eigenschap af. We weten (bl. G7) dat desamen metde ^ stounPunton van trisecanten en de Ia der raak-buigpuntcn. punten van dubbelraakvlakken. (waarin thans de (2, 2)van vroeger is overgegaan) aldus met elkaar in verbandstaan dat de vertakkingselementen van de eenc de dubbel-elementen van de andere zijn, en omgekeerd. Nu zijn \') Zie hiervoor b.v.: Salmon. Analytischo Geometrie des Raumes.Deutsch bearbeitet von Fiedler. Zweiter Thcil. Leipzig 1880. Â§113.



??? de vertakkingselementen der van de steunpunten vantrisecanten de snijpunten der rakende trisecanten; dedubbelelementen der /3 van de raakpunten van dubbel-raakvlakken zijn de raakpunten der stationnaire raak-vlakken. En dus: Als een Cl oneindig vele drietallen in ?Š?Šn punt samen-komende raaklijnen bezit vallen de snijpunten harer rakendetrisecanten samen met de raakpunten der stationnaire raak-vlakken. Hierbij kan worden opgemerkt dat dit resultaat inder-daad slechts geldt voor de hier besproken bijzonderekromme. Immers zoolang de involutorische verwant-schap (2,.2) der raakpunten van dubbelraakvlakken noggeen h is zal een dubbelelement dezer verwantschapgeen planair buigpunt aanwijzen, aangezien de samen-vallende elementen niet met elkaar overeenkomen.Ander bewijs Nu het zooeven gevonden resultaat eenmaal bekenddezer eigen- js ]iet gemakkelijk worden gecontroleerd met behulpvan de formules. Want volgens (1) worden de planairebuigpunten aangewezen door: t* -f 6 m \'t\' 1 â€” 0terwijl de snijpunten der

rakende trisecanten wordengevonden uit vergelijking (G): 4 m8 t l â€” (3 ml G vr â€” 1) t2 4 m3 = 0Kiest men nu 3 nr = â€” 1, of w = 1JB iV 3, waardoorde bovenbesproken Cl is gekenmerkt (bl. 34) dan nemende beide vergelijkingen dezelfde gedaante aan, n.1. tl 2 i t- V 3 1 = 0zoodat ons resultaat is teruggevonden,??oepassing Zooeven werd reeds opgemerkt, dat de elementen,ga"^1 voor" die in een dubbelpunt van de h der raakpunten vande afbeelding, dubbelraakvlakken (d. i. een vertakkingspunt v van deh der steunpunten van trisecanten) samenvallen, thansaan elkaar zijn toegevoegd, hetgeen in het algemeenegeval niet zoo is. Dit leidt, in verband met Hoofdstuk III,nog tot de volgende eigenschap voor de afbeelding:



??? De raaklijnen, in de punten v aan de kegelsnede C2gelegd, zijn tevens raaklijnen aan de involutiekegelsnede D2. 2. De afbeelding van de kromme Cx met tweestationna ire raaklijn en. Stationnaire In Hoofdstuk II, 2 werd het geval besproken dat deraaklijnen. ^ ^ steunpunten van trisecanten twee drievoudigeelementen bezit; elk drievoudig element vertegenwoor-digt dan twee der dubbelelementen. Voor de ruimte-kromme Cl beteekent dit dat ze in plaats van vierrakende trisecanten twee stationnaire raaklijnen bezit,d. w. z. lijnen, die drie opeenvolgende punten met C4gemeen hebben; C4 heeft dan twee lineaire buigpunten.Eigenschap De theorie der cubische involuties geeft voor de hierC*1 met* Twee bedoelde bijzondere C4 nog een merkwaardig resultaat,stationnaire AVe zagen (bl. 39) dat de raakpunten der stationnaireraaklijnen. raa]djjnen ??f beide re??el ??f toegevoegd imaginair zijn. Nu heeft AVeyr 4) voor de h met twee drievoudigeelementen de volgende eigenschappen bewezen: â€žHeeft een h twee re??ele drievoudige

elementen danbestaat elk van haar groepen uit ?Š?Šn re??el element entwee toegevoegd imaginaire elementen.\'\' â€žHeeft een h twee toegevoegd imaginaire drievoudigeelementen dan bestaan haar groepen uitsluitend uitre??ele elementen." Dit brengt ons aanstonds tot de volgende eigenschappenvoor de ruimtekromme: Wanneer een Cx twee re??ele stationnaire raaklijnen bezit,dan snijdt elke trisecante de kromme in ?Š?Šn re??el punt enin tivee imaginaire punten. Wanneer een C4 twee imaginaire stationnaire raaklijnenbezit, dan snijdt elke trisecante de kromme in drie re??elepunten. \') Grundz??ge einer Theorie der cubischen Involutionen. Abhand-lungen der b??hmischen Gesellsch. d. Wiss. (Prag). VI. 7. 1874. Â§ 12.



??? Ligging van Bij liet afbeelden der algemeene Cl op een kegelsnedekeo-elsnedeJ^ werden de dubbelelementen van de L der steunpuntenin dit geval, van trisecanten gevonden als de punten waar C2 geraaktwordt door de gemeenschappelijke raaklijnen van C2 enJ2 (bl. G7). Deze raakpunten moeten hier twee qan twee samen-vallen; de involutiekegelsnede J2 moet C2 dus in tweepunten aanraken, welke de beelden van de lineairebuigpunten zijn. Nadere be- Wanneer de raakpunten der stationnaire raaklijnenvanÂ°hetgeval ima&ina\'r z?œn kan men met voordeel Cl op de volgendewaarin de wijze afbeelden. Men kiest voor C2 een cirkel en be-punten i\'mif- sc^ouwt zijn oneindig verre punten als beelden van deginair zijn. raakpunten der stationnaire raaklijnen. De involutie-kegelsnede J2, die C2 in de bedoelde punten moet raken,is dan eveneens een cirkel, concentrisch met C-. Aan-gezien C2 en J2 nog steeds de ligging van Ponceletmoeten vertoonen is de straal van J2 de helft van dienvan C2 en zullen de driehoeken, die men in C2 en

tevensom J2 kan beschrijven, in dit geval gelijkzijdig zijn. Dehoekpunten Au A2 en A3 van een dezer driehoeken zijndus de beelden van drie op eenzelfde trisecante gelegenpunten van Cl. Hiermee vinden we bevestigd dat detrisecanten eener Cx met imaginaire stationnaire raak-lijnen de kromme steeds in drie re??ele punten snijden.Gemakkelijk vindt men nu uil de boven beschreven wijzevan afbeelden een aantal, grootendeels reeds uit Hoofd-stuk II bekende, eigenschappen van C" met stationnaireraaklijnen. Op bl. 64 werd aangegeven hoe men, wanneer eenigpunt van Cx door zijn beeld Ai is gegeven, het beeldkan construeeren van het punt, waar het osculatievlakin het gegeven punt snijdt. Men moet dan doorAi de beide raaklijnen aan J- leggen, waardoor mende toegevoegde raaklijn M vis verkrijgt, die ./"\' in Oiraakt; de lijn, die Ai met Oi verbindt, snijdt C2 tentweeden male in een punt 7ii, dat het beeld \\an het



??? gezochte restpunt is. Blijkbaar is nu Bi eenvoudig hetandere uiteinde der door Ai gaande middellijn van dencirkel C2. Dubbele os- Nu zijn echter Ai en Bi gelijkwaardig, d.w.z. als Biden. het beeld van een osculatiepunt is zal A\\ dat van het bijbehoorende restpunt zijn. Elke verbindingslijn vaneen osculatiepunt met zijn restpunt is dus dubbele os-culatiekoorde en de kromme heeft de bijzonderheid datze oneindig vele dubbele osculatiekoorden bezit. Inder-daad werd op bi. 39 bewezen dat de beide eigen-schappen: het bezit van twee stationnaire raaklijnen enhet voorkomen van oneindig vele dubbele osculatie-koorden, steeds samengaan. Wanneer men om Ai als hoekpunt een rechten hoeklaat wentelen verkrijgt men een quadratische stralen-involutie, waarin de raaklijn, in Ai aan C2 gelegd, aanAi Bi is toegevoegd, en die de isotrope lijnen als dubbel-elementen bezit. Derhalve: De steunpunten eener dubbele osculatiekoorde wordenharmonisch gescheiden door de lineaire buigpunien. Dit resultaat kan men ook langs anderen weg ge-

makkelijk vinden. Immers in de parametervoorstellingvolgens Cremona (bl. 42) worden de lineaire buigpuntendoor de waarden 0 en co gekenmerkt, terwijl de para-meterwaarden van de steunpunten eener dubbele oscu-latiekoorde door de betrekking (31) zijn verbonden.Hieruit volgt de bedoelde harmonische ligging onmiddellijk. Projecteert men de punten Ai, A2, A3 en Bi uit Aiop de raaklijn in Bi dan blijkt nog gemakkelijk de waar-heid der volgende stelling: De steunpunten eener dubbele osculatiekoorde wordenharmonisch gescheiden door de punten, die met een dezersteunpunten op dezelfde triseccinte liggen.Door een Voor het construeeren der beelden van de steunpuntenmet1 twee C> der osculatievlakken, die in een gegeven punt van C*stationnaire samenkomen, werd op bl. 05 een methode aangegeven,raaklijnen is jyjert maaj-(_ daarbij gebruik van een zekere kegelsnede



??? slechts ?Š?Šn K2, die C2 behalve in het gegeven punt in nog drieaan" GMelak Punten snijdt, die de beelden der gezochte punten zullenleggen. zijn. Het blijkt gemakkelijk, wanneer men hier vooreen punt Bi op C2 deze methode tracht te volgen, datde kegelsnede IC- ontaardt, en wel in de lijn in hetoneindige en in de door Bi gaande middellijn. Hetandere uiteinde Ai dezer middellijn levert dus de eenigeoplossing van ons vraagstuk; de beide overige komensteeds overeen met de imaginaire cirkelpunten, welkede beelden zijn der lineaire buigpunten. Dat deze hierworden gevonden wordt aanstonds duidelijk als menbedenkt dat elk vlak, dat door een stationnaire raaklijngaat, drie opeenvolgende punten met C1 gemeen heeft,dus als een oneigenlijk osculatievlak is op te vatten. Daar uit elk punt van Cl ?Š?Šn osculatievlak aanis te leggen en daar het osculatievlak in het gekozenpunt voor drie samenvallende osculatievlakken is tetellen vindt men dat de Cl met twee stationnaire raak-lijnen van de vierde klasse is, hetgeen ook reeds inHoofdstuk II was

afgeleid.De planairo Om de beelden van de raakpunten der stationnairevallen"met1 raakvlakken te construeeren werd gebruik gemaakt van<le lineaire een zekere kegelsnede I>2, die O2 snijdt in de vier punten,Â?amcn\'nten waar C2 door de gemeenschappelijke raaklijnen van C2en ./2 wordt aangeraakt (bl. (57). In ons geval rakenC2 en J2 elkaar in de oneindig verre imaginaire cirkel-punten en zal D2 dus eveneens daar ter plaatse C2 enJ2 aanraken. De kegelsnede l)2 is dan een met C2 enJ2 concentrische cirkel. De gemeenschappelijke raak-lijnen van C2 en I)2 raken C2 in de beelden der gezochteplanaire buigpunten, welke dus hier twee aan twee metde lineaire buigpunten samenvallen (vergelijk bl. 40).Elke raaklijn In Hoofdstuk III, 2 werd gevonden dat elke raaklijn^n\'dit\'geval1 van door twee andere raaklijnen wordt gesneden, en;loor tweo dat men, als het raakpunt Ai van de eerste raaklijn is5gJâ„? gegeven, de raakpunten der beide andere als volgt kangesneden. bepalen: men zoekt het punt Oi, waar de toegevoegde



??? raaklijn van Ai de involutiekegelsnede J2 raakt, en trektuit Oi de beide raaklijnen aan C2. De raakpunten dezerraaklijnen zijn dan de beelden der punten, wier raak-lijnen de raaklijn van Ai snijden. Aangezien nu in onsgeval J2 geheel binnen C2 ligt en de raaklijnen uiteenig punt van J2 aan C2 dus imaginair zijn heeft men: Als een Cl twee imaginaire stationnaire raaklijnen bezitâ– wordt elk harer raaklijnen door twee imaginaire raak-lijnen gesneden. De dubbelkromme D?? van het raaklijnenoppervlak isdus in dit geval imaginair. 3. De afbeelding van de kromme Cl met een dubbelpunt. Algemeene Wanneer een Cl een dubbelpunt bezit is, zooals menopmcrkingen\'gemakkelijk inziet, de methode van afbeelden, die inHoofdstuk III voor de algemeene Cl werd uiteengezeten die ook voor de tot dusver behandelde bijzonderekrommen kon worden gebezigd, niet langer van toepassing.Immers haar uitgangspunt was de h van de steunpuntender trisecanten; deze L werd op de kegelsnede C2 af-gebeeld door drietallen punten, wier

verbindingslijnenraaklijnen waren van een andere kegelsnede, de invo-lutiekegelsnede J2. Nu bezit een kromme Cl met eendubbelpunt geen eigenlijke trisecanten; deze zijn thansvervangen door de lijnen, die het dubbelpunt met depunten van C\'4 verbinden. Van alle groepen der h zijndus twee punten vast, terwijl de overige een enkelvoudigepuntenreeks vormen. Het is duidelijk dat hiermee detot dusver gevolgde wijze van afbeelden voor de C\'met een dubbelpunt vervalt. Wel blijft gelden wat in den aanvang van Hoofdstuk IIIis gezegd over het al of niet willekeurig aannemen vande kegelsnede C2. Daarbij heeft men slechts de hyper-bolo??de II te vervangen door den kegel F, die Cl uithet dubbelpunt projecteert (bl. 48) en die thans hetregelvlak der trisecanten vertegenwoordigt. *



??? De reciproke Alvorens tot het afbeelden van C4 over te gaan be-nvoluties. schouwen we eenige quadratische involuties, die bij deverschillende constructies worden toegepast. In Hoofdstuk II, 3 werd gevonden dat in den bundelvan quadratische oppervlakken, waarvan C4 de basis-kromme is, behalve de bovengenoemde kegel T, nogtwee kegels I\\ en r2 voorkomen, die C4 dubbel projec-teeren. De ribben van eiken dezer kegels bepalen opC4 een quadratische punteninvolutie. We zullen tweepunten van Cl, die op dezelfde kegelribbe liggen, â€žreci-proke punten" noemen, hun verbindingslijn een â€žreciprokekoorde" en de 72, door de paren gevormd, de â€žreciprokeinvolutie". Er bestaan dus twee dergelijke reciprokeinvoluties op Cl. Aangezien een raakvlak aan Ti of r2 een dubbel-raakvlak van C1 is blijkt hieruit tevens dat er tweestelsels van dubbelraakvlakken zijn; de vlakken van heteene stelsel omhullen den kegel Ti, die van het anderestelsel den kegel T2. De paren raakpunten van liet eenestelsel vormen de eerste, die van het andere de

tweedereciproke involutie. Stelt men in (3G) m3 = Â?1 en m = m2 dan verkrijgt menMi2 w22 = k Deze betrekking geeft het verband aan tusschen deparameters van de raakpunten van een dubbelraakvlak.Ze wordt gesplitst in: in in = V k en Â?i u2 = â€” V k Deze vergelijkingen bepalen dus de beide stelsels raak-puntenparen van dubbelraakvlakken; ze zijn de ver-wantschapsvergelijkingen der beide reciproke involuties. De dubbelpunten Bi en Bi der eerste reciproke in-volutie worden bepaald door u2â€”-\\-V k, hun para-meters zijn dus iy k en â€” \\y k; die der tweedereciproke involutie, /i2 en B>\', worden aangewezen dooru- = â€” V k, hun parameters zijn dus -f- i \\y k enâ€” i k. Nu zijn -f- f k, â€” V k, i k en â€” i kjuist de wortels van (37), derhalve:



??? De vier dubbelpunten der beide reciproke involuties liggenin de planaire buigpunten. Voorts vindt men voor de dubbelverhouding dezervier punten: i^y k â€” iy k â€” i]y k â€” \\y k (Bi Bi\' Bo Bi): i ]y k ^ k \' â€” i \\y k iy k_(i-1)2 -1; ~(i l)2dus: De vier buigpunten vormen een harmonische groep. Uit de vergelijkingen der reciproke involuties of ookuit de beschouwing der dubbelprojecteerende kegelsvolgt nog: Elke reciproke koorde wordt door elke andere reciprokekoorde van hetzelfde stelsel gesneden.De^liarmo- Behalve de beide reciproke involuties kan men oplutie. C4 nog de involutie beschouwen, die tot vergelijking heeft: Â?1 Â?2 = 0 Baar puntenparen worden harmonisch gescheiden dooi-de punten m = 0 en u = co, die de op elkaar vallendepunten van liet dubbelpunt kenmerken (bl. 45); ze zalde â€žharmonische involutie" worden genoemd. Blijkbaarzijn Bi, Bi\' en B2, B2\' paren dezer involutie, dus: De dubbelpunten der reciproke involuties vormen tweepuntenparen van de harmonische involutie. De harmonische involutie onderscheidt

zich van dereciproke involuties doordat de verbindingslijnen harerpuntenparen (â€žharmonische koorden") elkaar niet snijden.Deze opmerking is van belang met het oog op de toe-passing van deze involuties in het volgende. De afbeel- onderstellen thans dat op de kegelsnede C2 de ding van de merkwaar- beelden Di en D> der naburige punten van het dubbel-en^de f^ndn" z\'-\'n 8eÂ?even alsmede die der buigpunten Bi en Bi\'.mentale in- punten mogen niet geheel willekeurig worden aan-volutiesop<?J. genomen, daar ze een harmonische groep vormen (zie



??? boven); de verbindingslijn bx van Bi en Bi\' gaat dusdoor het snijpunt O der raaklijnen, die in Di en D2aan C2 kunnen worden gelegd. Wanneer men nu nog in Bi en Bi eveneens de raak-lijnen aan C3 trekt dan ligt haar snijpunt Pi (de poolvan bi) op de verbindingslijn d van Di en D2. Ten-einde nu nog de beelden B2 en B2 der overige buig-punten te vinden kan men opmerken dat deze zooweldoor Bi en Bi\' als door l)i en D2 harmonisch wordengescheiden (zie boven). De lijn b2, waarop B2 en B2liggen, gaat dus zoowel door O als door Pi en is dusde verbindingslijn dezer punten; waar zij C2 snijdt liggende punten P2 en B2\'. Het snijpunt P2 van bi en d is nu blijkbaar de poolvan b2; de driehoek OPiP2 is een pooldriehoek van C2. Uit het voorgaande volgt nog dat, als Di, D2, Bi enBi\' re??el zijn, u2 buiten de kegelsnede valt, zoodat B2en B>\' imaginair worden. Van de vier buigpunten zullendus steeds twee re??el en twee imaginair zijn. Als we de verkregen resultaten samenvatten vindenwe dus dat elk puntenpaar van de harmonische involutieop een

rechte door O ligt, dat elk paar van de eerstereciproke involutie op een rechte door Pt en elk paarvan de tweede reciproke involutie op een rechte doorP2 ligt. Het punt van yy0 â€žaan tjians ovcr t0t liet hoofdprobleem: wanneer C" te zoeken, Â° .. 1 dat met drie gegeven zijn de beelden ii, i2 en J;) van drie punten gegeven pun- xu X2 en Xa van C\' vraagt men het beeld Yi van ten vin complanairis.het punt X\\ te vinden, dat met de drie gegeven puntenin ?Š?Šn vlak ligt. Denkt men zich weer, evenals in het algemeeno geval,een vlakkenbundel met Xi X2 als as dan bepaalt dezeop Cl een I-, waarin het gezochte punt, Ar4 aan Xa istoegevoegd. Kende men in do afbeelding het centrumCi2 dezer 12 dan zou do vraag dadelijk kunnen wordenbeantwoord. Nu is het echter mogelijk twee bijzonderegroepen aan te wijzen. Vooreerst zal M, D> een paar



??? van elke I2 als boven bedoeld voorstellen, zoodat C12op d moet liggen. Wanneer men voorts het punt F/bepaalt, dat in de eerste reciproke involutie aan Fi istoegevoegd, en het punt F2\', dat in diezelfde involutiemet F2 overeenkomt, dan zal YiF2\' eveneens een paarder bedoelde I2 zijn, aangezien twee reciproke koordenvan hetzelfde stelsel elkaar snijden (zie boven) en dusFi, F2, Fj\', F2\' een complanaire groep voorstelt. Men heeft nu blijkbaar het volgende: Om het beeld Y\\ te vinden van het punt, dat met drie,dcror hun beelden Fi, Â?<> en Y$ gegeven, punten complanairis, bepaalt men de snijpunten Y\\ en Y2\' van C2 met delijnen die Y\\ en Y2 met F1 verbinden. De lijn F/ Y2snijdt d in een punt C\\2; het punt, waar de lijn F3 Ci2nogmaals C2 snijdt, is het gezochte punt Y4. Het is duidelijk dat men hier en in het volgende inplaats van de eerste reciproke involutie ook de tweedekan bezigen. De harmonische involutie is niet bruik-baar omdat twee harmonische koorden elkaar nietsnijden. Verder valt weer op te merken dat men als as

van den vlakkenbundel ook X\\ Xa of X2 X3 had kunnen nemen. Men zou dan als centrum der I2 het snijpunt Cm van d met F/ F3\' of het snijpunt C23 van d met F2\'F3\' hebben verkregen. Zoowel de lijn F2 C1S als Fi C23 zou het gezochte punt F4 op C2 hebben bepaald. Ligging\' van Wanneer men niet in het bijzonder Xt door Xi, X2 viorJ^u^en en X3, doch telkens elk der vier punten door de overige do beelden drie bepaald denkt verkrijgt men nog drie punten CVt, zijn van vier c2i en Cu op d. Men komt dan tot den volgendencomplanaire , , punten op algemeenen regel: C*- Vier punten Fj, F2, F3 en Y\\ van C2 zijn dan de beelden van vier complanaire punten van C) als telkensde verbindingslijn van twee dezer punten en de lijn, diedoor de reciproke punten der overige twee gaat, elkaar opde lijn d snijden. Indien men groepen neemt, waarin punten zijn samen-



??? gevallen, verkrijgt men nog uit het voorafgaande eenigebijzondere resultaten.Raakvlak. Laat men X2 men Xj samenvallen dan vindt men:Twee punten X8 en X4 liggen met de raaklijn in hetpunt Xi in ?Š?Šn vlak indien de lijn lr3 Y4 en de raaklijn,in het reciproke punt van Yt aan C2 gelegd, elkaar op delijn d snijden. Dubbclraak- Valt bovendien nog Ar4 met X3 samen, zoodat hetvlak der groep dubbel raakvlak van C4 wordt, dan heeftmen nog: Twee punten Y\\ en r3 zijn dan de beelden van deraakpunten van een dubbelraakvlak als de raaklijn in ?Š?Šndezer punten en de raaklijn, in het reciproke punt vanliet andere aan C2 gelegd, elkaar op de lijn d snijden. Wanneer van een complanaire groep de punten Xi,Ar2 en X3 samenvallen wordt het vlak der groep oscu-lalievlak in Xi. Wil men het snijpunt van C4 met datosculatievlak bepalen dan zal men, zooals gemakkelijkblijkt, aldus moeten handelen: Om het beeld Y\\ van het punt X4 te construceren, waarCl het osculatievlak in een gegeven punt Xi nog snijdt,verbindt men Yi met het punt C, waar de

raaklijn aanC2 in het reciproke punt van Y\\ de lijn d snijdt; liettweede snijpunt van Y\\ C met C2 is dan het gezochte punt I4.Aantal os- We denken ons ten slotte in het voorafgaande gevalkon tiÂ°Vlak" Seoeven cn vragen naar het aantal osculatie- punt vanâ„?" vlakken dat door X\\ aan C7l kan worden gelegd. Wennn Gl. onderstellen dus dat in de afbeelding J4 gegeven is envragen naar het aantal der punten Jri, die met Yk eenligging vertoonen als zooeven is besproken. Wanneer men een punt P willekeurig op C2 kiest,in het reciproke punt van P een raaklijn aan C2 legt,en door het snijpunt van deze raaklijn met de lijn deen lijn naar Y4 trekt, dan zal deze lijn C2 nog in Qsnijden. Indien Q met P samenviel zou juist het ge-wenschte geval voorhanden zijn. Nu bepaalt, zooalsboven blijkt, elk punt P ?Š?Šn punt Q; met elk punt Q vlak. Oscillatie-vlak.



??? komen echter twee punten P overeen, daar men uithet snijpunt van Q met d twee raaklijnen aan C2kan trekken. De verwantschap (1,2) die aldus tusschende punten P en Q ontstaat, heeft drie co??ncidenties.Men kan dus door elk punt der C4 met een dubbelpuntdrie vlakken leggen, die haar elders osculeeren (bl. 46). 4. De afbeelding van de kromme C4 met een keerpunt. Algemeene Evenmin als bij de kromme C4 met een dubbelpuntopmerkingen. js ^jj ^ie met een keerpunt de algemeene methode vanafbeelden bruikbaar en wel om dezelfde redenen. Ookhier is het trisecantenregelvlak overgegaan in een qua-dratischen kegel, n.1. in den kegel A, die Cl uit hetkeerpunt projecteert (bl. 54).De harmoni- Reeds op bl. 54 werd bewezen dat de bundel vanscheinvolutie\'quadratische oppervlakken, waarvan C4 de basiskrommeis, behalve den zooeven genoemden kegel A nog eenkegel Ai bevat, die C4 dubbel projecteert. De ribbenvan dezen kegel bepalen op C4 een quadratische punten-involutie. De puntenparen dezer 72 zijn

zoogenaamdeharmonische punten, d. w. z. hun parameters ui en u2voldoen aan de betrekking: Ul Â?2=0 De dubbelelementen der I> zijn het keerpunt (u = co)en het buigpunt (m = 0). We vermelden met het oogop hetgeen volgt nog in het bijzonder de beide resultaten: 1Â°. Elk puntenpaar der harmonische involutie ligtharmonisch ten opzichte van het keerpunt en het buigpunt. 2Â°. Elke harmonische koorde wordt door elke andereharmonische koorde gesneden. De afbecl- Denken we ons thans weer de kegelsnede C2 en ding van de j^op (]e beelden B en K van het buigpunt en het merkwaar- * ^ T. dige punten keerpunt gegeven. De raaklijnen, in B en A aan C - en de har- geiegCi) snijden elkaar in een punt O. Elke lijn door O



??? monische in- snijdt nu C2 in twee punten, die met B en K eeni ic op . jiarnionjscjie groep vormen en dus een paar der har-monische involutie zijn. Aldus blijkt dat de harmonischeinvolutie op C2 wordt afgebeeld door de puntenparen,wier verbindingslijn door O gaat.Hetpuntvan We onderstellen thans weer dat drie punten Xx, X2datÂ°met\'lir!e en A3 van C1 door hun beelden Yi, F2 en F3 zijn ge-gegeven pun- geven en vragen naar het beeld Y\\ van het punt Xj,comp??anair^ waar het vlak der gegeven punten C4 nogmaals snijdt,is. De vlakkenbundel met Xi X2 als as bepaalt op C4 een J2, waarin X\\ aan A\'3 is toegevoegd. Het vraagstukzou dus opgelost zijn indien men in de afbeelding hetcentrum dezer I2 kon aanwijzen. Nu zijn echter weertwee paren der I2 dadelijk te vinden. Vooreerst tochzal, daar het keerpunt dubbelpunt is van elke involutiemet een koorde als as, het centrum Ci2 op de raaklijnk moeten liggen, die in K aan C2 is getrokken. Voortskan men in de afbeelding het punt Yx bepalen, dataan Yx en het punt Y2\', dat aan Y2 in de

harmonischeinvolutie is toegevoegd; daar elke twee harmonischekoorden elkaar snijden is dan het paar IV, Y2\' ook hetbeeld van een groep der boven bedoelde J2.Men heeft dus blijkbaar het volgende:Om het beeld Y* te vinden van het punt, dat met driedoor hun beelden Yt, Y2 en Ya gegeven punten complanairis, bepaalt men de snijpunten Yt\' en Y,\' van C2 met delijnen, die Yt en Y2 met O verbinden. De lijn Yx Y2snijdt k in een punt C12; het punt, waar de lijn Y0 Cl2nogmaals C- snijdt, is het gezochte punt I4. Natuurlijk had men weer evenals in alle dergelijkegevallen als as van den vlakkenbundel ook Xx A3 ofX2 Ar3 kunnen kiezen. Men zou dan als centrum derI2 het snijpunt Cn van k met iV Z3\' of het snijpuntC2s van k met V2 Ys\' hebben verkregen. Zoowel delijn r2 C*i3 als Yx C23 zou het gezochte punt Y4 op C2hebben bepaald. Ligging van Wanneer men beurtelings elk der vier punten Ari, X2,



??? vier punten X3 en als door de overige drie bepaald denkt ver- beelden^zijn kriJSt men n0Â? drie Punten Cl4\' Cu en C34 Â°P de liJnvanviercom- k; men heeft dus in het algemeen: ten"van Vier PUnten Yl> en Y* van C\' zi??n dciU dc beelden van vier complanaire punten van C4 als telkens de verbindingslijn van twee dezer punten en de lijn, die doorde harmonische punten der beide andere gaat-, elkaar opde lijn k snijden. Voorts onderscheidt men ook hier weer eenige bij-zondere gevallen.Raakvlak. Als XÂ? met X\\ samenvalt verkrijgt men: Twee punten Xs en X\\ liggen met de raaklijn in hetpunt X\\ in ?Š?Šn vlak indien de lijn Ys Y\\ en de raaklijn,in het harmonische punt van Yi aan C2 gelegd, elkaar opde lijn k snijden. Dubbelraak- Wanneer men in het voorafgaande geval uitgaat vanvlak. Yi, vervolgens het punt \'Ci bepaalt, waar de raaklijn aan C2 in het harmonische punt Yi\' de lijn k snijdt,en door C\'i de eenige (buiten k) nog mogelijke raaklijnaan C2 trekt, dan zal het raakpunt Yz dezer raaklijnhet beeld zijn van het eenige punt Ar3

van C\', waarvande raaklijn die van X\\ snijdt. Nu valt blijkbaar Ya metIV samen, hetgeen ook zoo moest zijn, daar elk paarder harmonische involutie als een raakpuntenpaar vaneen dubbelraakvlak kon worden beschouwd. Door elkeraaklijn van Cl gaat dus slechts ?Š?Šn dubbelraakvlak;het vlak, dat door de raaklijn en het keerpunt gaat, isde tweede, oneigenlijke oplossing, wat trouwens ook uitde afbeelding blijkt.Osculatie- Voor het bepalen van het restpunt, dat bij een ge-vlak. geven osculatiepunt behoort, leidt men nog gemakkelijk af: Om het beeld Y4 van het punt X4 te construeeren, waarCl het osculatievlak in een gegeven punt Xi nog snijdt,verbindt men Yi met het punt C, waar de raaklijn aanC2 in het harmonische punt van Y\\ de lijn lc snijdt; Hettweede snijpunt van Y\\ C met C2 is dan het gezochtepunt Y4.



??? Aantal oscu- Wanneer in het voorafgaande geval Xi door zijn beeldu1t1Ceenkpunt ^ Â?eÂ?even kan men omgekeerd vragen naar hetvan C\' aan aantal der osculatievlakken, die in X4 hun snijpunt metGi\' C4 hebben. Daartoe moet men nagaan hoeveel punten Vi met jf 4 de zooeven vermelde ligging vertoonen. Wanneer men een punt P willekeurig op C2 kiest,in het harmonische punt van P een raaklijn aan C2legt en door het snijpunt van deze raaklijn met de lijn heen lijn naar J4 trekt zal deze lijn C2 nog in Q snijden.Indien Q met P samenviel zou juist het gewenschtegeval voorhanden zijn. P bepaalt aldus ?Š?Šn punt Q;Q eveneens ?Š?Šn punt P, want men kan weliswaar uilliet snijpunt van Q I4 met k twee raaklijnen aan C2trekken, maar hiervan is k er een. P en Q komen nuprojectief met elkaar overeen; er zijn dus twee co??nci-denties. Een dezer co??ncidenties is het beeld K vanhet keerpunt; dit kan uit de afbeelding worden afgeleid,maar is ook onmiddellijk duidelijk als men bedenkt datelk vlak door de keerpuntsraaklijn als oneigenlijk osculatie-

vlak van Cl is op te vatten. Hiermee is derhalve hetbekende resultaat teruggevonden dat men door elk puntder Cl met een keerpunt slechts ?Š?Šn vlak kan leggendat haar elders osculeert.
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??? Stellingen.
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??? Stellingen. i. Op bl. 51 en 52 van dit proefschrift is langs alge-braischen weg bewezen dat de dubbelkromme van hetraaklijnenoppervlak der ruimtekromme van den vierdengraad met een dubbelpunt ontaard is in twee vlakkekrommen van den derden graad. Deze eigenschap kan meetkundig worden afgeleid uitde beschouwingen van Brambilla over de om een der-gelijke kromme beschreven scheeve vierhoeken. Brambilla. Rend. Ist. Lomb. II. 17. 1884. (Â§ 7). ii. De bewering van Cremona, dat de ruimtekromme vanden vierden graad en de tweede soort geen veelvoudigepunten of keerpunten kan hebben, is niet in tegenspraakmet hel bestaan van de in dit proefschrift besprokenvierdegraadskromme met een dubbelpunt of keerpunt. Cremona. Ann. di Mat. 4. 1801. (Â§ 2). iii. Dat do functie \\x voor x=ca onbepaald wordt magniet als vanzelfsprekend worden aangenomen. Vgl. Grotendorst. Begins. der Diff. en Int. rek. IJreda. 1904. (p. 117).



??? IV. Voor de indeeling der stelkunde in â€žlagere" en â€žhoogere"algebra, zooals die thans gebruikelijk is, bestaan geenvoldoende gronden. V. De door Relndersma toegepaste methode van meet-kunde-onderwijs verdient geen aanbeveling. ReindersMA. Nieuw Leerboek der Vlakke Meetkunde.Groningen. 1912â€”\'14. VI. De argumenten, die Max Simon aanvoert om aan teloonen dat aanleg voor wiskunde in even groote matebij vrouwen als bij mannen voorkomt, zijn van geenwaarde. Max Simon. Methodik und Didaktik des Rechnens undder Mathematik. M??nchen. 1908. (p. 50). VII. Tegen de redeneering van Bertrand in het vraagstukder gouden en zilveren munten bestaan ernstige bezwaren. Bertrand. Calcul des Probabilit??s. Paris. 1907. (p. 2). VIII. De oplossing, welke Barrier gegeven heeft voor hetnaaldprobleem uit de waarschijnlijkheidsrekening, heeftalleen zin als naar de mathematische hoop, niet als naarkans gevraagd wordt. Barbier. Journ. d. Math. (Liouville) II. Â?>. 18(50. (p. 273). Vgl. b.v. Bertrand. Calcul des

Probabilit?Šs. Paris. 1007.(p. 52).



??? IX. De gebruikelijke, o. a. door Young gegeven verklaringvoor de schijnbare vergrooting der zon- en maanschijfnabij den horizon wordt teniet gedaan door de proevenvan Filehne en van Zoth. Young. General Astronomy. Boston 1900. (p. 63). Filehne. Arch. f. d. gc3. Physiol. (Pfliiger). 59. 1895.(p. 279). Zoth. ibidem. 78. 1899. (p. 363). X. Voor het meten van geringe gasspanningen is devacuummeter van Mag Leod te verkiezen boven denthermo??lectrischen vacuummeter. Mac Leod. Phil. Mag. IV. 48. 1874. (p. 110). Voege. Phys. Zcitsckr. 7. 1906. (p. 498). XI. Do bewering van Smoluchowski, dat de tweede hoofd-wet der thermodynamica theoretisch slechts als eenâ€žzeer bij benadering geldige regel" mag worden beschouwd,is overdreven. Smoluchowski. Math. Vorlcs. n. d. Univ. G??ttingcn. 6.1914. (p. 90). XII. De verklaring van J. J. Thomson voor het optredenvan persisteerende stroomen in supra-geleiders is gezocht. ,T. J. Thomson. Phil. Mag. VI. 30. 1915. (p. 192). Vgl. Kamerlingii Onnes. Vcrsl. Kon. Ac. v. Wet. Deel 22(p. 1413) en Deel

23 (p. 167).
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