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GESCHIEDENIS EN LITERATUUROVERZICIT.

Tot op het midden der 19¢ eeuw was hel beslaan
van twee geheel verschillende soorten ruimtekrommen
van den vierden graad onbekend. Men kende sinds lang
de snijkromme van twee quadratische oppervlakken, door
welke dan steeds oneindig vele van dergelijke opper-
vlakken gaan, die samen een bundel vormen; dergelijke
krommen had Moxce reeds omstreeks 1800 in bijzondere
gevallen bestudeerd. Eerst in het jaar 1850 werd door
Saryox 1) gevonden dat er nog een tweede raimtekromme
van den vierden graad beslaat, welke in verschillende
opzichten van de van ouds bekende kromme verschilt.
Eenige jaren later, in 1856, deed Stemer ®), onafhan-
kelijk van zijn voorganger, dezellde ontdekking. Beiden
merken op dat ze hier blijkbaar een geheel onbekende
kromme ontmoeten; noch Saiyon, noch SteNer  schijnt
haar echter aan een nader onderzoek te hebben onder-
worpen.

Het eerst werd de nieuw ontdekte kromme uitvoerig
hestudeerd door Cremona. Deze bood in de zitting van
7 Maart 1861 aan de Academie van Bologna een ver-
handeling aan, getiteld ,Intorno alla curva gobba del
quart’ ordine per la (uale passa una sola superficie di
secondo grado”, waarnit hij de gevonden resultaten

") On the classification of curves of double curvature. The
Cambridge and Dublin Mathematical Journal. Vol. 5. 1850, (p. 40).

4 Uber die Flichen dritten Grades, Journal fiir Math. (Crelle)
H. 1807 (p. 138). Ook afgedrukt in: Jacob Steiner’s Gesammelte
Werke. Zweiter Band.  Berlin 1882, (p. 656).
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voorlas ').  De verhandeling in haar geheel werd niet
in de ,Memorie” van genoemde academie opgenomen;
z¢ verscheen echter in hetzelfde jaar in de Annali di
Matematica 2).

In de bovengenoemde verhandeling gaat Cresoxa uit
van de bekende snijkromme van twee quadratische opper-
vlakken, die hij de vierdegraadskromme ,van de eerste
soort” noemt. Deze kan klaarblijkelijk geen trisecanten
bezitten. Immers de kromme is basiskromme van een
bundel quadratische oppervlakken; een trisecante zou
met al deze oppervlakken drie punten gemeen hebben,
dus erop moeten liggen, ze zou dus ook als deel van
de basisfiguur opltreden, hetgeen ongerijmd is.

Vervolgens bespreekt Cremoxa de kromme van den
vierden graad, die men als volgt verkrijgt.  Men brengt
een hyperboloide /1 fot doorsnijding met een cubisch
oppervlak dat met de hyperboloide twee rechten /; en
l: van hetzelfde stelsel gemeen heeft, of wel ééne lijn,
die dan echter dubbelrechte moet zijn van het eubisch
oppervlak. De restdoorsnede is dan een kromme €%
an den vierden graad. Blke beschrijvende lijn van H
zal het cubisch oppervlak in drie punten moeten snijden ;
behoort nu die lijn tot helzelfde stelsel als 4 en l, dan
zal ze, daar lijnen van eenzelfde stelsel elkaar kruisen,
in drie punten op de kromme C' rusten, dus {risecante
zijn.  Behoorl ze echter tot hel tweede stelsel op H,
dan snijdt ze I, en f elk in één punt en dus de kromme
i nog slechls één punt; ze is dan een unisecante, C*
heeft dus onecindiz  vele risecanten, ze wordt door
CreMona de vierdegraadskromme ,van de tweede soort”
genoemd.

Het bezit van frisecanten brengt nu onmiddellijk met
zich dat door de kromme van de tweede soort geen

) Dit uittreksel is opgenomen in: Rendie. dell' Accad. di
Bologna 1860—"61,
‘) Ann, di Mat, 4. 1861,
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ander quadratisch oppervlak dan H kan gaan. Immers,
stel dit was wel het geval, dan zou een {risecante met
elk der quadratische oppervlakken drie punten gemeen
hebben, dus erop liggen, hetgeen onmogelijk is, daar
twee quadratische oppervlakken slechts een figuur van
den vierden graad gemeen kunnen hebben.

Het belangrijkste verschil tusschen de kromme van
de eerste en de tweede soort is echter dat de laalste
rationaal is, d.w.z. dat haar punten één aan één kunnen
worden toegevoegd aan de punten eener rechte lijn.
Dit blijkt onmiddellijk als men een der trisecanten als
as kiest van een vlakkenbundel. Eik vlak snijdt de
kromme dan nog in één punt; elk punt bepaall omge-
keerd ¢én vlak, en daar men de vlakken weer projectief
kan laten overeenkomen met de punten eener rechte
kan men dus de kromme punt voor punt op een rechte
lijn afbeelden. Dit verschaft het groote voordeel dat
alle methoden van de verwantschapstheorie op onze
kromme van loepassing zijn.

Samenvattend vinden we dus dat de kromme van de
tweede soort zich van die der eerste soort onderscheidt
door de volgende eigenschappen :

1% Door haar gaat slechls één quadratisch oppervlak,

de hyperboloide H.

29 Ze bezil oneindig vele trisecanten, welke samen
de eene regelschaar der hyperboloide uitmaken.
Ze is rationaal.

Hel is echter goed reeds hier op te merken dat de
begrippen ,rationaal”™ en ,tweede soorl” niel steeds
synoniem zijn. Zoo ontstaat bij de doorsnijding van
twee elkaar rakende quadralische oppervlakken een
ruimtekromme van den vierden graad met dubbelpunt,
en daar deze als basiskromme van een bundel quadra-
tische oppervlakken kan optreden is ze van de eerste
soort.  Toch is ze rationaal daar elke lijn, die het
dubbelpunt met eenig ander punt van de kromme ver-
bindt, als oneigenlijke trisecante is op te vatten, dus

Ll
0 ’.
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als as van een vlakkenbundel kan worden gekozen.

Cremoxa zelf heeft, behoudens een korte beschouwing
over eene bijzondere ruimtekromme van den vierden
graad (n.l. over die met twee stationnaire raaklijnen)
niets meer over helzelfde onderwerp gepubliceerd. Zijn
werk werd aangevuld door Berrtini, die o.a. vond dat
elke ruimtekromme van den vierden graad en de tweede
soort drie zoogenaamde hoofdkoorden of dubbele osculatie-
koorden bezit, welke bovendien door één punt gaan;
hierbij is een hoofdkoorde een lijn, die fwee zoodanige
punten op de kromme verbindt, dat elk gelegen is in
het osculatievlak van hel andere.

Van niet minder belang was het werk van den Oos-
tenrijkschen wiskundige Ewmi. Weyg, die in de jaren
187178 een aantal verhandelingen het licht deed zien
over de algemeene en bijzondere rationale krommen C*
en hare afbeelding op een kegelsnede. Hij toonde aan
hoe men uit de afbeelding tal van eigenschappen van
de kromme kan opsporen en hoe men, zonder een enkele
formule te gebruiken, alle resultaten van Berriv kan
terugvinden.

ladat dus in hoofdzaak door CremonA, BERTINI en
Eami. Weyn de theorie der ruimtekrommen van den
vierden graad en de ftweede soorl was opgebouwd,
hebben vele anderen hieraan meer of minder belangrijke
onderzoekingen loegevoegd en is een vrij uitgebreide
literatuur ontstaan. Bij geen der latere schrijvers is deze
literatuur ook slechts eenigszins volledig opgegeven.
Wel komt een zeer goede literatuuropgave voor bij Giyo
Loria '). Aan Lorma is ook de onderstaande lijst ge-
deeltelijk ontleend; alleen bevat ze nog een Lweelal
verhandelingen meer van Wevr en zijn enkele foulieve
opgaven verbeterd.

Ten slotte moge hier nog mel een enkel woord een

') Il passato ed il presente delle principali teorie geometriche.
Torino. 1806. (p. 159).



5)
werk vermeld worden, dat mij bij hel doorzoecken der
literatuur talrijke diensten heeft bewezen, n.l. PoGGENDORFF'S
Biographisch-Literarisches Handwdorterbuch zur Geschichte
der exacten Wissenschaften. Het geeft o.a. van vele
wiskundigen tot op het jaar 1904 de volledige lijst hun-
ner publicaties.  Voor het verzamelen van de literatuur
‘an een hepaalden schrijver over het onderwerp en
voor hel opsporen van fouten in andere literatuuropgaven
bleek het herhaaldelijk een uilstekend hulpmiddel te zijn.

In onderstaande lijst zijn overal het nummer en het
jaartal van het bedoelde deel van ecen tijdschrift aan-
gegeven, Eventueel voorkomende Romeinsche cijfers
hebben belrekking op de reeks.

('REMONA. Intorno alla curva gobba del quart’ ordine
per la quale passa una sola superficie di
secondo grado.  Annali di Matemalica. 4.
1861,

Fan Weyr.  Uber rationale Raumeurven vierter Ordnung.
Sitzungsberichle  der  Wiener  Akademie.
63. 1871,

Uber Raumcurven vierter Ordnung il
einem Cuspidalpunkt.  Id. 71, 1875,
[Ther die Abbildung einer rationalen Raum-
curve vierter Ordoung aul einen Kegel-
schnitt.  Id. 72, 1875.

Weitere DBemerkungen tiber die Abbildung
einer rationalen Raumeurve vierter Ordnung
aul einen Kegelschnitt, Id. 73. 1876,
Uber Raumecurven vierter  Ordnung  mit
einem Doppelpunkte, 1d. 75. 1877,

Uber Punktsysteme aul rationalen Raum-
curven vierter Ordnung. Id. 75. 1877.
Uber die Abbildung einer mit einem Cus-
pidalpunkte versehenen Raumecurve vierter
Ordnung aufeinen Kegelschnitt. Id. 78, 1878,
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Uber die Abbildung einer Raumecurve vierter
Ordnung mit einem Doppelpunkte auf einen
Kegelschnitt., Id. 78. 1878.

Uber rationale Curven vierter Ordnung.
Math. Ann. 4. 1871.

Uber Curven vierter Ordnung. Sitzungs-
berichte der bohm. Gesellsch. d. Wiss.
(Prag). 1874.

Sulla eurva gobba di 4° ordine e 2® specie.
Rendie. Ist, Lomb. I 5. 1872,

Sulle curve gobbe razionali del quarto
ordine. Giorn. di Matematiche (Ballaglini).
11. 1873 en 12. 1874.

Sur la surface enveloppée par les plans
qui coupent une courbe gauche du 4° ordre
et dela 2° espéce en quatre points d'un cercle.
Annali di Matematica II. 4. 1870 —-"71.
Uber Raumeurven vierter Ordnung zweiler
Art. Sitzungsberichte der Wiener Akademie.
86. 1882,

Weitere Bemerkungen iiber Raumcurven
vierter Ordnung zweiter Art. Id. 86. 1882,
Uber specielle Raumeurven vierter Ordnung
zweiter Art.  Id. 86. 1882,

On unicursal twisted quartics. Proceed.
of the London Math. Society. 14. 1883,
Die Raumcurve vierter Ordnung zweiter
Species synthetisch behandelt.  Inaugural-
Dissertation. Dresden 1883,

Die Theorie der Osculanten und das Sehnen-
system der Raumcurve vierter Ordnung
zweiter Species. Habilitationsschrift. Aachen.
1886.

Sulla curva gobba del quarto ordine dotata
di punto doppio. Rendic. Ist. Lomb. II.
17. 1884.

Le omografie che mutano in sé stessa una
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curva gobba razionale del quarto ordine.
[d. TI. 20. 1887.

Ricerche analitiche intorno alle curve gobbe
razionali del quarto ordine. Atti Ist. Veneto.
VI. 3. 1885.

Uber die Raumecurven vierter Ordnung
zweiter Art. Berichle d. Siichs. Gesellsch.
d. Wiss, (Leipzig). 38. 1886.

Die Raumecurve vierler Ordnung zweiter
Art und die desmische Fliche zwdalfter
Ordnung vierler Klasse. Journal . Math.
(Crelle). 101. 1887.

Uber die mil der Erzengung der Raum-
curve vierler Ordnung zweiter Species ver-
kniipften algebraischen Prozesse.  Math.
Ann. 29. 1887.

Die Raumecurve vierter Ordnung zweiter
Species.  Berichte d. Siichs. Gesellsch. d.
Wiss. (Leipzig), 42, 1890 en 43. 1891,
Sulla curva gobba razionale del qguarlo
ordine, Rendie. Ist. Lomb. II. 23, 1890,
Sopra aleuni iperboloidi annessi alla curva
gobba razionale del quarl’ ordine. Id. II,
25. 1892,

Sui combinanti dei sistemi di forme binarie
annessi alle curve gobbe razionali del quarto
ordine. Ann. di Mat. 1. 20, 1892,

On twisted quartics of the second species.
Quart. Journ, of Math. 27. 1895.

Over de ruimtekromme van den vierden graad en de
tweede soorl, welke twee stalionnaire raaklijnen bezit,

handelen meer in het bijzonder:

CREMONA.

Eyi, Weyn,

Sopra una cerla curva gobba di guart’
ordine. Rendic. Ist. Lomb. 1. 1. 1868.
Sopra una certa curva gobba di quart’
ordine. Id. Il. 4. 1871.
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Sur une classe particulicre de courbes
cauches unicursales du quatricme ordre.
Comptes rendus (Paris). 83. 1876.

Sopra aleuni casi particolari della curva
gobba razionale del quarto ordine. Rendie.
dell’ Accad. di Napoli. 24. 1885.
Omografie che mutano in s¢ stessa una
certa curva gobba del 4° ordine e 2* specie
¢ correlazioni che la mutano nella svilup-
pabile dei suoi piani osculatori. ALt dell’
Accad. di Torino. 22. 1887.

Correlazioni che mutano la quartica gobba
con due flessi nella sviluppabile dei suol
piani bitangenti. Rendic. dell” Accad. di
Napoli. 1I. 1. 1887.

Su certi sistemi di quartiche e sestiche
sviluppabili che si presentano a  proposilo
delie trasformazioni lineari di una certa
quartica gobba in s¢ stessa, 1d. 11 2. 1888,



HOOFDSTUK 1.

De algemeene kromme van den vierden graad en
de tweede soort.

l. De wvoorwaarde voor complanaive ligging van vier
punten van de kromme en de eigenschappen
welle daaruit onmiddellijl: volgen.

Meest alge- Uit het feit dat €' rationaal is volgt dat het mogelijk

meene para- X wiae )

metervoor- Moel zijn de homogene coordinaten @ van elk  harer

stelling. punten uit te drukken als geheele rationale funclies van
een enkelen parameler w, welke functies dan natuurlijk
van den vierden graad moelen zijn. In hel algemeen
zal men de kromme dus kunnen voorstellen door

ar=a ' b w*tet+diu-tfi (k=1,234)

Voorwaarde  Snijdt men €' mel een willekeurig vlak
Voor compla-
naire ligging MEL A+ A xe - Ay - Ay =0
van yier pun-
ten vy T4 v

bvan CL - qan worden de parameters der snijpunten geleverd door
de vierdegraadsvergelijking :

(2 A ar) ut - (2 A bi) 6 4 (2 2 ) w*

+Ernd)u+X00k=0

Stelt men nog:
wy = we 4wy - wy = Uy
1l r
wy we = wy ug 1wy wg - oue ug A e wy A s wg = Us
wy U2 Uy - w0y e wg - w ug wg - ug ug uy = Uy

wy U ug g = U,
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dan is:

THIDS A= = S35
U:(Z2ra)=X rc
Us(Era)=—2Ad

DS ra)—=SAr

Men heeft dus:

(ar Uy == b1) a1~ (a2 Uy 4= b2) 22 - (as Uy -+ bg) 25 +
_I_' ((l,; [’rl + b]] }\.l — 0

((11 L-r:: — 4?[) Al -}~ (([g L"-_{ — Cg) Ao + (N;; Ug == L‘n] As +
~+ (s Us —¢i) M =0

(”1 (_/'3 _l_ dl) At "I’ ("(':.' L“rﬂ _{' "I'_!} Ag *]‘ (l’l':; (,I;; + l'{:}] A3 *F
4 (s Us + dy) 24 =10

(Hl U.; o f;) Al + ((f'_g (IL = f.z) Aa ‘i— (H:l Ul ~= fi) Az "I‘
+ ((e‘..; Bf) == f:) re=10

Elimineert men nu tusschen deze vier vergelijkingen
de grootheden A, dan vindt men een betrekking, die
geldt voor el viertal in één plat vlak gelegen punlen
van C*.  Deze betrekking bevat een determinant, dien
men ook aldus mag voorstellen:

1 0 0 0 0

U; (il f,-"l *i f!] as Uy + be ag Uy _|" by 4 (-"1 ,l b]
Us ay Us — ¢ ag Uz — 2 ag Us — Cy Ay U-,,» — 1 | =0
Usg ay Uy dy az Us 4-da as Us +dy ay Uy - d,
Uy ar Uy — [ s Ui —f: az Uy — fa ay Uy — 14

Door de eerste kolom, na doehnatige vermenigvul-
diging, van elk der overige af te trekken zal men vinden:

| — —ly —ly — (14
U, by ba by by
Us —c1 —0Cy —Cs —a =0
Uy iy s iy dy
Us =13 —T2 —/s —1s
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of ook:
UJJ o dy /'L) —|‘ (f!t oy /".1] Ulf*{* [”1 fi;’ ds fx) U, 'i—
4 (as boes f1) Us -+ (ay by es dy) Uy =0
Deze vergelijking is dus van den vorm
Aoty we ug ug 4 Ay (g we ug ... L wo us wy)
+ Ao (ur e . .. b ugwg) - As (wp = w2 - wg 4+ wg)
>}_ ‘.h = ()
Zij bepaalt de involutie van den vierden graad en
den derden rang /;* waarin de punten van ' door de
vlakken van de ruimte worden gerangschikl.

Onder de groepen dezer 1;" zullen er ook voorkomen
waarbij alle vier waarden w« gelijk zijn. Dit beteckent
dan dal een vlak vier opeenvolgende punten van !
beval (stationnair raakelak); het raakpunt zullen we een
planair buigpunt noemen. De parameters der planaire
buigpunten worden klaarblijkelijk gevonden uit de ver-
gelijking

A 4 Ay w6 deu* 4 Adgu - 4y =0

Derhalve:

CY bezit vier stationnaire raakvlaklken.

Men kan aantoonen dat men elken vorm van den
vierden graad door een lineaire substitutie kan omzelten
in een anderen vorm waarin slechts even machten voor-
komen. Dus kan men door invoering van een anderen
parameter, die lineair van w afhangt, bewerken dat de
vier buigpunten worden geleverd door eene vergelijking
van den vorm

i -1= 6t [ La= O 5, AN R (1)
Dan wordt de overeenkomstige /* aangewezen door
n"; f-_: f;; f.| "I" m (1'1 f:} “‘I‘ ft f:\ ‘]‘ P‘l f.t ’1" fg f;\ '|‘ f'_: ?'4 ‘4‘ f:; h) I
== -0 S N (3)
welke betrekking we voortaan zonder meer als de ,voor-
waarde voor complanaire ligging” zullen aanduiden.

Wanneer men een der punten van een complanaire
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V)

vlakken, uit oroep als vast aanneemt vormen de drietallen overige
een punt van 9 i
¢+ aan ¢t punlen de groepen van een Iy, welke door een vlakken-
gelegd. schoof, met het vaste punt als cenlrum, op C' wordl

ingesneden. Kiest men #; =1#; als parameter van het

vaste punt, dan wordt de I;* voorgesteld door

fotytatls + i (f]. ta + iy 15 —l“ to f:;) —‘" m ity (rl + {2 ’l"
+i)+1=0

Hare drievoudige elementen, die betrekking hebben op
osculatievlakken, worden geleverd door de vergelijking:

tot* =3mt*+3mtet+1=0

Dus, daar deze van den derden graad is:
Door ell: punt van C* gaan drie vlaklen die haar elders
osculeeren.

I, gevormd  Noemen we ¢, ¢, ¢'"" de paramelers der steunpunten
doordesteun- . 1 o ETer
punten dezer dezer osculatievlakken dan volgt uit de laatste vergelijking :
osculatie-

1alzlr ' ! . gt/ Lt Eany e r
vlakken. ot -t = —3m, ¢ttt =2Bm,

Lt ="

De drietallen  steunpunten, behoorend bij de punten
van O, vormen klaarblijkelijk een [y, waarvan men de
voorstelling verkrijgt door £, uit de laatste betrekkingen
le elimineeren:

-t =8m
' e -t

rHre

=d'm

Ten einde deze Iy op een meer gebruikelijke wijze
voor te stellen vervangen we ¢ ¢ ¢'"" door 2, waardoor
' 4+t ¢ =3 maxr Daar verder t't'" -+t t" 4
""" =3 m wordt de vergelijking der fy:

B3 —3mart?4+3mt—ar=0
of:
B+3mt) —a@me:+1)=0. . . (3)
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Elk punt 7 Indien men de zooeven gevonden uitdrukkingen
van (% ligt '

“.] ("L;f] “'If]k "I, 173 ;,'__' T4 Pt 'y l,'!_.
B S tot’ -+ttt +tt"" = '3m: ettt =3m,
punten  der AL =]

U]t,PgQLrok-

ﬁi“‘,]ﬂl‘?ﬁg:]“' in de voorwaarde voor complanaire ligging slelt blijkt
" dat hieraan wordt voldaan. Derhalve:

Legt men door een punt van C* de drie mogelijke os-
culatievlakken dan liggen de  steunpunten met het cerst-
genoemde punt in één vlak.

Voor deze eigenschap geelt Wevr nog het volgende
eenvoudige meetkundige bewijs. Men projecteere C* uit
een harer punten . De projectic is dan een vlakke
kromme van den derden graad, die een dubbelpunt
bezit ter plaalse waar de door P gaande trisecante het
tafereel treft. Een zoodanige kromme bezil drie op één
rechte lim gelegen buigpunten, welke de projecties zijn
van de steanpunten der door P gaande osculatievlakken.
Deze sleunpunten liggen dus mel /7 in één vlak.

dfi? H{*"'"‘"NI [n het algemeen zal door drie punten van C* het
rdesteun- _, : . o
punten  der Vierde, daarmee complanaire, punt bepaald  zijn, wat

isceanten.  trouwens ook uit (2) volgt als men ze schrijft:

[[1 f-_] !;; *I*‘ 1 (l‘: RI* f;g *}‘ f|)] f] | I_H! (fl f-_g —}‘ f] f;] o .
‘|' 1’2 l;’.) ‘} 1| = O

ty zal onbepaald zijn indien gelijktijdig:

titatyFm(t Ftet1)=0
i ta bt tat) 1 =0

Meetkundig beteekent dit echter dal de punten met
paramelers £y, f2, ty op één rechle lijn liggen, dus steun-
punten zijn van eene trisecante. Uit de verkregen ver-
gelifkingen volgt dal elke groep bepaald wordl door één
harer punten, dus:

De steunpunten der trisecanten vormen een s,
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Stelt men ook hier weer t tfs door 4 voor, dan

A
wordl #y - 1o -+ ts = — il daarfits + ity +tats =
1
= wordt I dus voorgesteld door
n
e T o] ;
Bl =
0 in
of: mt*—t)F 2@ —m)=0. . . . (4)
Uit een ge-  Wanneer men uit de vergelijking
geven puntde ¥ i
overige twee 2 —(h Ft)t+thte=0
der groep te y . .
1,011{?11.“,1 en uit de straks verkregen betrekkingen, ceschreven n

den vorm

mits -+ (t 4 fa) m S titaty = 0

14+ te)mts + e = 0
de symmetrische funclies & 4t en t; f2 elimineert, dan
zal de vergelijking

i — 1 1
m it n ty =()
1 m s m

de waarden van ¢ leveren, die de punten aanwijzen
welke met het door f3 aangegeven punt op dezelfde trise-
cante zijn gelegen. Of wel:
(m2 — m tg®) * 4 (m* ts — ts) t - (m* ty* — m) =0 (5)
Vergelijking (5) zal twee celijke wortels ¢ bezitlen
indien

Rakendetri-
gecanten.

(m2ty — ty)? =4 (m* — m ts?) (m* ty* — m)
Daar deze van den vierden graad is in fy heeft men:
Y besit wvier raaklijnen, die haar bovendien nog snijden.
Snijpunten  De paramelers der snijpunten der rakende trisecanten
dezer trise- Trat .
canten; worden geleverd door de laalste vergelijking, welke na
herleiding de gedaante aanneemt
Amdth— Bmt+6m:— 1)+ 4dm*=0 (6)
De kegel, die uit een dezer punten ' projecteert, is
van den derden graad en bezit een keerribbe; hij is dus
van de derde klasse. Derhalve:



Raakpunten
dezer  trise-
canten,

Eeninvolutie
\iﬂll den vier-
taen praad op
gt

e

Sp]_i!ningdcr
o I drie 7,

15

Door C* gaun vier kegels van den derden graad en de
derde lklasse; hun Leerribben zijn de rakende trisecanten.
De beide boven gevonden vergelijkingen '
fl l‘g f;; + m (11 + fg + f:|) = ()
m(tte+tits +tats) +-1=0
waardoor de I3 der steunpunten van trisecanlen kon

worden voorgesteld, gaan voor 4 =t =1 over in
4+ mts +2mt=0 Qmtts+ (mt2-41)=0
welke bij eliminatie van ¢ de vergelijking geven:

2+ m)(mt*41) —Adm** =0
of: miti— (3m: — 1) +m=0 . + (7)
waardoor dus de raakpunten der rakende trisecanten
worden aangewezen.

Een aandachtige beschouwing der vergelijkingen (1),
(6) en (7) doet ons zien dal deze alle drie liggen op-
gesloten in de vergelijking

Mt ) =100 e (8)
welke een [, op C' voorstelt.  Derhalve:

De vier buigpunten, de vier raakpunten der rakende

trisecanten en de vier snijpunten dezer bijzondere trisecanten
vormen drie groepen van eenzelfde Iy,

De zes dubbelpunten dezer [; zijn gemakkelijk aan te
geven. Immers 2 ==0 geefl een groep die it ## =10
en {2 = oo hestaat Verder levert u = — 2 i de groep
(t+1)2(t —1)*=0 en p=22a de groep

(t-+i{t—iP=0

Onze Iy heeft dus de bijzonderheid dat ze drie groepen
bevat, die elk bestaan uit twee coincidenties,

Merkt men op dat de vergelijking 2 ¢' -+ 2 t* 4 2 =0

niet verandert als men subslitueert ¢ = — u of t =
i
| . S _
of t = — — dan ziel men in dat elke groep der I, op
i

drie wijzen is te splitsen in twee paren, zoodal de I,
ontstaat door de paren van een der quadratische in-
volulies t 4+ u==0, tu=1, tu=—1

in paren te rangschikken.
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Deze drie L. hebben tot dubbelpunten
=) =l t=1 |

t= oo ) p——1 ==

Dit zijn juist de zes dubbelpunten der 11, helgeen ook
te verwachten was.

9. De dubbele osculatiekoorden of hoofdE:oorden.

We stellen ons de vraag of twee punten van €' zoo
gelegen kunnen zijn dat elk van hen het snijpunt is
van (' met het osculatievlak in het andere punt. De
koorde, die twee zoodanige punten verbindt en volgens
welke dus twee osculatievlakken elkaar snijden, zullen
we een dubbele osculatickoorde of hoofdkoorde noemen.

Ten einde vooreerst het aantal der gezochte punten
te vinden denken we ons in eenig punt P van C* het
osculatievlak aangebracht, dal C'nog in ¢ moge snijden.
Het osculatievlak in ¢ zal evenzoo de kromme in K
snijden.

Indien dan £ met P samenvalt is het gewenschte
geval voorhanden. Nu bestaat er tusschen de punten
P en R Kklaarblijkelijk een verwantschap (1, 9); immers
P bepaalt ¢én punt ¢ en ¢ weer ¢én punt . Omgekeerd
bepaalt echter I drie punten ¢ (bl. 12), welke elk weer
drie punten I leveren, zoodat R aanleiding geeft tot
negen punten .

Onder de tien coincidenties zullen, zooals men aan-
stonds inziet, en ook straks nog nader zal blijken, de
vier planaire buigpunten (bl. 11) voorkomenj er blijven
er dus nog zes over, welke paarsgewijze een hoofdkoorde
bepalen. Derhalve:

4 bezit drie hoofdkoorden.

Uit de voorwaarde voor complanaire ligging leidden
we reeds af (bl. 12) dat de parameterwaarden ¢ en
van osculatiepunt en restpunt verbonden zijn door de
betrekking

wtd -+ 3mt* - 3mut +1=0
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zoodat
Smtt | :
3-89ty fHaen Tiooil wi (9

Het osculatievlak, in (¥) aan C! gelegd, zal evenzoo
een restpunt (¢) geven, waarbij

put+3mutt+3mout-1=0

Stelt men hierin de waarde (9) van u en identifieert
men » en ¢ dan zullen dus de steunpunten der dubbele
osenlatickoorden worden hepaald door de vergelijking

L 3 1:;_#?-}— 1)“ AL 3mt*+ 1Y e

- 3mt ' th -3 mt
ﬁmﬁ+1+1:0

t' 4 3mt

Bij uitwerking blijkt deze vergelijking van den negenden
graad te zijn, en daar ze volgens het voorgaande tien
wortels moet geven, zal één der worlels ¢ = o moelen ziju.

Voorts blijkt de vergelijking door ¢ deelbaar te zijn,
waardoor een tweede wortel ¢ =0 wordt gevonden. De
overblijvende achtstegraadsvergelijking kan dan aldus
worden geschreven:

(9 m2—1) (5 6mt’ —6m 2 —1)=0

Onderstellen we voorloopig dat 9m* — 1 niet gelijk

aan nul is ) dan heeft men dus:
B4+ 6mtt—6mt* —1=0
waarvoor men kan schrijven :
* — 1) 6mt*+1)=0

De tweede factor wijst volgens (1) de planaire buig-
punten aan ; de eerste levert voor ¢ de waarden + 1, & ¢

Vergelijking (9) leert ons verder hoe de verkregen
wortels 0, o, £ 1, =+ i bijeenbehooren; men vindt dan :

)= —

a

— o in

t =00 ) =1 | t=41 |
=00 t=—1) t=s=i1)
) Was 9m* —1 nul dan zou aan de vergelijking door ellke

waarde van ¢ worden voldaan, daw.z. €' zou oneindig vele dubbele
osculatickoorden bezitten. Dit geval  zal nityoeriger  behandeld
worden in Hoofdstuk 1T, 2.
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Merkt men op dat deze parameterwaarden juist de
dubbelelementen aanwijzen van de op bl. 15 besproken
I, dan heeft men dus:

De  steunpunten der  dubbele osculaticloorden zijn de
dubbelelementen der I, wvoorgesteld door vergelijking (S).

Wanneer men de drie puntenparen 0, co; -1, — 1;
-+ i¢,— 7 op alle drie wijzen twee aan lwee combineert
dan verkrijgt men telkens een groep van vier punten,
wier parameterwaarden aan (2) voldoen en die dus
complanair zijn. Of wel: de drie hoofdkoorden snijden
elkaar paarsgewijze. Nu kunnen ze echter niet in één
vlak liggen; immers dat vlak zou C* in zes punten
snijden.  En dus:

De drie hoofdkoorden qaan door één punt.

Keeren we thans terug tot de drie Iz, waarin de /i,
voorgesteld door vergelijking (8), kon worden gesplilst.
Het is duidelijk dat elk dezer 7: wordt ingesneden door
een  vlakkenbundel met een der hoofdkoorden als as;
de beide door de hoofdkoorden gaande osculatievlakken
bepalen dan de dubbelelementen der /., die hier mel
de steunpunten samenvallen. Merken we nog op dat
de viertallen der /; in hel algemeen niet in één vlak
liggen dan heeft men dus:

Men kan in C* oneindig vele tetraeders beschrijeen, zoo dat
elle der drie paren overstaande ribben door een der drie
hoofdkoorden wordt  gesneden,  De  viertallen  hoel:punten
vormen de Ly, voorgesteld door vergelijhing (8).

Om bij een gegeven punt P op C' de overige hoek-
punten van het door I’ bepaalde telraeder te zoeken
legge men telkens door I’ en een der hoofdkoorden een
vlak; deze vlakken geven elk nog een snijpunt met €
en deze punten vullen P tot een viertal aan.

Als bijzondere tetraeders zijn, behalve die, welke reeds
op bl. 15 werden aangeduid, te noemen die, welke een
paar lrisecanten als overstaande ribben bezitten. Past
men (5) toe op de steunpunten van de trisecante, die
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nit het punt # =0 vertrekt, dan vindt men voor de
overige steunpunten

mit: =1
evenzoo voor de steunpunten der trisecanle nitfy = o2
t2 = m

De twee paren steunpunten worden dus voorgesteld

door
(mt*—1)(t* —m)=20
of: mtt—m: -+ 1D+ m=C(

Het  viertal punlen, hierdoor aangewezen, behoort
blijkens den vorm van de vergelijking ook tot de [;. Dus:

Onder de in C' beschreven tetraeders zijn in het bijzonder
te nocmen:

19, het tetraeder, bepaald door de buigpunten.

90, dat, bepaald door deraakpunten der rakendetrisecanten.

30, dat, bepaald door de snijpunten der rakende trisecanten.

4°, de drie tetraeders, die ell: een paar trisecanten lof
overstaande ribben hebben.

Andere tetraeders met trisecanten als overstaande
ribben zijn er natuurlijk niet, daar een lrisecante en
cen koorde elkaar niel anders kunnen snijden dan in
een harer steanpunten.

Wanneer men uit het snijpunt der hoofdkoorden ¢
projecteert krijgt men als projectie een vlakke kronmume
van den vierden graad welke drie dubbelpunten hezit
ter plaatse waar de hoofdkoorden het tafereel treffen.
Deze trinodale kromme heefl echter nog de bijzonderheid
dat hare dubbelpuntsraaklijnen tevens buigraaklijnen zijn.
Fvenzoo bezit de projecteerende kegel drie dubbelribben
waarlangs de raakvlakken stationnaive raakvlakken Zijn.

Py Weyn V) heeft van de genoemde vlakke kromme
0. a. de volgende eigenschappen bewezen:

1) Uiber rationale ebene Curven vierter Ordnung, deren Doppel-
punktstangenten  Inflexionstangenten sind.  Sitzungsberichte der
Wiener Akademie. 67. 1873. Zie ook: P. H. ScHouTE. Uher die
Cuarven vierter Ordnung mit drei Inflexionsknoten,  Archiv d.
Math. u. Phys, 11, 2. 1880,
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1%, De raaklijnen in een dubbelpunt worden harmo-
nisch gescheiden door de lijnen die dat dubbelpunt met
de overige dubbelpunten verbinden.

2%  Elke door een dubbelpunt D) gaande rechte snijdt
de kromme in twee punten 4 en B en de verbindings-
liin der andere dubbelpunten in een punt D’ zoodanig
dat D, D', 4 en B een harmonische groep vormen.

3% Een rechte die door een dubbelpunt gaat snijdt
de kromme in nog twee punten, zoodanig gelegen dal
hunne raaklijnen elkaar snijden op de verbindingslijn
der beide andere dubbelpunten.

Hiernit volgen onmiddellijk de overeenkomslige eigen-
schappen van de ruimtekromme C*:

19 De beide door een hoofdkoorde ganande osculalie-
vlakken worden harmonisch gescheiden door de beide
vlakken welke die hoofdkoorde met elk der overige
hoofdkoorden verbinden.

20 Elk vlak dat door een hooldkoorde gaat snijdt
C* in twee punten welke harmonisch liggen t.o. v. die
hoofdkoorde en het vlak der beide overige hooldkoorden.

39 Wanneer cen vlak, dat door een der hooldkoorden
oaat, ' in lwee punten A en B snijdt, dan zal de lijn,
die door het snijpunt der hoofdkoorden gaal en op de
raaklijnen van A en B rust, in één vlak liggen met de
beide andere hoofdkoorden.

3.  Fenvoudige parametervoorstelling van de kromme C*

Toepassingen.

Ten einde de in den aanhef van Hoofdstuk I bedoelde
parametervoorstelling van €* zoo eenvoudig mogelijk te
verkrijgen zullen we een coordinatenviervlak kiezen
waarvian
#1 = 0 het osculatievlak van t =0
s = 0 het raakvlak van ¢==0 door de lrisecante van

dat punt
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xry =0 het rankvlak van ¢ = % door de trisecanle van
dat punt

a2y = 0 het osculatievlak van t = @

voorstelt.

Dan bevat z, =0 de punten # =0ent =, r: =0
de punten =0 en mt* =1, xy = 0 de puntent* = ®
en t* =m en xy =0 de punten # = » en t =0 (ver-
celijk bl. 19).

We verkrijgen dus de volgende eenvoudige parameler-
voorstelling van C':

x), = 13 )

Lo = mit — {2
I e s (10)
r =1

Cobrdinaten — Om de codrdinaten van het snijpunt der hoofdkoorden

1\1?,2{{1];‘{1‘:1”. (voortaan kortweg als hoofdpunt aan te duiden) te be-.
palen, zoeken we eerst de vergelijkingen der vlakken,
welke door de hoofdkoorden twee aan lwee Kunnen
worden gelegd.  Van die vlakken is hel hoofdpunt hel
snijpunt.

De hoofdkoorden (- 1, —1) en (-} ¢, — ) liggen in
een vlak dal door #* — 1 =0 wordl bepaald. Daar nu
xa +as=m (t'—1) stelt x: - x5 =0 het bedoelde
vlak voor.

Verder bevat a -}- a4 =0 de punten ¢ (£* -} 1) =0,
dus de hoofdkoorden (0, &) en (- i, — i).

Findelijk beval @ — @y =0 de puntenf(* — 1) =0,
dus de hoofdkoorden (0, %) en (-} 1, —1).

Het hoofdpunt is nu het snijpunt der viakken a:y - x4 =0,
£y — xy =0, 22 23 =0 en wordt dus aangewezen door

21 =0 2

R h— &ry e T
.'m:(] s

Vergelijking  Onderstellen we dat f1, f2 en #; de parameterwaarden
van het vlak ., ’ 4 '

door drie ge- 2ijn van drie gegeven punten op €% We zoeken dan
geven  pun- e vergelijking van het vlak dat door deze punten is

ten van (¢
bepaald.

(11)



22

[et vlak worde voorloopig voorgesteld door:
MXL S+ A X+ A3 xs 22, =0
De snijpunten met C* worden dan wegens ( 10) be-
paald door:
Mt (mtt — ) as (B2 —m) + ut=0
Hieruit volgen de waarden der symmetrische functies
van de wortels, welke men aldus kan schrijven:

rem (ty —+ t2 + 1) — —A1— Az ils

Az 1 (f1 fg + to fs + f;;il) — Ay — A2 — A2 i (l’x J‘r fg —l— f:;) f.1

Aa T (1‘1 fs f;;) = — AL — Az (:fl fa —'}— oty —I—
~+ ts 1) 1y

Ao (f1 f'_v l‘,}) f_; — — As

Stelt men & - ta -+t ="T1, tite oty st =T,
tita ts = Ts, dan heeft men dus, met bijvoeging van de
vergelijking van het vlak:

M Xy -+ Ae X + Az x5 -+ A 2y —0
M F ram Ty +2emty; =0
e (14 mTe) — 2s + dem Tty =0

Az .715 + Ay "}— Ag N 1sti—.0

A + 2 T5ty, =0

Als men uit deze vijf vergelijkingen A1, 2z, 25, A1 en
2oty elimineert verkrijgt men :

Xy Xo Xy Xy 0

1 m T 0 0 m

0O 14+mTs —1 0 m T O 12}
0 m T 0 1 in 1

0 0 1 0 T

hetgeen dus de vergelijking is van het gezochle viak.
’_\"L‘l'&i"‘“_i'*i"“g Uit (12) volgt aanstonds de vergelijking van het oscu-
:‘:;:u:;\"]‘fH latievlak in eenig punt van C' Stelt men daartoe -
ty—ts =ty =1 dan wordt Ty =3¢, To=3¢, =12
Vergelijking (12) wordl voor dit geval, na herleiding,
(3 mtt -+ 6m2t: —m) 2y — (543 mt) xp — (3 m £ -}
- 3) g b (mtt — G m2tt — 3mt) =0 . (13)
waardoor dus het osculatievlak in het punt met para-
meter £ wordl aangewezen.
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Wanneer men in (13) de grootheden z als vast be-
schouwt, stelt ze een zesdegraadsvergelijking in ¢ voor.
De zes wortels ¢ bepalen dus de zes punten van CY,
wier osculatievlakken door het gegeven punt gaan. Dus:

Door elle punt van de ruimte gaan zes osculatievlallen
van CY, of wel:

Ct is van de zesde Llasse.

Hetzelfde resultaat verkrijgt men ook aldus: uit een
op C' gelegen punt kan men drie osculatievlakken aan
C* leggen. Voegl men hierbij het osculatievlak in het
gekozen punt zelf, dat, gelijk bekend is, voor drie samen-
allende  osculatievlakken is te tellen, dan wordt het
algemeene aantal zes hier teruggevonden.

Stelt men in (13) de waarden (11) van de codrdinaten
van het hoofdpunt dan vindt men:

Lt — 1) =0

waardoor de zes steunpunten der hoofdkoorden worden
aangewezen, wal ook te verwachten was.

We vonden reeds (bl 13) dat, als men uit een punt
van C' de drie mogelijke osculatievlakken aan €* legl,
de drie steunpunten met het eerste punt in é¢én vlak
liggen. We vragen thans naar het ontwikkelbaar opper-
vlak K, dat door deze vlakken wordt omhuld.

Daar de vlakken geen raakvlakken van €' zijn, ligt
C* niet op K en is het, om de klasse van K le weten
te komen, voldoende te bepalen hoeveel der vlakken
door een willekeurig punt van €' gaan. Dit zijn er
blijkbaar fwee, daar hel gekozen punt als osculatiepunt
en als restpunt kan worden opgevat en als zoodanig
telkens ¢én vlak bepaalt. K is dus een onbwikkelbaar
oppervlak van de tweede klasse, d.i. een kegel van den
tweeden graad. LEn dus:

De olakken, die de steunpunten der wit één punt van
C' aqan C* gelegde osculatievlalkken verbinden, omhullen
een kegel K van den tweeden graad.
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Vergelijking  We weten (bl. 12) dat de symmetrische funclies der
van den ke- = t
el K parameters van de steunpunten der uit (t;) getrokken
osculatievlakken de waarden hebben:
Ty = —-‘i“—;, Ty=3m, Tz=—
to to

Stelt men deze uitdrukkingen in (12) dan vindt men
na herleiding :

(3 m2 — m t?) 21 + to (22 -+ a3) - (m — 3 m*tp*) x4 =0

Merken we op dat hieraan voldaan wordt door de
waarden (11), die het hoofdpunt bepalen, en wel on-
afhankelijk van de waarde van #, dan blijkl:

De kegel K heeft het hoofdpunt tot top.

Daar de laatste vergelijking van den tweeden graad
is in fo, vindl men terug dat K van de tweede Kklasse
is. Naar fp rangschikkend heeft men:

— (m 2y + 3 m® xy) to® + (%2 -+ x3) bo -}
L (BmEx, - mx) =0

Indien deze vergelijking twee gelijke wortels heeft zal
het overeenkomstige punt met codrdinaten Ay, Xz, Ay, Ay
op K liggen.

De kegel K heeft dus tol vergelijking:

& (1 20y + 3 20) (3 2 2+ o ) - (e - 20)F =0 (14)
Nog cenige  Om de acht snijpunten van ' mel K te bepalen,
QIEEnELnp; stelle men in (14) de waarden (10), waardoor men ver-

pen van den

kegel K. krijgt:
f19met 280+ 36m* ' +12mt* +-1=0

of: ' (tt46mt*+1)*=0

Wegens (1) heeft men dus:

K raakt C* in de vier buigpunten aan.

Beschouwen we ten slotte de ligging der hoofdkoorden
L o.v. K. De hoofdkoorden zijn (bl. 21) de doorsneden
der vlakken %+ xs=0, 21 —x; =0, 23+ X3 =0,
paarsgewijze genomern.

Stellen we nu: & - =21, X1 — X4 =2, X2}
a3 = 25 dan wordt K aangewezen door de vergelijking:

a

(B m2+ m)?z® — (3m* —m)2e® 4+ 2* =0

1
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terwijl de hoofdkoorden de doorsneden zijn der viakken:
2y =0, 2o = (), 23=0

In het vlak 23 =0 liggen twee ribben van K, aan-
gewezen door 2;:2: = £ I, waar & cen zekere conslante
voorstelt.

De in dal vlak gelegen hoofdkoorden zijn gekenmerkt
door zy:2:=0 en 2z :22 = ®, ze worden dus harmo-
nisch gescheiden door den kegel. Daar voorts voor de
vlakken 21 =0 en 2: =0 een soortgelijke beschouwing
celdt, kan men zeggen:

De hoofdlkoorden vormen ten opzichte van K een pool-
driestraal.

Vergelijking  Om  de vergelijking van de eenige door C' gaande

Yande hyper- % i i
boloide 'IF. hyperboloide H (bl 2) te verkrijgen gaan we uit van

de beide trisecanten, die door de puntent=0ent=— @
gaan en die we gebruiklen ter bepaling van het coordi-
natenviervlak. Ze kunnen worden voorgesleld door
2y =0 / xy =10 /
en :
Xy = a Xl ’ Xy = X 5

waarbij z en 3 vooralsnog onbekend ziin.  Dan zal
X Xg=A(Xy— ax1) (X4 —f3 xy)
de vergelijking van een quadratisch regelvlak zijn, waarop
0. a. ook de genoemde lrisecanten zijn gelegen.
Zal nu dit quadratisch regelvlak onze hyperboloide
H voorstellen, dan moet C* geheel erop liggen, dan
moel dus wegens (10) aan de vergelijking:
(mtt — t2) (82 — m) = & [#* — (x + B) tt 4 « (3 %]
door alle waarden van ¢ worden voldaan. Dus moet:
A 3=m, Alx 4 B)=m*+1, A=m,
waaruit men vindt: A =m, a =m, 3 = 1':!. De verge-
lijking van H wordl dus
N XXy =Xy —ma)(mxy—2x1) . . (1)
m: rl']“r:]‘:(“"“l‘]:‘ De regelscharen van I worden voorgesteld door: ‘
ten, M Xy — Xy = A X2 | ) M Xy —— Xy == 4 Xy |
My — mx) =2 ) %3 Xy — m xy) = 2y \
Ten einde uit te maken welk dezer stelsels de trise-
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canten en welk de unisecanten aanwijst substitueeren
we de waarden (10), waardoor we bij het eerste stelsel
vinden:
£ a(mtt—t3) —mt=0 )
amtd+ (2 —m) —at=0 \
Deze hebben gemeenschappelijk de wortels der ver-
gelijking:
amtd (2 —m)—rt=20
welke de drietallen punten op de trisecanien bepaalt.
Inderdaad is deze vergelijking in wezen dezelfde als ver-
gelijking (4), die op bl. 14 werd gevonden. Zoo slellen dus:
MXL— X1 — A Xy } g T (IG)
Ay —mx) =23 )
het stelsel der trisecanten voor. Natuurlijk wijzen dan:
ma—xd=prs | o
(g — m xq) = Xy )
het stelsel der unisecanten aan, zooals tronwens ook blijkt
als men (10) in (17) substitueert. Want de vergelijkingen
5w (2 —m)—mt=0
pmtt = (mtt — ) — pt =0
hebben slechts één wortel, n.l. ¢t = — p, gemeen; deze
bepaalt hel snijpunt der unisecante.

A Het raaklijnenoppervlal: en cenige andere merk-
waardige opperviallken.

HET RAAKLIINENOPPERVLAK V.

Zooals bekend is vormen bij elke ruimtekromme de
raaklijnen een ontwikkelbaar regelvlak, het zoogenaamde
raaklijnenoppervlak, waarop de gegeven kromme keer-
kromme is. We willen nu het raaklijnenoppervlak V
van C*' nader onderzoeken.

Klasse van Uit de op bl. 23 gevonden eigenschap dal door een
= punt van de ruimte zes osculatievlakken naar C! gaan,
welke tevens raakvlakken zijn van V, volgt:

Het raaklijnenopperclak V is van de zesde klasse.
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?’mad van Een vlakkenbundel, welks as geen punt met C* gemeen
' heeft, snijdt C* in viertallen punten, die een I; vormen.
Deze I, heeft zes dubbelpunten, welke de zes raaklijnen

bepalen, die de as van den vlakkenbundel snijden.

Derhalve:

Een willekeurige rechte van de ruimte wordt door zes
raaklijnen van C* gesneden, d.w. z. C* is van den zesden
rang.

Of:

Door  een willekeurige vechte van de ruimte kan men
zes raakvlaklen aan C* leggen.

Of wel:

Het raaklijnenoppervlal: V is van den zesden graad.

Dubbelkrom-  Blke raaklijn van €', als as van een vlakkenbundel

gelony; gckozen, bepaalt op C*' een f.. De twee coincidenties
dezer Is wijzen twee raaklijnen aan, die de gegeven
raaklijn snijden. Derhalve:

Elke raaklijn van C* wordt door twee andere raaklijnen
gesneden.

De punten waar twee niet-opeenvolgende raaklijnen
van C' elkaar snijden vormen op V een dubbelkromme;
de raaklijnen van C* zijn dus blijkbaar koorden van die
kromme. _

Den graad der dubbelkromme vindt men op eenvou-
dige wijze uil een willekeurige vlakke doorsnede van V.
Deze is een vlakke kromme van den zesden graad en
de zesde klasse met vier keerpunten. Uil de eerste
formule van Pricker leidt men af dat de kromme zes
dubbelpunten bezit, en dus:

Het raaklijnenoppervlak V- bezit een dubbelkronune D°
van den zesden graad; de raaklijnen van C* zijn koorden
van D",

E:iiﬁ“l:itltlmp De doorsnede van 7 mel een der stationnaire raak-
in de.\-;““‘;::;f vlakken is een kromme van den derden graad, daar de
?1[:;:1\ raak- raaklijn aan C' daar ter plaatse voor drie raaklijnen is
egen rank. Lo tellen,

Unen, De kromme is voorts van de vierde klasse, daar het
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slationnaire raakvlak twee osculatievlakken vertegen-
woordigt; ze heeft geen keerpunten, daar C* met elk
harer stationnaire raakvlakken geen andere punten dan
het raakpunt kan gemeen hebben. Volgens de formules
van Procker heeft de kromme dan een dubbelpunt en
drie buigpunten. Daar de drie buigpunten van een
rationale vlakke kromme van den derden graad steeds
op ¢én rechte liggen, terwijl de buigpunten dezer vlakke
doorsnede van V de punten zijn, waar de raaklijnen in
de overige stationnaire raakvlakken het vlak der door-
snede doorboren, is hiermede dus een rechte gevonden,
die op alle vier, in de stationnaire raakvlakken gelegen,
raaklijnen gelijklijdig rust. Doch dan zijn er klaarblijkelijk
vier zulke rechten, en dus:

De vier raaklijnen, aan C* gelegd in de raakpunten
der stationnaire raakvlakken, liggen op één hyperboloide.

Uit de omstandigheid dat de raaklijn, die in een der
stationnaire raakvlakken ligt, voor drie opeenvolgende
raaklijnen telt, waarbij het snijpunt van de eerste en
de derde een punt van D° is, volgt dal D" door €' in
de vier planaire buigpunlen wordt gesneden. Voorts
zal D moeten gaan door de snijpunten 7' der rakende
trisecanten. In zulk een punl 7' wordt een rakende
trisecante gesneden door de Lwee naburige raaklijnen van 7',
zoodat 7 als twee opeenvolgende punten van )% inrekening
is te brengen. 7' is dus een keerpunt op 0% derhalve:

DY snijdt- C* in de vier planaire buigpunten en in de
vier snijpunten der rakende trisecanten; deze laatste punten
zijn keerpunten op D°.

Projecteert men D° uit een van hare keerpunten 7'
dan verkrijgl men een kegel van den vierden graad,
waarop de lijnen, die 7" mel de overige keerpunten
verbinden, keerribben zijn. Nu kan echter een kegel
an den vierden graad met drie keerribben geen veel-
voudige ribben meer hebben, en dus:

D¢ bezit, behalve de vier genoemde keerpunten, geen
veelvoudige punten.
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Her orperviak W, OMHULD DOOR DE DUBBELRAAKVLAKKEN.

Elke raaklim van €* wordt door twee andere raak-
lijnen gesneden (bl. 27); een vlak dat twee snijdende
raaklijnen bevat is dubbelraakvlak van €. We onder-
zoeken nu het ontwikkelbaar opperviak 1, dat omhuld
wordt door de dubbelraakvlakken van €',

Om vooreerst de klasse van W™ te bhepalen denken
we ons door een willekeurig punt O van de ruimte een
vlak gelegd, dat €' in P raakt; de snijpunten noemen
we €@ en K. Indien ¢ en I samenvallen is het vlak
cen dubbelraakvlak. Nu bepaalt een willekeurig punt
() vier raakvlakken (aangewezen door de vier coineiden-
lies van de [y welke de vlakkenbundel met O @ als as
op C' insnijdt), dus ook vier punten f’; evenzoo levert
elk punl £ vier punlen ¢. De acht coincidenties dezer
(4, 4) liggen twee aan bwee in de vier dubbelraakvlakken,
welke men door O aan €' kan leggen. Of wel:

Het oppervlal: W is van de vierde klasse.

Daar elke raakliim van €' door twee andere wordt
cesneden gaan door elke raaklijn twee dubbelraakvlakken,
Als de raaklijn in A door die der punten By en B.
wordt gesneden zijn dus A By en A Ba beschrijvende
limen van het oppervlak. Door elk punt van €' gaan
dus lLwee beschrijvende lijnen van 1V, derhalve:

Ctois dubbelkromme op het oppervlak W,

De raakpunten A en B van dubbelraakvlakken vormen
op C', zooals we zagen, ecen involutorische verwant-
schap (2, 2).

Anderzijds bepalen de vlakken van een vlakkenbundel,
die een willekeurige rechte van de ruimte tol as heeft,
cen Iy op die kromme. De zes gemeenschappelijke paren
van deze beide verwantschappen wijzen de zes be-
schrijvende lijnen van W aan die de as van den bundel
gnijden, en dus:

Het oppervlak: W is van den zesden graad.

Daar 1V een ontwikkelbaar regelvlak is moel hel een
keerkromme bezitten. Om den graad daarvan te hepalen
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beschouwen we een willekeurige vlakke doorsnede ; deze is

een vlakke kromme van denzesden graad en de vierde

klasse met vier dubbelpunten. Volgens de eerste formule

van Pricker heeft ze dan zes keerpunten, derhalve:
De Leerlromme van W ois van den zesden graad.

Ier ReEGELVLAK I DER KOORDEN, DIE EEN VASTE KOORDE
SNIIDEN.

Wanneer men C* snijdt met een vlakkenbundel, die
een koorde tol as heeft, zullen de vlakken op €' punten-
paren bepalen, welke klaarblijkelijk een 7z vormen.

Omgekeerd kan ook iedere [: op C'ingesneden worden
door de vlakken, die door een koorde gaan. Stel n.l.
dat de Z, bepaald is door de paren A, A: en Bi, D
Vlakken door de koorde A; A snijden een /s in, vlakken
door By Bseen andere I, Deze beide involuties hebben
een paar Cy, Cs gemeen, dal dus zoowel met Ay, A»
als met By, B: in één vilak ligl. De gegeven [: wordlt
dus blijkbaar ingesneden door een vlakkenbundel met
as Cj (:;:.

Het laatste resultaat is ook aldus weer le geven:

Bl tweetal koorden wordt door een enkele derde Loorde
gesneden.

Snijden de beide koorden elkaar (buiten €*) dan gaat
de derde koorde door hun snijpunt; ware dit n.l. niet
zoo dan zou hel vlak der drie koorden zes punten van
Ut bevatten.

Wanneer men C* uit een willekeurig punt O van de
ruimte projecteert, verkrijgt men een kegel van den
vierden graad en de zesde klasse, want door cen rechle,
die O bevat, gaan zes raakvlakken aan €' en dus aan
den kegel. Deze kegel heeft voorts zes slationnaire
raakvlakken, n.l. de zes osculatievlakken die men uit O
aan C' kan leggen (bl. 23). Volgens de formules van
Pricker zijn er dan drie dubbelribben, en daar ' in
het algemeen geen dubbelpunt bezit, heeft men:

Door elle punt van de ruimte gaan drie koorden van C*,
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(Ilié‘rge]:vlak Om den graad van het regelvlak F te vinden, dat
ais eg?f‘i‘\i’(’ gevormd wordt door de koorden van C*, die op een
:-i:j]r:rrlc snij- vaste koorde £ rusten, merken we vooreerst op, dat die
' koorde dubbelrechte op het oppervlak moet zijn, daar
uit elk harer punten nog twee koorden zijn te trekken.
En daar elk vlak door £ nog twee punten van C*, dus

¢én koorde bevat, heeft men:

De  Foorden, die een vaste koorde snijden, vormen een
oppervlal: I'van den devden graad, waarop de vaste koorde
dubbelrechie is.

Sen  bijzonder geval verkrijgl men als men voor de
vaste koorde % de raakkoorde van een dubbelraakvlak
kiest. Dan toch valt een der beschrijvende lijnen met
de dubbelrechte samen, waardoor een zoogenaamd regel-
vlak van Caviey ontstaat.

1‘%3]'::‘119'!0!"'“&:0 Alle beschrijvende lijnen van £ snijden ook de enkel-
" Y youdige richtlijn ¢ van het oppervlak. Elk vlak door e
bevat twee koorden, diein 7 en 2, 3 en 4 op €' rusten;
zij bepalen twee punten op e. Beschouwt men alle
vlakken door e dan ontstaat aldus op deze lijn een Iy,
die twee coincidenties heeft.  Voor elk dezer punten
vallen de twee koorden samen tot een lorsale ribbe van
I'; het vlak door zulk een ribbe en e is een torsaal
raakvlak. Het punt 1 heeft zich nu vereenigd met 3,
2met 4; delijnen 1, 3 en 2, 4 zijn raaklijnen geworden
en het torsale raakvlak is dus een dubbelraakvlak van
C'. Noemt men kortheidshalve de snijlim van twee
dubbelraakvlakken een as van €', dan heeft men dus:

De enkelvoudige vichtlijn  van el oppervlal: I is een
as van C1,

Omgekeerd kan men elke as van €* als enkelvoudige
richtlijn van een oppervlak #' beschouwen. Want de
beide koorden, die in de door die as gaande dubbel-
raakvlakken zijn gelegen, worden slechts door één andere
koorde gesneden, welke men als dubbele richtlijn van
een oppervlak /7 kan Kiezen.  Derhalve:
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FElle as van C* is te beschowwen als enkelvoudige richt-
lijn van een opperviak F.

Uit het voorafgaande leidt men een betrekking af
tusschen de koorden en de assen van C*', die elk o0*
in aantal zijn. Immers elke koorde & geeft aanleiding
tot één opperviak F'; de eenige enkelvoudige richtlijn
van F'is een as van CY. Omgekeerd kan elke as van
C* optreden als enkelvoudige richtlijn van een oppervlak
F: de dubbele richtliin van dit oppervlak is cen koorde
van CY. En dus:

Er bestaat cen betrelking tusschen de stralencongruentie
der Foorden en de stralencongruentie der assen van
met dien verstande dat elke TLoorde ééne as en elle as
ééne koorde bepaalt,

HET REGELVLAK DER OSCULATIEKOORDEN.

We bespreken ten slotte het regelvlak, cevormd door
de osculatiekoorden, dat zijn de koorden, die in de
osculatievlakken stennpunt en restpunt verbinden. Nu
bepaalt een steanpunt X ¢één restpunt 15 een reslpunt
Y bepaalt echter drie steunpunten X (bl. 12). Tusschen
de punten X en 1 bestaat dus een verwantschap (1, 3).
Met de I;, welke een willekeurige vlakkenbundel op C!
insnijdt, heeft deze verwantschap twaall paren gemeen.
Elke liin van de ruimte wordt dus door ty aalf oscu-
latickoorden gesneden en dus:

De  osculatickoorden vormen een oppervlak van den
twaalfden graad.

Daar elk punt van C* als osculatiepunt en ook als
restpunt is op te valten gaan door elk punt van Ct
vier beschrijvende lijnen van het oppervlak. En daar
voorts blijkbaar elk der hoofdkoorden tweemaal als
ozculatickoorde zal optreden heeft men:

Op het oppervlak van den twaalfden graad der oscu-
latickoorden is C' een wviervoudige lkromme, terwijl de
hoofdkoorden dubbellijnen zijn.
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HOOFDSTUK II.

Bijzondere krommen van den vierden graad en
de tweede soort.

1. De kromme CV met oncindig vele drietallen in één
punt samenkomende raaklijnen.

Ter inleiding bespreken we hel volgende vraagstok
over de algemeene €', Aangezien door elk punt van
de ruimte drie koorden gaan (bl. 30) zal ook door het
snijpunt van twee raaklijnen nog ¢één koorde der !
mogelijk zijn, welke €' in-de punlen 7% en 7% moge
snijden. Indien men aldugs met alle mogelijke paren
snijdende raaklijnen handelt, vraagt men naar de be-
trekking, die tusschen 7% en 7% bestaal.

Geven we de raakpunten der raaklijnen door de para-
meters w; en we aan, de steunpunten 7% en 7% der
koorde door f; en f:, dan volgt uit (2):

Wit ue® - 2moug wg = m (uy fue)* +1=0
terwijl 4 en fz met elke der waarden w zijn verbonden
door:

(tyts Fm)u* 4 2m(t4-t)u -+ (mtita 1) =0
Hiernit volgt dal:

2 m (h - ta)
fote +m '

_TH!;L_I"{—I

" U2 =
: ty ts -+ m

Deze waarden. gesubslitueerd in de ecersle vereelijking
| g" =] . o}

e = —

doen haar overgaan in de belrekKing
(mty ta 4+ 1)+ 4 m® (- 12)* 4 2m (i te + m) X
Xmtyte -+ 1)+ (ta+m3=0
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welke aangeelt dat de punten 7% en 1% zijn verbonden
door een involutorische verwantschap (2,2).

Een coincidentie dezer (2,2) zal beteekenen dat door
het snijpunt van twee raaklijnen nog een derde raaklijn
gaat. Stelt men in de verwantschapsvergelijking ¢ =
t =t dan vindt men na herleiding:

Bm2-+1) (t*+6met2+1)=0

Daar de eerste factor in het algemeen niet nul zal
zilm mag men er door deelen; men vindt dus, volgens
(1), dat de buigpunten de gezochte coincidenties zijn.

Geheel anders wordt de zaak echterals 3 m* -4 1=0
is. Dan toch wordt aan de laatste vergelijking voldaan
door iedere waarde van ¢, en dus:

Er bestaat een bijzondere C', welke oneindig vele drie-
tallen in één punt samenkomende raaklijnen bezit.

Uit vergelijking (1) volgt voor de parawmeters #y, to, ts, f4
der buigpunten:

tite -ty - bty -t ls - o by - ts 8y = 6,
titatsty=1

Stelt men deze waarden in (2) dan vindt men dal
3m?-+1=0 is, waaraan juist in het zooeven be-
schouwde geval wordt voldaan, zoodat de vier buig-
punten complanair zijn. Derhalve:

Indien C* oneindig vele drietallen in één punt samen-
lomende raaklijnen bezit liggen harve vier buigpunten in
één vlal.

En omgekeerd:

Indien de wvier buigpunten van C' in één olak liggen
bezit ze oneindig vele drictallen in één punt samenkomende
raaklijnen.

Daar in de tot dusver gebruikte notatie s een ima-
ginaire waarde zou verkrijgen verdient hel de voorkeur,
in navolging van Bertivi, €' voor te stellen door:

p Xy =ud "
ut - 3 u? ,

P X2 § ;
s Xy =u*—1 s ... (18

I

I

|j e 4 v /
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Snijdt men €' met het vlak:
MX FAexe A3 Ay =0
dan worden haar snijpunten bepaald door:
amwt @t 3ud)+aswt—1)F+ A u=0

waarnit o. a. volgt:

3 As 1 A
wy e = g wg oy ug b owe ws - ue wg - gy —i]
A2
— As
Uy e U Uy —
A2
zoodal:
wy wa uy g - (g e —F wy wg oy wg v ug - e ug -+
+usw)—3=0. . . . . (19

de voorwaarde voor complanaire ligging van vier punten
van C' voorstelt.

Stelt men in (19) vy = ws = w3 = ug = w dan vindt
men dus voor de parameters van de raakpunten der
stationnaire raakvlakken (planaire buigpunten):

wit+6uw—3=0 . . . . (2)

De waarden Xy we = 6, wywe wy wy, = — 3, die
hieruit volgen, voldoen aan (19); de buigpunten liggen
dus in één vlak., Hiermee is aangeloond dat (18) inder-
daad de te ()mlurzuckun kmnnno \'om'uh*lt

Merkt men op dat ap -} 3 ay=wu'--6u*-—3, dan
blijkt dat het vlak dnr buigpunten wordl aangewezen
door:

o +3a3=0 . . . . . (2)

Op geheel dezelfde wijze als op bl. 13 kan men af-
leiden dat de [f;, gevormd door de steunpunten der
trisecanten, wordt voorgesleld door de \'m'lfoli_ikingvu:

wy we Uy = wy - ue - ouy = 0
wy g us 4w ug =3 5 )
en dat de parameters der punten, die met het door ws
aangewezen punt op dezelfde trisecante liggen, worden
bepaald door:
(g — 1) u* —Adugu — (us*43)=0

Uit (19) volgt voor de betrekking tusschen de para-
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meters # en » van steunpunt en reslpunt van een oscu-
latievlak:
wo+3utt+3ue—3=0
Zal (u, v) dubbele osculatiekoorde zijn, dan moel tevens
voldaan zijn aan
Pu+3v+3vu—-3
Door aftrekking vindt men:
(w2 — v%) (ur +3)=0

Hieraan wordt voldaan 1°. door w = v, waardoor de

0

buigpunten worden bepaald, 2% door ¥ = — v, waaruit
volgt: '+ 3 =0, 30 door u » = — 3, welke de waarden

u=0,u= o levert. Wegens (18) wordt de hoofdkoorde
(0, ») voorgesteld door 1 =0, x4 =0. De andere
twee, hepaald door u'--3 =0, liggen klaarblijkelijk in
het vlak as = 3 a3, zoodat het hoofdpunt is aangewezen
door

.1'1 _ 0
Xy =3 X3 SR (23]
Xy = ()

Na het voorafgaande is het aanstonds duidelijk dat
het codrdinatenviervlak hier geheel dezelfde ligging heeft
als in het algemeen geval (bl. 20). Ook hier zijn twee
hoekpunten de steunpunten der hoofdkoorde (0, o), en
de vlakken a1 =0 en x4 =0 de door die hooldkoorde
eaande oscnlatievlakken. Voorts zijn volgens een zoo-
even afgeleide formule de steunpunten der trisecante it
=0 bepaald door w? =3 =0, en die der trisecante
nit w= 2 door u*—1=0. Beschouwt men in ver-
band daarmee de parametervoorstelling (18) dan blijkt
dat 4 = 0 het raakvlak is in v =0, dat gaat door de
trisecante daar ter plaatse, en dat A3 =0 de overeen-
komstige ligging heeft in het punt w = .

Uit het voorgaande volgt dat de vergelijking van de
hyperboloide I geheel als op bl. 25 kan worden afgeleid.

Stelt men aanvankelijk:

Xg Xy = A {,1'4 — 131] («’1'.1 — |J -T|)
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dan blijkt dat men 2= —3, 2 = — 1[5, 3=1 moect
kiezen, zoodat de vergelijking van I wordt:
Za Xsi— (21 -F 3 20) (21— 2xa) 0 L (24)
Bepaalt men het poolvlak van hel hoofdpunt t.o. v.
H dan vindt men uit (23) en (24):
Xo + 8 X3 =0
welke vergelijking volgens (21) het vlak der buigpunten
voorstelt. Derhalve:
Het vlak der buigpunten is het poolvlal: van het hoofd-
punt ten opzichte van de hyperboloide .
Stelt men in (19) wy = us =u en uz = us = v dan
heeft men:
Wl uwttduot+ 0P —3=0
Jij gegeven u levert de vergelijking de parameler-
waarden » der beide punten, wier raaklijnen de raaklijn
van « snijden (hier, zooals we weten, in hetzelfde punt).
Noemt men de wortels » en w dan heefl men:

4out u* — 3
vtw=— e AT
zoodal:
s w® — 3 u & u® — 3 u
utotw==—3 10 = T
T TRE = ]

uvtuw-tow=— - -+ =
u® -+ 1 u® 1
Dus stellen:
w4 vt w=wuvw| ot
wo+unw-t+vw=—3) . (25)
de f; van de raakpunten der in é¢én punt ssienkomende
raaklijnen voor.
De betrekking tusschen steunpunt () en snijpunt (¢)
van cen osculatievlak wordl aangewezen door:
wit+3ut4-3ut—-3=0
Ziin u, v en w de worlels, dan is:

2 2
)

urlw'—}—r{'Z-ﬁr, wv-Fuw-tow=3, uvw=

zoodal:
u-to-4 w4 uwew=0|

o (26)

wo-tuwd-ow =3)
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de I voorstellen der punten, wier osculatievlakken door
één punt van C! gaan.

Vergelikt men nu (26) met (22) dan blijken deze
nvoluties identiek te zijn, hetgeen ons dus lot de vol-
gende eigenschappen voert:

De drie osculatievlakken, in de steunpunten van een
trisecante aan C* gelegd, gaan door één punt van G4,
en omgekeerd:

Als men uit een punt van C*dedrie mogelijke osculatie-
lalihen aan C* legt dan liggen de steunpunten dier vlakken
op ¢én rechte lijn.

Meetkundige  Bij de algemeene kromme ¢! vonden we voor de

{ih‘:?ttﬁn:'l‘siar_meel]umt.lige plaats der snijpunten van twee niet-opeen-

in de drie- volgende raaklijnen een kromme D', de dubbelkromme

f;:i;:; q:ﬁ;‘:\ van het raaklijnenoppervlak (bl. 27). In het hier be-

komen. schouwde geval vertegenwoordigt elk snijpunt van raak-
lijnen drie snijpunten van het algemeene geval; de kromme
D gaat in verband hiermee over in een driemaal te
te tellen kegelsnede. Daar de buigpunten ook als snij-
punten van drietallen raaklijnen in rekening zijn te brengen
(bl. 34) liggen ze ook op die kegelsnede, en dus:

De punten, waar de drietallen raaklijnen samenkomen,
hebben tot meethundige plaats een driemaal te tellen kegel-
snede, die door de vier buigpunten gaat.

Uit (21) volgt nog dat die kegelsnede gelegen is in
het vlak a: -+ 3 a3 = 0.

Oppervlak, We stellen ons voor dal het snijpunt A van een
ch:m:II:l111:1];(:»?:; raaklijnentripel zich over de kegelsnede beweegl en vragen
i de raak. ons af welk oppervlak omhuld wordt door het verbin-
’f""'f’""i‘m“dil'lfrsv]:lk z der raakpunten. Aangezien de raaklijnen
verbinden. & .
van C' tevens de hyperboloide H aanraken, zijn < en
% pool en poolvlak ten opzichte van H. Daar voorls
het vlak der buigpunten poolvlak is van het hoofdpunt
ten opzichte van f1, en A voortdurend in eerstgenoemd
vlak blijft, zullen de vlakken « alle door het hoofdpunt
onan, dus een kegel omhullen, met het hoofdpunt als
top. Ten slotte is duidelijk dat, daar A een kegelsnede
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doorloopt, « een kegel van den tweeden graad moet
omhullen. Derhalve:

De vlakken, die de raakpunten der raaklijnentripels
verbinden, omhullen een kegel van den tweeden graad, die
het hoofdpunt tot top heeft.

9. De kromme C* met twee stationnaire raaklijnen.

Bij de behandeling der algemeene C' werd (bl 13)

voor de Iy van de steunpunten der trisecanten gevonden:
tta ts "%" m (!’-1 ‘+‘ fa —],— f;‘;) = () )
m(tite+tits+Htats) +-1=0)

We gaan nu onderstellen dat deze I3 een drievoudig
element bezit, waarvoor t; = t: = ty = u, zoodat dan aan:
wb - 3mu=0)

Smu-4-1=0)

gelijklijdig moet worden voldaan. Nu is dit blijkbaar
slechts mogelijk als 3 m = 3-1’-;-&, d. w.z.als9m* —1=0
is. Wanneer m aan deze betrekking voldoet zullen er
dus twee drievoudige elementen zijn, waarbij nog de
bheide gevallen zijn te onderscheiden: 1°% 3m = -1, in
welk geval de drievoudige elementen worden aangewezen
door u®= —1, en 2° 3m=—1, waarbij de drie-
voudige elementen door »* = -1 worden bepaald.

Meetkundig beteekent dit, dat er twee trisecanten zijn,
waarop de drie snijpunten met de kromme in één punt
zijn vereenigd, of wel dat C' twee stationnaire raaklijnen
bezit. De raakpunten zelf zullen als lineaire buigpunten
worden aangeduid.

Klaarblijkelijk zal nu het bezit van de slationnaire
aaklijnen steeds samengaan met een andere eigenschap
der ¢'. Want we vonden (bl. 17 noot) dat C* oneindig
vele dubbele osculatiekoorden bezit indien 9 m* — 1 = 0,
hetgeen juist de voorwaarde is, die we zooeven vonden
voor hel aanwezig zijn van lineaire buigpunten. En dus:
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Indien C* twee stationnaive raaklijnen bezit, heeft ze
oneindig vele dubbele osculatiekoorden.

En omgekeerd:

Indien C* oneindig vele dubbele osculatiekoorden bezit,
heeft ze twee stationnaire raaklijnen.

Van de beide bovengenoemde gevallen 3m = + 1
beschouwen we nader het geval 3m = 1, waarbij
w? = -1, zoodal de raakpunten der stationnaire raak-
lijnen worden bepaald door:

w = -+ 1 en (27)
en deze dus reéel zijn. De planaire buigpunten worden
gevonden uit (1), welke in dit geval de gedaante aan-
neemt:

e = — 1

ut —24*-+1=0
of:
(u‘l = 1)[. = ()
Dus:
De vier planaire buigpunten vallen tiwee aan twee met
de lineaire buigpunten samen.
Stelt men in de voorwaarde (2) voor complanaire
ligging, welke thans
wy s ug g — s (g we - wgws - wws A ue us - we ug -
+uzuy) +1=0
is, uy = s = uy = u, ug = v, dan vindt men:
wo—ut-——uv+1=0
of:
(u* — 1) (e —1)=0
of:

Tt (28)
waardoor dus het verband wordl aangewezen tusschen
de paramelers van steunpunt en restpunt van een oscu-
latievlak.
komen blijkt hieruit opnienw hel bestaan van oneindig
vele dubbele osculatiekoorden, waarvan de steunpunten

Daar w en » op dezellde wijze in (28) voor-

de [, vormen, die door (28) wordt voorgesteld.
De dubbele osculatickoorden vormen een regelvlak,

dat we thans nader gaan onderzoeken. Noemen we de
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lineaire buigpunten (27) U en U, de steunpunten eener
willekeurige osculatickoorde & en V, dan leidt men
gemakkelijk uit de voorwaarde voor complanaire ligging
e s Us Uy — s (uy we == g us - wg ug s g - us ug -
: + w3 us) 1 =0,
in verband met (27) en {28) af, dat de vier punten U,
s U en V in één vlak liggen, zoodal de koorde
Uy Uy door elke der dubbele osculatickoorden wordt
gesneden.  Ook vindl men uit de voorwaarde voor com-
planaire ligging dat twee dubbele osculatickoorden &/ V
en U' V" elkaar zullen snijden als voldaan wordt aan

wvw v’ — s [uvdu' o 4 (u+v) (@ 4+ ')+ 1=0
of, wegens (28), indien men heeft

(4 0) (' +v)=4;
hieruit blijkt dat elke dubbele osculatiekoorde door Gén,
en slechts ¢én, andere zoodanige koorde wordt gesneden.

Uit de beide laatstgevonden resultaten volgt dal telkens
twee dubbele osculatickoorden U1 en U' V' en de
koorde &7y U door één punt gaan (ze kunnen n.l. niel
in één vlak liggen, daar zulk een vlak zes punten met
C' gemeen zou hebben); dus:

De dubbele osculatiekoorden snijden ellaar ticee aan twee
op de lijn die de lineaive buigpunten verbindt,

Elk vlak door de liijn ¢y U beval nog slechls één
dubbele osculatickoorde, en daar &) €7, zelf dubbelrechle
is van hel gezochte regelvlak heeft men blijkbaar:

De  dubbele  osculatiekoorden  vormen een regelvlal: van
den derden graad, waarop de verbindingstijn der lineaire
buigpunten dubbelrechte is.

Om de enkelvoudige richlijn van dit regelvlak te
bepalen zoeken we de snijlin van twee vlakken, die
elk twee snijdende dubbele osculatickoorden bevalten.

Het eenvoudigst is het de vlakken te nemen, waarin
de koorden 'V en U V' samenvallen. Wegens de
straks gevonden betrekking (u -+ ») (u” -+ o) =4 zullen
deze koorden samenvallen voor u 4 p== 4 2. In ver-
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band met (28) kan hieraan slechts voldaan worden door
de lineaire buigpunten (27).

Men heeft dus:

De enkelvoudige richtlijn van het regelvlak der dubbele
oseulatickoorden is de snijlijn der beide stationnaire raak-
vlakken.

Voor de kromme met twee stationnaire raaklijnen
heeft Cremoxa ') een zeer cenvoudige parametervoorstel-
ling gegeven. Hij kiest het coordinatenviervlak als volgt:
x; =0 stelt het stationnaire raakvlak in Uy voor,
2y =0 dat in Ue; a:=0 is het vlak dat door de
stationnaire raaklijn in Uy en het punt O gaat, terwijl
het vlak 23 =0 door de raakliin van U en het punt
U, gaat. Indien men dan aan de punten Uy en Us
de parameterwaarden 0 en o0 toekent, verkrijgt men
klaarblijkelijk de volgende parametervoorstelling:

3

p L= TR

pre— u’ (m))
pXg— U

PR 1

Voorwaarde  Snijdt men C' met het vlak:

voor compla- e oo e e T T
ire liggi X1 T A X X5+ M2y =0
naire ligging. A X1 g X = Ag X = M X )

dan worden de snijpunten bepaald door

b+ 2t A u+ =0,
waaruit men dadelijk afleidt dat:
ay g s - g w0z g ug Fuguy =0 (30)
de voorwaarde voor complanaire ligging van vier punten
van C! voorstell.

Steunpunten  Voor wy = wg = Uy =, W =7 geeft (30):

van dubbele = B
osculatie- u+v=0 . B (O 1)
koorden. waardoor dus het verband wordt aangewezen tusschen

de parameters u en v van steunpunt en restpunt van
een osculatievlak. De betrekking is, zooals te verwachten

) Sopra una certa curva gobba di quart’ordine. (Rend. Tst.
Lomb. II, 1, 1868).
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was, symmelrisch, daar alle osculatiekoorden dubbele
osculaliekoorden zijn.
De snijpunten van C* met het vlak:
M Xy Ao Xg - Az Xy F A g =0
worden gevonden uit de vergelijking:
Aut = ag w4 Az u 4 2y =0.

Men heeft dus

Aa
Uy U g g = —
Al
}u'}
Wy Uz Uy ‘l* Uy Uz Ny + iy Uy 1y ‘{’ 2 U3z Wy — — ——
Al
Ad
Uy Uz U3 Uy —
Al

Hel vlak der complanaire groep i, ug, s, us heeft
dus tot vergelijking:
y — (ur w2+ us - wa) 20 — (g w2 us - wy e ug -
- ug ug wg - e us wg) Xy - wg ve g ug Ay =0 (32)
Stelt men wy —=wg =wuy —=wu, uy—=—v en houdt men
rekening met (31) dan gaal (32) over in:
X —2uxe 4+ 2wy —utxy=0 . . (39)
waardoor dus het osculatievlak in () wordt aangewezen.,
Bij gegeven waarden van &y, A, Ay en Ay stelt (33)
een vierdemachtsvergelijking in « voor; door een wille-
keurig: punt van de ruimte gaan dus vier osculatie-
vlakken, of wel:
De lromme O et twee stationnaive raaklijnen is van
de vierde Klasse.
Merkt men op dat uit (33), opgevat als vierdemachts-
vergelijking in u, volgt
wy e - g g —F wy wg = vz us - we wg - wg ug =0
dan Dlijkt, wegens (30), dat de steunpunten der vier
osculatievlakken, die men door een willekeurig punt der
ruimte aan C*' kan leggen, complanair zijn. Derhalve:
Legt men wit een willekeuriy  punt van de ruimte de
vier mogelijke osculaticvlaklken aan C', dan liggen de vier
steunpunten dezer vlaklen in één vlak.
Fn omgekeerd:
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De oseulatievlalken, in vier complanaire punten van Ct
aan de kromme gelegd, gaan door één punt.

Er is echter nog een bijzonderheid op te merken.
Fen willekeurig vlak:

A X1 - e Xe Az X5 2 X =0
snijdt, zooals we weten, C* in vier punten, bepaald door:
st - 2ot A w4 =0

Denkt men zich nu in elk dezer punten het osculatie-
vlak aangebracht dan snijden deze osculalievlakken elkaar
in één punt Y, welks codrdinaten men bepaalt door
de laatste vergelijking te identifieeren met (33), aldus
ceschreven:

— ot 2y — 2w 0 )
men heeft dan
}\1:}.-,-:A;g:}..;:—m:E.’y;;:-—»&],r/._»:yl

Nu blijkt echter dat Ay yi - 22 ¥z - s ys -+ A4y iden-
tiek nul is, zoodat Y in het gegeven vliak ligt. Alles
samenvattend kan men dus zeggen:

Legt men door een willekewrig punt van de ruimte de
vier mogelijke oseulaticolaklen aan C' dan liggen de vier
steunpunten dezer vlakken met het gegeven punt in één vlak:.

In omgekeerd:

De osculatievlaklen, in vier complanaire punten van
' aan de Jromme  gelegd, gaan door één punt, dat in
het vlalk der vier punten ligh.

Door combinatie leidt men uit (29) nog af:

Xy Xy=Xg Xz o s e« o (34)

Daar dit de vergelijking van een quadratisch regelvliak
is, waarop C' geheel is gelegen, stelt (34) blijkbaar de
eenige door €' gaande hyperboloide H voor.

We zullen, om de vergelijking van het regelvlak der
dubbele osculatickoorden te zoeken, zulk een koorde
UV voorstellen als snijliin van het vlak, dat door uv
en Uy U, gaat (bl. 41) met het viak, dat door UV en
de haar snijdende koorde U V' kan worden gelegd.
Stelt men dus in (32) uy =0, w2z — 02, Usg—"veN houdt
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rekening met (31) dan wordt het eerste dezer vlakken:
Xy — 1> X3
Voor het vlak, dat door de snijdende dubbele oscu-
latickoorden UV en U' V' gaal, geeft (32), eveneens
in verband mel (31):
2= —ulu'tx
waarbij echler de snijding dezer koorden moet worden
uitgedrukt door de betrekking (30), welke geeft:
w? - u'2=—0
Elimineert men « en «' uil het laatste drietal ver-
gelijkingen dan verkrijgl men:
X1k s Xai—1()

W(8b)
welke vergelijking dus het regelvlak der dubbele oscu-
latiekoorden voorstelt.

3. De Fromme C* met een dubbelpunt.

We zagen op bl. 11 dat de voorwaarde voor com-
planaire ligging van vier punten op €' in de meest al-
gemeene  parametervoorstelling  aldus kan worden ge-
schreven:

Aoy s g ug = Ay (g ug ug . ... = ue ug uy)
4 Ao (g 12 o oo ug wg) = Ay (A= ve s - wa) A
+ A3 =0

We gaan nu onderstellen dat €' een dubbelpunt bezit
en kennen aan de op elkaar vallende punten in het
dubbelpunt de parameterwaarden w =0 en v = % toe.
Deelt men de bovenstaande vergelijking door wy en stelt
men daarna ug = 0, uy = o2, dan heell men:

A1 up us 4 As (w1 4 ug) + A3 =0
Daar nu hieraan door iedere waarde van wuy en wue

RIS
I

moet worden voldaan — immers elk tweetal punten ligt
met  het duabbelpunt in één vlak — moeten de coéfli-
cienten Ay, As en Ay nul zijn, zoodal de voorwaarde
voor complanaire ligging deze eenvoudige gedaante aan-

neemt :
My Ue Uy Uy — K ’ A - ; (3(‘:]
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Station-  Voor u; = uz = us = ug — u geeft (36):

naire raak- A -
vlakken. u AU TR (37)
De wortels dezer vergelijking bepalen de raakpunten
van vier stationnaire raakvlakken. De kromme €' met
dubbelpunt bezit dus, evenals de algemeene C*, vier

planaire buigpunten.
Eigenschap- Stelt men in (36) w = we — us — u, uy — v dan

en der oscu-
Doy lakken. heeft men:

TG o oua ow o LB
Bij een gegeven waarde van v vindt men drie waarden
voor u, dus:
Door elk: punt der C* met dubbelpunt gaan drie vlakken,
die haar elders osculeeren.
De waarden wu, die hij een gegeven waarde van o
behooren, 71311 volgens (38)

/ ! s/ k
y— a— o Uy — & :
v

waarbij = u(—-l 4+ iy73) is. Merkt men op dat
wy we us =k, dan blijkt dus, evenals bij de algemeene C*:

Legt men door een punt der kromme C* met dubbel-
punt de drie mogelijke osculatievlakken, dan liggen de
steunpunten met het eerstgenocemde punt in één vlak.

Wanneer men in vier complanaire punten van de
kromme de osculatievlakken aanbrengt gelden volgens
(38) en (36) de betrekkingen:

whon=k wdve=k wlPvs=Fk, wu’vi=04k,
Uy Uz Ug Uy — k¢
waaruit men afleidt
V1 Ve Vg4 —Fk

Derhalve :

De osculatievlalken, in vier complanaire punten aan de
kromme C* met dubbelpunt gelegd, snijden haar in vier
andere punten, die evencens complanair zijn.

Dubbeleos-  Onderstelt men dat het osculatievlak in » de kromme

:i:litmkmr' in » snijdt en dat het osculatievlak in v evenzoo w fol
restpunt heeft, dan heeft men:

en vPw=1FL

wo=—k
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Door eliminatie van ¢ vindt men de volgende be-
trekking tusschen « en w:
W=k w
Identifieert men ¢ mel u dan zullen dus de parameter-
waarden der steunpunten van dubbele osculatiekoorden

worden gevonden uit:
w? — k2u=0

Deze vergelijking kan gesplitst worden in de volgende:

1%  w—0, waarbij volgens (38) als tweede steunpunt
behoort u = .

Een der hoofdkoorden is dus de snijliim der beide
osculatievlakken, in het dubbelpunt aan €' gelegd.

90yt — =0, waardoor volgens (37) de planaire
buig punlcn worden bepaald.

39 w'~ k=0, welke nog vier punten, dus twee
dubbele osculatieckoorden, bepaalt.  De worlels zijn
(YaV 2 £ 2V VW k, (— Y2V 2 L Ve V a) W k.
Door aftrekking van w*v=4% en wo®—=Fk leidt men
gemakkelijk af dat telkens twee tegengestelde waarden
bijeenbehooren.

Samenvattend vindt men dus dat de steunpunten van
de niet door het dubbelpunt gaande dubbele osculatie-
koorden worden voorgesteld door

= e QR T e (119
terwijl de drie hoofdkoorden Py P, s Iy en Py Ps zijn
gekenmerkt door de volgende parameterwaarden hunner
steunpunten:

( =0

{ pg = o0

( m=(hV 2RV Pk

f ]}4:(—- |2 ‘/';!~— ;:'!|/ :_)) Pk 4 ("1'0)
( po={([2V 2—"2iV 9) W |

t pe=(— eV 241V 2V

1(3:' kromme  Reeds op bl. 3 werd opgemerkt dat de kromme !
<" met - . 3

helpll:ltt (3111]? met dubbelpunt, hoewel rationaal, ook als vierdegraads-
basiskromme kromme van de eerste soort kan worden beschouwd.

van e - s . A -
a Ze is toch de basiskromme van een bundel quadratische
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H;‘;;‘I]:(lhgg" oppervlakken, die elkaar in één punt (het dubbelpunt
pe}‘."lkakkenr.] van de kromme) aanraken.
We vragen thans naar de kegels, die in dezen bundel
voorkomen. Vooreerst is duidelijk dat hiertoe behoort
de kegel I', die C* uit het dubbelpunt projecteert. Deze
toch is van den tweeden graad, daar elk vlak door het
dubbelpunt nog twee snijpunten metl C' bevat. De
heschrijvende lijnen van I' zijn blijkbaar als oneigenlijke
trisccanten op te valten, zoodat onder alle exemplaren
van den bundel de kegel I' in helt bijzonder het trise-
cantenoppervlak H van het algemeene geval vervangt.
Twee andere kegels, I’y en I's, worden als volgt ver-
kregen. Zij Z het vlak der hoofdkoorden Ps Py en Ps Ee.
Daar ook hier de drie hoofdkoorden door één punt gaan,
zal het snijpunt € van Ps Py en P Pg het punt zijn,
waar P P het vlak Z doorboort. We stellen nu het
snijpunt van Ps Ps en Iy Ps voor door A, dat van Py Py
en Py P door B; A, B en C zijn dan de nevenhoek-
punten van den volledigen vierhoek Pi P2 I’y Py
Voor elke koorde (v ¢), die Py Ps snijdt, is ps ps w v = [
daar blifkens (40) ps ps = pa p is, zal dan 0ok ps ps u v =k
zijn, zoodat die koorde dan ook Py I zal snijden. Der-
halve: elke koorde, die Py 5 snijdt, zal ook Py Py snijden,
en dos, daar geen drie koorden in ¢één vlak kunnen
- liggen, door A gaan. FEen soorlgelijke  beschouwing
geldl voor het punt B; A en B zijn dus de toppen van
twee kegels Iy en 1, welke door koorden van CH
worden gevormd.
Men heeft dus:
Onder de quadratische oppervlallen van den bundel, die
door C* wordt bepuald, komen drie kegels voor: de kegel
I, welke C' uit het dubbelpunt projecteert en de kegels [
en e, die ell: CY dubbel projecteeren.
I:Zi}:l?{“ﬂ'}'f‘ll"' Noemt men de raaklijnen in het dubbelpunt 7, en 7,
(I{:l'll,h.:f;,':,,lg.tl:m zullen de osculatievlakken in het dubbelpunt den
raaklijnen.  kegel I’ raken volgens #, en f,. De snijlyn der ge-

noemde osculatievlakken is dan poollijn van hel vlak
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der lijnen # en t, len opzichte van I'. Daar echter
de snijlijn der osculatievlakken van het dubbelpunt de
hoofdkoorde (0,20) voorstelt (bl. 47) volgt hieruit:

De  hoofdkoorde Py Ps is de poollijn van het vlak der
dubbelpuntsraaklipnen ten opzichte van den kegel 1.

Merkt men op dat in de doorsnede met vlak Z het
punt Cen de liin A B pool en poollijn zijn ten opzichle
van de kegelsnede, volgens welke Z den kegel I' snijdt,
en dat € het punt is, waar P . vlak Z doorboort,
dan blijkt dat het vlak van & en f, het vlak Z moet
snijden volgens A B; dus:

Het vlak der dubbel puntsraaklijnen gaat door de toppen
der dubbelprojectecrende Legels Ty en s,

Een eenvoudige parametervoorstelling der kromme €1
met dubbelpunt verkrijgt men door het eodrdinaten-
viervlak als volgt te kiezen. Het vlak 2y =0 zij het
osculatievlak in =00, a3 =0 het vlak der dubbel-
puntsraaklijnen, a3 =0 het osculatievlak in u =0, en
Ay =0 het vlak Z der hoofdkoorden P3Py en 5 P
Men heefl dan, in verband mel (39):

P =1l )

pXe —u?
Mg S S € 2
7= TR 14

Door combinatie leidt men aanstonds uit (41) de ver-
gelijkingen van twee quadratische oppervlakken af, welke
men door €' kan leggen: ‘

Ay 4 a2 = 2, Ay
en:

X1 Xg=2x32. . . . ¢ . (49
van welke de laalste een kegel met Oy als top, dus
klaarblijkelijk den kegel I' voorstell. De vergelijking van
den bundel wordt nu:

(k212 — xo x4 + 232) -} A (21 3 — 223) =0 ., (43)

Zoekt men op de bekende wijze de kegels in dezen
bundel op, dan blijkt dat 2? =4 %k moetl zijn, Men vindt,
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rende kegels gls men in (43) achlereenvolgens » =+ 21/ k en
Litteni Dath e 2y k kiest:

(2 + oV RE=xs (0 + 222V ) )
en: (s — 2,V R)2=s (4 — 22V R) §°
waardoor dus de kegels Ty en I's worden aangewezen.

Verdere ¢i- e toppen der laatstgenoemde kegels worden voor-

enschappen
ﬁer keg}ﬂg_ gesteld resp. door;

(44)

xs—=—x V' k ﬂ’:s:+x1Vk)
rat——() en: 2. —0
Xy = () Xy — 0 s

Ze liggen dus beide in het vlak Z der hoofdkoorden
P, Py en PsP; en ook in het vlak der dubbelpunts-
raaklijnen, welke resultaten reeds langs anderen weg
werden gevonden.
Zockt men het poolvlak van de lijn £, =0, X3 —
ten opzichte van den kegel I' dan vindt men g i— ()
Het poolvlak der hoofdkoorde I P» ten opzichte van I’
i« dus het vlak der dubbelpuntsraaklijnen. Ook dit
resultaat was reeds langs anderen weg gevonden.
Vergelijking:  Spijdt men C' met een willekeurig vlak:
yan e¢en os-
culatievlak. A X1 A X L agxs+ Aq 2y =0
dan  worden volgens (41) de snijpunien aangewezen
door:
Mt reut aput - autt+rauk=0

waaruit men afleidt:

Al
wy - g A g - us —— -
A4
A%
wy e - 1y wg ~F g - ue s - e wa s U4 =
¥
A1
Wy e g - Uty e g |y wg g - e W g = —
A4

Stalt men 24 = s = uz — u, % — v, dan heefl men:

Au A o A2 " p a )\l
3u-t+rv=— Jutt+3uv==, w +3utv=—

u— "

M Ad Ad

Elimineert men, met behulp van (38), », dan vindl

men na een korle herleiding voor de vergelijking van
het osculatievlak in het punl mel parameler u:
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(Wb 3 2kud)x; — (3udb+34uxe+ But -+ £) x5 —
— w3y =—0 0, 0 SR u(45)

Wanneer men de grootheden x als vast aanneemt
stelt (45) een zesdegraadsvergelijking in u voor. De
wortels bepalen de zes punten van C* waarvan de
osculatievlakken door het gegeven punt gaan. Dus geldt
hier, evenals bij de algemeene kromme C* (bl. 23):

Door ell punt van de ruimte gaan zes osculalievlaklen
naar de kromme CY et dubbelpunt.

Of wel:

De kromme C* met dubbelpunt is van de zesde klasse,

Ook is, evenals bij de algemeene kromme €4 dil
resultaat af te leiden uit het feit, dat uit een op C*
gelegen punt drie osculatievlakken mogelijk zijn, terwijl
het osculatievlak in het gekozen punt voor drie samen-
vallende osculatievlakken is te tellen.

Door geheel dezellde beschouwingen als in Hoofd-
stuk 7, 4 komen we tol het inzicht dat het raaklijnen-
oppervlak van den zesden graad en van de zesde kiasse
is en dat het een dubbelkromme van den zesden graad
bezit.

Voor deze dubbelkromme vindt men echter hier iets
bijzonders. Door differentiatie vindt men uit (45):

6 ub+6ku)a; — (15 u+ 3 £) xg + 12 0w’ x5 —
— g U=,

Nu stelt deze vergelijking, met (45), de raaklijn in u
voor. Deze ligt dus ook in het vlak, welks vergelijking
men verkrijel door uit beide vergelijkingen a7y te elimi-
neeren. Door

wWixy — 2 u X+ 23 =0
wordt dus het vlak voorgesteld dat de raaklijn uit Oy
projecteert.

Fen tweede raaklijn, in #, is evenzoo gelegen in hel
vlak:

ety — 20 a -a3 =0

Indien deze raaklijnen elkaar snijden ligl hun snijpunt

in het vlak, waarvan de vergelijking verkregen wordt
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door uit de laalste twee vergelijkingen & te elimineeren.
Men vindt

WYX — Xy
waarbij echter volgens (36) de parameters u en v worden
verbonden door de betrekking:

wvi—~%

Hieruit volgt dat het snijpunt van twee elkaar snij-
dende raaklijnen moet gelegen zijn in een der beide
vlakken

et ] | en Xy — — X4 V k&

De kromme van den zesden graad is dus ontaard in
twee vlakke kubische krommen. Haar vlakken gaan
door de ribbe 0s Oy, d.w.z. door de snijlijn der oscu-
latievlakken in het dubbelpunt, of wel door de hoofd-
koorde Py P.. Ook gaan deze vlakken blijkbaar elk
door een der op bl. 50 gevonden kegeltoppen. [En dus:

De meetlundige plaals der snijpunten van twee niet op
elkaar volgende raaklijnen bestaat wit twee vlakle krommen
van den derden graad; de vlakken dezer kronumen gaan
door de hoofdkoorde Py Py en ieder door cen der toppen
A en B van de dubbelprojecteerende kegels Uy en 1z,

L. De Lromme C' met ecen keerpunt.

We gaan weer uit van de op bl. 11 cevonden voor-
waarde voor complanaire ligging, welke bi] de meest
algemeene parametervoorsielling van €' geldt, dus van

xln Uy e Uy Uy -1- A]_ (?(1 Ua Uy '] T At ane —{“ U Uy N-I) "I‘

‘{‘ As (y 2 -l' O i —]— g 'zu,) »l—
4 As (wy + uz + us 4 ws) + 4e =0

We nemen thans aan dat C* een keerpunt bezit en
kennen daaraan de parameterwaarde u= o loe. Elk
vlak door het keerpunt heeft daar twee snijpunten met G4,

Deelt men de bovenstaande vergelijking door uy us en
stelt ‘vervolgens s = @, uy = 0, dan heeft men:

Ao uy uz + Ay (wy + wg) + 4:e =0
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Aan deze vergelijking moet nu worden voldaan door
iedere waarde van u; en we, daar elk tweetal punten
an C* met het keerpunt in één vlak ligt. Derhalve
moeten de codfficienten 4o, 4y en 4. nul zijn en de
voorwaarde voor complanaire ligging wordt eenvoudig:

wy - us - us Fug =4~
Stationnair Stelt men w1 = wus = w3y = us =u, dan gaat de ver-
raakvlak.  kpegen vergeliking over in: w=1'/,4 En dus, daar
hier slechts één waarde van « wordt gevonden:

De kromme C* met een keerpunt bezit slechts één stationnair
raakvlalk.

We kennen aan hel gevonden planaire buigpunl ge-
makshalve de parameterwaarde 0 toe; £ wordt dan nul,
en de voorwaarde voor complanaire ligging gaat over in:

W = we s Fur=0 . . . . (46)
Eigenschap-  Voor w = uz = uy =, ua == v wordt (46):
it Tibkes Buto=0. . . . .. (47

Bij een bepaalde waarde van » behoort slechls één
waarde van wu, dus:

Door el punt der C* et een keerpunt gaat slechts
één vlak, dat haar elders osculeert.

Brengt men in vier punten van €* het osculatievlak
aan, dan heeft men volgens (47):
pp=—31, ve=—3us vs=—3us, vy=— 31y

Wanneer nu  uy -+ we -+ wg - g = 0 is, zal ook
vy + v2 4 3 4 v = 0 zijn, derhalve:

De osculatievlakken, in vier complanaire punten aan de
Lromme C* met cen keerpunt gelegd, snijden haar in vier
andere punten, die cvencens complanair zijn.

Klaarblijkelijk is ook het omgekeerde waar:

Wanneer men wit vier complanaive punten van de
Lromme CY met een keerpunt telkens het eenig mogelijke
osculatievlale aan C* legt, dan liggen de vier steunpunten
dezer vlakken eveneens in één vlak,

Dekromme  Onderstelt men dat het osculatievlak in w de kromme
¥ in » snijdt en dat bij v als osculatiepunt weer w als

<" met een
‘eerpunt be- ]
zit geen dub- restpunt behoort, dan heeft men:
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Su+v=0 en 3v+w=0
dus w=9u
Voor een dubbele osculatiekoorde moel w met u
samenvallen, dus heeft men
u=9u.
Hieraan voldoet slechts © =0, waardoor het planaire
buigpunt wordl aangewezen. Jehalve deze oneigenlijke

oplossing bestaan er dus geen dubbele osculatiekoorden.

We gaan thans aantoonen dat de kromme C* met
een keerpunt, evenals die met een dubbelpunt, hoewel
rationaal, toch als vierdegraadskromme van de eerste
soort kan worden beschouwd. Dit zal bewezen zijn
zoodra men twee quadratische oppervlakken heeft ge-
vonden, die beide door ¢* kunnen worden gelegd.

Wanneer men C* uit het keerpunt projecteert, ver-
krijgt men een kegel A van den tweeden graad; immers
elk vlak. door het keerpunt geeft nog twee snijpunten
met €% dus twee ribben van den kegel. De beschrij-
vende lijnen van A kunnen als oneigenlijke trisecanten
worden beschouwd; de kegel A vervangt dus weer de
hyperboloide /I van het algemeene geval.

Voorts bestaat er nog een dubbelprojecteerende kegel
A;, waartoe men als volgt komt. We zullen kortheids-
halve twee punten uy en iz, Waarvoor -+ we = 0 is, twee

harmonische punten van ¢ noenien, daar ze blijkbaar

harmonisch liggen ten opzichte van het keerpunt (1 = ®)
en het buigpunt (v=0). Uit (46) volgt dan dadelijk,
dat twee paren harmonische punten steeds in één vlak
liggen, of, als men de verbindingslijn van twee harmo-
nische punten een harmonische koorde noemt, dat elke
harmonische koorde door elke andere harmonische koorde
wordt gesneden. Het regelvlak der harmonische koorden
is dus een kegel Ay, die blijkbaar van den tweeden
graad is; immers elk vlak door zin top geeft vier snij-
punten met C* dus twee harmonische koorden.
Trachten we nog de ligging van den top van A te
bepalen. De raaklijn in het buigpunt is klaarblijkelijk
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als oneigenlijke harmonische koorde te beschouwen; zoo
ook de lijn, die de punten ==, =00 in het keer-
punt verbindt. Weliswaar is de richting dezer laatste
liin onbepaald, doch ze moet in het osculatievlak van
het keerpunt liggen en dus:

Er bestaat een kegel Ay van den tweeden groaad, die
de Lromme C* met Leerpunt dubbel projecteert; zijn top
ligt in het punt, waar de raaklijn van hel buigpunt het
osculatievlak van het keerpunt snijdt.

De kromme ©* met een keerpunt is dus werkelijk
snijkromme van Lwee quadratische oppervlakken (vierde-
graadskromme van de cerste soort), doch in een zeer
bijzonder geval. ~ Want beide kegels A en Ay hebben
blijkbaar tot raakvlak het osculatievlak in het keerpunt,
terwijl de top van A op Ay ligh

Terwijl de vierdegraadskromme met dubbelpunt ont-
staat als doorsnede van elkaar rakende gquadratische
oppervlakken in het algemeen heeft men dus hier:

Ellee kromme C* met een Leerpunt is te beschowwen als
doorsnede van twee quadratische Fegels, die beide aan
eenzelfde plat olak raken, terwijl de top van cen dezer
Legels op den anderen kegel is gelegen.

et ontwikkelbare regelvlak der raaklijnen, dat bij de
algemeene €4 van den zesden graad is (bl. 27), blijkt bij de
kromme €4 met cen keerpunt slechts van den vijfden graad
te zijn. Want beschouwl men ook hier de /y der punten,
die op € door een willekeurigen vlakkenbundel worden
ingesneden, dan vindt men weliswaar, evenals vroeger,
sos  coincidenties, maar hiervan is hel keerpunt er één.
De overige vijl bepalen elk een raaklijn der kromme,
die de as van den bundel snijdt, dus:

Het raaklijnenoppervlalk der kromme Ct mel cen keer-
punt is van den vijfden graad,

Kiest men als as van een vlakkenbundel een raaklijn
van C* dan bepalen de vlakken van den bundel op
04 cen .. Deze bezit twee coincidenties, waarvan het
keerpunt weer één vertegenwoordigt.  De tweede hepaalt
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de eenige raaklijn, die de gekozen raaklijn snijdt, en dus:

Elke raaklijn der kromme C* met een keerpunt wordt
door slechts één andere raaklijn gesneden.

De snijpunten van alle paren elkaar snijdende raak-
liinpen vormen op het raaklijnenoppervlak een dubbel-
kromme, waarvan we thans den graad gaan zoeken.
Het raaklijnenoppervlak is van den vijfden graad en
rationaal; een willekeurige vlakke doorsnede is dus een
rationale kromme van den vijfden graad, die dus zes
singuliere punten moet bezitten. Nu zijn er blijkbaar
reeds vier keerpunten, immers C* is keerkromme op
het raaklijnenoppervlak en zij doet dus in de doorsnede
vier keerpunten ontstaan.

Er zijn dus in elke vlakke doorsnede twee dubbel-
punten en de gezochte dubbelkromme is derhalve een
kegelsnede. Daar voorts het keerpunt en hel buigpunt
als oneigenlijke snijpunten van raaklijnen zijn le be-
schouwen kan men zeggen:

De meetkundige plaats der snijpunten van twee niet op
ellaar volgende raaklijnen is een kegelsnede, dic door hel
Leerpunt en het buigpunt gaat.

Stelt men in (46) us = w1, us = uz, dan verkrijgt men:

Uy -+ uz =0

welke dus de betrekking tusschen de paramelers van
de raakpunten van een dubbelrankvlak is.  Nu zijn dil
blijkbaar harmonische punten; omgekeerd kunnen elke
twee harmonische punten als raakpunten van een dub-
belraakvlak oplreden. Doch dan zijn alle dubbelraak-
vlakken van €4 raakvlakken van den kegel Ay en om-
gekeerd, dus:

Het oppervlak, omhuld door de dubbelraakvlakken der
Lromme C* met een keerpunt is de kegel A, die C4
dubbel projecteert.

Een eenvoudige paramelervoorstelling van de kromme
4 met een keerpunt verkrijgl men als volgt: a4 = 0 zij
het stationnaire raakvlak, d.i. het osculatievlak in het
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buigpunt; a:==0 het vlak door de raaklijn van het
buigpunt en door het keerpunt gaande; x5 = 0 het vlak,
dat door de raaklijn van het keerpunt en door het
buigpunt kan worden gelegd; eindelijk stelle a4 =0 het
osculatievlak in het keerpunt voor. In verband mel de
parameterwaarden » = o voor het keerpunt en uw =0
voor het buigpunt heeft men dan:

p Xy =ut )

2 KXo = w? (

p Xy =u i el sl e e (48)

pry=1 5

Door combinatie leidt men uit (48) af:

wy =gt L SRR S T(49)
erns:

Xy X4 == Xg? SR (50)
welke dus twee quadratische oppervlakken voorstellen,
die door de kromme kunnen worden gelegd. De eersle
vergelijking stelt een kegel voor met O daw.z. het
keerpunt, als top, dus blijkbaar den kegel A, terwijl (50)
een kegel voorstell, die Oy tol top heeft, d.i. hel punt,
waar de raaklijn van het buigpunt het osculalievlak van
het keerpunt doorboort. Dus is (50) de vergelijking van
den dubbelprojecteerenden kegel Ajy.

De vergelifking van den bundel kan nu worden ge-
schreven in den vorm
Zq Xg— Xat Lo (X1 X =9 ?) =10, wi (51)
Snijdt men ' met een willekeurig vlak:
AL Xy - Ao X -+ Ag A~ Ap Xy =0
dan worden wegens (48) de snijpunten bepaald door:
Mt Agui Az u 4+ 2q=0
waaruil volgl:

Ao

Uy U = Uy Uy Ay iy e s b ey iy ity —
/‘hl

: Ad

Uy Me Uy =+ Wy He Wy -+ WUy Uz Uy == U Uy Uy = :
Al

A
Uy Ua Ug Uy — =
4“1
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Voor uy = s = us — u, us = v heeft men:

3-uz+3uv:f—2, 1:-3—%-31:,21:2-—?3-, u -
Al Al A1

Uit deze betrekkingen leidt men, met behulp van (47),
gemakkelijk voor het osculalievlak in het punt met
parameter « deze vergelijking af:

X —6ulxs + 8ulxs —3utxy=0. . (562)

Voor vaste waarden der coordinaten x stelt (52) een
vierdegraadsvergelijking in » voor. Er zijn dus vier
punten op de kromme, wier osculatievlakken door een
gegeven punt gaan, derhalve:

Door elle punt van de ruimte gaan vier osculatievluklken
naar de kromme C* met een keerpunt,

Of wel:

De Fromme CY met een keerpunt is van de vierde Elasse.
Dit resultaat is weer in overeenstemming mel hel feit
dat uit een op C* gelegen punt slechts één osculalievlak
mogelijk is, daar het osculalievlak in het gekozen punt
voor drie samenvallende osculatievlakken is te tellen.

Uit vergelijking (52), op de laalsthesproken wijze op-
geval, leidt men nog af dat voor de paramelers wi, s, s
en wuy van de steunpunten der unit een zeker punt X
aan % gelegde osculatievlakken de betrekking geldt:

8 X
Uy = Ue = g - U = i X,

Voor xs—= 0 wordt dus ook wuy -4 ws - ts -+ 1wy = 0,
Houdt men in het oog wal de beteckenis is van het
vlak 23 = 0 en let men op (46), dan kan men dus

3, M

p—n

zeggen:

Alle punten X van  het vlak, dat door de keerpunts-
raaklijn en door het buigpunt gaat, bezitten de eigenschap,
dat de stewnpunten der vier wit X aan C' te leggen  os-
culatievlakken complanair zijn.



HOOFDSTUK 111,

De afbeelding van de algemeene kromme van den
vierden graad en de tweede soort.
I. De involutie der steunpunten van trisecanten.
Complanaire groepen op C*,

Afbeelding Zooals bekend is kan men lwee rationale krommen
:;‘[’1‘0:]&"]‘:" steeds zoodanig met elkaar in verband brengen dat de
kromme op punten der eene kromme projectief overeenkomen met
cene andere. qio der andere.  Algebraisch kan dit verband dan worden
uilgedrukl door een bilineaire vergelijking tusschen de
parameters van de overeenkomslige punten der beide
krommen. Het is duidelijk dat deze projectieve over-
eenkomst in sommige gevallen van nut kan zijn bij de
studie van minder eenvoudige rationale krommen: men
kan deze n.l. punt voor punt ,afbeelden” op een een-
voudiger rationale kromme, en allerlei eigenschappen
der gegeven kromme uit de afbeelding afleiden.
Afbeelding Eain Weyr ') heeft de hier bedoelde methode toege-
qz::;l‘:‘]ﬁﬁ‘!"‘(“,',“"pusl op de studie der rationale ruimtekromme van den
op cen kegel- vierden graad.  Iij beeldt haar daartoe af op een kegel-
Shede. snede; deze zal in het volgende steeds €? genoemd
worden.  Weliswaar is onder de rationale krommen de
rechte lijn de allereenvoudigste, maar de theorie der
involuties laat zich veel beter op een kegelsnede dan
op een rechte lim behandelen.  Weyr heeft dit zelf
uitvoerig voor de cubische involuties aangetoond. #)

1) Uber die Abbildung einer rationalen Raumenrve vierter Ord-
nung anf einen l{c-;':e-lsvimitt. Sitzungsberichte der Wiener Aka-
demie 72, 1875 en 73. 1876.

‘) Grundziige einer Theorie der cubischen Involutionen. Ab-
handlungen der bohmischen Gesellsch, d. Wiss. (Prag) VI. 7. 1874.
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Eersteonder-  Het is nu vooreerst mogelijk dat de kegelsnede €2
L]iil,l}l:ﬁed(ie in vorm, grootte en ligging van tevoren is bepaald. In
0+ is vooraf dit geval kan men zich de afbeelding op de volgende
BCEOVED.  yijze denken.

Daar de hyperboloide I, waarop C* ligt, door C?in
vier punten wordt gesneden en daar een der regel-
scharen van M uit de trisecanten van C* bestaat, zullen
vier dezer trisecanten €2 snijden. Projecteert men dan
4 uit eenig punt O van een van die vier trisecanten
op het vlak van €2 dan is de projectic een vlakke
kromme van den vierden graad, die ecen drievoudig
punt bezit - ter plaatse waar de gekozen lrisecante het
vlak van €2 (en €2 zelf) snijdt. Een punt X van C* wordt
in X" op het vlak van C? geprojecteerd; de lijn, die X met
het drievoudige punt verbindt, snijdt de kegelsnede nog
in 1. Het is nu duidelijk dat met elk punt A" van
¢4 ¢én punt ¥ van C? overeenkomt en omgekeerd.

Tweede on-  Veel eenvoudiger wordt het afbeelden wanneer de
ggrﬁg&gﬁ;lckegelsnede willekeurig is te kiezen. Men kiest dan voor
C* kan wille- C? een willekeurige doorsnede van de hyperboloide /1.
hg::r:i!::;;in Een der regelscharen van JH bestaal uit unisecanten,
en de punten, waar deze unisecanien €2 snijden, kan
men als de beelden beschouwen van de punten van €4,

De I, der Op bl. 13 werd reeds besproken dat de steunpunten
steunpunten F ey "4 B s T "
. van trisecan- der trisecanten op C° een I; vormen.  Wordt nu (¢

ten. op C? afgebeeld dan is hel duidelijk dal met elke groep
XX, X" van de Iy op C* een groep ¥, }",}"" op C?
zal overeenkomen. De punten ¥ vormen dus op €2
eveneens groepen van een cubische involutie.

Verbindt men de punten van. elke groep onderling
dan zijn dus in C? oneindig vele drichoeken beschreven.
Volgens een bekende eigenschap omhullen de zijden
dezer drichoeken een tweede kegelsnede, de involutie-
kegelsnede, die door J? zal worden voorgesteld. De
kegelsneden €2 en J? vertoonen dus de ligging van
PoNcELET.

Men kan nu in de afbeelding dadelijk de punten 17
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en Y’ vinden, dic mel ¥ op dezelfde trisecante liggen.
Daartoe heeft men slechts nit ¥ de beide raaklijnen
aan J? te leggen; waar deze lijnen €2 voor de tweede
maal snijden liggen Y* en Y. Daarbij zal, zooals we
zagen, de lijn YY" eveneens raaklijn zijn van J2

Bij de behandeling der algemeene C* in Hoofdstuk I
werd een veelvuldig gebruik gemaakt van de voorwaarde
voor complanaire ligging van vier punten der kromme.
We zullen evenzoo hier onderzoeken aan welke voor-
waarde vier punten Yy, Ya, Y3 en Yi op C? moeten
voldoen, die de beelden zijn van vier complanaire punten
van C%.

Hiervoor beantwoorden we eerst nog de volgende vraag:
wanneer gegeven zijn de beelden Yi, Ya, V3 van drie
punten Xi, Xz, A3 van C' vraagt men het beeld Y
van het punt X; te vinden, dat met de drie gegeven
punten in één vlak ligt.

Denkt men zich een vlakkenbundel met X7 X5 als as
dan bepaalt deze op C' een L. In deze fr is het ge-
zochte punt Xj toegevoegd aan het bekende punt X3,
Kende men het centrum dezer 7 dan zou X dus aan-
stonds te vinden zijn.

Nu kan men echter twee bijzondere groepen der I
gemakkelijk aangeven, n.l. hel paar X7', X" dat met
Xy, en het paar o', Xp"" dat met X op eenzelfde
trisecante ligt.

Past men het bovenstaande toe op de afbeelding dan
heeft men dus:

Om het beeld Yy te vinden van het punt, dat met drie,
door hun beelden Yy, Ya, Y3 gegeven, punten complanair
is, legge men wit Yy en Yz de vaaklijnen aan J?, die C?
in Yi' en Y1, Yol en Y2!' nogmaals snijden.  De ver-
bindingstijnen. Y1' 1" en Y2 12'" snijden elkaar in een
punt Ovz; het punt, waar de lijn Yy Oz nogmaals €2
snijdt, is het gezochte punt Yj.

Het is duidelijk dat men in het voorafgaande vraag-
stuk ter bepaling van een /» ook de paren Xy, X3 of
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X», X3 had kunnen gebruiken. Men zou dan als cenlrnm
der I, het snijpunt Oi3 van ¥1" 11" en Y3 ¥3'' of het
snijpunt Oz3 van Yo' 12" en v;' ¥3"' hebben verkregen.
Zoowel de lijn Y2 O3 als F7 O zou het gezochte punt
¥ op €2 hebben bepaald.

Tot dusver werd nog steeds ondersteld dat de punten
Xy, Xo, X5 bekend waren, terwijl Xi gezocht werd.
Men kan echter voor een complanaire groep elk punt
als door de overige drie bepaald beschouwen. Doet
men dit ook in de afbeelding dan komt, behalve de
dl‘iChO(‘]{E]l 1'1 1’1’ 1‘71”. Yo 1—2’ l'rp_” en )'3 }'3' 17'3”, U()l{
nog de driehoek 73 13’ 7i'" in aanmerking. Voorts treden
nu nog op de punten 011, O2s en O, waarin 13’ ',
Yo' Yo' en Ya' Y3 door Y3 v, worden gesneden. De
zes punten O zijn de hoekpunien van de door ¥1" 1",
Y,' Ya”, Ya' Y3’ en Yi' Y3'" gevormde volledige vier-
zijde, terwijl door elk dezer punten een van de zes zijden
gaal van den volledigen vierhoek Yi Y2 Y3 Yy, met dien
verstande dat J7 J2 gaat door Osa, enz.

We zullen kortheidshalve de verbindingslijn der punten
Y' en V7', die met 1~ een groep der I3 vormen, welke
lijn, evenals Y v en Y Y, raaklijn is van J? de ,loe-
gevoegde raaklijn” van Y noemen. Men kan dan het
gevonden resultaat aldus uitspreken:

Vier punten X Vs, Ve en Yy van % zijn dan de
beelden van vier complanaire punten van Y oals de ver-
bindingslijn van telkens twee dezer punten door het snijpunt
der toegevoeqde raaklijnen van de overige twee gaat.

9. Raakvlakken, Dubbelraalvlaklken, Osculaticolalkken,
Stationnaire raakvlakken.

Als eerste toepassing van het algemeene vraagstuk:
Jhet beeld te construeeren van het punt, dat met drie,
door hun beelden gegeven, punten complanair is” onder-
stellen ‘we dat, op €%, Xi en Xg, dus in de afbeelding
¥, en ) samenvallen. Het vlak der groep raakl dan
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C* in één punt X; en snijdt haar nog in twee andere
punten X3 en Xj. Het is onmiddellijk in te zien dat
in dit geval Os het punl wordt, waar de toegevoegde
raaklijn 737" ¥7"" van ¥ de involutiekegelsnede J? raakt.
Derhalve:

Twee punten Xy en Xy liggen met de raaklijn in het
punt Xy in één olak indien de lijn Vi Vi door het raalk-
punt Oz van de toegevoegde raaklijn van Yy gaat.

Elke liln door O bepaalt in het voorafgaande geval
twee punten 1% en Yi, die de beelden zijn van paren
Xy en Xy, welke met de raaklijn in X in één vlak
liggen. Indien ook 3 en \j samenvallen gaat het be-
doelde vlak in een dubbelraakvlak over; hel spreekt
vanzelf dat daartoe in de afbeelding Vs en Yy eveneens
moeten samenvallen. Nu kan men uit hel punt O
twee (reéele of imaginaire) raaklijpen aan C? leggen,
hetgeen ons onmiddellijk doet zien dat door elke raaklijn
van C* twee dubbelraakvlakken kunnen worden gelegd,
of wel dat elke raakliin door twee andere raaklijnen
wordt gesneden (bl. 27).

Daar de beide in een dubbelraakvlak gelegen raaklijnen
gelijkwaardig zijn geldt blijkbaar in het algemeen de
eigenschap :

Wanneer ¥y en s de beelden zijn van de raakpunten
van een  dubbelraakvlak, dan gaat de raaklijn, in een
dezer punten aan C? gelegd, door het punt, waar de in-
volutiekegelsnede  J* door de toegevoegde raaklijn van het
andere punt wordt geraalkt.

Onderstellen we thans dat de punten X, X en Xj
op C* samenvallen, dan gaat hel vlak over in het os-
calatievliak in Xi; Xy moge het punt zijn, waar ' het
osculatievlak snijdt.  In de afbeelding vallen dan de
punten Yy, J% en Iy samen en is I3 het beeld van
het suijpunt. We trachten nu de volgende vraag te
beantwoorden: als het beeld van een punl, waar een
osculalievlak €* raaktl, gegeven is, het beeld te con-
strueeren van het snijpunt van ' met dat vlak.
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Ter beantwoording van deze vrang herinneren we ons
dat twee punten X en Xi met de raaklijn van Xi, in
¢én vlak liggen als de lijn Fs I3 door het punt gaat,
waar de tocgevoegde raaklijn van Y, de involutiekegel-
snede J? raakt. Nu is klaarblijkelijk de ligging der
punten in een osculatievlak een bijzonder ceval; het ig
clechts noodig dat nog X hiervan met i samenvalle.
Dit levert ons de volgende eenvoudige construclie:

Om in de afbeelding het beeld Vi van Xy fe constru-
ceren, waar het osculatievlak in een gegeven punt Xy C*
snijdt, verbindt men ¥y met het punt O, waar de toe-
gevoegde raaklijn van Yy J? raakt; het tiweede  snijpunt
van Y1 O met C2 is dan het gezochte punt Ya.

Wanneer in het voorafgaande geval een punt Xy op
C* gegeven is, kan men omgekeerd vragen hoeveel o0s-
culatievlakken van C* in Xj hun snijpunt zullen hebben,
m.a.w. hoeveel osculatievlakken door X3 aan C* kunnen
worden gelegd. In de afbeelding is nu I3 gegeven, Yy
gevrangd. Legt men door Fi een willekeurige rechte dan
snijdt deze C?* in een punt 3 en J? in bwee punten
0, en 02, welke men kan beschouwen als de punten,
waar de toegevoegde raaklijnen van 71 en Z. de invo-
luliekegelsnede raken. Elk punt Fi bepaalt twee punten
Z. elk punt Z bepaalt daarentegen slechts één punt 1.

Tusschen de punlen Iy en 7 heslaat dus een ver
wantschap (1, 2); de coincidenties dezer verwanischap
leveren juist de gewenschte gevallen. Men kan dus
door elk punt van C* drie vlakken leggen, welke C*
clders osculeeren (bl. 12).

Nu gevonden is dat men pit elk punt Xy van (%
drie osculatievlakken aan C* kan leggen, doet zich de
vraag voor hoe men i de afbeelding de beelden der
drie steunpunten dezer vlakken kan construeeren.

We denken ong dus weer gegeven de kegelsneden C?
en J2? en op €2 het punt Yi. Rlke lijn door Ys snijdt,
zooals we zagen, C? nog in een punt ¥i en J? intwee
punten Oy en Oz; de raaklijnen in Op en Ox aan J? zin

5\
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toegevoegd aan de punten Z; en Z. van C° Daar voor
elken stand van Y3 ¥y één paar Z;, Z» gevonden wordt
vormen al deze paren een f:; alle lijnen Z; Z: gaan
dus door één punt S. De stralenbundels (Yi) en (S)
zijn nu projectief; zij brengen een kegelsnede A* voort,
die €% behalve in Yy nog in drie punten snijdt, welke
volgens het voorafgaande juist de gezochte punten Y
zullen zijn.

Hel komt er dus nog slechis op aan deze kegelsnede
K* nader te bepalen, hetgeen gebeuren kan door op
bijzondere standen der waaierstralen te letten. Trekt
men uit ¥, de raaklijnen Y3 13" en Y, ¥y aan J* dan
raakt, zooals bekend is, ¥i' J3"" eveneens de involulie-
kegelsnede J* aan.  Hel is nu duidelijk dat, zoodra een
straal van (1) den stand Y3 Yy gaat innemen, de raak-
punten O; en 0. samenvallen, dus ook de punten Z;
en Zs, en wel zullen deze punten samenvallen in 13"
zoodal de raaklijn daar fter plaatse aan C* den over-
cenkomstigen straal van (S) voorstell.  Evenzoo koml
met den straal Y3 ¥y'" van (i) de raaklijn in 73" aan
C* als straal van (S) overeen. Hierdoor is de ligging
van S bekend geworden en zijn nog twee punten van
K* gevonden, n.l. het snijpunt van Y% Y1 mel de raak-
lijn in Ji"" aan €* en dat van Y, ¥,"" met de raaklijn
in 23" aan € Daarbij komt natuurlijk nog de waaier-
top I3, die van den aanvang af bekend was.

Het vijfde gegeven ter bepaling van K* vindt men
door te letten op den waaierstraal van (S), die door I
caal. 13 vertegenwoordigt nu een der punten Z, het
raakpunt van J* en 17" 17" een der punten O, en de
lijn, die dat raakpunt met I3 verbindt, den toegevoegden
straal van (27).

Met den straal S ¥, van (S) komt dus overcen 15 0
van (173), zoodat K2 in Iy de lijn 15 O zal raken. Nu
is K2 bepaald door vier punten en de raaklijn in een
dezer punten; men heeft dus:

)

Om op C' de punten te vinden, waarvan de osculatie-
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vlaklen door een gegeven punt Xy van C* gaan bepaalt
men in de afbeelding een kegelsnede K2 op de volgende
wijze. Men construeert de punten Vilsen ¥y, die "\yitot
een groep der In aanvullen en het raakpunt 0 van 17" Yy
met J2 Vervolgens bepaalt men nog het snijpunt S der
raaklijnen, in ¥y’ en Yy aan C2 gelegd, en ook de punten
waar de raaklim aan C* in Y de lijn Y, ry', en die
in Yy de lijn Ya Yy snijdt. De kegelsnede K2, die door
deze laatsle twee punten, door S en door Yi gaat, en in
Yy de lijn Yy O aanraalt, snijdt, behalve in  Yi, C? in
nog drie punten, die de beelden der gezochte punten
zullen zijn.

Wanneer de raakpunten van een dubbelraakvlak samen-
vallen, gaat dit vlak over in een stationnair raakvlak,
di. een vlak, dat met C' vier samenvallende punten
gemeen heeft. Teneinde te weten te komen hoeveel van
sulke raaskvlakken C* bezit, herinneren we ons hoe men
pit één raakpunt A van een dubbelraakvlak het tweede
raakpunt Xy vindt. Men moet dan (bl. 63) de toege-
voegde raaklijn van Yy consirueeren, die de involutie-
kegelsnede in O moge raken; uit O zijn dan twee raak-
lijnen naar C* te trekken, wier raakpunten de gezochte
punten Y3 zullen zijn. Klaarblijkelijk vormen dus de
punten ¥; en 13 een involutorische verwantschap (2, 2
op C* De directickromme van een dergelijke verwant-
schap is een kegelsnede, die door D? zal worden voor-
gesteld.  Wanneer een punt J7 met een van zijn loe-
gevoegde punten 1 samenvalt, is 17 raakpunt van een
stationnair raakvlak; tevens wordt echter de liin I 1,
die reeds raaklijn was van D?, eveneens raaklijn van c2,
Nu hebben echter €2 en D? vier gemeenschappelijke
raaklijnen, dus: C* bezil vier stationnaire raakvlakken
(bl. 11).

We stellen ons tot taak de beelden van de raakpunten
dezer stationnaire raakvlakken te zoeken, waarvoor we
de kegelsnede D? moeten kennen, We keeren daartoe
térug tot de /gy der steunpunten van trisecanten. Deze
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Iy bezit vier groepen welke beslaan it een dubbelelement
d en een vertakkingselement ». Men ziet gemakkelijk
in dat de punten » de snijpunten zijn van C2? en J? en
dat d de punten zijn, waar de gemeenschappelijke raak-
lijnen van €2 en J? de kegelsnede €2 raken. Voorts
gaat telkens de raaklijn aan J2 in elk der punten » door
het punt o, dal met » een groep der Iy vormt. THet is
uit het vroeger behandelde (bl. 14) duidelik dat de
punten d de beelden zijn van de raakpunten en » van
de snijpunten der vier rakende trisecanten.

We gaan nu de beteeckenis na der punten d en o
voor de involutorische verwantschap (2,2) der raakpunten
ran dubbelraakvlakken. Denkt men zich Y7 in een der
punten ¢ gekomen dan is dv de toegevoegde raaklijn
aan J% en haar raakpunt O komt te liggen in ». Nu
ligt » echter op C*; de beide raaklijnen uit # aan C*
vallen dus samen, ¢ 1s dus een dubbelelement van de
bhovenbedoelde verwantschap (2,2). Men komt dus tot
dit bijzondere resultaal:

De 1y der steunpunten van trisecanten en de involuto-
rische verwantschap (2,2) der raakpunten van dubbelraalk-
vlakken staan in een zoodanig wverband dat de dubbel-
elementen van de eerste de  vertakkingselementen van de
tweede zijn, en omgeleerd.

Hiernit volgt nu aanstonds dat de kegelsnede D* door
de vier punten « gaal en daar de vier lijnen de tot
raaklijnen  heeft.  Men  heeft dus hel volgende voor-
schrift:

Om de beelden van de raakpunten der stationnairve raak-
vlakken te vinden construcere men een kegelsnede D die
C? snijdt in de wvier punten, waar C* door de gemeen-
schappelijke raaklijnen van C* en J* wordt geraakt, en
die in deze punten de overige vandaar aan J* te leggen
raaklijnen raakt.  De  gemeenschappelijke raaklijnen der
kegelsneden C* en D* yaken C2 in de gezochte punten.
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3. De hoofdkoorden.

We stellen thans weer de vraag of twee punten op
de kromme C* zoo gelegen kunnen zijn dat elk hunner
gelegen is in het osculatievlak van het andere. De
planaire buigpunten, die als oneigenlijke oplossingen van
deze vraag zijn te beschouwen, zonderen we daarbij uit.

Wanneer X en Z de beelden zijn van osculatiepunt
en restpunl van ecen osculatievlak en wanneer men alle
punten X' mel de bijbehoorende punten Z verbindt om-
hullen al deze lijnen een kromme, die we thans nader
gaan bepalen. In de leer der verwantschappen wordt
bewezen dat de directiekromme van een verwantschap
(m, n) een kromme is van de klasse m -+ n en vanden
graad 2mmn, die 'am (m— 1)+ Yan(n— 1) dubbel-
raaklijnen heeft. Nu bepaalt in ons geval elk punt X
oén punt Z, terwijl elk punt Z drie punten X levert
(bl. 64); de lijnen Y Z omhullen dus een kromme van
de vierde klasse en den zesden eraad, met drie dubbel-
raaklijnen.

Noemen we de dubbelraakliijnen A1, Ap en Ag; haar
snijpunten met C2 gullen door Xi en Zi, X: en Zs,
X: en Z3 worden voorgesteld. Fen dubbelraaklijn der
directieckromme kan slechts ontslaan doordat een paar,
bv. Xi, Zi, involutorisch is, zoodat X7 Z; Lweemaal
als raaklijn der directiekromme voorkomt. Herinneren
we ons nu hoe uit het beeld van een osculatiepunt het
beeld van het bijbehoorende restpunt wordl verkregen
dan is hel duidelijk dat de punten Xy en Z; de volgende
bijzondere ligging moeten hebben. Bij -\ construeert
men de toegevoegde raaklin XX, die J?in Oy raakt;
bij Zi evenzoo de loegevoegde raaklijn 7'z, die J?
in Q; rankt. Nu onderstelden we dat bij Xy als oscu-
latiepunt 7, als restpunt wordt gevonden en wederkeerig
bij Z als osculatiepunt X, als restpunt. De raaklijnen
X, Oy Zy en Zy Xy der directickromme  hebben de
punten Xy en Z; gemeen en vallen dus samen; de vier
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punten Xy, Zi, O; en ¢ liggen nu op één lijn Ay, die
dus inderdaad als dubbelraakliin van de directickromme
optreedl. Wanneer de genoemde toegevoegde raaklijnen
Xi'X0" en Z'Z)" elkaar in D snijden is Dy dus de
pool van A; ten opzichte van de kegelsnede J2.

" Op de mimtekromme beantwoorden aan het paar X7,
Zy twee punten .y, By, die elk het snijpunt zijn van
C' met hel osculatievlak van het andere punt. De
vlakkenbundel met A, By als as bepaalt op C* dus een
I, waarvan 4, en B; zelf de dubbelpunten zijn. Keeren
we nu tot de afbeelding terug; elke lijn door Dy be-
paalt op €? twee punten, die de beelden zijn van twee
punten, die met Ay en By in één vlak liggen (bl 62).
De genoemde [. wordt dus afgebeeld door de paren
snijpunten van €2 met alle lijnen door Dy. Nu zijn
echter A; en By zell de dubbelpunten der fo; in de
afbeelding moeten dus de lijnen, die D; met Xy en 7,
verbinden, in de laatstgenoemde punten aan €2 raken,
zoodat 2y en A; niet slechts voor J2, maar ook voor
€2 als pool en poolli;n optreden.  Daar hetzelfde voor
de overige dubbelraaklijnen geldt kan men zeggen:

Wanneer wmen in alle drichocken, die in C? en om J*
beschreven zijn, de hoekpunten verbindt met de raakpunten
der overliggende zijden, dan  omhullen deze lijnen  een
kromme van de vierde klasse, die de zijden van den aan
beide  lkegelsneden  gemeenschappelijlen — pooldrichoel: — tot
dubbelraallijnen heeft.

We zagen reeds wat de beteekenis van het voorgaande
voor de ruimltekromme is. Deze bezil drie koorden A B,
volgens welke telkens twee oseulatievlakken elkaar snijden;
ze worden de hoofdkoorden of dubbele osculatickoorden
genoemd (bl 16).

YT De zijde N:Zs of A: van den drichoek /2y £2: 1y
lmomIcuunh_-ng;ml door het punt Z7;; dit beteekent echter dat X

man door . - . e : s
f?;.“ punt en Z. met X7 en Zp beelden zijn van een complanaire

groep. Derhalve wordt i By door A: By gesneden.
Elke hoofdkoorde wordt dus door elk der overige hoofd-
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koorden gesneden en daar ze niet alle drie in ¢én vlak
kunnen liggen gaan de drie hoofdkoorden dus door ¢én
punt.

Reeds werd opgemerkt dat elke lijn door D, de
kegelsnede C? in twee punien snijdt, die met Xy en Zi
de afbeelding van een complanaire groep zijn. Daar-
door wordt op C? een Ip bepaald, welke de afbeelding
i« der I, die de vlakkenbundel met 4 By als as op
C* insnijdt. Merkt men op dat, zoowel ten opzichte
van C2 als van J2 A; de poollijn is van /1 dan blijkt
dat de vier snijpunten van C? en J* de hoeckpunten van
ecen volledigen vierhoek zijn, waarvan de paren overlig-
gende zijden telkens door een der punten D) gaan.
Deze vier punten vormen dus, twee aan twee genomel,
paren der bovenbedoelde quadratische involuties. Nu
zijn echler de snijpunien van C? en J? de vertakkings-
punten der fundamentale [s. d. w.z de beelden van
de snijpunten der rakende lrisecanten. Derhalve:

De vier snijpunten van C' et hare ralende trisecanten
liggen twee aan hwee i olaklen, die door de hoofdloorden
gaan. Door el der hoof dlzoorden gaan twee dezer vlakken.

De punten d, waar €2 geraakt wordt door de ge-
meenschappelijke raaklijnen van C? en J2, zijn de dubbel-
clementen der fundamentale 75 (bl. 67), d.w.z zij zijn
de beelden van de vier punten, waar C* door de rakende
trisecanten wordl geraakt. Uit het feit dat 2y en A pool
en poollijn zijn, zoowel ten opzichte van €2 als van J?,
volgt nu dat van den volledigen vierhoek der punten d
eveneens 22y s Dy de diagonaaldriehoek is. Dil betee-
kent echter in verband mel het voorgaande:

De vier raakpunten van C* el hare rakende trisecanten
liggen twee aan twee in vlalelkeen, die door de hoofdkoorden
gaan. Door ek der hoofdloorden gaan twee dezer vlalklen.

We hewijzen nu nog dat ook de vier raakpunten der
slalionnaire raakvlakken de eigenschap hezitten, die
boven voor de snijpunten en de raakpunten der rakende
trigsecanten werd gevonden. De beelden van de raak-



71

punfen der stationnaire raakvlakken worden bepaald als
de raakpunten van €2 met de gemeenschappelijke raak-
linen van C? en een zekere kegelsnede D?, die door
de vier punten d gaat (bl. 67). De kegelsneden C? en
D? hebben dus eveneens Dy D: Ds tot gemeenschappe-
lijke pooldriehoek, die dus ook diagonaaldrichoek zal
zijn van den volledigen vierhock, welks hoekpunten de
raakpunten van €2 met de gemeenschappelijke raaklijnen
an D? en C? zijn. Derhalve:

De vier raakpunten van C* met hare stationnaire raak-
olakken liggen twee aan twee in vlakken, die door de
hoofdloorden gaan. Door ell der hoofdkoorden gaan twee
dezer vlaklen.

We kunnen nu, wanneer de ligging der punten Dy,
Ds en Dy eenmaal bekend is, oneindig vele volledige
vierhoeken uy ws 1z uy construeeren, die in €2 heschreven
zijm en alle Dy Dy Dy tot diagonaaldriehoek bezitten.
Men kan n.l. uilgaan van een willekeurig punt w; de
lijnen, die wy met 2y, 2y en £y verbinden, bepalen op
C? de overige punten wus, us en g, Aangezien de punten
v volkomen verwisselbaar zijn, terwijl de groep door
¢én harer punten is bepaald, ontstaat aldus op €? een
I;. Daar de verbindingslijnen der punten « door de punten
Dy, Dy en Dy gaan bestaat de [y eigenlijk uit drie qua-
dratische involuties [., waarvan de zes dubbelpunten
tevens de dubbelelementen van /; zijn.  Past men deze
resultaten op de ruimtekromme C* toe dan heeft men dus

Op C' bestaat een Ly, die op de volgende wijze is be-
paald : als men een punt I van een groep geeft vindt
men de overige punten der groep als snijpunten van C!
met de drie vlakken, die men door I en telkens een hoofd-
koorde kan legyen. Deze 1y heeft als dubbelpunten de zes
steunpunten  der drie hoofdkoorden en bestaat eigenlijh wit
drie quadratische involuties Iv.  Bijzondere groepen der Iy
worden gevormd door de raakpunten der stationnaire raak-
clakken, de raakpunten der rakende {risecanten en de
snijpunten dezer trisecanten,



72

Tetragders, Verbindt men de punten eener grocp van 1, onderling
?xfs%hﬂfeve“ dan ontstaat een viervlak, dat in C* is beschreven en
welks overstaande ribben telkens door een hoofdkoorde
worden gesneden. Men kan derhalve het laatstgevonden
resultaat ook aldus weergeven:
In C* kunnen oneindig vele tetraéders worden beschreven,
waarvan el paar overstaande ribben door een der hoofd-
Foorden wordt gesneden.
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HOOFDSTUK 1V.

De afbeelding van de bijzondere krommen van den
vierden graad en de tweede soort.

1. De afbeelding van de Lromme C' wmet oneindig vele
drictallen in één punt samenkomende raaklijnen.

Op bl. 66 werd gevonden dat de raakpunten van de
dubbelraakvlakken der algemeene C* paren eener in-
volultorische verwantschap (2, 2) vormen. Nu wordl in
de verwantschapstheorie bewezen dat een involutorische
verwantschap in een involutie overgaat wanneer in één
groep de elementen volkomen verwisselbaar zijn. Indien
dus in ons geval één groep van drie punten is aan tle
wijzen, zoodanig dal ieder met elk der overige een paar
rankpunten van een dubbelraakvlak voorstelt, dan zal
de verwanlschap geheel uit zulke groepen bestaan, m.a.w.
de involutorische verwantschap (2, 2) zal in een Iy zijn
overgegaan. In de afbeelding wordt dan de directie-
kegelsnede D2 een involutiekegelsnede,

Om de beteekenis van de bedoelde bijzonderheid voor
onze ruimtekromme na te gaan onderstellen we dat
Ay, As en Ay drie punten op €' voorstellen, die paars-
cewijze raakpunten van dubbelraakvlakken zijn; de
raaklijnen van €' in die punten zullen @, a2 en as

worden genoemd. Dan liggen a; en ae in één vlak,
het dubbelraakvlak in Ay, As; ze snijden elkaar dus,
en daar hetzelfde voor de beide andere combinaties
celdt wordt elk der raaklijnen ai, as en ay door elk der

overige gesneden, De drie raaklijnen kunnen echter
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niet in één vlak liggen, daar dat vlak met C* zes punten
gemeen zou hebben; ze moeten dus door één punt
gaan. In verband met het voorafgaande hebben we
dus aanstonds de eigenschap:

Wanneer een C* één drictal in één punt samenkomende
raaklijnen bezit zijn al hare raaklijnen in zulle drietallen
gerangschikt; de raakpunten dezer raallijnen vormen op
C* een Is.

Bij de voorafgaande beschouwingen is nog steeds in
het midden gelaten of werkelijk een C* ¢én drietal in
¢én punt samenkomende raaklijnen kan bezitten. Men
kan echter gemakkelijk aantoonen dat dit inderdaad het
geval is. Caviey toch heeft bewezen dat men van een
ruimtekromme van den vierden graad en de tweede
soort acht punten willekeurig kan aannemen. 1) Kiest
men nu drie lijnen, die in é¢én punt samenkomen en op
elk dezer een punt en voorts nog twee punten willekeurig
in de ruimte dan is er blijkbaar een C' mogelijk, die
de drie lijnen in de gegeven punten raakl en nog door
de overige bwee punten gaal. Derhalve:

Er bestaat een bijzondere C', welke oneindig vele drie-
tallen in één punt samenkomende raaklijnen bezit.

Deze bijzondere kromme is ons reeds van vroeger
bekend; ze werd uitvoerig in Hoofdstuk 11, 1 behandeld.
Aldaar werd ook gevonden dat ze steeds gekenmerkt
is door de eigenschap dat haar vier buigpunten in ¢én
vlak liggen.

Uit de afbeelding dezer bijzondere C' leidl men nog
een nienwe eigenschap al.  We weten (bl. 67) dat de
I; der steunpunten van trisecanten en de I, der raak-
punten van dubbelraakvlakken . (waarin thans de (2,2)
an vroeger is overgegaan) aldus met elkaar in verband
staan dat de vertakkingselementen van de eene de dubbel-
elementen van de andere zijn, en omgekeerd.  Nu zijn

1) Zie hiervoor b.v.: Salmon. Analytische Geometrie des Raumes.
Dentsch bearbeitet von Fiedler. Zweiter Theil, Leipzig 1580, § 113.
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de vertakkingselementen der [z van de steunpunten van
trisecanten de snijpunten der rakende trisecanten; de
dubbelelementen der /; van de raakpunten van dubbel-
raakvlakken zijn de raakpunten der stationnaire raak-
vlakken. En dus:

Als een C' oneindig vele drietallen in één punt samen-
Lomende raaklijnen bezit vallen de snijpunten harer rakende
trisecanten samen met de raakpunten der stationnaire raak-
vlakken.

Hierbij kan worden opgemerkt dat dit resultaal inder-
daad slechts geldt voor de hier besproken bijzondere
kromme. Immers zoolang de involutorische verwant-
schap (2,2) der rankpunten van dubbelraakvlakken nog
geen [; is zal een dubbelelement dezer verwantschap
geen planair buigpunt aanwijzen, aangezien de samen-
vallende elementen niet et elkaar overeenkomen.

Nu het zooeven gevonden resultaat eenmaal bekend
is kan het gemakkelijk worden gecontroleerd mel behulp
an de formules,  Want volgens (1) worden de planaire
buigpunten aangewezen door:

th-6mt*-4+1=0
terwijl de snijpunten der rakende lrisecanten worden
sevonden uit vergelijking (6):
APt —BmrF6m*—1)E4A4m*=0

Kiest men nu 3 m®*= — 1, of m =y iV 3, waardoor
de bovenbesproken €' is gekenmerkt (bl. 34) dan nemen
de beide vergelijkingen dezelfde gedaante aan, n.l.

tt42i*V3+4+1=0
zoodat ons resullaat is teruggevonden.

Zooeven werd reeds opgemerkt, dat de elementen,
die in een dubbelpunt van de [y der raakpunten van
dubbelraakvlakken (d.i. een vertakkingspunt ¢ van de
[; der sleunpunten van lrisecanten) samenvallen, thans
aan  elkaar zijn toegevoegd, helgeen in hel algemeene
geval niet zoo is. Dit leidl, in verband met Hoofdstuk T11,
nog tot de volgende eigenschap voor de albeelding:
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De raaklijnen, in de punten v aan de kegelsnede c?
gelegd, zijn tevens raaklijnen aan de involutickegelsnede 185,

9. De afbeelding van de Lromme C' met twee
stationnaire raaklijnen.

In Hoofdstuk II, 2 werd het geval besproken dat de
I, der stennpunten van trisecanten twee drievoudige
elementen bezit; elk drievoudig element vertegenwoor-
digt dan twee der dubbelelementen. Voor de ruimte-
kromme C* beteekent dit dat ze in plaats van vier
rakende trisecanten twee stationnaire raaklijnen bezit,
d.w.z lijnen, die drie opeenvolgende punten met £
gemeen hebben; C* heeft dan twee lineaire buigpunten.

De theorie der cubische involulies geeft voor de hier
bedoelde  bijzondere C* nog een merkwaardig resultaat.
We zagen (bl. 39) dat de raakpunten der stationnaire
raaklijnen of beide recel of toegevoegd imaginair zijn.
Nu heeft Weyr!) voor de s met twee drievoudige
clementen de volgende eigenschappen bewezen:

JHeeft een [ twee reéele drievoudige elementen dan
hestaat elk van haar groepen uit één redel element en
twee toegevoegd imaginaire elementen.”

JHeeft een Iy twee toegevoegd imaginaire drievoudige
clementen dan bestaan haar groepen uitsluilend uit
reéele elementen.”

Dit brengt ons aanstonds tot de volgende eigenschappen
voor de ruimtekromme:

Wanneer een CV twee reéele stationnaire raaklijnen bezit,
dan snijdt elke trisecante de kromme in één redel punt en
in twee imaginaire punten.

Wanneer een C* twee imaginaire stationnaire raaklijnen
bezit, dan snijdt elke trisecante de kromme in drie redele
punten.

1 Grundziige einer Theorie der cubischen Involutionen. Abhand-
lungen der bohmischen Gesellsch. d. Wiss, (Prag). VI. 7. 1874, § 12,
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Bij het afbeelden der algemeene C* op een kegelsnede
2 werden de dubbelelementen van de [3 der steunpunten
van trisecanten gevonden als de punten waar C* geraakt
wordt door de gemeenschappelijke raaklijnen van €= en
J* (bl. 67).

Deze raakpunten moeten hier twee aan twee samen-
vallen; de involutiekegelsnede J* moet €% dus in twee
punten aanraken, welke de beelden van de lineaire
buigpunlen zijn.

Wanneer de raakpunten der stationnaire raaklijnen
imaginair zijn kan men met voordeel C'* op de volgende
wijze afbeelden. Men kiest voor C* een cirkel en be-
schouwt zijn oneindig verre punten als beelden van de
raakpunten der stationnaire raaklijnen. De involutie-
kegelsnede J2, die €* in de bedoelde punten moet raken,
is dan eveneens een cirkel, concentrisch met €*  Aan-
gezien C* en J* nog steeds de ligging van PonceLer
moeten verloonen is de straal van J* de helft van dien
van '* en zullen de drichoeken, die men in €' en tevens
om J? kan beschrijven, in dit geval gelijkzijdig zijn. De
hoekpunten i, A: en Ay van een dezer drichoeken zijn
dus de beelden van drie op eenzelfde trisecante gelegen
punten van ', Hiermee vinden we bevestigd dal de
trisecanten eener (' met imaginaire stationnaire raak-
lijpen de kromme steeds in drie redele punten snijden.
Gemakkelijk vindt men nu uit de boven beschreven wijze
van afbeelden een aantal, grootendeels reeds nit Hoofd-
stuk 1T bekende, eigenschappen van ' mel stationnaire
raaklijnen.

Op bl. 64 werd aangegeven hoe men, wanneer eenig
punt van C*' door zijn beeld Ay is gegeven, het  beeld
kan construeeren van het punt, waar het osculatievlak
in het gegeven punt €' snijdt.  Men moet dan door
Ay de beide raaklijnen aan J* leggen, waardoor men
de toegevoegde raaklijn As s verkrijgt, die J* in O
rankt; de lijn, die Ay met Oy verbindt, snijdt €* ten
tweeden male in een punt By, dat het beeld van het
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gezochte restpunt is.  Blijkbaar is nu By eenvoudig het
andere uiteinde der door 4; gaande middellijn van den
cirkel €2,

Nu zijn echter 4; en B gelijkwaardig, d.w.z. als B,
het beeld van een osculatiepunt is zal 4; dat van het
bijbehoorende restpunt zijn. Elke verbindingslijn van
een osculatiepunt met zijn restpunt is dus dubbele os-
culatickoorde en de kromme heeft de bijzonderheid dat
ze oneindig vele dubbele osculatieckoorden bezit. Inder-
daad werd op bl. 39 bewezen dal de beide eigen-
schappen: het bezil van twee slationnaire raaklijnen en
het voorkomen van oneindig vele dubbele osculatie-
koorden, steeds samengaan.

Wanneer men om A; als hoekpunt een rechten hoek
laat wentelen verkrijgt men een quadratische stralen-
involutie, waarin de raaklijn, in 4; aan C? gelegd, aan
Ay By is toegevoegd, en die de isotrope lijnen als dubbel-
elementen bezit. Derhalve:

De  steunpunten eener  dubbele osculatickoorde worden
harmonisch gescheiden door de lineaire buigpunten.

Dit resultaat kan men ook langs anderen weg ge-
makkelijk vinden. Immers in de parametervoorstelling
volgens Cremona (bl. 42) worden de lineaire buigpunten
door de waarden 0 en @@ gekenmerkt, lerwijl de para-
meterwaarden van de steunpunten cener dubbele oscu-
latiekoorde door de betrekking (31) zijn verbonden.
Hiernit volgt de bedoelde harmonische ligging onmiddellijk.

Projecteert men de punten 4y, As, As en By uit A,
op de raaklijnin £, dan blijkt nog gemakkelijk de waar-
heid der volgende stelling:

De  steunpunten  ecener dubbele  osculatickoorde worden
harvimonisch  gescheiden  door de punten, die met een dezer
steunpunten op dezelfde trisecante liggen.

Voor het construeeren der beelden van de steunpunten
der osculatievlakken, die in een gegeven punt van C*
samenkomen, werd op bl. 65 een methode aangegeven,
Men maakl daarbij gebruik van een zekere kegelsnede
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K?, die C* behalve in het gegeven punt in nog drie
punten snijdt, die de beelden der gezochte punten zullen
zim.  Het blijkt gemakkelijk, wanneer men hier voor
een punt By op C* deze methode tracht te volgen, dat
de kegelsnede K* ontaardt, en wel in de lijn in het
oneindige en in de door B gaande middellijn. et

- andere uiteinde 4; dezer middellijn levert dus de eenige
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oplossing van ons vraagstuk; de beide overige komen
steeds overcen met de imaginaire cirkelpunten, welke
de beelden zijn der lineaire buigpunten. Dat deze hier
worden gevonden wordt aanstonds duidelijk als men
bedenkt dat elk vlak, dat door een stationnaire raaklijn
gaat, drie opeenvolgende punten met C' gemeen heeft,
dus als een oneigenlijk osculatievlak is op te vatten.

Daar uit elk punt van C' één osculatievlak nan C*
is le leggen en daar het osculatievlak in het gekozen
punt voor drie samenvallende osculatievlakken is te
tellen vindt men dat de C' met twee stationnaire raak-
lijnen van de vierde Kklasse is, helgeen ook reeds in
Hoofdstok 11 was afgeleid.

Om de beelden van de raakpunten der stationnaire
raakvlakken te construeeren werd gebruik gemaakt van
een zekere kegelsnede 1% die €7 snijdtin de vier punten,
waar C* door de gemeenschappelijke raaklijnen van €*
en J* wordt aangeraakt (bl. 67). In ons geval raken
C* en J* elkaar in de oneindig verre imaginaire ecirkel-
punten en zal D* dus eveneens daar ter plaalse €* en
J* aanraken. De kegelsnede D* is dan een met ¢ en
J? concentrische cirkel.  De  gemeenschappelijke raak-
liinen van €2 en D% raken €% in de beelden der gezochte
planaire buigpunten, welke dus hier twee aan twee met
de lineaire buigpunten samenvallen (vergelijk bl. 40).

In Hoofdstuk 111, 2 werd gevonden dal elke raaklijn
van ' door twee andere raaklijnen wordt gesneden, en
dat men, als hel raakpunt Ay van de cerste raaklijn is
gegeven, de raakpunten der beide andere als volgt kan

bepalen: men zoekt het punt Oy, waar de toegevoegde
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raaklijn van A, de involutickegelsnede J? raakt, en trekt
uit 0y de beide raaklijnen aan €% De raakpunten dezer
raaklijnen zijn dan de heelden der punten, wier raak-
lijnen de raaklijn van A snijden. Aangezien nu in ons
geval J? geheel binnen (2 ligt en de raaklijnen nit
ecnig punt van J? aan C? dus imaginair zijn heeft men:

Als ecen C* twee imaginairve stationnaire raaklijnen bezit
wordt el harer raaklijnen door twee imaginaire raak-
lijnen gesneden.

De dubbelkromme D® van hel raaklijnenoppervlak is
dus in dit geval imaginair.

3

3. De afbeelding van de kromne C* met een dubbelpunt.

Wanneer een ' een dubbelpunt bezit is, Z00ils men
gemakkelijk inziet, de methode van afbeelden, die in
Hoofdstuk 111 voor de algemeene o' werd uiteengezet
en die ook voor de tot dusver behandelde bijzondere
krommen kon worden gebezigd, niet langer van toepassing.
Immers haar nitgangspunt was de I van de steunpunten
der trisecanten; deze Iy werd op de kegelsnede €% al-
gebeeld door drietallen punten, wier verbindingslijnen
raaklijnen waren van een andere kegelsnede, de invo-
lutiekegelsnede J2  Nu bezil een kromme €' mel cen
dubbelpunt geen eigenlijke (risecanten; deze zijn thans
yervangen door de lijnen, die het dubbelpunt met de
punten van (4 verbinden. Van alle groepen der I3 zijn
dus twee punten vasl, terwijl de overige een enkelvoudige
puntenreeks vormen. Het is duidelijk dal hiermee de
tot dusver gevolgde wijze van afbeelden voor de ¢!
mel een dubbelpunt vervalt.

Wel blijft gelden wat in den aanvang van Hoofdstuk 11
is gezegd over hel al of niet willekeurig aannemen van
de kegelsnede €2 Daarbi) heeft men slechts de hyper-
boloide H te vervangen door den kegel I', die €' uit
het dubbelpunt projecteert (bl. 48) en die thans hel
regelvlak der trisecanten vertegenwoordigl,
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Alvorens tot het afbeelden van C* over te gaan be-
schouwen we eenige quadratische involuties, die bij de
verschillende conslructies worden toegepast.

In Hoofdstuk II, 3 werd gevonden dat in den bundel
qan quadratische oppervlakken, waarvan C*' de basis-
kromme is, behalve de bovengenoemde kegel I', nog
twee kegels I’y en I's voorkomen, die C' dubbel projec-
teeren. De ribben van elken dezer kegels bepalen op
C' een quadratische punteninvolutie.  We zullen twee
punten van €', die op dezelfde kegelribbe liggen, ,reci-
proke punten” noemen, hun verbindingslijn een ,reciproke
koorde™ en de [s, door de paren gevormd, de ,reciproke
involutie”. Er bestaan dus twee dergelijke reciproke
involuties op C4

Aangezien een raakvlak aan Iy of I's een dubbel-
raakvlak van €' is Dblijkt hieruit tevens dat er twee
stelsels van dubbelrankvlakken zijn; de vlakken van het
cene stelsel omhullen den kegel 17, die van het andere
stelsel den kegel T's. De paren raakpunten van hel eene
stelsel vormen de eerste, die van het andere de tweede
reciproke involulie.

Stelt men in (36) wug = w; en uy = us dan verkrijgt men

0wl =~

Deze betrekking geeft hel verband aan tusschen de
parameters van de raakpunten van een dubbelraakvlak.
Ze wordl gesplitst in:

wp g ==V k en = —V Ek

Deze vergelijkingen bepalen dus de beide stelsels raak-
puntenparen van dubbelraakvlakken; ze zijn de ver-
wantschapsvergelijkingen der beide reciproke involuties,

De dubbelpunten By en By der eerste reciproke in-
volutie worden bepaald door «*=-V £ hun para-
meters zijn dus -4 & en — 1 &; die der tweede
reciproke involutie, B2 en B:', worden aangewezen door
wi=— —V A& hun parameters zijn dus |- £ en
—ip b Nuziipn+ ¢ & —V & +ip ken—ip &
jnist de wortels van (37), derhalve:
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De vier dubbelpunten der beide reciproke involuties liggen
in de planaire buigpunten.

Voorls vindt men voor de dubbelverhouding dezer
vier punlen:

L ipk—whk —ik—VE
(BB aBsiB ) = —— i e e

ivktwhk —ivEL W k

= (i —_L)z = {1=

B (IR ) B
dus:

De wier buigpunten vormen eei harmonische groep.

Uit de vergelijkingen der reciproke involuties of ook
uit de beschouwing der dubbelprojecteerende kegels
volgt nog:

Elke reciproke koorde wordt door elle andere reciproke
Loorde van hetzelfde stelsel gesneden.

Behalve de beide reciproke involuties kan men op
¢* nog de involutie beschouwen, die tot vergelijking
heeft:

wy + e =0

Haar puntenparen worden harmonisch cescheiden door
de puntenu =0 en u=», die de op elkaar vallende
punten van het dubbelpunt kenmerken (bl. 45); ze zal
de ,harmonische involutie” worden genoemd.  Blijkbaar
ziin By, Bi' en B, By’ paren dezer involutie, dus:

De dubbelpunten der reciproke involuties vormen twee
puntenparen van de harmonische involutie.

De harmonische involutie onderscheidt ziech van de
reciproke involuties doordal de verbindingslilmen haver
puntenparen (,harmonische koorden”) elkaar niet snijden.
Deze opmerking is van belang mel het oog op de toe-
passing van deze involuties in hel volgende.

We onderstellen thans dat op de kegelsnede €* de
beelden Dy en Ds der naburige punten van het dubbel-
punt zijn gegeven alsmede die der buigpunten By en By,
Deze punten mogen niel eeheel willekeurig worden aan-

volutiesop ™. genomen, daar ze een harmonische groep vormen (zie
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boven); de verbindingslijn b; van By en B," gaal dus
door hel snijpunt O der raaklijnen, die in Dy en 1)
aan (2 kunnen worden gelegd.

Wanneer men nu nog in B; en B, eveneens de raak-
liinen aan ¢€? trekt dan ligt haar snijpunt P; (de pool
van 0;) op de verbindingslin ¢ van D; en D.. Ten-
einde nu nog de beelden B: en B.' der overige buig-
punten te vinden kan men opmerken dat deze zoowel
door By en Bi" als door I); en D: harmonisch worden
gescheiden (zie boven). De lijn bs, waarop B: en By
liggen, gaal dus zoowel door O als door P en is dus
de verbindingslijn dezer punten; waar zij €? snijdt liggen
de punten B: en B’

Het snijpunt Ps van & en d is nu blijkbaar de pool
van by de driehoek OPyP: is een pooldrichoek van €%

Uit het voorgaande volgt nog dat, als Dy, Ds, By en
Bi" recel zijn, bs buiten de kegelsnede valt, zoodat Bs
en B’ imaginair worden. Van de vier buigpunten zullen
dus sleeds Lwee reéel en twee imaginair zijn.

Als we de verkregen resultaten samenvatten vinden
we dus dat elk puntenpaar van de harmonische involutie
op een rechte door O ligt, dat elk paar van de eerste
reciproke involulie op een rechte door P, en elk paar
van de tweede reciproke involutie op een rechte door
1’;: ]i{.{t

We gaan thans over tot het hoofdprobleem: wanneer
gegeven zijn de beelden Yy, Yo en Yy van drie punten
XNy, XNo oen Xy van ' vyraagl men het beeld Y; van
het punt Xy te vinden, dal met de drie gegeven punten
in ¢én vlak ligh,

Denkt men zich weer, evenals in het algemeene geval,
cen vlakkenbundel met X; Xp als as dan bepaalt deze
op €' een [s, waarin het gezochte punt Xy aan Xy is
toegevoegd.  Kende men in de afbeelding hel centrum
(1o dezer fo dan zou de vraag dadelijk kunnen worden
beantwoord. Nu is het echlter mogelijk twee hijzondere
groepen aan te wijzen.  Vooreerst zal [, D een paar
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van elke I» als boven bedoeld voorstellen, zoodat Ciz
op d moet liggen. Wanneer men voorts het punt irl
bepaalt, dat in de cerste reciproke involutie aan Yi is
toegevoegd, en het punt ¥3', dat in diezelfde involutie
met Y» overcenkomt, dan zal Yy, Y2’ eveneens een paar
der bedoelde I» zijn, aangezien twee reciproke koorden
van hetzelfde stelsel elkaar snijden (zie boven) en dus
Yi, Y2, Y1, Y2’ een complanaire groep voorstelt.

Men heeft nu blijkbaar het volgende:

Om het beeld Yy te vinden van het punt, dat met drie,
door hun beelden Y1, Yao en Vs gegeven, punten complanair
is, bepaalt men de snijpunten vy en V' van C* met de
lijnen die Yy en Vi el Py verbinden. De lijn Yy ¥
snijdt d in een punt Oz ; het punt, waar de lijn Y Cr2
nogmaals C? snijdt, is het gezochte punt Ti.

Het is duidelijk dat men hier en in het volgende in
plaats van de eerste reciproke involutie ook de tweede
kan bezigen. De harmonische involutie is niet bruik-
baar omdat twee harmonische koorden elkaar niet
snijden.

Verder valt weer op te merken dat men als as van
den vlakkenbundel ook Xi Xy of X» X3 had kunnen nemern.
Men zou dan als centrum der I het snijpunt Cha van
7 met Yi' Yy of het snijpunt b van d met Ye'Yy'
hebben verkregen. Zoowel de lijn Yo Cis als Y1 Ces
zou het gezochte punt Yy op (2 hebben bepaald.

Wanneer men niet in hel bijzonder X, door Xi, e
en Xs, doch telkens elk der vier punten door de overige
drie bepaald denkl verkrijgt men nog drie punten Ciy,
Csy en Csy op d. Men komt dan tot den volgenden
algemeenen regel:

Vier punten Y1, Ya, Ya en Yy van C?* zijn dan de
beelden van wvier complanaire punten van C' als telkens
de verbindingslijn van twee dezer punten en de lijn, die
door de reciproke punten der overige hwee gaal, elkaar op
de lijn d snijden,

Indien men groepen neemt, waarin punten zijn samen-
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gevallen, verkrijgt men nog uit het voorafgaande eenige
bijzondere resultaten.

Laat men X; men Xy samenvallen dan vindt men:

Twee punten Xy en Xy liggen met de raaklijn in het
punt Xy in één vlak indien de lijn Ys Yy en de raaklijn,
in het reciprole punt van Y1 aan C* gelegd, elkaar op de
lijn d snijden.

Valt bovendien nog X; met X, samen, zoodat het
vlak der groep dubbelraakvlak van €' wordt, dan heeft
men nog:

Twee punten Yy en Yy zijn dan de beelden van de
raakpunten van een dubbelraakvlak als de raaklijn in één
dezer punten en de raaklijn, in het yeciproke punt van
het andere aan C? gelegd, elkaar op de lijn d snijden.

Wanneer van een complanaire groep de punten Xj,
X. en Xy samenvallen wordl hel vlak der groep oscu-
lalievlak in X;. Wil men het snijpunt van €' mel dal
osculatievlak bepalen dan zal men, zooals gemakkelijk
blijkt, aldus moeten handelen:

Om het beeld Yy van het punt Xy te construceren, waar
CY et osculatievlal: in een gegeven punt Xy nog snijdt,
verbindt men Yy mel het punt C, waar de raaklijn aan
(2 in het rveciproke punt van Yy de lijn d snijdt; het
tweede snijpunt van Yy Cmet C*is dan het gezochte punt Y.

We denken ons ten slolte in het voorafgaande geval
X; op C' gegeven en vragen naar het aantal osculatie-
viakken dat door X; aan €' kan worden gelegd. We
onderstellen dus dat in de afbeelding 7 gegeven is en
vragen naar hel aantal der punten Vi, die met I een
ligging verloonen als zooeven is besproken.

Wanneer men een punt /7 willekeurig op €2 Kiesl,
in het reciproke punt van P een raaklijn aan €? legl,
en door het snijpunt van deze raaklijn met de lijn ¢
een lijn naar 1j trekt, dan zal deze lijn €* nog in @
snijden. Indien ¢ mel P samenviel zou juist het ge-
wenschte geval voorhanden zijn.  Nu bepaalt, zooals
boven blijkt, elk punt P één punl @; met elk punt @
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komen echter twee punten P overeen, daar men uit
het snijpunt van @ Fi met d twee raaklijnen aan C?
kan trekken. De verwantschap (1,2) die aldus tusschen
de punten I en () ontstaat, heeft drie coincidenties.
Men kan dus door elk punt der ¢! met een dubbelpunt
drie vlakken leggen, die haar elders osculeeren (bl. 40).

&, De afbecding van de kromme G met een keerpunt.

Algemeene Fvenmin als bij de kromme ' mel een dubbelpunt
opmerkingen. i i die mel een keerpunt de algemeene methode van
afbeelden bruikbaar en wel om dezelfde redenen. Ook
hier is het trisecantenregelvlak overgegaan in_een (ua-
dratischen kegel, nl. in den kegel A, die C' uit het
keerpunt projecteert (bl. 54).
De harmoni-  Reeds op bl. 54 werd bewezen dat de bundel van
scheinvolutie. o qratische oppervlakken, waarvan ¢t de basiskromme
is, behalve den zooeven genoemden kegel A nog een
kegel Ay beval, die ¢* dubbel projectecrt. De ribben
van dezen kegel bepalen op ¢! een quadralische punten-
involulie. De puntenparen dezer Is zijn zoogenaamde
harmonische punten, d.w.z. hun parameters wy en
voldoen aan de betrekking:
g+ ug =0
De dubbelelementen der [z zijn het keerpunt (u = w)
en het buigpunt (u=0). We vermelden mel het oog
op helgeen volgt nog in het bijzonder de beide resultaten:
1°, Blk puntenpaar der harmonische involulie ligt
harmonisch ten opzichte van het keerpunt en het buigpunt.
90 [lke harmonische koorde wordt door elke andere
harmonische koorde gesneden.

De afbeel- Denken we ons thans weer de kegelsnede C* en
ﬁ:'c‘fk\tfif:rde daarop de beelden B en K van het buigpunt en het
dige punten keerpunt gegeven. De raaklijnen, in B en K aan C*

en de har-  goloed, snijden elkaar in een punt 0. Elke lijn door 0
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snijdt nu €2 in twee punten, die met B en K een
harmonische groep vormen en dus een paar der har-
monische involutie zijn. Aldus blijkt dat de harmonische
involutie op €2 wordl afgebeeld door de puntenparen,
wier verbindingslijn door O gaat.

We onderstellen thans weer dat drie punten X, Ao
en X3 van C*' door hun beelden Y7, Y2 en Y3 zijn ge-
ceven en vragen naar het beeld Yy van hef punt Xj,
waar het vlak der gegeven punten C' nogmaals snijdt.

De vlakkenbundel met X; X; als as bepaalt op C*
een [z, waarin Xy aan X3 is toegevoegd. Het vraagstuk
zou dus opgelost zijn indien men in de afbeelding het
centrum dezer [» kon aanwijzen. Nu zijn echter weer
twee paren der [, dadelijk te vinden. Vooreerst toch
zal, daar het keerpunt dubbelpunt is van elke involutie
met een koorde als as, het centrum 2 op de raaklijn
I moeten liggen, die in K aan C* is gelrokken. Voorts
kan men in de afbeelding het punt 17" bepalen, dat
aan 7 en het punt 1%’ dat aan }7%in de harmonische
involutie is toegevoegd; daar elke twee harmonische
koorden elkaar snijden is dan het paar 17’ }%' ook het
beeld van een groep der boven bedoelde 1.

Men heeft dus blijkbaar het volgende:

Om het beeld Yy te vinden van het punt, dat met drie
door hun beelden Yy, Yuen Yy gegeven punten complanair
is, bepaalt men de snijpunten ¥Yi" en Yo' van C* met de
lijnen, die } 1oen Yo omet O verbinden.  De lijn Vy' Vy'
snijdt k in een punt Cia; het punt, waar de ljn Fy Cie
m).r}m(m[.s‘ (- Hm'_jtff, s et yczr)vhf(? punt Yi,

Natuurlik had men weer evenals in alle dergelijke
gevallen als as van den vlakkenbundel ook X; X3 of
Xo Xy kunnen kiezen. Men zou dan als centrum der
I» het snijpunt Cis van & met Yi" ¥y of het snijpunt
(L van & met 73" 13" hebben verkregen. Zoowel de
liin Yo Cys als J7 Chy zou hel gezochte punt 73 op (2
hebben bepaald.

Wanneer men beurtelings elk der vier punten X, Xu,
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X, en Xi als door de overige dric bepaald denkt ver-
krijgt men nog drie punten Cis, (s en Cyy op de lijn
f2; men heeft dus in het algemeen:

Vier punten Y1, Ye, Y3 en Yy can C* zijn dan de
beelden van vier complanaire punten van C' als telkens de
verbindingslijn van twee dezer punien en de lijn, die door
de harmonische punten der beide andere gadt, ellaar op
de lijn I snijden.

Voorts onderscheidt men ook hier weer eenige bij-
zondere gevallen.

Als Xo met X; samenvall verkrijgt men:

Twee punten Xz en X liggen met de raaklijn in het
punt X1 in één vlal: indien de lijn Y3 Ya en deraaklijn,
in het harmonische punt van Yy aan C° gelegd, ellaar op
de lijn I snijden.

Wanneer men in het voorafgaande geval uitgaat van
Yy, vervolgens het punt 0y bepaalt, waar de raaklijn
aan 2 in het harmonische punt Y, de lijn % snijdt,
en door €; de eenige (buiten k) nog mogelijke raaklijn
aan (2 trekl, dan zal hel raakpunt Y dezer raaklijn
hel beeld zijn van het eenige punt X3 van O waarvan
de raaklijn die van Xi snijdf. Nu valt blijkbaar Ys mel
Y, samen, hetgeen ook zoo moest zijn, daar elk paar
der harmonische involutie als een raakpuntenpaar van
een dubbelraakvlak kon worden beschouwd.  Door elke
raakliijn van €' gaat dus slechts één dubbelraakvlak;
het vlak, dat door de raaklijn en het keerpunt gaat, is
de tweede, oneigenlijke oplossing, wat trouwens ook uit
de afbeelding blijkt.

Voor het bepalen van het restpunt, dal bij een ge-
geven osculatiepunt behoort, leidt men nog gemakkelijk af:

Om het beeld Yy van het punt Xy te construceren, waar
OY het oseulaticlak in een gegeven punt Xy nog snijdt,
verbindt men Yy et het punt C, waar de raaklijn aan
C? in het harmonische punt van Yi de lijn I snijdty het
tweede  snijpunt  van Y, C met C?* is dan het gezochte
punt Y.
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Aantal oscu-  Wanneer in het voorafgaande geval Xj door zijn beeld
};'lili‘tllil‘:;;'[‘]t Vi gegeven is kan men omgekeerd vragen naar het
van ' aan aantal der osculatievlakken, die in Xj hun snijpunt mel
P C* hebben.  Daartoe moel men nagaan hoeveel punten
Fy met I3 de zooeven vermelde ligging vertoonen.
Wanneer men een punt P willekeuriz op €* kiest,
in hel harmonische punt van P een raaklijn aan €2
legl en door het snijpunt van deze raaklijn met de lijn %
een lijn naar I3 Irekt zal deze lijn €2 nog in @ snijden.
Indien ¢ mel P samenviel zou juist het gewenschte
geval voorhanden zijn, P bepaall aldus é¢én punt Q;
() eveneens ¢én punt P, want men kan weliswaar uit
het snijpunt van ¢ Yy met 7% twee raaklijnen aan 2
trekken, maar hiervan is & er cen. P en ) komen nu
projecticf met elkaar overeen; er zijn dus lwee coinci-
denties. Een dezer coincidenties is het beeld K van
hel keerpunt; dit kan uit de afbeelding worden afgeleid,
maar is ook onmiddellijk duidelijk als men bedenkt dat
elk vlak door de keerpuntsraaklijn als oneigenlijk osculalie-
vlak van €' is op te vatten. Hiermee is derhalve het
bekende resultaal teruggevonden dat men door elk punt
der €' met een keerpunt slechts één vlak kan leggen
dat haar elders osculeert.
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STELLINGEN.

L.

Op bl 51 en 52 van dil proefschrift is langs alge-
braischen weg bewezen dat de dubbelkromme van het
raaklijnenoppervlak der ruimtekromme van den vierden
graad met een dubbelpunt ontaard is in twee vlakke
krommen van den derden graad.

Deze eigenschap kan meetkundig worden afgeleid uil
de beschouwingen van BrampiLra over de om een der-
gelijke kromme beschreven scheeve vierhoeken.

Brayupinra.  Rend. Ist. Lomb. II. 17. 1884, (8 7).

1.

De bewering van Crevona, dal de ruimtekromme van
den vierden graad en de tweede soort geen veelvoudige
punten of keerpunten kan hebben, is niet in legenspraak
met het bestaan van de in dit proefschrift hesproken
vierdegraadskromme mel een dubbelpunt of keerpunt.

CREMONA.  Ann. di Mat. 4, 1861, (§ 2).

I1I.

Dal de functie 1" voor = onbepaald wordl mag
niel als vanzelfsprekend worden aangenomen.

Vel Groresporst,  Begins, der Diff, en Int. rek. Breda,
1904, (p. 117).
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Iv.

der stelkunde in Jagere” en  hoogere”
ans ge])ruike]ijk ig, hestaan geen

Voor de indeeling
algebra, zooals die 1h
voldoende gronden.

V.

De door IREINDERSMA toegepaste methode van meel-

Lkunde-onderwijs verdient geen aanbeveling.

REINDERSMA. Nieuw Leerbock der Viakke Meetkunde.

(ironingen. 1912—"14.

VI

die Max SiMON qanvoert om aan te

De argumenten,
1 groote male

toonen dat aanleg voOr wiskunde in ever

hij vrouwen als bij mannen voorkomt, zijn van geetl

waarde.
MAX SIMON. Methodik and  Didaktik des Rechnens und
der Mathematik. Miinchen. 1908. (p. 50).

VII.

Benrranp in het yraagstuk

Tegen de redeneering van
bezwaren.

der gouden en zilveren munten hestaan ernstige

BERTRAND. Calenl des Probabilités. Paris. 1007. (p. 2):

VIIL.

o welke BARBIER gegevell heeft voor het

De oplossing,
naaldprobleem uit de \\'nm'st-.]aijnlijklu:idsru];mlil ¢, heeft
niet als naar

alleen zin als naar de mathemalische hoop,

kans gevraagd wordt.
Journ. . Math. (Limlvilh-) 11. b. 1860, (p: 973).

DBARBIER.
Calenl des Probabilités. Paris. 1907,

Vgl by, BERTRAND.
(p. 02).
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1X.

De gebruikelijke, o.a, door Youxa gegeven verklaring
voor de schijnbare vergrooling der zon- en maanschijf
nabij den horizon wordt teniel gedaan door de proeven
van FiLEENE en van ZoOTiL

Youxa. General Astronomy. Boston 1900. (p. 63).

Friense.  Arch. f. d. ges. Physiol. (Pfliiger). n0. 1895.
(p. 279).

Zorin, ibidem. 78. 1899, (p. 363).

X.

Voor het meten van geringe gasspanningen is de
vacuummeter van Mac Leop te verkiezen boven den
thermodlectrischen vacnummeter.

Mac Luop. Phil. Mag. TV, 48, 1874, (p. 110).
Vorar Phys. Zeitschr, 7. 1906, (p. 495).

XI.

De bewering van SMOLUCHOWSKI, dat de tweede hoofd-
wel der thermodynamica theoretisch slechts als een
_zeer bij benadering geldige regel” mag worden beschouwd,
is overdreven.

apornvenowskr,  Math, Vorles, a. d. Univ. Gittingen. 6.
1914, (p. 90)

Xl

De verklaring van J. J. Tuomsox voor het oplreden
van persisteerende stroomen in supra-geleiders is gezocht.
7. J. Trosmsox, Phil. Mag. VI 30. 1915, (p. 192).

Vel KAMERLINGIT ONNES. Versl, Kon. Ac. v. Wet. Deel 22
(p. 1415) en Deel 23 (p. 167).
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