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INLEIDING.

In meerdere van de interessante verhandelingen van LAGUERRE
(Sur la réduction en fractions continues d’une classe assez étendue
de fonctions, C. R. 1878 — (Euvres I — Sur la réduction en
fractions continues q’'une fonction qui satisfait & une équation
différentielle linéaire dy premier ordre a coefficients rationnels,
Bull. S. M. F. 8, 1879 = (Euvres | en J. de Math. (4), 1,
1885 = (Euvres 1) stelde deze wiskundige zich het volgende
probleem:

Zij gegeven een differentiaalvergelijking van de eerste orde
met  polynomen tot coéfficienten L& + M8 4N =0, dan
wordt gevraagd de functie ® te ontwikkelen in een ketting-
breuk.

Noemen wij de naderingsnoemers Q,, dan is de oplossing
segeven in de constructie van een differentiaalvergelijking voor
Qn, waarbij als hoofdmoment optreedt de bepaling van een
onbekende functie Q.

Hetgeen LAGUERRE en na hem DE MONTESSUS DE BALLORE
(Sur les fractions continues algébriques (Rend. Pal. 19, 1905) en
PApg: (Recherches sur 1a convergence de développements en frac-
tions continues d'une certaine catégorie de fonctions, Ann. éc. n.
(3), 24, 1907) hebben bereikt, vindt men kort samengevat in:
Die Lehre vop den Kettenbriichen von Prof. Dr. Oskar Perron ;
Teubner, 1913, Prrron zegt p. 438: ,Die folgenden Beispiele sind
so ziemlich dje einzigen, in denen eine volstindige Durchfiihrung
der Rechnung bis heute moglich ist. Laguerre hat zwar noch
einiges weitere versucht, aber mit wenig Erfolg.”

Deze voorbeelden kunnen samengevat worden in de opmerking ,
dat Q, een constante is of gelijk is aan x,
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In het eerste hoofdstuk van dit proefschrift wordt de algemeene
theorie ontwikkeld; in het volgende worden eenige bekende
gevallen volgens de gegeven methode behandeld, terwijl in het
laatste hoofdstuk een geheel nieuw geval wordt behandeld,
waarbij Q= g,X + &i-



HOOFDSTUK L

Algemeene theorie.

[ { celijking der eerste orde en de
§ 1. De differentiaalvergelijking der eerste
Stieltjes’ integraal voor R.

ot a: » volgende
Laat & een functie zijn van x, welke voldoet aan de volg
differentiaalvergelijking :

(ML . .. . LY+ MR+N=0,

waarin L, M en N polynomen in x zijn.

: olitking > lossen door
Trachten wij deze differentiaalvergelijking op te lc
een Stieltjes’ integraal:

: Bm (u)
()T e :/ e du,
A

Waarin A en B constanten zijn ()I].l“lﬂ[ll\t-lljlx vane Bivel e
Bepaald moeten dan worden de gewichtsfunctie

grenzen A en B,
Uit (2) volgt:

) B om(u)
A _—_—./ G ”).__.dn
A

of na particele integratie:

3 -3 !
@ — ( m (u) )‘_ i @ ..
x 4 u/a X + u

I

(1) wordt thans:

B M (+ gy o
3) / M(.\)m(lg-{_ z(.\)m(u)d”_

F (VL () N =0,

X--ulp
A
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Opdat de integraal een zin zal hebben voor alle waarden van x
in deze identieke vergelijking, moet:
M (x) m (z) — L (x) m'(u) verdwijnen voor i =— X.
dus:
(4) I M (x) m(— x) — L(x) m(—x)=0

of )
— [ M)
(B) R m(—x)=e / L,
m(— x) en dus ook m(u) is hierdoor, op ecn constanten factor
na, bepaald.
Uit (3) volgt verder, aangezien L, M en N polynomen zijn,
dat in het tweede stuk geen termen met den factor

1 1
= ofl—
x+B x4+ A
mogen blijven staan.
Voor de grenzen A en B heeit men nu verschillende mogelijkheden:
1e. B is een wortel van m(u) =0, dus m (BI==103
1 L : oo
2¢, B verdwijnt na vermenigvuldiging met L(x),dus x4 B
is een factor van L(x) of B is een wortel van L(—x)=0,
3e, B mag -4 o zijn, mits
. m(u
Lim ( )
U=+ > X + u
gelijk is aan een eindig getal (meest = 0).
Hetzelfde geldt voor de grens A.
Indien meerdere waarden voor de grenzen A en B gevonden
worden, zoo voldoen aan (1) ook meerdere Stieltjes’ integralen.
Ter toelichting van ’t een en ander nemen wij het volgende
voorbeeld :

(x4 a)(x+ o)+ m(b—a)f =0, voor m >0,
waarin dus L=(x+4a) (x4 b), M=m (b — a) en N =0; dan is

m (__ X) — C(x -{r‘ (I}m

x-+b/"’
dus _
x—a\"™
m(x)=C (x —-b) ;
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Nu is a een wortel van m(x), en kan als ééne}grens genomen
worden (a is tegelijk een wortel van L (— x)=0).
Als tweede grens kunnen wij nemen =+ oo, omdat:

. m(u)
Lim - ==t
u:-{-mx"}- II

Als oplossing hebben wij twee Stieltjes’ integralen:

A~ [%(u—a\™ du —c [C(t—a™ du
R—Cj(w:ﬁzq&e"“_cj(ﬁiﬂx+u

o

Keeren wij terug tot het algemeene geval:

De integraal (2) is nu op een constante na bepaald. Deze hangt
samen met N(x) en wordt gevonden uit (3).

De gevolgde redeneering is omkeerbaar, d. w. z. uitgaande van
een Stieltjes’ integraal, kan men een differentiaalvergelijking (1)
construeeren.

Uit (4) bepaalt men nl. de verhouding van L en M. L en M
kan men zoo eenvoudig mogelijk kiezen. Uit (3) vindt men ver-
volgens N (x).

Nemen wij hiertoe 't volgende voorbeeld:

~G0 L) — I
R:f du, waarin m(u)=e",
Joxbn e (1)
0

Uit (4) volgt T = —1.

i T 1
Neemt men L=1 en M= — 1, dan volgt uit (3) N= i

De differentiaalvergelijking is dus:

R — 84 1 =()¥01

xR — xR 4-1=0.

In T
1 talgemeen worden L, M en N nu geen polynomen.

3 2. 3 / 3 : YT 3
S De differe ntiaalvergelijking van LAGUERRE voor de reeks N,
ontwikkeld naar positieve machten.

Gaan wij weer yit van:

(1)SV + o+« . LR 4 MR N=0.
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Denken wij & gerangschikt naar opklimmende machten van x,
dan kan men volgens P. p. 418') twee polynomen U»r en Vi van
den graad » en u bepalen zoodanig, dat de reeks

Ve R — U
begint met x+»+1 (of hooger) of aldus geschreven:
Ve — Uy = (£ 11)
§(x +»+1) stelt voor een recks, gerangschikt naar opklimmende
machten, beginnende met x* +»+1{.

Is nu

Ur = x' (g, 4+ g, x +-gox*+...grx") Pr. [Py hoogstens van graad » — 4|
V= x*(gy+ g1 X + &X* -+ ... 8rX") Qu. | Qu " " » u—4

dan is |
Quit — Pr = (x.u-i—v—/.J,- 1) ’

dus
- P]' a
(3] == = 2 x;t—{-r—/.-i—] of
Qu ( )
Py e
()RR = 4 (e tr—241),

In 't vervolg worden de indices eenvoudigheidshalve weggelaten,
Uit (5) volgt:

i Qbe=— PQ

Q> + (o =10}
Dit, gesubstitueerd in (1), levert:
LIQR=PQ iyl M2 et =2 4 N=0
Q? | I Q
of:
L(QP'— PQ') -+ MPQ + NQ* = Q* iL (x" tr—2) 4 M(xptHr—4+1)],
Aangezien ’t eerste lid een polynoom is, moet 't tweede lid
dit ook zijn. Stel ’t tweede lid ©7), dan is:
{7 S L (QP' — PQ’) + MPQ 4+ NQ* = 2,
of gerangschikt naar Q en Q'
(LP' 4~ MP -+ NQ)Q — LPQ"' = Q.

1) P. beteekent: PERRON, Die Lehre von den Kettenbriichen.
%) Merken wij op, dat £ afhankelijk is van n en men bij de volledige
notatiec dus moet schrijven {2,



Stelt men:
8). . . . . LP'4+MP+NQ=K, dan is:
@ . . . . . . . KQ—LPQ' =Qq.

Na eenmaal differentieeren komt er:
K'Q4+(K—LP —L'P)Q'— LPQ"= Q'
of volgens (8):
K'Q-+ (MP+4+NQ—LP)Q"'— LPQ" = @/,
(K'+NQY"Q+ (MP—L'P)Q' — LPQ" = Q.

Stelt men:

() R [ L= N SR}
dan is:
(1) S RO (M — LYPQ!—LPQ” = Q.
Uit (9) en (11) verkrijgt men door vermenigvuldiging:
v KQ'—RQ
LaQ" 4 [(L'— M) —L'2] Q' 4 — Q=0.

[)
Uit deze vergelijking volgt, dat KQ'— RQ deelbaar is door P,
dangezien P en Q relatief priem zijn.
Is KQ'— RQ = HP, dan is
(12) . . LoQ” + [(L'—M)©2 —LQ| Q' + HQ =0.
Wij noemen
(12) de differentiaalvergelijking van LAGUERRE.
Duiden wij kortheidshalve (12) aan met
(13) . py’ +qy' + ry=0,
zijnde p=Le g=(L'—M)Q—LQ r=H
(voor de constructie dezer differentiaalvergelijking zie men ook § 6).
In (6) was
8= QUL (x4 +»—4) L M(xetr—411)1,
Q=xtt+tvr—4g,

' i : i — v + A
dan is de differentiaalvergelijking na deeling door x#—

xLoQ" 4 [(L" — M)xo — L ix0’ F(u4r—210{Q 4+ H Q=0
(P. p. 437).
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§ 3. De differentiaalvergelijking van LAGUERRE voor de reeks 8,
ontwikkeld naar negatieve machten.

Denken wij algemeen een reeks &, gerangschikt naar afdalende

machten:
C-’)

Ca
St

B

f=c+— +
X
dan kunnen wij twee polynomen U, en V. van den graad n
bepalen zoodanig dat de reeks
V,{ — U, begint met _X’}“'
Stelt men nl.:
Up=0aox"+ a;x" 1 4 ... Gp1X + ap,
Vi = o x" aF ﬁan_l + ... a1 X + Bns

dan moet:
Boxn 4 Btk x4 B (G0 LA St ) —
— (agx" 4 a,x" 1 - ... an)

: 1
beginnen met st

Dit levert het volgende stel vergelijkingen:

ay, — £ato
= focy + £16o

ay = PyCs + B 6 + oty n -+ 1 vergelijkingen.

oy = ﬂf)fn "}' ﬁl‘:nfl + e ﬁnfu ;
0 = BoCnt1 =+ Bia + - .- fnCy

O — f-’)“cn'}'z + ﬁ {‘n- | —I" PR ﬂnC.: i
: 122 = n vergelijkingen.

0= ﬁucifn “l" P'l Con—1 ‘|— oo BnCn !

Uit het laatste stel van n homogene vergelijkingen zijn de n +1
onbekende f's op te lossen. Vervolgens vindt men uit het eerste
stel van n -1 vergelijkingen de n--1 onbekende a’s.

Laat nu Bo=0 p;=0...%-1=0,
dan is ook =0 a=0...0p1=0,
dus is

U= ”i.-\'"_‘:' +....
Va= f‘}?. xnu-ﬁ. + . W



Schrijven wij: |
Vil — Un = (o)

](—L) stelt voor een reeks gerangschikt naar afdalende machten
xﬂ—|—]‘

van x, beginnende met n+1} dan is:
Up 1
f— Vo (:tzn_a+ 1)'

U en V, kunnen nu nog gemeenschappelijke factoren hebben.
Schrijven wij deze rationale functie in zijn irreducibelen vorm

Uy = pr:
Vit Qr
dan is
W= Q. ~ \x2n—is1)’
dus

P Pn “ ) _1 \
-\\ prm— Q” + (':;\‘2'1 = + I).
Hieruit volgt:

; QP — PQ’ 1 \
(1) wordt thans:

P'— P( L Ve N=0
L[ OEIQH ,+) +M;Q n=z)i +N
of : :
— oL (] M(szr—re)|
L (QP"" F'Qr) —]L- MPQ +NQ* = Q* ' L ( In ;_f,')) l ( 2 — i+ 1
Daar het cerste lid een polynoom is, is ook 't tweede lid een

Polynoom, St 't tweede lid Q, dan is:
L(QP'— PQ') 4 MPQ 4- NQ? = ©: zie (7) p. 6.

De (liffL'rcntiaalvcrqclijking is dan weer verg. (13).

Bcschuuwen Wij nu een differentinalvergelijking, waaraan een
Stleltjes integraal
B
W= f i )d!t voldoet.
J x4u
: A
Nu is J
(s 1 1 u - u‘—'_u"_}_“”
.t‘l—ll T~ u\ e X x: '\-:5 x‘
X(1 - Y)
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o (— 1\yn—1 B
dus Gi= }‘.‘,( —xl%— [ m(u)urdu,
1 o
A

zoodat steeds c, gelijk nul is en de reeks dus begint met i

Dan is ook a,=0 en is dus de teller P van één graad lager
dan de noemer.

§ 4. Vergelijking der methoden van § 2 en § 3 en graadbepaling
van de polynomen 2 en H in 't laalste geval.

In § 2 was @ = QL t"—H+ M (xearasatial) i

5 R ‘IL(xQn—l—J.ﬁ—Z) ar M(x‘ZH—l—J.»i-l){ '

De graad van € is in 't eerste geval hooger dan in 't tweede
geval. Verder is de graad van Q in 't cerste geval afhankelijk
van u en ».

In het tweede geval verkrijgt men, lettende op de hoogste
machten van Q, L en M, voor den graad van £2: [ 4i—2 of
m-+A—1, [ en m zijnde de graden van L en M. In dit geval
is dus de graad van £ onafhankelijk van n.

Wegens de eenvoudigheid zullen wij daarom steeds het laatste
gebruiken. ‘

Het geval van § 2 is altijd terug te brengen tot dat van § 3. Isnl.:

'\t=C|J+CI‘Y+C:x(:+"'v

dan is R—c=0X+ X"+ ...

8 s 1 ;
Stellen wij: x =", dan is:
: & Co Co
R— = o i i
0 z + 2= *— z.! +

Verder zullen wij aannemen 4 =0, daar dit in geen der behan-
delde gevallen anders is. De graad van het polynoom £2 is dan
|—2 of m—1.

Men kan zich afvragen of © misschien van lageren graad kan
zijn dan [—2 of m— 1. Dit is alleen dan mogelijk als de termen
van den hoogsten graad in {2 elkaar vernietigen, als dus L van
¢én graad hooger is dan M.
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Con -1
Is nu =0 —|— )"L T
P / - L"r:-‘-]
dus 5{':_- N Q —(2n4-1) 2n 42 e
dan is )
2n 2n + 1
Q=0Q ‘-[ 1(9;1—]—1)6,,]1,1, ;1‘2::4"—}_ H

Zijn de coefficienten van de termen van den hoogsten graad
van Q, L en M respectievelijk ¢, [, en m,, dan is de term van
den hoogsten graad van

g°ci(2n 4 ])1‘, my.
De graad van © kan dus alleen verlaagd worden als:
2n-++1)ly—m,=0,
en indien zulks mogelijk is, is dit slechts het geval voor een
speciale waarde van .
De coifficienten van Q zijn afhankelijk van n.
In alle gevallen, waarin L hoogstens van den 297, M hoog-
stens van den 1sten graad is, is © constant.
De vergelijking (12) is dan deelbaar door €.
Beschouwen wij de vergelijking (7)

L (QP' — PQ") 4+ MPQ + NQ* = @,

dan blijkt in 't t algemeen het volgende:
Aangezien Q van den graad /—2 of m— 1 is, is het tweede

lid van lager graad dan het eerste. In 't eerste lid moeten dus
zeker twee

Wanneer
dnc[,

termen voorkomen van den hoogsten graad.
nu aan de vergelijking (1) een Stieltjes’ integraal vol-

dan is, zooals in § 3 is bewezen, P van den graad n — 1
en Q van dep graad n.

In-het eerste |iq is dan:
L(Qp' — PQ’) van den graad 2n - 1— 2,
MPQ v s w204 m—1.
NQ* mag dus njef van hoogeren graad zijn dan elk dezer vor-

men, dus mag de

Voor het geval dat Q constant is, moet dus N ook een constante
zijn.  Evenzoo

is 0ok een geval denkbaar, waarbij L, M en N

graad van N hoogstens zijn: [—2 of m — 1.
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respectievelijk van den graad 3, 2 en 1 zijn, en waarbij Q van
den 1sten graad is. In 't algemeen kunnen de graden van L, M
en N één verschillen in dien zin, dat de graad van L 't hoogste is.
Omtrent de vergelijking (12)
LoQ” + [(L'—M)e —L2]Q + HQ=0
merken wij 't volgende op (k is de graad van Q):
LQQ”, L'2Q" en LQ'Q’ zijn van den graad [+ k4 n—2,
MaQ’ is van den graad m+k+n— 1.
Nu moeten er weer minstens twee termen van den hoogsten
graad voorkomen. HQ mag dus niet van hoogeren graad zijn dan

l+k+n—2 of m+k+ n—1 of wanneer i de graad van H
voorstelt, is:

h=1[14k—2 of m+4k— 1 (zie hiervoor ook § 7).
Aangezien k=[—2 of m—1, is dus
h=2({—2) of 2(m—1).
Als L, M en N van den graad 2, 1 en O zijn, is H constant,
e T , 3,2enl ,, , , vanden graad 2.

§ 5. Tweede particuliere oplossing van de differentiaal-
vergelijking van LAGUERRE.
Stelling : De differentiaalvergelijking voor Q
(12) . . LeQ" 4+ [(L'—M)Q—L2|Q 4+ HQ=0
heeft tot tweede particuliere integraal:

I.Mrix -
y, = e’ L 1RQ — Pi.

Bewijs: Is een oplossing Q, dan is een 2¢ te vinden in den vorm

y=Q [zdx,
waarin z een functie is van x.
Nu is: ﬂ
=IOz x:

= Q’f zdx + Qz.
y' =Q"[zdx + 2Qz + Q2.
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Na vermenigvuldiging met LQ, (L'—M)Q —LQ' en H en
optelling volgt als differentiaalvergelijking voor z

zi a QI Ll M glﬁ.
T em T L T
dus
. [T Q fhldx
o — TQE e/ L,

Vervangen wij @ door zijn waarde uit (7) dan is:

__LQP'—PQ) 4+ MPQ+ NQ* My
2= — : ""LQT-_T"‘—‘—_" - €. —

_d P, MP , N| [My
=i B Q D
Verder is
L M, N _
&4 =R+ =0,

dus

dx

S d '{‘Mm—(. l’)i_
A= TS

YA W

dus

De 2¢ particuliere integraal is dus:

/.h1(’.\' 3 »)
y: — L. (ﬁ\() = I )

Indien aan de vergelijking (1) een Stieltjes’ integraal
‘B
m(u) oot -
/ : du voldoet, zoo is de 2¢ particuliere oplossing ook te
A X + u
schrijven in den vorm:

1 _
— KQ — P).
Ve =0 (- .\')( 2 )
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§ 6. Nieuwe constructie van de differentiaalvergelijking
van LAGUERRE.

Bestudeert men eenige differentiaalvergelijkingen van LAGUERRE,
dan is het opvallend, dat de 2¢ particuliere integraal steeds een
bepaalden vorm aanneemt!). Dit was de aanleiding om een
differentiaalvergelijking te construeeren met de volgende particu-
liere integralen:

M 1

1 fQ — P), waarin m(—=x)=e .,L e

n=Q. »yp= m ( x)

Deze differentiaalvergelijking is:

J’ ' yl ’ }"\'_:
y” ylfl y:’fzo_
},H’ y ﬂ, y‘__}u |
Nu is ‘
M
V2 = “-; L (RQ — P),
dus

f s dx
}'._]r — i .F | i{’ + \\(2, p— P _l_ (\\.(Q - IJ) 5
of daar:
M& + N
I3

M - N o p MSQ_ PM

= —

/ﬂM—dx (

Yg—¢.
of volgens (8) _
| o /M dx [ st K
y i — e L (.\\Q S L }.
Verder

S, /’de) vo L agr LK — KL' Mo~ K
Y, =es LR Q'+ %Q 2 + [ (.\iQ 3 !

M , .
) _JE dx; Mu-{-NQ 1oy — LK LJI L' +Mi{(‘)__mi<

o J— ’ “" ‘ YO\ K’ +NQ: (LJ S f_ﬂ) K_
ZE ji2 L o |

1) Zie dissertatic VAN DE VOOREN, p. 42 (1915).
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of volgens (10)
- /'“.ax( ~w R, (L'— MK,
»'=el L ‘.Q\Q—T-}—— iben (92

L2
De differentiaalvergelijking is dus:
; }': Q) ‘“’Q —P ’
i e bR
y » Q ’ '“'Q L J — O.
" v qor—R 4 LT—MK
Vo, Q ’ '\\Q L + L2
of
ly, Q, L?
¥, Q, KL = 0.

yﬂ, Q.’.” RL s (L!__M)K
Hierin is de coéfficient van y”
QKL — L*PQ"'=(QK — LPQ') L =L [zie (9)].

De coéfficient van — y' kan in elke differentiaalvergelijking
Py" 4 gy’ 4+ ry =0 op de volgende manier gevonden worden als

2 particuliere integralen bekend zijn.
Y1 is een particuliere integraal, dus py," 4 qy,' 4 ry, =0,
Vs n n ’ oo P =0,
dus na vermenigvuldiging met y, en y, en aftrekking
P D"ye—y"v) + g 'y — ¥ 1) =0.
B =)"1”J':_'“T yo'n
P Yi'Vo— Yo'V
q

d : 5
p = dx 8 =R

Nu is
1'“' L § )
Wys— 'y _Q’(’/ L e (,\{Q—-I’)—t’-/ " ('“Q o :‘)Q

__KQ—LPQ' ; Ma

L
M,
C ;z o] s
dus g o Q7 15¢ =l M .
Jol T Q r L L
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Is nu p=1LQ, dan is
g=(L'—M)Q — LQ.
Overigens kan de coéfficient van »” ook uit de determinant

berekend worden.
De coéfficient van y is Q'RL -+ Q'K (M —L’)—KLQ",

= g' 1(M—L)PQ' —LPQ"{ 4+ QRL,

=_§ 10’ —RQ} — Q'RL, zie (11)
e L /
S K3 Re= T
=5 Q —V—P--sl, zie (9)
De differentiaalvergelijking, waarvan
1 .
y=Q eny,= 5 (®Q—P)
particuliere integralen zijn, is dus
KQ’ — RQ

LQy” + (' — M) —LQ'}y' + y =0.

P
Dit is (12), de differentiaalvergelijking van LAGUERRE.

§ 7. Bepaling van den graad van {2 en H door middel van de
tweede particuliere oplossing van de differentiaal-
vergelijking van LAGUERRE.

Zij:
L=Ixt+.. M=mxm+... H=hx"+4 ... Q= gxr4...
en is de differentiaalvergelijking voor Q:
(13) py' gy 4 ry=0,
p=LQ g=(L"—M)Q— Lo’ = 11"

waarvan twea particuliere oplossingen zijn

y1=Qn Yo = m(l_ X) (2Qr — Pp).
Zij verder de oplossing van (13)
(14 . . . . .y =xhA..
dus P P

y” :Jnn(pn_' l)xi’.. ; —I- pileitaily
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dan is in het meest algemeene geval, waarin m=17—1:
p=gylyxkt 4. ..
q = (ll—mg) gox*+1=1— [ gohexckH =14 = g ek H= (L —my—1 k) -
r=ihgxt4...
dus is:
Lolopy(py—1)xPtk =24 o i ([ —mg—I ) XPotk+1=24 p xh+pot | —(),
Dit is een vierkantsvergelijking in p,.
Aangezien de vergelijking in’talgemeen geen wortel p,=0 heeft, is

h=k41—2,
dus is
D ! lol —my — l,,/;p”_!- h, —0
ly oy
of::
o 1 dol — my— Lok — [, h,
Py + 0 / ° ‘pﬂ + '”.V! =0.
] SO0H)
Nu zijn de wortels van deze vergelijking bekend, nl. de graad
. .. My
van y, is n, de graad van y, is == 1.
]

Dit laatste bewijst men als volgt:

8Qn — P, is van den graad —n—1; zie § 3.

1 E (‘.{ ‘I\.‘ dx
m(— x)
Zij nu:
L=L(x—a)(x—a)...(x —a),
M=umy(x—b)(x—b,)...(x—b),
dan is
M _ M(a) 1 i M(a;) 1
L™ L'(ag) x—a ' ""L'(a) x—a’
dus:

‘M M(a,) M (ay) M (a)
f L dx =1g (x — a)v @ (x — ay)L'@ ., (x — a) (@)

Waaruit volgt:

1 / M, M (a) M (ay) M (an
m( 1‘) —e¢) L - (.\‘ o ”I)L' (ay) (.\‘ — ”_:)I.‘ (as) | (_-,; = Ul) L' (a) |
1 I M(a)
De graad van - is dus = ==
5 m(— x) y L'(ap)

o
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I M/(a;
Nu is = T’EZ;; — ¥ Residu’s van de functie T, welke haar polen
heeft in a;a, ... a.
Nu is = Residu’s = /‘Niz.)dz waarbij de integraal genomen
; 2ai E(z)s 5,55 10

moet worden langs een cirkel met oneindigen straal. Wij ver-
krijgen dan:

1 [img2i=1 m
¥ Res.= ¥ / ! i dz : “',

eni hhyz ly

I M(ai) _my
dus pIR

1 L((Ii) [n

1 ; TTT5 T
en de graad van ~—— is.dus ~"; hieruit volgt dat de graad
m(— x) [ =

. my
van yp 18 -, —n—1.
0

In de vierkantsvergelijking voor p, is dus de som der wortels

fr;" — 1, dus is:
' bl —my — Lhk—1l__ my |
[y b
of o= =%
Aangezien h=k+41—2
is dus h=2(l— 2).
Het product der wortels is n [:”;I”—— n— 1'],
ft, mn, ]
= —n—1
dus FHA n ( I n )
of (15) h, = ng, ymy,— (n 4 1) 1§,

§ 8. De differentiaalvergelijking voor de naderingsteller P.

Deze zal blijken te zijn een niet homogene vergelijking en is
daarom voor de vorming van de kettingbreuk niet geschikt.

Gelijktijdig kunnen de differentiaalvergelijkingen voor Q en P
aldus worden afgeleid:

Volgens (7) heeft men, wanneer wij rangschikken naar PZeniP:

(/16 )T LQP’ 4+ (MQ — LQ")P + NQ*= Q.



19

Stelt men:

(1A s | S MQ —LQ'=K,,
dan is
(18) . . . . . LQP'4K,P+NQ*= 0.

Na differentiatie:
LQP" 4 (K, +-LQ"+ L’Q) P’ 4+ K,'P 4 N’Q* 4 2NQQ’ =
of volgens (17)

LQP" + (M L) QP’ 4- K,’P 4 N’Q? 4 2NQQ’ = Q'
en LQP’ 4+ K,P + NQ® = Q.

Door vermenigvuldiging verkrijgt men:

um.mw+uy+muﬁunw+&“;K&'
= — 2NQQ’ —;— (NQ'— N'Q) Q.
Dan moet dus K,’Q — K, Q" deelbaar zijn door Q
K, =MQ — LQ’
K'=MQ 4+MQ—LQ" —LQ"

P=

of
QMQ'4+MQ—L'Q'—LQ") — ' (MQ — LQ) is deelbaar door Q
7 LQQ" 4 [(L" — M) &2 — LQ'|Q’ is deelbaar door Q,
" LOQ" 4 (L’ — M)2 — LQ'| Q" 4 HQ =0.
Dit is de vergelijking (12) voor Q, terwijl de differentiaal-
vergelijking (19) voor P wordt
(20) . . LQP" + [(L” 4+ M)Q — L’Q)P’ 4 (H + M'Q2 — MQ)P =
= —2NQQ’ 4 (N’ — N’'Q)Q.
Dit geldt voor beide methodes (naar opklimmende en naar
afdalende machten). In 't eerste geval kan men Q ‘vervangen
door x*+»—40; zie P., p. 437.

§ 9. Afleiding van de differentiaalvergelijking van P,
uit die van Q,.

De differentiaalvergelijking van Q, heeft tot particuliere integralen:

I ,
I — S KQ — P).
H=Q p= —1=(@Q—P)
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Stelt men de differentiaalvergelijking van P voor in u, dan
heeft men:

! 1
Vou— mJ’1_‘ HTH'
dus A ) { |
¥ = ,,‘, v+ () = ;ﬁ”' 5 ()
o , / ; - _] P 1 7‘71 /)
= E}’ "J( m )J +( m )} m’ 2(m) e (\m) g%

4

Vermenigvuldigen wij nu Y., y,’ en y,"” achtereenvolgens met
H, (L' —M)2—L9 en LQ en tellen op, dan is, aangezien
y, en y, oplossingen zijn van de vergelijking (12)

LQ| u”—{—z( )u’—l—(fn)’ u‘—l—l(L’—- M)QHLQ’];: u’—}-(--])’u:-—i-}-l:nu.—_-
- '“' h / f ' ! ‘{ \&
_—:Lsz[z(m)y] +[m)y)+[(L —M)S)—LQ](m]y.
- f i dx
Nu volgt uit m(—x)=e¢ - L~
_ ( IREEM
T\ m ) kb
(1\" M4 LM — ML’
en mn ( e ) = — (8 .

Vermenigvuldigen wij de vergelijking met m, dan wordt het
eerste lid:
Lou” + [(L' 4+ M) — Lo/’ + [H + M'Q — MQ'| u.
Verder is
S/ R m' M N

m(-‘):m e LR =
\m, m m r L I

aangezien L& 4 M&{ + N=0.
Differenticeren wij dit, dan verkrijgen wij:

E RN f£Y . LN"— NL'
L ( m A ( m ) S
LN’ — NL’
gl m(m} + L T8 D LA

|

(’ At ')” MN + LN/— NL'r

dus m — 3
: Wil ]
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Het tweede lid, met m vermenigvuldigd, geeft na herleiding
— 2NQy,’ 4+ (NQ’ — N'Q) y,.
De differentiaalvergelijking voor P is dus
Leu" 4 [(L' +M)Q — Lo’ 4+ (H+ MW Q — M) u=
= — 2NQQ’ 4+ (N’ — N’Q)Q.

Dit is de vergelijking (20) voor P.
§ 10. Het vinden van de recurrente betrekking tusschen drie
opeenvolgende Q's en de geassocicerde kettingbreuk.

Volgens P., bl. 377, komt onder zekere voorwaarden met de
integraal

: B m(u)
= / du
J x4u
A
overeen de kettingbreuk
k, |+ ks |+ ky I+
Ix+4 " Ix+4L " x4+
Worden de opeenvolgende naderingsbreuken voorgesteld door:
l\‘l i + f’(n | — I(n
|.\'+[1 ‘“l-\'+!n Lﬁ',
dan is L, van den graad n,

I<H ” " " Tl l

K :
en L" naar afdalende machten ontwikkeld, stemt met de reeks
n

1
overeen tot en met o’

Nu is ook P, van den graad n— 1 en Q, van den graad n en
S -

P I :
(.)" stemt met de reeks overcen tot en met .. Aangezien er steeds
i v )
. . vy n e
een en niet meer dan één gebroken van den vorm 0 kan bepaald
NIt
worden, is Kn=P, en L, = Qu

De coéfficient van den term van den hoogsten graad in L, is
steeds 1, dus is ook Q,=x"4....
Tusschen drie opeenvolgende Q’s bestaat nu het volgende verband :

(2]) e g (.)n = (.\' —,— !rr) (JH 1 + kn (-)raf‘..‘-
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Wanneer nu de differentiaalvergelijking van LAGUERRE

(I3 Lyt gy ety =10
bekend is, kan hieruit de betrekking (21) gevonden worden, en
wel als volgt:
Laat aan (13) voldoen:
(22 BRI () 7 =— i1 o + gax24 ...,
dan is :
Q' =nxr1 4 (n— V) pax® >+ (n—2) gax"7 ...,
Q"———n(n--l)x"*ﬁ—l—(n—l)(n—2)p,,x"*-"+(n—.?)(n——S)q,,x" L
Substitueeren wij deze waarden van Q,, Q" en Q." in (13),
dan vindt men bij gelijkstelling van de coéfficienten der hoogste
machten van x de waarden van p, en g, uitgedrukt in n.
Dan zijn 00K Pa—1, @n—1 €N Pa—g, gn—2 bekend.
Substitueert men thans:

Q= XA e R, XS
Quot = X" - ppaxt—2 - guaxt3 4.,
(R ==X A
in de vergelijking (21), dan vindt men uit de coéfficienten der
hoogste machten van X de waarden van
[, en kn.
Hiermede is de betrekking

(.)_,, — [ —+‘ [ﬂ) (v)n 1 + kn Qn 2

gevonden.

Dit geldt voor n=3. De begintermen kunnen uit de reeks
voor § gevonden worden. Hiermee is dus bekend de geasso-
cieerde kettingbreuk

kK, |+ ks L+ kg |
et h TRt T TR T

§ 11. Het vinden van de correspondeerende kettingbreuk uit
de differentiaalvergelijking voor Q.
Laat de correspondeerende kettingbreuk van & zijn:

a, | a, | a |
|x+|1+| +l1+"'

a |
Pt
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Deze heeft twee soorten naderingsbreuken, die van even en
die van oneven rangorde. De naderingsnoemers van oneven rang-
orde bevatten alle den factor x, hetgeen niet het geval is bij die
van even rangorde.

In verband met deze twee soorten naderingsbreuken kan men
op twee manieren uit de oorspronkelijke kettingbreuk een nieuwe
kettingbreuk maken en wel:

1¢. De kettingbreuk met de naderingsbreuken van even rang-
orde, de geassocieerde kettingbreuk. Deze is:

a | Qs | a, a, |

Y= —— s e — Dl
| x4a, |x+ a3+ a X+ a;+ a, g
of aldus geschreven:
ky | ks | ky |
23) i = — : >
(23) : |x+[1+|x‘|‘[:+|-\'+!:;+
Steeds is dan: ky=a I =aq,.
Kkn = — Qop—2 X Q2p— (it oney + an n=2.

De noemers van deze kettingbreuk voldoen aan een differentiaal-
vergelijking van LAGUERRE.

2¢. De kettingbreuk met de naderingsbreuken van oneven
rangorde.
Volgens P., p. 201 is dan:

a—9__ a, a, [ a, a, x° |
' x |(x+4a)xdax |(x4a)x+4ax
a="_ Maye | a,a, | '
x |x4a-+4+a |x—4a -+ a,
xR = aq, — e s Og 0y = st
’ Y olxdayta, 1 xHa -+ a;
R—a=— aa, | a,a, |

|.\'+H._:+(I_|;—-|-\'+”4+”ﬁ_n“

Noemen wij:

(24) e R St =
dan is
a, a. a.a
.“ . 1 {_. l 3 %4 I

T IxF¥ata, |x+ata
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of
. > |
25 . . . =1 - B
(25) + 7 L B + L + -
waarin = kn = — @21 X Q2n In = Qo + Q2pt1 =15

De naderingsnoemers van £ zijn dan op den factor x na gelijk
aan de naderingsnoemers van oneven rangorde van de correspon-
deerende kettingbreuk voor S.

De noemers van deze kettingbreuk voor & voldoen weer aan
een differentiaalvergelijking van LAGUERRE.

Uit de vergelijking (24) volgt:
[ - a

(26 S R T e

Hierin is a, = ¢, de coéfficient van l_ in de reeks voor &
ontwikkeld naar afdalende machten. %

Uit de vergelijking (1) voor & kunnen wij dan door deze trans-
formatie een vergelijking voor & construeeren, hieruit een diffe-
rentiaalvergelijking van LAGUERRE en hieruit ten slotte de recur-
rente betrekking tusschen de naderingsnoemers voor 1%

Onderstel nu dat bij elkaar behooren

L& + M§& +N=0,

P+ a4+ ry=0,

Q= (x + lrr) Qn-1 “I" kn Qn—2 [ = Qsp—1 + aon.

L% + MR +N=0,

py' +ay+ry=0, _

Qn = (x + in) Qn—l + kn QII-"'..! In= aspy —I— don41.
Bepalen wij nu evenals in § 10 de grootheid p, uit

Qn = X"+ pax"1 ... (g is niet noodig).

en verder l,. Steeds is I = pn — Pn—1.
Evenzoo kunnen wij uit het gestreepte stel vergelijkingen vinden:

en

Pn €N Iy = Pn— Pn.
Wij hebben dan:
[ + aon n=2
In =@ -+ Gt n=1
[n+1 = Qop+1 -+ aopyo el
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Door deze betrekkingen zijn de a’s bepaald en hiermee is de
correspondeerende kettingbreuk

a a | a; | a a.
iy Sly @iy &l 6l

| 2% I X |

te construeeren.
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Toepassingen.

AL 1—xHR' —1=0.
§ 1. Oplossing door reeksen.

Zij gegeven de vergelijking
(1) SRR ([ ) S =1

Lossen wij de verge]ijkfng op door een reeks, gerangschikt
naar opklimmende machten:
R=c,+ c;x+ x4 . .. F a1 X" CaX" - Caa X" ...,
dus
51’=c1—|—203x-§—...+(n—l)cn_lx"—ﬂ—}-c,,x”“’—l—(n-}—l)c,,+1x"+...

Bij substitutie in (1) blijkt uit de gelijkstelling van de coéffi-
cienten der gelijknamige machten

C=1C=.. e Cane— )
= (2n — 1) can1=(2n 4 1) Con+1,
2n—1
dus Con1= 5 T Cont1-
¢, blijft onbepaald. Nemen wij ¢,=0, dan wordt de reeks
: x° X0 x2n+1
(Z) - .‘«\=x+3-1—5—|-...2n+1+,,_'

Deze reeks is convergent voor | x < 1.
Lossen wij de vergelijking op door een reeks, gerangschikt
naar afdalende machten:

L Co
M — : 3 0
d =13 ="

(o 2Cy '
e X" i

dus R =—
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Na substitutie volgt:

CI2=L1: :C’H_O!
2n—1
Cl = 1 Con+1 211 + ]C_N‘—1 3
dus is
1 1
3 : .\‘:—— - e o
( ) v X tb + 5" + (2}.! + ]).\'"”Tl_}-

voor (x| > 1.

Opmerking: De coéfficienten in de reeksen (2) en (3) zijn

4 ; 1 l—f—x
lijk at voor x {1 K=
gelijk, omdat voor { 2 81 —'x
e ]
en voor x > 1 .\\-—2 Bl
1
15F
$ I -\’
of wel Sf=-1Ig ‘
2 “1_1
X

§ 2. Oplossing door een Stieltjes’ integraal.

B (u)
S— (.
1 / 3 'l“ ”dl!
A
In (1) blz. 3is L=1—x*" M=0 N=—1,
dus wordt
- , AL ax
m(—x)=—e . /L" m (— x) = constante.

1
De grenzen worden zoo bepaald, dat L (x) een polynoom
) x4 A '
is, dus — 1 en 1.
De integraal wordt dus, wanneer wij nog u vervangen door — u,

-
Q= C/ du ,
X—u
=1
dan is
1 du L 1y 2C
-“':"'— ' —— Y _— C ) — o
C./ (x — u)* L’ “x—u (..\'——u 11— x*
s 1 i
', gesubstitueerd in (1), geeft: C=1}, dus
1 /! du
= n b TSR BA— -
OF S TS D) / Xl

1
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Is nu |x| < 1, dan kunnen wij de integraal nemen van — I
naar -+ 1 door ’t oneindige heen. Is |x| > 1, dan neemt men de
integraal langs den eindigen weg van — 1 naar 4 1.

Deze Stieltjes’ integralen stemmen overeen met de in § 1 ge-
vonden reeksen. Dit blijkt aldus:

1 1 1/ »< x'—: xn
e =T —— 1 ' jS
S u(x—i) u(+u+u._,+...n,,+...')
. X1
dus is
= ] ! du ] 1 l X \»‘l \
— — J|Jpg—— /= — J:d{[( obd 4 \
% 2 j i1l 2 "/ ¥ + i + ' "]" . "|
=3 =
De coéfficient van x** is:
1L
Conl—tnn o) fr E'_’h-i:] )
e
) 1 l“"‘dl! | 1 du
RO B S ERD { ulntl?
~Lal i
Con — 0.
De coéfficient van x*7t! is:
= 1 du
ntl — 2)"u‘_’ni'_”
=1
1

Cong1 — x
£ 2n 41
Deoze waarden komen overeen met de waarden van de reeks (2).

Verder is
I 1 L 1 (Rl e \
ST u _x(l—i—x—l—.‘t‘“—l-"'x”-i_'”)
x(l— ) :
o Xl > 1,
dus is

1 /

Q= 1 f.] du ,]) /.‘. tiu(-l\_ + :f +J

W —IT a2
=5

e 1.
De coéfficient van o, 1S

L
(_'-_l” o | —_— 2 /I] ULH dU,
- .]
e |
T 2n+41

Deze waarden komen overeen met de waarden van de reeks (3).
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§ 3. De differentiaalvergelijking van LAGUERRE.

Is, als in Hoofdstuk I,
b=l =5 M=0 N=—1
dan wordt (12):
(1—x3)0y" +{—2x0 — (1 —x)Q'{y'4 Hy=0
m(—x)=1 dus

Y, is van graad n en y, van graad —n — 1.
Is nu
Q=gyxt|... en y=cyxr+4 ...,

dan geven de hoogste machten:
— o (/}0 — ]) — 21”1) ']L kp»» "I" coo=0,
pe+0—kp,+...=0.

De som van de wortels is — 1, dus

=l
dus ¢t =0
of Q = constant.
Maar dan volgt, aangezien 't product van de wortels=—n(n-41)

is, dat H dit product als factor bevat.
De differentiaalvergelijking voor Q is dan:
B). . . . (A=x"—=2x"4+n(n41)y=0,

d. i. de differentiaalvergelijking van LEGENDRE, waaruit volgt dat de
noemers van de kettingbreuk voor § polynomen van LEGENDRE zijn.

§ 4. De geassocieerde kettingbreuk.

Laat aan (5) voldoen:

J' — xﬂ' + [in _\-n —1 + q” -\'ﬂ—: + :
Gelijkstelling van de coéfficienten van de hoogste machten geeft
s Kn nin—1)
Pr=0 =Ry
Dus is
nin—1)

), =l 2(2”_1).\'" R

T ) )
Q1= X1 — (n [) (n "')xn 3 + e

2(2n—3)
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Dit, gesubstitueerd in (21), blz. 21, geeft:
n(n—1) / (;1—1)(_(1—2))(,1__3_‘_m‘)

X — sy = ) T =
N (2
dus
1=}
nin—1) _  (n—1)(n—2) Y
~ 2(@2n—1) 2 (2n—3) + ka,
dus
i __(n—l)(nﬁg)_ n(n—1)
T 2(2n—3) 2(2n—1)’
(=)

= (2n—3)(2n—1)
De recurrente betrekking is dus:

L N
(6) e Qn—-\Qn—l—(2n_3)(2n_])an2

en hiermee is de kettingbreuk voor &, afgezien van de eerste
termen, gevonden. Deze kunnen door deeling bepaald worden.
Men verkrijgt dan:

1 2 3 42
RO || 31 RS TS [ 5 8 | SRR TG
L — — —_— e = —
| x SO Y | x | x
of
1| 1| 24 A S| P

M- - =17 —[3x [5x [7x [0x

De correspondeerende kettingbreuk bestaat niet.

B. Toepassing op de vergelijking
(S) PR R SUUE (XSS NR+1=0 voor a > 1.

§ 5. Oplossing door reeksen.

Reeks naar opklimmende machten gerangschikt.
Stel

dan is
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Bij substitutie in (8) volgt bij beschouwing van de coéfficienten
van x’ en x"

—(a—1)c,+1=0 en ncp—cp1—(@—1)c, =0,

A L e BomlE
T a—1 "Ta—n—1""
; 1
— 1 L e e e
==, (a—1N(a—2)...(a —n—1)’
e (— 1)17 -
dus C— (@) Ma— n—1).

Aldus is de reeks:

1 1 1 9
—_—— - X - s
a—1 (a—1)(a—2) (a—1) (¢ —2)(a—3)

Deze reeks is convergent voor alle waarden van x.
Reeks naar afdalende machten gerangschikt:

(9) 8=

Stel
0 Cr
s e ]
R = 3t
dan is
@ — _ 3 N
s = T ‘1" xnt+1

Na substitutie in (8) volgt bij beschouwing van de coéfficienten

van x, : en - 1 x
X XA
(=1 c=—aen —(n—1)cp-1—cp—(@—1)cp—1=0
Ch=—(a4+n—2)c,
ch=(—1"Ya+n—2)(a4+n—3)..... .,
dus Cn— & ])I‘Tbl (a4 n—1).
" ()
Aldus is de reeks
1 ( o (a 1
(10) LTt '\{:x—,\"-'_{— (.\j- )—..

Deze reeks is divergent voor alle waarden van X.

§ 6. Oplossing door een Stieltjes’ integraal.

In (8) is nu
=X, M=—(x+4a—1)en N=1,



a2
dus M " x4a—1
= L AR}
m(—x)=e e = pll= 8 — Ce xoat]

dus
m (x) = Ce *(— x)*~! of als wij stellen C'=(—1)+1C,

mioc)=Cieaa et

Als grenzen kunnen wij nemen O en o, dan is de integraal
0 p— Il e 1
S=C f i ,u-—du

J X-T-u

0
Ter bepaling van de constante C’ gebruiken wij formule (3), blz. 3.
Hierin is:

m(u)\B (et ya—1
L(x)=C (S ) =
(r-}—u) (x) .x—{—u .JL DR(aE=RD:

De vergelijking (3) wordt dan:
“= M (x) m (1) — L (x) m’ (1)

C./ St du-+1=0,
0
00 = et a—1___ ) —ue— 1 P —
C’f - (x4a—1)u x\+ HII +(a —1) u” du—l—-l—U

0

)
—C'(a—1) | et"u**du+1=0,
: 1
7 - L = P "
—C'(a—1Dr'(a—1)4+1=0, dus C =Ti(a)
De Stieltjes’ integraal is dus:
) ] J"L i ”| 'I
< R —
(L) o { [ (a) . X u
De Stieltjes” integraal komt overeen met de reeksen.
Men krijgt nl.:
| 1 X o ok
—_ — T — ]} :
x4+u u u* + u’ = unl i,
De coéfficient van x" is dus:
(_ 1):1 " o=l U"”’l

by — I (@) J e du,
)n
o ] ( ) MNa—n— 1), vergelijk reeks (9)
1 1 1 u' u" -1
—— ik + (_ l)r: -] . |

= SEEIT T e e
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e 198
De coéfficient van o is dus:

Lot ,(i ,])n_ﬁ_l s C—H ”(1-—| unﬁld”
-n Iw(a) ] )

(4]

(=t S
i I (a) I"(a 4 n—1); vergelijk reeks (10).

§ 7. De differentiaalvergelijking van LAGUERRE voor Qn.

b= M=—(x4+a—1) =111
De graad van Q is gelijk aan / — 2 of m — 1, dus © = constant.
De differentiaalvergelijking (12), blz. 7, wordt dan:

XQ" 4 (x4 ) Q'+ HQ =0.
Gelijkstelling der coéfficienten van de hoogste machten geeft
H=—n, dus
(12). . . . . Q"+ x+0)Q —nQ=0.
Stellen wij
(Q — xn —f—l’n-\'”_l _l_ s
dan is Q' =nx""14 (n— 1) paxn—24 ...
Q"=n(n—1)x"2 4.
Substitueeren wij dit, dan verkrijgen wij uit de coéfficienten
vanixasis
nn—1)=(n—1)py 4 ne — np, =0
Pn=n(n+a—1)
en dus Pra=(n—1)(n+4 a—2).
Nu is, volgens (21), blz. 21, In==Pp — Pn-1,

dus h=—0—=1)n+a—2)4+n(n-+4a—1).

§ 8. De differentiaalvergelijking van LAGUERRE voor Q.

Substitueeren wij in de oorspronkelijke vergelijking :
V' —(x4+a—1)8 ===
AN
\i— {-\':-] (Cr==11%

| =

-y K/ K41
M — —

dus ook s
Ve x°
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dan wordt de vergelijking voor &:

(13) . . . . . x—(xF+a)ft—a=0.
De bijbehoorende differentiaalvergelijking van LAGUERRE is
(14). . . . Q"+ (x+a¢+1)Q —nQ=0.

Deze verschilt alleen van (12) doordat a is vervangen door
a -1, dus is ook de oplossing direct neer te schrijven:

lh,—— (n—1)(n4a—1)+ n(n+ a).

§ 9. Kettingbreuken voor K.

Wij hebben (zie blz. 24):
L =—nm—1)n4+a—2)4+n(n4+a—1)=aspn—1+ a
l, =—(m—1)(n+a—1)4n(n+ a)=aw, + ann
ha=—nn4+a—1)4(n41)(n4 a) = anp1 + a2nie.
Hieruit volgt:
lp— b= {—(n— 1)(n+ft—")+(n— DN(nt+a—1){—
—$—nn+a—1)4n(n-+4 a)l.
De beide tusschen accoladen nglaatste uitdrukkingen verschil-
len alleen daardoor, dat n ¢één verschilt. Verder is
lp — lp = aop—1 — Q2n 41,
dus is op een constante na:
p-1=—m—1(nt+a—2)4+n—1)(n4a—1)
of ag—1=n—1.
Verder is
Ih—lhp=i—@m—1)(n+a—1)+nn4a—1){ —
—t—nn4a)4-(n41)(n4 a)l.
Ook hier is dan op een constante na: :
gp=—m—1(n+a—1)4nn4a—1)
of (o =1+ a — 1.
Aangezien a,= -« is, is de constante gelijk nul.
Hieruit volgt de correspondeerende kettingbreuk

1{, a|, 1], a41|, 2|, a42|, 3|, a43|
o o Pl I T P I R P
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De geassocieerde keftingbreuk volgt uit
kn=— Qo1 -2 X G2 —1
In = @2n—1 + az,
dus
kn=—(n+a—2)(n—1)
lh=n—14+n4+a—1=2n+4a—2.
De geassocieerde kettingbreuk is dan:
oy sm Ll le | 26| 342
“Hlxte |xdad-2 0 [xFad-4i v [xFate

- C. Toepassing op de vergelijking:

(17) X (x— 1) &' — e —1) (x— 1) + (6— 1)x} K- 00— 1 =0

0>1, 06> 1.

§ 10. Algemeenheid der vergelijking.

In hoofdstuk 1 § 4 is aangetoond, dat Q constant is in alle
gevallen, waarin L hoogstens van den 2¢ en M hoogstens van
den 1¢" graad is. In dit geval moet N een constante zijn.

(17) stelt nu de meest algemeene vergelijking voor, waarvoor
£ constant is.

Heeft men nl. de meest algemeene vergelijking, waarvoor
constant is in den vorm

x—a)(x—0R' 4 (Ix+mR+N=0,
dan brengt men deze door de transformatie
x=a+4+{b—a)t, dusx—-b=(Mb—a)(t—1)
en
dt 1

dx > b—a
in den vorm

a8 | Vla4-m i N
— i ==
AG=1) dt i b—a a5 b—a
Uit de grootheden 1;—14— I;l en / kunnen dan ¢ en ¢ gevonden
i

worden, nl.:
la 4 m | b+ m
— 0 — )

v — i —_—
) a—>b b—a
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Voor de constante N mag men elke willekeurige waarde aan-
nemen, aangezien een factor in & kan worden opgenomen

§ 11. Oplossing door reeksen.

Reeks naar opklimmende machten gerangschikt

Stel

s
(3 -
R ¥ Cn X,

o

dan is
R At

L

— 48

Dit, gesubstitueerd in (17), geelt:
(e—1)c+e+o—1=0
0-+4o0— ]7

(6 s

=1

en
(N—— 1) Cﬂ-—] _-n(‘n_(Q—l_U_‘z) Cnd] +(Q'_' ])C,-;:O

o+o—n—1
_ = Cn—1;

i _Q—IZ-——-I
dus is
" :__(g—l—-nifn—])(g—-l—nmn),,,_(Q+n_]')
n (0-—-[1—1)(0 — H)(g — n_]—]) _____ (!_,_1)

_ - P40 Tl—n—1)
es " (o) I’ (u—l—ri—-r'l—l)

Aldus is de reeks
o4 o0—1 (n—l——r:—2)(0+q_])
S ——
(18) i f')-""l (n = 2') (”___])

(0+0—3)({J+n-— '))(n+n_])
(0 —3)(0— ))(n— 1)

Deze recks is convergent voor | x| <C 1.
De reeks is een hypergeometrische en wel

0+”:——1 F(z“"i’_”, li 2'_{), X).

(19). . &= =
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Reeks naar afdalende machten:

Stel
R{ — I:i 7CH
o ‘l" xn?
dan is
W — _ % N
=y ‘]— \‘H"i‘l

=1
—260+¢—(@+oc—2)e,+(e—1)=0
e 0
Lf‘_r_)-{—n'
cn
—IIL‘;,+(I!—I)C,,_l——(Q-l—ﬁ-—z)('n-f—(g-—-])C,,__[ZO
L ngppe=td
“"—1:+£;+(;——2‘”"
dus

o f— (== 2)(n=0—3) 70
"T@teto—2teta—3)...(c+o)

Moo T'(o4n—1) }
e TI'(o+o-n—1)

Aldus is de reeks:

Cp =

N ik RS e Ay 4
(20) & = x+(_)—]—0 X' (o4o)(odo4-1) .\‘"“—I—(t_)—{-n)(@—{—n-{—l )(o-}-0-4-2) x* 1

Deze reeks is convergent voor | x| > 1.
De oplossing is te schrijven in den vorm:

\__._1 .'.“ .1‘
(2]) J S Jou '\\_'\.I (".’v I'L’ _+_ g, \)

§ 12, Oplossing door een Stieltjes’ integraal.
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In(17) is L=x(x—1) M=—(@—1)(x—1)—(@—1)x,
dus

Lpe1 L o—1

x Tx#_i)dx

m(—x)=e
m(—x)=Cx2—1(x— 1)1
mx)=C(—x)? 1 (—x—1)""L
De grenzen voor de integraal zijn — 1 en O.
Men vindt dus voor &
O(—u)p =1 (—u—1)°—1
| = —
e / x4 u
—]
of
htz,0 =1 e Y=
St==1{" / G e e du
X—u

(R]

of als wij stellen C'=(—1)’"1C

~l g0 =1 = o—1
@ — C’f e (it}
X—u

dit.

Bepaling van de constante C’ geschiedt uit de formule (3) blz. 3.
Hierin is:

( ) 0 o
(:-I-:u)_l“[ —

De vergelijking (3) wordt dan:
(OM (x) m(u) — L (x) m' (1)

C:‘/ I dh’-+-g+0-—- 1=0
=
of
, (TM(xX)m(—u)—L(x)m' (—u
C/ )m( x)——H() )(izz—{—g—l—tjml:(),
of
N RS (1= ESa T '
C [ =k (x— D= D~ 1) —o—1)ui +
0

+u(u—1)ie—1)(x—1)+ @ —1)x{]dx 4o —40—1=0.
Binnen de haken staat:
(o—Nx2—(o+o—2)ux*—(c— 1) x4 (040 —2)ux
—(—D w4 (e+o—2)w'x+(e—1)x— (o +0—2) ux
=30 —1)(x+u)— (040 —2)ux — (o — 1){ (x — u),
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dus is:
1
C'| u? 2 (1—u)®~2[{(o— 1)—(o-+o0—2)u}x+4-(o—1)u—(o—1)]du+-o0-4-0—1=0.
0
De coéfficient van x is
r1

C' | ut—2(1—u)f’ {0 — 1) (1 — ) — (0 — 1) u} du =

0

~1 -1
=C'[lo—1) [ u2—2(1 —u)° " 'du—(e—1) [ u?=1(1 — 1)~ *dul.

0 i
Dit wordt bij invoering van B-functies

1
B(p, q) = / uP=1 (1 — u)?'du,
0
=C'[(e—1)Ble—1, 0) — (6 — 1)B (o, 0 —1)].
Aangezien
B(p,q)=B(p —1 = e
(P, q) (p '@Xp+q—r
wordt dit (¢ 40— 1)B(e, 0) — (¢ + 6 — 1) B(o, 0) =0.
Dan houden wij over:

-1
(4 / =1l —u) = o—1u — (o — Didu—+o0-40—1=0

(]

of “C%wﬂUfW:UMWYWm+Q+n—I=Q
— A= 1)03(9 —1,0)+eo+0—1=0,
dus el — B(;, 3)
Nu is B(p, q) = II‘.(({: ))_I‘:(g)) :
dus (o= EOar0)

- I'(@r()
De Stieltjes’ integraal is dus:
g I'o+40) fub (1 —u) !
22) . . . . S=="=T du.
I'(0)I' (o) X—1
4] '
Gemakkelijk blijkt de overeenstemming van de Stieltjes’ inte-
graal met de vroeger gevonden reeksen, nl.:
1 1 X x*

X=—Uu_ u’ '



40

Dus is de coéfficient van x*:
o 1
Lifofido) / u? n2(1 — u)*'du,

=T rre),

G

Mota g, n—1,0),
N 1 (0= o) AR (o=l )R ()
T (DG (M (0B oE=sit et 1) &

_Tlto Tle—n—1)
N'e) I'et+o—n—1)

in overeenstemming met de reeks (18).

Verder is:
-

1 1 u
S R g e

x —
De coéfficient van x=? wordt nu:
MR PO i s
Cn =15 (o) I (0) / u+n—=(1 —u)*'du,
0
_I'(e+o9)
(D)L () A e
_F(Q—*—O)' l‘_(g-{-—n—l)
~ TI'(e) F(etofn—1)

in overeenstemming met de reeks (19).
De beide coéfficienten kunnen in denzelfiden vorm geschreven

worden, nl.
. 4
sigd) / w2 P2 (1 — u)* ' du.

0
§ 13. De differentiaalvergelijking van LAGUERRE voor Q.

In de vergelijking:
LeQ” 4 [L'—M)Q — L Q 4+ HQ=0

is
M=@(@—1)(l—x)—(c—1)x.

L=x(x—1)
Q is van den:graad /—2 of m—1 (zic. Hoofdstuk I, § 4),

dus Q is een constante, zoodat ook H constant is.



41

De vergelijking is:
Xx—=1Q"+[2x—1—(e—1)(1 —x) 4 (6—1)x] Q' 4+ HQ =0,
xX(x—1)Q"+}i—o+(o+0)x{ Q +HQ=0.

Uit de coéfficienten der hoogste machten volgt:

nn—1)4+(+on4-H=0
H=—nn+o+40s—1).

De differentiaalvergelijking voor Q is dus:
(23) x(x—1)Q"+i—o+(o40)x{ Q' — n(n4o+o0—1)=0,

Dit is de differentiaalvergelijking van de hyper-geometrische
reeks.

De oplossing voor Q is dus

Qer=F(—n, n4+o04+0—1, o; x), d. z. de Jacobipolynomen.
Is nu Qn=2x"+pyxn—14 .

dan is p, uit de hypergeometrische reeks op te schrijven. Overi-
gens kunnen wij p, ook bepalen door in (23) te substitueeren:
T — .1” _I_[) \‘II —1 +

Qn' = nx" =14 (n — l)p,, s i IS T
Q' =n(n—1)x"—24 (n — 1) (n—2)pax"—34...

Dan is de coéfficient van xn—1.
Hn—1)(n—2)+(o-4-0) (n—1)—n(n4-o04-o0—1 N pa—n(n—1)—on=0.
Hieruit volgt:
. nn-o—1)
],”——211—‘—5_'—-}—0-——2-
Wij hebben dus:
nn-4o—1) Iy
211_{_”_}_”_,).\ +...

" e n—1Dn4+o—2) , ,
) —_— -1 < .
(,\_H | — X )" , 0 , - 4 X + .o

Nu is In —Pn—pPn—1,

er = X" —

dus
—==1Dn+4+0—2) a(n+4o—1) _
! 2n+4-o0+40—4 R 2n+4+o-4Fo—2
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§ 14. De differentiaalvergelijking van LLAGUERRE voor Q.

Substitueeren wij in de oorspronkelijke vergelijking:

xX(x—D& —fo—1)(x—1)+(—1)x} R Fo+o—1=0.

g2 +1
en
I (LAY
/== L—+ 1
X x2

dan komt na herleiding:
(29 . . x(x—1D& —ilo+o—1)x— ol R+ 0=0.

De bijbehoorende differentiaalvergelijking voor Q, is dan ook
te vinden door in de differentiaalvergelijking van LAGUERRE te
substitueeren:

L=x(x—1) M=o+ (1—po—o0)x

Deze is

(25) x(x —1)Q"+{—1—o4(o+o+1)x{Q—n(a+o4-0)=

Vergelijken wij deze met (23), dan blijkt, dat alleen o is ver-
vangen door o -+ 1, zoodat ook de geldende uitdrukking voor /, te
verkrijgen is uit die van /; door vervanging van o door o041, dus

(n—=1)(n40—1) n(n-o)

Ih= 2n+o-+0—3 2n-|—;_)-+—aull

§ 15. Kettingbreuken voor R.

Wij hebben dus:
(n—1)(n+4o0—2) nin+4o—1)

= n i S g Y A e e + 2.
/ (n—1)(n4o0—1) n(n - o)
=

2n + o+o—3 2n+o+4o—1 = U2, -+ A2p11.
nin4o0—1) (n1)(n 4 o)

= e — = 241 + 2p42.

[n-l 2”-]"9-]"”—2 2!1-’--’_)-—1—()
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Hieruit volgt:
In — In = a2n1 — Q2n41.

7y il [( I—])( 1-—0—?) (!1-—])(n+9—1)‘_1 n(n+o—1) n(n-+ o)

\2n+o+0—4 2n+o+0—3| [2n+o+o—2 2n+o+o—1)

De twee tusschen haken staande uitdrukkingen gaan in elkaar over
door n te vervangen door n--1, dus is op een constante na:

(n—1)(n+0—2) (n—1)(n+4o0—1)

CUSlEs 2n+o-+4o0—4 2nto40—3 g
o n—1 7
 (2n4o+o0—4)2n—4o40—3)
{(1+o—2)(2n+ o0 —3)— (10— 1)(2n+ o+ o—4)}
e (n—1)(n+0—2)

')n—|—u—|—r:—4 ()fr+r)+ﬂ—3
Evenzoo is:
In— 1 =020 — 2p4-2.
I _[ln—0)(n4+0—1)  nndo—1)
A T 2no+0—3  2nFeFo—2
= nn-- o) (1) (n+0)
2”-{—9-{—”“—] 2”—1—9—{—0

dus op de constante na:

fi+o—1 : . ‘
@2n — (2nto+o—3)(2n+o+o—2)" tn=1)(2n+e+o—2)—n(2n+e+o-3){
ey (n4o0—1)(n4-040—2)

=T @it et o—3)2n—o—40—2)

Nu volgt uit de eerste a's weer gemakkelijk, dat de constante
gelifk nul is.

Hieruit volgt de correspondeerende kettingbreuk:

@ — ]|__Q—‘|—-n _((_)—i—n)(l_)—‘—-(i“‘l"l)!_
B | ] | X
(04 1) (0 + o) 2(0+1) l
(o4to41)(0o+4 o+42) _(_?+f1+2)(..’+”+5)' enz
| 1 | X !
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T e+o+3)x
Door contractie is hieruit de geassocieerde kettingbreuk te ver-
krijgen, dan is nl.

20 +1) | F+aw+qu

!n pm— azn—] + a‘ln
kn=— Qn-2+ Q2n 1.

en de kettingbreuk is hierdoor bepaald.



HOOFDSTUK III.

Toepassing op de vergelijking:

X(x—1)(ax — 1) —
— Ho—1) (x—=1)(ax—1) 4 (6—1) x(ax —1)Fa(r—1) x (x —1){ R 4
4+ Ax 4+ B=0.

§ 1. Opstelling der vergelijking voor K.

In alle gevallen, waarin in de vergelijking:
LY 4+-MR4+N=0

L hoogstens van den 2", M hoogstens van den 1%t® graad is,
is © constant. Dit is niet meer het geval, wanneer wij thans voor
L en M polynomen, respectievelijk van den 3den en 2den graad
nemen.
De vergelijking (1) van blz. 3 is thans:
(x—a)(x—b)(x—c) R 4+ (Ix* 4+ mx 4 n) K +N=0.
Substitueeren wij hierin:
x=a-+4((b—a)t, dus x—b=(b—a)(t—1)

.r—¢'=(£‘—(1)(::;:ji—lf)

dx = (b— a)dt,
dan 1is:

(b—a)(c—a)t(t—a) (:} : ;;[-— 1) t‘tfi.\: aF

+[lla4- (b0 —a)ti>+mia+4 (b—a)tt + n] R 4+ N=0.

. o D — . eyt 7 .
Stellon wij (_’_:::rt, dan is de vergelijking te schrijven in
den vorm:
t(t—1)(at—1) R —

—Ho—1)(t—1)(at—1)4(o—1) t(at—1)Fa(e—1){({t—1)} R 4+-N=0,



46

waarin:

_l*+ma—+n :l_lb"-’—}-mb-}-/z t:l—{qz+ﬂ(:—+—n
(a—b)(a—c) (b—a)(b—c) (c—a)(c—0b)
Nu is in § 4 Hoofdstuk I bewezen, dat wanneer L en M zijn

van den 39¢n en 29em graad en aan de vergelijking een Stieltjes’

integraal voldoet, N een polynoom is van den 15'" graad.

o=1

Wij gaan dus uit van de vergelijking:

(1 . . ... .. x(x—1)(ax—1)8 —
—i(oe—1) (x—1) (ax—1)4(o—1) x(ax —1) 4 a(z—1)x(x—1){ K +
+ Ax 4+ B=0.

Wij willen dit geval beschouwen als een uitbreiding van de
toepassing C van Hoofdstuk II.
Terwijl men vroeger had:
L=x(x—1)
M=—jloc—1)(x—1)4 (6 —1)x{,
heeft men thans:
L=x(x—1)(ax—1)
M= —i(o—1)(x—1)(ax—1)4(6—1) x(ax—1)Fa(r—1)x(x—1){.
Voor z=1 zijn L en M beide deelbaar door ax — 1.

Wij wenschen nu, dat voor z=1 het oude geval te voorschijn
treedt. Wij zullen daarom de grootheden A en B eerst later
bepalen, in verband met de constante van de Stieltjesintegraal.

§ 2. Oplossing door een reeks naar afdalende machten
gerangschikt.
In (1) is:
L =ax’— (a4 1) x*+4 x.
M=@B—p—oc—1nax*+la(e4+1—2)40o+0—2}x4+1—p

Stellen wij:

dus
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dan wordt (1)
—jax* — (a4 1) x> 4 x} = e
i 2

+[(8—0 —o0—1) ax’+ ja(o41—2)+o}0—2! ey }? :z ik
+ Ax 4+ B =0. '

Gelijkstelling der coéfficienten van x, x° en =T geeft:

voor Xx: —ft(‘l—]—(3——f_)——0-—r)m‘l—}—/\:(},
of wel A=(+o41—2)ac,.
Voor x":

—2uc,4-(a4-1)c,4-(3—p—0—1)ac, 4| a(o4-1—2)+o+4-0—2{c,+B=0

of:
Bilale+r—1D4e+o—1e,—(e+o47—1)ac,=0.

T s
Voor AT

—(n+4-1) acppr+n(a41)cp—(n —1) cpey + (3—g—o—1)acn 14
+lae+r1—2)+ o+ o0—2{ cs+4 (1 —0) oy =0
of wel:
(2) —(nt+-e0—2)cn1+4la (nt+e+71—2)Fn4o+40—2{c,—
—n4o+to4r—2)ac, .1 =0
als recurrente betrekking tusschen elke drie opeenvolgende ¢'s.
Voeren wij nu een ¢, in, zoodanig, dat deze betrekking ook
geldt voor ¢, ¢, en ¢, dan moet
—(e—1) e tae+r—1)+o+0—1} e, — (o041 —1)ac=0
In verband met de boven opgestelde betrekking tusschen B,
¢, en ¢, volgt hieruit:
B=—(0o—1)¢,
Wij vinden dus:

@ . . . N®)=(+o+tr—2)acx—(o—1)¢,

§ 3. Oplossing door een Stieltjes’ integraal.

In (1) is:
L=x(x—1)(ax —1),
M=—j(o—1)(x—1)(ax—1)4-(0—1)x (ax—1)4-a(r—1) x (x —1)!.



48

Dan is: - :
m(—x)= e_./%‘“' - E,/{?%l Tk Rl A R
dus
m—x)=Cx-1(x—1)"—1(ax — 1)L
of -

mx)=C(—x)?—"1(—x—1)7"1(—ax—1)—1,

Als grenzen voor de integraal kunnen wij nemen — 1 en 0.
Men vindt dus voor &

1 i\ —1(___ 47 = e e T
.\}:C{ (0= Y]_)}_ . (—au—1)"—
0 1
10 —1 (yy — 1)0—1 —1)7—1
(3 fi Lt (u Dr—-— E;zu 1) du
g )

of als wij stellen:
Ci=={(=—41/)2E C¢

T2 =11 — )1 (1 —au) —!
X— U

ST / du.

0

Voor r=1 moet & overgaan in de Stieltjes’ integraal (22)

blz. 39. Dus is
o et
~ I'(0) I'(0)

'e4o0) a1 (1—uw) (1 —au)!
I (o) I' (o) . X—u i

en dus

8 o ME= du.

§ 4. Bepaling van de coéfficienten van de reeks voor R
door middel van uitgebreide bélafuncties.

Er bestaat altijd een verband tusschen de constante, optredende
in de Stieltjes’ integraal, en de functie N(x). De betrekking, dit
verband aangevende, is te vinden uit de vergelijking:

LR+ M& 4 N=0.

Nu krijgen wij voor & na differentiatie en particele integratie,

waarbij het geintegreerde stuk wegvalt:
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hee T(o+ / 77y (oo (] =P (1 —(tu)’“
r()r (o) xX—1u
= }(9—1)(u—1)((111—,1)—]—(0—l)u(r‘tu——1)-{-(1—1)(:1:(11— 1)}.
Gaan wij thans & en &' substitueeren in de vergelijking:
LR+ MR 4+ N=0,

K

X

dan komt er:

__Tle+o)
N=—T() T ()

1
— x(ax —1)(e—1) [du u? =11 —u) 2 (1 —auy—1—
]

~1
S x(X=il) ol (T= 1)/(1’1!11’-’*'1 (1 —a) =1 (1 — au)*—>|

(x—1)(ax—1)(o—1) f du =2 (1—u)o=Y1—au)—1—

0

Wij zien hierin telkens optreden integralen van den vorm:

-1
[duur—1(1 — u)7=1 (1 — au)r 1.

0
Wij voeren daarvoor in:

-1
(D) RN B DR T = [ duw?=1(1 — )21 (1 —au) !

]
en gaan deze bestudeeren voor p, g en r > 1.
Nu is

il = Ty 1= @ =1) o0 (1=1)(2=1)3=1)
(1 —au) le i m: {2 au+ 123 a’u’+...
(Deze reeks is convergent voor | a| < 1, want reeds is u < 1),
dus
=i — A2 —7F
B(p,(},f):[ﬁ(p,q)—k] i ruB(p ,l-l,q)~}-(l ;)(','; ’)u‘JB(p 2,q)+
Nu is
1?
B(p- ], (J]) =— B 2 ")1
(P41, 9 p+q(ll
dus:

S { (1—np (1—n@2—nplp+1)
B(p,q,r)—B(p,q)'l “1.(p H])H'l.2.(p+q)(p-i—q—:—1)

of
6) . . B(pgnN=BpFU—rp p+taq a).

a4 ...
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Dan is dus:

NG =&t 2 = — 1) (ex—De— 1) Ble—1,0,9+

+ x(ax—1)(6—1)B(o,0—1,7) + x(x—1)a*(z—1) B (0,0, 7—1)].
Aangezien N(x) van den 1st" graad is, moeten alle termen
met x* wegvallen. Dus moet:

(7) (o—1)B(o—1,06,7)—(6—1)B(0,0—1,7) —a (t—1) B(o,0,7—1)=0-"

Aan deze betrekking is voldaan, aangezien:

1

fd =1 (1 —u)’~'(1—au)—11=0 (¢>1,0>1)

0
of :

-1

(0—1) ﬁ u"— 1—u)* 1—au)'—(e—1) / 2= (1—u)**(1—au)—'—

(i} 0

-1
—a@—1) [ (1 —u)et (1 —auf— =0,

1]

waaruit (7) volgt.
Wij vinden dus:
N =1 EE2 @+ 1) = DB~ 1,07 —
—(o—1)Ble,0—1,7)— a2(z—1)B(g, 0, s —1)} x—(e—1)B(o—1,0,7)]-
Nu kunnen wij volgens (7) B(e, 0, z— 1) uitdrukken in
B(o—1, g, 7) en B(g, 6 —1, 7).
Dan is:
N(x):‘_1(5’4"(";[3(9_1)}3 (0—1,0,7) 4 (a—1)(o—1)B(e,0—1,7)} x—
—(e—1)Ble—1, 0, 7)].
Aan den anderen kant is:

N(x)=(@+o+1—2)ac,x— (g —1)c,

BT (=1 o
9= (o) (o) > ¢!

(o + o)
(Q —-l—r‘ + R 2)(1[‘1 r (”) r (”) X

X {e—1)B(e—1,0,7) 4 (@ —1) (e — 1)B(e, o — 1, D},

dus is:
’ n! r)

€1l



dus is volgens (6)
B [(o+-0) s
(o+o+ 2)ucl——-r( )r(o)i( —1)B(e—1, 0)F(1—7,0—1,0+0—1,a)
+ (a—1) (6—1) B(¢, 0—1)F(1—1, 0, 04-0—1, @)}
lr((:)Jur(?) T‘;o(i)nL)l) Ut eo it Dol
+ (a—1) F(1—1, g, 0-0—1, a)].

Nu geldt in ’t algemeen:
®) F(@p,7,2) 4 — 1) Fl@,p+1,7,2)= """ 2F(a,f-+1,741.2)

/
gelijk gemakkelijk uit de coéfficienten van 2%, z en 27 (voor n=>2)
is aan te toonen.
Passen wij dit toe op
Fl—z0o—1,04+0—1, &)+ (@a—1)F(l —r, 0,0+ 0— 1, )
dan verkrijgen wij:

_T(oto) T(@)1(0) o-potr—2
(o4o+41—2)¢ ~1(0)1() (oo 1)' oFo—1 F(1—r7,0,0-}-0,a)

dus

T oz1-0) o,6) F(1 —1,p, 040, «
Cl_']'-(e)l-(”) B(g: )I (1 !..)\_+ y 't)

I'o4-o
(0Z1:0) B (o, o, 7).
(o) I'(0)
Vergelijken wij deze uitdrukking van ¢, met die van ¢,
I'(u—f—u)
Blo—1, 0,1
[(0) I'(0)
dan zien wij, dat alleen in de B-functie o vervangen is door o — 1.
Bewijzen wij thans, dat ook algemeen geldt:

6=

{‘l )

__I'o+0)
(9) S8 N .{‘,,--!,(Q)I‘(”)B(.r:—{-r_) Npar))

Wil dit juist zijn, dan moet volgens de recurrente betrekking
(2) tusschen de ¢'s, ook waar zijn
—(n4o—2)B(n4o0—2,0,7)+
+ilantotfr—2)4+nto4+o0—2{Bn4o—1,01)=
=M+e+otr—2)aB(n+o 0,1)
of volgens (6):
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—(n+o—2)B(n+o—2,0)F(1—1,n+p—2,n+tp+0—2,0)+
-Fsa(nd-o+r—2)+n+4-o-+0—21 B(n+o—1,0) F(1—1, 14-0—1 N-toto—1,a)=
—(n4+o+o41—2)aB(n+op,0) F(1 —7,n+0p, n-4o-+to, a).

Of'—(n+p+a—2)F(1 e o e RS oG ) e
fa(n+p-+1—2)+n+4o+to—21F(1—7, n+o—1, ntp+o—1, a)=
—lnte t;ﬁf;fl”f” D aF(1l—vn4pn+e+toa).
Nu geldt algemeen:
(10) —7F(a, f,7,2) + 12(B—a+1)+7{F(g, f+1,7+1,2)=
:(IJ—”-:PI PN F(a, 42,742, 2),
/
gelijk weer uit de coéfficienten van 2%, z en 2" (voor n=2) is
aan te toonen.
Substitueeren wij in (10)
a=1—1, f=n4po—2, y=n+4p+4+o—2, z=a

dan verkrijgen wij de betrekking tusschen

F(l—z, n4p0—2 n-+oe-+o—2 a,

F(l—z,n+po—1,n+p-+o—1,a)en F(l—1,n-4p, n+4po-+409, a).

Wanneer dus de betrekking (9) juist is voor c¢,—1 en ¢, dan
is zij dit ook voor ¢z+1. Nu geldt zij voor ¢, en ¢, dus voor
alle ¢’s.

Laten wij ten slotte zien, dat de waarden van ¢, overeenkomen
met die van de Stieltjes’ integraal.

Nu is:

1
X—1u

L

dus is de coéfficient van x=" in

@ — " (p + o) /‘u'-‘ Ll — )™ (1 — tzu)" ldu

T (o) I (”) ; e L |
Cn = :‘((‘::)—II_((:,)) / un+e=2 (1 — u)*=' (1 — au)'du,

__TI(e+09) = LEn
Cn—-l,(p)l,(ﬂ)B(ﬂ—l—y 1, p )

in overeenstemming met (9).
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. . . Cn+1
Uit ¢, en cp41 is te vinden r, = 2.
I

Dan is nl.:

B(n-4o, g, 1)

= B(R—}—pm—ﬁl.;_f)
2B B(H+p,ﬂ) F(I—T II—I—U, !l-l—n+0 (!)
B(f!+p—1 O)F(l—‘( Il—l—p—l n—l—u—-f—o—l )
Nu is
Bt )=, 0L Bto—1,0),
dus

(“) Cn+1 R H—}—p—] F(} —— 14 II—]—n R+p—|—0 (I
. n+4o+o—1F(1—r, /1—{—;;—1 n4p+4o—1, )

§ 5. Bepaling van het polynoom £,.

In Hoofdstuk I § 4 en 7 hebben wij bewezen, dat de graad
van Q, gelijk is aan /—2 of m — 1. L en M zijn hier respec-
tievelifk van den graad 3 en 2. Q, is dus van den 1%t¢" graad.

Het polynoom Q, kan aldus worden voorgesteld:

(12 )R N () — g =D
Trachten wij thans de coéfficienten g, en g, te bepalen.
De cerste gebroken vorm, door welken wij
(]
R=4 %48
y c
kunnen benaderen is: 3
— 2
(o)
Wij gaan nu £, uitrekenen:
Steeds is (zie I'lnnfd\'tuk 1 § 2)

52 e L ((\n e Prr(ln ) ”‘I" 1'\”) (Jn + N(\n .

Pi=c; Bit=0

Nu is

(‘)12_\'“— “ (\)_1’: 11

terwijl L, M en N de waarden hebben zooals in § 2is aangegeven, nl.:
L=ax’— (a4 1)x* 4 x.

M=Q@B—p—o—vjax’ 4 la(p4+1—2)F+o+0—2{x41—)p.
N=(p+4+0+4+1—2)ac,x — (p — 1)c,
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Dan is dus:
Q, =— jax’ — (e + 1) x* 4 xj¢ +
1 [B—p—o—1)ax*+falp4r—2)4o-Fo—2] x+1—pl (cx—c)+-

1o+ o1 —eex (1 —o)a] |2 =28 x5

Nu is Q, van den 1ste" graad, dus moeten de coéfficienten
van x* en x* gelijk nul zijn.
De coéificient van x” is:
— e, +ac, (3—p—o0—1)fac (o4 o0+41—2)=0.
De coéfficient van x* is:

(@t1)—ac;(3—p—0—1)+
falp+1—2)+pFo—2ic—2(+o+r1—2an+(1—0o)¢
of
—(o—1)coFjalo+r—1)+pF0—1}c;— (oot r—1)ac=0
zie (2) blz. 47.

De coéfficient g, van x is:
H=—c¢ —-:“(n—i-f—")—l-v‘l-d—ZiC +(1—o0) e+
CoCa.

+lo+otr—2a —2(1—0)

1

Nu is ¢, uit te drukken in ¢, en ¢,. Wij vinden dan:

(13) go=c|—e F1ele+)+e+ol—le+o+

Ten slotté vinden wij voor den bekenden term:

0

Co
Sa=—=0(1—p)F (1 —0p) COC—-_'
1

of bij vervanging van ¢, door ¢, en ¢y
Co”
(14) g, = co|+ (0—1)—la(p+41—1)4-p+40—1{ —{-(n—}—aJ[-r—-])(rC
o}
Deze beide waarden van g, en g, houden ten nauwste ver-
band met de recurrente betrekking (2). Merken wij verder op,
dat een factor f in Q geen invloed heeft op de differentiaal-
vergelijking van LAGUERRE. Afgezien van dezen factor f, zal dan
waarschijnlijk algemeen gelden:
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(15) — (1o—1).. + falatot1— 1) ntpfo—1j—

(ll+p+ 4+t —1)ar,.
(16) gy=(+o—2)—ta(ndo+1—2)Fn+o+o—2{r+
+ (n+p~+0+41—2)ar,’
Cnt1 y

25

Voor 't bewijs zie men de volgende §.

De waarden van g, en g; zijn ook anders te schrijven, g, bevat
nl. den factor «, terwijl g, expliciet geen « bevat, doch alleen
in de r grootheden afhankelijk is van .

De waarde van g, kan aldus geschreven worden:

8 =o— [— (1o —1)crrt-la(n o r—1n-to-to—1}cnii—
—n+o+to41— 1) ary).

Volgens vergelijking (2) kan men hiervoor schrijven
| :
gr=r —(tototr—Namp—(ntototr—1an
Nt
(15) . . .g=4otod1—1)(rppm—r)a

Evenzoo heeft men:

=(n+e—2)— " lleln+o+r—2+n+o+o—20c+
+(nto+otr—2 ] =(+p—2)— " (140 —2) co.
16) . . . . g=@+e—2)(1—-")

waarin r, =-

§ 6. Bepaling van het polynoom H,.

Uit Hoofdstuk 1 § 4 en 7 volgt, dat H, thans van den 2d¢n
graad is.
Verder hebben wij in § 7 bewezen, dat
hy=ng, tmy— (n 4 1) 1,1
zijnde h,, I, en m, de cotfficienten van de hoogste machten in

H., L en M.
Nu is h=aen my=@B3—p—0o—1)a,

dus hhy=—nn++p+o+4+1—2)ag,
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Het polynoom H, is dus:

(17) . Hp=—n@m4e+4o04+1—2)ag,+ x4 h,.
De coéfficienten van H, zullen wij bepalen door weer eerst

na te gaan H,.

Wij weten nl., dat Y e EE ] oplossing is van de diffe-
1
rentiaalvergelijking van LAGUERRE voor n=1.

De differentiaalvergelijking van LAGUERRE is:
(18)F SN gy ry =0,
waarin :
p={ax*— (a4 1)x*4-x{ (gox 4 21),
g=|[(le+o+7)ax®—{a(e+ 1)+ o+ o} x4 o] (gox+21) —
— jax’ — (a0 + 1) x* 4 x{ g,
r=h,x* 4+ h,x + h..

Nu is
y=x— ;’, dusipi=1Sy =0}
dus q+f'(xﬁij)=0.
Dit geeft:
[(¢ +0+1)ax®—ta(e+ 1)+ e+ ol x4 o] (gox 12 1)~
— jax® — (a4 1)x2 4 x} g, 4 (hox2 + hyx + hy) ( )\ =o.

( 1 /
In deze vergelijking moeten dus de coéfficienten van x%, x%
x en x" gelijk nul zijn.
Dit geeft:
(o 40+ 1)ag, — ag, + hy =0,
(o404 ag—la(e+0)+e +osb.,+(u+1) —hy 2+ =0,
—fale+1)+otolg—og—g— +,,_0
Cs
0g, -—]I) —
€y
Deze vier vergelijkingen zijn voldoende om de verhouding der
coéfficienten g,, gy, hy, I, en hy te bepalen. Daar echter g, en g,
reeds bekend zijn, laten we de derde vergelijking achterwege.
Overigens zij opgemerkt, dat als men 7, /1, en A, elimineert, men
een betrekking: tusschen g, en gy verkrijgt, waaraan voldaan is.
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Voor hy, hy, h, vinden wij:

hy=—(+c+1—1)ag,
(19) hy=—(o+ o+ 1) ag, +}“(0-|—r—1)-|—-0+f'—12go—
: —(o+otr—1ag, =

(20) hy=og, - “

O

Nu is de algemeene waarde van /, bekend volgens (17).
In verband hiermee stellen wij op de algemeene waarden van
hy en hy, nl.:

21) . . . hy=—n(n+o4o+41—2)ag,,
22) . . . h=—nn4o+o+r—1)ag +
+nia(nto+1—2)+n+o+40—2{ g — n(n+o+o4r—2)ag,r,

@3 . . . m=n@to—1)g -
n

I, bevat den factor «?, aangezien g, den factor a bevat.
i, bevat den factor «, hetgeen aldus is in te zien:
h=—nn+o+4o+41—1)ag
1
+ng ””(”‘}"9‘[“7_’2)"['"'*‘9“"”_‘?s(n (n4-o4-04-1—2)acy 1],
“n
hh=—nn+o+o-41—1)ag + ngy (n + 0 —2)cp-a,
n’
1
hh=—nn+4o4o4r—1)ag, +ninto—2)2 T
n=
go heeft den factor «, g niet, i, heeft dus ook den factor a.
h, bevat geen a.
Wij zijn nu in staat om A&y, &, &, in de grootheden r uit te
drukken. Dit geeft:

@) hh=—nn+o4o41—2)(n4o4o0F1—1)(rn1—ra) @
(22) hh=—nn4o+4 041 — ”(”+U—“2)(1 I ’:n“\)”'

I'n—1

v 1
23) hy=—nn+o—1)(n+4o0 — ))( —_ ]
Fn— iy
§ 7. Bewijs voor de juistheid der gevonden waarden
voor 2, en H,.
Gaan wij na, wat de waarden van g,, g, f,, i, en h, in de
vergelijkingen (15°), (167), (217), (22) en 23" worden in de drie bij-
zondere gevallen.t=1, a=1 en a =0.



Ky =k
: . . gp=il
Uit (11) volgt: 11’,,_.,2_‘_.‘{-3_'_6_1
Verder is:
—ee Ml e
gﬂ_n—l—g—}-ﬁ—l P n4-o40—1
h, = — na*o hy = 2nac h, = — no.
Dan is

]
Q=gx+ 4= PP e gy (ax—1)

H = hx*> + hyx + hy=— no (ax — 1)~
Voor N(x) volgt uit (3) en (9): (o +0—1) (ax-—1).
De vergelijking (1) is dan deelbaar door ax — 1 en wordt:
x(x—1DR —fe—1)Ex—1DF(@—1)x{fk 4+0+40c—1=0.
De vergelijking (18) is dan deelbaar door (ax —1)* en wordt
na herleiding:
x(x—1)Q" +f—o+(+0)x{Q—n(n+o+0—1)Q=0.
Deze vergelijkingen komen overeen met die van H. II toe-
passing C, gelijk het geval moest zijn.
i =t
Nu is altijd: ( =
F I t—ﬁ) 1)
24y . . . F(a, B, 7, )== =
Uit (11) volgt dan:
”_+_@_-—' 1
"= nFfototi—2
. l'o+o) (o4 1—1) rn4+o—1)
e G e s T (G)I1(0) P(ntototr—2)
Verder is:
g o—l—r—l b o o-41—1 _
=t ototrt—2' 7 ndotofr—2
hy=—n(c+4+1—1), h=2n(c+41-—1), h,=—n(o-+41—1).
Dan is

A—

a+r—1 |
n+o-4o —{-I—~2( =)
H=—n(o —{-r—])(x—.l).

1) WHITTAKER, Modern Analysis, § 136, p. 241.



Voor N(x) vinden wij:

De vergelijking (1) is nu deelbaar door x — 1 en wordt:
Xx—DR' —je—N)(x—1)F(c+r—2)x] 8 +
I'o+o )l"i('rj-}—rf ]..)-—0

rJ)I ( ot+of1—2)7
Vergelijken wij deze vergelijking met (17) van H. II, waarin o
vervangen is door o -7 —1, dan blijkt dat van deze vergelijking
de oplossing gegeven kan worden door de volgende Stieltjes’

integraal :
o L Moo Plotr—1)
ototi—2T0Oretotr—2 %

Fletotr—1) a1 — a2

———dl

l"(Q)l'(o_-[—r—- 1) ; X—u
of

du

=

(o0 + o) /-1 u?" (1 — y)+™—2

I'(0) I' (o) . X—u
0

en deze laatste komt overcen met de Stieltjes’ integraal, die wij
verkrijgen door in (4) a=1 te substitueeren.
De vergelijking (12) is deelbaar door (x — 1)° en wordt:

x(x—1)Q"Fte+o41—1)x—p{ Q' —n(n4o4o041—2)Q=0.
Dit is in overeenstemming met de vergelijking (23) van H. II,
wanneer wij weer o vervangen door o 41— 1.

3t —0,
Dan is
I n-t+o—1
A e o — ]
aJ
£ =0 &=

’ -—n-l—g—{—n—l

hy=0 hy=0 hy = — no.

De vergelijkingen (1) en (18) gaan dan over in de vergelijkingen
(17) en (23) van H. I
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De gevonden waarden van g, g, h, i, en h, zijn dus juist
voor n=1, a=0, a=1 en z=1. De waarde van Q, kan
dus van de gevondene alleen verschillen door een term van den
vorm

alfa—1)(r—1)(n — 1) X.
Wij zullen nu bewijzen, dat deze term niet kan bestaan.
Nu is altijd

_ le+o)
CR—WQ)'[‘_(‘(J)"B(H—I—Q“_],U,T)
of:
o Tlto) Tate—1

T Tatoto—) F(1 —7,n +0—1,n40+40—1,a).

Is = geheel en positief, dan is ¢, een polynoom in « van den
graad = — 1. Dat ¢, in 't algemeen in a van den graad 7 — 1
is, blijkt wanneer wij letten op de Stieltjes’ integraal voor &

o — (o -|— o) ue (1 —u)(1— au)—?
T (o) (o) v/ x—u

0

du,

waarin (1 — au)™! voorkomt.
Is nu evenals in § 3 v. H. |

P — apxt-a/x =t =00 + a1 x 4+ ag,
er = ﬁu X" + ﬁl x”ﬁ] + LA _l'- fif"~1x '}' ﬁ”

en nemen wij voor f, een functie van den graad nul in a, dan
zijn volgens de vergelijkingen, die de @’s en fi’s bepalen, alle f's
van den graad nul en alle a’s van den graad r— 1, waarbif,
aangezien .wij hier met een Stieltjes’ integraal te maken hebben,
steeds a, =0 is.

Dan is dus
P, van den graad r—1 in «,

Qn » ” » ”“l " a,
Nu is steeds:
fgn =L (I)ra'Qn — Pnan) ‘I" MP,Qx + N(\),rr:-
Aangezien L en M van den eersten graad in « zijn, zijn
L (P.'Q. — P.Q.") en MP,Q, van den graad 7 in a. Dit is ook
het geval met NQ,°, omdat Q, van den L,ra.ul nul in @ is en N
van den graad =.
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f9Q, is dus ook van den graad 7 in a.

Kiezen wij nu voor f een functie van den graad T— 1 in a,
dan is Q, van den eersten graad in «. Quadratische termen in
@ kunnen dus niet optreden, de factor X van den bewusten term
moet dus nul zijn en hiermee is aangetoond, dat de gevonden
waarde van Q, juist is.

Wij moeten thans nog bewijzen, dat ook H geen correctieterm
kan hebben.

Nu is: Q=gx 4+ g,
waarin g, den factor a bevat. « komt dus voor, gecombineerd
met x.

De vergelijking van LAGUERRE is:

LeQ" 4 [(L'—M)2 — L2'| Q' 4 HQ = 0.

Hierin zijn de verschillende termen quadratisch in «, en wel
blijkt uit de waarden van L en M, dat ook daarin steeds « ge-
combineerd met x optreedt, hetgeen ook het geval is met de
verschillende termen L2 en (L'— M)Q2 —LQ". Dan moet dus
ook in H elke a met een x gepaard gaan, dus «® met x%

Nu is echter de juistheid van de coéfficient hy van x reeds
bewezen, waaruit volgt, dat ook H geen anderen term heeft.

§ 8. De differentiaalvergelijking van LAGUERRE voor Qn.

De differentiaalvergelijking (18) wordt thans:

(25). . . jax®— (a4 1)x2 4 xi Zox ) QY=
+ [+ 0 4+ 1) ax® — (a (o 4+ 0 4 o0+ o) x - ol (g,x -+ g) —
—1ax’ — (a4 1) x* + x] 2] Q" - (hyx® 4 hyx + 1) Q = 0.
Stellen wij nu:
Qn =x"+4 ppxn-14- ...
dus Q”’ = nx"-! + (” = ])pn-‘:” B "l" ilels
(\)”ul-: n (” = ])xn 2 + (n e ]) (’1 i 2)[’!1-\.” b + ]
dan geeft substitutie in (25) en gelijkstelling van de coéfficienten
der gelijknamige machten, 't volgende:
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De coéfficient van x7*2 is nul volgens het verband tusschen
g, en h,, zie (21).
De coéfficient van x"+' geeft:
n(n—1) fag, — (a4 1) g} + (n—1) (n —2) ag,pr +
+nl(e+ o+ ag —tale+1)+etotgt(@+1D)&l+
4+ (n—1)pa i to+o+1ag, —agld+h + pahy =0
of :
nag, (n-+o-+o+r—1)—ngi(n-+o-F1—2)atn+oto—2i+h=
= —Pa ;(!l - l)ubl} (n —|_ 0 + _I_ T 3) + hOS'
Nu kan men in ’t eerste lid /, elimineeren, daar deze afhangt

van g, en g; volgens (22), evenzoo in het tweede lid /.

Men verkrijgt dan:
— 7 (" + 0o + + Ti— 2)(1‘51!,—;: = Pag, (2” + [ + a + T — 3)
Hieruit volgt p,, nl.:

(26) . n—l—_o—|—o—|—-r—2

P:1=—”2”+0+ —|—-r—3

Voor t=— 1 wordt dit:

— H"}‘D'l"”_l II—*—n b .

—l 9,,+,,+0_)’I_|__(,+ﬂ_1 zie blz. 53 (11)
9 daprls=il
= 2!1—]—0—]—0_.2

in overeenstemming met de waarde van p, in toepassing C
H. 1, blz. 41.

Uit Pn— — ;?—:_(;_:_ j_TT —q/n
volgt Pn=—(n— 1);1_:_‘;-:_ —:_TT__‘; Tae
en hieruit de grootheid I, uit:
Qn = (x + 12) Qn 1+kﬂQn 2,
nl. In = Pn — Pn—1.
dus
ndototi—3  ntotofr—2

(27) f,—,:(fl )2’1+{)_1_0+T = In—1— On—i—n—{—f)—*—?—'j Tn.
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§ 9. De differentiaalvergelijking van LAGUERRE voor Q.

Gaan wij in de oorspronkelijke vergelijking (1) substitueeren:

g=%+¢
X
dus
S R R +&
X X2

dan wordt deze:
f\{ f4¢| 8 + ¢
i (G e N
of na vermenigvuldiging met x
x(x—1)(ax— 1R — (x — 1) (ax —1) (R +¢,)
—io—1) (x—1)(ax—1) + (6—1) x x(ax—1) 4a(r—1) x (x—1)} X

X (& +¢) +(o+o+1—2) ac; x— (o—1) cox =0,
of

x(x—1)(ax —1) &' — jo(x — 1) (ax — 1) J
+o—1)x(ax —1)4aft—1)x(x — 1){ 84- N =0.
Hierin is:
N=—¢ fo(x—1)(ax —1) 4 (6 — 1) x (ax — 1) 4
+a(r—1)x(x — 1) — (0404t —2) ax?} —(o—1) cpx

N=[lled+r—1a+4eo~4o0—1}c,—(0— 1) c,] x — oc,.
Aangezien ¢;, ¢, en ¢, samenhangen volgens de recurrente be-
trekking (2) vinden wij:
(28) . . . . .N=(o+o47v—1)acx — oc,.
De vergelijking voor & is dan:
(29) x(x—1)(ax—1) R —jo(x —1)( (ax—1)4(o—1)x(ax—1)4-
+ale—1)x(x—1)§ 84 (o 40 4 v — 1) acex — oc, = 0.
Vergelijken wij deze vergelijking met (1) in verband met (3),
dan blijkt, dat ¢ is vervangen door o<1 en de indices van de
¢'s ¢én hooger zijn geworden. Deze verhooging van de indices
van de ¢’s kunnen wij ook verklaren als gevolg van de vervan-
ging van ¢ door p -1,

of
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Volgens (9) is nl.:
_Tle+o) L)
C"_]—"(Q)F(U)B(n-’_g INGRT)!
Vervangen wij hierin o door o+ 1 en noemen we dit ¢,
dan is:

Moot 1) gy 4 09

oy =

" Tle+1r()

] a
OIS

of

Ch —
0

Onze vergelijking (29) is nu aldus te schrijven:

x(x—1D(ax—1){ —fo(x—1)(ax —1) 4 (6—1) x(ax—1) 4

-|—a(r—l)x(x—])2ﬂ—}—(g—f-o—l—r—l)agj_U o +Urn_0
! moet dus den factor ij)-o bevatten. De oplossing van de
vergelijking in reeksvorm is dan:
§—_9 5 o Cas1

waaruit blijkt, dat & uit & kan ontstaan door de indices ¢én te
verhoogen. Dit is trouwens in overeenstemming met het boven-
genoemde verband tusschen & en &, nl.:

e
X

AP —

0 = ey . .
: _‘I_G- in & heeft wel invloed op de tellers, doch niet
i

op de noemers van de komende kettingbreuk. Dit blijkt ook hier-
uit, dat r, dezen factor niet bevat. Wij hebben n.l.:

De factor

Cn Cni2 :
== — In41.
Cr Cnt1

Door de vervanging van ¢ door p - 1 zijn wij in staat om
dadelijk de differentiaalvergelijking van LAGUERRE voor Qg op
op te schrijven en de samenhangende grootheden Pn €n Iy

Dan is

(30) fn=(n— ])2;;{_—{— r::— U_:—::Z =L -’)in_l__:f::_ -:_:: l) I'ni

vergelijk (27).
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§ 10. -Kettingbreuk voor K.
Wij hebben dus:

= (n—

”+°+ —]—r— ’1+f’+”+f"“

211-{-0—]—0—}4 o 2’I+”+U+T " = a1+ azn,
Il+ 'I' “]‘T_ n-{—_-{—o-}—r =
2fz+n—|-a—|—r—3 L—(n—,—])zn_}_'g_’_o_{_t;l'rn%—l—O:En 1 Qe

Hieruit volgt:

In— I, = Qop—1 — A2p41.
Dan is op een constante na:
) n+o-4-o —|—r—') nto-4o —-]—'(—3 i
2nFototi—4"" " 2ntofofr—5 """

n= 2).

(31) ayp1=—(n—1

Evenzoo is: !
,rr — [n+1 — oy — Mp 40
en is dus op de constante na:

e L A=l n 19
g S\ neeh s 2) 2nt-o+ot1—4 2ntotofr—3(’"
of

; U S o4+1—2)(n+o4o0f1— '
32 Qf — n > &
(32) @z = @nteFotr—3)@nteTsfre )r (n>1)
Nemen wij r=1, dan vinden wij:
n+e+o—1 n+o—I _n+toto-2 n+o—2
2n+p+o0—3n+o+o—1  2ntoto—4n+ o+o—2 E
P (n—1)(n40—2) .
2n+4o+0—4)2n+ o+ 0—3)
Evenzoo:
e (n4-o4o0—1)(n4o0+0—2) (n4o0—1) =
"= T @nteto—3)@ntofo—2)(ntotao—1)

(H;—{-\r_:—l)(”—l—-g—}—n—?) .
2n+4o4+0—3)2n+4o040—2)

Deze waarden zijn in overeenstemming met die van toepas-
sing C, Hoofdstuk II, blz. 43.

Qop—1= — (n—1)
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Nu zijn de eerste a’'s:

ay—C 0, = — = = (C” Ci)
{1 A T 3= T g, ¢,

en hieruit zien wij, dat de constante gelijk nul is.

De correspondeerende kettingbreuk is nu :

il L G| N Rt P U
&l al & ol etotrtlc
@mﬂ_wx ke | 1
3 i il e i B e+o+7 ¢
7?9+U+T+2 €y ot+otr+10ct

A 7—|—39_j—_}.1:|—_r—]—2([
| 1
ifiaplartar Al L Uandarsas L)
_Clofotrtde  etotr+3cl
| X
ototr+20todrdlg
_oFotriFs0dtatitac|
| 1
gletotrd3e etotrt2g ,
S L -T0E v A0 RCTMMNOR Tk e O/ | T
| - -

Cnz.

Deze gaat voor r =1 over in de kettingbreuk (26) van toe-
passing C, Hoofdstuk II.

Door contractie is uit (33) de geassocieerde kettingbreuk te
verkrijgen.

Over de naderingsbreuken van de geassocieerde kettingbreuk
kunnen wij 't volgende opmerken:

P oy CS
! stemt met de reeks overeen in \f-}- 2 en bevat als ver-

Q,
Cy

houding van de ¢’s i
1

P, ST C ot g2 Ca il
Q. stemt met de reeks overeen in : 1= o -+ % -+ \_“1 en bevat
g cy

als laatste verhouding van de ¢’'s °

G
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In ’t algemeen:

n . C] f‘n (.n—l 1 Con
— ¥ a I 3 —
Q, stemt met de reeks overeen in i -+ ... = + - T +"'x—‘"
: Cnd
en bevat als laatste verhouding van de ¢s i’i
n

§ 11. Behandeling van het bijzondere geval

o=oc=1=2 a=—1.

In 't algemeen was onze vergeliikine :
g g g

X(x—=1)(@x—1) K"~ —1) (x—1) (ax— 1) +
-{—(a—l).\'(ax—1)—|—rz(r—1).\'(_\'—-—]){.\{’—}—Ax—}—B:()
waarin:
Ax-{—B:(g—{—n+r—2)m‘l_\‘-(g—-])c“
. __T(e+o) e g
(-r:'—l‘(g)la(n) B(""’"u 1, g, )

B(n+o—1,0,1)=B(n-+40—1,0)F(1—r, n-+o0—1, n4-o4o0—1, ).

De hypergeometrische reeks F breekt af, wanneer r geheel en
positief is, en wel des te cerder naarmate r kleiner is. Daar
het geval =1 reeds behandeld is, nemen wij thans 7 =2,

Nemen wij verder @ = —1, dan heeft onze differentiaal-
vergelijking  drie  singuliere punten en wel in x=—1, x=0
en x=-+1.

Voor =2, a = — 1 verkrijgen wij:

I"(o - o) I'(n40—1)1"(0)
—1, —1,n- —1,—1
" =)o) F(nteofo—1)  ATe—lnteto )
of
ole+1)....(c4+0—1) 9 n .
= 2n <4 20 3 — 2).
~(nfo—1)( ri+9)~---(ﬂ+v~l-"-—l)( 2ok s sl
Als o even is, valt de factor 2n 420 40— 2 weg tegen een
der factoren in den noemer.
Nemen wij weer het eenvoudigste geval o =2, dan is

L o(o-41)
T “(n+u—1)(n+~+l)
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In dit geval verkrijgen wij dan:

, _(de—D(tet1)

— (to(nto+2)
Qg1 = — (1—1) (n4-0—1)(n+e+1) (n40—2)(n+0)

~ (2n+o) (n+o) 2n4-o0—1) (n+o—1)
zie (31)
(ndet+1(n+eo—1)

(2n = = 17 zie (32).

T (nto) @nto) Cnto+ 1)

Nemen wij ten slotte ook nog ¢ =2 dan is in het geval van
0 —d—re—D r— |l

i 3.4
"= (1) (04 3)
po—(n41)(n43)
"= (n+2) (1 +4)
s )l @a+3)  n@t2)
a1 =—(—=1) |50 T~ 1) @+ 1)

S (. )
2(n+2)(2n+3)
In dit geval wordt onze vergelijking:
x(x—DxF+DK—CBx*—1)R]4+2B8x+42)=0.
De oplossing van deze vergelijking kunnen wij geven als
Stieltjes’ integraal, als reeks of als kettingbreuk.
Wij vinden dan respectievelijk:

Q=3 2/“11(1 — u) (14 u) ,
; [ X—1
L1
DT L L P (R Sy | |
e 12.4 \+3.5.\‘J+4.G\ e \
3‘ 2.4 5 _ 2.4 &
)| ey | T S RN
[ | ] X |1
6 3.5 b {7 4.6 |
__2}25 4.7”_259\_3‘26 5.9”_
| X | 1 | R e o o

Nemen wij x=1 dan vinden wij voor de integraal
=
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Het getal 5 kan dus op de volgende manieren geschreven worden
als reeks of als kettingbreuk:

R R et e 10
O_—3'4’2.4+3.5+4.6+""1
3 2.4 5 _ 2.4
s 2| 3.5 2.4 35|
[ | TR 1A | 1
5 2 }6 3.5

RO EART | e | 25 TR ANTAL
(1 | 1

waarvan de eerste betrekking is af te leiden uit de waarde van
de volgende reeks
1 1 1 3
13 T2a2t3s T = 4
Door aan ¢, o, v en « andere waarden te geven kan men
meerdere betrekkingen afleiden.

Noot. Kettingbreuk voor e.

Wanneer een differentiaalvergelijking is gegeven, kunnen wij
vragen naar de oplossing als kettingbreuk.

In 't algemeen kunnen wij elke functie trachten te ontwikkelen
in een kettingbreuk door eerst na te gaan aan welke differentiaal-
vergelijking de functie voldoet. Ook constanten als # en e kan
men in een kettingbreuk ontwikkelen door eerst bijvoorbeeld een
functie van e te ontwikkelen. Opdat ecen zekere functie volgens
onze methode kan ontwikkeld worden in een Kettingbreuk is
noodig, dat de functie ontwikkeld kan worden naar negatieve

machten van x, hierbij beginnende met

Nu is
o L '\nl_' '\.:l
(_1+A—}—2!+3!—{—...,
dus 1
- 1 1 1 1] 1 1
1 X — <A
: __l-f-.\-' I_2.7(‘"-*_3! .\"+4! .\"+"
en ,
1 11 18] 1581
o = — -
R s Ty T [
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1
e — 1 is dus een functie welke ontwikkeld kan worden naar

: ey - 1
negatieve machten, hierbij beginnende met =t

Nemen wij 1

dan is

dus voldoet & aan de volgende differentiaalvergelijking :
xR +8/4+1=0.
I M=1 N
De differentiaalvergelijking van LAGUERRE is:
Q"+ (2x —1)Q' +HQ=0.
Uit de hoogste machten volgt H=—n(n-1), dus
Q'+ 2x—1)Q —n(n41)Q=0. |
Nemen wij aan

Q — X" __I_pnxn—l +q”xrz—2+- Mg,

dus
Q =nx*14+(n—1)px"2 4 (n—2)qunx" >+ ...
Q"=n(n—1)x"—24(n—1)(n—2) pu X" 4= (n1—2)(n —3) g X" *4-...
Dit, gesubstitueerd, geeft:
(n—1)m—2)p,+2(n—1)p,—n—n(n-+1)p,=0,

Nu is

dus ph=—1%
en
(n—2)(n—3)gn+2(n—2)ga+ s (n—1)—n(n-+41)g,. =0,
n—.1
dus A2n— 1)
Nuis p.=—13%, ppaa=—1%, dus ,=0. n=2.

Verder is

Q= XQn—1 + knQn-2,

n=il 12 R
A ) iR
n— 2

= x| Xase—dr s — xn—3 ‘...l tn (X" 2 alis: 4}y
_A@ e e A )k (58 )

dus

A= ,‘]) xn—1 __I_
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waaruit volgt:

=51 n—2
4(2n—1) 4(2::—3)+k"'
dus
1
[ — o — —— voor n=2.
= T —3)En—1) O 1 =2
Nuis ;=1 ¢en [ =— 1.

Wij krijgen dus de kettingbreuk

1| 1 1|
. o ] TR, 43'."5‘ 4.5.7|
S e e e
of
| 1 ' LI
: | AT 4.3.5| , 4.5.7
c-\=l+]_\._é’+| oy
Voor x =1 wordt dit
13| a5 5]
e=14 1 3+|“315+f";""+.
of
1 |ETRRL| ST || L S|
f“'l+|1+|4 +1w +|4 +| +|4.11+|13+

De naderende breuken zijn :

3 19 193 2721
1 7 71 1001 °°°°

Vergelijken wij hiermede de kettingbreuk, die P. geeft, p. 134:
E=112R1302 81 N1 84 8101 SO0 1 1R B 1 ST S T
waarvan de naderende breuken zijn:

2 3 8 11 19 87 106 193 1264 1457 2721
11 3 4 7 32 39 71 465 536 1001

De naderende breuken, welke naderende breuken zijn voor
onze kettingbreuk, zijn onderstreept.

q
P. geeft op dezelfde bladzijde een uitdrukking voor )7e, dit
1

houdt verband met onze ex.
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De kettingbreuk voor e kunnen wij ook aldus schrijven:
1 1
’3—”'\1 +\2 3+|2 5+|2 7+]2 9+° :

en hieruit leiden wij 't volgende af:

2| 1 | 1| ) 1|
""1—'}"1'4’1"2’3+l ff5'|'|2.'7'+|'2’9+
dus
=il W) 1 150 | e
5 =11 T2 3t 2.5 T2 T
2 1| 1 | 1|
E’—"l‘]‘l'lz 3T 12.5 Fi2 7 1

Tellen wij bij beide leden 1 op, dan is:
ez 108 pe | 1 | 1|
'f’_2+|2.3+|2.5+\2.7+'

e— 1

dus
e—1 __ | 1 |
e+ +12 3+12 5+|2 7t

e+ 1 |2
zie P., p. 353.

7T . .
Ook voor 4 kan men aldus een kettingbreuk vinden door te

beschouwen: . el
{t = arctg :
en later x=1 te nemen.
Wij vinden voor ; ;
7 1 | 1| 9| 16| 25 |
= +5+ e
zie P., p. 351.
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