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??? ERRATA. Bladz. 19, regel 14 van boven, staat Â§ 1, moet zijn Â§ 2.â€ž 20. â€ž 3 â€ž onder, â€ž (2) Â§ 1, â€ž â€ž (4) Â§ 2.â€ž 32, â€ž 11 â€ž â€ž â€ž (2) van Â§ 12, â€ž â€ž van Â§ 11.
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??? INLEIDING. Alle reeksen van de gedaante co an e~\'Kn s n=0 waarin s een complexe veranderlijke voorstelt en an en ln re??elegetallen zijn, noemt men â€žreeksen van Dirichlet". Bijzondere gevallen van deze reeksen zijn het eerst gebruiktdoor Lejeune-Dirichlet bij zijne onderzoekingen over het klassen-aantal der kwadratische vormen met een gegeven determinanten bij het bewijs van het theorema over het aantal priemgetallendie voorkomen in een rekenkundige reeks. Sindsdien is er eenuitgebreide litteratuur over verschenen, welke men uitvoerig kanvinden in het â€žHandbuch der Lehre von der Verteilung derPrimzahlen" van E. Landau. Dit werk geeft een volledige uiteen-zetting van de theorie dier reeksen. Ik zal er steeds naar ver-wijzen als â€žHandbuch". Verder is in 1915 verschenen: â€žThegeneral theory of Dirichlet\'s series" by G. H. Hardy and Marcel Riesz.Dit geeft ook de algemeene theorie, hoewel minder uitgebreid,benevens eenige nieuwere gezichtspunten over de sommabiliteit. De theorie der bedoelde reeksen is echter nog verre van volledig.Men kent nog niet de noodige en voldoende voorwaarden waaraaneen functie moet voldoen om in een reeks

van Dirichlet ontwik-keld te kunnen worden. Of anders gezegd, men weet niet in\'t algemeen door welke analytische kenmerken van de functie deconvergentielijn van hare reeks van Dirichlet bepaald wordt. Dathet niet de polen zijn, is uit voorbeelden bekend. Het doel van dit proefschrift is de studie der functie diebepaald wordt door de reeks 1 1.1 1^.1 2 3S 2. 4 5S



??? Het is een reeks van Dirichlet waarbij ln â€” log n _ 1 .3...(2/z â€” 1)?–2n = 0 â€” ^ 4 2n \' In de jaren 1910 en 1911 is het onderzoek dezer functie alsprijsvraag uitgeschreven door het Wiskundig Genootschap.Antwoorden zijn er niet op ingekomen. Enkele hoofdzaken vanhet onderzoek zijn door mij reeds vroeger behandeld in Deel Xvan het Nieuw Archief, blz. 416 (1913). De variabele s zal ik, waar zulks noodig is, steeds voor-stellen door s = a 4- i t.



??? HOOFDSTUK I. Onderzoek van de reeks en de co??ffici??nten. Â§1. De reeks I |. A ^ . Â? . .. Zooals reeds in de inleiding is gezegd, is dit een reeks vanDirichlet. Zij convergeert dus in een halfvlak. Om de conver-gentielijn te bepalen, kan worden gebruik gemaakt van hetelementaire convergentie-kenmerk1) Men vindt dan dat de reeks convergeert voor o>f Hiermede is gevonden dat de convergentielijn is en dat de reeks in het gebied o > ^ absoluut convergeert. door dit toe te passen op de reeks der moduli Volgens de algemeene theorie der Dirichletsche reeksen steltde reeks in het genoemde gebied dus eene uniforme functievoor, terwijl men, om de afgeleide dezer functie te krijgen, de *) Eenvoudiger door gebruik te maken van de, in Â§ 3 afgeleide,benaderde waarden voor Con i-



??? reeks term voor term differentieeren mag. De functie stel ik voordoor D(s); dan is dus (1) Dfs) - V 1-3-.â€?â– (2/1-1) _! (1) . . . U{S)~ 2^2.4. ...2n " (2/2 1) nâ€” 0 (2) . . =  U voor Â§ 2. Eigenschappen van de co??ffici??nten a2n i- Zooals gemakkelijk is in te zien heeft men: m â€ž - 1-3.... (2/2-1) _ (2/2 1)! U) â€? â€? â€? â€” 2.4....2n ~~ 2\'2Â?(n\\f (2 )......??2n l = tfo/j-l (3 ).......02/1 1 < ?–2nâ€”1- Met het oog op latere toepassingen zullen hier nog andereeigenschappen worden afgeleid. (4) . . . ??i "f % ---- fl2n l = (2n l)fl2n l. Bewijs: Nemen we aan, zooals voor kleine waarden van mdoor berekening te controleeren is, dat (3) geldt voor alle waardenvan n tot en met m, dan is dus 1 -f as ---- ??2m i â€” (2m -f- 1) a2m i Hieruit volgt: 1 As â€? â€? â€? â€?   ?œ2m B â€” (2t??l 1) 02/71 1  = (volgens (2)) = (2/72 1) l^qjj ?–2m 3 ?–2m 3 = (2/72 3) azm 3. De formule (4) geldt dus ook voor n â€” m-f 1 en derhalvevoor alle waarden van n.



??? Deze eigenschap laat zich ook bewijzen door gebruik te makenvan een der beide integralen: Ti 2 dx 2 f2 (F ??-J sin2n(pd<pâ–  o o De afleiding dezer formule zal ik hier niet geven; men vindtze in de gewone leerboeken over integraalrekening. Door middel van de binomiaalformule vindt men de ont-wikkeling: V?–^X) = (1 ~ X)"12 = 1 ?–3* ^ \' " " "Hiermede kan de volgende betrekking worden afgeleid: (5) . . . ax ?œ2n-1 4" ??s 0271â€”1 4----- Verhef beide leden van de ontwikkeling in \'t kwadraat: j â€” â€” 2 (flx ?–2n_i ---- 02n l Â?i) XB_1. Ook is, volgens het binomium: YZZX = 1 x x2 .. . . Door co??fficientengelijkstelling vindt men (5).Nog eene andere betrekking moet hier worden bewezen: (6) i 4.3as 5??6 .... (2/i 1) a2n 1 = i (2n 4-1) (2Â? 4- 3) a2â€ž i.Neem weer aan dat de formule geldt voor alle waarden van n van 1 tot en met m. Dan is1 3fla 4-.... 4- (2m 1) a2m i = Â? (2m 1) (2m 3) a2m i.Hieruit volgt: 1 3a3 ....4-(2/7/ 3) ?–2/K 3 == | (2/7/ 1) (2m -f" 3) a2m i (2m 3) a2m 3 = {i (2/7/ 4- 1) (2/n 4- 3) 4- (2/n 3)} a2m 3 = (2/72 3) (2m-3Â? 2 l) tf2m 3 = i (2/7/ 4- 3) (2m 5) ??2m 8.De formule geldt dus ook voor n = m-\\-\\ en is derhalvealgemeen geldig.



??? Â§ 3. Benaderde waarden der co??ffici??nten a-m i- Om benaderde uitdrukkingen te vinden voor de co??ffici??nten,kan gebruik gemaakt worden van productontwikkelingen die menafleidt uit het bekende product voor de sinusfunctie: sin x â€” x {\\ â€” * J [\\ â€” (2nf) r {3nf, 7Z Door eerst te kiezen x â€” â€” wordt de, eveneens bekende, for-mule van Wallis gevonden: 7i 22 . 4 ... . (2n)2 1 â€” hm 2 n=a)32. 52. . .. (2/z â€” l)2 " 2/7 â€”{â€” 1Deze kan ook aldus, worden geschreven: 2 _ij 3^5 5.7 (2/7 -0(2/2 1) or â€žLÂ? 22 \' 4- â€? ()- â€? â–  â–  â€? (2/0-Van iedere breuk uit het rechterlid is de teller kleiner dan dennoemer. Alle breuken zijn dus kleiner dan de eenheid. Hetproduct wordt dus kleiner, als n grooter wordt. Hieruit volgt: 2 1.3 3^5 (2 hâ€” 1)(2 n 1)22 \' 42 â€?â€?â€?â€? (2nf ri.3.s,(2/1( , n < 12.4.??....2/2 | \\zn o/_2 1 â€? 3 . 5 .... 2n â€” 1 7i(2n-\\-\\) 2.4.6. ~.2n \' a2n l > |/; Ti (2n 1)0,797 V{2n \\) of (1)......> of zoodat 7T Door nu te nemen x= ^ , in het bovenstaande product voor sinx, komt er: 71 v n=00 42 82 (4/z)2



??? We schrijven ! 1/9-,im 3 Ail 9-11 (4/1-3) (4/2 â€”- 1) 4/2 1TT K z â€” iâ„? 4 " 4 . 8 \' 8 . 12 " " \' (4/2 â€” 4) 4/2 \' An Omdat lim is ook n=*> 4/2 2 1/2-lim 1 5 - 7 (4/2 3) (4/2â€”1)** K â€žLâ„? 4 \' 4.8 â€?â€?â– â€? (4/2-4)4/2 De breuken uit het rechterlid, behalve f, zijn alle grooter dande eenheid, want de teller is (4/2 â€” 3) (4/2 â€” 1) = 16n2 â€” 16/2 3en de noemer (An â€” 4). An = 16/22 â€” 16/2.Hieruit volgt dat 21/2 3 5.7 (4/2 â€” 3) (4/2 â€” 1).-7 4 \' 4.8 4/2 â€” 4 . An of 1/2 . 1 3 5 4/2 â€” 1 6 10 4/?? â€”2 7i 2 4*68 4/2 " 4 \' 8 4/2 â€” 4 1/2 1 .3.5 .... (4/2 â€” 1) 3 5 2/2 â€” 1\' 2.4. 6 .... 4/2 \' "2 \' 4 2Â? â€” 2 1.3.5....(4/1-1) 1 â–  3 . 5 .... (2/2 - 3) 2.4.6.4/2 \'2.4.6.... (2/2 â€” 2)\' \' 1/2 -- > flfcn-l (2/2 â€” 1) K2 71 a2n-i (2/2 â€” 1) Door gebruik te maken van (1) volgt hieruit: V2 ain l <.--.-2â€”:----- J_ 1/(2/2- 1) IA* 2/2â€”11 < 1/^(2/2â€”1) Gemakkelijk laat zich bewijzen dat voor n > 7 1 <ll 2-1 )/ (2n â€” 1) ^ F 4/2 1



??? want hieruit volgt: 4/2 1 <2^ (2nâ€” 1)3 KU- Dus is < O Door directe berekening vindt men dat deze ongelijkheid ookgeldt voor n â€” 1, 2 .... 6.Uit de afgeleide grens volgt 4/2 1 4/2 1 4/2 2 * 04,1 1 < (4/z 2) Vn(2n - 1) of, daar 4/2 1 4n J_ 2 ?–4n 1 â€” a4* 3\'_ 4/2 1 _?–4" 3 (4/2 2) 1/^(2/2 â€” 1)\'Voor > 7 is weer 4/2 1 ^ 1 (4/z 2) 1/(2/7 â€” 1) ]/ (4/z 3) dus ??in 3 <, si (4/z 3) Door direkte berekening blijkt deze formule ook te gelden voorn â€” l, 2.... 6.Hiermede is dus in \'t algemeen aangetoond dat 2i (2n 1) 02Â? 1 < j/ Of . 0,8463 (2)......flin l < 2 0,797 â€” lim (2/7 1) n=oo K (2/2 1) K(2/z 1) alleen voor /z=l geldt dit niet, want as â€”Verder is blijkbaar (3) . . lim a2n i = lim j/- n=oo n=oo \'



??? HOOFDSTUK II. Integraal-vorm en onderzoek der functie voor geheelewaarden van de variabele. Â§ 4. Integraal-vorm voor de functie. Ten einde een integraalvorm voor de functie te vinden, makenwe gebruik van de bekende integraal 1 1 ,-00 en _-_â€” / p-&n-Dxxs~\\ dx â€? â€? â€? â€? (2/2 -f- 1 )s r(s) J x a 0 die gemakkelijk is af te leiden uit de bekende integraal voor der-functie ?’00 XS-1 e-x dx O door daarin x te vervangen door (2n-\\- l)x.Stellen we in de reeks ^ 1 .3. . .(2nâ€” 1) 1~ 2 .4 . . .2n * (2/2 -f l)s voor |ys de integraal uit (1) in de plaats, dan krijgen we (2) 1 V* 1 \' 3 \'\'\' 2n Cxe-(?n \\)x dx w â–  \'r(s) 2-< 2.4... 2/2 â€?} Om aan te toonen dat we hier het Â?-teeken en de integraalmogen verwisselen, beschouwen we de reeks ÂŽ.....i; \'t,.^1 Â?â€? n=O Het is een machtreeks met e~x als variabele.



??? Stellen we e~x = y dan gaat de reeks over in^ 1.3----2 nâ€”\\ 2n,1 n=0 Men vindt nu, door middel van \'t binomium van Newton: (4) _Z_= Y 1.3....2/1-1 x. K) \' K(1 -/) ?¨ 2.4....2 n y De reeks in \'t tweede lid convergeert blijkbaar voor y \' < 1en wel uniform zooals alle machtreeksen. Daaruit volgt dat dereeks (3) ook uniform convergeert voor alle positieve waardenvan x. De reeks (3) mag dus term voor term ge??ntegreerdworden, m. a. w. in (2) mag 2 met j verwisseld worden. Doenwe dit zoo vinden we, door meteen van (4) gebruik te maken: t-?? / \\ i â€? r e~~x w D(s)=V(s) I vv=re^)dx ?? of ÂŽ.....Dv=mfvf=T)dx- 0 Eerst dienen we nu na te gaan in welk gebied deze integraaleen zin heeft. Het eenige punt waarin de integrand onbepaaldzou kunnen toenemen is het punt x = 0 want door de machtvan e in den noemer, nadert hij voor x = oo zeer sterk tot 0voor iedere waarde van s. In de omgeving van x = 0 kunnenwe den integrand aldus ontwikkelen: xs~l dx r dx. 2! 1 ----] J V \\ 1 2! Volgens een bekende regel zal dus de integraal een zin hebbenin \'t geval dat R (s) > -i. Hieruit blijkt derhalve dat de integraalvorm (5) de functie inhetzelfde gebied voorstelt als de reeks van

Dirichlet.Substitueeren we nog in de integraal e~x = sin t hetgeen geoorloofd is omdat x loopt van 0 tot oo.



??? We vinden \\ r2 ( 1 1 r2 ( 1 )s~1 (6) D (s) = â€” 7 - / log . - dt = T~ log -J dt.w w r(s)J l &sin^i r(s)./ I cos tl Â§ 5. Onderzoek van de functie voor geheele positieve waardenvan de variabele s. Door middel van de laatste integraal der vorige paragraaf zijnwe in staat om een en ander te weten te komen van de waardender functie voor geheele positieve waarden van de veranderlijke.We stellen dus s = n en vinden D(") = f(-l^-Hlogsinf)"-1^- - OogsinO"-1^. \'o 0 De reeks Â?_(logShlflxn = eXlogsint==(sinty n=o convergeert uniform voor alle waarden van x tusschen 0 en ^en mag dus term voor term ge??ntegreerd worden. jt xn r2 r2 V y / Oog sin 0" dt = I (sin ty dt n=0 \' "0 \'0 Of 71 m gT ^ (â€” 1)" D (n 1) xn = f (sin ty dt. n=o "o De laatste integraal kunnen we in F-functies uitdrukken. Daartoesubstitueeren we sin t = Vy waardoor de integraal overgaat in de Eulersche integraal: 1 I1 â€”n \\ u ^ 1 1 1



??? Volgens een bekende formule kunnen we hiervoor schrijven â€” y 7i f i r(| , omdat r (â€”] = }/ Ti.We hebben dus gevonden: (i) . . V(-i)"D(/i 0*" = i vâ€ž x.<\\. r(2 l) Deze vergelijking stelt ons in staat om uit eigenschappen vande functie in het rechterlid, eigenschappen van de co??ffici??ntenuit het linkerlid af te leiden. Vervangen we x door â€” x: , r( - r | i Volgens de bekende formule der F-functies is r(??) r(i â€” a) â€” â€” v \' v sin ??Ti en dus 1 r/^iL iUrfi-^ii r[-4 i)=rfi ^ " 2 1 / \\ 21 . X v,(x sin 2 n 12 Door deze uitdrukkingen te substitueeren vinden we:



??? De sinus in den noemer werken we uit en door toepassingvan de formule Ar(a)= r(o i) schrijven weEr komt dan: x r(2- \' cc 1 (2) . . gD(B l)Â?. = KÂ?.-tg2.-r Vergelijken we deze uitkomst met (1) zoo blijkt dat het in (2)optredende quoti??nt van F-functies juist het omgekeerde is vandat uit (1). Dus door (i) en (2) te vermenigvuldigen valt ditquoti??nt weg: 71- co co 1 1 T Â?(-l)Â?D(n l)xÂ?.]T D(/i l)jcÂ? = -i-Â?^tg-2Â?. nâ€”0 n=0 Volgens de bekende ontwikkeling van tg kn is:1 , x â€ž v^ 22n â€” 1 fa _ 37-? V â€”_______ r tt2/I-1 r2/i-2 tg 2 n â€” (2/1)1 bnn x x waarin Bn de Bernoulliaansche getallen voorstellen.Dit substitueerende vinden we: oo ao cc o2rz _ i nâ€”O rc=0 ^ \' \' Na vermenigvuldiging van de (natuurlijk absoluut) conver-geerende machtreeksen, krijgen we, door de co??ffici??nten vanx2n-2 beide leden aan elkaar gelijk te stellen: (3) . . . D(l)D(2nâ€” 1) â€” D(2)D(2/z â€” 2) .... Hiermede hebben we een recurrente betrekking tusschen deD\'s gevonden. Deelen we beide leden door n2n dan toont de formule aan dathet linkerlid een rationaal getal is.



??? Uit de reeks van Dirichlet volgt verder: (4) . D(Â?=Â? \'â€?â€?Â?â€?v.;^ 1.J, , > = Â§ 71=0 1 en uit formule (6) van de vorige paragraaf n 2 (5) . . D(2) = â€” I "log sin tdt = n- log 2 = 1,08856 .... \'o â€? volgens de bekende integraal die door Euler is bepaald.Door middel van (3) vindt men hiermede voor rt â€” 2 D(1)D(3) â€”D(2)D(2) D(3)D(1) = â€” â€” ji4 b i-^-i-^ ~A\\n 24 \' 30 48 2.fD(3)-^(log2)2 = i^. 71 (6) . . D (3) â€” ^"g ^ 0Â°g 2)2 = j 2 (log sin x)2 dx. o Eene andere recurrente betrekking kan op soortgelijke wijzeworden afgeleid. Ik ga weer uit van (1) en differentieer naar x: ou ^ (â€” 1)". n D (n -j- 1) xn~ n = 1 = 2 v"---TT---^--- Door invoering van de notatie r\'(x) , ,^ > / = V\' (x)r(x) Y w kan hiervoor geschreven worden:



??? of (7).....l)Â?/zD(n  = n=1 = } H-r3) - \')| t(- \')" D(Â? l)xÂ?. We gaan nu de functie in eene reeks naar opklimmende machten van x ontwikkelen.Dat deze ontwikkeling mogelijk is volgt uit het feit dat de functiein de omgeving van den oorsprong regulier is; want voor x = 0 is v (i) â€” v 0) = â€” 2 log 2 = eindigzooals we verderop zullen bewijzen.Volgens de formule van Mac-Laurin is ?’ (x) = ?’ (0) f,f}- x x* .... waarbij Bij de theorie van de r-functie wordt afgeleid de formuleV(x l) = y,(l ) o y De volledige afleiding zou ons te ver voeren maar we kunnenhaar gemakkelijk verkrijgen uit de meer bekende formule (zie deleerboeken) rw=â€ž (x)=fie-a- ae~ax \\da. r(x) n ) J \\ l-e-af a O Hieruit volgt namelijk: pâ€” a â€” eâ€”a(x 1) V(X 1)-V(1 )=?’ 1_ee_a--da. o Stellen we nu e- Â? =j; dan gaat deze in de aangegeven formule over.Er volgt uit, door zz-malige differentiatie:



??? dus dus ?’<Â?>(<)) 2" J (Vy i)Vy 0 Hierin substitueeren we logj; = -2f: /(n)(0) = ( l)"4"1 2 ?’ ^ y o Den integrand ontwikkelen we: 00 â€ž(JO /<Â?) (0) = (â€” 1)Â? 1. 2 ^ (â€” 1 I tn e~kt dt.k=1 ^ Volgens een reeds meer gebruikte integraal is: r00 n\' ?’ o dus co 1 ?’ <"> (0) = (- 1 )â–  ! 2. n! Â? (- 1 )* ! , â€žVi = = (_!).Â? 2. â€ž.{g^-ig^}We weten verder dat kâ€”1 waarbij f de functie van Riemann voorstelt.Ten slotte hebben we derhalve gevonden: ?’(Â?) (0) = (- l)Â? i 2 . n ! (l - ^r) Â? (Â? 1) n > 0. Of 1 r1 {\\ogyYdy



??? Volgens de reeds gebruikte integraalformule voor ^(^ 1) is ri v-i/2â€”i a dt /(O) = V (i) - v (1) = ?’ Jy__ jdy = -21 ^ = - 2 log 2.o o Uit dit alles volgt nu de ontwikkeling die we zochten: We substitueeren dit in (7): 00 ^r (â€” i )n. H D (n -j-1) = n=1 = log 2 (â€” 1 (1 â€” 21.) C 1) 1 )nD(" 1 Door, na uitvoering van de vermenigvuldiging, de co??ffici??ntenvan xn~2 uit beide leden aan elkaar gelijk te stellen, vinden wede betrekking: (8) (n-l)D(n)=D(/7-l)log2 U(l-^)a^ l)D(/2-^-l). fc= i x 1 De theorie der f-functie geeft verder nog maar een dergelijke somformule is voor C(2m -f- 1) niet bekend,zoodat we met formule (8) alle D\'s niet achtereenvolgens kunnenberekenen maar ze wel in C-functies uitdrukken. Zoo vinden we: D (4) = 2)3 ?•S ^ lQg 2 i "C (3) en met behulp van (3): D (5) = r^ ^ (l0Â§ 2)2 As0Â°g 2)4 ^ - log 2. f (3).De formule (8) geeft dezelfde waarde van D(5).



??? HOOFDSTUK III. Over de analytische voortzetting van de functie. Â§ 6. Voortzetting in de strook â€” | < " < i door een reeks van Dirichlet. Volgens een algemeen theorema van Landau heeft de functieeen pool in het punt s = Ook zonder hiervan gebruik te makenis het volgende duidelijk. De reeks voor D (s) wordt vermenigvuldigd met 2 waardoor er komt: y )~ 2S 6S ^ 10s ^---- Hieruit volgt, door deze reeks af te trekken van de reeksvoor D (s): (1) 0 D(S)=1 - Â? 1 0 * - sp _L 0 a9 __8S 9, â€?"\' Is het getal in den noemer van een term gelijk aan een vier-voud, zoo is de co??ffici??nt van dezen term = 0; is het een 4v 1zoo is de co??ffici??nt = aÂ?v Â? i en is het een 4v 2 dan is deco??ffici??nt gelijk aan â€”a<iv \\V2.Uit hetgeen vroeger reeds opgemerkt is omtrent de reeks volgt dat de reeks (1) absoluut convergeert voor o >De reeks (1) convergeert voor o > â€” J . !) Handbuch II pag. 880.



??? Om dit te bewijzen wordt gebruik gemaakt van de volgendealgemeene eigenschap der reeksen van Dirichletr Als de convergentie-abscis van een reeks van Dirichlet > 0 is,dan wordt hij bepaald door de formule log (2)......a = lim nâ€” 1 og n De reeks uit (1) schrijven we nu als volgt: Cl-S 1 _ 2 Y1 _L 3??S I _ KK2 , W â€? â€? â€? 2s \' 3s 5s 6s T- â€? â€? â€? â€? . We weten dan zeker dat de convergentie-abscis > O is.Zij S(/z) = de som der eerste n coefficienten van de reeks (3): S (An) = i â€” 21/2 3fl8 .... (4/z â€” = = 1 3?–3 .... (4/2 â€” l)a4n-i â€” - 21/2 (1 3fl8 ... . (2/2 - 1) a2n-i)_ (4n - 1) (4/i 1) (2/2-1) (2/2 1) â€”-------------ajn-l â€” Z VI ------ ?œ2nâ€”l het laatste door toepassing van (4) Â§ 1.Op dezelfde wijze vinden we: s (4/i ,) = (?œHli^ 3) _ S(4n â€” 1) = (*Â?-â– \') (?œl j) ^ - 2 ^M^ ?œ ^ n = oo S (4/i 2) =  3>??to 1 - aaâ€ž 1 Volgens (2) is nu voor S (4/2):log (4/2- 1) (4/2 1) (2/2- f) (2/2 1) ---O-------??in-1 â€” Zy Z-o----?œ2n-1 :lim log 4/2 Om deze limiet te bepalen kan worden gebruik gemaakt van(3) uit Â§3: lim ??2n 1 = c lim , nâ€” oo n=oo (/ i" 1 / Â?) Handbuch II pag. 732.



??? Dus (2n-l)(2n l) -21/2 \' V(Anâ€”1) log An j. log ! (An â€” 1 yi> (An 1) â€” 2J/2 (2n â€” 1)VÂ? (2n -f 1)j : lira tlâ€” co = lim tlâ€” 00 log 8n]/n (-5) log An 1/2 / 1 \\(1 rJ- log SnVn log 4/2 log 8/2 yn 38/2 log An5 32/22 log An . log = lim tlâ€”CO log An log 3 Vn = lim ~~â€”-â€”rt= 00 log 4/2 (Anâ€”l)(4/z-j-l) 1 1 log V2nâ€” 1) : lim tlâ€” 00 : lim n= cc = lim 1 l0g" log 4/2 1 Â? Op geheel dezelfde wijze kan men voor S (An -f- 1), S(4nâ€” 1)en S (An -j- 2) de limietovergang volvoeren. Daarbij wordt steedsgevonden Hiermede is bewezen dat de reeks (3) de lijn o= \\ tot con-vergentielijn heeft; m. a. w. de reeks (1) heeft de lijn o = â€” ^ totconvergentielijn. Thans zal bewezen worden dat de reeks uit (1) voor s â€”Ode waarde O heeft, zoodat D (0) = 0. Zij S (n) de som van de eerste n termen der reeks (1) voors = 0 dan is (ook volgens formule (2) Â§ 1): S (An) = 1 fl8 ... ain-1 â€” V2 (1 a3 ... a2n-1) == (An â€” 1) ??in-1 - 1/2 (2/z â€” 1) a2n-i.



??? s (4n 1) = 1 tfs â€? â€? â€? Oin 1 â€”1/2(1 ?–3 â€? â€? â€? flai-i) = = (4/2 1) a4â€ž i â€” V2 (2/2 â€” 1) fla,-!.s (4/2 2) = 1 a8 . . . ?–4n 1 â€”1/2(1 a3 ... a2n i) = = (4/2 1) ??in l â€” 1/2 (2/2 1) fl2n l.S (4/2 3) = 1 % ... ain sâ€”V2 (1 a3 .. . a2n 1) == (4/2 3) ain 3 â€” 1/2 (2/2 1) o2â€ž i.De waarde der reeks (1) voor s = 0 krijgen we door de limiette bepalen van deze uitdrukkingen voor n = co. Daartoe wordtgebruik gemaakt van de formule Zoo is bijv.: lim S (4/2) = lim j (4n â€” 1) â€”^ â€” 1/2 (2/2 â€” 1) l/(2fl â€” 1) 1)1 \'/2 i2/2 1 4/28n - 1 1 4/2 1 1/(4/2 â€” 1)clim \\V{4nâ€”\\) â€” V2 (2/2 1/2 = 2c lim 1 2c lim 1 i LI\' 8/2 I â€” 2c lim= 0. Op dezelfde wijze vindt men de limiet 0 van de 3 andereuitdrukkingen van S. Substitueert men in (1) voor s de waarden 1 en 2 (bijv.),dan vindt men door middel van de vroeger gevonden waarden en D(l) = !D(2) = log2, de volgende numerische uitkomsten: IL â€” 1 _ V2 4_ a3 i ??“2 2 3 5 1/2 log 2 = 1 I Â?3 Â? Â?5 Â?3 V2 i a7 ,6 "r 7 ~r (1-11/2)(1 â€” 4 1/2) (hV2 i a7 . g2 "1 72 "T â€? en zooals reeds bewezen is: 0 =11 â€” 1/2 % a5 â€” fl31/2 a7 . . .



??? Â§ 7. Voortzetting in dezelfde strook door middel vaneene integraal. Gemakkelijk is na te gaan dat d X \\Sâ€”ll2 I kl â€” er~x) A J\' = ( X V~3/2 _ y.Sâ€”3/2 \\l _ g-*/ â€? (i_e~x)2 " * â€? Nemen we aan dat o > | is, dan blijkt dat de vorm tusschen[ ] de waarde 1 aanneemt voor x â€” 0 en de waarde 0 voor x = 00.Daarom is 1 f dx s â€” I S-3/2 1 _ e-X _ Xe-X â€” rsâ€”3\'2 c _ 1 6 Â? vl â€” e-*/ \' (1 â€” e~*)2Verder is, volgens (5) Â§ 4 â€”1 r(s)D(s)=J yj^zr-^dx a>-i Dus ook 2â€”\'/a r(s)D(s) s- 4.2-Â?/, y 3/2 y(e2x_^~rz \\1 â€” e~xJ (\\â€”e~xf dx 0 of (1) FXs) D (5) - = 2-V?’> j ^  " 1 2 Deze integraal bestaat voor o > â€” J en geeft dus eene analytischevoortzetting van de functie D (s) in de bovengenoemde strook.Want voor x = 00 is de integrand = 0. In de omgeving vanx â€” 0 kan hij aldus ontwikkeld worden: .Â?-(i-x f-H^ r--) 1 \'Sâ€”3/2 ]/(2x-|-2x2-f-"- js \'/2 â€” [(1 X)-I/2 1X2 . JC-S-1/2 (! _ lX)-S-</2 â€” 1] = = Xs"3/\' [1 â€” Â?x ... 4- ix-s sh (1 â€” |-X)-s-\'/2 â€” 1] = = x^l* [- lx (1 (s ?¨) i* ...)] = dx.



??? Is o < J dan geeft de term â€” de laagste macht van x. De integraal bestaat dus voor het geval dat o - i > - 1o > â€” l Is a> | zoo is de laagste macht van x â€” 0 en de integraalbehoudt een zin. Â§ 8. Achtereenvolgende voortzetting in de strooken-iO<?¨; -fOC-i- enz. Door parti??ele integratie zullen we, uitgaande van den integraal-vorm (5) Â§ 4: /OO y-Sâ€”1 V(e^-\\) dx o den factor â€”â€”- v????r het integraalteeken trachten te krijgen. Deze S ^ 1factor moet er zijn, of anders een factor -r^-- We schrij- vs -gv ven daartoe de integraal aldus 10 ,, e2x â€” 1 â€” 2xe2x . ysâ€”1/2--n 2X1\'2 (e2x â€” 1 )3/2 en integreeren partieel: U of 1 r oo p2x_ 1 _9vÂ?2x (1) . r(s)D(s) = -^-lJ x^g^s-j^A. Deze integraal bestaat als R (s) > â€” \\ . Want voor x = oo isde integrand = 0. Voor x = 0 kunnen we teller en noemer vanden integrand naar opklimmende machten van x ontwikkelen. Wekrijgen dan 2x 4^ ....-2x(1 2x ....) xs~>/2-Â?lâ€”-----of 4x



??? De integraal heeft dus een zin als R (s â€” > â€” 1 m. a. w.als R (s) > â€” De integraal (1) geeft ons dus een analytische voortzetting vande functie D (s) in de strook tusschen \\ en Het vermoeden ligt nu voor de hand dat in het punt s â€” â€” ^de functie ook een pool heeft. Om deze ook te voorschijn te laten treden schrijven we (1)aldus en integreeren weer partieel: 1 ra> p2x - 1 â€” OXP\'x r (S) D (s) = - -w_1}â€ž, lx 1 ??>x_ 1 _ 2xÂ?2x !00 r Cs) D Cs") =__\'___*___S_I___1 4- K ) { ) (s - jg 1) 2x1h(e2x â€” 1 fb x |o â€” (e2x â€” 1) â€” (e2x â€” 1 fâ€” 4xe2x (e2x -1)4-12x2e?Šx -i)(si-l)J 22x3\'2 (e2x â€” 1 )4\'2 J o Het grensstuk is weer = 0 en dus is(2)........r(s)D(s) = 1  f xjcS i;,â€”8x2e2x (e2x â€” 1) â€” (e2x â€” 1 fâ€” 4xe2x (e2x -1)4-12x2eix ^ â€”2 2x3l\'(e2xl)5h o 2 Wanneer we nu op dezelfde wijze als bij (1) nagaan in welkgebied de integraal bestaat dan vinden we, omdat de teller vande breuk begint met 8x3: R(s)>-f. 3 Hiermede is dus aangetoond dat de functie D (s) in s = â€” \\een enkelvoudige pool heeft. 4 o - 1 _ 1 _ 3



??? Â§ 9. Analytische voorstelling voor het geheele vlak.Gaan wij uit van den integraalvorm 1 rtx> vSâ€”1 (jv D(s)= 1 \' r(s)J v(?Š*x-\\) 0 Bij het onderzoek naar het gebied waarin deze integraal bestaatis het ons al gebleken dat de grens 0 maakt dat zij slechts eenzin heeft als R (s) > \\. We zullen daarom de integraal splitsenin twee andere: 1 x8"1 dx r00 x*-1_ , V (eÂ°-x - ??) J ]/(e2*-l) U 1 De laatste integraal heeft voor alle waarden van s een zin. Deeerste ontwikkelen we in een reeks die in \'t geheele vlak zalblijken te convergeeren.Beschouwen we de functie i/ V (e2x - 1)\' De pool die het dichtst bij den oorsprong ligt is ni want de functie is in den oorsprong zelf eindig. Zij kan dus volgens de theorie der complexe functies in eenmachtreeks worden ontwikkeld die zal convergeeren voor < n.Zij dan: (3) â€? â€? )/= 1 a12x a222x* a32^ ... | Xj <71. Hieruit volgt: y (eJ_ 1} = yl2jc a^l2X"12 23/2a^3\'2 2^1\' .... We mogen deze machtreeks vermenigvuldigen met en daarna term voor term integreeren tusschen de grenzen 0 en 1. /V(<Â?"ll)rf*= ^f^dx ^a,J\\s-V2 dx . . . . 0 0 0 ,, dX=  s T J ?• â–  â–  â€?



??? Hiermede is dus gevonden: Xs-1 dx , 2n~~1/2 < (4) â€? â–  D \' r(s) V(e2x-1) 1 ^ s n-i- Â°o â€” 1- De integraal heeft, zooals we reeds gezegd hebben, in iederpunt van \'t vlak een zin. We zullen bewijzen dat de reeks ookvoor alle waarden van s convergeert, behalve in de punten s = â€” n j. n = 0, 1,2____ De reeks (3) convergeert voor alle waarden van x waarvan demodulus < n is. De moduli van de termen der reeks uit (4) zijn (5) . 2Â?-". I I ijq^j-, = 2Â?-\'" I.. 1 p((c a!_ty.j-^ â€? Nu is de modulus van den overeenkomstigen term van (3), nadatbeide leden gedeeld zijn door 1/2: 2"-,/2 | an | . | X \\n(3) convergeert voor xâ€”1. De modulus wordt dan (6 )........2"-\'/2 KI. Voor alle waarden van o en t is dus (5) kleiner dan (6), waaruitvolgt dat de reeks uit (4) uniform convergeert voor alle waardenvan s, behalve voor s â€” â€” /Â? Co j^Sâ€”1 Â§ 10. Ontwikkeling van de integraal Q(s)â€”?’in een machtreeks. 1 Deze integraal stelt een geheele functie van s voor en is duste ontwikkelen in een, overal convergente, machtreeks. ^/ x x^dx z00 eslogx , vs" f (logx)n . 0) = l Xy(e2x-l)dX = \\n\\j xV{e2xâ€”-\\) i i u i 1 r00 (logx)" De co??ffici??nten dezer reeks hebben dus de gedaante: dx nll xy(e2x â€”

1) i Natuurlijk kan de functie ook aldus ontwikkeld worden:m o f.^x^dx _ re(s"1),ogx , _v(s-l)!r (logx)^ i i n â€”u i



??? waarbij de co??ffici??nten dus den vorm _ 1 f00 (log*)" , (3)..........n\\J V(?*â€”\\)ax i hebben. Er volgt uit: dx V(e2xâ€”i)\' i Hierin stellen we = --.-V- â€? Daardoor ontstaat er: sin" Â? /Â?bgsin (4).....Q(l)= dt= bgsin 2, 1 e o Daar D(\\) = ~ volgt uit (4) Â§ 9: 1 00 O n 2 â€ž (5) â€? â€? â€? â€? y-bgsin 7=2^" n = 0 Verder is duidelijk dat uit (2) volgt: Q(i)= I (6)......Q\'0) = ?’ dx. I y(e^-i) i Door den noemer van deze integraal volgens het binomium teontwikkelen, ontstaat de reeks: Q\'(l) = / log X ^ a2n 1 dx n = 0 J^ i [ e-(2n Vx\\ogxdx. n = 0 t Door parti??ele integratie: ?’<Â? 1 roo pâ€”(2n l)x g-(2n l)xlog xdx== _--- 1 1Stel hierin x = 2/2 Saat deze integraal over in 1 ,-CCpâ€”t 1 __â€” - dt â€”__iâ€” // fe-(2n i) 2n l J t a?? 2n l ; 2n l als li de integraallogarithmus voorstelt.



??? Dus 00 (7) . . . . Q\'(l ) = n = 0 \' Alle co??ffici??nten kn kan men op soortgelijke wijze ontwikkelen. 1 00 co (B) . . . . kn = ^ ^a.2m 1 ?’ (logx^e-^ ^dx. OT=0



??? HOOFDSTUK IV. Eenige bepaalde integralen die in D-functies kunnen wordenuitgedrukt; reeksontwikkelingen. Â§ 11. Bepaalde integralen die in D-functies kunnen worden uitgedrukt. Uitgaande van de integraal rCO vS â€” 1 (1) . . . . r(s)P(s) = fv*2x_vdx R(s)>i 0 vindt men door parti??ele integratie: i ys 00 1 r00 Ys r W D O = 7 â€? (TOJS 0 T[ W^W\'dx of 0 als men s door s â€” 1 vervangt: fco Ysâ€”1 p2x (2) ... . r (s) D (s â€” 1) = ?’ ^X_lf2dx. R(s)>t ?? Hieruit volgt verder: fOOySâ€”l{p2x_ 1 rCO vSâ€”1 r (S) D (5 - 1) = f x P- dx J ^ dx 0 0hetgeen door gebruikmaking van (1) overgaat in: â– â€?CO vSâ€”1 r (s) ] D (s 1) D (s)| = J ^X_lfl2dx. o De eerste integreeren we weer partieel aldus: 1 r e2x u 1 r.i ir s g2x 2 f sj (e2xâ€”\\yi^X)~s(e^-\\yi2]0^sJ x (e2xâ€”\\yi*e ax 01 0 0 1 rÂ°Â° xse2x 3 i\'r xse2x r (s) D (s - 1) = s j dx - ^-J -dx. o o



??? In verband met (2) volgt hieruit na rangschikking: r 00 vSp2x j {J*- lfh dx = ir(s^\\)\\??(s-\\)-D(s)[ o en na vervanging van s door s â€” 1: ?’00 V sâ€”lp2x J^ZL Yfkdx = h r(s) 1D (s-2) - D (s - 1)|. o Deze integraal bestaat alleen als R (s) > Â§ zooals blijkt, doorop te merken dat voor de grens x = 0 aan deze voorwaarde moetvoldaan zijn. Verder kunnen we nu weer een formule afleiden die met (2)overeenkomt: ^ op Xs-ie2x _ xs~x rÂŽ__x8"1 / yhaxâ€”j (e2x â€” Ty??\'X^~J (??2xâ€” ?? ?? o De eerste integraal van het rechterlid vervangen we door dewaarde uit (2) en vinden dan na rangschikking: r00 xsâ€”x (4) . f ^â€”^rdx = ir(s)\\D(s-2)-4D(s-\\) 3D(s)\\ R (s) > f. Op de integralen uit (3) en (4) kunnen we nu weer dezelfdebewerkingen toepassen als op die van (1) en (2). Zoo voort-gaande vinden we de volgende formules: /oo Ysâ€”lp2x 1 (el_1)7/a5 r(s))D(s-3)-4D(s-2) 3D(s-1) |. o /â€?CD j^S â€” 1 ......I (e2*â€” \\yi2dx~ ?? = 3^5 r(s)\\D(s â€” 3)~9D (s â€” 2) 23D (s â€” 1) â€” 15D(s)J. r00 x5-1^ , w......J y>dx= o 1 r(s)lD(s â€” 4) â€” 9D(s â€” 3) 23D(s â€” 2) â€” 15D(sâ€”1)J. 3.5.7 r00 xsâ€”x ......J mdx = O r (s) I D(sâ€”4)â€” 16D(s-3) 86D(s-2)-176D(s-1 ) l 05D(s)}.



??? Men kan deze rij formules gemakkelijk voortzetten. Hef blijktnl. dat de getallenco??fficient in den noemer steeds het volgendeoneven getal als factor er bij krijgt. De co??ffici??nten van determen tusschen de accolades zijn altijd gelijk bij de laatsteformule van een stel en de eerste van het volgende stel. Verderworden die co??ffici??nten aldus gevormd: Om b.v. formule (8) tekrijgen trekt men van de co??ffici??nten van (7) resp. de 7-voudenvan de co??ffici??nten der overeenkomstige termen van (6) af; aldus â€” 9 -7.1 â€” â€” 1623 â€” 7 . (â€” 9) = 86 â€” 15 â€”7.23 = â€” 1760 â€”7.(â€” 15) = 105. Â§ 12. Numerische resultaten. Uit de bewezen betrekkingen kunnen we nog enkele numerische re-sultaten afleiden door de numerische uitkomsten van Â§ 5 te gebruiken.Zoo volgt uit (1) voor s=3: 0 0 voor s â€” 2: uit (2) voor s = 3: ^l^2-dx = j\\log sin tf tg2 tdt = n log 2 -1 (log 2)2 - 2V ?“ 0voor s = 2: /oo j^??gQx r 2 sin21 (e2X_ m dx = I (lQgsin O2cosrt dt = (i - log 2) 0 0 jt ?’ dx = (e2*- ip ax



??? voor s = 4: n /oo r2 cins/ 7T X^Xfk dx = ~J Oog Sin ff dt = - i, log2 - - (log 2)2 O O uit (4) voor s = 3: ji ?’00 y2 - 2 (^?Šr??fkdx = l (log sin ff tg4 tdt = O "o = ** Â?(log 2fuit (5) voor s = 4: n roo r3a2x pi ci\'n"1 t (e^Tlpdx=râ€”J(l0g Sin = AÂ?(log2) o Â§ 13. Reeksontwikkeling voor D(s).We gaan uit van den integraalvorm 1 /-00 Ysâ€”1 o en van de formule (2) van Â§ 12: /oo vs (gfai ??)3/2 rf* = r(s 1) [D(S) - D(s 1)]. O Ik vermenigvuldig teller en noemer van den integrand uit (1)met e2x â€” 1: /<xYsâ€”l(p2x_ 1\\ yOC Ysâ€”1 02 V_n\',;)dx=f (/-1)s/2(2 O O Door term voor term te integreeren en de optredende integralente vervangen door hunne uitdrukkingen uit (2) vind ik: r(S)D(s)=2r(S l)]D(s)-D(s l)| ^r(s-l-2)iD(sH-l)-D(s 2)l .... hetgeen, door gebruik te maken van een bekende eigenschapder T-functie overgaat in: CO r\\n (3) D (s) = Â? ^ \\ D (s n -1) - D (s n)| s(s 1 )....(s n-1)1). J) Op deze ontwikkeling werd ik attent gemaakt door Prof. W. Kapteyn.



??? Om na te gaan in welk gebied de reeks convergeert schrijvenwe haar in dezen vorm:(3a).......(1 - 2s) D (s) = 00 r\\n â€” â€”2s D (s-j-1) 4" s(s 1 )....(s nâ€” 1) | D(s-f-nâ€” 1)â€”D(s-|-n) \\ n =2 * en leiden eene benaderde uitdrukking af voor den factorD(s /i â€” 1) â€” D(s n) D(s n)-l -D(s /i)= 2 (3^1 -3^) 2\' 4(5^-^" 5^) " â€? 1 2 1 .3 4 , 2 \' 3S " \' 2.4\' 5S " 1 als R (s) = o s = o -f i t. Blijkbaar volgt hieruit:|D(s n -l)-D(s /z)| < * . ^^  â€? â–  â€? â€? <_L(_L l i 1 -3 1 â–  Onâ€”2 \\ O â€? 004-1 I 3n~2 \\ 2 \'S^1 T 2.4\'5?? l 1 " "/\'Kiezen we o positief dan geldt voor de reeks uit het rechterlid dus 71 -1 De reeks der moduli van (3a) wordt thans: (Â°2 ^ {n * f)Xi2 fy\'2 â– â€? â€? ... (o 1 f)xh \\ D (s n â€” 1) â€” D(s) |. De termen dezer reeks zijn blijkbaar kleiner dan de overeen-komstige termen van de reeks: __2 * _ 1 Z ^ .... (o â€ž -12 f-yi>



??? De convergentie van deze laat zich met een eenvoudig con-vergentiekenmerk onderzoeken: Un 1_ 2 (o n pyi* _ 2 |/(q nf f-uâ€ž 3 n -f- 1 3 r (n l)2 Wn l _ 2 De reeks convergeert dus en de reeks (3fl) convergeert vooralle waarden van s waarvan het re??ele gedeelte positief is, enwel absoluut en uniform. Is het re??ele deel van s negatief, dan zijn, vanaf een zekerenterm, stelde de /7rde, de re??ele deelen van de functies D(s hâ€” 1) en D (s n)toch weer positief. Volgens het voorgaande is dus 71 |D(s n-l)-D(s fl)r<g|^ n>m. Het verdere bewijs is als het vorige. De reeks (3a) convergeert dus in het geheele vlak. In de punten s = ^, Â§, .... heeft D(s), zooals we reeds weten, polen. Voor ?Šen dier waar-den van s worden telkens termen van de reeks oneindig groot. r(s) Â§ 14. Reeksontwikkeling voor 2S p ^ ^ D(s).We weten dat ?’00 ySâ€”1 -00 ySâ€”1 v?Š*-\\)dx=l ,^-iK*. O O Ik ontwikkel den factor ]/(e2xâ€” 1) in een reeks. /e2x __ 1 De functie 1/ â€”â€” kan in een machtreeks ontwikkeld worden, die in \'t geheele vlak convergeert, omdat de functie geen singu-liere punten heeft. /e2x â€” 1 ] p1(2x) M2xy ps(2xT 2x



??? Hieruit volgt: r 00 ySâ€”1 r(s)D(s)=f ~_1H2xy/> M2x)3/> M2xy/> .. .1 dx.?– De reeks 2l/2JCS-l/2 ^ 1/2 ^S 3/2 , e2X__y 2,2/V-T â€? â€? â€? â€? convergeert uniform voor alle waarden van x. Zij mag dus termvoor term ge??ntegreerd worden tusschen de grenzen O en coomdat tevens voor x = oo de termen de waarde O hebben: r(s)D(s) = X2 2 /?Â?/ wÂ?\\dx\' O Nu is J ?’00 xsâ€”1 t(s) = F????i ^ -1 dx\' O Stellen we x = 2y dan gaat deze betrekking over in: 1 fOO ySâ€”1 Lc(s)r(s)=j ?Šlx_xdx. O Dit invoerende ontstaat de vergelijking: 2*r(s)D(s) = |>â€žr(s 2"4 !):(Â? 2JLP\\ Door gebruik te maken van een bekende eigenschap van deF-functie, kan hiervoor geschreven worden: r(s) Â§ 15. Reeksontwikkeling voor â€”9 \\ ^ Â?(s)- Gaan we uit van de betrekking 1 />oo Y sâ€”1 IKO ySâ€”1 lr(s)D(s)=y ^r_z1dx = f * O ?? en maken weer gebruik van de ontwikkeling uit Â§ 14.



??? Op dezelfde wijze als bij de afleiding van de vorige reeks-ontwikkeling vinden we: 00 2n i r -t-^i1^r(s)C(s) = Z2~2\'l Tl â€” O 0 De integralen uit het rechterlid zijn in Â§ 11 in D-functies uit-gedrukt. Door die formules toe te passen vindt men, na herleiding: nc(5)= p (*-*>- d (* *>\' \\ ^ 2 J\\ In Â§ 37 heb ik verschillende betrekkingen afgeleid tusschende co??ffici??nten /?â€ž. Â§ 16. Andere ontwikkeling voor D (s). tf-Sâ€”1 r(s)D(s) = l wdx=l - * (Â?*-! 0 ??Volgens Â§33 (1) is en daar volgens (17) Â§ 33 _2 volgt hieruit: F (s) D (s) - r......y 2^(2^2) 2 of rÂ?DÂ?=Â§â€”CTRJH/ T^IF^ De hier optredende integralen hebben we bepaald in (4) Â§11.Volgens die formules krijgen we derhalve: r(s) D(s) = J ^ OTT 2) r(s n 2) [D(s /i)-4 D (s-f n 1) 3 D (s n 2)] of na deeling door F(s):



??? s(s l)...(s-fn l)[D(s n)-4D(s /2 l) 3D(s n 2)J. (n 2)! Om de convergentie te onderzoeken gaan we te werk als volgt: 2n 8(2Â? l_l) cc (1) D(s) = |X 1 .3 1 1 1 D (s n) = 1 2 \' 3S " 1 2.4\' 5S " â€” 4 D (s n 1) = â€” 4â€” 4. - 3s n 2 3 " 2 . 4 3 D (s n 2) = 3 3 . 2 Optellende komt er:D(s n) â€” 4D(s /j l) 3D(s fl 2) = 1.3 52 - 4 . 5 3 . 1.3 . 5 72 â€” 4.7 3 7Â? Â?4 2 2.4.6\' 2.4\' 5* n 2Derhalve is, als s = o z7: | D (s n) â€” 4 D (s n 1) 3D (s n 2) 1 5s n l1 5S H 2 1. 32.4 1 .3 1 4. 3Â? n l1 ... 3 52 â€” 4 . 5 3 . 1.3 . 5 72 â€” 4 . 7 3 < 5o n 2 \'Ja n 2 2.4.6 1.3.5 2.4.6 h3^5 JL 2.4.6 7- \'" 1/1^3 \\ . 1.3.5 1\' 5n \\2 .4 5" \'2 .4 . 6 \' 7" 1 <5^\'C\' De factor tusschen de haakjes is, als a> J is, een constanteeindige grootheid. De reeks der moduli van (1) heeft dus deeigenschap dat de termen kleiner zijn dan de overeenkomstigetermen van de reeks T17<. \\ n , 2 .... .... 52 < Tl 2 2.4\' 50 1.3 2.4 5 a n (o2 t2yi2 1)2 . (n 2)! voor alle waarden van o > De convergentie van deze laatstereeks onderzoeken we weer met een eenvoudig kenmerk: 2" 3(2" 1â€”1) i 5"



??? On 2 (nn f2_o\\ ----------2 i ??n = (Â°2 fyl2-â€? â–  " 1 f2yh â–  5 aB i 2(2" 3â€”2[(g /z4-2)2-f-/2]\'/Â? __ 2(2" 2- 1) )(q n 2)2-f5 (2"\' â€” 2) (n 3) 5(2" ~1 â€” 1)\' n 3 4 5 De reeks convergeert dus voor alle waarden van s waarvanhet re??ele gedeelte > \\ is en wel absoluut en uniform. Op geheel analoge wijze zouden we nog andere dergelijkereeksontwikkelingen kunnen afleiden met behulp der andere inte-gralen van Â§ 11. Â§ 17. Nog andere reeksen. Bovendien kan men uit ieder stel integralen nog weer eennieuwe reeksontwikkeling vinden.Nemen we bijv. de formule ?’00 ySâ€”1 ??2x roe ySâ€”lrly _?•L O (IvB 7 w>dx=f W * 0 . ?? Door verwisseling van het integraal- met het somteeken ont-staat : ,-oo v-sâ€” 1 On yS nâ€”1 jr(s)|D(s-2)-D(s-l)| = / â€žx ^-J ?? ??waaruit weer volgt, als we voor de integralen hunne uitdruk-kingen in D-functies in de plaats zetten en daarna door r(s)deelen: D(s-2)-D(s-l)=D(s-2)-4D(s-l) 3D(s) 00 r\\j2 "./I! n=l Na eenige herleiding kan dit als volgt worden geschreven:D(s-1)-D(s)= nâ€”l ... . (s n â€” 1) [D (s n â€” 2) â€” 4 D (s n - 1) 3 D (s n)]. Op dezelfde wijze als bij de vorige reeks vindt men dat zijconvergeert indien R (s) > 2.



??? HOOFDSTUK V. Over de polen van D(s) en hunne residuen. Â§ 18. In Â§ 9 is afgeleid de formule: 1 r /-CO yS-l rc _ Onn 1 â€” Hx â€”Iâ€” 2-\'feV -4 In Â§ 36 zal worden aangetoond dat de co??ficienten an alle vannul verschillen. Daarmede zal dus bewezen zijn dat de functieD(s) polen heeft in de punten s = â€” n l n â€” 0,1,2,.... Daar de voorstelling (1) voor het geheele vlak geldt en defunctie r(s) geen nullen heeft kan de functie D(s) geen anderepolen bezitten dan de genoemde. Zooals reeds eerder is gebleken, is de residu van de pools = ^ gelijk aan 1 Vin omdat r{\\) = V7i.In \'t algemeen heeft men voor de residu van de pool s = â€” n -{- \\: 2 n-x^an 2n~xhan r(n â€” i) sin (n â€” i)71 = 1 â€? 3 . 5 ... (2/2 - 3) an. \' 71 In de omgeving van s = ^ is 2â€”Va i D(s) = hol. functie â€? s _ ^



??? Dus is (s â€” \\) D (s) = (s â€” l) X hol. functie ^ 2~ll2 1 of lim (s â€” D (s) = = -â– - â€? S-l/2 1 (i) V ??71 Thans zullen nog een paar uitdrukkingen worden afgeleid voor lim D(s)-2â€”V S=l/2 \\ S â€” f We weten reeds dat de functie 2-\'/2 r(s)D(s) holomorph is in de omgeving van het punt s = Die functiekan dus in die omgeving (en wel met een straal = 1 omdat denaastbijliggende polen zijn s = â€” in een machtreeks ontwik-keld worden. Daartoe maak ik gebruik van (1) Â§ 8 1 /-cc plx_ 1 _ ?yp2x r(s)D(s) = -s_i/ ix 0 sâ€”l-J 1)3/2 o De volgende ontwikkeling ontstaat dus, door de macht van ein den integrand op de gewone wijze in een reeks te ontwikkelen: i fs_iVi ra2xp2x_p2x1 Er volgt uit:rMnM 1 r00 2xe2xâ€”e2x l, â€” V (s â€” i)"-1 Z 00 2xe2xâ€”e2x-\\- 1 nâ€”i 0 Ten eerste blijkt hieruit dat >2xe2x â€” e2x-{- 1 / dx = 1/2 2X\'/2 (e2xâ€ž 0 omdat vroeger reeds gevonden is dat r(< een holomorphe functie is.



??? Verder is dan: r(s)D(s) - â€” = I 2 ?Šix^ ^ (logx)^x. j Â?=i ?? Na deeling door F(s) volgt hieruit: hm D (s)---------"t = â€ž râ€” â€”77-7-????â€”lo?? x dx. 0 Eene andere uitdrukking wordt verkregen door formule (1) vanÂ§ 7. Voor s = | vindt men daaruit, na deeling door F(s): , 2-^ji-\'IA 1 /â€?Â?[,/ 1 11, 0 na eenige herleiding, die hier achterwege gelaten is.



??? HOOFDSTUK VI. Eenige betrekkingen die voortvloeien uit een paar algemeenetheorema\'s der reeksen van Dirichlet. Â§ 19. Het theorema voor de som der co??ffici??nten. We gaan nu gebruik maken van een theorema dat voor allereeksen van Dirichlet geldt. Het is als volgt1): 00 Zij ?’ (s) â€” y an e~\'-n s een reeks van Dirichlet die convergeert TI-I in een halfvlak, dan is, als de integraal genomen wordt over eeneverticale lijn binnen het convergentiegebied, terwijl y>0: /y ico pXS __ f(s)ds = 2ni2^\'an S ln<X yâ€”ia> waarbij het \' bij de 2 beteekent dat als x = Xn is , de laatsteterm van de som ano als co??ffici??nt \\ heeft. Overigens loopt desommatie over alle aâ€ž\'s waarvan de bijbehoorende Aâ€ž\'s kleiner ofgelijk aan x zijn. In ons geval moet dus y > ^ zijn en verder is ln = log na2n = 0. Kiezen we eerst x = log (2/2 1) dan volgt uit (4): gS log (2n l) / s D (s) ds = 27i i ??3-f â€? â€? â€?  | a2n 1) yâ€”icc of als we formule (4) Â§2 toepassen: !) Handbuch II pag. 820.



??? /y-\\-i oo (2n 1)Â? D(p dz = (2n \\) a,n 1 - yâ€”ioo 7 > i- Kiezen we ook nog voor x een getal dat voldoet aan log(2/2 1) > x> log2/2.Nu is ?œ2n = O dus er komt: ry iCD nr \\ / ^ ds = 2ui (?–1 a3 ... . a2n-1) /â€”/oo en door toepassing van (4) Â§ 2: ?’ 7 /oo exS 2i5)ds = (2fl--i)flSte_lfy>jfiog(2n l)>x>log2Â?. yâ€”i oo Deelen we de termen van (5) door (2n4"l)s en sommeerende uitkomst van /2 = 0 tot oo dan ontstaat de betrekking: â€žy-f oo 1 f J_ D(z) , _ y qW__??2^1 2nij ^ (2n \\y~z z ^(2/2 1)s-1 2^(2/2 1)s 7 â€”ZOO Of /7 /oo7â€”/co ?>>|- R(s)>y 1.Beschouwen we de integraal ft genomen over een rechthoek die aldus bepaald is z = x 4- iy<5<R(z)<y O <<5 <7u>y> â€” v 22, v positief.Binnen dezen rechthoek ligt alleen de pool z â€” \\ als we nemenR(s)>y-f-l. De residu van deze pool is blijkbaar gelijk aan 1 1/2



??? Volgens het theorema over de residuen van Cauchy is dus degenoemde integraal gelijk aan â€” !)â€? Derhalve is: yâ€”iv y ?’ <5â€”iv ry \\ â€” C(s-z) dz ?’ C(s-x ,V) Df-f> dX (= yl t (s-??). 8 iu \'?? Gaan we thans over tot limw = co limv = oo. De tweede ende vierde integraal naderen dan tot nul, zoodat er overblijft: Â?y-l-ioo â€”ico yâ€”zoo <5 /oo of, in verband met (7): â€” f.8â€”ico z 8-{-ico 0<<3<i R(s)>|.Uit de eigenschap (6) Â§ 2 volgt door middel van het theorema (4): /y ico â€” -|(2/Z 1 )??2n l yâ€”/co door toepassing op de reeks (5) kan ook aldus geschreven worden: /y fÂŽ (2n \\y^ds = (2n l)a2n 1 en (9): yâ€”ico /y-\\-iw (2n l)s ?œ rfs = (2/i 1) (f /i I)??2n i 7â€”Zw



??? Door combinatie dezer twee resultaten komt er na eenige her-leiding: lim (% n , )* PPÂ?-\') - = 0. Â?=00 J 4n 3 4n l Is yâ€”ico Â§ 20. Het theorema over het gemiddelde.Volgens een bekend theorema1) is: Hm I.....f(f> it) g(y - it) dt=Ybn cn e-M/Hr) C0= 00 J I -CO 00 als f(s) â€” voor o = fi en i cc S(s) ~ cneâ€”^ns voor o = y absoluut convergeeren.i Kiezen we /(s) = D(s) en g(s)~Â?(s) dan wordt dit: j* -IfDV iOCir-iO^ZÂ?.., (21T W=D^ â€”(O (1) â€? . . Hm -1- rD(p it)C(y-it)dt=D(P y) W=CO Z Jâ€”co r > 1 Gemakkelijk is aan te toonen dat deze formule ook geldt voorvoor geheel willekeurige re??ele waarden van ft en y. We be-schouwen daartoe de integraal f D (z) C(s â€” z) dz. Als integraalweg nemen we den omtrek van een rechthoek diealdus bepaald is z â€” x-\\-iy 0>x>P\' m>y> â€” ro. Volgens de residuenstelling van Cauchy is deze integraal gelijk >) Handbuch II pag. 776-



??? aan 2ni maal de som van de residuen der polen die binnen denrechthoek liggen: rw rB\' i / DOQ it) C (sâ€”pâ€”if)dt / D(jc w>) Â? (sâ€”xâ€”iw) dx ;--W rtt i / DO9\' if) C (sâ€”p\'â€”it)dt / D(xâ€” /Â?>) Â? (s â€” x ico) dx â–  = 2ni x som der residuen. Deelen we alle termen door 2co en gaan over tot de limietco â€” oo dan verdwijnen de tweede en de vierde integraal omdatde integrandi nul worden, doordat D (z) f (s â€” z) voor z = x icoeindig is, Ook het rechterlid verdwijnt, dus blijft er alleen over lim [mD(p if)Â?{sâ€”pâ€”if)dt=\\im ~ [ cÂ°D{p\' if)C{sâ€”p\'â€”it) dt â€”co â€”ft) waaruit volgt: (2) . . lim i f 0D (/??\' it) C (/- ff) df = D(/?\' /) co=oo â€”co waarbij nu en / willekeurig zijn, maar niet = â€”?¨, â€”f .... of / = -!, -2,....



??? HOOFDSTUK VII. De reeks van Dirichlet voor de fuctie 1 D(s) Â§ 21. De reeks en hare convergentip. Stel dat voor a > a de functie , J. . in een reeks van Dirichlet D(s) kan ontwikkeld worden: (1) 1 = V ..... lj......D(s) ^o(2n l)s Nemen we verder aan dat de reeks absoluut convergeert vooro>a dan zal de reeks, die ontstaat door de reeks uit (1) tevermenigvuldigen met de reeks y aj2nÂ?1& (2n !)| convergeeren voor o > a als a > Deze productreeks moetechter, omdat d(s)-d\'(s)=1\' voor alle waarden van s de waarde 1 bezitten. Hieruit volgtdat de co??ffici??nten der productreeks alle =0 moeten zijn behalvebx = 1 1). Zooals gemakkelijk is na te gaan zijn deze co??ffici??ntenvan den vorm (2).......Â?adb d 0 2/1 1d waarbij de sommatie loopt over alle deelers d van 2n 1 , deeenheid en \'t getal zelf, ook als deelers beschouwd. De betrekking (2) stelt ons in staat de co??ffici??nten b-2n i uitte drukken in de co??ffici??nten ??2n i- 1  Handbuch II, p. 742.



??? Ze geeft b.v., als p, q, /\'... priemgetallen voorstellen: (3) . bp = â€” ap bPq= â€” apq 2apaq bP2 = â€” api a2p.Wordt met behulp dezer formules de getallenwaarde berekend van de co??ffici??nten b^n x zoo vindt men, omdat bl = 1: h â€”_i h â€”_3 h â€”_ 5 h â€”_ 3 u8 â€” 2 > u?? â€” 8 u7 â€” T"?œ" 9 â€” ] ?•E" h â€” _ ~S3 h â€” _ 231 h â€” 339 Â°uâ€” Â°13~ I^gj -J??????????- Al deze co??ffici??nten hebben dus een waarde waarvan demodulus kleiner is dan de index. Wij kunnen nu bewijzen datalgemeen (4 )......| b2n i | <(2/2 1 )\\ Voor kleine waarden van n is dus aan deze ongelijkheid vol-daan. Uit (2) volgt (5 ).....| ftta i i < Z> I b2rf \' d Alle b\'s uit het rechterlid hebben indices die kleiner zijn dan(2/2 l)7/s. Als dus ondersteld wordt dat voor alle b\'s, waarvande index kleiner is dan 2/2 1, aan (4) voldaan wordt, danvolgt uit (5): i fcâ€ž 11 T of d Â?2Â? d < (2/2 iy/sÂ? (2^ 11y/8=(2n 1)7MD(|)-D het laatste omdat d>3 is. Dus | b2n 1 | <(2/2 1)% (D(Â?)-l) < (2/2 1 )% zie de benadering van D(-|) in Â§22.Het blijkt dus dat ook | b2n i | < (2/2 1)\'/.(4) is dus algemeen geldig. Hieruit volgt nu direct dat de reeks (1)absoluut convergeert voor a > want in dat geval zijn de

termen kleiner dan de overeenkomstige termen van de reeks 00 | |-0 (2/2 1)0-%



??? Hiermede is echter de convergentielijn van de reeks uit (1)niet gevonden, want omdat uit de berekende waarden van fan iblijkt dat ze van veel lagere orde dan (2 n-\\- 1 )\'/b zijn, ligt het vermoeden voor de hand dat de reeks ook nog voorveel kleiner waarden van o zal convergeeren, vooral omdat be-wezen is dat D(s) geen nullen heeft voor o > en dus â€”^ holomorph is in het gebied o > Maar, zooals in de inleidingis gezegd, wordt de convergentielijn niet bepaald door de polen. Ik vermoed dat de reeks uit (1) convergeert voor o > J enmisschien wel voor o > 0. Dit vermoeden wordt gewettigd doorhet heuristisch bewijs van Â§ 23. Â§ 22. Benadering van D(|). Uit de reeks van Dirichlet volgt D(!)>D(1) dus O) â€? r(f)D Â?)=?’ dx / 1Â?/ xj/(e2x~ 1) o



??? < y2 * f â€” i â€? A H- f â€? A * are sin | < 2,1168.2,1168 1,09D(|)<2.Op soortgelijke wijze vindt men .D (|)< 2,3, D (f)< 2,05 Â§ 23. Afleiding van de betrekking. 2x f 11\' (i) â€? â€? â€? â€? Z??iHrf|flrÂ? ii^ i = i- n=0 \' " bx 1] De formule (2) Â§ 21 1 = 0 d d sommeeren we van n = 0 tot n = x en vinden dan, omdat b-,= 1: ^ 1. d d Hiervoor mag ook geschreven worden: X (2)...... n=0 d d 2/2 1 want als d een deeler van 2/2 1 is, is â€”, - er ook een. d Als voorbeeld geef ik het geval dat n â€” 5: bi ("A ox??3) (a5bt axbb) (a^ aj-) (??9??, a3bs ax??9) {axlbx a1bn) = 1. Merken we nu eerst op dat d in (2) alle deelers doorloopt vande oneven getallen 1 tot2x l; m. a. w. d doorloopt alle onevengetallen van 1 tot 2x l. De volgorde der sommatie uit (2)keeren we om: d nâ€”0 d De som V a2n 1 bevat dan alle co??ffici??nten a waarvoor â€” Jâ€” n= 0



??? een geheel getal is, en de sommatie moet dus geschieden over alle waarden van n waarvoor 2/7 * een geheel, oneven getal is en die kleiner dan x zijn. Zij k het grootste oneven getal2x 1 < dan is dus d ^ , a2n 1 ax fls . ... Qk â€” kak nâ€”0 d ~ het laatste volgens de eigenschap (4) Â§ 2.Volgens de bepaling van k is 2x4-1 d 2x 1 k = k â€” of als dit getal even is 1. Wanneer nu verder door het symbool f2x 1 d wordt aangeduid het getal 2x 1 d of datzelfde getal verminderd met de eenheid, al naar gelang2 n 1 â€” oneven of even is, dan is dus bewezen dat d 2x 11\' \' U\'ix l 2> 1. Omdat echter, zooals reeds gezegd is, d alle oneven getallen<2x-|-l doorloopt, kan dit laatste resultaat ook aldus wordenuitgedrukt: 2x4- 1" Sfl2n .1 L2/1 ?•J z m=0 Voorbeeld: x = 7.154- 5a5bn 4- 3o3??6 4- axb7 a^ axbn a^bv, axb15 = 1. Â§ 24. Heuristisch bewijs voor de convergentie voor o â€” \\. Door de formule (1) Â§ 23 kan een heuristisch bewijs gegevenworden van het volgende theorema:



??? De reeks 1 k i_ h. _L_ 1 ~ Os I Ks i 3S 1 5S convergeert voor s = ^ en heeft dan de waarde O.Ik schrijf de formule als volgt: 2x 15 |2x 1 r 3 a [2X 11 13 u fl [2x4-115 1 M- 0)*i (2x 1)?œ2x i (2X 1) ?–2X 1 (2x 1) a2x 11 (2x 1) ?œ2X 1 en bepaal eerst #12x4-11\' Hm \'________-"i,! 2x 12 tl 1 x=oo (2x 1) ?–2X 1 vind ik: 2x 11\'2/7 1 1\' door middel van de formule (3) Â§ 3lim a2k 1 = Hm V(2k 4" 1)/2x 1 \' 2 n 4- 1 2x 1 cV( 2x l)Het teeken 1\' beteekent 1 of 0. ,_l// J____ \'V2/Z 1 2x l / 1/(2/2 1)De termen van bovengenoemde formule (1) naderen derhalve tot: â€ž.o K2n 1) bo h , h1/3 1/5 Het rechterlid nadert tot 0 dus is (2>.......?¨ ha i De reeks 2n l enz. Z (2/2 l)s convergeert derhalve voor s â€” 0 en dus volgens de bekendetheorie ook voor s > 0. Nu heb ik dit genoemd een heuristisch bewijs en wel om devolgende reden. Terwijl de termen, bij bovenstaande limietover-



??? gang, naderen tot y^ x) resp"\' wordt het aantal termen steeds grooter. Hoe grooter echter x wordt, hoe meer termenvan (1) tot co??ffici??nt hebben 1 (2x -f- 1) ?œ2X 1 en deze uitdrukking nadert niet tot y^2n-\\-\\) zooals e\'genliik ondersteld is, maar tot ttt^â€”tâ€”rv- Om kort te gaan: V(2x 1) Om (2) te bewijzen zou men moeten bepalen b3 , bh , , ?–2x 1 en dit is bij de boven doorgevoerde limietovergang niet geschied. De overeenkomstige kwestie als hier behandeld is, vindt menbij de C-functie van Riemann. Euler leidde reeds in 1748 langsheuristischen weg de betrekking ^ rtn) 0 n 72=1 af. Doch eerst in 1897 gelukte het von Mangoldt dit langs strengexacten weg te bewijzen, met behulp van door Hadamard ont-dekte theorema\'s. Â§ 25. Over het teeken en over benaderde waarden van deco??ffici??nten b. 1Â°. Zij 2n-f 1 = p2, p priem, dan is b2n i negatief en0,2112 _ ^ 0,0807 < ?–2n 1 < V{2n \\) ^ J/(2n l) Voor n = 4 geldt hetzelfde teeken.Bewijs: We weten dat bp2 â€” â€” ap2 cip.Door middel van de in Â§ 3 afgeleide grenswaarden voor a2n i,volgt hieruit, als n > 1: . . 0,797 . 0,84632 . 0,0807 / _ 0\'8A?–3 i 0,7972 _ 0,21121, 2 \' Vp\' Vp - > Vp\' \'



??? 2Â°. Als 2n-\\-\\=pq, p en q priem, dan is fan i positief en0,4239 . . . 0,6355 < b%n l < V{2n \\)We weten dat bzni-i = â€” a%n \\ 2apaq0,797 . _ 0,84632 b<2n l <Cbzn l > < K(2/i l)0,8463 V{2n 1)0,7972 V(2n 1) 0,6355]/(2/i l)0,4239 > l/(2Â? l) 1 }/(2// 1) K(2n 1)Langs dezen weg kunnen we echter niet verder komen. Degetallen, zooals 0,6355 en 0,4239, worden steeds grooter en houdenniet meer hetzelfde teeken zooals in beide bovenstaande gevallen. Uit de berekende waarden van b2n 1 schijnt te volgen dathet teeken van ?“2n i gelijk is aan (â€”l)e als o het aantal ver-schillende priemfactoren van 2n 1 is. Ik heb dit echter nietkunnen bewijzen. Â§ 26. Tabel van de co??ffici??nten a en bl). Dus Â?2/1 1 exacte waarde in exacte waarde in 2/2 1 waarde. 4 decimalen. waarde. 4 decimalen. 1. 1 1,0000 3. 1 2 0,5000 5. 323 0,3750 7. 5 24 0,3125 9. 5.7 27 0,2734 32\' â€” 0,0234 11. 32.7 2?“" 0,2460 13. 3.7.11 2io 0,2255 !) Omdat b. 2n l â€”niet ingevuld. - a< 2rz l als 2n 1 = priemgetal, heb ik die getallen



??? exacte waarde in exacte waarde in 2/2 1 waarde. 4 decimalen. waarde. 4 decimalen. 15 3.11.13 211 0,2094 3.113 2n 0,1656 17 32.5.11.13 215 0,1963 19 5.11.13.17 2.16 0,1854 21 11.13.17.19 2X8 0,1761 35731 218 0,1363 23 3.7.13.17.19 219 0,1681 25 7.13.17.19.23 222 0,1611 5.43.401 222 â€” 0,0206 27 7.17.19.23.25 223 0,1549 33.19.107 223 â€” 0,0065 #2/2 1 ?›2n 1 fori l 2/2 1 waarde in 4 decimalen. 2/2 1 waarde in 4 decimalen. 29 0,1494 69 0,0964 0,0717 31 0,1444 71 0,0950 33 0,1399 0,1016 73 0,0937 35 0,1358 0,0986 75 0,0924 0,0148 37 0,1320 77 0,0912 0,0625 39 0,1286 0,0999 79 0,0900 41 0,1253 81 0,0889 â€” 0,0019 43 0,1223 83 0,0878 45 0,1196 0,0136 85 0,0868 0,0604 47 0,1170 87 0,0858 0,0636 49 0,1146 â€” 0,0170 89 0,0848 51 0,1123 0,0840 91 0,0839 0,0571 53 0,1101 93 0,0830 0,0615 55 0,1081 0,0764 95 0,0821 0,0570 57 0,1061 0.0793 97 0,0812 59 0,1043 99 0,0804 0,0095 61 0,1026 101 0,0796 63 0,1009 0,0117 103 0,0788 56 0,0993 0,0698 105 0,0781 â€” 0,0309 67 0,0978



??? Â§ 27. De algemeene uitdrukking der co??ffici??nten 62Â? 1. Het doel is te bewijzen dat (â– <\\ h _V* / 1 \\M4-r4-o... C" 4~ v-j" Q â€? â€? â€?)! nvnQ (??) ^(-i) ^.vigi... k J 1 â€? â€? â€? als de sommatie loopt over alle stellen waarden die voldoen aan k"j"f ...=2n-\\-\\.Door middel van (2) Â§ 21 vindt men, door herhaalde toepassingdezer betrekking: K = â€” a9 4 K = â€” Â?15 2^3 %?–45 = â€” Â?45 2 cuflv?? 2aBa9 â€” 3 a%a5enz. Hierdoor blijkt dat aan (1) voldaan wordt voor kleine waardenvan 2n -f- 1. Nemen we dus aan dat (1) geldt voor alle waardenvan n van n= 1 tot n â€” m. Uit de betrekking (2) Â§ 21 volgt dan (2) ... . ?–2m-r3 â€” â€” tf2m 3â€” Ctd &2/n 3* d d Ten eerste is nu duidelijk dat alle termen van den vorm in de uitdrukking voor ??2m 3 moeten voorkomen; want in bim 3 d komen zulke termen voor, en zij worden vermenigvuldigd met ad.Gaan we na wat de co??ffici??nt wordt van een willekeurigen term,van bom 3 bijv: (3 )........^of.... waarbij dus k!\'j"f .. . = 2m 3.Uit (2) volgt dat deze term ontstaat uit de termen: flA: fem fB, Oj ?–2m 3, 0/ ?–2m 3,...... k j i De co??ffici??nten dezer termen zijn resp.: ( 1 Vr-i Â? <? - 1 \'â€? -)!. / 1 (A^ yâ€” i e -)!. 1 j Oâ€” l)!f! J ft! (vâ€”1)!

@!... \'enz. Om dus de co??ffici??nt van den term (3) te krijgen, moeten wij >



??? de hierboven genoemde co??ffici??nten optellen en met tegenge-steld teeken nemen, volgens (2). Er komt dan: = 1  y 4- g â€?â€?â€?â€?)! Hiermede is het gestelde bewezen. Als we in de reeks voor D (s) de co??ffici??nten a2n i alle ver-vangen door de eenheid, dan gaat de reeks over in: 1 i> â€?â€?â€?â€?en de reeks voor -^y gaat over in ^ ,1(2/1 1) > ^ (2/7 l)s zooals bekend is uit de theorie van de f-functie, p (2/7 1) is hierde bekende getallen-theoretische functie, die gedefinieerd is alsvolgt: [i(2n 1) = 0 als 2n 1 â€” kwadraat. = 1 als 2n 1 kwadraatvrij is en een even aantal verschillende priemfactoren bevat.= â€” 1 als 2/7 1 kwadraatvrij is en een onevenaantal verschillende priemfactoren bevat.Door in (1) ook alle a\'s door de eenheid te vervangen vindtmen omdat (1) eigenlijk voor alle reeksen, d.w.z. voor alle coeffi-cienten a met de bijbehoorende b\'s geldt: (4) . . . Â? (- iy * -â€?â€? ** ^ = P&n 1)waarbij de sommatie loopt over alle stellen waarden waarvoor k**/....= 2/7 1.



??? Over de nullen van D (s). Â§ 28. Er zijn geen nullen waarvan o > | is. Uit de reeks van Dirichlet volgt direct dat de functie D(s)geen re??ele nullen heeft waarvan want voor een dus- danige waarde van s zijn alle termen van de reeks positief.De functie heeft geen nullen in het gebied o>-|.Bewijs: I D00-1 | < Zij r]<o dan is _1 I < _L:aÂ? _L 1 \' ------------n <r\\n \' r-rr_n rw â€” yâ€”v 3v Nemen we bovendien aan dat rj = | dan is Nu is D(|)<2 zie Â§22, dus | D(s) â€” 1 | < . Dus j D(s) | > 1 â€” â€” > O zooals te bewijzen was. y-Vs



??? Uit het theorema, dat in Â§ 24 langs heuristischen weg bewezenis, n.1. dat de reeks 1_ _\\ > ?–2/H-1 convergeert voor o> zou volgen dat de functie D(s) geennullen heeft in het geheele convergentiegebied o > Â§ 29. Over de nullen op de re??ele as.Formule (4) van Â§ 9 stelt de functie in \'t geheele vlak voor,De r-functie, die in den noemer optreedt, heeft zooals we weten,polen in de punten 0, -1, -2,....Omdat de integraal uit (4) voor deze waarden van s eindig isen de reeks uit (4) voor die waarden convergeert, zal de functieD(s) in die punten nullen hebben, en wel enkelvoudige, omdatde polen van r(s) ook enkelvoudig zijn. We zullen nu bewijzen dat de functie geen nullen heeft tus-schen s = en s = â€” ^ op de re??ele as behalve in s = 0.Daartoe gebruiken we de formule (1) Â§ 8 die na een kleineherleiding overgaat in: 1 r c 1 2xe2x â€” ??x -f 1 ,r(s)D(s) =27â€”1/ (es*_ dx- 0 Voor s nemen we een re??ele waarde tusschen â€” \\ en Deintegrand heeft dan in \'t geheele integratie-gebied een positievewaarde want de noemer is steeds positief en om te bewijzen datde teller hetzelfde teeken heeft is het voldoende aan te toonen dat 2xe-x 1 > e2x dus dat   >1 2x4-^/ .... Het laatste

blijkt onmiddellijk want iedere term van het linkerlidis grooter dan den overeenkomstigen term van het rechterlid.De integraal heeft derhalve eene positieve waarde. De factor â€” â€” ^ is in \'t genoemde gebied negatief. Verder is het bekend dat r(s) voor â€”^ < s < 0 negatief is en voorÂ? > s > 0 positief. Dus heeft D (s) voor â€” | < s < 0 eenpositieve waarde en voor | > s > 0 een negatieve. Tusschenâ€” I en | heeft dus D(s) derhalve geen andere nullen dan s = 0.



??? De reeks van Dirichlet voor log D(s). Â§ 30. De reeks voor log D (s) en hare convergentie. Wanneer bewezen was dat de functie D(s) geen nullen heeftwaarvan het re??ele deel > \\ is dan zou daarmede tevens aan-getoond zijn, dat de reeks, die als exponent fungeert in de be-trekking: f c%n 1 (1) ..... . D(s) = ^ 1)"convergeert voor R (s) >Immers is het volgende theorema bewezen1): 00 _ Is /(S) = ^aâ€že lnS n=1 een reeks van Dirichlet die tot convergentielijn heeft de lijna = a en die absoluut convergeert in een zeker gebied, terwijl?’ (s) 0 voor o > a, dan geldt eveneens voor o > a de ont-wikkeling 1 Cneâ€”lnS f(s)=e"=l m. a. w. de exponent-reeks heeft a â€” a tot convergentielijn. Daar echter niet exact bewezen is dat D (s) geen nullen heeftwaarvan het re??ele deel grooter dan is, kunnen we dit theoremaniet toepassen en moeten we ons tevreden stellen met een minderzeggend theorema 3): Er is een getal G, zoodat de functie D (s) geen nullen heeft 1 !) Handbuch II pag. 861.



??? waarvan het re??ele deel grooter is dan G en in dat gebiedgeldt (1). In Â§ 22 is aangetoond dat G = |. In het gebied R (s) > fgeldt derhalve (1). Maar de convergentielijn van de exponent-reeks uit (1) is hiermede niet vastgesteld. Uit (1) volgt nu Door differentiatie volgt hieruit: D\'00 _ _ C2n 1 log (2/2 1)Dlis)- ^ (2/2 1)Â? en D (s) - - D (s) V* C2" llÂ°g(2n 1). {S)H (2/2 l)s Door voor D\'(s) en D(s) de reeksen in de plaats te stellen,wordt door vermenigvuldiging gevonden een betrekking tusschende co??ffici??nten: Z2n 1 (td c2n i logâ€”(ld d waarbij de sommatie loopt over alle deelers d van 2n 1, deeenheid meegerekend. Door herhaalde toepassing dezer betrekking wordt gevonden: Cp = CIp Cplq â€” ??piq â€” CLp?œpq ??p??q ??pi??l Cpq ~ Clpq â€” ClpClq Cpqr = apqr dp??qr QqCLpr drCLPq 2??p??q??, cp2 â€” aP2 â€” | cip Cpi â€” ap:i â€” ??pCip-i \\a?¨p. In deze voorbeelden verdwijnen dus de log. geheel. Ze gevende volgende getallenwaarden:19 c9 = 27- c45 = 0,0061 ---- 32 5 % =-~??\'??r c10B = -0,0041.... c. 21\' 1 2l 3.23.521 216 __ 5.47.269 \'25 â€” 2\'22



??? Â§ 31. Algemeene uitdrukking voor de co??ffici??nten c2n 1. De, op de vorige bladzijde, gevonden formules voor cpq, cp2enz. zijn byzondere gevallen van de volgende formule: (??) C2n i== se-1)^^--1 (/t :,tr9t:::71)! â–  â€? 2/2 1 â€” i\'Pfke____ terwijl de sommatie loopt over de stellen waarden van fx, v, o...i,j,k,...die voldoen aan de vergelijking 2n 1 = iufke____ Aan deze formule voor c2n i wordt dus voldaan voor eenigekleine waarden van n. Door een bewijs van n op n 1 bewijzenwe nu de algemeene geldigheid. Nemen we dus aan dat deformule geldt voor alle waarden van n tot aan m, dus ook nogvoor c2m i. Volgens (2) Â§ 30 is: azm 3 log (2/72 3) = y^adc2m 3 log2/" 7"--~T d " Lossen we hieruit c2m 3 op: (2) c2m 3 log (2/72-|-3)= a2m 3log(2m 3) â€”^adC^ glog2/?z 3- d d Alle deelers d van 2/77 3, zijn kleiner dan 2/77 1, dus vooralle c\'s uit het rechterlid geldt (1). Om nu te laten zien datalle door (1) vereischte termen in het rechterlid van (2) voor-komen met de vereischte co??ffici??nten voorzien\', kiezen we eenwillekeurig product: a\'l a^aQr... a\\ waarbij /f yQ .... = 2/77 3. Dit ontstaat uit de volgende termen van (2): 1Â°. Uitaac2m 3log2^"-3, a met de co??ff. - (-1 , 2m 3 (u â€”

1)! r!... o! Â? >o Tm ..,_2/??i 3 2Â°. Uit %c2m 3 log met de co??ff. - (-1 >Â? "-! ..2/tt-{-3 J fx\\(v â€” 1) !.. . o ! p



??? 3Â°. Uit a c2m 3 log 2m 3, ~T 7 met de co??ff. - ^3 v \' C"! v! â€” l)!..o! & y 4Â°. enz. De co??ffici??nt van het uitgekozen product wordt derhalve gelijk aan de som van al de genoemde co??ffici??nten; dus gelijk aan (_ , W\'tt^ log  â€ž !og  ....} 2)1 Iog (2/72 3) /ulv!....o! D af* j}f* y(*.... XP = (_ irb ....Â?-l 2)1 log (2m 3>" " - ??-1 = (__ir , .... o-i  â–  â€?â€? D!j (2ot 3) fi\\v \\ . . ,a\\ Hieruit blijkt dat men alle termen door log (2m 3) kan deelen,waarmede bewezen is dat (1) ook geldt voor 2m 3 en derhalvealgemeen geldig is. Neemt men in (1) alle co??ffici??nten a= 1 dan gaat de reeksvoor D(s) over in de reeks 1 J- .L_i_____ ^ 3S ^ 5S ^ Hiervoor is, volgens de theorie der ^-functie van Riemann:Cin i = 1 als 2/2 1 = priemgetal = als 2n 1 = nde macht van een priemgetal = 0 als 2n 1 meer dan 1 priemfactor bezit. Derhalve is 1 als 2/2 1 priem is â– â– â– - als 2n 1 = pnn 1 ^ 1 0 als 2n 1 \'meer dan1 priemfactor beziten als de sommatie loopt over alle stellen waarden die voldoen aan tf....= 2/2 1.



??? Â§ 32. Betrekking tusschen de co??ffici??nten b en c.We weten dat: 1_ __b^n l D(S)-^(2/H-l)sD\'(s)_ ^ c2n i log(2n l) D(s) Â§ (2/2 4" l)s nY*\\ â€” V g2Â? ilog(2n 01 (2Â? l)s Verder is !)\'(,) 1 D(s) D (s) Door dus de betreffende reeksen op Dirichlet\'sche wijze tevermenigvuldigen en de co??ffici??nten van beide leden aan elkaargelijk te stellen, vindt men b2n 1 log d = c2n 1 log (2/1 1)d d waarbij de sommatie loopt over de deelers d van 2n 1, hetgetal zelf als deeler meegerekend.



??? De Stirlingsche polynomia. Â§ 33. Afleiding van theorema\'s over de Stirlingsche polynomia. In deze Â§ beschouwen we de polynomia Tâ€ž(x) die door devolgende ontwikkeling gedefinieerd zijn: (1) Nielsen1) bestudeerde dezelfde ontwikkeling maar schreef ze ineen eenigszins anderen vorm. Zijne polynomia yn(x), die doorde formule xpnix) = (â€” 1)" X Tâ€ž i (â€” x â€” 1) (x 1) (n -f- 1)! in verband staan met de polynomia Tâ€ž(x), heeft hij den naamvan Stirlingsche polynomia gegeven. De polynomia Tâ€ž(x) zijnbestudeerd door Prof. Dr. G. Frobenius2). De betrekkingen diehij vindt hebben een veel eleganter vorm dan die van Nielsen.Daarom heb ik de schrijfwijze (1) gekozen. De eigenschappenvan de polynomia zal ik hierachter grootendeels langs anderenweg afleiden dan dit door Prof. Frobenius geschied is en aan debekende formules nog een paar nieuwe toevoegen. Hoewel de hierbedoelde polynomia TÂ?(x) dus eigenlijk niet juistde Stirlingsche polynomia zijn, heb ik gemeend ze toch denzelfdennaam te moeten geven omdat ze er zeer nauw mee samenhangen. 1 Handbuch der Theorie der Gamma-function p. 72. 2 ) ?œber die Bernoullischen Zahlen und die

Eulerschen Polynome. Sitz.Ber. d. K. Preuss. Acad. v. W. Band XXXIX pag. 836.



??? 1. Afleiding van de recurrente betrekking (2) . . (x n) Tâ€ž(x) â€” xTâ€ž (x â€” 1) = nxTâ€ž_i(x). We differentieeren hiertoe (1) naar v: (evâ€”\\\\x~l vev â€” (ev â€” 1) _ y-i, nTâ€ž(x)x\\ v ) \' v2 nl We schrijven vev â€” (ev â€” 1) _ â€” 1 _ 1 . 1_v2 v v2 v waardoor we krijgen : feÂ? â€” 1 Ve x â€” 1 , x (ev â€” 1 \\x~1_ ^ v"-1. nTâ€ž (x) *1 â€” -11 -T l-T-j 7 " - ??~ j = E ,.: n=l Voor de termen uit het linkerlid stellen we de betreffende ont-wikkelingen in de plaats en stellen daarna de co??ffici??nten vanv"-1 uit beide leden aan elkaar gelijk: (n â€” 1)! n\\ n\\ n\\ nxTn-! (x) xTâ€ž (x â€” 1) = (x n) Tâ€ž(x) hetgeen na eenige herleiding in \'t gestelde overgaat. 2. Afleiding van het additie-theorema: (3 ).....TB(x ^) = (T(x) T(y))w. Deze schrijfwijze is symbolisch. Na ontwikkeling van de machtmoet voor iedere Tm in de plaats gezet worden Tm.Door vermenigvuldiging van vindt men gemakkelijk ^-vj y = (T{x) T{y))(n) vâ€ž Stelt men voor \'teerste lid in de plaats, de ontwikkelingyvn dan vindt men door gelijkstelling der co??ffici??nten uit beide leden, de te bewijzen formule. 3. Afleiding van de betrekking (4 )......Tâ€ž (x) = (x â€” T(x) )ln).



??? In de formule (1) vervangen we v door â€”v: v Nu is (ev _ iy_ l\\ â€” e~1\\x [e~v â€” \\\\x v 1 Dus (e~v â€” of Na vermenigvuldiging van het eerste lid vindt men weer doorgelijkstelling der co??ffici??nten de te bewijzen formule. 4. Afleiding van (5 ).......Tâ€ž(-1) = A<Â?> waarbij het symbool h(n) aldus is gedefinieerd: (6) .... hâ„?=(â€” l)"-^; = 0; hl = â€”De getallen Bâ€ž zijn de Bernoulliaansche getallen: Bi=-g-, B2 = 30, B3=42, B,= lf B5 = 656 enz. Stelt men in (1) x =â€” 1 zoo vindt menv =yTâ€ž(-i)evâ€” 1 n! Volgens een bekende ontwikkeling is ev â€” 1 V \' Door gelijkstelling der coefficienten uit beide ontwikkelingenkrijgt men de te bewijzen formule. 5. Afleiding van <7>.......TÂ? (\') = -|1- Uit (1) volgt voor x= 1 1  n!



??? Vergelijkt men weer deze beide reeksen dan ziet men de juist-heid van (7) dadelijk in. 6. Afleiding van (8) . . . . Tâ€ž (â€” 2) = â€” n/z"-1 â€” (fl â€” \\)hn.In (2) stellen we x = â€”1. Er komt dan - n Tâ€ž_x (- 1) â€” Tn (- 2) = (ti â€” 1) Tâ€ž (- 1).Door toepassing van (5) volgt hieruit terstond (8). 7. Afleiding van (9) . . . . -^Tâ€ž(x) = (T(x)-r-Tâ€ž(4 In (3) nemen we y â€” â€” 1: Tn (x - 1) = (T(x) T(â€”l))n = (volgens (5)) (T(x) h)\\Maar volgens (1) is Tn (X - 1) = (l Tn (x) - n Tâ€ž_! (X) zoodat (l ^Tâ€ž(x)-nTn_1(x)=Tâ€ž(x) (")/21 Tn_i(x)4^)/PTB_2(x) .... Door gebruikmaking van (6) kan dit blijkbaar ook aldus wordengeschreven: Tâ€ž(x) = Tâ€ž(x) - ("y.Tn^x) (tytfTn-ix) - (3)^ Tnâ€”3(x) ....- T,of (10) . . . , . ^Tâ€ž(x) = (T-/z)"-Tn(x).7. Afleiding van de formule vi) â€? z (x 11 Sn-r(x i)Tr(x)=n Cin)Tn{x) waarin Sn-r(x \\) de functie van Bernoulli voorstelt, die voorgeheele waarden van x is gedefinieerd door Sâ€ž(x) = P 2" 4- 3" .. .. (x - 1)Â?en voor alle waarden van x door Sn (x) = j(x /*)<") We vervangen in (1) x door â€”x: (n â€” x) Tn (â€” x) -f- x Tâ€ž (â€” x â€” 1) = â€” nxTn-i (â€”x)



??? en substitueeren hierin (12) . . Tâ€ž(-x) = (-1)Â? _L_Fâ€ž(x), Tâ€ž(-x) = F0(x). (V) jX â€” 1 Na een kleine herleiding en na vermenigvuldiging met! ^vinden we dan: (13) .... Fn(x l)-Fn(x) = xFâ€ž_i(x). Hieruit zullen we den algemeenen vorm van de functie Fâ€ž (x)bepalen voor \'t geval dat x een geheel getal is. Door differentiatievan (1) naar v en na deeling door v vindt men gemakkelijk Ti (x) = ^x waaruit volgt, door de substitutie (12): F, (x)=ix(x-l). Onderstellen we nu voorloopig dat x een heel getal is dan isdus F1 (x) gelijk aan de som van de getallen van 1 tot en metxâ€”1. In \'t algemeen bewijzen we daarom dat Fâ€ž (x) gelijk isaan de som der producten n aan n van de getallen 1, 2, 3....x â€” 1, 0, 0.... Nemen we aan dat dit laatste zoo is voor n= 1, 2,----m. Volgens (13) is Fm i (x)â€”Fm i (xâ€”1) = (xâ€” 1 )Fm(xâ€” 1)Fm ] (xâ€” 1)â€”Fm i (xâ€”2) = (xâ€”2)Fm(xâ€”2) Fm i(2)â€”Fm i(l) = 1 . Fm(l) Fm 1(x)-Fm i(l)=(x-l)Fâ€ž1(x-l) (x-2)Fm(x-2)H-.... l. Fm(l).Volgens (10) is F. (x, = <-,)Â? (*-D(*-2).-(*-n i) Tn (_x). ril Daar Tâ€ž (â€”1) â€”/z" volgens (5) is dus Fâ€ž(1) = 0 en derhalve Fm i(x) = (x 1) Fm(x - 1) (x- 2) Fm(x â€” 2) .... 1 . Fm (1). Volgens onze onderstelling omtrent Fm bestaat het

rechterliduit de producten m -f 1 aan m 1 van de getallen 1 tot en metxâ€”1. Hiermede is het gestelde bewezen.



??? Beschouwen we nu de vergelijking zn â€” F1 (x) z"-1 F2(x) zÂ?~2 â€” .... (- 1)" Fâ€ž (x) = 0. Omdat F,;(x) voorstelt de som van de producten der getallenvan 1 tot xâ€” 1, n aan n genomen, zijn de wortels dezer ver-gelijking juist de getallen 1, 2, .... xâ€” 1, 0, 0 .... Voor z stellen we in de vergelijking achtereenvolgens die ge-tallen in de plaats en tellen de uitkomsten op. Door invoeringvan de reeds vroeger genoemde notatie Sn (x) voor de functie vanBernoulii krijgen we dan deze betrekking: n-l X (- l)rSn-r(x) Fr(x) = (â€” 1)Â? 1/ZFâ€ž(x). r=0 Hierin voeren we weer de functies Tâ€ž (x) in door de substitutie(12). Het resultaat is: x â€” 1\\ ^ , . x â€” F ^(-\\ysn-r(x)(x )Tr(â€” x) = â€”( 1 T n(-x).n. râ€”0 \\ \' / , Hierin vervangen we x door â€” x en maken tevens gebruikvan de bekende betrekkingen: Sn(-x)=(-l)Â? 1Sn (x 1)M_/ ly(x r) r I \\ r We vinden alsdan de vereischte betrekking (11).8. Geval dat x een positief geheel getal is.Volgens de additieformule en formule (7) is: Tâ€ž (2) = }T (!) T(Â?)= ^ 2 (l) â€? -1 n! n.! ti! n! 7z T = (n ?•?•! Â?T2T (/? - -1)!3! \'\'\' (n 1)! = _ * !fn 2)_L(" 2] i 4_(n 2\\( ~~(n l)(n 2) 1 m 2 / \'\'\' [ 1 /(\'(14) .... (2^-2). Op soortgelijke wijze zullen we nog Tâ€ž(3) afleiden:



??? Tn(3)=|T(2) T(l) l" = Tn(2) ^jTn_i(2) Tx (1) .... Tâ€ž(l) 2" 2 â€” 2 , n ! 2" 1 â€” 2 1 .__n\\__2nâ€”2 1 . . 1 "TT7. o\\ I I i 1 1 1 (15) .... Ta(3) = (n-\\-\\)(n-[-2) (tlâ€”1)!1 \\\' n(n-{-1)\'2 (nâ€”2)!2!(nâ€”l)/z\'3 1 n l fl 3\\ , 2 . /n 3 (n l)(Â? 2)(/i 3) 3"fS â€” 3.2" 3 4" 3. l"^3 (n l)(/2 W 3r\' Wanneer we nu de beide afgeleide formules bezien ontstaat\'t vermoeden dat in \'t algemeen, als x een positief geheel getalvoorstelt: We bewijzen deze formule in \'t algemeen door de methodevan n op n-f- 1. Nemen we dus aan dat de formule geldt vooralle waarden van x tot aan x = m. We weten reeds dat dit zoois voor m = 3. Volgens (1) is dan(x n 1) Tâ€ž(x 1) = (x 1)Tâ€ž (x) 4- n (x 4-1) T(x 4-1) ^TW^F ^c) I 1 t1) â–  â–  â–  I = (n 1)(n 2)iM^I ^\'M* t\') â€? â–  â€? I Tn (x4-1) â€” ] j (^4-2/... (/24~x:-|-1) !)" x 1 ^"j"1 jxn x 14-â€”De formule geldt dus ook voor x = m 1, waarmede bewezenis dat zij voor alle geheele positieve waarden van x geldt.Men zou deze formule ook hebben kunnen afleiden door den vorm ev- J\\X 1 v ) vx eerst te ontwikkelen volgens het binomium van Newton en daarnade daarbij optredende machten van e weer in reeksen naarmachten van v.



??? In het additietheorema stel ik y â€” Ax = kleine grootheid:Tn(x Ax) = j T(x) T(Ax)j" = Tn(x) (j)tâ€ž_i (x) T^Ax) â€? â€? â€? â€? of Tâ€ž(x Ax)-Tâ€ž(x)_ = | T(Ax) Ax l w 1 AX I v \' Door over te gaan tot de limiet Ax = 0, waarbij dus lim ??^ = T\'(0),Ax volgt hieruit: (16) .... T\'â€ž(x) = \\ T(x) -f- T\'(0)|" â€” Tâ€ž(x). Hierbij kunnen we voor T\'â€ž(0) schrijven, volgens formule (10): Tâ€ž\'(0) = 1 hn. Voor x = â€”1 geeft de formule (16) nog, in verband met (5)T\'n(â€” l) = (rt T\'(0) Y â€” hn of (17) T\'n(â€”1 )= â€” (") |  Voor \'t geval dat n oneven is, reduceert zich deze formule tot: 13\'= "- (??) 1 ^ Â°f(17a) .... Tn(- (rc oneven). Door de formule (16) te differentieeren vind ik: (18) . . T"â€ž(x) = JT\'(x) T\'(0)j" â€” T\'n(x) â€” T\'â€ž(0).Is n oneven dan volgt er gemakkelijk uit (19) . . â€? . . . T%(0) = hn~l oneven). Met behulp van (16) kan men dus achtereenvolgens de co??ffi-ci??nten van Tâ€ž(x) = pxx p2x2 â–  .. . berekenen want Pk = TÂ?). Een limietovergang, als ik bij het additietheorema heb toege-past, kan ook toepast worden op een formule die Frobinius aldusschrijft:



??? r^-rrnâ„?)- Ik zal de afleiding van deze hier niet geven omdat ik de for-mule verder niet gebruik. Stel ik weer y = Ax rri=r(T)(T(f) r s=n en schrijf de formule aldus: Overgaande tot de lim Ax = 0, na deeling door Ax, vind ik <2o> â–  (Tr)=S(r)(Tr)- r-\\-sâ€”n Â§ 34. Reeksontwikkeling voor 2X cos ~ v x ( S\'n^2 -\'j enz.In de reeksontwikkeling n=0 stel ik voor v in de plaats iv. Het linkerlid kan dan als volgtherleid worden: â–  iye /plh iv â€” p-^hiv ,x /sinAv1/ ) ai1= IV = 2X (cos | vx i sin wc) (S?•n 2 V^ \\ v Door de re??ele deelen en ook de imaginaire aan elkaar gelijkte stellen, vind ik de volgende twee reeksen: 2\' cos i VX = ?‰ (- D" V3" Hierin vervang ik nog v door 2v: 71= 0



??? tlâ€”O v 1 \' In (1) vervangen we x door â€”x: /sin ^ , T2â€ž (â€” x) cos vx j = g (- 1)Â? {2;0! (2v)2*. Deze uitkomst vermenigvuldig ik met (1): cos2 vx =v(-1).| T^i-?Š , J2n-2(~X) T^x) T^Jx) j 2â€ž cosvxâ€”2L\\ l) } (2/2)! (2n-2)! â€? 2! <2rt)l i[ZV)of, daar cos 2vx = â€” 1 2 cos9 vx, cos2 vx = â€” 1 2 Â?(_!)Â? | t2/2(-x) (22/2)Tn_2(-x)T2(x) ... j j2^. Wanneer we het linkerlid ook ontwikkelen naar de opklim-mende machten van v en daarna de co??ffici??nten uit beide ledenaan elkaar gelijkstellen, komt de volgende formule voorden dag: (3) i x2" = T2â€ž (â€”x) (22") T2â€ž_2(-x)T2(x) (24n) T2â€ž_4 (- x) T4 (x) ... T2â€ž (x).Op geheel dezelfde wijze leidt men uit (2) af: (4) - lx2" =(2/z)t2â€ž_i(-x) Tj (x) (23n) t2n_3 (- x) T3 (x) ...



??? Onderzoek van de co??ffici??nten an. Recurrentebetrekkingen tusschen de a\'s. Â§ 35. Deze co??ffici??nten zijn opgetreden bij de ontwikkeling (3)in Â§ 9 / X |/gYâ€”??=1  Vergelijken we deze met de in Â§ 33 bestudeerde, dan vinden we: <Â?.......Â°Â? = irTÂ?H> Uit de betrekkingen die reeds voor de polynomia Tâ€ž zijn afge-leid, zullen we derhalve betrekkingen tusschen de a\'s kunnenvinden. Eenige hiervan hadden we ook wel direct kunnen aflei-den door bovenstaande reeksontwikkeling te bestudeeren, maarandere laten zich beter uit de formules voor Tâ€ž vinden.Stellen we eerst in (3) Â§ 33 x=y~ â€” \\: Ta(-l) = (T(-i) T(-i))w.Door van (5) gebruik te maken en van (1) komt er fl\' /?\' hn = n\\ an  1)! Â?â€ž-iÂ?! 4 (n â€” 2)! 2! an._2a2 ... of hn (2) . . an 4" Un-X^i Â?rt-2a2 â€? â€? â€? alati-\\ Â?n = ~Jl\\\'Stellen we thans in (4) Â§ 33 x = â€” Men vindt (3) H lâ€ž??ijf. ??J?Š??f* â™? (d^jTÂ?Â? â€? â€? â–  = <-\')"â€? 2"a- Hetzelfde doen we met (9) Â§-33 Het resultaat is h1 H2 /z3 hn (4) . â€” "2J Â?n-2 ^fÂ?â€ž__3 â€” ... â€” (â€” 1)" = 2 Jian.



??? In formule (2) Â§ 33 vervangen we x door x -f- 1- Daardoor gaatzij over in: (x n 1) Tâ€ž(x 1) - (x 1) Tâ€ž(x) == n(x 1) Tâ€ž_l(x 1).Uit (3) Â§ 33 volgt: Tn(x l) = (T(x) T(l))Â? en Tâ€ž_i(x l) = (T(x) T(l))Â?-i.Deze uitdrukkingen substitueeren we en voeren ten slottenog in: J_n 1 Na eenige herleiding vinden we dan: 2n .2/2 â€” 1 .2/2 â€” 2 . . n n\\ a" 21 an~x 3!  -â–  (n i)! Â?o = 0. Op een andere afleiding van deze formule werd ik attent ge-maakt door Prof. Kapteyn. We maken gebruik van (3) Â§ 13 enschrijven deze in den volgenden vorm: GO ryn r(s) D (s) = js /2-l)r(<> /2-l) D(s /i-1) â€” r(s n) D(s n) \\. n=1 Nu is oâ€”1 l2n OVin 93hn r(s nâ€”1) D(S n-.)= A    .... hol. functie, dus 9â€”% n oâ€”i/2r, Q oi/2., (s â€ž_,)r(s n_l)D(s n-l) = s-|^-s^-s^-.... hol.fuâ€žctie. als we gebruik maken van de identiteiten: m (s-\\-nâ€”1)---=1---- m = â€” 3,-1,1,2,.... m /72 S /2 2 s n-f 2- Ook is , . . . 2~^a0 . 2 \'/aai , 23^a9 . r(S n) D(s n) =  ?Š ^j   hol- functie. Dus (s n â€” 1) r (s n â€” 1) D (s n â€” 1) â€” r (s n) D (s n) = = 2"3/2qo _ 2-1MÂ?o "i) _ 2\'/Â?(3aa Â?i) _ 2s/Â?(5a8 Â°2) _ s /i â€”Â§ s /2 â€”| s-f/2-f-i| s rt f x = â€”i en tÂ?(1) = -^it volgens (7) Â§33.



??? De reeks voor r (s) D (s) kunnen we nu aldus schrijven: 2 j 2â€”3\'2 cr0 2-!/2(ai Â?0) 21/a (3a9 4~ ai) l!\'s â€”Â? s 4-1 s f 22) 2-\'/2 (ai4-a0) 2!\' s 1 s 8 2a| 2-3/2??o 3!) s 4-1 2nâ€”1 r(s)D(s)=- I ) Â?o _ aâ€”Â? ^-t-op; __ ( I I O I I O I 1 O I 3 Â? " i \' -4-â€” uo _ 4- TqiI o I 3 " " l \' of ,v,\\nM-V ((2nâ€”\\)an an-\\ , (2/2 â€” 3) an-l an-2 ,r(s)D(s) -2, ^ZTJl- fj---- ---2!-- * holom. functie. Door vergelijking met r (s) D (s) = V 2"_1/2 , hol. functie\' s n â€” ^ volgt hieruit 2Â?-i/2 â€žn l)aw aâ€ž-i (2/2 â€”3)Â?n-i4-a/i-2 of 0 .2/2â€”1 .2/2 â€” 2 . _ 2/2 aâ€ž -j--â€”â€” aâ€ž_i -]-------â€”jâ€” aâ€ž_2 . . . = 0. Substitueeren we thans in (2) Â§ 33 voor x, x â€” 1 en stellenvoor Tâ€ž(xâ€” 1) en Tâ€ž (x â€” 2) volgens (3): Tb(x-1) = (T(X) T(-1))Â?Tâ€ž(x-2) = (T(x) T(- 2))"(x n - 1) (T(x) T(â€” 1))" - (x - 1) (T(x) T(- 2))" = = n(x-l)(T(x)4-T(-l))"-1.Na herleiding stellen we x = â€” Â? en maken gebruik van (5)en (8) Â§ 33. Het resultaat is de formule: e. _ . 2n â€” 3, . 2n â€” 6, , 2/2â€”9, , .2/2 â€” 3/25) 2/2aâ€ž -I---4- - 2 ! - A2aâ€ž_2  4 â€? â€? â€? i-----= 0. Â§ 36. Alle co??ffici??nten a zijn ^0. Bewijs. Zooals reeds in Â§ 18 is aangegeven, is ons doel om te bewijzendat de co??ffici??nten o.n alle van nul verschillen.

Om tot dit bewijs



??? te komen zullen we eerst met een der voor de a\'s afgeleide for-mules eenige a\'s bereken. We vinden: ___1 _ _ 19 aiâ€” 23 216 . 32. 5 _ 1___ 79 Â°2 ~~ 25. 3 Â°6 â€” 216. 32. 5 . 7 â€” _J_ â€” 3049 Â°3 27. 3 Â°7 â€” 221. 34. 5 . 7 1 1052297 1 ~ 2n . 5 8 ~ 226. 33 . 53 .7 Door deze tabel ontstaat reeds het vermoeden dat geen derco??ffici??nten gelijk is aan nul en dat verder nÂ?1 voor n oneven het teeken van an is (â€” 1) 2 n 2 voor n even het teeken van an is (â€” 1) 2 Gaan we er toe over dit in \'t algemeen te bewijzen.Eerst het geval dat n oneven is. De termen van (4) Â§ 35 ver-menigvuldigen we met 2n â€” 3 en trekken het resultaat van (5)af. We vinden dan (voor n oneven): (1) 2/2 (2/2 - 2) aâ€ž (4/2 â€” 9)^aâ€ž_2 /24 hn~l (4/2 â€” 15) aâ€ž_4 ...  â–  J aa = 0. Gaan we nu uit van de onderstelling dat voor alle a\'s tot aan nÂ?1 o-nâ€”2 het teeken (â€” 1) 2 is en dat geen der bedoelde a\'s gelijkis aan nul. We bewijzen nu dat an ook niet gelijk is aan nul 73 1 en dat \'t teeken is (â€” 1) 2 . Onze beweringen omtrent de a\'s zijndaarmede in \'t algemeen bewezen. Letten we dus daartoe op deteekens der termen die in (1) voorkomen. Volgens (6) Â§ 33 is: het teeken van h2k =

{â€” l)*"1en volgens onze onderstelling is: nâ€”2/c l het teeken van an_2k = (â€”1) 2dus het teeken van alle termen (op de eerste na) uit (1) is . , , nâ€”2A 1 n-1 â€”= (_ jpr



??? Als we dus uit (1) an oplossen dan vinden we daarvoor eensom van termen waarvan er geen enkele = 0 is en die alle het n-1 1 n l teeken (â€”1) 2 =(â€”1) 2 hebben. Hieruit volgt dat anyÂ? 0 en n l dat het teeken van an is (â€” 1) 2 . Dit is hiermede dus voor alleaâ€ž\'s (fi oneven) bewezen.Nu het geval dat n even is. Uit (11) Â§ 33 leiden we een formule voor de a\'s af, op degewone wijze, door te stellen x = â€” râ€”0 Ten einde deze verder te herleiden maken we gebruik van devolgende, uit de theorie der Bernoulli\'sche functie, bekendeformule r Derhalve is Q fJ-A â€”_________1 hm 1 Verder is -------------------------------â€” cr = pos. getal. ncntl\\an=- Cr . 2n-r{n_ r x)hn-r^ar.r\\ Omdat n even is en h2k 1 = 0, komen er in \'t rechterlid slechtsa\'s voor met oneven index, dus heeft iedere term van de som uithet linkerlid een van nul verschillende waarde en het teeken vaneen term 91-r l __ 1 Cr~--- h\'l~T l O. r /â€?< 2n~r(riâ€”r-j-l) r is nâ€”r 1 __ r 1 n (-1) 2 .(-1) 2 =(-l)2 . Alle termen hebben derhalve \'t zelfde teeken.Daaruit volgt dat 0 en dat \'t teeken van an is n n 2 â€” <- l)a-= â€”(1) 2 " Dit is juist hetgeen we over de a\'ns hebben beweerd. Met dit alles is dus aangetoond dat

geen der co??ffici??ntenaâ€ž = 0 is.



??? Â§ 37. De co??ffici??nten /?â€ž van Â§ 14 en 15.Ze zijn ontstaan door de reeksontwikkeling Derhalve is Pn = Y\\ Volgens (3) Â§ 33 is voor x=y = | TÂ?(1)=?•T(J) T(1)|C) en omdat volgens (7) Â§ 33 Tâ€ž(l) = ^-j-j; is:Volgens (4) Â§ 33 vindt men op gelijke wijze: (2) 2Vâ€ž=1 Eveneens uit (9) Â§ 33 (3) . 2nPn = - 1 |f h-2 |f Z^/x-3 ... (â€” 1 Nog andere betrekkingen kunnen uit de formules van deStirlingsche polynomia worden afgeleid. Ik zal ze hier achter-wege laten. Hier volgen de getallenwaarden der eerste 7 getallen :5 79 â€ž 71



??? Stelt men in (3) Â§ 33 x = J y = â€” \\ dan ontstaat de betrek-king tusschen de co??ffici??nten a en /?: Pn An-I Â?1 Pn-2Â?2 â€? â–  â€? Â?n = 0 en stelt men x = 1 y = â€” \\ dan komt er:waardoor de getallen /? in de getallen a zijn uitgedrukt.



??? Â§ 38. Het integreeren van een differentiaalvergelijking. Prof. Kapteyn heeft in 1908 de volgende differentiaalvergelij-king op onderstaande manier ge??ntegreerd en daarbij is de functieD(s) te voorschijn gekomen: d2y . 1 dy . (n2 <â– >.....2?‰ ?•?‰ IF-i)>=0- Deze kan uit de vergelijking van Bessel dz2 1 z dz \\ z2/^worden afgeleid door te stellen z = ix v = in. Derhalve is deoplossing van (1): y = A\\in(ix) B\\-in (ix)zooals volgt uit de theorie van de Besselsche functies.Verder is of ?? n hn (ix) = .. 7-777Tâ€”nfs 1 COS (n log x) i sin (n log x) | .2in yn 1 (in -f- i) rn I eâ€” xcos<p |cos (2/2 log sin cp) i sin (2n log sin <f>)\\dcp. ?? Wanneer we nu stellen Pn (x) = f*e~ x cos v cos (log xn sin2" y) dep, o Qâ€ž (x) = Inx cos v sin (log xn sin2" cp) dep, <j dan is de algemeene oplossing van (1):



??? (2)......y = APâ€ž (x) -f BQâ€ž (x). Voor Pâ€ž en Qâ€ž kunnen we nog schrijven Pn (x) = cos (n log x) Uâ€ž (x) â€” sin (n log x) Vâ€ž (x)Qn (x) = cos {n log x) Vâ€ž (x) sin (n log x) Uâ€ž (x)waarbij dan pTt Uâ€ž (x) = / e~xcosCp cos (2ti logsin cp) dep Vâ€ž (x) = ?’ er x cos(p sin (2n logsin cp) dep. o Dat (2) werkelijk de algemeene integraal is van (1) kan menverifieeren.We ontwikkelen nu Uâ€ž en Vâ€ž aldus: 11 â€” 2 \\ cos2 ^ 4T cos4 9? â€” â–  â€? â€? j cos (2/2 logsin 90) dip 0 ,-jt | x2 1Vâ€ž(x)= I )1 â€” 2l COs2 99 4! C0S4 99 â€” â€?\' â€? i sin (2/2 logsin <P) dcT-0 De integralen die hierin optreden zijn: /Tl f71 cosp cp cos (2/2 log sin cp) dep = | / cos\'\' 99 cos (2/2 logsin 95) dep0 \'0 ?’71 f7t cosp cp sin (2/2 logsin cp) dy = \\ / cosp cp sin (2n logsin cp) dep.0 0 Door deze notatie wordt i x2 x4 ) Uâ€ž = 2 1 Ho â€” 2] H2 4! H4 â€” ... j .4 x^ Ir , x\' Vâ€ž=:2 jKoâ€”J,K2 ~-K4...j Door parti??ele integratie wordt gevonden:(4/22 P2) HP - 2 (p - l)2 Hp_2 (p - 1) (p - 3) Hpâ€”4 = 0(4/22 p2) Kp - 2 (p - l)2 Kp_2 (p - 1) (p - 3) Kp_4 = 0



??? en hieruit tevens Kp=~[pHp-(p-\\)Hp^] Hp = -^[pKp-(p-\\)Kp^]. Door deze betrekkingen kunnen alle H\'s en K\'s uitgedruktVvorden in H0 en K0.Nu is 31"~2~ H0 = / cos (2n log sin cp) dy K0 = j 2 sin (2n log sin <r) dq> o ji ^H0 = p! 1 - (log sin rpf ....o 71 3 K0 = I 2 )2n log sin <p â€” (log sin yf .... | d<p.\'o In verband met de betrekking (6) van Â§ 4 wordt dit, door termvoor term te integreeren: Ho=]Â?(-l)m (2fl)2m D (2m 1), m=0 00 K0 = (â€” x)m (2/?)2m 1 D (2m 2). mâ€” O De laatste reeksen convergeeren alleen voor n < h want alleen in dat geval is voldaan aan de noodige en voldoendevoorwaarde lim (2n)2m 1 D(2m -f- 2) = 0.



??? STELLINGEN. I. Het is van belang voor de theorie der reeksen van Dirichletdat nog andere bijzondere, daartoe behoorende reeksen, geheelworden onderzocht. II. De wijze waarop door G. Frobenius de theorie der polynomiavan Stirling is behandeld, verdient de voorkeur boven de manierwaarop N. Nielsen dit heeft gedaan. (G. Frobenius. Berl. Sitz. Ber. Band XXXIX bl. 836). (N. Nielsen. Handbuch der r-function). III. Het is verkeerd om, zooals in \'t leerboek der hoogere algebravan Lobatto-Rahusen geschiedt, het begrip â€žuniforme conver-gentie" wel te behandelen en toe te passen, maar de naam niette noemen. (Lobatto-Rahusen. Lessen over de hoogere algebra 7de druk 1909. Â§ 231 en volgende).



??? De imaginaire cirkelpunten en de isotrope richtingen van\'t platte vlak worden ten onrechte in sommige leerboeken deranalytische meetkunde buiten beschouwing gelaten. V. De naam â€žgeodetische cirkels" die Darboux geeft aan dekrommen van constante geodetische kromming, is voor dezekrommen af te keuren. (Darboux. Le?§ons sur la th?Šorie g?Šn?Šrale\'des surfaces II,pag. 151). VI. Hoewel de uitkomst van Wolfke, voor de constante van Balmer,nauwkeuriger is dan die van Bohr, is toch de laatste te ver-kiezen boven de eerste. Wolfke. Phys. Zeitschr. 1916, bl. 71.Bohr. Phil. Mag. XXVI, pag. 1, 1913. VII. Ten onrechte beweert F??ppl dat de electronentheorie streeftnaar eene verandering van dei grondslagen der Meetkunde. (F??ppl. Einleitung in die Maxwell\'sche Theorie. 3teAuflage, pag. 451). VIII. De isothermen van Amagat zijn, vooral wat het gedeelte bijhoogen druk betreft, onbetrouwbaar.



??? De afname van de veldsterkte van een electromagneet, onmid-dellijk na het aanzetten van den stroom, is niet voldoende verklaard. (Dissertatie H. R. Woltjer. Amsterdam, 1914.) X. De theorie die Chamberlin en Moulton gegeven hebben voorde verklaring van het ontstaan van ons zonnestelsel, kan alsgevallen beschouwd worden. XI. Poincar?Š beweert dat voor iedere functie waarvan het eersteen het tweede differentiaalquotient eindig zijn, het volgende geldt: Neemt men ?Š?Šn der 10000 waarden van zoo\'n functie (voorx = 1, 2,... 10000) dan is de kans, dat de 3de decimaal evenis, gelijk aan Deze bewering is onjuist. XII. Het is ongemotiveerd dat de 2de alinea van art. 89 van de wetop het M. O. steeds van kracht is, voor zoover betreft hun,die aan een der Rijksinstellingen tot opleiding van officieren dencursus hebben ten einde gebracht.
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