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INLEIDING.

Alle reeksen van de gedaante

o
2 Apens

n=0
waarin § een complexe veranderlijke voorstelt en a, en 4, reéele
getallen zijn, noemt men ,reeksen van Dirichlet”.

Bijzondere gevallen van deze rceksen zijn het eerst gebruikt
door Lejeune-Dirichlet bij zijne onderzoekingen over het klassen-
aantal der kwadratische vormen met een gegeven determinant
en bij het bewijs van het theorema over het aantal priemgetallen
die voorkomen in een rekenkundige recks. Sindsdien is er een
uitgebreide litteratuur over verschenen, welke men uitvoerig kan
vinden in het ,Handbuch der Lehre von der Verteilung der
Primzahlen” van E. Landau. Dit werk geeft een volledige uiteen-
zetting van de theorie dier reeksen. lk zal er steeds naar ver-
wijzen als ,Handbuch”. Verder is in 1915 verschenen: ,The
general theory of Dirichlet’s series” by G. H. Hardy and Marcel Riesz.
Dit geeft ook de algemeene theorie, hoewel minder uitgebreid,
benevens eenige nieuwere gezichtspunten over de sommabiliteit.

De theorie der bedoelde reeksen is echter nog verre van volledig.
Men kent nog niet de noodige en voldoende voorwaarden waaraan
een functie moet voldoen om in een reeks van Dirichlet ontwik-
keld te kunnen worden. Of anders gezegd, men weet niet in
't algemeen door welke analytische kenmerken van de.functie de
convergentielijn van hare reeks van Dirichlet bepaald wordt. Dat
het niet de polen zijn, is uit voorbeelden bekend.

Het doel van dit proefschriit is de studie der functie die
bepaald wordt door de reeks

1. 1 1.8 1
1+E;§S_+24:‘4-g§+ .....
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Het is een reeks van Dirichlet waarbij

in=1log n
don =0 Qopt+1 = 1 . 3_7(2’1 T‘l)'
( iLE 2.4...2n
In de jaren 1910 en 1911 is het onderzoek dezer functie als
ptijsvraag uitgeschreven door het Wiskundig Genootschap.
Antwoorden zijn er niet op ingekomen. Enkele hoofdzaken van
het onderzoek zijn door mij reeds vroeger behandeld in Deel X
van het Nieuw Archief, blz. 416 (1913).
De variabele s zal ik, waar zulks noodig is, steeds voor-
stellen door



HOOFDSTUK L

Onderzoek van de reeks en de coéfficienten.

, T Tmanditt Bn sl
€ 1. De 'e‘?kSl'J’_g';}?"l_é,Z‘gs

Zooals reeds in de inleiding is gezegd, is dit een reeks van
Dirichlet. Zij convergeert dus in een halfviak. Om de conver-
gentieliijn te bepalen, kan worden gebruik gemaakt van het
elementaire convergentie-kenmerk 1)

Iimn(- e 1)> 1
—=nm Up i

door dit toe te passen op de reeks der moduli

1 1 L3

Men vindt dan dat de recks convergeert voor

e

Hiermede is gevonden dat de convergentielijn

0:%»

is en dat de reeks in het gebied o >> 1 absoluut convergeert.
Volgens de algemeene theorie der Dirichletsche reeksen stelt

de reeks in het genoemde gebied dus eene uniforme functie

voor, terwijl men, om de afgeleide dezer functie te krijgen, de

1y Eenvoudiger door gebruik fe maken van de, in § 3 afgeleide,
benaderde waarden voor o, .
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reeks term voor term differentieeren mag. De functie stel ik voor
door D(s); dan is dus

S G =) i

Wy =« e D(S)—n}zag2.4 “on ‘@n 1y

@ . . DO=—F FE G - Gy e @t D
VOOor

g >

e

§ 2. Eigenschappen van de coéfficienten apn1.

Zooals gemakkelijk is in te zien heeit men:
1.8....@n—1) P

(N E = o 2n (aly?
2n— 1

CELE T RO e T dan—1

3 . . . . . . . Oap<@p

Met het oog op latere toepassingen zullen hier nog andere
eigenschappen worden aigeleid.

(4) = @ W a1+a3—|-.. s —|—a2n+1=(2n—{— 1)(12,14.1.
Bewijs: Nemen we aan, zooals voor kleine waarden van /m

door berekening te controleeren is, dat (3) geldt voor alle waarden
van n tot en met m, dan is dus

14+ a4 ...+ asmpa = (@2m 4+ 1) aem
Hieruit volgt:
14 ay+....+ Gomir + Gampa = 2m + 1) tomp1 + Gomys =
(volgens (2))
=@m+ 1) a2t G
= (2m 4 3) aemts.

De formule (4) geldt dus ook voor n=m 1 en derhalve
voor alle waarden van n.
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Deze eigenschap laat zich ook bewijzen door gebruik te maken
van een der beide integralen:

[::?l H

2/  dx 2 e
(1‘9,,;4-1 -/ (}, J__ 1)!’1"—1 ? / Sll’l'”(pd(p.
i O
De afleiding dezer formule zal ik hier niet geven; men vindt
ze in de gewone leerboeken over integraalrekening.
Door middel van de binomiaalformule vindt men de ont-
wikkeling :
1 IO
V(1 — x)
Hiermede kan de volgende betrekking worden afgeleid:
(5) T 7 ¢ —I— ag ton—| + cen e ol = 1.
Verhef beide leden van de ontwikkeling in 't kwadraat:
1
1 :C = Z ((.11 agngl + e eem _!" 32,1+1 ﬂﬁ) xn_l-
Ook is, volgens het binomium:
1 " 2
17_—_-x_1—}—,x—|—x 4
Door coéfficientengelijkstelling vindt men (3).
Nog eene andere betrekking moet hier worden bewezen:
(6) 1—}—3n3—{—5q5+....—|—(2n—]—l)ag,,+1=§~(2n—|—1)(211—]—3)&:».”_1.

Neem weer aan dat de formule geldt voor alle waarden van n

=1 —xyh=14ax+ax+4....

van 1 tot en met m. Dan is
143a,+.... +Cm+ D) @pri =1 2m+ 1) (2m + 3) @t
Hieruit volgt:
14384 ... 4 (2m 4 3) Qomis =
=1 (@2m+ 1) 2m 4+ 3) a2t + 2m 4 3) o

:{ (2m 4+ 1) (2m 4+ 3) ;m i ? + (2m + 3)} Qam48
— (2m +3)(2’" il g 1)a1,,,%

=31 (2m + 3) (2m + 5) asmys.
De formule geldt dus ook voor n=m-1 en is derhalve
algemeen geldig.
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§ 3. Benaderde waarden der coéfficienten aspiy.

Om benaderde uitdrukkingen te vinden voor de coéfficienten,
kan gebruik gemaakt worden van productontwikkelingen die men
afleidt wit het bekende product voor de sinusfunctie:

] x‘j. 52 x2 \
Door eerst te kiezen x = % wordt de, eveneens bekende, for-
mule van Wallis gevonden:
T . (2n)? 1
2 _,51_1113 52 ....(')n—l) 1
Deze kan ook aldus, worden geschreven:
2_ ;1.3 3.5 5.7 Q@n—1D@+1)
5 e 20 BT B (2n)?
Van iedere breuk uit het rechterlid is de teller kleiner dan den
noemer. Alle breuken zijn dus kleiner dan de eenheid. Het

product wordt dus kleiner, als n grooter wordt. Hieruit volgt:
2{,1.3 3.5 (zn—l)(zn—l—l)

EIRN A @n)y
of
3.5 Cn— 1)1
S vp Prwey (2rn+1)
/ 2 _<1.3.5 . 2n — 1
]n(2n—{—1) 2.4.6....2n }
zoodat
a »1/_2__
YV a@n £ 1)
of
0,797
{0 S | - ¥ ”+1>l/(2n+1)

T .
Door nu te nemen x = qv in het bovenstaande product voor

sin x, komt er:
1 T [ 1y f |
2 1/2_?[\1—@)(1 _83)"

3. 5 7.9 (4nylrlﬁn—|-l)
—1/2—]1123_ £ g (4n)®

of




We schrijven

S 7 9.11 (4n —3)(4n—1) 4n--1
Vz‘,‘l‘m* 1.8°8.12°°°° (@n—4)4n ~ 4n
Omdat lim it =1, i5 ook
n—in 4”
3 5.7 (4n —3) (4n—1)
ﬁw_,‘lﬂl i Sy '? e (T

De breuken uit het rechterlid, behalve £, zijn alle grooter dan
de eenheid, want de teller is (4n — 3) (4n — 1) = 161" — 16n + 3
en de noemer (4n — 4).4n= 16n* — 16n.

Hieruit volgt dat

21/2 3 5.7 (4n—3)(4n—1)

A ER T dn—dn
of
yve L3 9 @ an—1 6 10 dn — 2
=~ 2 4°6°8 4n 478 " 4n—4
Je2e 0.3.5 sl ifl —11) E 5 2n —1
7~ 2.4.6....4n 7 e
1.3.5 (4n—1) 1.375 .. (2n—3)
2 T9.4.6... . 4n "2.4.6... (2n— g, Pr—
2
l’;— > Qupya Qop (20 — 1)
2
Qin 1 < Lt

i ﬂazn—l (2” = 1). ,
Door gebruik te maken van (1) volgt hieruit:

2
Aint1 < T *'24_ i 1—)
;i I/ 7(2n— 1

~ 3 y@n—1)

~Va 2np—1

e o

Va(2n—1)

Gemakkelijk laat zich bewijzen dat voor n =7

<

1 A
V (2n —1) “‘1/4n—|—1




want hieruit volgt:
dn4+1<2L2n—1)
3t<4n
Dus is

Aiptl < V (4!2-—f—- 1)

Door directe berekening vindt men dat deze ongelijkheid ook
geldt voor n=1, 2....6.
Uit de afgeleide grens volgt

dnr1 An + 1 )
dnt 2" S G Va@n—=1)

dn—+41

(271 — Qyg13
4n —!__ 2 ?1+1 '11'1’—'—

4n 4 1
Wrid S ln + 2 Vs — 1)’

of, daar

Voor =7 is weer
4n 41 1
@n ¥ 21 @n—1) SV En+3)
21
ik |/ (41 £ 3)
Door direkte berekening blijkt deze formule ook te gelden voor

R=l,2....6.
Hiermede is dus in ’t algemeen aangetoond dat

dus

f Qon+1 <_ ]/H(ZH ‘I;Ty
0}

0,8463
(2) e e (12H+1<V(2n+ 1)

alleen voor n=1 geldt dit niet, want gz =1.
Verder is blijkbaar

) 0,797
3y « . ,111111 Aapil = i_x Vn(zn + 1) lﬂ-fl/(2 14 1)
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Integraal-vorm en onderzoek der functie voor geheele
waarden van de variabele.

§ 4. Integraal-vorm voor de functie.

Ten einde een integraalvorm voor de functie te vinden, maken
we gebruik van de bekende integraal

. 1
() " @adt 1)y

die gemakkelijk is af te leiden uit de bekende integraal voor de
I-functie

. 1 . .we——(zn—l)xxs—} dx
rla i
0

Fle== / xx-*—l eF X
a
door daarin x te vervangen door {21+ 1)x.
Stellen we in de reeks

21.3..;_(271—1) o o}
2.4...2n "(@nF1y

0

VOOI @n F 1) de integraal unit (1) in de plaats, dan krijgen we

1 = l____'_’!...2n:71
A

G0
ol . £ xswl eﬁ(2n+1)x ax.
I (s) &= 4. .. 20 /
=t

L

0

(2)

Om aan te toonen dat we hier het Z-teeken en de integraal
mogen verwisselen, beschouwen we de reeks

3 1.3...2n—1
1 S z_mf...,?n (e—x)2n+.

1i=0

Het is een machtreeks met e—* als variabele.
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Stellen we e *=—1y dan gaat de reeks over in

il.?;‘..ﬂn—l Jant.
2.4....2n

n=>0

Men vindt nu, door middel van ’t binomium van Newton:

b e~ 1.3....2n—1 .
4 . . .. = i
(4) Vi =9 ; 2.4....o0n ¥

De reeks in ’t tweede lid convergeert blijkbaar voor y | <1
en wel uniform zooals alle machtreeksen. Daaruit volgt dat de
reeks (3) ook uniform convergeert voor alle positieve waarden
van x. De reeks (3) mag dus term voor term geintegreerd
worden, m. a. w. in (2) mag £ met f verwisseld worden. Doen
we dit zoo vinden we, door meteen van (4) gebruik te maken:

[ E—T xS il

1 ] -
r(s) b/ Ti—em

D(s) =

of

G) . . .. .D()= dx.

[
'I“(s) ]/(el’C 1)

Ferst dienen we nu na te gaan in welk gebied deze integraal
een zin heeft. Het eenige punt waarin de integrand onbepaald
zou kunnen toenemen is het punt x=—0 want door de macht
van e in den noemer, nadert hij voor x = oo zeer sterk tot 0
voor iedere waarde van s. In de omgeving van x =0 kunnen
we den integrand aldus ontwikkelen:

Fel

b L T xS
dx.

b}/]/(szr%?A—... )_/1/ 2+5+ )

Volgens een bekende regel zal dus de integraal een zin hebben
in 't geval dat

R (s) > I
Hieruit blijkt derhalve dat de integraalvorm (5) de functie in
hetzelide gebied voorstelt als de reeks van Dirichlet.
Substitueeren we nog in de integraal

(e —

hetgeen geoorloofd is omdat x loopt van O tot .



11

We vinden

1:34

6) D(s) = .P%/ {log.l L= =t )[ i

sin#/ cos tJ

§ 5. Onderzoek van de functie voor geheele positieve waarden
van de variabele s.

Door middel van de laatste integraal der vorige paragraaf zijn
we in staat om een en ander te weten te komen van de waarden
der functic voor geheele positicve waarden van de veranderlijke.

We stellen dus s=n en vinden

D (H) = _]_ /‘E(f 1)"—'1(10g sin f)”_l df-_-( )II J /‘?J(lOgSiﬂf)”—l dt
De reeks

o o) 2 i
30080y gt = (o g

n=y

_— T
convergeert uniform voor alle waarden van x tusschen O en o

en mag dus term voor term geintegreerd wordern.

JE
on

z = / (log sin £)" dt = [ (sin £)* di

Bt ! 0

of

Z (—1)D(n+1)x"= { (sin t)* dt.
n=0
De laatste integraal kunnen we in I'-functies uitdrukken. Daartoe
substitueeren we
sin f =y

waardoor de integraal overgaat in de Eulersche integraal:
g st x+1 1
= / y2 (I—y)yedy= —-B( ! , 2)

0
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Volgens een bekende formule kunnen we hiervoor schrijven

1 r(,x 3 1) P(;) e (x_|2__1)

= =—Va—
2 x b 2 (Jﬁ
A i) r(5+1)
omdat F‘(lx):-_l/n.
2,
We hebben dus gevonden:
x4+ I
: e
1) . . (=)D Dx=5 Vz— . sk
‘ 2 X
n=0 l‘(,) —I—I)

Deze vergelijking stelt ons in staat om uit eigenschappen van
de functie in het rechterlid, eigenschappen van de coéfficienten
uit het linkerlid af te leiden. Vervangen we x door — X:

- o x2+ )
Db e
. e

Volgens de bekende formule der I'-functies is

I
en dus
(— x + 1 x—+1 7 1
ek VR L 1\ R
2 / ) 2 . x+41 x+ I
sin“5—a T ( 2—-)
X 'l "r 1
‘T—2+QLF0——) f“‘;ﬁj
sin 2‘ 7T 2
Door deze uitdrukkingen te substitueeren vinden we:
sin > = I’ (Ji)
iD(H+1)xn=;Vﬂ4—_|—?l- —2|—1.
L
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De sinus in den noemer werken we uit en door toepassing
van de formule

ar{(a) =@+ 1)

r(5)=2r(5+1)

schrijven we

Er komt dan: ,
| o Pt
2) . . Zn(n+1)xﬂ—l/v R T (x+1]

Vergelijken we deze uitkomst met (1) zoo blijkt dat het in (2)
optredende quotient van I'-functies juist het omgekeerde is van
dat uit (1). Dus door (1) en (2) te vermenigvuldigen valt dit
quotient weg:

= \ = L
> (—1rD@a41)xn Y Dind Dt =ga.—tg 5™

=0 =0 X

Volgens de bekende ontwikkeling van tg km= is:

waarin B, dc Bernoulliaansche getallen voorstellen.
Dit substitueerende vinden we:

v =\ n = 20 42n—2
2 “( D (n41) x". ;D(.’H—l)x Z (2 6P e

Na vermenigvuldiging van de (natuurlijk absoluut) conver-
geerende machtreeksen, krijgen we, door de coéfiicienten van
x*n—2 yit beide leden aan elkaar gelijk te stellen:

(BY = 5 s D(l)D(Zn—l)—D(B)D(Zn—2)+
1 == "
+D@n—1D()= (2 )‘ B,.
Hiermede hebben we een recurrente betrekking tusschen de
D’s gevonden.

Deelen we beide leden door =2" dan toont de formule aan dal
het linkerlid een rationaal getal Is.
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Uit de reeks van Dirichlet volgt verder:

S W I (e
) D= e P bgsls =

lu\q

en uit formule (6) van de vorige paragraaf
| a
5) . . D@=— logsin tdt:%log2:1,08856‘...

.0

volgens de bekende integraal die door Euler is bepaald.
" Door middel van (3) vindt men hiermede voor n=2

D(1)D@E)—D@D@+DE) D)=

=10 g S PR
_4' Bg——24.30ﬂ 48,u
E ™ M
2 20(3) 4(log2) TR
s
© . . D(3)——ﬂz 4 (logz)ﬂz_;_f fi S

0
Eene andere recurrente betrekking kan op soortgelijke wijze
worden afgeleid. Ik ga weer uit van (1) en differentieer naar x:

i (—1D*.nD(n4 1) x 1=

3 Hgomiv st Ry

1 /
= : - Lo i
2 X =
riz+1)
Door invoering van de notatie
M) __

kan hiervoor geschreven worden:

ot = v () o



of
() o -i(—l)”raD(r:+l)xﬂ—1:

=1

=3 PEE) =5 +)| S rp@

- =il

We gaan nu de functie

ro=v( N —p(E41)

in eene reeks naar opklimmende machten van x ontwikkelen.
Dat deze ontwikkeling mogelijk is volgt uit het feit dat de functie
in de omgeving van den oorsprong regulier is; want voor x=0 is

w(})—w(1)=—2log 2= eindig
zooals we verderop zullen bewijzen.
Volgens de formule van Mac-Laurin is

fo=r@+L Qx4 O 0y

waarbij
1
£ (0) = o 150 () — 9 (1)}
Bij de theorie van de I'-functie wordt afgeleid de formule

wu+n-wm+[

dy.

De volledige afleiding zou ons te ver voeren maar we kunnen
haar gemakkelijk verkrijgen uit de meer bekende formule (zie de
leerboeken)

i) O i L

I (x) ' . 1—e-af a
0
Hieruit volgt namelijk:
720 e g L k)
qu+1y—wm)-j e

Stellen we nue—+==y dan gaat deze in de aangegevenformule over.
Er volgt uit, door n-malige differentiatie :

: -1-x1 ¥ i
o x =27 1082 gy
0
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dus
1 y—h (log y)* L (log y)»
() (1) — yi 1 (r2) — gL i
(TE (.Z) .}/‘ J} —1 d_], en (1) i’)/ y ] d_} .
dus
. 1 ! (y—t— 1) (log )?
of

i ——_ 1 LM
MO==0 | wy+Vy

Hierin substitueeren we
log y = — 2¢:
@ i e—t dt

Fm(0) = (— 1)+ 2/ e

Den integrand ontwikkelen we:

£ (0) = (— 1)n+L 2 Z f— ljk—i—ljﬂxtn o=kt gt
k=l

0
Volgens een reeds meer gebruikte integraal is:

n!
kn+1

/lwtrz e——kt (ft e
b}
dus

PO (=121 D D =

; =~ 1 =~ 1
=(— 1)"'*12-“!{2 Jntl " on 2 s

k=1 k=1

r— —

We weten verder dat
21
Z Fntl C(n+1)
k=1 ;

waarbij { de functie van Riemann voorstelt.
Ten slotte hebben we derhalve gevonden:

£ (0) %(— )22 pl (1 A ;)C(n +1)

n

=



IF

Volgens de reeds gebruikte integraalformule voor (x4 1) is

0

1 =1 1
e e e e S [fi___
FO=w@—w)= =i 0= e 2 log 2.
]
Uit dit alles volgt nu de ontwikkeling die we zochten:
1 C i S
o) = (E 1) =—2t0g242 3 1 (1 — gk ek
i =1

We substitueeren dit in (7):

o

M (=D xr=

n—=1

s ( —logZ—{—ii (— 1) (1 . -2ln)i_,'(n—|—1)x”‘) (DG

\

Door, na uitvoering van de vermenigvuldiging, de coéfficienten
van x"-2 uit beide leden aan elkaar gelijk te stellen, vinden we
de betrekking:

n—=

@) (—1)D(n)=D(1—1)iog2+3_ (1 —z—lk) £ (k1) D (n—k—1).
k=l

De theoric der {-functie geeft verder nog
—En)ﬂm B
am (2m— 1)t "
maar een dergelijke somformule is voor £(2m 4 1) niet bekend,
soodat we met formule (8) alle D’s niet achtereenvolgens kunnen
berekenen maar ze wel in &-functies uitdrukken. Zoo vinden we:

£(2m) =

A

D)= 5 (log 2) 4 & 2" log 2 4 L =L (3)
en met behulp van (3):

D (3) = ;¥ @ + o5 7 (log 2 + 5 = (log 2)! + k =log2.L(3).
De formulce (8) geeft dezelfde waarde van D(5).
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Over de analytische voortzetting van de functie.

§ 6. Voorizetting in de strook — Lo —]—% door een reeks
van Dirichlet.

Volgens een algemeen theorema van Landaun!) heeft de functie
een pool in het punt s —= . Ook zonder hiervan gebruik te maken
is het volgende duidelijk.

De reeks voor D (s) wordt vermenigvuldigd met

I

waardoor cr komt:

2 V2
'sizD() +CI36IS/ _l—ajll[;_l_

Hieruit volgt, door deze reeks af te trekken van de reeks

voor D (s):
a 5 U l/
() (1=~gmg) D=1 I 4 B e B BLE Ty
40 e
85

Is het getal in den noemer van een term gelijk aan een vier-
voud, zoo is de coéfficient van dezen term = 0; is het een 4v + 1
zoo i8 de coéfficient =ay, 41 en is het een 4v -+ 2 dan is de
coéfficient gelijk aan — aop 11 /2.

Uit hetgeen vroeger reeds opgemerkt is omtrent de reeks

OSSR

volgt dat de reeks (1) absoluut convergeert voor ¢ > }
De reeks (1) convergeert voor o > — 1.

'} Handbuch II pagz. 880.

——
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Om dit te bewijzen wordt gebruik gemaakt van de volgende
algemeene eigenschap der reeksen van Dirichlet’):
Als de convergentie-abscis van een reeks van Dirichlet > 0 is,
dan wordt hij bepaald door de formule
| _n

log~Zan
(20 o e o= lim —— 2= ]

p—ive logn
De reeks uit (1) schrijven we nu als volgt:

2V2 | 3ay | da;  6azl2
) R T s }—33—|—5s 6 I

We weten dan zeker dat de convergentie-abscis > 0 is.
Zij S(n) =de som der eerste n coefficienten van de reeks (3):

SAn)=1—2V2+3a;+.... +{@n— a1 =
=14 35 - o + (B — L)llipa—

— 221 43a;+. ...+ (2n— 1) asr)

- 1)3(411 -L-1) Gt — 212 (2n — 1)3(211 +1)

2n—1

het laatste door toepassing van (4) § 1.
Op dezeltde wijze vinden we:

S(n4 )= xDEED iy,

_QV'-’, Qop—1
R ey o (4n — 1)3(4n oty 0 et 2122 n—l)3(2n+1) .

S (4n—+2)= i 1)3(4;1 T3 Qang1 — 2172 (‘E_H—b]%(_ZE—I—S) (op41
Volgens (2) is nu voor 8 (4n):

(4n* 1)(4n—|—1) o (2n— 1) (2n—i—1)

Ct—‘llm* : i
n=mm log 4n

dop—1

Om deze limiet te bepalen kan worden gebruik gemaakt van
(3) uit § 3:

limag1 =2=¢ 11m

e LV (@ +1)

1)y Handbuch 1l pag. 732.
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Dus
(4n—1)(4n—|—1) 1 (2n—1)@2n+1) 1
= I,Og‘ 3 V(n—1) i 3 1 2n—1)
n-l—m ]OQ 4)‘2
— 1 log |(4n — 1) (4n + 1) — 272 (2n — 1)"(2n + 1)
””1; lOg An
1yhe 1)%' 14!
: log 811]/11‘(1 ‘41&) {1 —[—4;1) ( =i [1 +2—n}
= log 4n N ad s
=
| __1_.)( 1.)_( S ( 1)
. loanI/n(l 8n 1+4n 1 4n) 1+2n)
= lim
= log 4n
3 5
. lOg 8n ]/H == g — 32H§i
== lim A
n=x log 4n
log (31/;1 —|— )
— lim — i v
ul=n:}a lOg 4n
. log31V/n
F;}ll1=l]m lOg An
: log n
e 1
—;inm % log 4n

Op geheel dezelfde wijze kan men voor S (4n 1), S{4n—1)
en S (4n + 2) de limietovergang volvoeren. Daarbij wordt steeds
gevonden

= %

Hiermede is bewezen dat de reeks (3) de lijn o =& tot con-
vergentielijn heeft; m.a. w. de reeks (1) heeft de lijn 0 = — & tot
convergentielijn.

Thans zal bewezen worden dat de recks uit (1) voor s =20
de waarde O heeft, zoodat

D0y = 0.

Zii S(n) de som van de eerste n termen der reeks (1) voor
s =0 dan is (ook volgens formule (2) § 1):

8(4}‘!):1 —-|—{1'3—|—...£14,n_1—l/2(1 —I—as—|—...—|—&2n_1):

=(@4n—1) &1 —V22n—1) azp—1.
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SUn+1)=14+a+...+ Gni—Ve(Q da+ ... Fawm)=
= @n4 1) a1 — V2 @2n—1) ton.

S(4H+2): 1 —|—a3—|- w s —l—a4n+1——l/2(1 —]—tl;)—'— o .—|—a2n+1)=
— (4n + 1) @ip — 12 (22 + 1) don .
SAn+3)=1+4a + ...+ Gings — V2 (14+as+--- - aopr1) =
= (4n + 3V Gupiia— 172 (2}1 -I— 1) A2p--1-

De waarde der reeks (1) voor s =0 krijgen we door de limiet
te bepalen van deze uitdrukkingen voor = . Daartoe wordt
gebruik gemaakt van de formule

: ; 1

£ 1)
Zoo is bijv.:
lim S (4r) = lim }(zm i Vu—@nﬁj) —12(2n—1) 17(275'—#1)

— clim )/ (4n — 1) — 172 (2n — 1)}

= 2¢ lim l(l + ;:;I)”z = (] . 2-1n)”2 |

— 2¢ lim 11—8172—1—|-‘:n[

h 1
= 2¢ lim ;éﬁ:
=1
Op dezelide wijze vindt men de limiet 0 van de 3 andere
uitdrukkingen van S.

Substitueert men in (1) voor s de waarden 1 en 2 (bijv.),
dan vindt men door middel van de vroeger gevonden waarden

i

D)=

en T
D(2)=, log2,

de volgende numerische uitkomsten:

iy a o V2, 4,86 &V, &
: T V2 | a i a.1’2 | a;
R (] P = = et B .|_ i e Eal sl T
(1 4 I 2) 2 10g 2 1 22 32 2 63 72‘ .

en zooals reeds bewezen is:

0=1—V2+a,+a—alV2ta+. ...
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§ 7. Voortzetting in dezelfde strook door middel van
eene integraal,

Gemakkelijk is na te gaan dat
d x \le I
A el S
| PEeNEal T )"‘—“') 1—e*— xe*
Fhenh 00—
Nemen we aan dat ¢ > 4 is, dan blijkt dat de vorm tusschen
[ | de waarde 1 aanneemt voor x = 0 en de waarde 0 voor x =¢o.
Daarom is
SR H x )“*‘*f'-' 1 —e7* — xe™
s — ]l — = (1 — e )

e

== xs“% 5

Verder is, volgens (5) § 4

r(s)D(s) = dx ¢ >

gt

I xs~.1
[ vies—1
Dus ook

($)D () — e

— ]
2

xS—]

e ) X 8—3:2 1_67‘(_ xe'ﬁx i, }

— 10 28% 1) —Ha - B T U s
/ []/(i?qqL 1) _'— 2 (] _.P*\) (1 Ly e_x)g 2 X 2l dx
a

of
l—e F—xe~

AT (e

'2—2 ”:”— JcS 1'““/ o lldx.

Deze integraal bestaat voor o >> — L en geeft dus eene analytische
voortzetting van de functie D (s) in de bovengenvemde strook.
Want voor x = w is de integrand — 0. In de omgeving van
x=0 kan hij aldus ontwikkeld worden :

. 2
xS 8ol 2k —|—1 _(I.l__x_,_—.) (1—x+__jj—l =
l/(2x—|-2x”-|-.... (x = 1 % N ”)s+'.2

==Wl(] - x) da? x (] — Lay e ] =
=xl —lxd . 4 Jxsth(1—1x)S h—1]=
=% [—dx 4 xR (1 -+ Dixd. . Jl=
=g a ) A




23

Is 6 < } dan geeft de term — §x¥' de laagste macht van x.
De integraal bestaat dus voor het geval dat
g = >—1
i =L

Is =1 zoo is de laagste macht van x =0 en de integraal
behoudt een zin.

§ 8. Achtereenvolgende voortzetting in de strooken
_El<0< &3 —%{o{n—% enz.

Door parti¢ele integratie zullen we, uitgaande van den integraal-
vorm (5) § 4:
FODE = e d
ODPEO=] =™
C

den factor S_l—l-- voéor het integraalteeken trachten te krijgen. Deze
= .

factor moet er zijn, of anders een factor (s—]-%)‘?' We schrij-
ven daartoe de integraal aldus
POD O = [ T X dx
oA e —1)
en integreeren particel:

of
. L e st
(1) . rEbE)=— S___%'_j X (e — 1)
Deze integraal bestaat als R (s) > — 4. Want voor x =00 I8
de integrand =0. Voor x =0 kunnen we teller en noemer van

den integrand naar opklimmende machten van X ontwikkelen, We

krijgen dan
B o 4 o2
2% + 2’*,7+....—2x(1 4o B i 0D
xswlll’E C i _ = G " - of
; 2x2(___2—|-§+....)

pP— 2% A L
e ML " i S W’If
.,/ P I x5k dgx.

(4}
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De integraal heeft dus een zin als R(s— %) > —1 m. a. w.
als R(s) >— &

De integraal (1) geeft ons dus een analytische voortzetting van
de functie D (s) in de strook tusschen I en — }.

Het vermoeden ligt nu voor de hand dat in het punts=—1}
de functie cok een pool heeft.

Om deze ook te voorschijn te laten treden schrijven we (1)
aldus en integreeren weer partiéel:

1 o X e ] — 2xex i
r (5) D (S) —_— - __.__;l: / 2%l (E’Ex'— 1)3/2 x5z dx
& "‘l,)
1 X ] — 2xpix / [
st Ay s+1)a

1 % o
te—pe+nl

0

—8xer (e 1) (e A y—de™(e” 1) " 1dver
(e —1yr

Het grensstuk is weer=20 en dus is

o 9 0% (52 9% 1\2 I f p2% D%
{ strl_,z—Sxex(ex——l)—(e ’*Q 311)7 4_)7’63‘((:"‘ 1) 4 12x% dx
22x2 (% | Yl

= 1
=PI

Wanneer we nu op dezelfde wijze als bij (1) nagaan in welk
gebicd de integraal bestaat dan vinden we, omdat de teller van
de breuk begint met 8x°:

0

R(s)>—4.

Hiermede is dus aangetoond dat de functic D (s) in s=—}
een enkelvoudige pool heeft.

Op dezen weg zouden we kunnen doorgaan en telkens partiéel
integreeren. Maar we zullen een anderen weg moeten inslaan
om een algemeene uitdrukking te krijgen. Want het is niet in
te zien welke integrand we krijgen na n maal partieel geintegreerd
te hebben. Echter geeft het voorgaande ons reeds het vermoeden
dat er wel een analytische uitdrukking moet zijn die de functie
in het geheele vlak voorstelt, terwijl er polen liggen in de punten

Su-—-‘EI‘;; —-%—, —g .....
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§ 9. Analytische voorsteliing voor het geheele viak.

Gaan wij uit van den integraalvorm
] 0 }LS_.I dx

DO=r/ vE—10

Bij het onderzock naar het gebied waarin deze integraal bestaat
is het ons al gebleken dat de grens O maakt dat zij slechts een
zin heeft als R(s) > 1. We zullen daarom de integraal splitsen
in twee andere:

/1 &ty =

V(e —1) +j %4 (ez" )dx.

0
De laatste integraal heeft voor alle waarden van s een zin. De
eerste ontwikkelen we in een reeks die in 't geheele vlak zal
blijken te convergeeren.
Beschouwen we de functie
s 2X
(G
De pool die het dichtst bij den oorsprong ligt is
@it
want de functie is in den oorsprong zelf eindig.
Zij kan dus volgens de theorie der complexe functies in een
machtrecks worden ontwikkeld die zal convergeeren voor |x| < .
Zij dan:

!
3 . . Veaf-x——l — 1} a,2x 4+ 0,2%x% 4 2% - . ..
\x[ = 7T,
Hieruit volgt:
1 ol

V(e —1) 2x
We mogen deze machtreeks vermenigvuldigen met x° L en
daarna term voor term integrecren tusschen de grenzen O en I.

+ o 2lhxllz |- D¥iag, X2 | Bleg 2 - L

ol xS—l 3 1 ol i " 1 i
/ i/(éﬁﬁjdl: @72/ X '.de—|—2-'2uj[xs l2 dI+
; i :
[-IL 1 _I_ 2”,]& _]_ 23 21 1 +
_ 1/(@2'7:—'1) 2112'5_1) 1 —I—la a2 +%
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Hiermede is dus gevonden:

1 |7 & ldx —ay,
@ - D(S):F(S)l]V(E“x—])+I; s4n—4 ]
gy == 1.

De integraal heeft, zooals we reeds gezegd hebben, in ieder
punt van ’t vlak een zin. We zullen bewijzen dat de reeks ook
voor alle waarden van s convergeert, behalve in de punten
sS=—n+% 28=0,1,2.

De reeks (3) convergeert voor alle waarden van x waarvan de
modulus < = is. De moduli van de termen der reeks uit (4) zijn

P 1 o ]
(5) . 2% f|ﬂu|‘s+n Ts“l = lm!l?((;‘l“”*—é)_"j'"_?)'

Nu is de modulus van den overeenkomstigen term van (3), nadat
beide leden gedeeld zijn door }/2:

20 |
(3) convergeert voor x==1. De modulus wordt dan
7 R e e B o

Voor alle waarden van o en ¢ is dus (5) kleiner dan (6), waaruit
volgt dat de reeks uit (4) uniform convergeert voor alle waarden
van s, behalve voor s =—n-+ 1.

§ 10. Ontwikkeling van de integraal Q(e)*— V(eﬂ )

in een machtreeks.

Deze integraal stelt een geheele functie van s voor en is dus
te ontwikkelen in een, overal convergente, machtreeks.

1) Q=]
1

voe aes—1 o slogx {31 7 e n
X dx__ / e J—=N"3 / (loq} x)
Viex—1)" | xl/(e*—1) %’n[,l V(e —1)

De coéfficienten dezer reeks hebben dus de gedaante:

1/“ (log x)* o

n! 1 x)/ (e —1)

Natuurlijk kan de functie ook aldus ontwikkeld worden:

g © ps—l dy ! ~me{s——1]lulx (S__])n AT (]ng)n
(2) Q(“’)_! V(g.?x_l)ﬁ"l/ I/(c”" j Zr ! ]/(92’5 l)d
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waarbij de coéfficienten dus den vorm

"= (log x)”
@Y = o e s ol RS n‘_’ Ve —
hebben. Er volgt uit:
[ g
Q) = J e —1)
Hierin stellen we e :g%g—t' Daardoor ontstaat er:
~basin —2— 1
4 . . . . . Q(l):j dt = bgsin ==
[i]
Daar D(l)zg volgt uit (4) § 9:
Ce e g gsin Hn;ﬂ s
Verder is duidelijk dat uit (2) volgt
ipes Lo Jegax,
6) . . . . 4 Q1) __/ ]/(egx_])a’x.
1

Door den noemer van deze integraal volgens het binomium te
ontwikkelen, ontstaat de recks:

“’1 =0

. OF

— B [ —(@n+)x -
‘$ a2n~|41/ € ]Og:\fd,\.

Door parti€ele integratic:

C* 2n--1)x

~ 00
/ e—@rthx log x dx — i

1

2-1—1[

Stel hierin x = 2—:_ dan gaat deze integraal over in
1

e—f
— it —(2n--1)
2n—l—1] tdt 2+1l:(e )

2n+l

als /i de integraallogarithmus voorstelt.
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Dus
! & oy L o
(Y, = o vw s Q (1)-_:2 211__:11 li (e—n+D),

n=1="
Alle coéfficienten k, kan men op soortgelijke wijze ontwikkelen.

oo

1
(8) . . " . R‘H = F

S

0
1



HOOFDSTUK IV.

Eenige bepaalde integralen die in D-functies kunnen worden
uitgedrukt; reeksontwikkelingen.

§ 11. Bepaalde integralen die in D-functies kunnen worden
uitgedrukt.

Uitgaande van de integraal

1 . . . . TEDE= —_ gx R(s) >4

/-Cﬂ xS
S Y es—1
vindt men door partiéelc integratie :

I_'(S) D (S) S (E"l L )1& .

xS eg.\f

1= 2
5 _s“f (e‘lx___ 1) dx oF
a

als men s door s — 1 vervangt:

[l=2] s —1 pix "
@ . ... @EDE—1)= ézjﬁm. R(s) >4
P
Hieruit volgt verder:
n . mxs—1 (ezx_ 1) s L oo s—1
'(s)D(s—1) —f NN dx / = — 1) dx
a ]

hetgeen door gebruikmaking van (1) overgaat in:

F@HD@—J}—D@ﬂ:fm X

@ —1y”
o
De eerste integreeren we weer parti€el aldus:
1 ~ 00 82;\ e-.\ xs e 2 2 o5 .
j (=T} d(x) =~ (821 1% 4 [ xs e F’ e*dx of
0

rop—n= [t
0
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In verband met (2) volgt hieruit na rangschikking:

e =316+ DID (s — 1) —D ()

J e

en na vervanging van s door s — 1:

B e LT () iD=y Ty 11,

(3) . (egx l)a,.,

ﬂ
Deze integraal bestaat alleen als R (s) > § zooals blijkt, door
op te merken dat voor de grens x =0 aan deze voorwaarde moet
voldaan zijn.
Verder kunnen we nu weer een formule afleiden die met (2)
overeenkomt:

) xs le‘._?x o xS—]- -1
9% 1%\al, dx = af-\: ‘J 3
b/ (e-_.x o ])--.z 0/ ( ])31’2 _[—j ( Rt 1) fA

De¢ ecerste integraal van het rechterlid vervangen we door de
waarde uit (2) en vinden dan na rangschikking’:

5=
[(e,\ {7 9% =4 T (51D (s —2) —4D (s— 1)+ 3D ()1
R(s)> &
Op de integralen uit (3) en (4) kunnen we nu weer dezelfde
bewerkingen toepassen als op die van (1) en (2). Zoo voort-
gaande vinden we de volgende formules:

(5) [ (" 'ci}, = o1 M(9)iD(s—3)—4D (s —2)+3DG—D.
iy yeS— 1
Bl s v o n L /m =
zél—sr(s);0(3—3)—9D(s—2)+23[)(s—1)—150(5);.
X5 le_a,
G - - /(eyx iy d
= 15 = 1'(5) 1D (s — 4)— 9D (s —3) 4 23D(s — 2) — 15D(s — 1)}.
g e Rl e o TR
=

1

557 [ (6)1D(s—4)—16D(s—3)4-86D(s—2)—176D(s—1)+105D(s)‘.
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Men kan deze rij formules gemakkelijk voortzetten. Hef blijkt
nl. dat de gctallencoéfficient in den noemer steeds het volgende
oneven getal als factor er bij krijgt. De coéfficienten van de
termen tusschen de accolades zijn altijd gelijk bij dc laatste
formule van een stel en de eerste van het volgende stel. Verder
worden die coéfficienten aldus gevormd: Om b.v. formule (8) te
krijgen trekt men van de coéfficienten van (7) resp. de 7-vouden
van de coéfficienten der overeenkomstige termen van (6) af; aldus

—9—-7.1=—-—16
23—T7.(—9) =86
—15—7.23=—176
0—7.(—15)=105.

§ 12. Numerische resultaten.

Uit de bewezen betrekkingen kunnen we nog enkele numerische re-
sultaten afleiden door de numerische uitkomsten van §5 te gebruiken.
Zoo volgt uit (1) voor s =3:
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o xte dt
/ (&1 ])g, / (log sin 0 o =7 1082,
0
Voor 8 =25
J'_‘I
B Xe i a =
| & — 1y 1)3 / (logsind) —5 = 5,
0 0
uit (2) voor s=3:
[ x” o ]
/(e"’x 1y dx = / (log sin 12 tg? fdi=n logz— (log 2)% — Gk,

voot 5= 2;
7

oy 2 ;
/ (@ — 1) dx = —j log sin £. tg® tdt = % (1 —1log2),
i 0

uit (3) voor s =3:

.7?.‘

X .
[(E‘ 1)5 dx—j (IOgSnl‘)Sn df—gﬂ(l——lﬂgZ)




voor § =4:
»-362): % " 7 .
[ = —1y" dx=—|{ (logsin t)‘ ——dt—_——gll rsd—%-:zlogz—?(logz)?
0 0
uit (4) voor s =3:
[ & — Ty% 2 / (log sin t)? tg* tdt =
J L
=} a4 Jpn’ — §alog2+ } = (log 2F

uit (5) voor s =4:

7T

——f (log sin t)ss —dt_ 17— & log 2+ b+ fhm(log 2)

o) xH eE‘x

/ (6% — 1)”2

0

§ 13. Reeksontwikkeling voor D (s).

We gaan uit van den integraalvorm
xS—I

1 )
e o D(s):r@! AE=T) dx

en van de formule (2) van § 12:
(#e] xS
Of mdx:r(s+1)[m(s)—ms+1)].

Ik vermenigvuldig teller en noemer van den integrand uit (1)

met e2* — 1:
o xs—1(€2x R

F(S)D(S):f @T:)T.zl)dx j €‘2x 1)3_2 (2x4- —r—!— Jdx.
0 0

Door term voor term te integreeren en de optredende integralen
te vervangen door hunne uitdrukkingen uit (2) vind ik:

F(S)D()=2 (s 1)IDE)— D512 (s-+2)iDs+1)—D(s+2)1+

hetgeen, door gebruik te maken van een bekende eigenschap
der I-functie overgaat in:

3 D=3 211D s+ n—1)—Dsn)is(st 1. (s4n—11.

n_l

1) Op deze ontwikkeling werd ik attent gemaakt door Prof. W. Kapteyn.
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Om na te gaan in welk gebied de reeks convergeert schrijven
we haar in dezen vorm:

@a) . o e - e o (28 NS =
= 26D (s 1)+ 32} s(s-H1)..o(sha—1) 1 D(s1—1)—D(s+ )}
=i

en leiden eene benaderde uitdrukking af voor den factor
D(s-+n—1)—D(s+ n)

1 1 1 I3 1 I
D(S_I"H)WI = D(S+n):§(33+n—l Vs s+t ) +2 ] 4\/5.5-{41#1 - Bsn {}+ 3

1Al
2 3 T3 4 FE T

1 2 1.3 4
S, il Lol e
D(s+n—1)—D(stn) =- 30 n—|—2. = s

als R(s)=o s=g it
Blijkbaar volgt hieruit:

| 1 1 ) 1
‘D(S—!—ﬂ'——l)“—"D(S—I—ﬂ)!{\E.30__’_”_] —I_z—ﬂlW'T‘I-

Rg I o3
<gmlz-gmty et
Kiezen we o positief dan geldt voor de reeks uit het rechterlid

1 1 1.3 1 It

Sregar e b i Bl e e e T

dus
=

D(s+n—1)—D(s+n)| <Ly

De reeks der moduli van (3a) wordt thans:

I : g ! |
L% (o® _|_ f)_)lfz (G +14 ﬁ)}-’a (G 42 tf)lf'z_ »
(o n—14EP%D (s n—1)— D).

De termen dezer reeks zijn blijkbaar kleiner dan de overeen-
komstige termen van de reeks:

o
V2 2y ST 'ﬂuz_]
D e A e
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De convergentie van deze laat zich met een eenvoudig con-
vergentiekenmerk onderzoeken:

Unpr__ 2 (ot 1 % gys __ 2 l/(ﬂ +nf+F

ity 3 n—+41 (n+4 1)
: Hrz+1 2__
lim— T < 1.

De reeks convergeert dus en de reeks (3a) convergeert voor
alle waarden van s waarvan het reéele gedeelte positief is, en
wel absoluut en uniform.

Is het regele deel van s negatief, dan zijn, vanaf een zekeren
term, stelde de mde, de regele deelen van de functies

D(s4n—1) en D(s+ n)

toch weer positief. Volgens het voorgaande is dus

7T
——1

|D(s—|—n—])—D(s—|—n)|<;Bn e P

Het verdere bewijs is als het vorige.
De reeks (3a) convergeert dus in het geheele vlak.

In de punten
—_ 1 — = B
S - ’2 £ %, 'g TR
heeft D (s), zooals we reeds weten, polen. Voor éen dier waar-

den van s worden telkens termen van de reeks oneindig groot.

I (s)

§ 14. Reeksontwikkeling voor 2 MR D (s).
We weten dat
o6 xs— el S—1 -
F(S)D(S)‘—' V( T )dx _b/ Ez—x"j]]/(f‘“x—'])d.‘&

Ik ontwikkel den factor J/(e®*—1) in een reeks.

1p2%
De functie l/e -

kan in een machtreeks ontwikkeld worden,

die in 't geheele vlak convergeert, omdat de functie geen singu-
liere punten heeit.

Vet =1 B2 + 2+ B2
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Hieruit volgt:

NEODE)=[" g — 7 12X+ Bu2x)h + fo2xPe - 4 dx
i
De reeks
21 sz_lid x3+lr

b2t g, ET g

Eux
convergeert uniform voor alle waarden van x. Zij mag dus term
voor term geintegreerd worden tusschen de grenzen 0 en oo
omdat tevens voor x = de termen de waarde O hebben:

2n—1

F(s)D(s)—LB 2 ﬂnfw"s_g__‘ll- dx.

Nu is

PaEe. xs— 1

. 1
C(S):r(s)! g dx.

Stellen we x:2y dan gaat deze betrekking over in:

p ST
_.2_3 £(s) F(s)—j g A%,

0

Dit invoerende ontstaat de vergelijking:

2sr(s)D(s)_Zﬁ,, r(s + . )i (s+2”§+—1).

Door gebruik te maken van een bekende eigenschap van de
1’-functie, kan hiervoor geschreven worden:

- T ={ S : 2n—1 2n+1
2 F(S-!_%)D(s)—,(s-{-%g)—l-;ﬂn(s-i—%)(ﬂ.g) (q_;_ (+ . )

r(s)

23--;Ll..’2 I (S —I— %) = (S).

§ 15. Reeksontwikkeling voor

Gaan we uit van de betrekking

r(s) D(s) —[

D x\—‘l xSLl

dx —[ & 1" V(e — 1) dx

en maken weer gebruik van de ontwikkeling uit § 14.
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Op dezelfde wijze als bij de afleiding van de vorige reeks-
ontwikkeling vinden we:

w 2+l 2n4-1
L rs)e 2" [ e
FTOIO=2.2" | (= _1ym

De integralen uit het rechterlid zijn in § 11 in D-functies uit-
gedrukt. Door die formules toe te passen vindt men, na herleiding :

2s+1fal;((ss)+ =D HD—DG+4)+

+§2??/§n(s—|—§}...( = ')x %D(s+2—”§- )—p D(s+

In § 37 heb ik verschillende betrekkingen afgeleid tusschen
de cobfficienten fa.

211—|—1)

§ 16. Andere ontwikkeling voor D (s).

- 00 xs—l ] Is—l o0 =
r(s)D(s):‘/ I dx:d/ '(eﬂx—#n%?(e“ — 1)2dx.
0

0

Volgens § 33 (1) is

.reﬂ}: e ] )2 ,TI‘ TJ‘L(2)
== = )»?E . 21’!
2x ﬁ
en daar volgens (17) § 33
T 9 2.‘1»37
"A=Grna+2)
volgt hieruit:
G0 xs—l 2?1 2 (2n+" 2) .
rsYD(s)=| —s— : xn 2 dx
( ) ( ) ,J (E’“"— 1)5/2 e (n 1_ 2)1
of
g n v £ el (2r|—|—‘2 _2) ® xSl
I (Sj D (Sjl = ; jﬂ mw = / 82‘\' )5‘,2 dx.

De hier optredende integralen hebben we bepaald in (4) §11.
Volgens die formules krijgen we derhalve:
Qi 2”—0—’__2
rpe =1 3 2 G2 r(st2) Dls-Hn)—4D e D306+ k)

of na deelmg door I"(s):



&7
211-}—5(9r1—i—1__1)

(1) D(s)=1 L) s{s+1)..(s+n+ 1)[D(s+n)—4D(s+n-+1)+3D(s+n+2)].

n=0

Om de convergentle te onderzoeken gaan we te werk El]b volgt:

1 1.3 1
D(9+ﬂ)_1+ BSTH_‘]—ﬂ'gS—PF_l_““

1 1 1.3 1
—4D(S‘|‘”+]):“‘4—4-2'33+n+1‘4-‘2f'4'-5s+n+1
-3 1
3D(s+n42)=343. 2 3S+n+?+3 g 55“4_.24—
()Ptellende komt er:
D(s—|—n)—4D(s+n—l—1)—|—3D(s—|—n—}-2)=
L 1Le = b2 3.5 - —4.743
— 9. 4°  5otatz ‘3 4.6 7stmi? Ei

Derhalve is, als s=o 4 if:

| D(s+n)—4D(s+n+1)+3D(+n+2) |

i Tty e he
<34 5621*2 T2 32 et

== B i
PRSI a

<5z C

De factor tusschen de haakjes is, als ¢ > % is, een constante
eindige grootheid. De reeks der moduli van (1) heeft dus de

ecigenschap dat de termen kleiner zijn dan de overeenkomstige
termen van de reeks

2n+¥(2n+1_1) . ; _ 1

3 2\, 2 291 ow
42! (o +t)d{(a+l)+f§f2.....5n
voor alle waarden van ¢ > 4. De convergentie van deze laatste
reeks onderzocken we weer met een eenvoudig kenmerk:
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ol 2H+2(2f1 +2_2) - o _4__ — 9 il i
Uy = {n+2)' (0 "]—t)z.(ﬂ—l_lt-l—l—’—t) 5?7

Unr __ 2278 —2[(ofnt2P+ P 220+2—1) {(ofnt-2)° 42

1, 5202 —2)(n+3) 5(2f='*1_—- 1) n+3
: Lfn—#—l
lim E. <]
De reeks convergeert dus voor alle waarden van s waarvan
het reéele gedeelte > 4 is en wel absoluut en uniform.
Op geheel analoge wijze zouden we nog andere dergelijke
reeksontwikkelingen kunnen afleiden met behulp der andere infe-
gralen van § 11.

§ 17. -Nog andere reeksen.

Bovendien kan men uit ieder stel integralen nog weer een
nieuwe recksontwikkeling vinden. '
Nemen we bijv. de formule

%0 x.s—le, o p8—1 gy =y 2nyn
rIDE—2)—DE—I=[ o I)J,zdx_”/ = 1)2 s
3 _

Door verwisseling van het integraal- met het somteeken ont-
staat:

) 60 xﬁ‘— o0 xs-i-n—ﬁ
JPEIDE—2)—De—i={ +Z oy
0
waaruit weer volgt, als we voor de integralen hurme uitdruk-
kingen in D-functies in de plaats zetten en daarna door I'(s)
deelen:

D(s—2)— D(s—1)=D(s—2) —4D(s— 1)+ 3D(s) +
oE Z -s(s-|-1) (s-n—1)[D(s+n—2)—4D(s4-n—1)--3D(s-}-n)].
N’; :aemge herleiding kan dit als volgt worden geschreven:

D{s—1)—D %st(s—l—l)
..(s+rz—1)[D(s+n—2)—4D(s+n—])—]—3D(s+n)].

Op dezelfde wijze als bij de vorige reeks vindt men dat zi]
convergeert indien R (s) > 2.
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Over de polen van D(s) en hunne residuen.

§ 18. In § 9 is afgeleid de formule:

(1) D(s)= LK = x d~c+2—”ﬂfj—£a”—]
el Ve —nT T g sta—yl
In § 36 zal worden aangetoond dat de coEficienten «, alle van
nul verschillen. Daarmede zal dus bewezen zijn dat de functie

D(s) polen heeft in de punten
s=-—n-+}% n=0,1,2,....

Daar de voorstelling (1) voor het geheele vlak geldt en de
functie I'(s) geen nullen heeft kan de functie D(s) geen andere
polen bezitten dan de genoemde.

Zooals reeds eerder is gebleken, is de residu van de pool
s =243 gelijk aan

e
V2=
w omdat T'(}) = /=
In ’t algemeen heeft men voor de residu van de pool s—=—rn+}:
on gy on—ths 1 _
S i A
. i 1)n+12n—l!2(1,11.3...(2H—3)Vn

7T 2n—1
-
L 1)n+1]_./% 1.3.5...(2n —3) o,

In de omgeving van § =14 is
—11'2 1

D (s) = hol. functie 4 o) s=1
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Dus is
71!2

(s — 3)D(s) = (s — &) X hol. functie —|- r(s)
2 1
of 11_11112(3 — D)= T =5
Thans zullen nog een paar uitdrukkingen worden afgeleid voor
2 Mz gt
Imfl D(s) — —_—%J
We weten reeds dat de functie

B (s)D(s)—— !

— 3

holomorph is in de omgeving van het punt s={. Die functie
kan dus in die omgeving (en wel met een straal — 1 omdat de
naastbijliggende polen zijn §=—1%) in een machtreeks ontwik-
keld worden. Daartoe maak ik gebruik van (1) § 8

b, % g% — 1 — 2xe?*
e =
1

I (S) D (S) _ 2xl‘|2 (EF_,JX_ 1)333

S—

[ 71_ /lme(s—l:g)log i e —I— 1 + 2x EJL dx.

§ — 5’5 2 x'e (g% — 1)¥2

De volgende oniwikkeling ontstaat dus, door de macht van e
in den integrand op de gewone wijze in een reeks te ontwikkelen:

_1 n ) 2x ___ o9%
r(s)D(s) = IE(S [ e (log
] =

Er volgt uit:

I @ el ) i
F(S) D (S) 5 % ] 2yl (ezx —771)3’2_ dx=
0
L = (S | %_)nhl 08 Dy e'zx_ 62_\: __l_ 1
=Xl Dol TR
==t i
Ten eerste blijkt hieruit dat

2lger =t 4 | oL
2x'e (e8x — 1) gialal

omdat vroeger reeds gevonden is dat

I (s)D (s) — 2‘”%

een holomorphe functie is.
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Verder is dan:

2_5; oc g == 1yn—1 ALD 2}: eﬂx - " e'gx ]
JOLICE R o o il i et T
2 n=1 i i

Na deeling door I'(s) volgt hieruit:

—1f5 o —1f ~ 0 2% p2x
llm(D(S)—z_—b%ir 2)—— I l 2xe et

s=lfy

s log x dx
—31 /) 2Val xh(e—1)r ° )
0
Eene andere uitdrukking wordt verkregen door formule (1) van
§ 7. Voor s=14 vindt men daaruit, na deeling door F(s)
)‘;_,j; Liy
gt ) E d
im0~ =)= l/2n [Vaxes=n—a=il %

~) e
na eenige herleiding, die hier achterwegc gelaten is



HOOFDSTUK VI

Eenige betrekkingen die voortvloeien uit een paar algemeene
theorema’s der reeksen van Dirichlet.

§ 19. Het theorema voor de som der coéfficienten.

We gaan nu gebruik maken van een theorema dat voor alle
reeksen van Dirichlet geldt.
Het is als vclgt a1

Zij f(s) —Z ape—ns een reeks van Dirichlet die convergeert
=l
in een halfvlak, dan is, als de integraal genomen wordt over eene
verticale lijn binnen het convergentiegebied, terwijl y > O:

p-|-ien
exs i
4) . . . lim f — f()ds=2i3 'a
= 0 ' § FJJSJC
p—io

waarbij het / bij de = beteekent dat als x=1/, is, de laatste
term van de som a, als coéfficient } heeft. Overigens loopt de
sommatie over alle @,’s waarvan de bijbehoorende 1,’s kleiner of
gelijk aan X zijn.

In ons geval moet dus y > } zijn cn verder is 4, = log n
as; = 0. Kiezen we eerst
x=log (2n 4 1)
dan volgt uit (4):
pdden E.slog(zn+1)
D (s)ds = 2ni(ayF agt - ..+t L)
y—i oo

of als we formule (4) § 2 toepassen:

1) Handbuch II pag. 820.
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A7 tico
e j 2n+ 1)* 22 gz — 204 1) a1 — Josss
y—F y > g
Kiezen we ook nog voor x een getal dat voldoet aan
log (2n 4+ 1) > x > log 2n.
Nu is a2, =0 dus er komt:

)-—l—lm D .
/ s _%5) ds = 2xi (afl —|— a, + R a’;?n—l)

et

y—i oo
en door toepassing van (4) § 2:
A s D(s) . §
(6) 2m gt = ds = (2n—1)@sy—1, y>1, log(2n+-1) > x >log2n.
y— IDO

Deelen we de termen van (5) door (2n 4 1)° en sommeeren
de unitkomst van n =0 tot co dan ontstaat de betrekking:

ot o0
1 1" D@, . N gttt 1w g
Em'f 2(2;«;4-1)3—z z dz—z(2n+1)s—_1_§z(2n+1)s
y—iog

of

Yoo
() . 21r_[/ t(s—z) (z)dz__D(s 1)—1D(s)

}r—vioo
y>3 R >r+ 1
Beschouwen we de integraal

Dz

fes—222 0,
genomen over een rechthoek die aldus bepaald is

z=x-+1iy

SER(2)=y 0oy

uz=zy=—v u,v positief.
Binnen dezen rechthoek ligt alleen de pool 2 =} als we nemen
R(s) >y-+ 1. De residu van deze pool is blijkbaar gelijk aan

1 /2
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Volgens het theorema over de residuen van Cauchy is dus de

genoemde integraal gelijk aan l/’i— {(s—1). Derhalve is:

i apin

1|
2::1'? / GlE—a)=

L's
y—iv ¥

D(2) D (x 4+ iu zu) s

0
dz—l—/ HE—a—) =

~d—1v
z w
+ w2 ”dz+[u xohi) Do )d( y2
64:fu d
Gaan we thans over tot limu=ce limv=co. De tweede en
de vierde integraal naderen dan tot nul, zoodat er overblijit:

p—-ico Al —fo0 =
1.[ ts—2) "D et zjﬂ./ t6—2 22 @e=)2 ¢ (s—p)

2mi

y—icoo d—i=m
of, in verband met (7):
AB—{aC

(8) . ]/3 C(s——%)—D(s—l)_J,,%D(S):r_L_/ Hs _z)D(z)

27l
6—111'05
D< o<1 R(s)>3.
Uit de eigenschap (6) § 2 volgt door middel van het theorema (4):

Ay-io _ ;
©) 2%/ @ +1)SD(s:1) ds:(2n+1):igf_j|-3)a2n+1_ e

o

p—ico
door toepassing op de reeks
D(s—1)=1+35 4% 4
(5) kan ook aldus geschreven worden:
P (7]
ZL Iimj (211—{—1)8%{1‘3:(211-1—%)&%4.1 en (9):
Tl oo S i
»—i®
i oyt
oo lim / @n+ 1y ( =D g5 = @n4 1) G4 1) dznas

w=0a |
p—1iew
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Door combinatie dezer twee resultaten komt er na eenige her-
leiding :

y-iw ,
[t PR ) =0

Ww—0u0
w

p—1Ia

§ 20. Het theorema over het gemiddelde.

Volgens een bekend theoremal) is:

’ 1 pe,. ] - — . il
U!inm 265 f f.(ﬁ 4 ity gly — it) dt = % b, cn e—tn(B+7)

—6

o
als f(s) = E b,e—ins voor ¢ =} en
1
o
Z(5) = E cne—H*ns  voor ¢ =7y absoluut convergeeren.
1

Kiezen we f(s)=D(s) en g(s)=1{(s) dan wordt dit:

lim o (DBt G—if)dt= X tonsr g =D
w—0c 2(&)-/ ) B i s 2n +1 (2n+1)ﬁ+}'_ P

(1) . . . lim ét-[ﬂi)(ﬁ-+-ﬁ):(yif}dt::I)(ﬂ—+—w)

w— 00
—

B =3 y > 1
Gemakkelijk is aan te toonen dat deze formule ook geldt voor
voor geheel willekeurige reéele waarden van f8 en y. We be-
schouwen daartoe de integraal

|D(2) (s — 2) dz.

Als integraalweg nemen we den omtrek van een rechthoek die
aldus bepaald is
z=x-1+1y
>z =p ™ > P > — o,
Volgens de residuenstelling van Cauchy is deze integraal gelijk

) Handbueh II pag. 776.
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aan 2zi maal de som van de residuen der polen die binnen den
rechthoek liggen:

i D(+it) ¢ (s—p—itat + P D lo) £ (s—x—iw) dx +
' ]

— )

i f—mD(ﬁ’—l—it) ¢ (s—p'—it)di+ j’ﬁ Dx—in)cls —x im)dx=
L] ﬁ‘

= 2ai X som der residuen.

Deelen we alle termen door 2w en gaan over tot de limiet
w = cc dan verdwijnen de tweede en de vierde integraal omdat
de integrandi nul worden, doordat D (2) { (s — z) voor z =x 4+ i
eindig is, QOok het rechterlid verdwijnt, dus blijft er alleen over

lim 2iw ij(ﬁ—i—if}E(s—ﬁ-—-it) dt= lim -215 VD (it £ (s—p—it) dt

waaruit volgt:
@) lim - [ D (§' it) ¢ ('— it) dt = D(8'+7)
L e 20 P = 3

—@
!

waarbij nu 8’ en y' willekeurig zijn, maar niet

ﬁ}:%;_'%,_%--.. of '}”:”""1, "—2,



HOOFDSTUK VIL

1
De reeks van Dirichlet voor de fuctie Ws)

§ 21. De reeks en hare convergentie.

Stel dat voor ¢ > a de functie 'Di(s-) in een reeks van Dirichlet
kan ontwikkeld worden:
(1) s B
S 7 T D) #=m@ei1p
Nemen we verder aan dat de reeks absoluut convergeert voor
o >a dan zal de reeks, die ontstaat door de reeks uit (1) te
vermenigvuldigen met de reeks

el

Jop
2 (an 1y = D

convergeeren voor ¢ >« als @ > 1. Deze productreeks moet
echter, omdat

1
D(S)D(sj—l,
voor alle waarden van s de waarde 1 bezitten. Hieruit volgt
dat de coéfficienten der productreeks alle = 0 moeten zijn behalve

b, =1"). Zooals gemakkelijk is na te gaan zijn deze coéfficienten
van den vorm

(2) . ¢ S e g a, bgn+1:0
2 ebun

waarbij de sommatie loopt over alle deelers d van 2n -+ 1, de
eenheid en 't getal zelf, ook als deelers beschouwd.

De betrekking (2) stelt ons in staat de coéfficienten bsnyq uit
te drukken in de coéfficienten aon41.

1) Handbuch 11, p. 742,
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Ze geeft b.v., als p, g, r... priemgetallen voorstellen:
(@) . bp=—ay, byg=— p+ 208y bp=—0p+ ap.
Wordt met behulp dezer formules de getallenwaarde berekend
van de coéfficienten by, zoo vindt men, omdat b, =1:

i

ba:_%’ bp=—8§ bhi=—1 B=—1t%s
bn=—o%%, bs=— 3L b=k

Al deze coéfiicienten hebben dus een waarde waarvan de
modulus kleiner is dan de index. Wij kunnen nu bewijzen dat
algemeen
(4 . o - . o B | =S (2= 1)

Voor kleine waarden van n is dus aan deze ongelijkheid vol-
daan. Uit (2) volgt

B | Bana
Bl L |b2n+1[<2ad‘“T'1-
d

Alle #’s uit het rechterlid hebben indices die kleiner zijn dan
(2n 4 1)%. Als dus ondersteld wordt dat voor alle &'s, waarvan
de index kleiner is dan 2n -4 1, aan (4) voldaan wordt, dan
volgt uit (5):

| bonya | <Z Ay . JQH—I) of

< (2n - 1) W

< (2n-+1) a}f (Zazﬂ =(2n+1)B(D (%) —1)
n=l

het laatste omdat ¢ >3 is. Dus
| baner | < 20+ 1) (D(F)— 1)
<(2n+1)%
zie de benadering van D (%) in § 22.
Het blijkt dus dat ook
| Boar | < (21 1)
(4) is dus algemeen geldig. Hieruit volgt nu direct dat de reeks (1)
absoluut convergeert voor ¢ > 1% want in dat geval zijn de termen
kleiner dan de overeenkomstige termen van de reeks

1
; (_2,1 - ])6—715
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en deze convergeert, zooals bekend is voor o >> 1. Vooro > 1%
geldt dus nu:

bau
GF o e D(s) Z(z;ﬁ)

Hiermede is echter de convergentielijn van de reeks uit (1)
niet gevonden, want omdat uit de berekende waarden van bo,qa
blijkt dat ze van veel lagere orde dan

@2n 4 1)k

zijn, ligt het vermoeden voor de hand dat de reeks ook nog voor

"~ veel kleiner waarden van o zal convergeeren, vooral omdat be-

wezen is dat D(s) geen nullen heeft voor ¢ > I en dus El(_sj

holomorph is in het gebied ¢ > Z. Maar, zooals in de inleiding
is gezegd, wordt de convergentielijn niet bepaald door de polen.
Ik vermoed dat de reeks uit (1) convergeert voor ¢ >} en

misschien wel voor ¢ >> 0. Dit vermoeden wordt gewettigd door
het heuristisch bewijs van § 23.

§ 22. Benadering van D(Z).

Uit de reeks van Dirichlet volgt
D(Z)>D(1) dus

D (Z] > == LET0%:
Verder is
1 i ax
D ()= / 1
('B) '(3)0 nl;}/xl_/(edx__

. dx 8 dx
rO0@=/ =it y e

1 7 _ dx = /“" _dx
l/fgb/ wxl(14x)x " ) V(Eex—1)

o
1

%

-1 g 5 AT d({, x)
< b/ x—5(1 4- x) _./ =5

- / e 3 x's! dx — arcsine—*
) 1

| oo

<

RN
[ po



; 1
<1/;?}§ dofr+ 8.t rarcsin—
< 2,1168.
2]168
D)< 28
Dp<2.

Op soortgelijke wijze vindt men
-D(P <23, D(2)<205

§ 23. Afleiding van de befrekking:

2x + 17
iy . . Z[zn Tl @y o =1.
De formule (2) § 21

Ead(12n+l :O
d i

sommeeren we van 7=0 tot n—=x en vinden dan, omdat b,=1:
x

Z Zﬂdbgﬁ_lzl.

n=0 vl d
Hiervoor mag ook geschreven worden:
X
@2 . .- e Y mapibe=1
A—  ——
n=0 d d
e T o
want als d een dceler van 2n -+ 1 is, is j er ook een.

Als voorbeeld geef ik het geval dat n =>5:
by + (ah, + aiby) -+ (asb; + a:b;) + (a:b, + ;b;) +
+ (agh, + asbs + @,by) + (@b + aybyy) = 1.

Merken we nu eerst op dat d in (2) alle deelers doorloopt van
de oneven getallen 1 tot 2x4-1; m.a. w. d doorloopt alle oneven
oetallen van 1 tot 2x 4 1. De volgorde der sommatie uit (2)
keeren we om:

\jbd EanH =1.

= 4 . 2n 1

De som L Aopty bevat dan alle coétficienten @ waarvoor —a: e
=0 o
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a1

een geheel getal is, en de sommatie moet dus geschieden over

n+41

) 2
alle waarden van n waarvoor — g &en geheel, oneven getal
is en die kleiner dan x zijn. Zij k¥ het grootste oneven getal

B Ej—l dan is dus

frgwl_:al—l—ag—l— co @ = kay
n=0 d
het laatste volgens de eigenschap (4) § 2
Volgens de bepaling van k& is
[2x 41
el

of als dit getal even is

_[2x+ 1} .
k_L ] 1=
Wanneer nu verder door het symbool

2x 4 17
e
wordt aangeduid het getal

2x[-2-(|—1}

of datzelfde getal verminderd met de eenheid, al naar gelang

[2;1 3=
d

oneven of cven is, dan is dus bewezen dat

z bd[zx }{I e =,
B
Omdat echter, zooals reeds pezegd is, d alle oncven getallen

< 2x -+ 1 doorloopt, kan dit laatste resultaat ook aldus worden

uitgedrukt:
2x -+ 1]’
e,
S ey

Voorbeeld: x=17.
15a,:b, + bayb, + 3a;b; + .0, + a,by + @by + 1015 + a1byy =

§ 24. Heuristisch bewijs voor de convergeniie voor ¢ = }.

Door de formule (1) § 23 kan cen heuristisch bewijs gegeven
worden van het volgende theorema:
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De reeks

LR R

convergeert voor =} en fzeefz‘ dan de waarde O.
Ik schrijf de formule als volgt:

2x 417 ox 417
= = 5 ?x+11 S a
RN

=

-l P, 1
) o+t (2x 4+ l]azH] 2 (2x 4 1)?19:_,1 bk +(2>.—|—1)a;x+1
— 1 i

en bepaal eerst

2x 4+ 17
= Ox+1

i 2n+ 1 LH_H] .

e (2% + 1) Goxa

door middel van de formule (3) § 3

lim qopss = lim V(ﬂ'%r H
[2x+1 21
2H+1 _]f2n+1 al M
cV(2x+1) 2x+ 1
Het teeken 1° beteekent 1 of O.

=t _.”Jr.l’)-—_ Lo
=Vai1 x4+ 1) TV 1y

i==

De termen van bovencenoemde formule (1) naderen derhalve tot:

by + l/3+ ]/5 o B,

Het rechterlid nadert tot 0 dus is

- banai
By e D v
De reeks
S_"‘ b"n 2 |1
L (2041)

convergeert derhalve voor s =0 en dus volgens de bekende

theorie ook voor s > 0.
Nu heb ik dit genoemd een heuristisch bewijs en wel om de

volgende reden. Terwijl de termen, bi] bovenstaande limietover-

vind ik:



53
by
gang, naderen tot _V(%—ll——l)_ resp., wordt het aantal termen
steeds grooter. Hoe grooter cchter X wordt, hoe meer termen

van (1) tot cogfficient hebben
|

(2x + ]) a2x+1
1 : ¥
en deze uitdrukking nadert niet tot V@n J@n4-1) zooals cigenlifk

ondersteld is, maar tot V(21 1)’ Om kort te gaan:
Om (2) te bewijzen zou men moeten bepalen
b b2x—|-1
i (1 £ s Too Tt e T 1))

en dit is b1] de boven doorgevuude limietovergang niet geschied.

De overeenkomstige kwestie als hier behandeld is, vindt men
bij de ¢-functie van Riemann. Euler leidde reeds in 1748 langs
heuristischen weg de betrekking

£

=l
af. Doch cerst in 1897 gelukte het von Mangoldt dit langs streng
exacten weg te bewijzen, met behulp van door Hadamard ont-
dekte theorema’s.

§ 25. Over het teeken en over benaderde waarden van e
coéfficienten b.

10, Zij 2n -+ 1 =p? p priem, dan is bs.41 negatiei en
0,2112 0,0807
B 7S i T E R
Voor n=4 geldt hetzelfde teeken.
Bewijs: We weten dat
b= — ap + a3
Door middel van de in § 3 afgeleide grenswaarden voor @zpt1,
volgt hieruit, als n > 1:
0797 08463”’ - __0,0807

bﬂz £ — 2 ‘I“ VPJ
0 84()3 0 797‘ 0,21 12
by -7 9 | - o :
2 v T VR
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20, Als 2n41=pgq, p en ¢ priem, dan is bas+1 positief en

0,4239 0,6355
Ventn <P S pen+n
We weten dat
bon 1= — Qony1 -+ 2ap0y. Tk
AU e L DR e N
V(2rn+-1) yerfiy) S veEnti)
0,8463 0,797? 0,4239

bt >~ a1y T2 VEnt 1)~ VEr+D

Langs dezen weg kunnen we echter niet verder komen. De
getallen, zooals 0,6355 en 0,4239, worden steeds grooter en houden
niet meer hetzelfde teeken zooals in beide bovenstaande gevallen.

Uit de berekende waarden van bg,—1 schijnt te volgen dat
het teeken van bosiq gelijk is aan (—1)¢ als ¢ het aantal ver-
schillende priemfactoren van 2r-4-1 is. lk heb dit echter niet
kunnen bewijzen.

§ 26. Tabel van de coéfficienten a en b').

Q2n+1 ‘ bona
exacte waarde in  exacte waarde in
2n4-1 waarde. 4 decimalen. l waarde. 4 decimalen.
1. 1 1,0000 :
4. —;1-2 0,5000
5. ,j’ 0,3750
7. % 0,3125
9. %T— 0,2734 — 23— — 00,0234
11. 3;37 0,2460
13, S 0,225
1) Dmd;; bop1= — fapiy als 2n + 1 = priemgetal, heb ik die getallen

by, 1 niet ingevuld.
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(2n+1 ban41
exacte waarde in exacte waarde in
2n + 1 waarde. 4 decimalen. waarde. 4 decimalen.
3.11.13 3.113
1o —om 0,2094 o1 0,1656
325.11.13
17 R e 0,1963
19 5.1{1 .1%‘3.17 0,1854
2. 5]
11.13.17.19 35731 )
21 s 0,1761 o8 0,1363
30013100 .
o3 STD 681
25 ;’.13122;19.23 0,1611 _ﬁ5432§m — 0,0206
2
g TALISBEB g5 | PIOT s
Qon i1 bon 1 (3041 bon+1
2n -+ 1 waarde in 4 decimalen. {274 1 waarde in 4 decimalen.
29 0,1454 69 0,0964 0,0717
31 0,1444 71 0,0950
33 0,1399 0,1016 73 0,0937
35 0,1358 0,0986 75 0,0924 0,0148
37 0,1320 17 0,0912 0,0625
39 0,1286 0,0999 79 0,0900
41 0,1253 81 0,0889 — 0,0019
43 0,1223 . 83 0,0878
45 0,1196 0,0136 85 0,0868 0,0604
47 0,1170 87 0,0858 0,0636
49 0,1146 — 0,0170 89 0,0848
51 0,1123 0,0840 ‘ 91 0,0839 0,0571
53 0,1101 93 0,0830 0,0615
55 0,1081 0,0764 95 0,0821 0,0570
57 0,1061 0.0793 97 0,0812
59 0,1043 99 0,0804 0,0095
61 0,1026 101 0,0796
63 0,1009 0,0117 103 0,0788
56 0,0993 0,0698 105 0,0781 -— 0,0309
67 0,0978
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§ 27. De algemeene uildrukking der coéfficiénten bap 1.

Het doel is te bewijzen dat

: ! i
(1) bopy1= Z (— ptrTe... P et a; a;af ...

wlolel...

als de sommatie loopt over alle stellen waarden die voldoen aan
EiR, . .=2n1,

Door middel van (2) § 21 vindt men, door herhaalde toepassing
dezer betrekking:

= —a,+ a;
by, = — @5 + 2a.a;
by = — a -+ 20,05 + 2050, — 3a3a;
enz.

Hierdoor blijkt dat aan (1) voldaan wordt voor kleine waarden
van 2n -+ 1. Nemen we dus aan dat (1) geldt voor alle waarden
van n van n=1 tot n=um. Uit de betrekking (2) § 21 volgt dan

—
(2) . = . « [ng.rs —_— — aﬂfn‘}-S = : ag b2m+3.
d d

Ten ecerste is nu duidelijk dat alle termen van den vorm
ag a; . K. =2m+43
in de uitdrukking voor bomis moeten voorkomen; want in Don.s

d
komen zulke termen voor, en zij worden vermenigvuldigd met aq.
Gaan we na wat de coéfficient wordt van een willekeurigen term,
van bz,-,-;+3 bijV:

@ . . L . . aaer.

waarbij dus
e .. =2m -+ 3.
Uit (2) volgt dat deze term ontstaat uit de termen:
akbi’”ﬁ’ Hjbgﬂﬁ, lehz_m443, ......
k i i
De coéfficienten dezer termen zijn resp.:
( 1)'” 1+vtot.. (” 1+T+ )! ( 1);.,._}_1,._]—&—@.__.(_;!-"'Jr?’—l—i-Q—{—...)!_
(u—1)»! gl wl(p—1)lpl.. 7

enz.
Om dus de coéfficient van den term (3) te krijgen, moeten wij
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de hierboven genoemde coéfficienten optellen en met tegenge-
steld teeken nemen, volgens (2). Er komt dan:

— ]).u+1"—l-9—i-..u ol o pc s (t+r4o...)=

Hiermede is het gestelde bewezen.
Als we in de reeks voor D(s) de coéfficienten 2.1 alle ver-
vangen door de eenheid, dan gaat de reeks over in:

R

en de reeks voor L aat over in
Dis) ®

E w(2n+1)
(2n -+ 1)
zooals bekend is uit de theorie van de {-functie. w(2n 1) is hier
de bekende getallen-theoretische functie, die gedcfinieerd is als
volgt:
u(2n4 1)=0 als 2n 4 1 = kwadraat.
—1 als 2n 4+ 1 kwadraatvrij is en een even aantal
verschillende priemfactoren bevat.
— —1 als 27+ 1 kwadraatvrij is en een oneven
aantal verschillende priemfactoren bevat.
Door in (1) ook alle a’'s door de eenheid te vervangen vindt
men omdat (1) cigenlijk voor alle reeksen, d.w.z. voor alle coetfi-
cienten a met dec bijbehoorende &’'s geldt:

4 . . . — 1) ptrd.... — 241
k 2 =1 - p@nt 1)
waarbij de sommatie loopt over alle stellen waarden waarvoor

77 .. =2n 1.
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Over de nullen van D (s).
§ 28. Er zijn geen nullen waarvan ¢ > 7 is.

Uit de reeks van Dirichlet volgt direct dat de functie D(s)
geen recele nullen heeft waarvan o >}, want voor een dus-

danige waarde van § zijn alle termen van de reeks paositief.
De functie heeft geen nullen in het gebied ¢> Z.

Bewijs:
D) =143 +57 | ..

(47

D(s)—1=5 45 4.

ID(s)—1|< 5+ 5g+
Zij n<o dan is

[D{s)—1 | = '36 e 3ﬁ+5ﬂ'—,‘?§+

Nemen we bovendien aan dat n=4% dan is

RORSRE = E o5 ST0

SE;T]( (H—1)
D) —1),
_3“ -(D(H—1)
Nu is D(I) <2 zie § 22, dus ID(S)—1[<307. Dus
1

ey > 0 zooals te bewijzen was.

iD(3)|>1*;
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Uit het theorema, dat in § 24 langs heuristischen weg bewezen
is, n.l. dat de reeks
1 b
D(s) — &=(2n+1)°
convergeert voor o>}, zou volgen dat de functie D(s) geen
nullen heeft in het geheele convergentiegebied o > §.

§ 29. Over de nullen op de reéele as.

Formule (4) van § 9 stelt de functie in 't geheele vlak voor.
De I-functie, die in den noemcr optreedt, heeft zooals we weten,
polen in de punten

e

Omdat de integraal uit (4) voor deze waarden van § eindig is
en de reeks uit (4) voor die waarden convergeert, zal de functie
D(s) in die punten nullen hebben, en wel enkelvoudige, omdat
de polen van I'(s) ook enkelvoudig zijn.

We zullen nu bewijzen dat de functie geen nullen heeft tus-
schen s=1 en s——4 op de regele as behalve in s=0.
Daartoec gebruiken we de formule (1) § 8 die na een kleine
herleiding overgaat in:

ax.

1 e Dxet— e 1
o i U=

rEDE =gy | ¥ w1y
0

Voor s nemen we een reéele waarde tusschen — & en }. De
integrand heeft dan in 't geheele integratie-gebied een positieve
waarde want de noemer is steeds positief en om te bewijzen dat
de teller hetzelfde teeken heeit is het voldoende aan te toonen dat

2xex L 1 > e
Iy )2 3 2
dus dat 1—|—2x—|—(—1~%—{—(2;;) it 4—2x+(22",l ET—

Het laatste blijkt onmiddellijk want iedere term van het linkerlid

is grooter dan den overeenkomstigen term van het rechterlid.

De integraal heeft derhalve eene positieve waarde.

De factor 231_1 is in 't genoemde gebied negatief. Verder is

het bekend dat I'(s) voor — } <(s<(0O negatief is en voor
1 > s >0 positief. Dus heeit D(s) voor — 4 < s< 0 een
positieve waarde en voor } >>s >0 een negatieve. Tusschen
— 1 en 1 heeft dus D(s) derhalve geen andere nullen dan s =0.
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De reeks van Dirichlet voor log D (s).
§ 30. De reeks voor log D(s) en hare convergentie.

Wanneer bewezen was dat de functie D(s) geen nullen heeft
waarvan het reéele deel > ] is dan zou daarmede tevens aan-
getoond zijn, dat de reeks, die als exponent fungeert in de be-
trekking:

Ll e S

a1 (2n+-1)s

(y .5 ¢ 5 s DE=%
convergeert voor R (s) > 1.
Immers is het volgende theorema bewezen b):

Is f(s)= % ane S
een reeks van Dirichlet die tot convergentielijn heelt de lijn
o = a en die absoluut convergeert in een zeker gebied, terwijl
f(s)#0 voor ¢ > a, dan geldt eveneens voor ¢ > a de ont-
wikkeling

s cpe—has
f(S): tc5,.'1:1
m. a. w. de-exponent-reeks heeft o =« tot convergentielijn.

Daar echter niet exact bewezen is dat D (s) geen nullen heeft
waarvan het re€ele deel grooter dan 4 is, kunnen we dit theorema
niet toepassen en moeten we ons tevreden stellen met een minder
zeggend theorema 2):

Er is een getal G, zoodat de functie D (s) geen nullen heeft

1) Handbuch II pag, 861.
%) Handbuch Il pag. 746.
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waarvan het reéele decl grooter is dan G en in dat gebied
geldt (1).

In § 22 is aangetoond dat G=1%. In het gebied R(s) > §
geldt derhalve (1). Maar de convergentielijn van de exponent-
reeks uit (1) is hiermede niet vastgesteld.

Uit (1) volgt nu

: — 5 Copli .
logD(s)—; (2n 1)
Door differentiatie volgt hieruit:

pis) “x Copr log (2n 4 1)
DO~ o ity

=1

€n

: D o1y e {
PH==D6) X =

Door voor D(s) en D(s) de reeksen in de plaats te stellen,
wordt door vermenigvuldiging gevonden een betrekking tusschen
de coéfficienten:

==l

. 20
(2) S S R 10g (2}1 + 1) — Z{Id cg,ilog 4 (—;— 1
i d

waarbij de sommatie loopt over alle deelers d van 2n-}-1, de
eenheid meegerekend.
Door herhaalde toepassing dezer betrekking wordt gevonden:

Ep =y Cprg = Apzg — Aplpy + Qptly — Apatly
Cpg = Qpg— Qplg  Cpgr = Qpgr— ApQyr— AgQpr— Arllpg + 2a,a40,
Cp = O — 3@ Cp = s — pape+ 30y

In deze voorbeelden verdwijnen dus de log. geheel. Ze geven
de volgende getallenwaarden:

19 .

Cg:2_—‘v C43:0,0061 8 a3
e

e 21_15 = — 0,0041 . ...
323 521

=" o
5.47 .269

Coy = —man

b 23:
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§ 31. Algemeene uitdrukking voor de coéfficienten cop—i.

De, op de vorige bladzijde, gevonden formules voor ¢pq, Cpe
enz. zijn byzondere gevallen van de volgende formule:

(1) 62;1—1-122(-——1)ﬂ-€—’-‘+0—}—....—4 (& o0+ —1)! i

g,.»,!-y!@!.... 14 -
20+ 1 = “j7ke . .
terwijl de sommatie loopt over de stellen waarden van g, », 0...1,],k,.

die voldoen aan de vergelijking
2n+ 1 =i*pke. ...

Aan deze formule voor cg,4: wordt dus voldaan voor eenige
kleine waarden van n. Door een bewijs van n op n -+ 1 bewijzen
we nu de algemeene geldigheid. Nemen we dus aan dat de
formule geldt voor alle waarden van n tot aan m, dus ook nog
VOOr Cem+1. Volgens (2) § 30 is:
2m+ 3

Qzntslog (2m 4 3) = aa‘Can+3 log—

R e

Lossen we hieruit cymez 0p:

2m—-3.
(2) czmr3log (2m+-3)= aunislog(2m - 3)— Zadﬁzm glog — a
d

Alle deelers d van 2m -}~ 3, zijn kleiner dan 2m -1, dus voor
alle ¢’s uit het rechterlid geldt (1). Om nu te laten zien dat
alle door (1) vereischte termen in het rechterlid van (2) voor-
komen met de vereischte coéfficienten voorzien', kiezen we een
willekeurig product:

o1

aaga’....a; waarbij o“f"y° ... 1°=2m-+ 3.
Dit ontstaat uit de volgende termen van (2):

19, Uita, com +310g2m+3

(43

met de COBF, — (— 1)1+ +oo— T s i UL 2m—}—3

(e—1)12!, . 0!
n1+3
g

. Uit aﬁ C')m_;_3 100'

. ) it 1 o—l' 2m—+3
IR (et o S e
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m-+3

; 2
3¢, Uit O."v Com-+3 log 5 3
»

)F‘+1’+Q—] I | (M+y+9_1 "l“..‘{‘U—l)!lO 2m —l" 3

met de coéff. — (—1 iyl o— 1)1l g 5

4v, E1Z.
De coéfficient van het uitgekozen product wordt derhalve gelijk
aan de som van al de gencemde cogfficienten; dus gelijk aan

).H‘I'H-*T‘I- o—1 (u+v—|—g+ A-a—2)

u‘v’....o‘

1 1‘.. lug
_ (bt ket =2 (2m+3)*‘+"+—---°

pwle!l ol alt Byl A

2 (_ 1)L£+F+ o1 (’1+1’+Q+ ) IOg (zm_‘_S)u—l—v—l— o—1

wlol... ol

_:(___1)#4—11—]—-....—}—0-—1 (“’—I_""'{" Q+ BT - l)glog (2m +3)

wlel.. ol

Hieruit blijkt dat men alle termen door log (2m -+ 3) kan deelen,
waarmede bewezen is dat (1) ook geldt voor 2m + 3 en derhalve
algemeen geldig is.

Neemt men in (1) alle coéfficienten a =1 dan gaat de reeks
voor D(s) over in de reeks

1 1
1+ 35 - 55 +...
Hiervoor is, volgens de theorie der {-functie van Riemann:
Conr1 =1 als 2n + 1 = priemgetal
::_zals 2n + 1 = n% macht van een priemgetal

=0 als 2n+ 1 meer dan 1 priemfactor bezif.
Derhalve is

1 als 2n - 1 priem is
1
— 2 A | e -
(3) Y (—1ptrte—l (ptrt..—1D1__|—-als 2n+1=p"

alewl o
0 als 2n - 1'meer dan
1 priemfactor bezit

en als de sommatie loopt over alle stellen waarden die voldoen aan
... =2n+1.

2m—]— i g2ﬂ1+3+---

sl s
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§ 32. Betrekking tusschen de coéfficienten b en c.

We weten dat:

~ b 7
b6~ X @ty

Drs) . Z tonta log (2n+-1)

D)k — (2n 4+ 1)s
g RN onilog (2n 1)
D(S)_; @n1F
Verder is
D'(s)

D’
Sl ol c)
Door dus de betreffende recksen op Dirichlet’sche wijze te
vermenigvuldigen en de coéfficienten van beide leden aan elkaar
gelijk te stellen, vindt men
}:ad bane log d = capa log 2nn 4 1)
a d
waarbij de sommatie loopt over de decelers d van 2n -1, het
getal zelf als deeler meegerekend.
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De Stirlingsche polynomia.

§ 33. Afleiding van theorema’s over de Stirlingsche polynomia.

In deze § beschouwen we de polynomia Ta(x) die door de
volgende ontwikkeling gedelinieerd zijn:

= o

T (6”;1)":2’1‘;(;@,,”.

n=0

Nielsen!) bestudeerde dezelfde ontwikkeling maar schreef ze in
een eenigszins anderen vorm. Zijne polynomia y,(x), die door
de formule

yp(x) = (— 1) (x—l— T)]—(E 1! Tapi(—x— 1)

in verband staan met de polynomia T,(x), heeft hij den naam
van Stirlingsche polynomia gegeven. De polynomia Ealx) zijn
bestudeerd door Prof. Dr. G. Frobenius®). De betrekkingen die
hij vindt hebben een veel eleganter vorm dan die van Nielsen.
Daarom heb ik de schrijfwijze (1) gekozen. De eigenschappen
van de polynomia zal ik hierachter grootendeels langs anderen
weg afleiden dan dit door Prof. Frobenius geschied is en aan de
bekende formules nog een paar nieuwe toevoegerl.

Hoewel de hierbedoclde polynomia Ta(x) dus eigenlijk niet juist
de Stirlingsche polynomia zijn, heb ik gemeend ze toch denzcliden
naam te moeten geven omdat ze er zeer hauw mee samenhangen.

1) Handbuch der Theorie der Gamma-function p. 72.
2y {Jber die Bernoullischen Zahlen und dic Eulerschen Polynome. Sitz.
Ber. d. K. Preuss. Acad. v. W. Band XXXIX pag. 836.

5
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1. Afleiding van de recurrente betrekking
(2) . . (x4 n) Talx) — xTp (x — 1) = nx Tpa(x).
We differentieeren hiertoe (1) naar v:
e — 1t et — (e —1) _ v . T (%)
x( uf) ' V2 ___; n!
We schrijven

e—(@—1)_e—1_e—1, 1
1 " v‘d’f‘l_v

waardoor we krijgen:
g ‘ev = l\x x v‘ev o= 1 X x e‘l—' o = 1‘.3{—] ‘:‘.D_‘ vn‘—l . I!Tn (x)
’1( v ) v( v)—l—_v_( v _;:1' B d,,

Voor de termen uit het linkerlid stellen we de betreffende ont-
wikkelingen in de plaats en stellen daarna de coéfficienten van
pr 1 yit beide leden aan elkaar gelijk:

o To1(x) (X) Ty ( ”C —1)_  Tal®)
(n—ll)' St n!

nxTa(x) + xTa(x—1)= (x + n) Tru(x)

hetgeen na eenige herleiding in 't gestelde overgaat.
2. Afleiding van het additie-theorema:

@ . . ... Talx4+y)=(T+ TH)™.

Deze schrijfwijze is symbolisch. Na ontwikkeling van de macht
moet voor iedere T™ in de plaats gezet worden Tp.

Door vermenigvuldiging van

ol =2 r oe (Sl =0

vindt men gemakkelijk

(e" ;_])H—y ) Z;. (T(x) - T(p))® vm.,

Stelt men voor ’t eerste lid in de plaats, de ontwikkeling

of

Z H(J;ﬁ— y) v dan vindt men door gelijkstelling der cotfficienten

uit beide leden, de te bewijzen formule.
3. Afleiding van de befrekking
(A o e o« ooy e Talap=tx — Tz y
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In de formule (1) vervangen we v door —V:

S =Ty

Nu is . ‘ .
- (e*‘ it b ! (1 — e*v)x: (eﬂv — 1)x.
pos v — v
i (e — 1\* e — 1V~ Talx)
L_ﬂ:ﬁqxgzlhmﬁlw
of

ax T”(x) 'nT"(x) n
z(_ 1) nl E(—l) = "’

nl
‘ Na vermenigvuldiging van het eerste lid vindt men weer door

gelijkstelling der coéfficienten de te bewijzen formule.
4. Afleiding van

B ... . - . . . L—l)=hn
L waarbij het symbool 4™ aldus is gedefinieerd:
‘ 6) . . . . =1 B,; T =0; h=—1%
| De getallen B, zijn de Bernoulliaansche getallen:
| By= é, 32:310, Bﬂza!é, 84:316, 85:6_56 enz.
Stelt men in (1) x=—1 zoo vindt men

vV T” (__ 1)
gv_.] E n!l
Volgens een bekende ontwikkeling is

v hn
— 72
e
Door gelijkstelling der coefficienten uit beide ontwikkelingen

krijgt men de te bewijzen formule.
5. Afleiding van

' F) - o o« wle owre Ta(l)==
Uit (1) volgt voor x =1

e== Mot
"Z ()

er— 1 1 v V2

7y AT B

l. e
n—41

Qok is echter

5*
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Vergelijkt men weer deze beide reeksen dan zict men de juist-
heid van (7) dadelijk in.

6. Afleiding van
B : . . . Tal—2)=—nht1—(an— 1)~

In (2) stellen we x=—1. Er komt dan

— T (—1)—=Ta(—2)=(n—1)Tu(—1).

Door toepassing van (3) volgt hieruit terstond (8).

7. Afleiding van
@ . . . . ;1 T (x) = (T (x) — B — Ta(x).

In (3) nemen we y = — 1:

Ta(x — 1) =(T(x) + T(—1))* = (volgens (5)) (T(x) 4 =)
Maar volgens (1) is

Tox—1)={1+ i)Tn(x) — 1 T (x)
zoodat

(1 4+ )Tl —nTams =T} ) i T G5 ) Tamslo9 4.

Door gebruikmaking van '(6) kan dit blijkbaar ook aldus worden
geschreven:

ETn(x):Tn(x)—(T:]thn_m(x)—]—(z)hT o) ( 8 T (x) 4 ooc—Talx)

of

Q. . ., ;Tn(x)z(T-—h)”——-Tn(x).

7. Afleiding van de formule

(1) . Z(H‘") ,,_r(x+|)T,.(x)_n(x+”)Tn()

r=0 K
waarin Sp,—,(x 4 1) de functie van Bernoulli voorstelt, die voor
geheele waarden van x is gedefinieerd door

Sux) =17 4204314 . 4 (x—1)r

en voor alle waarden van x door

Sn(x) — Y _1|_] Hx _|_ h)(ﬂ] = fz(u,'i.

We vervangen in (1) x door — x:
n—x)Tp(—x)FxTo(—x—1)=— nxTy1(—x)
2
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en substitueeren hierin

(12) . . Tal—x)={(—1)"- ]TF,,(x), Ty (— x) = Fy ().

%)

: el
Na een kleine herleiding en na vermenigvuldiging met kx k) )

vinden we dan:
13y . . . . EBEalx+1)—Fald=xF:1(x}

Hieruit zullen we den algemeenen vorm van de functie Fj(x)
bepalen voor 't geval dat x een geheel getal is. Door differentiatie
van (1) naar v en na deeling door v vindt men gemakkelijk

Ty (x) = §x
waaruit volgt, door de substitutie (12)r
Folg=1xlx—1L

Onderstellen we nu voorloopig dat x een heel getal is dan is
dus F,(x) gelijk aan de som van de getallen van 1 tot en met
x—1. In ’t algemeen bewijzen we daarom dat F,(x) gelijk is
aan de som der producten n aan a van de getallen 1, 2.
x—1, 0 0. ...

Nemen we aan dat dit laatste zoo is voor n=1, 2,.... "L
Volgens (13) is

. Fra(x)—Fp 1 (x—1)={(x—1)Fu(x—1)

................

Fn1+1(2)_F::z+1(]) =1. Fm(l)

Fiy (x)—FmH(1)=(x—I)Fm(x—I)—|—(x—_-2)Fm(x—2)—l—....—|—1 Bl
Volgens (10) is

Fn (X) == (_ 1)” (i__']) (x e 231.!." (x o= _l_‘l) Tn (_ x)'

Daar T,(— 1) = k" volgens (5) is dus F, (1)=0 en derhalve
Frp1(x) =(x — 1) Fu(x — 1) 4 (x— 2) Fu(x—2) 4 ...+ 1 . Fn (1)

Volgens onze onderstelling omtrent Fp bestaat het rechterlid
uit de producten m 41 aan m -1 van de gelallen 1 tot en met
x — 1. Hiermede is het gestelde bewezen.
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Beschouwen we nu de vergelijking
—F; (%) 221 4 Fy(x) 2* 2— ... 4 (— 1)" Fa(x) =0.

Omdat F,{x) voorstelt de som van de producten der getallen
van 1 tot x — 1, n aan n genomen, zijn de wortels dezer ver-
gelijking juist de getallen

L (R SRR & i A

Voor z stellen we in de vergelijking achtereenvolgens die ge-
tallen in de plaats en tellen de uitkomsten op. Door invoering
van de reeds vroeger genoemde notatie S, (x) voor de functie van
Bernoulli krijgen we dan deze betrekking:

n—1

Z (— 1) Sp—r (x) Fr(x) = (— 1 B (x).

r.‘:U
Hierin voeren we weer de functies T, (x) in door de substitutie

(12). Het resultaat is:
=l

> = S (T T 0=, ) Tab—m

r=>0
Hierin vervangen we x door — x en maken tevens gebruik
van de bekende betrekkingen:

8, b (A S i 1)
f—x—1) b
(‘ f=

P

¥

We vinden alsdan de vereischte betrekking (11).
8. Geval dat x ecn positief geheel getal is.
Volgens de additieformule en formule (7) is:

Ta@ =T+ T = (12 s He i+

nl! n!

1 n! n!
LT | AT TR R | T TR O 1
1 \ 2 : 23 2)

Y A

1

(n +1)(n+2)

Op soortgelijke wijze zullen we nog T,(3) afleiden:

rENG

14 . . . . Ta(2 (272 — 2),
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TE=1T@+T (1) r=Tu2)+ ([ ) Tas @ T )+ ..+ Tal)

20422 n! on+i__92 1 ot n_2 1
~aF s T a— a2 T2 2= 3T b
- £k 3Y o A-BY
— (n4-1)(n+2)(n+3) H 1 )2 +2+( )2 L Y

n43\ s (1 n+43 n+3 n—+3\} |
e R e o R ]
—3;‘11-3_3 2n+3_|_3 1n+3
(n4+1)(n+2)(n+3)
Wannecer we nu de beide afgeleide formules bezien ontstaat

't vermoeden dat in ’t algemeen, als x cen positief geheel getal
voorstelt:

Talx)

{d5) . . . . T.B8=

CET) (n—|—2) e B )(x‘“”*“r

X .
+(2)(x—2)n+x—....+(— 1)-*»—1(1)f-

We bewijzen deze formule in ’t algemeen door de methode
van n op n-4 1. Nemen we dus aan dat de formule geldt voor
alle waarden van x tot aan x = m. We weten reeds dat dit zoo
is voor m=3 Volgens (1) is dan

x4n+DTax+ 1=+ DTu(x)+ n(x+4+1) T (x-+1)

= X _I_ 1 xR+ — X _ yntx J

RS R e (D=t 4

nix+1) ! e x+1 o

ERrT e Tl ot Ll (7 P
. = ! a+x+1l___ X + 1 x—+1
—(n+1)(n+2)...(n+x)=("+” T~ +o |

1 . x+1
= 02). ) | e ayeet—( Tt

De formule geldt dus ook voor x =m - 1, waarmede bewezen
is dat zij voor alle geheecle positieve waarden van x geldt.

Men zou deze formule ook hebben kunnen afleiden door den vorm

Y —
(i’- v 1) le(e"—l)

eerst te ontwikkelen volgens het binomium van Newton en daarna
de daarbij optredende machten van e weer in reeksen naar
machten van v.

i
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In het additietheorema stel ik

¥ = Ax =Kkieine grootheid:

Tal + A%) =1T(x) + T(ax)}" = Ta(x)+ ’II)T,,_1 ()T (80 +....

| Talx + 8x) — Talx) __ ¢ T(ax)\"
of R — = lT(X) + Tx*, = T“(x).
Door over te gaan tot de limiet Ax =0, waarbij dus
. AR
lim - = T'(0),

volgt hieruit:
(16) . . . . T4x)=1T(x) + TM0)}" — Tafx).
Hierbij kunnen we voor T/,(0) schrijven, volgens formule (10):

Tl = --(_HL)’f h,

Voor x=—1 geeft de formule (16) nog, in verband met (3)
Tl.u(_ 1) — (h ‘I— TJ(O))“ — fi" of
v e (Y 1 "n)_l B == k.
(17) Thal— 1= (IJ : hn—1h1+(2 5 hp—oh, ....—I———n h",
Voor ’t geval dat n oneven is, reduceert zich deze formule tot:
P e (2N w Y ]
e e (-.1.)7}7”*l hy+ (n—-—— ]J f— 1 Tifes! £
jl ges =)
(17a) . . . . Ty—1)= i )/‘zrl 1 (n oneven).
Door de formule (16) te differentieeren vind ik:
(18) . . T"ux)={T'(x) 4+ T (0} — T u(x) — T'40).
Is n oneven dan volgt er gemakkelijk uit
19 . . . T = e (n oneven).

Met behulp van (16) kan men dus achtereenvolgens de coéffi-
cienten van

Tax)=px+ px2 4 . ...

pr = TO).
Een limietovergang, als ik bij het additietheorema heb toege-

past, kan ook toepast worden op een formule die Frobinius aldus
schrijft :

berekenen want
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(T (x +y}) L3 {T(x)) (T(Jf)\_
\ 1 = s |
Ik zal de afleiding van deze hier niet geven omdat ik de for-
mule verder niet gebruik. Stel ik weer y = Ax
Tix 4 Ax) T(x)y [T(Ax)
[+ 80y _ 3 (T69)(Tie
en schrijf de formule aldus:

SElnale e

37 )

n r-s=n
Overgaande tot de lim Ax=0, na deeling door Ax, vind ik
570
Tix (T T(O
e ( rg )): E( EX))( s))'
r+s—n

- ] v X
§ 34. Reeksontwikkeling voor 2* cas;vx(-s—mv—%—) enz.

In de reeksontwikkeling

(8"'—- 1) ZTn

n=0
stel ik voor v in de plaats /v. Het linkerlid kan dan als volgt

herleid worden:
(81’1’_1 VX

e—l'gﬂ? X
iv J )

L/ iy 12X
elfzil’x.Zx(e e Jiv Dxpllaivx sm%v, —

/ S

Lx 'sin & v\*
= 2*(cos L vx - isin } vx) ( f -) :

Door de reéele deelen en ook de imaginaire aan elkaar gelijk
te stellen, vind ik de volgende twee recksen:

2% cos § vx (?E%_E)T: Z( 1) T(‘j;() !) o

v n=0

2% sin & vx ( mv% V) = i{_ 1) (122:7:'1_(13;) p2n+1
n=

Hierin vervang ik nog v door 2v:

g .- cosvx(Si%v}x:Z(_l)n 1}2215;”3 (2p)2

n=({




2) . . . sin vx[Sh:JE)xzi(—l) ;I;E”jl_g): (2v)rt,

In (1) vervangen we x door — Xx:

Sin 1w Ponll=2%) .
Cos VX (T) — Z' (— 1)y —= ( ) (2v)2n,

e (2n) !
Deze uitkomst vermenigvuldig ik met (1):
2 — c — gz,Izn (_,JE) ‘.]—_.‘2."2_2( ) ( ) Tz” Jf_) i\ 2
oo “'x—;( @y T ea—21 - 21 T ) [ (20)
of, daar cos 2vx = — 1 4 2 cos® vx,
2w [(2
coszlﬁx_.—l—i—zzml P T+ () T a0 T+ Ezfl)) .
e

Wanneer we het linkerlid ook ontwikkelen naar de opklim-
mende machten van v en daarna de coéfficienten uit beide leden
aan elkaar gelijkstellen, komt de volgende formule voor den dag:

) g =Tal—0+ (%) Tard =0Tl +

2
() Tt (0 T @ -+ Ton )
Op geheel dezelfde wijze leidt men uit (2) af:

: PTanctl—) T+ () Tons(— 0 T+ +

(4) —5x =(21n
L (znz_n_ 1‘) T, (— x) Tan—1 ().
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Onderzoek van de coéfficienten «,. Recurrente
betrekkingen tusschen de a’s.

§ 35. Deze coéfficienten zijn opgetreden bij de ontwikkeling (3)
in§9

].//exf_[=1+alx+a.3xf—l—....

Vergelijken we deze met de in § 33 bestudeerde, dan vinden we:
1 Rt

0 IR -~ n!T”(._E)'

Uit de betrekkingen die reeds voor de polynomia T, zijn afge-
leid , 'zulle-n we derhalve betrekkingen tusschen de «’s kunnen
vinden. Eenige hiervan hadden we ook wel direct kunnen aflei-
den door bovenstaande reeksontwikkeling te bestudeeren, maar
andere laten zich beter uit de formules voor T, vinden.

Stellen we eerst in (3) § 33 x=y=—1%:
Ta(— 1) =(T(— ) + T(— ™.
Door van (5) gebruik te maken en van (1) komt er

n! n!
ht= n! Bt —IT(H—‘—])'(H ‘—"])I Oip—1) -+ 2—!(’2—__—2)!(?1—2)' 21 flp--afky T s
of
hn

(2) - . Oy —l_ p—1% + ap—aly + S + 0y Op—1 —!—- B —— -F{'--

Stellen we thans in (4) § 33 x=— 4. Men vindt

e | 2 2 o SR %
B AT e e T e T T = 2

Hetzelfde doen we met (9) §:33 Het resultaat is

ht . I hm

(4) . 717! Up1— '2_103:1—2 ‘I_ ﬁanév‘% e N (""’ 1)” n! — Efl(xn.
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In formule (2) § 33 vervangen we x door x 4 1. Daardoor gaat
zi] over in:
x+n+1)Talx+1)— (x4 1) Talx) =nlx+ 1) To—a (x 1+ 1).
Uit (3) § 33 volgt:
Ta(x + 1) = (T(x) + T(1))" en
T (x 4 1) = (Tlx) + T(1) )=~

Deze uitdrukkingen substitueeren we en voeren ten slotte

nog in:
x=—1% en T¥1)= EL-i-T volgens (7) § 33.
Na eenige herleiding vinden we dan:
—=1
1n+ 2, — Op— L+ “n%’l" + fl*l"] 0:0-

Op een andere afleiding van deze formule werd ik attent ge-
maakt door Prof. Kapteyn. We maken gebruik van (3) § 13 en
schrijven deze in den volgenden vorm:

2]

P{s}D(s):Z |;s—[—n—1 (s + n—1) D(s4-n—1) — I (s4n) D(s+n)3.
Nu is -
25 a(] 21!3”'1 2'hay,

I'(s4+n—1) D(s+n—1)= e —|— S + S+H+%+ .... + hol. functie.

dus

., . 27, 2~y 3. 2%, : : .
(s--n—1)T(s + n=1)D(s+n—1) = stn—3  s+n—}  stnt ....hol. functie.

als we gebruik maken van de identiteiten:

m
(s+n—1)——— :1——42”2— m=——=d; =1 1, 2,
3—]—n—|~ s4n-+4 5
Ook is
22 ”0 2, 2%2aq,, B
(s4n)D(s+n) = e T At + - sFat+d -+ .... & hol. functie.
Dus

s+n—1)Tr(s+n—1)D@E4+n—1)—T(s+nmD(s+n)=

2y 27" (a + ) 2"2(3ay+a;) 2%2(5ay+a5)
s—|—n— st+n—1 s+n-3 S+n+2
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De reeks voor T'(s) D (s) kunnen we nu aldus schrijven:

anra 2 127%ay 270 (e +ap)  2(3a,+ay) el
2%) 27"k g 27 (oy 4 ap) J
4o e Ener = pu LS I S
2%) 2 "a, L
+ 3 | ? s _I—_%' i ” ” H _Jf-
A e I e e e S S
of
2]
el L _ ‘(2n—1)an+0a,1 , (2n—3) ﬂu 1+an—2 )
r(s)D(s)_zs+n"%( = 4 S
-+ holom. functie.
Door vergelijking met

rEDpE=3 2 "

EEr ;—I— hol. functie
volgt hieruit

2nﬁ1
2,?_1;2””_}‘2 2 ((2/1 l)la;'!_l_aﬂ 1+(2H‘—3);f: l_I_an 2+ .):D
of ’
2n—1 2n — 2
2nan+nTan‘.1+ }13' Gn_g—"—...:—'

Substitueeren we thans in (2) § 33 voor x, x — 1 en stellen
voor T,{(x — 1) en T,(x — 2) volgens (3):
Tau(x —1) = (T{x) + T(—1)"
Ta(x —2) = (T{x) + T(—2))"
(e n— 1)(T{x) 4 T{— 1))F — (x— T {x) + T(=2))* =
=n(x— D(T(x)+ T(— D)
Na herleiding stellen we x =—3% en maken gebruik van (5)
) § 33. Het resuliaat is de formule:

"
e SRNET O AN “+2”3 T ”]3”;;:1_0

§ 36. Alle coéfficienten a zijn £0. Bewijs.

Zooals reeds in § 18 is aangegeven, is ons doel om te bewijzen
dat de coéfficienten a, alle van nul verschillen. Om tot dit bewijs
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te komen zullen we eerst met een der voor de o’s afgeleide for-
mules eenige a’s bercken. We vinden:

- 19

{11—""2-:3 052—216.33,5

iy == _] == '*',——*—79

2= 95 3 o5 32,5 .7

44 3049

BT 93 TP 35T
*_ 1 o 1052297

RS ol e %" g% 33 52T

Door deze tabel ontstaat reeds het vermoeden dat geen der

coéfficienten gelijk is aan nul en dat verder

n-4-1
voor n oneven het teeken van a, is (— 1)

i

23

LS -|— Sl

voor n even  het teeken van a, is (— 1) ¢

Gaan we er toe over dit in 't algemeen te bewijzen.

Eerst het geval dat n oneven is. De termen van (4) § 35 ver-
menigvuldigen we met 27— 3 en trekken het resultaat van (5)
af. We vinden dan (voor n oneven):

(1) 2n(2n— 2)a, —|— (4n — 9) g, Up—z -F
H—l

S fagit 15)’4,an_4+ +n(n e =0

Gaan we nu uit van de onderstelling dat. voor alle «’s tot aan
n+l
ay, 2 het teeken (— 1) 2 is en dat geen der bedoclde a's gelijk

is aan nul. We bewijzen nu dat a, ook niet gelijk is aan nul
, A1

en dat ’t teeken is (— 1) 2 . Onze beweringen omtrent de o’s zijn

daarmede in ’t algemeen bewezen. Letten we dus daartoe op de

teekens der fermen die in (1) voorkomen. Volgens (6) § 33 is:

het teeken van h2* —(— 1)1

en volgens onze onderstelling is:

a

rz—?.k—{—_l
het teeken van ap_pp—=(—1) 2

dus het teeken van alle termen (op de eerste na) uit (1) is

% “n—pk{l n—1

=1 =1t
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Als we dus uit (1) @, oplossen dan vinden we daarvoor een

som van termen waarvan er geen enkele =0 is en die alle het
n—1 nl
teeken (— 1) ® +I:(—1) hebben. Hieruit volgt dat e, 20 en

n+l
dat het teeken van g, is (— 1) 2 . Dit is hiermede dus voor alle
a,’s (n oneven) bewezen.
Nu het geval dat n even is.
Uit (11) § 33 leiden we een formule voor de a’s af, op de

gewone wijze, door te stellen x=—1:
31 DL Y, B
—0

Ten einde deze verder te herleiden maken we gebruik van de -
volgende, uit de theorie der Bernoulli’sche functie, bekende

formule i
1) Ampd
==~ " pmtl
Sm (2) 2111 (ﬂl + l)h &
Verder is
o A ik ) (— 2 i
( %r—l— j'):(g, "l‘_)( ]?_I_ )__...chru_—pos. getal.

Derhalve is

Sl i o E 1
ne,nlo, —— E =g, )
ree Dt — ) !

Omdat n even is en fz-”‘“ =0, komen er in 't rechterlid slechts
a’s voor met oneven index, dus heeft iedere term van de som uit
het linkerlid een van nul verschillende waarde en het teeken van

een term

2r1fr+1 = 41 ’
e o ol ite Tl
fan—r(n—ri-1) 4

is
p—rfl . -1 n

(=1 =)= (1)
Alle termen hebben derhalve ’t zelide teeken.
Daaruit volgt dat «,0 en dat ’t teeken van a, is
. n n—+2
—(—12=—{1) 2 -
Dit is juist hetgeen we over de a';s hebben beweerd.
Met dit alles is dus aangetoond dat geen der coéfficienten
ap =0 is.
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§ 37. De coéfficienten 8, van § 14 en 15.

Ze zijn ontstaan door de reeksontwikkeling

VEZD =1t e+

X

Derhalve is

Volgens (3) § 33 is voor x = =
Ta()=}T @)+ T @H™

en omdat volgens (7) § 33 T,,(l):ﬂ_l,_-l; is:

(1) . (fl—]l—)' :ﬁn + ﬁn~1f31 + ﬁn—zﬁz ‘I‘ voeo. + ﬁlﬁﬂﬁl + ﬁﬂ-
Volgens (4) § 33 vindt men op gelijke wuze
2_‘ - n'n
( )1181 +( ) ﬁ’_( )|ﬁ3+ _i_(_])zﬂﬂ‘
Eveneens uit (9) § 33
(B) . 20Bn=—Mpns+ R 5 EEE iy { Bos Tt A (= 1)

Nog andere betrekkingen kunnen uit de formules van de
Stirlingsche polynomia worden afgeleid. Ik zal ze hier achter-

(2) 2%pp=1—

wege laten.
Hier volgen de getallenwaarden der eerste 7 getallen fn:
" _ 3 79 . 71
ﬁo =1 .32 — 3. 27,; i84 211 5H A ﬁrs = 216 . 3;5 T
1 1 e £ 113

L= o fa=o7 b= 51 g b= 3w 35,7
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Stelt men in (3) § 33 x=1 y=—1 dan ontstaat de betrek-
king tusschen de cotfficienten a en 3:
fa+ Bn—ao1 4 fn2az + oot ap=0
en stelt men x—=1 y=—} dan komt er:
1 1 1
ﬁn_m—-—l—'l)'i+mal+mi(li+ o .+(In

waardoor de getallen ¢ in de getallen o zijn uitgedrukt.
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HOOFDSTUK XIIL
§ 38. Het integreeren van een differentiaalvergelijking.
Prof. Kapteyn heeft in 1908 de volgende differentiaalvergelij-
king op onderstaande manier geintegreerd en daarbij is de functie
D(s) te voorschijn gekomen:
1 dy nt
Ml dx2+xa'x+(ﬁ_1)y &
Deze kan uit de vergelijking van Bessel
1 dy e S '
a’z~+ z dz_}_(l_zg,)y'_o x
worden afgeleid door te stellen z=ix v=in. Derhalve is de
oplossing van (1):
zooals volgt uit de theorie van de Besselsche functies.
Verder is
i w
L()=—a=————[ eitcose(singf*dpy R{@@)>—1
()= 2,l/mwrg)a/ (sing)*dp R()>—3
() — (Ix)in i X COS o (gj 2
B ey e s o
of
fir
hnl(fxi = Zml/m icos (n log x) 4 i sin (n log x)} .
- / e X058 ? jcos (2n log sin ) < i sin (2n log sin )} dy.
0
Wanneer we nu stellen
Peli = ]ﬂne—‘“(’s ¥ cos (log x® sin* @) dep,
¢ .
Qy{x) = / fe—xcos ¢ gip (log x" sin®*" ) dyp,
0

dan is de algemeene oplossing van (1):
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2 . . . . . . y=AP;(x)+BQ.(x)
Voor P, en Q, kunnen we nog schrijven
P, (x) = cos (n log x) Uy (x) — sin (n log x) V. (x)
Q. (x) = cos (n log x) V, (x) + sin (r log x) Up (x)

waarbij dan

U (x) :f g~ *c0s% cos (2 logsin ¢) dp
D

Vi (x) :f e—*¢0s7 gin (2n logsin ¢) de.
b
Dat (2) werkelijk de algemeene integraal is van (1) kan men

verifieeren.
We ontwikkelen nu U, en V, aldus:

: s 2 4
U, (x) :j 1 —% cos? ¢ + -j:! costg—-... E cos (2n logsin ¢) di
{)
v [ o I o L : _
b= / ’ 1 — 5y ces g -+ gy coste—...{ sin (2n logsin p) dyp.

o
0

De integralen die hierin optreden zijn:

a3 4
Hp :j cos? p cos (2n log sin p) de = é-[ cos? o cos (2n logsin @) dy
/ :

K, r_-fncesﬁ' @ sin (211 logsin ¢) dp = %fﬂcosi’ ¢ sin (2n logsin ¢) de.
0 ' 0

Door deze notatic wordt

x‘Z x'i
Up=2 HO—Q—!H2+:4—!H4—...£

! x2 %
Vao=2 :KG—"gKg—I“N—KiE

Door partiéele integratie wordt gevonden:
(4n* + p) Hp — 2(p — 1P Hp 2+ (p — 1) (p —3) Hp—y =0
@n2 + p) Ky —2(p — 1P Kpoo + (p == 1) (0 — 3) Ky =0
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én hieruit tevens
1
Kp= n [pH; —(p — 1) Hp2]
1
Hy=— 90 [PKp — (p—1) Kp—2].

Door deze betrekkingen kunnen alle H’s en K’s uitgedrﬁkt
worden in H, en K.

Nu is

H, == / Zeos (2n log sin @) dip
i

Ky= f “sin (2n log sin ¢) dyp
J

.«ir— {2 )2
H.J:/ = an (log sin @) + ...{dyp
, !
K, :( “12n log sin ¢ — (2,;')— (log sin ¢)? 4 ...} de.

0
In verband met de betrekking (6) van § 4 wordt dit, door term
voor term te integreeren:
Hy= Y (— )" @D (@2m + 1),
=0

&

Ky = > (— 1)y* (2apm1 D (2m + 2).

m—=0
De laatste recksen convergeeren alleen voor
n<k,

-

want alleen in dat geval is voldaan aan de noodige en voldoende

voorwaarde
l[im (2n2m+ D(2m 4 2) = 0.
nt= <a



STELLINGEN.

L.

Het is van belang voor de theorie der reeksen van Dirichlet
dat nog andere bijzondere, daartoe behoorende recksen, gehcel

worden onderzocht.

I1.

De wijze waarop door G. Frobenius de theorie der polynomia
van Stirling is behandeld, verdient de voorkeur boven de manier
waarop N. Nielsen dit heeit gedaan.

(G. Frobenius. Berl. Sitz. Ber. Band XXXIX bl. 836).
(N. Nielsen. Handbuch der T-function).

1L

Het is verkeerd om, zooals in 't leerboek der hoogere algebra
van Lobatto-Rahusen geschiedt, het begrip ,uniforme conver-
gentie” wel te behandelen en toe te passen, maar de naam niet
te noemen.

{Lobatto-Rahusen. Lessen over de hoogere algebra
74¢ druk 1909. § 231 en volgende).




IV.

De imaginaire cirkelpunten en de isotrope richtingen van
‘t platte vlak worden ten onrechte in sommige leerboeken der

analytische meetkunde buiten beschouwing gelaten.

W

De naam ,geodetische cirkels” die Darboux geeft aan de
krommen van constante geodetische kromming, is voor dezc
krommen af te keuren.

(Darboux. Legons sur la théorie générale des surfaces 11,

pag. 1561).

VL

‘Hoewel de uitkomst van Wolfke, voor de constante van Balmer,
nauwkeuriger is dan die van Bohr, is toch de laatste te ver-
kiezen boven de eerste,

Wolfke. Phys. Zeitschr. 1916, bl. T1.
Bohr. Phil. Mag. XXVI, pag. 1, 1913.

VIL

Ten onrechte beweert Foppl dat de electronentheorie streeft
naar eene verandering van de grondslagen der Meetkunde.
(Foppl. Einleitung in die Maxwell’sche Theorie. 3'
Auflage, pag. 451).

VIIL

De isothermen van Amagat zijn, vooral wat het gedeelte bij

hoogen druk betreft, onbetrouwbaar.



IX.

De afname van de veldsterkte van een electromagneet, onmid-
dellijk na het aanzetten van den stroom, is niet voldoende verklaard.
 (Dissertatie H. R. Woltjer. Amsterdam, 1914.)

X.

De theorie die Chamberlin en Moulton gegeven hebben voor
de verklaring van het ontstaan van ons zonnestelsel, kan als

gevallen beschouwd worden.

XL

Poincaré beweert dat voor iedere functie waarvan het eerste
en het tweede differentiaalquotient eindig zijn, het volgende geldt:

Neemt men €én der 10000 waarden van zoo’n functie (voor
x=1, 2,... 10000) dan is de kans, dat de 34¢ decimaal even
is, gelijk aan 3.

Deze bewering is onjuist.

XII.

Het is ongemotiveerd dat de 29¢ alinea van art. 89 van de wet
op het M. O. steeds van kracht is, voor zoover betreft hun,
die aan een der Rijksinstellingen tot opleiding van officieren den

cursus hebben ten einde gebracht.
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