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~~ O O R R E D E.

De kleine verhandeling, den gocdgunstigen lezer hierbij
aangehoden, dankt haar bestaan aan de noodzakelijkheid. Bij
het verlaten der akademie toch was het mijn geliefdkoosd denk-
beeld een onderzoek te beprocven, aangaande het mechanisch
aequivalent der elektrische ontlading, eene kweslie door twee
gelesrden Dové, en Riess langs verschillende wegen, op ver-
schillende wijze beantwoord en inderdaad voor de moderne
welenschap van groot belang. Maar spoedig bleek het mij dat
alleen groote proevenrecksen hLei pilgangspunt mijner heschou-
wing zouden kunnen uitmaken, procven voor welke mij de

meest onontheerlijke meetinstrumenten ontbraken, en die jaren
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van inspanning konden vorderen. Noode en wellicht ter elfder
ure koos ik mij dan ook een ander ¢n wel het hier behandelde
onderwerp. Van bronnen versioken, slechts over enkele
maanden kunnende beschikken, en dasrenboven in de eerste plaats
beziggehouden, door de \rermlljﬂg der aan mijne betrekking
verbonden verplichtingen, heb ik vele punten tot mijn onder-
werp behoorende, geheel moeten voorbijgaan; andere werden
slechts even aangeslipt, ofschoon eene strenge wiskundige be-
handeling noodzakelijk ware; de omstandigheden mogen bier ten

deele het gebrekkige van mijn arbeid veronischuldigen.

Waar ik aan den cindpeal sta mijner akademische loophaan,
is de gclegenheid mij welkom om een plicht te vervullen, die
mij door moreele overtuiging wordl opgelegd.

Opentlijken dank heb ik tc brengen aan U, mijne leermees-
ters, die niet allesn mijne wankele schreden mel krachtige hand
van den asnvang af hebt gesteund, maar ook niet onverstoor-
baar geduld, door toegenegen belangstelling, wijn meed en vol-
harding bij eigen krachisinspanning hebt opgewekt en gesterkt,

aan U in de¢ eerste plaats ., Nestor onzer Vaderlandsche
Natuurkundigen, hooggeschatte van Rees, die hel niet beneden
U achite, om uwen kostharen tijd in bijzonderc lossen asn mijne
ontwikkeling te wijden en mij de gelegenheid gaafl, de kunst
van experimenteeren onder uw ervaren oog te beoclonen,

aan U, hooggeachte Grinwis, die als promotor mijn

arbeid onder uwe hoede wilt nemen; wat er daarin goeds
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moge zijn, dank ik aan uwen raad, die mij steeds zoo gereedelijk
en vriendsehappelijk werd gegeven,

san U Hooggeleerde Heeren Buys-Ballot en Hoek,
mijne leermecsiors in de wetenschap en in de humaniteit,

aan U Hoogoelecrde Heeren Harting cn Miquel, die mij
de wetenschap der levende natuur aantrekkelijk hebt gemaakt,

hartelijk dank aan U allen; het bewuslzijn van uwe sym-
pathie’ was mij vazk len zedelijken sleun, waar ik die meer dan
tmmer behoefde: nimmer hoop ik e vergelen, wal ik aan uw
onderwijs en voorbeeld verplicht ben

Een enkel woord van dank ook aan U, mijne e
vrienden, die i Verse hillende omstandigheden arbeid of genoe-
gen met mij hebt gedeeld; moge voor ons allen de wetenschap
het vriendelijk gesternte zin, dat met zijne Lefelijke stralen
de vooroordeclen en de bekrompenheid als nachtelijke spooksels

verjaagt.
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EERSTE HOOFDRTUK.

DE THEORIE DER SPHERISCHE BEELDEN,
§ 1.

De theoric der spherische beelden, die tot de veel
vereenvoudigde oplossing van vele vraagstukken op het gebied
der mathematische physika voert, em bij de hehandeling der
elcktrische induktie onmisbaar is, werd door Murphy, in zijne
sElementary principles ete., on Electricily”, 1833, pag. 98 wv.
bij wederkeerige influentie het cerst toegepast. — Wel is het
niet waarschijnlijk dat hij hierbij, evenals lalere onderzoekers,
van het begrip van spiegeling uitgaal, ofschoon hij van
sreflected influence” spreclt — maar het zal ons blijken dat dit
begrip slechts in een zeer bijzonder geval de grondslag der
beschouwing kan uitmaken, terwijl het door het schijnbaar
weltigen van valsche benamingen, lichtelijk aanleiding tot ver-
warring geeft.

Het denkbecld om de optische spiegeling op een geheel ander
veld der physika toe te passen is uitlokkend genoeg, en hieruit
zal het dan ook wel verklaard dienen te worden, dat men een-

maal eene enkele kleine analogie opgemerkti hebbende, zich begaf
1




2 EERSTE HOOFPDSTUK. § 2,

tot mamen als selektrisch spiegelbeeld”, velekirische spicgeling”,
enz. die aan optische verschijusclen doen denken. — Thomson
zelf, die, voor zoover mij bekend is, het begrip van spiegeling
inleidt, (zic Journal de Liouville, dL X: Letire par Williom
Thomson) is bij zijne volgende onderzoekingen (vExzirait de
deuw letires par Will. Thomson’ Journal de Liouville, dl. XIT)
tot eene meer algemeene behandeling van de theorie der beelden,

door middel van kromlijnige codrdinaten-stelsels overgegaan.

§ 2

Drie bepaalde oppervlakken snijden elkaar in het algemeen
in een bepaald punt; stellen wij in ieder dezer oppervlakken
een zekeren pavameter veranderlijk, dan kan, door aan elk dezer
variabelen eene behoorlijke waarde (e geven, het stelsel van
oppervlakken door zeker punt der ruimte worden gelegd: de
waarden aan de paramelers toe te kennen opdat dit doel worde
bereikt, noemt men de kromlijnige cosrdinaten van het
punt.

Laten bijv. de oppervlakken, na alzondering der veranderlijke

parameters £, 4 en ¢, worden voorgesteld door de vergelijkingen

e \
E T\, Y, 2)

7;*- p (@, o, 2)
==y (&, ¥.%).

waar q, w en 4 hekende, maar overigens willekeurige functién
zijn. Geeft men nu aan de parameclers de bepaalde waarden
£, 7, en ¢ dan zal door bovensiaande vergelijkingen zeker punt
P (., ;, ») worden sangewezen, en &, g €0 g zullen de

kromlijnize codrdinaten van P zijn. et is duidelijk dat & eene

constante waarde heeft over een zelfde opperviak ¢.

o sci!_‘t;-.:-




EFRESTE HOONDSTUER. 5 o

De potentiaal V van zekere elektriciteitsmassa zal alzoo, als
Parameter van een niveau-oppervlak . de
van alle punten van heizelve voor
elliptische, cylindrische,

kromlijnige codrdinaat
stellen en wel eene spherische,,

enz. naarmate het niveau-oppervlak P,

een spheer, ellipsoide, cylinder, enz. is. — Het is hier zeker

niel de plaats om over de kromlijnige codrdinaten in het algcemeen
P & g

uil te wijden; om ket gewicht hunner toepassing in herinnering

te brengen, hehoeven wij slechts de volgende woorden van Lamé
te citeeren (Legons sur les coord. curv. Discoups

prélimindgire)
ol

hydrostatique et la théorie du potentiel ont introduit les
familles des surfaces de niveau, la théorie
des surfaces isothermes,
surfaces d’ondes:

de la chaleur celles
la théorie de la lumidre celles des
¢’est la théorie mathématique de Péquilibre

d'élasticité des corps solides, qui a introduit la considération de

rois familles conjuguées el orthogonales.”

Het is deze laatste
heschouwing,

die wij hier op het vraagstuk der elekirische
inductie zullen tocpassen, na alvorens, op het voetspoor van
Thomson en Liouville te hebben aangewezen, hoe zij tot het
begrip der beelden voert

§ 3.

Thomson beschouwt (zie Emirail ete.) in het bijzonder sphe-

rische codrdinaten, bepaald door de vergelijkingen

@

S riyie |
= Ty
Z 4

=5 — 32

R

die een stelsel vam 3 orthogonale boloppervlakken voorstellen ;

1°




& EERSTE HOOFDSTUE. § 3.

immers hunne dilferentiaal-quotienten voldoen aan de voorwaarden -
o dy 5 dn O I
de “dx " dy “dy @ dz o dx
dE dg d&  dg dg  dg
e e s =l
dg “dx " dy “dy  dr dz

=0

dg de dy de dy dg .
T By ey T e

Varieert men &, 5 en g in het stelsel (1) dan komt men tot
eene reeks van geconjugeerde orthogonale boloppervlakken, wier
snijpunten de geheele ruimte omvalten, terwijl voor ieder punt
der ruimte een bepaald stelsel dezer parameters is aangewezen. —
Door ecliminatie van elk tweetal der codrdinaten z, y, z (tos-

schen genoemde vergelijkingen) geraakt Thomson tot het stelsel

|
= 1
n.f ‘;3 _l— _,’7.? _i_ ;a‘

\

£
)

R
4

=S

g

g
g = e

E o o

en behandelt daarna ecne kwesiie van temperatuursbepaling

door middel der vergelijking

1 1 108 55 @
dg? -+ d?f -+ 'dg"l = . . . . . {3;

in welke U ecne functie van x, y en z voorsielt en tevens

is genomen. — De vergelijking (3) die voor onze beschouwingen

van groot gewicht zal blijken, zal nader worden bewezen,



EERSTE HOOFDSTUK. § 4.

¢

(7 o
oS

De vergelijkingen (1) en (2) voeren tot eene veel eenvoudiger
methode, aangewezen door Liouville in eene noot op de brieven
van Thomson.

Wanneer in de vergelijkingen (1) van Thomson
V 2+ yz. on z:;:p en V’E-_} = 1}‘; 10 =
wordt gesteld, voeren zij terstond tot de algemeene vergelijking

(@ — &)+ (h —y) + (z,—2p
pps

G —E P+ ()" (6 —¢)=

Deze kiest Liouville als uitgangspunt voor zijne beschouwin-
gen, waarbij hij de grootheden &, # en ¢ als onbekende functién
van %, y en z opvat, en verkrijgt dan langs zuiver analylischen
Weg tot oplossing de vergelijking

£ -(p(.’.-?’),y,’b}
T @,y 2+ v (@.y.3) + £ (5,9, 9)

en 2 dergelijke voor 5 —7, en ¢—g,. Neemt men nu als
bijzonder geval voor de arbitraire functién

. &
cp(a-,y,»;—-@

Y
4’(‘581?}1%):;'3'
Z
1@y, =15

en daarenboven & —%,—g¢ =0, dan ontstaan de relatién:

nax )
F+y 47
vy .
fj:a?'_l_‘y;:}_‘z; W e
A

g

I

L)




6 EERSTE HOOFDSTUK. § 5,

waarult men weder vindt:

n’s
= |
‘é‘-:—vr—i—;‘#
'y ‘
y=g ﬁﬂ_{_gg%. Mal S LE (D)
g g?_l_?}'c‘-_{_g‘l

Het eigenaardige van de methode van Liouville ligl nu d4rin, dat
hij ook £, % en ¢ als rechilijnige cotrdinaten beschouwt en dus
een 2°systeem van assen aanneemt, dallangs het eerste valt, wijl,
blijkens (4) of (D), ieder tweetal coordinaten van hel eene sysieem
te gelijk met het overeenkomstige twectal van het andere nul wordt.
De vergelijkingen (5) stellen nu mede boloppervlakken voor, die
bij aanname van bepaalde waarden @, y; en z,, voor de parameters
x, # en z, elkaar snijden in zeker punt P,, dat &,y eng, tol
coordinaten heeft. Het punt P, (&. 5. ¢), zullen wij kort-

heidshalve het overeenkomstige van P (&, %,%) Noemen.

§ 5.

Het punt P, kan door eenec itransformatiie met weder-
keerige voerstralen (par rayons vecicurs réciproques) uit
P worden afgeleid. Vooreerst toch liggen P cn P, op dezelide

rechte door den oersprong, omdat volgens (4)
fom e o L B it (D)
i

is.
Noemt men de voerstralen van F en P, resp. r en r, dus




FERSTE HOOFDSTUK. § B. 7

en
n=VE+g+¢
dan levert de som der kwadraten van (4)

W

T

waardoor [ gezegde bewezen is.

Bovenstaande opmerking geeft ons ook de verklaring van de
invocring van het begrip der spiegeling: Wanneer men namelijk
(ig. 1) © uit een punt O van de lijn dic P met den oorsprong
verbindt, met den straal 2m een bolopperviak beschrijft, terwijl
(4 de oorsprong zijnde) A0 —=wn is genomen, zullen P en P,
elkaars optische beelden zijn in dit boloppervlak als spiegel ge-

dachi; immers men vindi:

L PO O, T, e

S T
A 7

Het is daarom dat men P, ook het beeldpunt van P noemt.

Beschrijft men uit den oorsprong met den siraal # een bol-
oppervlak, dan zullen de snijpunten ¢ en O van dit oppervlak
met den voerstraal door P en P,, met dcze laatste punien har.
monisch gepaard zijn.

Het is duidelijk dat men de genoemde transformatie op ieder
der punten van een oppervlak S, voorgesteld door de vergelijking
I (z,9,2)=0, kan toepassen. De overeenkomstige of beeld-
punten zullen te zamen een oppervlak S, vormen, dal worde
voorgesteld door F, (§.4,¢)=0, en naar aanleiding van hel
voorgaande het beeld van S kan genoemd worden; om echler
aan te wijzen dal hier aan geene opiische spiegeling mag ge-

dacht worden, geven wij het den naam van Spherisch beeld,

1) Deze fignur stelt een meridisanvlak van den bol voor.




EERSTE HOOFDSTUK. § 6.

Inderdaad kan hier van spiegeling geen sprake zijn — indien
toch elk tweetal overcenkomstige punten elkaars werkelijke spie-
gelbeelden in één zclfden bolvormigen spicgel waren, zouden ze
stecds op dezelfde nevenas van dezen moeten liggen, en daar
alle vocrstralen tevens door den oorsprong gaan, zou deze het
middenpunt van den onderstelden spiegel moeten zijn. Stellen
wij de constante straal van dezen @, dan moet voldaan worden

aan de relatie.

of

Vrn’

b == —=
e

welke waarde varieert met r, zoodat het onmogelijk blijkt te zijn,
door spiegeling in één holoppervlak een beeld van S in S, te
projecteeren.

De vorm van het beeldoppervlak Fj (§,7,¢) laat zich on-
middellijk uit F (z.y,2) bepalen. [et komt er dan slechis op
aan de meetkunstige plaats van de snijpunten van (5) te vinden,
indien aan @, enz achlercenvolgens alle waarden worden gege-
ven, die de vergeliking F(«, y, ) =0 toelaat; m. a. w. men
heeft tusschen (5) en de gegevene vergelijking van het oppervlak
slechis de coordinaten x, y en z te elimineeren, hetgcen hier op

eene cenvoudige substitutie nederkomt.
§ 6.

Indien door eeme transformatie met wedcrkeerige voerstralen
F, (&, 4,¢) uit F(z,y,s) onistaan is, zal door toepassing der
zelfde transformatie op &, (§,%,¢)=0 weder 't oorspronkelijk

oppervlak te voorschijn komen.



EERSTE HOOFDSTUKR. § 6. 9

Om dit te bewijzen, stellen wij dat in het algemeen de para-
meters aan de rechilijnige cobrdinaten van een punt zijn ver-

bonden door de relatién

f=g(2,9,2)
IR R I )

s=—=1y (2, Y, %)

Laten deze door eliminatiec van elk tweetal uit «, y en 2z
voeren tot

=g (&, 7. &) |
y=y'(§,7.8) ¢ - G

s—y (E.9.8) |

“in welke formule ¢ ¢', v, w', yen y* orthogonale boloppervlakken
voorsiellen, die hunne middenpunten op de codrdinaten-assen
hebben.

Het is nu vooreerst klaar, dat de vergelijkingen (8) identiek
worden door substitatie der waarden van («) en dus g¢' (& 9,¢)
daardoor in # overgaat, cnz. Indien dus in F (#,y,z) eerstde

waarden (8) worden gesteld, gaat zij over in
F (@1 (8. 9,8), ' (5, 7.¢). 1 (&.9. s)_) =, (B, nss)

welke vergelijking mede identiek is. — Substitueert men nu in
het 1° lid weder de waarden («) dan verandert het in F(z,y,2),
welke functie dus ook door het 2° lid wordt opgeleverd.

Wij merken alzoo op dat het oorspronkelijk oppervlak S het
spherisch beeld van S, is. Deze eigenschap herinnert ons weder
aan de optische spiegeling. Ook bij deze toch kunnen beeld en

voorwerp onderling verwisseld worden.




10 EERSTE HoOFDSTUY. § 7.

S

Alvorens verder te gaan is het nict ondienstig hier eene uit-
breiding aan te wijzen van de mecthode van Liouville, in § 4
uiteengezet. Terwijl L. steeds den oorsprong koos als het punt,
ten opzichte waarvan dc transformatie met wederkeerige voer-
stralen plaats had, is het duidelijk dat die transformatie ook kan
worden uilgevoerd ten opzichle van een willekeurig punt 4, dal
¢, b en ¢ Lol ecodrdinalen hée[’t, indien men de assen slechis
evenwijdig aan zich zelven verplaalst denktl, tot de oorsprong in
A 1s gekomen.

De vergelijkingen (4) worden alsdan

et W (r—a)
== @)+ (y—b)'F (2o
b S = %:1 (?f — ()j
T T e—aP+ (g =B+ (o)
PR # (2 —0)

B g e )

en stellen weder boloppervlakken voor, die slechis door de
ligging hunner middenpunten van (4) verschillen: zoo zal de
gerste bol van dit stelsel zijn middenpuni hebben in het punt
i 2

’\a—g»--c)—é,é, c), enz. De vergelijkingen (b) ondergaan dezelfde
veranderingen. Noemt men r weder den afsiand van A tot een
punt van 8 en dus

r=V (@ —a)+ (y — )+ (z—¢)"

dan worden de transformatie-formulen (4)



EERSTE HOOFDSTUK., § T 14

w(e—a
E::a,—}—__Ttl
#: (4 —~ B)
??:“-bw:——f(T-' Il AN xR e SRegy
n* (2 ==¢)
gt T
¥ /
evenzoo de vergelijkingen (5]
0 (E = a) !
L= 4 =
1 |
2 (n — 8|
Y=l Uq.r . L\\ (10)
1 f
Pt o (g _—c)— |
S

waar r, de afstand van het punt (& 7 ¢)van S, tot A aanwijst.
Overigens blijkt weder dat twee overcenkomstige punten P
en P, op eenc rechte door A liggen, immers volgens (9) is

g—a _ yg—~b z2—¢
E—a n—b g¢—c¢

2

tevens ontstaan ze uit elkaar door transformatie met wederkee-
rige voerstralen, omdat men weér heelt

@

n

Wij zullen het punt A waarop al de voersiralen der punten
van § cn 8, uitloopen, voor het vervolg kortheidshalve de pool
der beide oppervlakken noemen.

Deze pool is de top van den omhullingskegel van beide opper-
vlakken, — van haren stand hangl in verband mel den vorm
van hel oorspronkelijk oppervlak, de gedaante van het
beeld af; de plaals van den oorsprong daarentegen heeft
daarop klaarblijkelijk geen invloed.




12 EERSTE HOOFDSTUE, § &,
§ 8.

Het is deze gedaante van het beeld, die ons zal doen
besluiten of de hier besproken transformatie ons al of nict tot
de explicite oplossing der elektrische verdeeling bij induktie
voert; reeds a priori kan worden aangemerkt, dat zij geheel
nutteloos is als het beeld zich in het oneindige uitstrekt, en dus
blijkbaar de pool in het oorspronkelijk oppervlak ligt.

Wij zullen hier cenige functién en hare beeldoppervlakken be-
schouwen, en wel in het bijzonder die, welke een bol of ellipsoide
tol beeld hebben., Daarbij kiezen wij de poal tot oorsprong,

Laat het becldoppervlak S, een bol zijn, uitgedrukt door

e ot~ =88 . .. . (i)

dan vindt men voor § door substitutie der waarden (4), den bol

(220w Y=Y

waarbij ¢ voor (o 4 3~ " — B is gesteld.

Noemen wij den strasl en de middenpuntscodrdinaten van 12)
resp. B,a, benc dan wordt zij

(@—a)'+ (F—08)+(@—cy=R . . . . (120)
en heeft men de vergelijkingen

%iee
T =R

3

az‘l‘ﬂg'}'}'g“—ﬂzg

b=




EERSTE HOOFDSTUK. § 8. 13

waaruit volgt

i wa
“ a*+bﬁ+c"’-—ﬂ"\
s 7'h
o i— 7 _,_
a2 - b* 4 7w~ R? d
. ) - (13)
i ne
@+ 64 ¢—h \
R
T V) |
@’ Ik B = & Rz |

welke vergelijkinger den straal en de middenpuntscoordinaten van
S, in die van S wuitdrukken. Uit het voorgaande blijkt dat een
bol in het algemeen een bol tot spherisch beeld heeft, terwijl het
van de grootheid a*+4-0'+4-¢— R en dus van de plaats der
pool buiten of binnen S zal alhangen of de codrdinalen « en
@, § en b, y en ¢ dezellde ol tegengestelde teekens hebben.

De middenpunten der bollen liggen verder, blijkens (13), op
ecne rechle door de pool.

Bijzondere gevallen zijn als g=0 _of =—~RF 1

@. Voor g=10 wordt (12) d. i. het oorspronkelijk oppervlak
een plat vlak van den vorm

nﬁ

ax -+ By + == g
terwijl de pool in den omirek van het beeld komt te liggen,
daar & - §°+ == R’ Hieruit blijkt dat een plat vliak
Ax+4+ By L Cz=D . . . . . . (14)
tot Spherisch beeld heeft een bol, die door de pool gaat en
wiens middenpunt tot codrdinaten heeft

An® Br® COn®
_Q_.D, %. gﬁ s % & = = & & (‘15)
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zoodat het in de loodlijn ligt, die uit de pool op (14) wordt
D

nedergelaten.  De lengte dezer loodlijn is

en

VEL Bt

wVE B+

1)

platte vlak zal dus zijn beeld aanraken, als genomen wordt

de lengte van den straal des heelds is Het

BVEL D+ O _ D

D VAT BEC

of
i D
S Ve R

i

dat is: » gelijk de boven berekende loodiijn.

b. Indien g—=— B, of «, § en y allen nul worden, ligt de
pool in hel middenpunt van het Spherisch beeld en tevens,
blijkens (12), in het middenpunt van het oorspronkelijk opper-
vlak. Derhalve is 't heeld van een bol ten opzichte van zijn
middenpunt een concentrische bol, geheel binnen of buiten

den oorspronkelijken gelegen
naarmate R, << of > B
d. i in verband met (7) # < of > R is aangenomen.

Nam men voor §; een willekeurig oppervlak van den 2 graad,
dan zou S biijken van den 4 graad te zijn. In plaats van ons
te verdiepen in algemeene beschouwingen, die bovendien buiten
ons onderwerp zouden liggen, kiezen wij nog het eenvoudige
geval dat S, eene omwenlelingsellipsoide is, wier omwentelingsas |
de pool bevat. [let is ligt in te zien dai ook S nu omwente-
lingsopperviak is om dezelfde as, en men deze dus slechts als

@-as hebbe aan le nemen, om het onderzoeck tot de beschrij-
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vende krommen, die elkaars beelden zijn terug te brengen: in
de wergelijkingen der krommen moet g*-42° dan in de plaais
van »* worden gesteld, opdat ze de heschreven oppervlakken
voarstellen

. Stellen wij eerst de pool (en dus ook den oorsprong) in
het middenpunt van het Spherisch beeld S, dan is dit

g ;
?_ﬂ"_{t......-(’lb)

(L L) =@ +er=0. .. . (D)

® p*

zijnde eene Lemniscate P (fig.2,5) en een geisoleerd punt,
nl. het middenpunt dat door de vermenigvuldiging met (27--y*)*
1s ingevoerd.

b. Plaatst-men de pool in het brandpunt, dan is S,

’ff§+"’f'=_’“ R )——1. S L
e ) (18)

W e ;1?1/ — w
= T — = en - dus de ex-
B fi U

cenlriciteit, dan wordt de getransiormeerde

stelt men nu v =

(mﬂ_Jr_.y‘é,._wjj)g:'UﬂC{B:“’—I—f,/g;\ VLS (’19)

d. 1. cene circulaire conchoide ® (fig. 3, S).

1) Voor @ = — ; wordb zjj meer in het bijzonder de Iijn, die gewoon-
4 Hjk alg lcmniscate bokend is en een dubbel punt in het middenpunt heeft.

{Zij iz dan de omgekeerde der gelijksijdige hyperbole.)
2) Cireulnire conchoide, wijl deze kromme zich geheel alz de conchoide
van Nicomedes luab construccren, wanneer de rechte bij de construetie

van deze gebesigd, hier door een cirkel wordi vervangen.

k———
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¢. Ten opzichte van den top is de vergelijking der ellips

) <)=1 ")

die voor de beschrijvende kromme van S levert

B4 @1)

=

ﬁ2

of eene scissoide ¥ (fig. 4, S).
d, Indien de pool in cen uitwendig punt der omwentelingsas

ligt wordt de ellips

Sy S 2)
(ﬂ ) i—ﬁg-_-i Coe .- . (22)

en het oppervlak S bekomt tot beschrijvende kromme

pi__ b3 2y2 @ gﬂ 9 o 4 i jfg
(rf *1)(:@-—93;) e (b (rx‘”+ﬁ‘3

eene lijn, die wij geschikielijk eene ovoide zouden kunnen noe-
men (fig. 5, 8).
De oppervlakken door de omwenteling van 17), 19), (21) en

(23) ontstaan, geven dus allen ccne ellipsoide tot beeld , waarvan

de constanten uit de parameters van deze krommen worden be-
paald. — De vergelijkingen laten zich eenvoudiger in polaire
codrdinaten uitdrukken, ook zou hel verder onderzock ons tot
zeer belangrijke eigenschappen en constructién leiden; als niet
divekt tot ons onderwerp behoorende, laten wij dit hier achter-
wege. — Verscheidene interessante hijzonderheden vindt men bij
Schonfeldt, (zie zijne dissertalie »de omgekeerde Legelsneden” ,

bij van Zweeden te Gronmingen, 1866.)

e e 2 : 2
1) Scissoide wijl zij in het bijzonder geval van — =0 de scissoide van
24

Diocles levert.
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§ 0.

Een schoon voorbeeld van de aanwending der transformatie
met wederkeerige voerstralen geeft Liouville (zie t. a. p. pag.
285). — Laat gegeven ziju 2 bollen die elkaar niet snijden, be-
nevens de temperatuur in icder hunner punten in functie der
coordinaten, en gevraagd worden de temperatuur in ieder uit-
wendig punt te bepalen. — De oorsprong 0 kan nu steeds
zoodanig genomen worden op de lijn, die de middenpunten der
bollen vercenigt, dat hunne spherische beelden concentrisch
worden. Bepaalt men nu voor een punt P, in de ruimte tus-
schen de beide beeldoppervlakken de temperatuur in functie der
codrdinaten &, g en g, door middel der functién die over dezelve
de temperatuur uitdrukken en door transformatie zijn ontstaan
uit die, welke de temperatuur over de gegeven bollen be-
palen, — dan behoelt de gevonden funclie slechis in =, 7, 2
getransformeerd le worden, om de gevraagde lemperatuur le
verkrijgen, in hel met P, overeenkomende punt P.

Men ziet dat aldus het vraagstuk is gereduceerd tot het op-
sporen van de wet der lemperaturen voor de ruimte tusschen
2 concentrische boloppervlakken.

Het bovenstaande zou alléén reeds voldoende zijn om het al-
gemeen belang der zaak duoidelijk aan te toonen; wij zullen
nog, als daartoe onmiddellijk aanleiding vindende in ons onder-
werp, kortelijk aanwijzen hoc ook in de theorie der elecirici-
teitsverdeeling de transformatie met wederkeerige voerstralen tot
groote vereenvoudigingen moet leiden,

Laat een clekirisch punt A met de massa g, cene zekere
}ading induceeren over een oppervlak S, dat met den grond is
verbonden, dan zullen, overcenkomstig eene bekende eigenschap,

de potentialen der induceerende en geinduceerde hoeveelheden
2

_
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in een punt P van S gelijk en tegengesteld van teeken zijn.
Wordt nu de afstand van P tot 4 door aangeduid, dan is de

potentiaal der inducecrende massa in dat punt ?l , en voor deze

geldt in alle punten der ruimte, buiten de massa ¢, de bekende

vergelijking
dsi dzi dz_g__'
r T
e R O

Maar deze kan, na omkeering der feekens, evenzeer worden
heschouwd als betrekking te hebben op de potentiaal der over S
geinduceerde lading, in alle buiten S gelegen punten. Wij

zullen nader asntoonen, dat uit () volgt

dqg dq  dq

g Fil dif | odg T

o

welke relatie voor alle punten buiten S, U doorgaat, cn dus
het hoofdkarakter uitdrukt cener constante potentiaal ¢ over & —
hetgeen derhalve op de mogelijkheid wijst om de bepaling der
potentiaal eener geinduceerde lading over S, terug te brengen
tot de kwestie cencr evenwichtslading over S..

Het is Lipschitz inderdaad gelukt, (zie zijne verhandelingen bd.
LVIIl en LXI, Journal v. Crelle) het probleem in dezen zin op te
lossen. — Wij zullen dus bij onzen arbeid met zijne beschou-
wingen ons voordeel doen, en tevens gebruik maken van ver-
schillende ontwikkelingen, medegedeeld door Grinwis (» Wiskundige
theorie der wrijvings-elektriciteil’”) terwijl wij het gebruik der
algemeene formulen, door cenvoudige voorbeelden zullen trachten

op te helderen.

1) De formule («) geldt voor alle punten buiten §, de formule (£) voot ©

alle daarmeds overeenkomstizge punten en dud voor alle punten buiten .
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ONTWIKKELING DER GRONDFORMULEN.

§ 1.

Als voorlzelling onzer algemeene beschouwingen over de
theorie der beelden, zullen wij eenige relatién ontwikkelen tus-
schen de 1°¢ en 2° differentiaal-parameters van eene funclie cn
hare getransformeerde met wederkeerige voersiralen. — Ten
einde daarbij het overzieht der formulen gemaklkelijker te maken,
ontleenen wij de volgende notaties aan Lamé: vLecons sur les
codrdonnées curvilignes”, pag. 8.

De letter » duidt in het algemcen eene der variabelen #, y of
%, en vy eene der paramelers &, 4 of ¢ aan.

Staat véor eene uitdrukking met w of » het tecken 2 U dan
wordt de som van dric termen bedoeld, in welke » of » achter-

eenvolgens deor @, y en z of door &, # en g zijn vervangen. —

1) Lamé hecht eenigzing andere beteekenis aan de symbelen = en §. —
Het 1° gebruikt hij wuitsluitend bij verwissclingen van z, y en z het 2e

¥OOr £, 4 ¢n o — De boven aangegevene manier sehijnt mij hier duidelijker.

9
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Hetzelfde tecken voér een vorm met #, en wu; of met », en »,
stelt de som van dric termen voor, 1n welke deze letters met
een willekeurig tweetal uit x, y, & of uit &, 5, ¢ zijn verwisseld,
Het teeken & cindelijk véor eene witdrukking, waarin w en »
voorkomen, beteckent de som van de lermen in welke  zij
overgaat, door voor u en », op alle mogelijke wijzen, =, y of
en &, 5 of ¢ te schrijven, terwijl voor w, en », of voor s €0 ¥,
alle mogelijke 3-tallen dier cofrdinaten moeten worden genomen.
Kiezen wij nu als poolpunt het punt A met de cobrdinaten
@, ben ¢, dan moet gebruik gemaakt worden van de transfor-
matie-formulen (9) en (10) uit het 1° Hoofdstuk, nl.

nt(z-—a) |
w(y—0)
g=b4 Y
#° (2 — ¢)
gzc—l-—*rg
en - el e N IR
n (& —a)
ey
niy —b
y:-_:b-l—*(-{'z - )
1
2 Al
z:c.{_ﬁ_(“_gﬁ
rl |

a. Door differentiatie van de eerste groep dezer vergelijkin-
gen ontstaat

7’
lrﬂ

L— 0

dr— o3

di==

d (r*)

1
"r?

dp—=

=
dy_— P d(?"‘) J

7’ 2 — ¢

do=

rldz—22 d(rﬂ)};

,r;

-
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de som van de 2° machien dezer differentiaal-vergelijkingen
levert, in verband met de vergelijkingen

d (1) = ((m— 0) dz + (y— b) dy+ (5 —c) clz)
€n

n
-7—""._:91

de betrekking
SdptesgtZdn’ o e 0 UL 12)

Cp dezelfde wijze handelende ten opzichte van de tweede groep
der vergelijkingen (1), komt door te stellen
no__
o S
de betrekking

Fur=g t gy L )

Aanmerking. Het is van belang op te merken, dat of
(2) of (3) niet doorgaat, wanneer Of het' getransformeerde
of Let oorspronkelijk oppervlak zich in het oneindige uit-
strekken.

In het eerste geval, bijv. wordt » =0, voor de oneindig ver-
wijderde punten van het beeld, en de boven aangenomen waarde
voor d% is derhalve onjuist. Behouden wij hier de oneindig
kleinen van hoogere orde bij, dan komt

a1

2 AT 9.‘ 2 rz
ds % _.(9“ a)( .idy—i—d )

en daarin r en z — ¢ =20 stellende, vindt men
nﬂ

dE:—d—?"s de.

Dandelt men nu op dezelfde wijze met dy en dg, dan is ten slotle
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3 AN
2dy= ——\ Z du,
d?‘/

Het verband tusschen deze formule en (3) behoeft verder geene
toelichting.

b. Eene belangrijke relatie kan men vinden tusschen de
produkten dedydz en didyds. Daartoe bepaalt men de grootte
van twee overeenkomslige inhoudsclementen dl cn df,, Laat
e« de hoek van den voerstraal mct de z-as voorstellen, en ¢ de
hoek zijn, dien het vlak door voerstraal en z-as gebracht, met
het zz-vlak maakt, dan heeft men blijkbaar

dl = ¢* dr da do sin «
dl, =rdr, da de sin «

32 2

0 i, B
daar verder r;, = - on dus dr=—-"=dr is, vindt men dadelijk
dl,
— .
gl 1

de zijden dezer elementen evenwijdig zijnde, gaan zij door ver-
menigvuldiging met gelijke factoren in didgds en dzdydz over,
zoodat men komt lot

dEdnde

= et - . « . " .

dedydz g =L (4)

Aanmerking. QOok deze formule geldt niet meer, wanneer

r nul is of het getransformeerde oppervlak zich in het oneindige
uilsirekt. In dat geval toch is de boven gevonden uitdrukking

voor ¢ niet meer de ware, zoo als uit de volgende berekening blijkt,

bij welke de hoogere machten van dr steeds zijn bijgchouden.

Zij (fig. 6) NOX de bedoclde hoek «. Slellen wij nu den
inhoud van den elementairen sector a0b=—P en het vlakje abcd
dus dP, dan is

P=1rda
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en

De zwaartepunten z cn # van de beide secloren e0b en cOd
liggen op dec lijn, die den hoek da middendoor deelt. ITunne
afstanden tot O zijn

3 kr 07 — 2k (r 4 dr)
PR T - dr) da

In doze formulen stellen % en &' de koorden ab en cd voor,
dic, als de hoogere machten van da worden weggelaten, door

de bogen worden vervangen, zoodat men verkrijgt

Or=

LEH

r on Ov=2%(r+dr).

0]

Noemen wij het zwaartepunt van dP nu 7', dan komt door

de vergelijking der momenten dadelijk

0y — 2 (3ridr + 3rdr® + dr’)
A Ordr - di® ’

Volgens het theorema van Guldin is nu
dl = 07" sin ady X dP
dat is na substitulie der waarde van Oz en van dP
Al = rdridady sin & 4 rdridude sin « 4+ L di*dedy sin a;

de beide eerste termen vervallen en daarmede form. (4).

Het theorema van Taylor ten opzichte van ¢ toegepast op de
vitdrukking ! r*dadyp sin ¢, welke den elementairen bolsector
mel kwadraatvormig grondvlak voorstelt, zoude tot hetzellde
resultaat hebben gevoerd. Zij deze uitdrukking [ (r) gesteld,
dan heeflt men

3

: grt o art .,
f(r+ dr) = f(r) 4 drf'(r) 4 mf (r)+ ﬁgg‘ (r) -+ enz,
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of daar fr+dry=1I+4di cn Fle) —F is,
Al = r’drdady sin « - rdr*dede sin & + 1 dr*dadp sin ¢ + 0

waaruit blijkt, dal voor » =0, dI =1 dr’dady sina word!l, zooals
te voorzien was, en ock uil onze vorige berekening bleek.

Op dezelfde wijze zou blijken, dat dc omgekeerde formule van
(4) d. i dadydr—— ¢ dEdyds verviel, indien hel oorspron-
kelijk oppervlak zieh in hct oneindige uvitstrekte. |

¢. Beschouwen wij een paar overcenkomstige vlakte-elementen
dS en dS,, dan bestaat tusschen een paar hunner gelijkstandige
zijden ds en ds, (volgens (2)) de betrekking ds?®=— g'ds’. Men
heeft dus op een oneindig klein van hoogere orde na

ds,
dS:q........(5)

Aanmerkingen. 1° Ligt dS, in het oneindige, dan gaat de

formule (3) blijkens de aanmerking onder ¢ nog door, als g slechts
n

= - wordt genomen.
.

9. Met behulp der formulen (2), (4) en (5) zullen verdcre
relatién worden ontwikkeld, en daarbij onderstcld worden
dat S, eindig is en de pool dus niet in het oorspronkelijk
oppervlak is gelegen; op het andere geval zal nader worden
teruggekomen.

§ 2.

a. Tusschen de 1° differentialen van z,%,z en §, 5, ¢ beslaan
de identicke vergelijkingen
dy dg

_ds
Iflﬁ;'::é @dw, d-qr:;é‘gl—gdu, d;:‘??lad% )
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neemt men de som harer kwadraten en vervangt het 1¢ lid
der komende vergelijking, d. i. & d»* door hare waarde ¢' = du’
uit (2) dan vindt men

¢Ed=9

b

( )i —I—Q—dp— o7 duadul% s W)

Daar dz, dy en dz willekeurig zijn, kan men aile coéfficienten
der verschillende machten en produkten dezer grootheden gelijk

nul stellen, waaruit volgt

b le“ 2-----— 4 i’i fd_."_’_-—- l.
“ (U’B) =1 allr? dy !
dy dy
( ) 7 = dae dz . (7)
dy dv
- (&E =g = —@&;——0
v . . ool s
ermenigvuldigt men de vergclijkingen («) resp. me i

de

L5

R dan vindt men, na optclling en gebruik makende van

(7)), de identiteit

dv
4 T e B
gde =2 e d»,
: ‘ ) ds
Op dezelfde wijze komt, door vermenigvuldiging met &’
(IT’J dg
dy en a—?j

_dv
qd? ﬂz"dj;'di’,

€n op soortgelijke wijze

' d.
g =2 —5 dv.
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De som der kwadraten dezer drie laatste vergelijkingen levert,
wanneer men het eerste lid ¢° 2 du?, volgens (2), door ¢*= d#*

vervangt, de vergelijking

e e e dv, dv
q ) f{l’ — *\du’ d "l' G‘ du, db d‘i-odll . . (a)

en daar hier dE, dy en de geheel willckeurig zijn, komt men
weder tot het besluit dat de coélficienten alle nul moeten zijn,
derhalve

(BN o 98 dy
= (du, =4 < du du -Of\
i d:;\ . & de \ :
g dy ds _
N As] —] 4 ~ |
i (du) =1  Tudu ,‘

b. Laten nu U en W functién van @, y cn 2 zijn, die door
cubstitulie der waarden (1) in de functién U, en W, van &, g

en s overgaan, dan heeft men in het algemecn

au (EU d d{! dl, dy au dU, dv :
de du do’ dy dv dy’ dz iy dy dz (#)

De som der kwadraten van deze, geelt bij inachtneming van (&)

1dl\? (d U \?

4

===

Men heelt evenzoo

JW  dW.dy AW _ . dW.dy dW__ dW.dD

==

de =gy dn’ dy dy'  dz dy dz’

Vermenigvuldigt men nu ieder der vergelijkingen (&), mect de
overeenkomstige van (x), neemt de som dezer produkten en
vercenvoudigt deze, door middel der vergelijkingen (2), dan
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verkrijgt men dadelijk

AU W dU, d W,
Hdu du QEE; v PN

752

Terwijl de vergelijking (6) eenc betrekking tusschen de diffe-
rentiaal-parameters der 1° orde, van de functie en hare gelrans-
formeerde voorstelt, bestaat tusschen hare differentiaal-paramelers

van de 2¢ orde de relalie

iqu— ]Y{Fg 95"_&. g e L L (8)

= dut 0 dw T="ir

Het schijnt van gewicht, deze vergelijking, die bij de theorie
der “elektrische induclie ecne groote rol speell, onmiddelijk aan
de grondvergelijkingen der clektro-statika te doen aanslui-
ten, weshalve wij haar uit het bekende theorema van Green

zullen trachten af te leiden. Dit lnidt (Grinwis t. a. p. pag. 24B.

i du d:H
jdhzf’lﬁdﬂzf Gds = %%“I Gk 2 —
waar ds een element voorstelt van het opﬁex'xrlak, dat zekere
ruimie % hegrenst, terwiil G en H willekeurige functién zijn.
Laten nu H en G fanctién van &, 7 en ¢ zijn en resp., U,
en W, gesteld worden; verder zij W, het oppervlak f(Z, 7, ¢) =0
dat de ruimte %, insluit, en welks element dus door ds, wordt
aangeduid: de uitdrukking Gds, die in de eerste integraal van
het 9 1id van bovenstaande vergeﬁjking voorkomt, wordt hier
dus W,ds,, maar daar W, of f(£, 7, ¢) voor all_e'puntcn van het
opperviak dat zij zelve voorstelt =0 wordt, verdwijnt deze
integraal, en de vergelijking verkrijgt den vorm
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fdkl dqu ___.derfl.,‘-p—D.r oM ey

£y e dv & dv*
Wij kunnen nu gemakkelijk de waarde vinden van het eerste
Jid, uitgedrukt in grootheden, dic betrekking hebhcn op het
systcem U en W waarvan U, en W, de getransformeerden voor-

stellen. Immers volgens (4) en (7) hebben wij

dU (i!W dU, dW,
=gt @ 2GR =g s
}"' zoodat 4 wordt
dlU dW d*U, :
fadk = === =— [¢Wak = 25 (4)

Aanmerking. In het 9 lid dezer vergelijking is W, door
W vervangen. Deze handelwijze wordt gebillijki door de vol-
gende redenering: de variabelen hier , ¢ en z zijnde, moeten
de integralen ten opzichte van deze worden genomen; ten cinde
de waarde van W, voor een hepaald element di met codrdinaten
&y, Y%, % te bekomen, moeten in deze functie daar zij van de
variabelen &, 7 en ¢ afhankelijk is, de overeenkomstige waarden
£, m, ¢ worden gesteld ; maar daardoor verkrijgt W dezelfde
waarde die W door direkte substitutie van @, 7, en 2z, zou
bekomen, daar deze beide functién, overeenkomstig haar karakter,
door de substitutién (1) pag. 19 in elkadr overgaan.

Gaan wij nog eenmaal van de grondformule wuit en nemen
daarin H=¢U en G= W, waarbij W de ruimte £ overeen-

komende met &, insluite, dan geeft zij

. dgUaW ZqU
jdk‘_.?ﬁ——— — [ Wik = ]
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of het eerste lid ontwikkelend:

f dUdW el
gdk = :

fUdm 7 =~ Wak=z"

(B)

De eerste term slelt de som voor van de volgende drie inte-
gralen

| [ vayas ﬂfc—zid

ik deizfdy 7 % e L
[ dadjfdw dq

in deze heeft men

aw dg dq d*q
L | W=—=:ds
fdu.f dj dy f dy :

dedgd _qu-—-fl}?—qd.,

en daar nu # aan de grenzen der integraal verdwijnt worden

d d | 1
W—z, W@- en WL allen =0 zoodat voor de integralen (B”)
d dy dz

komt
—[ [ foa
—[ [ [uwar ;—i—q
— [ [ [ %‘%
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De eerste term van (B) wordt alzoo

fUWdzc Tgo—g

en (B') verkrijgt den vorm
atv aw
-—fUWd,%a———-sr-fgdé = -—_-—j W’dﬁquv (B")
substitueert men voor den 2 term de waarde uit (4), dan komt

rU

fwfmzd + [ wydk ,ziz’—-—j Wik =

of
T dql

@
fW’;z;&(Uch—gfi+“—!-u )__0
g . dw dr’ dw’

In deze integraal nu zijn alle elementen Wdl: negatief, daar

W eerst aan de grenzen van k= nul wordt — de coéffi-
cient moet dus econstant nul zijn opdat de geheele
integraal verdwijne: waardoor de vergelijking (8) bewezen is.

Deze vergelijking zal later, zie pag. 84 en 35 worden gebezigd

ten cinde de betrekking («) pag. 18 uit () aldaar af te leiden,
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ALGEMEENE TOEPASSING VAN DE THEORIE DER
SPHERISCHE BEELDEN OP DE ELEKTRISCIIE INDUKTIE.

§ 1.

Wanneer eene massa elektriciteit w, geconcentreerd in ecn punt
A {a, b, ¢) door influentie op een geisoleerden, vooraf met
elektriciteit geladen conductor S, eene hoeveelheid ¢ neulrale
Vloeistof scheidt, dan kan de lading over S beschouwd worden
als te beslaan uit:

1°. de oorspronkelijke evenwichtslading O;

2°, de lading + ¢ eveneens als evenwichtslading verspreid;

3. de lading — ¢, zoodanig verdeeld, dat zij met de massa

@ in A, over S eene constante potentiaal oplevert.
In dit geval toch, is over S de Lotale polentiaal van alle elektriciteit
Constant, en dus de vloeistof over dat oppervlak in evenwicht ; daar
nu de evenwichtstoestand, ook bij induktie slechts op ééne wijze
mogelijk is, (zie Grinwis t. a. p. pag. 95) zoo is de aangewezen
verdecling de werkelijk plaats grijpende.
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Hoe groot de onder 3° bedoclde constante is, blijkt als wij den
conductor met den grond in geleidend verband brengen: de
ladingen 1° en 2° verdwijnen dan en ievens wordi de totale
potentiaal, d. i. nu de onder $° genoemde, gelijk nul. — Der-
halve bepaalt zich het vraagstuk der induktie tot het vinden
eener lading van een oppervlak S, die met de induceerende massa,
over dat oppervlak de constante potentiaal 0 levert. — Is cen
punt B van S op een afstand r van A verwijderd dan is de

potentiaal der induceerende massa aldaar -:;, zoodat die der ge-

i

induceerde hocveelheid in dat punt :r - moet zijn.

De eenheid elektriciteit in A geconcentreerd, induceere nu
over S eene zekere lading, wier uitwendige potentiaal in het
punt P wij V, noemen. — Laat verder het spherisch beeld van
S ten opzichte van A als pool, door 8, cn de afstand van P
tot A door ¢ aangeduid worden, dan zullen wij bewijzen dat V,

U -
den vorm v of ¢U aanneemt, wannecr U de potentiaal van

zekere evenwichislading van S, in het met P overeenkomende
punt P, voorstelt; — aldus zal door middel der vergelijking (8)
van het vorige hoofdstuk, de beschouwing van de potentiaal V,
tot het onderzock van U zijn teruggebracht. — Daartoe strekt
de volgende

SreLLixg. Laten Sen & (fig. 7) 2 systemen van op-
pervlakkeni zijn, waarvan hel 2 het bceld van hot
¢ is; laten de dichtheden in overecnkomstige pun-

9
ten B en B, zijn = A, en 4 : dan zal tusschen hunne
potentialen ¥V en Uin 2 overeenkomstige punten P

en P, de belrekking V_—_?U bestaan. (De afstanden van
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de punten B en P tot de pool 4 zijn resp. door » en ¢ aan-
geduid.)

BeEwiss. Men kan deze stelling aldus bewijzen: indien 4 en
A de dichtheden in twece clementen dS en dS,, met de lctters
B en B, geteskend, voorstellen, en overigens dc notaties der

stelling worden bijgehouden, beelt men de hekende formulen

-34S _
1% :-_':J' PR c oot (1)
n
2 }vidsl
U:U P—iﬂB]_ - . » . - . . (2)

nu zijn de drichoeken APB cn AP, B, gelijkvormig omdat
AP, X AP—=AB, X AB —=#*
zoodat
P B PBox AR AP
en doar verder
AB, = = en AP =1
hEﬁE[‘E men

P.B, =" x PB:
i

tevens is, overeenkomstig de vergelijking (4) van het 2° Hoofdstuk

1

a8, = ¢'dSs.

l Substitueeren wij deze waarden van P.B, en dS, in (2) dan komt
| :

| ? .48

‘ U___ i {'L__

| = W WPEB
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4

S h . e
en wanneer wij hierin ten slotte — AL =1 stellen, vinden wij
‘ =

v=tVv . . . . . . . . (3)

hetgeen te bewijzen was.

Aanmerking. In geval het punt A in hel oorspronkelijk
oppervlak is gelegen en hel beeld dus oneindig is, gaat boven-
staande beschouwing door veor alle elementen van S, behalve
L voor het onmiddellijk naast A gelegene. — Onderzoeken wij dit
-i dus alzonderlijk.  Daarvoor is
i

| | AB, —— en dS, = ——dS
dr dir

(volgens de aanmerking pag. 21), en dus wordl

727
i' 7l ds

s =

Men hecft dus slechts in het oog te houden dal voor dit
| clement 7 in dr verandert, ten einde de formule ook in het
hier bedoclde geval te kunnen sanwenden.

Later zal worden aangeloond (zie 4e Hoofdstuk § 2): dat de
lading door een punt in een oppervlak over dat oppervlak
geindaceerd, gelijk aan de induceerende massa, en in het-
zelfde punt opgehoopt is.

I Het voorgaande bewijs, dat, voorzoover mij bckend is, nog
niet was gegeven, verdiende wellicht om zijne kortheid en een-

voudigheid de vermelding; intusschen sluit het zich minder
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geleidelijk aan het vorige analytisch onderzoek, en moet dus
cer als op zich zell staande beschouwd worden. Belangrijker
is het betoog van Lipschitz (t. a. p. pag. 7, 8, 9 en 10), dat
wij hier kortelijk resumeeren.
i

Opdat - werkelijk de potentinal V der bedoelde lading voor-
stelle, moet deze grootheid voldoen aan de door Dirichlet aan-
gewezen karakters der potentiaal. Zij zijn de volgende:

o U : : .
1 — moet in alle punten der ruimie continue en eindig

zijn, en hare 1® differentiaal-quotienten moeten deze eigenschap,

voor aile buiten 8 gelegen puntcn, bezitten.

& i
Do
- P T S A pE et
£08 dn  dn }’TF 1 Zin, Waarblj dc 1maices

% ¢n ¢ aanwijuen, dat de differentiaal-quotienten onmiddellijk
buiten en hinnen aan het oppervlak op eene zcllde normale

genomen zijn, waarvan du het element is.

v
& —
3* De functie moet voldoen aan de hetrekking

=D,

du’
Waar - tafl ij 2l
I'voor wij, volgens eene bekende notatie schrijven /\° G 0.

° 2l v o S N,
4 De Limiet van = moet voor oneindig verwijderde punten

nul gijn,

13 Aangaande de eerste eigenschap kan geen twijfel be-

stz 1
0, daar U aan de genoemde voorwaarden voldoet en — steeds
@

eindio o . . -
Mg is, behalve voor punten P, die zeer nabij 4 zijn gelegen.

In g : : . . y
dat geval echter bevindt zich het overeenkomstige punt
£

1

°P oneindigen afstand, en de potentisal U van 8 nadert tot
e
J
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& &

P d. 1. tot ~g» Waar @, de lading van § vomqtelt Derhalve
405

¢

convergeerl de polentiaal 7 tot cenc consfanle (il en hare eerste

differentiaal-quolienten tot 0, zoodal deze grootheden steeds

eindiy blijven.

9> De tweedo eigenschap velgl door uitvoering der dif-
ferentiaties, in verband met de opmerking, dat
cE_UuA_f{Zé o dl
d, dn, s
en met behulp der vergelijkingen (6) en (7) van het vorige
hoofdsiul; bij de differentiatic der beide uitdrukkingen, die op

punten zeer nabij § gelegen, betrekking hebben, en in welke

1
g

r 1
dus ¢ door 7 wordt vervangen, mogen-—-=, U en— aan beide
zijden van § geljk worden genomen, daar men de oncindig

kleinen van hoogere orde verwaarloost.

3° De vergelijking (8) van hel vorige hoofdstuk, sluit het
bewijs der derde cigenschap in zich; immers door invoc-
: 1 3
ring van g = - wordl zij

U |
a5 7

('i )5 v(PU
s’ au’ 2/ <Ay

=

: 1 1

7l £= - P
oy r e by
di® i e gy | dF

daar = (¢—a) +{g—0)+( —c)*, in welke uitdrukking

z, y en # de codrdinaten van P, en &, 5 en ¢ die van de pool
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voorstellen. De vergelijking (8) verkrijgt nu, als men het tee-

ken A\ * bezigt, den vorm
e
A (ﬂ Aty
ok

en daar het 2¢ lid =0 is, omdat U eenc polentiaal functie voor-
slelt, is ook het 1° lid =0.

& De vierdc eigenschap eindelijlk volgt daéruit, dat voor

oneindig ver verwijderde punten, U eindig en ! oneindig is.

§ 3,

De hewezen stelling leidt nu rechtstreeks tot eene methode om
de dichtheid te vinden van eenc lading, die door de elektrici-
teils-massa w, in zeker punt 4 (a, b, c)zeplaatst, over S wordt gein-
duccerd. Vooraf herinneren wij dat deze lading als e enig karakter
de cigenschap bezit, dat zij in een punt van het geinduceerde
oppervlak eene potentiaal heeflt, die gelijk en legengesteld is aan
de potentiaal der induceerende massa in hetzellde punt, zoodat

als wij den afstand van 4 tot een punt B van 8, r noemen, de

Potentiaal der geinduceerde lading in B= ;;fi moet zijn.

a. Ten einde nu de dichtheid der geinduccerde lading, bijv. in een
punt B (e vinden, gaan wij op de volgende wijze te werk: —
wij bepalen het becld S, ven & ten opzichte van 4 als pool,
door middel der transformatie-formulen (10) pag. 11, in welke
zelere willekeurige grootheid voor = wordt gesteld, en voerzicn
dit beeldoppervlak van cene evenwichtslading, dic over helzelve
de constante polentiaal — u heeft, en wicr dichtheid in ieder
Punt moct kunnen berekend worden. Verder trekken wij uil 4
den voerstraal » naar het punt B, en bepalen de dichtheid
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der bovenbedoelde evenwichislading in het snijpunt van dezen
voerstraal met het beeldoppervlak, welk snijpunt het overcenkom-
stice van B is. Deze laatste dichtheid behoelt nu slechts met

" . : ; ; :
— te worden vermenigvuldigd om de dichtheid der geinducecrde
7

lading in B (e bekomen. Immers bij deze verhouding der dicht-
heden voor ieder twecetal overcenkomstige punten, geldt de
vergelijking (3); plaatsen wij nu de punten voor welke Uen 7 zijn
genomen in de oppervlakken § cn S zelve, dan wordt V=—n

en 1=, zoodat de formule overgaat in — p=r7 en ¥ de ver-
cischtc waarde -—% verkrijot.

b. Ook de uitwendige potentiaal der geinduceerde lading
vindt men door vergelijking (8). Om bijv. deze te berckenen
voor het punt P, construeere men daarvan ecrst het overeen-
komstige I, bepale daarvoor de uilwendige potentiaal der zoo-
oven omschreven evenwichtslading over het beeld S, en deele
deze door ¢, d. i. door den voersiraal van P.

e. De hoeveelheid der geinduceerde elekiriciteit laat zich uit
' f 428 berckenen, evenwel bereikt men dat doel dikwijls eenvou-
diger door de volgende ‘ '

STELLING. Wanpeer men de evenwichtslading van S kent,
die over dat oppervlak de constanle polentiaal —1 levert, dan
zal de waarde van de polentiaal dezer lading, in cen uitwendig
punt 4, geliik aan de massa  zijn, die over 8 door de eenheid
van elektricileil in 4, wordt geinduceerd.

Het bewijs dezer stelling ligt in de belangrijke formule

Vuz—-f VadS, ®» . . . . . . (e

1) Deze vergelijking wordt uitvoerig behandeld door Grinwis (t. a. p.

No. 23), wasrom wij meenden, onder verwijzing naar bedoelde plaats, het

bewijs en verdere uitwijding te mogen achberwege laten.
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waar ¥, en V polentialen eener evenwichislading over zeker
oppervlak 8 voorstellen, en wel resp. in het induceerend punt 4
en in een punt van het oppervlak zelve, en & de dichtheid der
geinduceerde Jading in het element 4§ is. ‘Wij behoeven hier
V slechls = —4 aan te nemen om le verkrijgen

Vo=fas=¢q. . . . . . . (&)

Aanmerkingen, 41°% Isin het punt A de massa p gecon-
centreerd, dan wordt de yergelijking (=)

wVo=— VA o oo (D)

en stelt men daarin V= — @, dan komt (4) weder le voorschijn.

Men neme dus de evenwichtslading slechls zoodanig, dat hare

potentisal over hict oppervlak gelijk is aan de inducecrende massa

met {egengesteld teeken, dan zal hare uitwendige potentiaal in

het induceerend punt, steeds de geinduceerde massa uitdrukken.

%, Voor de vergelijking (3) kunnen wij in ons geval schrijven

F’
Q_—:__“L,,.........(G)

“]

Is nu 4 uilwendig dan is steeds ¥, <7 en de geinduceerde
hoeveelheid is kleiner dan de induceerende. Ligt daarentegen A
binnen of in S dan wordt V.= ¥; in dat geval zijn derhalve
de beide hoeveelheden gelijk. Wij zullen dat later, zie pag. 46

en 48, voor bijzondere gevallen nader bevestigd zien.
§ 4.

Dichiheid, uitwendige potentiaal en massa van
eene door con clektrisch punt geinduceerde lading, worden
alzoo, blijkens het voorgaande, door mi‘ddel van even-
Wichtsladingen over S of zjjn beeld bepaald.
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Maar dit voert ons ook tot het geval, dat de induceerende
massa, over eene miet geleidende ruimle of oppervlakte M, of
over verschillende punten, op gegevene wijze is verdeeld. —

In het eerste geval zal de diclitheid der geheele op S gebonden
lading, uit de som der partiéele dichtheden bestaan, die men
verkrijgt, door elk punt van M afzonderlijk als induceerend te
beschouwen. — Dit zellde zal voor de beide andere te bepalen
grootheden gelden, zoodat men. de bedoelde partidele dichthe-
den, uitwendige potenlialen en massa’s in het algemeen door A,
v cn ¢ — en een element der induceerende massa door dk —

voorstellende, voor de geheele grootheden vindg

L= fw.;

V= fvdk

)= j'gfifs
Is de induceerende elektriciteit in enkele punten opgehoopt,
dan leidt dezelfde methode ons tot summatién; — evenwel is
het duidelijk dat men in beide gevallen zelfs bij zeer vercen-
voudigende bepalingen, op groole analytische moeiclijkheden
stuit. — Wat dc induktic tusschen geleiders aangaat, het zal
nader worden aangetoond, dat men ook in dat geval slechts
met evenwichtsladingen te doen krijgt. — Al is het nu niet te
onikennen dat het algemeene vraagstuk der evenwichtsverdaeling
nog onopgelost is, zoo kan toch, door de methode der niveau-
oppervlakken van Green, deze verdeeling voor een onbepaald
aanial oppervlakken worden opgespoord, en is dus de kwestie
der induktie niet alleen op mecr effen terrein overgebracht,

maar ook werkelijk in vele gevallen volkomen oploshaar.
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TOEPASSING OP EENIGE VOORBELELDEN.

§ 1.

Wij zullen ter toepassing eenige gebondene ladingen onder-
zogken en vangen aan met den bol; daarbij wordt het induceerend
punt achlereenvolgens buiten, binnen en in het oppervlak
van den bol aangenomen.

1°Her punt A BuiTEN DEN BOL (fig. 8).

Nemen wij dit punl, waar de massa w zij opgehoopt, als
0orsprong van cobrdinalen, noemen het middenpunt van den
bol O, zijn straal R, en den afstand van het middenpunt tot
den oorsprong @, terwijl de a-as door het middenpunt wordt
gelegd. — Bepalen wij nu cerst het beeld van het gegeven
oppervlak: dit is volgens § 8 van het 1¢Hoofdstuk een bol, wiens
middenpunt O, V, naar asnleiding der formulen (13) aldaar,

mede op de w-as gelegen, en van A op ecn afstand

mem e R

@t — HE

1) In het volgende zullen alle grootheden, die op de beelden betrekking

hobben, met accenten worden geteekend.
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verwijderd is, en die tot straal heeft

'R

B=——+ . . . . . .. (2
L5 CL‘E-"-Hg ()

Laadt men dezen bol tol de constanle potentinal — u, en zij de
gehcele lading (), dan heeft men klaarblijkelijk
Q. |
——= . . . . . . . (8
R, (3)
daar ook in het middenpunt de potentiaal — g is,
De massa @, verspreidt zich gelijkmatig over het boloppervlak
S,, zoodat men voor de dichtheid verkrijgt

—
M= L A
hnlt? 8 =l 4147

na substitulie der waarde van @, uit (3).

De uvitwendige potentiaal U, dezer lading is gelijk aan die
ecner zelfde massa in het middenpunt geconcentreerd, zoo wordt
zij b. v. in het punt M,

S Q, ___F‘Rl
Lu.,..,..._ U,fy] of _W o . s (5)

Bepalen wij nu de dichtheid 4, de nitwendige polen-
tiaal V en de massa @ der geinduceerde lading.

@. De dichtheid. Volgens pag. 37 a, heeft men voorcerst

hetgeen door substitutie van (4) en (1) overgaat in

— p(0' — 1)

l:_—'mrs_ 3 s % . . 5 (6)

d. 1. helzelfde resultaat door Grinwis (. a. p. pag. 126) uit de
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; dv, dV, ,
_[ i _L,_,_,_, _,,_1_:___,_,-’. L o 1 5
ormule 7 7 kad afgeleld

b. Uilwendige potentiaal. Om deze te vinden b. v.
in Let uitwendig punt M met M, overeenkomende, bezigen wij

de vergelijking (3) van het vorige hooldstuk, die Lier wordl

e s et :
V.= i Sabstituceren wij in deze de waarde (5) voor U, dan

komt vooreerst

7 :ﬁﬁ’._
W AL 0,80

Deze formule laat cenc vereenvoudiging toe, waarbij tevens al

de op het beeld betrekking hebbende grootheden daaruit verdwij-

nen; bepaalt men nl hel beeldpunt P van O,, door AP:%
il

te nemen, dan onistaan twee gelijcvormige driehoeken APM en
A0O.M,, zoodal men heelt

AM.OM =a,. MP.

Substitucert men deze waarde in de boven gevonden groolheid
voor V,, en daarna voor R, cn a, de uildrukkingen (1) en (2),
dan vindt men ten slotte
—uR
P R e TSy N s R

T a. NP (A )

Ligt een punt M binnen S, dan ligt zijn beeldpunt M’ bin-
ven S;; — daar de potentiaal U aldaar steeds ==— u is, vindt
men voor de potentiaal der geinduceerde lading in cen inwen-
dig punt, na deeling door AN

2
V":_A;ﬁ’_ ool T = O |

Vallen M en 4 in het opperviak S te zamen, dan gaan de for-




'[‘
\1
|
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mulen (7) en (8) in elkander over, daar alsdan

MP:E/ R —g—-&f—‘ﬁﬁl—dcom en AM=V R+ g*—92Racosa
(4

o I8 - =
en dus MP—=~_AM is,
s

¢. De hoeveelheid Q der geinduceerde lading wordt opgele-
verd door de integraal f AdS — evenwel vindt men haar hier

eenvoudiger door de volgende redeneering: de potentiaal U der
evenwichislading over 8, conslant =— p zijnde, heeft zij ook
diezelfde waarde in het beeldpunt D; van O, daar dit beeldpunt
binnen &, is gelegen. Voor de polentiaal V, der geindu-

ceerde lading in het punt O heelt men dus, overcenkomstig

U
de vergelijking /= o de formule

=l et L . @

Aanmerking. De vergelijking der formulen (7) en (9) leidt
nog tot het merkwaardige resultaat dat men, voor de uitwendige
werking, zich de geheele geinduccerde lading in het punt P kan
geconcenireerd denken, daar men, voor de uitwendige potentiaal

¢
HP

tevens het beeldpunt van A in den bol S te zijn: immers

in het punt M, de grootheid verkrijgl. Dit punt P blijkt
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7’ L
OP=qg-— AP of =a— c of door substitutie van (2) = TR
1

Tot deze uitkomst geraakt men ook, door de toepassing der

kogelfunctién, zie Grinwis (t. a. p. §§ 26 en 27).

9% JIgt puNT A BINNEN DEN BoL (fig. 9). Neemt
men bij de onlwikkeling van form. (12) 1° Hoofdstuk, ¢ nega-
tief, dan blijkt dat S, weder een bol is wiens straal bedraagt

0 R

R=m_ 4

terwijl het middenpunt O, van A is verwijderd, op een afstand

5
Hoeh

W= g
en 0 en 0, dus aan weérszijden van A liggen.

a. Yoor de dichtheid der geinduccerde lading vindt men nu,
langs den bij het 1° geval aangewezon weg, weder de uitdruk-
king (B) met omgekeerde teckens. |

b. De uitwendige potentiaal verkrijot eenc andere ge-
dasnte: elk uvitwendig punt M nl. heeft zijn beeldpunt M, binnen
S,, en aldear is de potentiaal U der evenwichislading constant
=— u: derhalve komt voor de uilwendige potentiaal V der
geinduceerde lading, in M

V=T L ()

welke waarde gelijk en tegengesteld is aan de potentiaal der

induceerende massa p, dic in het punt A is geconcentreerd.
Van een hinnen S gelegen punt M, bevindl zich het beeld-

punt M. buiten S,; construeert men hier, zooals op pag. 43

geschiedde het punt P, en volgt nu overigens de methode die
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tot form. (7) geleidde, dan vindt men dadelijk in dit geval

el
V‘_a.J’P' SR N, e RN
| Ook hier worden, even als onder 1°, de beide uitdrukkingen

voor 7, en 7, in het opperviak § aan elkadr gelijk; dan toch

verkrijet men voor AM en PM dezelfde uitdrukkingen als bij
formule (®) zijn aangegeven.
¢. Wat de geinduceerde hoeveelheid aangaat, volge
men slechts den weg die tot de formule (8) geleidde. Het
beeldpunt D, van O ligt hier buiten den bol S,, en verder is
7 R

0;:01 = OlA e AD, =, 4 Et = m

Tn D, is de potentiaal U der evenwichislading over §, gelijk

i 0,

DD hetgeen na substitutic der waarden voer 0,0, Q,en R,V
J=t

. — ul ; ;
overgaat in U= T(u Denocmt men de potentiaal der gein-

A ducesrde lading voor het punt O met 7., dan is dus

e¢n daar tevens

komt
SN S P

In dit geval zijn dus de induccercnde en geinduceerde hoeveel-

heden gelijk. Zie aanmerking 2, pag. 39.

1) De vergelijkingen (3) en (2) leveren de waarden voor @, en R,
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Je. IIET PUNT A IN AET BOLOPPERVLAK (fig. 10).
Substituceren wij de waarden (13) van het 1° hoofdstuk, in de
vergelijking (11) aldaar en stellen daarna a=R en b en ¢=0,

dan komt voor het beeldoppervlak de vergelijking

n?
2R

§

d. i. ecn plat vlak loodrecht op de @-as en zich in het oneindige

uitstrekkende. Overeenkomstig het op pag. 33 aangemerkie,

r

blijft de formule 'IT hier geldig, wanncer voor de dichtheid

der geinduceerde lading in de naast 4 gelegene punten, nict
2

;&‘3'11 maar E?ll;‘ 2, genomen wordt, Wij zoeken nu eerst 4,. Daar
de constante potentiaal der evenwichislading over het platte
vlak S, gelijk —p moet zijn, heelt men voor een willekeurig
Punt b, v, £, van S, in het algemeen

hdsS,

waarin , de afstand van het bedoelde punt tot een ander van
hetzelfde vlak voorstelt; — voor dS, kan in polaire codrdinaten
met P, als oorsprong 2mrdr, gesteld worden, verder is 4, con-
Stant en onze formule wordt dus

p=— Dmh,r, g ottt e (7)

waaruit blijke, dat 2, oneindiz klein is en derhalve de dicht-

hei ‘ o bl

heid der geinduceerde lading -, 4, mede nul wordt veor alle
Tu)

Punten van § behalve voor die, welke r==dr hebben of m. a. w,
4 onbepaald naderen.
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De formule voor de dichtheid

l_ﬁ": il ?E—EILL

7 Qe

kan na eenige herleiding ook dienen, om de dichtheid der
over S geinduceerde lading in het punt A zelve te bepalen,
wanncer wij slechis in het oog houden, dat daarin  door dr
moct worden vervangen, terwijl 7, volgens (&) steeds oo is.
Laat in fig. 10 AB, P,C, de hoek BAO en 't element van den
meridiaan van B, resp. @, r, « en ds genoemd worden, dan
l vindt men lichtelijk

7 o ' n° sin o«
r,— AC sin « of — i

2

7

| derhalve is hrmi
AR mr® sin «

. (19)

welke waarde oneindig wordt door r=dr en dus sina=1
te stellen.

a. De dichthecid 4 is dus =co0 in het punt 4 zelve; in
alle andere punten van § is zij =0.

b. De hoeveelheid O kan uit de intcgraal/lds berckend
werden, in welke dS cen ringvormig element van § kan voor-
stellen, wijl over al de deelen daarvan de¢ dichtheid 2 blijkbaar
constant is. Deze integraal gaal door subslitulie van

. dr
dS = %urds sin « en ds=—=—__
sin e

en van de waarde van % uit (13) over in

| — {--:._,ucl?'
- « 7" 51 o

maar daar tevens r onbepaald tot de grens 0 nadert, reduceert

zij zich tot een cnkel element, waarvoor »=dr en sin a=1

is; en men verkrijgt ten slotie

O=—p. o « . « .. (15
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zoodat hier, even als in het 2° geval pag. 46, de geinduceerde
hoeveelheid aan de induceerende gelijk is.

e. De potentiaal der geheel in A opgehoopte lading (Jis nu
voor zeker willekeurig punt M nataurlijk

ey i ' 15
i R

Aanmerkingen. 1°% De formulen (7) — (12), dic de hoe-
veelheden cn potentialen der geinduceerde ladingen uitdrukken
als het induceercnd punt buitenl of binnen den bol ligt,
Saan in (14) en (15) over, als men in dezelve R=a stelt —
200 zal bijv. alsdan in de formule (7) MP door AM moeten ver-
vangen worden, daar A in het oppervlak S liggende, mel zijn
beeld P in dat oppervlak zamenvalt.

2. De formulen (7), (10) en (15) stellen slechts een ge-
deelte voor van de uitwendige polentialen, die men in de punten M
Waarnecmt. De totale potentialen, bij welke ook op den invlced

der induceerende massa wordt gelet, vindt men door de gevon-

dene waarden mot E%l?f te vermeerderen; derhalve:

Ligt A buiten den bol, dan is de totale potentiaal in een

Uitwendig punt (zic form. 7) stecds positief ; zij wordt 0

over hiet bolopperviak, en ook daarbinnen (blijkens form. 8).

Ligt A binnen den bol, dan is de totale potentiaal in cen
-—-—-—-ﬁ—-

e R S i
1l drul:kmd 2 a i toch, kan gesehreven worden 29 Pl b

R
(MP—_-;E AJI'}. Benoemt men den afstand van O tot M met » dan wordt
sp=L /g
@

- A 1 - ==
I @t 4R cos g on — AM = —V Bl R2a? 2 R cos o
@ 7

d00r in deze vormen #=ZR+ g en a=R& e to stellen, blijkt dadelik

: : R
dat hel versehil (MP -—ad.-‘lf}, cn dus ook de uitwendige totale polen
. 4]
tiaal positief is,

&
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inwendig punt (zie form. 11} steeds positief ¥; zij is O over

hei boloppervlak, en ook daarbuiten (overeenkomstig form. 10).
Ligt eindelijk A in het boloppervlak, dan is de totale poten-

tiaal in alle punten der ruimte =il
§ 2.

ISDUKTIE VAN EEN PUNT A, VOORZIEN VAN DE MASSA u EN

IN HET GEINFLUENCEERDE OPPERVLAK S ZELVE GELEGEN,

Welke kromming & in hef punt 4 ook hebbe, zij kan altijd,
tot op oncindig kleinen van de 9* orde nauwkeurig worden
yoorgesteld door die van een oppervlak van den 2% graad, dat
ziju top in 4 heelt, en waarvan een der assen met de hoofd-
normale in 4 op S geplaatst, samenvalt. Naarmate dit opperviak
al of miet eene hyperboloide is, zal hot oneindig verwijderde
gedeelle van het beold S, aan wedérszijde of aan dezelfde zijde
van het raakvlak, in A aan § gebracht, gelegen zijn; maar in
ieder geval nadert & in sl zijne richlingen fol assymptoien, die
it het gemeenschappelijk punt . kunnen worden getrokken,
en in dat punt raaklijnen zijn aan het oorspronkelijk oppervlak.
Beschouwen wij nu van §, alleen het gedeelte, dat onbepaald de
assymptoten nadert, dan bestaat dat oppervlak bij benadering
uit elementen, die ieder door 2 rechten uit 4 worden begrensd
en het is dus ontwikkelbaar —— Inaar ni is het ook duidelijk,

na het gezegde aangaande het plaite vlak, dat de integraal

1) Stelt men 'n de mnoot op de vorige pagina, in de waarden van

R R | ¥ L4

MP en —4AM, r=R—4d en 4= R -5 dan wordt heb bedoclde verschil
7

weder positief,
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f — hier oneindig is ». Daar wij nu verder # willekeurig groot

kunnen nemen, kan een punt P, van & zeer mabi A worden

gebracht, en mnemen wij dit punt P, als ocorsprong van cen

! i .
stelsel van vocrstralen #, dan kan in f 7’ de grootheid r door
7, worden vervangen, (immers alleen de op oneindigen afstand
van 4 gelegen elementen komen hier in aanmerking), Wij
b N y dSL Sio s N gr
besluilen dus dat de integraal f —— mede oneindig is; a fortior
1

23l zij oo 7zijn als men haar over alle deelen van 8, uitstrek.

Verspreiden wij over 8, eene evenwichtslading met de po-
LS

lentiaal — p dan heeft men — p= j ; zij 9, de kleinste en

L

9 de grootste. dichiheid dezer lading, dan is

fdg <—1u. <6j/dt,1

ds,

Tl

of na deeling door

3, <0 <96;

daar nu & en noodzakelijk hetzelfde teeken bezitten, zijn ze
beiden 0 en is dus %, d. i. de dichtheid der evenwichtslading
Over het beeld, constant =0. Derhalve zal de dichtheid der

2

o T s -

gemduceerde lading 4= —1, mede =0 zijn, behalve in het
"

Punt 4 waar r oneindig klein is.

De hocveelheid geinduceerde elektriciteit levert oms de
formule

=-'—'—_'—-—_———
L) Immers noemen wij den hoek van 2 assymptoten dz, dan is

B8 = g : ‘
1= rdadr en das de integraal :f;szy; voor + van O fobt o, en voor o
yan ¢ mlnste.ug tot 2= genomen.

*
2




52 VIERDE HOOFDSTUK. § 3.

7

Q=—PV“- ¢ (zie 3° Hooldstuk form. (6))

maar daar V, en V hier gelijk zijn wordt ()= — .

Deze geinducecrde lading is dus gelijk aan de
induceercnde, zij is gehcel in het punt 4 geconcen-
treerd, en de totale potentiaal in een willekeurig
punt is derhalve 0.

Onder 3° van de vorige § is hetzelfde resultaat voor een bij-

zonder geval verkregen.

(]
‘99

INDUKTIE VAN EEN PUNT A MET DE MASSA p OP EEN PLAT

VLAE (fig. 11) b.

Men neme het gegeven punt A als oorsprong van codrdinaten,
en als 2-as de loodlijn daarnit op het vlak nedergclaten ; is
de lengte dezer loodlijn /, dan wordl de vergelijking van het
vlak & =

Volgens § 8 van het 1° Hoofdstuk is het beeld een bolopper-

vlak dat door de pool gaat, en welks middenpunt 0, op de

el
loodlijn I gelegen, lot codrdinaten heell k%’ 0, {]) — voor den

straal 40, komt das

n
Rl = -EZ . o & - . . ° - - (iﬁ)

1) Hene franie oplossing van dit probleem vindt men bij Grinwis (6 a. p.
peg. 112). Het schijot mij evenwel juish het voordeel van de in deze
bladzijden ontwikkelde methode dat zij veelal streng kan worden doorge-

voerd.
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Verspreidt men nu over dit beeld 8, cene cvenwichtslading Q,
met de_constantc potentiaal — p, en zij de potentiaal in het
middenpunt V,, dan heeft men weder de algemeene vergelijking

.G
VE_HE
maar tevens is ¥, — —p, waaruit volgt
. — K 17
Q]_:,—- ’!AHL of (Zle (16) ) = '—E'):J—ﬂ = ( )

De dichtheid 4, der evenwichtslading over den bol is constant
en dus

O s =R S a3

1 = 2 i At
* 4R i

Daar men zich de geheele massa, wat de uitwendige werking
dangaat, in het middenpunt O, kan geconcentreerd denken, ver-
krijet men voor de potentiaal U in cen uitwendig 3 de waarde

_—h

—_% of volgens (17) = O

(19
0,1, )

Gaan wij nu over tot de bepaling der dichtheid, uitwen-
dige potentiaal en geheele massa van de over het vlak
S geinduceerde lading.

@ Voor de dichtheid 2 heeft men eerst

hetgeen door substitutie van (18) verandert in

Sl

T gy

b. De hoeveelheid  der geinduceerde lading zullen wij

Uit de integraal f 248 ontwikkelen.
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Nocmt men den hoek, dien de voerstraal uit A met de lood-
liin op het vlak maakt ¢, dan wordt een ringvormig element
van dit vlak
e QTT?_E‘! qdp

cos @
vermenigvuldigt men deze waarde met 4 (form. (20) ), en merkt
verder op dat rcosg=1, dan komt '
(79T
]
Q:f MdS= | —psingdp=—p . . . (2)
0

De geinduceerde hoeveelheid is dus gelijk aan de induceerende
en van de plaats van A onalhankelijk.

¢. De potentiaal V. Bij de berekening van deze moel
onderscheiden worden of het pnnt waarvoor men haar bepaalt,
al of niet met A aan dezellde zijde van het vlak S ligt.

. i
In het eerste geval is volgens de grondformule Vz—{,

in het punt M
:£ of =— why .
AM OM,. AM
na subslitutie der waarde (19) voor U, Deze uitdrukking

laat zich echter gemakkelijk vereenvoudigen. Daartoe be-

vV,

palen wij het punt P met () overcenkomende, door op 40,

w _ . o
den alstand A0 nittezetien; velgens form. (16) is deze 2/,
o 1

goodat hel punl P’ tegenover A en even ver van het vlak ge-
gelegen is. Trekken wij nu nog de lijn PH dan volgt uit de
golijkvormigheid der driehoeken APM en AO M, (zie pag. 33)
‘de evenredighcid O.M,: PM=R,: AM, waardoor de bovenge-
vonden vergelijking voor V verandert in

--H‘

PH

V,=

(22)
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In het tweede geval zij het punt bijv. in T geplaatst. Het
overecnkomstige daarvan ligt nu blijkbaar binnen §,, aldaar is

U standvastig == — p on wij vinden
— :
e €.

Aanmoerkingen, 1° Verlangt men dus de potentiaal der
geinduceerde lading voor eenig punt, dat aan de zijde van P
ligt, dan denke men zich die lading in A geplaatst; voor een
punt aan de zijde van A stelle men haar in het punt P, dat
met A symmetrisch is ten opzichte van het gegeven vlak.

2°, Het niveauoppervlak dezer lading bestaat, op grond van
de formulen (22) en (23), uit 2 bolsegmenten, dic volgens
€en cirkel in $ aan clkander sluiten, en met gelijke stralen it
A en P beschreven zijn; genoemde formulen toch gaan voor
€en punt van dat vlak in elkadr over.

4. De totale potentiaal van de geinduceerde en de inducee-
rende assa’s is steeds posilielf voor alle punten aan de zijde
van A gelegen, — voor alle andere is zij = 0. Men kan dus
zeker punt voor de werking van elekirische massa’s beschermen,
door tusschen deze en het punt een oneindig plat vlak te plaatsen.

4. Men kan een plat viak als een bol van oncindigen siraal
heschouwen — inderdaad de formulen 6), (9, (7) en (8) van
de vorige § veranderen in (20}, (21), (22) en (23) als men in
dezelve eerst @= R+ 1 en daarna R =0 stelt.

Zoo wordt alsdan bijv. (6)

-—~6(a—R)(1 +%)
§ ==~ S
Ly

a’_

Wordt nu (o — Ry =1 en

1 genomen, dan komt
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Voor het overige valt de gegrondheid dezer opmerking da-
delijk in het oog — wij stippen alleen nog aan, dat de punten
in het ecne geval binnen den bol gelegen analoog zijn met
die, welke in het anderc geval zich aan de van A algekeerde
zijde van het platte vlak bevinden.

§ 4.

L=

INDUKTIE VAN EEN ELEKTRISCH PUNT A MET DE MASSA g,

OP EEN OMWENTELINGS-SCISSOIDE.

Plaatsen wij het induccerend punt op de omwentelings-as en
nemen daarin den oorsprong van coordinatcn, dan heeft de be-

schrijvende lijn der scissoide tot vergelijking (zie (21) pag. 16)

S TR i y?
2 (2 )=y — 4+
o & p‘3

Yermenigvuldigen wij haar met « en stellen wij

i 7o
—_—= en

7 (?

en w dus gelijk aan tweemaal den afstand van A tot den top

S )

der scissoide, dan word( zij
Qv(w +y') = uw® + vy,

terwiil de conslanle parameters % en v in de vergelijking van
het oppervlak moeten gegeven zijn. Het becld van dit opper-
vlak is nu (zie (20) pag. 16) ecn omwentelings-ellipsoide, die
haren top in A en haar omwenlelings- as langs de w-as heell.
Hare halve assen zijn « en g en worden bepaald uil (¥), waarbij
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n eene willekeurige waarde verkrijgt en hier =1 wordt gesteld.
Wij vinden alzoo

a:i en B:V—jﬂ—’;' 4 s s b bl

Dit hecldoppervlak S, moet nu tot de constante potentinal —
worden geladen, en vocrecrst van deze lading @ de dichtheid,
de Loeveelheid en uitwendige potentiaal worden opgespoord .
Overcenkomstig de methode der niveau-oppervlakken van Green
kan ecne evenwichtslading over cene omwentelings-ellipsoide,
wal de uitwendige werking aangaat, vervangen worden dvor
eene rochte lijn over welke dezelfde hoeveellieid gelijkmatig is

versproid. Noemen wij de lengle dezer lijn 2a¢ dan heelt men

1+ N e 0,
a=o ;- iS‘:a'i—:_? —Iaa:_-gglegc . (w)
Uit de beide eerste dezer formulen vindt men

g=V2—g en = . . ()
i i o — 8
terwijl de derde het middel levert om ¢, in « en §en dus ook
M % en v uit te drukken. Wij hebben dus
— Qap
loge

0= ! ({24)
De dichtheid 2, in het puni P, (&, 5, &) wordt vitgedrukt

door de formule
.y L 95
ll-_é.-m:ﬁg' e . (25)

TTe—

1) De nu volgends formulen (), (25) en (26) zijn ontleend aan Grinwis
t. a. p, N°, 18 en alleen veranderd voor zoover.de verplastsing van den
°0rsprong in den top der cllipsoide dit noodzakelijk maakte. Hare

ontwikkeliug behoort nist tot ons onderwerp.
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waarin p de loodlijn voorstelt, die uit het middelpunt der
ellipsoide is neérgelaten op de raaklijn, welke in het meridiaan-
vlak van P, door dat punt aan de ellipsoide is gelrokken, zoodat

e ( <G

ook 4, wordt dus ccne funciie van &, %, ¢, « en £ De uit-

wendige potentiaal U onzer evenwichislading eindelijk, wordt

g EZEm D FAF = a0
)

D’“ af‘l,/(f;'—a-J—a) + g —(E — o + a))

o) rr

Uit het bovenstaande volgen nu onmiddellijk de dichtheid,
de uitwendige potentiaal en de hoeveelheid van de
over de gegeven scissoide geinduccerde lading.

a. De dichtheid A in een punt P (x,,y,,2) is, daar =11is
genomen

R«:—r;

?‘.-i

in deze uitdrukking substitueeren wij A, uit (25), nadat de

: &
waarde van deze door de transformatie-formulen &— )

1 20 :
q:;{- en ¢ =-5 in het stelsel (#,y,z) is overgebracht, en

verder « en § en ¢ in w en v zijn uitgedrukt. Wij vinden

alsdan, als wij

o, ],./uz_ (32 —i] en e - V/air‘; —_ﬁz — o stellen

— Vo — ww 1 .. (D)

Dvr V' (s — 1°)F +una® + wvz | (i)
Lo av
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b. De uitwendige potentiaal 7. Om deze voor zeker
punt P te vinden hebben wij slechis de potentiaal U voor het
overcenkomstige punt, door den voerstraal van P te deelen.
Vooraf elimineeren wij in de uitdrukking (26) voor U, in het
met P overeenkomende punt P,, de grootheden @, en @, door
middel der formulen (24) en () en brengen den vorm daarna

in het stelsel (z, y, 2) over. Wij vinden alzoo

101 (v (n—0r) + i+ & — (e—087")r" (28)
710%( ) l/({[,——(,f ) -l—y —rZ"—(b—a?ﬂ)Tz

¢. De hoeveelheid Q wordt op de gewone wijze door de

integraal f AdS  gcleverd.
§ 5.

De stelling op pag. 38 vermeld zal dikwijls,zooals aldaar reeds
IS opgemerkt, kunnen worden aangewend, om tot het bedrag
van de geinduccerde lading te geraken, en wel speciaal in het
geval, dat de evenwichtsverdeeling over S bekend is. Om dit
duidelijl te maken, willen wij

de hoeveclheid elektriciteit, die over eene om-
Wentelings-ellipscide door de massa g, in zcker
uitwendig punt geplaatst, wordt opgewelkt, onder-
zocken (fig. 12).

Wij hchben nu niets anders te doen dan de ellipsoide van
€elie evenwichtslading tot de potentiaal p te voorzien en van
deze de potentiaal in A optesporen. Deze laatste grootheid
zal alsdan de govraagde hocveelheid voorstellen.
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Wij nemen den oorsprong van codrdinaten in het middenpunt
der ellipsoide, nocmen hare halve assen « en j3, de grootle der
evenwichtslading @, en de codrdinaten van A, Ty, Yo 10 %
Overeenkomstiz het voorgaande kan men nu, wat de uitwendige
potentiaal aangaat, de lading € vervangen door eene lijn 2a,
over welke dezelfde lading gelijkmatig is verdeeld. De dichtheid

e over deze lijn wordi dan

of als wij de laatste der vergelijkingen (y) (vorige §) aanwenden

®

=

Verder is reeds gebleken, (zic (y') ), dat @ de linedire excen-
tricileit voorstclt, en dus 2g¢ is, de lijn die de brandpunten der
ellipsoide vereenigt.

Wij vinden dus voor de uitwendige potentiaal in het punt A
dadelijk

Aot
odw

Vid,— o) + 94 + 4
—

Vo=

of na substitutie van ¢ en integratie

7, = lc)g,lf“—/‘(a""'"_'&)2_Hj"= St L o) SR (29)
log ¢ "V (z+ @)+ ¥ + 2 — (% + a)

Deze vorm wordt cenvoudiger als wij opmerken dat
Vige— af + 4’ +2° = AF
V(i + a) + 40 + %0 = AP
) — RF

en (%, + @) = RF
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derhalve

-’ AF — RF

VuZ@ log m oS

. (30)

Deze uitdrukking is nu gelijk aan de hocveelheid der door A
over de ellipsoide geinducecrde lading; de grootheid ¢ heeft
daarin de waarde (y/) zie pag. 57.

§ 6.

INFLUENTIE EENER VASTE ELEKTRISCHE MASSA, DIE OP GEGE-
VENE WIjZE OVER EENE RUIMTE IS VERDEELD, OP EEN MET
DEN GROND VERBONDEN GELEIDER.

Bij onze vorize heschouwingen werd de induceerende
Magsa sleeds in &én punt geconcentreerd gedacht: intosschen
strekt de hiep aangegevene methode zich ook uit tot het geval
dal zij conlinuec over cen zekere ruimte M is verspreid. Wij
zullen dit, naar aanleiding van het opgemerkie op het einde van
het 3¢ hoofdstuk, kortelijk aanwijzen. Hierbij zullen de coor-
dinaten van eenig punt dezer ruimte door #,, ¥, en z, die van
€D punt van het geinfluenceerde oppervlak S door x, y en z,
emdelijk die van eenig beeldoppervlak door &, 4 en ¢, worden
dangeduid, terwijl we onderstellen dat de induceerende massa
M begrensd is door een bepaald oppervlak f (2, 4,,%) =0, en
dat de dichtheid daar binnen eene functic p der codrdinaten is.

Wi onderzocken nu de partieele lading, op S gebonden
door de elokricitsit gda,dy,dz,, die in cenig element P
van M is opgehoopt, en verspreiden daartoe over het beeld
Yan S, ten opzichte van P, cene evenwichtslading tot de
onstante potentiaal pda,dipdz: de  dichtheid en uitwendige

Polentiaal eser evenwichtslading zijn nu, overeenkomstig het
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vroeger ontwikkelde, voldoende om dezelfde grootheden voor
de bedoelde. partieele lading van S te bepalen. Het is duidelijk
dat deze laatste grootheden functidn zullen zijn van de codrdi-
naten #,,¢; ens van P en hare 1° differentialen. Wij behoeven
ze dus slechts le integreeren len opzichte van deze variabelen,
binnen de grenzen die het opperviak [ (z,, 4/, %) =0 aangeeft,
d. i. over de geheele ruimte M, ten einde de dichtheid 4 en de
uitwendige potentiaal ¥V te verkrijgen van de lading, die door
alle punten van M te zamen over S wordt geinduceerd. Op de
gewone wijze levert ons daarma de integraal f AdS dec massa
Q der op S gebonden lading.

Hoe eenvoudig deze theoretische beginselen ook zijn, hunne
toepassing heeft menigmaal bezwaar, nict allecn voor zoover het
onderzoek der evenwichtsverdecling over het beeld van S betreft,
maar ook, en voornamelijk ten gevolge der vereischte integratién.
Wij zullen ons hier dan ook bepalen tot het geval, dat M en
S beiden bollen zijn en ¢ constant is. Beteekenen wij den siraal
yan M met R,, dien van S met R, den afstand der midden-
punten van beiden met b en zij de oorsprong van codrdinaten
in het middenpunt O van S geplaatst (fig. 13).

a. De dichtheid. Het element P induceert over S eene
lading, wier dichtheid in het punt & bijv., zie form. (6) pag. 42,

— p (0* — 1)

LR Wemmeer wij daarin stellen
T &

wordl uitgedrukt door

u = gdx,dy,dz,

a=PO0=Va’+y*+z2°

ro=PG=V{(t,— 2+ —y) + (2. —2)°
De som der waarden, die bovenstaande uitdrukking verkrijgt
wanneer achtereenvolgens ieder punt van M als induceerend

wordt sangenomen, of m, a. w. haar inlegraal ten opzichle van
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%, ¥, en z over de geheele ruimte M zal nu de gehecle
dichtheid in G voorstellen. Voor deze vindt men dus

+ 4,7+ 2.F — R dandy, dz,
a’mf{ Y (o1}
(h—ﬁﬁLm—ﬁ%H“—Z)’

Uit de vergelijking voor hot opperviak van M, d. i

(931 — b)g =15 @hg + ni= Ny

volgt voor de grenzen van & . . - - 0 VR —
voor die van ¢4, . . . . =& VRE—2f
en voor die van z, . . . - = It
0 door integratic vinden wij

— B (P — %)

m(w_w %+>u

Voercn wij in @, d. i. de geheele massa in M geplaatsic elek-
triciteit en dus

(32)

N merken wij tevens op dat
(z—bP+9'+F= 46

dan verkrijst 4 den vorm

e e e s (B

waaruit blijkt: dat de dichtheid der geinducesrde lading dezelfde
15, die ze zijn zoude, indien de geheele induceerende massa in

het middenpunt 4 van den bol M ware geconcentreerd,
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6. Om de hoeveelheid @ der over § gebonden lading te

bepalen, vermenigvuldige men de waarde (33) met dS5d-1. met

Rdzdy
z

men vindl dan

Q__—-—Qu fm_ﬂ) ddy an
((uﬂ—b) Yk )
]

Door middel der vergelijking van &

en integreere daarna ten opzichte van # en y over S;

2 e ,ysz gt — Ji2
elemineert men uit bovenstaande waavde de variabele z en be-
paalt de grenzen der integralen: deze zijn
YOOL & o & o & s 5 4 & + VR
GH VORY TS0 R e e s B

en na integratie heeft men

s uR
g="1

h

d. i. de hoeveelheid, die de massa ¢, in het middenpunt van M
gesteld, over S zoude induceeren. — Dit resultaat was trouwens
na de opmerking aan het einde van ¢ wel te voorzien.

c. De nitwendige potentiaal kan mede afgeleid wor-
den uit die eener parliecle lading, door een punt van M, bijv.

P over S opgewekt. Deze kan voor de uitwendige werking
R ol
geplaatst m P,

zijnde het beeld van P in den bol S (ziec pag. 43 form. (7) );

stelt men voor u weder de boven vermelde waarde, dan wordt

— gRdx,dy,dz,
2o

— qRdx,dy,dz,

~ PO.PN

vervangen worden door de hoeveelheid

die hoeveelheid

, en hare potentiaal in het punt

N (p,q,i) is alzoo

welke waarde nu nog
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slechts (en opzichte van =z, 3, enz,, behoeft geintegreerd te

Worden om de geheele potentiaal der lading over § in het punt
¥ te bekomen.

Wij merken nu op dat (daar P, (§,7,¢) het beeld van P is)
de codrdinaten van P, zijn
_ Rs By
=P "TPOF T PO

dat verder dus

Bl Em e Vo (s
o e T e

en eindelij k

PO=V g F 5y’ o’

Ten slotle vinden wij dan

v [ﬂ dx, dy, dz,
o ;P I Jy PP+ 8) (0 -y e ) — 2R(pot-gip-tz) - R

of na integratie

4Trq:BB‘

I e

Deze formule kan in veel eenvoudiger gedaante worden ge-

bracht: vooreerst toch is

ixgRR; _ R

e ub ——T}—' Q(}:Q;

bepalen wij verder het becldpunt 4, van A in den bol S dan

b :
wordt 04, — < en men vindt

4, N= E/@ﬁiﬁ_}b e "r_;
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zoodat (36) verandert in
9 e
K,:m.(gl)
Derhalve kan hieruit ook besloten worden tot de stelling, dat
de inductie plaats heefl als of de inducecrende zichin A bevond.
Aanmerking. Het vraagstuk, waarvan hier de analytische
oplossing gegeven werd, ten einde den algemcencn weg aan le
duiden, laat eene andere meer eenvoudige behandeling toe.
Yerdeelt men nl. dem hol M in een oneindig aantal concen-
trische schillen, dan kan ieder van deze als eene evenwichls-
lading worden beschouwd, en als zoodanig, wal de uitwendige
werking belrelt, door dezelfde massa in hel middenpunt worden
vervangen. Daar nu de induktie slechls van de uitwendige wer-
king der induceerende massa afhangt, kan de vraag tot de
induktie door één enkel punt. het middenpunt van M, wor-

den teruggcbracht. —

[ )
=1

In het vorige is steeds ondersteld dat de geinfluenceerde
geleider met den grond was verbonden; er blijit ons over aan
le wijzen hoe de formulen moeten gewijzigd worden als de
geleider is geisoleerd. — Reeds bleek het, (8¢ Toofdstuk § 1)
dat alsdan het met de induceerende massa gelijknamive gedeelte
der gescheiden neutrale vloeislof benevens de massa die véér de
induktie aan den geleider mocht zijn medegedeeld zich als even-
wichtsladingen over den geleider zullen verspreiden ; terwijl de
gebondens hoeveelheid geheel den stand zal aannemen, die voor

het geval van afleiding ontwikkeld is. ® — De geheele dicht-

1) Sommige elementaire proecven b.v. het laden van den elektroskoop

door induktie, worden door deze beschouwing opgehelderd.
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heid in ecn punt des geleiders is dus de som van 2 dichtheden,
waarvan de eenc door de hier ontwikkelde theorie der Sphe-
rische beclden, de andere b.v. door de methode der niveau-
opperviakken kan worden bepaald. Op dezelfde wijze blijkt dat
de gevondene uitwendige potentiaal slechts met die ecner even-
WiChlslading over S behoeft e worden vermeerderd, ten einde
de uitwendige potentiaal bij cenen geisoleerden conductor te
verkrijgen — de geheele lading van den conductor eindelijk zal
nul zijn, tenzij hij voor de indukiic van eenc was voorzien, —
Ilet vraagstuk der induktic door ecn punt of eene vasie elek-
rische massa, is derbalve geheel opgelost als men

1° van den geleider ten opzichte van een willekeurig punt

der ruimic het beeld kan bepalen;

2> de evenwichisverdeeling over dit becld en ievens

3° dergelijke verdeeling over den geleider kent.

Het eerste punt levert welnige zwarigheden op — aam de
beide anderen dearentegen zijn dezelfde analytische moeielijk-
heden verbonden; — reeds opperviaklken van den 2 graad voe-
ren tot beelden voor welke de evenwichtsverdeeling hoogst
bezwaarlijk te vinden, en grootendeels nog mict onderzocht is.
Overigens onderstellende, dat het aangevoerde voldoende was,
Om de theoretische beginselen op te helderen , meenen wij onze
heschouwingen over de induktie door vaste punten of massa’s

hier te mogen eindigen.




VIUFDE HOOFDSTUK

ONDERLINGE INFLUENTIE VAN GELEIDERS.

§ 1.

Wij hebben in het 2° en 3° hoofdstuk aangewezen , hoe de
verdeeling bij induklie door bepaalde op gegevene wijze ge-
plaatste elektriciteitsmassa’s, door de theorie der beelden Lot
de evenwichtsverdeeling wordt teruggebracht, en verder in het
4° Loofdstuk de methode door voorbeelden opgehelderd. Er
blijft ons dus over het geval te onderzocken, dat geleiders,
vooraf van elekirische ladingen voorzien, onder elkadrs invloed
worden gebracht, Wij zullen trachien san te toomen, dat bij
deze aanname de verdeeling onmiddellijk uit het vorige volgt ,
en hare bepaling dus mede onder het bereik der bedoelde
methode valt.

Verschillende gelecrden hebben zich met dit probleem bezig-
gehouden, voornamelijk uitgaande van de algemeene formulen

voor de attraktie door La Place in zijue »Mécanique Céleste”
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¥

ontwikkeld; intusschen is men meestal gebleven bij het geval
dat beide conduktoren hollen zijn. Zoo heeft Poisson in eene
verhandcling voorkomende in »Mémoires de ln classe des Sciénces
mathématiques et physiques de Uinstitut de France” 1811, de
oplossing in dit geval afgeleid uit een onderzoek aangaande de
dikte der homogene elekirische lagen, die de bollen moeten
bedekken, opdat de werking binnen ieder van die Jagen =nul zij.
Zijne (abellen, door Plana herzien, hebben gediend om de theorie
381 de waarnemingen van Conlomb e toetsen. Neuman heelt
later, naar aanleiding van zijn onderzoek der tcmperaturen in
ene ruimte door twee boloppervlakken begrensd, de kwestie
der elektrische verdecling bij induktie over dergelijke oppervlak-
ken, wit de haofdeigenschappen der potentiaal afgeleid. Eene
belangrijke schrede voorwasrts werd gedaan door Murphy, waar
hij in zijn geschrift »Elementary principles elc. On eleciricily
part I”, pag. 98, eene stelling geeft, dic de zaak merkbaar
vercenvoudigt en de toepassing van de methode der beelden
hier mogelijk maakt; het voordeel daarvin blijkt rceds dadelijk
Uit de beknopte en eenvoudige wijze, waarop hij tot de oplos-
Sing van de onderlinge influentie van 2 bollen ger.akt De
stelling van Murphy werd door Lipschitz in zijne verhandeling
(bd. LXI, Journal v. Crelle) tot een willekeurig aantal conduc-
loren vilgebreid. Wij zullen ons hier tot eene korle uitcenzel-
ling van de bedoelde stelling en Lare gevolgen moeten beperken
‘I ons van leepassingen onthouden: — de meest vereenvoudi-
gende onderstelling toch dat de conductoren bollen zijn, voert
ceds tot berekeningen, wier vermelding meer ruimte en tijd
Zoude vordercn dan wij ter onzer beschikKing hebben; — ook is
dit geval door Grinwis (t. a. p. pag. 172—223) duidelijk en
bitvoerig in bijzonderheden behandeld.

Het beginsel van Murphy kan aldus worden geformuleerd:
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Wanneer (wee conduktoren A en B, ieder van zekere lading
voorzien, op elkander influenceeren, cn de eindpotentiaal op de
cerste €, op de tweede D is, onderstelle men dal zij aanvan-
kelijk afzonderlijk tot deze potentialen geladen zijn; — dat daarna
de evenwichtslading van A influenceert op B en daarop eene lading
bindt, die weder op hare beurt op A eenc lading te voorschijn
roept, enz., dat op dezclfile wijze de evenwichtslading van B,
over A eene lading induceert, die weder op B terugwerkt, enz. —
m. a. w. dat de induklie »per sallum” plaals hceft — de super-
positie van de aldus voor ieder der conduktoren verkregen
ladingen zal dan ten slotte de ware verdeeling b induktie
voorstellen

Deze stelling kan worden hewezen als volgt:

Laat de oorspronkelijke evenwichtslading over 4 zijn

@, mel de potentiaal 7,

deze induceerc over B delading — @, » i =
deze laatstc bindéop A »  » (s hal 2 » V',
deze weder op B » » — &y » » o — Py

eng.

de achlercenvolgende ladingen over Azijnnu: @,, ¢, €, enz. |

met de potentialen Bl e il ny G
. = o 6{_‘
die over B — @, — @y, — ", enz.
met de potentislen — 7y, — ¥, — F'y eng

terwijl volgens de onderstclling 7. in een punt van A de con-

stante waarde € aanneemt.
Laat verder de oorspronkelijke evenwichtslading over B zijn
R, met de polentiaal U,

deze induceere over Adelading— R, » » » — U,
deze induc. weder over B » By v o5 » U,
deze weder over 4 » » — R, » » » —

ENZ.
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Zoodat dientengevolze de achtereenvolgende ladingen over A de
Waarden verkrijgen —R,, —R,, — 1., enz

mel de potentialen — U,, — U,, — U, enz.
en de ladingen over B zijn R,, &y, A%, enz

met de potentialen Uy, U, , U, enz

terwijl volgens de onderstelling O, in een punt van B de con-
stante waarde D verkrijgt.

De gehecle hoeveelheid is dus

paA Q-+ Q.+ Q.+ enz. —B.— R,— R',— enz. ! )
e B —Q— Q,h == Q”h — enz. -+ R, 4+ be == Rllb -~ Eenz. )

¢n de totale potentiaal van het slclsel in cen uilwendig punt is

Vo=V —V,+ Vr,— V-4 enz. +U— U+ U—Uy+enz. . (2)

Deze uitdrukking zal nu de werkelijke potentiaal der elekirici-

leits-verdecling Dij wederkeerige induktie der 2 geleiders voor-
slellen, als zij voor een punt van A gelijk aan € en voor een
punt van B gelijk san D wordt, immers zal in dat geval alle
elektriciteit over het stelsel in evenwicht zijn, en ook bij induclie
18 dit slechts op éénc wijze mogelijk. Om de waarde van (2)

VOOr een punt van A te vinden, schrijven wij voor die vergelijking
p‘u.._: a'-( Iﬂb_ Iﬂa)_—( Frb_" V,‘a)_— €N, +( Ub'_'— L’D_‘_( Ui’_ U"')+ Eng:

Nu geldt de stelling dat de som der potentialen van cene
Induceerende en eenc geinduceerde clekiviciteitsmassa in een
Punl van het acinduceerde opperviak =0 is. Dientengevolge

verdwijnt ieder tusschen haakjes geplaatst verschil en wij vinden
V.=7, of volgens de onderstelling —=C.
Op dezelfde wijze wordt (2) voor een punt van B

PSPV =V )+ enz. +U—( Um0 ~(Us=U5)— enz.
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en daar lier weder de tusschen haakjes geplaatste verschillen
nul worden komt er

V.=1U, of volgens de ondersteliing =D

De wuitdrukking (2) is derhalve de totale potcntiaal van het
stelsel — en dus stellen ook de waarden (1) de ladingen over
de twee conducloren voor.

Het komt er dus op aan de dichtheden en uiiwendige poten-
tialen van de ladingen (1) te bepalen en dit kan nu door
middel der Spherische beelden worden ternggebracht, tol het
onderzoek van evenwichisladingen over de conductoren en hunne
beclden fen opzichte van willekeurige punten.

Stellen wij ons bijv. ten doel de recks («) der ladingen en
potentialen te vinden. De dichtheid o, en de uitwendige potentiaal
¥, van de evenwichtslading (), over A als bekend aannemendec,
beschouwen wij cen willekeurig massa-element g, ds, dezer lading
als vast induceerend punt, en zoeken de dichtheid en uitwen-
dige potentiaal der lading, door dit punt over den 2% conductor
B geinduceerd. Daartoe 1s, blijkens het voorgaande slechts
noodig, dat men de evenwichisverdeeling over het heeld B, van
B ten opzichie van een willekeurig punt, kenne. De uildruk-
kingen voor de dichtheid en de uvitwendige polentiaal gevonden,
zijn nu noodzakelijk [unctién van de codrdinalen van het als
induceerend beschouwde punt, en mosten nu len opzichie van
deze worden geintegreerd over het geheele oppervlak 4, daw.z.
binnen de grenzen, door de vergelijking van dat oppervlak aan-
gewezen. De integralen zullen de dichtheid — g, en de uit-
wendige potentiaal — 7, der gcinduceerde lading — @, van B
voorstellen. Van deze lading wordt nu weder ecn element — g,ds,
als induceerend punt aangenomen, en geheel langs den

zooeven bewandelden weg komt men nu, van de werking van
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dit enkele element nitgaande, tol de dichtheid ¢., en de uitwen-
dige potentiaal V., der ceheele lading @, die over A door de
geheele lading — @, wordt te voorschijn geroepen. Op dezelfde
wijze kan men nu van cen element ¢.ds, uitgaan om — g en 75
e vinden, en aldus voorlgaande achtereenvolgens al de
lermen der recks (e) bepalen, terwijl men klaarblijkelijk slechts
van de lading R, van B behoeft uit te gaan, om evenzoo de
Waarden (8) te verkrijgen.

De ontwikkeling, die wij hier gaven is niels dan cene her-
haalde toepassing van de methode op pag. 40 (3¢ Hoofdstuk
§ 4) uiteengezet, en op pag. 60 (4° Hoofdstuk & 7) nader be-
Sproken. e vraag is alzoo teruggebracht tot het vinden der
8Venwichtsverdeeling over dc beide conductoren
€0 hunne beelden ten opzichte van een willekeurig punt. Heeft
deze meestal reeds hezwaar, ook de niltevoeren integratién en len
slotte de summatién der reeksen (1) en (2) maken de opgave, on-
danks alle vercenvoudiging, tol ecne zeer ingewikkelde. Wij zullen
dan ook dienaangaande nict in verdere bespiegelingen treden.

De convergentie der recksen (1) kan mol behulp der for-
mule (6) pag. 39 gemakkelijk worden aangetoond. @, zal
nl. kleinep zijn dan de lading, die over B geinduceerd
zoude worden als ¢, ware opgehoopt in het punt P van
A dat *t dichtst bij B is gelegen — maar, die lading M

2

Vs
noemende, heeft men volgens (6) M= — = Q,, waar V, en

7 polentialen cener evenwichtslading over B resp. in P en n

0 g
€tn punt van B voorstellen. Het quouent;_;ls dus kleiner dan

Vit

1
Qh < G Qa

i
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De lading Q,, die @, over A induccert, zal weder kleiner zijn
dan ze zou worden als @, geheel was opgehoopt in het punt P!
van B dat het naast bij A is gelegen. Noemt men de lading

in dai geval N, dan heeft men weder

o
..‘.r\'r e —}r?u Qh
l/‘

waar 7, en 7 potentialen eener evenwichtslading over A, resp. in

P!, en een punt van 4 voorstellen. Derhalve is = weder < 1

1 ,
en kan = ocsleld worden, men vindt dan

@¢<—f_c9,b<-—ce NPT ¢

mn
Op dezelfde wijze volgt

1

e SRR

el I
Q&<Fm Qa‘::

en ten slotle als wij de som @, + €.+ @+ + enz. § noemen

Lo Q“< Latem mn <um) - enz)

i

of SLOU—r e (@)

Vet

waaruit blijkt dat S naar eene bepaalde grootheid convergeert; —
van ieder der reeksen in (1) voorkomende, kan op grond eener

zelfde redenering, hetzelfde worden beweerd.

Lipschitz heelt eene methode gegcven, om ook bij een

willekeurig aantal % geleiderz, de evenwichisverdeeling bij
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wederkeerige influentie door middel van het theorema van Murphy
te vinden (zie verhandel. Journal v. Crelle.)

@ Hij verdesll daartoe het gehoele sysieem in 2 deelen; het
ecne deel hestaal slechts uit een enkelen conduktor, het andere
bevat de (w—1) overigen. Op ieder der goleiders wordt nu
eene cvenwichtslading gedacht tot de gegevene constante poten-
tiaal, die na de influentie plaals grijpt, en er wordt aangenomen
dat al de geleiders van het 2 deel te zamen op den enkelen
afgezonderden influenceeren. Van dezen wordt alzoo de geheele
lading en potentiaal gevonden, zoodat ten opzichle van hem
het probleem is opgelost.

b. Van de (n—1) overigen, allen voorzien met de ladingen,
die onder ¢ voor hen gevonden zijn, zondert men nu weder
een enkelen af en beschouwt zijne inductie tegenover de (n—2)
overblijvenden: daardoor verkrijgt men de geheele lading en
Potentiaal van den 2™ afgezonderden, cnz.

¢. Het valt in het oog dat men ook den omgekeerden weg
kan gaan, en kan asnvangen met een willeleurig 2-tal der ge-
leiders op zichzelve te beschouwen , geheel op de wijze, zooals
dit in de vorige § is uiteengezet: — deze beide, ieder voorzien
j"aﬂ de aldus gevonden lading, worden nu onderzocht in hunne
l.ﬂﬂtlcnceerende werking tegenover een 3%, die voorafl geladen
Is fot de constante potcntiaal, na de influentie over hem waar-
genomen. Alzoo worden mieuwe ladingen voor icder der 8 con-
ducloren gevonden, die men nu weér gezamentlijk laat influen-
ceeren op cen 4 mnadat deze geladen istot de daarover gegeven
evenwichlspotentiaal, enz. :

d. Bij vermeerdering van het aantal geleiders neemt de
omvang der bewerking zeer sncl toe. Overzien wij die bgv.

Wa . = ; o
uneer er 3 conduktoren zijn, die wij door A, B en € aan-

duiden.
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Bij de onderlinge influentic van A en B, wordt de dichtheid
der lading van jeder dezer conduktoren door 9 reeksen uitge-
drukt (zic form. (1) vorige §), wier termen bepaalde integra-
len zijn,

Is de dichtheid der oorspronkelijke evenwichtslading van A4
bijv. « en dic van B, 8, dan verkrijgl men voor de einddicht-
heid in een punt van 4 de waarde

Ty =&+ &y + o, +-enz. — 8, — f, — f'.—enz. . . (3)

en voor die in een punt van B
Uy == — &y — Cf‘b == a:"'b— CIZ. + ﬁb _[""f}lb "i“ ﬁﬂb + enz. s (4)

Na de summatien zal m, van de codrdinaten van het be-
schouwde punt van A, en #» van die van een punt van B
afhangen, terwijl het verder nauwelijks vermelding behoelt, dat
de termen van (3) alle bepaalde integralen over B, die van
(4) bepaalde integralen over A zijn, behalve «, en g, die dicht-
heden van evenwichlsladingen voorstellen.

Neemt men nu den 3 conduktor € mede in de beschou-
wing op, dan zullen de evenwichislading van dezen, en de
zooeven gevonden lading van A op elkander influenceeren; op
hen zullen zich nieuwe ladingen vormen, ieder door 2 reeksen
bepaald; — op dezellde wijze B legen over C stellende, vindt
men mog 2 reekscn voor de komende ladingen van ieder
van deze,.

Noemen wij bijv. de dichtheid der evenwichislading over C,
v dan koml voor de einddichtheid in een punt van 4

D=n, 47, +n" +enz. — Yo— 7. — 3, —enz.
voor die in een punt van A

Dbzauh + 1“’11 + iu”b + GHZ. """'J"'b ___yfb ‘—}ﬂ'i) '—enZ.
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®0 eindelijk voor een punt van G
D

© = — T, — 7, — ENZ%, — g, — W, — enz. -+ y, + », 4+ »". + enz.

In welke lagiste uitdrukking 7, 7% -+ enz de som van 2
reeksen voorstelt, waarvan de eene door de reeks der z,, de
ndere door die der 7, wordt opgewekt.

Ten slotte is het duidelijk dat de totale potentiaal 8 summa-
lign vordert, daar ieder der reeksen van D,, D, en D, tot eene

reeks van potentialen aanleiding geell,
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Aan het einde van het voorliggende proefschrift is het wel-
licht miet ongepast in enkele trekken hel doel dat wij ons
voorstelden, te scheltsen en na te gaan in hoeverre dit werd
bereikt. Wij zullen in dit opzicht kort moeten ziju — (rouwens
van deze eerste proeve zal wel niemand veel resullalen ver-
wacliten.

De theorie der elekiro-statika bestaat uit 3 hoofddeelen: ten
eerste onderzockt zij het algemecne vraagstuk der evenwichts-
verdeeling over een oppervlak — in de tweede plaats beschouwt
zij de verdeeling bij influcntie om ten derde met de theorie
der elekirische ontlading te besluiten.

Voor zooverre het eersie gedeelie betreft mag men veilig bewe-
ren dat zij reeds het karakter van eenheid heeft aangenomen ,
dat haar als toepassing der wiskunde voegt. [let begrip der po-
tentiaal-functie vooropstellende, ontwikkelt zij de oplossing van
het vraagstuk geheel uit het bekende theorema van Green, dat als

gevolg tot de methode der miveau-opperviakken voert. Alzoo
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loopt door dat deel cen enkele draad, dien men van de een-
voudige hypothese der 2 vloeistoflen tol aan het einde kan
volgen, en, al mag van een eenigzins volledig leerboek gevorderd
worden, dat het ook een overzicht geven van andcrc methoden,
die vagk in bijzondere gevallen vruchibaar bleken te zijn, dit
Overzicht zal zoodanig kunmen worden tocgevoegd dat het den
logischen gang der redencring niet verstoort.

Van de theorie der clektrische ontlading kan in hoofdzaak
hetzelfde gezegd worden, sedert Helmhollz (»Erhaltung der
Krafe 1847) het beginsel der levendige krachten toepassende,
Wt de slelling kwam, dat de bij de onilading verrichte arbeid
door de toeneming der pofentiaal op zich zelve wordt gemeten.

Geheel anders, wat de logische eenheid aangaat, is het met
de thoorie der influentie. Nu eens wordt de kwestie tot
het algemecne karakter der potentiaal teruggevoerd, zooals
bijv. bij de induktie door vaste massa’s (zic Grinwis t. a. p.
Pag. 138, en vv. of Beer pag. 48 en vv.); dan weder bezigt
men de theorie der kogelfunctién voor de induktie op een
bol; cen andermaal bij de theoric van den condentator, de
Stelling van Rieman; eindelijlt wordl hel beginsel der Spherische
beelden aangewend bij het algeméene geval van de influcnlie
van ecn willckeurig aantal geleiders.

Dit laatste beginsel trekt vooral de aandacht; cerslens dewijl
het grondbegrip zoo hoogst eenvoudig , het aantal formu-
len za0 klein, en hare ontwikkeling zoo gemakkelijk is; ten
tweede wegens de uitgebreidheid der toepassing: immers oo
Wel bij de induktie door éénpunt als bij de onderlinge influentie
Van twee bolvormige geleiders wordl het zonder bezwaar gebezigd ;
faar vooral verdient de strekking te worden opgemerkt: het brengt
il het probleem der induktic tot dat der evenwichtsverdeeling

lerug en zal dus bij ccne consequente loepassing, de beide
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eerste deelen der elektro-statika tot een stelselmatig geheel
maken. Het bovenstaande bracht mij op het denkbecld, om een
onderzoek dienaangaande tot onderwerp voor mijnc dissertatie
te kiezen.

De algemeene beschouwingen over induktie die men o. a.
bij Grinwis t. a. p. pag. 90—106 aantreft, meende ik te mogen
achlerwegen lalen; daarentegen was het noodzakelijk vooraf het
begrip der OSpherische beelden en de rpelalitn tot welke het
aanleiding geeft, zooveel mogelijk in het licht te plaalsen; — en
in bijzonderheden te tredeu voor het geval dat het oorspronke-
lijk oppervlak of het beeld zich in het oncindige uitsirckt.

Eenc enkele stelling was daarna (zie 3¢ Hoofdstuk) vol-
doende om het ontwikkeclde van algemeene toepassing te maken
op het vraagstuk der elektrische induktie door een enkel punt,
en dus ook door vasle massa’s, lerwijl eenige voorbeelden dit
nader moesten ophelderen. Al zijn deze laatste weinig in aantal,
ze zijn loch m. 1. genoegzaam om aan le toonen dat de methode
der beelden nmiet onpraktisch is; de hier gegevene behandeling
der influentie over een boloppervlak bijv. kan wat de eenvoud
en bondigheid der ontwikkeling, en het volledige der resultaten
betreft, zeker de vergelijking met de oplossing dier opgave
door kogelfunctién doorstaan. Evenzoo zal de bepaling der
induklie door vaste massa's, met behulp der beelden, langs kor-
teren weg worden bereikt dan door de bekende formule

LT g
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, wanneer eenmaal de evenwichtsverdee-

ling over geleiders vollediger bekend zal zijn.
Wat hct laatste gedeelle »de onderlinge influentie van gelei-
ders” aangaat, moest ik zeer kort zijn, en kon alleen op het

voeispoor ven Lipschitz aantooncn, dat de methode der beelden
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in het algemecen tol de oplossing van dil vraagstuk voert.
Gaarne ware ik in nadere bijzonderheden getreden; zoo was het
iin voornemen de beeldentheorie toetepassen op den Spherischen
Condensator, en op de verandering der potentiaal in de ruimte
buiten ¢en stelsel van 2 bollen, (naar aanleiding van het opge-
Terkic in § 9 van het 1¢ IToofdstuk): — maar het beperkie
Van mijn tijd en de eigenaardige moeielijsheden van het onder-
Werp dwongen mij dit plan op le geven, Trouwcns het eenige
seval van wederkeerige influentie dat theoretisch en prakiisch
volledig s onderzocht, dat van 2 geleidende bollen, kan hier
len voorboeld strekken, daar de oplossing juist door Spherische
beelden jg verkregen, (zie Grinwis L. a. p. en Beer »Einlesting
W die Elelitrostatik” u. s. w.)

Tot mijn leedwezen moest ik ook de algemeene theorie van
den condensator gcheel onvermeld laten, daar het mij niet ge-
lukt i3 tusschen deze en de hier ontwikkelde beginselen cenig
verband optesporen, en bovengenoemde redenen mij dwongen
mijn onderzoek te staken.

Evenwel hoe onvolledig mijn werk in dit laatste opzicht zij,
voor zoover de influentie door vasle punten en massa’s bolrefl
meen ik te mogen besluiten tot de stelling, dat het bhegin-
sel der beelden het uitgangspunt van de theorie

der elektrische induktie moet z ij .
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Bij de theorie der elekirische induktie moet de methode der
beelden worden vooropgesteld :
1o Omdat zij die theorie tot de leer der evenwichlsverdee-
ling terugbrengt.
2, Omdat hare toepassing in vele gevallen hoogst cen-

voudig 1s.
IL

Het vraagstuk der evenwichtsverdeeling van elcktriciteit over
€en oppervlak, verwacht zijne verdere oplossing van de omkee-
"ng der methode van Green.

111,

Zeer len onrechte beweert Dr. Bellaar Spruijt :

De wrij algemeen verspreide meening, dal de studie der
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mathesis een der meest werkzame middelen zou zijn ter ont-
wikkeling van den menschelijken geest, is een gevaarlijk dwaal-
begrip. Aan elke inrichting van onderwijs, die zich algemeene
onlwikkeling ten doel stelt, moet de beoelening der mathesis
beschouwd worden als cen noodzakelijk kwaad, dat binnen de

engst mogelijke grenzen behoort te worden beperkt.
IV.

Bj het onderwijs in de Mcchanika aan eene Hoogere DBur-
gerschool, moet eaan de Dynamika eene ondergeschikle plaats
worden gegeven.

V.

Bij het Middelbaar Onderwijs in de natuurkunde moel niet
zoozeer uitgebreide feitenkennis, dan wel een juist inzichi in

het verband der verschijnselen het hoofddoel zijn.
VL.

De oneindig kleinen moeten als limieten worden beschouwd;
daarom is het bijv. onjuist te heweren dat de kromle-cirkel van

eene kromme drie punten met deze gemeen heefl.
ViL

Van de methoden ter benadering der wortels eener hoogere-

machtsvergelijking, is dic van Horner de eenige doeltreffende.
VIIL

Het asnnemen van een absoluut nulpunt van temperatuur heelt

geen ander nut, dan dat het de formulen eenigzins vereenvoudigt,
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1X.

De verdiensio van den meter als onveranderlijke op de natuur
gegronde eenheid is ingebeeld; de golflengle van een hepaalden
loon in ecne hepaalde middenstol warc als zoodanig meer aan-
tebevelen.

X.

De stelling, dat bij het ontstaan van een elektrischen stroom,
de scheiding der elekiriciteiten door contact, aan de chemische
Wel‘lﬂng voorafgaat, is niet In St[‘ijd mel het beginsel van

het behoud van arbeidsvermogen.
Xl
Het is voor de verklaring van de voortplanting der licht- en warm-
testralen niet noodzakelijk het beslaan van een aether aaniencmen.

X1l

De resultsten door de spekiraal-analyse ten opzichie der
zonsatmospheer verkregen, bezilten eene hooge mate van waar-
schijnlijkheid,

XUl

Om de afplatting der aarde te verklaren, behoeft men niet

van een oorspronkelijk vloeibaren toestand der aarde uittegaan.
XiV.

De snelheid van de aswentcling der aarde moet Lengevolge
van de eb en vloed verminderen.
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XV.

Het verschil in de getallen, die men vindt voor de snelheid
van het licht, uitgsande 4° van de waarneming der maansver-
duisteringen op Jupiteren 2o van de aberralie der vaste sterren,
wordt veroorzaakt door het hoogst gebrekkige onzer waarne-

ming bij de 1¢ methode.
XVL

De stelling: ,de wiskunde is ccne hypothetische welen-

schap” is minstens zonderling.

XVIL

Beide methoden, die analytische und die synthetische sind
vereit allein im stande, der Mechanik die schirfe und die
Klarheit zu verleiben, welche heutzutage alle mathematischen
Wissenschaflen aunszeichnen sollen.

Dr. WILHELM SCHELL.

XVIIL

Het verschijnsel dat de soortelijke warmte van vaste lichamen
bij verhooging van temperatuur toeneemt, wordt door de mecha-

nische warmtetheorie voldoende verklaard.
XIX,

Bij de waarncming der inclinatie verdient de aard-mduktor van

Weber de voorkeur boven hel gewone inclinalorium.




"5 veg. 16 vh. staat: als limieten moet zjn; als naderende tol limieten,

ERRATU M,
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