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INLEIDING.

Het begrip ,involutie”

Indien er tusschen de elementen van cen unicursalen drager
eene zoodanige wisselwerking bestaat, dat, door aanname van
k. elementen, (n— k) (n > k) andere elementen z06 bepaald
worden, dat in die groep van n elementen volkomen verwis-
selbaarheid heerscht, dan noemt men deze soort verwantschap
eene involutie van den neh graad en den kev rang (teeken I3).

De verwisselbaarheid wordt zdo bedoeld, dat men, uit die
groep k elementen willekeurig kiezende, steeds de overige
n — k elementen verkrijgt.

Wordt & =1, dan heeft men een stelsel van groepen van
n punten of lijnen, die elk door aanname van één harer
elementen volkomen bepaald zijn, eene I,,.

Eene I, is door twee van haar groepen volkomen bepaald.
Immers eene groep van n punten wordt voorgesteld door
eene vergelijking van den ntn graad:

‘n(x)Eanx“ﬂnqu"—l—I—(g)agx"“j ..... -t
SIS} (k)a o=k =0

en eene 2¢ groep door:
— i o
fn (X)=ho x" — n by x" 1—1—(2)1)-;}:“ Rl

(K () bext =5 =0,

daar de coéfficienten in deze vergelijkingen volkomen bepaald
worden door 2 stelsels van n vergelijkingen, die men verkrijgt
door achtereenvolgens de parameters x der gegeven punten
in de vergelijkingen F, (x) =0 en f,(x) = 0 te substitueeren.

Nu zal Fj, (x) = af}, (x) voor elke waarde van 2 eene groep
van n punten bepalen. En omgekeerd: substitueeren we in
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F,(x) = Af,(x) den parameter x van een willekeurig punt,
dan wordt daardoor eene waarde 2 hepaald, die dan weer
alle n punten van eene groep geeft.

Eene uitbreiding van dit begrip van involutie krijgt men
door den parameter z, die de punten op een unicursalen
drager bepaalt, te vervangen door de complexe veranderlijke
z =l

Stelt men deze grootheid op de gebruikelijke wijze voor
door een punt van een plat vlak, dan bepaalt eene vergelijking
van den vorm

v n )
F,(z)=a0z" —naz" L (c,) CTAY T o G

+(— DE(F) axz" —E ... =0 (1)

(waarin nu de coéflicienten ook complex kunnen zijn), eene
groep van n punten in het vlak, die ook gedeeltelijk of zelfs
geheel kunnen samenvallen.

De vergelijking F,(z) = Af, (2) (2)
zal nu eene ,complexe involutie” of eene ,I, in het complexe
slak” voorstellen, als men A het gebied der complexe gelallen
laat doorloopen.

Zij onderscheidt zich van de bovengenoemde involuties op
rationale dragers vooral hierin, dat alle groepen uit bestaan-
bare punten zijn opgebouwd.

In het volgende zullen we nu deze ~complexe involuties”
nader onderzocken.




HOOFDSTUK 1.

De kwadratische involuftie.

§ 1. Eeneinvolulie in het complexe vlak, van den 2¢n graad
en den 1en rang, eene Ip' of I dus, wordt door 2 punten-
paren Py, Pz en Q1, Qs volkomen bepaald. [are vergelijking is:

(z—p1) (z—pe) =20 —q) (2 — qe) (3)
waarin pi1, pz qi, gz de complexe codrdinaten der gegeven
punten zijn en 2 clke complexe waarde kan verkrijgen.

De dubbelpunten der Iy moeten tevens aan de afgeleide
vergelijking

(z—pi) + (2 —p) =21z — @) + (2 — @)} (4)
voldoen; zij zijn dus bepaald door de volgende vergelijking,
die ontstaat door eliminatie van 2 uit (3) en (4):

e )
zZ— P1 Z — P2 Zii—=(]1 Z— (2

Nu is pr — 2z de vector die P, met Z verbindl en dus de
vector van het punt Py, als het punt Z tol oorsprong wordt
gekozen.

Stelt men Pt —Z=) el ¥ (6)
dan is _1 1.y ()
pm—z ¢

de vector van een punt P,’, dal uit P; ontstaat door inversie

ten opzichte van het punt Z als centrum gevolgd door spie-

geling om eene lijn door Z evenwijdig aan de X as.
Vergelijking (5) kan dus worden vervangen door:

pi' +p' =aq' +q.. (8)

Daar het linker lid van deze vergelijking het dubbele is
van den vector van hel midden der punten Pi’, P.', volgt
uit (8) dat dit midden samenvalt met hel midden der punten
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Q,', Q:, dat dus de lijnen P, P.’ en Q:' Q' elkaar midden-
doordeelen.

Door inversie uit elk der wortelpunten van (5) gaat de
kwadratische involutie derhalve over in het samenstel van alle

puntenparen, die het midden gemeen hebben. Voor dit ge-
meenschappelijk zwaartepunt M is m; =m,’ of B Shemny
Z — 1Ny Z—— 1M
of my = me. Het is dus het beeld van een dubbelpunt der
oorspronkelijke Iz, en zell een dubbelpunt der nieuwe lo, die
isobarische I» zal genoemd worden. Haar tweede dubbelpunt
ligt in het oneindige en is het beeld van het centrum van
inversie.
Deze uitkomst leidt dus tot de volgende eigenschap:
1. ,Twee puntenparen worden door inversie uit een der
_dubbelpunten van de door hen bepaalde kwadratische invo-

,lutie omgezet in de toppen van een parallelogram. *)”

8 2. Nemen we nu het midden der beide dubbelpunten
A; en Ag eener algemeenc Ta, het , centraalpunt” of centrum,
als oorsprong O aan en de verbindingslijn A; As, de ,hoofdas”,
als X as, (terwijl we de Y as als ,bij-as” der I zullen aan-
duiden), dan wordt de vergelijking der Iz:

(z—a)=a(z+a) (9)

of ook
(1——1)2:2—2(1—}-A)az—{—[l—;\)ag———'ﬁ (10)
waarin a de volstrekte waarde is van de afstanden O Ay en O Asz.

Is zo de vector van het midden der beide, door eene be-
paalde waarde van A aangewezen, punten, dan is Zo gelijk
aan de halve som der wortels van 10), dus

70 = (1 ‘I‘A)u:“ — A
Verg. (10) wordt dan:

72— 970z +a*=0. (11)
Het produkt der vectoren zi, Zz Van elke groep is dus

1) Vergelijk hierover vraagstuk XXIT, deel TV, der Wiskundige Op-
gaven. (Nieuwe recks, Amsterdam 1891.)
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onafhankelijk van de waarde zo (of 2) die de groep bepaalt
en wel gelijk aan:
Zy zg = a’ 4 (13)
Aan het punt Py, met z; = ¢ el ¢
s

el
P: met ze = e '? toegevoegd.
P

, 1s dus in de I; een punt

Het ontstaat dus uit P; door inversie met straal a en
centrum O, gevolgd door spiegeling t. o. v. de hoofdas. Tevens
blijkt dat hoofd- en bij-as, als binnen- en buitenbissectrix van
den hoek P; O P, de stralen O Py en O P: harmonisch scheiden.

Door spiegeling van P, ten opzichte van de bij-as vindt
men een punt P op het verlengde van Py O, waarvoor geldt:
OP XOPr=0A; X0 A;s; d.w.z de punten Py, P, Ay en
As, en dus ook de punten Pi, Pz, Ai en Ag, liggen op een
cirkel 2.

Hieruit volgt deze eenvoudige constructie van een punt Py,
als de hoofdpunten en het bijbehoorende punt Py gegeven zijn.

Trek hoofd- en bij-as (snijpunt O). Trek cirkel Ay Ag Py,
trek Py O3 haar snijpunt met den cirkel zij P. Spiegel P ten
opzichte van de bij-as. Dit geeft op den cirkel het punt Ps.

§ 3. De vectoren z en zs der beide punten eener groep
voldoen beide aan vergelijking (9). Dus is

(z1 —a)=2a(z + a)* en (22 —a)* = a(zz | a)?

waaruit volgt
(21 —_ a)2 3 (7 —_— a)‘-’
z1+a zZe +a/

Zoo lang nu z; van zy verschilt, is dus

Z1—a_ zZs—a ,Z1+(—a) z24(—a)

EEL T e U e e e HalLe)

Daar we hier eene dubbelverhouding hebben tusschen ver-
bindingslijnen der vier punten Aj, Pi, As, Ps, die gelijk is
aan — 1, ligt het voor de hand, de ligging dier punten eene
»harmonische” te noemen.

De punten P; en P; noemen we dan harmonisch gescheiden
door A; en A,.
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Ock de stralenparen die Ai, Az en P;, Pz mel eenig punt
van den omgeschreven cirkel verbinden, scheiden elkaar har-
monisch, hetgeen aldus blijkt.

De dubbelverhouding van zulk een vierstraal is onafhankelijk
van de keus van den top T, omdat alle vierstralen de hoeken
gelijk hebben; men noemt ze de dubbelverhouding der wier
concyclische punten. 7e kan worden uitgedrukt in de koorden ')
en is voor den vierhoek Az Pi Ay P gelijk aan

Ao Py AsPo
AP APy
Maar dit was juist de ,complexe dubbelverhouding”,
ciEeia e el At
71 +a’zz+a !
dus is de dubbelverhouding van den vierstraal harmonisch,
d. w. z. de stralenparen T Ay, T Ag; T Py, T P2 scheiden elkaar
harmonisch.
Daar verg. (14) ook te schrijven is in den vorm

e At U
—a-tz atze {
waarin z en a van rol verwisseld zijn, blijkt dat Ai, Az (vec-
toren —— @ en - @) een paar VOrmen van eene I met dubbel-
punten Pj, Pg (vectoren zi en Zs).
Met behulp van de substituties
e e, Ak R (15)

kan men (14) vervangen door:

Lll ol (01 — ¢ = — 'i ol (#2— ¢0) (16)

waaruit volgt Py sS1 =Tzt 82 (17)
en Oy — Y1 =2 — Y2 £ 7. (18)
Volgens verg. (17) geldt voor den koordenvierhoek Ay Py Az P2
APy XA;; Pzr’:Ang XAQ P1, (19)

d. w. z. de produklen der overstaande zijden zijn even groot.

1) Een bewijs vindt men in J. Casey, A sequel to the first six books
of the Elements of Euclid. 4th edition 1886 p. 129
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Zulk een vierhoek wordl harmonisch genoemd. In verband
hiermede kan ook de involutie harmonisch worden genoemd.
Zij is dan te bepalen als te bestaan uit de paren overstaande
hockpunten van alle harmonische vierhoeken, die twee over-
staande hoekpunten gemeen hebben. Hieruit blijkt dat de
kwadratische involutie identiek is met de harmonische involutie,
welke door Dr. Jax pe Vries is behandeld. ')

Van een harmonischen vierhoek kan men aantoonen, dat
hij ook harmonisch is volgens de bepaling van Tuckes. Deze
noemt een koordenveelhoek harmonisch, als er in zijn vlak
een punt K is aan te wijzen, waarvoor de loodlijnen op de
zijden met die zijden evenredig zijn. IHet punt K heet het
symmediaanpunt van den veelhoek. ?)

De naam ,harmonisch” vindt zijne verklaring hierin, dat,
wanneer de dubbelverhouding der hoekpunten van een koorden-
vierhoek — 1 is, de produkten der overstaande zijden even
groot zijn.

We zullen nu nog aantoonen, dat er in dit laatste geval
een punt K mel de genoemde eigenschappen is aan te wijzen.

Nemen we hiervoor den vierhoek Ay Py A P2, waarin (19) geldt.

Ziin Vi en V. de projecties van Az op A; Py en Ay Py,
dan volgt uit de drichoeken A: Py Vy en Az P2 Vo, die gelijk-
vormig zijn, (£ As Ps Vo = 2 A2 Py Vi = [z bg Ay P2 Ag) dat:

A2V1:A2V2:A2P1:A2Pg
maar dan ook, volgens (19)
. szlli\g Vg_—“‘A] P]!Al Pz.

De afstanden van elk punt der diagonaal A; A, tot de
zijden A; P; en A; P: verhouden zich dus als die zijden. Eene
analoge betrekking geldt voor de diagonaal P, P.. Het snij-
punt der diagonalen is dus het gezochte punt K, waaruit de
loodlijnen op de zijden neergelaten, met die zijden evenredig

zijn. Het is het symmediaanpunt van den harmonischen
vierhoek Ay Py Az Ps.
') Involutions harmoniques dans le plan et sur la Bphbrg (Archives
du Musée Teyler, sér. 2, tome 4, p. 119—140).

) Verg. Casey. Lc.p. 199, 206.
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4. Daar volgens (17) de verhoudingen der afstanden van
P, en van Ps tot A; en As gelik zijn, liggen P1 en P2 op
cen cirkel 23 ten opzichte waarvan Ap en As toegevoegde
punten zijn (cirkel van AvoLronivs), terwijl nit (18) nogmaals
de concyclische plaatsing der vier punten blijkt.

7ulk een cirkel 2 snijdt elken door A; en Ay getrokken
cirkel loodrecht.

Immers A; As snijdt 23 in twee punten (. en D die harmo-
nisch liggen t.o.v. Ay en As. Zij M hun midden, dan geldt
MA X MA, =MC? en MC=MP; (straal van cirkel 2B).

Dus MA; X MA; =MP;* of MP; is een raaklijn in Py,
wanruit de loodrechte snijding volgt.

Flk paar der Iz is dus aangewezen door de snijpunten van
twee elkaar loodrecht snijdende cirkels A en 2. De cirkels
2 vormen een bundel met basispunten Ag en Ag, terwijl deze
punten de grenspunten of puntcirkels zijn van den bundel
door de cirkels % gevormd.

Daar, zooals gebleken is, hoofd- en bij-as de stralen O Py
en O Ps harmonisch scheiden, zal dit ook het geval zijn mel
de punten R en Q waarin die lijnen de transversaal Py Pe
snijden. Maar dan is Q de pool van A; A..

Op elken cirkel 2 worden de paren der I: dus ingesneden
door lijnen uit de pool van A Ag t.o.v. . De raaklijnen
it de pool leveren in Ay en A. de dubbelpunten van eene
kwadratische involutie, die geheel op cirkel A ligt. Deze Iz
behoort dus tot de complexe la.

Op ciken cirkel @ vindt men eveneens eene I, ; deze wordt
door de cirkels ™ ingesneden. Voor elk paar geldt z; 22 = i
en dus voor de dubbelpunten: z*=a* of z= % a. De
punten Aq, As zijn dus dubbelpunten, gelegen buiten den
drager 2 der s, dus ideale dubbelpunten; de verbindingslijnen
der paren van deze I: gaan door één punt L van de hoofdas.
De ligging van L zullen we nog nader bepalen.

Ook de hoofdas draagt cene Iz, waarvan C en D een paar
en A;, A. werkelijke dubbelpunten ziju; deze Iz is de harmo-
nische involutie bestaande uit ,reéele” punlen, die in de
complexe Iz begrepen is.

o
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Voor de Iz op de bij-as (die eigenlijk een 2B-cirkel is met
oneindig grooten straal), welke I ook in de complexe I, is
begrepen, zijn A;, A: weer ideale dubbelpunten.

Bepalen we nu het punt L nader.

De voorwaarde waaronder drie punten z, zi, z» op eene

rechte lijn liggen, is:

1 1 1
X X1 Xg — B (9])
y Y1 Y2
of ook
1 1 1
X1y X1 1y Xs +iye [=0.
X—iy X1 -1y Xz — 1 ¥z

Duiden we x — iy door z aan, dan wordt deze voorwaarde:

1 1 1 ‘
Z Z1 zz | = 0. (Q@)
T YAl I’_z

Ligt het punt z op de hoofdas, dan is z =1z en (22) gaat
over in:
Z1 %2 — I 4y :
= (23)
Z; — Z3 Z1 1 Ze

Is nu z z: = a? dus recel, dan is ook z, z, = a*, daar de
reéele deelen van (x; iy (x2+1iys) en van (x; — 1y1).
(X2 —iyz) aan elkaar gelijk zijn.

We vinden dus uit (23) voor het snijpunt der hoofdas met
de lijn, die z; met zz verbindt:

41 Z1
i Z1 Z1
L = YA == — —
Z1 — 22 — Zi “|~ Z2
v 52 W ko
e 41—
o ZI. Z.‘! —

21(21£1+;1;.;)—51(Z19a+2122)
g 21 7 7
of St et il (24)

Z1 21 + a?
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Door de substituties:
z—a=re? z4+a=se? (25)
en dus
Z—a=re— 1% E—Fa:se_i"f’ (26)
waaruit volgt:
zhz_—a(y. —]*727:7) 4 a?=r? @7)
77— al(z—+z) -+ a=s"

en dus
9(zz -+ a¥) =r’-+s’ en Qa(z+i)=sﬂ—r‘3 (28)
gaat vergelijking (24) over in:
g2 __ p?
Z=a é,ﬁ —}TIE
Zoolang de waarde s:r standvaslig blijft, verandert de
waarde van z dus niet.
Voor elken B-cirkel heeft dit quotient een standvastige
waarde ¢; dus is voor het bedoelde snijpunt
z=a St
=2 g
Het op de hoofdas gelegen snijpunt L der lijnen, die op
den W-cirkel s =cr de paren der L insnijden, is dus be-
paald door:

(29)

(30)

c?—1
l=a5

Voor de snijpunten C en D van cirkel 25 met de hoofdas

(31)

is 71 = 71, dus, in verband met (24),
2 a?z 2a°
=Sl otz A S a ==, 32
22 - a 21 ] 1 - ( )
Aan deze vergelijking moeten de punten ¢ en D voldoen.
Het midden M dier punten, dat is het middelpunt van

cirkel 23, wordt dus bepaald door

9
-

m— dT of ml=aZ (33)

De punten M en L vormen een paar der I, worden dus
harmonisch gescheiden door A en As, zoodat de cirkel an
op ML als middellijn, tot den bundel () behoort.
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Hieruit blijkt ook, dat L tusschen de dubbelpunten ligt.
Elke rechte, die de hoofdas tusschen de dubbelpunten snijdt,
bepaalt in dat snijpunt een punt L. en dus volgens (31) eene
daarbijpehoorende waarde ¢ van een cirkel s =ec¢r. De
snijpunten met dien cirkel leveren het eenige paar der I dat
zulke eene rechte bevat. De hoofd- en bijas dragen evenwel
oneindig vele paren. Alle overige lijnen dragen geen enkel paar.,

De lijnen, die de middens der door L gaande koorden van
een V-cirkel met M verbinden, zijn loodlijnen op die koorden.
Die middens liggen dus alle op cirkel J13.

Hoe vinden we de standvastige waarde co=s:r, die bij
41 behoort? Deze is afhankelijk van de waarde ¢ van den
bijbehoorenden W-cirkel. Voor Liss =1-ta,enr= —1-a,
dus is, in verband met (31)

S2 0 (ncg_l—l—q) (’1 '102 1)
c=s:r=(a———+—+a):la—a5——)=
e i CREL

Jlact DA

== -(:_'“ril-— 1 353 —|—71 of ¢y = c”. (54‘)

In woorden:
II. ,De middens der paren der I3, die op een bepaalden B-cirkel
.5 = cr liggen, worden verbonden door den cirkel s = c*r.”

§ 5. Voor twee paren der I; geldt wegens z; z3 = a® de
betrekking: O.Py X OP: =0 Qq X 0 Q2 of:
OP;:0Q:=00Q;:0Po. (35)
Daar de hoofdas de hoeken P; O P2, (; O Q)2 middendoor-
deelt, is Z P10 Q= /0.0 P;, De driechoeken P; O Q; en
Qs O Py zijn dus gelijkvormig. Zij S het snijpunt der lijnen
Pi Qi en P2 Qs, dan ziet men, wegens de gelijkheid der hoeken
PiQiO en Q:P:0, de lijn OS uit de punten Qq en Pq
onder gelijke hoeken; O, S, Q4, Ps liggen dus op een cirkel.
Maar evenzoo liggen dan de punten O, S, Py, Q2 op een cirkel.
Hieruit volgt nu deze constructie voor het centraalpunt O
en voor de dubbelpunten van eene I, die door de paren
Py P2, Q; Qz is bepaald:
III.  ,Bepaal het snijpunt S van P; Q; en Ps (Q)s, breng
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cirkels door S, Py, Q2 en door S, Pas, Q1, hun 2¢ snijpunt
,O is het centraalpunt.

.De lijn, welke £ P1OPs middendoordeelt, is de hoofdas.
,De dubbelpunten der I. worden op deze hoofdas ingesneden
door een cirkel 2 door Py, Pe, wiens middelpunt gevonden
,wordt als snijpunt van de bijas (in O loodrecht op de hoofdas)
_met de lijn die P; Pz loodrecht middendoordeelt.” 1)

We zagen dat een punt Ps uil een punt Py eener I werd
gevonden, door inversie van Py uil 0, gevolgd door spiegeling
t o.v. de hoofdas. Deze transformatie nu doet de lijn Pz Qs
overgaan in den cirkel P1 O Q2 en de lijn P; Qs in den cirkel
P; Q; O, dus het snijpunt R dier lijnen in het 2¢ snijpunt S
der beide cirkels, m.a. w. S en IR vormen ook een paar der Iz,

V. ,Elk paar overstaande hoekpunten van eene vierzijde
,is steeds een paar van de door de beide andere paren be-
,paalde kwadratische involutie.”

Is het centrum der involutie bekend, dan is het punt Cag,
dat een gegeven punt G aanvull tot een paar der s op de
reeds genoemde wijze (§ 2) te hepalen.

Doch ook zonder het centrum te construeeren, kunnen we
een punt C; aanvullen tot een paar der Iy, die door twee
puntenparen A, As; By, Be bepaald is.

Denken we ons n.l. de I door inversie uit een dubbelpunt
omgezet in eene isobarische o, dan gelden voor drie paren
de betrekkingen '

a1+32:0, l)1+])2=0, C1 +82=0.

Voor een punt ¢, dat harmonisch ligt met ¢; t.o.v. aren

. ! ]
ag, 18 ¢y ¢ =ajs?,
voor een punt ¢'’, dal harmonisch ligt met ¢ t.o.v. b; en
bE, gC]dt C1 C” = blg.

Zijn »' en y'’ nu nog bepaald door:
gl i = bhit¥en ¢’ ! =as?
dan blijkt dat
Cy: 'y” =a;2: b= '}’r cep of ¢ = 7” 'V”
dus ook c2?=+"9o"".

') Eene constructie der dubbelpunten, zonder eerst het centraalpunt te
bepalen, vindt men in de Wiskundige Opgaven. l.c.p. 7l
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De punten o' en o vormen dus een paar der I, die e
en ¢z tot dubbelpunten heeft, zijn dus harmonisch met ¢ en
cz. Daar deze harmonische ligging bij terugkeer tot de oor-
spronkelijke figuur bewaard blijft, krijgen we nu de volgende
constructie:

Bepaal Ci, C' harm. met Ay, As; C', T harm. met By, Be

Ci, G harm. met Bi, Ba; €', I’ harm. met A, As
en dan nog Cj, Cy harm. met I, I,
dan is Cg het punt, dat met C; een paar vormt van de door
Ay, As, By, B: gegeven Ilo.

In de constructie der dubbelpunten, als het centraalpunt ge-
vonden is, (zie III), ligt ook de constructie opgesloten van het
paar der l», dat een gegeven punt M tot midden heeft. Daarloe
moeten de dubbelpunten Ay, A. der I, bekend zijn. Dan
bestaat het bedoelde paar uit de dubbelpunten van eene
tweede I, die M tot centraalpunt heeft en Ay, A, als paar bevat.

De in III genoemde constructie van het centraalpunt gaat
niet door als de beide paren Py, Ps; Qi, Qu collineair zijn.
We kunnen dan twee gevallen onderscheiden, die beide eene
andere oplossing toelaten.

De lijn, die de paren bevat, moet, volgens § 4, of hoofd-
of bijas zijn.

Scheiden de puntenparen elkaar, dan is ze bijas. (Immers
de puntenparen op de hoofdas scheiden elkaar niet. De
punten van elk paar naderen tegelijk tot de dubbelpunten
A; of Ay)

Daar de dubbelpunten met elk paar op een cirkel A liggen,
zijn zij in dit geval de snijpunten der op P; P: en Qi Q. als
middellijnen beschreven cirkels.

Scheiden de puntenparen elkaar niet, dan is hun drager de
hoofdas. De dubbelpunten zijn dan de grenspunten van den
bundel () der cirkels op P; P: en Q; Q. als middellijnen. De
constructie dezer grenspunten kan aldus worden uitgevoerd.

Een willekeurig punt van de machtlijn der beide cirkels
Bp en ‘."-‘.iSQ wordt als middelpunt genomen van een cirkel, die
Bp en Bq loodrecht snijdt; deze snijdt dan op de hoofdas
de grenspunten (of dubbelpunten der Is) in.



14

§ 6. Daar er slechts één stel waarden A en p te vinden

is, zoodanig, dat eene verg. van den vorm (10):
(1= A)zt— 21+ a)az4({1— ) a2 = 0 en eene vergelijking
(1—p)2?—2(0 + @bzt (1 —wb*=0, welke eene tweede
I, voorstell, eenzelfde stelsel wortels zy en 7 bezitten, hebben
twee kwadratische involulies dus slechts eéén paar gemeen.

Men vindt dit paar aldus: Bepaal de dubbelpunten Ai, A
en Bi, B der beide [:. Het gezochte paar is dan harmonisch
zoowel met Ap. A: als met By, Bs, bestaat dus uit de dubbel-
punten van de I, waarvan Ai, A en By, By twee paren zijn.

Bepaalt men van eene Iz het paar Cq, Cq, dal met een
cegeven paar Bi, Be harmonisch ligt, dan vormen beide paren
met de dubbelpunten A;, A een merkwaardig puntenstelsel.
De drie puntenparen zijn n.l twee aan twee harmonisch en
vormen een ,melaharmonisch zestal”. Ze liggen paarsgewijze
op een cirkel, terwijl de drie cirkels elkaar paarsgewijze recht-
hoekig snijden.

We zullen dit laatste even bewijzen. Elk paar van het
metaharmonisch zestal is op le vatten als paar van eene
involutie, waarvan een der andere paren de dubbelpunten
vormt. Beschouwen we b.v. Aj, Az als dubbelpunten, dan
ligt het paar Ci, Ce op een cirkel door A1, As, maar tevens
op cen cirkel die dezen rechthoekig snijdt (§ 4). Deze is
achter dezelfde cirkel, als die, welke Ci en Ce met By en By
vereenigt, want ook deze moet (daar By, Be en (i, Ce paren
zijn van de T, met A;, A; tot dubbelpunten) elken cirkel door
Ar, As, dus ook.den cirkel Ay Cyi As ', rechthoekig snijden.
Hetzelfde geldt voor de andere paren cirkels.

Het paar Ci, Ce is het gemeenschappelijk paar der beide
[,, die Ai, Az en B, B: tot dubbelpunien hebben, dus op
bovengenoemde wijze te construeeren.

7ulk een metaharmonisch zestal wordt op den ,complexen”
bol gevormd door de toppen van een regelmatig achtvlak, 1
in het vlak door de toppen van een vierkant mel het snijpunt
der diagonalen en het punt in het oneindige. Hierin gaat

" Verg. KumiN, Vorlesungen diber das losaeder (Teubner 1884, blz. 55).
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een metaharmonisch zestal Ay, Ag, By, By, C;, Gz over door
inversie uit één der punten.

De punten, aangewezen door de vergelijking (12)

Zzw—vQZﬂZ—l—ﬂQ:O,
dus een paar van de involutie met dubbelpunten z* — a®* =0,
kunnen beschouwd worden als dubbelpunten eener I be-
paald door:
71 Ze -— Zo (z1 + 22) + a2 =0. (36)

Het paar dat deze I. gemeen heeft met de eerste, waarvoor
7172 = a* is, vormt met de dubbelpunten der beide I een
melaharmonisch zestal. Voor dat gemeenschappelijk paar geldt
volgens (36) a® — 7o (z1 + z2) -+ a*= - 72a=922a%: 7.

Een metaharmonisch zestal kan dus worden voorgesteld
door de drie vergelijkingen:

7Zi=—=a:=\() ’
722 — 79z +-a*=0
g2 - (37)
72 —~—z-}a?=0
Zo )

In de laatste twee vergelijkingen hebben we eene harmo-
nische groep met zwaartepunt {=1» (zo + a")_
De vergelijking dier groep zij:

— 2@+ @z — X @kz+ (2)=0
dan is daarin dus:

X@h =4
X (2 =121 20 + 25 24 + (21 + 22) (23 + 24) =
.__@az_|_u)70><"‘a“_b.12

> (2)s = 71 22 73 |- 21 25 74 —|— %1 Zo Zy - Zo 23 74 =
= (23 + 21 + 24 + 22) a® = 4 a*{
(z)s = 21 Zo 23 24 = at.
Dit geeft voor de vergelijking van zulk eene groep:
zt — A4z’ 4 6a%z2 —4a?lz4 at=0. (38)



HOOFDSTUK II.

Algemeene eigenschappen der involutie van den ni graad.

§ 1. In de inleiding zagen we dat eene I, door twee
n-puntige groepen bepaald is en door eene vergelijking van
den vorm

P 7)==t 2 ) (39)

Kennen we in plaats van het tweede n-tal, (n — 1) punten
dier groep en verder nog een paar der I, met de vectoren
p1 en pz, dan moeten we in:

D= =i ) (40)
de grootheid 2" trachten te bepalen.

Daar p:; en p: ook aan vergelijking (40) moeten voldoen,
gelden de betrekkingen:

Fn(p) =2 (pr — z') fn — 1 (p1) (41)

Fy (p2) = 2 (p: — z') fa — 1 (p2) .
welke, na eliminatie van A cene -eerste-machtsvergelijking
voor 2 opleveren. Dus:

V. ,Eene I is ook volkomen bepaald door eene volledige
,groep, (n — 1) punten van eene tweede groep en twee
,punten uit eene derde groep.”

Voor eene kubische involutie volgt hieruit, dat ze door eene
groep van drie punten en twee paren hepaald is.

Vervangen we nu hel (n — 1)tal door een (n — 2)tal en
een puntenpaar met de vectoren qi, qz, dan verschijnen in de
vergelijking der I, _

Fp@ =2+ pz+)1f, o) (42)
twee nader te bepalen grootheden p en' ».

Aan (42) moet nu zoowel door de vectoren pi, pz als door
q1, g worden voldaan. Substitueeren we deze in (42), en



17

elimineeren uit de komende 4 vergelijkingen, twee aan twee
senomen, de grootheid 2, dan krijgen we

Fy (pl) (Pzz + @ P2 +y) o (P2] =

=T, (p2) (p12+ e p1 -+ ) — 2 (p1) (43)
en eene dergelijke vergelijking voor qi, gz, welke twee verge-
lijkingen voldoende zijn om de heide onbekenden p en v
ondubbelzinnig te bepalen.

Vervangen we het (n — 2)tal nu weer door een (n — 3)tal
en een nieuw paar, dan blijkt door analoge redeneering, dat
ook een n-tal, een (n — 3)tal en 3 paren eene I, bepalen.
Eveneens een n-tal, een (n — 4jtal en 4 paren.

Ten slotte blijkt in 't algemeen:

VI. ,Eene I, is volkomen bepaald door »n punten uit eene
_groep, kpunten uit ecne tweede groep en n—F% tot ver-
,schillende groepen behoorende paren.”

Voor k=2 geeft dit in 't bijzonder:

VII. ,Eene I, is geheel bepaald door een n-tal en (n — 1)
_uit verschillende groepen genomen paren.” ')

Eene I is dus door een viertal en 3 paren bepaald.

Vervangen we nu ook het eerste n-tal door een (n — 1)tal
en een paar. In de vergelijking der Iy:

(Z5= ,'3) Cn—1(@=2(z—0)¢y_(a) (44)
moeten we dan de grootheden p en ¢ nader bepalen.

Zijn pi1, pz: qi, gz de vectoren der twee gegeven paren,
dan gelden de betrekkingen:

(pk — P) On -1 (px) =2 (pk — o) Yn —1 (PK)
(qe — p) Pn — 1 (q) = w2 (g — o) Y — 1 (qk)
voor k=1 en k=2,

Bij eliminatie van 2 uit hel eerste paar vergelijkingen, vindt
men eenc vergelijking van den vorm

apsc+bp+cofd=0.

Analoog levert eliminatie van p uit het tweede paar:

apet+bptcetd =0

) Men vergelijke: Dr. JAN DE VRIES, Zur Theorie der Involutionen
(Monatshefte f. Math. w. Phys. I1I, 8. 201).

(45)
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Door eliminatie van ¢ onlstaal eene vergelijking die kwa-
dratisch is in p. :

We vinden dus voor p en ¢ in het algemeen twee ver-
schillende stellen wortels, waardoor in (44) twee I, worden
bepaald.

VIII. ,Door twee (n— 1)tallen en twee paren worden,
,in het algemeen, twee involuties van den nden graad bepaald.

,Vier puntenparen behooren dus in het algemeen tot twee
,verschillende kubische involuties.”

Wanneer we de twee puntenparen pi, pz; i, ¢z door één
drietal pi, pe, ps vervangen, wordt de I, wederom ondubbel-
zinnig bepaald.

Immers dan gelden voor k=1, 2, 3 de vergelijkingen:

(Pk — ) ®n— 1 () =2 (P — @) ¥ —1(px)y  (46)
en hieruit kunnen g, A en Ac¢ lineair worden bepaald.

Geven we uit de beide eerste groepen telkens één punt
minder, dan moet dit punt niet vervangen worden door een
paar uit eene nieuwe groep, doch door het geven van een
punt meer in de derde groep.

We zien dus:

IX. ,Eene I, is volkomen bepaald als men [ punten uit
_eene groep, m punten eener tweede groepen (2n —1—m +1)
,punten eener derde groep kent.”

Of ook: eene I, is volkomen bepaald door drie groepen
van respectieveliik n;, ns, ns punten, als niy + ng |- ng =
9n-+ 1 is. '

Willen we eene involutie door drie groepen van een gelijk
aantal punten bepalen, b.v. elk van x punten, dan moet dus
3x —9n-+1 zijn, dus x is oneven, stel x=2r - 1; dan
is2n=9x—1=6r+2en n=3r-1.

Als bijzonder geval van IX geldt dus:

,Eene involutie van den graad (3 r-+1) is bepaald door
drie (2r - 1)tallen.”

700 wordt b.v. door drie drietallen ééne Iy bepaald.

§ 2. Indien eene volledige groep van n punten eener In
gegeven is, dan moeten, voor de bepaling der Iy door een
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aantal onvolledige groepen, nog (n — 1) coéfficienten van eene
functie van den (n — l)en graad bepaald worden, welke functie,
@, — 1 (z), de punten voorstelt, die een willekeurig aangenomen
punt ' tot eene groep der I, aanvullen.

Kent men nu verder nog eene gedeeltelijke groep van s

punten pi, pzy-.... ps, dan moeten deze aan eene vergelijking
van den vorm

£y (Z) + A (Z e Z’) q)n —1 (Z] =0 (47)
voldoen. Men heeft dus s betrekkingen:
f,(pp) +2(pr —2) Py — 1 (p) =0 voor r=1,2..... s (48)

Door eliminatie van A uit de eerste dezer betrekkingen en
telkens eene der overigen, ontstaan (s — 1) vergelijkingen,
lineair in de (n — 1) onbekenden, van den vorm:

f (p1) (pi — 27) @0 — 1 (pi) = £ (pi) (1 — 2') Py — 1 (p1) (49)
YOOI =2 N St 3,

Zulk eene groep van s punten stelt ons dus in staat om
(s — 1) coéfficienten te bepalen.

Zoo zullen | gedeeltelifke groepen, die respectievelijk ni,
Ve ey n; punten bevatten, een aantal coéfficienten bepalen,
gelijk aan:

i=1 {1
Sl —1)=n —1,
1=1 i=1
welk aantal gelijk moet zijn aan (n — 1).
3=l
Dus is: >n=n-4+1—1. (50)
i=1

Hieruit leiden we dus af:
X. Door een n-tal en I gedeeltelijke groepen, die achter-

eenvolgens ny, ng..... n) punten bevatten, is eene I, bepaald,
wanneer voldaan is aan de betrekking
1
>ni=n-+1—1.
i
Voor m=nz=..... =n] = 2 wordt

2l=n-+1—1 of l=n—1,
d. w.z. de | gedeeltelijke groepen worden dan (n — 1) paren
en we vinden eigenschap VII terug.
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§ 3. Denken we ons eene [, gegeven door de vergelijking:
(x—ap)f(x)+arlx— bp) g (x) = 0, (51)
dus opgebouwd uit twee n-tallen as, az....a, en b1, bz ....Dbn.
Eene zekere waarde voor A, b.v. A= (3: « geeft eene bepaalde
groep c1, Cz....cC, die we door den vorm: (x — cp) h (x)
zullen aanduiden.
We kunnen dan schrijven:

a(x—a) X+ BE—Db)gW=(+pE—c)h(x) ()
of .
(2 f(x)+Bg ()] (x—ey) [ (cn —ap) f& -+ Blen— b, gx)]=
= (o + p) (x —cp) h (x). (53)
Stellen we nu
a(ep — ap) £(x) + 8 (cp — bn) g (X) =
= (pi= Cn] [ (cn = an] ar & (cn ey bn)] @ (x) (54)
dan wil dit zeggen, dat de groep (x — ¢y) @ (3) = 0 behoort
tot de involutie f(x) -+ 2 g (x) =0.
Door deze substitutie gaat vergelijking (53) over in:
af(x)+Bg X [« (cy — ay)+ Bley —bnl ¢ (x)=(«+ P h(x) (55)
Vermenigvuldiging van deze vergelijking met (x — b,) en
daarna vermindering met vergelijking (52), geeft, wanneer we
nog « (¢ — a,) + B (¢, — b,) door y voorstellen:

w (ay — bp) £(X) + 9 (x — by) @ (x) =(2 + ) (cn — bp) b (x) (56)
d. w.z de groep (x — by,) @ (x) =0 behoort tot de involutie
f(x)+ 2h(x)=0.

Indien we nog (55) met (x — a,) vermenigvuldigen en met
(52) verminderen, dan blijkt dat de groep
(x — a,) @ (x) = 0 behoort tot de involutie g (x) +»h (x) = 0.
Derhalve geldt de eigenschap:

Zijn aiiag et G
by, be...... bp | drie groepen eener I, en
Ci, C2ov.vne Cn
A1, A2« - oo ap —1
by, be...... by — 1} drie groepen eener I, g,
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dan behooren ook

3_1, a2 ..... Eln et 1
€1y C2..... Chn—1 | tot eene I, __,
}.)n, (12 ..... dn - ]

en analoog
bI, be..... ]'Jn ] (
CIIRL 2 Ch—1 | tot eene I, _ ;.
An gt et gy \

We kunnen dit in woorden aldus weergeven:

XI. ,Laat men uit iedere van drie groepen eener I, een
,punt weg, en vormt uit telkens twee der overgebleven groepen
,drie involuties [, _;, dan hebben deze I, __ | eene groep
,van (n —2) punten gemeen. Deze groep wordt tot eene
,volledige groep der betrokken I, _ ; aangevuld door het punt
,dat afgezonderd werd uit die groep der I,, welke niet tot
,deze I, _ 1 behoort.”

§ 4. We zullen deze stelling nog uitbreiden.
Zij eene I, gegeven door de vergelijking:
fir () £y —x (X) + A g (x) gy k (x) =0 (57)
en zij » = f:« de waarde voor A, die eene groeph, (x) =0
bepaalt, welke we eveneens door een produkt van 2 factoren
voo:stellen dan is dus
“fk( 11 AL +B gk k(x}'ﬁ( + 3”][\( )hn—l\(‘d (58)
De groepen fy (x) = 0 en hy (x) =0 bhepalen eene Iy; de
groep die een punt p daarin aanvult, worde voorgesteld door
g — 1 (x).
Dan kunnen we deze identiteit opschrijven:
fr=yhe(x)+{1-—9) &—pgr_ 1]
en analoog gr(X)=odh(x)+ (1 —23) (x —p) fir 1 (x) ’
De laatste identiteit zegt, dat de groep van (k — 1) punten,
die hetzelfde punt p aanvult in de Iy welke door g en hy
bepaald is, door fi_ ; (x) wordt aangewezen.
Substitueeren we (59) in (58). Dit geeft:
cyfy _xhe+B3d8n —khi +Ex—plle(l—y)gk—1fn —xT
+ B0 — )k —18n— K] = (& + ) b (x) b, i (x). (60)

(59)
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Het karakter van identiteit van den vorm (60) eischt, dat
het deel tusschen de vierkante haken den factor hy (x) bevat.
We kunnen dus schrijven:

a(l—2)fh—xgc—1 T g1 — 9)gn—klk—1=
E(“+F3“‘“7’—f35)hk@n—k——1- (61)

Hierdoor gaat (60) over in:

2oty _x+Pogn k@t B—a2y—P)E—D)Pn_k—1=
ol ﬁ) hp k. (62)
Stellen we « + 8 — 2y — 34 ter verkorting door ¢ voor,
en elimineeren uit {62) en (58) g, —x dan wordt gevonden
afy _x(yge—3dfi) +e(x —p)Pn—k—18k=
= (2 + f) hy — k (g — 9 hi), (63)
of, in verband met (59) en na deeling door (x — p):
afy _kly (= 1—0(1—9) gk —1lTePn—x = 18=
E(m+ﬁ)(1—5)}ln_kfk_1. (64)

Stellen we (x — p) jy (1 — ) fx—1 — 3 (1 — %) g — 1}, het-
geen volgens (59) identick gelijk is aan (y g — 9 fi), identiek
gelijk aan (x —p) (¥ — 8 hx ), dan is door hy_, aange-
wezen de groep van (k — 1) punten, die p aanvult tot eene
groep der door gy en fi gevormde I. Tevens lezen we er
uit, dat hg 1 =0 behoort tot fr )+ Agk—1= 0.

De vorm (64) wordt nu:

afy gy —dhg_1+¢Pn_k—18=
=@+ —dhy —xfk—1- (65)
Uit dit alles blijkt nu de eigenschap.

fk! fn—k
XII. ,Bevat eene I, de drie groepen § gk, 8n— k €n men
hg, hy _ k

,vormt uit een onderdeel van telkens twee dier groepen de
,drie involuties
fi g& fi
hk 1 hl-{ cn % gk
(XD e e E@—m&k1 (x—p hx_1

,dan behooren
” Bk — 13 fk—l en hk——l tot dezelfde Ik_ 1s
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Sterwijl de drie I,, _ , bepaald door (f, — . h — 1, hy — 1k fic — 1),

L e h R e R O e e O e T ) )
.een (n—k — 1)-puntige groep &, ___1 gemeen hebben.
.Deze groep wordt tot eene volledige groep der hetrokken
oIy — 1 aangevuld door het k-lal uit die groep der I,,, welke
Jniet tot vorming der I, ;1 diende.”

Er bestaan dan dus drie I, _1:

fh—xhr—1 gn—k fk—1 hy gk —1
hy—x fe—1 fo—k8k—1 Bn—k hk—1
gk Pn—k —1 h @n k1 fik $n —k—1
In een bijzonder geval, voor k =n — 1, verdwijnt &, _ _ 1.
a1, B2.. . u. an 1, dp
Hebben we dan de I, § by, as.....by _ (,b, en vormen
€1, C2.....Ch_—1,Cp
de groepen
Ry o o mn iy — il ChE o o ap 1
Difeye veens Ty genesl e SR e Ch—1 ¢ eenely, 4
P1 o Yn—-2 BpIGIR e O =
dan vormen ook
bn, P e e ¥Yn—2
Gy 1l o Bn—92 ¢ eene I, _ 1.
d 1t areT e e

§ 5. De I, voorgesteld door
(" +arz” 1. e+ A+ b2 4. . bn)=0 (66)
bevat voor A= —1 de groep:
(a1 — b1) A ok (ap — 1 —by _1)z+(ay— by) =0. (67)

De (n — 1) wortels dezer vergelijking vormen dus met z = oo
eene groep der I,; we noemen ze centraalpunten, in overeen-
stemming met die benaming bij de I..

Kiezen we het nulpunt z66, dat één der wortels van (67)
nul wordt, dan moet in de nieuwe vergelijking a,," = by’ zijn;
de I, bevat dan eene groep:

s ) y
Zn ]+szn —E—ngn 3"['_ ..... CH_]_Z:O'I
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waarvan z= o en z =0 lwee punten zijn. De I, is dus
voor te stellen door:
(z" + dy 2" — L ) o (7 AL Gt b
4+ .. .ep_12)=0. (68)
Voor elke waarde w, d.i. voor elke groep is dus:
71 22 . . 2y = dp = constant.

XIII. ,Kiest men één der (n — 1) centraalpunten van eene
,I, tot oorsprong der coordinaten, dan is het product der
 wortels van elke groep der I, constant.”

(Vergelijk Hoofdstuk [ & 2, waar ook z =0 en z = 00 eene
groep vormden der [o; daar gold z; zz = a®)

§ 6. De wortelpunten van de afgeleide der vergelijking
F, (z) =0 kunnen we de brandpunten noemen van de punten-
groep, die door die vergelijking wordt aangeduid. Deze be-
naming herinnert aan de volgende, door Prof. vax pen Bera
ontdekte eigenschap: ')

,De wortelpunten der afgeleide van eene vergelijking met
_n verschillende wortels zijn de (n — 1) brandpunten van
eene kromme der (n-—- 1)¢ klasse, welke de fzn(n—1)
,zijden van den volledigen » hoek der gegeven wortelpunten
,in hare middens aanraakt.”

In overeenstemming met bovenstaande henaming, zullen we
de I,_, welke bepaald wordt door de afgeleide der ver-
gelijking eener gegeven 1,,, de focale involutie dezer I,, noemen.
Door eliminatie van 2 tusschen de vergelijking:

llT (z—pp) =2 III (z — qy) (69)

eener I, en die van hare focale I,, _
n— | n—1
Su Il (z —pE) =220 I (z— qy) (70)
vinden we deze vergelijking voor de dubbelpunten der I,

i\ 1 2l

B — —— 71

21’ z— Pk 12—k (1)

1y Dr. J. F. vax DEN BERG, Nogmaals over afyelevde wortelpunten.
(Nieuw Arch, v. Wisk, decl XV blz. 140. Zie ook IX blz. 1 en XI blz. 153.)
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Schijnbaar is de graad van deze vergeliking (2 n— 1);
indien we n.l. elk der beide sommen tot ééne breuk maken
en dan kruiselings vermenigvuldigen, wordt de vergelijking
eene gelijkheid van Lwee polynomia van den graad (2n — 1);
daar echter de coéfficient van z=" ! in die beide polynomia
relijk is aan n, blijkt de vergelijking van den graad 2 (n — 1)
te zijn.

XIV. ,Eene I, heeft 2 (n — 1) dubbelpunten”.

Door de substitutie

L M D 8
Z—p o g gt 4
gaat vergelijking (71) over in:
2r=3a ™

Het eerste lid dezer vergelijking is het n-voud van den
vector van het zwaartepunt der punten p’, en het tweede lid
hetzelfde voor de punten ¢'. Deze groepen hebben dus het
swaartepunt gemeen, en daar A geélimineerd is, geldt dit voor
alle groepen: zij vormen eene isobarische Ip,.

Dus:

XV. ,Door inversic uit elk van hare dubbelpunten gaat
Jeene 1, over in eene isobarische I,".

En verder, als analogon van I:

XVI. ,Twee willekeurige n-puntige groepen kunnen door
,inversie uit 2 (n — 1), in het algemeen verschillende, centra
,in twee n-tallen mel gemeenschappelijk zwaartepunt worden
yomgezet.”

§ 7. Bezit eene I, het n-voudige punt ¢ en vervangen we
de groep (qp) in hare vergelijking door dat punt, dan gaat
vergelijking (71) over in:

n
T e (73)

welke vergelijking van den (n — 1)en graad is.
We noemen de (n — 1) wortelpunten van deze vergelijking,
overeenkomstig eene bij ralionale involuties gebruikelijke be-
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naming de ,harmonische centra van den (n — 1)en graad” der
groep (p) ten opzichte van het punt ¢ als pool.
Omgekeerd heel t , ket harmonische centrum van den 1en graad”
der groep (p) voor elk der (n— 1) wortelpunten als pool. 1)
De wortelpunten van (73) zijn de dubbelpunten van de
I, voorgesteld door

I (z — px) = A 1’11 (z—1)
1
of door
1 (z — pi) = 2z — O (74)
1

De harmonische centra van den (n— 1)en graad voor de
groep f, (z) = 0 naar de pool z =t zijn dus de (n — 1) dubbel-
punten der I,

fy (z) =a(z—t)n (75)

Nemen we het zwaartepunt a, der groep als pool ¢, dan
wordt de vergelijking der I,,, wier dubbelpunten de harmonische
centra vormen der groep ten opzichte van de pool ai:

= n 9 n = f
7% — nag z" 1—’1—(9)322“ '—(3)332" ... =

— 3z —a1)t (76)
Voor » =1 levert deze vergelijking:
L n;--ﬂ(aﬁ'——ug)z““?’—l—....=~0, (77)
dat iz dus eene groep der I, (76), welke een dubbelpunt in
het oneindige bezit, daar bij het ontbreken van de 2 termen
van den hoogsten graad twee wortels der vergelijking oneindig
zijn geworden.

XVIL. ,Het oneindig ver gelegen punt is dus één der
_harmonische centra van den (n — 1)ev graad van eene groep
,ten opzichte van het zwaartepunt dier groep als pool”. En
,weer omgekeerd:

,Het zwaartepunt eener groep is haar harmonisch centrum
,van den eersten graad voor een oncindig ver gelegen pool.”

(12 — ag) Z

1) Verg., Dr. Gustav KOBN, Zur Theorie der harmonischen Mittel-
punkte (Sitzber. d. k. Akad. d. Wissensch, [Ie Abth. 1883).
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§ 8. De harmonische centra der groep f,, (z) =0 naar de
pool z =0, vinden we, volgens hel bovenstaande, door eli-
minatie van A uit de vergelijkingen:

agz“——naIZ“ﬁl—I—...—I—(—l)k(ﬂ)akz““k...=Az“)
a0z Lt ey T 5 0 ST A e 5(78)

+ (— I)k(n;1)akz““k_l....="}\zn-l

Vermenigvuldigen wij daartoe de tweede vergelijking met
2 en trekken haar van de eerste af, dan ontstaat

alz"‘]—(n—l]agz“"{d ..... -

ML = s TR e ()

Door de substitutie z =%

gaat (79) over in:
dp = — == 0 R A aaa 9T

. +(_1)"(“1\71):1,,_]\,1,“—’f—l....=0 (80)

De wortelpunten van deze vergelijking zijn de brandpunten
der groep:

a t"—na,_1 taisel —{-—...—]—(—1)]{(]]:)&“_ LK =0 (81)

d.z. de inverse punten van de groep f, (z) =0 uit hel eerste
lid van verg. (78 1). -

We zien dus:

XVIII. ,De inversen, ten opzichte van z =0, der harmo-
,nische centra eener groep naar de pool z = 0, zijn de brand-
,punten der groep, welke door inversie der eerste groep, uit
,het punt z=0 als centrum, ontstaat.”

Voor de pool z=1t= o vinden we nog:

,De harmonische centra van den (n — 1)e» graad voor eene
Jeroep eener I, naar de oneindig ver gelegen pool zijn de
,brandpunten der groep”.



HOOFDSTUK III.

Kubische involutie met twee drievoudige punten.

§ 1. De vergelijking

(z —a)® = A (z + a)® (82)
bepaalt de groepen eener ls, welke twee drievoudige punten
7 — —a en z=a bezit, die we door A; en A, aanduiden.

Wij noemen ze de hoofdpunten der ls.
Stellen we

U o)

w1

$E!

el
dan geldt voor de vectoren van een drietal dezer I3:

VAL + a ?0 + A E’L%j{_l

Z1 — a4 l.n——'l LZz;——-H..

&33)

[mmers uit (82) volgt: (j £z a) —A, welke vergelijking drie

verschillende wortels heelt, die uit een van hen worden ge-
gevonden door vermenigvuldiging met elk der drie derde-
machtswortels uit de eenheid, te weten 1, ¢ en e

Uit de eerste der drie vergelijkingen (83) lelden we af:

mta_ (._1+1V3)7"+"

71 — d Zes — A

of

nze—azm Fazm—al=g(—1+iV3)(z12: — azz +-az —a’),

—

ZZP—(Q_1V3)¢1+“(1+1V3}§ &1 i)+ _(3_n/3),

+q3—1l/3
e P Al ’1V.3+/11 s
waarul 2 C 3_1l/3 ?1 V3+dl ( )

ALl 73 T2
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Deze vergelijking blijft waar, als we z: en 22 door z: en 23
of ook door 23 en z; vervangen.

Tusschen elk tweetal punten bestaat volgens (84) eene
verwantschap (1,1), dus eene projectiviteit, terwijl elk drietal
der Iz blijkt invariant te zijn voor de cyclische projectiviteit,
die door (84) is bepaald.

Is z1=a of —a, dan wordt ook zz = a of — a; de hoofd-
punten Ay, A: zijn dus de dubbelpunten dezer -cyclische
projectiviteit.

We noemen deze bijzondere Is verder de eyclische ..

Uit vergelijking (83) volgt

L BAr o e St
AL == Zg — a
9( 2!.
e —---r'1~=e(1 2 ) en evenzoo:
Zy — 4 3 L2 —d =
2a AL (85)
el L ey
Zg — a Zg —a

Hieruit door aflrekking en deeling door 2«

e (e ) (86)

71 —a Zz—a Zg —a Zzg—a

Door cyclische verwisseling der grootheden zy, ze, 73 ontstaan
hieruit nog twee betrekkingen.
Door inversie met centrum z = a, dus door de substitutie

1

=t,

Z—a
wordt een punt Z door een punt T vervangen en gaat (86)
over in:
t] — [2 ==Z.£ (tg == t:}) (87)
Hebben we een veclor z; =r (cos 0 -+ isin 0) en een anderen
79, die e'* maal zoo groot is, dan is

Ze =r | cos (& 4 0) + i sin (« + 0)]

Deze 2¢ vector heeft dus denzelfden modulus als de eerste

en maakt een hoek « met den eersten.
*

—l i . =
Nu was e =-e3 |, dus lezen we in verg. (87), dat de vector
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(ty — tg), dat is de lijn T 1,. met de lijn T2 Ts een hoek
van 120° of 60° maakt.

700 is ook de hoek tusschen Ty Ts en P, Ty gelijk aan 60°.

Elk drietal der cyelische Is wordt dus door inversie uit een
van haar hoofdpunten omgezel in de hoekpunten van een
gelijkzijdigen driehoek.

Uit verg. (83) volgt dat de hoeken, waaronder men de lijn
A; As uit de punten eener groep ziet, eene reeks vormen met
cen verschil van 120°.

Uit verg. (83) volgt verder, dat Zi, Zs, Zs op eenen cirkel
liggen, ten opzichte waarvan A; en A toegevoegde punten
zijn, daar immers de afstanden tol die punten eene constante
verhouding hebben. De cirkel is dus een -cirkel (zie Hfdst. 1
§ 4) van den bundel met grenspunten Ai, As.

Zijn C en D de snijpunten van den cirkel Zi Zz Zs met de
hoofdas, dan moeten bij inversie van dit drietal uit een der
hoofdpunten, b.v. uit Ae, de punten Ay, Ae, (! en D harmonisch
blijven. As gaat over in het punt in het oneindige, de cirkel
wordt omgezet in een cirkel en A; wordl het midden van
¢ en D, het middelpunl van den cirkel, dus ook het middel-
punt van den gelijkzijdigen driehoek. De verschillende gelijk-
zijdige driehoeken, waarin de drietallen der cyclische Iy door
inversie uit een hoofdpunl overgaan, hebben dus het nverse
beeld van het andere hoofdpunt tot gemeenschappelijlc centrum.

We kunnen dit aldus bevestigen.

Nemen we als drievoudige punten voor de Iy de punten
7z—0 en z=c, dan wordt ze voorgesteld door

7= A (z — c) (88)
Dus is
25 C L8 el GO g Bt (89)
Z3 Z3 71
(# C
(e _)
of 1 — 2= ( .
dus ook Len L (1— l) (90)
' CaE Ze W RN CUE Z 1 :
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Inverteeren we uit het punt z =0, substifueeren dus

Ml _1_
4

dan wordt y —G=c¢cly — 51) ‘
of: G—y=c(li—19) | i

¢ 9
en zoo 00k G—y=c(G—9) ! (91)

waaruit blijkt dat 5 het centrum der gelijkzijdige drichoeken
wordt.

XIX. ,De eyelische Ty gaat door inversie uit elk van hare
,hoofdpunten over in eene isocentrische ls.”

§ 2. Uit verg. (86) volgt:
1 5

AT T | I S (92)
Daar echter ¢ voldoet aan de betrekking:
24 e+ 1=0, (immers & =1) (93)
is voor (92) te schrijven:
1
STy A ;;*W: —i— = = 0. (94)
of: £

{ 2o 23 — a (ze +25) + 2%} |2 )z 25 —a(z1 +25) + 2% | 4+
eiz122 —al(z + 22) +a%l =

In verband met (93) wordt dit
72 25+ e 21 23t e Z1 Ze=a |(1 4 &) ze F (¢ + %) 21 + (1 &) 2a]|
en nog eens (93) toepassende, vinden we

a=— (2228t ¢2122 + e®21 23): (21 + 23 + *22) (95)

XX. ,Door één drietal wordl een drievoudig punt eener

yceyelische Is, dus ook de cyclische Iy zelve, volkomen bepaald.”

De hier afgeleide formule geldt algemeen. Indien we n.L
uitgaan van de hoofdpunten a en b, dus van de vergelijking

(z—a)P=a(z—Db)®
dan vinden wij uit verg. (83)
Zlh—l) o8 éz-—l’) 225—Db
S T L
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waaruit 15+ peib . (1 | 4 ”Zb_)
Z1 — 4a Zz — b .
fi=—ah a-—b (96)
en dus ook 1+ _ =5(1 L e _-7)
2z -— & T = bl

Door aftrekking en deeling door (a — b) vinden wij verg.
(86) terng, waaruil we de uitkomst (95) hebben afgeleid.
Wordt vergelijking (83) vervangen door

ar—=71 —a— 7 =
e o O7)
dan zien we eene verwisseling van a en 2 optreden.

Dus A; en As zijn lwee punten van een cyclische Iy die
7, en Zo tot hoofdpunten heefl. Daar nu (97) bij cyclische
verwisseling van zi, Zs. Zs 00k blijft gelden, blijkt:

XXI. ,De drie cyclische Is, wier hoofdpunten achtereen-
_volgens liggen in de drie paren van eené grocp eener cyeli-
.sche s, bezitten in de hoofdpunien der oorspronkelijke Iy
_een gemeenschappelijk paar.”

§ 3. Uit (86) vindt men achtereenvolgens
9

1 | ;ﬂ'i( 1 1 )
B — — Q¢ — ],
Z Z1 — 4 Zs — 4

i 73— 2.14_,,
((zl —a)(zs — u))

___Z;;-—wZz a— Zg — i

D= ——e% =—u= (98)

7z — 22

(22 — a) (zs — 2) A

eIl

Ty — 7y A — Z1

[Mieruit door cyclische verwisseling:

L
71— Z3 a4 — Zg =]
D e )
1— 22 a—Ze
il 99)
en st__:ﬁﬁ__‘_@.?;z}:ﬁe_ﬁ’“

Zg — 73 "a— 73

Van de complexe dubbelverhoudingen der punten A, Zi,
Zs, Zs zijn dus drie gelijk aan — ¢, dus gelijk aan een der
wortels van 32 — 3+ 1=0.
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Maken we de drie andere mogelijke dubbelverhoudingen op:

gz N AT 7

D.g = : )
Zg — Ze O — Z2
ey PR == Y BE= VAT
D5 = e .
Z1— Zg A4 — I3
Zg — 7 QA —iZg
D= : :
do— 41 A —iZ1
dan blijken deze respectievelijk gelijk te zijn aan —, —en —,
D’ D: " Ds;
: :, 1
dus onderling gelik aan y =-—=. Nu was ¢ een wortel
&

1. 2 :
van ¢ - ¢ -+ 1 =0, dus —is een wortel van (1) -} 1 +1=0.
(3 & &

of o is dus een wortel van % — 5 1 =0.

e | —

De 6 complexe dubbelverhoudingen zijn dus drie aan drie
gelijk aan een der beide wortels van 32 — 34 1 =0.
De vier punten A, Zi, Zs, Zs vormen, wat men noemt een
equianharmonisch viertal, ‘
Door de substituties:
Zy — Ze = by ew', 25 — 23 =hg &' ¥
a — 22=dgei", a—zg=dye®
gaat de eerste vergelijking van (98) over in:

-1
(¢ + x—¢ —w ——m)i
b[d1:hgd2:e§ g 3 )

Hieruit volgt:

(99)

b1 di =Dbs d: = bs ds of:

Zols XZiAe=737)y X ZaAs=17,75 X Zs As. (100)

De vier punten Z;, Zs, Zs, Ae, en natuurlijk evenzoo de
punten Zy, Zz, Zs, Ay, vormen dus een vierhoek, waarvan de
produkten der overstaande zijden aan elkaar gelijk zijn (dus
volgens Hoofdstuk I § 3 een harmonischen vierhoek), maar
bovendien zijn deze produkten gelijk aan het produkt der
diagonalen. Een dergelijke vierhoek is door NEUBERG een
isodynamische vierhoel: genoemd. Elk punt heet een isodyna-
misch centrum van den drichoek door de overige punten
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gevormd. !) De beide hoofdpunten A; en A zijn de isody-
namische centra van driehoek Zy Zsz Zs.
i G T

Daar volgens (100) Dby di= Db ds of o is de ver-
houding der afstanden van de punten Zs en A: (en evenzoo
van Zs en A;) tot de punten Z; en 7o constant. Zs, Az en
A, liggen dus op een cirkel van Arorronivs, f.o0. waarvan
7, en Z toegevoegde punten zijn. Maar hetzeltde geldt voor
de andere zijden van den driehoek 71 Zs Zs. De isodynamische
centra van een driehoek zijn dus de snijpunien der cirkels van
Aporrosiws.  Daar de genoemde betrekking tusschen de hoofd-
punten en elk drietal bestaat, zien we dat de cyclische Is dus
bestaat wit alle drichoeken, welke de isodynamische cenira genieen
hebben. ) Zij is dus (verg. XX) door een drietal volkomen
bepaald.

De cirkels van Avoronmws der verschillende drietallen
vormen den bundel 2 met basispunten A, As, wiens exem-
plaren alle cirkels 2% der drietallen loodrecht moeten snijden.

Het middelpunt van den cirkel van pundel 2, die door Zs
gaat (cirkel 2ls), moet dus liggen op een raaklijn in Zs aan
citkel ZiZsZs en tevens op de liin Zg Ze. Zoo is ook de
cirkel P, te construceren (die Zg hevat) en we krijgen dus
de volgende constructie voor de hoofdpunten A, A; als de
groep Pi, Pe, Ps gegeven is.

XXII. ,Beschrijf den cirkel Py Ps Ps. Trek daaraan in Pi
,en Po de raaklijnen fol waar zij de lijnen P2 P, en Pi Ps
,in de punten Si en S, snijden. Beschrijf met 51 en S. als
,middelpunten twee cirkels met stralen gelifk aan SiPi en
,Ss Pg, dan zijn de snijpunten dezer cirkels de hoofdpunten
,A; en Ae van de cyclische Is, die de groep P1, Ps, P; bevat.”

Om nu een punt Qu aan fe vullen tot eene groep dier Is,

) J. NEUBERG. Mémoire sur le tétratdre. (Memoires cour. par I’ Acad.
Royale de Belgique, 1886, tome XXXVII, p. 37).

Dr. JAN DE VRIES, Fsodynamische und metaharmonisehe Gebilde. (Sitz.
ber. Akad. Wien CI, 8. 66—78.

) Zij is dus identiek meb de isodynamische involutie, welke door
Dr. JAN DE VRIER is behandeld (Involutions harmoniques, L. c. p. 128).
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beschrijven we cirkel A; Az Qq, trekken in Qi de raaklijn;
deze snijdt de lijn A; Az in het middelpunt van den cirkel
0Q; Q2 Q3. We construeersn nu eerst het inverse drietal, door
Q1 uit A; (of As) op dezen cirkel te projecteeren en dat beeld
tot een in dien cirkel beschreven gelijkzijdigen driehoek Ty T T
le voltooien. De projecties van de twee nieuwe toppen uit
A; op den cirkel zijn dan, volgens het bovenstaande de ge-
zochte punten Q. en Qs. (Om het inverse beeld van Qy te
vinden, hadden we eigenlilk nog 'T'i moeten spiegelen ten
opzichte van de hoofdas, doch daar deze spiegeling ook weer
zou moeten geschieden om dan uit Te en Ty de punten Qg
en (s te vinden, blijft het resultaat hetzelfde.)

Indien één hoofdpunt A, en een paar P, Ps der Is gegeven
zijn, dan kunnen we dat paar uit A als centrum, met een
willekeurigen straal inverteeren in 1I;, II;. Op II; Il als
basis kunnen nu echter lwee gelijkbeenige driehoeken met een
tophoek van 120° geconstrueerd worden. Hunne toppen zijn
dan elk het centrum van eene isocentrische I; en tevens volgens
§ 1 van dit hoofdstuk het inverse beeld van het 2¢ hoofd-
punt eener cyclische Is, die A; als hoofdpunt en Py, Py als
paar bevat.

We zien dus: _

XXIII. ,Door één hoofdpunt en een paar der I; worden
otwee cyclische Iz bepaald”

& 4. Vergeliking (82) is ook te schrijven in' den vorm
(1—2a)zP—3U0+MNaz?+3a*(1 —A)z—a* (1 +2)=0. (101)

Door invoering van den vector z, van het zwaartepunt der
door A bepaalde groep gaal ze over in:

72 —3z0z° + 3a’z—a’zn=0 (102)
waarin dus Zu‘———“l 28 is.
1— A

Vervangen we in (102) z door «*:t, dan is dus zt= a®,
d. w.z. de punten Z en T' wordep door de hoofdpunten har-
monisch gescheiden. De punten T voldoen aan

9

2
(IRt A s DT s (R = N0, (103)
Zo 70
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Uit deze vergelijking blijkt, dat de punten T ook eene
groep van de Iy vormen, mel zwaartepunt fo =a*: 2. Daar
nu tozo=a? is, ligt het zwaartepunt van de groep T even-
eens harmonisch met hel zwaartepunt der oorspronkelijke
groep ten opzichte van de hoofdpunten.

Tusschen de wortelpunten van (102) en van (103) bestaat
dus een verband, dat onafhankelijk is van de keuze van het
assenstelsel. Het linkerlid van (103) iz dus de kubische
covariant van het linkerlid van (102).

Uit verg. (83) volgt:

(z»zi fz) _mta st (104)
Zo— 4 71—k Zg — d

a7 i A : A1
Door de substitutie —— =1 vindt men hieruit
7Z—a

we? =1y Us. (105)

Tusschen de punten U en Z hestaat een verwantschap (1,1),
wanneer dus 2 punten U samenvallen, is dit ook het seval
mel de overeenkomstige punten Z. Uit (105) lezen we nu
af, dat Z. een der dubbelpunten is van eene I;, waarvan Z
en Zs een paar vormen. Haar tweede dubbelpunt is bepaald
door het punt dat met — us overeenkomdt, dus door

ta + a 7o | &
= (106)
te — a Zg — 4

Een der dubbelverhoudingen, welke de beide dubbelpunten
met de hoofdpunten bepalen, is dus gelijk aan — 1; het ge-
noemde ,tweede dubbelpunt” is dus het vierde harmonische
punt tot het drietal Zs, A1, A., en bijgevolg identiek met het
wortelpunt T uit (103).

Zoo zijn de punten 7, en Ty dubbelpunten van eene Lo,
die Zs, Z; als paar bevat, enz. Dus elk der wortelpunten
van (103) 18 harmonisch gescheiden van een der wortelpunten
van (102) ten opzichlte van de beide andere punten dier groep,
en omgekeerd, eene hevestiging van het feit dat een kubische
vorm de kubische covariant van zijn kubischen covariant is.

Kk der drietallen Ti, Te, Ty en %1, Ze, Zs vormt met elk
punt van het tweede drietal een harmonischen vierhoek.

Zoo zijn in vierhoek Zi 7s Ty Zs de afstanden van de diago-
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naal Z; T tot de zijden Z; Z» en Z; Zs evenredig met die zijden.

De afstanden van het snijpunt der lijnen Zy T (k =1, 2, 3)
tot de zijden van A Zj; Zs Zs zijn dus evenredig met die zijden,
dus evenredig met die zijden, en dat snijpunt L is dus het punt
van Lemoine voor den driehoek Z; Zs Z;. Maar om geheel analoge
reden is het tevens hel pun! van Levowse voor A Ti T Ts.

De punten A; en As, de isodynamische centra van A Zy Ze Zs
en tevens van ATy Ty Ty, zijn de snijpunten der cirkels van
ArovLronws, maar tevens de dubbelpunten van eene I:, waar-
Ty, Z1; Te, Zso; Ts, Zs paren vormen.

Daar deze paren alle op eenzelfden 23-cirkel liggen, is het
snijpunt L hunner verbindingslijnen het in (33) bedoelde punt
I. van de hoofdas A; A.. Hierop ligt ook het middelpunt M
van den B-cirkel. Daar volgens (33) ml=a* is, zien we
hier de eigenschap bevestigd '), dat de isodynamische centra
(Ag, Az) van een drichoek (Zy Zz: Zs of Ty Ty Ts) met het sym-
mediaanpunt L en het middelpunt M van den omgeschreven
cirkel collineair en tevens harmonisch liggen.

Daar de verbindingslijnen van alle concyclische paren der s,
welke Ay en Ag tot dubbelpunten heeft, door één punt L der
hoofdas gaan, geldt verder nog:

XXI1V. ,Alle concyclische drietallen der cyelische Iz hebben
Jhet punt van LEMOINE gemeen.”

§ 5. De zes punten Zy, Ty, (k=1,2,3) zijn de wortel-
punten van de vergelijking
(28— Bzoz*t3a*z—a’z)(z° — 3 toz23az—at))=0 (107)
welke kan herleid worden tot j
26 — 3 (to + 2o) 2° + (6 a% 4 9 t, 7o) z* — 10 a® (t, +- 7o) z° +
+ (6 a%zoto+9a%) 22— 3a*(ty+ z) z+atz, t,=0. (108)
Door de substituties

)
0

da
z +

9
2
Z

=9v, to+ 20 =2 vy, (109)
waaruit volgt:

1
] a : ; a : 2
ZJ_’_‘_}}:&,“"}_QQ‘! en Z:]—][—'f!—Svli'—"bﬂzV
Z Z

) J. Neusere 1 c. p. 40.
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en met behulp van t,z,=a*® gaat verg. (108) na deeling
door z°, over In
v  —3v,vi+3atv—a’vo=0, (110)
; a? a? —e
Uit z = T en dus t= = met z |- =i 9 v, volgt, dat vy de

vectoren zijn van de middens der limen Zy Ty, terwijl Vo
volgens (109) het midden is van de zwaartepunten der beide
drietallen, maar tevens volgens (110) het zwaartepunt van de
nieuwe groep Vy. Dus:

XXV. ,De middens der gemeenschappelijke symmedianen
,van twee covariante driehoeken der cyclische I vormen zelf
.00k een drietal der Is.”

Zijn T, Te, I's en Aq, Do, As twee, in denzelfden zin door-
loopen drietallen der isocentrische I;, die door inversie der
cyclische Iy uil A; als centrum is ontstaan, dan vormen de
middens Il van [y Ag wegens de symmetrie der figuur, ook
een gelijkzijdigen driehoek van de nicuwe Is. Daar de punten
II; ten opzichte van D'k en Ag harmonisch zijn toegevoegd
aan het punt in het oneindige, vinden we door eene inversie
de eigenschap:

XXVl. ,Worden de punten van een drietal der cyclische
I;, in bepaalden zin rondgaande, gekoppeld aan de punten
,van een ander drietal, dan wordt elk der hoofdpunten door
,de drie paren harmonisch gescheiden van de punten van
,een derde drietal der Is.”

Daar we de punten van 2 drietallen, in eene bepaalde richting
rondgaande, op drie wijzen kunnen paren, en dan telkens met
¢ll: der hoofdpunten een 4¢ harmonisch punt vinden, kunnen
we op deze wijze uit twee gegeven drietallen, zes nieuwe
groepen afleiden.

§ 6. De afgeleide der vergelijking (102):
23— 3z02:+3a’z—atz,=0, (102)
dat is: .
22 — 27z 1+ a?=0 (111)
geeft ons voor elke waarde van Zo de brandpunten der groep,
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die bij z, behoort. Zij stell eene kwadratische involutie voor,
die de hoofdpunten A; As der Iz tot dubbelpunten heeft.

Hieruit volgt dan:

XXVIL. ,De brandpunten van SteiNer van een driehoek
»zijn_harmonisch en concyclisch met de isodynamische centra
y,van dien driehoek”.

Immers die brandpunten vormen een paar der door (111) aange-
wezen Iz, welke de isodynamische centra tot dubbelpunten heeft.

De brandpunten van het met (102) covariante drietal der I3,
dat door z,’=a®:z, bepaald wordt, worden volgens (111)
aangewezen door:

,12
22——2;—3—%—:12———0. (112)
Zo

Nu bepalen (111) en (112) met de vergelijking

z2 — a’=o
volgens (37) een metaharmonisch zestal. Dus:

XXVIII. ,De brandpunten van twee covariante drietallen
yder cyclische Is vormen met de hoofdpunten een metahar-
,monisch zestal”.

Daar uit (111) blijkt, dat het midden (z) der brandpunten
van eene groep der I tevens hel zwaartepunt van die groep
is, kunnen we die brandpunten construeeren als paar der I.
met dubbelpunten A; Az, waarvan het midden bekend is. Ze
zijn dus (vergel. Hfdst.-I § 5) de dubbelpunten van eene Iq,
waarvan de isodynamische centra A;, A; der groep een paar
vormen en het zwaartepunt 2, het centraalpunt is.

§ 7. De brandpunten van een drichoek kunnen we, zonder
van de isodynamische centra gebruik te maken, ook aldus
vinden:

De brandpunten (Fy, Fs) van de groep:

2P —3a,z8+3az—az=0 (113)
worden bepaald door:
22— %a;z4a:=0. (114)

Voor hen gelden dus de betrekkingen:

fl —|_f2=9dﬂl, fl f2=a2:1§(?§; Z2+22Z3—'—Z1 Za) (115)
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Leggen we den oorsprong in het punt zs, dan wordt

f1+f2=231:220. f1f2=1§2123 (116)

De brandpunten Fy, Fe vormen dus ook een paar der I

1 e
met dubbelpunten z= =+ l/ g 1 L. Zij kunnen dan weer

met behulp van hun midden, hel zwaartepunt van den drie-
hoek, worden gevonden.
Uit (116) volgt:
3fifa—12z1 %0

/) h y
of Boppe Dt =rine 1y + ) 117)
Indien we nu nog de bissectrix van hoek 7 Zs Zs als X-as
aannemen, waardoor dus ;= — s, dan wordt het 2¢ lid

van (117) gelijk aan rire, dus reéel. Het eerste lid is dan
dus ook recel, waaruit volgt: &1 -+ @:=0 of 27.

XXIX. ,De rechten, uit cen hoekpunt van een driehoek
,getrokken naar de brandpunten van STEINER, zijn isogonaal
Sverwant” .

Uit de vergelijking (82) der Is volgt:

st (z — a}
(z + a)®
en uit de substituties (25) blijkt dus:
@ —ap| _r
l’\l—lé_\_,l)” g3’

Nu is voor alle groepen die op eenzellden W-cirkel liggen,
s=cr, dus #:s constant en | 2|=¢" i)

Voor de brandpunten dier groepen geldt:

(118)

(z — a)>= A (z + a)* (119)
Eliminatie van » uit (82) en (119) levert dan:
SJ — ci] ].2 (10)0)

XXX. ,De brandpunten van alle drletnllen van eenzelfden
W-cirkel s=cr, liggen op den LlILLl s=c /= r, de zwaarte-
,punten liggen op den cirkel s =_c¢ tum]l de middens
(Vi) der paren (Zy Ty) van twee ('ovanante drictallen op den
,cirkel s = c*r gevonden worden”.




41

Immers voor de zwaartepunten geldt (zie verg. (101) en (102))

:l—I—A

Z
=

a of zo —a=Ax(z + a)

dus s=c®r.

En daar de punten Zy, Ty, volgens § 4 van dit hoofdstuk,
paren zijn op eenzelfden @3-cirkel, van eene I, die Ay, As tot
dubbelpunten heeft, liggen volgens Il de middens Vi op den
cirkel s=c¢*r.

Deze cirkel is de in Hoofdstuk I, § 4 genoemde cirkel I, die
het middelpunt van den 2B-cirkel s=cr en het gemeen-
schappelijke Lemoine punt L van de driehoeken Zy Zs 73 en
Ty Ty Ts als tegenpunten bevat. Hij is dus in verband met
XXIV de gemeenschappelijke cirkel van Brocarp voor alle in
cirkel & beschreven driehoeken der Is.

§ 8. Wanneer we willen weten hoeveel paren der cyclische
I; op eene willekeurige rechle liggen, en daarbij bedenken,
dat dit aantal, indien hel eindig is, voor elfe rechte van het
vlak hetzelfde zal zijn, dan kunnen we voor het gemak van
hel onderzoek wel eene rechte door een hoofdpunt beschou-
wen. Indien we nu de Iy door inversie uit het andere hoofd-
punt (b.v. A;) omzetten in eene isocentrische Is, dan gaat de
rechte door A: daarbij over in een cirkel I'y door het centrum
van inversie Ai en door het inverse beeld van Ag, d.i. het
centrum der nieuwe I;. Lalen we de punten van deze I3
+ 120° om haar centrum wentelen, dan komt elk punt op
de plaats van een ander punt van zijne groep. De cirkel I'y
neemt daarbij een stand ['s aan, die behalve het centrum als
draaipunt, nog slechts één punt met Iy gemeen heeft. Dit
punt ze is dus het eenige punt van den cirkel dat in den
nieuwen stand de plaats inneemt van een punt zijner groep
(waarmee het dus een ,paar” vormde) in den ouden stand.
Wentelen we dit punt z; 120° in tegengestelde richting, dan
vinden we op [I't een punt z;, dat nu dus met z: een paar
der I; vormt, en wel het eenige paar dat I'; bevat.

In de cyclische Is vinden we dus op eene willekeurige
rechte lijn slechts één paar. De bijas maakt hierop eene uit-
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sondering en draagt, als oneindig groote cirkel van den bundel
9B, oneindig vele drietallen, dus ook oneindig vele paren.

Een cirkel door één der hoofdpunten, zal bij inversie uit
het andere hoofdpunt overgaan in een cirkel door het centrum
van de isocentrische Is, dus juist als het geval was met de
rechte lijn. De cirkel gaat nu echter niet door het centrum
van inversie. Daar nu cirkel I'y slechts eéén paar der isocen-
trische I3 bevatte, bevat dus ook een cirkel door een der
hoofdpunten slechts één paar der cyclische Is.

§ 9. Nemen we z=a enz=>hals hoofdpunten der cycli-
sche I aan, dan is hare vergelijking:

(z—a)*=x(z — b)? (121)
of
s ad—Ab . ,a?—2b Sl
A s e U = e

Hiervoor is te schrijven:

3 a—ab , 43 a®— aab-4b(a—2 b) + rab —ab -k

fi=—rx 1 —a
. (a"’ (@a— ab)4b*(@a—ab)+ ra’b— E_L}j_i_
1 — A
a!h — arab? —a?b 4 aab®y
i 1 — 2 ) s
Door de substitutie }:1;)&/‘_1] = 70, gaat dil over in:
29 — 87022+ 3[(a -+ b))z — ab]z — [(a®> + ab 4 b?) z 4
—ab (a -+ b) =o. (122)

Is de vergelijking der Iy in dezen vorm geschreven, dan
zijn dus a en b de isodynamische centra.
Om nu de isodynamische centra van de groep:
cozd—3crzi+3cz—cs=0 (123)
te vinden, stellen we de coéfficienten uit (122) evenredig aan
die uit (123) en drukken z, @ en b uit in de grootheden ec.
We krijgen dus:

!

Co

= 70
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2) cj—(a—[—b)zo—ab
Co

3) 2—3——"({1—{*13)920%{1[320—-ab(a—l—b).
0

Na eenige herleiding vindt men hieruit:
' (FE ) CoCy — Ci C’f, = C1 Cs — Czi'
Co Co — (1 CoCe — C1°
De vergelijking die de hierdoor bepaalde waarden van a
en b tot wortels heeft, dus
(cocs — e1?)z%2 — (co cs — ¢1 e3) z -+ (e1 es — e22) =0, (124)
stelt nu de isodynamische centra voor van de groep (123).
Het linkerlid van vergelijking (124) is de covariant van
Hesse van het linkerlid van (123).
Hieruit volgt tevens:
XXXI. ,De wortelpunten van de Hessiana van eenen kubi-
,schen vorm zijn de snijpunten van de cirkels van ArorLonivs.” 1)
Voor ¢; = cy =0 heeft de groep (123) een dubbelpunt in
z =10, en wordt hare vergelijking:

22 (coz— 3.¢1) = 0. (125)
Verg. (124) gaat in dat geval over in:
z* =0, (126)

XXXII.  ,Bezit dus eene groep een dubbelpunt, dan vallen
,de isodynamische centra ook in dat punt samen.”.

Uit het voorgaande besluiten we nog:

XXXIIL. ,Ten opzichte van elk drietal eener cyclische I
,als grondvorm f(z) = 0, vormen de hoofdpunten A; en A; de
,wortelpunten van den overeenkomstigen covariant van Hessk.
,Elk drietal is equianharmonisch met elk der punten A;, As.”

Fn dus:

XXXIV. ,Alle kubische vormen, die de drietallen eener
scyclische Is voorstellen, hebben een gemeenschappelijken kwa-
,dratischen covariant, met de hoofdpunten als wortelpunten.”

") Vergelijk BELTRAMI. Ricerche sulla geometria della formne binarie
cubiche (Acad. Bologna Ser. II. [X, 1870).

JAN pE VRwius. [Involutions cubiques dans le plan complexe. (Rendiconti
di Palermo. V 1891, p. 289—300).



HOOFDSTUK 1V.

Kubische involutie met één drievoudig punt.

§ 1. De vergelijking
apz® — 3 a1z’ +32:2 —ag=alz--p)° (127)
stelt eene I; voor met z=p als drievoudig punt.
Hare focale ls:
a0z - 2a1z+ az=x(z — p)? (128)
heeft = p tot dubbelpunt.
7ij z= o haar tweede dubbelpunt, dan kunnen we de eerste
groep uit (128) vervangen door de groep
(z —a)2=0 of z* — Qa7 a?=0.
Door dus in (127) ook ag=1, a1 =« en a. = a* te sub-
stitueeren, gaat deze over in
7% — 30522-{'“:3‘262?.—“-963‘1—063—213:7\(2 — p)?

of, als we &® — a3 = — 3% stellen, in:
(z — a) — > =»(z —p)* (129)
Voor A= 0, krijgen we de groep:
(z— )= P>
ik &
y=atped’  =at+pe, k=0,1,2. (130

Deze groep bestaat dus uit de toppen van een gelijkzijdigen
driehoek, met middelpunt z = «, Waaraan we den naam
 metacentrum” kunnen geven.

Bij eene I3 zonder drievoudige punten zal elk der beide
dubbelpunten der focale l» een middelpunt van eene symme-
trische groep der Is, een metacentrum zijn (verg. Hoofdstuk V
& 1). Bij de thans beschouwde I3 wordt de tweede gelijk-
zijdige driehoek door het punt z=p vervangen, terwijl bij de
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cyclische Iy de beide driehocken in de hoofdpunten samen-
getrokken zijn.

Vergelijking (129) is te schrijven als:
(1—A)z°—3(@—par)z2+3(x® —p*A)z—(2®*—p*a) —B*=0.

De substitutie zu=¢1:--]—))—;\ voor het zwaartepunt der door
» bepaalde groep, en de schrijfwijze: «® - 3* = « %, verder
nog de keuze van hel drievoudig punt z=p, tol oorsprong
(z=p =0), doen de verg. overgaan in:

Z:’—32022+3%20Z*—722020. (131)

De dubbelpunten der I3 vinden we door eliminalie van zo
uit deze vergelijking en hare afgeleide vergelijking, d.i. die
van de focale Io:

72 — D707 -+ @ 20 = 0. _ (132)
Deze gebeurt het eenvoudigste, door (132) met 2 te ver-
menigvuldigen en (131) met dit produkt te verminderen.
We krijgen dan voor de dubbelpunten der Iy:
22— 2az 4+ 9y*=0 (133)
Het metacentrum « is dus juist het midden der dubbelpunten.
De isodynamische centra van het door zp bepaalde drietal der
Iy (131) worden, door toepassing van (124), aangewezen door:
(220 — 20} 2° — (¥* 20 — 2 2%) 2 4 (¥ 20* — 2 2,7) = 0
of, na deeling door %, door
(20 — @) 2® — (220 — y*) z+ (&® — %) 20=0. (134)
Vervangen we in (131) 2 door z, dan beschouwen we dus
de punten, die met het zwaartepunt hunner groep samen-
vallen. Zijj zijn dus elk het midden van de door hen zelf
(als zwaartepunt z,) bepaalde groep.
Deze drie punten worden dus bepaald door de vergelijking:
220° — 3 x 202+ 9%z = 0. (135)
De worlel zy =0, bepaalt het drievoudige punt, zooals uit
(131) blijkt. Het midden der beide andere wortelpunten,

nl. z, ="  ligt op de lijn, die het drievoudig punt (z = p = 0)

4
met het metacentrum (z = «) verbindt.
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§ 2. Door inversie uit het drievoudige punt z = 0, gaat de I3

ELOZS——331Z2+3&22-——33=?\Z3 (136)

over in
7 ast? —3azt?-8at—a=—2r= (137)
Hare focale lz wordt vervangen door ¢éne enkele groep, n.l.
agtg;&)agt—}—al:@. (138)

Daar deze vergelijking geen veranderlijke « meer beval,
stelt zij dus tevens de dubbelpunten van de Iy (137) voor.
Het zwaartepunt is voor elke groep dezer I; aangewezen door
as : ay, dus onafhankelijk van de waarde z, die de groep
bepaalt. We zien dus:

XXV. ,Alle groepen van deze bijzondere isobarische ls
Jhebben de brandpunten gemeen. Deze zijn tevens de dubbel-
,punten der Is, terwijl het drievoudig punt oneindig ver
weg ligt.”

In verband met de in Hfdst. II § 6 genoemde stelling van
prof. vAN DEN BERG, hebben we dus:

XXXVI. ,Eene Iy met een drievoudig punt in het oneindige
_bestaat uit de toppendrietallen van alle driehoeken, wier zijden
,in het midden worden aangeraakt door confocale ellipsen,
,die alle de Lwee dubbelpunten der Is tot brandpunten hebben.”

§ 3. Bij de isobarische Is met drievoudig punt z = 0, moet,
overeenkomstig haar naam, het zwaartepunt van alle groepen
in 2 =0 liggen. Volgens Hoofdstuk II § 7, zal de Iy, die in
dat zwaartepunt een drievoudig punt bezit en verder eene
groep met datzelfde swaartepunt bevat, een dubbelpunt in
het oneindige bezitten. Zij d hel punt dat dit dubbelpunt tot
een drietal aanvult (het ,vertakkingspunt”), dan kunnen we de
isobarische I, met drievoudig punt z =20 dus voorstellen door

28 =a(z —d) (139)
Hare focale I is de, eveneens isobarische, I:
gzi=x | (140)

Eliminatie van 2 uit de beide laatste vergelijkingen, levert
eene vergelijking van den eersten graad, n.l. eene voor hel
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dubbelpunt, dat in het eindige gebied ligt. Dit is dus bepaald
1

door z=1 - d.

Voor eene door A bepaalde groep dezer Is is:
Z1ZsZs—=—Ad en 2y Zs + 2o Z3s + 73 21 = — A,
1 | | 1

zoodal: e e
Zi  ze 7z
Is nu dus een punt Z; gegeven, dan kan dit door twee
punten Z: en Zs worden aangevuld tot een drietal eener
isobarische Is met drievoudig punt z =0, daar we weten

1 1 1 |

Zg+23:—21 en - -F*‘:*—*

29 73 d 71

Uit de eerste dezer vergelijkingen leiden we af, dat Z, en Zs

(141)

1
9 71 tot

P

dubbelpunt heeft. Inverteeren we deze Iy uit z=0 dan zal

een paar vormen van eene isobarische I, die t= —

1
de nieuwe Is het dubbelpunt o en het dubbelpunt z == 0 (de
inversie van het oneindige dubbelpunt der eerste I.) bezitten

1081 .
en verder als paar de punten St Daar het midden dezer
2 3
1

punten m——-é (& —;11) bekend is, kunnen ze dus op de
bekende wijze worden geconstrueerd, als dubbelpunten van
eene I, die dat midden als centraalpunt en z =0, z =1t.'115
paar bezit. Inversie in tegengestelden zin levert ons dan de
punten Zz, Zs.

§ 4. Daar de niet-isobarische Is door inversie uit elk harer
dubbelpunten overgaat in eene isobarische Is, waarbij het
drievoudige punt natuurlijk in het gemeenschappelijke zwaarte-
punt komt te liggen, zal de voorgaande constructie ook tot
aanvulling der niet-isobarische Is kunnen dienen, zoodra daar-
van de dubbelpunten en het drievoudige punt bekend zijn.

Kennen we het drievoudige punt en eene groep der I,
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dan inverteeren we deze groep uit dat punt als centrum en
bepalen de brandpunten van deze groep (volgens de constructie
in § 7 van Hoofdstuk 1I). Volgens XXXV zijn deze de
dubbelpunten van de door inversie ontstane isobarische Is.
Door inversie van deze brandpunten in omgekeerden zin vinden
we dus de dubbelpunten der ls.

De aldus geconstroeerde dubbelpunten zijn tevens de har-
monische centra van de gegeven groep naar het drievondige
punt als pool. (Verg. (75) en XVIL).

§ 5. Volgens (75) zijn de harmonische centra van de groep
fy (z) =0 ten opzichte van de pool p de dubbelpunlen van
de involutie; fs(z) =2 (z — p)?, dat is juist de involutie die
door verg. (127) wordt voorgesteld.

Eliminatie van A uit (127) en (128) zal ons dus eene ver-
gelijking geven voor de harmonische centra van

fy(z)=aoz® — 3 4%+ 3 ay 2z —ag =0 naar de pool p.
Deze is:

(a,— app)a’—2 (az — a1 p) Z + (ag — a2 p)=0. (14:2)

Voor het midden m der harmonische centra celdt:

m = (as — a1 p): (a1 — 20 p)
zoodat aom p — a1 (m -+ p) 42, =0. (143)

De punten m en p vormen een paar der I met dubbel-

punten (stel m=p= Z 1
ay 22— %dzt-ae =0 (144)

dat zijn juist de brandpunten van het drietal fs (z) = 0.

Voor (a; — 2 p) (as — az p) = (az — a1 p)* heeft de verg.
(142) twee gelijke wortels en vallen dus de harmonische
centra van de groep VOOr de dan beschouwde pool samen.
M.a.w. De dubbelpunten van de I, die uit de pool als
drievoudiz punt en uit de beschouwde groep opgebouwd is,
vallen samen en vormen dus een tweede drievoudig punt.
De I, is dan dus eene cyclische Is, en hiervan ziijn de drie-
voudige punten de isodynamische centra voor alle groepen.
(verg. Hfdst. 11T § 3),
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XXXVII. ,Vallen de harmonische centra van eene groep
.eener ls naar een pool p samen, dan vormen zij met die
,pool p de isodynamische centra der groep”.

Heeft nu dus verg. (142) twee gelijke wortels, dan valt het
midden m ook daarmee samen, dus wordt z==m, en dan
zijn m en p de isodynamische centra der groep. Deze vormen
dus ook een paar der I;, waarvan de brandpunten van het
drietal de dubbelpunten zijn (verg. Hoofdstuk III, § 6).



HOOFDSTUK V.

Algemeene kubische involutie. ')

§ 1. DMet een enkel woord is in § 1 van het voorgaande
hoofdstuk gezegd dat bij eene kubische involutie, die geen
drievoudige punten bezit, de dubbelpunten der focale I beide
metacentra zijn.

Ten bewijze hiervan leggen we de X as door de dubbel-
punten der focale involuliec en den assenoorsprong in het
centrale punt dier Is.

[are vergelijking is dan:

(z—a)lf=a(z+ a)3,
of ook 72— 9702 +a*=0, (14:5)

1+

bij invoering van het midden zo =2a — — van een paar der

involutie.

Door integratie ontstaat uit (145) de vergelijking van de Is:

78+ 3atz—c*=37% (z2 — b?) (146)

waarin de integratieconstante door ¢ — 3 zo b? is voorgesteld.
Uit de vergelijking blijkt dat zo ook het zwaarlepunt van een
drietal der Is is.

Beschouwen we de groepen, die bepaald worden door
20 = =+ a, dan wordl verg. (146):

3 F3az?+3a*z * 3ab?—c:=0

of (z’—Fa)“—_I;'Sabgiasﬂc?’:O
(z F a)’ =d°
waaruit: z=+a-+d & k=0, 1, 2). (147)

XXXVIIL. ,De dubbelpunten der focale involutie eener

) Men vergelijke hiermede het boven aangehaalde artikel Jnvolutions
cubiques dans le plan complexe.
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,algemeene Iy zijn dus de middelpunten van twee gelijkzijdige
,drichoeken, wier toppen twee drietallen der Is vormen; ze
LZijn ,metacentra”,

In de Is komen niet meer dan deze twee gelijkzijdige tripels
voor, daar bij een dusdanig tripel de brandpunten samen-
vallen, dus een dubbelpunt van de focale involutie vormen,
en de focale I slechts twee dubbelpunten heeft.

De gelijke wortels van (145) en (146) zijn de dubbelpunten
der I;. Elimineeren we dus de grootheid zp uit die verge-
lijkingen, dan vinden we:

7 =3l gt =ha) 7EE A ity S8 A h =10 (148)
voor de dubbelpunten der Is.

De coéfficient van z* in deze vergelijking is gelijk aan nul,
de oorsprong z =0 is dus het zwaartepunt der vier punten.

XXXIX. ,Het midden der metacentra eener algemeene I3
,is tevens het zwaartepunt der dubbelpunten.”

Volgens I kunnen we deze vier punten door inversie uit
een der dubbelpunlen van elke der drie door hen bepaalde
involuties, waarvan zij twee paren vormen, omzetten in de
toppen van een parallelogram. Hunne vergelijking verkrijgt
dan den vorm:

zt — (@ 4+ 8922+ 2232 =0 (149)
wanneer het middelpunt van het parallelogram tot oorsprong
wordt gekozen.

De coéfficient van z uit (148), n.l. ¢ is in (149) gelik
aan nul.

We kunnen dus, zonder de algemeenheid te kort te doen,
in het vervolg van ons onderzoek der algemeene Iz (14:6),
¢® = 0 stellen.

§ 2. De vergelijking der algemeene Is wordt nu dus:

2° — 3202+ 3a*z+3h%z=0. (150)
De vergelijking (102):
z2—3 20z +3a’z —a?zo=0 (102)

stelt voor elke waarde van z, een drietal voor, waarvan
z?=a* de isodynamische ecentra zijn (de hoofdpunten zijn
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volgens Hoofdstuk III § 3 de isodynamische centra voor alle
groepen eener cyclische Is). Voor zp =0 worden de verge-
lijkingen (102) en (150) identiek. De groep der algemeene Is,
die dus wordt voorgesteld door

23+ 3atz=0 (151)
heeft z* = a? tot isodynamische centra.

De vergelijking (122) bepaalt de eyclische Is met de hoofd-
punten, tevens isodynamische centra, z=a en z=Dh. Ver-
vangen we dus in (122):

78 — 37022+ 3 [(a + b)zo — ab]z — [(a%? + ab 4 b?) zo
—ab(a-+b)]=0 (122

a door de waarde O en b door p, dan krijgen we als ver-
gelijking der Is:

25— 322+ 3pzoz —p?z0=0 (152)
waarvan de Hessiana dus z=0 en z =p tot wortels heeft.

De waarde van zo, die de vergelijkingen (150) en (152)
identiek aan elkaar gelijk maakt, zal ons dus een drietal der
algemeene I3 opleveren, dat z =0 en z = p tot isodynamische
centra, tot Hessiana, heeft.

Daarvoor moet dus pzy = a? en p?= — 3 b® zijn.

Of z0f=—a':3b% 7=+ a*:b ]/ —3. (153)

Hierbij behoort dan p= + b1/ — 3.

§ 3. Tn het algemeen vinden we voor de isodynamische
centra van eene, door haar zwaartepunt zo bepaalde, groep
der Iy (150) of:

7%+ 3 a?z =3 20 (22 — b?) (154)
door toepassing van (124):
(20® — a?) t* — (a2 + 3 b?) zo t + (8 b?zo* 4 a¥) =0, (155)
welke vergelijking ons fwee waarden voor ¢ oplevert.

Doch bij elke waarde van ¢ vinden we uit (155) ook twee
waarden voor z,. De beide daarbij behoorende groepen be-
zitten behalve ¢ nog een tweede isodynamisch centrum, L.

Bij elk punt ¢, behooren dus twee punten &', die ieder met
t de isodynamische centra vormen voor de beide groepen der
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Is, die door ¢ worden bepaald. Er bestaat tusschen de punten
t en t' dus eene involutorische verwantschap (2, 2) met de
vergelijking:

Pttt ) e (24t F Ao tt’
_‘Cs(t+t)+(~1——0. (156)

Zulk eene verwanlschap is blijkbaar door vijf puntenparen
volkomen bepaald.

Nu is eene Iz een bijzonder geval van eene (2, 2); immers,
kiezen we één punt z (of ¢), dan vinden we daarbij twee
andere punten z (of ¢'), die met het eerste eene groep vormen.
Deze twee punten zijn nu ook aan elkander toegevoegd, wat
bij eene algemeene involutorische (2, 2) niet het geval is.

Nu is eene I3 door een drietal en twee paren (zie VII)
volkomen bepaald, welke tezamen vijf puntenparen vertegen-
woordigen. Eene involutorische verwantschap (2, 2) die één
involulorisch drietal hezit, zal dus idenliek zijn met de Is,
die door dat drietal en twee willekeurige paren der (2, 2)
wordt aangewezen.

We kunnen nu, door middel van (155) gemakkelijk twee
gesloten of involutorische (rloepvn van isodynamische centra
t bepalen.

Beschouwen we de beide gelijkzijdige drietallen der Iy; zij
hebben hun centrum en het punt in hel oneindige tot isody-
namische centra. Werkelijk levert ook de substitutie z, = + a,
uit de vergelijking (155) voor ¢ de waarden t = o0 en t = + a.

Welke is nu de 2¢ groep die eveneens t = - a (of t = —a)
tot isodynamisch centrum heeft? Substitueeren we daartoe
t=-a(—a) in (155), dan vinden we z = -} a(— a) en
bovendien nog in beide gevallen z, = 0.

Hiernit volgt dat de groep met zo == 0, dat is, volgens (154)

de groep z24+3a’z=0 (157)
de punten t= - a,t=—a, tot isodynamische centra heeft
(vergelijk : (151)).

In de gesloten groep t; = o0 ,t; =a, ts = — a vormt dus

elk paar de isodynamische centra voor een drietal der algemeene
I3, hetgeen we door hel volgende schema kunnen weergeven:
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te—a21a ZOL_—‘O

zuzaOtg———r—a

|.1=Cﬁ 70— — &

In § 2 van dit hoofdstuk zagen we dat t = 0 en t=+hbV —3
de isodynamische centra zijn van de beide groepen, bepaald
door 7= + a’:bV —3 (zie (153)).

Substilueeren we nu weer L= +b V' —3 in (155), dan
vinden we natuurlijk de beide groepen z0=+a’:hV —3
terug, maar bovendien is in beide gevallen, (zoowel voor
Py AR | SE Voo L= b V' — 3) de tweede wortel
20 van verg. (165) dezelfde en wel zo = . De groep bepaald
door zo = o0, dat is volgens (154) de groep:

22 = b? (158)

heeft dus de punten t= £ bV — 3 tol isodynamische centra.
Fene tweede gesloten groep van isodynamische centra wordt

dus gevormd door de punten b= 0,te = bV —3 en
t = — b — 3, die het volgende schema geven:

0= o

De heide gevonden involutorische drietallen van isodyna-
mische centra bepalen eene ls, welke nu, volgens het boven-
staande, identiek is met de (2, 2) van alle isodynamische
centra der groepen van de oorspronkelijke Iy. Deze laalste
zijn dus paren van de tweede Is. Volgens XXXII hebben de
beide Iy de dubbelpunten gemeen. Deze vier dubbelpunten,
heschouwd als vier puntenparen, bepalen volgens VIII hoogstens
twee verschillende kubische involuties, derhalve zal de be-
trekking tusschen de beide genoemde I eene wederkeerige zijn.

Wanneer -we uit de twee gevonden groepen de vergelijking
der ,covariante” Is opstellen, dan blijkt dit ook.
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Immers de beide drictallen:
t;— o0, te=a, ts——a en t1=0, ts=bV"—3, ts=—bV —3
bepalen de Is: |
t—a)(t-t+a)=artt—bV—3)( + bV — 3).
of Lt ar4310t—0 (159)
Zij t, het zwaartepunt van de door 2 bepaalde groep, dan
is dus i =31, en dan wordt (159):
3+ 3b%t=31t, (12— a?) (160)
Vergelijking van (160) met (154) toont aan, dat de groot-
heden a® en % in de beide Iy elkanders plaats innemen. De
metacentra der covariante Iy zijn dus: t* =Db*
We besluiten nu dus tot deze merkwaardige eigenschap:
XL. ,Twee kubische involuties, die in vier gegeven punten
dubbelpunten bezitten, zijn covariant in dien zin, dat de
_isodynamische centra van telkens drie groepen der eene
_involutie eene groep vormen van de andere involutie.”
En verder nog, mede in verband met XXXIX:
XLI. ,Hunne metacentra liggen in de toppen van een

_parallelogram, waarvan het middelpunt tevens het zwaarte-
,punt der dubbelpunten is.”

§ 4. Zijn z=0 en z= o twee dubbelpunten eener alge-
meene Is met de bijbehoorende vertakkingspunten z=3 v en
z—w, dan is de vergelijking der Is:

22(z —3v)=a(z— W) (161)
of 22 —3vzi—az+aAaw=0
De coéfficienten uit verg. (123) zijn hier:
A
Co=1, ci =V, 02:——-;3"., Cg — — J\.W’,

zoodat verg. (124) ons voor de isodynamische centra van de

door A bepaalde groep oplevert:

(m—%}x -~ vg)h"*-—«(—hw-ké?w) h4(—avw —-é A’)=o of:
Br49v)hi+@Barv—9arwlh+ (A2 -+ 9avw)=0. (162)

h=0 geeft A=0 en A=—9vw.
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» =0 geeft h? =0 (waaruit we weer zien dat een dubbelpunt
der isodynamische centra samenvalt met een dubbelpunt z =10

der oorspronkelijke Iz), A= —9 v Ww ceeft:
(—27vw-+9v)h? 4 (—27viw+| 8Ly wi))h=0

of hie=— 8wihi=10

d.i. h=0of h=3w

Eéne groep isodynamische centra bestaat dus uit
h=0, h=0, h=3w.
h — oo geeft uit (162) de groep: 3 2 + 9vi=o0, dus

A=— o0 en A= — 3 V%
A= — 3 v? geeft dan weer:
(—9v:+ 27 v2w)h+ (9 vt —27 viw)=0
of h=v en h=¢o.

Het punt h = % moet ook van de nicuwe I; een dubbelpunt
zijn; eene tweede gesloten groep van isodynamische centra
bestaal dus uit

h=ow, h=o, h=v

De covariante I3 is dus:

h(h —3w)=p(h—v) (163)

De focale Ig is:

3h—6wh=p (164)

Eliminatie van  uit (163) en (164) geeft:

: h2(h—3w=3h*h—v)—6wh(h—V)
of:

2h* —3(v+w)h®-F6vwh=0 (165)
voor de dubbelpunten, zoowel van de Iy (163) als van de I5 (161).

Van de vier wortels dezer vergelijking zijn hy =0 en hy = o
de beide gegeven dubbelpunten met als bijbehoorende ver-
takkingspunten h=3v en h=w in de eerste I3 en h=3 w,
h=v in de tweede Is.

In de volgende paragraaf zullen we nu de vertakkingspunten
bepalen van de beide andere wortels, hy en hy uit (165).

§ 5. Is in hel algemeen de vergelijking van eene Is ge-
geven door :

(ag -+ A bo) x* (a1 4+ abi)x®+(az -+ Abg)x+(as -+ A bs)=0 (166)
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dan is voor de groep met dubbelpunt = en derde punt
(vertakkingspunt) y:

ar -+ )\-})1
d els 2 Gt
de som der wortels 2x +y Qo -{— A bq
- as + A 1)5
en het produkt =
1et produ L) FRAE A

Elimineeren we uit deze twee vergelijkingen de grootheid 2,
dan krijgen we:
a0 (2x+y)+a, bo@x—+ L y) - by
ao (x*y) —+ as, bo (:\ y) -+ bs
of
(a3 by — 2o b1) X*y + (ap by — as bo) @ x -+ y) +
-+ (a; by — as b1)) =0, {(167)
welke vergelijking ons nu dus eene betrekking geeft tusschen
hel vertakkingspunt » behoorend bij een dubbelpunt x van
~de 15 (166).
Nu is de vergelijking (163) te schrijven als:

hW®—3wh®—ph+ pv=0, (168)
waarin dus 3o =1, bho=0, aa=—38w, bhi=0, &= 0,
be—=— 1; a5 —0Lenths ="y is.

Vergelijking (167) wordt dus hier:
v2h+y)+(—=3vw)=0

of y=3w—2h
Nuis dus y3s=3w—2hs en ys=3w—2hy
waaruit volgt s - y4 = 6w — 2 (hs + hy) en

yays =9 w*— 6 (hs + he) w -+ 4 hs hs.
Uit (165) volgt voor: hy + hy de waarde §(V + w),

terwijl hshy =2 v w is.
Dan wordt dus
Ys-’r}’4?G\v—3(v+\v):iﬂ(\v;v) (169)
en Vays=9W—9(v+ww+ 12vw= 3vw. '
Indien we hierin » en w verwisselen, verkrijgen we de ver-
takkingspunten behoorende bij dezelfde dubbelpunten hg en hy,
doch dan in de Is (161).
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De vergelijkingen voor de verlakkingspunten (buiten v, 3 w,
3v en w) zijn nu dus:
7243 (w—v)z+3vw=0 bij It (161) (170)
en 22+3(v —wz-t+3vw=0 bij It (163) '
§ 6. Volgens (75) zijn de harmonische centra van de groep,
bestaande nit de dubbelpunten hg, hs, hy uit (165) naar de
pool hy (d.i. hy = 0) de dubbelpunten der Is:

9x2 —3(v+wx+6vw=2arx> (171)
Eliminatie van A uit deze vergelijking en hare afgeleide:
Ax —3(Fv+ w)=3ax* (172)

geeft ons voor die harmonische centra:

3j2x2—3 v+wx+6vw| —x|dx—3(v+w)i=0,.
of 22 —3(vtwx+9vw=0, (173)
d.i. x=23v of x= 3w, en dit zijn juist de vertakkingspunten
behoorende bij het dubbelpunt hy =0 in de beide I.

De wederkeerigheid in de betrekkingen der Iz en hare
covariante I3 en de groote mate van symmelrie in de verge-
lijkingen doet ons nu besluiten tot:

XLII. ,De harmonische cenlra van een drietal dubbel-
,punten eener algemeene I3 ten opzichte van het vierde
,dubbelpunt als pool, zijn de vertakkingspunten van dat vierde
,dubbelpunt in de Is en hare covariante 5.7

§ 7. De vertakkingspunten (170) zijn twee paren van eene
I, waarvoor z; Ze =3 V W. Zij bepalen die Iz volkomen, en
we kunnen deze voorstellen door:

72— rz+3vw=0. (174)
2= geeft z=0 en z=®, dat zijn twee dubbelpunten
der beide Is.

A:% (v + w) geeft:
9222 —3(v-+wz+6vw=0. (175)

Dit zijn (verg. (165)) juist de beide andere gemeenschappe-
lijke dubbelpunten.
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22— Bv+wz+3vw=0,
of (z—3v)(z—w)=0, dus z=3 Vv en z=W. (176)

Dit zijn de vertakkingspunten behoorende bij z=0 en
z = o in de oorspronkelijke s (161)

Eindelijk geeft A =v 4 3 w nog de groep:

22 —(v+3wz4+3vw=0,
of (z —-v)(z—3w)=0, d.i. z= vV en z=3 W,
zijnde de vertakkingspunten behoorende bij diezelfde dubbel-
punten, doch in de covariante lg (163).

XLII. ,De vier gemeenschappelijke dubbelpunten van eene
algemeene I en hare covariante ls kunnen op drie wijzen
,in paren worden gesplitst.

_Door elke splitsing wordt aan de twee verlakkingspunten,
,behoorende bij een paar dubbelpunten in de eene I3, een
Jander tweetal, (behoorende bij datzelfde paar dubbelpunten
,in de tweede Is), loegevoegd. De daardoor bepaalde l2
Jbezit dan de beide dubbelpuntenparen en de in beide Is
,daarbijbehoorende vertakkingspunten als paren. De vier
_dubbelpunten en de acht vertakkingspunten behooren in paren
Jtot drie Is.”

Het volgende schema moge als overzicht dienen.

Bij de dubbelpunten d; behooren in de eerste Iy de ver-
takkingspunten v;, in de tweede de vertakkingspunten Yi .

dy do
Vi ® . H Vlr Vo & 4 % V2’
* ! : A1)
Vs %" % Vs Vas T V4

Nu bevat dus:

de lo: (vive, vi' v2') de paren: dyds, dsdi, vs Ve, Vs V4,

de Ts: (vivs, vi' vs)) de paren: dy ds, do dy, Ve Vs, Va' V4,

de To: (vivs, vi' v4') de paren: di ds, deds, Ve Vs, Vo' Vs

We kunnen de vertakkingspunten nog op andere wijze in
paren brengen, b.v. een punt v; met een punt vk en dan het
punt vi" met het punt vk.
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Zoo bouwen we uit de vertakkingspunten:
vi=3v, a—=w, vi' =3w, ve =V, behoorende bij de
dubbelpunten d; =0 en d: = o¢, de volgende Iz op:
z—3v)z—v)=r(z—3wW)(z—w) (177)

of:: 22 —Advz+3vi—=A(z2 — 42wz 3w
Afgeleide: z—2v—Alz— 2w). (178)
Eliminatie van 2 geeft ons voor de dubbelpunten der I2:

(z—2w) (22— 4vz+3v)=(@2—2v) (22— 4wz 3 w?,

of: z8—9wz2—4vz*+8vwz—6viw-t3viz—
—z?—9%vzi—4dwz4+8vwz+3wiz—6vw?

of: 2(w—v)z22+ 3\ —w)z—-6vw(v—w)=0,

of 222 —3(v-+wz+6vw=0. (179)

Vergelijking met (165) doet ons zien, dat deze dubbelpunten,
d. w.z. de dubbelpunten der Is gevormd uit de vertakkings-
punten vy, va'; vi', ve, juist de dubbelpunten ds en dy der
beide Is zijn.

In het algemeen zal dus de I: opgebouwd uit de vertak-
kingspunten vi, vk'; vk, vi, de punten dj en di tot dubbel-
punten hebben. (i, j, k en | kunnen elk 1, 2, 3 of 4 zijn,
maar moeten tegelijkertijd alle verschillend zijn.)

§ 8. De beide covariante involuties (154) en (160) (zie § 3)
worden identiek voor b —=a. De vergelijking der dubbelpunten
dier beide Is:

7zt —3(a2+bHz2—3a’b*=0 (180)

(welke vergelijking uit (148) ontstaat bij ¢® =0, zie § 1, slot)
gaat dan over in:

zh— 6 a2z — 3iat=0. (181)

Hieruit volgt:
7z2=(3 + 2V'3) a*. (182)
Wanneer de punten z®=a* op de X-as worden ondersteld,
dan liggen ook de punten °=(3 4 2V3)a? op de X-as,
omdat de factor VS —]—27—3 reéel is.
Daar echter I/3—a2V3 imaginair is, liggen de beide
overige toppen van het parallelogram der dubbelpunten op
de Y-as. Hiervoor geldti: z2>=—¢*=(3 — 2V 3)a% dus:
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ri=al/—3+2V3, yo=—al/—3+ayps3.

De diagonalen van het parallelogram zijn 294 en 2 (i, dus
hun produkt is: 4 31 94 :4&]/ 3+21V3.ail/3 —2V3—
—42%i /9 —12=12a2V3,

ITet kwadraat van eene zijJde van het parallelogram is gelijk
aan: =32} =B+ 213)a* — (3 —2V3)a?=4a%V3,
dus gelijk aan het produkt der diagonalen.

De dubbelpunten van deze bijzondere Is zijn dus de toppen
van eene isodynamische ruit.

Daar hierin dus (% 4- o2 gelijk was aan 4 3+, en dus ook
208PF+(29)2=4(2B3)(2y), zien we hier:

XLIV. ,In eene isodynamische ruit is de som van de kwa-
,draten der diagonalen gelijk aan hun viervoudig produkt.”

In § 3 van Hoofdstuk IIT zagen we dat de hoekpunten van
een isodynamischen vierhoek een equianharmonisch viertal
vormen. Bedenken we nog dat de beide in XL genoemde Iy
in het nu beschouwde geval samengevallen zijn, dan levert dit:

XLV. ,Vier equianharmonische punten zijn de dubbel-
.punten van eene Is, waarin de drie paren van elk tripel
.isodynamische centra zijn voor drie groepen der Is.”

We kunnen de Is ,aan zich zelve toegevoegd” noemen,
eene ,l3 sibiconjugata”, of ook wel de ,isodynamische 1y.”

Daar de isodynamische centra van eene groep, die uit een
dubbelpunt en een vertakkingspunt bestaat, eene vertakkings-
groep dus, volgens XXXII, met het dubbelpunt samenvallen,
zullen ook de beide drietallen, waarvan zij, in het algemeen
met een zellde derde punt, de isodynamische centra vormen,
tot ééne groep vereenigd zijn. Immers, zijn A, B, C, in onder-
staande volgorde de isodynamische centra van de groepen
I, II, III, dan moet, zoodra A = B wordt, ook Il = Il worden.
B (of A) en C blijven dan de isodynamische centra van de
vereenigde groepen II en III

AT

e

B I
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Hieruit:

XLVI. ,De groepen der isodynamische Iy zijn (zie XLV)
,in drietallen gerangschikt; aan elke der vier verlakkings-
.groepen zijn daarbij twee samengevallen groepen toegevoegd”.

In verband met XL geldt deze stelling ook voor de. alge-
meene s,

§ 9. Twee kubische involuties van den tweeden rang (zie
inleiding) hebben eene kubische involutie van den eersten
rang gemeen. Immers, ziju in de verg.:

P %172 %3 — ( (Zl Ze | Za 23 + Za 21) + r [Zl ‘1‘ Ze Z:s:] —s=0
twee der punten zi, ze, zs gegeven, dan is hel derde bepaald.
Zij stelt derhalve eene I3 voor. Is nu nog eene tweede IH
gegeven door:

p 21222 —q (2122 22 2+ ) 1 (21 422 +25) —s' =0
dan is het geven van één der punten zi, zz of zz voldoende
om uit de beide vergelijkingen samen de twee overige punten
te bepalen.

We kunnen dus eene I} bepalen door de twee vergelijkingen:
pPZiZ2Z3 —(q (21 22 22 23 + 23 21) 1 (71 + 22 +-z3) —s=0
p'z1z27s—q' (2122 225+ 7a21) -1 (2 + 22 +73) —s =0
Bij eene dubbelpunisgroep is z; =zs =z en het vertakkings-
punt zz = z’. De dubbelpunten der L (183) moeten dus
voldoen aan:

pziz' —q (zZT2zz)+r 2z+12)—s=0
en pzfz —q(2+2zz)+1r'@2z+12)—s"=0
0

(183)

of aan: |pz2—2qz+tr, gz'—2tz s

p'zt—2q'z+r, ¢z -2r'z-5
welke vergelijking uit (184) onistaat door eliminatie van het
vertakkingspunt z'.

Deze zelfde vergelijking vinden we ook als we de dubbel-
punten zoeken van de ls, bepaald door:
A(pz*—3qzi-+3rz—s)+A'(p'2*>—3q'z*-3r'z—s')=0 (186)
dus als we 2, 2" uit (186) en hare afgeleide
Alpzt—2qz+1)+ A (p'22—2q z41r)=0 elimineeren.

, (185)
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Dit geeft n.l.:
pz’ —3qz*+38rz—s_ pz*—3qz2+3rz—5
pz:t—2qz—r £ p'zt—2q'z+1r
Z_ng—Qrz—Fs:zuq'zg—ﬂr'z—l—s'
pz?—2qz—+r pzt—-2q'z+r
waaruit het verdwijnen van den determinant (185) volgt.
De beide Is (183) en (186) hebben dus de dubbelpunten
gemeen, zijn dus volgens XL covariant, doch zijn in het
algemeen verschillend.
Immers zz = 0 bepaalt in (183) de groep, waarvoor:
q z17e 71 (2 +22)+s =0 | terwijl z z2 ook wortels
q 2122 41’ (2 +22) + s"=0 5 zijn van
Z122+Z(Z1"“22)_|"Z:‘=0 .
De punten 7,z die met z; = 0 eene groep vormen, zijn
dus de wortels van:

1

of

7° 7 1
Ay = | s r qaE=20
g 1 q

en die groep is dus: z X A=0 of:

(@r—qr)z®+(qs" —q's)z? 4+ ('s—rs’)z=0. (187)

In de 13 (186) wordt de groep, waartoe z=0 behoort,
bepaald door A==s" en A'=—s. Deze groep is:
(ps'—p's)z*—3(gs’' —q's)z? +3(rs' —r's)z=0 (188)

Het punt z=0 behoort dus in de beide I; tot twee ver-
schillende drietallen (187) en (188).

De beide covarianle Iy (183) en (186) zijn dus verschillend.

Zij worden identiek, zoodra ze één tripel gemeen hebben,
h.v. de lripels (187) en (188), waartoe z= 0 behoort.

Daartoe moet:

3(@'r—qr)=p's—ps’ zjn

Aan deze voorwaarde wordt voldaan, wanneer we eene ls
van den vorm (186) bepalen door een tripel van elk van twee
geconjugeerde [s.

Kiezen we b.v. van de I (154): z® 4 3 a* z =3 z, (z° -- b¥)
het tripel, waarvoor z, ==« en van de covariante Is (160):
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72 3b*z=31% (z2 —a?) het tripel, waarvoor Zo— 3, dan
wordt de vergelijking der nieuwe Is:
(zz‘r—3czz"’+ 3azz2+3ab?)+
—}—,u(z:’-—3[329+3}}3z+3 Bal)=0 (189)

waarvan de coéfficienten aan de gevonden voorwaarde voldoen.

Tmmers: p =1, 9 =« T = a%, s =—3ab?
p=1 qa=48 Y =b2 s =-—3pa%
Dus 3(@r—qr)=3 (3 a* — « b?) en ook:

p's—ps —3(Ba?— «b?)

We hebben dug hiermee bewezen:

XLVII. ,Twee willekeurige' drietallen, elk gekozen uit eene
,van twee geconjugeerde involuties, bepalen steeds eene aan
,zich zelf toegevoegde involutie, eene Ig sibiconjugata.’

Verder is duidelijk:

XLVIIL. ,Eene Is sibiconjugata is bepaald door een tripel
,en een paar’.

Dit paar vormt niet de Ilessiana van dat tripel.

Immers, we kunnen de isodynamische centra, de Ilessiana,
van het tripel bepalen en hebben daarin, zal de I3 aan zich
zelf zijn toegevoegd, een paar der 1. Door het tripel en de

9 paren is de ls nu bepaald.

8 10. Voor elke groep eener algemeene Is geldt volgens (154):
21 72 - 71 23 + Z2 73 = 3 a%. (190)
Voor eene vertakkingsgroep met dubbelpunt z; = 72 =17 €n
vertakkingspunt z; =v geldt in ’t bijzonder:
2 2vz—3a’=0. (191)
De dubbelpunten z voldoen aan de verg.”(180).
Elimineeren we dus z uit (191) en
-3 @+ b)zF—38a i == (B}, (180)
dan vinden we eene betrekking voor de vertakkingspunten v.
We voeren die eliminatie uit met behulp van de methode
van Bezour-CAUCHY.
z_*__?:(aﬂ—{—bg)zs—’r 3a’b?
72 —9vzt3a
# — 3@ 4 b7 _30h
7 g 3a®
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Deze 2 vergelijkingen worden tot:
_9vz3+3atz22=3 (a® 4+ b*z* 4 3 a2h?
en 73— 3 (@*+-b)z=Db?z-4 2b%v,
zoodat nu de onbekenden =z, z*, z*
worden uit:

moeten geélimineerd

2z 3328 +3a*b*=0
3 4 (—8a2 —4Db%7z - 2bivy —
A% b £ - (—3a fih“) Z b* v O‘ (192)
7312y za it =]
A i =3 te == ()
De determinant van dit stelsel moet dus gelijk nul zijn:
2y 3 b* 0 giashs
1 0 —3a®*— 4b? — 2Db2v
A= " ==\
1 2 v —3a* 0 4
0 1 2v — 3Ja*

Deze determinant levert, uitgewerkt, voor de vertakkings-
punten de vergelijking:
V=4Db*vt4 (9a*-} 18a2h* — 3 b*) v* —122a*bh* =0. (193)

Door verwisseling van ¢® en b* ontstaat:
V=4a®v* - Obt4+18a%*bh*—3at v’ — 12a*b*=0, (194)
waarvan de wortelpunten dus de vertakkingspunten der cova-
riante Iy zijn.

Uit deze beide viertallen (193) en (194) kunnen we nu eene
involulie van den vierden graad:

V=2V (195)
opbouwen.
Voor A= 1 bevat deze de groep:
4(h* —a¥) vi+4 (12a* — 12DbY) v¥ — 12 a®b* (b* — a%) =,
of:
D=vt—3(*+ b)) v’ —Ba®b?*=0, (196)

dat is juist vergelijking (180), dus de groep der gemeenschap-
pelijke dubbelpunten der beide Is.

Voor » = — 1 vinden we de volgende groep der Iy (195):
4 (a®4-b?) vt (6 a* 436 a® b*+-6 bY) v2 —12 a* b* (a*+b*) =0
of:

3a'+18a*b*+4 3 b

L = yA-is BT P — v?—3a?h*=0. (197)
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De bikwadratische involutie (195) kan nu dus ook worden
voorgesteld door
D=k (198)
of: e 1 .
s 34+ 18a2h? +3Db
w—1)(—3ap)+lr—g@Et+b) e
+ 3 (a* + b9 | vi=0.

Hiernit vinden we VOO w=1 de groep v¢ =0, terwijl de
waarde p=—3 (a2-+b?) X2 (a? +b%:(3at+-18 a2b*-3bY)=
— 9 (a2 4+ Db?:(a ¢ a2 bh? + b, welke den factor tusschen
accolades gelijk nul maakt, ons de groep vt — 3 a2h?=0 geeft.

Ook uit deze beide groepen kan de I, worden opgebouwd.
[lare vergelijking wordt dan:

4 —3atht=2rz % :

of A Lghi=az? (199)
De focale Is is:

hz8—9%nz of 22° = AL (200)

Eliminatie van 2 uit (199) en (200) geeft ons voor de

dubbelpunten der Iy de vergelijking:
(zt +ghz= A

of b — gtz=0. (201)

Daar de Iy zes dubbelpunten bezit, zijn hare dubbelpunten
dus: het punt in het oneindige, de toppen en het snijpunt
der diagonalen van een vierkant z*=g* Zij vormen (verg.
Hoofdstuk I § 6) dus een metaharmonisch zestal.

In verband met (193), (194) en (196) besluiten we tot:

XLIX. ,De vier dubbelpunten eener 15, hare vier verlak-
,kingspunten en de vier vertakkingspunten der covariante Iy zijn
,drie grocpen eencr bikwadratische involutie met metaharmo-
,nische dubbelpunten.”

Voor de vertakkingspunten der isodynamische Is vinden we,
door in verg. (193) b=ua te stellen:

vi+6a*vi—3 = (202)

Bij vergelijking met (181) blijkt dat deze verg. (202) daaruit
kan ontstaan, als men a door ai vervangt. Zij stelt dus
gveneens cene isodynamische cuit voor, die uit de ruit der
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dubbelpunten door wenteling van 90° om het centrum ontstaat.

Derhalve:

L., Wanneer twee congruente, concentrische, isodynamische
Lfuiten een kwartslag in stand verschillen, zijn de toppen der
seene ruit de dubbelpunten, de toppen der andere ruit de
»vertakkingspunten van eene isodynamische, dus aan zich zelf
,toegevoegde, kubische involutie.”

§ 11. Tot de involutie (199)
7 i8asihA—al7R
behoort, voor A = — 6 b? de groep:
z' -} 6bh2z" —3a*h?=0. (203)
Iare harmonische centra van den derden graad ten op-

zichte van een pool p worden gevormd door de dubbelpunten
der involulie:

ze==hiheze =i g ht == (ZE—in)* (204)
wier afgeleide: z° + 3 b?z — 1 (zo—p)iiis)
ssibien 3 a*b?
dus door: z* - 2?43 h?z B =1 (205)

P

Deze vergelijking geeft ons voor elke waarde van p een
ander drietal harmonische centra ten opzichte van die ver-
anderlijke pool p, waarvan het zwaartepunt z, bepaald worit
door: Zo—+— b#: p!

De harmonische centra, voor alle punten p van het vlak,
van de groep (203) vormen dus de Iz (205)
of 7%= 3 b7 = 8701 (27 =—13% (160)
en dat is juist de I3 (160).

Zoo zal de Is (154):

2* + 3 a2z =3z, (22 — b* (154)
de involutie zijn, gevormd door de harmonische centra van
die groep uit de I, (199), die door A= -—6a® bepaald
wordt, dus van de groep:

zt-6ad 28— 3atht =0, (206)

LI. ,De bikwadratische involutie, opgebouwd uit de ver-
»takkingspunten eener Iy en die harer covarianle Iy bevat
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,twee vierlallen, waarvoor de beide Iy juist de Is der harmo-
,nische centra voor alle punten van het vlak zijn.”

$ 12. De wederkeerige betrekking tusschen eene [ en
hare covariante Iz kan ons goede diensten bewijzen bij het
construeeren van groepen eener l,. Zij b.v. gevraagd een
punt Cp aan e vullen tot eene groep eener 13, welke door
twee gegeven drietallen Ak, By bepaald is.

Volgens Hoofdstuk [ § 7 bezit een n-puntige groep (n — 1)
harmonische centra van den (n — 1)en oraad len opzichte van
een pool p (hel aantal dubbelpunten van cene I, die een
n-voudig punt bezit: fy (z2) = »(z— p)" is van 2 (n — 1) ver-
laagd tot n — 1).

Llke groep der ls bezit dus twee harmonische centra van
den tweeden graad ten opzichte van een pool Pi.

Deze vormen dus, voor alle groepen der ls genomen, eene
I,. De dubbelpunten P, en Py dezer Iz vormen (zie XXXVII)
elk met P; de isodynamische centra voor een drietal der I,
dus paren der covariante [4: Py, Py vormen dan ook een paar,
dus P, P2, Ps cen drietal der covariante Is.

(Construeeren we nu cerst de harmonische centra van 1
ten opzichte van Ay en By (zie voor deze constructie Hoofd-
stuk IV § 4), en daarna de dubbelpunten Pz en Ps der door
die twee paren harmonische centra hepaalde l.

Op geheel dezelfde wijze vullen we nu nog een willekeurig
gekozen punt Qi tol eene groep Q1 Q2 Qs der covariante Is aan.

Evenals nu het punt Py, door het bekend zijn der groepen
Ap en By der ls, tot eene groep der covariante Iz is aange-
vuld, kunnen we omgekeerd, daar nu de groepen Py en.Qy der
covariante Iz bekend zijn, het punt C; aanvullen tot eene
groep Ci, Ce, (5 der Is.

Daar de metacentra eener algemeene s de dubbelpunten
der focale Iz zijn (XXXVIII], zijn zij te construeeren, zoodra
we in de brandpunten der groepen Ay en By twee paren dezer
I, hebben gevonden.

§ 13. Zonder gebruik te maken van de covariante I, doch
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lettende op de algemeene eigenschap XI kunnen we nog op
andere wijze helt paar Ce, C; vinden, dal een gegeven punt
Cy aanvult tot eene groep der Is: (Ay, By).

[mmers de drie Iz opgebouwd uit (A, Ag; Be, By), uit
(As, As; Cz, C3) en uit (Bs, Bs; Cs, C3) hebben in hetzelfde
punt Py een punt dat (i, By of A; tot een harer paren aanvult.

Bepalen we dus Py, zoo dat Ci, P een paar wordlL van
de Iz (A2, As; Be, Bs), dan vormen de punten (s, C3 het
gemeenschappelijke paar der beide ls:

(A2, As: By, P1) en (Bz, Bs; Ay, Py)

Zij de I3 gegeven door twee paren, Ai, As; By, B: en een
drietal Gy, Ce, Cs, en zij gevraagd die paren tol drietallen
aan te vullen.

Wederom maken we gebruik van eigenschap XI.

Zij Py hel punt dal met Cs een paar vormt van de [
(A1, Ag; By, Ba), welk punt volgens de reeds vroeger genoemde
wijze (Hfdst. T § 5), te construeeren is, dan is Bs hel punl
dat met P; een paar vormt van de Ig (Ay, Ag; Cy, Cg), terwijl
As volgt uit de lz (Bi, Be; Gy, Cg), die Az, P3 als paar moet
bezitten.

§ 14. Twee I3, die een LIripel gemeen hebben, dat dus
drie paren verlegenwoordigt, hebben nog één paar gemeen,
daar twee I3 in het algemeen vier paren gemeen hebben.

We zullen deze eigenschap uitbreiden tot:

LIl ,Eene I, en eene I; hebben (p —1) (q@ — 1) paren
pZemeen’.

Als uitbreiding van vergelijking (183) is duidelijk dat (p — 1)
vergelijkingen van den vorm:
ao(z)p—ﬁm (z)p_ 1+ az (Z)P*"—) ARty T (zh F ap =0 (207)

. 7 =)
welke elk afzonderlijk eene If: voorstellen, te zamen eene
I, vertegenwoordigen.

We merken hierbij dus tevens op:

LI ,(p— 1) involuties van graad p en rang (p —1)
,hebben ééne involutie van graad p en rang één gemeen”.

In vergelijking (207) stelt het symbool (z); de som voor van
de produkten der p onbekenden ¢ aan ¢ genomeun.
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Elimineeren we nu uit (p — 1) vergelijkingen (207) (p — 2)
der onbekenden, dan houden we eene vergelijking van den
(p— L)en graad met twee onbekenden over, terwijl eene ver-
gelijking van den (q — 1)en graad met deze zelfde beide on-
hekenden ontstaat bij climinatie van (q— 2) der onbekenden
uit (g —1) vergelijkingen van den vorm
b (2)q — by (z)q —1 + b (z)q —2 S Dy S (z)1 F bp =0,

welke eene lg voorstellen.

De beide vergelijkingen van den (p — 1) en den (q — 1)en
graad met twee onbekenden leveren ons (p—1)(g— 1) op-
lossingen, als even Z0O vele paren die zoowel tot de Iy als
tot de 1 behooren.

Zij nu gevraagd het puntenpaar te construeeren dat twee
Is, die een tripel gemeen hebben, nog gemeen hebben.

Laten de Is gegeven zijn door de drietallen:

AL, Az, Ag; B1, Bz, B:A,., ern A], Ag, A;;; Cq, (_:2, Cs.

Vullen we het punt Cs door @,, ¢, aan tot een drietal der
corste I op de wijze als in § 12 of § 13 van dit hoofdstuk
is genoemd, en evenzoo het punt Bs door 9%,, W, tot een
tripel der tweede Is, dan hebben we dus drie groepen der
beide 1s, welke het gezochte punienpaar N;, N: gemeen
zullen hebben.

A A‘.: A;} Ay As Ag
g

Bi Bz BJ :1 C-:. G:j U0
¥, € Cy \ ' B, W. Bs \ ‘
Nl Ng X. | Nl Nz Y l

Volgens cigénschup XI zal nu, wanneer de I, (Ny, Nei A, As)
gevormd uit groepen van I, het paar Bs, P bevat,
de I (N1, Naz; By, Bs)
het paar As, P bevatten.

Nu hehooren Ni, Nz en Ay, As waarnit we de eerste lo
vormden, ook als paren tot 11. _

Weer gebruik makende van XI, zien we, dat het punt P,
dat Bs tot een paar der genoemde I, aanvult, het punt As
zal aanvullen in de ls gevormd uit Ni, Na; By, 23s.
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Dus bestaan de I, bepaald door | By, B: en ' B, B
A;, P As, P
welke, daar ze twee paren gelijk hebben, identiek zijn.
Het paar Nj, N. behoort dus tot de Iz (Bi, Bey Ly, Bu).
En evenzoo volgt uit de tweede en laatste kolom van
het schema: :
N; Ne { N1 Ne N; Ne { Ni Na
e I e | S e
Cs Q As Q Cs Q Aj Q
dat N;, N. ook als paar behooren tot de Io (T s, Cp Ca)
Hel gezochte paar Ny, No is dus (zie Hfdst. I § 6) te
conslrueeren als gemeenschappelijk paar der beide Iy (By, Be;

9"‘".315 %2) en ((:11 Gﬂ; ﬂl-; ﬁ',:}

e

§ 15. Keeren we nu terug tot de vergelijking (146) der
algemeene Ig:

28} 3a’z — c® =3z, (z° — b). (146)

Wanneer we hierin 2 door z, vervangen, zal eene verge-
lijking ontstaan, waarvan de wortelpunten elk het midden zijn
van de beide andere punten der groep van de ls, welke door
zulk een wortelpunt bepaald wordlL.

Deze vergelijking is:

2 7% — 3 (a® + b?) z, -+ ¢* =0, (208)
dus juist de afgeleide van verg. (148), die de dubbelpunten
der 1s voorstelt. Derhalve:

LIV. ,De drie brandpunten van den vierhoek der dubbel-
,punten eener algemeene I3 zijn de middens der puntenparen,
,die elk van hen aanvullen tot groepen der Is.”

Voor het midden m der isodynamische centra van eene
groep met zwaartepunt z, vinden we uit vergelijking (155):

m = (a® + 3 b? z,: 2 (z," — a°). (209)

Daar dus 2 waarden van 7z, eenzelfde waarde voor m geven,
en de isodynamische centra paren zijn van eene lweede I,
zien we:

LV. ,Elk punt van het vlak is het midden van twee
,paren eener Is.”
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Deze eigenschap is slechts een bijzonder geval van de
algemeene, welke uit LII volgt, dal eene Is en eene 12 2 paren
cemeen hebben.

§ 16. Beschouwen we de isobarische I;, welker groepen
— 0 tot gemeenschappelijk zwaartepunt hebben, terwijl 22 = ¢*
het punt z=0 tot een drietal aanvult. Ién dubbelpunt der
Is (welke door inversie nit eene algemeene Is kan zijn ontstaan)
ligt in hel oneindige. Zij z=d het daarbij behoorende ver-
takkingspunt, dan kunnen we de I dus opbouwen uit de
groepen:

z—0, z=¢, 2= Z— 00, 72— 00, Z— d.

Hare vergelijking wordt dus:
7(z —c¢)(z+ c)=a(z —d),
of 78 —c?z—az+A2d=0. (210)
De kubische covariant van:

a0 X]z} "}" 3 a1 Xlg Xg —I— 3 dg X1 ng “I— a3 )\'2”

is:
(a2as— 3apara: +2a:%) x* 4 3(aoa1as — 2a,az ﬂ—l—uiﬂng'}xﬁ‘xz |-
— 3 (agazas — 2a°ag + a; as%) x1 X
——(E.I.Q ﬂ:sg——:}ﬂ] do il:;‘l—gﬂo )}-2 . ) (911)

Stellen we hierin

1 .
e e— ﬂg——g(cg—l—}\.),:,},;;:/\.d €N X1 X2 =—1,

dan vinden we voor den kubischen covariant van (210), dus
voor de covariante groep van een door eene bepaalde waarde
van A aangewezen drietal der Is:

9
Ad 23—,—3(09—|~1)929+:«d(62-|— Az — a*d -+

- A 212
o= 212)

Daar deze vergelijking in A van den derden graad is, levert
dus elke waarde van z in het algemeen drie waarden voor A.

1) CresscH-LINDEMAN. Vorlesungen iiber Geometrie 8. 219,
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Elke dezer waarden geeft ons uit verg. (210) eene groep der
I; waarvan de covariante groep het gegeven punt 2z bevat.

Daar volgens § 4 van Hoofdstuk III eene groep met hare
covariante groep op een cirkel ligt en tevens elk punt van
de covariante groep harmonisch ligt met de punten van de
groep zelve, volgt uit het bovenstaande, dat door elk punt
van het vlak drie cirkels gaan, welke groepen der Iy dragen,
die met dat punt harmonisch zijn.

Deze eigenschap Dblijft bij inversie onveranderd en geldt dan
ook voor de niet-isobarische I;. We vinden dus, mede in
verband met vergel. (155):

LVI. ,Elk punt van het vlak vormt met drie groepen eener
»ls harmonische vierhoeken en met twee groepen equianhar-
ymonische of isodynamische vierhoeken.”

Voor z = @ levert vergel. (212), na deeling door z®:

Ad=0,

Daar de vergel. van den derden graad was, zijn de wortels
nu dus A*= o en A =0.

Van de drie cirkels die door een dubbelpunt der Iy gaan,
(hier z = o) vallen er dus twee samen.

Een dubbelpunt eener I; vormt dus slechts met twee groepen
der 1 harmonische vierhoeken.

Wordt in de vergelijking (210) der Is, ¢ =0, dus z=0
een drievoudig punt, dan wordt verg. (212):

Aldzie= 3 Mz 4 22dz— Atdt - T As = O N{213]
. |
welke vergelijking voor elle waarde van z de waarde » =0

oplevert.

De hierdoor bepaalde groep van de Is (210) is, (voor ¢ = 0):
z3 =10, dus het drievoudige punt.

Het drievoudige punt ligt dus met elk punl harmonisch.



HOOFDSTUK VL

Algemeene pikwadratische involutie.

§ 1. Uit de eigenschappen in het 11e Hoofdstuk voor de
algemeene 1, bewezen, met name uit V (of VI), VII en IX
volgt dat eene bikwadratische involutie, behalve door:

a) twee viertallen, ook volkomen hepaald is door:

b) een viertal met een drietal en een paar;

¢) een viertal met drie paren, en

d) drie drietallen.

De verg. (146):

234 3atz—c>=3% (22 ==8hs] (146)
slelt cene algemeene ls voor, wanneer liet centraalpunt der
focale I. als oorsprong wordl cekozen.

We kunnen deze I3 nu beschouwen als de focale 13 van eene
hikwadratische involutie, wier vergelijking dan door integratie
van (146) gevonden wordt als:

1 3 . ! .
n 7t -+ g & 2 cdr—1zyz*— 3% b? z -+ constante.

Wordt deze integratie constante door 7z, g° — }1 ft aangeduid,
dan wordt de verg. der li:
paizl — ez = hg 28 — 3%z + g¥). (214)
Vervangen we in deze vergelijking 2_door 7, dan valt dus
een punt van eene groep met het zwaartepunt van die
groep samen.
De vergelijking wordt dan:
gzt —6i(a? =2 h?) 7o + 4 (¢* + g% 79 — =0 (215)
Daar deze vergelijking van den vierden graad is, blijkt:
LVIl. ,Eene 1y bevat, in het algemeen, vier groepen, waarin
,een punt het zwaartepunt der drie overige punten van de
,groep is”.
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Uit de wijze van afleiding van deze ecigenschap en de
analoge eigenschap die uit verg. (208) voor de Iy volgt,
besluiten we lerloops nog lot:

LVIII. ,Eene I, bevat, algemeen genomen, n groepen,
,waarin één punt het zwaartepunt van de andere punten der
Lgroep is”.

Is het zwaartepunt van een viertal levens een zijner brand-
punten, en kiezen we dit punt als oorsprong, dan bevat de
vergelijking der groep geen z® (daar de som der wortels gelijk
nul is) en geen z!, (daar de afgeleide vergelijking de worlel
z—0 moet bezitten).

De groep kan dan steeds door:

Y —6pz*+q=0 (216)
worden voorgesteld.

De wortelpunten van deze vergelijking vormen een parallelo-
gram met z =0 als middelpunt.

De brandpunten der groep zijn de wortels van:

2z —3pz=0, di. z=0 en z°=3 p.

Het zwaartepunt is nu dus het midden van de beide andere
brandpunten (z= =+ V'3 p).

Dit volgt ook uit het feil, dat, zooals uit (214), (146) en
(145) blijkt, bet zwaartepunt van eene groep eener l.. identiek
is met dat van hare focale groep en met dat van de beide
brandpunten van deze focale groep.

De brandpunten der groepen van de Ii vormen de I (146);
volgens het bovenstaande is nu dus een zwaartepunt dat met
een brandpunt samenvalt een der drie wortels van verg. (208):

27° —3 (a®+ bzt c® = (208)

welke de focale groep voorstelt van de dn}i)])elpunl.en der I;
(146), n.l. van:

zt —-3@*+DbY)z?+ 2c’z — 3a’hP= (148)

We zien dus:

LIX. ,De I; bevat drie parallelogrammen, hare middel-
,punten zijn de brandpunten van den vierhoek der dubbel-
,punten der focale Is.”
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§ 2. Om de dubbelpunten der Li te vinden moeten we uil
verg. (214) en hare afgeleide (146), de grootheid zo elimineeren.
Uit beide vergelijkingen volgt:
. __Z:" + 333 == c? i ? (EZ = h:!)
e _AczFR @ 3Pz tE)
of:
25 — (6 0%+ 9b) 2! + 8¢+ 4gz’ — (18 a2b® - 31z +
—%—l.cluggng—fl-cﬁgﬁ—ﬂ—:'}b” t=10 (217)
voor de dubbelpunten der Iy (214).
Flimineeren we verder nog %o uit (214) en de tweede afge-
leide, d.i. de afgeleide van (146):
7t a® =277, welke de focale I» voorstelt, dan vinden
we: zo = (22 +a?):2z, dus:
25 — (ha? -+ 6Db%) 2z’ -+ (4 ¢*+ 2¢g%2* — (6 a?b? —]—af‘) 7 +
-+ 2a2g>=0. (218)

Deze vergelijking is ook juist de afgeleide van de verg. der
dubbelpunten (217).

Zij stell die punten der Iy voor, die samenvallen met een
brandpunt van het drietal brandpunten der groep, waartoe
het punt behoort.

Wordt nu zulk een wortelpunt van (218) voorgesteld door
z =20, dan zal de tweede afgeleide van de vergelijking der
groep, die door dat punt wordt aangewezen, ook den factor
7 — 0 moeten bevalien. De vergelijking der groep mag dus
geen z® bevatten en heeft dan den vormi:

z‘*—&pz"‘—fi-qz:()._ (219)
De afgeleide is 2’ — spz?—4q=0
en de tweede afgeleide: z* — 9pz=0. (220)

De overige drie punten der groep (z=0 nitgezonderd)
hebben tot vergelijking:
23— Adpzt—4q=0
waarvan de afgeleide is: 3 72 —8pz=0.
Het punt z =0 is dus tevens een brandpunt van de groep
der overige drie punten.
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We vinden dus:

LX, ,Eene I; bezit, in het algemeen, vijf groepen, waarin
,een punt een brandpunt is van den drichoek der overige
,punten der groep.

,Deze vijif brandpunten zijn tevens de brandpunten van den
,zeshoek der dubbelpunten van de 1.7

In § 1 werd het centraalpunt der focale I, dus het midden
der metacentra der focale Is als oorsprong gekozen. Met het
oog op deze keuze lezen we uit de vergelijkingen (217), (208)
(zie LIX), (215) en (218), die allen den tweeden term missen,
de volgende eigenschap af:

LXI. ,Het midden der metacentra eener I is het gemeen-
,schappelijk zwaartepunt van het zestal dobbelpunten, van
,de drie middelpunten der parallelogrammen, van de vier
,punten, welke in de door hen bepaalde groepen zwaarte-
,punten der drie overige punten zijn, en van de vijf punten,
,welke in de door hen bepaalde groepen brandpunten der
,drie overige punten zijn.”

§ 3. Wanneer de drie viertallen:

A;, Ag, A:;, Ay
Bi, Be, Bs, By | tot eene I, behooren,
C1, Ca, Cs, Cy 3

en de drie drietallen:
A, Ag, As
By, Bz, By ( tot eene I3,
Ca, Dy, Dy

dan behooren volgens eigenschap XI ook de drietallen:

Ay, Az, As ‘ Bi, Bz, By ’
Cy, Co, Cs * tot eene I3, en ook Ci, Co, Cz ) tot eene Is.
By, D2, D Ay, D, Dy ‘

We zagen in § 9 van Hoofdstuk V, dat ééne der verge-
lijkingen (183) een Ii voorstelt. Om de drie onafhankelijke
coéfficienten uit die vergelijking te bepalen moeten in drie
vergelijkingen de grootheden z, zs, zy bekend zijn. Dus:

LXII. ,Eene I; is door drie drietallen bepaald.”
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Zoo bepalen dus de bovengenoemde groepen Ai, Az, As;
By, Bs, Bs en Cy, Cg, G5 eene 2. Hierin wordt nu het pun-
ten paar De, Ds zoowel door A, By als (s tot eene groep
aangevuld. Maar dan zal ook elk punt dit doen en we zien
in Ds, Dy de neutrale punten der L,

Na deze tusschenbeschouwing op het gebied der involutie
van den tweeden rang zijn we in staat om een drietal eener
l;, welke zooals onder d) genoemd, (§ 1 Hoofdstuk VI), door
drie drietallen gegeven is, tot een viertal aan te vullen.

Zijn de drietallen Ay, Bg, Ck (k=1, 2, 3) gegeven, dan
bepalen we eerst de neutrale punten D.. D3 der door die
drietallen aangewezen [j.

Dan bestaat dus de Is:

A(, Ag, Aj
Bi, B, By | waarin echter G4 nog onbekend is.
C, D2, Dg

Vormen we nu de drie lg:

S Ag, Ay E 1 i Au, As S B,:, Bs
[ Be, By )’ l D, D3 [ Da, Dg

dan zal, als Cy, 'y een paar is van I, By, I's een paar van II
en Ay, I'y een paar van [II zijn. Zoowel in de II¢ als in de
[1le I, is dus het punt I'y te bepalen. Daarna vinden we (i
als het punt dat Uy aanvult tot een paar der I (As, Az; Bs, Ba).

Op geheel analoge wijze is As te construeeren volgens
het schema:

[ [ 11

By, Be, Bs ’ Ba, Bs a Ce, Cs B:, Bs
Ci, Co, Cs | Is Do, Ds } Iz of De,Ds Io, dan: Cg, Cs |} L2
Ay, D, Ds | Ci1, Ay $ B, A4 ! Ay, 3

We willen ook nog eene constructie vermelden voor het
geval dat de I, zooals onder b) genoemd, gegeven is door
cen viertal A; As Ag Ay, een drietal By By By en een paar Cs Ca. 1)

De neutrale punten De, Ds der nog onbekende [i:

"

1) Deze constructies staan in het boven aangehaalde artikel: Zur Theorie
der Involutionen. Monatshefte f. Mathem. u. Phys. 11T Jahrg.
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(A1, Az, As; By, Bg, Bay Gy, Ca, Cg) vullen €y aan tot tripel
der Is:
{ A;, Ag, A
| By, Bz, By ‘ en zijn dus te construeeren.
C‘l, Dz, Da} '
Maar nu vormen ook:
Bi, Bs, Bs
Ay, Dz, Dy | drie groepen eener ls, en zijn
Cy, Ca, Cy

dus de punten Ci, Ce te construeeren, die Cy hierin aanvullen.



HOOFDSTUK VIL

Bikwadratische involutie met viervoudig punt.

8§ 1. Eene I; met een viervoudig punt z = p wordt voor-
gesteld door:
agzt —4dayzd f6a72° — P aszelay =z D) (221)
Hare focale I door:
a7zt —3arzi 3z —az=2 (z=n)3 (222)
Eliminatie van 2 geeft ons dus voor de dubbelpunten:
gzt — 4 ay2° + 6 a 72 —dazsz+ a1 =
= (z — p) (@ z* — a1 2* + 3 ap z — as)

of:
a7 —3apziF3asz—ar=p (@2’ —3 & 22-+3 as 2 —as) (223)

Volgens Hoofdstuk 1l § 7 zijn de wortelpunien van deze
vergelijking de harmonische centra van den derden graad voor
de groep der I (221) aangewezen door » = 0, naar de pool p.

Is p veranderlijk, dan vormen deze harmonische centra
voor elke waarde van p eene groep der [y door (223) bepaald.
Daar deze 1s vier dubbelpunten hezit, zijn er dus vier polen p,
waarvoor twee der harmonische centra samenvallen.

Deze twee samengevallen harmonische centra, vormen als
samengevallen dubbelpunien der I, (221) een drievoudig punt
dezer 1;. We zien dus:

LXII. ,Elk viertal punten hehoort tot vier li, die een
,viervoudig en een drievoudig punt bezitten.”

,Wanneer we in de bovenstaande vergelijkingen @i ver-
vangen door (ag — 1 DK, waarin k=0, 1, 2, 3 of 4is, dan
caal de vergelijking (223) over in:

(g —ph)z®—3(az—p bg) 2* 43 (as — ;2 bs) 2z — (as — by) =
=1 llap — pbo)z° — 3 (alr=—r001) i1
+ 3 (ag — @ he) 7 — (az — @ ba)l. (224,
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Met eene hepaalde waarde van x komt eene bepaalde groep
der I, (221), zooals die door de substitutie veranderd is,
overeen (A= 0).

Voor die bepaalde waarde van g levert nu vergelijking
(224), waarin we p onveranderlijk denken, de harmonische
centra van den derden graad voor de beschouwde groep
naar de pool p.

De harmonische centra voor de groepen eener algemeene
[, met parameler w, len opzichte van één en dezelfde pool p,
vormen nu dus volgens (224) eene I3 met diezelfde parameter
r, welke aldus geschreven kan worden:

(a1 —pag)z’ —3(az—pa)z®+ 3 (as — p*ag) Z—— (01— paz) =
= |(b1 — p bo) 2* —- 3 (be — p by) z* -+
3 (by — pbe)z — (by — p by)l. (225)

Deze vergelijking geeft voor vier waarden van w twee gelijke
wortels, daar de Is vier dubbelpunten bezil.

De I, met parameter » bevat dus vier groepen, waarvoor
twee der harmonische centra ten opzichte van een vaste pool
p samenvallen, m. a. w. '

LXIV. ,Eene I bevat vier groepen, die elk met een ge-
,geven punt als viervoudig element eene nieuwe I, bepalen,
,welke ook nog een drievoudig punt bezit.”

Voor de pool in het oneindige, p = o, wordt verg. (223);

2z —3az2+3a:z—az=0, (226)

d.i. juist de focale groep van het linkerlid van (221), dus
ran de groep A =0,

De harmonische centra voor de pool p== 0o zijn dus de
brandpunlen der groep (verg. XVIL). Dit geeft:

LXV. ,Eene algemeene I; bezit vier groepen, waarvoor
,bwee der brandpunien samenvallen.”

De in LXIII genoemde drievoudige punten waren de dubbel-
punten van de door (223) aangewezen Is.

Hare vergelijking vinden we dus door eliminatie van p uit
(223) en hare afgeleide:

dy 7E '——Qﬂgz+ﬂa=p({lu 72 — Qil|2+ﬂ2) (9‘.‘37)
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Door deeling van beide vergelijkingen op elkaar vinden we:

; ——32224—983?‘—-&1 1 ——fl]Ze-lL‘Q..gZ*"-ﬁﬂ £
74+ —— e e B T e T, e
a, 22 —2a:z+ as 9,z — 2laiz -I- as
a9 22 — 2 a; z 1 as, a1z —2azz+ as .
SR e —0 (228)
nlz~—uagz+aa, {12?."—‘.;'{132—]—21.-;

of:
(ap a2 — a12)z* — 2 (apas—a as)z3 - (apas +2a1a; —3 as%) 7% -+
— 92(aray— azas)z 1 (az a4 — a3?) =0 (229)
Daar het linkerlid van deze vergelijking de covariant van
Hesse is van het linkerlid der vergelijking:
ag 7t —dayz® -+ 6 ap 72 —hazz+a,=0 (230)
kunnen we dus de vier punten die elk als drievoudig element
voorkomen in eene [y met een viervoudig punt en eene be-
paalde groep, de covariante groep van dit gegeven viertal noemen.
Daar de met (223) covariante Iy dezelfde dubbelpunten (229)
heeft, terwijl hare vergelijking op analoge wijze als (223) uit
de groep (230) wordt afgeleid, uit eene geheel andere groep
wordt gevonden, behoort dus het viertal (229) als covariante
aroep tot twee viertallen van het vlak. Er bestaal eene over-
eenkomst (1, 2) tusschen eene groep €n hare covariante groep.
Ter vereenvoudiging kunnen we volgens I het viertal aan-
gewezen door (230) omzetten in de toppen van ecn parallelogram.
Zij-dan zijne vergelijking:
a2zt + 6 az 2® + as = 0, (231)
dan vinden we door de substituties a; = s = 0 in verg. (229)
voor de covariante groep de vergelijking:

a Ay 74 -+ (ap ag — 3 az”) z? 4+ a2 2, =0,

of :
a,z! + 6bgz’+a, =0, (232) .
wanneer dus
ap A4 — 3 3.22 =6 dg bg (233]

gesteld wordt.

Uit deze betrekking blijkt opnieuw.de verwantzchap (2, 1)
tusschen eene groep en hare covariante groep. Immers bij
gegeven do, s en by, dus bij een gegeven viertal (232), vinden
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we uit (233) twee waarden voor ag, dus lwee viertallen (231),
waarvoor het gegeven viertal de covariante groep is.
Is apa:s =9 as? dan volgt uit (233) b = as. De betrokken
groep valt dan dus met de covariante groep samen. Dit ge-

: 14/
beurt dus voor de beide waarden a; = =+ §]/ a; as. De ver-

wantschap (1, 2) bezit echter nog een derde coincidentie-
element. Hiervoor geldt: as = o, want ook voor deze waarde
worden de groepen (231) en (232) aan elkaar gelijk.
(231) -wordt:
d N a4
Lzt 46224 —=0.

a2 a2

Voor a; = o geeft dit de groep:
2> =0 en dus daarbij z%= .
(232) is te schrijven:
Aoy
R
Voor a; = % geeft ook deze vergelijking de groep:
722 =0, z? =00,

5 a4
z? — 3224+ —=0.

©
dg” ag

do A4



HOOFDSTUK VIII.

Bikwadratische involutie met metaharmonische
danbhelpunten.

§ 1. Uit een vierlal
agz' + 622 + ar=0 (231)
en zijne covarianie groep:
a9 7zt + (ap 8, — 3 a.2) : as} 2° + a1 =0,
of agzt -+ 6bez? +as=0 (232)
kunnen we eene Iy opbouwen, door telkens van eene cova-
riante groep weer de covariante groep te vormen. Zoo vormen
we uit (232) de groep:
a, 24 -+ (apas — 3 he?) : bl 22+ a1 =0
of agzt+6cez’ +a= 0, (234)
enzoovoorts.

We zien, dat alle verdere groepen, %00 de twee eerste
aroepen, die de Ij geheel bepalen, parallelogrammen vormer,
ook parallelogramimen bepalen, met hetzelfde middelpunt (z=o0),
terwijl ook het produkt der diagonalen voor alle even groot is.

Dit laatste zien we het gemakkelijkst aldus:

De lj, waartoe de viertallen (231), (232), (234) alle be-
hooren, heeft tot vergelijking:

ag 2%+ 6 A%2% - as =0. (235)
Schrijven we de vergelijking als eene kwadratische:
2y +6A7y+ai=0, (236)

dan zal, als y1 en Yy de wortels dezer vergelijking zijn, het
produkt, der diagonalen van een der - parallelogramimen (235)
worden voorgesteld door 4 V1 yz, welk produkt dus celijk
is aan le/ as: ay, d.w. z. onafhankelijk van 2.
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De I, (235), die ook door de vergelijking:
zt 6 pizitat=0 ' (237)
voor te stellen is, blijkt bij vergelijking met (199) de I, met
metaharmonische dubbelpunten: z =00 en z(z' —a') =0 te
zijn, welke we reeds in Hoofdstuk V bij de beschouwing van
twee covariante Iy hebben aangetroffen.
Tol welke groep der I; behooren de punten z =a, z =
Voor deze waarden wordt vergelijking (237):

a?

.

2a*+ 6 w*a® =0, waarnit volgt n?= — < a®

De vergelijking der gezochte groep is dus:
7+ — 2a*z* - at =0 of (z*— a¥)? =0, (238)
De groep bestaat dus uit de punten z* = a? dubbel geteld.
Daar voor deze groep voldaan is aan de betrekking a, as =

__ | . :
9a:% (ap=1, as== 5 a%, a. = a'), vall (zie 233) de covariante

groep met de groep zelf samen.

Evenzoo vormen de punten z* = — a® dubbel geteld, eene
met hare covariante samenvallende groep der I; en ook de
punten z =0,z =, welke laatste de groep voor u?= o
vormen,.

LXVI. ,Eene Iy mel metaharmonische dubbelpunten bezit
,dus drie groepen, welke elk uit twee dubbelpunten bestaan,
.en elk met hare covariante groep samenvallen.”

§ 2. Noemen we de zes metaharmonische dubbelpunten
der Is: 21 =0, zs = 0,73 =14, z4= —a, 2 =a i, 2s = —ai,
dan zijn 7z, % en z; de wortelpunten van de vergelijking:

z(z—a)(z—ai)=0 of 2 — (1 +-i)az?-}a%iz=0. (239)

Door substitutie van

=ik, 3 =1—_f———-1- a, Cg=— i ez =0
S 3
in verg. (124) vinden we voor de isodynamische centra van
de groep (239):
13a?i — (1 +1)2a%z22+a%i(1 +1i)z -+ at=0,
of: z2t+a(l +i)z—ati=0. (240)
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De groep der drie overige dubbelpunten Zzg, 71 €0 7 heeft
tot vergelijking: (z + a) (z4+ai)=0 of
24+ (1 +iaz a?i=0. (241)
Door toepassing van (124) vinden we ook hier voor de
isodynamische centra:
zg+a[1—1—i)z-—a2i== b}
welke vergelijking volkomen dezelfde is als (240).
De wortels van de verg. (240) zijn:

z=}5a(1+i)(—1i1/3) (249)

Deze beide wortelpunten ziijn dus de isodynamische centra
van de beide groepen Zi, Zs, Zo €N 7, 74, Zg, dus de hoofd-
punten van de cyclische Iy die door de beide drietallen bepaald
wordt. ([oofdst. 111, § 3).

Wanneer we uit de zes dubbelpunten der Is nog andere
paren van drietallen vormen en daarvan de isodynamische
centra zoeken, dan blijken deze voor de navolgende paren
telkens gelijk te zijn.

Die paren van drietallen:

| %124 7%5 , %1 Z4 Zs } 71 Z3 Z6
l 7o 73 Z6 Z2 Z3 25 Zo L1 Zp
vormen dus nog drie andere cyclische ls.

Hunne overeenkomstige hoofdpunten zijn: (de isodynamische
centra van de beide drietallen uit ieder paar) :

z=—g)—a(1—i)(——1iV3) (243)
z:—aéa(l-}—i)(——'l:tVB) (244
i= -+ La—i(=1£V3) (245)

Volgens XIX gaan de zes dubbelpunten door inversie uit
sén der hoofdpunten van de vier cyclische Iy, die zij- bepalen,
over in. twee gelijkzijdige driehoeken. In § 6 van Hoofd-
stuk 1 zagen we dal zes metaharmonische punten de snij-
punten vormden van drie onderling loodrechte cirkels. Daar
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deze loodrechte snijding bij de inversie bewaard blijft, zijn de
beide gelijkzijdige driehoeken homothetisch.

Immers: Laten A,D; B,E en C, F de drie paren snijpunten
zijn van drie onderling loodrechte cirkels, waarvan O het machlt-
punt is. Beschouwen we de drichoeken O GB en O EF. Daarin

15 /jOCB:LFEO:},thB en LOBC=/EFO0=

%—bg E C. Uit de gelijkvormigheid (_ler beschouwde driehoeken

volgt nu:
QF:0B=—0FE:00=FEK:B(C.

Ook is ADOFer ACOA en ADOEce ABO A.

Hieruit: OD:0OC=O0F:0A=FD:AC
en OE:0A=0D:0B=DE:AB.

Indien nu de beide driechoeken ABC en D EF gelijkzijdig
zijn, zijn de laatsle verhoudingen in de drie aaneengeschakelde
evenredigheden aan elkaar gelijk. Maar dan ook de eersten.

Dus:
OF:0B=0D:0C=0E:0OA=0E:0C=0F:0A=0D:0B.

Hieruit volgt OA=0B=0C en OE=0D=O0F.

Daar nudus OD:OA=0E:0B=01F": 0 (, zijn de drie-
hoeken A B C en DEF tegengesteld homothetisch.

Derhalve :

LXVII. ,Een metaharmonisch zeslal kan door inversie uit
,acht verschillende centra worden omgezel in de toppen van
,Lwee concentrische en homothetische gelijkzijdige driehoeken.”

3. De inversiecentra z—=— -+ ! a(l4+i)(—1-4+V3) en
9

—

z= =+ 5 a(l i) (— 1 —V3) zijn wortelpunten van de ver-

gelijking :

2t 2a%i22 V'3 +at=)0, (246)
de overige vier van:

zt — 2atiz?V3 4+ at=0. (247)

Deze vergelijkingen stellen twee groepen voor van de l
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(237), waarvan de diagonalen hoeken van 45° met de assen
maken. Het produkt der diagonalen is volgens het voorgaande
(§ 1 van dit hoofdstuk) gelijk aan 4 a terwijl het kwadraat
van eene zijde der ruit (246) bepaald is door i

— e — 12
AG?:—OA?—}—OC‘-’:Q%:)u(—l—H/il)t 1
( 2
—}—2}:1311(-1——V3)% :a3(2—1/3)+21“(2+V3)=£La"’.

L

700 vinden we ook voor het kwadraat van eene zijde der
yuit (247): 4a®

Daar van de vierhocken (246) en (247) het produkt der
overstaande zijden gelijk is aan het produkt der diagonalen,
zijn de vierhoeken dus isodynamisch, hetgeen ook kan blijken
bij vergelijking van (246) en (247) met de vergelijking (181).

Vervangen we daarin — 3 a¢ door a* en dus — 6a* door
Abd b2 i it
- ()% 2 l/ —-ﬁa"i: 4+ 9a%il/3 dan ontstaan uit (181)

juist de vergelijkingen (246) en (247).
De covariante groep van
ZE R Gt tati—=
7ij voorgesteld door:
Zi 1 gtk =0,
dan volgt uit het verband van (233) mel (231) en (232):
pl2=(at —3 ©h) s 6wt (248)

Is nu, zooals in (246), (247):
gpui= & 2a*iV3, dan wordt voor de covarianie groepen:

6p't= ,a" — 3 ((13 a‘“’il/ﬂ)‘% s 7;-&2 V3= F 2a*iV3.

We zien dus:

LXVIIL ,De acht hoofdpunten der vier cyclische Iy die
,door de metaharmonische dubbelpunten eener Iy worden
,bepaald, vormen, in twee isodynamische ruiten, twee groepet
_der Iy, welke elkanders covarianten zijn.”

Het produkt van (246) en (247):

78+ 14atzt + a8 =0 (249)
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stelt op den complexen bol de toppen van een kubus voor.!)

§ 4. De verg. (237) der l; kunnen we ook schrijven in
den vorm:

(z22+2xz+a?) (2 — 2az+a?)=0, (250)
waarin dan 4 A* =2a?— 6 z? is. Dan blijkt, dat elke groep
der Iy is samengesteld uit twee paren der I met z= + a
(twee der dubbelpunten der 1) tot dubbelpunten. Voor 2 =0
vereenigen de beide paren zich tot het paar dubbelpunten
z*= —a® voor A=o00 tot het paar dubbelpunten z =0,
z=cc (verg. § 1).

Schrijven we de vergelijking der I, (237) in den vorm:

(22 —+=2ix12 — ) (z3-—19 A1z q7) = (), (251)
waarin dan 4 4*= — 2a* — 6 % dan zien we dat elke groep
der I; ook kan worden samengesteld uit twee paren der Io
met dubbelpunten z= + ai (de dubbelpunten z; en z; der
I;). Voor =0 worden de beide paren tol het paar dubbel-
punten z*®=a® vereenigd (z; en z;, zie § 2), voor A=
hebben we het dubbel te tellen paar z=0, z= o (de dub-
belpunten z; en zz der ly).

Ock is nog eene splitsing van elke groep der Iy mogelijk
in paren van eene I, die de dubbelpunten z; =0, 7y = o
der I; tot dubbelpunten heeft. Deze I. is voor te stellen
door z*+4v=0. Voor v=0 geeft dit immers het dubbel-
punt z* =0, voor v = — o het dubbelpunt 7%= oo,

Eene groep der I z' -6 p®2* 4 a! =0, uit twee paren
dezer I, opgebouwd wordl dan aldus voorgesteld:

(22 4 ) (22 4 ") =0, (262)
of Z"‘]‘(H—I—V’]zz—l—vv'::().

Dus moet ¥ + v =6 u* en »»' = a? zijn, zoodat voor elke
groep p de door v en »' bepaalde paren der I» te vinden
" e P 14 & .
zijn.. Voor v=a% » =a® worden de beide paren tot het

raar dubbelpunten z* = — a® vereenigd (zs en zg der L), voor
! g )

() [} D & I
v=—a% v = —a’ tot z2=a®% d.z de dubbelpunten z; en

74 der Ij.

) Verg. KL, Le. p. b0.
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Uil dit alles blijkt dus:

LXIX. ,Elke groep eener Iy met metaharmonische dubbel-
,punten kan op drie wijzen in paren worden gesplitst.  Bij
_elke splitsing zijn de dubbelpunten der door de beide paren
Jbepaalde I» twee der dubbelpunten der I, terwijl de beide
,andere paren dubbelpunten der I, twee paren dezer Iz vormen.”

.8 5. Uit de beschouwingen van § 2 en de daarin afge-
leide eigenschap LXVII, blijkt dat de 1, door inversie kan
worden omgezet in eene I, waarvan de dubbelpunten twee
celijkzijdige driehoeken vormen, €n dug door de vergelijking :

(22 — k%) (z* — )= 0 (253)
kunnen worden voorgesteld.

Daar de twee driehoeken tegengesteld homothetisch zijn,
zijn k en ! afhankelijk van elkaar.

Zijn k en ! dubbelpunten van de Io:

27 4 a2+ 2z)+a=0
dan geldt
k2-+2a k +a:=0 en 124 2a; 1+ a:=0,

waaruit volgt: a1 = — 13 (k+1) en a2 = k1.
De ls:
po — L kD7) HEI=0 (254)

heeft dus de punten £ en I tot dubbelpunten.
Zal z=ck,z' =¢l een paar van deze I» vormen, dan

Taet szkl-—lé(k—\—])(ak%—s])—l—klz-'() o

of 9(5"’~{—1)kl~£(k+1)2=0,
of, wegens de betrekking 24c¢+1=0:
(k12 +2k1=0. (255)

Opdat z=¢*Kk, 4/ = ¢2] een paar zij van de I, (254) moet
qan deze zelfde voorwaarde worden voldaan. Stellen we
k-+1=2m, dan wordt de voorwaarde (255):

Am?-+2k(@m—k =0,
of K—2mk—2m*=0
waaruit k=m (1 £ V7 3).
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Kiezen we k=m (1 +1 3), dan is | =m (1 — V 3) (256)
Indien tusschen % en [ het hier aangegeven verband be-
staat, zullen dus ook de geinverteerde dubbelpunten der I
en elke groep voldoen aan LXIX. De metaharmonische groep
(253) dier dubbelpunten: (z* — k*) (z> — 1¥) = 0 wordt nu:
(22— 10m® — 6 m®V 3) (z*— 10 m*+ 6 m*V 3) =0,
of 7284+ 20m®z? — 8mé=0 (257)

De bikwadratische involutie, die door inversie uit de ge-
geven Iy is ontstaan en waarvan (257) de dubbelpunten voor-
stelt, kan nu niet alleen worden opgebouwd uit telkens twee
paren der I (254), maar ook (verg. § 4) uit de beide I. die
achtereenvolgens ek, ¢l en ¢k, ¢*1 tot dubbelpunten hebben.

Deze drie lI: worden gelijktijdig door de verg.

22 —ePm@z+z)—2:°Pmi=0(p=0, 1, 2) (258
voorgesteld.

Het punt z==co wordl door de dubbelpunten % en [ der
I, (254) harmonisch gescheiden van het midden i dier punten;
7z=0o en z=m vormen dus een paar dier Iz, dus ook een
paar der I;. Zoo vormen z =00, z=m¢ een paar der I
met dubbelpunten k¢ en l& en verder z= 00, z=m* een
paar der I; met dubbelpunten ke® en 1¢2.

We hebben dus drie punten z=m, z=mg, en Z=m ¢
die elk met z= o0 een paar der I; vormen, gezamenlijk dus
met z=oc eenc groep der I,.

De vergelijking van dit viertal z= o0, z =

z3 —

m P, is:
m? = 0. 259)
Het punt z" = 0 wordt door een der drie punten z= — 2 ¢’ m
aangevuld tol een paar van de overeenkomstige I: uit (258),
vormt dus met elk dier punten een paar der I;, en met de
drie punten te zamen een viertal der Iy met vergelijking:
Z(z-+2m)(z+2em)(z+ 262 m)=0,
of z (z% -} 8 m®) = 0. (260)
Uit de beide groepen (259) en (260) kunnen we nu de I
opgebouwd denken. Hare vergelijking wordt dan:
7zt + 8mdz =4 A (z® — m?,
of : zf —Arz 4+ 8mPz+ 4 AamP=0. (261)
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Voor de covariante groep vinden we met behulp van (229)

(welke de covariante  groep van (230) voorstelt), (e =11}
a3 =M, as = 0, ag = — 2 m’% a, =4 A m): :
7.4—4A~2m3z?’—}-8msz+fllh_Em":() (262)

Het zwaartepunt Ac der covariante groep is gelifk aan
ST O L '

A =t (263)
waarin dan A het zwaarlepunt van de gegeven groep is.

We zien hier weder dat elke groep als covarianie groep
tot twee andere groepen hehoort.

De zwaartepunten 4 en Ac vallen samen voOr AS=m?® De
drie punten m ¢ P zijn dus de coincidenties van de verwant-
schap (1,.2) die tusschen . en 2 bestaal. Daar nu tusschen
de punten van het vlak als polen en de harmonische centra
ten opzichte van iedere pool voor een bepaald drietal punten
ook eene verwanitschap (1, 2) bestaat, kunnen we vermoeden,
dat de waarden 2 bij eene hepaalde Ac behoorende, de har-
monische centra zijn van de groep z° = m® naar de pool 2c.

Deze vinden we op de bekende wijze als dubbelpunten der
T: 28 — m? = p (2 — Ae)?, dus door eliminatie van p uit deze
vergelijking en uit hare afgeleide: 22 = u(z — 2o)%, welke
eliminatie ons werkelijk de vergelijking (263): 22 Ae = m’
oplevert.

Dus:

LXX. ,Het zwaartepunt van de covariante groep vancen
Jviertal der li is het harmonisch centrum  van den eersten
,eraad voor het drietal middens der paren dubbelpunten naar
L het swaartepunt van het gegeven viertal als pool.”

Vallen de beide harmonische centra van den tweeden graad
(de bovengenoemde ) van eenig punt A, ten opzichte van de
groep z==m® samen, dan vormen zij met: ic de isodyna-
mische centra van die groep (zie XXXVII). De groepen, waar=
van A en Ag de zwaartepunten zijn, zijn dan elkanders cova-
rianten.. De beide wortels A uit (263) of 22 —m®: A, worden
nu gelijk voor =10 en voor r=—o0 (d.1. 2, =0).

De daarbij. behoorende, onderling covariante groepen vinden
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we uit (261) en (262). In beide gevallen vinden we dezelfde
groepen, n.l.
Z(z*}8m¥) =0 en z* —m*=0.

Daar de I; niet meer dan deze twee, onderling covariante,
groepen bezit en de in LXVIII genoemde acht hoofdpunten
twee onderling covariante groepen vormden van de oorspronke-
lijke L4, vormen de twee eerstgenoemde groepen |z (z* +8 m?) =0
en z° — m®=0! de inverse beelden van die acht hoofdpunten.

Zij zijn dus (zie LXVII) de inversen van de acht inversie-
centra (249), uit één waarvan de metaharmonische dubbel-
punten der oorspronkelijke I; in de toppen van de twee ge-
lijkzijdige driehoeken (253) zijn omgezet.



HOOFDSTUK IX.

Bikwadratische involutie met drie drievoudige punten.

§ 1. Eene 1y met drievoudige elementen in z=0, en
7 — oo, met de daarbij hehoorende vertakkingspunten z =1u
en z—v, wordt voorgesteld door:

728 (z — u) =4 (2 — V). (264)
Zal zij een derde drievoudig punt bezitten in z = a, dan moet
7 —a dus gelijktijdig voldoen aan de vergelijking der Is en
qan hare eerste en tweede afgeleide:
372(z —u)+2z°=2|
z(z —u)+ 2" =

Substitutie van z=a in de vergelijkingen (264) en (265)

levert:

(265)

ad(a-—u)=Arla— v)

JaZ(a —u)+a’=4a (266)
(a—u)+a =0
o T 1
Uit deze vergelijkingen volgt u= 9a, a——2a®en v=ga.

ed

Deze waarde voor A bepaalt dus de groep der Ii, welke het
drievoudige punt z =4 zal bevatten. Deze groep wordt
volgens (264) voorgesteld door:

4 —9azd+2a%z—at=0 of (z+ a)(z—a)*=0, (267)
zoodat z= —a het vertakkingspunt is van het drievoudige
punt z=a. Deze beide worden door de beide andere drie-
voudige punten z=0 en 4 — oo harmonisch gescheiden.

Ivenzoo vormen z=10, Z=U= 929 metz=a en z=®
ecene harmonische groep en 00k wordt het bij z = oo behoorende

vertakkingspunt z=v=7542 door de beide andere drievoudige

punten z=0 en z=a harmonisch gescheiden.
Daar tusschen de wortelpunten van de vergelijkingen (102)
en (103), die elkanders covarianten waren, ook juist deze
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betrekking bleek te bestaan (zie Hoofdst. III § 4), blijkt hier dus:

LLXXI. ,De drievoudige elementen van eene I en de drie
,bijbehoorende vertakkingspunten vormen twee tripels, die
,elkanders covarianten zijn.”

§ 2. Volgens § 1 van Hoofdstuk III wordt elk drietal punten
door inversie uit een der hoofdpunten van de door dat drietal
bepaalde cyclische Is omgezet in de toppen van een gelijk-
zijdigen drichoek. We kunnen dus de drievoudige elementen
der 1; omzetten in de punten

21 == 2, 73 =i & Zg = 6% (268)

Zijn de vertakkingspunten u, », w dan moet bij de inversie
de harmonische scheiding van punt en vertakkingspunt door
de twee andere punten blijven bestaan. Dus moet: (verg. (13),
waar 7 en Zz harmonisch gescheiden worden door de dubbel-

punten a en — a): Z U =—zs Z Zijn,
of: 0= (e) (¢ N ram — |
' g (269)
En zoo wordt v= —a2¢c en w=— « &*

Twee der drievoudige punten (268) bepalen dus met hunne
vertakkingspunten (269) de Iy:
(z—aePlzt-xe)=2(z— 2zt ad) (270)
Voor »=1 vinden we het viertal:
(72 —B3axezi+3ate?z —ad)(z+ xs) |
—(z8 —8aefz? +3atez—2d) (2 Tz e?) =0
of: 22+ a*=0en z=00 (271)
Dit viertal bestaat dus uit de toppen van een gelijkzijdigen
drichoek met één zijner isodynamische centra. Voor A= ¢*
vinden we het viertal
z (284 22% =0 (272)
dus wederom een gelijkzijdigen driehoek met één zijner iso-
dynamische centra, dus vier equianharmonische punten.
Door de substitutie

zt=oa? (k=0, 1, 2) (273)
gaat de groep (271) over in:
b E:ak
2= —— -+ 25=0of 22®4t>=0 en t=0,
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dus juist de groep (272), terwijl diezelfde substitutie omgekeerd
(272) omzet in (271).
Bouwen we de I, op uit deze heide viertallen, dan krijgt
hare vergelijking de gedaante:
2t 2 b =2 (223 2%), (274)
wanneer we door x het zwaartepunt eener groep aanduiden.
Deze vergelijking gaat door de substitutie (273) over in:

= 90::”23, [; (2% 1 27,
of: 248t =2p (28 + &°). (275)

Dit viertal is weer eene groep der Ly (274), waarbij dus
tusschen de zwaartepunten der beide groepen de betrekking
bestaat:

Luu =a k=0, 1, 2) (276)

De vergeliking (273) vertegenwoordigt voor elke waarde

van % eene I, met dubbelpunten ]/czg & dus voor k=0
zijn de dubbelpunten dezer Iz, & «, dat is juist cen der drie-
voudige elementen der I met het bijbehoorende vertakkings-
punt. Voor k=1 of A heeft de Ip de dubbelpunten =+ &%
Ji=—2 geeft de dubbelpunten & . Derhalve:

LXXIL. ,Eene I, met drie drievoudige elementen wordl
,door drie kwadratische involaties in zichzelve vervormd. Elke
,dezer Iy heeft hare dubbelpunten in een drievoudig punt met
,zijn vertakkingspunt. De beide andere vertakkingsgroepen
,verwisselen onderling van plaats, terwijl dit ook voor telkens
Lwee groepen der Iy het geval is.”

Dat de eene vertakkingsgroep juist in de andere overgaal,
blijkt, wanneer we Db.v. voor =0 de substitutic zl=
toepassen op de vertakkingsgroepen voor k=1 of S

De ‘groep (z — « ¢)3(z -+ «¢) =0 gaal over in

t—ae)(t+ae)=0en omgekeerd.

Bij de vervorming door de involutie z t = «2 (k =0) blijven,
volgens (276), de groepen Waarvoor 4pt=o’ onveranderd.
Hierbij behoort natuurlijk de groep gevormd door de dubbel-
punten der I, d.i. de vertakkingsgroep (z —a)(z+a)=0
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en verder de groep: z* + 22 z® 1+ 2 2%z + «* = 0, welke door
substitutie van 2 . = — « uit verg. (274) ontstaat.

De vergelijking dezer groep is te schrijven:
4 2

+9a(z+%)=0.

o
72

72 4

Stellen we nu 7 -+ 17 =11} @77)
dan gaat de vergelijking der groep over in:
w-+aou— i et —1() (278)

Uit (277) of 22 —2uz - «* =0 blijkt dat u het zwaarte-
punt is van een paar der I, waarvoor z;z; = «% dat is juist
de involutie (voor k=0) die we op de Is toepassen. Uit
(278) blijkt nu dus, dat die groep der l; hierbij onveranderd
blijft, welke uil twee paren der Il bestaat, welker zwaarte-

19
punten voldoen aan uy uy = — -
Is (zie (276)) A ' pu=a? dp' po=2a’c en dp' uy=1a ¢,

dan voldoen de zwaartepunten g, pe, s der groepen welke
door de drie kwadratische involuties uit eenzelfde groep der
I, ontstaan, aan de betrekking:
T — i TR
LXXIII. ,De zwaartepunten der drie groepen der Ly, welke
door de drie involutorische vervormingen uit eenzelfde groep
,der 1 ontstaan, vormen. de toppen van een gelijkzijdigen
,driehoek, die (zie 268) concentrisch is met den driehoek
,der drievoudige punten.”
De focale Iy van de involutie (274) heeft tot vergelijking:
928+ ad =0 p 2. (279)
Alle groepen dezer I3 hebben één brandpunt gemeen, daar
hare afgeleide: z®>=2 .z, onafhankelijk van g, den wortel
z=0 bevat.

§ 3. In het voorgaande hebben we de willekeurige Is door
inversie uit een der hoofdpunten van de cyclische ls, die
door het drietal drievoudige punten wordt bepaald, omgezet
in eene nieuwe la.
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Zulk een hoofdpunt is een der isodynamische cenira van de
oroep der drie punten. IIet gaal bij inversie over in het
oneindig ver gelegen punt.

Daar nu volgens XVII, het zwaartepunt eener groep haar
harmonisch centrum van den eersten graad is voor een oneindig
ver gelegen pool vinden we door omgekeerde inversie uit het
voorgaande voor de willekeurige I; de eigenschap:

LXXIV. ,De harmonische centra van den eersten graad
,van de groepen eener I3 met drie drievoudige punten, naar
seen der isodynamische centra van dat drietal punten als
,pool, worden door de drie Iy, waarin de groepen der 4
.iwee aan twee gerangschikt kunnen worden, eveneens in
,paren gebracht.”

En in verband met LXXII en XIX:

,De drie harmonische centra, die volgens deze drie ver-
,vormingen met een vierde overeenkomen, behooren als drietal
ool de cyclische 1, waarvan de drievoudige punten eene
,groep vormen.,”



HOOFDSTUK X.

Bikwadratiseche involutie met twee viervoudige punfen.

§ 1. Eene I; met viervoudige elementen in z=a, en
— g, wordt voorgesteld door de vergelijking:
(z—a)t=A(z 1 a)s (280)
Bij invoering van het zwaartepunt zo der door A bepaalde
groep, dat uit de schrijfwijze:
(1—azt—da(l+ 2z +6a%(1 —2)z° +

—4a*(1+az+at(l —A)=0
gelifk blijkt te zijn aan a (1 -+ 2): (1 — 2), gaat de vergelijking
der Iy over in:

7t + 6a2z? + at =41z (z° 1 a%az). (281)

Volgens (38) is dit de vergelijking voor eene harmonische
groep met zwaartepunt z,, die met de punten z = + a een
metaharmonisch zestal vormt. Deze punten zijn de viervoudige
punten of hoofdpunten der ly; we zien dus:

.XXV. ,Eene I; met twee viervoudige punten bestaat uit
Jharmonische groepen, die elk met de hoofdpunten eene
,metaharmonische groep vormen.”

Voor de vier punten eener groep vinden we uit (280):

(z—a)=(z + a) ¢ 4,
e e A BT S0 AP R N (9R9))
zn+a  zta 7Zs + a 24 -+ a

Stellen we (z —a):(z +a) voor door u, dan liggen dus
de punten Uy, Us, Us, Uy op een cirkel.

De vergelijking =1 ug (283)
waarbij dan volgens (282) behoort: uz=ius, Us =iy, geelt
cene cyclische projectiviteit aan, waarbij de punten Uy, Uz, Us, Uy
achtereenvolgens overgaan in Uy, Uy, Us, Us. Zoo wordt dus door
die cyclische projectiviteit (2, —a) : (z1 4 a)=1 (zo —a): (z2 +a),

Z
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de Iy in zichzelve omgezet, z66, dat elk punt de plaats
innecemt van een ander punt derzelfde groep en nadat die
omzetting viermaal heeft plaats gehad, zijn eerste plaats weer
inneemt.

Door de involutorische vervorming:

Z1—4a Zg — 2
- = — — of uy=-—1ug 284
Z1 —|— a Zs "i— a : ( }

caat daarentegen elk punt U over in zijn tegenpunt op den
cirkel, die zijne groep bevat en dus elk punt Z in het over-
staande hoekpunt van den harmonischen vierhoek der Ii, die
door het punt bepaald wordt.

De substitutie (15):

s —a=re? z24+a—se?
geefl, toegepast op (284):ry ;s =rs: 53
en. Cb[—¢[z¢3ﬁ¢3iﬁ.

Volgens (17) en (18) liggen dus de punten Z; en Zz op een
B-cirkel van een bundel, die de hoofdpunten z= I a tot
orenspunten heeft. En evenzoo de punten Z: en Zi.

Dat Zi, Zs, Zs en Zs op eenzelfden 2B-cirkel liggen, blijkt,
wanneer we de substitutie (15) ook nog toepassen op (283),

dan: Iy:S1="rz:8e
en: Q1 — = Q2 — yb-:—l—%-

Voor alle groepen op eenzelfden B-cirkel geldt s=er,

waarin dan ¢ =| —

j
,en dus | A=, in verband met de

¢

uit (280) volgende vergelijking:
7z—a—(z-Fa)¥ A

en de bheide uit (15) volgende betrekkingen:

z+ al==s.

Voor het zwaartepunt eener groep geldt:

zo=a(l +2):(1l —A)

of Zo — a=A(zo + a)

lz—al=r en

: 1
waaruit volgt: |zo +al=1=(z0 — a) .
A
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De zwaartepunten der groepen, waarvoor de modulus vai
A dezelfde is, en die dus liggen op een cirkel s —=cr, zijn
verbonden door den cirkel s=¢c'r.

§ 2. Uit (282) volgt:
(z — @) (zs -+ a) = — (zs — a) (z1 }-a) of 2123 =a?)
en (ze — a) (z4 + a) = — (zg — a) (22 + a) of 222y = a'ﬂi
We kunnen de I; dus opbouwen uit paren der I, met
dubhelpunten =+ a, door aan elk paar toe te voegen dat paar,
waarin het door de eyclische projectiviteit (283) wordt omgezel.
Noemen we de punten van het toegevoegde paar £, dan

(285)

dus: (z—a):(z+a)=i(t —a):(t-+ a)

of {(z—iz—a—ai)=i(—az—a?)ta*—az

of bt (256)
7 —=al

Uit de verg. (285) volgl: zs = a*: 7, waaruil we voor hel

! . 7o 41 2y ;
midden m van de diagonaal Z; Zs, m = ——, afleiden de
betrekking :
9
a’
21+ —=2m.
71

ek a
Passen we nu de substitutie z -+~ =2 m toe op de ver-
Z

celijking (281) van eene groep der Iy, dan ontstaat de kwa-
dratische vergelijking:
m?—2z,m-+a*=0. (287)

De wortels my, me dezer vergelijking zijn nu dus de middens
van de diagonalen der groep. Zij voldoen aan m; ms = a®.
Derhalve:

LXXVI. ,De middens der diagonalen van elken vierhoek
,der Iy worden door de hoofdpunten harmonisch gescheiden.”

Geheel analoog aan de bij de Iy met twee drievoudige
punten, de cyclische Iy, gegeven bewijzen (Hoofdstuk I §1),
kunnen we hier deze eigenschap aantoonen:

LXXVII. ,Eene I; met twee viervoudige punten, eene
Leyelische Ly, gaat door inversie uit elk harer hoofdpunten over
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" in eene isocentrische involutie, welker groepen uit de toppen
,van vierkanten bestaan.”

Zij nu By Ci Bz Ge een vierhoek der Ii met hoofdpunten A;
en As. Zij Di het snijpunt der overstaande zijden Bi Ci en
Be Cg, dus D1 = (B1 Cl, B Cg) en Zoo DQE(PH Cg, Be Cl)

Door inversie uit A; gaan de toppen van den vierhoek over
in de toppen van het vierkant by c1 be ¢z, terwijl de zijden
By Ci, By Cs, BiCey, Bala achtereenvolgens in de cirkels
Ay by ci, Aibzcs, Arbice en Ay bs ¢; worden omgezet. Met
D, en Dy komen in de inverse figuur natuurlijk de tweede
snijpunten der cirkels Ay by cq, A bz cg, d. 1. di en van A by ce,
Aq be eq, d.i. de overeen. )

Het middelpunt van cirkel 1, zooals we Aj by ¢; zullen
noemen, ligt in de middelloodlijn van by ¢, welke echter
samenvalt met de middelloodlijn van b ¢z, waarop het mid-
delpunt van cirkel 2 moet liggen. Daar deze lijn dus de
middelpunten van 1 en 2 verbindt en daar A; d; hunne macht-
lijn is, zal di het spiegelbeeld zijn van A; ten opzichte van
die middelloodlijn. Zoo ligt analoog ds symmetrisch met Ay
t. o.v. de middelloodlijn van byce en bs ¢1.  Daar deze lijnen
cen rechten hoek vormen, is 0ok / di Ay de = 90°. De punten
d, en ds zijn dus tegenpunten op den cirkel d; A ds, die con-
centrisch is met het vierkant bi ei be ca.

Volgens +(285) worden twee overstaande hoekpunten van
een vierhoek der Ly door de hoofdpunten harmonisch ceschei-
den. Deze betrekking moet bij de inversie blijven bestaan en
daar het punt A; overgaat in ag, zal het tweede hoofdpunt
A. overgaan in het centrum as van het vierkant by eg be ce,
dus van de isocentrische Is (vergelijk Hoofdstuk 11 § 1).

De punten d; en dg worden nu door a; en a . harmonisch
cescheiden.  Daar dit ook voor de inversie het geval was,
vinden we:

LXXVIIL, ,De snijpunten- der overstaande zijden van elken
_vierhoek der cyclische ls worden door de hoofdpunten har-
,monisch gescheiden.” -

,Zij liggen op de lijn, die den afstand der hoofdpunten
,doodrecht middendoordeelt.”
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De cirkel A; d; dz is de inversie van deze lijn, helgeen we
aldus kunnen aantoonen.

Tnverleeren we den cirkel in omgekeerden zin, dan gaat hij
over in eene lijn loodrecht op A;as. Het punt p, diametraal
legenover A;, wordt door ap en @, harmonisch cescheiden
van Ai:. Het gaat dus over in een punt P, door Az en A,
harmonisch gescheiden van het punt in het oneindige; P is
dus het midden van A; As en bijgevolg gaat de cirkel in de
middelloodlijn van A; As over.

Laten we de koorden B: C: en By Ci van den omgeschreven
cirkel van den vierhoek tot raaklijnen worden in de punten
( en (i (twee overstaande toppen) dan blijft haar snijpunt
op diezelfde rechte.

Daar de overstaande toppen van een vierhoek der Iy paren
ziin van de To met Ta tot dubbelpunten, hadden we het
cerste deel van eigenschap LXXVIII ook kunnen afleiden
uit IV.

Op volkomen analoge wijze als we in Hoofdstuk Il § 5
voor de cyclische I3 eigenschap XXVI hebben afgeleid, leiden
we voor de cyclische I; af de eigenschap:

LXXIX. ,Worden de toppen van een viertal der cyclische
.I; in bepaalden zin rondgaande, toegevoegd aan die van een
ander viertal, dan wordt elk der hoofdpunten door de vier
gevormde paren harmonisch gescheiden van de punten van
yeen derde viertal der I,.”



HOOFDSTUK XI.

Cyclische involutie van den n™" graad,

§ 1. Daar we in hel vorige hoofdstuk reeds analogie
vonden tusschen de Iy met twee drievoudige en de Iy mel
twee viervoudige clementen, ligt het voor de hand de uil-
breiding der eigenschappen na te gaan bij involuties van den
pden graad met twee n-voudige punten.

Evenals de cyclische I uit eene lo mel dubbelpunten =+ a

kan worden opgebouwd, door aan elk paar z een paar ¢ loe

z—a .t—a ;
te voegen, verbonden door —— =177y s kan men uit eene
7z -+ a t+a
I; met Lwee drievoudige punlen =+ a,eene cyclische I samen-

stellen, door aan elk drictal z een drietal ¢ loe le voegen,
5

. o r i
, waarin e =e 3 evenals

1
verbonden door: 28,2 Ml
z -+ a tEta
in Hoofdstuk IIL
700 ontstaat in het algemeen uit eene cyclizche involutie
van den graad p eene cyclische involutie van den graad 2p,
als men aan elke groep (2) der I, die groep (f) toevoegt, waarin
ze door de substitutie .
Tl
el L a; (w:e_l’) (288)
z -+ a t-}-a
wordl omgezet.
Hierin zijn, als boven, de hoofdpunten der Iy: z = & 2.
We vinden dus nu algemeen (verg. Hoofdstuk III en X):
LXXX. ,Hene cyclische Iy iz invariant voor de cyclische
_projectiviteit, met periode #, opgesloten in:
Za BN L—a

X z-1a =t

(989)
( AL

,waarin ¢ den nden nachtswortel uit de eenheid, \e =¢€ " )

_voorstelt, en & betrekkelijk ondeelbaar is met n.”
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Heeft % een deeler gemeen met 7, dan worden de punten
eener groep zoodanig door de vervorming (289) verplaatst,
dat elk punt, nadat de vervorming eenige keeren is herhaald,
zijne oorspronkelijke plaats heeft hernomen, zonder alle punten
der groep achlereenvolgens vervangen te hebben. De I, is
ten opzichte van zulk eene cyclische projectiviteit te beschouwen
als eene involutie van lageren graad, daar immers elke groep
in een aantal ondergroepen gesplitst is, die alle evenveel
punten bevatten. Ook blijkt dit uit (289), waarin nu de ex-
ponent van ¢ te vereenvoudigen is. Denken we ons vijf punlen
regelmatig op een cirkel geplaatst en cenummerd van 1 tol 5.
Stel k = 2, dan komt na eenmaal (289) te hebben toegepast,
het punt 1 in drie, de 2¢ keer in 5, de ge keer in 2 (slaal
dus 1 over), de 4¢ keer in 4 en de 5¢ keer in 1 terug. De
periode is dus werkelijk gelijk aan n.

[s nu n=06 (denk de punten 1 tot 6 regelmalig op een
cirkelomtrek geplaatst) en b.v. k =2, dan is elk punt na drie
vervangingen reeds op de oude plaats lerug (1 komt achtereen-
volgens in 3, b, 1). De Iy is nu te beschouwen als eene ls,
waarvan 1, 3, 5 en ook 2, 4, 6 twee groepen vormern. Is
n==6, k=3, dan wordt ze eene Iz, enz.

Door toepassing van de substitutie (15) zou ook hier blijken,
dat de groepen der cyclische I, gedragen worden door de
cirkels van den bundel 23, die de hoofdpunten (dat zijn de
n-voudige punten) tot grenspunten heeft, terwijl de zwaarte-
punten der groepen gelegen op eenzelfden W-cirkel s=cr,
verbonden ziin door den cirkel s =c"r (verg. o.a. XXX).

Door inversie uit elk der hoofdpunten als centrum gaat de
cyclische I, over in eene isocentrische 1,, waarvan de groepen
toppen van regelmatige n-hoeken zijn. (Het bewijs hiervoor
loopt volkomen parallel met het aan XIX voorafgaande).

Daar de isocentrische I, door het geven van drie opvolgende
punten van een regelmatige n-hoek volkomen bepaald is, om-
dat we dan in het middelpunt een der hoofdpunten vinden,
is ook de cyclische I, door drie opvolgende punten eener
groep ondubbelzinnig aangewezen.

Hoe de vector van een hoofdpunt samenhangt met de vec-
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toren der drie gegeven punten moge uit het volgende blijken.
Duiden we, in het algemeen, de hoofdpunten der I, aan
door z==a en z =", dan is hare vergelijking:
(z—a)*=a(z—Db)" (290)
en voor drie punten Zy, Zs, Zs geldt:

7Z1 — b ze — Db W %3 — D : o
e = g~ = (291)
Z1 —4ad Z2 el Zg — A
2xi

waarin ¢ = e n evenals in (289).
Uit (291) volgt:

—b :
1 +/1 Tt (1 —|— SN ﬁ.) en zoo ook
_ a—Db —Db
LS - (1 —|— ) Door aftrekking en deeling
73— 4 75 — &

door (a — b) vinden we hieruit:

1 i ( 1 1 )
7i—4a . Za—a  \Zg—a  2Z3—a

1 & i IR
of S e St (292)
215+ Zg'— A Zg — d

Dit geeft:

{72 23 — a (22 + 7g) @l & ¢ |21 22 — @ (21— z2) + a® 4
212 — a (21 + 2z3) ;- a* —¢lzazs—a (z1 + z3) -+ a* = 0
Deze vergelijking levert ons voor a slechts ééne waarde, n.l.

0 =22 75 + e 71 22 — (1 4 &) 21 28! : 122 — 21 + & (22 — 23)] (293)

Het bepaald zijn der cyclische I, door drie opvolgende
punten eener groep, geldt ook, wanneer men de opvolgende
punten neemt van den slervormigen veelhoek, waartoe eene
groep; bij # oneven, aanleiding geeft.

§ 2. Zij de vergelijking der L, met hoofdpunien T a, ge-
geven als:
a)' = Az + a)",
dan geldt voor de opvolgende punten eener groep:

7y — a Zg — A o 28 Rk el é"___._a. (294)
294

— — — g2
Z1+El c22+21 L3+d Zn"lﬂa

o



deze betrekking volgt

(Z‘ = a.)s PR i _ A e _ fn—k2— 4 (295)
21 1 a 2s4a 'z, +a zp+a'z,_ i o-ta

Hieruit blijkt, dat elk punt der groep een dubbelpunt is
van de I., waarvan lelkens lwee punten die even ver van
het eerste verwijderd zijn, paren vormen. Is » even, dan
»al het tweede dubbelpunt dier Iz in het overstaande hoek-
punt gevonden worden. Is Z; het eene dubbelpunt, dan volgt
uit (295), onverschillig of 2 even of oneven is voor het tweede
dubbelpunt Ty de vergelijking:

=i =G (296)

zoodat die dubbelpuntenparen Zy Ty groepen der Iz zijn,
welke de hoofdpunten z= L a tot dubbelpunten heeft.

Daar deze groepen Zj Ty, uitgaande van een bepaalden
n-hoek, op denzelfden 2B-cirkel liggen, gaan de verbindings-
liinen dier punten Zy, Ty voor elken n-hoek door één punt L.
Evenals bij de ecyelische I, kunnen we ook hier aantoonen,
dat dit punt L van de zijden van den veelhoek verwijderd is
op afstanden, die met die zijden evenredig zijn. Het is dus
het symmediaanpunt van een harmonischen n-hoek. ')

Trekken we aan den omgeschreven cirkel van een n-hoek
der cyclische I, in het punt Py de raaklijn, welke door de
liim Py 1Pk 41 in het punt Si gesneden wordl, dan is
Sk Pi>=Sk P _ 1 X Sk Py 1, maar ook gelijk aan S P X
Sk Pk 41, daar Py een dubbelpunt is der I, waarvan Py __j,
Py 4 1 paren vormen. Derhalve:

LXXXI. ,In een harmonischen veelhoek convergeeren de
.diagonalen Pr__ ;P ; alle naar een punt op de raaklijn
,in het hoekpunt Py aan den omgeschreven cirkel getrokken.
JIs het aantal zijden even, dan gaat ook de raaklijn in het
,tegenover Py gelegen hoekpunt door dit punt.”

) Verg. CAsgLs, Sequel. . c.



108

Wordt de groep Py (k=1,2,...n) door inversie uil het
hoofdpunt A omgezet in de toppen van een regelmaligen veel-
hoek pj met centrum a', d.i. hel inverse punt van het andere
hoofdpunt, dan gaan de lijnen Pg_ 1Pk ) over in cirkels
A Pg 1 Dk - 1 hel snijpunt Sy dier lijnen wordt dus het tweede
snijpunt sy dier cirkels, d.i. het spiegelbeeld van A ten op-
zichte van de lijn a’ py.

Stellen we ZAa pr door @ voor, dan is ZAa' p;=

9 7 i 27 .
¢+ e ZAa' pp=0-+2 n"’ in het algemeen Z A a’ py =

k—1 P - Jen s
o+ T 92 z. Volgens de juist genoemde symmetrische ligging
van de punten sp ten opzichte van het punt A en de lijn
a' pr, geldt nu L Aa's;=2XLAa'pp=20

k—1
en zoo éAu’sk=2qb-{—';]—4-z.

De punten sy liggen dus op den cirkel met a’ als centrum
en A« tot straal; zij vormen een regelmatigen veelhoek, die
voor oneven waarden van 2 een n-hoek is, immers elke hoek
sg A S; 4 |, is twee maal zoo groot als een middelpuntshoek
pk @' px . 1 van den gegeven n-hoek. Om dezelfde reden bezit

de veelhoek s bij even waarden van 2 slechts ; n zijden.
Is dan n =2 m, zoodat px . m het tegenpunt is van py, dan
is Sk . midemtick met Sy (zie LXXXI) en dus ook s . = Sk.

Zooals we bij het bewijs van eigenschap LXXVIII in Hoofd-
stuk X hebben aangetoond, is de cirkel met a" als centrum
en A a’ als straal, dus hier de cirkel Asyss.....si de inversie
van de middelloodlijn van A A'; deze is de machtlijn van den
cirkelbundel (25).

Voor elke cyclische I, geldt dus:

LXXIl. ,De vergaarpunten Si der diagonalen Py ) Pr 11
_van eene groep der I, liggen op de machtlijn van den cir-
_kelbundel, die de hoofdpunten der 1, tot grenspunten heeft.

_Voor involuties van' oneven graad vormen zij eene groep
Jder I,, voor n=2m vormen zij eene groep van eene Tm':
_deze heeft de hoofdpunten met de Iz m semeen.”
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Eene koorde PPy . gaat door inversie uit A over
in den cirkel A prpr . 1. Het snijpunt van twee overstaande
zijden van eene groep eener cyclische I, gaat dos over
in het tweede snijpunt rp van de cirkels Apppg .1 en
APk + mPk+ma+1- A en rp liggen op de machtlijn dier
cirkels en wel symmetrisch ten opzichte van de middelloodlijn
der beide evenwijdige koorden prpr 1 €0 Pk ¢+ mPk + m + 1»
welke dus door a“ gaat.

Stellen we weer S Aa'pi=09, dan is nu LAa py=

: k—1
::{'D_‘*Qm

_—

27. Zij By het punt van den ecirkel midden

tusschen px enpy , 1, danis £ Aa By=0o + %_

Hieruit volgt nu ~Aa'rp=20 4 2 l‘) ;_1 9 .

Ook alle punten ry, m in getal, liggen dus op denzelfden
cirkel a’ (A a’) als de punten g.

Wij besluiten dus:

LXXXIIL ,De snijpunten der overstaande zijden van een
Jharmonischen 2 m-hoek liggen op de machtliin van den
ycirkelbundel, die de hoofdpunten der cyclische Iy m, waartoe
,de harmonische veelhoek behoort, tot punteirkels heeft. Zij
,vormen eene groep der I, mel dezelfde hoofdpunten.”

Voegen we de punten van eene groep der isocentrische I,
bij opvolging toe aan de punten eener tweede groep, dan
worden de middens van elk paar door dat paar harmonisch
gescheiden van het punt in het oneindige, dat de inversie is
van het hoofdpunt A, terwijl die middens zelve een regel-
matigen z-hoek met centrum a', dus eene groep der isocen-
trische I, vormen.

Inversie in omgekeerden zin geeft ons nu:

LXXXIV. ,Voegt men de toppen van een harmonischen
,veelhoek, in bepaalde richting rondgaande, toe aan de toppen
,van een tweeden veelhoek der I, dan wordt elk der hoofd-
;punten door de aldus gevormde paren, harmonisch geschei-
,den van de punten eener derde groep.”

Het harmonische centrum van den eersten graad voor eene
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[-puntige groep naar een hoofdpunt als pool, wordt, volgens
XI, bij inversie uit dat hoofdpunt het zwaartepunt van het
geinverteerde [-tal. Nu zullen de zwaartepunien van n
I-tallen, die we vormen uit [ groepen der isocentrische I,,, door
op regelmatige wijze telkens één punt uit elke groep te nemen,
zelf weer een regelmatigen n-hoek vormen met centrum a’,
dus eene groep der isocentrische [, Maar dan geldl ook:

LXXXV. ,Vormt men n groepen van [ punten (P QrRy ...)
_uit de toppen van [ veelhoeken (Pi, Qi Ri...) der cyclische
I, dan vindt men in de harmonische centra van den eersten
,graad voor elk dier » groepen, naar een hoofdpunt als pool
eene nieuwe groep der ;.

Voor 1= 2 gaat deze eigenschap in de vorige over.



STELLINGEN.

L.

De complexe involulies kunnen goede diensten bewijzen
bij het opsporen van eigenschappen van ruimtekrommen.

IT.

Het is wenschelijk, aan de uiteenzetting van de theorie der
niet-lineaire partiéele differentiaal-vergelijkingen der eerste
orde te laten voorafgaan de behandeling van de contact-
transformaties van Ampire en van LEGENDRE.

II.

De eigenschappen der monoiden worden het eenvoudigst
afgeleid uit eene afbeelding met behulp van centrale projectie.

IV.

Dat men het oneindige van het complexe vlak als punt
opvat, wordl meetkundig eerst duidelijk door afbeelding van
dat vlak op een bol.

V.
De wijze, waarop Sturm het begrip differentiaal afleidt, is

af te keuren.

VI .

Bij de structuurtheorie der kristallen zal men rekening
hebben te houden met de onderzoekingen van Vegard, die
er op wijzen, dat de ionen als structuurelementen optreden.

(Dr. L. Vecarp. Phil. Mag. 1916).
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VII.

b
Ook hij radioactieve omzettingen kan men van entropie-

verandering spreken.
VILL

dat de radioaclicve verschijnselen door
het niet noodzakelijk aan

groot aantal deelen is

Om te verklaren,
hel toeval worden beheerscht, 18
te nemen, dat het atoom uit een

opgebouwd.

(A. DEBIERNE. Annales de Physique. Tome V. 1915).

IX.
= en Pascuey hebben de aanwezigheid

ogst waarschijnlijk gemaakt. |
Phys. Z. S. XIV. 1267. 1913).

De proeven van Ruxe
van zuurstof op de zon ho
(. Ruxee u. F. PASCHEN.

XS

an WiepmaNy en HALLWACIS, ,da
notwendige Bedingung merklicher

sz Vorhandensein

De meening Vv
Lichtelek-

von Gas eine
trizitiit ist,” is onjuist.

(G. WIEDMANN U. W. Haruwacns Ber. d. Phys. Ges. 2. 1914

XL

ogie tusschen de verschijnselen van den

Fr bestaat anal
die van den vloeibaren en

ferro- en paranmgnetischen en

gasvormigen toestand.

(J. R. AsSHWORTH. Phil. Mag. April 1917).

XIL

roeven van- Gans en Miguez hebben overtuigend be-

dat de lichtabsorptie niet volgens quanten geschiedt.
licupz. Annalen der Physik 3. 1917).

De p
wezen,
(R. Gans u. ATTPEN
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