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INLEIDIN G.

S 1. Doel van het onderzoek.

Hel kenmerk, waardoor men oorspronkelijk de kristallen
heeft onderscheiden van andere stoffen, is hun begrenzing
door platte vlakken. Het onderzoek dezer begrenzing
is het onderwerp der geometrische kristallographie.

Later is gebleken, dal de physische eigenschappen
der kristalstof zich onderscheiden van die der amorphe
stoffen, door het feit, dat in een kristal verschillende
richtingen niet gelijkwaardig zijn.

De theorie dezer eigenschappen kan voor een groot
deel ontwikkeld worden op grond van algemeene ther-
modynamische en electrodynamische stellingen en van
symmetrie-overwegingen !).  Het denkbeeld van de net-
structuur der kristallen maakt het mogelijk een moleculair-
kinetische theorie van verschillende eigenschappen te
geven ),

Het eenige verband, dal op het oogenblik tusschen
geomelrische en physische krystallographie bestaat, is
de ' betrekking tusschen de symmetrie der physische
eigenschappen en die der begrenzing.

Een physische verklaring der wetten van de geome-
trische kristallographie, moet worden voorafgegaan door
een onderzoek naar het mechanisme der verschijnselen,
welke zich voordoen hij het ontstaan en verdwijnen
der vlakke begrenzing van een kristal. Dit proefschrift
heeft ten doel hiertoe een bijdrage te leveren. Het

') Verg. bijv. W. Voiar, Lehrbuch der Krystallphysik,
. Pockers, Lehrbuch der l\'rystnlloptik.
‘) M. Borw, Dynamik der Krystallgitter.
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beperkt zich tot de behandeling van het oplossen en
groeien van kristallen in hun oplossing ).

§ 2. OQudere experimenten.

Een der oudst bekende feiten, die met ons onderwerp
in verband staan, is, dat een kristalvlak, dat korten
tijd in aanraking wordt gebracht met een oplosmiddel
of een onverzadigde oplossing, bedekt wordt met ets-
figuren. Gelijk bekend is zijn deze etsfiguren plaatse-
lijke verdiepingen van het kristalvlak, waarvan de vorm
samenhangt met de symmetrie van het kristal. Daar
deze elsfiguren op elk kristalvlak een karakteristieken
vorm hebben, blijkt dat het oplossen cen verschijnsel
is, dat van de richting afhangt 2).

Werkt het oplosmiddel echter langer in, dan verdwijnen
de etsfiguren en het oppervlak wordt weer glad. Dien-
tengevolge heeft men zich afgevraagd of het verschil
tusschen de vlakken, dat zich voordoet in het allereerste
stadium van het oplossen, ook nog bestaat in het verdere
stadium als de etsfiguren verdwenen zijn.

Om een eventueele ongelijkwaardigheid van verschil-
lende richtingen in de kristalstof, wal het oplossen
betreft, aan te toonen heeft Lavizzarr een bol, geslepen
uit kalkspaath, gebracht in een zuur. [Iij zorgde door
roeren, dat gemiddeld alle deelen van het oppervlak
van de bol onder dezelfde omstandigheden oplosten.
Het onderscheid van verschillende richtingen kon zoo
duidelijk worden aangetoond. Het bleek nl. dat de
bolvorm niet bleef bestaan; het eene deel van het opper-
vlak werd dus sneller opgelost dan het andere. Het
lichaam nam ten slotie de gedaante aan van een hexa-
gonale dubbelpyramide.

') Het groeien van kristallen in hun.smelt heeft plaats volgens
geheel andere wetten, welke ik later hoop te onderzoeken.
¥)  Zie ook hoofdstuk V.



4

Mewer en PenriELp onderzochten op analoge wijze eer
bol van kwarts,in een oplossing van fluorwaterstofzuur.
Er ontstond door het oplossen aan de polen der bol
een spiraalsgewijze structuur. De hemimorphie van het
kwarts uitte zich door een verschil dezer structuur voor
de beide polen.

Een der eersten, die hel oplossen quantitatief onder-
zocht hebben, is Lavizzart Deze heeft de snelheid
gemeten, waarmee C 0Oz werd ontwikkeld, wanneer ver-
schillende vlakken van kalkspaath, werden blootgesteld
aan de inwerking van een zuur. Deze metingen, herhaald
door Spming, hadden tot resultaat, dat de snelheden
zich voor vlakken evenwijdig aan den optischen as en er
loodrecht op, verhouden als de brekingsindices van buiten-
gewonen en gewonen lichtstraal, De gasontwikkeling,
die in dit geval plaals heeft, vormt een zoo groote
complicatie, dat deze unitkomst vrijwel waardeloos is.

Quantitatieve onderzockingen betreffende het oplossen
van een kwartsbol in fluorwaterstofzuur zijn uitgevoerd
door Gin. Deze nam waar, dat de vermindering van
de middellijn, veroorzaakt door de inwerking van het
oplosmiddel, sterk van de richting afhing.

Men heeft het steeds als vanzelf sprekend beschouwd,
dat een kristal in verschillende richtingen met verschil-
lende snelheid groeit, overwegende dat de afmetingen
van cen kristal afhankelijk van de richting zijn. Toch
heeft men vrij veel waarnemingen gedaan over het aan-
groeien van bollen en andere lichamen, die uit een
kristal waren gesneden.

A. Raueer onderzocht qualitatief het groeien van een
uit een kristal geslepen bol en cylinder en van kristallen
waarvan hoeken waren afgesneden. Hij nam waar hoe
de zoo misvormde kristallen zich in een oververzadigde
oplossing regenereerden. Ze bleken het snelst te groeien
in die richtingen, waarin de meeste kristalstof was weg-
genomen, zoodat tenslolte de natuurlijke vorm zich min
of meer volkomen herstelde.
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De regencratie van kristallen is later door verschillende
_onderzoekers waargenomen; hun resultaten stemmen in
hoofdzaak met die van BRAUBER overeen.

§ 3. Onderzoek van G. WULFF e. .

Zoer inleressante onderzoekingen over oplossen en
groeien van kristallen ziln  verricht door G. WULFF b.

Deze gaat uit van hel denkbeeld, dat ieder kristalvlak
zich bij het groeien (en oplossen) verplaatst metl een
snelheid, die, voor dat vlak kenmerkend is.  Tlet is
duidelijk, dat door deze onderstelling de vlakke begrenzing
der kristallen kan verklaard worden. Zich baseerende
op een theorie van P. Cuge ?), omtrent hel evenwicht
van een kristal in een oplossing, heeft WuLrr deze
,uroeisnelheden” in verband gebracht met de capillaire
constanten der kristalvlakken. Daar echter de theorie
an Cumie onhoudbaar is gebleken ?) vervalt met haar
ook de theorie van WuLrr.

Dit neemt echter niet weg, dat het experimenteel
-gedeelle van zijn onderzoek van groot belang is; daarom
sullen wij de hoofdzaken van zijn onderzoek bespreken.

Wuwrr plaatste kristallen van Fe (N Hy) (S O4)z in een
over- of onverzadigde oplossing en nam waar dat
tengevolge van concentratie-verschillen stroomingen in
de vloeistof optreden. Iij wijst op den grooten invloed
van deze stroomen bij het groeien van een kristal. Zij
veroorzaken afronding der ribben en ook zgn. vicinaal-
vlakken cn als ze ophouden staat ook de groei stil.
Blijkbaar groeien de kristallen tengevolge van het transport
van opgeloste stof, dat door deze stroomen wordt bewerkt,

De lineaire snelheid, waarmee zich de kristalvlakken
verplaatsen bij het groeien en oplossen, werd door WuLrr

) Zeitsehr, f. Krystallogr. 34, p. 449, 1901.

4 P. Corig, Bull. de la Soc. Min..de France 8, p. 145, 1885
en Oeuvres, p. 153.

%) Zic bijv. J. J. P. VALETON, Dissertatie, Amsterdam, 1915,
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bepaald door de dikte le meten van de laag zoul, die
zichr in een bekenden tijd op het kristal had afgezet. !).

Hij vond, dat deze snelheden bij verschillende vlakken
van een kristal ongelijk waren, afhankelijk van den aard
van het vlak. Terwijl echter bij het oplossen de verschillen
slechts van de orde van 10 °/o waren, verschilden de
snelheden bij het groeien soms in verhouding 1:2. Iij
besluil hiernit dus, dat het oplossen en groeien van
kristallen geen reciproke processen zijn.

Wurrr merkt hierbij op, dat, tengevolge van het op-
treden van _etsfiguren bij het oplossen, niet alleen het
onderzochte vlak, doch ook kleine vlakjes van andere
richtingen met het oplosmiddel in aanraking zijn, zoodat
men kan verwachten, dat bij het oplossen een gemiddelde
snelheid zal worden waargenomen. Hij meent, dat dit
de oorzaak is, dat de contrasten hij het oplossen zooveel
ceringer zijn dan bij het aangroeien *).

Een belangrijk resullaat van deze metingen is het
feit, dat de ,groeisnelheid” van een bepaald kristalvlak
afhangt van de helling van dit vlak ten opzichte van
de verticaal. Dit bewijst ten duidelijkste, dat de con-
centratiestroomen het groeciproces geheel beheerschen.
De richling der verticaal, d.w.z. der zwaartekracht kan
nl. slechts indirect, door de concentratiestroomen, invloed
hebben op het groeien ).

) Op een kristal van Zn (NH,), (80,), liet WULFF het daarmee
isomorphe Fe (N H,), (S 0,), afzetten. In een doorsnede van het
kristal kon nu onder het microscoop de dikte van de aangegroeide
laag gemeten worden.

?) Het oplossen ging bij deze proeven veel sneller dan het
groeien. Daarom heeft Wurrr waarnemingen gedaan waarbij het
kristal zeer langzaam oploste, maar ook dan bleken de verschillen
van de snelheden der verschillende vlakken gering te blijven,

% Het is mij gebleken, dat kristallen van Cu 80, welke
ontstaan door aangroeien van cen grillig gevormde kern, bij voor-
keur z66 georiénteerd zijn, dat de doorsnede der vlakken [110] en
(110] verticaal is. Dit zal waarschijnlijk ook een gevolg zijn der
concentratiestroomen,



6

De resultaten van Worrr zijn later door verschillende
onderzoekers hevestigd.

Zoo vond bijv. S. Wemere ') bij aluin zeer groote
verschillen in groeisnelbeid nl. 1:4 & 9.

A. Kores 2) vond weinig verschil in oplossnelheid aan
de verschillende vlakken van Na Cl, K Cl, aluin, seignette
zout en KN Os doch groote verschillen bij Cu SO, wijn-
steenzuur en geel bloedloogzout. Hij meent, dat de
waarnemers, die dezelfde oplossnelheid vinden aan ver-
cchillende kristalvlakken, toevallig een stof onderzocht
hebben waarbij de verschillen te klein zijn om waar-
genomen te worden.

Als regel heeft men de waarneming van WULFF be-
vestigd gevonden, dat de verschillen in oplossnelheid
der verschillende vlakken geringer zijn dan die der
groeisnelheid.

De meeste onderzoekers beschouwen de groei- en
oplossnelheid van een kristalvlak als een voor dat vlak
karakteristicke grootheid, die echter ook nog van om-
standigheden als bijv. de concentratie der oplossing, -
afhangt. Zij beschouwen het echter als vanzelf sprekend
dat de verhouding der snelheden voor verschillende
vlakken niet meer van deze omstandigheden afhangt,
doch uitsluitend van de vlakken waarop de snelheden
hetrekking hebben.

§ 4. Theorie van NOJES— WHITNEY en NERNST en hare
toepassing op het groeien en oplossen van kristallen.

Door A. A, Nouss en W. R. WrITsEY %) is het oplossen
van vaste, niet gekristalliscofde stoffen onderzocht. Ge-
soten staven van een oplosbare stof werden in een
onverzadicde oplossing van die stof gebracht, welke

') Bull. d. I'Sec. d. Natural. 4 I'Univ. d. Varsorie, Sect. phys.
et chim. 2 1—30, 1897 en Zeitschr. f. Krystallogr. 31, p. 510,
1899 (ref.). )

*) Zeitschr. f. Krystallogr. 43, p. 433, 1907.

?) Zeitschr. f, Phys. Chem. 23, p. 689, 1897.
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in voortdurende beweging werd gehouden. De concen-
tratie ¢ bleek te voldoen aan de belrekking:

dx o
a—t' = A [C — C)

Hierin beteekent x de hoeveelheid stof, die reeds is op-
gelost, A een constante en C de verzadigingsconcentratie.

Nernst !) interpreteert deze vergeliking op de vol-
gende wijze.

De heterogeene reactie, die zich afspeelt tusschen
vaste stof en oplossing, verloopt praktisch oneindig snel,
zoodat de oplossing, die met de vaste stof in aanraking
is, steeds verzadigd is.

Het verloop van het oplosproces wordt geheel bepaald
door de snelheid waarmee de opgeloste stof door diffusie
en door convectiestroomen wordt weggevoerd. Om goed
gedefinicerde omstandigheden te verzekeren, oordeelt
Nernst het wenschelifk om de oplossing constant te
roeren. Aan de vaste stof zal dan een laag der oplossing
van de dikte § geadhaereerd blijven en in deze laag wordt
door diffusic de opgeloste stof van het oppervlak der
vaste stof naar de oplossing getransporteerd. Buiten die
laag zal de concentratie, door het roeren, niet van de
plaals afhangen. Neryst merkt op, dat de dikte der ge-
adhaereerde laag kan berekend worden uit de constante
A in de genoemde vergelijking en de diffusie-constante,
als men aanncemt dat in die laag het concentratie-verval
constant is. Is n.l. I het oppervlak der vaste stof waaraan
de oplossing plaats heeft, dan is volgens de diffusie

vergelijking: -
dx co Gi==c 5 v,
— g I} et | e \_ C, —_ C) [,1[[5 0 = —,
dt FD s FD P) 2 A

Een onderzoek van E. Bruxser ?) dient om deze op-
vattingen te toetsen. Deze heeft de grootheid A bepaald

Y Zeitschr, f. Phys. Chem. 47, p.52,1904; Verg. ook L. BRUNER
en ST. ToLLoCzKo, Zeitschr. f. Phys. Chem. 35, p. 283, 1900.

®) Zeitschr. f. Phys. Chem. 47, p. b6, 1904.
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voor verschillende stoffen en bij verschillende snelheid van
roeren. De grootheid A bleek ongeveer evenredig te zijn
met de 2/s® macht der snelheid waarmede geroerd wordt.
Uit de waarde van A heeft hij ¢ berekend en hiervoor
waarden gevonden van de orde van 0.02 m.M. bij ge-
middelde roersnelheid. Daar echter A niet constant is,
is dit met » evenmin het geval. Deze laatste -grootheid
wordt omgekeerd evenredig mel 2[y¢ macht der roer-
snelheid.

Verder merkt Brunxer op, dat o kleiner ig aan die
zijde van het oppervlak, waar de vloeistofstroom vandaan
komt; op die plaatsen toch werd het oppervlak meer
aangelast dan aan de zijde waar de stroom het opper-
vlak verlaat. Het gevolg hiervan is, dat de opgeloste
hoeveelheid stof niet evenredig met het oppervlak zal
zijn. Brosser trachtte dit bezwaar te ontgaan door
steeds het oplossen te doen plaats hebben aan een
oppervlak van denzelfden vorm en grootte.

Uil de verkregen waarden van o meent BrRunner te
moeten besluiten, dat deze grootheid van den diffusie-
cotflicient D afhangl. De graad van afhankelijkheid is
echter niet aanzienlijk; het juiste verband kan hij dan
ook niet aangeven. ')

Wel ziet Brunser in, dat de concentratie van de ver-
'/,ndigingswmlr(]e C tot de waarde ¢ in de vloeistof op
continue wijze afneemt, en niet, zooals de theorie van
Nerner onderstelt, eerst in de laag 4 lineair daalt van de
vm'zadigingsconccnt «lie tot de concentratie ¢ en buiten de
laag constant blijft. Maar toch meent hij, dat de theorie
van Nennst als benadering bruoikbaar is, en een denkbeeld
kan geven van de orde van groolte van 3. Deze groot-
heid beschouwt hij als kenmerkend voor de vaste stof die

1) Zooals we in hoofdstuk III zullen zien kunnen we het con-
centratic-verval aan het oppervlak berekenen, als de strooming in
de vloeistof niet te gecumplicecrcl is. Dit verval, waarvoor BRUNNER

e i
- stelt, hangt inderdaad af van D.

L
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oplost. De snelheid van roeren en andere omstandig-
heden beinvloeden echter ¢ wel.

Het heeft niet aan pogingen ontbroken om de theorie
van Noves-Wmryey en Nervst toe te passen op het op-
lossen en groeien van kristallen. Daar nu echter, volgens
deze theorie, het oplossen en groeien aan diffusie wordt
toegeschreven en de diffusieconstante slechts op de op-
geloste stof betrekking heeft, zouden verschillende vlakken
van een kristal even snel moeten oplossen en groeien.
Daarmee in strijd waren de waarnemingen van Wurrr
e.a., die aanzienlijke verschillen hebben gevonden bij het
oplossen aan de verschillende kristalvlakken. L. DRUNER
‘en St. Torroczko ') onderzochlen het oplossen van een
kristal van Na Cl. Dit was bevestigd in het midden van
cen buis waardoor onverzadigde oplossing siroomde.
Alle vlakken op één na waren met een onoplosbare
stof bedekt. Aan dit ééne vlak loste het kristal op.
Het bleek dat inderdaad de ,oplossnelheid” voor de
verschillende kristalvlakken gelijk was.

Later heeft St. Torroczko ?) deze proeven herhaald
met gipskristallen. Hij vond aanzienlijke verschillen in
oplossnelheid voor de verschillende kristalvlakken. Boven-
dien vond hij, dat de oplossnelheid evenredig was met
de stroomsnelheid der vloeistof. ?)

Hiermede overeenstemmende resultaten verkregen STe
ToLLoczko en J. Toxanrskr?) met Cu S04 waarvan het
gedrag bij het oplossen en groeien werd onderzocht. In

1y Anz. d. Akad. d. Wiss in Krakan, 673—690, 1907 en Zeitschr.
f. Kristallogr. 48, p. 524, 1910 en 49, p. 629, 1910—11 (ref.).

% Akad. Krakau. 6 A, 209—218, 1910 en Zeitschr. f. Krystallogr.
53, p. 75, 1913—14 (ref.).

3) In verband met het geheel andere resultaat van dergelijke
proeven, heschreven in hoofdstuk 111, merken we op, dat bij de
hier beschreven proeven de stroom wel sterk turbulent zal zijn geweest.

)  Akad. Krakau, 6 A, 210—234, 1910 en Zeitschr, f, Krystallogr.
53, p. 76, 1915—14.
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het laatste geval waren de contrasten tusschen de ver-
schillende kristalvlakken grooter dan in het eersle.

De verklaring van het onderscheid der kristalvlakken
socken deze waarnemers in een verschillende dikte der
aan het kristalvlak geadhaereerde laag. Inderdaad zullen
de waarden van de constanle A van vlak tot vlak ver-
schillen als dit het geval is mel de dikte ¢ dezer laag.

Een andere verklaring voor de ongelijke oplos- en
groeisnelheid der kristalvlakken is dikwijls gezocht in een
verschillende oplosbaarheid van die vlakken. 1)

Inderdaad zal de hoeveelheid stof, die per tijdseenheid
oplost in een oplossing van hepaalde concentratie des
te grooter zijn naarmate de verzadigingsconcentratie
grooter is, daar dan ook de onderverzadiging een grooter
waarde heeft. :

Een afhankelijkheid der evenwichts-coneentratie van het
kristalvlak is door . v. Feporow ) waargenomen bij Na C.

Op theoretische gronden bewijst echter F. PockeLs, °)
dat de evenwichtsconcentratie aan verschillende vlakken
dezelfde moet zijn.

Uitvoerig is dit vraagstuk behandeld door VaLETON. 1)
Deze heeft het evenwicht onderzocht van verschillende
vlakken van aluinkristallen met hun verzadigde oplossing.
Bij deze zeer nauwkeurige experimenten bleek, dat de
evenwichtsconcentratic nan hexaeder- en octaedervlakken
dezelfde is.

Tn het theoretische deel zijner dissertatie zet VaLeron
uiteen hoe de thermodynamica, rekening houdende met
den invloed der capillaire energie, leert dat de oplos-
baarheid van verschillende vlakken van een willekeurig

Yy J. ANDREJEW, Zeitschr. f, Krystallogr, 43, p. 39, 1907 en
51, p. 287, 1012 (ref.). V. GorpscHMIDT, Zeitschr. f. Krystallogr.
50, p. 459, 1911—12. P. PAVLOW, Zeitschr., . Krystallogr, 40,
p. 194, 1905, :

*) Zeitschr. f. Krystallogr. 51, p- 995, 1012 en 54, p. 112, 1914 (ref.).

%) Centralbl. f. Miner. 664, 1906.

Y Lo
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gevormd kristal ongelijk is. Slechts een kristal van zeer
bepaalden vorm heeft aan alle vlakken dezelfde oplos-
baarheid en kan dus met een oplossing in evenwicht zijn.

Deze uitspraken stemmen schijnbaar volkomen overeen
met de grondslagen der theorie van Curie '), die heeft
getracht met behulp van capillaire krachten, den vorm
der kristallen te verklaren. Toch is deze theorie onjuist
daar toch volgens de thermodynamica de invloed van
de capillaire energie snel afneemt, als de lineaire af-
metingen der kristallen toencmen.

Zooals blijkt uit de experimenten van Horerr ) is de
toename der oplosbaarheid, welke de thermodynamica
eischt bij kleine kristallen, voor gips en bariumsulfaat
slechts merkbaar bij deeltjes welker afmetingen hoog-
stens enkele microns bedragen. Het is niet te verwachlen,
dat bij andere stoffen de afmeting waarbij zich de
capillaire energie nog doet gevoelen, van een andere
orde van grootte is.

Wij zullen ons in het volgende dan ook op het stand-
punt stellen, dat de oploshaarheid van de verschillende
grensvlakken van een niet al te klein kristal gelijk is, en
verwerpen daarmee dus de verklaring van de ongelijke
oplos- en groeisnelheid, welke op blz. 10 is genoemd.
Wanneer het experiment leert, dat deze snelheden inder-
dand van het kristalvlak afhangen, zullen we dit niet
toeschrijven aan verschillen dezer vlakken in hun statisch
gedrag l.egenovelj' oplossingen, doch in een onderscheid in
het dynamische proces bij het oplossen en groeien.

Tot dusverre hebben we de opvattingen besproken

van hen, die de juistheid der theorie van NowEs- WHITNEY
en Npmyst aannemen. R. MaRc?), die het groeien van
kristalkiemen in een oververzadigde oplossing bestudeerde,

) @

") Zeitschr, f. Phys. Chem. 87, p. 383, 1901.

%) Zeitschr. f. Phys. Chem. 61, P. 380, 1908; 67, p. 470, 1909
en 79, p. 71, 1912,
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vond, dat deze theorie niet geldig was, doch dat de
hoeveelheid stof, die per tijdseenheid werd afgezet,
evenredig was met de tweede macht der oververzadiging.
Hij besluit hieruit dat, terwijl oplossen een ,diffusie-
proces” is, dit met groeien niet het geval is. In het
laalsle geval doet zich de invloed der ,ware kristallisatie-
snelheid” gevoelen.

Ook M. ne Branc en W. Scuyanot ') komen tot de
conclusie, dat het groeien van kristallen geen diffusie-
proces is. :

Daar bij deze experimenten de kristallisatie zeer snel
plaats had, zal waarschijnlijk de daarbij optredende
kristallisatiewarmte een grooten rol gespeeld hebben.
Dientengevolge gaal het proces meer analogie verloonen
met het groeien van kristallen in hun smelt, waarbij
alles beheerscht wordt door warmteontwikkeling en
warmtegeleiding. g

') Zeitschr.'f. Phys. Chem. 77, p. 614, 1911.



HOOFDSTUK L

Theorie van het oplossen en groeien van kristallen.
§ 1. Algemeene beschowwingen.

Hoewel men algemeen heeft ingezien, dat by het
oplossen (en groeien) van een kristal de diffusie een
rol speelt, heeft geen der in de inleiding genoemde
onderzoekers deze in rekening gebracht op de juiste en
de, bij physische problemen, gebruikelijke wijze. Zelfs
ontmoet men wel eens de uitspraak, dat het uitkristal-
liseeren geen diffusieproces is. Nu is echter duidelijk,
dat zoowel bij oplossen als bij groeien van kristallen
in een oplossing, concentratieverschillen ontstaan en dat
dus noodzakelijk een diffusiestroom moet optreden.

Met de bewering, dat het oplossen van vaste stof
een diffusieproces is, bedoelt men waarschijnlijk, dat
de diffusie daarbij de hoofdrol speelt. Of echter het
verloop van het oplosproces uitsluitend door de waarde
van den diffusiecodfliciént wordt bepaald of dat misschien
nog andere grootheden, die voor de vaste stof ken-
merkend zijn, hun invloed doen gelden, is nog nooit
onderzocht. _

Het doel van dit hoofdstuk is theoretisch te onder-
zocken wat er gebeurt als een kristal in een Qplossing
groeit of oplost en welke grootheden daarbij een rol
spelen.

Men denke zich in een begrensde vloeistof een kristal
van gegeven, doch willekeurigen VoI De richting
van de vlakken (natuurlijke of kunstmatige) ten opzichte
van de kristallografische assen zij tevens bekend.
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Op een zeker oogenblik — dat als nulpunt van den tijd
gekozen wordt — kan in de vloeistof een hoeveelheid van
de stof, waaruit het kristal bestaat, zijn opgelost. De
concentratie van deze stof moet op dit oogenblik als
functie van de plaats zijn gegeven. '

Verder zij de beweging van de vloeistol en van het
kristal als functie van den tijd bekend. Voor de vloeistof
moet dus in ieder punt de snelheid als functie van den
tijd bekend zijn. Ken deel van de begrenzing der vloeistof
kan uit een kristalvlak bestaan.

Men kan en moet dan in de eerste plaats de volgende
yragen stellen:

10. Hoe verloopt de concentratie als functie van

plaats en tijjd?

99 Hoeveel bedraagt de hoeveelheid kristalstof, die
per oppervlakte- ') en tijdseenheid in ieder punt
van de begrenzing van het kristal daarop wordl
afgezet?

De tweede vraag staat in direct verband met de eerste.
Daartoe vestizen we onze aandacht op een oppervlakte-
clement van het kristal en op de oplossing in de
nabijheid van dat element. Noemen we nu D de diffusie-
coifficient van de beschouwde stof in het gebruikte
op]osmiddel, y de — van het kristal naar de vloeistof
getrokken — normaal van het kristalopperviak en c de’
concentratie, dan is de hoeveelheid stof die zich per
oppervlakte- €n tijdseenheid afzet, zooals bekend 1is,

ac ok ac ;
©%2) Hierin stelt = het concentratieverval aan het
av 112

oppervlak van het kristal voor in het punt waar de

) Zooals we in hoofdstuk V zullen zien, maakt het bij de
beantwoording der tweede vraag verschil of we letten op een ge-
middelde hoeveelheid stof per vlaktc-eenh'eid, bepaald aan een vrij
groot oppervlak, of op de hoeveelheid stof die op ieder microscopisch
vlakte-element wordt afgezet.

*) Daar de componente der anelheid van de vloeistof loodrecht
op het kristalvlak nul i, kan de stroom gecn stof aan- of afvoeren.
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afgezette hoeveelheid stof moet worden gevonden. Als
dac o AT : :
= negatief is, zal het kristal in hel beschouwde punt
oV
oplossen. Zoodra ¢ als functie van_plaats en tijd is
ac :
gevonden (1¢ vraag), kennen we ook —ren is dus ook
(U
de tweede vraag beantwoord.
: ac
De grootheid Dw

= zullen we in het vervolg de groei-
(U4 1

) : G
snelheid van het kristal noemen (— D s E dan de
g v

oplossnelheid). Deze grootheid, die natuurlijk evenredig
is met de lineaire snelheid waarmede zich het kristalvlak
in de richting der normaal, tengevolge van het groeien
of oplossen, verplaatst, is een mathematisch gedefinieerde
hulpgrootheid. Zijis bepaald door de omstandigheden, die
het verloop der concentratie beinvloeden en is geenszins
een voor het kristalvlak karakteristieke constante. Dit
neemt niet weg, dat de groei- of oplossnelheid, onder
overigens gelijke omstandigheden, voor het eene grens-
vlak van een kristal een andere waarde zou kunnen
hebben dan voor het andere. Dit is het geval, als het
verloop der concentratie afhangt van het kristalvlak
waarmede de oplossing in aanraking is.

Zooals we gezien hebben is het probleem, dat we
ons hebben gesteld, opgelost, wanneer de eerste vraag
is beantwoord.

De verandering der concentratie met den tijd kan men
vinden door op te merken, dat elk volume-element der
vloeistof door diffusie en strooming een zekere hoeveel-
heid opgeloste stof wint of verliest. Dit voerl ons, zooals
in § 2 nader zal worden uileengezet, tot een partieele
differentiaalvergelijking voor ¢. Deze vergelijking alleen is
echter niel voldoende om ¢ te bepalen. Naast de differen-
tiaalvergelijking toch zijn begin- en randvoorwaarden
noodig. De beginconditie is reeds op blz. 14 genoemd.
De grensvoorwaarde waaraan ¢ moet voldoen aan de
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vaste wanden, welke de oplossing begrenzen is, (behalve
d
aan het oppervlak van het kristal) ;(—::x:O. Dit drukt
oy

uit, dat aan den wand geen stof kan in- of uittreden. ?)

Terwijl nu de differentiaalvergelijking voor ¢, zoowel
als de laatstgenoemde voorwaarden, niet in verband staan
met de eigenschappen der vaste kristalstof, ?) is dit wel
het geval met de grensvoorwaarde aan het kristalvlak,
De diffusieconstante, die in de differentiaalvergelijking
voorkomt, hangt slechts af van het oplosmiddel en de
opgeloste stof; de vorm der grensconditie aan het kristal
echter, en de daarin voorkomende constanten, worden
bepaald door den aard van het kristal en het oplosmiddel
beiden. Indien vlakken van een zelfde kristal zich bij
het oplossen of groeien verschillend gédragen, kan dit
verschillend gedrag uitsluitend worden toegeschreven aan
het feit, dat bij deze processen de concentratie aan die
vlakken aan verschillende betrekkingen moet voldoen.

Het doel van alle metingen betreffende het oplossen
en groeien van kristallen moet dientengevolge zijn het
opsporen der grensconditie aan het oppervlak van het
krigtal. Dit kan, aan de hand van de in dit hoofdstuk
ontwikkelde theorie, op de volgende wijze geschieden.

Men kiest een grensconditie, die men om de een of andere
reden waarschijnlijk vindl, en waarin nog een onbekende
constante mag voorkomen; vervolgens berckent men met
behulp van de differentiaalvergelijking, begin- en grensvoor-
waarden, de concenlratie als functie van plaats en tijd. )

) Hierbij kunnen een enkele maal wel eens voorwaarden komen
die in het oneindige gelden. (Hoofdstuk IIL § 3.)

) Men vergelijke echter hoofdstuk V.

) De oplossing van dit randwaarde-vraagstuk zal gewoonlijk
groote moeilijkheden opleveren en is slechts in enkele gevallen in
gesloten vorm te verkrijgen. Gewoonlijk zal men zijn toeviucht
moeten nemen tot benaderingen. Dit laatste is het geval als men
rekening moet houden met de verplaatsing der begrenzing van het
kristal tengevolge van de stof, die Op het oppervlak wordt afgezet
of weggevoerd.
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Zooals op blz. 14 is aangegeven kan men daarna uit de
concentratie de hoeveelheid stof berekenen, die aan het
oppervlak van het kristal is afgezet. (resp. opgelost.)

Men kan deze hoeveclheid experimenteel bepalen
door weging van het kristal of door meting van de dikte.
Met hetzelfde doel kan men ook in een punt der vloeistof
de. concentratie bepalen als functie van den tijd, of een
andere grootheid meten, die met de concentratie samen-
hangt. Met deze experilﬁenteele gegevens kan men de
hypothetisch ingevoerde grensconditie toetsen, daar met
behulp hiervan de gemeten grootheden ook kunnen
worden berekend. Op deze wijze kan ook de conslante,
die in de grensvoorwaarde voorkomt, uit de waar-
nemingen worden afgeleid.

§ 9. Differentiaalvergelijking.

Wanneer de vloeistof in rust is, zal alleen transport
van opgeloste stof plaats hebben tengevolge der diffusie.
De concentratie ¢ der opgeloste stof voldoet dan overal
in de vloeistof aan de gewone diffusievergelijking:

A
ﬁ_DAC g e s e (1)

De diffusieconstante is feitelijk een functie van ¢ en
van de temperatuur,

De invloed van de laatste is meestal gemakkelijk in
rekening le brengen, daar gewoonlijk de temperatuur in
de geheele vloeistof gelijk is en onafhankelijk van den
tijd. Is dus de temperatuurcoéflicient van D bekend,
dan kan de uitkomst van elke meting op dezelfde tem-
peratuar herleid worden.

Het feit, dat de diffusieconstante van de concentratie
afhangt, compliceert echter het probleem in mathematisch
opzicht zeer, zoodal we ¢€r in bijna alle gevallen van
moeten afzien dit feit in rekening te brengen, en dus de
vergelijking in den hekenden eenvoudigen vorm (1)

kunnen gebruiken.
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We zullen nu overgaan tot de afleiding der diffusie-
vergelijking in een stroomende vloeistof. We denken
ons hierbij het vectorveld der snelheid v gegeven. Laat
nu een vlakte-elementje do zich met de snelheid v met
de vloeistof medebewegen. De stroom van opgeloste
stof, welke door de¢ gaat tengevolge van diffusie, zal
natuurlijk niet worden beinvloed door het feit, dat do
met de omringende vloeistof medebeweegl.

Denken we ons nu in de vloeistof ecen gesloten opper- -
vlak & waarvan ieder element do zich met de vloeistof
medebeweegt. Is » de naar buiten getrokken normaal
van dit oppervlak, dan treedt door het element da per
tijdseenheid een hoeveelheid stof binnen het oppervlak 7,

C :
gegeven door: D 3, ds. De horizontale streep geeft aan,

dat de waarde van het differentiaalquotient moet worden
genomen aan het oppervlak o. De totale hoeveelheid
stof, die door dit oppervlak binnenkomt is gegeven door de
dy
den stroom geen stof het element d g, dat stilstaat t.o.v.
de vloeistof, passeert. Als dr het volume-element is,
pevindt zich binnen het oppervlak s een hoeveelheid stof,

; . oc
oppervlakie integraal f DSd 7, daar tengevolge van

gegeven door de volume integraal f cdr. De toename

dezer grootheid per tijdseenheid is juist de hoeveelheid
stof, die in dien tijld door diffusie het opperviak ¢
binnentreedt. Dus is: <
G = Do R S (o)
dt/- s 0V
De toename der hoeveelheid stof binnen s welke door
het eerste lid wordt aangegeven, kunnen we beschouwen
als de som van twee termen. De eerste geeft de loename
aan, die zou optreden als het vlak ¢'stil stond, en die te
danken is aan de verandering van c in elk vast, niet met
de vloeistof medebewegend, punt. Noemen we de, op deze
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wijze gedefiniéerde, verandering van ¢ per tijdseenheid

e ‘
ST dan is de eerste term der som, welke de totale
(

D
tocname van[ cdr geeft: f T(t) d 7.
— 18

De tweede term geeft de toename der hoeveelheid
stof aan tengevolge van de beweging van 7, waarbij we
¢ in ieder vast punt constant moeten houden. Tengevolge
van de beweging doorloopt een vlakte-element d s per
tijdseenheid een volume-element v, d s, als v, de com-
ponente der snelheid van d s is langs de normaal .
Noemen we ¢ de concentratie aan het vlak o, dan bevindt
zich in dit volume-element een hoeveelheid stof: v, cda.
Den tweeden term der gezochte som vinden we nu door
dit bedrag te integreeren over het geheele oppervlak o.

Dus wordt:

fad T o~

3 e ak
/ D?Cdﬂ':% C(17=[%E(1T+fvycda (20)
- A el a

Ja oV

Volgens het theorema van (Gauss is:

f Dh—‘i 16:1)[ Ac dr.
c 0¥ .

Verder is, volgens hetzelfde theorema:

[;,E do =f div (ve) dr.
oo T

Door substitutie dezer resultaten in (20) vindt men:

Ao . .
D[ Acdr———] ;—tdﬁtj div (ve) dr.

« T

Daar nu het begrenzende oppervlak geheel willekeurig
kan gekozen worden, mogen We uit deze vergelijking
besluiten dat:

oc .
l).ﬁc—-—;t—-l-dw(‘fﬂ) Sl i (3]
{
Dit is dus de differentiaalvel‘ge]ijkil'lg waaraan c in een
stroomende vloeistof moet voldoen.

: de : : : :
In deze vergelijking is ‘ﬁ cen differentiaalquotient in
(¢
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een vast punt. We kunnen uit (2a) ook een differenliaal
vergelijking afleiden voor het zgn. substantieele differen-
tiaalquotient. Dit laatste heeft betrekking op de ver-
andering welke ¢ ondergaat in ecen volume-element, dat
met de vloeistof medebeweegt.

De punten, welke op een hepaald oogenblik het volume-
element dr, vullen, zullen na den tijd dt, als ze met
de vloecistof medebewegen, gelegen zijn in een element
d r, dat zooals bekend is, wordt gegeven door:

dr=dr (1 4 dtdivv)

dus is:
d
(d7r) = d 7. div v.
dt 7) 0
Dus vinden we:

d fde r d

= 1 — =t PR T)i=

dt.,fcc j:—dtd _I_,/—.;(dt(d )
de

=l dr —%—fr cdivvdr.?)

Substitueeren we dit resultaat in (2¢) en vervormen we
het tweede lid weer tot een volume-integraal, dan wordt:

: o
D[ Acdr— [ GFar+[ cdivva

C

Hieruit volgt, daar de grens van het volume 7 wille-
keurig is:
de :
DAc=—(-1—t +edivy . . . . B

Zooals men weet, 1s:
de oc
e —— A 1
Tt e
Bedenkt men verder, dat:
v. Ac -+ edivy =div (cv),

de.
dan blijkt, bij substitutie van de waarde T in (4), deze

vergelijking identiek te worden met (3).
) Bij het element d+- kan in deze integraal de index weer
worden weggelaten.



21

Het zal van de omstandigheden afhangen van welke
der differentiaalvergelijkingen (3) en (4) men met het
meeste voordeel gebruik kan maken. Wanneer zoowel
het kristal als de begrenzende wanden in rust zijn,
zooals in het geval dat in hoofdstuk III besproken zal
worden, verdient (3) de voorkeur.

§ 3.  Grensvoorwaarde.

Zooals we reeds vroeger hebben opgemerkt bestaan er
goede gronden om aan te nemen, dat in den evenwichts-
toestand de verzadigingsconcentratie aan alle vlakken
van een kristal dezelfde waarde C heeft. Zelfs indien er
verschillen in oplosbaarheid bestonden tusschen de ver-
schillende kristalvlakken, dan zouden deze toch zeker
niet groot genoeg zijn om verhoudingen in groeisnelheid
te veroorzaken van 2:1 of meer.

Zooals we in de inleiding gezien hebben doet de
thermodynamica wel verschillen in oplosbaarheid ver- -
wachten, tengevolge der capillaire krachten. Deze ver-
schillen zijn echter zeer gering, als het kristal niet te
kleine afmetingen heeft. Wel kunnen echter de capillaire
invloeden zich doen gevoelen wanneer sterke krommingen
optreden, zooals bijv. in etsholten en aan ribben.

Is het oppervlak ruw door etsfiguren of door een
andere oorzaak, dan kan de oploshaarheid op de eene
plaats vergroot en op de andere verkleind zijn. Daar
echter de gemiddelde kromming nul (of klein) is, zal de
gemiddelde oplosbaarheid voor een zoodanig vlak juist
die zijn, welke geldt voor een volkomen plat en glad
vlak, als de waarnemingen betrekking hebben op een
deel van het oppervlak, dat 200 groot 157 dal de
afwijkingen van het gemiddelde geen invloed kunnen
hebben.

Daar we op deze bijzonderheden in hoofdstuk V
terugkomen, zullen we hier onderstellen, dat we te doen
hebben met een kristal met een platte of zwak gekromde
begrenzing.
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We nemen dus aan, dat in den evenwichtstoestand
als grensvoorwaarde geldt:

=G R D)

De evenwichtsconcentratie G s afhankelijk van de
opgeloste stof en het oplosmiddel en is verder functie
van temperatuur en druk.

Gaan we nu over tot het dynamische geval, d.w.z.
het geval waarbij het kristal oplost of groeit, dan zal
men in het algemeen moeten verwachten, dat dan de
eenvoudige grensconditie (5) niet meer geldig is. Een
grootheid, die dan een helangrijke rol gaat spelen is

. . oc ..
de reeds vroeger') genoemde groeisnelheid D s die we
ay

G zullen noemen. De meest voor de hand liggende
onderstelling is wel, dat er aan de grens een over-
verzadiging ¢ — C zal bestaan welke een functie is van
G. Daar in de stationaire loestand G=0 en ¢ = G
is, moet deze functie voor G.=0 nul zijn.

We kunnen ons deze functie nu ontwikkeld denken
naar opklimmende machten van G. In deze ontwikkeling
ontbreekt een term onafhankelijk van G blijkens het
zooeven opgemerkte, Verder kunnen we ons beperken
tot de term van den eersien graad in G en vinden dus:

I (= (IR S (G)

Substitueert men hierin de waarde voor G en stelt
men « D= A, dan wordt de grensvoorwaarde:

R TG
C$Q+AD'} A e ] (7)

De constante w 1s vVOOr het kristal kenmerkend en
kan bij eenzelfde kristal nog zeer goed van het kristal-
lografisch karakter van het grensvlak afhangen. Ook

1) Blz. 15,
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kan « nog van het oplosmiddel en van de temperatuur
afhangen. Dit is met 2 zeker het geval, daar deze
constante, die meer het karakter heeft van een mathe-
matische hulpgrootheid, direct samenhangt met de diffusie-
constante D.

Men moet zich nu de vraag stellen of de vergelijkingen

: 0
(6) en (7) onveranderd geldig zijn als 5% negatief is

d.w.z. als het kristal oplost. Daar de afleiding, die van
deze vergelijkingen is gegeven ook dan — met een kleine
wijziging — geldt, zal de vorm ook in dit geval juist zijn.
De waarde der constanten w en 4 zal in beide gevallen
dezelfde moeten zijn, ofschoon men op grond van de
boven gegeven afleiding daaraan misschien nog zou
kunnen twijfelen.

Daar men in de litteratuur de opvatting ontmoet, dat
groeien en oplossen niet volkomen reciproke processen
zijn 1), is het van groot belang, dat we in staat zijn door
een kinetische beschouwing waarschijnlijk te maken, dat
de constanten @ en A der vergelijkingen (6) en (7) voor
het geval van groeien en oplossen dezelfde waarde hebben.

Wanneer zich een kristal bevindt in een verzadigde
oplossing, kunnen we ons hel volgende beeld van den
evenwichtstoestand vormen. ,

Per tijds- en oppervlakte-eenheid wordt door het
oplosmiddel een hoeveelheid stof van de massa « val
het kristal losgemaakt en in de oplossing gebracht ?).
Tegelijk echter zet zich eenzelfde massa van de stof
af, daar de toestand stationair is. Is de oplossing
verdund, zooals we in het volgende onderstellen dan
moeten we ons voorstellen, dat de hoeveelheid « niet
van de concentratie afhangt, daar het oplossen wordt

1) Men vergelijke o.a. WULFF, Le. 3 ‘

%) Daar de dampspanning der meeste kristallen uiterst klein is,
moet bij het oplossen het oplosmiddel een actieve rol spelen. Het
kristal geeft spontaan weinig of geen stof af.
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veroorzaakt door een samenwerking van het oplosmiddel
en de vaste stof.

Is dus de oplossing over- of onverzadigd, dan zal de
hoeveelheid der opgeloste stof nog steeds « bedragen.
De hoeveelheid stof, die wordl afgezet, is echter wel
van de concentratie afhankelijk en moet tegelijk met
de laatste nul zijn. De eenvoudigste onderstelling die
we kunnen maken, is, dat de afgezette hoeveelheid
stof met de concentratie ¢?) evenredig is, en dus kan
worden voorgesteld door Gicasle beteekenis der con-
stante £ kan hovendien nog worden toegelicht op de
volgende wijze. '

Alg in de oplossing, aan de grens van het kristalvlak
n moleculen ?) der opgeloste stof per volume-eenheid
aanwezig zijn en de massa van een molecule m bedraagt,
is de concentratic ¢ =nm. Het aantal moleculen, dat
per tijdseenheid botst tegen de vlakte-eenheid van het
kristaloppervlak, bedraagt volgens de kinetische theorie
_der gassen en verdunde oplossingen:

AY S
-I/; n,
waarin v de middelbare snelheid is van de moleculen
der opgeloste stof in de vloeistof. Het is nu volstrekt
niet zeker, dat al deze moleculen door het kristal zullen
worden vastgehouden en deel zullen worden van de
buitenste lagen van het ruimterooster waaruit dit is
opgehouwd. Wel zal echter het aantal der moleculen,
die blijven plakken evenredig zijn met dat van alle tegen
het kristalvlak hotsende moleculen. Stellen we dus, dat
de fraclie ¢ van de laatsten aan het kristalvlak blift
plakken. We kunnen dan & ook beschouwen als de

") Natuurlijk speelt hier slechts de concentratie ¢ aan het kristal-
vlak een-rol.

?) Misschien is het beter de volgende Ibeschouwingcn toe te
passen op de iounen in p]aaf.s van op de moleculen. Dit maakt
echter geen wezenlijk verschil, doch aeeft enkele complicaties die
. we liever zullen vermijden.
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kans, dat een molecule, dat tegen het kristalvlak botst,
daaraan blijft kleven. )

Het aantal moleculen, dal zich per tijdscenheid op
een vlakte-cenheid van de begrenzing van het kristal
afzet, bedraagt dus:

V=
-l/‘(; ¢

Voor de massa dezer moleculen, die we [3c hadden

gesteld, vinden we:

C,

—
>

D3l m

= 2= 7
ﬁc:m I/‘G:;IlS:]//'
dus is:
P (=)

Ve
= ]/G y
Keeren we nu nog eens terug tot den stationairen
toestand. De hoeveelheid stof welke zich afzet is dan
gelijk aan de hoeveelheid, die in oplossing gaat. Daar
in dit geval verder ¢ = C is, vinden we de betrekking:
(1= 13 G T (',])
Wanneer het kristal niet in evenwicht is met zijn
oplossing, zullen de opgeloste hoeveelheid « en de af-
cezette hoeveelheid ;S’T: niet gelijk zijn. Is de laalste
orooter dan de eerste, dan groeit het kristal en bedraagt
de groeisnelheid:
}"—*D-Q—Q-——‘fﬁ’“(-;‘—cc A R (10)
Oy
Wanneer « grooter is dan Bec lost hel kristal op.
De oplossnelheid is dan:

— " 0C
-
R = e
& P 33

) Een theorie, die geheel overeenkomt met de hier ontwikkelde
en waarbij ook een plakkans £ een rol speelt, is te geven voor het
afzetten van colloidale deeltjes op ecen wand en op elkaar (uit-
vlokking). In deze gevallen is echter & = 0, d.w.z de deeltjes
zetten zich af, doch raken nooit weer los. (H. C. BurGeR, Kon.
Akad. v. Wet., Amsterdam 25, p. 1482, 1917).
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daar immers, zooals we in § 1 van dit hoofdstuk reeds

o
hebben opgemerkt, —— D -B—i de oplossnelheid voorstelt.

Het blijkt, dat de laalste vergelijking identiek is met (10),
welke dus geldt voor de concentratie aan de grens tijdens
hel groeien zoowel als tijdens het oplossen. .

Uit (9) en (10) kunnen we « climineeren en vinden dan:

= 1 Dcc
O e (e
c [3(1 39

Door vergelijking met (6) en (7) blijkt:

\......(11(1)

of volgens (8):

(11b)

We zijn dus nict alleen in staat een kinetische af-
leiding der vergelijking (6) (of 7) te geven, doch hebben
op deze wijze ook aangetoond, dat w (en a) dezelfde
constante is bij groeien en oplossen.

Bovendien geven de vergelijkingen (11) een verband
tusschen w (en dus ook 2) en de grootheden v en e.
De snelheid v kan als bekend beschouwd worden, daar
zij kan worden berekend uit hel moleculairgewicht M
en de temperatuur T volgens de, uit de kinetische theorie
bekende formule:

140 1/ illj_l (R = absolute gasconstante.)

Wanneer men dus uit waarnemingen belreffende het
oplossen of groeien van kristallen de waarde der con-
stante 2 (en dus ook w) heeft kunnen afleiden, kan men
uit (115) ook de plakkans ¢ vinden. Deze kans staat



27

direct in verband met de krachten, die de deelen van
een kristal samenbinden en de atomen in de netpunten
van het ruimterooster op hun plaats houden. Daar de
aard dezer krachten nog geheel onbekend is, zouden
bepalingen van de grootheid ¢ van hel groolste belang
kunnen zijn. Ilet is misschien niet onmogelijk, dat het
verdere onderzoek van het oplossen en grocien van
kristallen ons in staat zal stellen eenig inzicht te krijgen
in dit belangrijke vraagstuk.

§ 4. De heerschende meeningen in verband met de
gegeven theorie.

We hebben ons tot nog toe alleen bezig gehouden
met de meest algemeene grensconditie, waarvan de vorm
wordt aangegeven door de vergelijkingen (6) en (7). Van
de waarde der daarin voorkomende constanten kan men
echter & priori niet veel zeggen. Een onderste grens
voor deze grootheden w en 2 vindt men door’in (116)
de kans ¢ de grootst mogelijke waarde te geven, d.w.z.
c=1 te stellen. Berekent men in deze onderstelling
de constante » 1) met behulp der vergelijking (118), dan
vindt men voor alle stoffen een waarde, die zeker zeer
klein is ten opzichte van de afmetingen der toestellen
en dikten der vloeistoflagen, die bij het oplossen en
groeien van een kristal een rol kunnen spelen. Is ¢ een
niet al te kleine breuk, dan blijft ditzelfde gelden.

In deze gevallen zal de invloed van den term met A in
de grensconditie onmerkbaar zijn en deze zal de (speciale)
vorm aannemeri:

c=1C

Indien deze bijzondere randvoorwaarde geldig is, zal
het verloop van het oplos- of groeiproces geheel bepaald
worden door de diffusieconstante en de, aan alle vlakken
van het kristal gelijke, oploshaarheid C. Een constante
1) De grootheid A heeft, gelijk gemakkelijl is in te zien, de
dimensie van een lengte.
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die betrekking heeft op de snelheid der heterogeene
reactie tusschen oplossing en kristalvlak, komt niet voor.

Dit komt nu overeen met de door NErNsT uitgesproken
opvatling, dat het oplossen van een vaste stof een
diffusieproces is. NERNST schijnt echter niet te hebben
ingezien, dat de voorwaarde: ¢ = C een grensconditie
is, behoorende bij een differentiaalvergelijking (in casu
de diffusievergelijking) zoodat, zonder eenige verdere
hypothese bijv. petreffende een geadhaereerde laag, het
verloop van het oplosproces is te voorgpellen. De moeilijk-
heden, die zich kunnen voordoen zijn dan ook verder
uitsluitend van mathematischen aard.

Het experiment moet besliszen of het nu besproken
hijzondere geval in werkelijkheid voorkomt. Het is ook
zeer wel denkbaar, dat er gevallen kunnen zijn waarin &
cen zoo uiterst kleine waarde heeft, dat A niet meer is
te verwaarloozen. Zooals blijkt uit vergelijking (7) zal

: = de :
dit des te eerder het geval zijn, naarmate %— orooter 1s,
5 (v

d.i. naarmate het oplossen of groeien sneller plaats heeft.!)

Om de beteekenis van « duidelijk te maken, zullen
we het extreme geval beschouwen, dat deze constante
700 -groot is, dat haar invloed overheerschend is. Er
zal zich dan als het ware een zekere traagheidsweerstand
verzetten tegen het groeien en oplossen of m.a.w. de
heterogeene reactie aan de grens verloopt niet oneindig
snel. Wordt nu in de vloeistof geroerd — hetzij door
concentratie stroomen of kunstmatig — dan zal het
mogelijk zijn de concentratie in de geheele vloeistof
gelijk te maken aan de grensconcentratie ¢, Verloopt
de heterogeene reactie zeer langzaam d.w.z. is w zeer
groot, dan kan zelfs tengevolge van de diffusie alleen
de concentratie in de vloeistof overal gelijk worden.

') Het proces mag echter niet al te snel plaats hebben, daar

dan de warmteontwikkeling bij het uitkristalliseeren een rol gaat
“spelen.
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De groeisnelheid is dan gegeven door (6):
‘ e B
()]

Voor dit geval is ¢ de concentratie, die overal in de
vloeistof bestaat. Daar w voor elk kristalvlak een andere
waarde zal hebben, zullen dus de vlakken ieder met hun
cigen snelheid groeien. De verhouding dezer snelheden
hangt niet af van de concentratie ¢ van de oplossing, doch
is karakteristiek voor de kristalvlakken. De veelvlakkige
cedaante der kristallen is op deze wijze gemakkelijk te
verklaren. Het is dan ook niet te verwonderen, dat de
kristallographen zich van het groeien !) van kristallen
bij voorkeur een voorstelling hebben gevormd, die met
de boven ontwikkelde overeenkomt *), zonder zich daarbij
echter op exacte wijze rekenschap te geven van de rol
van diffusie en conveclie. Zooals we in § 1 van dit
hoofdstuk hebben gezien, bepalen diffusie en convectie
de differentiaalvergelijking waaraan ¢ moet voldoen; de
grensconditie echter beinvloeden zij niet.

Door de waarnemingen, welke in de nu volgende
hoofdstukken II, III en IV =zullen worden beschreven,
hoop ik op overtuigende wijze te hebben aangetoond,
dat het geval, dat zich in de natuur voordoet, zeker
niet overeenkomt met het laatst besproken uiterste geval.
Integendeel blijkt, dat de grootheid A, zoo zij al niet
geheel te verwaarloozen is, toch een geringen invloed heeft.

') Ook voor het oplossen geldt natuurlijk hetzelfde als hier voor
het grocien is uiteengezet.

) Men vergelijke 0.a. een lezing van A. JOHNSEN,
Zeitschr. f. Krystallogr. 53, p. 295, 1913—14.

gerefereerd :



HOOFDSTUK 1L

Oplossen in een vloeistof in rust.
§ 1. Oplossen witsluitend door diffusie.

De differentiaalvergelijkingen (3) en (4) voor de con-
centratie ¢ nemen de cenvoudigste gedaante aan als
v =0 is?). Het transport der opgeloste stof wordl dan
ditsluitend bewerkt door de diffusie. De differentiaal-
vergelijking luidt in dit geval:

g%———DAc il A e (19)

Wanneer men echter niet met opzet strooming teweeg
prengt, zal de vloeistof in het algemeen toch niet in
rust zijn tengevolge van de concentratiestroomen.

De vergelifking (12) is echter slechis juist als ook
deze niet aanwezig zijn. Men moet dus zorgen, dat de
concentratieverschillen, die zeker in de vloeistof zullen
bestaan, geen aanleiding tot beweging kunnen geven.

Hiertoe is noodig, dat de oppervlakken van gelijke
dichtheid, welke samenvallen met die van gelijke con-
centratie, horizontale platte vlakken zijn. Slechts in dit
geval kan de swaartekracht geen strooming veroorzaken.
Verder moet, wil de toestand stabiel zijn, de grootste
concentratie zich onder bevinden en de kleinste hoven.

Zorgt men, dat aan deze eisch voldaan is, dan hangt
de concentratie ¢ dus gitsluitend af van de hoogte. De
ruimte waarin de diffusie plaats heeft moet een cylinder
zijn met verticale beschrijvende lijnen en moet onder en

! ¢c dec ..
) Dan zijn de differentiaalquotienten e {d_i gelijk en de

ot
vergelijkingen (3) en (4) worden identiek.



31

boven ') begrensd zijn door horizontale platte vlakken.
Daar de concentratie onderaan de cylinder het grootst
moet zijn, moet het oplossen op deze plaats geschieden.
Het grondvlak der cylinder moet dus gevormd worden
door een plat, in al zijn deelen gelijk, grensvlak van
een kristal.

Een experiment, dat op deze wijze was ingericht is
reeds in 1889 uitgevoerd door J. Steran ?). Het was
bedoeld als methode om diffusiecoéfficienten te bepalen.
Daar het onderzoek van Steran in verband met ons
onderwerp van veel belang is wat gedachtegang en
methode betreft en vrijwel onopgemerkt schijnt te zin
gebleven, zal ik er hier een korte beschrijving van geven.

Tegen de zijvlakken van een uit steenzoul gesneden
prisma met horizontaal bovenvlak werden glasplaten ge-
plakt, die aan de bovenzijde boven het zout uitstaken
en een prismatischen koker vormden. Het geheel werd,
met de ribben van het prisma verticaal, gezet in een
onverzadigde oplossing van natriumchloride, zoodat hier-
mede ook de prismatische koker, gevormd door de
glasplaten, gevuld was. De temperatuur werd constant
cehouden, zoodat het oplossen zonder storing van
convectiestroomen uitsluitend door diffusie kon plaats
hebben. Steran nam de waarnemingstijden zoo kort,
(of de koker zoo lang) dat gedurende een meting de
concentratie aan de bovenzijde nog niet merkbaar ver-
meerderd was. De lengte der vloeistofzuil kon dan als
oneindig groot worden beschouwd.

Verder onderstelt hij, dat aan het kristalvlak de op-
lossing steeds verzadigd is. Daar de concentratie moest
voldoen aan de diffusievergelijking (12) en een.l?ekende
beginwaarde had, terwijl de speciale grensconditie werd
aangenomen, was Steray in staat de waarde der con-

) Aan de bovenzijde kan de cylinder zich ook oneindig ver

uitstrekken.
%) Sitz. Ber. Wien. 98 (II), p. 1418, 1880.



cenlratie als functie van plaats en tijd te berckenen LS
Hieruit kon de oplossnelheid berekend worden, waaruit
Srpray ook kon vinden hoeveel zich het oppervlak van
het zoutprisma verplaatste tengevolge van het oplossen.
Het is wenschelijk deze verplaalsing  als klein te be-
schouwen, daar het pl'obleem anders tot groote mathe-
matische moeilijkheden voert. (Men vergelijke ook 11 $ 6).
Het resultuat der theorie is, dat de verplaatsing van
het oppervlak evenredig is met den vierkantswortel uit
den tijd.

QrpraN Dam nu met een op een afstand opgestelden
kathetometer de verplaatsing van het bovenvlak van het
soutkristal gedurende eenige dagen waar n vond hoven-
staande uitspraak der theorie bevestied. Bovendien kon
hij uit de waarde dezer verplaalsing de diffusieconstante
van natriumchloride berekenen. De z0oo gevonden waarde
dezer constante was in goede overeenstemming met de
gitkomsten van anderen, die haar op geheel andere
wijze hadden gemeten.

Het doel dat Steran zich bij deze waarnemingen
stelde, was niet het oplossen van cen Na Cl-kristal te
bestudeeren, doch een nieuwe methode aan te geven
tot het bepalen van diffusieconstanten. Hij vond het
blijkbaar vanzelf sprekend, dat de oplossing aan het
kristalvlak verzadigd is; van het standpunt van hoofd-
stuk I, § 4 is dit echter niet het geval. We kunnen
uit de resultaten van Srerax de conelusie trekken,  dat
de invloed van 2 onmerkbaar is, als het oplossen 700
langzaam gaat, qls dit bij zijn proeven het geval is
geweest. Lost eenl kristal van natriumchloride sneller
op, dan is het zeer wel mogelijk, dat de bijzondere
grensconditie niet meer el voldoende benadering geeft,
doch dat zij moet vervangen worden door de algemeenere
voorwaarde (7).

) Voor de oplossing van dit vraagstuk vergelijke men bijv.
H. Werer, Die Part. Diff. GL der Math. Phys. 1T p. 93.



§ 2. Oriénteerende proeven.

Toen ik met mijn onderzoek begon, was mij het werk
van Steray niet bekend. A priori had ik dus geen
vermoeden omtrent de orde van grootte der constante A.
Het kwam mij in de eersle plaats wenschelijk voor
te onderzoeken of er een verschil in het gedrag der
vlakken van eenzelfde kristal bestaat bij het oplossen .
door diffusie alleen.

Bij het zoeken naar een geschikte stof, is mijn keus
gevallen op kopersulfaat. Bij deze stof toch waren vrij
groote verschillen in oplossnelheid van verschillende
vlakken gevonden!). Bovendien kan zij gemakkelijk in
groote kristallen verkregen worden.

Ter oriénteering heb ik eerst de volgende eenvoudige
proef genomen. Fen glazen buisje van ongeveer 11 m.M.
lengte werd met kleefwas vastgeplakt op het horizontaal
geplaatste vlak [110] van een kopersulfaatkristal, zoo-
danig dat de onderzijde van het buisje door het kristal
werd afgesloten.

Een ander buisje werd op dezelfde wijze op het vlak
[100] bevestigd. Beide buisjes werden celijktijdig met
een onverzadigde oplossing van Cu SOy van dezelfde
concentratic geheel gevuld. Ze werden met een dek-
glaasje afgesloten, waardoor verdamping voorkomen werd.

De buisjes werden ongeveer 22 uur aan zichzelf over-
gelaten en daarna werden de beide dekglaasjes er af-
genomen en de concentraties vergeleken van de druppels
oplossing, die aan het glas bleven hangen. Dit geschiedde
als volgt:

De dekglaasjes werden met de druppel oplossing
gebracht op het platte erensvlak van den halven bol van
cen kristalrefractometer van ABBE ?). De hoek, die op

") A. Korss, Zeitschr. f. Krystallogr. 43, p. 433, 1307, (In-
leiding § 3).

%) Het is mij een aangename plicht Prof. Dr. C. E. A. WicH-
MANN hier te kunnen bedanken voor het gebruik van dit instrument.
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dit instrument kon worden afgelezen, is ecn funectie van
de concentratie. der oplossing. In Let kleine interval
der concentratie dat in aanmerking komt, kan deze functie
als lineair worden beschouwd. Uit de verschillen in de
aflezing der refractometer konden dus onmiddellijk die
der concentratie worden gevonden.

De afgelezen hoek bedroeg voor water, bij kamer-
temperatunr verzadigde oplossing van CuSO, en de
verdunde oplossing waarmede de buisjes waren gevuld
resp. 50°22’, 51°53" en 51°20'.

De hoek, afgelezen voor de oplossing, die aan het
dekglaasje bleef hangen, dat is dus voor de vloeistof
boven in de buisjes, werd voor elk der vlakken [110]
en [100] in 5 gevallen bepaald. Als gemiddelde werd
in deze gevallen voor die hoek gevonden 51°34 .4 resp.
51°34/.3. Bedenkt men hierbij, dat de gemiddelde fouten
dezer getallen resp. 1'.3 en 3'.1 waren, dan ziel men,
dat de overeenstemming binnen de grenzen der meet-
nauwkeurigheid volkomen is.

Uit deze proeven kon dus de conclusie worden ge-
trokken dat bij een zoo langzaam oplosproces als hier
is beschreven, de term met A in de algemeene grens-
conditie geen waarneembaren invloed heeft.

Zooals blijkt uit de opgegeven waarden der afgelezen
hoek was de oplossing aan de bovenzijde nog niet
verzadigd, op het moment waarop de concentraties
vergeleken werden. Dat hier geen traagheidsweerstand
tegen oplossen in het spel ig, doch uitsluitend het lang-
zame tempo der diffusie een rol speelt, bleek uit het
gedrag der concentratie in dieper lagen. Zuigt men n.l.
oplossing dieper uit het buisje, dan is de concentratie
dezer oplossing grooter dan die aan de bovenzijde en
nadert des te meer de verzadigingsconcentratie naarmate
de oplossing uit dieper deelen afkomstig is.

§ 3. Refractometer-methode.

De in § 2 beschreven waarnemingen zijn niet geschikt
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om onze voorstelling van het oplossen, gelijk die in
hoofdstuk I is uiteengezet, quantitatief te toelsen.

Het is wel mogelijk uit de waarneming mel hel buisje
van bekende lengte een waarde der diffusieconstante af
te leiden indien we onderstellen, dat de bijzondere grens-
conditie geldt en verder aannemen dat in het beschouwde
interval van de concentratie de instelling van den refracto-
meter een lineaire functie der concentratie is. Deze
z00 verkregen schatting van den diffusiecoéflicient zou
echter niet zeer betrouwbaar zijn. Bovendien is het
gewenscht, dat onze waarneming ons nog verdere ge-
‘gevens ter toetsing van onze theoretische heschouwingen
" verschaft. Dit is mogelijk als wij in een punt der
vloeistof de concenlratie als functie van den lijd meten.
Om verder den invloed van 2 zoo groot mogelijk te
maken, moet de stof zoo snel mogelijk oplossen. De
eylindrische buis, waarin zich de onverzadigde oplossing
bevindt, moet daartoe kort zijn. Aan de gestelde eischen
werd bij de volgende eenvoudige opstelling voldaan.

Op het te onderzoeken kristalvlak (bij deze waar-
nemingen [110] en [110]) werd met kleefwas een koperen
cylindertje A geplakt van 1.22 m.M. hoogte en ongeveer
4 m.M. inwendige middellijn, het lumen wederom lood-
recht op het vlak. (Zie Fig. 1.) Om lek te voorkomen

Fig. 1.

FAristal.

werd het cylindertje aan de onderzijde met een weinig
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vaseline ingesmeerd en fegen het kristalvlak gedrukt.
De vaseline werd daarbij uitgeperst in cen dunne laag,
waarvan de dikte verwaarloosd kan worden.

De cylinder A werd nu gevuld met onverzadigde
oplossing B en daarna ,van boven gesloten door een
dekglas D ). Kristal, cylinder en dekglas werden tot
een geheel vereenigd, waartoe het dekglas D met behulp
van kleefwas C aan hei kristal werd vastgeplakt. De
concentratie van de oplossing, die in aanraking was met
het dekglas, werd weer bepaald met den refractometer
van Appe. Deze bepaling kon gedaan worden zonder
het dekglas van de cylinder los te maken.

Om concentratiestroomen uit te sluiten moet het kristal
onder en de vloeislof boven zijn, daar toch aan het
kristal de concentratie het grootst is. Het was dus
noodzakelijk den halven bol van den refractometer op het
“dekglaasje te brengen; dit wordt bereikt door den
refractometer omgekeerd op te hangen. Het kristal met
cylinder en dekglas werden onder tegen den halven bol
gebracht, zoodat het dekglas met het platte grensvlak
in aanraking was. Een laagje monobroomnaphtaline
tusschen dekglas en halven bol aangebracht, diende om
totale reflectie tegen de luchtlaag tusschen dekglas en
halven bol te vermijden.

Nadat het kristal met het koperen cylindertje op deze
wijze waren aangebracht — gewoonlijk verliepen onge-
veer 10 minuten tusschen het vullen met onverzadigde
oplossing en hel aanbrengen van het kristal aan den
refractometer — werd van tijd tot tijd het snijpunt der
kruisdraden op de grens tusschen licht en donker in
het gezichtsveld van den refractometer ingesteld. Dit
instellen gebeurde door draaien van een stelschroef,
waarvan de stand kon worden afgelezen. Elk schaal-
deel van deze schroef kwam overcen met een draaiing

') Dit dekglas diende om den halven bol van den refractometer

niet door de onmiddellijke aanraking met de koperen cylinder te
beschadigen.
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van de kijker over 10°. Iet was echter niet noodig de
hoek, die een maat der brekingsindex was, of haar ver-
anderingen in absolute maat te kennen, daar we mogen
aannemen dal een verandering in de concentratie zal
overeenkomen met een daarmee evenredige draaiing der
stelschroef.

Het was op deze wijze dus mogelijk het verloop der
concentratic aan het bovenste grensvlak van de eylinder
te volgen, zonder eenige storing in het diffusieproces
teweeg te brengen. _

[Tet bleek, dat de concentratie eerst snel steeg, daarna
steeds langzamer, terwijl zij na verloop van ongeveer
4 uur niet merkbaar meer toe nam, De aflezingen
werden eerst gedurende een uur om de 5 minulen
gedaan en daarna nog omstreeks een uur om de
10 minuten. Na 4 & 6 uur werden eindelijk nog een
paar aflezingen gedaan ten einde den stationairen eind-
stand te vinden.

Daar de concentratiestroomen, die tengevolge van
temperatuurongelijkheid in oplossingen kunnen ontstaan,
een zeer belangrijke bron van fouten bij alle diffusie-
melingen zijn, was het van belang zulke ongelijkheden
zooveel mogelijk uit te sluiten. Behalve de temperatuur-
ongelijkheid in de vloeistof geven ook temperatuurver-
anderingen van de vloeistof in haar geheel gedurende de
proef aanleiding tot fouten, daar de diffusieconstante
van de temperatuur afhangt.

De natriumbrander, die diende als lichtbron voor den
refractometer, veroorzaakte cen vri sterke verwarming
van de oplossing en van het kristal. Een glasplaat
werd geplaatst tusschen den prander en den refracto-
meler, met het doel de temperatuur zoo goed mogelijk
constant te houden. De temperatuur werd afgelezen op
cen thermometer die zich in de nabijheid van kristal
en oplossing bevond en schommelde in een interval van
¢én a twee graden.’

Plaatselijke verschillen der temperatuur waren in ons



38

geval vrijwel onmogelijk door de Kleine afmetingen der
ruimle, waarin zich de vloeistof bevond en door het
koperen eylindertje, dat door zijn goede warmtegeleiding
temperatuurgelijkheid waarborgt. ?)

§ 4. Theorie der methode.

We zullen nu eerst de theorie der beschreven waar-
nemingsmethode uiteenzetten en daarna laten zien hoe
we aan de hand daarvan de uitkomsten der metingen
kunnen verwerken.

Daar de concentratie der oplossing slechls afhangt van
den afstand x tot het kristalvlak, neemt dientengevolge
(12) de gedaante:

L~y

2

) e
)

o

(13)

tl
.
.

[

aan.
We zullen eerst het geval heschouwen waarin de

bijzondere grensconditie ¢ — (i geldt. Dan voldoet ¢
aan de volgende voorwaarden:

Voor x=0is c= G

, —=08: . . . (14

1
| &

” X:l

%,

n lZO”C’—_—CO.

Hierin is 1 de lengte van de cylinder d.w.z. de afstand
van het kristalvlak tot het dekglas, en co de concenlratie
der onverzadigde oplossing, waarmee de cylinder is gevuld.

Aan deze differentiaalvergelijking voldoet de reeks 7);

o0
= (i C EC L (11 5]

n=1{0

waarbij u, gegeven is door:

P [ 7
— A sin X ]/ﬁ + B cos x I/(D

') De dikte van den wand van de cylinder bedroeg ongeveer 1 m. M.

®) Verg. hoofdstuk I § 1.

) Men vergelijke voor geheel overeehkomstige problemen:
H. Weser. Die Part, Diff. Gl d. Math, Phys. IT. p. 110—-113.
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Om ook aan de eerste twee condities (14) te voldoen,
is het noodzakelijk dat:
u=0 voor x=0

= 11
dx 3

Hieraan is voldaan als:

B=0, cosll/%ﬂ ST (116)

Uit de laatste voorwaarde volgt:

@2n-+1)2#z%D
o =g

(_.n—{—l]'rk

21

Dus wordt:
n = Aj sl

Wii vinden dan verder de coéfficienten A, uit de
beginvoorwaarde; zij worden gegeven door:

An=QTfl = etar e, o S08= )

21 s (2n + 1) 7
Tenslotte wordt de oplossing van (13) in verband met

de voorwaarden (14):

¥ (zl;l__]_ 1)rsx o E
4((‘—00)00 2 9] _(—J:}) “Bt
% ne=o 2n-1 = (17)

b=

De concentratie aan hel dekglas vinden wij door in
(17) x=1 te stellen. Wij vinden op deze wijze voOr

de waargenomen concentralie:

4(C—co) R (— 1) —(234—1}? (18a)

T n—0411—|_1

Deze vergelijking kunnen we in den vorm:
(2n+1)* w* DL

¢ = G —

Coll] _’1 S (_—:_.lﬂ =L (185)
C— Cp Tn:- =o2n _I_ 1
brengen.

We zullen vervolgens de oplossing van (13) onder-
socken voor het geval dat de algemeene grensconditie

geldt, d.w.z. dat 2 niet nul is.
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De eerste der condities (14) moet thans vervangen
worden door:

c
C=C+)'Tc voor x = 0.
Dientengevolge moeten de funclies u, voldoen aan:
du
u=x-— voor x=20.
dx
In plaats van (16) geeft dit voor 1 de vergelijking:

cotll/ —AI/V' (1 6a)

Bij de toetsing der theorie heeft, gelijk in §5 blijken
zal, de cerste eigenwaarde de belangrijkste IO] zoodat
we ons tot deze beperken: kunnen. Om de kleinste
worlel p van (16¢) te vinden doen wij goed te bedenken,
dat » in de gevallen die in aanmerking komen klein is.})
De waarde van o in het geval dat ons thans bezig-
houdt zal dus niet veel verschillen van die, in hel geval
dat A =0 is. We kunnen dus met cen benadering
volstaan en stellen in (16a):

(L e
1]/’”=.’§+5.

Door deze substitutie vinden we voor de kleine groot-
heid o:
T A
d=—"

A

Dit geeft voor 4t
72D ( { 2 A
# = 1

De oplossing van (13) voor het geval, dat ¢ voldoet
aan de algemeene grensconditie (7) is weer een reeks
van de gedaante (15). De waarden gz, hangen thans
van A af. De invloed van A 0p de eerste eigenwaarde
wordt in eerste benadering aangegeven door (19). Op

.. (19)

') Verg. hoofdstuk 1II § 8
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den vorm der functies u, die thans van A afhangen,
zullen we niet ingaan, daar hun gedrag voor de discussie
van onze waarnemingen niet van belang is.

§ 5. Wijze waarop de theorie met de waarnemingen
kan worden vergeleken.

We moeten thans ingaan op enkele moeilijkheden, die
zich voordoen als we er toe overgaan de theoric te
vergelijken met de waarnemingen. Gedurende den tijd
toch, die verloopt tusschen het vullen van de cylinder
en de eerste aflezing van den refractometer, is omtrent
het verloop der concentratie met den tijd !) niets bekend.
Aan de voorwaarde, daf de vlakken van gelijke concen-
tratie, die evenwijdig aan hel kristal loopen, horizontaal
moeten zijn, is tijdens het vastplakken van het dekglas
volstrekt niet voldaan, daar de as van de cylinder niet
verticaal wordt gehouden doch in allerlei richtingen
wordl gedraaid. Verder veroorzaakt ook de aanraking
met de vingers en met de smeltende kleefwas onregel-
matigheden in het verloop der concentratie gedurende
de eerste periode van het oplossen.

De formules (15), (17) en (18) leeren, dat als de tijd
toencemt, alle termen der reeks afnemen en wel des te
sneller, naarmate hun rangnummer hooger is. Is de
tijd L groot genoeg, dan kunnen wij volstaan met den
eersten term der reeks en vinden wij dus uit (186):

7t Dt

C—e W =
L e TN (1)
(1 — {&y w
De theorie leert, dal C —e¢; voor groote waarden
7* Dt
van t evonredig 1S met e 41 y ZGIFS als de Concelltl'i].ﬁe

op den tijd t==0 een willekeurige functie van de plaats is.
De concentralie ¢j vertoont neiging om, welke storingen
eventueel in het begin van het oplosproces mogen zin

1) In hoofdstuk IV zal blijken, dat bij het aangroeien van een
kristal deze mocilijkheid niet bestaat.
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opgetreden, exponenticel te naderen tot de verzadigings-
concentratie. Dat wil zeggen, de grootheid C—¢, die
ik voortaan ,,onderverzadiging” zal noemen, zal aan de
grens exponentieel tot nul naderen (verg. de formule (18¢)).

We moeten er ons nog van overluigen, dat op het
oogenblik dat de ecerste waarneming wordt gedaan, de
tijd t groot genoeg is om van de reeksen in (17) en (18)
alleen den eersten term in aanmerking te nemen.

De waarnemingen hebben geleerd, dal de onderver-
zadiging in ongeveer 30 minuten tot de helft was afge-
nomen. Deze uitkomst kunnen we gebruiken om aan
te loonen dat in de reeksen (18z) en (18b) de eerste
term alle andere verre overlreft voor tijden die bij de
waarneming optreden en bijv. langer zijn dan 10 minuten.
Verwaarloozen wij voor t; = 30 minuten n.l. de volgende

=* Dt,
{ermen, dan vinden wij dat e 4P =0.51). Deze uit-
komst gebruiken wij vervolgens om voor ts = 10 minuten
de verhouding van den tweeden en ecersten term der reeks te

2Dt
= ; —_— @ 1/
hepalen. Wij vinden voor deze termen e 4138 —10)!0 &
9z Dt,
1] == 41-3‘:__ it - .-ﬁfs .
en — 5 @ = 5 (0.5) '°, zoodat hun verhouding

0.05 bedraagt. Wanneer de cersie aflezing van den
refractometer wordt gedaan, is dus de tweede ferm
slechts B %o ) van den eersten en de volgende termen
siin ten opzichte van den eersten nog veel kleiner. De
relatieve fout, die men maakt door het verwaarloozen
van alle volgende termet, wordt steeds kleiner naarmate
de tijd der waarneming grooter wordt. Wij zullen daarom

L)
1) Feitelijk bepalen wij de grootheid I benaderd, door alleen

den cersten term op den tijd t te gebruiken, doch van de verwaar-
loozing, die weder hierdoor ontstaat en de nauwkeurigheid in de
schatting’ van den tijd § kunnen wij afzien daar zij van hooger
orde is.

*) De invloed van den tweeden term valt binnen de grenzen der
waarncmingsfouten,
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aannemen, dat (18¢) de concentratie ¢ aangeeft vanaf
den aanvang der waarnemingen.

Uit (18¢) volgt, dat Ig(C -- ¢)) een lineaire functic
van t is. Zet men de logarithme der waargenomen
onderverzadiging uit als ordinaat en den tijd als abeis,
dan moeten dus de zoo verkregen punten op een rechte
lijn zijn gelegen. De helling van deze lijn geeft de waarde

9
—t

van — .
41

bepaald worden door vermenigvuldiging met

Uit de gevonden waarde der helling kan D

2

- 2
Is de invloed van 2 niet te verwaarloozen, dan vindt
men op deze wijze niet de waarde van D, doch die

van D (1 _4_'9_1_9*

De eenheid, waarin (C — c¢)) is uitgedrukt, heeft op
de helling geen invloed. Immers door vermenigvuldiging
der onderverzadiging met een constante factor zal {de
rechte lijn slechts in de richting van den ordinatenas even-
wijdig aan zichzelf verplaatst worden. We kunnen dus
(C — ¢j) uitdrukken in aflezingen op den refractometer.

De waarnemingen bevestigen de gevolgtrekking, die
wij zooeven uit de theorie hebben afgeleid. Men krijgt
met goede benadering een rechte lijn zoo men de
logarithmen van het aantal schaaldeelen op de aan-
gegeven wijze uitzet!'). De helling van de lijn, die
lg (C:— ¢)) als functic van t voorstelt, kon bepaald worden
door op het oog zoo goed mogelijk een lijn door de
punten te trekken, die de waarnemingen hadden opge-
leverd. De onzekerheid in de bepaling der helling
bedroeg slechts enkele procenten.

Wanneer men uit de metingen de helling op de aan-
gegeven wijze bepaalt, bemerkt mer, dat voor kleine
waarden van het verschil (G — c¢j) de onnauwkeurigheid
het grootst is. Dit spreekt van zelf daar de fouten in

1) Een figuur, waarin de waarnemingen Op deze wijze grafisch
s . c - T @ ¢
zijn voorgesteld, vindt men in hoofdstuk IV § 2,
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Jg (C:— ¢)) des te grooter zijn naarmate (G — c;) kleiner
is; de afleesfout toch van het instrument bedroeg 1 &
9 schaaldeelen, terwijl de onderverzadiging in het laatste
deel van den waarnemingstijd in 5 minuten slechts met
een bedrag, overcenkomende met enkele schaaldeelen,
afnam. Aan het eind van den waarnemingsduur waren
deze fouten dus overheerschend. In het begin van het
oplosproces bedroeg de onderverzadiging een paar honderd
schaaldeelen en veroorzaakte de onzekerheid in de in-
stelling van den refractometer dus slechts een kleine
foul in lg (G — cy)-

§ 6. Correcties.

De waarden van D, verkregen op de wijze die in § 5
heschreven is, moeten nog twee reducties ondergaan.

In de eerste plaats is de temperatuur van de vlpeistof
bij de verschillende waarnemingsreeksen niet dezelfde.
Bovendien was gedurende een waarnemingsreeks de
temperatuur niet volkomen constant. De temperatuur
werd afgelezen op een thermometer, die zich in de
nabijheid van den refractometer bevond. De aflezing
van den thermometer geschiedde eenige malen in den
loop van de paar urem, waarin zich het diffusieproces
afspeelde. De zoo algelezen lemperaturen liepen niet
zeer uiteen; hun gemiddelde mag dan ook als de tem-
peratuur heschouwd worden waarbij zich het diffusie-
proces afspeelt. Elke meting levert de diffusieconstante
D bij de overeenkomslige temperatuur.  Ten einde uit
de verschillende proeven vergelijkbare resultaten te ver-
krijgen werd uit den gevonden diffusiecoéfficient de
waarde van deze grootheid bij 13° ‘afgeleid, waarbij als
temperaluurcoéfficient van, D 0.035 werd aangenomen.

Van den zeer geringen invloed der temperatuur op
de hoogte van hel CyIindertje kan worden afgezien ).

") De temperatuur heeft wel invloed op de waarde van C, doch

deze verandering komt in de resultaten der waarnemingen niet
tot uiting.
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In de tweede plaats moel nog een correclie worden
aangebracht, waarvan de waarde minder eenvoudig is
te bepalen. Door het oplossen van hel kristal verplaatst
zich nl. het grensvlak naar beneden'); dientengevolge
is de onderstelling, dat bhij x =0 de evenwichisconcen-
tratie beslaat (of de algemeene grensconditie geldt) niet
volkomen juist, zoodat de theorie van hel verschijnsel
feitelijk ingewikkelder is dan de hierboven gegevene. Bij
goede benadering echter kan men de gegeven beschou-
wingen blijven toepassen; alleen. dient men dan de
waarde van den diffusiccocfficient die uit de proeven
wordl afgeleid, te corrigeeren, waarvoor hieronder een
bovenste en een ondersle grens zal worden aangegeven.

De lengteverandering per tijdseenheid der vloeistof-
kolom, tengevolge van hel oplossen, is evenredig met de
hoeveelheid stof, die op elk oogenblik per tijdseenheid
wordt opgelost, dus ook met de onderverzadiging, die
bestond op het tijdstip, waarop het oplossen begon. Het
zal daarom voldoende zijn de correctie te berekenen
voor het geval dat de cylinder bij den aanvang van het
proces gevuld is met water. Is dan in een bepaald
geval de beginconcentratie ¢, dan zal men deze correctie

C —eq

slechts te vermenigvuldigen hebben met '-—C-—-- om de
{

voor het dan beschouwde geval passende waarde te
verkrijgen ?). Deze breuk kan bij benadering op de
volgende wijze gevonden worden, De op den refracto-
meter afgelezen hoek bedraagt voor waler en verzadigde
kopersulfaatoplossing resp. 50°22° en 51°53’, overeen-
komende met een verschil van 546 verdeelingen van de
stelschroef van den refractometer.

Bepaalt men nu over hoeveel verdeelingen deze schroef

) Door het oplossen wordt
waarin de diffusie plaats heeft, vergroot,

naarmate (C — c,) kleiner is. ‘
%) Hoewel deze benadering misschien wat ruw is, kunnen we er
> v o 0 . 5
mee volstaan, omdat de gezochte correctie hoogstens 10 °/, bedraagt.

dus de lengte van de vloeistofkolom,
en wel des te minder
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gedurende de geheele waarneming gedraaid moet worden,
dan kent men het aantal verdeelingen dat overeenkomt
met de onderverzadiging G — ca. Deelt men dit aantal
door 546 dan verkrijgt men de waarde der relatieve

: ah C—¢o
onderverzadiging — -

Een bovenste grens voor de correctie, voor het geval
dat zich zuiver water in het buisje bevindt, kan men
vinden door te onderstellen dat de lengte van de
vloeistofcylinder reeds van het begin der waarneming
af zooveel grooter is dan I, als de verschuiving van de
grens hedraagt in den stationairen eindtoestand.

De massa, die dan per vlakte-eenheid van het kristal
is opgelost, hedraagt 1G 1), daar in het beschouwde geval
de cylinder met water gevald is geweest. Als p de
dichtheid van het kristal voorstelt is dus de verplaatsing

A . .
van het vlak _P De relatieve vermeerdering der lengle

C
hedraagt dus o De waarde van D wordt gevonden

door een experimenteel bepaald getal met 1* te ver-
menigvuldigen; de schijnbare diffusiecoéfficient moet dus

N\ 2
met (1 +%) vermenigvuldigd worden om de juiste
- (O Ty s N

waarde te vinden. Daar — vrij klein is, kunnen wij
hoogere machten van dit quotient verwaarloozen en
vinden voor de bovenste grens der relatieve correctie
2 G
o .
» 2,29, dan bedraagt de correctie 25 °fp.

Een onderste grens voor de correctie kan gevonden
worden als men bedenkt dat het begin van het diffusie-
proces zich afspeelt in de nabijheid van het kristalvlak,

(lebruikt men voor (¢ de waarde 0.29 %) en voor

') Hierbij zien wij er van af, dat gedurende de proef 1 verandert,
daar die verandering klein is ten opzichte van L

%) Door € moet, gelijk men gemakkelijk inziet, het aantal
grammen Cu 80, b aq. per ¢M?® aangegeven worden.



47

zoodat de invloed van de eindige lengle van de cylinder
waarin zich de oplossing bevindt nog niet merkbaar is.
Wij kunnen den duur van het geheele proces in twee
periodes verdeelen. In de eerste periode lost reeds vrij
veel van het kristal op en de opgeloste stof diffundeert
naar boven, zonder dat de concentratie ¢; gedurende deze
periode aanmerkelijk toeneemt.

Gedurende deze periode geldt niet hetgeen in § 5
omtrent de orde van grootte van de termen der reeks
in (18) is uiteengezet; de eerste term is niet groot ten
opzichle van de volgenden.

In het volgende stadium begint de concentratie aan
de bovenzijde eerst snel te stijgen, en nadert vervolgens,
steeds langzamer toenemend, tot C. In dit stadium
worden de waarnemingen gedaan. De verplaatsing van
het kristalvlak neemt dus nog maar weinig toe gedurende
de waarnemingen. De volgende termen der reeks in
(17) en (18) zijn nu te verwaarloozen ten opzichte van
den eersten en de concentratie kan bij benadering voor-

gesteld worden door:
= Dt
e 4AI Y

4 TX
— 1 P ) v"' =
== =l Cisin 91

Om tot een onderste grens voor de genoemde correctie
te komen onderstellen wij dat deze formule reeds geldig
is bij het einde van de eerste periode.

Het oogenblik waarop de eerste periode eindigt is
natuurlijk niet precies aan te geven, doch de waarne-
mingen maken het plausibel dat het ongeveer 10 minuten
na het vullen van den cylinder valt *). Dan is, zooals
we op blz. 42 reeds gezien hebben, bij benadering

RIDLE g o=l
e 41 =05 "* =0.79. Wij vinden dus voor de hoe-
veelheid stof die bij het begin van de ?10 periode is opgelost:
[U] ¢ dx = /01 C dx _"'% X 0.79 G /O sin é; dx=0.36 1C.
o o i .

) Bij deze beschouwing is immers ondersteld dat ¢, =0 is.
) Verg. Hoofdstuk 1V,
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De verplaalsing van het kristalvlak is op dit oogen-
104
blik dus 0.36 ?

Gedurende de volgende periode zal deze verplaatsing

1G
toenemen tot —. We vinden dus een benedenste grens
P

der " correclie als wij van de verschuiving van de grens
in de tweede periode afzien en dus de vergrooting van
1

. 1C R
de lengte 0.36 — stellen. De correctie bedraagt in dit
o 2]

|
geval 0.36 X 25 °fo=19 “lo.

Het gemiddelde van de onderste en de bovenste grens
dor correctie d.i. 17 %o zal waarschijnlijk niet veel van
de juisie waarde der correctic verschillen. Deze correctie
is daarom gebruikt teneinde de waarde van D uit de
proeven af te leiden.

§ 7. Discussie der resultaten.

Volgens de methode,

Waarnemingen met den heschreven in § 3, zijn

refragtometer. drie waarnemingen ge-
| | daan op het vlak [110]
Cu SOy D. 107

en twee op het vlak

ol |8 TIE T T T e
Temperatuur 18° |[110]/[110] [110]. ~ De waar den
———————|| der diffusieconstante,

oncentrati 91.9 | 20.¢ !
Concentratie 0.9 91)'] 72 ' op de aangegeven wijze
maal de verza- | 22.6 | 221 gecorrigeerd, zijn in

T . _|log ;
digingsconcen 20.0 | nevenstaande  kleine

tabel opgegeven. De
waarden van D stem-
men binnen de grenzen

tratie.

Gemiddeld '__)‘1'3 21.5

|
|

Metingen van
g e derteverwachtenfouten
TuaoverT 22 E

77" 1 vyolkomen overeen. ')

i

1) Men bedenke hierbij dat er talrijke foutenbronnen bestaan,
0. 1. dat D van de concentratie afhangt. De hier gevonden waarde van
D is geldig voor een concentratie die we gemiddeld schatten op 0.9 C.
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Thovert heeft de diffusieconstante van Cu SOy ge-
meten bij verschillende concentraties en temperaturen.
Uit zijn resultaten vindt men door interpolatie voor de
diffusicconstante bij de concentratic 0.9 C en bij 13°
[1I=2 < (o ‘. De overeenstemming met de boven-
gevonden waarde is zoo goed als men verlangen kan.

Uit de experimenten volgt dus, dat men het verloop
van het oplosproces door de theorie quantitaliel kan
voorspellen, als men aanneemt, dal aan hel kristalvlak
de bijzondere grensconditie ¢=C geldt. Tlet is echter
zeer goed mogelijk, dat de constanle 2 (of «) in de
algemeene grensconditie niet exact nul is, doch slechts
700 klein, dat de invloed dier constante, bij de namw-
keurigheid die bij de proeven bereikt is, niet merkbaar is.

Geldt de algemeene grensconditie, dan heefl dit ten-
gevolge, dat de opgegeven gelallen niet de diffusie-
constante aangeven, doch het product van deze constanle

2 A
met den factor (1 — l)' De overeenslemming van dil

product voor de vlakken [110] en [110] en met de
voor de diffusieconstante door Tnovert gevonden waarde,
schenkt de overtuiging, dat de waarde van de grootheid

2 A . _ :
(1 #_l') niet veel van de eenheid kan verschillen.

Stellen wij de bovenste grens van de fout in de uit-
komsten der proeven 3 X 10— 7, dan is dus voor elk
der onderzochte vlakken:

2 2 3 X 10"

In verband met de waarde van 1 wordt dit:
A<8 X 105 c.M.
Zooals we later zullen zien is de bovenste grens voor
A nog veel kleiner. ') De grenzen voor de grootheden
w en ¢ zullen wij dan ook niel opgeven.

') Hoofdstuk IIT § S.



HOOFDSTUK IIL.

Oplossen in een stroomende vloeistof.
§ 1. FBxperimentecle methode.

Het vorige hoofdstuk toont aan, dat men, om te
onderzoeken of de grootheid A van nul verschillend is,
gevallen moet beschouwen waarin het oplossen sneller
geschiedt. Men zou nu, om dit te bereiken, bij de vorige
methode de lengte 1 van het eylindertje geringer kunnen
maken. Uit vergelijking (19) blijkt immers, dat de in-
vloed van A grooter wordt, als 1 kleiner is.

Tegen het gebruiken van kortere cylinders bestaan
echter groote bezwaren, daar allerlei fouten dan ook
een grootere rol gaan spelen. Onder deze fouten zijn
de belangrijkste wel, het niet volkomen evenwijdig zijn
van boven- en benedenvlak van de cylinder, stofjes
tusschen eylinder, kristal en dekglas, enz. Verder zal,
daar in (17) en (18) de tweede macht van | voorkomt,
elke (relatieve) fout in de meting van de lengte 1 ver-
dubbeld worden.

Dit alles deed mij er van afzien te pogen de afme-
tingen van de vlpoeistofzuil bij mijn melingen te verkleinen,
soodat naar een ander middel om den invloed van 2
te leeren kennen, gezocht moest worden.

Fen middel dat tot nu toe steeds is gebruikt om hel
proces van het oplossen te versnellen bestaat daar in,
het oplossen in een stroomende vloeistof te doen ge-
schieden. Bij de waarnemingen, die tot nu toe volgens
deze methode geschiedt zijn, heeft men zich steeds be-
dient van vloeistoffen waarin de hydrodynamische
toestand geheel willekeurig van punt tot punt veranderde
(roeren) en waarin dus de snelheid onbekend is. Wil
men echter het proces mathematisch analyseeren en uit
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de waarnemingen op deze wijze iets omtrent de grens-
conditie afleiden, dan is het noodzakelijk, dat men met
een hydrodynamisch bepaald geval te doen heeft. Boven-
dien zal de bewegingstoestand van de vloeistof niet al
te ingewikkeld moeten zijn, daar men anders op onover-
komelijke mathematische moeilijkheden zou stuiten.

Wanneer de vloeistof z66 langs een kristal moet
stroomen, dat de snelheid in ieder punt bekend is, is
het noodig turbulentie te vermijden. Dit kon bereikt
worden door de vloeistof le voeren door een nauwe
buis  waarvan de wand voor een deel werd gevormd
door een kristalvlak.

De buis was rechthoekig van doorsnede en vervaardigd
uit koperblik. De afmetingen der rechthoekige doorsnede,
aan de binnenzijde gemeten, bedroegen 0.99 hij 0.122 c¢.M.,
de lengte van de buis 23 c.M.?)

Om turbulentie uit te sluiten moest de gemiddelde
stroomsnelheid blijven onder de kritische waarde. Ik
schatte, dat de kritische snelheid *) voor hel gebruikte
toestel bereikt wordt als er 10 & 20 c.M® water per
seconde door de buis stroomt. Bij de proeven, die in het
volgende beschreven zullen worden, was de gemiddelde
snetheid steeds beneden het bedrag dat overeenkomt
met een transport van 10 c.M?® water per seconde. De
strooming is dan zeker niet turbulent ®) en de snelheid der
vloeistof kan als functie van de plaats berekend worden.

Een deel van den wand der beschreven buis moet nu
gevormd worden door het oppervlak van een kristal,
zoodat het water er langs kan stroomen zonder dal het
verloop der stroomlijnen aanzienlijk wordt gestoord. Bij
een voorloopige proef trachtte ik het ongestoorde ver-

") De voorloopige waarnemingen, die in § 8 zullen worden be-
schreven, zijn uitgevoerd met een buis van 6 c.M. lang.

9 0. Reyvorps. Phil. Tr. (A), 174, p. 935, 1883 en 186,
p. 123, 1895.

% Wel kunnen oncffenheden van den wand nog wervels veroor-
zaken, doch deze zijn niet stabiel en zullen snel gedempt worden.
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loop der stroomlijnen te bereiken door in den wand
van de buis cen kleine rechlhoekige opening te snijden
welke werd afgesloten door een kristal, dat er met een
zijner vlakken Llegen geplakt !) werd. - Een bezwaar is
daarbij dat aan den rand van den uitgesneden rechthoek
wervels ontstaan. Daar de dikte van den wand ongeveer
159 van dic van de buis bedroeg, was zij volstrekt
niet te verwaarloozen, en werd de loop der stroomlijnen
in vrij sterke mate gewijzigd. Om dil bezwaar zooveel
mogelijk te ondervangen ben ik later op de volgende
wijze te werk gegaan.

Het kristalvlak wordt bedekt met een onoplosbare
stof %), terwijl een rechthoek van 0.81 bij 0.51 e.M. op
het vlak onbedekl wordt gelaten.

In den wand van de koperen buis wordt een recht-
hoekige opening gemaakt van 1.8 Dbij 0.8 cM. en hier-
tegen het kristalvlak geplakt, zoodat de beide rechthoeken
zoo goed mogelijk concentrisch waren. De storing der
stroomlijnen tengevolge van de eindige dikte van den wand
van de buis, is in dit geval veel geringer. Haar invloed
is des te minder naarmate de rechthoekige opening grooter
is t.0.v. den onbedekten rechthoek op het kristalvlak. Aan
de grootte der opening is echter een grens gesteld door
de afmetingen der kristallen, die toch met een hunmer
vlakken deze opening geheel moesten kunnen afsluiten.

Men zou kunnen meenen, dat het voordeelig is de
buis waardoor.de vloeistol stroomt zeer dun te maken;
dan toch worden de wervels eerder gedempt en zal dus
de stroom regelmatiger zijn. Verder zou dan ook, zonder
kans op turbulentie, de gemiddelde stroomsnelheid grooter
cemaakt kunnen worden, waardoor de invloed van den
aard der grenscondilie scherper is waar le nemen. De
dikte van de buis mag echter niet te klein genomen worden.

') Als plakmiddel diende bij deze en volgende proeven klecfwas,
terwijl een weinig vaseline ecn waterdichte afsluiting verzekerde.

) Hierdoor diende Syrische asfalt,* waarvan een oplossing in
benzol op het kristalvlak werd gestreken.
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Het onbedekte gedeelte toch van het kristal lost op
en dientengevolge ontstaal een uitholling. Is deze nu
nict meer klein ten opzichte van de dikte, dan wordt
de loop der stroomlijnen te zeer beinvloed.

Door de buis, waartegen op de beschreven wijze een
kristal was geplakt, kon gedeslilleerd water stroomen
waarvan de snelheid door een kraan werd geregeld.
Het afvloeiende water, dat langs het kristal is gestroomd,
en waarin dientengevolge . een weinig kopersulfaat was
opgelost, werd opgevangen in cen maatglas, gedurende
een lijd, die werd bepaald met een arréteerhorloge.
Op deze wijze was het mogelijk het volume der vloeistof te
bepalen, dat per seconde door de buis stroomde. De
gemiddelde fout in de bepaling van deze grootheid bedroeg
ANaR 248 o

Teneinde zooveel mogelijk vergelijkbare waarnemingen
te verkrijgen werden een aantal melingen (gewoonlijk vier)
gedaan bij verschillende stroomsnelheid zonder het kristal
los te maken. Om echter twee verschillend georiénteerde
kristalvlakken te kunnen vergelijken moest het eene kristal
door hel andere vervangen worden. Het is niet mogelijk
twee kristallen na elkaar op exact dezelfde wijze op de
opening van de buis te plakken. Slechts door een vrij
groot aantal waarnemingen te verrichlen kan de hierdoor
veroorzaakte toevallige fout worden geélimineerd.

Ten einde de hoeveelheid opgelosle kristalstof te
bepalen, werd de concentratie van de bij elke stroomproef
opgevangen hoeveelheid vloeistof bepaald. [let product
van de doorgestroomde hoeveelheid vloeistol en deze
concentratie leverde dan de hoeveelheid opgeloste stof?),

") Bij proeven betreffende het oplossen van kristallen heeft men
zich vaak door weging van het kristal voor en na de proef of door
de dikte van de opgeloste laag te bepalen, een beeld van dCﬂpgfﬁlOsLu
hoeveelheid stof verschaft. Deze methode iz in ons geval niet te
gebruiken, daar dan in de eerste plaats na clke meting het kristal
zou moeten worden losgemaakt, en in de tweede plaats de opgeloste
hoeveelheid te klein is om met succes deze methode toe te passen.



54

De concentratie werd gemeten door het electrisch
celcidingsvermogen der oplossing te bepalen volgens de
methode van Komravscu. Daar de concentraties, die bij
het onderzoek optreden, steeds zeer gering zijn (het
10— 3 a4 10— 4 deel van die eener verzadigde oplossing)
was dit de beste methode om snel de concentralie te
meten. De fout in deze grootheid bedroeg hoogstens
18 aR240 0 ‘

Voor hel gestelde doel — de meting der concentratie -—
is hel niet noodzakelijk het geleidingsvermogen zelf te
kennen. De capaciteit van hel weerstandsvat toch 1s
constant. Kent men dus den weerstand voor ecn aantal
in de buurt der te verwachten concentratie gelegen
hekende concentraties '), dan kan men door meting van
den weerstand der te onderzoeken vloeistof met behulp
van interpolatie de waarde der concentratie bepalen.

Hierbij moet rekening gehouden worden met de ver-
anderingen die de weerstand van het gebruikle water
ondergaal.

Het experiment leert dus hoe de concentratie der
oplossing, die unit de buis vloeit, afhangt van de hoeveel-
heid vloeistof die per seconde doorstroomt. De functie
die het verband van deze grootheden aangeeft moet nu
ook theoretisch worden bepaald. De vergelijking van
de Tesultaten van de theorie en de waarneming moct
tenslotte cen nitspraak opleveren omtrent de waarde
van de grootheid 2.

§ 9. Theorie van de strooming in een buis van rechi-
hoekige doorsnede.

Tencinde hel oplossen van een kristal onder de be-
schreven omstandigheden mathematisch te beschrijven,

) Uit metingen van den weerstand bij bekende concentratie
bleck, dat het omgekeerde van den weerstand kon worden voor-

1
gesteld door een formule van de gedaante = C (a — B B ¢)

waarin ¢en # constanten zijn.
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moeten wij de snelheid der vloeistof als functie van
plaats en tijd kennen (Verg. I § 1). Wij moeten dus
de beweging kennen van een vloeistof met inwendige
wrijving in een buis met rechthoekige doorsnede. Dit
vraagstuk kan behandeld worden volgens een methode,
die door Lord Ravieien ') in een ander geval is gebruikt.

Wij zullen onderstellen, dat de toestand stationair is
en dat de snelheid v der vlocistof evenwijdig is aan
den as der buis. Kiest men den X- en Y-as loodrecht
op de lengterichting van de buis en evenwijdig met de
zijden der rechthoekige doorsnede, dan voldoet de snel-
heid v aan de dlﬁ"e:entma:ver"ell_]]\mn'°

‘ v .
)] §x‘“’+7y-)__-—]) .. ()

(= wrijvingscotflicient van de vloeistof, P = drukverval).
Zijn de zijden van den rechthoek langs den X- en Y-as
gelegen en hebben zij de lengte a resp. b, dan stellen wij:

L @ m 7 X nzy ;

_ R R,y gy mTX . nay 2
Vo= 25 D% Amy sin sin < e (21
m=1n=1 H b ( )
Deze som is nul, zooals noodzakelijk is, aan de vier
zijden van den rechthoek. Substitueert men (21) in de
differentiaalvergelijking (20) dan blijkt deze dubbele recks

daaraan te voldoen wanneer:

2 Apn (5 + sinl—22 ¢in y sy

(vs] oo 9 2.
Q3 (m n’ ) TN X T sy P
m=1n=1 - h? a b nu’

Uit deze dubbele reeks van Fourmr volgt op de
bekende wijze:
4P |1 — (= D™= (= 1]

=i m“
&
i mn { ’l )

A mn —

1) Theory of Sound I, Chap. IX, p. 309.

) In het volgende zal p als een constante behandeld worden.
Dit is feitelijk niet het geval daar de oplossing een andere viscositeit
heeft als water. De invloed hiervan op de uitkomsten dezer para-
graaf is slechts gering.
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De conslanten Ay, verschillen alleen van nul als
m en n beide oneven zijn. Men verkrijgt dus voor:
\ 6P 1
A _— =
mn -t ” m?

ikl
n-

mni{ —, —{—f;,)
e |oF

Substitueert men deze waarden in (21) dan vindt

men voor de snelheid:

sin e X sin e
16 P a b

Vv T ——— \‘ W

B T meens
vl =5 AT
a h*

De sommatie moet bij deze en alle volgende reeksen
worden uitzestrekt over alle posilieve oneven waarden
yan m en n.

Met de gevonden uitdrukking 99) voor de snelheid,
volgt voor het volume p der vloeistof, dat per tijds-
cenheid door de buis stroomt de betrekking:

w2l [th »
64ab P — « 1
cp=[ [ vaxdy=20= SFX————5
: JoJo T 5y JeE n-
mZn? (— + 3
: a l)u

Daar, zooals later zal blijken, de opgeloste stol op-
gehoopl is in een uiterst dunne laag aan het oppervlak
«an het kristal, is het voldoende voor ons doel, als wij

.v kennen in de nabijheid van den wand. Onderstellen
we, dat de Y-us loodrecht staat op het oppervlak van
het kristal, dan moet dus R hepaald worden voor kleine
waarden van y. Wij denken ons v ontwikkeld in een
recks naar opklimmende machten van y:
v=ay+ By T ...

De term zonder y moet ontbreken omdat v nul is
voor y=0. Wi beperken ons tot den eersten term
dezer reeks en behoeven dus slechts de waarde van

— B vl
2= (\— ) te berekenen.
v ( }
¥—0
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.

Voor dit differentiaalquotient vinden we uit (22):

cipy L7 X
dv 16 P e
v —(53) e (23)
0y/ y=o ~br 2 (m“ i n3)
m\-—— g
. a® = b?
Voor deze uitkomst kan ook geschreven worden:

«=Rp,
waarin R, die slechts van a en b afhangt, gegeven is
~door de formule:

. Mm7wX

sin -
SIS &
et

__'___m(m o +n) _(§=}J) @4)

"
Py ]
7

~m?n? (m- 2 + n?)
Daar de rechthoek, waaraan de stof oplost, in het

midden van de zijde a is gelegen, stellen we in R x = P:

Verder nemen wij in aanmerking, dat a eenige malen

grooter is dan b en bepalen eerst de waarde van R als

a groot t.o.v. b is, d.w.z wij stellen ¢ gelijk aan nul.
Dan wordt:

~ doab? (;:+;» )(ll ____ ;-11 8 _)_ab"

Men kan de gevonden waarde van R ook verkrijgen
door direcl bij het opslellen der differentiaalvergelijking
in aanmerking te nemen dat a groot is ten opzichte
van b. ?)

(25))

') Hierbij is gebruik gemaakt van de bekende uitkomst:
LNl m!
STRA TR Ty
) Deze behandeling van het probleem is noodzakelijk, tencinde
de ontwikkeling van v naar opklimmende machten van y verder
voort te zetten dan tot den eersten term. Het is nl niet mogelijk
den tweeden en volgende termen te bepalen door differentiatie van

(22), daar deze bewerking een divergente reeks oplevert.
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Dan is v nl. een functie van y alleen. Voor de
snelheid geldt dan de vergelijking:
t1ZEVEIS |
d y*

iffb

De oplossing dezer vergelijking moet nul zijn voor
y=0 en y=Dh. Zij luidt dus:
P
——i= vy e 2 01
V=9,7 (b—1y) (26a)

Berckent men met behulp van deze uitdrukking de
grootheid p, dan blijkt de snelheid te zijn gegeven door:

bipis Y, -
= P (1 — - 260
L ab‘-’} (1 b) 159
nderdaad vindt men dus ook op deze, wijze:
__ (oY SO 9
Z (B y) = o ab? p: (27)

Uit (26a) en (260) blijkt, dat men in de reeksonl-
wikkeling voor v Lweede en hoogere machten van y
mag verwaarloozen als y klein t. o.v. his. De fout, die
hierdoor veroorzaakt wordt, zal in § 7 van dit hoofd-
stuk besproken worden.

De eenvoudige waarde voor R, die in (25) is aangegeven,
geldt slechts als a groot t.o.v. b is. Nuis echter bij de

S . ; S b
huis, die voor de waarnemingen 1s gebruikt, s = — = 0.13,
a

dus ¢ is geenszins zeer klein. Wij dienen dus te onder-
zoeken in hoeverre de onderstelling, dat a groot is ten
opzichte van b, een bruikbare benadering geeft. Daartoe
berekenen we met behulp van (24) de waarde van R
in het midden van de grootste zijde a van den recht-
hoek en bezigen daarbij de hovengenoemde waarde van g.

Een numericke berekening leert, dat dan de waarde
van R is:

6.1

la{= a b2 (28)

Deze waarde is geldig in het midden der zijde a. Aan
beide zijden van het midden zal R, zooals men gemak-
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kelijk inziet, kleiner zijn. R neemt niet zoo snel met
den afstand tot het midden af, dat het gemiddelde van
R over den rechthoek, waaraan het kristal in oplossing
gaat, meer dan een paar procent afwijkt van de in (25)
gevonden waarde. Wij behoeven de waarde van R niet
met groote nauwkeurigheid te kennen en zullen dus met
de door {25) gegeven waarde van deze grootheid kunnen
volstaan.

Van belang is — zooals in de volgende paragrafen
zal blijken — dat het snelheidsverval  met p evenredig

is en dat de evenredigheidsfactor slechts van de afme-
tingen der gebruikte buis afhangt.

Daar ik de oplossing van het hier behandelde hydro-
namische vraagstuk in verschillende leerboeken der hydro-
dynamica niet vermeld heb gevonden, achte ik het
geschikt haar hier aan te geven.

§ 8. Theorie der diffusie in cen stroomende vloeistof.

Wij zullen in de stroomende vloeislof een assenkruis
aannemen waarvan de X- en Y-as de in § 2 gekozen
richting hebben. Laalt verder de Z-as de richting hebben
van den stroom, terwijl de op het kristalvlak onbedekt
gebleven rechthoek zich uitstrekt van z =0 tot z =1.
Verder zij y = 0 het oppervlak van hel kristal.

In het deel der vloeistof, waar de concentratie van het
opgeloste kopersulfaat merkbaar van nul verschilt, zijn
de componenten der snelheid volgens § 2 gegeven door:

Ve =0, Vy=0, v, =ay
waarbij de constante « door (27) bepaald is.
De differentiaalvergelijking (3) voor de snelheid neemt
dus de gedaante aan:

Bc BC 0
— —_— & i . . . . ‘49 .
Aan het onbedekte deel van het kristalvlak moet de
concentratie ¢ voldoen aan de grensvoorwaarde (7)
Aan de andere wanden, die de vloeistof begrenzen is:
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2—3 — 0. Dus is voor y=D>b: gss 0 terwijl voor y =10
deze voorwaarde overal geldt behalve gelijk reeds is
opgemerkl aan het onbedekte deel van het kristalvlak.
Daar bij de berekening van vy is ondersteld, dat b
groot is ten opzichte van de waarden van y dic in
aanmerking komen, mogen  we de grensvoorwaarde
aan den wand y=Dh als cen voorwaarde in het on-
eindige beschouwen. Nemen we als voorwaarde dat
e=0 is als y= o Is, dan iz voor deze waarde vany

dce : : -
00k 5o nul. De voorwaarde ¢ = 0 is echter eenvoudiger
v/

hij de berekeningen.

We zullen aannemen, dat de toestand stationair is *).
In (29) moeten wij dan sft = ( stellen.

De oplossing van (29) biedt groote moeilijkheden, vooral
omdat de grensconditie aan het vlak y =0 voor ver-
cchillende deelen van dat vlak verschillend is. We
sullen daarom eenige vereenvoudigingen invoeren.

Daar de dikte der laag, waarin zich een merkbare
hoeveelheid kopersulfaat bevindl, klein is ten opzichte
van de afmetingen van den onbedekten rechthoek, zal c
hoven dezen rechthoek slechts in geringe malte van X
afhangen. Alleen aan den rand van den rechthoek zal,
bij constante y en 7 ¢ snel met x veranderen, en buiten
den rechthoek practisch nul worden. We kunnen dus

. 5! ! fr oM
hij benadering In de differentiaalvergelijking voor ¢ 5 = 0
g 3 £
stellen.
Dientengevolge is de hoeveelheid stof, die per tijdseen-
heid oplost, evenredig aan de breedte van den onbedekten

rechthoek ?), zoolang deze breedte niet te klein is. Immers

H In § 7 zal worden nagegaan in hoeverre deze onderstelling
geoorloofd is. . .

) De juistheid van deze onderstelling werd binnen de waar-
nemingsfouten door een proef bevestigd.
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de storing in de concentratie boven de randen van den on-
bedekten rechthoek zal zich slechts over een afstand in de
X-richting uitstrekken, die van'dezelfde orde van orootte is
als de dikte der laag waarin zich een merkbare hoeveclheid
kopersulfaal bevindt. De dikle van deze laag is zeer
klein ten opzichte van de breedte van den rechthoek.

)

= ALY
In Ac¢ zullen wij verder den term %52 weglaten.

4

Daartoe zijn wij gerechligd daar toch, als  groot genoeg

; SIS C R !
en D klein genoeg is, D _ klein is ten opzichte van

aZ
de : . A
Xy De physische beteekenis van deze verwaarloozing
Y57

is, dat het transport in de richting van den Z-as tenge-
volge van de diffusie klein is ten opzichte van dat
tengevolge van de strooming der vloeistof. De term

a9

0%¢ .
D.)——.; mag echter niet verwaarloosd worden. Als n.l.

dy-
de stroomsnelheid groot is, zal de opgeloste stof beperkt
zijn tol een zeer dunne laag. De concentratie ¢ zal
over een kleinen afstand van de groote waarde aan het

dc¢ 0 ¢
kristalvlak tot nul dalen; dus zijn = en 1 groot.
. oy a},-
) e '
Niettegenstaande a-}:, met den kleinen factor D ver-

menigvuldigd wordt, mag deze term dus toch niet worden
weggelaten.

J . r
Door den term D te verwaarloozen, zien wij af

072

van.- de diffusie in de richling van den stroom. Daar
dan in de differentiaalvergelijking slechls het eerste

: : 3 A0 : , e 7ii
differentiaalquotient 5 voorkomt, dat aan de andere zijde
(LA

b

. Ll
van het gelijktecken staat dan de term D ay? zal de

waarde van ¢ in een zeker punt slechls worden he-
invloed door den toestand van de grens bij y =0 in
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punten, dic bij Kleinere waarden van z (d.i. sloomop-
waarts) gelegen zijn. De concentralie in een punt boven
den onbedekten rechthoek zal dus niet beinvioed worden
door de grensconditie, die geldt bi] aroolere waarden
van z. Het is dus onverschillig hoever de rechthoek
zich in de richting van den Z-as uitstrekt.

Wij kunnen dus ler vereenvoudiging aannemen, dat
et onbedekte deel van het kristalvlak zich uitstrekt van
7—0 tot z=o0. Bij de discussie der proeven voert
deze onderstelling niet tot moeilijkheden. Bij de bere-
kening van de hoeveelheid stof, die wordt opgelost van
een rechthoek met lengte 1, kunnen wij de per lengle-
cenheid opgeloste hoeveelheid van z—0 tot z=1 in-
tegreeren of bepalen hoeveel stof stroomt door het
vlak z=—1.1)

Tenslotte is, om de concentratie c te berekenen, naast
de voorwaarden aan de grenzen van y, ook een voor-
waarde aan de grens van z noodig. Zonder vereen-
voudiging zou dil de voorwaarde moelen zijn, dat zuiver
water in de buis aankomt, d.w.z. dat ¢ nul i voor
7 — — . De hierboven gegeven beschouwingen doen
gzien, dat de concentratie aan den rand van het onbe-
dekte deel van het kristalvlak bij z=0 slechts een te
verwaarloozen invloed zal ondervinden van het bij grooter
waarden van z gelegen kristalvlak. Wij zullen dus
onderstellen, dat de voorwaarde ¢=0, die in het nega-
tief oneindige geldt, ook voor z=0 mag worden aan-
genomet.

Met de besproken verwaarloozingen gaat nu (29)
over in:

dic ac

o }"" y 07

") Dat deze hoeveelheden gelijk zijn, is gemakkelijk uit de
differentiaalvergelijking voor de concentratie ¢ af teleiden, als men
daarin de genoemde termen verwaarloost.
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Hierbij gelden, zooals wij gezien hebben, de voor-
waarden:

c—0 voor z—20

c—0 ¥ ey, — 0 (31)
'l i,’ —

L—-G—f—}.ay re—()

De vergelijking (30) met de condities (31) bepaall ¢
als functie van y en z voor alle posilieve waarden
dezer onafhankelijk veranderlijken.

§ 4 Bepaling van de opgeloste hoeveelheid stof zonder
de differentiaalvergelijling op te lossen.

Het blijkt mogelijk te zijn, belangrijke gevolgtrekkingen
te maken uit (30) en (31) zonder het vraagstuk volledig
op te lossen. )

We zullen in de derde der voorwaarden (31) voor-
loopig 4=0 stellen en dus aannemen, dat de speciale
grensconditie ¢ = C geldt. In dit geval is hel zelfs
mogelijk iets te zeggen omlrent de opgeloste hoeveelheid
stof, zonder te onderstellen, dat de diffusiecodfficient D
onafhankelijk van de concentratie is, ¥) In dit geval is
echter de vergelijking (30) niet juist, doch moet, zooals
men gemakkelijk zal inzien, worden ver angen door:

0 ¢ de
0 y_ (DB y): % d 7 2

Hierin moet D Dbeschouwd worden als een bekende
funclie van c. De vergelijking (32) is dus niet lineair.

Voer in (32) een nieuwe veranderlijke # in, bepaald door:

I[n

== SN
De differentiaalvergelijking neemt dan de gedaanle aan:
e de
,a_ (D _(’) ._':,1\*( N (39(!)
24 dy o

') H. C. BurGEr., Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam, 26,
P. 1057, 1917.
) Verg. I § 2.
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Daar A = 0 is gesteld, wordt (31) na invoering vau de

nicuwe veranderlijke #:
¢ =0 voor z=10 ‘
ce=0 p;:ﬂ?/:-{ P 3 1 )
c=0C , =0

Daar in (32¢) en (31a) de constante 2« niet meer
voorkom!, zal deze grootheid ook in de oplossing niet
meer explicite optreden. Men kan deze dus in den vorm:

¢ =f(z,7)
schrijven.

Wij bepalen nu met behulp van deze oplossing de
hoeveelheid stof (), die per tijdseenheid van een recht-
hoek van de lengte 1 en een breedte één in de richting
van den X-as oplost. Daartoe herekenen wij de hoeveel-
heid opgeloste stof, die per tijdseenheid stroomt door
cen strook van het vlak z=1 die ecn breedte één
heeft. Daar de snelheid der vloeistof gegeven is door
xy, wordt per tijdseenheid door de stroom per vlakle-
cenheid loodrecht op den Z-aseen hoeveelheid opgeloste
stof «y ¢ getransporteerd. Wij vinden dus voor ()

w o
Q:fmy(: dchx[}'fU,'fi)dY'
0 o 0

Voeren wij nu weer de veranderlijke ¥ in plaats van
y in, dan wordt:

ea]

Q= =z'/s {'14 f(,dy=afsp (). . (33a)

o

Wij kunnen nu (32) ook Lransformeeren door te stellen:
&

Th— G

Wij krijgen dan de vergelijking:

Q dc oc
— eV Q0
3 ( D 2 y) y MR (326)

Hierbij behooren de randcondities:
e=0 voor {=20
p=): = e ¢ b e (310)
e=0C . y=0
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Ook hier zal de oplossing weer onafhankelijk zijn
van «, n.l.:

c=1 (;:! J)'
Hiermede vinden we voor de getransporteerde hoe-
veelheid :

0=/

o o
zycdy =« / y ¢ (S, }'] dy==F ({).
1} J 0

(

De waarde van { in deze uitkomst is die, welke
overeenkomt met z=1, dus is { =1/« en wordt:

Q:w(i) R 027

), dan
blijkt, dat (330) alleen dan in overeenstemming is mel

|
(33a), wanneer I (x) een factor «

Vergelijkt men de gevonden waarden van

2

/. v .
* bevat. Hieruit

volgt dus, dat:
F (1) =A 02'{3,

waarin A een constante is, d.w.z. onafhankelijk is van
a en L
De gevonden gedaante van F gebruikend, vinden we
uit (336):
i :
Q== AT (21
In verband met de proeven is het vooral van belang, dat

Q evenredig blijkt te zijn met « 1, ) daar deze even-
redigheid scherp experimenteel kan worden getoetst.

Wij hebben tol nu toe ondersteld, dat D een functie
is van de concentratie c¢. Beschouwen wij echter D als
een constante, die onafhankelijk van c is, dan kunnen
wij op dezelfde wijze  berekenen en vinden hoe deze
grootheid van D afhangt. De vergelijking (32) moet
dan weder door (30) vervangen worden.

) Voor de evenredigheid met /s vergelijke men H. C, Burcer 1, e,



Slelt men in (30)

1),
o l®
1= 17[; Y
D
dan wordt de vergelijking voor c:
SEC . dcC
e — Y 1fe
av® 0 Z

De oplossing dezer vergelijking hangt expliciet niet
van z en D af. Door integratie naar y vinden wij:
i)
) == / yedy— /..xyﬁ (l,y)dy—=« s D /-’*@1 (1) (35a).

J D0

Transformeert men vervolgens (30) door de substitutie:

D
L D 51

dan luidt de differentiaalvergelijking:
e ac
2yt TG

De oplossing dezer vergelijking, die voldoel aan de
bewhmlwde rrlta'lr1~,u:»r1(llllcs is:

= n (gla }r)

1) Uit deze gedaante der oplossing van (30) en (31) kan men
een belangrijke gevolgtrekking maken. Zooals gemakkelijk is in te
zien, is de concentratie ¢ evenredig met de evenwichtsconcentratie
C. De gevonden nitdrukking voor ¢ kan dus geschreven worden :
c=Cd¢, (&5 Daar ¢ en C dezelfde dimensie hebben, moet ¢,
cen zuiver getal zonder dimensie zijn. In ¢, komen geen andere

Dz . AT
grootheden voor dan £ =—en y; ¢, moet dus een functie zijn
van cen combinatie dezer beiden argumenten, welke cen zuiver

z v . - . .
getal is. Daar Diz de dimensie [1°] heeft, is deze combinatie
o

Y of een willekeurige functie van deze brenk., Dus is

3
ci=—=1C flﬂ‘(y]/.l.%), waarbij de functie ¥"nog onbekend blijft.

Deze uitkomst zal ook in § b worden afgeleid. Dp daar ter plaatse
behandelde methode is voor mtblmdnw ntbmr de hier behandelde
echter niet,
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Met deze oplossing vinden wij verder:

0o, D1
Q :_/‘095 Yy (G, y)dy =« Fy (;) . (35D).

Door vergelijking van (35a) en (350) blijkt, dat 1“‘;'

ol

met @~ /% evenredig moet zijn, Dus is:
F.=B (p_]_)'fn,
&
waarin de constante B niet afthangt van «, | en D.
Ten slotle wordt Q gegeven door:
Q=B 1Dy . . (3).
Uit (36) blijkt, dat de hoeveelheid stof, die per tijds-
eenheid oplost, niet evenredig is met den diffusiecoéf-
ficient. Toch speelt echter de diffusie een belangrijken
rol. Stelt men nl. D=0 dan wordt () nul. Het is
dus onjuist te spreken van oplossen tengevolge van stroo-
ming. De oplossnelheid wordt zoowel nul wanneer de
stroomsnelheid, als wanneer de diffusiecoéfficient nul is,
Thans zullen wij niet langer onderstellen dat A nul
is en onze methode toepassen op het geval waarin de
algemeene grensconditie geldt. Daarbij zal worden onder-
steld, dat D onafhankelijk is van de concentratie c.
In de vergelijking (30) stellen wij weer:
Dl/:s |
V=1 e
In de differentiaalvergelijking komen dan « en D niel
meer voor. De grenscondities (31) worden:
c=( voor z—20
c—1(0 " -,1:00

& s ac
=\ e == ()
D /s d ¥
De oplossing zal dus behalve van z en » ook afhangen
a\ s e
van A (ﬁ) , daar deze grootheid in de derde der

grensvoorwaarden optreedt. Dus is:



waaruit wij vinden:
i

o 1'3
(L—jay 04,. )dpﬂfﬁﬁh@ﬂxifymm
D3, D'l

Vervolgens stellen wij in (30):
2.
=5
Door deze substitutie verdwijnen « en D weder uit
de differentinalvergelijking (30), terwijl de condities (31)
den vorm:
¢=0 voor {=0
c=0 , y=®
c=C+ass , y=0
oy 7
aannemen.
De oplossing zal nu behalve van { en y, ook van 2

afhangen en zal dus geschreven kunnul worden in de
gedaante:
c=¢ (& v, 2
Deze waarde van ¢ gebruiken wij om Q te berekenen
en verkrijgen:

Q::f::xyn,b(%l-,y, A)dy:xF(Djl—, }») (370)

Daar in (37¢) @ een willekeurige functie der beide
Js
argumenten 1 en A—T is, kan men inplaats van @ een
D '®
andere willekeurige functie oy invoeren, die bepaald is
door de vergelijking:

s s ,
o (1=t T LY
D HJDIS

Door deze substitutie gaat (37a) over in:

2 s
G) = alfs D [3 123 & (1, —Of-ﬁ}; -) (38a)
[ Df
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Ook de willekeurige functie F in de vergelijking (375)
kan worden uitgedrukt in een andere functie, die wij
Fy zullen noemen. Deze functie Iy z1) bepaald door:

21, i
P (2 )= ) e s (2) )

Voert men deze functie in (37b) in, dan krijgt die
formule de gedaante:

9 ™ 1/3
Q= 3D Bl p, (h, =& "—) (385)

p'ls

Vergelijkt men (38) en (382), dan blijkt dat de

identiteit
xl/:; 2 xlh 8
@1 ]7 I 17T 1 :Fl 7\1 1y 7N
D% /3_ ST)E(88 Iy

moet bestaan,

Daar de veranderlijken 1, 4 en J: ?— onderling on-
D /-‘-‘ 1 5
afhankelijk zijn, kunnen de [uncties @, en Fy alleen dan
identiek gelijk zijn, als @, onafhankelijk van 1, en Fy
onafhankelijk van A is. Tenslotte vinden wij dus voor
Q de uitdrukking:

. 2 1'15 .
Q0 =g'ls plls 1“5 ¢ (“”‘f __‘_“._.) .. .(39)
IR .

Stelt men in deze formule 2 =0 dan blijkt dit resul-
taal in overeenstemming te zijn met (36) wanneer ¢ (0) =B
een eindige, van nul verschillende, constante is.

Uit (39) blijkt, dat de massa Q der per tijdseenheid op-
geloste stof niet evenredig is met «'/s als A van nul
verschill. In de gevallen, die in aanmerking komen, is
A 200 klein, dal de functie ¢ ten naastenbij gelijk aan
® (0) is. De invloed van A is des te grooter naarmate
het snelheidsverval « grooter is.
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§ 5. Oplossing der differentiaalvergelijling met de
speciale grensconditie.

Om verschillende redenen kunnen wij niet volstaan
met de uitkomsten van de vorige paragraaf. Het is nl.
op grond van het in § 4 behandelde niet mogelijk uit
te maken of de waarde van Q, die het experiment
oplevert, In overecenstemming is met de theoretische
waarde, daar de waarde van de constante B niel kan
worden gevonden met behulp van de in het voorgaande
heschreven methode ).

Verder is het een bezwaar, dat het resultaat (verge-
lijking (39)) niet met de waarnemingen vergeleken kan
worden, daar ® een onbekende functie is.

Tenslotte moeten wij de concentratie zelve als functie
van de plaats kennen, teneinde de henaderende onder-
stellingen in § 3 ingevoerd, in verband mel de fouten
der proeven op hun juistheid te kunnen toetsen.

Wij zullen daarom overgaan tot het oplossen der
differentiaalvergelijking (30). Eerst zullen wij het geval
beschouwen, dat de speciale grensconditie geldt, d.w.z.
dat A nul is.

De oplossing van het randwaardevraagstuk, dat ons
bezighoudt, heefl een vrij eenvoudigen vorm. Het zou
dan ook niet moeilijk zijn door probeeren een oplossing
van ong vraagstuk te vinden, doch voor het probleem
met de algemeene grensconditie is dit niet mogelijk;
daarom is het goed in dit eenvoudiger geval een methode
witeen te zetten, die ook voor het meer ingewikkelde
geval is toe te passen. De genoemde methode is van
belang voor problemen van diffusie en warmtegeleiding
in cen oneindig gebied. Zij voert gewoonlijk snel tot

) Het resultaat van (3Y), dat de opgeloste hoeveelheid evenredig
is met , /3 kan met de waarneming vergeleken worden en evenzeer
kan den invloed van den term met 4 die in het algemeene geval
door outwikkeling van ¢ te voorschijn komt, getoetst worden,
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de oplossing of geeft goede aanwijzing hoe een oplossing
le vinden is.

Deze methode is de volgende. Men kiest een eindig
gebied, waaruit door grensovergang het oneindige gebied
kan ontstaan, waarin de differentiaalvergelijking geldt
en waarvoor de oplossing gezocht wordt. Men bepaalt
nu de oplossing der differentiaalvergelijking in het eindige
gebied. Deze oplossing moet aan de gegeven grens-
voorwaarden voldoen. Daarna laat men het gebied
oneindig worden en bepaalt de limiet, waartoe de op-
lossing der differentiaalvergelijking, die voor het eindige
gebied is gevonden, bij dezen grensovergang nadert !),
De grensovergang is in den regel niet streng uit te
voeren. De beschreven rekenwijze levert een uitdrukking,
die echter bij substitutic in de differentiaalvergelijking
en de grensvoorwaarden veelal zal blijken de gezochte
oplossing te zijn.

De oplossing van een differentiaalvergelijking (in ons
geval de gegeneraliseerde diffusievergelijking) met grens-
voorwaarden is voor een eindig gebied in vele gevallen
te verkrijgen met behulp van de methode der bijzondere
oplossingen.

Bij deze methode gaat men als volgt te werk:

Men tracht aan de differentiaalvergelijking te voldoen
door een product, waarvan iedere factor slechls van
eén der onafhankelijk veranderlijken afhangt. Teder
der factoren is dan de oplossing van een gewone
differentiaalvergelijking. Teneinde aan de grenscondities
te voldoen moeten de factoren verder aan geschikt
gekozen belrekkingen gehoorzamen. De oplossing van
de differentiaalvergelijking met randvoorwaarden wordt
tenslotte geconstrueerd als een som van termen, dic elk
op de boven beschreven wijze uit factoren zijn opgebouwd.

Wij moeten de oplossing van vergelijking (30) vinden

') Vergel. A. SomyerreLp, Jahresber. der Dentschen Math.,
Vercin, 21, p. 309, 1912,
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in het oneindige gebied, dat zich uvitstrekt van z =0
tol z==® en van y=0 tol y=o0. Wij maken nu
eerst het gebied in de richting van den Y-as eindig door
het te begrenzen door het vlak y=h. 1In de richting
van den Z-as laten wij het gebied oneindig ?).

') Het schijnt in tegenspraak te zijn met de gegeven uiteenzetting,
dat het gebied niet alzijdig begrensd wordt, doch zich in de richting
van den Z-as in het oncindige uitstrekt. De meening ligt voor de
hand, dat voor het beschonwde oneindige gebied de methode der
bijzondere oplossingen niet is toe te passen. De toepassing is hier
echter wel mogelijk. Dit hangt samen met het bijzondere karakter
der differentiaalvergelijking (30), waarin de cotrdinaat z een rol
speelt, die volkomen analoog is met den rol welke de tijd (gewoonlijk)
heeft in de vergelijking van diffusie- en warmtegeleidingsproblemen,
Teneinde het karakter der veranderlijke z in de vergelijking (30)
duidelijk te maken, merken wij op, dat men deze vergelijking kan
interpreteeren als de differentiaalvergelijking voor een warmte-
geleidingsprobleem.

Men denke zich daartoe een staaf, die zich uitstrekt van y = 0
tot y=o0. Is y de warmtegeleidingscoéfficient van de overal
even dikke staaf en g(y) de warmtecapaciteit per lengte-cenheid,
dan luidt de differentiaalvergelijking voor de temperatuur 4:

a0 N
g(y) o =l e
waarin de grootheid 7 ondersteld wordt nict van y af te hangen,

Stelt men in deze vergelijking g(y) = ay en vervangt men
g door ¢, t door z en y door D, dan verkrijgt men een vergelijking
die met (30) identiek is. -

Op het tijdstip t=0 zij de temperatuur overal op de staaf
gelijk aan nul. Nu wordt op dezen tijd de temperatuur in het
uiteinde y = 0 plotseling op een waarde # = C gebracht. Men
vraagt dan het verloop van de temperatuur langs de staaf. Om
dit te vinden heeft men de differentiaalvergelijking voor ¢ op te
lossen met de voorwaarden:

fi—=1) voor t =10
=) s
M= 5 M= 0

Deze vergelijkingen komen met de voorwaarden (31) overeen als
men daarin 1 =0 stelt en verder ¢ door & en z door { vervangt.

Het genoemde warmtegeleidingsprobleem is dus geheel analoog
met het diffusieprobleem, waarvan wij de oplossing zocken.

In ons diffusieprobleem treedt, daar wij een stationajren toestand
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De conditie dat ¢ nul moet zijn voor y = co vervangen
wij, nu het gebied eindig is, door de voorwaarde:

¢—0 voor y=h.

Wordl dan h oneindig groot, dan zal de oplossing,
die men bij dien grensovergang verkrijgt, voldoen aan
de voorwaarde, dat ¢ nul is voor y = co.

Wij zoeken nu een bijzondere oplossing van de ge-
daante ue —*” waarbij u een functie van y en 2 een
conslante is. Door substitutie in vergelijking (30) blijkt
dit product te voldoen, wanneer u een oplossing is van de
diflerentiaalvergelijking:

d?u

epy i
(ly""+ u=0 . . . . (40)

==
Deze vergelijking is tot een differentiaalvergelijking van

BrsseL te transformeeren door te stellen: u=y1!z v en

door verder ys‘f’* = y als nieuwe veranderlijke in te voeren.
De vergelijking neemt dan den vorm

_4_:_9: 1 (‘]3):

— (v=0

d*v 1 dv i ¢
9D 9

dy*  ydy

ddll,

onderzoeken, de tijd niet op. De cobrdinaat z heeft daar echter den
rol van den tijd van het in deze noot beschouwde vraagstuk van
warmtegeleiding geheel overgenomen.

Zooals bij warmtegeleidingsvraagstukken gebruikelijk is, tracht
men aan de differentiaalvergelijking, begin- en grensvoorwaarden
te voldoen door een reeks van de gedaante:

UMY
(A= .:' An Up € - y
n -
waarin up een functie van y is en Ay en pp constanten zrn.

Kent men de oplossing van het warmtegeleidingsvraagstuk, (l'z}n
vindt men gemakkelijk de hoeyeclheid warmte, die sedert den tijd
=0 in de staaf is binnengestroomd. J’)eze\ wordt gegeven door:

@
/ ay ddy.
o 0

Vervangt men in deze nitdrukking ¢ weer door ¢, dan stelt de
integraal de hoeveelheid stof voor, die per tijdseenheid wordt opgelost.
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De oplossing van de vergelijking (40) wordt dienten-

gevolge:
Q o L 3 :
u=Ay 'z J1 l/ f J) +

N e

De functiec u moet voldoen aan de voorwaarden:

u=>0 voor y= TR (11 )

u=0 ., e (415);

Stelt men in (41) y =0, dan is de functie waarmede
de constante A wordt vermenigvuldigd nul. Daar unul
moet zijn als y =0 is, moet B =0 zijn zoodat u dus

den vorm:
] Q% :
i = ‘L{X YII.Z Jl}:} (3 '/dﬂ[’:{’ y‘j}o)
aanneeint.
De voorwaarde (410) leert dat:

4 ] o (4 ’
Jl{:i (Iil/D h!)=0 ST (1.0

Uit deze vergelijking moeten de waarden gevonden
worden -die @ kan bezitten. Noemen wij de positieve
wortels van J1!|, (¢) o1y p2y...ppy-.., dan volgt uit (42):

9 /e f-ﬁn 3
l/ —hil =
3 D !

9D op?
“n = Qg hd
Met deze waarde van w vindt men:
1 T
u, =Ap Y HJ'/:} an (i_) I z
Uit deze bijzondere oplossingen kan men een reeks
samenstellen, die formeel aan de differentiaalvergelijking
(30) voldoet en die voor y=0 en y=h nul is. De
gezochle oplossing moet echter niet nul zijn voor y = 0,

doch in dit punt de waarde C hebben. We moeten
daarom, teneinde aan de laatste der grensvoorwaarden

of:




75
(31) te voldoen, bij de genoemde reeks een functie van
y voegen, die aan de vergeliking (30) voldoet, voor
y =nh nul is en voor y =0 de waarde C aanneemt.
Zooals men gemakkelijk inziet, is aan deze eischen
voldaan door de uitdrukking:

c(1-3)”

Aan (30) voldoet dus formeel de reeks:
ODpna

e=C(t—8)— = Anyiy gy fon (5 fe ™ $eE 43)

h h

De concentratie, gegeven door deze reeks, is nul voor
y=h en gelijk aan de verzadigingsconcentratie G aan
het vlak y =0.

Nu moet de oplossing nog voldoen aan de voorwaarde,
dat ¢ =0 is voor z = 0. Hiertoe moeten de coéflicienten
A, zoo bepaald worden, dat de bet.rckkh g’

’ o0 1) Vg
a(1-1)= = apylen, fon ()= = Avonty) (44

A\

geldt, waarbij:

y 'LJI!:s 3 n (;I)KJ im'@n (y). . . (44a)

is gesteld.

De functies @ voldoen aan de differentiaalvergelijking
(40). Men leidt op de gebruikelijke wijze gemakkelijk
uit deze vergelijking af, dat de functies © aan de
orthogonaliteitscondilie

f“:‘f Om(¥)On(y)dy =0

voldoen.

Door beiden leden van (44) te vermenigvuldigen met
y @, (v) en daarna le integreeren van pul tot h, vindt
men met behulp van deze betrekking:

C_/:,hy (l S 1\1) @n (‘V) divi=: f\nj} o (y)dy.

1) Men kan deze uitdrukking opvatten als de functie u, welke
overeenkemt met de wortel g, = 0 van de vergelijking (42).
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Wordt hierin de waarde van @, gesubslilueerd, terwijl
n

i}
dan vindt men voor de constante A, :

G f(""_ D ands

An= 5 = i)
g !2 /OT IJFB (-"JI] 7) dr h i

& 3/. X o . ’
() ' = als nieuwe veranderlijke wordt 11]gevoerd,

i

Hierin stelt de functie f(n) het quotient der heide
integralen voor; dit quotient hangt slechts van het ge-
heele getal n af.

Wij vinden dus als oplossing der differentiaalvergelij-
king (30) in het eindige gebied, dat zich van y =0 tot
y = h uitstrekt:

& f(n) # D oniz

c=C (I *) Cn%lh! vthl{ ?Pn(;f):lfzgc dab®  (45)

Teneinde de oplossing te verkrijgen van het probleem,
dat ons bezighoudt, moet de limiet bepaald worden
waartoe deze uitdrukking nadert als h oneindig groot
wordt. Bij dezen grensovergang worden alle termen
der reeks in (45) nul. De reeks zelve wordt echter
niet nul, daar men een oneindig groot aantal termen
nemen moet.

Gaat men namelijk uit van een bepaalde waarde van
h, dan is er steeds een eindig getal k aan te geven
zoodanig, dat de rest der reeks Ri na den k*® term kleiner
is dan een willekeurige doch gegeven kleine grootheid. 1)
Wordt nu het getal h grooter, dan stijgt ook het getal k;
en als men hL oneindig groot laat worden, is dit ook
het geval met het aantal termen, dat uit de reeks moet
worden afgescheiden om de rest beneden de willekeurig
gekozen kleine grens te brengen. De convergentie der
reeks wordt dus steeds zwakker naarmate h toeneemt
en voor h= w0 divergeert de reeks.

Voor h= w hestaat de reeks dus_ uit oneindig veel

') Daarhij is natuurlijk ondersteld dat de recks convergent is,
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oneindig kleine termen, d.w.z. zij gaal over in een
bepaalde integraal. Wij voeren in deze integraal als

veranderlijke:
a f‘j
YIRS .
(V== .Igll (H) = . . . B (4‘{))
in.

Wij zullen in de reeks de lermen met laag rangnummer
n verwaarloozen. Dit is geoorloofd daar alle termen
oneindig klein zijn en dus de termen van hoog rang-
nummer door hun groote aantal overwegen zullen.

De wortels p, der vergelijking:

11;3 (,J) =10
worden voor groote waarden van n gegeven door de
asymptotische uitdrukking:

Pn = ( n— '11c)

Bedenkt men dat met een toename ds van s een
verandering van n met één overeenkomt, dan vindt men,
als men de aangegeven asymptotische waarde gebruikt,
volgens (46):

do=@)"as=z()"an,

of:

__1/h
An= ( ) “doa.
T \y
Maakt men gebruik van deze identiteit, dan kan men
inplaats van de reeks, de integraal:
> o0 9Dz
: I T Ay (47)
c=(C—CLim/[ - hf(n)Jl (s) € VR G I E
h=cpe 07 ¥
schrijven,

In deze formule moet nog de limiet bepaald worden
waartoe het product hf(n) nadert, als h (en dus ook n)
oneindig wordt. De waarde van n ontleenen wij aan
(46), waarbij wij bedenken, dat voor groote waarden
van n de breuk iz ten opzichte van n verwaarloosd kan

worden.
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Daardoor gaat (46) over in:

1= 5 (;) 4

Met behulp van deze waarde van n neemt het product
hf(n) den vorm:

llf(l‘l)—hf%%(i—t)

aan.

De limiet van dit product moet een eindige van
nul verschillende waarde hebben, dat wil zeggen f (n)
moet in zijn asymptotisch gedrag door de vergelijking

2

(])-l) | : s g : (h) 5 P (P = constante)

(7 Ny

gekenbchetst worden.
Slechts als f aan deze voorwaarde voldoet, kan het
product hf(n) eindig zijn voor oneindig groote waarden
an h.
Maakt men gebruik van deze asymptotische gedaante
van de functie f(n), dan gaat (47) over in:
9Dz

@y - gt
c——Cﬁ-Sf' T M'Ilr'u('f)(’ 4y’ ds  (48)

waarin S een voorloopig onbekende conatante voorstelt.
De rekenwijze, die tot de formule (48) geleid heeft,
mag niet beschouwd worden als een bt-,wu.-., voor deze
formule. Door substitutie kan men zich echter over-
tuigen, dat de in (48) aangegeven waarde van c aan de
differentiaalvergelijking (30) voldoet.

De gevonden oplossing (48) neemt voor y = 0 de
waarde G aan.

Verder moet de concentratie ¢ nul zijn als z gelijk
aan nul is en als y = o0 is. Substitueert men de
waarde nul voor ¢ en z in (48), dan blijkt dat de voor
¢ gevonden formule aan deze laatste voorwaarden gehoor-
zaamt, indien de Lonqtfmte ‘S voldoet aan de betrekking:

I ‘()dr




79

Hieruit volgt voor S de waarde:
® gl
— 3TL(s)

S
fo‘ z!ﬂth(a)da

Wij vinden dus de oplossing van het diffusieprobleem

door de waarde van S in (48) te substitueeren:
ODz

' o 2"]3 s 3{3 = - a" .
c=0C— 3H“('i@0_/“°' Iy, (s)e 4#Y de LZLQ)

De oplossing van ons vraagstuk is een functie van
een zeer eenvoudige combinatie van de coordinaten y
en z. Hiervan kan gebruik gemaakt worden, teneinde
de oplossing in een veel eenvoudiger cedaante te brengen.

Voert men in de differentiaalvergelijking (30) naast y
als nieuwe onafhankelijk veranderlijke:

. i
L= (Di =5 = i I/OC 1)
xy® Dz
in, dan gaat de vergelijking (30) over in:

S () T
dg ' 3 dé

Het blijkt dus dat c slechts van £ afhangt.
Uit deze vergelijking volgt:

2 £z
d*c | &'de (5
C

]

4]

dC:A+Bef‘J*.

dé&
Voor y =1, di. ook -voor £ =m0, is ¢ nul; verder
zijn voor y = ook alle differentiaalquotienten van ¢
de 0l Y e
nul (dus 15:0). Dientengevolge moet A gelijk aan
ac
nul zijn.
Verdere integratie levert op:
=Hi . '
e | A D= SRR T (1)

. 0D

"

Z .
') Het zou meer voor de hand liggen om )73 als nienwe ver-

anderlijke te kiezen, Deze keuze voert, langs een iets langeren weg,
tot dezelfde nitkomst als die in de text.
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De onderste grens van de integraal moet oneindig
groot zijn, aangezien ¢ nul is als y = o is, d.w.z.
£—cn is. Tevens is dan aan de voorwaarde voldaan
dat ¢ nul is voor z=0, daar § ook voor z=0 oneindig is.

De oplossing (51) der differentiaalvergelijking (50) moet
eindelijk nog voldoen aan de derde voorwaarde, namelijk
dat ¢ gelijk is aan de verzadigingsconcenlratie G als y
pul is. Daar & nul is voor v =0, volgt uit deze conditie
door substitutie in (51):

® 1.
(= — Bfne 9% dg=—B™9, IL(s).

Substitueert men de verkregen waarde van B in (51)

Co
-

[
en voert men (= By als integratieveranderlijke in,
dan wordt tenslotte voor de concentratie ¢ de betrekking:

— 8
(F== e do . . (62

()
G_
I1 (/) fv S ama
' 9Dz

gevonden.

Met behulp van deze uitkomst berekent men vervolgens
gemakkelijk de grootheid Q welke de hoeveelheid stof
aangeeft, die per tijdscenheid van een strook van het
kristalvlak van de breedte één in de richling van den
X-as oplost. Voor () vindt men:

oo 00 jo 2]
()= cdy= 2t j y d}'_/ e " do
oV T ——— ‘ < T au.
Y= | AT CET =TT (s) Y

gD
Door particele integratie verkrijgt men:
g3 s 25 nf
i e [ AR DL o s (R
O=9TI (1)) (53)

De waarde voor Q die in § 4 (36) gevonden werd stemt
met de thans gevonden waarde overcen. De waarde van
de in § 4 voorkomende constante B Dblijkt te zijn:

S34)-

gt
9 1L (Ys

b} i== ()
)
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§ 6. Behandeling van het probleem met de algemeene
grensconditie,

Wij zullen nu overgaan tot de oplossing der differentiaal-
vergelijking (30) voor het geval, dat de algemeene grens-
conditie geldt, d.w.z. dat a niet nul is. Bij de behandeling
van dit probleem zullen wij echter 2 steeds als een
kleine grootheid heschouwen en dus onderstellen dat de
" invloed van A op het oplosproces gering is. De waar-
nemingen bevestigen deze onderstelling.

Wij beschouwen weder aanvankelijk het probleem in
een eindig gebied begrensd door het vlak Vi1t

Op dezelfde wijze als in § 5 werd niteengezet, vinden
wij thans de bijzondere oplossing ue % waarin de
functie u is gegeven door de in die paragraaf behan-
delde formule:

172 ) | E

e

- 1/g 2]/.1;;, 3(, )
r ol e T 4
+ By .1_,/3(3 ey R (A1)

= A ¢ (y) + B ¢: (y).
De functie u moet thans echter voldoen aan de voor-
waarden:

h.

u=0 voor y=
u=Aa (:“ . y=0.

Substitueert men in deze condilies de waarde van u
die in (41) is aangegeven, dan vindt men de verge-
lijkingen:

A (h) -+ B @2 (h) = ] (1-)4)
B o (0) = | A & (0) - B! (0)]

Hierin stellen @&;*(0) en ¢! (0) de differentiaalquolien-
len van O en ¢ naar y, voor y gelik aan nul, voor.

Flimineert men uit (p4) de constanten A en B en
stelt men:
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2

s

dan verkrijgt men de vergelijking:

IL(-Ys) 2 2y ER -
J"]';s (r‘ﬁ il T (1{‘)) h p I g (F) =0 . (56)

De positieve, van nul verschillende wortels dezer ver-
gelijking noemen Wij: p1y P2y« « - Pge-es Evenals in de
vorige paragraaf, is slechts het asymptotisch gedrag van
deze wortels voor ons van belang.

Voor groote waarden van n kan gy, worden voorge-
steld door:

fp — @ I

Uit (54) volgt voor iedere waarde van g, de verhou-
ding der constanten A en B. Elimineert men, met
behulp van deze verhouding, de constante B uit (41)
dan vindt men:

up=A 16 () + m %8 5 " (1)} ),

waarin m een bepaalde constante is, waarvan de
waarde voor ons doel geen belang heeft.

Met behulp van de bijzondere oplossingen uje o %
kan men een reeks samenstellen, die formeel aan de
vergelijking (30) voldoet. Bij deze recks moet vervolgens
nog een oplossing van (30) gevoegd worden, die van z
onafhankelijk is en voor y —h nul is, terwijl zij voor
y =0 aan de algemeene erensconditie voldoet. Aan
deze voorwaarden voldoel de functie:

h—y,

C }Tj‘#_); ).

De oplossing van de differentiaalvergelijking, die nul

1) Evenals in § b is ook hier

}. 3 s )
¢, (y)=yl= oy, 1"’" ('h’)/ ¥

% Deze functie kan beschouwd worden als de functie u, over-
eenkomende met de wortel g, =0 der vergelijking (50).
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is voor y="h en voor y =0 aan de algemeene grens-
conditie voldoet, luidt dus:
0 { )
=0V S Ao ()
h + A nt(l = ‘ (}
9[711.'J l)

— - z
—I—m |} pn Qa(] ]%e 4 ah® . . (B7)

De constanten A, in de reeks (57) moelen weder
bepaald worden met behulp van de voorwaarde, dat e
nul is voor z = 0.

Stelt men dus in (57) z =0 en ¢ = 0 dan vindi men,
na vermenigvuldigd te hebben met

. Al ——
y§ o - mEe o)
door integratie van nul tot h:

bh—y( A
C[3i | g ol ) fdy=

h _ A ‘ | 2
= An [}' % @1{]]) ('}) fi‘ m—H B Pnz (]Da(n) (_\,’;' % d Y. 1]

0

Vervangt men in deze betrekking de veranderlijke y
door 7= (;4]) Iz dan verkrijgt men voor A, de uit-
drukking:

i) 3 th(au‘) AF m] p,] ll} (o“ T) %dr
A e T et iy

h-| 2 s = ; ;
_[0 jid an )+m on®d -1 (r’n») e

Het quotient der beide ml{?gmlen in het tweede lid

Gy
et
==

o

e
-—‘-_-__._'
= 3

—

=l
o

: Sl A
is een functie van - en van het geheele getal n. Daar 2
1

klein is, kunnen wij hel quotient naar opklimmende machten

) Bij de afleiding dezer formule is gebruik gemaakt van de
betrekking.

+ {*h o
/ 5 o, (y) + my |J o’ @, (V) ? S ‘r",l]‘)(};]%-
Jo' )

A )
+m oy B pkte,®(y) ¢ dy =0,
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"

N
h
termen. A, kan dan geschreven worden in den vorm:

~ 1,19
:1(:1;_& f(n]—}-%F(n) :

Hierin zijn f(n) en F (n) functies van het geheele
getal n.

Substituecert men de gevonden waarde van A in de
formule (57) en ontwikkell men elken term der reeks
tol de ecerste orde in alh, dan vindt men dat de con-
centratie wordt gegeven door:

b 0 v 1{0
e=cp=d— £ 0@t +

van — ontwikkelen en ons beperken tot de eerste twee

Ay

9o D

+7 o () F () -+ m B 52, 04 (y) r(n)g l e 4abt * (58)

In deze formule moet men nu h oneindig laten worden..
Daarbij gaat de reeks weder over in een integraal. In
deze integraal kiezen wij als veranderlijke:

ey AL
hle
Voor groote waarden van n is p, =7 n, dus is:
7 N
ge— =01
h'l2
3
N
An=1= ds.

Vermenigvuldigen wij de reeks met het derde lid
en laten wij h oneindig worden, dan neeml zij den vorm:

o Ie o
c:c_cf [h f(f_—h )y'le 3y, (5 y?l) +
0 7 I

3!
-+ 2 % F (C_h h) ; )'1{2 JI_"a (o y312 )

T
9D z ,

+me’lsht (‘ hhfﬂ) et L }’%) % e T Gl (59)

j .

.

daarn,



Daar hel product:

hf (E }i%)

7
voor h = o0 een eindige en van nul verschillende waarde
moet hebben, moet de functie f, evenals trouwens in
§ 5 is gevonden, voor oneindige waarden van h even-
redig zijn met de — %[s¢ macht van haar argument.

P i hil e . . :
De functie k ( ), die niet met een macht van h

75
vermenigvuldigd wordt, is alleen dan eindig en van nul
verschillend voor h= o als zij voor een oneindige
waarde van haar argument tot een constante nadert,
die onafhankelijk is van h.

Gebruikt men deze asymptotische waarden van f en
F, dan wordt de vergelijking (59):
2 : 9Dz
¢ = (C — A-/o ylfzo' - *[s I, (o vl)e ™ 4w Tds |-
1 .Dﬂ . 3) s By 1 _ 9Dz )

+ Ay /2]0 | 5.11/3 (cy ') TJ _ 1y (cy ")s e 4« 7 de (60)

Het eerste deel van het tweede lid, waarin A niet
voorkoml is identick met de vroeger gevonden uitdruk-
king voor ¢ en kan dus geschreven worden in den vorm:

alv ]

C — P :
T (1) e . (Verg. (52).)
ll

A .
l/ 9Dz

Het doel van het onderzoek in deze paragraaf is, de
factor te bepalen, waarmede in (60) de grootheid 2 ver-
menigvuldigd wordt. Deze factor is een oplossing van
de differentiaalvergelijking (30). Men kan zich door
substitutie van deze grootheid in (30), hiervan gemak-
kelijk overtuigen; de constanten S en T kunnen daarbij

nog willekeurige waarden bezitten.
De waarde der constanten S en T moet nu z66 he-
paald worden, dat de gevonden formule voor ¢ aan de
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arenscondities (31) voldoet. In de genoemde factor van
voeren wij sz [2 =10 als nieuwe veranderlijke in. Zij
neemt dan de gedaante:

L= 9D =z
Y-'/‘O |S-]11'“ (0)+T U 1/3 [ﬂ)ie—‘fg?” d

aan.
Voor y= @ wordt deze uitdrukking nul, evenals de

{ermen in (60) die niet van A afhangen.  De gevonden
oplossing voldoet dus aan de grensconditie:
¢=0 voor y=ce,
Voor z =0 wordt de factor van A:
1[w -
=l ISJ;;S(G)—I—l s (9){da.

Daar ¢ nul moet zijn voor z =0 en hel deel van c,
dat niet van 2 afhangt, reeds aan deze grensvoorwaarde
voldoet, wordt dus:

(v o]
I, }SJ”S({]]—I—'I‘ [0),116—0
of:
S+ T=0.1

Thans rest ons nog de waarde van ¢ in de algemeene

grensconditie: '

c=C-+2 3 c
te substitueeren. Daarbij bedenke men, dat het deel
van de oplossing, waarin A niet voorkomt, in de een-
voudige* gedaante (52) kan geschreven worden.

Ontwikkelt men de Besselsche functies in de factor
van 2 naar opklimmende machten van hun argument,
dan kan men zich tot den eersten term der ontwikkeling
beperken, daar hij de substitutie in de grensconditie
slechts hun gedrag voor y = 0 in aanmerking behoeft

") Hierbij is gebruik gemaskt van de betrekking
f Jyndo=1,

welke geldt als » grooter is dan — 1,
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genomen te worden. Het resultaat der substitutie is:

QL aT. C)lf"i oo_ 1, _.9_4D_7‘cr"’
i G 4 a b m—
A 0 ( 1:‘;) Or- e des

Daar wij in het begin van deze paragraal de tweede
macht en hoogere machten van 2 hebben verwaarloosd,
is het niet te verwonderen, dat de constanten S en T
niet zoo zijn te kiezen, dat (60) aan alle voorwaarden
exact voldoet: Inderdaad blijkt, dat bij substitutie in
de algemeene grensconditie een term met A overblijft.
Door T geschikt te kiezen kan men tot de eerste orde
in 2 aan de grensconditie voldoen. Dit is, tot de be-
nadering waartoe wij gegaan zijn, echter voldoende.

Na nitvoering der integratie in bovenstaande formule
blijkt dat daartoe T moet gegeven zijn door:

]T( s)

rl\ T (‘1 == AL
(- 2s) 1T (1s)

Bedenkt men nog dat S= — T is, dan kan tenslotte
(60) in den volgenden vorm gebracht worden:

ci— 11( j — (10-—
‘]Dz

L TE) g [0
AUy T ) /”-‘Ja(” )
Jo .
; 9Dz , o e (61)
Ty, oy e "t 7 do =175y Ll

[I(*s) ] ~ 3 =
YYB 9Dz

1 ( 1! ) @w ‘lI)//
AL (e [ O RN (] 0 —Jy O)e 4ay* db
1 (- 2fs) IL (1]s) yf“’— 1= T3, |

Uit deze formule voor de concentratiec ¢ kan de hoe-
veelheid opgeloste stof Q berekend worden. Men vindt
de grootheid Q op de gemakkelijkste wijze door uit de




oo
a0

: . 0
cerste der formules (61) de oplossnelheid — D Bg te

berekenen en deze grootheid naar z van nul tot 1 te
integreeren. Voor de oplossnelheid vindl men:

ey 0D/ e
ay ay- }':DH[I(IS) 9Dz
- 11% (- 1/s) N
— ‘1 e T U 1 B 79/ (7 1.
{1 IT (- 2[s) 11% (M3) 9D Z) )
Om de grootheid Q te vinden moet de oplossnelheid
naar z van nul 2) tot 1 geintegreerd worden. Men vindt:

g {1}‘-‘5 2f21 1
0 e s RN 3PICfs) s y-s - s)sy (g2
Q=510 (1—a S G b )?) (62)

Stelt men 2 gelijk aan nul, dan krijgt men de waarde
terug die in § 5 voor de opgeloste hoeveelheid ge-
vonden werd.

Uit de formule (62) blijkt, dat de invloed van de
constante 2 des te aanzienlijker is, naarmate hel stroom-
verval « grooter is.

§ 7. Correcties en benaderingen.

De temperatuur?) was bij de verschillende waarnemings-

H Bij de afleiding van deze formule moelen weder de Bes-
celsche functies onder het integraalteeken ontwikkeld worden.

"?) De gevonden waarde der oplossnelheid wordt oneindig voor
7 — (. Daar men de grootheid 2, die de dimensie van cen lengte
heeft, als klein moet beschouwen, mag men echter de gevonden
formules niet meer toepassen als z van dezelfde orde van groote
is als 2. Deze omstandigheid beinvloedt het resultaat der berekening
van (Q niet, daar men — overwegende dat 4 klein is t.owv. 1 —
ook mag integreeren van z =41 tot Z — 1 en dan hetzelfde resultaat
krijgt als boven is gevonden.

% Deze nitkomst is in overeenstemming met (39) in § 4. De
bovenverkregen formule vindt men door de functic ¢ uit (39) te
ontwikkelen naar opklimmcndc machten van 1 en hoogere machten
van A dan de eerste te verwaarloozen. De factor van A kan echter
op deze wijze slechts tot op een constante na verkregen worden,

') Als temperatuur waarbij de waarneming plaats had, werd
het gemiddelde genomen van de tempera'tuur van het gedestilleerde
water en die in het vertrek, waarin de proef gedaan werd.
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reeksen niet dezelfde. Het was dus noodzakelijk om
de waargenomen waarde der per tijdseenheid opgeloste
hoevecelheid stof () te reduceeren op dezelfde temperatuur.
Voor deze temperatuur is het gemiddelde gekozen van
de bij de proeven voorkomende temperaturen (n.l. 11°).

Van de grootheden die in Q voorkomen, hangen C
en D van de temperatour al. Bij de disenssie van den
temperatuarcoéflicient zullen wij de geldigheid van (52)
en (53) aannemen, daar de invloed van 2 loch gering
1s. Wij onderstellen dus dat Q evenredig is met G D',
Neemt men voor (i een temperatuurcoéfficient aan
van 0.5 %, en voor D een van 3.5 %, dan wordl de
temperatuurcoéfficient van Q, welke bij het corrigeeren
der direcl waargenomen getallen gebruikl moet worden,

9
(0.005 - =< 0.035) d.i. ongeveer 3 °fo.

Wij gaan nu tot de bespreking van een tweede cor-
reclie over. De afmetingen van den rechthoek, die op
het kristalvlak onbedekt werd gelaten, zijn niet gelijk bij
alle waarnemingen. Kleine verschillen dezer afmetingen
werden veroorzaakt door fouten bij hel bedekken van
het vlak met asfalt. Ook werd de rechthoek tengevolge
van het oplossen wel eens een weinig vergroot. Om
de verschillen en fouten die hierdoor ontstaan, zooveel
mogelijk te elimineeren werden de afmetingen van den
onbedekten rechthoek na iedere waarnemingsreeks nauw-
keurig gemeten. De afmetingen verschilden zelden
meer dan 0.02 c.M. van hun gemiddelde en konden
met een gemiddelde fout van 0.01 a 0.005 c.M. gemeten
worden. -

De voor Q waargenomen getallen werden herleid op
een rechthoek van de bepaalde afmetingen (0.51 bij 0.81
c.M.). Daarbij werd rekening gehouden met het feit,
dat volgens de theorie de grootheid Q evenredig is met
de eerste macht van de breedte en met de tweederde
macht van de lengle van den rechthoek.

Wij zullen thans overgaan tot de bespreking vap
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eenige benaderingen, die in het begin van dit hoofdstuk
§ 2 en § 3) zijn ingevoerd.

In § 2 is opgemerkt, dat de snelheid der vloeistof
evenredig is met den afstand tot het kristalvlak, als de
dikte b van de buis groot is ten opzichte van de waarden
van y, die bij het diffusicprobleem in aanmerking komen.
Is dit echter niet het geval, dan moet men in de ont-
wikkeling van de snelheid v naar opklimmende machten
van y ook den tweeden term in aanmerking nemen, en
dus schrijven:

r=ey(i—Y)=ay—av

] oy
De grootheid A v = D
De opgeloste stof wordt dus langzamer weggevoerd
dan het geval zou zijn wanneer v=ay was. Dien-
tengevolge zal de opgeloste hoeveelheid Q kleiner zijn,
dan wordt aangegeven door formule (53) ). Een ander
gevolg van de iets geringere snelheid is, dal de concen-
tratie iets grooter zal zijn dan men uit (52) zou besluiten.
Men kan dus de concentratie voorstellen door de formule:
0
G =
— - R e dd+Ac=co+ Ac.

CESTTIES) 8/ —
: Fl/ 9Dz

In deze uitdrukking is de positieve grootheid Ac
klein ten opzichte van de concentratie ¢, die zou bestaan
als de snelheid v voor alle waarden van y door «y
kon worden voorgesteld.

Wij vinden thans voor de grootheid Q:

@ v s}
()—[vcdy——-—/‘(scy—&")(co‘i‘ Ac)dy=

is klein ten opzichte van « y.

o

facvcudy [cnﬁvdy—}—jav,ﬁ(,dy Qo—AQ,

‘) Bij de beschouwingen van deze paragraaf stellen wij A=0.
De invloed A is klein genoeg om er hier, waar het kleine correcties
geldt, van te kunnen afzien.
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waarin Qg (= fx v ¢o d y) de per tijdseenheid opgeloste

hoeveelheid stof voorstelt voor het geval dat v=o2y
is. De correctie AQ die aan deze hoeveelheid moet
aangebracht worden om de in het bfﬂschouwdp geval
opgeloste hoeveelheid te verkrijgen, bedraagt: ‘

9

AQ—/PU“—IIdvk/;ayﬂcrly. . (63)

De eecrste der beide integralen in (63) kan berekend
worden, daar co een bekende door (52) gegeven functic
van de codrdinaten y en z is. De berekening van dil
deel van A Q heeft tot resultaat dat het:

°°acv~ _CID
(Ao ay-cl

bedraagt.

De tweede integraal in het tweede lid van (63) is niet
z00 eenvoudig te vinden, daar A c niet bekend is. Men
kan bewijzen, dat ook deze integraal, evenals de eerste,

evenredig is met — o ') Gelijk wij opgemerkt hebben,
)

is & Q positief; de tweede integraal zal dus kleiner zijn
dan de eerste,

De correctie zal dus kunnen worden voorgesteld door:
('1 D

2B

waarin ¢ een positieve constante voorstelt, die kleiner
dan één is.

Voor de relatieve correclie vindl men:

AQ 211 (Ys) « - [1[3 lﬁ;

o Tk b

==

Daar bij de discussie der proeven de per tijdseenheid
doorgestroomde hoeveelheid vloeistol p een grooten rol

') Daar dit bewijs tamelijk gecompliceerd is en de correctie djo
we wenschen te berckenen klein is, vermelden we hier alleen het
in de text genoemde resultaat.
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T A :
speelt, zullen wij In de correctie -(:)—” de grootheid « door
0

p vervangen. Wij maken hiertoe gebruik van de formule
(27), die leert dat:

x:;l—%_,p. BT (o)

Ten slotle vinden wij, als alle constanten en groot-

heden door hun numerieke Iy waarde vervangen worden:

AQ_ 0018

01 AT
Jo p |8

De grootheid p varieerde bij de proeven tusschen 0.1
c.M3. en 7 c.M?®. per seconde. De oroolste waarde van
de correctie, welke bereikt wordt als p =/ 181sbe=
draagt 3 X 3.9 . Daar deze waarde, in verband mel
de waarnemingsfouten, vrij gering is, kunnen wij volstaan
als wij voor ¢ de waarde /s aannemen.

Wij zullen dus elke waargenomen waarde van Q ver-

. (64)

meerderen met 91—9 0.
D Ik

In § 3—§ 7 is aungenomen dat de waarde van ¢
(en dus ook Q) kan berekend worden alsof het gebied
waarin de diffusie plaats heeft oneindig is, d. w.z. dat
b= 0 is. Dit is niet in tegenspraak met het feit, dat
we in de formule voor v niet gerechtigd ziinbh = 0 te
stellen. De concentratie der opgeloste stof toch kan

een merkbare waarde hebben in punlen waar {} volstrekt

niet le verwaarloozen is.  Wij zijn dan genoodzaakl in
de formule voor v ook den term met y* in aanmerking

r

te nemen. In de sunten echter, waarvoor Y =1 is
b :

d. w. z. aan den wand van de buis tegenover het krislal,
zal de concentratie steeds uiterst gering zijn. Daar de
opgeloste stof dus nimmer den wand bij y = b bereikt,

') Verg. § 8 van dit hoofdstuk.
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mag bij het oplossen der differentiaalvergelijking (30) b
als oneindig beschouwd worden.

Het zooeven gevondene leert ons ook nog iets omtrent
een andere benadering die in de theorie van § 3 is
ingevoerd. In de diffusievergelijking zijn daar de termen

) 4 9
D 'r‘i en D D_(: verwaarloosd. De physische beteekenis
J X*= RA it
van deze benadering is, dat we afzien van de diffusie
in de richting van X- en Z-as. Deze verwaarloozing
zal geoorloofd zijn als de opgeloste stof is opgehoopt
in een laag, waarvan de dikte klein is ten opzichle
van de afmetingen van den op het kristalvlak onbedekt
gebleven rechthoek. Ilet feit, dat de boven besproken
correctie klein is, bewijst dat de dikte dezer laag klein
is ten opzichte van de dikte b der buis. Aangezien de
afmetingen van den onbedekten rechthoek vier resp.
zesmaal grooter zijn dan b, zullen deze afietingen zeker
groot genoeg zijn ten opzichlte van de dikle der laag
waarin de opgeloste stof is opgehoopt, om de termen

20 P
D : f en D ;; te mogen verwaarloozen.

A :

Voor de diffusie in de richting van den Z-as kan men
op nog overluigender wijze aantoonen, dat de gebruikte
benadering geoorloofd is. Men kan n.l. met behulp

van de waarde, die voor ¢ uit de benaderde vergelijking
e
gevonden is, den verwaarloosden term D 352 berekenen.

>

alc
Vervolgens moet de term DW_' - vergeleken worden mel
az”

2

'] b
den niet verwaarloosden term D Sy Teneinde het quo-

tient dezer beide termen (dat de relatieve fout tenge-
volge van de benadering aangeeft) beter te kunnen over-
zien, voeren wij de grootheid K in, gedefinicerd door

de vergelijking:
S Sl
o -
7 —— =K
}]/9 Z
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De grootheid K is een zuiver getal. Is dit gelal groot
(ten opzichte van de eenheid) dan is, zooals uil (52)
volgt, de concentratie in het bijbehoorende punt met
codrdinaten y en z klein ten opzichte van de verzadigings-
concentratie C. Wanneer echter K een klein getal is,
zal de concentratie slechts weinig van (i verschillen.

43 o
Het omgekecrde van de factor van y d.i. l/(J Bj
heeft de dimensie van een lengte. Deze grootheid geeft
de orde van grootte aan van de dikte der laag waarin
de concentratie ¢ een merkbare waarde heeft. Is nl.y

e
: 1)z TS .
groot ten opzichte van |/ = dan is K groot enis

due de de concentratie ¢ klein; we zijn dan buiten de
laag waarin de opgeloste stof is opgehoopt. :
Berekenen wij de relatieve fout, gemaakt bij het ver-

-2
= e

AL
waarloozen van den term D -, op de aangegeven
( L4

wijze, dan vinden wij, als wij de grootheid K gebruiken,
voor deze foul:

4 fﬁj Defa = s e 3
3°/s

Maakt men gebruik van de numerieke waarden der
i deze formule voorkomende grootheden en drukt men
% nit in p, dan wordt de relatieve fout:

RO s A
0.9 105" =T My . . (65

7elfs voor de kleinste waarde van p, die bij de proeven
voorkomt (p=0.1 c.M°. per sec.) is deze uitdrukking
uiterst klein zoolang K niet zeer Klein is. De wegge-
laten term is niet meer klein ten opiichle an de termen
die behouden zijn als K van de orde van 10 — ® wordt.
Dit is echter volstrekt geen bezwaar, daar op een z00
geringen afstand van het Kristalvlak als met deze waarde
van z overeenkomt, de concentratie onafhankelijk van



95

z is, en gelijk wordt aan de. evenwichtsconcentratie C,
zoodal alle termen in de dif‘i’usievergeliiking nul zijn.
Een laatste kwestie, die in deze paragraal onderzocht
zal worden, betreft de onderstelling van § 3 dat tijdens
de metingen de toestand in de vloeistof stationair is.
Om de hierdoor begane fout te schatten, merken Wij
op, dat de concentratie ¢ voor een niet stationairen toe-
stand voldoen moet aan de vergelijking:
0 pAC pfCy )
ot d y*® 0Z

Wij moeten nu een oplossing zoeken van deze ver-
geliiking die voldoet aan de grenscondities (31) (waarin
wij ter vereenvoudiging A nul zullen stellen) terwijl de
concentratie op den tijd nul gelijk aan nul is. Als nul-
punt van den tijd kunnen wij n.l. het oogenblik kiezen,
waarop zuiver water langs het kristal begint te stroomen.

De waarde van de concentratie ¢ zal van nul stijgen
tot de waarde, die door formule (52) wordt aangegeven.
Deze waarde wordt bereikt als t grool is. Wij moeten
echter nog aangeven ten opzichte van welken tijd t
groot moet zijn. ‘

Wij zullen ons beperken lot het berekenen van dien
tijd = *) en er van afzien de vergelijking (67) op te lossen,
daar deze tijd = zoo klein is, dat de oplossing van (67)
voor de discussie der proeven geen nut heeft.

De methode van § 4 stell ons in staat deze berekening
uit te voeren. In vergelijking (67) worden t en y ver-
vangen door de onafhankelijk veranderlijken 4 en », die

bepaald zijn door:
f

S,

3 D

o

ety

') In deze vergelijking zijn evenals in (30) een aantal benade-
ringen ingevoerd.

) Deze tijd geeft ook, wat de orde van grootte betreft, aan

hoe lang het dourt eer een stationaire toestand, na verandering der

stroomsnelheid, in een anderen stationairen toestand is overgegaan.
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Deze substitutie doel (67) overgaan in:

2
C i oc
=157 (68)
0 1 07
terwijl de grcnsvoorwaarden worden:
e=0 voor z =10
e y 1= 's)
Cli=— G 4 M= 0 / s S (= L - (()9)
en de ])eginvoxfn'wum'(.le:
c=0 , — )

Daar in de differentiaalvergelijking (68), noch in de
yoorwaarden (69) de constanten « en D voorkomen, zal
de oplossing niet expliciet van deze constanten afhangen
en dus in den vorm:

¢ =f(z,4,0)
kunnen worden gebracht.

Mel behulp van deze uitkomst voor ¢ herekenen Wij
vervolgens de opgeloste hoeveelheid Q, waarbij wij 4
als integratieveranderlijke invoeren. Wij verkrijgen op
deze wijze:

w V w
Q——'-fac}'cclj,‘:(asyf(l,n,ﬂ)dy=
0 J o

9

2. @ P
=() }df“ (0 dy=asD ot e D)
0

o
De functie @ is onbekend, maar zij moet evenredig
zijn met de verzndigingsconcentmtie (. Stellen wij:
2 1/ ‘3! 21 1 }
- ; gy 8 |3 8]
st =0 g D,
dan wordt:
: lﬁ!’,1 ‘2!3 9{3 ‘3{3 li'i
Q—_—Gx'l)' 1Py te D)
Tho bl it
Daar Q en de factor Co D '®1" gelijke dimensie
bezitten ), moet ¢ cen zuiver getal zonder dimensie

L el .
: il Dise

1) In den stationairen toestand ‘is immers Q = ST P
- /

% cahpthrh
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zijn. In ¢ komen, behalve t « '* D " en I, geen grootheden
met een dimensie voor. Dientengevolge zal ¢ een functie

N

moeten zijn van een combinatie van ta '* D E en |,

die de dimensie van een zuiver gelal heeft. Daar de
9] 1l

dimensie van tz °D '® die van een tweederde macht

van een lengte is, moet ¢ een willekeurige functie van

2] 1)
18 13

de breuk s zjn. Dus is:

l 3
a1 2l 1y,
L0 ta B D =% # 'l
Hiermede wordt:

1], a1 ..2] , 2/, BPy et
Q=GxZJDISI.Sxyux.rJD/Jl f:l] . (70)

{:s)

.

2] ! _1"' : . .
De grootheid 1 s 5~ DT =+ heefl de dimensie
van een tijd. Voor (70) kan dus geschreven worden:

Q=ca'h By (Y L L. (70

Is t groot -ten opzichte van 7, dan is het argument
van ¥ een groot getal. De functic ¥ is dan een con-
stante en de stationaire toestand is bereikt.

Als t echter klein is ten opzichte van 7, is de con-
centratie ¢ overal klein ten opzichte van de waarde van
t

b

¢ in den stationairen toestand en ‘“F( ) heeft een kleine

waarde.

Om te beoordeelen of de toestand stationair is, moel
de tijd t dus met = vergeleken worden. Giebruik makende
van de numerieke waarde der verschillende constanten,
vinden wij:

Uit (71) blijkt, dat de stationaire toestand des te lang-
zamer wordl bereikt naarmate het volume p der vloeistof,
dat per seconde door de buis stroomt, kleiner is,
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Bij de waarnemingen bedroeg, bij de kleinste stroom-

snelheid die gebruikt werd, p ongeveer 0.1 c.M?. per
seconde, dus was ©=5.5 sec.
" Bij de beoordeeling van den invloed van den insteltijd
van den stalionairen toestand moet men bedenken, dat
eenige seconden verloopen voor de verdunde oplossing,
die uit de buis stroomt, wordt opgevangen en dat het
opvangen bij de kleine stroomsnelheden 40 & 50 seconden
duarde. Al was dus de toestand bij het begin van het
opvangen der vloeistof, die langs het kristal heeft ge-
stroomd, niet volkomen stationair, toch zal de invloed
van den niet stationairen toestand slechts gedurende
een fraclie van den totalen tijd bestaan hebben. De
gemiddelde waarde van de opgeloste hoeveelheid stof,
die uit de waarnemingen wordt afgeleid, zal dus slechts
weinig afwijken van de waarde van deze grootheid in
den stationairen toestand.

§ 8. Resullaten der waarnemingen.

De waarneming leert ons de hoeveelheid vloeistof,
die per tijdseenheid doorstroomt (p) en de concenlratie ¢
van de daarin opgeloste hoeveelheid stof, kennen. Om
de hoeveelheid stof, die per tijdseenheid van het kristal
wordt opgelost, te bepalen moet men het product van
deze grootheden nemen.

Dit product is niet gelijk aan de in de theorie van
§ 3—7 optredende agrootheid Q, die toch de per eenheid
van breedte (in de richting van den X-ag) in den tijd
¢én opgeloste hoeveelheid stof voorstelt.

Is de breedte van den op het kristalvlak onbedekten
rechthoek a;, dan is aiQ de totale massa der stof, die
per tijdseenheid in oplossing caat.

De betrekking:

N p = a1 (;) . . . . . . (79)'

geeft dus het verband van de genoemde grootheden aan.
Uit de waargenomen waarden van o, p en a; kan dus Q
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volgens deze betrekking berckend worden. De zoo ver-
kregen uitkomst moet vergeleken worden met het resultaat
der theorie, dat door vergelijking (62) wordt uitgedrukt.

Inplaats van met behulp van (72) Q te berekenen en
de unitkomsten der waarnemingen dan met (62) te ver-
gelijken, kunnen wij ook met behulp van (72) en (27)
de betrekking (62) vervormen tot:
23
9/ S H 8

— 7 = ((Jaw 1!:-1 hie 2{;3 D 21'3 ] gfﬁ i
2 1T (1fs)

Is de grootheid A Kklein, dan is het product in het
eerste lid constant. Neemt het product af als p toeneemt,
dan is een invloed van A aanwezig en deze grootheid
kan dus uit de waarnemingen direct worden afgeleid.

De in § 7 besproken correcties moeten op de groot-
heid Q worden toegepast. Daar echter het product

]
¥ P s met Q evenredig is, kan men evengoed dit product
op de aangegeven wijze corrigeeren. Bij de toetsing
der theorie hebben wij ons dan ook van (73) bediend

en aan het product ¢ p Is de genoemde correcties aan-
gebracht.

Ter oriénteering werden eerst een recks proeven met
de in § 1 genoemde korte buis gedaan. Daarbij wcrdc__n
uitsluitend waarnemingen gedaan op het vlak [110].
Het resultaat van deze voorloopige proeven is, dat het

2], v : -
product » p /* onregelmatige verschillen vertoont. De
waarnemingen waren tamelijk onbelrouwbaar, daar toch

de gemiddelde fout 11°/, van het gemiddelde van y p Is
bedroeg. Er vertoonde zich geen systematisch verschil
tusschen de waarnemingen bij groole en die bij kleine
stroomsnelheid. De buis was te kort, zoodat turbulentje
een grooten rol gespeeld moet hebben. Gelijk reeds in
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den aanvang van dit hoofdstuk is opgemerkt, werden met
éon kristal meerdere stroomproeven achter elkaar gedaan.
Het was dus zaak door proeven uit te maken of de
uitholling, die door erosie in het kristal ontstaal, geen
systematische verschillen tusschen de eerste en tweede
waarnemingen veroorzaakt. Dit bleck niet het geval te
zim; de verschillen tusschen de gemiddelden der eerste
en tweede waarnemingen vielen ver beneden de gemiddelde
fout der waarnemingern.

De voorloopige waarnemingen toonen verder aan dat,
700 de constante 2 al een van nul verschillende waarde
heeft, deze waarde toch in elk geval zeer klein is, zoodat
bij benadering de speciale grensconditie geldt.

De definitieve proeven werden met de lange buis
gedaan. Om hel gedrag van verschillende vlakken bij
het oplossen te onderzoeken, heb ik een vrij groot aantal
waarnemingen verricht met de vlakken [110] en [110]
van een kopersulfaatkristal. )

Voor het vlak [110] bedroeg bij deze metingen het
gemiddelde van 32 waarden van het product yp'ls

4.01 X 1 gemiddelde fout der verkregen
waarden, berekend uit de afwijkingen van hun gemid-
delde, bedroeg 0.33 X 10 — 4 .

Voor het vlak [110] was het gemiddelde van y p’!
(uit 33 metingen afgeleid) en de gemiddelde fout resp

2.82% 10 —*C en 029 X 10~ * C. De gemiddelde

.Z

- : 2],
fout van de gemiddelde waarden van het product y p I3

0.33 X 10— *
bedraagt voor de twee gevallen resp. — X1077°C _

V32
9910~ *C
0.06 X 10 4@ en W) \]</33 —0.05 X 10— 4C.

") Om de waarnemingen aan de vlakken [110] en |110] zooveel
mogelijk vergelijkbaar te maken, werden'beurtelings eenige metingen
bij verschillende stroomsnelheid aan ieder der vlakken gedaan.
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Het verschil van de. gemiddelden van o pdxﬂ voor de
vlakken [110] en [110] is 0.19 %X 10 — % C. Mot is niet
waarschijnlijk, dat dit verschil, dat eenige malen grooter
is dan de gemiddelde fout van elk der gemiddelden,
geheel aan het toeval moet worden toegeschreven. Het
is dus zeer waarschijnlijk, dat tusschen de beide onder-
zochte vlakken een klein verschil bestaat. Dit syste-
matische verschil in het gedrag der vlakken [110] en
[110] is te wijten aan den invloed van de constante
2 In de grensconditie. ) i

Volgens de theorie nadert de waarde van h% p“!3
(verg. 73), voor kleine waarden van p voor beide vlakken
tot dezelfde waarde. Bij toenemende waarde van p zal
volgens de theorie de invloed van 2, en dus ook het
verschil tusschen de vlakken, toenemen.

Wij zullen nu onderzoeken of de resultaten der waar-
nemingen met deze uitspraken der theorie in overcen-
stemming zijn. Daarloe zullen wij de waarden van
¥ P 5 voor ieder der vlakken {110] en [110] afzonder-
lijk onderzoeken en nagaan of uit de exi)erimenten een
systematische invloed van de waarde van p op die van
het produet o p"fu volgt.

Volgens (73) moet een betrekking bestaan van de

" . gedaante:

}--’pﬂl“=X%Ypl;3, C .. (T

waarin de grootheden X en Y onafhankelijk van p zijn.
Wij moeten trachten uit de waarnemingen de waarde

') Het zou mogelijk zijn dat een ongelijkheid van de waarde
van y ]-12' * voor de beide vlakken wordt veroorzaakt door het ver-
schillend karakter der etsfiguren op deze vlakken. Dit is echter
niet waarschijnlijk, daar etsfiguren turbulentie zullen veroorzaken,
welke des te sterker zal zijn naarmate p grooter is. De waarde
van y }_)2."‘.'1 zou door dg turbulentie dus vergroot worden ep wel
des te meer naarmate p grooter is. Het tegendeel is echter waar-
genomen ; p"':":n neemt af als p toeneemt,
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van X en Y af te leiden. Ik heb daartoe de volgende
methode gebruikt. ')

De voor pﬂ!ﬂ gevonden getallen worden in twee
groepen verdeeld. De cerste groep bevat de waarden
van oy p?""’, die betrekking hebben op de kleine stroom-
snelheden en de tweede groep die, welke zijn gevonden
bij de grootere stroomsnelheden. Wij gaan nu na of
de gemiddelden dezer groepen een verschil vertoonen.
Dit bleek inderdaad het geval le zijn. Zoo was bijv.
voor het vlak [1 10] het gemiddelde van 9 pjf3 voor de
stroomsnelheden van 0.1 tot 1.83 c.M?. per seconde
023 X 10— % € grooter dan het gemiddelde van dit
product voor de stroomsnelheden van 9.24 tot 7.3 c.M>.
per seconde.

Dit verschil is te groot om aan toevallige fouten te
unnen worden toegeschreven. Bovendien is het juist
in den zin, welke men op grond der {heorie moelt ver-

wachten; het produect ¢ p“l"‘ neemt n.l. af als p toeneemt.

Tengevolge van de groote toevallige fouten is het niet
mogelijk de formule (74) direct te toetsen. Ik heb daarom
een andere weg moeten kiezen om tot een schatting van
de grootheid Y te geraken.

Deze werd door probeeren bepaald en wel werd een
waarde van Y gezocht zoodanig, dat als men bij ieder
der waargenomen getallen het product 'yp-‘rﬁ
deze som (X) niel meer van p afhangt.

Het onderzoek naar deze systematische afhankelijkheid
eschiedde, juist zooals vroeger, door de getallen die X
even in twee groepen te verdeelen en het gemiddelde

optelt,

o
o
o
o

) De meest ideale methode is die der kleinste quadraten. Deze
zou, uit evenveel vergelijkingen van de gedaante (74) als het aantal
waarnemingen bedraagt, de beste waarde van X en Y opleveren.
De toevallige fouten zijn cchter van dezelfde orde van grootte als
de kleine term Y p'/a in (74). Het heeft daarom geen zin hier de
methode van de kleinste quadraten toe te passen en wij zullen ons
van een eenvoudiger methode bedienen.
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van X in elk dezer groepen te bepalen. De waarde voor
Y, waarvoor deze gemiddelden gelijk zijn, heb ik als de
Juiste aangezien. De waarde der gelijke gemiddelden is
dan de bijbehoorende juiste waarde van X. Op deze

wijze bleek de waarde van het product yph[“ te kunnen
worden voorgesteld door de formule:

¥ 19=(4.43—0.35p %)10 —*Cvoorhet viak[110] | e
yp P=(436—047p 10— %c , , , [110]!
Het is in goede overeenstemming met de theorie, dat

de waarden X =4.43 X 10~ 4G en X = 4.36 X 10 —4C
een zoo gering verschil vertoonen. De waarden van de

1
coéfficient Y van p Js zin zeer onzeker tengevolge van
de vrij aanzienlijke toevallige fouten. Het is echter
zeer onwaarschijnlijk, dat het afnemen van hel product

¥ P s Slechts schijnbaar is en door toevallige fouten

wordt veroorzaakt. ') Het feil immers dat het gemid-
delde van het product o pzf" voor de vlakken [110] en
en [110] meer verschilt dan men op grond der tosval-
lige fouten mag verwachten, bewijst dat er een verschil
tusschen de vlakken moet bestaan. Daar de theorie aan-
geeft, dat het verschil niet wordl veroorzaakt door een
ongelijkheid der constanten X, zullen wij het aan de
ongelijkheid der waarden van Y moeten toeschrijven en
dus het verschil dezer waarden als redel moeten be-
schouwen, al moge de gevonden waarde voor Y op beide
vlakken onzeker zijn tengevolge van de toevallige fouten.

Als de beste waarde voor de grootheid X, die voor
beide vlakken gelijk moel zijn, nemen we het gemid-

) Het is echter niet zeker, dat het afnemen van 71)2/:3 wordt
veroorzaakt door den invloed der grootheid 2 in de grensconditie,
Zooals reeds in § 4 is gebleken kan het feit, dat I een functie
van de concentratie ¢ is, niet de oorzaak zijn van het afnemen.
Wel is zeker, dat de invloed van 2 niet aanzienlijk is, daar de

afname van rp"f:; zelfs voor groote stroomsnelheid gering is,
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delde der beide in (75) aangegeven waarden d.i.
I
MX 10— 4 ¢ =4.40 X 10— * C. Deze waarde

zullen we met de resultaten der theorie vergelijken.
Uit de vergelijkingen (73) en (74) volgt:
L:}q

X A G :ﬂ—t'iahm:!/“Dﬂhlg{ﬂ . (76)

T
DERH B

Hierin substitueeren wij voor X de bovengenoemde
waarde en voor de verdere grootheden de waarden:

a; = 0.51 e.M.

|

a =099 ,
=0.131, 1)
1 =0.81

Nanr
welke door meting bepaald ﬂ'jn Dan volgt uit (76)
voor de diffusiecoéfficient bij ll° .

D'=122:95¢ 105 Tt

Om de vergelijking met de in hoofdstuk 1l § 7 aan-
segeven getallen mogelijk te maken, reduceeren wij de
nu gevonden waarde van D op 13°. Nemen wij voor
D de temperatuurcoéfficient 0.035 aan, dan vinden wij:

Dis» =245 X 10 7 c.M2 sec .

In hoofdstuk II is gevonden:

Dis=—=12150% <81 0 Sal
terwijl uit de melingen van THovert volgt:
D][;"‘ = 228 >< 10 — (.

Bij de beoordeeling van het verkregen resultaat moet
men bedenken, dat de diffusieconstante van de con-
centratie afhangt. Een exacle overeenstemming van
theorie en experiment is dientengevolge niet mogelijk.
De waarde van D, die uit de vergelijking van theorie

) De dikte b van de vlpeistoflaag is, ter plaatse waar het
kristal bevestigd is, grooter dan elders tengevolge van het vitsnij-
den van een deel van den wand der buis. De opgegeven waarde
van b is het gemiddelde der beide dikten.

‘) Alle waarnemingen zijn op deze temperatuur gereduceerd.
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en waarneming volgt, zal een gemiddelde zijn van de
waarden, die de diffusieconstante voor verschillende
concentratics aanneemt. Welk gemiddelde men echter
moet nemen, is niet uit te maken. Het is waarschijnlijk
dat bij de proeven van dit hoofdstuk de gemiddelde
concentratie, die de waarde van D bepaalt, kleiner is
dan 0.9 C, de concentratie, die in hoofdstuk II als ge-
middelde is aangenomen. Men kan dus verwachten dat
uit de in dit hoofdstuk beschreven proeven een grooter
waarde van D zal volgen als die, welke in hoofdstuk IT
is gevonden. Dit is inderdaad het geval. De waarde
24.5 X 10 — 7 voor D, welke volgt uit de proeven die
in dil hoofdstuk beschreven zijn, is dus zeer bevredigend.
Hierdoor wordt de discussie, die wij van de proeven
gegeven hebben, bevestigd.

Wij zullen nu overgaan tot de berekening der groot-
heid A. Door vergelijking der betrekkingen (73) en (74)
blijkt dat:

2
Y=iX :;‘j{_';__]__[‘_i(jfn] a” 1!3 b~ 2;:1 D™ '113 & ”3 SR (77).
9"l 112(1))

Door substitutie der numerieke waarden van de in
deze formule voorkomende bekende ') grootheden vinden
wij voor de beide onderzochte vlakken een waarde der
constante A.

Voor [110] 2=1.9 X 10— %c.M.
» [110] A=2.6x 10— %cM. 2

Uit de nu gevonden waarden van 2 kan volgens de
vroeger afgeleide formule (11a) de groolheid w, hel
quotient van onderverzadiging en oplossnelheid, worden
afgeleid. Voor w vindt men:

Voor het vlak [110] «=78 sec.c.M, !
[110] w=106 , »

n n n

') Voor D substitueeren wij de boven gevonden waarde,

) De waarde van 4 is te klein om een invloed van deze con-
stante te kunnen bemerken bij de proeven met den refractometer.,
(Verg, 1L § 7).
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Verder kan met behulp der formule (112) de kans e
herekend worden, dat een molecule blijft kleven als het
tegen een kristalvlak botst. Neemt men aan, dat de
snelheid der kopersulfaatmoleculen in de oplossing kan
berekend worden met behulp der op blz. 26 genoemde
formule der kinetische theorie, dan vindt men:

Voor het vlak [110] £=2.7 X 10— 6
1110 IO P10

De gevonden waarden voor de plakkans ¢ (evenals
die van de constanten A en w) zijn zeer onzeker. Met
zekerheid kunnen wij echter bheweren dat de kans e niet
veel kleiner dan 10 —0 kan zijn, daar anders de invloed
van den term met de constante A in de grensconditie
zich zeker sterk zou doen gevoelen. Heeft ¢ een waarde
van de orde van 10 —*310 —?° dan is het practisch
niet mogelijk den invloed van de constante A waar te

nemen. Met de speciale grensconditie ¢ = C zouden dan
de verschijnselen van het oplossen van kristallen quan-
titatief beschreven kunnen worden.



HOOFDSTUK IV.

Groeien in een vloeistof in rust.

§ 1. Waarnemingsmethode.

Uit de kinetische opvalting van het groei- en oplos-
proces, zooals die in hoofdstuk T § 3 is uiteengezet, volgt
dat A (en dus ook w) in beide gevallen dezelfde constante
is. Groeien en oplossen zijn reciproke processen '). Een
afzonderlijk onderzoek van het groeien van kristallen
zou dus feitelijk niet noodig zijn.

Het feit dat een kristal bij het groeien door platte
vlakken begrensd wordt, heeft aanleiding gegeven tot de
opvatting dat groeien en oplossen door verschillende
wetten beheerscht worden. (Verg. de opvatting van
Wourrr, Inleiding § 3.) Zells is de meening geuit, dat
een traagheidsweerstand zich tegen het groeien van een
kristal zou verzetten. De groei zou dus ophouden,
terwijl de oplossing nog oververzadigd is.

Dientengevolge is het niet overbodig de in hoofdstuk I
nitgesproken opvatting, dat A bij groeien en oplossen
dezelfde constante is, te toetsen. Het is niet mogelijk
het groeien van een kristal in een stroomende over-
verzadigde oplossing te onderzoeken volgens de in hoofd-
stuk 1II beschreven methode. De verandering toch van
de concentratie tengevolge van het afzetten van stof
op het kristal, zou te gering zijn om te worden waar-
genomen. Dientengevolge heb ik mij beperkt tot het
onderzoek van het groeien van een kristal in een vloeistof
in rust, volgens de in hoofdstuk 1I beschreven methode;

1) Dit geldt slechts voor voldoende groote oppervlakte-elementen
die niet te sterke kromming vertoonen. (Verg. hoofdstuk V.



108
in dit geval zal de invloed van de kleine A onmerkbaar
zijn daar het proces zeer langzaam verloopt.

Teneinde hel verloop der concentratie in cen punt
der vloeistof tijdens het groeien te kunnen volgen, werd
weder gebruik gemaakt van den refractometer van Appe.

Dit instrument moet echter niet, zooals voor het
onderzock van het oplossen van een kristal, in omge-
keerden stand gebruikt worden. Bij het groeien immers
is de concentratie aan hel kristal het kleinst en moet
dus het kristal boven de oplossing zijn. De halve bol
van den refractometer kan zich dus onder de oplossing
bevinden.

De uitvoering der waarneming geschiedde op de vol-
gende wijze. Het holle koperen eylindertje, dat ook
gebruikt was voor het onderzoek van het oplossen, werd
aan eene zijde gesloten door cen dekglaasje, dat er met
kleefwas aan werd bevestigd. Vervolgens werd het "
dekglas gelegd op het platte grensvlak van den halven hol
van den refractometer,” waarop, om totale reflectic uit
te sluiten, een weinig monobroomnaphtaline was gebracht.
Daarna werd het cylindertje geheel gevuld met ecen
oververzadigde oplossing van kopersulfaat.

Werd nu boven op het cylindertje een kristal geplaatst,
zoodat het met een zijner vlakken de opening heel af-
sloot, dan had aan dit vlak het groeien plaats en de
opgeloste stof kon ongestoord opwaarts diffundeeren.
Oogenblikkelijk na het aanbrengen van het kristal kon
den stand van den refractometer worden afgelezen. De
aflezing geschiedde vervolgens gedurende 45 4 50 minuten
iedere 2'/s minuut; daarna werd gewoonlijk nog ruim
een uur lang iedere 5 minuten een waarneming gedaan.
In tegenstelling met het vroeger besproken geval van
het oplossen, kon bij het groeien de concentratie van
het begin van het diffusieproces af onafgebroken als
functie van den tijd worden gemeten.

Bij de in dit hoofdstuk beschreven proeven wachtte
ik gewoonlijk niet tot de stationaire toestand was in-
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-getreden. Wanneer de oververzadiging aan het dekglas
ongeveer het tiende deel van haar oorspronkelijke waarde
bij het begin der waarnemingsreeks had bereikt, werden
de waarnemingen geslaakl. De stand van den refracto-
meler in den stationairen eindtoestand, d. w. z. in den
toestand waarbij de oplossing verzadigd is, kon door
extrapolatic met voldoende nauwkeurigheid hepaald
worden. Een enkele maal wordt ter contrdle een af-
lezing na langen tijd, als de toestand stationair was
geworden, gedaan. 'Daarbij bleek dat deze aflezing
overeen kwam met de door extrapolatie verkregen waarde.

Wacht men het onistaan van den stationairen eind-
toestand niet af, dan duunrt de waarneming belangrijk
korter en vermijdt men daardoor de groote foulen, die
de verandering van de temperatuur of een geringe ver-
damping gedurende het lange experiment veroorzaakt.

De waarde van den diffusiecoéfficient werd uit de waar-
nemingen afgeleid volgens de methode, die in hoofdstuk IT
§ 5 is behandeld. De in § 6 van dat hoofdstuk be-
sproken correcties werden ook voor het geval van het
groeien aangebracht.

Bij het onderzoek van het groeien van kristallen doet
zich een onvermijdelijke moeilijkheid voor. De 'over-
verzadigde oplossing heeft, ook op andere plaatsen dan
aan het kristalvlak, steeds neiging tol uitkristalliseeren.
Wel was, als de oververzadiging niet te groot was, de
oplossing op zich zell vrij stabiel, doch zoodra de op-
lossing in aanraking komt met het kristal, treden in
vele gevallen kristalkiemen in de vloeistof op.

Het is dan ook wel een hooge eisch te verlangen, dat
in een oververzadigde oplossing, die in aanraking wordt
gebracht met een kristal, geen kiemen zullen ontstaan.
Kiest men de concentratie slechts weinig grooter dan
de evenwichtsconcentratie (i, dan is het mogelijk het
ontstaan van kristalkiemen vrijwel te vermijden,

Toch 1s de invloed van het ontstaan van kiemen niet
zoo groot als men verwachten zou. Wanneer in de
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oververzadigde oplossing kiemen ontstaan, zullen deze
afmetingen hebben die klein zijn ten opzichte van de
afmetingen der cylindrische ruimte waarin zich de op-
lossing bevindt. Een gevolg hiervan is dat de hoeveel-
heid stof, die zich op de kiemen afzet, klein zal zijn
ten opzichte van de hoeveelheid die zich afzet op het
kristalvlak. Om nu een schatting te verkrijgen van den
invloed der kiemen op het verloop van het diffusie-
proces zullen wij ons een toestand denken waarhij de
invloed der kiemen zeker veel grooter is dan in werke-
lijkheid het geval is, en laten zien, dat zelfs dan de
invloed der kiemen nog niet overheerschend is.

Men denke zich den cylindermantel, welke de vloei-
stof begrensd, geheel bedekt met kristalkiemen. Is het
aantal kiemen groot genoeg, dan zal aan de cylinder
de concentratie de verzadigingswaarde C: moeten hebben,
daar het groote aantal aanwezige kiemen als het ware
een gebogen continu kristalvlak vormen. Wij zullen
onderstellen dat in de vloeistof verder geen Kkiemen
aanwezig zijn. ') .

De concentratie hangt in dit geval niet alleen af van
den afstand x tot het kristalvlak, maar ook van den
afstand r tot den as der cylindrische ruimte. De diffusie-
vergelijking (12) Iuidt dienl.enrvevoloe'

2 _p(i+ 5+ S I (7 5)

ot \wc ror

Hierin stellen wij de bi_jzondere oplossing:

Py — '_‘ﬂ-tr
c—ue :

waarin u een functie is van X en r, terwijl # een con-

1) De waarneming leidt tot deze onderstelling; zij leert nl. dat
de kiemen zich gewoonlijk verzamelen langs den rand van den
cirkelvormigen bodem. Bevonden zich een enkele maal kiemen in
het midden van den bodem, dan veroorzaakten deze aanzienlijke con-
centratie-verschillen in het deel der vloeistof dat in het gezichtsveld
der kijker van den refractometer zichtbaar is, De grens die in de
kijker zichtbaar is, werd dientengevolge onscherp en de waarneming
was verder onmogelijk.
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stante is. Ook in het geval dat ons thans bezighoudt,
is de kleinste voor z mogelijke waarde het belangrijkste.
Deze waarde toch speelt de hoofdrol als wij theorie en
experiment vergelijken (Verg. II, § 5). Wij kunnen ons
daarom beperken tot het berekenen van de kleinste
waarde van wu.

Door substitutie van de bijzondere oplossing ue — /¢
in de diffusievergelijking (78) verkrijgt men voor de
functie u de v-rwelijkinw:

1 W“_ u 1 ou
o Xx® + i I W r

—{—w u=0.

Aan deze vergelijking trachten wij te voldoen door
een bijzondere oplossing van den vorm F (x)f(r). De
functies F en f moeten dan voldoen aan de volgende
differentiaalvergelijkingen:

HER WA Ty,
e 1)
Bl Gl ol .
ar T rdr (m'—(‘)f_'o‘ - (79D)

Daar de concentralie ¢ moel voldoen aan de voor-
waarden :
¢c=(C voor x=o,.
de

1{7‘; =) ey A 1.

moet I voldoen aan:
F=o0'1) voor x= o
dF
dx
In verband met de differentiaalvergelijking voor I (79 a)
volgt uit deze condities:

3,_[..11 +1)=

u)l

, x=1

Substitueert men vervolgens de waarde van 3in (79 ),

') De concentratie ¢ kan worden voorgesteld door een uitdruk-
king van de gedaantec = C — XY F (x) f(r) e " boAls e =( is, moet
dus F of f nul zijn.
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dan vindt men als oplossing dezer Besselsche differentiaal-
vergelijking:

fﬁjzzAJO%rl//rg__(gn;]jyzzg1)

Aan den cylindermantel moet de concentratie ¢ voldoen

aan de voorwaarde:
¢=C voor r =R (R =straal van de cylinder).
Dientengevolge moet de functie f(r) voldoen aan de
voorwaarde:
f(R)=o.
Maakt men gebruik van de zooeven gevonden vorm
van f, dan vindt men ter bepaling van p de vergelijking:

{ N CRAEE RS
%dﬁb/ﬁ“"4r‘f9’&

|84

Noemt men ¢ de k® wortel der Besselsche functie Jo
dan is dus:

of:

Aangezien wij de kleinste eigenwaarde u'o zoeken, moet
in deze formule n=0 en ¢k = fo gesteld worden. Dus
wordt:

ik

5=

s
i ©

4 +1§—2) S (0]

wo=D

L

Vroeger werd voor de kleinste waarde van o (w0)

gevonden: (II, § 4)
2

#o = g1

e
1

Het relatieve bedrag, waarmede de eerste eigenwaarde
vergroot wordt lengevolge van het afzetten van kiemen

') Daar ¢ voor r — 0 eindig moet zijn, mag de oplossing van
(79) de functie Y, niet bevatien.
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op den wand van den cylinder, wordt uitgedrukt door

/ 212
#o &0 on hedraagt }L—’J—”—I

o 72 R4

Substitueert men hierin de numerieke waarden der
verschillende grootheden, dan blijkt dat tengevolge van
genoemden invloed o 70 %o grooter zal zijn dan pzo. Zelfs
in hel ongunstigste geval zal dus het diffusieproces nog
geen lweemaal sneller plaats hebben dan wanneer er
geen kiemen aanwezig zijn. Doch dit ongunstigste geval
treedt nooit op, daar de kiemen slechts kleine afmetingen
hebben en dienlengevolge slechts een kleine fraclie van
den wand bedekken.

In enkele gevallen bleken zeer veel kiemen fe zijn
opgetreden. De resullaten van de waarnemingen voor
deze gevallen werden Of verworpen of mel een zeer
klein gewicht in sanmerking genomen.

De methode is echler tengevolge van de mogelijkheid
van kiemvorming bij hel uilkristaliseeren minder nauw-
keurig dan Dbij het oplossen. Immers om de kiemvorming,
zooveel mogelijk te vermijden, moet de concentratie bij
het begin van de proef weinig boven de verzadigings-
concentratie zijn. De totale verandering van de con-
centratie gedurende een waarnemingsrecks is daardoor
gering en dus is de instelfout van den refractometer niet
klein ten opzichte van de verandering der instelling, die
bij elke waarneming moest worden gemeten, De foulen
die gemaakt worden bij het instellen en aflezen van den
refractometer hebben dus thans een aanzienlijken mvloed.
Verder kunnen ook de schommelingen der temperatuur
aanleiding geven tot groote fouten als de oververzadiging
gering is. De verandering van de temperatuur veroor-
zaakt schommelingen van de verzadigingsconcenlralie.
Is nu de oververzadiging klein, dan zijn deze schom-
melingen der concentratie niet te verwaarloozen ten
opzichte van de oververzadiging.

Wel was het mogelijk de temperatuur binnen enkele
tiende graden constant te houden, maar zelfs dan kunnen
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nog de geringe schommelingen der temperatuur bronnen
van fouten zijn.

§ 9. Resultaten der waarnemingen.

Het groeien van een kristal van kopersulfaat is be-
studeerd voor de vlakken [110] en [110]. Bovendien
is een enkele waarneming gedaan voor het vlak [111].

In verband met de kwesties die in hel volgende
hoofdstuk besproken zullen worden, {ds het van groot
helang, het gedrag van een kunstmatig vlak bij het
eroeien te bestudeeren.

Daarom heb ik eenige waarnemingen gedaan met
vlakken, geslepen in een richting, ongeveer evenwijdig

7 o]

Waarnemingen met den refractometer bij groeien.

)R]0
[110][110]{[111]
1328 G |
23.6 | 22.1 | 20.3 |
Concenlratie 1.05 maal [ 233 19.9

de verzadigingsconcen- | 19.8 | 20.7

20.9 | 21.5

Kunstm.
vlak

Cu S0y

9 — b9
o =2 =1
Qv = O

L 17.8 | 25.9
16.5 | 21.5 ik
!Gemidde}d .o .. .ll20.4) 2181203  20.7
Waargenomen bij oplossen H 20.5
Metingen van THOVERT . | 21.3

aan de snijlijn der vlakken [110] en [110] en loodrecht
op het eersle dezer vlakken.

De resultaten der waarnemingen zijn vereenigd in
bijgaande tabel, waar de diffusiecodfficienten zijn opge-
geven, die uit het verloop der concentratie met den tijd
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op de vroeger (I § 5) beschreven wijze ziju afgeleid.

De waarden van D zijn herleid op een temperatuur
van 13% en gelden voor een concentratie, die gemiddeld
1.05 C bedraagt. De waarde der diffusieconstante, ge-
vonden bij de proeven van hoofdstuk 1I en die van
Tuovert, zijn ter vergelijking mede in de tabel opge-
nomen. De beide laatste getallen zijn gereduceerd op
een concentratie van 1.05 C.

Bij hel berekenen der gemiddelden, in de tabel op-
gegeven, uit de proeven is aan de waarnemingen een
zeker gewicht toegekend. Bij hel bepalen van dit gewicht
werd vooral aandachl geschonken aan de aanwezigheid
van kristalkiemen.

Het gemiddelde van de diffusieconstante bij alle waar-
nemingen over hel groeien bedraagt 21.0 X 1056

De waarden der diffusieconstanle, welke zijn gevonden
bij de proeven met verschillende kristalvlakken, stemmen
binnen de grenzen der le verwachten foulen goed over-
een. Ook de waarde van D, gevonden bij het oplossen
van een kristal zoowel als die welke door Tuovert is
bepaald, verschillen slechts weinig van de bij het groeien
gevonden waarde. Zooals was te verwachten is, door
den invloed der kiemvorming, de gemiddelde waarde
van D, gevonden bij het groeien (21.0 X 10 =3 een
weinig grooter dan die bij het oplossen (20.5 > 10— ).

Wij behoeven ons echter niet tevreden te stellen met
de toetsing der theorie die in de overeenstemming der
waarden van de diffusicconstante gelegen is. Zooals
reeds in § 1 werd opgemerkt, kan bij de proeven over
het uitkristalliseeren het verloop van de concentratie van
het begin af gevolgd worden. De theorie en de waar-
neming kunnen dus thans voor alle tijden met elkaar
vergeleken worden. In fig. 2 zijn de waargenomen
en de volgens de theorie berekende waarden graphisch
voorgesteld.

De cirkeltjes stellen de waargenomen oververzadiging
— in willekeurige maat uitgedrukt — voor, als functie
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:an den tijd, welke in minuten is aangegeven. De metingen
zim ontleend aan de laatsle der waarnemingsreeksen
met het vlak [110]. De kromme, die door de cirkeltjes

Fig. 2.
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is getrokken, stelt de oververzadiging voor zooals die
i< berekend met behulp van formule (18 b) en mel de
gevonden waarde der diffusieconstante. Het verloop der
concentratie blijkt binnen de waarnemingsfouten overeen
te komen met de verwachting op grond der theorie.
In de figuur zijn door kruisjes ook de waarden die voor

a—GC .. .
=lofis zijn waargenomen, Weergegeven. De rechte
0 —ul

lijn, die in de figuur getrokken is, heeft dienst gedaan
om de waarde van de diffusieconstante D le bepalen.

115 120
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Het kromme stuk, dat aan de rechte lijn aansluit, geeft
het verloop van de genoemde grootheid voor het begin
van de proef aan.

Een der eigenaardigheden in het verloop der concentratie
blijkt uit formule (18 b), die aangeeft dat de concentratie
eerst gedurende eenigen lijd slechts zeer weinig afneemt
en dan (na ongeveer 10 minuten) snel begint te ver-
minderen. Dit blijkt het duidelijkste wanneer men ge-
bruik maakt van de volgende benaderde uitdrukking:

l—*-C (81)

((E)VUL 230

welke geldl voor ]\Ieme waarden van den tijd. ?)

Het is van belang te onderzoeken of het verloop der
concentratie in het begin van het diffusieproces evenzeer
in overeenstemming met de theorie is, als aan het eind.

Het willekeurig gekozen voorbeeld, dat in fig. 2 grafisch
is voorgesteld, is alleen nict voldoende om te heoor-
deelen of in dit opzicht een voldoende overeenstemming
aanwezig is. Daarom heb ik de relatieve oververzadiging
met behulp van formule (81) berekend voor de eerste
zeven waarnemingen van iederc reeks en de verkregen

:
waarden vergeleken met het gemiddelde der breuk ——-;((‘
dat uit de metingen kon worden afgeleid. Bij deze ver-
eelijking bleek, dat de eerste waarneming steeds abnormaal
lage waarden voor de concentratie ¢ opleverde. Waar-
schijnlijk is de toename der concentratie gedurende de
cersle minuten van elke waarnemingsreeks S]QL]HR schijn-
baar en een gevolg van een langzame ver andering in de
laag monobroomnaphtaline; hetzelfde verschijnsel deed
zich althans ook voor als het cylindertje met water
was gevuld en niet met een kristal werd aigesloten

s (4
Het gemiddelde der relatieve oververzadiging ——
(1

1) Prof, Dr. W, KAPTEYN was z00 vriendelijk mij deze formule
mede te deelen.
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.

is gelijk één gesteld bij de tweede waarneming. De eerste
waarneming zal dan lengevolge van de genoemde oorzaak

Hi = C
een waarde van TG opleveren, welke kleiner dan de
Y
cenheid is. De volgende tabel geeft de concentraties,
die uit de theorie en de waarneming zijn afgeleid:

T,
1 |

l 5 | 7.5 \ 10 ‘ ]2.51 15 L minuten. l
| |

2

ot

\ mlhal

|
|

waargenomen. .

!\ 0.936 0.892

\
’ l
0.‘)80‘ 1.000\ 0.997 | 0.987 ‘0.9(3&!
SRR _

= . :
\E.OOO! 1.000‘0.999 O.E)E}O! ()_971\0.94-0 1&906‘ berekend.

Behalve de reeds genoemde afwijking gedurende de
eerste minuten na het opzetten van het kristal is de
overcenslemming van theorie en waarneming Zzeer be-
vredigend. Iet bestaan van het eigenaardige verloop
der concentratie, dat door formule (31) wordt aangegeven
en dat in de kromme van fig. 2 is le herkennen, wordt
door de proeven quantitatief bevestigd, Wel zijn alle
waargenomen getallen een weinig kleiner dan de be-
rekende, doch dit is niel le verwonderen, daar tengevolge
van het ontstaan van kristalkiemen in de oververzadigde
oplossing de concentralie sneller zal afnemen als men
op grond der (heorie kan verwachten. Bovendien komt
zelfs het grootste verschil tusschen de waargenomen en
berekende getallen overeen met een verschil in instelling
van den refractometer van slechts sy a Y3 gedeelte van
de gemiddelde instelfout van het instrument.

De waarnemingen bevesligen dus de in § 1 van dit
hoofdstuk uitgesproken meening, dat de invloed der
constante 2 bij het groeien onmerkbaar is, althans als
het groeien zoo langzaam plaals heeft als dit het geval
is bij de in dit hoofdstuk beschreven proeven.

Er bestaat dus geen grond om aan te nemen, dat
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het langzame groeien van cen kristal ') een proces is
dat afhangt van de richting, terwijl ook het feit of het
groeiende vlak al of niet een natuurlijk vlak is, geen
invloed blijkt te hebben. De speciale grensconditie =10
stelt ons in staat de verschijnselen van het groeien van
kristallen onder de besproken omstandigheden quantitatief
te beschrijven.

1) De waarnemingen, waarvan de uitkomsten in deze paragraaf
zijn medegedeeld, hebben betrekking op kristallen van kopersulfaat.
0ok met seignettezout en natrinmthiosulfaat heb ik dezelfde proeven
gedaan als met kopersulfaat. Bij deze stoffen waren echter de
moeilijkheden nog grooter dan bij kopersulfaat, daar de neiging
tot vorming van kristalkiemen bij de genoemde stoffen zeer groot
is. In hoofdzaak bevestigden echter ook de waarnemingen met
deze stoffen de resultaten die met kopersulfaat verkregen waren.
Een verschil in gedrag der verschillende vlakken, natuurlijke of
kunstmatige, deed zich niet voor.



HOOFDSTUK V.

Invioed der afmetingen en capillaive krachten.

§ 1. Gedrag van natuurlijke en kunstmatige vlakken bij
het oplossen en groeien.

De waarnemingen, die in de voorgaande hoofdstukken
behandeld zijn, hebben betrekking op vrij groote deelen
van het oppet'vlak van een kristal (macroscopische ver-
schijnselen). Thans sullen wij ons bezig houden met
de microscopische details van het groeien en oplossen
van kristallen.

De ontwikkelde theorie geeft een uitdrukking voor
de hoeveelheid stof die per oppervlakte-eenheid van het
kristalvlak wordt opgelost of uitkristalliseert. De meening
ligt voor de hand dat de opgeloste of afeezelle hoe-
veelheid: stof ook voor Kkleine oppervlakken evenredig
met de grootte van het oppervlak ig, zoolang slechts
hun afmetingen groot zijn len opzichte van den afstand
der. atomen in het kriglal. ) De waarneming leert echter
dat onze beschouwingen niet meer gelden voor kleine
oppervlakken, wier afmetingen echler nog erool zijn in
vergelijking met de afstanden der atomen.

Wij zullen nu overgaan tol een bespreking van de
vier gevallen, die zich unnen voordoen, nl. het oplossen
van een kunstmalig en ecn natuurlijk kristalvlak en het
groeien van zulke vlakken.

Slijpt men aan een kristal een vlak in een richting,
die niet overeenkomt met de richling van een der natuur-
lilke vlakken en brengt men dit vlak in aanraking met

') Phenomenologische beschouwingen, als de in de vorige hoofd-
stukken ontwikkelde, verliezen hun geldigheid, wanneer niet veel
molekulen bij de verschijnselen in het spel zijn.

¢



121

cen onverzadigde oplossing, dan blijft het, terwijl het
oplost, volkomen glad.') Was het vlak min of meer
ruw, dan wordt het tengevolge van hel oplossen gladder.
Heeft het oplossen eenigen tijd plaats gehad, dan blijft
het aangeslepen vlak niet plat doch het wordt gekromd;
het blijft daarbij echter glad. ; '
Men kan het beschreven gedrag van een aangeslepen
vlak eenvoudig verklaren aan de hand van fig. 3. Hel
kristal (gearceerd) is begrensd door een raw oppervlak,

Fig. 3.
Bt B B'

—
///}L /////Jﬁ}////f.

hetgeen in de figuur is voorgesteld door de gegolfde
lim A’AA.? Aan het begrenzende oppervlak is de
concentralie, althans bij benadering, gelijk aan de even-
wichtsconcentratie (. Men «denke zich in de vloeistof
een oppervlak waarop de concentratie ¢ = (i — o ¢ een
weinig kleiner is dan de evenwichisconcentratie C.

Dit oppervlak is voorgesteld door de lijn B'BB. In
de oppervlakken van gelijke concentratie vindt men de
oneffenheden van het kristalvlak terug; zij zijn echter
des te minder uitgesproken, naarmate het beschouwde
vlak van gelijke concentratie verder van hel kristalvlak
verwijderd is. Het oppervlak B’ BB’ zal dusin mindere
mate dan A’ A A’ gegolfd zijn. Dientengevolge is de
afstand A B kleiner dan de afstand A’ B,

De hoeveelheid stof, welke van ecen (microscopisch)
vlakle-element wordt opgelost, is gegeven door het product

!
il
5

o+

I e,
Qo

1) Wij zullen een dergelijk niet natuurlijk vlak verder «<aange-
slepen vlaks noemen.

) De afmetingen der golven moeten natuurlijk microscopisch
klein zijn, '
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van het oppervlak van het element en de oplossnelheid

)G ' ey iy s
— D‘T‘ De oplossnelheid in de punten A en A 1S
oy
resp. D oI en D 3¢ " Daar AB kleiner is dan A" B’
f)[,)- t& B AJ Bf! Li Re \8 L& O

is dus de oplossnelheid in het punt A grooter dan die
in A

Het blijkt dus dat de oplossnelheid de groolste waarde
heeft in de punten waar het oppervlak een verhooging
heeft (A) en de kleinste waar een holte (A') aanwezig 1s.

Hetzelfde gel.dt ook als de oneffenheid een minder
cenvoudig karakler heeft als in het geval dat in fig. 3
wordt beschouwd. Tengevolge van de genoemde ver-
schillen in oplossnelheid zal het oppervlak dus glad
worden. Immers de contrasten tusschen verhevenheid
en uitholling worden geringer.

De hoeveelheid stof die oplost van een deel van het
oppervlak dat groot is ten opzichte van den afstand
A A, is niet gelikmatig over de microscopische opper-
vlakto-elementen verdeeld ; bij A 1s de hoeveelheid grooter
dan bij A"

Is echter het oppervlak glad, dan zal het glad blijven
en de opgeloste hoeveelheid stof per oppervlakte-eenheid
is ook voor microscopische vlakte-elementen gelijk.

De theorie stelt ons dus in staat het gedrag van een
aangeslepen (niet natuurlijk) vlak bij het oplossen te
verklaren. ' :

De gegeven heschouwingen gelden eveneens voor het
oplossen van cen patuurlijk vlak. Men zou dus ver-
wachten, dat ook een natuurlijk vlak tengevolge van het
oplossen glad zou blijven. De waarneming leert echter
dat dit, althans in het eerste stadinm van het oplosproces,
volstrekt niet het geval is; het gladde natuurlijke vlak
wordt ruw door etsfiguren.

ot ontstaan van etsfiguren bewijst dat het oplossen
aan het cene microscopische vlakte-element sneller plaats
heeft dan aan het andere daarmede congruente element
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op hetzelfde vlak. De verschillende elementen van hel
kristalvlak zijn dus niet identick. Zelfs op de vlakken
van het meest homogene kristal moelen dus plaatselijke
afwijkingen — fouten — voorkomen. Deze fouten toch
zijn de oorzaak van het ontstaan der etsfiguren. Daar
de vorm en oriénteering der etsfiguren samenhangt met
de symmetrie der kristalstof, moet een zoodanige samen-
hang ook bestaan voor de microscopische fouten, die
de oorzaak der etsfiguren zijn. Deze opvalling wordt
gesteund door het feit dat zichtbare fouten, zooals in-
cluitsels en barsten, dikwijls in verband staan met de
structuur der kristalstof:

Blijft een natuurlijk kristalvlak gedurende langen tijd
in aanraking met een onverzadigde oplossing, dan ver-
dwijnen tenslotte de etsfiguren. De neiging tot glad
worden, welke bij het oplossen altijd bestaat, krijgt de
overhand, daar het oplossen het langzaamsle plaats heeft
in de etsholten.

De etsfiguren op een bepaald vlak hangen met be-
paalde richtingen in het kristal samen, welke in verband
staan met de natuurlijke vlakken van het kristal. Slijpt
men aan een kristal een kunstmatig plat grensvlak, dan
kunnen hierop slechis etsfiguren ontstaan als het vlak
een richting heeft welke zeer nabij de richiing van een
natuurlijk vlak is.

Omtrent de microscopische veranderingen, die bij het
eroeien van een kristal optreden, is nog weinig bekend;
zij hebben veel minder de aandacht getrokken dan de
veranderingen, die bij het oplossen optreden. Algemeen
bekend en waargenomen is alleen, dat in een overver-
zadigde oplossing de etsfiguren verdwijnen. De hoe-
veelheid stof die zich op een (vrij groot) oppervlak afzet,
wordt dus niet evenredig over de microscopische vlakte-
clementen verdeeld; de etsholten onlvangen naar even-
redigheid meer stof. Een natuurlijk vlak, dat ruw is
door etsfiguren, wordt glad tengevolge van het groeien,
en blijft dit ook bij de verdere groei.
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Het gedrag van een natuurlijk vlak bij het groeien
is gecheel in strijd met hetgeen men volgens de theorie
der diffusie, zooals die hierboven voor de microscopische
verschijnselen is uiteengezet, zou verwachten. In het
algemeen zal ook Dij het groeien het concentratieverval
in A (fig. 3) grooter zijn dan dat in A'; waar een ver-
hevenheid is, wordt dus meer stof afgezet dan in een
holte; de oneffenheden van het oppervlak moeten dus
meer geprononceerd worden. Het tegendeel wordt echter
bij een natuurlijk vlak waargenomen; dit wordt en blijtt
glad tijdens het eroeien. De natuurlijke vlakken van een
kristal onderscheiden zich dus van de aangeslepenen door
hun gedrag, zoowel bij het oplossen als bij het groeien.

[Tet gedrag van een natuurlijk vlak bij het groeien
kan slechts begrepen worden in verband met de ver-
schijnselen, welke zich voordoen bij het groeien van een
aangeslepen vlak. Deze verschijnselen zijn nog weinig
bestudeerd.

Ci. Mauriy ') nam  waar, dal een kunstmatig vlak,
geslepen in een richting, verschillend van een natourlijk
yvlak, bedekt werd met facetten. Had het aangeslepen
vlak de richting van een natuurlijk vlak, dan werd het
glad.

D. N. Artemiew ®) heeft een bol, geslepen uit een
kristal, korten tijd in een oververzadigde oplossing ge-
bracht. Het oppervlak van den hol werd dof, uitge-
zonderd op die plaalsen waar het raakvlak de richting
heeft van een natuurlik vlak; hier ontstonden Kkleine
gladde - viakjes. Had het groeien gedurende langeren
tijd plaats, dan werden de doffe deelen van het oppervlak
orof kristallijn. Of Arrtemiew het oppervlak der bol
microscopisch heeft hestudeerd, is mij niet bekend. Zijn
waarnemingen hadden ten doel de symmetrie van het

1y Journ. d. Phys. 9, p. 208, 1900.
*)  Zeitschr. f. Krystallogr. 48, p. 417, 1910.
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kristal te bepalen uil de ligging van de climmende
vlakjes, die met de natuurlijke vlakken overeenkomen.

Het dof worden van een kunstmatig grensvlak van
een kristal in een oververzadigde oplossing is ecn ver-
schijnsel ') dat van het grootste belang geacht moet
worden voor de verklaring van de gedaante der kristallen.

Wij zullen nu de verschijnselen beschrijven die men
waarneemt bij hel groeien van een aangeslepen kristalvlak.
Bij de waarneming moet men zich in sommige gevallen
van het microscoop bedienen. Het oppervlak, dat door
polijsten eerst glad is gemaakt, blijkt nadat het korten tijd
is aangegroeid, niet meer glad te zijn; het is bedekt met
oneffenheden. De invloed van fouten in het gepolijste vlak
op de oneffenheden is zeer duidelijk merkbaar. Krassen
die voor het aangroeien nauwelijks zichtbaar zijn, doen
zich, nadat het kristal met een oververzadigde oplossing
in aanraking is geweest, voor als diepe groeven.

Dit verschijnsel is in overeenstemming met de vroeger
aan de hand van fig. 3 gegeven beschouwing. Toen
hebben wij er reeds op gewezen, dat de minste oneffen-
heid van het kristalvlak door het groeien duidelijker
sichtbaar zal worden. Een volkomen glad vlak zou
glad blijven; maar een glad vlak is als het ware in een
labielen toestand; de geringste kras wordt door het
groeien een diepe groef.

Duurt het aangroeien voort, dan ziet men het opper-
vlak steeds ruwer worden. Er doet zich dan echter
cen zeer opmerkelijk feit voor, dat met hehulp van de
beschouwingen van blz. 121 (fig. 3) niet te verklaren is.

De oneffenheden op het kristal gaan allengs micros-
copische vlakjes en ribben vertoonen. De richling van
deze vlakjes hangt samen met de symmetrie der materie
waarop zich de stof afzet. De vlakjes komen voor in

1) Het dof worden is practisch goed te gebruiken als eriterium

voor het over- of onverzadigd zijn van een oplossing.
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richtingen die door de netstroctuur van het aangroeiende
kristal op volkomen dezelfde wijze bepaald zin als de
natuurlijke viakken aan een kristal. Deze oneffenheden
van regelmatigen vorm €l ligoing worden stecds Lalrijker,
zoodal tenslotte het oppervlak ceheel bedekt is met
kleine natuurlijke vlakjes.

De waarneming leert dus dat de hoeveelheid stof, welke
door diffusie aan een groot oppervlak wordt toegevoerd,
niet evenredig over de elemenien van dit oppervlak wordt
verdeeld. De hoeveelbeid die de verschillende deelen
an het oppervlak krijgen, houdt echter niet uitsluitend
verband met de reeds op het oppervlak aanwezige oneflen-
heden (verg. fig. 3), zij staat ook in verband met de
structuur van het kristal. Vlakjes van een bepaalde rich-
ting krijgen tengevolge van hun geringe afmeting of hun
cterke kromming, per oppervlakte-cenheid meer of minder
stof dan andere vlakjes. Wij zullen in § 2 trachten dit
feit e verklaren met behulp van capillaire krachten.

Groeit het vlak verder, dan worden de oneffenheden
eindelijk zoo groot, dat de grens ook in macroscopisch
opzicht niet meer als glad te beschouwen is. In dit
sladium zouden de proeven met den refractometer
(hoofdstuk 1V) een geheel verkeerd resultaat opleveren.
Het oppervlak vertoont mnu ech grofkristallijn uiterlijk.
De platte vlakjes nemen steeds loe in grootte en hun
aantal neemt af.  Het oppervlak is min of meer lrap-
vormig geworden; de richting van de vlakken der trappen
komt met die van patuurlijke vlakken overeen.

Bij het verder oroeien vermindert het aantal trappen;
de treden worden steeds breeder. Tenslotte zijn nog
slechts enkele platte vlakken aanwezig die het kristal
begrenzen. Het door afslijpen misvormde kristal is ge-
regenereerd.

Kiest men de vichting van het aangeslepen vlak geheel
willekeurig, dan zijn de verschijnselen zeer ingewikkeld
en moeielijk te vverzien. Wij zullen daarom een bijzonder
geval beschouwen dat vrij cenvoudig is n.l. het ceval
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dat het grociende vlak slechis weinig in richling ver-
schilt van een natuurlijk vlak. Aan de hand van dit
bijzondere geval kunnen wij het glad worden en blijven
van een natuurlijk vlak bij het groeien begrijpen.

Wanneer men een vlak, in richting weinig van een
natuurlijk vlak verschillend, eenigen tijd laat aangroeien,
dan maakt het onder het. microscoop bezien den indruk
uit lamellen te zijn opgebouwd. Deze lamellen Zijn op
elkaar gestapeld en liggen met  hun orillig gevormde
randen over elkaar. Men ziet als het ware trappen met
zeer breede en lage treden. Het aantal dezer treden
blijkt tijdens het groeien af te nemen; de lamellen
schijnen met hun randen over elkaar te schuiven.

De volgende hypothese kan tegelijkertijd dit verschijnsel
en ook het glad blijven van een natuurlijk kristalvlak
bij het groeien verklaren: de hoeveelheid stof, die een
macroscopisch oppervlakte-element ontvangt in de nabij-
heid der smalle opstaande randen der lamellen, wordt
niet evenredig over de microscopische vlakte-elementen
verdeeld doch de opstaande randen ontvangen meer stof.
Dientengevolge zullen de lamellen in tangentieele richling
sneller groeien dan in normale. Zij groeien dus over
elkaar heen en tenslotte zal de bovenste het gehecle
vlak bedekken. Het vlak is dan glad geworden.

Men kan zich nu voorstellen dat iets dergelijks ook
plaats heeft bij het groeien van een natuurlijk vlak. Z1)
ACDT het oppervlak van het kristal, dat wij ons onder

Fig. 4.
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deze lijn gelegen denken (l“ig. d-). Wij zullen nu nagaan
hoe men zich kan voorsiellen dat de trapvormige on-
effenheid in dit vlak tengevolge van het groeien wordt



gewijzigd. Volgens de hier boven uilgesproken onder-
ctelling zal de opgeloste stof tengevolge van de diffusie
naar het kristalvlak stroomen, 0p de wijze zooals die
door de pijltjes wordt aangegeven. De opstanndo‘ rand
D C groeit met een grooter snelheid dan de deelen A B
en DF van het kristalvlak ).  Toch behoeft de hoeveel-
heid stof die tegen den rand wordt afgezet (BC D E)
niet grooter le zijn dan die welke wordt afgezet op de
overige deelen van het oppervlak; D G is n.l. klein ten
opzichte van A B en DF.

et is gemakkelik in te zien dat men met behulp
yan de aangenometl hypothese het feit kan verklaren,
dat een verhevenheid op een patunrlijk vlak bij het uit-
kristalliseeren verdwijnt #). Daartoe hehoeft men zich
slechts voor te stellen, dat de neiging van de opgeloste
stof om zich "bij voorkeur op opstaande randen af te
zetten genoeg invloed heeft om te verhinderen dat on-
offenheden door de diffusie ontstaan (vergelijk de be-
schouwing in verband met fig. 3). Met behulp van de
genoemde hypothese is men dus in staat de vlakke
begrenzing der kristallen te verklaren.

8§ 9. Invloed der capillaire krachten.

Wij zullen thans {rachten de in de vorige paragraaf
beschreven verschijnselen in verband te brengen met de
in het eerste hoofdstuk uiteengezette theorie. In de
vorige paragraal spraken Wwij van een  neiging” der
opgeloste stof om zich bij voorkeur op bepaalde deelen

1y J. BECKENKAMP heeft reeds de meening uitgesproken (Zeitschr.
f, Krystallogr. 36, p. 111, 1002—03) dat de groei van een kristal-
vlak in hoofdzaak tangentieel is. De hier niteengezette opvatting
komt dus met de zijne overeen in de onderstelling, dat de lineaire
snelheid waarmede zich het groeiende oppervlak verplaatst in de
richting van de normaal op A B en D F Kkleiner is dan de snelheid
van den rand D C, welke enelheid evenwijdig aan A B en D F is.

*) Voor ecn holte geldt mutatis mutandis hetzelfde; zij wordt
dus gevuld.
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van het oppervlak af le zetten. Deze uitdrukking moet
men natuurlijk niet letterlijk opvatten; wij moeten trachten
deze ,neiging” met exacte begrippen te verklaren.

Daartoe zullen wij nu overgaan tot een bespreking
van de diffugie in een dunne (capillaire) laag welke
grenst aan’ een natuurlijk kristalvlak. Wij zullen onder-.
stellen dat op de opgeloste stof in deze laag een kracht
wordt uitgeoefend door het kristal. Deze kracht zal
loodrecht staan op het kristalvlak, en alleen afhangen van
den afstand tot het vlak, als het vlak groot genoeg is.

Zij — @ (x) de potentieele energie ') van een molecule
an de opgeloste stof op den afstand x van het kristal-
vlak. Alleen voor een verdunde oplossing zal deze
potentieele energie niet van de concentratie afhangen.
Om complicaties te vermijden zullen wij ons voorstellen,
dat ook de verzadigde oplossing als verdund is te
beschouwen.

De functie ¢ hangt slechts van x af in de onmiddel-
lijke nabijheid van hel kristalvlak; reeds voor een geringe
waarde van x zullen wij dus ¢ (x) nul kunnen stellen.

De concentralie ¢ voldoet, wanneer zij alleen van X
afhangt, in de capillaire laag aan de diffusievergelijking:

AR® AR A 0
at a3 d X

fed (¥ . . (82)
Wij onderzoeken een stationairen toestand, en stellen

') Deze potentiecle ‘energie maakt deel uit van de capillaire
energie der grenslaag van kristal en oplossing.
) De afleiding dezer vergelijking geschiedt als yolgt. Door cen
vlakte-eenheid loodrecht op den X-asstroomt tengevolge der diffusie
. RES . .
een hoeveelheid stof gegeven door — D f—f-. De hoeveelheid die
. ¢

(1

tengevolge® van het krachtveld door genoemd vlakte-element stroomt,
is cvenredig met ¢’ (x), daar dit differentiaalquotient de kracht
voorstelt die op een molecule werkt. De totale stroom der opgeloste

- LNt - e SIEe pe '
stof in de richting van den X-as isdus —D ;‘—( + 8 ¢! (x), waarmt
b

dan verder op de gewone wijze de differentiaalvergelijking (82) volgt.
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dus ;-E — 0. Deze onderstelling kan voor de capillaire
laag zelfs dan ingevoerd worden, wanneer zij voor het
macroscopische proces buiten de capillaire laag niel
geldt. Het proces in de capillaire laag toch is zoo snel,
dat de invloed van een veranderlijkheid van de diffusie-
stroom buiten de laag op de verschijnselen in de laag
geen invloed heeft.

Door integratie volgl uit (82), in de onderstelling dat
¢ onafhankelijk van den tijd is:

ac = , o i
DEHPCCP(X):G' PR (R )

Stelt men in (83) x = oo, dan blijkt de constante G
de hoeveelheid stof voor te stellen die per vlakte- en
tijdseenheid naar het kristal toestroomt. De grootheid G
i« dus de vroeger (verg. 1. § 1) ingevoerde aroeisnelheid.

Uit (83) volgt door verdere integratie:

G 1"3‘_9"'(2[" _Bex

c=Ae D —}—ﬁe De | e D dx.

Stelt men in deze oplossing x = 0, dan stelt ¢ de

concentratie aan het kristalvlak tijdens het oplossen voor.

Deze concentratie, die van de capillaire krachten afhangt,

noemen wij Ca*. Deze notalie invoerende verkrijgen wij:
8 Bo(x) rx Be(x)

i L ! S '
c=01*eh“p(‘\) 5"’(“)|_|_ﬁge D : e D dx (8’_1]

Laten wij eerst het geval peschouwen dat de groei-
snelheid G nul is. Dan is:

]
(O o D ] gﬂ(x)—-gf‘(O) [

= L 8 0)

Hierin is (* de concentratie aan de grens van het
kristal voor het geval dat de groeisnelheid nul is.

De vergelijking (85) is nu niets anders dan het H-X

theorema der statistische mechanica. Zooals bekend is,

N ¢ (x)

is de dichtheid der moleculen eveniedig met e “RT |
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als N het gelal van Avogadro voorstelt en R en T de
gebruikelijke beteekenis hebben. Door vergelijking mel
(85) blijkt dus dat:

DN :
P=RT (86)
Stelt men in (83) x = o dan is ¢ (x) nul De

concentratie ¢ voor x oneindig wordt dan oelijk aan de
verzadigingsconcentratie G die .in de waarnemingen op-
treedt. ') Tusschen de concentraties (* en C bestaat dus
de betrekking:

£ e (0)

(L 1) RSN (5 D}

Reeds vroeger hebben wij gezien (Inleiding § 4), dat
de verzadigingsconcentratie G niel van de richling van
hel kristalvlak afhangt. In vergelijking (8ba) kunnen de
waarden van C* en @ (0) van vlak tot vlak verschillen.

De waarde van ( is voor alle vlakken, als zij niet
zeer kleine afmetingen hebben, oelijk.

Wij zullen nu het geval beschouwen dat de groei-
snelheid G niet nul is. De formule (84) kan dan in
den vorm: '

f fe1x) 15 Ze(x))
Y A (Y] AL (et )
c=G1*oU"(P('\) ('ﬁ()‘uGe D |1 —e D Vdx-+
D J oo :
e B
+%x DPE L (84

gebracht worden.
De concentratie Cy* is niet gelijk aan de concentratie
(1* welke aan het oppervlak van het kristal bestaat als

) De concentratie % kan niet op de gewone wijze worden
waargenomen, H. A. Miers (Zeitschr. f. Krystallogr. 39, p. 203,
1904-05) heeft getracht de concentratie aan het oppervlak van een
kristal te meten door licht te laten invallen op het grensvlak van
cen kristal van uit het kristal zelf. Dan had totale reflectic plaats
tegen de oplossing. De door hem verkregen waarde der concentratie
is waarschijnlijk cen gemiddelde der concentraties in de capillaire
laag en kan een denkbeeld geven van de waarde der concentratie C*.
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de groecisnelheid nul is. Tuosschen deze grootheden
bestaat een verband dat analoog is aan het verband
tusschen de grensconcentratie ¢ en G in de ,macros-
copische” theorie; de concenfratie (ii* zal C* overtreffen
met een bedrag dal evenredig met de groeisnelheid G
is, (Verg. (6)) zoodat de betrekking:

Gin =G0 GE R (R 7 )
bestaal.

.De kinetische beschouwingen in hoofdstuk I § 3 leveren
feitelijk de constante ', niet « gelijk daar is aange-
nomen. De constante @’ treedt op in de betrekking
(87) die een verband tusschen de microscopische of
,ware" concentraties aan de grens geeft.

Wij substitueeren nu de betrekking (87) in de verge-
lijking (84a) en maken daarna x zoo groot, dat @ (x)
nul gesteld mag worden. De concentratie ¢ die we op
deze wijze vinden, is de concentratie in een punt in de
nabijheid van het kristalvlak doch op een z6o grooten
afstand dat de invloed der capillaire krachten in dat
punt onmerkbaar is. Voor de concentratie in een zoo-
danig punt vinden wij nit (84«¢) en (87):

7 e (0) G f; :'7(-"(-\'1" G
c=0+Gwe D - / f] —e D itl.\'“k x (88)1Y)
) D

B Dx
De grensconditie (6) luidL: i
e=C+wG . . . . . . (6)

Om (88) met deze grenscondilie te kunnen vergelijken,
merken wij op dat volgens de ,makrescopische” be-
schouwing de concentratic op een kleinen afstand van
hel kristalvlak is gegeven door:

— ac F | G
C—/CiTrixiies =T oy
FR D
Vergelijkt men dit met (88), dan ziet men de ,micros-

1 . ; .
) Als bovenste grens van de integraal kan men, gelijk men
gemakkelijk ziet, «o in plaats van X nemen.
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copische™ beleekenis der groolheid ¢ uit de ,macros-
copische” theorie.
Men vindt nl.:
= e AT
c=0C-+Gw'e D
D .
Deze vergelijking heeft nu juist dezelfde gedaante als
de vergelijking (6). De factor waarmede in beide ver-
gelijkingen G vermenigvuldigd wordt, moet dus gelijk
zim.  Men vindt voor deze factor:

/ﬂ Z[ﬁe— D¢ dx(89)

i

_ip0 | pagfew
Rt it 1 - (€
D. . a | e 1> 5 d x (.)O]

w=uw'e >

Feitelijk is het de in deze vergelijking voorkomende
grootheid «" die bepaald door de formule (114) welke
w mel de plakkans in een eenvoudig verband brengt. Het
resultaat van de aanwezigheid van het capillaire kracht-
veld is dus dat de experimenleel bepaalde grootheid w
niet op zoo eenvoudige wijze met de plakkans ¢ in ver-
band staat als werd aangenomen.') Zoolang echter
de afmetingen der ruimte, waarin de diffusie plaats
heeft, grool zijn ten opzichte van de dikte der laag,
waarin de ecapillaire krachlen ecen merkbare waarde
hebben, behoudt de grensconditie denzelfden vorm (89)
als voor het geval, dat van de capillaire werkingen
wordt algezien. (Verg. (6) ).

Wij moeten nu overgaan (ot het bespreken van den in-
vloed van hel capillaire krachtveld wanneer het kristal niet
door één plat vlak doch door vele kleine platte vlakjes
of door een sterk gebogen oppervlak wordt begrensd. *)

) Daar de door Mirrs (L ¢.) waargenomen concentratic bij
verschillende stoffen nooit aanzienlijk verschilde van de verzadigings-
concentratiec C, is het waarschijnlijk dat de invloed der capillaire
krachten niet zoo groot is dat de orde van grootte van w en o’
verschillend is. .

%) Len verklaring van het glad blijven van een natuurlijk kristalvlak
tijdens het uitkristalliseeren moet samenhangen met het gedrag van
een oneffen vlak. Het vlak blijft immers glad, omdat oneffenheden, die
zeker aanwezig zullen zijn, tengevolge van het groeien verdwijnen.
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In dit geval kan het vlak bheschouwd worden als een
verzameling van kleine kristallen; de gemiddelde absolute
waarde der kromming is grool. Wij kunnen dus eerst
nagaan hoe de concentratie in de nabijheid van een
Klein kristal van de plaats afhangt.

Voor kleine kristallen neemt de oplosbaarbeid toe als
de afmetingen afnemen. Dit kan verklaard worden door
aan te nemen dat de potentieele energie @ van een
molecule der opgeloste stof in een punt in de nabijheid
van een klein krislalvlakje kleiner is dan in een punt,
gelegen op denzelfden afstand van een groot vlak van
hetzelfde kristallografisch karakter. De tolale potentieele
energie @ van een molecule bestaat uit bijdragen, die
afkomstig zijn van de verschillende volume-elementen
van het kristal. Hoe kleiner de afmetingen van een
kristal zijn, des te meer zal de verzadigingsconcentratie
(! naderen tol de ,ware” grensconcentratie C*. (Verg.
(85a)). Op deze wijze kan men beprijpen dat de oplos-
baarheid van een kristalvlak van de afmetingen afhangt,
terwijl de toestand van het kristalvlak zelf geheel of
bijna geheel onafhankelijk van die afmetingen is, ')

In de onmiddellijke nabijheid van de ribben, die een
kristalvlak begrenzen, zal het ruimtenet, waarin de
atomen gerangschikt zijn, gedeformeerd zijn; de ,ware”
grensconcentratie G* zal daar dus een andere waarde
hebben dan in een punt van het vlak dat verder van
de ribbe verwijderd is. Deze deformalie zal zich slechts
doen gevoelen tol op een afstand van de ribben die
niet groot s ten opzichte van den afstand der atomen
in het kristal. De afmetingen der kristallen of kristal-
vlakken die bij experimenten optreden, zijn altijd zeer
groot len opzichte van den afstand der atomen; bij de
discussie der verschijnselen is dus de veranderlijkheid

') Het denkbeeld om dit feit plausibel te maken door het aan-
nemen van een adsorbtie der opgeloste stof aan het kristalvlak,
dank ik aan Prof. Dr. W. H. JULIUS.
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van C* met de plaats op het krislalvlak en met de af-
melingen van het vlak te verwaarloozen. Wij zullen G*
moeten beschonwen als een grootheid, die slechts afhangt
van de richting van het grensvlak ten opzichte van de
kristallografische assen. ')

Denken wij ons nu een krislalvlak waarop onregel-
matige oneffenheden aanwezig zijn, waarvan de lineaire
afmetingen van dezelfde orde van grootte zijn als die
waarbij een kristalletje een merkbare toename der op-
loshaarheid vertoont. Ilet capillaire krachiveld zal nu
geheel anders zijn dan voor een plat viak. Is in de
nabijheid van een punt het oppervlak van het kristal
niet vlak doch sterk gekromd, dan zal de superpositie der
krachtvelden, afkomstig van de omgeving van het be-
schouwde punt, afhangen van de gedaante van het opper-
vlak. De vorm van het oppervlak beinvloed dus niet
alleen direct, doch ook indirect door tusschenkomst van
de capillaire krachten, de wijze waarop de kristalstof over
de elementen van microscopische grootte verdeeld wordt.

In het onderhavige geval heeft het verschil der , ware”
erensconcentratie  C* voor vlakken van verschillende
richting of dus kristallografisch karakter een grooten
invloed. De waarde van C* kan voor twee naast elkaar
gelegen kleine vlakjes een groot verschil verloonen; dien-
tengevolge kan het eene vlakje sneller grocien dan hel
andere,

Onze beschouwingen leeren dus, dat de slof bij het
afzetten over de verschillende microscopische elementen
niet gelijkmaltig verdeeld wordt, doch dat de wijze van
verdeeling van het kristallografisch karakter van de ge-
noemde elementen afhangt.

Hierdoor kan men dan vervolgens de verschijnselen
verklaren, die zich bij het groeien *) van natuurlijke en

1) Het valt te betwijfelen of C* ook voor aangeslepen vlakken
beteckenis heeft. :

) Ook het ontstaan van etsfiguren is natuurlijk met behulp
van het bovenstaande te begrijpen.
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ook van aangeslepen vlakken voordoen. (Verg. § L van
dit hoofdstuk). '

Door aan te nemen dat er in de onmiddellijke nabij-
heid van een kristalvlak een krachtveld bestaal en dat
de ,ware” grensconcentratie (* van de richting van het
kristalvlak afhangt, is het mogelijk, een qualitatieve
verklaring - te geven van de tocname der oploshaarheid
van een kristal met zeer Kleine lineaire afmetingen.

De thermodynamica is in staat deze toename der
oploshaarheid te verklaren door de capillaire energie in
aanmerking te nemen. Deze energie moet dus samen-
hangen met de concentratic G* en de potentieele energie
®. Wij kunnen de in dit hoofdstuk besproken verschijn-
celen dus ook opvatten als gevolgen van het bestaan
van capillaire invloeden, die zich doen gevoelen waar
sterke krommingen of geringe lineaire dimensies aan-
wezig zin. De samenhang van de grootheden C* en ©
eenerzijds en van de capillaire constanten anderzijds is
nog niet bekend. Een theorie van het verband dal
tusschen deze grootheden bestaat, zou ook een verklaring
moeten kunnen geven van de scherpe ribben en hoek-
punten die bij de kristallijne stof sleeds aanwezig zijn.
Voor zoover de verschijnselen bij het groeien en oplossen
van kristallen niet te beschrijven zijn op de eenvoudige
in hoofdstuk I uiteengezette wijze, kunnen zij verklaard
worden door de capillaire werkingen aan de grens van
oplossing en kristal in aanmerking te nemen. De capil-
laire constanten bepalen echter niet op een zoo directe
wijze den vorm van een kristal, als dit het geval zou
moelen zijn volgens de theorie van Corie (Verg. In-
leiding § 3).

De in dit hoofdstuk uiteengezette denkbeelden moeten
" glechts als een eerste poging worden beschouwd om de
waargenomen verschijnselen qualitatief te verklaren. Zij
sullen verder als basis van een quantitatieve theorie
moeten dienst doen.



SAMENVATTING.

Bij het oplossen of groeien van een kristal zal de
concentratie der opgeloste stof moeten voldoen aan een
cegeneraliseerde diffusievergelijking, terwijl aan het opper-
vlak van het kristal een bepaalde grensvoorwaarde geldt.
Differentiaalvergelijking en grensvoorwaarde bepalen de
concentralie en dientengevolge ook de oplos-(groei-)-
snelheid als funclie van den tijd.

De grensvoorwaarde bevat constanten, die karakteris-
tiek zijn voor hel kristal. Een van deze constanten (1)
staat in verband met de kans (¢) dat een molecule blijft
kleven aan een kristalvlak als het er tegen botst.

Een methode is niteengezet om het oplossen en groeien
in een vloeistof in rust te bestudeeren. Het verloop
der concentratic met den tijd werd gemeten en bleek
overeen te slemmen mel de uitkomst der theorie in de
onderstelling, dat de oplossing aan het kristalvlak ver-
zadigd is.

Hel oplossen van een kristal in een stroomende
vlioeistof kon quantitatief onderzocht worden. Daartoe
moest de snelheid der vloeistof als functie van de.plaats
bekend zijn. Het resultaat der waarneming maakt het
waarschijnlijk, dat tijdens het oplossen een geringe onder-
verzadiging aan het kristalvlak bestaat. Met een geschikt
gekozen zeer kleine waarde .van de plakkans ¢ kon het
verschijnsel van het oplossen quantitatief door de theorie
beschreven worden.

De quantitatieve proeven zijn bijna uitsluitend met
kopersulfaat uitgevoerd. Er is geen reden om te onder-
stellen, dat andere stoffen in hun gedrag van koper-
sulfaat zullen afwijken. Experimenten met andere stoffen
uitgevoerd, zullen hoogstwaarschijnlijk  tol hetzelfde
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resultaat voeren. Enkele voorloopige proeven bevestigden
dit vermoeden ten volle.

De microscopische structuur van het oppervlak van
een kristal iz bestudeerd tijdens het oplossen en groeien.
De daarbij optredende verschijnselen kunnen een quali-
tatieve verklaring geven van de veelvlakkige begrenzing
der kristallen. Op hun beurt kunnen zij verklaard
worden door te onderstellen, dat de opgeloste stof
krachten ondervindt van het kristal, die van het kristal-
lografisch karakter van het vlak dat men beschouwt,
afhangen. Dit krachtveld staat in verband met de
capillaire constanten der kristalvlakken.
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STELLINGEN.

= 1.

Het oplossen en groeien van een kristal in een op-
lossing kan beschreven worden met behulp van een
differentiaalvergelijking met grensvoorwaarden.

2.

Tijdens het oplossen (resp. groeien) van een kristal
bestaat aan het oppervlak een onder- (over-) verzadiging,
die evenredig is mel de oplossnelheid (groeisnelheid).
De invloed dezer onder- (over-) verzadiging op het
oplosproces (groeiproces) is gewoonlijk gering.

3.

Een natuurlijk kristalvlak wordt ruw bij het oplossen
en glad bij het groeien. Dit verschijnsel wordt veroor-
zaakt door capillaire krachten.

Een kunstmatige vlak wordt glad bij het oplossen en
ruw bij het groeien.

Beide versehijnselen zijn van grool belang voor de
verklaring van de gedaante der kristallen.

4.

[et is niet inconsequent de verschuivingswet van Wikx,
al wordt die afgeleid uil de klassieke electrodynamica,
te gebruiken als een der grondslagen van: de quanlen-
theorie der straling.

.

Bii de condensatie van oververzadigde dampen spelen
toevallige dichtheidsafwijkingen een grooten rol.
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6.
De plaats van het zwaartepunt van een dispersielijn
is cen functie van haar sterkte cn hangt hovendien at

van de omstandigheden, waaronder de lijn ontstaal en
wordt waargenometl.

1.

Wanneer men de aanwezigheid onderslelt van oorzaken,
die op de zon de werking van de zwaartekracht gedeel-
telijk opheffen, moet men bedenken, dat de zonneschijf
geen meethare alplatting vertoont.

8.

Etsfiguren worden veroorzaakt door fouten in het
kristal.
9.
De gebruikelijke methode, waarop het uitvlokken van
solen wordt waargenomen, kan slechts qualitatieve resul-
taten leveren.

H. R. KRUYT en JAC. VAN DER SpEK, Kon. Acad. v. Wet,
Amsterdam, 23, p. 1104, 1915.
JAC. VAN DER SPER, Dissertatie, Utrecht, 1918, p. 13.

10.

Het nut van een oplossing eener gewone differentiaal-
vergelijking door quadraturen is niet evenredig met de
moeite welke men zich geeft om haar te verkrijgen.

147

Het feit, dat het totale licht van alle sterren slechls
gering is, behoeft niet verklaard te worden.

19

-

Hoewel het eenigen zin heeft te eischen, dat men een
meetkundige constructie nitsluitend met passer en liniaal
uitvoere, moet men aan dien eisch niet te veel waarde
hechten.
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