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INLEIDING.

Bene vechte welke cenc kromme doorsnijdt, zal met
lege cén of meer ponten gemeen hebben, afhangende
"0 den gtand van de rechte en van den aard der
Krompm, Zoo zal in 't algemeen cen rechte slechts

*U punt met eene snijlijn gemeen hebbeu; een ge-
f)']f_l
‘&-

Otdert men nu twee snyjpunten van eene snijlijn

tene lijn, b. v. cirkel, en ellips minstens twee.

6 rechten zoo moet men minstens twee rechten
?ebhﬁ‘-ﬂ welke in hetzelfde vlak gelegen zijn. Liggen
" het viak waarin de snijlijn getrokken is een civkel
* ey vechte, zoo kunnen in het algemcen 3 sajj-

Dyt , i ’
Pten voorkomen., Heb santal snijpunten dat men

U_‘p deza W

. yze verkrijot is steeds geljk aan de som
figp

getallen die den graad aangeven der vergelijkin-
oo L L “
™0 voor de kvommen. Indien men den maam van
OVerannl. - ;

emenkomshge punten geeff aan de twee punten
WE‘H{@ OP

ééne snijlyn gelegen zijn en welke de snij-
SL_]’uten zZin van zulk eene snijlijn met twee krommen
f-m T:ft eene geslotene kromme, dan bevat dit proef-

oeen onderzock wnaar het geheel wan punten in

el
Lo s o - \
“ Qe afstanden tusschen twee overeenkomstige punten




in een bundel wvan soijlijnen, welke wit hetzelfde puni
woorthomen, in eene gegevene verhouding verdeeld worden.
Het punt waaruit de enijlijnen getrokken worden ,
noem ik oorsprong of heb punt O. Het onderzoek
dat ik mij alhier heb yoorgesteld in 't werk te stel-
len, zoude, in zijnen geheelen omvang genomen, een
onafzienbaar veld van nasporingen opleveren. Uit de
tallooze gevallen die wich kunnen voordoen heb ik
eenige bijzondere gevallen sekozen en wel voor 200
verve de snijlijnen getrokken worden door krommen ,

welke den tweeden graad niet te boven gaan.

Ter vermijding vau herhalingen welke in elk der
afdeelingen terug zouden komen, beschouwen wij ons
vraagstik eerst voor eem bijzonder geval, hetwelk ge-
lijke resultaten oplevert, met welke kromme men ook
te docn hebbe.

De ligging van het punt O willekeurig zynde, %00
kunnen wij, ong voor genoemd byjzonder geval VOOT-
stellon dat de oorsprong overeemkomb met een punt
ann een der krommen; dan verandert eeme der snij-
punten van de spjlijn n een vast punt, namelijk
dat van den oorsprong zelven, en de oplossing vap
het vraagstuk: de wergelijking der Fromune te vinden
gaonde door de  pumnten welke de afstanden wvan  een
vast punt tot de punicn v de  gegevene kromme i
cene gegevene reden verdeelen, gereduceord tot een een-

voudig geval. Immers zal het gemakkeljjk zjn aan
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% toomen dat dit geheel van punten eene kromme

5, welke niet alleen gelijksoortig, maar ook golyjk-
Yormio iy met de oorspronkelyke en dug alleen in de
a\ﬁnetingeu verschilb. Sfel de oorspronkelijke afstan-
den staan tot de verlangden in reden als de getallen
M en n, dan zal eene rechte lijn, op deze wijze ont-
Staan evenwijdig zjn aan de oorspronkelifke en op
*eh afstand van O gelegen ziju, welke eveneens tof
Qen afstond van de gegevene vechfe tot O stant als
3m, s
y == Ax - b
de vergelijking der gegevene kromme zoo zal de nienwe
sot Vergelijking hebben -
¥ = A g ]‘E
n
Is
(x —a)* 4 (7 —bF=12

4 vergelgking vau den oorspronkelijken cirkel, zoo zal

am\ 2 bm\2 __ rZm?
S i b e B
n n 112

nieuwe zijn.

dig ey

'De vergelijlangen der nieuwe krommen worden on-
de.f,leiij]i gevonden door de constante grootheden welke
de vergelijking der gegevene kromme voorkomen
- Veranderen in andere welke op de gegevene wijze
VAL de oorspronkelijke afhangen.
. Mgezien de nieuwe kromme steeds gelijkvormig
B et de opgegevene, zoo biedt het trekken van een
Mingg] snijlijnen een gemakkelijk middel aan om ge-
8eVene krommen op eene vergroote of verkleinde schaal

B tﬂekening te brengen. Hetzelfde volbrengende mef
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eene geslofene kromme of met een tal van krommen
wellce een deel van het vlak van teekening insluiten ,
s00 kan deze constructie dienen om figuren daar te
stellen, gelijkvormig met eene gegeyene chl welker zij-
den of inhouden in eene gegeven veden staan tot die
van de oorspronkelijke figuren. Tu deze nieuwe figu-
ven zullen daarvenboven de voorkomende bijzondere
punten , als raakpunten middel-, brand-, keerpunten
onz. in dezelfde stralen liggen, welkke de overeenkom-
stige punten in de serste figuur met het punt O ver-
cenigen. Zet wmen de ovenredige afstanden op deze
shralen af, maar in tegengestelden zin, te rekenen van
het punt O zoo verkrijgt men, geljjk hekend 1s, krom-
men, welke bij tegenoverstand gelijlevormig zijn.
Gaat men nog eenen sbtap vorder, en verbeeldt men
sich den oorsprong op oneindig orooten afstand, of
met andere woorden, frekt men snijlijnen welke aan
elkander evenwijdig zijn, 400 verkrijob men eene nienwe
figuur die i niets van de eerste verschilt, ndien men
op elk der snijljnen punten neemt, welker afstanden
tob het punt O evenveel verschillen van de afstanden
waarop de snijpunten dezer snijlijnen met de gegevene

figunr van het punt 0 gelegen zijn.



L HET VRAAGSTURK IN RUIMEREN
ZIN OPCGEVAT.

e A e

De kromme door welke de snijlijnen getroldken wor-
dey 2 voorgesteld door
Ax? 1 By? 4 9Cxy +2Dx + 2By +F=—0 . (o)
“Whstitucerende in deme -
V:M\(ﬁ}
“nde e vergelijlking van eene der snijlijnen.
Zoo verkrijot men :
XA + BM2 4 20M) + 2x(D 4 EM) 4 F = o
- Vergelijling oplossende ten opzichte van @ zoo
Vinden Wl voor de abseissen der snijpunten van {e) en (3)
£y == -:LP_;* EM-I—V{(D + EM)? —F(A + BM2+-2CM))
A 4+ BM?2 I 2CM
X, :_-:‘:‘Il:iE\'l —/ [(D4-EM)? —F(A—Q-BM?V-{!— .EIM)}
A -+ BM? 4~ 2CM
“Ul‘S[JI'onl{eliﬂie ordinaten dezer snijpunten zijn:
Y1 == M - D—EM+4-1/ { (D+EM)2—F(A-+BM+-20M)
A 4 BM?2 + 20M
Yy=M_D—EM -y ((D4EM)>—F(A4 BM2 2CM)
A + BM? 4 20M.

de
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Elk punt der krowmme Waarover in dit proefschrift
gehandeld wordt hLeeft tot cotrdinaten :

X =% k(x, —xy) en ¥ =¥ + k(y, _1) of

o= (1-Jx, +kx e y=(1—Kn -+

In deze vergelijkingen de gevondene waarden van

-

Xy, Xas Y1 O ¥a suhstitueerende xzoo vindt men :
_fD EM—'—J__-A‘)]\ V’(D T‘M)E -F(A @IL— LLL)}
A+ BM? - 20M
yifi\T—E E—W_Ij‘(_i-—q!x)l {(DH*;M)z F(A4BM24 )'LV)}
A 4+ BM? 4 2CM
Om te geraken tot de vergelijking onzer kromme,
zal de waarde van M moeten gedlimineerd worden.

Xif

Bij de oplossing van (x1) met hetrekking tot M geraken
wij tot de vierde machtvergelijking: (stellende 1-2k=p)
M4 [B2? x?] + 2M3 [B (Ex + 20x?2)] + M2 [2x (BD +
2CE) + 2x* (AB + 90?) 4+ B2 (L—p?%) + p* BF]
+ 2M [x (20D - AE) + x?2 AC 1+ DE (1—p?)+CF p?]

+ 2AD x + A2 x2D? (1--p?) + AFp:=0.

De moeite, verbonden aan de oplossing dezer ver-
gelijking, en de ingewikkelde formulen die men zoude
verkrijgen voor M in fanctie van x, A, B, enz.,
geeft oms genoegzame aanwijzing om den ingetreden
weg van onderzoek te verlatem, te meer, daar ong
onderzoek zich niet bepalen zal tot de en kele kromment
welke in (o) zjn opgesloten, maar wij in eenige vraag-
stokken combinaties zullen aa antreffen van rechten en
krommen , waarin de algemeene vergelijking niet voor-
set. Daarenboven zal tot mader onderzoek der ver-
kregene kromme dikwijls de voorkeur moeten gegever
worden gan de poolvergeljking, om redenen die ter

gelegene plaatse zyn vermeld.
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Ik stel mij dan voor het vraagstuk voor enkele

s}
gevallen door de zmiver analytische methode op te
lossen , terwijl ik telkens zal verwjjzen naar de daarop
volgende oplossing door middel van figuren, walk
luatste middel ten deele zal diencn om zich eene dui-
delijker voorstelling e maken van de kromme welke
het resultaat iy van ons onderzoek, ten deele om ons
te hulp te komen bij het overwinnen van voorkowmende
bezwaren.




1. HET VRAAGSTUK VOOR BIJZON-
DERE GEVALLEN OPGELOST.

1. TWEE RECHTEN.

Ben asntal lijnen, uitgaande van cen punt O, suijds
twee rechten, PQ en BS. (Gevraagd de vergeljlang
der kromme gaande door de punten welke de afstan-
den tusschen de snijpunten der lynen met de gege-
vene rechten in eenc gegevene verhonding verdeclen.

a.  Twee evemwijdige vechten.

De twee rechien zijn:

y=—ax+b en y=—ax+0C. - - - (1)
eene der snijlijnen zij y=mx . . . - (2)
door substitutic van (2) in (1) zal men yinden :

p R e

m — @ m — &

Zij voor dit en de volgende gevallen Ic het verhou-
dingsgetal , zoo zal olke abseis der gevraagde kromme

zijn :




g
¥=x 4 k(x, —x,)=kx, + (1 —k)x, ofna substitutie
Kn’ — Gk

e m .
= — (1 — k) —— waaruit gevonden words
m — g m — &

X =y = ax’ + b 4+ k(c — b) zijnde deze vergelijking
die eener vechte evenwijdig aan de gegoevenen; een
regultaat dat in het oog vallend 13, even als de ant-
Woorden die men verkvijgen zal bijaldien eene der
Techten door den oorsprong gaat, als ook bijaldien de
O0rsprong gelegen iz op gelijke afstanden van de ge-
EeVene rechten, in welk laatste geval b= — ¢ is en
de vergelijking wordt y*= ax + o(2k — 1).

b.  Twee elkander snijdende rechten.

yo=as 4 b en y=cx~+d
subgtitneerende y — mx,
Zoo vindt men voor de ordinaten der snijpunten
Met de eerste rechte

b
Xy ==
T, — &
bm
y = ———o =ux
m — a
ey .
! voor die der andere
d
R
m— ¢
= — X,
m— G
Subets :
lb-‘%tltamerende de waarden van x, en x, in
X . kd b
= k.k:;. -+ (1 o k)\ X — I (] — k) —
m — € I — &

"
7 s
“00 vindt men voor m :
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m e N R —

__(a—c)E+ kd -4 b(1 — k)

ax
e f x4(a — e)? + (kd - b)? + Bki(b: ed — ad — ab)
=l 4x?
o 2bx((a — c) -+ bl(bk — 2b — 2e)|
' 452 i J

hiernit de wasrde mx afleidende zal men gemaklkelijk
peraken tot de vergeljking
y2 — y(ax—+oxtkd-4-b-— bk) + x(akd-+-be—bek)+- acx—0
welke blijkens het volgende onder eene eenvoudigere
gedaante kan herleid worden.
Fig. 1. Stelde ljnen snfjden elkander in het punt N.
ON zij de as van heb polaire codrdinaten-stelsel.
Stel /. RNX =g, L PNX — . en ON =p.
In de drichoeken ONCG en OND
ON : 00 =sin (¢ —¢) :sin e ON:0D —=sin (8 —¢):sin §

o= .1) sin i 0D = __.piin_(ﬁ ,
sin (¢ —¢) sin (8 — @)

OL = 00 +k (OD — 00) = (1— k) 0C + k.OD
Z=(1 —k) psme o P sin g8

sin (#—¢) sin (g — )
Na ontwikkeling der noemers en snbstitueerende

-4 . v ; o
en sin ¢ = _id zoo vindt men na eenig®
i/ ]

cos ¢ —

herleidingen :
pxtgetg B — pytg o + pky (bg « — tg f) =x*1g e tg 4
— x2 g e tg £ — xy (b * + g f) + y?
of stellende tgo==4, en tgp=21
ABpx + p (Ak — Bk — A)y = ABx?
A By e e @

Om te onderzoeken of deze vergelijking de eenvou~



i1

digste is stelle men cen’ anderen oorsprong, vervange

X door x -+ m, waardoor de vergelijking wordt:

ABpx + ABpm + p(Ak —Bk— A)y=-ABx?+-2 ABmx
+ ABm? — Axy — Bxy — Amy — Bmy 4+ y*

door m = Y, p te stellen, vervalt de term waarin x

workomt en wordt de vergelijking onder haar een-
Voudigste gedaante :
32— p ((k— 1/s) (A—B)} § — (A~B) xy + ABx?
e A AR R G e o e e (I1)
dit is de vergelijking der kromme welke aan ons
Veasgstuk voldoet, terwijl nu het punt Z, d. i. het
Midden van de 1ijn ON het snijpunt der codrdinast-
d8sen i,

Volkomen dezelfde vergelijlking verkrijgt men voor
de lkvomme VV/OUU/, indien men uitgaat van de drie-
hocken ONW en ONA en vervolgens den oorsprong
“¥eneens verplaatst naar 7.

Bovenstaande vergelijking is slechts in twee geval-
len to onthinden in twee drietermige factoren van den
Sersten gyaad, mam. ingeval k =o of k =1 wordt
Seuomen,

De leer der onbepaalde coefficienten toepassende ter
“ltbinding in fabtoren, voorgesteld onder den vorm
Y+ Gx4+H=0 en y+Ix4+N=o
00 7zl men vijt vergelijkingen met 4 onbekenden ver-

;ifil‘iigen; de vijf vergelijkingen zijn
b Ne _pc—14)(A—B), 6+I=—@A+B)
HI L aN—o GI—AB  HN=—1j, ABp2
Ui de vier eerste vergelijkingen vindt men
N Ap (k — 1fp) M=Bpik-— 1)

Het produet dezer vergelijkingen
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AN == — ABp? (k — 1/3)* vergelijkende met de vijfde
der gestelde vergeljkingen, 700 giet men dat alleen
voor k=0 of k=1 de onthinding plaats kan heb-
ben. Voor de factoren zelven vindt men

y —Ax — 1/, Ap en y — Bx + /5 Bp
welke asn nul gelijk gesteld wordende juist de ver-
gelijkingen der rechten PQ en BB opleveren.

Degelfde vergelijkingen verkrigh men ook indicn in
de oorsproukelijke voor A, B gesteld wordt, ol om-
gekeerd.

De algemeene vergelijling van den tweeden graad
Mz? 4 Ny? + 20xy + 2Px + Qy + R =0 mijnde, 200
weot men dat de voorwaarde A = 0% — MN = o
cen lkromme geeft met een middelpunt, terwijl de
soorwaarde A =02 —MN =—o een kromme gonder
middelpunt oplevers.

Hier is

02 — MN = (i‘v‘_t]ﬁ)” _AB= (A_ = B)Q
o aE 2
en dus wegens de tweedemachtsverheffing nooit klemer
dan o en dus geen ellips. A kan niet gelijk o zijn
fenzij A =B worde, welk geval niet tot ons vraag-
shule hehoort, aangerien het gelijk worden van-A en B
et zich voert het op elkander vallen der lijnen PQ
en’ RS, Onze kromme kan dus geen parabool zjn,
ook in het algemecn geen kromme zonder middelpunt.

Verder weten wij dat de voorwaarden:

A=0?—-MN>o0
p=—PNP—0Q) —Q (MQ —OP) — R(0?—MN) =0
yoldoende zijn tot het nemen van het besluit dat de

kromme eene hyperbool is.
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Dat aan de eerste voorwaarde in ons vraagstuk vol-
daan wordt, is asngetoond.

Substitneeren wij de waarden uit onze vergelijking
n de algemeene vorm voor 7', zoo wordt
== Yyp(—1) (A-B)} |~ ABp (k- ) (A-B)}

— Yy ABp? (&: B)?

ek

Welke formule na herleiding wordt
~BNE
s A (JLQ_B) (k—1)k

Het hestaan van eene der vijf voorwaarden
.A.’::O,B:T:O,A::’."B,]i::l,k:()
15 voldoende om 7' —o te maken. Volgens hetgcen
feeds besproken is, kan echter geen dezer voorwaar-
den bestaanhaar zijn met den aard van het vraagstuk.
T is dus = o; dit gevoegd bij het reeds aange-
toonde A > o, geeft ons recht om aan te nemen dab
de geconstrueerde kromme een hyperbool is.

Tot verder onderzoek der kromme gebruiken wij
Yergeliiking (1), welke die der kromme LNM is, bij-
aldien 0 e oorsprong is. FHen gemakkelijk in te
Stellen ondersoek kan ons overtuigen dat dezelfde ver-
geﬁjking die der kromme VOU is, als N als oorsprong
 coordinaatassen geldt. )

Vooreerst de vraag: Welk bijzonder geval doet zich
YOOr, indien het punt O gelegen iz in de lyjn welke
den hoek midden door deelt, dien de beide rechten
Wet elkunder vormen. In dit geval is / PNO —=@en
Gus o 180 —f, en tga= —tgfof A= —B. De
verge]iiking verandert hierdoor in

——Agpx-—i-p(ﬂk—1]Ay:**A2}£2+y2




in welke vergeljking

Aa= >0 pAtP oG 1) =e

=4

Indien k = % genomen wordt, zoo verandert de

ji L e
laatste vergelijking in
y?=A%(x* —px)
stellende in deze ¥ — 5 4-m
zo0 wordt de vergeljking
A% (x? 4~ 2mx 4 m? — px — pm)

TS s

V2
Door in deze m=—7p te stellen vindt men
y2=A2(p+ X)X
zijnde de topvergeljking eener hyperbool, welker top
gelogen is in het punt N.
Op het midden van ON eene loodlijn oprichtende
en hare lengte tusschen Z en het snijpunt met PQ, ¢

1 . 9(‘ e 4(2
noemende, zoo 18 A =tga=— 29 of A2— __'q_ en dus
p p*
: g : : =
yi o= j_i (p+x)x of stellende ON == 2p’,
/2 P
=
. = = . S
o ,1_2 (2p/--x)X m we ke vergelijking tevens
P

de groote en de kleine as %p’en % q zyn opge-
nomen. '

len kan nasr asnleiding van het hehandelde een
gemalkeljjk middel aangeven ter constructie van eene
hyperbool welke gegevene assen moet hebben en wel-
ker top is aangeduid.

Indien de lijnen PQ en R elkander zoo snijden

dat « == 90 — g, zoodat A= — % , dan verandert (1)

‘n de veronderstelling dat k=7% is, ip
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"-Px“%<32];1)pyf—‘~—x2m (BEI:]')XJ*-FFZ-

Voor het geval dat B=1, of f ==45° is, wordt de
vergelgking x? — y? = px.

Hierin wederom x =x 4 men vervolgens m =% p
stellende, zoo verkrijgt men
x2— y4== K pt
de vergelijking ecner gelijkzijdige hyperbool, welker as
is p, en welker middelpunt is het punt Z.
De waarde welke in de algemeene vergelijking ge-
Vonden is voor 27, nam.

I = ABp? (A 79 B

)2 ( — 1) k

boont aan dat voor elke waarde van k, behalve k — o,
®0 k=1, de kromme eene hyperbool zal zijn, der-
halve ool voor k = 1, zoodat men in de construc-
Ye niet gebonden is aan punten liggende in het vlak
der hocken PNR en SNQ.

Wi hebben gezien dat OX de vechte is, gaande
door den top en door het middelpunt, ingeval A=--B
k=1 genomen wordb, en dat onder deze gege-
vens 7 het middelpunt der hyperbool is.

_Hememen wij de vergelijking (1) -

ABpx 4 (AK — Bk — A)y =ABx? — (A + B) xy -+ 72
stellen wiy x=x4m
¥ =y
dan verkrjeen wij na behoorlijke herleiding
7+ AByz (A 4 B)xy — (ABp — 2ABm + An+Bn)x
= (Akp — Bkp — AP 4+ Am + Bm — 2n)y — ABpm
—Akpn 4. Blpn -+ Apn 4+ ABm? — Amn — Bmn 4-n?=o.

Zal  dego vergeljking eene middelpuntevergelijking
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Zjn, zoo weten wij meb het oog op de algemeene
vorm der middelpuntsvergehjking

Y %_ (32 — a?)

in welke a en b de bekende beteckenis hebben van

halve assen, dat de volgende betrekkingen tusschen
A, B, m en n moeben plaats hebben.

A4+B=o. ABp — 2ABm + An +-Bnz==o

an Akp — Bkp — Ap + Am + Bm — 2n == 0.

Na ontwikkeling volgt:

A=-—-B m—%p n=—%Ap(l— 2k). (Il

Wij komen dus tot het besluit dat geheel onafthankelijk
van de grootte van k, indien ¢« =180 — g, de toppen
van alle hyperbolen welke san ons vraagstuk voldoen,
gelesen zin in de lijn welke in L loodrecht op Ox
wordt opgericht. De hoogte der top hboven de lijn
welke den oorsprong met het snjpunt der twee rech-
ten vereenigt wordt aangegeven door

n—=—% Ap (1 — 2k).

Daarenboven zijn de middellijnen der hyperbolen
alle evenwijdig aan ON.

Is k=% dan komen wij tot een vroeger besproken
geval terug. Voor k > % is n positief; voor k < % 18
o negatief. Wederom zien wij dat k = o of k =1
voor n eene meb den aard van ons vraagstuk onbe-
staanbare waarde oplevert. Immers n=—= 2= % Ap zoude
eene top aangeven in de lijn PQ of in de lijn RS
buiten het punt N.

Substitueert men in (I) de waarden welke in 111
zijn aangegeven. zoo verkrjjgen wi na herleidingen

en vereenvoudigingen :
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Ve=A%x* — pk(1 — k) ¥
Deze vergelijking stemt in vorm geheel overeen met
de algemeene vergelijking

e b?

De beide assen van de hyperbool ziin dan
k(1 —k) en  2Apl- k(I —R)

De grootte van k houdt hier op willekeurig te zijn
daar voor k > 1 men voor de assen onbestaanbare
nitdrukkingen verkrijgt. By de toeneming van de
waarde van k zal dan ook de hyperbool eene veran-
dering ondergaan, waarhij voor k = 1 de rechte RS
aangezien kan worden als den overgang daar te stel-
len tusschen twee stollen van hyperbolen van welke
de krommingen naar tegengestelde zijden zijn gericht.




2. EEN CIRKEL.

Fen aantal lijnen uitgasnde van een punt O snpdt
eenen cirkel. Men vraagh de kromme te bepalen gaande
door de punten, waarin de koorden als deelen dezer
lijnen in eene zelfde gegevene verhouding verdeeld
worden.

Uit den aard der zask volgt dat de algemeenheid
der eindvergelijling niet verminderd wordt indien wij
uitgaan van de vergelijking: (x — a)? + y2 =1

substitueerende in deze y — mx zoo vinden wij voor
de abscissen der beide snijpunten :
__ a2 4-m?(13—a?)) s et (x24+-m?(x2—a?))
1+ m? A 1+ m?

deze waarden substitueerende in
=k 4 (1 — k)
zoo vindt men
PO, o oty L o i Ui
1 -+ m?
stellende 1 — 2k =np.
z00 zal na herleiding en tweedemachtsverheffing it

s S ¢ 7 S Qi 5 2
%24+ 92x2m? 4 x2mi-2ax-2axm? 1 a?=p2r¥1-+m?)-apim
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gevonden worden :
2xm? = 2x? — 2ax — pi(r? — a?)
=+ p o/ (phrd+darfx + alp? - da2e?  4a3x — 2atp?r?)
stellende 2y2? = 2x%m?
%00 zal de eindvergelijking zijn :
Yi-2x2y2 4 xhy 9 axy?-2ax?4ea’x? - poriy-parix tnp 2y =n.

Tot dezelfde vergelijking kunnen wij ook geraken
door uit te gaan van de poolvergelijking. Daar we
deze later mocten gebruiken, zoo zullen we gezegde
Alleiding doen voofafgaan.

(Fig. 2). Zij de straal = r en de lijn OM welke
den oorsprong met het middelpunt vereenigt = ¢ en
teveng gelegen op de as der abscissen.

OB zjj eene der snijlijnen op welke MC loodrecht ge-
trokken is, dus AC = BC. De koorde is in D ver-
deeld in twee stulken , zoodat AD = k. AB = 2k. AC.
OD =40+ AD=00—AC-+2k AC = 00+ (2k —1 YAC

z=ceos ¢+ (2k — 1) 17 (1 — e2sin? ¢). (A)

De grens voor bestasnbare waarden voor z words
bereﬂ{t,, indien ¢ sin ¢ = r iz
of ccos p =4 (1 —sin? ¢) = (¢ — 1?)

Wat dan ook duidelijk is, aangezien de snijlijn dan
O¥ergaat in eene raaklijn.

Onathankelijk dus van k, zullen alle krommen; in
Ohze vergelijking vervat, gasn door de beide raak-
Punten der niterste snijlynen.

Vaor (A) kan men schrijven, bij overgang fot recht-
‘oekige coprdinaten :

e R

2% = ¢x 4 (8k — 1) 1~ (@212 — c2y?)

L7 g212 __e2v2
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Bij de verdere herleiding, waartoe eene machtsver-
hefing gevorderd wordt, zal het onderscheid tusschen
hel positieve en negatieve tecken van den tweeden
term van het tweede lid der vergelijking verloren raken.
Voor z de waarde ¢ cos ¢ — (2k — 1) 1 (r2—c?sin¢)
schrijvende, ziet men bij de beschouwing der figuur
(1) z=00-(2k-1)AC=0C+ AC-2k. AC=0B-2k.AC
en volgens de eerste gegevens voldoet de kromme
gan de voorwaarde

(2) z=A0 + 2k AC

Voor (1) kan men schrijven no= 00 + (1 — 2k) AC

voor (2) z =00 — (1 —2k) AC
zoodat de vergelijking der kromme wordt
z—= 0C 4 d AC rijinde ¢ de constante
waarde van 1 — 2k
of

== ccogy + 1~ (1?2 — c2sin? @)
(B) x2 +2x2y2 L-yh-2ex3-Zexy? -¢2x? 1 02(y%(?-r?)-r’x%) =0
of
(x2 4 ¥ — ex)? 4 02 (32 (c* —1%) — r2x?) =~ o
Verplaatst men den oorsprong der codrdinaten naar
M, zoo wordt de vergeljjking:
(22 -+ ¥+ ox)? + 02 (* (¢ —1%) — 1 (x+¢)’) =0
. In deze vierdemachtsvergelijkingen zijn nu telkens
twee krommen opgesloten., welke in de raakpunten
der uiterste smijlijnen met demn cirkel fe samenkomen.
Wilde men elk der krommen afzonderlijk beschouwen,
dan zal dit niet anders kunnen geschieden dan door
middel der poolvergelijking (A). waarbi) dan hetzij de
pogitieve of de negatieve waarde der wortelgrootheid
alleen moet genomen worden , wat later geschieden zal



21

Deze vergelijking dnidt aan dat de kromme syrme-
trisch is ten opuichte van de lijn OM, aangesien er
stene onevene machten van y voorkomen. Overigens
komt de kromme in niets overeen met eene der be-
kenden.

De vergelijking (B) is slechts in vijf bpzondere ge-
Vallen tc ontbinden in factoren. 1o Indien §=1;
2, 5= —1; 3% g=0; 4° ¢—1r en Bo 8 ==0;
Welke gevallen geheel van elkander onafhankelijk zijn.

De heide eerste gevallen samenvattende, zoo zal in-
dien wy stellen 6= 1, de nieuwe vergelijking , zoo
als trouwens klaarblijkelijk is die des oorspronkelijken
Cirkely zijn. Deze substituties verrichtende, zoo vin-
den wi voor de eerste gevallen:

Xt —2ex® 4 (62 — 1) x* — Qexy? 4 2x%y% 4
(2 —r)y? - y* =0 of
(x*+ 7)) (x* — 2ex -y 62— 1Y) =0
Zinde de tweede fachor aan o gelijk gesteld, de ver-
gelijking van den cirkel,

Voor 0 =o words (B)

X4 Oxey? 4 yi — Qex® — Joxy? 4 otP=—o0 of

(x*+ y* —cex)2=o0
2inde dege vergelijking die eens cirkels van welken
het middelpunt gelegen is op de helft van OM. Sub-
Stitucerende mam, x — K-4m in %21y —ex=—09
“00 vindt men x? +2mx 4+ m?*+y? — ex — cm = o,

De substitutie m = ¥ geeft

_ X} yres % E

De straal is dus % ¢ en de cirkel gaat door de
Punten O oy M

Voor ¢ =1 wordt (B)




B

22

xt o 2x%2 1oyt — 2rx? — 2rxy” —13(4g* — lxF=— o
dan wordt tevens de oorsprong verplaatst naar den
omtrek des cirkels. De vergelijking schrijvende onder
de gedaante

xt — 9rx? 4 (2y® — 40%2)x* — 2rxyt - yr =0
700 valt gemakkelijk in te szien dat het eerste lid in
factoren kan ontbonden worden nam.:
fxb g2 128 —Lxt {¥*4-y° — 225 4-1)x} —o.

De vorm dezer twee factoren geeft te kennen dat
ingeval c==71 is de kromme, zgl bestaan wmt twee
cirkels, welker stralen zijn r(s — %) en 1(3 + %).

Blijkens den vorm deger factoren is, onafhankelijk
van de waarde van ¢, de cirkel, voorgesteld door de
vergeljking

%2 4y — (@0 ljx=0

steeds gelkeerd aan develfde zpde van de raaklijn door
( asn den oorspronkelijkon eirkel getrokken. De
tweede cirkel is naar deze zelfde zijde gekeerd voor
elke waarde van ¢ Kleiner dan % maar is naar de
tegengestelde zijde gekeerd voor d > %, in welk geval
de beide cirkels elkander uitwendig raken.

Voor ¢ — o wordt (B) na deeling door x2 -+ y?
x2 4 y? = 4dguz
zijnde de vergelijking eens cirkels wiens straal is 2 o7

Hernemen wij de poolvergelijking

7= ¢ cor ¢ & 3 1L~ (12 — c%in ¢)

dan zal voor congtante waarden voor ¢ en v, de vormd
der kromme alleen afhangen van hef getal o. Ingeval
de oorsprong in het middelpunt ware gelegen van den
¢irkel CM dan zouden de verschillende krommen £€°

lijkvormige figuren zijn en wel concentrische cirkels:
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De vrasg: hoe groot moet & genomen worden opdat
de kromme één- of tweemaal een punt.met den oor-
sprong gemeen hebbe, voor welk geval dan z éénmaal
of meermalen o wordt, kan op de volgende wijze
beantwoord worden. Moet de kromme slechts éénmaal
door den oorsprong gaan dan zal wegens de aan.ge-
toonde symetrie dit slechts kunnen plaats hebben voor
eene waarde van ¢, welke, zonder acht te slaan op
het verschil van positieve of negatieve teekens, slechts
eenmaal voorkomt, d. i. voor ¢ == o. Deze bijzondere
Waarden van 7z en g in de vergelyking substitucercnde,
vindt men:

o—=—c¢—gJr dus & :L_
T

Om deze kromme te construeeren neemt men op de
“mijlijnen aan weerszijden van den boog C M stuk-
ken welke vierde evenredigen zijn tot de middellijn,
den afstand van den oorsprong tot het middelpunt
en de koorde op de snijlijn gelegen. Voor & < =

5
kan 7 piet o worden tenzij ¢ =1 worde, een geval
dat reedy besproken is. Voor g >% zal de krowmme

r
‘G‘Weemaal een punt met den oorsprong geméen hebben
ligoenge in twee snijlinen welke eenen gelijken
hoek maken met den oorsprong der hoeken, terwijl
e cene ook + ¢ en de andere — o zal zyn. De
vergelijling wijst trouwens asn dab voor - ¢f en —g¢f
de Waarde van z dezelfde blijft; immers cos o =
€08 (— &) en 8inZy = sin(— ¢). De waarde van e voor
Welke het gozegde 7al plaats vinden wordt gevonden door
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o—=ceeone k4 1V'r? — ¢’ sin? @
uit welke vergelijking men zal vinden

i el = ]/1‘252_@‘1
sin ¢! = =+ IS
e 52 — c2

Substitueert men in deze laatste vergelijking J i
@

zoo komen wij tob het reeds gevondene resultaat terng.
Ook geraken wi] tot ecene bekende eigenschap des
cirkels indien ¢z=r genomen wordt waardoor sing=—-1
of ¢=90°0f270° d. 1. zal een cirkel slechts één
pnnt gemeen hebben met eene snijliin. welke door
cen punt van den ombrek gaat, zoo moet de snjjlyjn
in dat punt raaklyn zijn.

7 (4] . » ; ;

[ngeval & — — verkrijgt men figuur OHEJFLO;

¥

voor welke de vergelijking (B) dan verandert in:

Ge Lo
e —712) o _ 0
T2 :

%t 4 2x2 2 4 yb — 2ex% — 2exy? 4

Uit de figuur blijkt dat te beginnen bij de waarde
§ — o, de eene fak der kromme hare holle zijde en
de andere hare bolle zijde gekeerd heeft naar den
oorsprong., Ook zal bij het toenemen der waarde J.
de eene tak der kromme, welke hare holle zijde naar
O gekeerd had, deze van genoemd punt afgewend
hebben. Is er eene waarde voor § te vinden, zooda-
nig dat de bedoelde tak eene rechte wordt. Aangezien
de kromme steeds door de punten E en F moet gaan,
zoude voor deze bijzondere waarde de kromme in de
koorde EF zijn overgegaan. Kan de rechte EF de

verschillende koorden AC, GM, enz in punten snij-
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den, waarin de koorden in stukken verdeeld worden .
welke in degelfde verhouding tot elkander stasn. Voor
de koorde GM wordt de genoemde verhonding gevon-
den door het trekken der koorde EF en het berekenen
van hef quotient: MN : GM.
Nu volgt uit den vechthoekigen driehosk OFM, om-
dat 4 MNF recht is onmiddelijk.
MN r
GM ¢
De vraag kan nu terugwebracht worden tot het
onderzoeken nasr de mogelijkheid of de vergelijking :

a

Z — CCos g — V (1% — 2 5in2 o)

G
die eener rechte kan zijn. De rechte EF heeft tot
poolvergelijking.

2

£2 —— =
z2z==ONsecp—= " " gecy.
e
Bijaldien de eene tak der kromme voor eene bijzon-

dere waarde van ¢ konde overgaan in de rechte HF,
zoude

¥ : o o
Ceosy — (P —ePsin?e) =" gsecy
¢

tene identieke vergelijking moeten zijn. Stellen wij
“In dit te omderzoeken gemakshalve ¢ = 2r, dan vin-
den wij, de vergelijking fen opzichte van ¢ oplossende,
Yoor ¢ in plasts van eene onbepaalde waarde begrensd
tusschen de twee uiterste grenzen voor de hoeken
Welke de raaldijnen aan den civkel met OM vormen
?==0 of ¢—=-4380°% Deze bepaalde waarden van
®: voor de punten die de kromme gemeen heeft met
OM en et de raaklijnen, duiden asn dat genoemde
3
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vergelijking geeme rechbe kan zijn , voor eenige waarde
van 4.

Dat voor eene bijzondere waarde van ¢ de kromme
niet overgaat in eene rechte toont aan dat de kromme
niet bij den overgang, in al hare punten be geljker
tijd hare bolle zijde naar den oorsprong keert.

Waar zal voor elk punt der kromme die tot EGF
nadert de genoemde overgang plaats hebben? WNemen
wij fer bP.LUl’T\’L-ULﬂl}l‘F dezer vrang de poolvergelijking

g— ¢ e8¢ — 017 (t? — e*sin? )
hehoorende bij die talk der kromme, YooOr welke wij

cerst ous onderzock instellen. Tmmers indien

3 o i s 32 d*z
V =24 2 (_) — 4 © % pegatief zijnde, by ver-
L e de?

andering der veranderlijken overgaat in eene positieve
grootheid , of omgekeerd. Nu is ‘
42 — o2 cos® ¢ - 20 cos ¢V (1% -¢sin*@) + 3%(r?-c%sin® @)

dz ; gin ¢ cos ¢
— — ¢csn g4 doi
de 1?2 .".m“r")
&’z L 12— 2r%gin® @ 4- ¢ sint o

co8 @ =+ 9 ¢’

dep? (1‘“ — c*gin” p)

Door substitutie en na ecnige aangebrachte vereen-
voudigingen zal men vinden:
(2712 — 2etsinp-+00 25— 4oy’

@ —¢ sin’ @) ¥ W

1-"v2

_¢in?e

N

(28 et #in’ o e + 6 17 ¢ sin’ @
e
(1‘ —— @Zsin’ o) o

iuﬁ“ rtcos ¢ — 4¢* ed a9 sir sin’® ¢ cos ¢ +- ¢® 9 17 cos ¢

(¥ — ¢ 2 gin® g) %
beoordeeling van de ]Jo‘;ltww of negatieve waarde

Ter
van deze witdrukking moet de waarde van ¢ en van J



bekend zijn, als ook de verhouding welke er bestaat
tusschen e en r; dewijl het teeken van V afhangt

van ¢, J en e,

=
Het algemeen antwoord kan nu luiden: ingeval de
bovengevondene waarde van V negatief is, zal een
punt der kromme , behoorende bij aangenomen waar-
den van de in de formule bevatte variabelen, behoo-
ren tot dat gedeclte, dat zijne bolle zijde nuar den
oorsprong gekeerd heeft. Nemen wij als toepassing
een punt der kromme, hehoorende bij de waarde
¢ =0, welke waarde steeds aan ¢ cigen kan uijn,
onafhankelijk van de grootte van & en van de ver-'
houding die er bestaat tusschen den afstand van den
oorsprong tot het middelpunt en de grootte van straal.
Na substitutie en herleiding wordt dan de vorige formule :’

2efr - G203 - %3 — el — ¢35
T

Aangezien de noemer steeds positief is, zal het
teeken wvan de vereenvoudigde vorm negatief zijn,
200lang

36912 - 35 > 267 4= e 4 U3 of 1ndien
e0% 4 9%8 — 3 — Beor? &« —Dedr

Fene grenswaarde voor & vinden wi) indien wij het
Cerste 1id der laatste vergelijking gelijk aan (—2cr)
Stellen,

Indien aangenomen wordt dat p < 2c%

e + 19) - d(ed — 3er?) = —p

§— 34 3er2 ¢d 1 3er? \?
e 57 : o + - : ) Lk P
2(ctr + r¥) 2(c? 4 13), ¢ 413

Zoo lang aan p eene waarde wegeven wordt welke

)
.-)*
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overeen te brengen iz met de gestelde voorwaarde,
700 zal deze waarde van ¢ asngenomen wordende de
kromme voor ¢ =0 zjne bolle zijde naar den oor-
sprong gekeerd hebben. Substitueeren wij p = 2¢%r in de
formule, zoo vinden wij voor de vermelde grenswaarde :

§:i of
| i

De eerste grenswaarde van ¢ iz in het oog loopend
bij het beschouwen der figuur, asngezien de kromme
in dit geval juist door den oorsprong gaat, namelijk
OOEIFLO. Neemt men voor § eene waarde grooter

(5

dan = , dan gaat deze laatste over in de kromme
r

ONEPFQO RSTO.

Wat aangaat het beloop der andere tak der kromme,
700 7al eene beschouwing der figuur ons ot de over-
tulging brengen dat zij mooit hare bolle zijde naar
den oorsprong zal keeven. Analytisch bewijzen wij
dit door aan te toonen dat indien de vergeljking is

Z = ¢ eos ¢ + &V (r*— c%in?d)
nooit eenige waarde van # aan de uitdrulkking
dz \? dz
et s e
dg«‘) d
ene negatieve waarde kan geven.
De cerste en tweede differcntialen zoekende van %,

N = g2 4= 2 (

zoo vinden wij
78 = cteog?e - 2edeosd 1/ (12 — clsinfe) 4 (2 — ¢*sin’¢)
% — __ @ posg — del —
% Ve — o)
d*z 3
DS—aeosy — W= e

d¢? (r* — e%ny)”

SIN@COSP

1 — 2p%in'y - ciinte
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Deze waarden substitueerende in V zoo vinden wij
dezelfde formule als im het vorige geval, alleen met
verwisseling van de teekens der drie laatste termen
van den fteller. Voor eene waarde ¢ — o wordt de
formule na vereenvoudiging

26 4= FPr - %3 1 36dy® 4 o3

T

Aangezien alle factoren ., in de termen voorkomende ,
Positiel zIjn, zoo bestaat er geene mogelijkheid dat de
laatste vorm ooit negatiof wordt. De tak EME zal
dus bij elke waarde welke men aan de veranderlijken
geeft, hare holle wijde naar den oorsprong der codr-
dinaten gekeerd hebben.

Wij hebben steeds het geval besproken dat ¢™>r
en met een enkel woord gewag gemaakt van de ver-
andering die de kromme ondergast ingeval ¢ =— r
wordt, Er blijft nog over met een enkel woord het
geval te bespreken dat ¢ < r.

De vorige resultaten blijven voor een groot deel
geldig; de kromme wordt echfer eene andere.

Fig. ITI. De cirkelhoog EMF uit de tot nu toe
behandelde kromme, van waar de stukken werden
afgepast, welke in eene gegevene verhouding stonden
fot de koorde, gaat nu over in eenec geslotene kromme
Welker punten gelegen zijn op het midden der koorden.
De vergelijking deser kromme wordt gevonden door
M wmet het midden dier koorden te verbinden, dan
zal , aangezien deze verbindingslijnen loodrechten zijn,
behoudens dezelfde notatics als hoven

ZE-C 008 e
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de vergelijking =zjn; waaruit blijkt dat de kromme,
welke wij den naam wvan richtlin willen geven, cen
citkel is, wiens straal iz % e, en gaande door de
punten O en het middelpunt des cirkels. De vereeni-
vingslim dezer punten is ccne middelliin. Voor deze
kromme zal dezelfde vergelijking gelden als die, welke
wi] voor het eerste geval gevonden hebben; echter
wordt de waarde van z mniet meer beperkt door de
voorwaarde dat de hoek ¢ aan zskere eischen voldoen
moet.

De verhouding _Y  kleiner zijnde dan 1, zoo zal

7

de kromme eene geslotene ziyn, even als wanncer

el

= 1 genomen wordt. De verhouding die er be-
o

sbaat tusschen den straal en den afstand van den oor-
sprong tot het middelpunt des cirkels bepaalt dus de
uitgebreidheid der kromme, zonder dat ooll eene on-
eindig voortloopende tak lkan ontstaan.

Met een enkel woord zij hier nog opgemerkt, dat,
indien het punt O op oneindig grooten afstand ver-
wijderd is, en dus de snijjlynen oyvergaan in onder-
ling evenwijdige rechten, de kromme gaande door het
midden der koordem is overgegaan in eene rechte
loodrecht gericht op de snijlijnen. De kromme welke
nu onbstaan zal door aan weerszijden van de genoemde
loodlijn (middellijn) evenredige deelen der koorden af
te meten, is, volgens eeme bekende constructie eene
ellips , welks vergelijking is (dz)? 4 y' = &%, zijnde hierhyj

het punt M de nieawe oorsprong der cotrdinaten.




3. COMBINATIE VAN EENE RECHTE MET
EENEN CIRKEL.

Fen santal Ljnen uitgaande van een punt O snijdt
eene rechte en eenen cirkel. Men vrasgt de kromme
te bepalen gaande door de punten dier snylijnen,
welker afstanden tob de rechte en den cirkel in eene
gegevene verhonding staan.

Stellen wij den cirkel en de vechte voor door de ver-
gelykingen :

(x —a)? + y2omy? yoamex b
¥ — mx substituserende :
g o =17 (:1'2 -+ ]]12{1-2 = .‘LE}‘, Ryl b ,
14-m? l m-—-e
¢ MY @ )
1 4 m?

stellende dat de rechte den ecirkel niet snijdt en met
betrekking tot den oorsprong véér den cirkel gelegen
15: dan zullen
= x, +k(x —x3) en %z xy - K(xp — x5). (%)
de punten zijn van twee krommen.

Ingeval zonder snijding van de vechte en den eirkel
de cirkel gelegen is tusschem den oorsprong en de
rechte gelden de absecissen:
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Inx

oo x 4 k(xy —x) en 7= xp 4+ k(xg — 1)

De sabstitubie geeft
( feia e D) :
e z;]? By et — ) ‘-m e D ey

i -+ m?

e k{ — kf _.4'—:“12(7‘2 — HF):)} +(1— k)—}z‘“ -(2)

4 e

m—c

ek P glatvE tmie — e o
m—¢ | Itme

=k P 4 pltsVET o —a)) } (4)
i 14 m?

Blijlcbaar zullen (1) en (2) of de beide vergelijkin-
gen (e), als meu de grootheden welke niet onder het
wortelfeeken staan in het ecrste lid brengt en daarna
de aldus geschrevene vergelijkingen tot de tweede
macht verheft, dezelfde eindvergelijking opleveren, in
welke de twee verschillende krommen vervat zijn.

Hetzelfde geldt van de krommen (8) en (4) of de
beide vergelijkingen ().

Door (1) of (2) te herleiden ter opsporing van eene
waarde van m, zal men vinden:

x (m? — em™m — ¢)—h (1 — k) (1+m*) —a k (m—c)
=k(m — ¢) ¢/ (* + m’(x" — a®) ).

De onbekende is nog aanwezig onder het wortel-
teeken. De laatste vergelijking moet dus wederom tot
de tweede macht wverheven worden, waardoor eene
zesdemachtsvergelijking zal ontstaan. Even zoo iz het
gesteld by de ontwikkeling van (3) en (4). Tot controle
van de gevonden zesdemachtsvergelijking zoude men
ar=h o kunnen stellen, waardoor zoo als duwidelijk
is de waarde van m in y == mx gesubstitueerd de ver-

gelijking van een' cirkel zal te voorschijn treden.
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Immers yoor a =b==o0 zal men na deeling door
(m — ¢y y/(m® + 1) vinden:

m*s’ o=y e i — 2 znde de  vergelijking van
eenen cirkel welke fr fot straal heeft. Wi zullen de
poolvergelijking dezer kromme opsporen. gebrnik ma-
kende van de figuur, en daavenboven een bijzonder
‘geval bespreken, waardoor de nieuwe kromme in de
theoretische mechanica eene beteekenis verkrijgt.

Zy RS de gegevene rochte en MI der gegevene cir-
kel. Stel AO = a, MO = b; trek GM loodrecht op
den straal OD.

Z1y BN —k.BE en BN’ == k.BD.

OB : OA —=sin o : sin (& — o)
OB— _° SITL &
‘ sin (¢ — @)
OB = 0 — BG = b eos ¢ — 1/(2* — b*sin® ¢)
0D =0G 4+ BG =heos ¢ + /(1 — P sinte).
ON=0B--k.BE-z0B-+ k(0OE—O0B) =(1—k)OB +k.OE
& 51N
= gin (¢ — ¢)
ON=0B4k.BD==0B +k(0D—0B)=(1—k)OB + k.0OD

q gin o

u:—k%beoseo—y{r“—h?sinﬂf?)i - (®)

==(1—k)

i -k } beos ¢+ 1/(x"—b’sin’¢) ; . ()
Aim (& — ¢}

Deze beide vergelijkingen, die voor de krommen
gelden, welke op de twee asngedmide wijzen ontstaan
duiden aan, dat er op eene eenvoudige wijze eene
vergelijking af te leiden 1z, die de twee krommen
bevat, en wel door voor de wortelgrootheid van (o)
of van (8) het dubbele tecken -+ te plaatsen.

Uit genoemde vergelijkingen blgkt, wat trouwens
ook volgt wit den aard der figuur, dat beide krommen
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de punten gemeen hebben voor welke r* — bsin®@ = o
is, of ook blijkt dat voor de gemeenschappelnke pun-
ten de hoek ¢ eene waarde heeft, aangeduid door:

r

‘b

d. . indien de snijlijnen overgaan in vaaklignen. De

bijzondere gevallen dat k de waarde verkrijgt van
1 of o, behoeven wegens de van zelt in het oog loo-
pende gevolgen geene bijzondere vermelding , even min
als het geval dat a == ¢ wordt, wanneer de kromme
overgaat in cenen ecirkel, maar tevens het vraagstuk
ophoudt het bedoelde te zijn.

Ken bijzonder geval doet zich voor ingeval de rechfe
gaat door het middelpunt des cirkels, zoodat de ver-
gelijkingen overgaan in
(1—k bgin e

i kgb cos ¢ &= 1/ (x* — b? sin? @)
sin (e — ¢)

Ligt daarenboven het punt o in den omtrek des
cirkels, en is dus a == b == r en ook « == 90°, zoo
veranderen de vergelgkingen («) en (5) in:

z==(1 —k)rsecy en
g==(1—Kk)rsccee+2kreose . . . . . (g

zijnde de eerste vergeljking die eener rechfe even-
wijdig aan de gegevene, en de tweede die eener
kromme, wellke blijkens de vergehijking op twee recht-
hoekige cotrdinaten symetrisch is ten opzichte wvan
eene der assen. 7y IM de abscis, I de oorsprong,
zoo verandert de laatste vergelijking na eenige her-
leidingen in:
x3 4 xy? = x4 + yor — kiy? + krx? of

(4 y2) (x — 1) = (2 — ) br
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De laatste verzelijking kan ook voorgesteld worden
onder den vorm:

== (e y

.1}"! =X / ".—+_f’7" * " T * d)

]’ r(l—k)—x “
Uit (y) blijkl dat voor eene waarde ¢ = 90°,
7z oo is; de ordinaat is dus asymptoot aan de kromme,

Uit de vergelijking (4) volgt, dat alle krommen, voox
welke genoemde vergeliking geldt, door hetzelfde punt
van den omtrek des cirkels gaan. Immers voor x—r
zal ook y=-rzijn. Ook hebben deze krommen eene
andere eigenschap gemeen , in zooverre zij alle een
buigpunt hebben, welks ordinaten weder afhankelyk
Zin van de waarde van k.
Differentieerende, zoo vindt men:
(- (2 —k)rx—x

dy __ le(l— k) — X}z
dx (K — ] —|—k‘)>

ol it 4

l/ r(l —k)—x

&y x(k—2)+2r (1 —K)
e (r(1—k) —x}% [x—r(l+k}%
Uit de waarde van de tweede differentiaal blykt

e

(£)

dat voor

4 B A B
o =L ;1 ﬁii), xzr(l—Kk) en xor (1 + k)

% B
de govondene (£) o of — kan worden. Om te weten
O

of deze waarden van x de abseissen zijn van de buig-
panten der kromme, moet onderzocht worden of deze
drie waarden, met cene kleine grootheid % vermeer-

dy

L

derd en verminderd, in de waarde van gesubsli-

X
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tueerd, aan de tweede differentinal verschillende tee-
kens geeft.
Substitueerende in (3) de waarde

gk, (ATl el B iy
2 —k
zoo vindt men na de noodige herleidingen:
— h(2 — k)

(3kr(l —k) — h(@ —k))?

]/{%111(14; ) —h(2 k))(ll(uk h(h_a));(n

..41(1 - i\gj

substitieerende x = o 4+ h
et g

zoo vindt men -
| n@ — k)t
[Blr(l — k) +- b2 —k))°
| (3kr(1ﬁk)+h{2 %, L:))(kr(} k) + 11(1;—2))}(21

voor x==1r(l —k)+h

wordt de bovenstaande formnle
Bki(k — 1) +h(k — 2
W/ ! "h("kl 0 T S
terwyl x ==r(1l —k) —h substitueerende g geeft
Bkr(l — k) — h(k — 2)
oo B — Bitr — B} © Sy Al
terwijl de substituties der waarden
x=r(l +k+h en =x=r(lik)—h
beurtelings geven
bk —2) — kr(1 4 k)
(2kr - hY¥ ¢/ ! h(— 2kr - b} = (B
en h(k —2) + k(1 + k)
2k — h)?y/ {h(2kr —h)}
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Van deze grootheden =zijn, bljkens de negatieve
vormen achter het wortelteeken, (4) en (5) onbestaan-
baar; waarnit volgt dat voor de abscissen x = r(1 — k)
en x==1r(l + k) de kromme geen buigpunt oplevert.
Aangezien k kleiner is dan | en 7 eene zeer kleine
waarde heeft, zoo volgt hieruit dat (1) negatief en
(2) positief is, en dat de kromme een buigpunt heeft
in het punt welks abseis is
2r(1 — k%)
2—k
De krommen welker vergelijkingen aangegeven wor-

o ==

den door (9), hebben dus twee buigpunten, overeen-
komende met de twee punten welker abscissen zijn

Voor de ordinaat van dit punt zal men na substi-
tutie van laatstgenoemde waarde in (§) vinden:
y:::EE]/ B(1+-k-2k*-2k3 4 )4 +k8)_ 2r(1-k% Vi 3(1 -+Xk)

3 4 — 8k 4 bk* — k3 32—k)* - 1—k

Ellk der krommen heeft dus twee buigpunten, welke

aan weerszijden van de abscis gelegen zin. Aange-
zien de codrdinaten dier punten ook afhankelijk zijn
van de grootheid k, zoo vallen genoemde buigpunten
niet in elkander, indien aan k verschillende waarden
wegeven worden.

Reeds is opgemerkt dat onathankelijk van de bij-

zondere waarde aan k te geven, alle krommen zullen
gaan door de punten, wier coordinaten zijn X ==r,
Yy==-r. KEéne dier kvommen heeft in dit punt zyn
“buigpunt, namelijk die welke sangeduid wordt door (4) |
mgeval k — % is, dus
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y::l/, ":Zxé ar

—

De kromme voorgesteld door (d) heeft in vorm veel
overeenkomst met de eonchoide van Nicomedes, en
wel in het biyzonder met de bovenste tak van deze,
of ook met de kromme van Agnesi (eng. witch of.
Agnesi), en komt met eerstgencemde lijn in eenige
eigenschappen overeen, Zoo heeft de bovenste con-
choide twee buigpunten en twee oneindig voortloo-
pende takken. Fig. V stelt de hier behandelde kromme
Voor.

Kindelijk z1) nog opgemerkt, dat ingeval de mid-
delliin gelegen iz in de rechte, welke het punt buiten
den cirkel met het middelpunt vereenigt, de krommen
welke dan ontstaan alle cirkels zijn, welker middelpun-
ten en stralen afhangen van de ligging van het punt,
waartit de  straalbundel getrokken wordt en wvan de
grootheid k. Dit verdiende geene hijzondere vermel-
ding, aangezien de op deze wijze ontstane krommen
te rangschikken zijn onder de krommen, waarover
met een enkel woord sprake geweest is in het begiu
van dit proefschrift met het doel om noodelooze her-
halingen te vermijden. Hier ter plaatse wordt echter
deze byzonderheid ten overvloede aangestipt met het
oog op het volgende.

De kromme waarvan in deze afdeeling sprake is,
heeft, voor zoo verre wij ons bepalen tot het geval ,
dat de rechte eene middellijn is des eirkels, in de
theoretische mechanica nog eene bijzondere beteekenis.
Bekend is dat, als de richtingen van 3 krachten.
welke met elkander evenwicht maken gelegen zijn in het
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vlak dab gebracht wordt door de drie aangrijpingspun-
ten, alsdan de richtingen, verlengd wordende, elkan-
der in ¢én punt moeten snijden. Stellen wy onsg het
vlak der feskening (fig. V) als het verticale vlak voor
en de lin BS gericht naar bhet middelpunt der aarde.
Zij MC een staaf, welke in M om een scharnier draai-
baar 18, zoo dat de staaf omdraaiende in het verticale
vlak de verschillende standen aanneemt, voorsesteld
door de stralen van den cirkel. Laat die staaf in elk
dier standen in evenwicht gehouden worden, behalve
door den weérstand aangebracht door de schawmier,
door eeme kracht ultgasnde van een punt O in het-
zelfde vlak gelegen waarin de draaing plaats heeft, en
steeds gericht naar dat mteinde der staaf, hetwelk den

b. v. door een draad

omtrek des eirkels beschrift;
zonder cewicht, welke draand nasr gelang van den
stand dor staaf moet vervangen worden door een on-
buigzaam stangetje, mede zonder gewicht. In elk der
standen zullen het middelpunt M, het punt O en het
ewaartepunt der staaf drie aangrijpingspunten van
krachten zijn, en wel van den wedrstand n M, van
de gpanning der draad en van de zwaartekrvacht. Is
de staaf in een der standen in evenwicht, zoo zullen,
volgens het zoo even opgemerkte, de drie richtingen
der krachten elkander in één punt moeten smyjden.
Bepaalt men voor elk der standen gezegd snijpunt,
200 zal het geheel dier snijpunten de bedoelde krome
opleveren. Wiy zullen tevens aantoonen dat voor hef
geval de staaf homogeen is en overal dezelfde afme-
tingen heeft, dit geval overeenkomt met het aannemen

der waarde voor k = %, en dat het geven der verschil-
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lende waarden aan k overeenkomt met de verschillende
plastsen van het zwaartepunt ingeval de staafl niet in
een der genoemde gevallen verkeert,

Nemen wij aan, dat het zwaartepunt gelegen is in
het punt D, dan zal dit even alg het uiteinde ¢! tiydens
de omdrasing een’ cirkel beschrijven. Trekt men voor
elken stand der staaf uit het zwaartepunt eeme lijn
evenwijdig met de verticale RS, zoo zal het ontmoetings-
punt dezer laatst getrokkene en van de rechte die het
uiteinde der staat met O vereenigt, het gemeenschappelijk
agngrijpingspunt der krachten zijn of die der resultante.
Beschouwen wij twee standen MC en MC’, zoodanig dat
de viteinden C en C’ op dezelide snijlijn gelegen zijn
welke men uit O trekt, en veronderstellen wij dat het
mwaartepunt der staaf gelegen isin een punt waarin de
staaf verdeeld wordt in deelen die tot elkander in reden
staan als de getallen 1 en k, dan iz klaarblijkelijk na
het treklken der richtingen van de krachten

CA:CB=CD:CM en A’: (B =D’ : (M.
De gedeelien der snijlijnen begrepen tusschen de snij-
punten van deze mef den cirkel en de verticale mid-
dellijn, worden dus ook hier in deelen verdeeld welke
in eene gegevene verhouding tot elkander staan. ITet
vraagstuk is dus teruggebracht tot het bijzonder geval
‘van het in deze afdeeling behandelde.

Was het punt O gelegen in het verlengde van de mid-
dellijn, zoo zoude ook het aangrijpingspunt der resultante
een’ cirkel beschrijven, wat ook plaats zal hebben indien
het punt O gelegen ware op den omtrek des cirkels en
wel daar woar de verticale middellijn dezen snijdt.




4. TWEE CIRKELS.

Dit vraagstuk wzal het groote bezwaar opleveren dat
ter opsporing van de waarde van m eene vergelijking
moet opgelost worden waarin de onbekende voorkomt
i de achtste macht, zonder dat genoemde verpely-
king in factoren is te ontbinden. Zelfs verdwiint dit
bezwaar niet bjaldien de ecirkels concentrisch Zijn.,
wat uit het volgende voorbeeld blijkt,

Ziin de vergelijkingen van de cirkels

(x

afd yi==1* on (X— af + o=t
m welke t < r
bij substitutie van y o= mx

vindt men voor de abscissen der 4 snijpunten

e rg"f‘“mg(,ru—ﬁﬁz) } -1/ { t"’—;-m“(af A)}
X = T e - Ky == e
e a—y/{ " +mi(r’—g?) ] ay— P i —a?))
- T R Vi i

I
Stel de abseis van een punt der kromme moet vol-
doen aan de voorwaarde:
Xt oo xy 4 k(® — xg) == o - (1 — k)x,
dan vindf men na substitutie
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x(14 m2)-a=ky {©*+m:(r*-a%)} + (1-F)/ {t+mx(t*- a?)}
Ingeval & = o wordt zoo komen wij tot de vergelijking:
ms x2 — {t + k(r — t)}— x3
of yP4-xt= {t—{—k (r—t)}ﬂ, z00 als te verwachten
wag. Opdat het vrasgstuk oplosbaar zij behoeven de
cirkelz niet concentrisch te zijn. Er iz nog een geval
dat cchter tot eene eenvoudige kwestie behoort waarin
in eenigen zin voorzien is in de inleiding, ter plaatse
waar sprake was van noodelooze herhalingen, d. i
als de stralen der beide ecirkels tot elkander in reden
staan als de afstanden der middelpunten tot den oor-

gprong en dus de beide eirkels zijn

(x —a)yt+ yi=1 en (:s{ i )q—}«v::t
I

wij zullen dan weder een cirkel verkrijgen, wiens ver-
gelijking 1s:

[x— fla +(1—) i f]“" *%-ysgr-z{z;.*«(}ﬂk)ﬁf

T




2. OVERIGE KEGELSNEDEN.

De cirkel reeds besproken zijnde, zoo zal met een
enkel woord gewag gemaakt worden van de andere kegel-
sneden , om naar aanleiding van eene bijzondere clgen-
schap, die zich bij den cirkel voordoet, een onderzoek
m te stellen in hoe verre dit bljmudm geval ook
bekende krommen oplevert bij de andere kegelsneden.

Gaan we uit niet van de algemeene tweedemachts-
vergeljling maar van de algemecne topvergelijking :
YP—=px' +qx*, in welke p de purameter en ( eene

grootheid is, welke voor de ellips, hyperbool en de
parabool respectievelijk eene negatieve, positieve waarde
verkrget of o wardt.

Stellen wij Y=y—t en xw—x—u
dan zal de aln‘emwnc vergelijking voor de drie kegel-
sneden voor rechthoekige -cosrdinaatassen Zn

V' — 2yt 4+ — px + pu — qx* + 2qxu — qu*==o
m welke vergelifking — n en — ¢ de codrdinaten 710

¥an den mnieuwen Oorsprong en ook van het punt
Waarnit de snijlijnen getrokken worden ten opzichte
van het codrdinatensystopm by de oorspronkelijke ’ropm
vergelijking.
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Substitueerende y == mx in de laatste vergelijking,
%00 vinden wij:
x* (m* — ) — x (2mt - p — 2qu) == qu* — pu — ¥
voor de twee waarden van x uif deze vindt men:
2mt - p — Zgu
X1 = — =
2 (m* —q)
b {p’-+ 4mpt— Bméqu + dm' qu — 4m’ pu 4 dqt*}

i‘ 2 (m* —q)
2mb <+ p — 2qu

i - 2 (m* — q)

L~ 3 p? 4+ dmpt— S8mitgu 4 4 m*® qu? — 4m® pu - :1qt9}

2 (m*—q)
stellende de grootheid onder het wortelteeken = f,
zoo is de sbscis van elk punt der verlangde kromme
| 2m — 9qu 4 (2k—1) y/f
0 gy, — ) = 2RUHE — ddu o (B ]) v
2(m’* —q)

' y' = mx’ zijnde, zoo moet wederom de waarde van

m uit de laatste vergelijking opgespoord worden.

Wederom stuiten we op eene hoogeremachfsver-
gelijking , terwijl by den ecirkel gebleken is dat ook
zonder deze op te lossen, wi tot het resultaat kwa-
men dat cene willekeurige waarde van k fot krom-
men voerden, welker vergelijkingen tot hoogere machten
opklommen. Door k == % te nemen, verkrjgen we
daar een’ nieuwen cirkel. Het is min voornemen om
na te gaan in hoeverre deze bizondere waarde van
k sanleiding geeft tot het verkrijgen van bekende
krommen bjj de andere kegelsneden,

Voor k = % wordt

¥y imt_—'—_ Bz tht
2(m* — q)
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Deze vergelijking ten opzichte van m oplossende,
zoo vindt men

e _t_j;. V (- 2px — dqux - 4gx?)

2%

(2mx — 5 == (2y — £)® = *  2px — 4qux - 4g5° of
(1)  2q9x* — 2y 4 (p — 2qu) x - 2by == 0, zijnde de
vergelijlang van de kromme.

1. Parabool.

De vergelijling (1) gaat, indien de primitieve top-
vergelijking die eens parahools is, over in

— 2y’ + px + 2y =0 omdat q ==o is.
A= — AB=—o

r——D(BD . -CE) —B(AE—CD)—F({(*—AB):=% p?
dus niet o.

De nieuwe vergelijking : — 2y + px -+ 2ty == o is
dus weder die van een parabool.

2.  Ellips.

q i3 negatief

schrijvende (1) onder de gedaante :
— 2qx° + 25" — (p — 2qu)x — 2ty —o.
A=C—AB=o+44<o
= — D(BD — CE) — BE(AE — CD) — F(C* — AB) ==
<) 2
_AD AR 2(9_: SR o
= /f »

D)

=

de vergelijling (1) is dus bijaldien q negatief is, die
van eene nienwe ellips.
3. Hyperbool.
q i8 positiel
L=C—AB=0+ 4q > 0.
e — BD? — AF? =— Q(D__TZQET — 2gt* dus niet o

=




46

de vergelijling (1) is dus voor eene positieve waarde
var ¢ die eener nieuwe hyperhool.

Om de codrdinaten der toppen dozer nieuw verkre-
gene kegelsneden te bepalen en tevens om de ligging
der assen aan te geven substitueeren wij in:

2gx¢ — 2y + (p — 2qu)x! 4 2ty' = o
de waarde x’—a-+xcose — ysin e
¥Y=b-4x SIN & - ¥ cos o
waartn a en b de codrdinaten van een’ nienwen oor-
sprong ten opzichte van het punt, waaruit de snijlijnen
oetrokken worden, en ¢ de hoek beteekent, welke de
| ' nienwe onderling rechthoekige assen moeten doorloo-
pen om de oude assen te bedekken, indien zij om de
snijpunten met deze in den positieven zin draaien.

De substitutie geeft :

2(a’ + 2ax cos © 4 x'cog’e — 2ay sine — 2xy sin « cog
-+ y2 sin® &) — 2(b* -~ 2bx sin & 4 x* gin® « 4+ 2by cos «
+- 2xy sin o cos @ + ¥° cos’ @) + (p — 2qu) (3 + x cos @
— y sin ¢) + 24(b -+ x gin © + y cos ®) = o.

Zal deze vergelijking de topvergelijking der nieuwe

kegelsnede zijn, dan moebt ze in vorm overeenkomen
il met de algemeene topvergelijking
i ¥ == px + ¢x*
| De som der coéfficienten y en ook de som der termen ,
: |[ waarin noch x noch y voorkomen moeten o ziju, even
als de som der coefficienten van het product xy  of
—4aq sin &« — 4h cos ¢ — psin ¢ 4-2qu gin ® 4 2teos e —o
5 2a%q — 2b* + ap — 2aqu 4+ 2bt = o
— 4q sin @ cos @« — 4 gin @ cog @ = 0.

Uit deze drie vergelijkingen moeten de waarden van
8, b en « bepaald worden,
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Deze vergelijkingen oplossende zoo zal men vinden:

fx:_‘o.h:::‘,zﬁ

— P+ 2qud= ¢/ p — 41}@1 == lq u? 1?[?

en o

4q
dit dubbel tecken voor a heeft betrckking op de twee
toppen  bij de ellips en de hyperbool, terwijl bij de
parahool, ¢ = o zijmde, gevonden wordt
o =4 Ygu L p “f’t]n lem ap i 2qn o It
4y 4q 4q 2
welke laatste waarde met cene bekende eigenschap der

1

parabool overeenstemt. Uit o = o zien wij dat de
assen. der nieuwe kegelsneden evenwijdig zijn met die

der oorspronkelijken. De dubbele waarde van a geeft
teyens het middel asm de hand om de lengte der
eerste as e bepalen. Deze zal gelyk zijn aan
1V {p* — 4pqu + 4% — 4qt°}
2q

zijnde voor de parabool = oo,
Voor de ellips en hyperbool kunnen we deze lengte
aangeven in functie van de assen der oorspronkelijke

kromme. Noemende deze assen 2m en 2n, zoo is

» : 2n® _ >
bip de ellips p=—= —— engq=— , by de hyper-
m m=
2n* n®
bool p == "2 @ g=—=
m m*

Voor de ecrste as der ellips vinden wi na substi-
tutie
1

l/’ (mn® 4= 2mn*n 4 n'n’ - mF).
il

Voor de eerste as der hyperbool vindt men op de-

zelfde wijze




il l/- (m?i® — 2mnu <4~ n*u® — m*).
7
Wait de ligaing betreft van den top der nicuwe kromme,
t e 4
zoo zen we uit de waarden voor a en b dat de eodrdi-
naten van den top afhangen van de ligeing van O,
en dat genoemde top steeds gelegen is op de lijn welke
op gelike afstanden van de heide abscissen evenwijdig
aun deze getrokken wordt. Voor t = o wordt
e e Bvs
— 1L 2om — Qqm « Pon—mp
= 'p___ 4 = ("P { ) = 0. Of = ik en |
4 2q

i 1 SNl

Dug ligh de top in de as der oorspronkelijke of
in haar verlengde, terwijjl indien daarenboven m == o
wordt, zoo als te voorzien was, de as wordt m,
zijnde de helft der ocorspronkelijke.

We zijn in staat de nienwe kegelsnede volkomen
te bepalen door middel van de vergelijkingen, zoowel
wat hare afmetingen betreft als ook hare ligging,
Hehter zal, indien we de aangedmide comstructie he-
werkstelligen, slechts een gedeelte der kromme kun-
nen in teekening gebracht worden, indien namelijk
het punt O gelegen is buiten het viak door de kromme
ingesloten.

De uiterste snijliinen op welke nog een punt aan te
wijzen i, zn de raaklinen uib het punt O aan de
kegelsnede getrolken. De heide vergelijkingen welke
w1 hebben én van de oorspronkelijke én van de nieuwe
kegelsnede geven ons een wmiddel asn de hand om de
uiterste punten der gecomstrueerde kromme te bepalen.
De punten komen namelijk overéén met de snijpunten
der twee krommen. Om hare cobrdinaten te bepalen
logse men eene der vergelijkingen :
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29 — 2y + (p — 2qu) x 4 2ty = o en
¥ — 2yt 4+t — px + pu — gx* 4+ 2qxm — gqui=o
op ten opzichte van y of x, dan zal men door sub-
stitutie de codrdinaten der snijpunten kunnen vinden.
Tk zal dese lange berekening achterwege laten, omdat
er een gemakkelijker middel bestaast om genocmde
punten te vinden. Tot toepassing van het gerepde
zal ik het eenvoudigste geval nemen en beantwoorden
de vraag op de aangewezen wijze voor het geval dat
de parabool de oorspronkelijke kromme is. De ver-
geliykingen voor beide krommen zin dan :

— 2y Lpx+2y==o0

¥ — 29t 4+ — px 4 puz=o
Men vindt dan ¥ == - pul) erl
o = 9 Lpu—t L (£ +pu)

P

Zoo als fe voorzien was snijden de krommen ellk-

ander in twee punten, welke aan weerszljde liggen
van de wit O met de as evenwijdig getrokkene rechte,
en wel op gelijken afstand van dege gelegen. Ist = o,
zoo wordt x/ == 2u; eene wasrde welke overeenkomdb
met de bekende waarde der subtangers op de as der
parabool, enz.

Fven als bij den ecirkel geschied is kunnen we nu
de punten der nieuw verkregenc kromme als wit-
gangspunten beschouwen om van daar op de snijlijnen
stukken aftepassen welke een evenmatig deel zullen
uitmaken van de koorden der krommen waarop de
punten liggen, Wij zullen er uit kunnen zien dat geen
andere waarde voor £ als 1/, vergelijkingen van den

tweeden graad zullen opleveren.
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Het onderzoek in dit academiseh proefschrift inge-
steld, kan uit den aard der zaak zeer uitgebreid wor-
den, indien behalve de hier hesprokene gevallen nog
andere combinaties genomen worden van rechten met
krommen of van deze laatsten onderling. Hene out-
zettende uitbreiding kan het onderzoek verkrijgen in-
dien men andere krommen dan die welker vergelijkingen
tot den tweeden graad opklimmen in aanmerking neemt.
De graad waartoe de eindvergclyking opklimt afhan-
gende van dien waarfoe de vergelijkingen opklimmen
welke hbehooren tot de oorspronkelijken, =zoo zullen
we steeds hoogere machtsvergelijkingen verlajjgen. Om
tot deze te geraken zal hef vaadzaam wijn nitbegaun
van de poolvergelijkingen en deze te herlei en tot
vergelijkingen welke betrekking hebben ep twee recht-
hoekige cotrdinaatassen, %oo als onder anderen bij den
cirkel geschied is. De op deze wijze gevondene pool-
vergelijking biedt daarenboven het voordecl aan om
onmiddeljk de al of niet bestasnhare punten aan te

gever, ol liever, geeft aan op welke snijlijnen welke uit

O getrokken worden, punten der kromme kunnen
liggen. In de poolvergelijking ligt dus de uiterste orens
opgesloten der kromme voor zoo verre dese geconsti-
tueerd moeb worder.

Het valt ligt intezien dat het onderzoek dat in dit
i geschrift is ingesteld omtrent het geheel van punten

dat op de genoemde wijze onbgtaat ook kan ingesteld
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worden ingeval de oorsproukelfke krommen overgaan
_in rechte of gebogene oppervlakken. Daar waar in de
besprokene gevallen rechten ontstaan zijn, zullen dan
vechte vlaklen te voorschijn treden, cirkels veranderen
in bollen. Was hier de hyperbool de ontstane kromme,

we zullen deze zien overgaan in hyperboloide, enz.







THESES.

Mij houdende aan de gewone opvatting van het
woord, beweer ik dat op zuiver mathematisch gebied

geen thesis te stellen is.

IL.

Bij het onderwils in de wiskunde moet aan de
snalytische methode de voorkeur gegeven worden boven
de synthetische.




IIL.

Zonder met Lamarle intestemmen als hij zegh dat |
de aard eener kromme niet bekend is, als men haar
outstaan niet heeft nagegaan, zoo beweer ik evenwel
dat de esscnticele bepaling eener kromme mniet vol-
doende is.

IV.

De pogingen welke in de mathematische werken
aangewend zijn tot ket geven van een begrip van
oneindig groote en oneindig kleine grootheden zijn
vruehteloos geweest.

V.

De ervaring is geen grondslag van de wiskunde,

YI

De leer der evenredicheden moet niet wit de lagere
wiskunde verbannen worden.

| | VL.

Het. verschijnsel van ‘toenadering en verwijdering
van drijvende lichamen, ingeval zi] 1n elkanders na-

byheid gebracht 2, 18 in het leerboek der mechanica |
van Ch. Delaunay slecht verklaard,




VIIL.

Het iz wensehelijk san datgene wat in de mecha-
nica »arbeid” genoemd wordt ecenen anderen naam

te Faven.

Indien de hoogtewaarnemingen zouden berusten op
directe meting der zwaartekracht in plasts van op
luchtdruk, zoo heeft men geen recht om te beweren
dat de witkomsten usuwkeuriger zullen zijn dan in
het laatste geval.

X. :
De afplatting der aarde bewijst niet dat ze vroewer
2 1]
gloeiend vloeibsar moet geweest zyu.

XL

De theorie van Prof. Philipp Spiller, ontwikkeld 1
»die Weltschépfung vom Standpuncte der neuen Wis-
senschaft,” is ter verklaring van bet planetenstelsel de

meest aanneembare.

XII.

De amphioxug moet niet onder de visschen gerang-

achikt worden.




XIT1,

De geur der bloemen is bevorderlijk asn, soms
wellicht noodig voor de voortteling der plant.

By de phanerogamen behoort de zelfbevruchting tot
de zeldzaamheden.







|
|
\\.. \ ‘ \ X \
P by S
i 7 , & N
1 \ _. _ ,«/
{ t | { | -
i VL .,\.‘ I <
D g f 4 S
e ==
gl
===
|
= — s
. e :
o ‘\\\.\H\\\
|HA\\\\ - E
=
— <
s B - _ =
2
.=
==
|
=
.\\\
\
=
=l
=
I ,.\\
~



http://www.tcpdf.org

