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HOOFDSTUK 1.

De elastische differentiaalvergelijkingen voor een
medinm, opgebouwd nit deelfjes, die een oriénteerende
werking op elkaar uitoefenen.

Wij zullen in dit hoofdstuk de differentinalvergelijkingen
afleiden voor een elastisch medium, dat opgebouwd is uil
deeltjes, die oriénteerende werkingen op elkaar uitoefenen.
Wij zullen ons daarbij beperken tot het geval, dal hel medium
isotroop is en dat de elongalie’s en de hoeken, die de orién-
tatie’s bepalen, als kleine grootheden te beschouwen zijn.

De toestand van een elastisch medium, die gewoonlijk door
de verschuiving der zwaartepunten der elementaire deelljes kan
worden vastgelegd, behoeft in ons geval nadere bepaling door
het aangeven van drie hoekgrootheden, die de oriéntatie der
deeltjes bepalen. De werkingen, die de deeltjes op elkaar
nitoefenen, zullen niet alleen krachten zijn, doch ook de
koppels zullen niet langer te verwaarloozen zijn. Terwijl
verder de spanningen in het medium een algemeener vorm
moeten krijgen en de spanningen, die met die der gewone
elasticiteitstheorie analoog zijn, thans niet alleen van de defor-
matie’s, doch ook van de hoeken, die de oriéntatie bepalen,
afhankelijk gesteld moeten worden.

§ 1. Wij zullen er thans toe overgaan, dit schema nader
uit te werken. Wij denken ons aan elk deeltje ') van het

) Een willekeurig matericel deeltje wordt hier geidentificeerd door
het geven van 3 parameterwaarden a, b en ¢. Vergelijk voor de theorie
der media, gelijk wij die beschouwen HELLINGER. Enzykl. Math., Wiss.
IV 2 II Heft 5 blad 600 en vig.
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medium een rechthoekig assenkruis verbonden, waarvan de
3 assenrichtingen door 3 onafhankelijke parameters 2, w4, ¥
(die b.v. de Eulersche hoeken kunnen zijn) t. o.v. het oor-
spronkelijk xyz codrdinatenstelsel’ bepaald zijn. Nu iz dus
de toestand van het medium vaslgelegd als gegeven is:
hel zwaartepunt der deeltjes door x =X (abe); y =1y (abe);
7z =z (abc).
en hun oriéntatie door: =4 (abe); 2 = 2 (abe); » = ¥ (abe).
Een virtueele deformatic van het medium bestaat nu uit
een virtueele verschuiving en een virtueele draaiing. Zij wordt

hepaald door o x,4 Y, Dy 0 Ry O (hy 07 Voert men nu de com-
ponenten dw 0% o5 van de hoekverschuiving van de virtueele
draaiing langs de 3 assen in, dan bewijsl men:

Sa=1ly sw—+m dz-+mos

0 k= — ' -

oY — ' = i 3
soodal dus ook ©w, 0% €n 5o als functie’'s van a, b en ¢
de virtueele draaiing bepalen.
Uit het principe van de virtueele verplaatsingen volgen als
evenwichtsvoorwaarden (vergelijk het geciteerde artikel):

. D D CE . ,
(DS Zxp Ty X =0
. 0 X ay A
: Sl L L
: . R x““-;"{" st i li=l0
. o X oy A
()R R e e o o -

Hierin zijn X, Y en Z de componenten van de op de massa-
eenheid van het medium werkende kracht; X, ...%, de com-
ponenten van de elastische verschuivingsspanningen, terwijl
L, M en N zijn de componenten van het op de massaecenheid
vau het medium werkende moment en L, ...N, de compo-
nenten van de elastische draaispanningen.

De vergelijkingen (4), () en (6) wijken, afgezien van het
voorteeken, nog in zooverre van die van Voier KoMPENDIUM
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der theor. Phys. I blad 223 en Cosserat. Corps déformables
blad 137 af, dat daar het totale, op een deeltje werkende
koppel s L 4+ Y, — Z_ hiér met éen letter genoemd is.

§ 2. Wij moeten nu van de deformatie van het medium
rekenschap geven, d.w.z. verantwoorden, dat eenerzijds in
elk medium door deformatie elastische spavningen optreden,
andererzijde, dal door inwerkende spanningen deformalie’s
worden veroorzaankt. Hiertoe merken wij op, dat de elastische
spanningen mel de arootheden, die de deformatie van het
medium bepalen, moeten samenhangen. De vergelijkingen,
die dat verband aangeven, noemt Hevuixcer de stofvergelij-
kingen. Deze vergelijkingen, gecombineerd met de vergelij-
kingen (1)...(6) beheerschen het elastische evenwicht.

In de klassiecke elasticiteitstheorie onderstelt men, dat de
spanningen in een bepaald punt functie’s van de deformalie
in dat punt zijn, waarbij dus de spanningen funclie’s van de
differentiaalquotiénten  van de verschuivingen der deelljes
worden.

Vourerea heeft deze onderstelling gewijzigd door aan te
nemen, dat de spanningen zoogenaamde Fonctions de ligne
van de deformalie’s zijn, d.w.z dat de deformatie’s van
vroegere tijdstippen de spanning op het gegeven tijdslip mede
bepalen 3}

De eenvondigste onderstelling is dan verder, dat de span-
ningen lineaire functie’s  van de deformatiegrootheden zijn.
Deze onderstelling wordt gewoonlijk Wet van Hooke genoemd.

Hebben wij nu e doen mel een medium met oriénteerbare
deeltjes, dan zullen de spanningen en de draaispanningen niel
alleen van de deformatiegrootheden afhangen, doch de draaiingen,
of beter. hun differentiaalquotiénten naar de coordinaten zullen
thans o0k een rol spelen.  Wij zullen nu weder de veronder-
stelling invoeren. dat alle spanningsgrootheden lineaire functie’s
van de voorkomende deformatiegrootheden zijn.  Daardoor
krijgen wij het volgende schema:

“). \'(-rpel.ij.k W. Koster Dz Over de theorie der hysteresis volgens
VortErrA Versl. K. Akad. v. Wet. Deel XXIX p. 264, 1920.
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n dit schema zijn 1. p. v.
dew, 0%, 00
heden zijn.

Wij breiden op deze wijze
medinm met oriénteerbare deeltjes.
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de hoeken & 4, 9 2, o » de hoeken
ingevoerd, die lineaire functie’s van deze groot-

de Wet van Hooxe uit voor een

Substitueeren wij deze waarden in de evenwichtsvergelijkingen
(1)...(6), dan krijgen wij zes vergelijkingen in de zes onbe-

kenden
als functie’s

u,v,w,w,x en o,

waaruit deze dus te bepalen zijn
van de onafhankelijk veranderlijken X, y en z.

§ 3. Wij zullen thans het stelsel (8) .. . (25) vereenvoudigen,
door te veronderstellen, dat wij met een isotroop medium te

hebhben.
worden,
als

doen
moel
veranderen,
invariant zijn voor de substlitutie
X = i ==

Maken wij
op, dan verkrijgen wij:

18,

=2

]

Ju du’ du £,

vy Dz i

9 x i )"

i) v
Dz A r
- _}_ -%.
Substitutie in (8) geeft:
i Ju' o'
= 1.1 § d1.2 g —=rtl1.9 TV =
i w i w'
e bRy 9 *f

— 1
dus de getransformeerde deformatiegrootheden

Ju D’

. x’_d

14 o =;
Ili)x

e __‘,_

De ecerste eisch, die voor isolropie vervuld
dat de waarden van de spanningen niet
wij de Xas van richting omkeeren, d. w. z.
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-+ 110 :Zf:, 4 ... helzelfde in @, « en &, maar alle 2° indices
9 hooger; en dus is:
e =aps =g —=ag =0
a1.11 = 1.2 = 113 = a106 = 0
Op dezelfde wijze vervolgende met de andere spanningen,
krijgen wij het schema: >

Q1.0 =813 =a1.4 =a1.7 =0 822 =d23=02.4=02.7=0 as.2 =ag.3=a3.4=2a3.7=0

31.11=111-12:Ell-m:zlmu:o dg.i1— — e = Ay — = — —
Q4.2 =048 g =07 =0 5.2 =23=4=2.7=0 B2 =— — — =
AilT T e el 5T el = L B L T e e e =()
dr.2 =Aar.s —Aa7.4 =an7 = () Fa sl = - =0 ap=— - — =
A= — — — =0lai=a— . — =0lapii=— U=

en nog eens helzelfde schema met alle eerste indices 9 hooger.
By vervallen dus 2 % 9 X 8 = 144 coéfficiénten; er blijven
182 — 144 = 180 coéfliciénten over.

De 2¢ eisch, die voor een isotroop medium in vervulling
moel gaan, is, dal de 3 assen gelijkwaardig zijn, d. w. z. door
cyclische verschuiving moeten de spanningen in elkaar over-
gaan. Na schrapping van de vervallen coéfliciénten is er van
de vergelijkingen (7). . . (24) nog overgebleven:

“ 1 ” v rl’ v ” W ,l) W

‘\ —1 __1_ a1.5 -|— 1.6 ) b ‘|'_ 1.8 0 ‘\' _{"' 1.9 ;} 7 "I-

: Ly

l‘} W ” ¥ i) ¥ fl) o ﬂ F
art o T Bl == Q1.5 g T d117 g7 717 1418 o
ad1.10 5 x - a 14 9 y - aga 9 7 | 117 g v -y 1\”7‘

Cyclisch verschoven:

v i w dw i
(Q(l) Pee s \), = 1.1 i v f}“ HER ) & "‘ a1.6 9 = 1.8 i ; +
i 0w e i g i w i w
== 1.0 9 a1.10 9 'i—d].nﬂz 1= 1.5 9 x f dl-l.nz i‘l-l.\f}x



(30) .

tasg=arns =0 M=
’ 9.5 =— Q9.8 — 0 ap.9=as.q = 9.5 a8.16 = ag.17 = 0 ai.as = as.10

terwijl men had:

) ¥ u v v i w
(28) ...... \\. — 5.1 o + a5.5 o + AR 6ha T dbE e —I—
: it} x i) W)z v
) w / i () i) % i % i) g ,° i) a
T 45.9 r)"‘ =T a5.10 9 x + d5.14 ﬂ—d\_*{' d5.15 ";}—? %‘ d5.17 J o H:* d5.18 n ”
(39) Bes Siabe l T ite B e ey

Door vergelijking van de coélficiénten van (26) met (28)
en van (27) met (29) verkrijgl men nog de betrekkingen:

\ dy.6 — d1.5 — 0 ai.q = as.; = a9.9 aA1.16 = a7 =0 a0 = a5.14

=— Hoi1 A5:15 =— A56.17 — a1.14 = d5.18

|
|

en nogeens hetzelfde schema met alle 1¢ indices Y hooger.
Hierdoor vervallen dus 2 X 24 = 48 coéfficiénten; resten nog
180 — 48 = 132.

Nu moet nog door de cyelische verschuiving blijken over
te gaan Xx in Y, en Z_en verder X, in Y, en Z_‘_. Het zal
duidelijk zijn, dat dit beide geeft een herhaling van (30), de
eerste keer in plaals van de 1€ indices 1, 5 en 9 voorop 2, 6
en 7 (eén alle 9 hooger); de 2¢ keer in plaats van 1, 5 en 9
voorop 4, 4 en 8 (¢n alle 9 hooger). Er vervallen nu dus
nog eens 2 X 48 =196 cotfficiénten.  Kr Dblijven dus nog
132 — 96 = 36 coéfficiénlen over.

Het stel ,stofvergelijkingen™ neemt dus de volgende ge-
daanle aan:

N v v hw i) i)y i)
A =8a1.1 = a1.5 =—a1.07% i R iy B Ly s b b
. 11 g 1:5 Dy 1952 110555 } lllll.,.)‘.} a1 1895
Y T 2w
L =it de.11 7
b r)\,’ i} y
X Ju l e
b= U et mi L LT
z 59 :1300
f i
iy iy
Y=t a5 gl as.12 7=
x 53 f’}x + L 1 f‘).\'
Ju iy Iwo, e i)y s
Y, =105+ 811 5o Ta167 81.18 5=t 81.10 = T~ -
v 1 Ir').\: } a) “')'—‘ 1 ;'}Z”‘T—l udx-l—mln”Y-F‘U.H'.)Z
y v | i)z
== Nalo -+ a2,
7z -t “Z I ¢ 11 ;)Z

I

dg.1s
do.10

du.14



1w i
7 =—=80.0 L O :
-5 az.2 lr) X I Al.11 rl} X
1w L g

3.3 dgz.q2
Pyl 1 0y

AR it v ) w ) P
L. —a1.5— 1.9 +—=+a =1
z 1 .‘}‘\' + 11)\_ } 1+1 |) 11 147 (} _I'—rll 1‘\|) —I_ 15 1“{)

en hetzelfde nog eens in L, ... N,, maar alle 1¢ mdlcvs 9 hooger.

De laatste eisch, waaraan voor een isotroop medium voldaan
moet worden luidt: dat alle mogelijke richlingen gelijkwaardig
moeten zijn; d.w.z., het stelsel moel invariant zijn voor een
willekeurige m'thugmm]n substitulie (assendraaiing).

Deze 3¢ voorwaarde, heeft ook omgekeerd tengevolge dal
een medium, dat aan die 3 eischen voldoel ') ook noodzakelijk
isotroop moel zijn.

Maken wij dus b.v. eens op X"y., dan moet blijken, dal

.

' 9w’

X, = Qg2 1 aea §y' en wij krijgen dan

y i) y

dus weer coéfficienten te identificeeren.

Er wordt dus toegepast de orthogonale substitutie:
x =a; X by’ -+ ez getransponeerd: X' = X+ as y +as z
r=as X -+ bs v’ o 7' y'=hy x4 b y-}bsz
z=asX +bsy +csz 2 =c1x}ceytocsz

Verder is:
X_\. = iy X,\ { - dg X}, ”}" as X ‘\‘ = {1 X\ -2 Y. “‘]‘ as 2.

Z X X

Voortgezelte substitutie’s en dan identificatie van coéf-
ficienten, zooals boven aangegeven (al en toe ook gebruik
maken van de eigenschappen van de orthogomale substi-
tutie’s als bijv. X a; b, = 0 leverl ten slotte hel schema:
1.5 = 1.9 dia1e = A1as

fg.0 = fdg.p = 1.1 — A1.5 do.1 g2 = & 1.10 — a1.14

) De derde eisch sluit 1¢ en 90 in zich; echter heb ik de vervulling
van 1 en 2 laten voorafgaan, om de becijferingen voor 3 makkelijker
te kunnen doorvoeren.
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en hetzelfde met de 1¢ indices 9 hooger. Dit ook nog
substitucerende, worden de ,stof” vergelijkingen voor het
isotrope georiénteerde medium:

(8 (] { i«
~ i Oy dw 9w 3y Ja
:\xr“'"—‘dn Jx -+ 21,5 ,} -4-31.5;;}-;—'—(11 1079 % +au. 159 'ﬂl-u*{}'z

> AN i w
}&_\- = (a;.q1 — a1 51k .) i (31 10 — 1-14) 5 9 v

Z Ju 1 v w dw | T e
=1 —|—f1 s— a1 + A Fo T A4 g T A1.10 o
l'.l.d( 11() (1‘[!}?. tlliﬂx I Illﬂ.y—[ 11014}?1

Ju r?v i w hw Du Do
— 10—+ a10.5 59—+ 81055 1 A10-100 T A10:14 9
LI ﬂlﬂl{)x dio )’{}V'_i 10 -)'r) 7 i lﬂ‘r}x i_llﬂ llﬂy '111)11')&
r} ") <
u - UV w
L\. = (a10.1 — @10.5 ] -+ (@010 — ﬂ10-11) s
L Y : Vi
: Ju iy ihw hw VO e
—a10.5 7 A10.5 T 10515 T A10.14; a10. - ai0.005 !
N! 10 ,UX jf_ 10 )ﬁy I 1 }1” 7 * d10 ll” X—‘_' 10 1.1”‘?' Q1o IIII()Z )

) \ervuwen wij de coéfficiénten a hierin weer door de
cebruikelijke muilluuntcu 2 en &, dan Lll]gcn wij,
f

i v 1w 1)y W g
hx:( —{# b) ’/ f —I_" l’ _l_/ —*_"j 1 "‘ﬂ) + l}}‘—l_./’f}?
: '} u '} W ‘

T D 4, - :3 o
‘})’ =t y | 29 y

: 4‘} 11 ') vV i W “ W i} 9w 1) 13
7 o= \ 4 _1_, by e B () & ¢
/Jz A 'r) -* 2 f} { (’. J) l) 7 0] .\:—1 4 ” v 1 (" """r) ” 7
fu ity i w e 0y g
= (- 2ps) ot e Mg (- 261) 5 - :

l () } }l }xk"i'}yﬁi_ l’}ﬁ+(ll 1 ‘sl)“x } "lﬂ\r { 1“7.

o . P :

— -] -9 C
].-Jy — Faia D y | - 51 ]e) }'

: Ju v i) w 0w

J — ¢ - —ht O) 5 - < I
:\'ﬂ A1 .} 3 A1 l} 5 _I (fl } a ;-Ll) '1) ; } 1 ‘t) X *
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Substitueeren wij deze waarden in de vergelijkingen (1) — (6),
dan komt er, als wij weer, evenals in de klassieke theorie
van de elasticiteit invoeren de afkorlingen:

du v 4 W w A? LR o #a 4 Pa
— ™ ( W=7 9 a q 9
9x  Hy ' Dz Ixt L9 e L Uk
en verder analoog:
i1 vS

(31) .:ll.aﬂf-?-('ax 1 — A1) A% agae 5% - (a1.10—a1.14) A*w=pX

I')G f}f‘
(39).&109 —I-(Eh] —a1.5) AV a1.4 By ~+ (a1.10—a1.14) A =pY

Tk :}0 s X
(33).:11.:,‘,)74— (1.1 —a1.5) 3*W - a114 9 + (1.0 —a114) A%e=pZ

/] 7 e

(34).a19.5 ﬂ}i+(‘lm g —19.5) A° u-taio.14 Jx +(dm.tu—am.1.|)ﬁza:+

v O w
_*_ (u[»l - a!-fb) ('(} 7 - ﬂ}' ) —— ;: l‘

t}o ’l)% .
(3D). ai10.2 ,.)\—‘l (210.1 —a10.5) A*v a0, SL = (Q10.10— A10.14) A% -+

S oy (i S

) x t) v
i s

ol oW
a3b) . 0.6 9 -+ (2190 — a10.5) A% W -+ Q1114 37 I (a10.10 — .lmq-t)A'U"‘}‘
V7 /

i 1 \')
- r — 1.5 — =7 N
{.. (dl ol 11 ni) ( ‘r) _\,‘ l') X !

Zelten wij hierin voor de coéfficienten de gebruikelijke
lelters 2 en u, dan krijgen wij:

4 PR T
b ""{— ‘{j,] _l"' A A 1 - ] ( ...{—- '-;) “ X —I ) ‘A =y h
; 'J‘/J DU ALY 5
(38). (A +n) 3 -h;h\-'u-w-.:) ,,)),Jr; Ig=pY
'JG S

A+ p) 92 + w Atw+ (v &)
r} 0 'j (=% “ v ’r’ W

W1 'f‘ {M) i— 1 A*u + (1 ’}‘ s:} f) + to] A2 w + |7 (l')z-—i'} = :{JL
(’0

) B e e dw
At ) P "JF A v A (81 v S IA ({t x—"'}“?',) =i
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Dit stelsel van 6 simultane particele differentiaalvergelijkingen
van de 2e orde in de onbekende functie’s u, v, W, w, %, ¢ van de
onafhankelijk veranderlijken xy z vormen de elastische diffe-
rentiaalvergelijkingen voor het isotrope georienteerde medium
voor het geval van evenwicht.

Verder moeten in vervulling gaan de volgende randvoor-
waarden:

(43) . .
(44) ... Y, cos nx + Y, cos ny + Y, cosnz =Y
(45) ... Z_cos nx + Z, cos ny + 7, cos nz =2
(46) . .. L, cos nx + L cos ny + L, cosnz =L
(47) ... M cosnx -+ M, cosny - M, cosnz = M
(48) ... N, cos nx -+ N, cosny + N, cosnz = N

Hierin stellen X, Y en Z voor de oppervlaktespanningen
op het begrenzend oppervlak, L, M en N op overeenkomstige
wijze de draaispanningen; de niet-gestreepte letlers zijn geen
oppervlakte-, maar ruimitespanningen; n is de naar huiten

. X, cos nx + X; cosny X, cosnz = X

.

—_

gerichte normaal.

Wil men de vergelijkingen niet voor isolrope, maar voor
kristallijne media, dan geeft het vorige reeds voor verschillende
kristalstelsels de vorm der vergelijkingen.  Want in de 1e stap
hebben we aangegeven, welke cotfficienten wegvallen, als de
assenrichlingen mogen omgekeerd worden en de 2° stap gaf
aan, welke coéfficiénten wegvielen, als men de assen mel

elkaar mag verwisselen.

Wij moelen nu nog de bewegingsvergelijkingen aangeven:
Zooals bekend gelden voor de beweging om het zwaarte-
punt de Eulersche bewegingsvergelijkingen:
Pp-+(R—0Q) aqr=1L,
Qq+ (P —R)rp=M,
Rr +(Q--P)pg=N,
{Tierin stellen P, Q en R voor de hoofdtraagheidsmomenten

- s R o, T du v
(49) : (/.1 3= [.L]) 57‘ -+ (1 AW = V1= £1) 9 7 R A + /7] (” \——ﬁ#\ )



11

van hel deeltje, p, q en r de rotatie’s om die (bewegelijke)
assen; L;, M; en Ny zijn de momenten van de inwendige
krachten om diezelfde assen.

Onderstellen wij nu, hetzij dat de rotatie’s p, q en r kleine
grootheden zijn, hetzij dat onze deeltjes bolsymmetrie vertoonen,
zoodat P=0Q =R, dan kunnen de tweede termen in die
linkerleden weggelaten worden en we houden over:

Pp=L,
3q=M
Rr =N,

Wij bepalen nu, als steeds, de stand van dil bewegelijke
assenstelsel t.o.v. een in hel zwaartepunl aangebracht vast
stelsel mel behulp van de Eulersche hoeken ©; © en .

Als wij nu aannemen, dat ©, © en ¢ klein zijn, zoodal
hun sinussen bij benadering nul, hun cosinussen bij benadering
gelijfk één genomen mogen worden, dan volgl uit gewone
vectoronthinding, dat bij 1¢ benadering de rolatie’s om de
vaste assen gelijk zijn aan de rotatie’s om de bewegelijke
assen. Tevens volgl dan, dat de momenten Ly, My en N; bij
benadering gelijk zijn aan de momenten om de vasle assen.

Voor de deeltjes, waaruit ons medium is opgebouwd, neinen
wij nu den bolvorm aan; dan is, als we P = Q = R noemen r
L: enz. te brengen tot de gedaante:

enz.

L= dt’
Voeren wij dit in, dan komt, als pendant van het stel (1) — (6)
O Y 4 ’} X f') x
’ i) ll) i ‘\x L ¥ z
) X— - gt e s e
((3—5E)+ax Tty T
en analoge vergelijkingen in v en w, Y en Z; en verder
el AL, ?L, OL,

) Fe W il 3 1 =1 i(’

o L "R 1 dx iy i iy

en analoge vergelijkingen in # en 7, M en N.
Substitueeren wij hierin de stofvergelijkingen voor het isolrope
medinm en nemen wij weer voor de coéflicienten daarin de

gebruikelijke letters, dan krijgen wij als bew egingsvergelijkingen:



]C)

“

, _ 0 S *u :
4 o) ot Atu—+ (18 =& A%w ==l
(49) . (~ ‘.j.) 7 x ~+ A*u (J £) ,} = P t: . hé
0 ) .5' % 2y .
5 SE Y=L L =X £ e
(DO) . ()‘ i .JJ) 9 y I~ A%y + (/ §a° 4 Fote | Y
o y v ., s y 2w
(Dl).(ﬂ —!—[J.)'TT)Z ‘%‘ 4 AEw ‘!‘ ‘/“‘l"\-;)r} +*—;A _'—-_Sﬁ’t: = :JZ

} 3
(62) .- /»1’}“{!1),,_0';—1—%1(3 il e sl)“‘ + & A%w -+

v ) “) 12w
+ = (ﬁ 7 9 y ¥

; oy ; b g .
(59) .-+ ) a1 A7V o ) o B A%

(ﬁ wo i u) L vy A
“ 9 x 92 POt - P

r)a 1 : _ l} o
(54) . .. (71 4 1) e 4o A2w A (n ~.1)—— + & Aafs+

7 i f) e

AR (r') y  dx — ¢ N.

,) L'L [

§ 4. Wij zullen de energievergelijking voor het georién-
teerde medium onderzoeken. Daartoe brengen wij eerst de
bewegingsvergelijkingen blzd. 11 rgl. 7 v. o. in den vorm:

I

- R i) Xx 1) X}, i Xz s,

0 (}\ - 9 L:) +" B X + 4 y '¥ 9 = 0O i >-\ n d 1
; PRy IPVE i) Y}_ SR Y Sl Y

'3(-\— r’}t'"')+ ;)x"{" iy ap 0');5_-0 X v dry
' 02wy, 2 37, VL, IRy,

2 (L y— 9 tE)-I_ & x + _'r) y —i_ ) _/" =) | AW (l 1

i w L, L, L, |
§ b Gt et v S S SR

)t i x i) y i)y ‘I
pr, OM_ UM, OM, e
‘J DI b=t 3 “ t'2 il ",} X + ” }" - ‘.’?" _ 0 | :)\ b4 d T4

9% 5 i) N‘ P Ny ) Nr
N 2Ty Tt | Xedr
(o I\ : lf} tg + '1) X _i (:J y [’ ” 7 'J . 7\ (l i1
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Wij vermenigvuldigen respect. met de grootheden, die
achter de streep zijn aangegeven, (d i is het volume-element)
integreeren naar =, en tellen de zoo verkregen vergelijkingen
op, dan komt er:

~

VRN Oy [y

, o(Xu' +Yv' 4 Zw)dr ﬁ{ (u' ﬂ--'t;_,—|~ IYE -+ w" e )gtllrﬁ

7 X 9\ X r}\
¢ CE o T v (2 )+ (O fant

9

/

l) W l"‘x ,r)-)
/Vmu4\U—uN”d1Tlmfnz+zﬂﬁ+gnﬁ}dﬁ+
/

. ,__ P v ,__thw
Kies nu u = I dt v =3t dt  w = dt
‘  w ' (1 P e
;{-u;-ﬂtq]t % ---ﬁttlt 7——11”(“
dan wordt ’ s
J
54 i e i v, U w) _
(5D) ‘ P ( X 01 X or +Z 01 dt dry

Nu stelt (X du- Ydv 4 Zdw)dr voor de arbeid ver-
richt op hel massaelement » d 7 door de massakrachten X, Y
en 7 in den tijd dt, waarin de deformatie du...d s plaats
grijpt: dus f1 i« de totaalarbeid. verricht door de massa-

krachten X, Y en Z in den tijd dt
Voorts wordl ’ ;
Js

(56) . .en . ] l(l ’:n +u et N t)(u dr

voorstellende de lotaalarbeid, verricht door de massamomenten

L,M en N in den tijd dt
De integralen 2 en 5 leveren samen:

oo L) )+ G2
=12 ’ 8 t ( It ); 3F ( :;t) + (‘r)ii): e ‘ d
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Noem! men de vorm [ ..] Ts, de totale kinetische energie,

dan wordt dit BRCE 0 dat.
dt

Ter transformatie van de integraal

| ‘J?Xx ﬁX‘_ ﬁXz i -r‘f\'x '
fr G +ay + 72) v (Gt )+ w0 dn

gaan wij te werk als in de klassieke elasticiteits theorie (zie
b.v. Riesan-Weses 11 blz. 161 en vlg.). Men integreert partiéel
en past op de positieve termen de stelling van Gauss toe
en verkrijgt aldus:
i it v 0w
XGo Y ot 7 )dtdo

l ( it =F i)t bl it
Deze integraal stelt voor de in den tijd dt tegen de uit-
wendige oppervlakte krachten verrichte arbeid.  En op dezelfde

wijze van | :
. If:

i 0w ' )y ) 7
/ ( L g1 T M on + N 9 L)dtllo,

voorstellende de in den tijd dt tegen de uilwendige opper-
vlakte momenten verrichte arbeid.

Er rest nog van f,‘

: Ju’ du’ O w'
L 0 X s L o
'/(x‘“x - Xy gy Z,5 ) dr
L e i
of na substitutie v = 4 : dt:
Al A A )
tr-)s) ----- i / J\ ( i 5_ Adyr [ ; lr " l‘ rl - -+
TG g e Yar iy 2t 1z
i v b ihw
1YV ALSTTERS. | Sl Ao =
{ \‘ ot dx * /J" ot iy dtdry,
en 700 nog van [ :
i 3 Dw v e 8 e
;9 ..... *‘—/ i l.J 7 me Y = V) = oy s
(59) J it v"x_% Ly ot dy FI’-Ht )z !
iy ) Uz
M-~ -+ ————N / -
_+— X )l '}X b% i-\z ")t ”Z l“.(l.ls
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Overzien we de vergelijkingen (55) — (59), dan volgt, in
verband met de Energie slelling, dat (58) -+ (59) voorstelt de
in den tijd dt gewonnen potenliéele energie binnen in de
ruimte 7. De potentiéele energie voor het georiénteerde
medinm neemt dus den vorm aan:

Ju Ju Ju .Uy
4 Ak 3 LR db = PENES
(60) ....X_d Iy FX, d gy X, d 5, Y, q ﬁx+ L
\ i} w 20 g
-+ L_d o +——-— +N,d 97
Men kan hierin verder voor X_ — N, de uitdrukkingen

schrijven van* § 3 blz. 8, dan krijgt men de potenticele
energie voor hel isotrope georiénteerde medium.

Het isolrope oriénteerbare medium zal een polentiaalfunctie
bezitten, indien de betrekking geldt:

d1.10 — A10.1 €11 A1.14 = A10:5
of, in de gebruikelijke notatie:
M=ven u=¢&

(Over de potentinal bij georiénteerde media zie Cosserat
Corps déformables Hoofdstuk IV).

Ook hier is weer dezelfde opmerking le maken als aan hel
slot van § 3. Voor de kristalliine media krijgen wij de energie
als we in (60) voor de krachten en momenten de voor hel
betrokken kristallyne medium geldende vergelijkingen gebruiken,



HOOFDSTUK 1.

Statische toepassingen.
§ 1. Wijzullen onderstellen, dat er géen uitwendige krachlen
en momenten werken, d.w.Z. de grootheden X, Y, Z, L, M en
N in de rechterleden van de vergelijkingen (37) —(42) (Hoofd-
stuk 1) worden nul gesteld. )

1) Men kan aan deze vergelijkingen trachten te voldoen
door de onderstelling: _
(uvw)= 3¢+ Rot &

(wz7) = > ¢+ Rot L

waarin dus ¢ en ¢ scalaire, P en ¥ vectorpotentialen zijn.
Daartoe moeten de funclie’s ¢ en ¢ oplossingen zijn van ‘de
differentiaalvergelijkingen: :
(61) B (At 2p) o= — (v 428 »F
(GQ).....~-—(7—1*95) 20 = (11 + 2 :

Dit kan alleen als *¢ = I =0

Verder moeten de functies & en ¥ oplossingen zijn van de
vergelijkingen: ' '

(63) - ¢ <is e o - @ AP - L ANET—) of
64) ... .5« pAtb=—§& Y.
en van:
5) . ....—(+§& A — z Rot) b =& A* Y.
Hieruit volgl voor @:
(66) IR (e s — yRot)P=—E200

en een soortgelijke vergelijking voor .
Uit de gevonden groolheden ¢, ®, & en ¥ zijn volgens de
hierboven gemaakle onderstelling (n v w) en (w % 7) te verkrijgen.
Men overtuigt zich gemakkelijk, dat er oplossingen kunnen
zij, waarbij u, v, w, @, x en g lineaire functie’s van de
codrdinaten X, y en z zin, waarbij wij dus krijgen een lineaire
deformatie van het geheele stelsel.



De grootheden u, v, W, w, % en g moeten voldoen aan
de vergelijkingen ('%7)-—(4-‘:2). waarin de grootheden X, Y,
Z., L, M en N nul /1|n Verder moeten tusschen de groot-
heden X. Y. Z, L, M en N, de krachten en koppels, die
aan de grens van het lichaam werken, en de spanningen
XS N R g betrekkingen (43) — (48) bestaan. En ten slotte
kunnen wij de spanningen X, — N, als functie’s van de defor-
matiegrootheden uitdrukken volgens de vergelijkingen :

g 0 du , UV _1)“ ‘“ D So
(67). X, = (a4 2p)g a2 sl e ey
. 1} f}CU
(85). X, =2 i‘ L + 2 1‘ enz. tot en met N
¥ iy iy 7

Als wii nu een zekere deformatie in het leven wenschen
le roepen, die dus door een bepaalde oplossing  van
37) — (42) gegeven is, kunnen wij vragen naar de nitwendige
oppervlaktespanningen, die men hiertoe moet aanbrengen.
Daar de deformalie voorgeschreven is, zijn de grootheden

J}u il g . al
u — g. en dus nnk —3 als functie’'s van x, v en z bekend.
Ix vz

Door deze laatste te substitueeren in (67) — (85) krijgen wij
de spanningscomponenten X — N,.

Vallen wij deze weer in in (43) — (48), dan leveren deze
de verlangde grootheden X, Y, Z, L, M en N op.

Wij kunnen omgekeerd ook de oppervlakte krachten
en koppels geven en vragei, welke deformatie hierdoor
wordt veroorzaakt. D.w.z. wij moeten dan dus u-—«s
als funclie's van x, v en z bepalen. De gegeven grootheden
X — N zal men daarloe substitueeren in (43) — (48). Hier-
door verkrijgt men X_ — N,. Daarna kan men met behulp van

AN SRR theden, die d
37 (QF sl o v —— . O yilop 3 1
(67 — (85) de waarden van R D7 de grootheden, die de

deformatie bepalen, vinden (om dan nog de grootheden
L du Vo
u — & zelf te vinden, moel men de gevonden (i sub-
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stitueeren in (37) — (42). Zij zullen dan niet geheel bepaald
zijn, maar 12 willekeurige constanten bevatten. Om deze
constanten te bepalen, kan men 1nog verdere voorwaarden
stellen h.v., dat in de oorsprong van het coord. stelsel:

1y w
= () enz.)

x—oc=0en 5~ — g
=t 4z vy

waarin bij gegeven krachten en koppels de deformatie bepaald
moel worden. Wij zullen thans enkele bijzondere voorbeelden
behandelen, waarin, bij gegeven krachten en koppels, de
deformatie bepaald moet worden.

§ 2. Wij hebben vooropgesteld de onderstelling, dat de
nitwendige ruimtekrachten en momenten alle nul zijn. Dit
zal zeker zoo zijn, wanneer de spanningscomponenten in alle
punten van het lichaam dezelfde waarden hebben.

X N

Immers, dan worden de grootheden o \_‘ — 3 ?Z alle gelijk
nul, zoodal men uit de evenwichtsvergelijkingen (1) — (6)
dadelijk ziet, dat dan ook X — N nul worden.

Maar als wij voor de spanningscomponenten constanten

c
willen hebben, moeten de grootheden '4'}11 i

i x )y
zijn, d.w.z. u-— 7 moeten lineaire functie’s van x, y en z zijn.
Wij moeten een lineaire deformatie kiezen. Echter, aan de
1e afgeleiden, die optreden in de vergelijkingen (40), (41) en (42)
zien wij, dat de meest algemeene lineaire deformatie niet
aan het stelsel (37) — (42) voldoel. Substitueeren wij echler

; : 2,5 v ) w
deze lineaire deformatie in (40), (41) en (42), dan volgt ‘,)f =y

constanten

iy
enz. Wij moeten dus de deformatievector u, v, w rotatieloos
nemen. Dan hebben wij dus:

(86) n=ax+vy+pz
: v=y'x+By+2az
w=px+ay+7vz

w = &1X + xeY ~+ asz
- g Bix -+ P2y —+ sz

(91) o = y1X + y2y + 7sZ

Als voorbeeld nemen wij een constante uitwendige opper-

-



19

vlakte kracht P, overal gericht langs den normaal naar buiten,
terwijl de uitwendige oppervlakte momenten nul zijn.  Wij
willen hieraan trachten te voldoen met een deformatie (86)—
(91), dus nog beschikken over de coéfficiénten
a2, 3 en v.

Wij hebben dus:

waarin - wij

7 — P cos nz
INE==(}

Y =P cos ny
M=0

(48) volgt nu:

. cos nx -+ X{ cos ny - \ COS NZ

P cos nx
Ji—

Uit (43)—
P cos nx = X
Pcosny =Y = \x oS NX - \}, cos ny -+ Y, cos nz
P cos nz = 7 = 7 cos X + Z, cosny + Z, cos nz
0=L=L, cosnx 4= L}. cosny -+ L, cosnz
0= M =M_ cos nx -+ M cos ny -+ M, cos nz
0=N= N, cos nx - N, cos ny -+ N, cos nz

Dit geeft:
92 — — L,=L=L=......N=0
(93) — — X).:Xz:\'x: Yr:Zx:Z,:U
9 — — X, =Y, =

Daar wij trachten te voldoen met behulp van (86)—(91),
volgl uil (67)—(85):

(95) X, = (A+2p)a+ A0 4+ ay (4 28 a4 vPatvys
s X, = 2wy’ + 2& 2
X,= 2uf 92 a
Y, = Quy + 2§ i
Y}. =rat(A+21)8 + Ay var+(v+2 &) B2+ vys
Y, = Qua 42 & Bs
7, = Qup + 2 & ¥y
2 L, = 9 e 2 &y
(113)Z, = ra+AB+ A+ 2u) y+var+ v+ (128 ys

en nogeens precies hetzelfde schema in de letters

Ik

i en & Lp.V.

A‘ ;’1\ ¥ OI] H-

— N,, maar in de mchlmlvden de coéfficiénten », &,
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Toepassing van (95)—(113) levert nu, met behulp van (92):

(108a) — — ' +Ea=0 wpB +E&yn=0 (111a)
(109a) — — wpB +Eas=0 me +EB=0 (1 12a)
(110a) — — py +EB=0 vo +Eye=0 (1130)
Uit 108a en 110a volgt: g — Bi—— ; v (114)
, 109z en 1lla %3 = 91 ——f‘; B (115)
 112¢ en 1132 B=ye=—F5a"  (116)
En op dezelfde wijze volgt uit (93) .

w=p=—"1y (117

Sl
ay — Y1 :—fél'ﬁ’ (118)

S1
La=—ys=— — ;’::I ' (119)

=1

Vergelijking van (1 14)—(116) met (117)—(119) levert:
x':ﬁ':'}" —pm—=w=Rh=Fp=rn—=y:=0
Er rest nog:
=M =N,=0 X=Y,=7,=F

X Y z

Voeren wij dat in, dan levert
L, =0; (v+28a+ vBT2¥ 4 (1 +2&) o+ 21 Lot s =0
en analoog voor M, =0 en N,=0
Verder levert X, = P; (A -2 p) a4 AaBtay+ (428 a+
+ vy fB:+vys=Pen analoog voor Y, =P en Z, =P
Wij hebben dus zes vergelijkingen met zes onbekenden,
a, By ¥y %1, 2 €N V3, die volledige symmetrie t.o.v. a3y
en odk t.o.v. a1, B2 en ya bezitten,
De oplossing luidt:
2 P (32 - 2 &)
a=B =Y T R L9F)—_(3y1 0L
Bart+pu)Bu+28)—By12 &)
De divergentie 0 is dus:

QP
b=a+f+r= it

G oy e
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a

terwijl de (heorie voor het medium zonder inwendige draaiing

levert:
3B

3A+‘.’3;¢
('%J—}-Q“-‘)'l]’

(.3/. i “71](3/; e (‘)"1)—(3/"% ':_E]"'

Verder wordt

i

De volume verandering 0 vertoont dus een afwijking ver-
celeken met het geval van geen oriéntatie, alhankelijk van
die 2¢ breuk in den noemer.

§ 3. Als tweede voorbeeld behandelen we het geval van
een rechte cylinder met willekeurig grondvlak. Laat legen
de beide eindvlakken constante, gelijke, maar tegengestelde
krachten P werken. De op het manteloppervlak werkende
krachten of koppels zullen wij gelijk aan nul kiezen; even-
eens de op het boven en benedenvlak werkende koppels.

Leggen wij de Z as in de richting van de beschrijvende
liin (de naar buiten gerichte normaal zij weer positief; de
kracht P zij volgens de positieve normaal gericht en duos een
trekkende kracht, dan is aan het eindvlak, waar z de grootste
waarde heeft:

X=0Y=0Z=P cos nx=0 cos ny =0 cos nz=
en voor het eindvlak, waar z de kleinere waarde heeft:

X =0 Y=0Z=-—-P cosnx=0cosny=0cosnz=— |

Op dezelfde wijze te werk gaande als in het 1¢ voorbeeld
in § 2, vinden wij:

X =0=X, cos nx -|- ‘\'}_ cos ny + X, cos nz
dus X, =0 KEvenzoo
Y, =0 en
Z, =P en
L,=M=N,=0

Met helmlp van de ,stofvergelijkingen” dan wederom:

(120)... u B +Eas=0 b=a-+ B4y
(121) pza'-}-E{33=() Sy =a; + B2 ~!—r}:;

(122) 0 Al—+2 4?'"}‘75”1‘25?:!"-:"



)
85]

(124)... £’ +51Bs=0
(125)... v6+2&9 +nS+25y3=0
(120) en (123) leveren as = g'=0
(121) en (124) - Bs=a =0
Resten nog (122) en (125).
Schrijven wij nu op de voorwaarden voor het mantelopper-
vlak: daar is:
X=0 Y=0 Z=0 cosnz=0
L=0 M=0 N=0
Substitueeren wij dit in het stel randvoorwaarden en be-
bedenken dat dit stel moet gelden voor alle mogelijke waarden
van cos nx en van cos ny, dan volgt:

X =X},=‘1 = Wesa=lo=
=L =L,=M =M},=Nx=N\ =
Dit levert:

(196): ...... f0+2(xrx+.z-/+9.‘;x|_0

(127 )ik wy' 4 & =

(128] e wy' & P —_

(129) s A+ 2ufB+vI+25B=0

(130) P w3 1+ &7 =

(181) e wo' & e = ()

(139) ...... 10+:2:x+/,5—$—9£,x|=0

(133) ... ... Eo’ -+ & =

(134) ...... Ey' -+ & B =

(135) ------ E')"r -+ &1 s ==1{)

(136) ...... W+ 2EB+nT+25B:=0

BEED) pogson ER' + & i = ()

Hierunit volgt:
y1r=1y2=0 as = 31 =10 Bli=ni=1
ag =33 =0
of, totaal met het vorige:
C =y =0 yi=ye= =y = ay= i =0

terwijl er dan nog resten van het bovenslaande stel verge-
lijkingen (126), (129), (132) en (136) en van het vorige (122)
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en (125), totaal zes vergelijkingen ter berekening van de zes
grootheden « 39 a1 32 s, als volgt:

A4-2py+v S4+28 y5=P
AM+2uatyv 428 1 =0
AM+2upfB+y S428 =
vy0+2&a+nS4+25 a1 =0
y0+2Ep84+1S+2& =0
0428y uS 26y =0
Oplossing levert:
l)

. a=f=y— —————

0( E)
a2\ — 4y =
¢ (ltl

A p—1s pie 13 (i apcd)

_p ’ & 3+ 2&
A I O S H G
( “ET3nt2u 1T )

terwijl men, zonder oriénlatie, voor dit geval heeft:
i P ).—I—[x,
Br+42u)u

& 4. Wij zullen eenige elementaire vervormingen aangeven,
die in staat stellen de elasticiteitscoéfficiénlen voor het ge-
orienteerdde medium te bepalen. De zes onbekende coéffi-
cienten zijn, A, &, » & w» en &. We hebben dus ook zes
onafhankelijke betrekkingen tusschen deze grootheden noodig.

Beschouwt men het eerste, door ons in dit hoofdstuk be-
handelde voorbeeld, dan levert de meting van § één betrekking.
Zoo krijgen wij uit het 2¢ door ons behandelde voorbeeld twee
betrekkingen, in totaal dus drie. Wij hebben er dus nog
drie noodig.

Als volgende elementaire proef nemen wij weer een rechle
cylinder van willekeurig grondvlak. Tegen het manteloppervlak
werkl in loodrechte richting een constante drukkracht P,
oppervlakte momenten alle nul. Op de eindvlakken zoowel
oppervlaktekrachten als momenten alle nul. De z as leggen
wij weer in de richting van de beschrijvende lijn.
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-

4

De eindvlakken leveren nu:
wp +Eas=0

_U.-.x’—‘-‘EIS:;ﬁO
ol

Al F2uyt+vI+253=
ER 4+ & as=0
sz' 1—51 f3:;=0
v () +9~§7+?15’+ 25 y3=0
en hel manteloppervlak geeft:
AO—{—Q;;&—J;—JJ—'.H"Eau—'P v +2& x4+ 54 0
IM'}”-:“‘:'-"ZE =0|E9”+5112 —(1,
[ v+ &fi =0ty + & B =
A+ 2 4f3'|"7%+:-£19‘-’:l—) vl +25B+nI+28 (=0
(&{3'—‘— &y =0 1 5,31 + & 1 1
[x,x' + &Eye = () _Ea'—?fl?fz =)
Uit deze vergelijkingen leidt men dadelijk af:
x':ifa’:?z’ﬂ()
m=a=h=PFp=r=y2=0
terwijl nog overblijven:
Afi—{—i’;.m—}-y &-l—QE o=
A0+2uf+y S+ 28 =P
a4 2uyt+v I+28y5=0
yfj—}-Q-‘!:'ot—I—y.S‘—{—‘;)Elm:()
70“‘,"'9&'{3"{_915"“95152:
v 04285y + 2194 28ys=0

zijnde zes vergelijkingen v

@, 3, vy %1, P2 en 7s.
Daar « en 3 zoowel als

die vergelijkingen optreden,

f
Oplossing levert verder:

.
n A==k ]

an de 1¢ graad in de zes onbekenden

z1 en [3: volmaakt symmetrisch in
zien we ineen:

en a1 = 3
2P
: 9 E )2
0, B 28]

3+ 2&



o2& (3y4 28
A e T —
g " 55! 3(3'{'1%‘2&‘1 P
'}__' .‘ -1-’.)“, - :,_,__
3y 9 £)? L
iy B O
+ | t}Vl ‘I‘Qt : 51
P
en ey AP T

Hiermede hebben wij dus weer twee vergelijkingen in de
onbekende grootheden A, w@, ¥, E v en &. Nog één is er

dus noodig.
Als laatste geval nemen wij de deformatie van een kubus.

In het middelpunt leggen wij de oorsprong en de assen lood-
recht op de zijvlakken. Tegen de beide vlakken x = constant
werken twee constante tegengesteld gerichte krachten P in
de X richting, oppervlakte momenten op die zijvlakken nul.
Tegen de beide vlakken y = constant twee constante tegen-
gesteld gerichle krachten Q in de Y richting en weer géén
momenten. En ten slotte zij op de vlakken z = constant
zoowel krachten als momenten alle nul.
Voor de vlakken x = constant is:
cosnx=1 cosny=0 cosnz=0
Xi=P Yo =087-=0
L,=0 M,=0 N, =

Zoo leveren de vlakken y == constant:

X. =10 Y‘_ = () Z\ = ()

¥

L.=0 M,=0 N,=0

y 3

en z = constant;
X,=0 Y,=0 Z,=0
L. =0 M,=0 N,=0
Dit geeft aanleiding tot:
=08 =y =0
w=w=nh=RFf=rn=92=0
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en verder: AL 2uatvSt+25a=P
a+2up+s5+286:=Q
}»0+2#7‘+7&+25')’3=0
?0—|—2Ea+715'+9£1z1=0
vy 2B+ S+285B:=0
/04—057f+/1:7+9517’3—_'—0
Door oplossing krijgt men:
= P‘LQ_,__
SR (3EI0l )
i PR\ s
32 2;;,. 3o T 9 &
P4 Q 1 9P — 0
e S B B e
3Bv+248)° %
¢ R ey 3lp—=
3(‘3)\+ ,.:.) 3‘/1_{_9;] (lu &1)
P—0Q
B=oa—— &2
L=
])
y=&— " g
= 51

Hiermede heeft men voldoende vergelijkingen.

§ 5. Wij willen nu een paar voorbeelden geven van de
wijze van werken, die wij op blad 7 het eerst genoemd hebben,
nl. een deformatie wordt voorgeschreven en de oppervlakie
spanningen, die noodig zijn, om die deformatie te leveren,
worden gevraagd.

Wij beschouwen de eenvoudige deformatie

u= X w=10
v=0 =10
w=0 r = 0,welke aan (37)—(42) voldoel.

Welke spanningen zijn noodig om deze leweeg te brengen?
Het stelsel (67)—(85) van blz. 17 levert nu:

X, =(+2p)c X, =0 X. =0
Y= 0 \'y:}.a Y. =0
28— 0 L, =hna Z,=ha
Lf = (v+4 28) b =0
M, = 0 M, =« M,=0
N, = 0 1)_ﬂﬂ N,=va
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Substitueeren wij dit in de randvoorwaarden (43)—(48)
(hoofdstuk I), dan komt er voor de gezochte spanningen:

(A + 2p)acosnx=X

A acosny=Y

& acosnz=12

(v + 2&) acosnx= L

¥ & COS Ny =— M

y o cosnz= N

Willen wij de zuivere compressie in het leven roepen door

u=aXx w=0
v=pYy x=0
W=91Z c=10

De vergelijkingen (37-—42) (hoofdstuk 1) zijn zonder, d. w. z.
vervauld. Verder krijgen wij:
X,:()-‘;‘Qf’-)“%')‘fgi Ay Lx=(y+-f)x+v;’3~¥y9’

X, =0 L,=0
X, =0 L,=0
Y= () M, =0
Y =Ara+ (212 w)B+ary M, =va- (v +28)B+ vy
Y. =0 M, =0
Z,=0 N,=0
Z,.=U N,=0

Z.—=ra+rf+0+2wy Ny=vatsf+b+28y
Dus de benoodigde nplwl'v]:iklP-.cp:nmingen en koppels zijn:
X=[(r+2u)a+ 20+ 2 » | cos nx
Y=[ra} (»+2p)p -+ Ayl cosny
Z=[ra+ap4+(+ 2 ) 9] cos nz
L=[v+28a«+v¥p -+ v o] cos nx
M=[va+ (42 & p 4 »y]cosny
N=[va+sf+(+ 2 £) o] cos nz
Wij zien hieraan, dat de richting van de oppervlaktespanning
s0owel als van het oppervlaktekoppel in elk punt loodrecht
op het oppervlak moel staan.
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Beschouwen wij verder de deformatie:
u=qy'y v=0 w=0 (of v=— »' x, wat symmetrischer is)
w=0 +=—0 en dan in de eerste plaats zien, hoe wij
de s moeten kiezen, opdat de deformatie mogelijk zij, om
daarna te vragen, welke spanningen weer die deformatie in
het leven kunnen roepen.

De elastische differentiaal vergelijkingen ((37) — (42) (hoofd-
stuk 1) leveren:

ety Vs o g
dx dz iy Gz
92 5 0%y U ‘
: 0 E) O~ S A e )
(/—l_ -‘-"ﬂ) 9 ZE [ ‘l)‘xz + s _ﬂyg >< ‘e{:l
T ”26_1}:"25_‘,2:”27—-— ! :><"
(7[ ] .d‘:].) ﬂ?_ S1 rl) X:'I =1 'r}y._,_ _‘I’L'; &
— - (—)
. 4 = 12 .
‘:l(/ + 2':)“3-'(:“ "{_2*1)_1;};,‘:_#? S
g /A';"-‘:
1 A F A
vz SV Y]
T T
o=1y L > 324 Ciz + Ca

5.'-111 — e
waarin C: en Ca tot op dit oogenblik zijn willekeurige functie’s
¢ 5 Gy
=0 is =

van x en y. Daar 0. Evenzoo moel

dxdz i x
] 1
i >
=1 —( zijn. Verder moel nog:
ity

wy' &
v+ 28)+ r

o1 V=]

D20 92Cn . 92Ce  92Ca
(e 'ny‘-‘): (e ny*’)*:”
vervuld zijn, of dus

P2C PG py' (vt 28

o0 Ty T Ev—tn
Ot _:-_' R i? C_',

x2 = 9 y?
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Hiervan wordt een eenvoudige oplossing:

Co=—"T4 i:? Ubiel-) (x% 4+ v?)

-

E1v—E&un

zoodat dus ten slotte is:

ey & g 1, M.Qf’(;—@_v_ _f o

S pento s et v)
3 = 5 =
C{V el V] Slili==is

7 ! =
720 4N VG
T ¢ s
X, =v e L. =w; — 7
Sl — GV S1y = & ¥
- ! . r
Xy=2pny Lo=2¢&y
X,=0 Li=

0(of = — 2.z 5" wal symmelrischer is)

M,=0 (of=— 2&y" wat
symmelrischer is)

! 3= [N
Ly & wo &
Y o e b M,=un: L _ g
S == S1Y — il
() M,‘,=0
E . 9 k£ ] " B0 B -
— "25#? (/_}-h-ﬂ)'\' “—j—“‘.f'.’-:‘:l'i..? (J-{; “)x
&1 vi—c¥ = ey — e
AN 0 £ L it
gy 28 Ny, g B2 Criladie
S ° 3 (kI e (S

te ! o
g Ly s - Yy s
11 1. O L e o — N __( _{_t)-.) AT
o =1 = Z ., — \¥1 “sll = . /A
/‘?. ( 1 -J&]) sl y—& yq % “:1 o i ;:‘ 1

Substitueeren wij dit weer in de randvoorwaarden (43)—(48)

(Hoofdstuk 1) dan krijgen wij:

! =
L [ i =
X =y 42 zcosnx+ 2py cosny
1y — &6 AN oy
VLY S
Y = [— 2wy cos nx] ++——=—%— %Cos ny
' 81y — &N
(== 9 &) 0 (,_|_ﬂ )
- Y b >y
7= g & £ £ ( ~ .\'(:osn.\'~'/'., £ ycosny -}~
Sry—E&n §1y—&n’
!
“wy &

(S alR) e -7 COS NZ
(v “):1?-"4'71
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— L -;."E : e ¢
L=y ————— zcosnx 1+ 2&y cosny
Erv —&n
: B : wry' &
M—=— 2% cosnx|s-¥i=== " 1Z COSHIY
E1 v — i
! o N
; o uy' (v 28) . prilv1+28)
Nz___l!‘l‘:l!: h c -*X('OSI‘IX—-I.'zEl B -_ycosnv_l_
E i ——c] &1 Y. —&WNH g
] =
- (LY o
+ (1 +28&) 7 %cosnz
gy — [§ "

Als laatste voorbeeld hehandelen wij een geval van torsie.

Beschonw een eylindrische staaf. De uitwendige ruimte
krachten en momenten, X, Y,Z, L, M en N onderstellen wij
alle gelijk nul. De deformatievector u, v, w nemen wij
verder als volgt aan: Elke vlakke doorsnede ondergaat een
draaiing in zijn vlak, om de staafas. De middendoorsnede
van de staaf draait niet en verder is de hoek van draaiing
van een willekeurige doorsnee evenredig met de afstand van
die doorsnede tot de middendoorsnede.

Als 7 as kiezen wij de staafas; als oorsprong het snijpunt
van de Zas met de middendoorsnede. De zoo juist gede-
finicerde torsie wordl voorgesteld door
(138) vvvev. U=—w12y V=012ZX w =0

Hierin is « een constante, terwijl @z de oneindig kleine
draaiingshoek voor de doorsnede z is.

In de eerste plaats zullen wij onderzoeken, welke gedaante
bij de beschouwde torsie de oriéntatievector w, x, 7 aanneemt.

In de eerste plaats moeten de differentinalvergelijkingen:
(37) — (42) van hoofdstuk 1 vervuld worden.

Substitueeren wij hierin (188), dan verkrijgen wij de be-
trekkingen :

v S
(y—{—.ﬁ-‘)ﬁx EAY =0k v v < (189)
C
(v + E)ﬁf”- & A =0.
"'}yl ---..-..(140)
5 = :
(»+ &) i‘)_y;+ Eale=0.........((141)H

1) Hiernit volgt 4° =0
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95

b2k 51)':—,);+ E A b parx=0...(142)
’S

(71 + EL) :‘(}'y + S1 A “i‘ LWL Y =0..,. (11*3)
s

(11 + &) oy + &5 A — 2w z=0 .. (144)Y)

q

¢ ~ A 1 I}u 5
Rlimineert men uit (139) en (142) respectievelijk gy o0 A w,

dan verkrijgt

(145) .
en
of

(146) .

mein:
(En—&Alw=pwl+&x

w8

AEC; ., P X
ey -— o1 ¥
- o .
(Eyy—E&u) g =pwsX
l)x
0= .L!«CCIE
s ~ x
X Eyy — &1 v

700 leveren (140) en (143) en (141) en (144):

(147)
(148) .
(149)

(150)

poyly + &)

)

Nl K e e e
Eyn — 617

0 -
g WS
et =
iy Eyy —E v
o 2l O
A= — ——

S — G511V

g G [N

7 L’Mu.:i'

Hel stelsel (145) — 150) luidt door invoering van eenige
hulp constanten;

(}{.
A?w=ax (161) == —bx (154)
W X e b n s 'a'}x X o o o o o
Y == RO é '%:___ - r
Ao =aX"%" s oo (152) Dy VA e Al (155)
25 :
A? g=—%az ... (1563) Ty + 2bz. .. .. (156)

') Hieruit volgt weer J'5 = 0.
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Door integratie van (154), (155) en (156) verkrijgen wij :

T e R i
(157). 5 =" L el —

Vo Ve B0 Alyhx* —Haby! bz it
I‘)x 3’} T ! "}Z ! i o - + 1)

terwijl door differentiatie van (151), (152) en (153) respec-
tievelijk naar x, ij en z verkregen wordt:

op

D

% 9 g
Hoewel nu de grootheden 9 the I

en — s .— aan de-
iz

x Oy
zelfde differentiaalvergelijking voldoen, n.l. aan A% p = a, is het
nog niet noodzakelijk, dat die 3 grootheden ook celijk zijn.
Integendeel, als men deze gelijk stelt, wordt < =10 hetgeen
tegen (157) strijdt.

Wel geldt voor het verschil van Lwee van genoemde groot-

heden — dat wij g sullen noemen — dat q voldoet aan de
vergelijking van Laplace d.w.z.:
Atq=0

Noemen wij dus 2 oplossingen van deze vergelijking respec-
tievelijk ¢ en qg, dan verkrijgen wij:
oy W w
gy Ux +

| f‘) a ] f‘)a"
— 9z  Px i
en dus:
Dw  Vu i 7 i w i) w e
5‘:-,--' AT R A g e + 1 +(—2 - b-—-f’lq-,») —
dx Uy Dz UxX i x 9 x ‘
=1 — (2
Terwijl volgens (157) moel zijn:
S = — g bx® —laby! + bz* 1+ ¢
dus moet
(_138')7 Qi —2qa=—"]s bx*— 3 by® + bz? ¢

1 In overeenstemming met de noot van de vorige bladzijde.
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Het is dus nu de vraag, oplossingen van de vergelijking van
Laplace te bepalen, die voldoen aan (158). Heeft men deze oplos-
sing, dan moet men w oplossen uit (151), en door differentiéeren

€

'}6‘; . -
I hepalen; vervolgens telt men hierbij b.v. qi op en verkrijgt

]
iy \ . )
700 '.-}--y-: tenslotte daarnit na integratie x zell; en op analoge

wijze vindt men a.

Daar — /2 bx? — Yz by® + bz? 4 ¢ aan de vergelijking van
Laplace voldoet, kiezen wij dus voor q: een willekeurige op-
Jossing van die vergelijking, dan is

q=20q: — g bx? — Y2 by® + bz® 4 ¢
ook weer een oplossing van die vergelijking.

Hiermede is dus voor qi en e een stel waarden gevonden,
dat voldoet.

Nu is een oplossing voor w uit (151):

w=1cax*1!)

W w
o 9
( — 1II‘I'.' ax”
X
Kies verder qu = (s = 2 bx® 4 /2 by* — bz? Deze voldoen

20

aan (1568) 2 en dus volgt uit blz. 32 rgl. 7 en 8 v.o.
07 D% iy (a 4 b)xt - s by! — b
g =1 (@-+ b)x*y +sby’—by 4
r—=—(@+b)x*z—by*z + *sbz®
== s a x3

Wij hebben dus nu verkregen:

(159) ﬂ Lou=—wmz2y V=012X w=0
o)} w=1pax®! x='[2(a L b) x*y + ¢ by® — byz?
en 0= — (a 4+ b)x*z—by*z + *s bz®

Achteraf overtuigt men zich nu ook gemakkelijk, dat hel
stelsel (1569) voldoet aan de differentinalvergelijkingen (37)— (42).

) Algemeen zou zijn : w =4 (ax* + 3xy* + 7 x1), waarin

Gu+ 245+ 2y =1 moet zijn.
") De onderstelling 4, =4, s willekeurig; zij geeft ons een cenvoudige

oplossing.



34

De vraag wordt nu, aan welke randvoorwaarden wij met
deze oplossing (159) kunnen voldoen. Daartoe berekenen wij
eerst de componenten der spanningen en momenten X ... .. N,
(zie schema (67)—(85) § 1) en krijgen:

| X, —(a&— Y2by)x* — ebyy®+byz?

Xy: — Qw2

X — —Qunwr Y

Y, = Quarz +25(@+b)xy

Y =[@+b)&—"b y] x2 +- (b& — Y2 by) ¥+

(160) {Z =—4(a+Db)éxz
Zyz-——d-l)_fj,'x
7= — (s bysE 9(@+b)é)x*—(Yeby+2Db&)y*

4+ (by44bé) 22
en precies hetzelfde schema nog eens over voor
L_...N,, alleen overal de letters 12, » en & vervangen

| resp. door & w» en & terwijl de letters a en b
| behouden blijven en voorstellen:

wwi (v &) wwy &
a="*z = en h=-= >
G VIl 1Y e Yi— &1 ¥

(zie blz. 31).

Substitueert men nu (160) in de randvoorwaarden, dan
kan men bepalen, welke uitwendige oppervlaktespanningen
en momenten moelen worden aangebracht, om de voor-
geschreven deformatie, de torsie (159) te verkrijgen.

Wij behandelen nu eerst de randvoorwaarden op den mantel.
Daar is cos nz=0") en dus: :

X=[(@a&— 'sby)x*— 1 byy* -+ bvz*] cosnx — 2 pwzcosny
Y =[2uwiz+ 2&(a-+b)xy]ecosnx j[(a-+Db)§—[sby]x*

+ (b&—1'aby)y*+ (by —2Db &) z* cosny
7= —4(a+ b)éxzcosnx —4b&yzcosny

i) De letter n stelt overal de naar buiten gerichte normaal voor.
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en voor L, M en N analoge uitdrukkingen, waarin alléén de
letters 2, » en & weer vervangen moelen worden resp. door
& v en &.

Ten slotte resten nog de randvoorwaarden aan de eind-
vlakken. Daar is cos nx =20, cos ny =0, cosnz= + 1. Wij
krijgen voor het ééne eindvlak:

X=—2uwy
[ =2pwXx —4b&yz

7= — (Maby+2(a+b)&x*—(*leby+42b&)y* + (bly + 4b¢) z*

.

en weer analoge formules voor L, M en N, waarin echter
u, v en & vervangen resp. door & » en &

Aan het andere eindvlak hebben al deze grootheden dezelfde
waarde, doch zijn zij tegengesteld in richting.
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Dynamische toepassingen.
§ 1. Wij passen de vergelijkingen (49)—(54) (blz. 12 Hoofd-
stuk 1) toe, onderstellen echter, dat de uitwendige krachten

en momenten X,Y,Z, L, M en N alle gelijk nul zijn.
Wij trachten nu aan de vergelijkingen te voldoen door de

onderstelling:
(uvw)=4 ¢ -+ Rot®
(wxe) =AY + Rot ¥,
waarbij dus & en ¢ dan sealaire en @ en ¥ vectorpotentialen zijn.
Wij kunnen voldoen, indien de functies’s @ en ¥ voldoen aan:

2

(61 ((r+2mar—s g o =— 29ty

(162)... b +28 A2 p=(u+28) AT )y
Hieruit volgt voor &:

(61 +28) A2 = T (0 2 82— ) —

(163) 15 <fsjelelele ool —(v+28)2A%0=0
en eenzelfde vergelijking voor .

Verder krijgen wij:

i 12
nlA2p+EAY =) 2 of
5 2
(164)5 0 cce s alnn e (A% = p 4 l'~’) ¢ = —&A?Y, En evenzoo:
G 1:1) P — (£ A2 — pRot) P =(—r ;;2 + E AW



Hierunit volgl voor ®:
(160) Ry [ (w2 — ;9'_?;) (8 a2 ‘__;’:b) L

(6 A2 — 1z Rot) & a2 ’ Db = ()

en een soortgelijke vergelijking voor .

Uit deze vergelijkingen zijn de scalaire en de vector-poten-
tinal te bepalen:

Vergelijking (163) geefl:
': (71+251)(;\+Q[A) e (7‘** ‘.’.).E)‘Il ﬁi—- [(h-f— Q‘u,)-;-—}—

72 A2 e a
gz TPT ol ®
en een soortgelijke vergelijking voor .

Werkt men deze uit, dan verkrijgl men:

B . 92 al 94 _
(167) e (:1 At 4D 912 +cg t") ¢ =0, waarin

+(71+95|)r’ :O

a=(14 2&)(A+2p0— +28=an+ 2286+ 2unt
FAhpl — -4y E—4E
b=—@A+2p)r—n+ 2&1) p=— Ar—2ur—unp—2&

—

1 p
terwijl voor ¢ een analoge vergelijking geldt.
Op soortgelijke wijze te werk gaande, vindt men uit (166)

Ire

92 A2 g
(168)5 .. (a1 A* =4 by i =2 -+ ¢ i + d; Rot A?) ¢ =0,
waarin:
a1 = @ & — &2
by=—ur—&p
CiL=p7 en
dy =p & is gesteld.

Voor ¥ geldt wederom dezelfde vergelijking.

Ter oplossing van © en ¢ onlbinden wij (167) in de bwee
vergelijkingen:

2 )2
(4" 2]l A\ = ! . 2) A —
Uh'.l)...(‘,“,ﬁ,——x,..\)g,, 0 en (a')‘t'-’-r agy AY) =0,
. b 1 : -

waarin a; en a2 =— 5~ L 5 2 1/ b?—4ac

4 C
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ten oplossing van elk van deze vergelijkingen is ook een
oplossing van (167) ")

Wij gaan over tot de beschouwing van vergelijking (169),
de vergelijking van d’ArLemeert. In de eerste plaats zullen wij
de oplossing nagaan voor het geval, dat de functie © slechts
van | en van één coordinaat, bijv. x afhangt. Wij krijgen dan:

6=t x4+ Va)+dex—Va)t+osk+ 1V at) +
+oi(x— V at)

Hierin stellen @: tot en met & willekeurige functie’s
voor.

Uit de gevonden grootheid & is door zeer eenvoudige
integratie ¢ af te leiden met behulp van (161) en (162) en
verder u, v, W en w, ¥, 7 volgens de onderstelling van blz. 36.
Daarbij zijn alleen u en @ van nul verschillend. De beschouwde

1) Men krijgt de oplossing van (161) en (162) iets sym-
metrischer, als men de uitdrukking (161) vermeerdert met
(162), vermenigvuldigd mel een willekeurige factor x, aldus:

1?2
f 92 =
! : e 02
= (— (v 2¢) -+ x +92&)) A%y —Tx 9 lgl'.'b

().—}-Qpc—:/.(‘/—f-ﬂs))A”Cb——

Sisch nu

}b~i*9lf.b—*x(y+95) 1 : y
T 28 +x TR o o waaruil x le bepalen is,
dan wordt:

i Ve 12
(A2 —xl-+26) ] A O —a)=¢ 4 2 (@ — a«y)

@ — a ¢ isdus een oplossing van de vergelijking van o’ AvLemper
en wel met twee waarden voor x (en dus voor ). — Op
dezelfde wijze vindl men O -+ 3¢ als men de eerste breuk
gelijk stelt aan de tweede mel het negatieve teeken.

Men krijgt dan voor @ —xyenQ + 3¢ oplossingen met
willekeurige functie’s en zoo daaruit & en  als bij de overigens
gelijkwaardige opzel van hierboven. '
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oplossingen  stellen dus longitudinale, vlakke golven, met

voortplantingssnelheden, gegeven door
/! o
ST 1/ bt —4ac
2¢

=

voor. !)

i)(t ax [y rz
Door u, v, W, @, 2 en ¢ evenredig met e AN vV )
te stellen, kan hetzelfde resultaat voor periodieke golven
verkregen worden.

Wij zullen in de 2¢ plaats de bolsymmetrische golven van
de vergelifking (169) in het oog valten. Daartoe gaan wij
transformeeren op poolcodrdinaten. Wij vragen naar die op-
lossingen ©, die alléén van L en r afhangen, doch onafhan-
kelijk zijn van de poolhoeken 7 en ¢. Dan is het voor de
transformalie voldoende op te merken, dat
: 9 2

At= r thr 2

Hierdoor gaat de vergelijking (169) over in:
20 (':3 720 2D
012 TR TR )
2 r r o or?

Als oplossing hiervan vindl men:

o="r[pi (41 at) + ¢ (c — V1)),

waarin @1 en e willekeurige functie’s zijn.  Voor ¢ geldl

') Voor een physisch werkelijk geval moet b? > A ac zijn; dan
alleen krijgt toch V? twee reéele waarden, Dit is inderdaad zoo:
b2=[(»+ 2pu)r+ (n+ 2 E)o)r=(A+4 2 pn)r2+4

F2or (A4 20) (n +28) + (a4 2 6)7 02

|

bac=4 7 (1 -+ 2&)( +-2u)—4or(v+2¢ 2
b2 —Aae=(r+ 2p)272 +2pr(A+2u) (1 +28)+
4+ 2822+ dpr (v 4 2 &)? of
b2 —Adac=[(r+2p) 7 — (112 &) pl2+[2 (v4-2§) l-’/,J r)?

Dit is een som van quadraten, dus essenlicel posilief, en
dus is altijd b? — 4ac >0 of b2 >4 ac.

Buitendien moeten die waarden voor V2 beide > 0 zijn,
anders wordt V zelf imaginair. Hiertoe is noodig, dat de
absolute waarde van I/ b2 —4ac<"bh is: daar ¢>0 Iis,
wordt de voorwaarde hiervoor a = 0.
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weder hetzelfde. — De bolvormige golven, die wij op deze
wijze verkregen, zijn weder longitudinaal.

Wat periodieke bolgolven betreft, voor oplossingen, die
physisch van belang zijn, verkrijgt men voor de vergelijking

.1920
& n:L2A2®
0 t2 8
k=w n—=w i=wx 1 ik =
o= > 3 > r_Pn)_('“)\'Ak:.Ae ll\rfn (ikr) -

k=0 n=0 21=0
+ By, eikrf (—ikr!)jcosaktcos®i—+..
en verder drie analoge vormen, waarin in de plaats van
cos akt cos A @ achtereenvolgens optreden de producten cos akt
sin 2 @1, sin akt cos 2@ en sin aktsin 2 @; en waarin overal®
A p
i 4% Py ()
P, ; () voor (1 — p?) " e
d pt

staat. )
Hierin is, als steeds, P, de Legrendre’sche bolfunctie van
de ne orde van de 1€ soort; = COS J; verder is
- nin+41 , (n— inn+1)(n+2

Inflz) =1 Tes v il 9 4, « 72 H

4 (n—2).. .. m+3) JL + 1.2.8...2n
9. 4 6. 22 T 92.4.6...2n.20
Periodieke cylindergolven ?) worden gegeven door:

k=—=ow n—=w :
6= > = |18 3, &) +B, Y, (k)|cosns+
k=0 n=0

+ AL J, (kr) + By, Y, (k)i sinn -“:! cos akt -

o v e s Vr 2 . .
S8 Ay l A", T, (k) = BY Y (k) { sinnd -

Xe=1 n=0
AT, (k) B, Y, (k) EsinnS \ sin akl

waarin J en Y resp. Besselsche en cylinderfunctie voorstellen.

1y @, is hier de bekende poolhoek, een der 3 bolcodr-
dinaten.

2) Zie bij period. bol- en cyl. golven Forsyth. Differential-
gleichungen resp. blzd. 877 en blzd. 480 en 879,
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Vraagt men speciaal naar cylindergolven, waarbij zoowel
7 als S constant worden gehouden, dus alleen r veranderl,
dan krijgt men

o=1J,)

Altijd weer moet na het bepalen vau @ uit de vergelijking
(161) ((162)) de bijbehoorende ¢ bepaald worden.

Ten slotte willeu wij de vergelijking (169) nog eens alge-
meen  beschouwen melt naast zich de aanvangsvoorwaarden:

o=f(xyz)
LD BV O 0T L)
, g1 F (nyz)

Hierin stellen f en I voor funclie’s van x, v en z, die de
heele ruimle door gegeven zijn.
Men krijgt voor een willekeurig plmt Xt Y1 Zi:

@ (x1 y121) = X' (V «t) -+ l/ X (1 «t)

Hierin is:

R [N SR ey .
1/ at)= = f” / d A l sin $d 31 (x1 + 1« tsin S cos A,
-l ]/d t sin < sin A, z1 - l/fa_c t cos 9)
en
1 a7 X [yt
Va X (l/:c t) = 11__ ! d A [ sinSd S F (xy + |/« tsinS cos 4,

s o Fu
Vi - ]/ « t sin Ssin A, 721 ]/ﬂ t cos 9)

Laten voor beter overzicht & » en { voorstellen de cosi-
nussen van de hoeken, die een van het punt (x; yi z1) uit-
gaande veranderlijke richting met de assen insluit, en laten
we de toch overbodige index 1 van hel veranderlijke punt
X1 y1 7z weg, dan krijgen wij als oplossing:

® 6y = 4 [Fi+Vatsy+ VatpatVatde+

9 r 5 :
L (1/rn-;]/xts,y4 V izt s+ Vatd|da)
1 " i) [ .

1) Zie Riemaxy-Weser IT § 124,
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Deze integraal van Poissoy van de vergelijking van n’AvLey-
pert wordt ook verkregen, als men de formule van Kimcuorr
gebruikt. (Zie voor de methode van Kircunorr (nithreiding van
de methode van Ggreex) voor de behandeling van de verge-
lijking van p’Avesmeerr: G. Kwcmmorr. Zur Theorie der Licht-
stralen. Sitz Ber. Ak. v. Wiss. Berlin 1882 (2 Sem) blzd. 641) ')

§ 9. Ter berekening van de vectorpotentialen @ en ¥
moeten wij nu overgaan lot de behandeling van de differen-
tinalvergelijking (168). Deze dient uitvoerig te geschieden,
in de 1e plaats aan de hand van de methoden, genoemd door
Vorterrs. Dat willen wij op deze plaats niet doen.

Wij zullen de periodieke golven onderzoeken, die aan die
vergelijking voldoen. Daartoe substitueeren wij ¢ = P’ e'0!
en krijgen:

{17 0) . [a; A%+ by p* A% - ¢; p* + di Rot Al =0

Zii @ weer een functie van slechts één coordinaat, b.v. x
teneinde vlakke periodieke golven te krijgen. Dankan @  nul
gesteld worden, daar in de uitdrukkingen voor u, v en w
@' slechts in diff.quotiénten naar y en z optreedt.

De vergelijking

W ([)'x 2,‘}2 ]’ NN
(171 9 x4 - by p 9 x2 —]- cp P = 0

die uit (170) volgt, behoeft dus.niel beschouwd te worden.
Verder volgt dan uit (170):

'l)] (I)f‘. Uz(b’v “ 3 (I) !,
- Y X 2 o - | ’ 7 =
“ 12) sieia A1 9 x { by p 3 x2 = C P P y i, B < =)
en
], P, RN .
7e : o ¥ ‘ i St ndi b oieis Yo
(173).. . a0 5 g bip*- g N e ptdy - dy R 0
Oplossing levert:
{I’."L—‘ Alye .2 2 Bl AlgeTsX t",ll”
bp=|ByeT X+ . ... Blyel* elpt

1) Voor behandelingsniethoden van de vergel. van D'ALEMBERT en soort-
gelijke zie VOLTERRA. Drei Vorles. iiber neuere Fortschritte der mathem,
Physik blzd 133 en vig.
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Hierin stellen r; tot en met rs voor de wortels van de
vergelijking

- 9.9 . /
(174) . . . . air*+bip'r*teapt=+dir* ]/ —1
waarvan geen enkele reéel kan zijn 7), hetgeen physisch juist

1) Een uitvoerig onderzoek voor deze vragen voor vlakke
golven volgt in § 4. Om er hier toch reeds iets van te laten
zien, het \olﬂ;endu

Daar wij onderstellen, dat alle grootheden alléén maar
functie van x zijn, wordl:

i) |
u= g Z Py = r by =0
] " r'} 5; i |
' — ¢ — - — e o,
V 9z X J x == 9 X 7z
9 9 {
wWw=" s - (Il‘ — ' (!)‘ — U (I)Y
‘r} \ ?r} \: J ') .

en analoge betrekkingen voor w, x, 7
Wij hebben hier tln~ een tltnmu sale gnl[’ Dit kan echter
alleen, als de worlels ri van (174) zuiver imaginair zijn. Aan-
genomen, dat dit zoo is, dan zien wij in (175), dat de factor
a; ri* -+ by p*ri* 4 ¢y p?
rec¢el wordl, daarentegen wordl thlri“ zuiver imaginair, zoodat
wij krijgen

’ /s

Bi = a Al —
waarin ¢ een reéel getal is. Daaruit ml”t dan voor de @y en
de @, en dus ook voor :.[e v en de w, dal als de ééne een
cos. is, 1s de andere een sin. en omgekeerd. Wij hebben dus
ook hier, evenals in § 4 zal blijken, dm.um" van hel polari-
satievlak.

Nu wal betreft hel imaginair zijn van de wortels van (174).
Stellen wij x=r |, dan moelen dus de wmleh van

axt—hp!x*+tcp==+dx
alle reéel zijn.

Wanneer d, klein is to.,v. de coefliciénten in hel linkerlid
(hetgeen b.v. in vervulling gaal voor groole waarden van p)
mogen wij hel rec hiterlid bij het linker verwaarloozen, en er
rest de ‘.’l!l;;l_!]l.]klll"

a; x* — by p*x* 4 ¢ pt
\ummn wij de \\mlcls hiervan a1 en 1I:1|1 is:
|)1 ]l 4 ll I 'F}J"-'

3w — 4a; ¢1
9 a, 9a;

2 en ag = -
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is. A’y tot en met A's en B’y tot en met Bs' zijn wille-
keurige constanten, verbonden door de betrekkingen

{17/ Bi— q lr_j(a. ri* -+ by p*ri® 4 c1p*) Ai (voorivan 1 tot 8).
111

Deze willekeurige constanten mogen willekeurige functie’s
van p zijn en daar onze diff.vergelijkinzen lineair zijn, zal
men wéér een oplossing krijgen, door de zooeven beschouwde
te sommeeren naar p of zelfs te inlegreeren.

Uit de gevonden grootheid ¢ is weer door eenvoudige
integratie ¥ af te leiden met behulp van (164) en (165).

§ 3. Door in het begin van § 1 de oplossing op te zetten

in de gedaante
(uvw) =23 0+ Rot
(wzs) =Ad+ Rot¥

hebben wij deze oplossing gesplifst in een rolatielooze en een
divergenticlooze. Moet men nu tegelijk ¢ en ¥ (resp. @ en
4) nul nemen, of zijn er oplossingen mogelijk van den vorm
(uvw)=A40 (@ =0)
(wea) =AY + Rot¥ (¥ | 0)
enz. analoog?
De functie’s @ en ¥ hangen samen door de vergelijkingen
(164) en (165). Hebben wij nu een oplossing van (166) voor

Nu moeten «; en z altijd reéel positief zijn. Dit is inder-

daad zoo:
bt —4aci=(ur+ E o) —4(n& —E)pr=
= (71— &1 ,J)Z‘f* (2 ‘.'IJ):",

dit is een som van quadraten, dus altijd positiel en daar
de absolute waarde van die wortel kleiner is dan van de
1e term, zijn a1 en a: dus altijd positief.

De oplossingen x hier, die de worlels uit de 2's zijn, zijn
dus alle reéel. : 3

Nemen we niet aan, dat dy klein is, dan krijgen wij deze
volledige 4¢ graadsvergelijking te onderzoeken, Imtgeg,fn vol-
maakt parallel loopt met het onderzoek van de vergel. (y)
voor de vlakke golven in § 5.
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¢ gekozen, zoodanig dat Rot @ =0.') Daar Rot ¢ =0,
maken wij hiervan gebruik door te schrijven & = A X, Dit
nu gaan wij substitueeren in (164), dan komt er:

o 'l‘}::‘l. =l - .
(gu L -__"t)t‘-')AR__‘“ A Y,
terwijl uit (165) volgt: ;
- )2
_.(i:A‘Z - ;_;:Rot]{l-.\:(-——_—;‘;_.tz_{__gl Ag)-‘{;

d. w. z. ¥ mag zijn een willekeurige oplossing van de 1¢ dif-
ferentinalvergelijking, waarin X een willekeurige funclie is.
Om de vraag te beantwoorden, of Rol ¥ nul is, bepalen
wij deze grootheid, door van beide leden van de vergelijkingen
de rotatie te nemen. Wij Kkrijgen dan:
A*Rot¥ =0 en
92

(- 7 g+ AYRot ¥ =0

of dus ¥ is onafhankelijk van den tijd en een oplossing van
A* Rot¥ =0,

de vergelijking van Larnace. De vectorpotentiaal behoeft dus

niet nul te zijn, doch is wel onafhankelijk van den tijd, wij

hebben dientengevolge een statisch en geen dynamisch probleem.

Analoge hehandeling geeft hetzelfde resultaat voor het om-

gekeerde en o0k ten opzichle van @ en Y.

§ 4. Wij zullen ons nu verder beperken tot het onderzoek

van de voorlplanting van vlakke golven. Dan zijn alle grool-
heden evenredig mel

. ax + fgy-+re
1p{it— \,' ) . 3
e . terwijl hun amplituden Ay, Asy Ay, By,

B. en By zullen gesteld worden.

1) EKen dergelijke oplossing bestaat, wanl is b.v. » een
willekeurige oplossing van (166), dan is b =A x een op-
lossing van (164)--(165), zoodat Rot & =0.
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Wij krijgen op de?en weg:

(» o (A o+ Ao ‘J+AJ'))‘[‘MA1 -r,-l

= 'M Vz

>

+ o+ T
of

[0 ) a2+ o — o V] Ar + (3 @afhe+(Fw)ay As+

F v+ &a4EB+ -+ & xfLB: ‘1’( +&ay B =0

2
2 3+ Bsy)+ & Bi ‘\),2:‘ A, p?p

[+ &a2+ E] A+ [0+ ap+ -y V] A+
p

|:(:r+5)17~ BV]As + [ (1 + &) a? 46 — = V] Bi +-

—l—(xx—}'n)cc JBz‘{‘(/:'i‘n 2y Bs =0

Wij verkrijgen dus zes lineaire homogene vergelijkingen in Ay
tol en met By, De voorwaarde, waaronder dit stel een van
nul  verschillende oplossing bezit, is dat de determinant der
cotflicienten gelijk is aan nul. Deze determinant der coefli-
cienten wordt, evenals in het geval van het niet georiénteerde
medium, een vergelijking ter berekening van V; nu echler
treedt 00k nog de p erin op.

De genoemde determinant is:

(J*—}—u)x-v

(A+p)at+p—p V2 (A plap y+8)at+E (y+Eaf (v+Eay
(n 4+ p)a B (A+p) B2 tu—pV* (A+p)By (4Eap (&p2+E (v +8)By
(A4 @)y (At @) B2 (A+p)y®tp—pV? (v+&)ay (v+8&)By (+ rE)y2 &

r

(8ot tE (8 )1:34—1'47:

Daar « 3y de richtingscosinussen van den normaal op het
golfvlak voorstellen en wij een isofroop medium onderzoeken,
zal dus deze determinant hetzelfde moeten blijven, indien wij
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A

2, 3 en yp veranderen, zoodat =2 3% + 52 gelijk aan 1 blijft.
Kiezen wij nu 2 =1 3=0 » =0, dan verkrijgen wij:

Aht+2u—pVZ2 0O 0 v+4-2¢& 0 0
0 u—pVi 0 0 g0
0 0 pw—pV: O 0 &
v+ 2¢ 0 0 »+285—7V20 0
D= v =()
0 E ip 0 &£ —17V2 0
p
\T
0 —ipn & 0 0& —7V32
' p
D'_—'_lf'_-a’lES V2icVi+b Vi4al-4je Vi b VitajfX
XlprVi—(wr +p &) V24 ué — 61 =0
of
D= —jcVi+bVitalllpr V' —(ur+p&) Vit né —

— & p2 — uté £2y2| =

Hierin hebben a, b en ¢ weer de waarden van § 1.

De 1¢ factor van D gelijk nul stellen levert de reeds hij
herhaling gevonden voortplantingssnelheid voor longitudinale
golven, die onafhankelijk is van de frequentie (§ 2):

v — b+ \Ql:: —4ac (e2q)

Stellen wij de 2¢ factor gelijk nul, dan onlstaal de verge-
lijking:

[pr VA —(urtp&) Vi wéi — 822 p? — 28 VE=0. (61)

Br zijn transversale golven mel een voortplantingssnelheid,
afhankelijk van de frequentie, d.w.z mel dispersie.

Deze transversale golven zullen wij thans nader onder-
zoeken. Daartoe bepalen wij de verhouding van de v en de
w: hiertoe zijn noodig A: en Ag.  De verhouding van deze
2 grootheden is gelijk aan die van de bijbehoorende minoren
it D.  Daar deze minoren echler beide blijken nul te
worden is het eenvoudigste, opnieaw van de oorspronkelijke
vergelijkingen (49)—(54) uit te gaan. Wij trachten te vol-
doen met behulp van een transversale goll, die zich in de
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X richting voortplant. Deze golf wordt voorgesteld door de

vergelijkingen:
u=—>0 w=0
i (t = ==
v=Ae'? _\-') Zﬁ))aelp(_\’)
: (t X : (t— x)
w=Aze'P 'HV) ¢ =DBse'P v
Wii krijgen aldus:
7 SV
Ao (u —p VI — VE) — & — Agi p wE=0

; By WL
Ql‘ii A:; [ ({4 = VI‘") (51 —_T \ 2) -— s,‘,"!] ’—{— ;\2 1 5 e= 0

In de eerste plaats laat zich uit deze beiden als coéfficienten-
determinant gelijk nul juist afleiden de vergelijking (3,). Verder
hebben wij:

[(xe—¢ ‘iz) B V2) — £7]

.As — = v A-_: of
1= &
p
Ny — B[ — p VA (6 — V) — £7] As
3 fLE \)‘ I ¢ ) 4132

en hiernit volgt, in verband met (31); As= + Agi. Subsli-
tueeren wij dit nu in de formules voor v en w, dan ontstaan
de betrekkingen:

v:A.,eiP(t—x,)
2 ) \,

. X
Wi s Aﬂielp(t-— vr)

Om nu de vergelijking voor de baan van het trillende
punt af te leiden, moeten de reéele gedeelten van deze op-
lossingen genomen worden. Wij nemen daarbij het geval,
dat A. redel is. (Ae zuiver imaginair laat zich analoog be-
handelen.)

X \
v= Az cOSP (t = V) en w= =+ Ag sinp (t = ;)
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of iets algemeener
, x+q : x +
v= A;cosp (t = q) enw = I Agssinp (t —- fﬂ ;
waarin ¢ voorstelt een willekeurige phaseconstante.  De ver-
gelijking voor de baan wordt dus:
v2 4 w2 = A,?
d.w.z. de baan is een cirkel. De transversale golven vertoonen
dus dispersie, beheerscht door vergelijking (3:) en zijn cirkel-
vormig gepolariseerd. Verder verkrijgt men:
F L X T -
u—p V2 ip(t— ) p—pV? (.f-‘l)
w=-— Ag- - o'l Vieneg == Ag—— i =
& &
Nemen wij ook hiervan weer alléén de redele zedeelten en
breiden wij nit met de willekeurige phaseconstante q, dan

komt er:

72

r—*\ _'—-'—.
g = — Ag =L cosp(t-—\;,q)

v x -
= =+ Az = \,‘ sin p (t. e N q)

Hierbij is ondersteld, dat V reiel is; alleen gevallen, waar-
voor aan deze onderslelling voldaan is, geven een physisch
mogelijke oplossing; immers complexe V zou beteckenen
voorldurend verdwijnen van energie met de voortloopende golf.

§ 5. Wij zullen nu de transversale golven nader be-
studeeren.  Wij vonden voor de voortplantingssnelheid de

vergelijking:
()

Bij de vergelijking voor V die ontstaat, als wij in (') het
-+ teeken kiezen, behoort voor v en W de oplossing:

g v = AsCOS P (t — \\‘r)

(176) . . . . E “,:A._.ginp(l“—'-")

£2 _-(,M- —_p VE] (:1 — TVE) = + ."J‘Ep v

-

/
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Daarentegen behoort bij de vergelijking voor V, als het
_ teeken gekozen wordt, de oplossing:

g \'——-Agcosp(t—%)
(7 R Y

? w=—Agsinp (t — ;)

De cirkelvormig gepolariseerde golven, die door (177) worden
voorgesteld, worden klaarblijkelijk in tegengestelde zin door-
loopen als die, welke (176) voorstelt. Lelten wij nu echter ook op
de bijbehoorende snelheden, dan zien wij dadelijk aan de ver-
welijkingen, dat die zelijk, doch tegengesteld zijn. Dit in
aanmerking nemende, volgt, dat door (176) en (177) precies
dezelfde bewegiug wordt voorgesleld en wij kunnen volstaan
met het onderzoek van een der bewegingen.

De aard der beweging wordt beheerscht door de vergelijking

' ) ! y
g2 (p—p V) L — 7 V)= p¢ o
die ook in den vorm
LT 3 Yol LB, — &2
(i)Y = “ tf"" \72_}_.:’:1] L vHESLITS
o~ & L " .—

p 7
geschreven kan worden. De wortels van deze vergelijking zin
Vi=— 12 \"‘2’-1 — s Vzy — e \"‘VZ:;

Ve — 1 Vi 4 e 1“‘Z-_- — s Vi
Vs = -+ e \ivAre== "t VIZ'-' + e \'.’/‘3
Vi=+ 2 Vs + 'z Vag — 2 Vi

waarbij zi, 7%z en Zs voorstellen de worlels van de cubische

|

resolvente:
(‘) 43 2(:},7 1_‘&-')/24_(4"“9:1)2 44(#;! :‘;.:):7_?
d1) « » & o g 92 ._2 /
g £2
122
— =0
o* 1 p*
. . - ('L —%-— 4 = .
Daor de substitulie z = 2+ — 3 = 22U komt deze in de

gereduceerde vorm:
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e (a2 b = pr (e E)
3 2 72 ] 97 ;873
S(ur+p&)(é— &) ZaCs
= T
of

ra ’ 1
7’3 4 az' +b =0, waarin:

(wr+p&)*+12 (g & — £)pT

{l: — = =
3 p27?

O(ur+p &) 8lpr+pé) (wé — £2) p2E2
e 2l ,, »

97 027" 8p% 7l p2 w3p

[

2

Daar de term met V hel -+ teeken heeft in de vergelijking
(y1), zijn er nu, mathematisch gesproken, de volgende mogelijk-
heden:

19, De vergelijking (21) heeft slechts 1 reecle wortel; de
voorwaarde hiervoor is

U, b2+ Y a® >0

Dan worden twee wortels V van (31) refel en twee zijn
toegevoegd complex. Complexe wortels voor V mogen, gelijk
op blzd 49 is opgemerkt, piet voorkomen. De golven met
frequentie’s p, die aanleiding geven tot de betrekking

Usb24 Yer2? >0
zijn zonder dissipatie niet stationnair mogelijk.
90, De vergeliking (51) heeft 3 recele worlels; de voor-
waarde hiervoor is
1y b2 4 Yer a® <O
Nu zijn er Lwee gevallen:
[ alle z's >0
Il er zijn 2 2z’s <O en 12>0
(1 of 3 negatieve wortels z kan (3;) niet hebben, omdal het
product der wortels positiel moel zijn).

In het geval I worden alle wortels V onbestaanbaar. Dit
laten wij dus verder rusten.

Overgangsgeval tusschen I en I} is, dat de beide negatieve
wortels uit 11 aan elkaar gelijk worden. Van de V's zijn nu
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9 onbestaanbaar; 2 gelijk redel; ook dit geval heeft weder
geen physische beteekenis.

Rest dus nog het geval I:

Wij zien, dat V; negatief is: alle vier de snelheden kunnen
niet negatief zijn, daar hun som moet nul zijn; er blijven dus
de mogelijkheden:

(2)...1 wortel V pos. en 3 negalief
(B)...2 wortels V pos. en 2 negatief
(y)...3 wortels V pos. en 1 negatief

Als overgangsgeval tusschen 19 en 2° heeft men nog:

30 De vergelijking (5:) heeft 1 reéele en 2 gelijke recele
worlels: de voorwaarde hiervoor is:

113 b2 Y27 a® =0,

Dan worden twee worlels V van (51) reéel verschillend en twee
worden reéel gelijk. Wij hebben dus verder weer de gevallen:
(2)...1 wortel V pos. en 3 neg., wi aronder 2 gelijke
(3)...2 worlels V pos. en 2 neg.; of de 2 pos. of de 2 neg.

zijn gelijk
()...3 wortels V pos. en | neg.; onder de 3 pos. zijn
2 gelijk.

Als resultaal hebben wij dus gekregen, dat stationnair zich
alleen kunnen voortplanten golven mel een frequentie p, die
voldoet aan:
' 1y b2} ez a® = 0.

Sehrijven wij voor de grootheid b van blad 51
i 1 :
b=bi—b:. T waarin

c)(,u.T+,.‘J¢"'1) S(I"j‘r—l—r’fl)(ﬂ’ifl——-f'—')

Dii== 7 8.3 q 9.1
L] - .

dan wordt dit:
Lo T | e
Aa* 427 h* — 54 by be . -+ 27 be*. L = ()
p D
ol
0,

[IA

(4 a® 4 27 bi?) p* — 54 by bg p* - 27 by®
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De wortels pi2 en p2? van deze voorwaarde, indien het

gelijkteeken geldl, worden voorgesteld door:
. 2TDybs 6abyV —3a
D Aad+ 27h®

Indien de wortels py en pe, die hierdoor geleverd worden,
beide reeel zijn, dan kunnen dus, voor het geval dat
A ad =27 y® > 0, alleen golven met frequentie p, celegen
tusschen pr en pe (d.w.z. grooter dan de kleinste, doch kleiner
dan de grootste) zich in het medium voortplanten.

Is daarentegen 4a® - 27 by« 0, dan zijn het juist de
frequentie’s pr gelegen tusschen pi en pe, die uilgesloten Zijn;
met alle andere waarden van p kunnen zich golven voortplanten.

Zijn de wortels pi en pe onbestaanbaar, dan zal, als
Aa® -+ 27b? > 0 is, geen enkele golf ziech kunnen voorl-
planten; is daarentegen A4 a® -+ 27 by® << 0, dan zijn voor dat
geval golven met willekeurige frequentie p mogelijk. ')

1) Voor groote waarden vanp reduceert zich de voorwaarde
4 a® - 27 by* <0, waaronder alle wortels z van (1) redel zijn.
tol: 4 a® -+ 27 by* << 0. Substitueert men hierin voor a en by
de waarden van blad 51 en 52, dan wordt dit:

16 ek — &) [(wrtp&) — 48— &) pr) <O0.

Noodzakelijk en voldoende hiervoor is:

[~ -‘:"| — '-:'> 0

Gelijk men door beschouwing van de quadratische vorm,
die men krijgt, door in formule (60) blad 50 voor de com-
ponenten Xx ... Ny de substitutie van de noot blad 8 toe le
passen, ziel, als men zich I)l:])l‘l'!{! tol deformatie’s waarbij
f { Y ¥ ) ! D
VO v e B D0 0, is dit (nl. p& —£0)
i iy A WX iy iz
éen der voorwaarden, waaronder deze vorm definiel negalief
is; terwijl de voorwaarden voor de realiteit der worlels zp,
7o en zs, behalve de voorwaarde omtrent 4 a® - 27 hi? ook
mel het karakler der potenticele energie in verband staan.
Deze potenticéele energie toch moel, indien de niet-gedefor-
meerde toestand een toestand van evenwicht is, een minimum
zijn, helgeen lot de bovengestelde eisch voert.

Zullen nu verder alle snelheden recéel zijn, dan moeten
bovendien alle getallen 2 positief zijn. Lossen wij daartoe de
vergelijking (d1) op, nadat we hierin de laatste term, die immers
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Voor golven, wier frequentie een mogelijke waarde bezit,
zijn verder nog mogelijk de gevallen («), (8) en () blad 51

p in den noemer bevat, hebben weggelaten, dan krijgen wij:
wt+péi A i “ i
71 en Zs = - - -:t';_\((»tft—é“)p-’
‘.d .

ba |

Zy — 0
In de le plaats zien wij hier nogmaals, dat voorwaarde
voor de realiteit van z en zs is x & — £22>>0. Verder moel
nu voor posilieve z's
(wr-p&)2>4(né —&)pr [ ziijn. Deze voor-

waarde is altijd vervuld, want wij kunnen er voor schrijven:
e . . . .
(wr— )2+ (26Yp7)2 >0 en hier staal in het linkerlid
de som van 2 kwadraten.
De waarden, die de snelheden nu aannemen zijn:

Vi=—1s \'Izl — g VZ-.‘
Vo= — s Vzr — Y2 Vza
Vo= — V2
Vi=— Vl

Verkort laat zich dit schri_jv/cn:

Vi, Vo, Vi en V= =% I/ s g lfv: A V 72y 2o
Precies helzelfde resultaat kunnen wij afleiden, door dadelijk
in de vergelijking (1) (blz, 50) de term met p in den noemer
weg te laten. Er komt dan ter oplossing van V de vergelijking:
LT —l- P £ V2 - 2 g — &2

vyi — &2~~~ =)
pT i
en duos e e e Sy WA In Rl
Ve |/ et E VT P B = LB =B
L 9,7

Wij verkeeren nu in geval (3) van blz.52: er zijn twee worlels V
positief en lwee neg. mel gelijke absolute waarde. Wij krijgen
dus ook maar ¢én draaiend ])ola'u'lsuliu‘gl:lk mel een o:

e s ep e

2pT

_l/,u,.-~z-.:f. Vier +p8)2—4(né — E)pr
2p7 )

. 1] 1 _ 7.1‘.’ .)‘ £2

o= "'2p L/ ,,(!A'-"'+.~‘-l“1_ (u:‘:l —:*);T
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en 52, terwijl bij p1 en p: behooren de gevallen ', 3 en; A
De gevallen > en » komen in wezen op hetzelfde neer; er
planten zich voort één cirkelvormig gepolariseerde golf, in de
ééne zin doorloopen en drie in de andere zin. Dein verschillende
zin doorloopen, cirkelvormig gepolariseerde golven met ver-
schillende snelheid kunnen op de gebruikelijke wijze worden
samengesteld en leveren dan een draaiend polarisatievlak. De
in de ééne zin doorloopen cirkelvormig gepolariseerde golf
laal zich dus met elk der drie andere samenstellen, telkens
tot éeén draaiend polarisatievlak.  Zoo loopen er dus drie
draaiende polarisatievlakken. In geval (3) planten zich voorl
twee cirkelvormig gepolariseerde golven in de ¢ééne zin door-
loopen, en twee in de andere zin; er zijn dan dus vier
draaiende polarisatievlakken. Telkens is de draaiing o per c.M.
Vi — Vi

o=7p e

waarin Vi en Vi voorstellen de absolule waarden van twee
spnelheden  van verschillend teeken, (dit komt dus neer op
snelheden van cirkelvormig gepolariseerde golven, die in tegen-
restelde zin doorloopen worden) p de frequentie,

700 komen bij de golven met frequentie’s p; en pe de
gevallen (2) en (") op helzelfde neer: één golf in de ééne
zin doorloopen, lwee in de andere zin, één daarvan moet
dubbel geteld worden. Er loopen hier dus twee draaiende polari-
salievlakken. In geval (3) loopen er nu 0ok twee golven, in
de ¢éne zin gepolariseerd en één in de andere zin, terwijl
nit de laatste dubbel geteld moet worden.  Ook hier loopen
dus twee draniende polarisatievlakken. De draaiing o per .M.
is weer als boven.

§ 6. Het resultaat van de vorige paragraal is dus, dat er
Jongitudinale golven, mel een, voortplantingssnelheid, onaf-
hankelijk van de frequentie p en transversale golven, met
een van de frequentie afhankelijke voortplantingssnelheid
bestaan.

Hier komen dus, met behulp van het elastische medium
met oriénteerbare deeltjes dispersie- en polarisatieverschijnselen
te voorschijn. De essenticele oorzaak hiervan is, dal in de
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vergelijkingen (52), (53) en (54), behalve de 2¢ afgeleiden
van de componenten van de verschuiving naar de coordinaten,
ook nog de 1e afgeleiden optraden; dit bracht nl. de frequentie
p in de vergelijking, die de voortplantingssnelheid bepaalt en gaf
700 aanleiding tol dispersie en circulaire polarisatie der golven.

In de elastische lichttheorie heeft men langs verschillende
wegen gelracht, dispersie- en polarisatieverschijnselen te ver-
klaren. Het naast verwant aan de resultaten, die met behulp
van het medium van oriénteerbare deeltjes verkregen zijn,
althans in mathematisch opzicht, zijn die van Neumany. Deze
geeft in zijn werken, 1) naast de verklaring van dispersie, 00k
die van polarisatie. Hij voegt daartoe aan de gewone, elas-
tische differentiaalvergelijkingen nog termen van den vorm
N 9 ~r ¢ g C ‘ 9 v
Oy Byt Agi—CgyenB AR S
bij hem komen, naast termen met 2¢ afgeleiden naar X, y en
z, termen met de 1¢ afgeleiden naar die grootheden voor.
Deze krachlcomponenten verantwoordlt Neumany door aan e
nemen, dat tengevolge van de relatieve verschuiving van een
actherdeeltje t.o.v. cen ander dit laalste er evenzoo op in-
werkt als het element van een electrische stroom op een

magneetpool. )

In mathematisch opzichl nog verwant aan de gegeven be-
schouwingen is ook de wijze, waarop Mac Curracu te werk
gaat en levens ook de beschouwingen van de electromagnetische
lichttheorie, waarvan de differentinalvergelijkingen van Mac
Cutracn de formeele voorlooper zijn. In wezen stemmen
heide soorten van vergelijkingen, die van Mac Convacn en die
an de electro-magnetische lichttheorie overeen. ®) Een direcle
mechanische interpretatie heeft Mac Conpacn niel gegeven,

Zijn differentinalvergelijkingen, waarin de rotatiecomponenten
van de verschuivingsvector optreden, hebben de vorm:

1) Habilitationsschrift: Die Magn. Drehung der Pol. Ebene des Lichtes;
en Uber die Aetherbewegung in Kristalle. Math. Ann. 1 (1869) p. 325-308.

3 CLEBSCH heeft later dezelide onderstelling gemaakt ter verklaring
van cirkv. pol. (Theorie der zirk. Pol. Medien J. {. Math, 57 (1560).

8) Zie 11z GERALD. Phil. Mag. (b) 7 (18749) p. 216,
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o Oy (Z) — iz (H) enz.,

. 2P Oh i P
waarin =, H en Z resp. = o, 5. €0 g, terwijl
J) /= 1} Y i < :

9(I)——:AH EJ’*‘ A‘.".: '-‘52 _-{_A:jﬁ:ﬂ_l_‘ﬂi\IEE'/'—l_ﬂfx]HE:"\’fogg?‘:
dvy dw Er i w o _ 91 I v

[

SRS du o D \ "I 9 x T Oz 2 = B y T ) x zijn.

Opgemerkt dient te worden, dat de potentiaalfunctie P,
die hierin optreedt, niet overeenkomt met de elastische
potentiaal.

Deze vergelijkingen van Mac Curiaci zijn minder algemeen
dan de boven besprokene van Neumasy. Ze onderscheiden
zich van elkaar, doordat in die van Mac Cunracn de derde
afgeleiden van u, v en W naar X, y en z optreden, waar in
die van Neomasy eerste afgeleiden staan. Dit onderscheid intus-
schen is niet essenti¢el, daar het er slechts op aankomt, het
optreden van afgeleiden van oneven rangorde le moliveeren.
Leglt men intusschen de vergelijkingen van Mac-Cunracn niet
in electro-magnetische zin uit, dan hebben zij (Zie P. Vork-
wany. , Vorlesungen fiber die Theorie des Lichtes”) meer
mathematische als physische beteekenis. 1)

1) Vergelijk overigens WaNGERIN. Enzykl. Math, Wiss, V IIT 1. 21



HOOFDSTUK IV.

Toepassing op de theorie van de soortelijke warmte.

Wij zullen in dit hoofdstuk volgens de theorie van Depue
de soortelijke warmle bepalen, die een medium bezit, waarvoor
de bewegingsvergelijkingen de in Hoofdstuk 1 aangegeven
vorm hebben.

Bij toepassing op een elastisch lichaam, waarvoor de ver-
celijkingen de gebruikelijke vorm hebben, heeft de theorie
van Depue de volgende gedaante:

Wij denken ons een kubug, waarvan de deeltjes (elastische)
trillingen uitvoeren 1), zoodanig, dat op de wanden van de
kubus voldaan wordt aan de randvoorwaarde, dat de com-
ponent van de uilwijking loodrecht op de wand steeds gelijk
is aan nul. Dan wordt gevraagd te bepalen het aantal mogelijke
bewegingen van verschillende frequentie met trillingsgelal
kleiner dan een voorgeschreven getal p (of beter gelegen
tusschen p enp 4 d p). Bij dil alles de onderstelling, dat de
waarden der frequentie’s groot zijn, in aanmerking te nemen.

De elastische differentinalvergelijkingen, waaraan voldaan
moet worden, luiden:

i 0 , 2 n

R Al S ~i A 2 —— .
(.f. f '-j-) nx ‘] P‘.‘ A u e f} l'l
0y 2y

y _ " Lulee ) / 2y — (N, |
(/, 1"' [Ja] 1’) y + '.}, A A\ ? {} lz
| 0y AR LD ST
(/- _l" ‘r'j-) ,(} 7 -}_ IU' A WS r "} t'l

1) Wij nemen hier een kubus, terwijl DEBLIE ia Ann. der Physik 1912
blz. 789 en vlg) een bol heeft gebruikt; voor het cindresultaat, waar
het gaat om een willekenrig stuk materie, zal dit geen verschil opleveren.
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Om hieraan nu te voldoen, stellen wij:
ATRE <= + 3y + 7z ol pt

=
i i W r | T .
v=2A: e X + 4y 4 G p
- 4 2 wr X4 .
w=Ag 3% T . i, Ak

De grootheden « 3 en 7, A; Az en Az worden dan, al
naar het noodig is, imaginair gedacht. Als randvoorwaarden
krijgen wij dan, indien wij de ribbe van de kubus 2 a noemen
en de oorsprong in het middelpunt van de kubus denken:

Voor x==1a u=0dus za=k = =t

a

3) r—= T 1 =) =i p__k:z
(178 IRy — Ll SRR VS . pPa=Ksn p=—x
ks

o z=has =08, L oa = ke sl an

waarin ki, ks en ks willekeurige, doch geheele getallen voorstellen.
Substitueeren wij dit in de differentiaalvergelijkingen, dan
komt er:
[(A —{— ,u)12*1"f12x2---- ,:'PEIIAI -+ (A ,rﬂx,‘si\-_v - {?\-*—I'.c).x; Ag—U
(A4 p2) e SAL [ (A )24 p S a?—pp? A+ (2 + 1) By As=0
(A4 )y Ar + (A + ) By Ae [ (A 24 Y a?—pp?]As=0
een stel van 3 lineaire homogene vergelijkingen in Ay, A en
Ag; de voorwaarde, dat er een oplossing bestaat, 151
[p2—(+2u) Za?][pp?—n(Zea))?=0
De eerste factor geeft longitudinale trillingen, de tweede duhb-
bele factor (hij staal immers in zijn quadraat) de ransversale.
Wij krijgen dus:
At+t2pna 1 S

== Sal)pl=pt=

‘} 2

P

Vullen wij hierin de waarden van «, 3 en v, volgens (178)

9

“
a*

in, dan komt er:

1 L9, =2
1“'.! = A._.i-M e xz (kf‘2 *1’ ke? - ks?)
pat = 11‘2 — '.‘j ;—; (k|2 ‘i‘ ka? '|" ks?)

voor.

—
—
7
3
N
.
—
0
it
P
=
L)
_UJ
~
Ll
-2
e
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en dus, als wij bedenken, dat er was voorgeschreven pi
(respect. pz en pa) < p, hebben wij:

. 3 Al D
kl + kﬂ -]_ ]\:S, e 1:2— A.T‘l—éi‘u,

2 2 2 < a’p? ¢
resp. ki2 +ke?+ke* =5

r

Nu wordt het aantal oplossingen van deze vergelijkingen
gevraagd. De k's zijn hierin de veranderlijke grootheden, zij
moeten geheele getallen zijn. Schrijven wij:

212
o L0 )
24+ y2 422 S = !J_ —t
: 2 A+ 2

1~
resp.
x2 4 y2 -+ 22 <-

en beschouwen x, y en z als conrdinaten van een punt, dan
is x2 -+ y2 - 22 gelijk aan het quadraat van de afstand van
het punt (x,y,z) tot de oorsprong en is dus de vraag, die
ons bezighoudt, terug te brengen tot de volgende:

Hoe groot is het aantal roosterpunten ') binnen of op

w 22

de bol, met straal

resp. ap l/ .J’ff

2 selegen.

Nu bewijst Laxpav in ,Uber die Anzahl der Gitterpunkte
in gewissen Bereiche” (Zie ,Nachrichten von den Kon. (Ges.
der Wiss. zu Golt. Math. Phys. Klasse 1912 blad 687—771),
dat dit aantal is

gm0’ +e)

Hierin stelt r voor de straal van den bol. 0 — het teeken
van Lanpau — heeft de heleekenis van een correctieterm, die
voor groole waarden van r pul wordt. 0 (r¥s+¢) stelt voor
een lerm, die voor groote waarden van r nul wordt van de
orde ¥z -+ ¢ (¢ stelt als cteeds voor een willekeurig klein,

doch positief getal).

1) Roosterpunten ziju punten, waarvan de codrdinaten geheele getallen zijn.
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Afgezien van de correctieterm is dit resultaat van Laxpau
tronwens plausibel, waar toch /s =% voorstelt de inhoud

van den bol.
Paszen wij dit resultaat nu toe op ons geval, dan krijgen wij

3 Y 3 3/
L (fl p) ( : )
Vs ..;‘. + 92 [

ap\*( ¢\
resp. Asm ( ] ) (‘ ) twee keer.

?:- IF'{ i

Voeren wij ten slotte nog in het volume van de kubus
V = (2a)% en verder voor frequentie, in overeenstemming met

_ ) . i ‘
Depye niet p, maar L}I__ (dus niet het aantal trillingen in 2 x

seconden maar dat in één sec.) nemende, dan gaat dit over in:

Who o p ):_: v ( P .)3’”
ls 7 (..'.' 7) A+ 2wy

3/
' 4
oo (et
b ==
~\3/,
res 4/, s ‘r f g AL [ ey k o~ ; l - 1n o8
5. lsp ” wee keer, en dus, als wij

met Depye het aantal vrijheidsgraden voor het niet-oriénteer-
bare medium voorstellen door Zo hebben wij:

Lo= 'lf:‘» zV ]’la

voor het aantal eigentrillingen met trillingsgetal < p.
Depye schrijft nu verder:
Z=V\p'F, waarin dus

= el (8 + ()]

Voor de maximale frequentie pm krijgt hij dan:

Liffiaiy. arin N
plll —_— \.f l" ¥ waaril

is het aantal atomen in V. De karakteristieke temperatuur
wordl dan

hpm ' : :
0 = L“l (h= elementair werkingsquantum =7.10.10=*erg. sec.
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= Bowrrzman’sche constante = 1.47.10—1)

De functie F van de elastische grootheden, wordt voor
het door ons beschouwde geval van een oriénteerbaar me-
dium anders. Wij stellen ons nu ten doel deze te hepalen.

Differentiaalvergelijkingen voor het georienteerde elastische
medium luiden:

G ) o ot 8

T 20
=& fw—p 92 CNZ

P 11.[!

(Vergelijking (49)—(54) hoofdstuk 1)

De randvoorwaarden luiden:

Voor x= = a moet u=0 en w =0

Voor y==Xa moet v=0 en z=0
en voor z=— 1t a moet w=0ens=0

Om hieraan te voldoen, stellen wij u, v, w, @, z en = evenredig
met de factor e* ¥ T FY T2 +1PY wh et een  constante

en krijgen weer, juist als boven, uit de randvoorwaarden:

ki
a == ;8
o
J-—k'-’,_
=
S
ks
N ——
ol

Substitueeren wij dit weer in de differentiaalvergelijkingen,
dan komt er:

(2 f’)"‘ 4\“"—’1’ A4 (2 ) f A+ (A + p)ay As+-
+|. £) 12' £Xa?By + (v+8&)a BB - (v 6 )xw By =0

rtw)a A4 [(A+ w) B2+ p Za? —pp?| As +- (A + 1) By As -
ity xvﬂll[~%ﬂﬁ“+*vaB~F(+4Nbdh=0
(3‘.4".!. 171\1"*—( \ _i_“/ '} »{«) J.'- a2— ])2]4\1—’—
+ (v + -*)171314—(/{ )3 ‘Ba + [ (v + E 'zf—“\‘z2]|v;=()

(v + &la? 4 EX 2] AL+ [(v + &) |3+[17]:\
—}—[(/-f—t)cx'} — 4 J]z\;”}’[/l‘*"‘wl)—" 343 25 "IJ‘|BI I
+ (1 +&E)afB:t(n+E&)ay B =0

PQJ
i
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[+ & —py]lAi 4[4 &) 32—}-5205'*"_]:12 kIS
+ [ +- 8By + palAs + (n + &)a BB +
+ [(n + &) B2+ & X a? — rp?] Be + (1 + &)ByBs =0
[ & ey + ] Al + If i 5) ,‘ — ]| As +
+ [+ 8) 72+ & 14 &) 2y By
+ (1 + &) By Bz + |(,1 wl)'} < + & a2 —7pi]Bs=0
een stel van zes lineaire homogene vergelijkingen in A;, A.,
Ay, By, B: en Bs; de voorwaarde dat deze een van nul
verschillende oplossing bezitten, is, dat de determinant der
cotfficienlen gelijk aan nul is. In de elementen van die
determinant treden naast termen van de tweede graad in , 3. 5
ook termen van de eerste graad. Daar het probleem opgelost
moet worden voor groote waarden van p, dat is dus voor
ki
a’
enz.) mogen we bij eersle benadering de laatste tegenover de
eerste verwaarloozen.

Ontwikkelen wij deze (.lulurminant dan komt er:

lorp! —lpla +-28) +7(A+2 ) ip* Za® — |(v+ 2§)2—
20 1+ 2 8) (S X
X [7pt— (7 p £ p? S b (4 &1 — &9 (S a2)?]

De eerste factor geeft de longitudinale trillingen, llvtwceriv
dubbele factor (hij staat immers in zijn kwadraal) geeft de
transversale golven.

Wij krijgen dus:

groote waarden van de K's, of dus ook van «, 3eny (x =

Paanils— 9, an
| : g .
ii;'_[‘lr’(ll F28)+r(A+2u) P +4pr|(v428) —
I —(}\.‘}“QI’.&)(M“}“E!E]): _‘,ll"
Jr‘{"-_)-'jt ] i £a
plene =p%ens (w7 4 p &)
1
—dpr (& —E)h| Zat Y

') Zooals wij in hoofdstuk Il op blz. 53 zagen, is de
voorwaarde:

of (;.4:'" - p &1)% — '(/.cél——.‘}'z);,->u
steeds vervuld.
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Wij overluigen ons gemakkelijk, dat dit resultaal overeen-
stemt met dat voor het geval van het niet-georienteerde
medium. Wij merken dan op, dat als wij aan alle elasticiteits-
coétficienten, die ter bepaling van de invloed van de oriéntalie
nieuw zijn ingevoerd, de waarde nul toekennen, de oplossingen
voor de frequentie’s p overgaan in die voor het medinm
zonder oriéntatie.  Wij krijgen dan:

A1+ 2 u U g B At 2n
P2len 1 — = ‘—-‘n-i_-;:)—'-[.-- (A2 w2 =" ‘ Cof=0
2 — a2 T + 1 ( Y21, =— o) e
p'zvn::‘—I):Lcna'—g—_,)'*’].fa’-.) y 12 pfi=i0
\ 20 2p7 P

hetgeen overeenstemt.

Verder verloopt de berekening geheel analoog aan de theorie
van het niet-georiénteerde medium, zoodal wij als resultaat
krijgen :

7 georiénteerd = /s 7 V p* [2 (c2)"2 -2 (eod)a 4 (eq)* /2 (erV)2 ]
waarin

e = = = [ A=
NP ICE. R SCE 2 DY (TR TARE

-

— (A 4+2p) (1 +28)

=
(=
=

“w

e:f

— 7 (A4 2p)12— o7 {1+ 28) |

en

Dus is de wortel, die in pZene €n in p? en st voorkoml steeds
redel; opdat verder de waarde kleiner is dan ur + péi,
moet & — £22>0 zijn; is dat het geval, dan zin de groot-
heden pe, pe’, ps en ps steeds recel.

Op geheel dezelfde wijze toont men aan, dat 6ok pren pi’
altijd recel zijn onder de voorwaarde dat

Gh+2p)a+2868)—(F1+282>0

want ook de hier optredende waarde onder het wortelteeken
is sleeds >0, immers:

Vol 4+ 281) Fr(a +2u)24-4prly + 95}2.— Lo '."V(J-L +2u) (28 =
—,5'2(-/1+%J‘Ur.—20.+9p.>“-—ﬂ,:-{)-+;i.w)fu.—l—‘_*::'n_-}:ii.,;r(H—zs)z
= |p(n+28H)—7(r+ Qut24+12(y+28) Vprl?

hetgeen een som van kwadraten is en dus essenliéel grooter
dan nul. De hier afgeleide voorwaarden zijn reeds behandeld
in hoofdstuk 111 voor longitudinale golven op blz. 39 (noot),
voor transversale op blz. 53 (noot).
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w4+ pé | Wi b A
Coenz' = ['L — 4 o :(/ T+ p8)2 —Adpr(pé —EY "
o7 ot }
|

¢ functie F' van Depye wordt nu dus voor het georiénteerde
o
medinm:
= ls = [2 Cgll;;: '—}* 9 ('2‘5".‘ + (,'13"‘_' + Cl"l.'l:}
De maximum frequentie wordt weer:
3 N\'/s S
pm = (\, P en de karakteristieke temperatuur ©:
= h pm
k
Vii vesticen de aandacht op het feit, dal onze beschou-
] g ,
wingen als bijzonder geval in de algemeene theorie der
kristalnetten, zooals Bory die in zijn Dynamik der Kristal-
gitter ontwikkeld heeft, begrepen zijn.

(O]

3 Vergelijk M. BorN Lc. p. 37 e.v.
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STELLINGEN.

De methode, waarop Vorterra elastische hysteresis behandelt,
is in strijd met hel causaliteitsbeginsel.
(VorTeERRA. Fonctions de lignes Hfdst. VI.)

Bij de behandeling der elastische hysteresis is de methode
van Pranprn te verkiezen boven die van VouTeria.
(Enzykl. Math, Wiss. IV 2 IL.)

3.

De theorie van Livpemasy voor het geleidingsvermogen van
metalen bij lage lemperaturen is onjuist.
(Sitz. Ber. Kon. Pr. Ak, v. Wiss, z. Berlin 1911 blzd., 316.)

4.

[Zen overzicht van de toepassingen der integraalvergelijkingen
in de malthematische physica is gewenscht.

De mooie resultaten, welke mel de electronentheorie zijn
bereikt, geven niet het recht, om de positie dezer theorie als
onaantastbaar te beschouwen.
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Keesing heeft gelijk, waar hij Forsyrn aanvalt, als deze de
methode van Laplace behandelt ter oplossing van differentiaal-

vergelijkingen door middel van bepaalde integralen.
(ForsyTH. Differential equations 4th ed. 1914 p. 277 en vlg.
KEEsING. Nieuw Archief I1 5§ 1909 blad. 201.)

i

In de hoogere algebra vangt men de behandeling van de
hoogere machtsvergelijkingen dikwijls aan met niet scherp
genoeg te definideren, wat men verstaat onder het oplossen
van hoogere machtsvergelijkingen.

8.

Het is toe te juichen, dat Vax per Corevr voor het aantal
roosterpunten binnen een gebied, gebied en kromme bepaalt
met de definitie’s, zooals wij die kennen in de theorie der
verzamelingen.

(v. n. Corrur Dissertatie. Hfdst. I. § 15 en vlg.)

9.

Het. vraagstuk, door Prof. Hk. v Vries behandeld in Versl.
K.A. 28.9.12 kan ook opgelost worden, door de gezochle
meetkundige plaats te beschouwen als een contactoppervlak.

10.

Terecht zegt Boeen: ,Thatsiichlich bringl aber die Ein-
fithrung der imaginairen Punkte (in die Geometrie der Lage)
kein Gewinn”.

(BoGenr. Ebene Geometris der Lage.)

1.

Voor de praklijk is het wenschelijk, de H.B.S. 5 jarig te
laten, en niet 6 jarig te maken.
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12
In tijden van niet zeer groote koersschommelingen in de
waarden der effecten is het voor den premiemakelaar, bij
verkoopen van een ,keur in kooper's keuze”, of bij koopen
van een ,Keur in verkooper's keuze” voldoende, als hij in
zijn tegenpositie koopt een premie ,te leveren of (te ont-
vangen)” voor ‘/=0 van hel aantal stukken, waarover de
keur loopt (de vaste stukken dus niet meegerekend).
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