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??? HOOFDSTUK I. De elastische difFerentin.ilvergelijkingen voor eenmedium, opgebouwd uit deeltjes, die een ori??iiteerendewerking op elkaar uitoefenen. Wij zullen in dit hoofdstuk de differentiaalvergelijkingenafleiden voor een elastisch medium, dat opgebouwd is uitdeeltjes, die ori??iiteerende werkingen op elkaar uitoefenen.Wij zullen ons daarbij beperken tot het geval, dat het mediumisotroop is en dat de elongatie\'s en de hoekon, die de ori??n-tatie\'s bepalen, als kleine grootheden te beschouwen zijn. De toestand van een elastisch medium, die gewoonlijk dooi-de verschuiving der zwaartepunten der elementaire deeltjes kanworden vastgelegd, behoeft in ons geval nadere bepaling doorhet aangeven van drie hoekgrootheden, die de ori??ntatie derdeeltjes bepalen. De werkingen, die de deeltjes op elkaaruitoefenen, zullen niet alleen krachten zijn, doch ook dekoppels zullen niet langer te verwanrloozen zijn. Terwijlverder de spanningen in het medium een algemeener vorm\'moeten krijgen en de spanningen, die met die der

gewoneelasticiteitstheorie analoog zijn, thans niet alleen van de defor-matie\'s, doch ook van do hoeken, die de ori??ntatie bepalen,afhankelijk gesteld moeten worden. Â§ 1. Wij zullen er thans toe overgaan, dit schema naderuit te werken. Wij denken ons aan elk deeltje \') van het \') Een willekeurig materieel deeltje wordt hier ge??dentificeerd doorhet geven van 3 parameterwaarden a, b en c. Vergelijk voor de theorieder media, gelijk wij die beschouwen Hellinger. Enzykl. Math. Wiss.IV 2 II Heft 5 blad 600 en vlg.



??? medium een rechthoekig assenkruis verbonden, waarvan de3 assenrichtingen door 3 onafhankelijke parameters A, y(die b.v. de Eulersche hoeken kunnen zijn) t. o. v. het oor-spronkelijk xyz co??rdinatenstelsel bepaald zijn. Nu is dusde toestand van het medium vastgelegd als gegeven is:het zwaartepunt der deeltjes door x = x (abc); y=y(abc);z = z (abc). en hun ori??ntatie door: A = A (abc); p â€” (abc); y = y (abc). Een virlueele deformatie van het medium bestaat nu uiteen virtueele verschuiving en een virtueele draaiing. Zij wordtbepaald door <5 x, 2 y, 2 z, 2 A, 2 (x, 2 v. Voert men nu de com-ponenten 2 u 2 z 2 <t van de hoekverschuiving van de virtueeledraaiing langs de 3 assen in, dan bewijst men:5 A = li ^wH-mi 3 *m <5 5- O V ------) zoodat dus ook -2 w, 2 â€?/. en 2 a als functie\'s van a, b en cde virtueele draaiing bepalen. Uit het principe van de virtueele verplaatsingen volgen alsevenwichtsvoorwaarden (vergelijk het geciteerde artikel): ai........... 2 x 2 y o z *h ih *.h p L = o2x 2y 2 7, (6)........... - Hierin zijn X, Y en Z de componenten van

de op de massa-eenheid van het medium werkende kracht; Xz... Zz de com-ponenten van de elastische verschuivingsspanningen, terwijlL, M en N zijn de componenten van het op de massaeenheidvau het medium werkende moment en Lx... Nz de compo-neuten van de elastische draaispanningen. De vergelijkingen (4), (5) en (G) wijken, afgezien van hetvoorteeken, nog in zooverre van die van Voigt Kompendium



??? der theor. Phys. I blad 223 en Cosserat. Corps d?Šformablesblad 137 af, dat daar het totale, op een deeltje werkendekoppel p L -f- Yr â€” Z hi?Šr met ?Šen letter genoemd is. Â§ 2. Wij moeten nu van de deformatie van het mediumrekenschap geven, d. w. z. verantwoorden, dat eenerzijds inelk medium door deformatie elastische spanningen optreden,andererzijds, dat door inwerkende spanningen deformatie\'sworden veroorzaakt. Hiertoe nierken wij op, dat de elastischespanningen ,met de grootheden, die de deformatie van hetmedium bepalen, moeten samenhangen. De vergelijkingen,die dat verband aangeven, noemt Hellinger de stofvergelij-kingen. Deze vergelijkingen, gecombineerd met de vergelij-kingen (1)...(G) beheerschen liet elastische evenwicht. In de klassieke elasticiteitstheorie onderstelt men, dat despanningen in een bepaald punt functie\'s van de deformatiein dat punt zijn, waarbij dus de spanningen functie\'s van dedifferentiaalquoti??nten van de verschuivingen der deeltjesworden. Volterra heeft deze onderstelling gewijzigd

dopr aan tenemen, dat de spanningen zoogenaamde Fonctions de lignevan de deformatie\'s zijn, d. w. z. dat de deformatie\'s vanvroegere tijdstippen de spanning op het gegeven tijdstip medebepalen \')â€? De eenvoudigste onderstelling is dan verder, dat de span-ningen lineaire functie\'s van de deformatiegrootheden zijn.Deze onderstelling wordt gewoonlijk Wet van Hooke genoemd. Hebben wij nu te doen met een medium met ori??nteerbaredeeltjes, dan zullen de spanningen en de draaispanningen nietalleen van de deformatiegrootheden afhangen, doch de draaiingen,of beter, lnm differentiaalquoti??nten naar de co??rdinaten zullenthans ook een rol spelen. Wij zullen nu weder de veronder-stelling invoeren, dat alle spanningsgrootheden lineaire functie\'svan de voorkomende deformatiegrootheden zijn. Daardoorkrijgen wij het volgende schema: \') Vergelijk W. Koster Dz. Over dc theorie der hyatereeis volgensVolterra Versl. K. Akad. v. Wet. Deel XXIX p. \'2G4. 1920.



??? & \\\\ # U & w #0) # ff (8) .. .Xx = ai.i^ -1 ... au, ^ ax.io^H-... a,.,8^ ?? u\' r u 2 ii y\' i z ?? w\' au ?? at.7 &x\' Y _ o at , \'f> W . ?¨ OJ , (2o)... JNz = ais.i -z--r.............ais.o --r ais.io z--r â€? â€? â€? ais.is v \' ??) x v Z ?? x d z In dit schema zijn i. p. v. de hoeken ?¨ A, ^ p, d v de hoeken5 os, d??, J r ingevoerd, die lineaire functie\'s van deze groot-heden zijn. Wij breiden op deze wijze de Wet van Hooke uit voor eenmedium met ori??nteerbare deeltjes. Substitueeren wij deze waarden in de evenwichtsvergelijkingen(1)... (G), dan krijgen wij zes vergelijkingen in de zes onbe-kenden u, v, w, cc, x en <r, waaruit deze dus te bepalen zijnals functie\'s van de onafhankelijk veranderlijken x, y en z. Â§ 3. Wij zullen thans het stelsel (8)... (25) vereenvoudigen,door te veronderstellen, dat wij met een isotroop medium tedoen hebben. De eerste eisch, die voor isolropie vervuldmoet worden, is, dat de waarden van de spanningen nietveranderen, als wij de X as van richting omkeeren, d. w. z.invariant zijn voor de substitutie x\' = â€” x u\' = â€” u co\' = â€” u Maken wij

dus de getransformeerde deformatiegroothedenop, dan verkrijgen wij: {) x\' # x fty\' i??yflz\' ttz i> x\' 0y â€” & z â€?!v:=-4v \' . - V X I\' z - - Substitutie in (8) geeft: i} n\' #u\' $ u\' . &v\' , X .. = ai.i )f - ai.2 & - au - aM {) a,.6 a,.6 ^ - \' <1 iW . l) w .



??? ??.io zâ€”i â€? â€? â€? hetzelfde in cc, â€?/. en <r, maar alle 2e indicesv x 9 liooger; en dus is: ai.2 = ai.3 =ai.4 = ai.T =0 ai.ii = ai.12 = ai.ia = ai.ie = 0Op dezelfde wijze vervolgende met de andere spanningen,krijgen wij het schema: Â? ai.2 =ai.3 ==ai.4 =ai.7 =0 ao.2 =a2.3=a2.4=a2.7=0 a3.2 = a3.3=a3.4=a3.7 = 0ai.n=ai.i2=ai.i3=ai.i6â€”0 a2.11â€” â€” â€” â€” â€” as.11 â€” â€” â€” â€” 34.2 =a4.3 =Â?a4.t =a4.7 =0 ae.2 =a5.3=a5.i=a&.7 = 0 ag.2 =â€” â€” â€” =0 a7.2 =87.3 =a7.i =Â?17.7 =0 as.2 = â€” â€” â€” =0 ao.2 =â€” â€” â€” =0a7.n= â€” â€” â€” =0 as.11= â€” â€” â€” =0 ao.u= â€” â€” â€” =0 en nog eens hetzelfde schema met alle eerste indices 9 hooger. Er vervallen dus 2X9X8 = 144 co??ffici??nten; er blijven182 â€” 144 = 180 co??ffici??nten over. De 2Â° eisch, die voor een isotroop medium in vervullingmoet gaan, is, dat de 3 assen gelijkwaardig zijn, d. w. z. doorcyclische verschuiving moeten de spanningen in elkaar over-gaan. Na schrapping van de vervallen co??ffici??nten is er vande vergelijkingen (7)... (24) nog

overgebleven: 0 U . 0 V , 0 V . 0 w , 0 W .x* = ai.1 ^ 01.5 jy ai.Â? ^ ai.8 â€” a,.9 ^ 0 u . 0 * 0 x , 0 <r . 0 <7 aM0 ^ ai.,4 {} y ai.,6 Â§ z a,.,7 ^ aus â€ž - Cyclisch verschoven: 0 v , 0w . 0w , Ou .(2Â?)...... y = ^ a\'-6 O v. a,,Â° O x a"8 0 u , Ox 0 tr 0 <r . 0 u 0 u\' ai<D?–l ai,1Â° Â?V ai,u0 z a,\',5 ??hx 81,17 0~z 1,18 0 x (27)... Zz =



??? terwijl men had: â€ž ???? u . # v . ???? v # w . (28 )......^y = ^ Â?5.5 ^ as.G ??~z -t a5.8 #\\v . // o; . ffx , . 0(T . â€? (29 ).....Zz= Door vergelijking van de co??ffici??nten van (26) met (28)en van (27) met (29) verkrijgt men nog de betrekkingen:iai.6 = ai.8 = 0 ai.i = as.5 = ao.9 ai.is = ai.n = 0 ai.io = a5.11 = ao.is (30) . a5-o = a5-8 = 0 ai.5 = as.Â? = ao.i as.15 = as.17 = O ai.u = a??.is = ao.ioI ao-c = ao.s = 0 81.9 = 85.1=89.5 80-15 = 89.17=0 81.18=35.10 = 89.14en nogeens hetzelfde schema met alle le indices 9 hooger.Hierdoor vervallen dus 2 X 24 = 48 co??ffici??nten; resten nog180 -48 = 132. Nu moet nog door de cyclische verschuiving blijken overte gaan Xy in Yz en Zx en verder Xz in Yx en Zy. Het zalduidelijk zijn, dat dit beide geeft een herhaling van (30), deeerste keer in plaats van de 1Â° indices 1, 5 en 9 voorop 2,6en 7 (?¨n alle 9 hooger); de 2e keer in plaats van 1, 5 en 9voorop 3, 4 en 8 (?¨n alle 9 hooger). Er vervallen nu dusnog eens 2 X 48 = 96 co??ffici??nten. Er blijven dus nog132 â€” 96 = 36 co??ffici??nten over. Het stel

â€žstofvergelijkingeir neemt dus de volgende ge-daante aan: &\\1 . 0v , >> w . {>K . ?œff XX = ai.1 //x a,.5 ^     0u , o &a C . f>u\\ = Yi a3-12 Tv. Yx = a3.3^x a3.,2^-x ?–VL . 0v . 0W , 0Â? . (k9 y = ai\'Â° 81,1 i?y ^x ,Â?>z ftv .



??? ft xv . i??ff zxâ€” ai.11 ^ 7 #W # (T Zy â€” a8.8^ a3.i8 ^ r/ Au . . />w . ftu . dx &<r ai.Â? r  en hetzelfde nog eens in Lx... Nz, maar alle le indices 9 hooger. De laatste eisch, waaraan voor een isotroop medium voldaan moet worden luidt: dat alle mogelijke richtingen gelijkwaardig moeten zijnj d.w.z., het stelsel moet invariant zijn voor een willekeurige orthogonale substitutie (assendraaiing). Deze 3e voorwaarde, heeft ook omgekeerd tengevolge dat een medium, dat aan die 3 eischen voldoet l) ook noodzakelijk isotroop moei zijn. Maken wij dus b.v. eens op X\'y., dan moet blijken, dal ft u\' ft co\' X y. = a2.2 >?’ y a2.11 ^y, en wij krijgen dan dus weer co??ffici??nten te identificeeren. Er wordt dus toegepast de orthogonale substitutie:x = ai x\' bi y\' ci z\' getransponeerd: x\' =ai x a2 y a8 zy = a2 x\' -f- b> y\' c2 z\' y\' = bi x b2 y b3 z z = a3 x\' b3 y\' -f- c3 z\' z\' = ci x -f C2 y 4- c3 z Verder is: Xx. = ai Xx -f- a2 Xy -f- a3 \\ X\'x. = ai Xx. 4* a2 Yx, -f- a3 Zx. Voortgezette substitutie\'s en dan identificatie van co??f-fici??nten, zooals boven aangegeven (af en

toe ook gebruikmaken van do eigenschappen van de ??rthogomale substi-tutie\'s als bijv. y, af b; = 0 levert ten slotte het schema: ai.5 = ai.o = ai*>8 32.2 = a3.3 = aj.i â€” ai.5 02.n â€” a3.i2 = a 1.10 â€” ai.u \') Do derde eidch nluit le en 2Â? in zich; echter heb ik do vervullingvan 1 en 2 laten voorafgaan, 0111 de becijferingen voor 3 makkelijkerto kunnen doorvoeren.



??? en hetzelfde met de le indices 9 hooger. Dit ????k nogsubstitueerende, worden de â€žstof" vergelijkingen voor hetisotrope geori??nteerde medium: ftu , $v , ftw , ftu . ftu . ft<rX* = aw ftx ai\'5 ftj ai\'5^z 1,lo;^x 1,14^y ai-uFz y r a f ^ . #v . #W , du . . Z, = ai.5^ ai.5^ ai-,f -f ai.io^ L^aio.i^ aio.s^ aio.s^-H-aio.io^t-aio.u^ aio.u^ . ^u . , Sr* Ly = (aio.i â€” aio.5J P~ (aio-io â€” aio.uj-q^; - 0U . #V , #W . &U , . Nz=aio.5^ a10.B^- aio,i^ aio.M^i-a,o.i4^ aio.xo^-z ) \') Vervangen wij de co??ffici??nten a hierin weer door degebruikelijke co??ffici??nten a en /x, dan krijgen wij, x, = (a 2 ^  ry yTz ft u , â€ž f ft u y o ,,_ -i- q Â?- ft U . ftv , , , â€ž % ftvf , Ou . ft X . , ,L =(A, 2 A, ^ (* 2 fc) ^ ^ ft U , - Â?. ft cc



??? Substitueeren wij deze waarden in de vergelijkingen (1) â€” (6),dan komt er, als wij weer, evenals in de klassieke theorievan de elasticiteit invoeren de afkortingen: # u , #w _ ^ u . fl8u fl2u . 0 x #y fz i?? x2 & y2 #z2 en verder analoog: (31) .ai.5^ (ai.i â€”ai.5)A2u ai.u^ (ai.xoâ€”ax.i4)A8ftj=i??X â– & 0 ????S (32).ai.6\'^ (ai.iâ€”ai.??) A2V ,ai.i4^ (ai.i0â€” ai.i4)A8jc=/jY â€?&0 fis (33).ai.Â?^ (aÂ?.i â€”ai.5) ^2wH-aiu"g^ (ai.i0â€” ai.u)A2??-=(aZ ?????? â€ž (34).ai0.6^-  (ato.i â€”aio.??) A2u ain.u^ feio.io-aio.14) A2co 4- (35). aio.?? ^ (aio-i â€”aio.5) A2v aio.u^y-Maio.ioâ€” aio.14) A2j< -t- (ai.i - a,.??) (â€”-^ J^pU fld ????B (30) . aio.?? q- (nio-i â€” aio.B) A2 w an.u -f- (aio-io - aio.u)A8<r Zetten wij hierin voor de co??ffici??nten de gebruikelijkeletters a en dan krijgen wij: (37). (A  (38). (A â€ž) ^ f4AÂ?v (v D (39). (A (*) ^   = â€? (*Â? ^ 1*1 A2 u 0/1 si) si A2 oj ai -(41). (A, â€ž) Ij * a2 v <Â? *.)Jf & a2. ,



??? â€? u rift A\'w {vi & AÂ? , â– 4- ) Dit stelsel van 6 simultane partieele differentiaalvergelijkingenvan de 2e orde in de onbekende functie\'s u, v, w, u, â– /., <r van deonafhankelijk veranderlijken x y z vormen de elastische diffe-rentiaalvergelijkingen voor het isotrope georienteerde mediumvoor het geval van evenwicht. Verder moeten in vervulling gaan de volgende randvoor-waarden : (43)... Xx cos nx -f Xy cos ny X, cos nz = X (44)... Yx cos nx -f Yy cos ny Yz cos nz = Y (45)... Zx cos nx Zy cos ny Z7 cos nz = Z (46)... Lx cos nx Ly cos ny Lz cos\'nz = L (47)... Mx cos nx My cos ny -f- iMz cos nz = M (48)... Nx cos nx Ny cos ny Nz cos nz = N Hierin stellen X, Y en Z voor de oppervlaktespanningenop het begrenzend oppervlak, L, M en N op overeenkomstigewijze de draaispanningen; de niet-gestreepte letters zijn geenoppervlakte-, maar ruimtespanningen; n is de naar builengerichte normaal. Wil men de vergelijkingen niet voor isotrope, maar voorkristallijne media, dan geeft het vorige reeds voor verschillendekristalstelsels de vorm der

vergelijkingen. Want in de 1Â° staphebben we aangegeven, welke co??ffici??nten wegvallen, als deassenrichtingen mogen omgekeerd worden en de 2Â° stap gafaan, welke co??ffici??nten wegvielen, als men de assen metelkaar mag verwisselen. Wij moeten nu nog de bewegingsvergelijkingen aangeven: Zooals bekend gelden voor de beweging ??m het zwaarte-punt de Eulersche bewegingsvergelijkingen:Pp (R-Q) qr = L,â€? , Qq (P_R)rp = M, R r (Q - P) pq = N, Hierin stellen P, Q en R voor de hoofdtraagheidsmomenten



??? van het deeltje, p, q en r de rotatie\'s om die (bewegelijke)assen; Li, Mi en Ni zijn de momenten van de inwendigekrachten om diezelfde assen. Onderstellen wij nu, hetzij dat de rotatie\'s p, q en r kleinegrootheden zijn, hetzij dat onze deeltjes bolsymmetrie vertoonen,zoodat P = Q = R, dan kunnen de tweede termen in dielinkerleden weggelaten worden en we houden over: Pp = L,Qq = M,Rr = N, Wij bepalen nu, als steeds, de stand van dit bewegelijkeassenstelsel t.o.v. een in het zwaartepunt aangebracht vaststelsel met behulp van de Eulersche hoeken 0, 0 en tp. Als wij nu aannemen, dat ("), <p en klein zijn, zoodathun sinussen bij benadering nul, hun cosinussen bij benaderinggelijk ?Š?Šn genomen mogen worden, dan volgt uit gewonevectorontbinding, dat bij lc benadering de rotatie\'s om devaste assen gelijk zijn aan de rotatie\'s om de bewegelijkeassen. Tevens volgt dan, dat de momenten Li, Mi en Ni bijbenadering gelijk zijn aan de momenten om de vaste assen. Voor de deeltjes, waaruit ons medium is opgebouwd, nemenwij nu den

bolvorm aan; dan is, als we P = Q = R noemenrLi enz. te brengen tot de gedaante: d o) = - d? en7" Voeren wij dit in, dan komt, als pendant van het stel (1) â€” (G) (x 0\'in y Â?X en analoge vergelijkingen in v en w, Y en Z; en verder ?•?•?•* Tx I\'>y #z ~u en analoge vergelijkingen in x en <r, M en N. Substilueeren wij hierin de stof vergelijkingen voor het isotropemedium en nemen wij weer voor de co??flicienten daarin degebruikelijke letters, dan krijgen wij als bewegingsvergelijkingen:



??? (49) . (a r) ^ A2 u (V 0 ^ Â? X (50) . (A JL A2v (y â–  I) ~ * -/>Y fty # z 0t2tH2 â€žQ. /) ,9. O. (52)...(AlA2u  (vi Â?,)^ Â?i A2oj (ft V 0 w\\ _ ft2 u . (53)... (A, ,m) fit A2 v (*, Â?1) || & A2 * . /ft W #U\\ fl2Â? ^ IsT -J-z) = r??T*-P M /> t2 jÂ? /I A % (54)... f Ai fr) f? mi A2 w (yi ft) ^ ft aÂ? Â?r . (ftxx #2<r Â§ 4. Wij zullen de energievergelijking voor liet geori??n-teerde medium onderzoeken. Daartoe brengen wij eerst debewegingsvergelijkingen blzd. 11 rgl. 7 v. o. in den vorm: />XZ dx 1 fty \' ft z0 Y_ /> Y_ /> Y ft t-) - V\\0 t- / 0 y 1 0 z 0 My , 0 My 4- x 0 M. # x y . ft z02a> , <>K , ^L , Lz t2 ft2x P M- r?yT-2 0 ft2 ffft t- p N - r 0 x 0 y # z ft N i Nv 0 N, â€” -I--? --â€” 0 ftx ^ ^ ftz U f(x,(Y Xu\'dr,X v\'dr,X w\' d r,X u\' S TlX d r,X r\' d r, = 0= 00



??? Wij vermenigvuldigen respect, met de grootheden, dieachter de streep zijn aangegeven, (d n is het volume-element)integreeren naar r, en tellen de zoo verkregen vergelijkingenop, dan komt er: . r r /f>Xr &XV &X,\\ /&Yt \\ i fte (Lu M/ N/)drl /;V~   kies nu u = â– â€ž . dt v =-â€ž . dt w =-3-; dt u t v t 1/1 dan wordt f : M...... Nu stelt /j (X du V dv -f- Z dw) d r 1 voor de arbeid ver-richt op hel massaelement p d 7, door de massakrachten X, Yen Z in den tijd dt, waarin de deformatie du ... d <r plaatsgrijpt; dus f is de totaalarbeid. verricht door de massa-krachten X, Y en Z in den tijd dt Voorls wordl (50......?’  voorstellende de totaalarbeid, verricht door de massamomentenL, M en N in den tijd d t. De integralen 2 en 5 leveren samen: W\'K&\' ?ŸWSD\'H*



??? Noemt men de vorm [ .. ] T0, de totale kinetische energie, dan wordt dit â€”â€”.-7Â° dt. d t Ter transformatie van de integraal??X r /fA tr\\ ^ /WY. \\ gaan wij te werk als in de klassieke elasticiteits theorie (zieb.v. Rieman-Weber II blz. 161 en vlg.). Men integreert partieelen past op de positieve termen de stelling van Gauss toeen verkrijgt aldus: dt do /( Tl AxFt Vt zF??) Deze integraal stelt voor de in den lijd dt tegen de uit-wendige oppervlakte krachten verrichte arbeid. E11 op dezelfde wijze van f^: -?•?•CC .r: (h, ??t Â§1 \' " I? voorstellende de in den tijd dt tegen de uitwendige opper-vlakte momenten verrichte arbeid. Er rest nog van / of na substitutie u\' = ^ dt: Ktt /\'[v * 4- Y * , v * . (58).....~ J [X* Ft ^ X>\' F??*y X* ,H &z & V li wl Y* Ft Fc   Z* Ft dt dri\' en zoo nog van /:â€?6 <59).....-J L* Ft Fx L>\' Ft Fj Ft Fz I ?– V* . KT V , , M*FtFx ----NÂ?Ft^ dtd"\'



??? Overzien we de vergelijkingen (55) â€” (59), dan volgt, inverband met de Energie stelling, dat (58) (59) voorstelt dein den tijd dt gewonnen potenti??ele energie binnen in deruimte n. De potenti??ele energie voor het geori??nteerdemedium neemt dus den vorm aan:   N.dÂ? Men kan hierin verder voor Xx â€” Nz de uitdrukkingenschrijven van\' Â§ 3 blz. 8, dan krijgt men de potenti??eleenergie voor het isotrope geori??nteerde medium. IIet. isotrope ori??nteerbare medium zal een potentiaalfunctiebezitten, indien de betrekking geldt: ai.io = aio.i en ai.u â€” aio.nof, in de gebruikelijke notatie: Ai = \'j en pi â€” s (Over de potentiaal bij geori??nteerde media zie GosseratCorps d?Šformables Hoofdstuk IV). Ook hier is weer dezelfde opmerking te maken als aan hetslot van Â§ 3. Voor de kristallijne media krijgen wij de energieals we in (GO) voor de krachten en momenten de voor hetbetrokken kristallyne medium geldende vergelijkingen gebruiken.



??? HOOFDSTUK II. Statische toepassingen. Â§ 1. Wij zullen onderstellen, dat er g?Š?Šn uitwendige krachtenen momenten werken, d. w. z. de grootheden X, Y, Z, L, M enN in de rechterleden van de vergelijkingen (37) â€” (42) (Hoofd-stuk I) worden nul gesteld. *) \') Men kan aan deze vergelijkingen trachten te voldoendoor de onderstelling: (UT\\v)=^-f Rot <J>(UKf) = S $ Rotwaarin dus V en scalaire, CP en Â? vectorpotentialen zijn.Daartoe moeten de functie\'s <p en oplossingen zijn van dedifferentiaalvergelijkingen: (61 ).....(a M  2?) (62 ).....â€” (v 2 Â?) 8f = (vi 2fi) V Dit kan alleen als 2 V = >2 ^ = 0 Verder moeten de functies (I> en Â? oplossingen zijn van devergelijkingen: (63 )........p A2<P Â? = 0 of (64 )........fi. â€” - $ sv. en van: (65 ).....- ( % AÂ? - p Hot) <t> = A2 VF. Hieruit volgl voor <P: (66 )......J^2 â€” ft Rot) <??> = â€” s en een soortgelijke vergelijking voor vfr. Uit de gevonden grootheden v, (1>, ^ en Â? zijn volgens dehierboven gemaakte onderstelling (u v w) en (w x, <r) te verkrijgen. Men overtuigt zich gemakkelijk, dat er oplossingen

kunnenzijn, waarbij u, v, w, a>, z en <r lineaire functie\'s van deco??rdinaten x, y en z zijn, waarbij wij dus krijgen een lineairedeformatie van het geheele stelsel.



??? De grootheden u, v, \\v, w, â€?/. en a moeten voldoen aande vergelijkingen (37) â€” (42), waarin de grootheden X, Y,Z, L, M en N nul zijn. Verder moeten tusschen de groot-heden X, Y, Z, L, M en N, de krachten en koppels, dieaan de grens van het lichaam werken, en de spanningen Xx.....Nz de betrekkingen (43) â€” (48) bestaan. En ten slotte kunnen wij de spanningen Xx â€” Nz als functie\'s van de defor-matiegrootheden uitdrukken volgens de vergelijkingen : (85). Xy = 2 f* 2 ?? enz. tot en met N, Als wij nu een zekere deformatie in het leven wenschente roepen, die dus door een bepaalde oplossing van(37) â€” (42) gegeven is, kunnen wij vragen naar de uitwendigeoppervlaktespanningen, die men hiertoe moet aanbrengen.Daar de deformatie voorgeschreven is, zjjn de grootheden u â€” <r. en dus ????k \',!Uâ€” ?’ als functie\'s van x, v en z bekend. j/x v z Door deze laatste te substitueeren in (07) â€” (85) krijgen wijde spanningscomponenten Xx â€” Nz. Vullen wij deze weer in in (43) â€” (48), dan leveren dezede verlangde grootheden

X, Y, Z, L, M en N op. Wij kunnen omgekeerd ook de oppervlakte krachtenen koppels geven en vragen, welke deformatie hierdoorwordt veroorzaakt. D.w.z. wij moeten dan dus u â€” <rals functie\'s van x, y en z bepalen. De gegeven groothedenX â€” N zal men daartoe substitueeren in (43) â€” (48). Hier-door verkrijgt men Xx â€” Nz. Daarna kan men met behulp van (67 â€” (85) de waarden van â€” ^ de grootheden, die de deformatie bepalen, vinden (om dan nog de grootheden , 0 u 0 <r u â€” 9 zelf te vinden, moet men de gevonden ^ sub-



??? stitueeren in (37) â€” (42). Zij zullen dan niet geheel bepaald zijn, maar 12 willekeurige constanten bevatten. Om deze constanten te bepalen, kan men nog verdere voorwaarden stellen b.v., dat in de oorsprong van het co??rd. stelsel: ????v #w . . x â€” <7 = 0 en ---Kâ€” = 0 enz.) vz v y waarin bij gegeven krachten en koppels de deformatie bepaaldmoet worden. Wij zullen thans enkele bijzondere voorbeeldenbehandelen, waarin, bij gegeven krachten en koppels, dedeformatie bepaald moet worden. Â§ 2. Wij hebben vooropgesteld de onderstelling, dat deuitwendige ruimtekrachten en momenten alle nul zijn. Ditzal zeker zoo zijn, wanneer de spanningscomponenten in allepunten van het lichaam dezelfde waarden hebben. immers, dan worden de grootheden ^ â€” alle gelijk nul, zoodat men uit de evenwichtsvergelijkingen (1)â€”(G)dadelijk ziet, dat dan ook X â€” N nul worden. Maar als wij voor de spanningscomponenten constanten willen hebben, moeten de grootheden â€”constanten i>x trz zijn, d.w.z. u â€” <r moeten lineaire functie\'s van x,

y en z zijn.Wij moeten een lineaire deformatie kiezen. Echter, aan de1Â° afgeleiden, die optreden in de vergelijkingen (40), (41) en (42)zien wij, dat de meest algemeene lineaire deformatie nietaan het stelsel (37) â€” (42) voldoet. Substitueeren wij echter deze lineaire deformatie in (40), (41) en (42), dan volgt = enz. Wij moeten dus de deformatievector u, v, w rotatieloosnemen. Dan hebben wij dus:(86) u =Â? x r\'y (3\'z : v = y\'x /3 y Â?\'z : W=j3\'x4-Â?\'y r Z : u = Â?ix Â?Â?y Â?sz : x =/3,x /32y /38z (91) <T =nx rsy 78Z Als voorbeeld nemen wij een constante uitwendige opper-



??? vlakte kracht P, overal gericht langs den normaal naar buiten,terwijl de uitwendige oppervlakte momenten nul zijn. Wijwillen hieraan trachten te voldoen met een deformatie (86)â€” (91), waarin wij dus nog beschikken over de co??ffici??ntenx, /3 en y. Wij hebben dus: X = P cos nx Y = P cos ny Z = P cos nzL = 0 M = 0 N = 0 Uit (43)-(48) volgt nu: P cos nx = X = Xx cos nx -f Xy cos ny Xz cos nzP cos ny = Y = Yx cos nx -f- Yy cos ny Yz cos nzP cos nz = Z = Zx cos nx Zy cos ny -f Zz cos nz0 = L = Lx cos nx Ly cos ny -f- Lz cos nz0 = M = Mx cos nx My cos ny Mz cos nz0 = N = Nx cos nx Ny cos ny â–  â–  Nt cos nzDit geeft: (92) - - Lx=Ly = Lz =......N, = 0 (93) - - Xy = Xz=Yx = Yz = Zx = Zy = 0 (94) - - Xx â€” Yy = Zz â€” P Daar wij trachten to voldoen met behulp van (86)â€”(91),volgt uit (67)â€”(85): (95) x1 = (a 2f6)Â? aj8 ay (j/ 2dÂ?i y/3i vy, Xy = 2 nr\' 2Â?*2 x,= 2^/3\' 2$Â?Â? Ys = 2 ii r 2$/3, Yy = A* (A 2|U)0 Ay VX1 (v 4- 2 $) fa yy3 Yx = 2?‰0, zx = 2/06/3\' 2 Â?y, 2/tiet\' 4-2 Â?y, (113)ZX=    en nogeens precies hetzelfde schema in de

lettersL â€” N , maar in de rechterleden de co??ffici??nten y, X l vi en i. p. v. A, p, v en



??? Toepassing van (95)â€”(113) levert nu, met behulp van (92): (108a) â€” - - py\' 2 = 0 Pp ??yx = 0 (lila) (109a) â€” - - /x (3\' % Â?3 = 0 p a\' Â? /3Â? = 0 (112a) (110a) â€” - - = 0 /x x\' Â? 72 = 0 (113a) Uit 108a en 110a volgt: X2= (31 â€” â€” p > F 7 (114) Â? 109a en lila â€ž â€” 71 â€” - (115) n 112a en 113a â€ž = 72 = - ??" (116) En op dezelfde wijze volgt uit (93) x2=(3t= â€” (117) X5 = 7l = â€” (p.p\' (118) p3=z72=-PÂ? a! (119) Vergelijking van (114)â€”(116) met (117)â€”(119) levert:x\' = (3\' = y\' = x2 = as = (3i = = 71 = 72 = 0Er rest nog: Lx = My â€” Nz = 0 Xx = Yy = Zz = PVoeren wij dat in, dan levert Lz= 0;(i/ 2|)*-{  yiy8 = 0 en analoog voor My = 0 en Nz = 0 Verder levert Xx = P; (a 2 p) x a/3 a7 (v 2 Â?) v (32 v 73 = P en analoog voor Yy = P en Z7 â€” P Wij hebben dus zes vergelijkingen met zes onbekenden,<*Â? /3> 7Â? fa en 73, die volledige symmetrie t. 0. v. x (3yen o??k t. 0. v. xi, (32 en 73 bezitten.De oplossing luidt: P(3vi 2sM_ * P (3 a (3 vi 2 ^1) â€” (3 v 2 Â?)\'-De divergentie 0 is dus: 3 vt 2 Â?1



??? terwijl de theorie voor het medium zonder inwendige draaiinglevert: 3P3 A 2 Verder wordt c. =______(3 y H~ 2 3 P __ (3 A 2 fz) (3 yx 2 Â?,) - (3 y 2 Â?)Â? De volume verandering 0 vertoont dus een afwijking ver-geleken met het geval van g?Š?Šn ori??ntatie, afhankelijk vandie 2e breuk in den noemer. Â§ 3. Als tweede voorbeeld behandelen we het geval vaneen rechte cylinder met willekeurig grondvlak. Laat legende beide eindvlakken constante, gelijke, maar tegengesteldekrachten P werken. De op het manteloppervlak werkendekrachten of koppels zullen wij gelijk aan nul kiezen; even-eens de op het boven en benedenvlak werkende koppels. Leggen wij de Z as in de richting van de beschrijvendelijn (de naar buiten gerichte normaal zij weer positief; dekracht P zij volgens de positieve normaal gericht en dus eentrekkende kracht, dan is aan het eindvlak, waar z de grootstewaarde heeft: X = 0 Y = 0 Z = P cos n x = 0 cos n y = 0 cos n z = 1en voor het eindvlak, waar z de kleinere waarde heeft: X =0 Y = 0 Z = â€” P cos nx = 0 cos ny =0 cos

nz =â€” 1 Op dezelfde wijze te werk gaande als in het 1Â° voorbeeldin Â§ 2, vinden wij: X = 0 = X, cos nx Xy cos ny -f Xz cos nzdus Xz = 0 Evenzoo Y, = 0 enZt = P enLr = M, = N, = 0 Met behulp van de â€žstofvergelijkingen" dan wederom: (120)... i*(3\' SÂ?* = 0 O = Â? 0 r (121)... /li a\' s 03 = 0 Si = Â?i jSa 7B (122)... a 0 2 p. r " & 2 $ rÂ? = P



??? (123)... Â?/3\' SiÂ?8 = 0 (124)...  f i /S3 = 0 (125)... y fl 4- 2 f r n 5 2 Si rs = 0 (120) en (123) leveren x3 = (3\' = 0 (121) en (124) â€ž /3S = = 0Resten nog (122) en (125). Schrijven wij nu op de voorwaarden voor het mantelopper-vlak: daar is: X = 0 Y = 0 Z = 0 cos n z = 0L = 0 M = 0 N = 0Substitueeren wij dit in het stel randvoorwaarden en be-bedenken dat dit stel moet gelden voor alle mogelijke waardenvan cos n x en van cos n y, dan volgt: Xx = Xy = Yx = Yy = Zx = Zy == Lx = Ly = Mx=My = Nx=:Ny = 0Dit levert: (126) ... . . . \\0 2 (iet = 0 (127) ... = 0 (128) ... ... nr\' SPi = 0 (129) ... ... \\0 2 (i(3 = 0 (130) .. . ... Â? 7i = 0 (131) ... = 0 (132) ... . . . yO -f- 2 $ * VI = 0 (133) ... = 0 (134) ... ... ?‰r\' ?‰l 01 = 0 (135) ... ... ?‰r\' *Â? |Si = 0 (136) ... . .. v?? 2 Â? (3 vi = 0 (137) ... ... = 0 Hieruit volgt: 71 = Y* â€” 0 = /3i = 0 /3i = y\' = ()Â?3 = (3a = 0of, totaal met het vorige: = j8\' = r =0 7i = 7Â? = x* = jSi = Â?s= (Si =0terwijl er dan nog resten van het bovenstaande stel verge-lijkingen (120), (129), (132) en (13G) en van het vorige (122)



??? en (125), totaal zes vergelijkingen ter berekening van de zesgrootheden x (3 y xx (32 ys, als volgt: a d 2 y y s- -j- 2 Â? 73 = Pa d 2 y 3 2 Â? Â?i = 0 v /32 = 0 y ?? 2 Â? * -f- v, 5 2 Â?i=0 y?? 2Â?/3 yiS-f2 5, /32 = 0v?? 2$r j/,2 2Â?iy3 = 0Oplossing levert: p . oc = (3 = r f 2 (m â€” mi r) r = P terwijl men, zonder ori??ntatie, voor dit geval heeft:y=P 7 (3a 2m)m Â§ 4. Wij zullen eenige elementaire vervormingen aangeven,die in staat stellen de elasticiteitsco??ffici??nten voor het ge-ori??nteerdde medium te bepalen. De zes onbekende co??ffi-ci??nten zijn, a, mÂ? v> en fi. We hebben dus ook zesonafhankelijke betrekkingen tusschen deze grootheden noodig. Beschouwt men het eerste, door ons in dit hoofdstuk be-handelde voorbeeld, dan levert de meting van 0 ?Š?Šn betrekking.Zoo krijgen wij uit het 2Â° door ons behandelde voorbeeld tweebetrekkingen, in totaal dus drie. Wij hebben ev dus nogdrie noodig. Als volgende elementaire proef nemen wij weer een rechtecylinder van willekeurig grondvlak. Tegen het manteloppervlakwerkt in loodrechte

richting een constante drukkracht P,oppervlakte momenten alle nul. Op de eindvlakken zooweloppervlaktekrachten als momenten alle nul. De z as leggenwij weer in de richting van de beschrijvende lijn.



??? De eindvlakken leveren nu: fi (3\' Â? Â?s = O p x\' Â? (3a Â?= 0 A?? 2/^r v & 2 Â? rs = 0 ?j3\' Â?x *3 = 0 S <*\' i- fi (3s = 0 yO 2 Â? y vi & 2 Â?1 73 = 0 en het manteloppervlak geeft: a 0 2^Â? V& 2Ux = P j/fl 2fÂ? via 2fiÂ?i = 0 p y\' i\' Â?2 =0 Â? y\' Â?x Â?2 = 0 /*y\' f/3i =0 Â? y\' ?Š, /3x = 0 a?? 4 2^/3 va 2$/32 = P = 0 ftjS\' fyi =0 Â? /3\' fx yx = 0 /x fy2 = 0 f fx y2 = 0 Uit deze vergelijkingen leidt men dadelijk af: \' /o\' Â?â–  = P = y = 0 Â?2 = Â?8 â€” (3l â€” (3a = 7x = y2 = 0 terwijl nog overblijven: a 0 2 p/3 v s 2 f /32 = pA0 2|uy j/& 2fy8 = Oy0 2Â?Â? y, a 2Â?1Â?x = 0v 0 2 ^j3 Vl& 2fl/32=0v ?– 2 Sy yt& 2fiyÂ? â€”O zijnde zes vergelijkingen van de 1Â° grand in de zes onbekendenÂ?, /3, y, Â???, /32 en 73. Daar x en (3 zoowel als Â?i en (3s volmaakt symmetrisch indie vergelijkingen optreden, zien we ineen: x = (3 en xi â€” /3aOplossing levert verder:



??? r = P en Hiermede hebben wij dus weer twee vergelijkingen in deonbekende grootheden a, Â?Â? en ft. Nog ?¨?Šn is er dus noodig. Als laatste geval nemen wij de deformatie van een kubus.In het middelpunt leggen wij de oorsprong en de assen lood-recht op de zijvlakken. Tegen de beide vlakken x = constantwerken twee constante tegengesteld gerichte krachten P inde X richting, oppervlakte momenten op die zijvlakken nul.Tegen de beide vlakken y = constant twee constante tegen-gesteld gerichte krachten Q in de Y richting en weer g?Š?Šnmomenten. En ten slotte zij op de vlakken z = constantzoowel krachten als momenten alle nul. Voor de vlakken x = constant is: cos nx = 1 cos ny = 0 cos nz = 0Xx = P Yx = 0 Zx = 0Lx = 0 Mx = 0 Nx = 0 Zoo leveren de vlakken y = constant: Xy = 0 Yy=Q Zy = 0 Ly = 0 My = 0 Ny = 0 en z = constant; Xz = 0 Yt = 0 Zr = 0L =0 M = 0 N = 0 x * l ot: Dit geeft aanleiding tot: et\' = ?Ÿ\' = y\' = 0 Â?3 = ?Ÿl = ?Ÿ* = yi = 72 == 0



??? en verder: Ad 2/.*<z-|-j/3\' 2|ai = PA?“ 2ja/S yS\' 2s/32 = Q y 0 2 Â? 7 VI & 2 73 = ODoor oplossing krijgt men: P Q 0 = VnWh P Q  2P-Q fl P-Q/3 = Â?---^ P r = Â?---* Hiermede heeft men voldoende vergelijkingen. Â§ 5. Wij willen nu een paar voorbeelden geven van dewijze van werken, die wij op blad 7 het eerst genoemd hebben,nl. een deformatie wordt voorgeschreven en de oppervlaktespanningen, die noodig zijn, om die deformatie te leveren,worden gevraagd. Wij beschouwen de eenvoudige deformatieu = x x u = 0v = o k = 0 w = 0 <r = 0,welke aan (37)â€”(4-2) voldoet. Welke spanningen zijn noodig om deze teweeg te brengen? Het stelsel (67)â€”(85) van blz. 17 levert nu: Xx = (a 2 [jl) X Xy = 0 Xz = 0Yx = 0 Yy = aÂ? Yz = 0 Zx = 0 Zy = aÂ? Zz â€” a x L* = (v-f 2 f) Â? Ly = 0 Lz = 0 Mx = 0 My = v x M7 = 0 Nx = 0 Ny = 0 Nz = yÂ?



??? Substitueeren wij dit in de randvoorwaarden (43)â€”(48)(hoofdstuk I), dan komt er voor de gezochte spanningen: (A -f 2 p) x cos nx = XA x cos ny = YA x cos nz = Z(y - - 2 I) x cos nx == Lv x cos ny = Mv x cos nz = N Willen wij de zuivere compressie in het leven roepen door u = Â?x co = 0v = /3y x = 0w = y z (7 = 0 De vergelijkingen (37â€”42) (hoofdstuk I) zijn zonder, d. w. z.vervuld. Verder krijgen wij: Xx = (A 2/*)Â?-l-A/3-|-Ay Lx = (y -f 2 f) * y (3 -f y y Yy = AÂ? (A 2^)/3 Ay My = yÂ?-f (v 2 f)/3 yy Mr = 0Nx = 0Ny = 0 Z, = AÂ?-f- A/3 (A 2 At)r NZ = VÂ? -f y/3 (y-f 2Â?)yDus de benoodigdc oppervlakte-spanningen en koppels zijn:X = [(A 2ju)Â?-f-A/3H-A y] cos nxY = [AÂ? (A 2/a)/3-|-A rl cos nyZ â€” [A a -f A (3 -f (A -f 2 ft) y] cos nzL = [(y -f 2 f) * -f- v /3 -f v y] cos nxM = [y Â? -f (y 2 f) (3 y y] cos nyN = [ya4-yjS (y-f 2 f) y] cos nz Wij zien hieraan, dat de richting van de oppervlaktespanningzoowel als van liet oppervlaktekoppel in elk punt loodrechtop het oppervlak moet staan.



??? Beschouwen wij verder de deformatie:u = y\' J v = 0 w = 0 (of v = â€” y\' x, wat symmetrischer is)u = 0 % = 0 en dan in de eerste plaats zien, hoe wijde <r moeten kiezen, opdat de deformatie mogelijk zij, omdaarna te vragen, welke spanningen weer die deformatie inhet leven kunnen roepen. De elastische differentiaal vergelijkingen ((37) â€” (42) (hoofd-stuk I) leveren: xV c ft2 ff 0 & x ???? z = 0 â– & y # z ??2 ft2 d2 Xft XÂ?(-) Â?-0-4 = o (n 2 ft) ft ^o ft --M r [ft(y 4 2f)-f(v1 2ft)]^i = M/f M r\' ft y â€”f Vi pr\' Â? ff = Â?/Â? Cl z -f C2 flV â€” fn waarin Ci en C2 tot op dit oogenblik zijn willekeurige functie\'s rVff _ . 0Ci Daar -â€ž _ â€” 0 is -s---0. Evenzoo moet z2 ?‰l??•?T2 i>xdz Â?>x ??y vervuld zijn, of dus fl\' c2 , 0 x2 fl\'Cj _ #2 C2 7> x2 y2 dan wordt: van x en y0Ci = 0 zijn. Verder moet nog: M 2  z 77.)* f J-f)* - 0 #2Ca = _ M / (v -*- 2 f)#y2 ft v - f vt Doe een eenvoudige keuze door te nemen 0x2 0y2 \'8 ftv-?‰v,



??? Hiervan wordt een eenvoudige oplossing: ff 1 v-ff Vl zoodat dus ten slotte is: Uit de vergelijkingen in de noot van blz. 8 verkrijgt men nu:v pr Â? n T y\' Â? xr = 2 ii r\' Ly = 2fy\' XB = 0 Lz = 0 Yx = 0 (of = â€” 2.pt 7\' wat symmetrischer is) Mx = 0 (of= â€” 2 f y\' watsymmetrischer is) ir 7\' ^ Hl y\' $ Yv = v : â–  â€” e z M = VI z y ffi v â€” ff vi y ffl V â€” ff Vi Y,= 0 M2 = 0 X /2fl ftv-fv, X ff 1 v â€” fvi y ff 1 v â€” f vi y Zz = (v, | z N = (vi 2 fi) j-^â€”|â€” z * v fl V â€” ff Vi ff 1 V â€” ff VI Substitueeren wij dit weer in de randvoorwaarden (43)â€”(48)(Hoofdstuk 1) dan krijgen wij: X = v ; - z cos nx 2 p r\' cos ny Â?Â? V â€” f V, , Tl ff Y = [â€” 2 /x r cos nx ] 4- ^ v __ z cos ny ay\' (v 4 2 f) twy\'(v4-2|) . z 1 â€”-xcosnx-\'/af^â€”Jâ€”ycosny4 ffl V â€” ff VI ffl V -ff J\'l \' Â? 4- (v 2 Â?) â€” z cos nz ffl V â€” ff VI



??? r ^ r ? lot\' L = r--Â?â€”â€” z cos nx -f 2 f 7 cos ny v â€” <f vi â€” Â? M = [â€” 2 f 7\' cos nx] VI -r1-^-â€”Tâ€” Z cos ny f 1 v â€” ? vi xr 1, t /*/(" 2f) â€ž Â? /^72(V 2Â§ , N = â€” Â?/of, â€”4â€”xcosnx â€” Va si S-râ€”ycosny f 1 v â€” S vi si v â€” f VI (vi 2 fi) fc Z COS nz ?1 V - [? VI Als laatste voorbeeld behandelen wij een geval van torsie.Beschouw een cylindrische staaf. De uitwendige ruimtekrachten en momenten, X, Y, Z, L, M en N onderstellen wijalle gelijk nul. De deformatievector u, v, w nemen wijverder als volgt aan: Elke vlakke doorsnede ondergaat eendraaiing in zijn vlak, om de staafas. De middendoorsnedevan de staaf draait niet en verder is de hoek van draaiingvan een willekeurige doorsnee evenredig met de afstand vandie doorsnede tot de middendoorsnede. Als Z as kiezen wij de staafas; als oorsprong het snijpuntvan de Z as met de middendoorsnede. De zoo juist gede-finieerde torsie wordt voorgesteld door (138).......u = â€” wizy v = wi z x w = 0 Hierin is cc een constante, terwijl cc z de oneindig kleinedraai??ngshoek voor de

doorsnede z is. In de eerste plaats zullen wij onderzoeken, welke gedaantebij de beschouwde torsie de ori??ntatievector cc, â€?/., <7 aanneemt. In de eerste plaats moeten de differentiaal vergelijkingen:(37) _ (42) van hoofdstuk I vervuld worden. Substitueeren wij hierin (138), dan verkrijgen wij de be-trekkingen : (v-f f AÂ?w = 0.........(139) (v * AÂ?ie = 0.........(140) ??b = 0.........(141)\') \') Hieruit volgt J\' = 0.



??? ??b {n fi) ^ f. A2Â? }- p ut x = 0 . . . (142)??b = 0 . . . (143)(vi f fi) ^ A2 9- - 2 ^ W, z\'= 0 . . (144)1) Elimineert men uit (139) en (142) respectievelijk ^ en A2 u, dan verkrijgt men: (f v, - & y) A2 co =r fi ui iy Â?) x ??f <\\A~\\ A2 __ 0)1 (y Â?).. (14o).....A- u = 7-z x ? yi â€” y en (fi y â€” f yi) ^ = a f x ??f _ p Ui Â?& X Â? yi â€” f i y Zoo leveren (140) en (143) en (141) en (144):(147).....i\'-fr^J ? yi â€” y(148.....a- = â€” tâ€” (149) . . . 1 t)uiz ? yi â€” f i y (.50)...... "7. f yi â€” f y Het stelsel (145)â€”150) luidt door invoering van eenigehulp constanten; i??b A2 w = a x.....(151) = â€” b x.....(154) i??b A2 ai = a x.....(152) ^ = - b y.....(155) A2 <r = â€” 2az . . . (153) ^-= 2bz.....(156) \') Hieruit volgt weer J\' 3 = 0. (146). . . . = ~T~ t~T. x



??? Door integratie van (154), (155) en (156) verkrijgen wij: (157). & - ^ ~ = - VÂ? bx2 - Â??’. by2 bz2 c,1) vx t/y tr z terwijl door differentiatie van (151), (152) en (153) respec-tievelijk naar x, ij en z verkregen wordt: " yfty â€? / ft <T\\ ai j ,, Hoewel nu de grootheden ^ en â€” l/2 ^- aan de- zelfde differentiaalvergelijking voldoen, n.1. aan A2 p = a, is hetnog niet noodzakelijk, dat die 3 grootheden ook gelijk zijn.Integendeel, als men deze gelijk stelt, wordt & = 0 hetgeentegen (157) strijdt. Wel geldt voor het verschil van twee van genoemde groot-heden â€” dat wij q zullen noemen â€” dat q voldoet aan devergelijking van Laplace d.w.z.: A2 q = 0 Noemen wij dus 2 oplossingen van deze vergelijking respec-tievelijk qi en q2, dan verkrijgen wij: ft* ft co .ft} = ft~x * .. ft IT ft CO . - hft~Z = ^c * en dus: . ftu , ftÂ? . ft <t ft co , ftco . , ftu n . & = F rrr = r I -=- q, (â€” 2 ^ â€” 2 q 2) =ft x \'>y \'>z ^x i>x />x = qi â€” q2 Terwijl volgens (157) moet zijn: i/2bx2 - \'/2 by2 bz2 c. dus moet (158) , . . â€? â€? qi â€” 2 qa = â€” lh bx2 â€” 1/2 by2 bz2 f c \') In overeenstemming met

do noot vnn de vorige bladzijde.



??? Het is dus nu de vraag, oplossingen van de vergelijking vanLaplace te bepalen, die voldoen aan (158). Heeft men deze oplos-sing, dan moet men cc oplossen uit (151), en door differenti??eren ^ bepalen; vervolgens telt men hierbij b.v. qi op en verkrijgt ft % zoo tenslotte daaruit na integratie % zelf; en op analoge wijze vindt men ff. Daar â€” 1/s bx2 â€” 1ls by2 -f- bz2 c aan de vergelijking vanLaplace voldoet, kiezen wij dus voor q2 een willekeurige op-lossing van die vergelijking, dan is q, = 2 q2 - l/Â? bx2 - l/Â? by2 -f bz2 cook weer een oplossing van die vergelijking. Hiermede is dus voor qi en q2 een stel waarden gevonden,dat voldoet.Nu is een oplossing voor co uit (151):cc = l/o ax3\') ^ U II 3 ~q = 12ax2ft x Kies verder q, = q. = l/s bx2 4" lls by2 â€” bz2. Deze voldoenaan (158) 2) en dus volgt uit blz. 32 rgl. 7 en 8 v.o. = = Â?/, (a b) x2 -f- Â?/. by2 - bz2 Â? = l/2 (a b) x2y 4- 7Â? by3 â€” b y z29 = _ (a 4- b) x2 z - b y2 z 2/s b z3o) = Vfi a x3Wij hebben dus nu verkregen:nm\\ ) ...u = -a),zy v = Â?i zx w = 0 f ...Â?=\'/Â? ax3 x = lli (a -f b) x\'y -f by8

â€” byz1en ff â€” â€” (a -f b) x2z â€” by2z 4- "h bz3Achteraf overtuigt men zich nu ook gemakkelijk, dat helstelsel (159) voldoet aan de differentiaalvergelijkingen (37)â€”(42). 1  De onderstelling q, = q, is willekeurig; zij geeft ons een eenvoudigeoplossing.



??? De vraag wordt nu, aan welke randvoorwaarden wij metdeze oplossing (159) kunnen voldoen. Daartoe berekenen wij eerst de componenten der spanningen en momenten Xx.....Nz (zie schema (67)â€”(85) Â§ 1) en krijgen: Xx = (a f â€” bi/) x2 â€” b v y2 b v z2Xy= â€”2\' (j, Â?1 zXz = â€” 2 p ui yYx = 2 p ui z 2 Â? (a b) x y Y* = [(a b) f - VÂ? b v] x2 -f- (bf - ll* b v) y2 (b v â€” 2 b f) z2 Yz = 2 /x ui x â€” 4 b f y z(160) <! Zx = -4(a b)f xzZy= â€” 4 b Â? y z Zz = â€” 0/2 bv 2 (a b) f) x2 â€”C/2 bv 2 b Â?) y2 (b y 4 b f) z2 en precies hetzelfde schema nog eens over voorLx... Nz, alleen overal de letters p, v en f vervangenresp. door f, vi en fi terwijl de letters a en b behouden blijven en voorstellen: a = en h==_f^ f Vl - Cl V $vi â€” V (zie blz. 31). Substitueert men nu (160) in de randvoorwaarden, dankan men bepalen, welke uitwendige oppervlaktespanningenen momenten moeten worden aangebracht, om de voor-geschreven deformatie, de torsie (159) te verkrijgen. Wij behandelen nu eerst de randvoorwaarden op den mantel.Daar is cos nz = 0 l) en dus:

X = [(aÂ? â€” bv)x2â€” byy2 bvz2] cos nx â€” 2 puz cos nyY = [2/*Â?i z 2 Â? (a -{- b) xyjcosnx j[(a-f b)fâ€”.\'/Â?bv]x2 (bf â€” llt by) y2 (by - 2 b Â?) z2! cos nyZ = â€” 4 (a -f b) f x z cos nx â€” 4 b f yz cos ny \') Do letter n stelt overal de naar buiten gerichte normaal voor.



??? en voor L, M en N analoge uitdrukkingen, waarin all?Š?Šn deletters p, v en Â? weer vervangen moeten worden resp. doorf, vi en fi. Ten slotte resten nog de randvoorwaarden aan de eind-vlakken. Daar is cos nx = 0, cos ny = 0, cosnz = Â? 1. Wijkrijgen voor het ?Š?Šne eindvlak: X = â€” 2 fi ai yY = 2 [jc, Â?1 x â€” 4 b Â? yz Z = â€” (Â?/ 2 b V 2 (a -f b) f) X2 - (l/> b v 2 bÂ?)y2 (b|v 4bf) z2 en weer analoge formules voor L, M en N, waarin echter(x, -j en Â? vervangen resp. door Â?, v\\ en Â?i. Aan het andere eindvlak hebben al deze grootheden dezelfdewaarde, doch zijn zij tegengesteld in richting.



??? HOOFDSTUK III. Dynamische toepassingen. Â§ 1. Wij passen de vergelijkingen (49) â€” (54) (blz. 12 Hoofd-stuk I) toe, onderstellen echter, dat de uitwendige krachtenen momenten X, Y, Z, L, M en N alle gelijk nul zijn. Wij trachten nu aan de vergelijkingen te voldoen door deonderstelling: (u v w) = A (p 4 Rot <J>(Â? x <r) = A rf, -f- Rotwaarbij dus (p en \\p dan scalaire en <J> en Â? vectorpotentialen zijn.Wij kunnen voldoen, indien de functies\'s (p en \\p voldoen aan: (161)... (u 2 â€”p (p = - (v 2 Â?) tfrp / #2 \\ (162)... (v 2Â?) A2 4)=(y4 2f,)A2-r^-2)^ Hieruit volgt voor <p: (163.)...........-(y 2f)2A4]0 = O en eenzelfde vergelijking voor ip. Verder krijgen wij: rM e&v-pjZ of (164 )...........G* A2 - p <J> = - f A2Â?. En evenzoo: (165 ).........â€” (f A2 - p Rot) 4Â? = (- r ^ f, A2)H>



??? Hieruit volgt voor...... (Â? A2 â€” fz Rot) f A2 j <P = O en een soortgelijke vergelijking voor Uit deze vergelijkingen zijn de scalaire en de vector-poten-tiaal te bepalen: Vergelijking (163) geeft: j [(vi 2Â?,).(* M - (y 2?)2j A4 â€” |(A V)r . i #2 A2 ft* ) (*Â?   | 4> = o en een soortgelijke vergelijking voor \\p.Werkt men deze uit, dan verkrijgt men:/ ft2 A2 #4\\ (167).....(aA4 b -^-y- c 0 = 0, waarin a = (>i -f 2fi)U 2/x)- (y 2Â?)2 = Ay, 2Af, 2Aevi 4 f, â€” y2 - 4 y f - 4 Â?2b = â€” (A 2ft)- â€” (vi 2f,)p = â€” Ar â€” 2iur-y,/j â€” 2Â?1/3c = /9r = /)r terwijl voor \\p een analoge vergelijking geldt. Op soortgelijke wijze te werk gaande, vindt men uit (166) (168).....(ai A4 bi c, ^ d, Rot A2) <l> =Â? 0, waarin:ai = m f i â€” f2 bi = â€” [AT â€” Â?i p Ci = p t en di = (x f is gesteld. Voor Y geldt wederom dezelfde vergelijking. Ter oplossing van ?? en \\p ontbinden wij (167) in de twee vergelijkingen: / i?2 \\ /ft2(169)...(^r2-Â?.A2)4> = 0 en (â€”_ a2)0 = o, waarin xx en x* = â€” Â? V b2 â€” 4 ac\' ?ŠU c ^ c



??? Een oplossing van elk van deze vergelijkingen is ??ok eenoplossing van (167) \') Wij gaan over tot de beschouwing van vergelijking (169),de vergelijking van d\'ALEMBERT. In de eerste plaats zullen wijde oplossing nagaan voor het geval, dat de functie 0 slechtsvan t en van ?Š?Šn co??rdinaat, bijv. x afhangt. Wij krijgen dan: 0 = 0t (x 1/xi t) 02 (x - ]/Â?! t) 03 (x l/Â?2t) 04 (x - V X* t) Hierin stellen 0i tot en met 04 willekeurige functie\'svoor. Uit de gevonden grootheid 0 is door zeer eenvoudigeintegratie V af te leiden met behulp van (161) en (162) enverder u, v, w en x, <r volgens de onderstelling van blz. 36.Daarbij zijn alleen u en u van nul verschillend. De beschouwde x) Men krijgt de oplossing van (161) en (162) iets sym-metrischer, als men de uitdrukking (161) vermeerdert met(162), vermenigvuldigd met een willekeurige factor x, aldus: #2 Eisch nu A 2 (i â€” x (y -4- 2 f) p 1 , , . . . - ~~7â€” Lcin~ â€” 888 ~ waaruit x te bepalen is, â€” (v 2 f) x (yi 2 f i) r x x 1 \' dan wordt: ((A 2/a)-*(v .2f))A- * ) = pu 0 â€” is dus een oplossing van de vergelijking van

d\'Alembehten wel met twee waarden voor x (en dus voor x). â€” Opdezelfde wijze vindt men 0 /3 ^ als men de eerste breukgelijk stelt aan de tweede met het negatieve teeken. Men krijgt dan voor 0â€”a^en<p-}-/3^ oplossingen metwillekeurige functie\'s en zoo daaruit 0 en t// als bij de overigensgelijkwaardige opzet van hierboven.



??? / oplossingen stellen dus longitudinale, vlakke golven, metvoortplantingssnelheden, gegeven door y 2 = - b Â? V Ir\' - 4 ac2 c voor. \') i n (t â€” ax ^y Door u, v, w, u, x en r evenredig met e H \\ v ) te stellen, kan hetzelfde resultaat voor periodieke golven verkregen worden. Wij zullen in de 2e plaats de bolsymmetrische golven vande vergelijking (169) in het oog vatten. Daartoe gaan wijtransformeeren op poolco??rdinaten. Wij vragen naar die op-lossingen <p, die all?Š?Šn van t en r afhangen, doch onafhan-kelijk zijn van de poolhoeken b en \\p. Dan is het voor detransformatie voldoende op te merken, dat r ft r ft r2Hierdoor gaat de vergelijking (169) over in:ft2Q _ /2 ft_(p ft2??\\iTt2 - " l r J7 ft r2 /Als oplossing hiervan vindt men: <P = 1/r [Â?PÂ? (r Va t) <j>2 (r - v* l)J,waarin (pi en g>Â? willekeurige functie\'s zijn. Voor \\p geldt \') Voor een physisch werkelijk geval moet b2>4 ac zijn; danalleen krijgt toch V2 twee rc??ele waarden. Dit is inderdaad zoo:b2 = | (a 2 p) r (v, 2 ft) = (a 2 pY r2 2/>r(A 2ia) (vi 2 Â?,) (*, 24ac = 4jr(v. 2 Â?,) (a 2 - 4^r (y 2 f)2b2

â€” 4 ac = (a -f- 2 p)2 r2 â–  2 p r (a 2 p) (Â?, 2fÂ?) (*, 2Â?,)V 4/3r(y 2Â?)2 ofb2 - 4 ac = [(a 2 p)T- (v, 2 f.) [2 (v 2 f) l/, r? Dit is een som van quadraten, dus essenti??el positief, endus is altijd b2 â€” 4 ac > 0 of b2 > 4 ac. Buitendien moeten die waarden voor V2 beide >0 zijn,anders wordt V zelf imaginair. Hiertoe is noodig, dat deabsolute waarde van V b2 â€” 4ac<b is: daar c>0 is,wordt de voorwaarde hiervoor a>0.



??? weder hetzelfde. â€” De bolvormige golven, die wij op dezewijze verkregen, zijn weder longitudinaal. Wat periodieke bolgolven betreft, voor oplossingen, diephysisch van belang zijn, verkrijgt men voor de vergelijking k = oo n = oo X = oo 1 : t. _ cb=.- 2 2 2 fn(ikr) k = 0 II = 0 /l = O Bkn; eikrfn (â€”ik\'r1)! cos a k t cos A (pi -f----- en verder drie analoge vormen, waarin in de plaats vancos akt cos A cp! achtereenvolgens optreden de producten cos aktsin A sin akt cos A0i en sin akt sin A<J)i en waarin overaP Pavoor (!-,*) d staat. 1) Hierin is, als steeds, Pn de Legrendre\'sche bolfunctie vande ne orde van de lc soort; p â€” cos verder is f , tr(n l) . (n â€” 1)n(n 1)(n4-2) .. in vz; â€”1 i 2. z 2. 4. z2 (n - 2).... (n 3) , , 1.2.3...2n 2. 4. 6. z2 2.4.6... 2 n.zn Periodieke cylindergolven 2) worden gegeven door: 0= (|Akn Jn (kr) BknYn (kr) j cos n 3 4" k = O n = 0 ;AlkD Jâ€ž (kr) B\'kn Yn (kr)j sin n bj cos akt 2 ?? [ I A"kn Jn (kr) B"kn Yn (kr) | sin n& k = 1 n = O A"\'kn Jn (kr) 4- B"\'kn Yn (kr) J sin nSr ] siâ€ž aktwaarin J en Y resp. Besselsche en cylinderfunctie

voorstellen. 1 ) 0i is hier de bekende poolhoek, een der 3 bolco??r-dinaten. 2 ) Zie bij period. bol- en cyl. golven Forsyth. Diflerential-gleichungen resp. blzd. 877 en blzd. 480 en 879.



??? Vraagt men speciaal naar cylindergolven, waarbij zoowelz als S" constant worden gehouden, dus alleen r verandert,dan krijgt men <P = J.(r) Altijd weer moet na het bepalen vau Cp uit de vergelijking(1G1) ((1G2)) de bijbehoorende bepaald worden. Ten slotte willeu wij de vergelijking (169) nog eens alge-meen beschouwen met naast zich de aanvangsvoorwaarden:<p = f(xyz) \\â– &Q â€ž . . > voor t = 0 Hierin stellen f en F voor functie\'s van x, y en z, die deheele ruimte door gegeven zijn. Men krijgt voor een willekeurig punt x, yt zr. Cp (xi yÂ? zi) = X\' (V x t) YZ X (V* l)Hierin is: X\' fl/at) = ~ ~ [ ij" lx ?’ s in (x, -f- ]/x t sin Scos A,yi -,L t sin & sin A, zi \\rx t cos &) en 1 t f~n r~ â€” T??= X ([/ x t) = â€”â€” I d A sin & d ^ F (xi V x t sin & cos A,\\x 1-7TJ o Jo yi -f- j/a t sin S- sin A, Zi t cos Laten voor beter overzicht f, jj en Â? voorstellen de cosi-nussen van de hoeken, die een van het punt (xi yi zi) uit-gaande veranderlijke richting met de assen insluit, en latenwe de toch overbodige index 1 van het veranderlijke puntxi yi Z| weg, dan krijgen wij als

oplossing: cp (xyz) = j F (x 1/Â? t f, y   Pi10 d Â? -f ~ ~ | ij f (x 1/Â? t f, y 1/Â? t n, Z -f ]/x 10 J du1) â€?) Zie Hikmaxn-Wkukr II Â§ 124.



??? Deze integraal van Poisson van de vergelijking van d\'Alem-bert wordt ook verkregen, als men de formule van Kirchoffgebruikt. (Zie voor de methode van Kirchhoff (uitbreiding vande methode van Green) voor de behandeling van de verge-lijking van d\'Alembert: G. Kirgiihoff. Zur Theorie der Licht-stralen. Sitz Ber. Ak. v. Wiss. Berlin 1882 (2 Sem) blzd. 641) 1) Â§ 2. Ter berekening van de vectorpotentialen <1> en Â?moeten wij nu overgaan tot de behandeling van de differen-tiaalvergelijking (168). Deze dient uitvoerig te geschieden,in de le plaats aan de hand van de methoden, genoemd doorVolterra. Dat willen wij op deze plaats niet doen. Wij zullen de periodieke golven onderzoeken, die aan dievergelijking voldoen. Daartoe substitueeren wij <I> = <P\'e\'l)ten krijgen: (170)..... [a, A4 b, p2 A2 -f ci p4 d, Rot A2] <f>\' = 0 Zij <P weer een functie van slechts ?Š?Šn co??rdinaat, b.v. xteneinde vlakke periodieke golven te krijgen. Dan kan <I>\'X nulgesteld worden, daar in de uitdrukkingen voor u, v en w(I>\'X slechts in diff.quoti??nten naar y en z

optreedt.De vergelijking -??â€”iâ€”f- bi p2-??â€”; die uit (170) volgt, behoeft dus. niet beschouwd te worden.Verder volgt dan uit (170): (171).....a,  ci p4 <??>\'x = 0 (172)... ai 4 bi p2 x25 4 c, p\' <I>\'y - di = 0 cpv =<\\>x = en (173)... a, 4 bi p2 ???-xf c, p\' *x\' 4 di = 0 Oplossing levert: A\'i e r\' x 4"____A\'s e x I e 1 lu B\'i e r\' x 4 .... B\'8erÂ?x[e,\'l,t. \') Voor behandelingsmethoden van de vergel. van n\'A i.kmbkkt en soort-gelijke \'zie Volterra. Drei Vorlea. ??ber neuere Fortschritte der ninthem.Physik blzd 133 en vlg.



??? Hierin stellen n tot en met rs voor de wortels van devergelijking (174) . . . . a, r4 bi p2 r2 c, p1 = Â? d, r3 V^lwaarvan geen enkele re??el kan zijn \'), hetgeen physisch juist 4) Een uitvoerig onderzoek voor deze vragen voor vlakkegolven volgt in Â§ 4. Om er hier toch reeds iets van te latenzien, het volgende: Daar wij onderstellen, dat alle grootheden all?Š?Šn maarfunctie van x zijn, wordt:ft \' ft ,u = â€”- cj)z _ cj>v = o& y ft z ft ft . ftV = â€” <t>x - â€”- <J>Z = _ cj)z â– ft z ft x ft x 0 , & i r W = qâ€” <I>y â€” ??- <P.X = q- CPV t" X w y ftx en analoge betrekkingen voor ai, <r. Wij hebben hier dus een transversale golf. Dit kan echteralleen, als de wortels n van (174) zuiver imaginair zijn. Aan-genomen, dat dit zoo is, dan zien wij in (175), dat do factorai ri4 bi p2 ri2 ci p4 re??el wordt, daarentegen wordt ^ ^ ,, zuiver imaginair, zoodat wij krijgen _ Bi = q Ai V - 1waarin q een re??el getal is. Daaruit volgt dan voor de ende (P/. en dus ook voor de v en de w, dat als de ?Š?Šne eencos. is, is de andere een sin. en omgekeerd. Wij hebben dusook hier, evenals

in Â§ 4 zal blijken, draaiing van het polari-satievlak. Nu wat betreft het imaginair zijn van de wortels van (174).Stellen wij x == r i, dan moeten dus de wortels vanai x4 - b, p2 x2 c, p4 = Â? d, x3 alle re??el zijn. Wanneer di klein is t.o.v. de co??ffici??nten in het linkerlid(hetgeen b.v. in vervulling gaat voor groote waarden van p)mogen wij het rechterlid bij het linker verwaarloozen, en errest de vergelijking a,x4-b, p2x2-f ci p4 = 0Noemen wij de wortels hiervan cc\\ en oc2y dan is: i bi p2 , p2 i rrriâ€”- en Â?2 = yI; Â? v b ~401 Cl



??? is. A\'i tot en met A\'s en B\'i tot en met Bs\' zijn wille-keurige constanten, verbonden door de betrekkingen (175).. Bi = (ai n4 bi p2n2 Ci p4) Ai (voor i van 1 tot 8).diri3 Deze willekeurige constanten mogen willekeurige functie\'svan p zijn en daar onze diff.vergelijkingen lineair zijn, zalmen w?Š?Šr een oplossing krijgen, door de zooeven beschouwdete sommeeren naar p of zelfs te integreeren. Uit de gevonden grootheid is weer door eenvoudigeintegratie Â? af te leiden met behulp van (164) en (165). Â§ 3. Door in het begin van Â§ 1 de oplossing op te zettenin de gedaante (u v w) = A cp Rot <I>(ux<r) = A Rot Â? hebben wij deze oplossing gesplitst in een rotatielooze en eendivergentielooze. Moet men nu tegelijk <l> en Â? (resp. ?? en\\fj) nul nemen, ??f zijn er oplossingen mogelijk van den vorm(u v w) = A <p {(p = 0) {co % er) = A ^ Rot Â? (Â? 0) enz. analoog? De functie\'s (I> en V hangen samen door de vergelijkingen(164) en (165). Hebben wij nu een oplossing van (166) voor



??? gekozen, zoodanig dat Rot 4> = 0. \') Daar Rot <1> = 0,maken wij hiervan gebruik door te schrijven = A X. Ditnu gaan wij substitueeren in (164), dan komt er: terwijl uit (165) volgt: - â€” (s A2 -/*Rot)AX = (-r^ !, A2) Y d. w. z. Â? liiag zijn een willekeurige oplossing van de 1Â? dif-ferentiaalvergelijking, waarin X een willekeurige functie is. Om de vraag te beantwoorden, of Rol Â? nul is, bepalenwij deze grootheid, door van beide leden van de vergelijkingende rotatie te nemen. Wij krijgen dan: A2 Rot Â? = 0 en(- & A2) Rot of dus y is onafhankelijk van den tijd en een oplossing van A2 Rot y = 0, de vergelijking van Laplace. De vectorpotentiaal behoeft dusniet nul te zijn, doch is wel onafhankelijk van den tijd, wijhebben dientengevolge een statisch en geen dynamisch probleem. Analoge behandeling geeft hetzelfde resultaat voor het om-gekeerde en ook ten opzichte van Q en \\p. Â§ 4. Wij zullen ons nu verder beperken tot het onderzoekvan de voortplanting van vlakke golven. Dan zijn alle groot-heden evenredig met e v v terwijl hun amplituden Ai,

A_>, A3, Bi, B2 en B3 zullen gesteld worden. \') Een dergelijke oplossing bestaat, want is b.v. % eenwillekeurige oplossing van (166), dan is <1> = AÂ? een op-lossing van (164)â€”(165), zoodat Rot<I> = 0.



??? Wij krijgen op dezen weg: 2 \' 2 (A At) ^ * (Al Â? A2 /3 A8y) AfrAt ^ âœ“ 0, 1) Â? (Bi * B2 j8 B3 y) I Bi = al p^ ??f [(A ^ â€” p V2] Al (A /x)Â?/3A2 (A ^)Â?yA3 [(y Â?) a2 f] Bi (y f) Â? /3B2 - â–  (y 4" f) Â? 7 B3 = 0 [ (y 4- *) Â?2 4- Â?J a, 4" [ (* 4- fi)Â?0 4- ^ y v] a2 4- [(â€ž f)* y _ fl V] As 4- [(f. 4- f.) *2 4-fi â€” r V2] B, 4-4- (yi 4- ff)Â?|3 B2 4- (vi 4- fi)Â? y Bs = 0 Wij verkrijgen dus zes lineaire homogene vergelijkingen in Aitot en met Ba. De voorwaarde, waaronder dit stel een vannul verschillende oplossing bezit, is dat de determinant derco??ffici??nten gelijk is aan nul. Deze determinant der co??ni-cienten wordt, evenals in het geval van het niet geori??nteerdemedium, een vergelijking ter berekening van V; nu echtertreedt ????k nog de p erin op.De genoemde determinant is: (i p)*\' p-pV* (a4~f*)*(3 (A /*jÂ?y (v f)*2 S (v4-Â?)Â?/3 M-Â?)Â?r(a4-i*)*(3 (a /x)/32 //, pV1 (A-M0y (v QP t (y4-f)/3y(A4-/^)Â?y (a4-a0^ p)y2 pâ€” pV~ (y f)Â?y (y |)/3y (y Â?)y2 Â? Daar a/3y de richtingscosinussen van den normaal op hetgolfvlak voorstellen en wij een isotroop medium

onderzoeken,zal dus deze determinant hetzelfde moeten blijven, indien wij



??? 0 en y veranderen, zoodat x2 (32 -f y2 gelijk aan 1 blijft.Kiezen wij nu a = 1 (3 = 0 y = 0, dan verkrijgen wij: 0 0 V 4- 2 Â? 0 p-pV2 0 0 Â? 0 (JLâ€”pV2 0 0 0 0 yi -f-2Â?i â€” r v2 0 A 2 p â€” pV200 D = = 0 Â? 0 f, â€” rV2 0 00 i/z 0 & - r Va fÂ?V21 c V* b V* a | I c V* b V2 a i XX [ p r V1 - fa t p ) V11 p Â?, - Â? Â?]â€? = 0 D = of -r Â?]2 p2 - f/.2 Â?2 V2 j == 0 Hierin hebben a, b en c weer de waarden van Â§ 1.De lc factor van 1) gelijk nul stellen levert de reeds bijherhaling gevonden voortplantingssnelheid voor longitudinalegolven, die onafhankelijk is van de frequentie (Â§ 2):â€ž â€” b Â? V b- - 4 a c (Â?i) 2 c Stellen wij de 2Â° factor gelijk nul, dan ontstaat de verge-lijking: [p r v\' - fa r p Â?0 v2 * Â?i ~ Â?2|2 P2 - v2 = 0 . (/3,)Kr zijn transversale golven met een voortplantingssnelheid,afhankelijk van de frequentie, d. w. z. niet dispersie. Deze transversale golven zullen wij thans nader onder-zoeken. Daartoe bepalen wij de verhouding van do v en dew; hiertoe zijn noodig A2 en As. De verhouding van deze2 grootheden is gelijk aan die van de

bijbehoorende minorenuit D. Daar deze minoren echter beide blijken nul teworden is liet eenvoudigste, opnieuw van de oorspronkelijkevergelijkingen (49)â€”(54) uit te gaan. Wij trachten te vol-doen met behulp van een transversale golf, die zich in de



??? X richting voortplant. Deze golf wordt voorgesteld door devergelijkingen: u = 0 w = 0 v = A2eip(t-v) K = B8eip(t_v) w = A3eip(t-v) <y = Bae^(t~ V) Wij krijgen aldus: A2 [ (p - p V2) (fi - r V2) - I2] - As i - fi Â? = 0 eni AaO - p V2)(Â?, -rV2)-f2] A2i%f = 0 In de eerste plaats laat zich uit deze beiden als co??fficienten-determinant gelijk nul juist afleiden de vergelijking (/3i). Verderhebben wij: As = --y---A2 01 i â€” pEp As = â€” ^ i [(^ â€” ^ V2) (f, _rV2)_|2]A2 en hieruit volgt, in verband met (/3j); A3 = Â? A2 i. Subsli-tueeren wij dit nu in de formules voor v en w, dan ontstaande betrekkingen: v = A2eiP(t-^) w = Â? Ao i e \'p(tâ€” y) Om nu de vergelijking voor de baan van hel trillendepunt af te leiden, moeten de re??ele gedeelten van deze op-lossingen genomen worden. Wij nemen daarbij het geval,dat Ao re??el is. (Ag zuiver imaginair laat zich analoog be-handelen.) v = A2 cos p ^t â€” en w = Â? A2 sin p ^t â€” ~ j



??? of iets algemeener v â€” Aa cos p (t â€” ) en w = Â? A2 sin p (t â€” waarin q voorstelt een willekeurige phaseconstante. De ver-gelijking voor de baan wordt dus: V2 w2 = A22, d.w.z. de liaan is een cirkel. De transversale golven vertoonendus dispersie, belieerscht door vergelijking (/3i) en zijn cirkel-vormig gepolariseerd. Verder verkrijgt men: A tx ~~ P V2 i P (t â€” ^ . *-pV2 ipft-^ y. = â€” AÂ?L- -e K\\ V/en<r = ;fA2- - e 1 \\ V/? c Nemen wij ook hiervan weer all?Š?Šn de re??ele gedeelten enbreiden wij uit met de willekeurige phaseconstante q, dankomt er: . (J> â€” p V2 / x q* = â€” A21â€”yâ€” cos p I t en â–  M p V2 . / x q\'<r - Â? A2 yr - sin p ^t - y M Hierbij is ondersteld, dat V re??el is; alleen gevallen, waar-voor aan deze onderstelling voldaan is, geven een physischmogelijke oplossing; immers complexe V zou beteekenenvoortdurend verdwijnen van energie met de voortloopende golf. Â§ 5. Wij zullen nu de transversale golven nader be-studeeren. Wij vonden voor de voortplantingssnelheid devergelijking: Bij de vergelijking voor V die

ontstaat, als wij in (?\'\') het teeken kiezen, behoort voor v en w de oplossing: v = A2 cos p (t â€” ^ (i7o) . . . . ; w = A2 sin p t



??? Daarentegen behoort bij de vergelijking voor V, als het- teeken gekozen wordt, de oplossing: v = A2 cos p (t â€” X (177) w = â€” A2sinp^t â€” - De cirkelvormig gepolariseerde golven, die door (177) wordenvoorgesteld, worden klaarblijkelijk in tegengestelde zin door-loopen als die, welke (176) voorstelt. Lel ten wij nu echter ook opde bijbehoorende snelheden, dan zien wij dadelijk aan de ver-gelijkingen, dat die gelijk, doch tegengesteld zijn. Dit inaanmerking nemende, volgt, dat door (176) en (177) preciesdezelfde bewegiug wordt voorgesteld en wij kunnen volstaanmet het onderzoek van een der bewegingen. De aard der beweging wordt beheerscht door de vergelijking die ook in den vorm ( ) V\' - r pii V* V ^ ~" = 0 PT PTP PT geschreven kan worden. De woV, = - Â?/Â? Vz, -V2 = - lU Vzi v3 = lU Vz, - V, = >/t ^?œ tels van deze vergelijking zijn I2 Vz2 - l/s Vzb /, Vz2 - l/f Vz"h Vz2 V. Vz3h Vza - V2 Vz8 waarbij zi, z2 en z3 voorstellen de wortels van de cubischeresolvente: 3 | (HT pW-Ktft-ftflT 1*1/ . â€? z â€” â€” t 2 _2 /. /? 7 /j r f\'r" pÂ? Door de

substitutie z = z\' ^ ^ J P komt deze in de 3PT gereduceerde vorm:



??? z 3/;2r2 1 27 /98 r3 3 p* r2 r2 p2 of z\'3 az\' b = 0, waarin:  12 fcft -P)pr a 3 p2 r2 = 2Qar f ft)8 _ 8(i*T p6t)(ttfiâ€”F) _ p2*227 P*T* 3 p2 T2 p2r2 p2 Daar de term met V liet teeken heeft in de vergelijking(n), zijn er nu, mathematisch gesproken, de volgende mogelijk-heden: 1Â°. De vergelijking (ci) heeft slechts 1 ree??le wortel; devoorwaarde hiervoor is lU b2 VÂ?a3>0Dan worden twee wortels V van (yi) re??el en twee zijntoegevoegd complex. Complexe wortels voor V mogen, gelijkop blzd 49 is opgemerkt, niet voorkomen. De golven metfrequentie\'s p, die aanleiding geven tot de betrekking lU b2 %&a>0 zijn zonder dissipatie niet stationnair mogelijk. 2Â°. De vergelijking (3i) heeft 3 re??ele wortels; de voor-waarde hiervoor is \'/â€?! b2 -f 1/st a3 < 0Nu zijn er twee gevallen: I alle z\'s > 0 II er zijn 2 z\'s < 0 en 1 z > 0 (1 of 3 negatieve wortels z kan niet hebben, omdat hetproduct der wortels positief moet zijn). In het geval II worden alle wortels V onbestaanbaar. Ditlaten wij dus verder rusten. Overgangsgeval tusschen I en II- is, dat de beide

negatievewortels uit II aan elkaar gelijk worden. Van de V\'s zijn nu



??? 2 onbestaanbaar; 2 gelijk re??el; ook dit geval heeft wedergeen physische beteekenis.Rest dus nog het geval I: Wij zien, dat \\\\ negatief is; alle vier de snelheden kunnenniet negatief zijn, daar hun som moet nul zijn; er blijven dusde mogelijkheden: (a)... 1 "wortel V pos. en 3 negatief(/3)... 2 wortels V pos. en 2 negatief(7)... 3 wortels V pos. en 1 negatief Als overgangsgeval tusschen 1Â° en 2Â° heeft men nog:3Â°. De vergelijking (2i) heeft 1 re??ele en 2 gelijke re??elewortels; de voorwaarde hiervoor is: \'/* b2 727 a3 = 0,Dan worden twee wortels V van (71) re??el verschillend en tweeworden re??el gelijk. Wij hebben dus verder weer de gevallen:(x\')... 1 wortel V pos. en 3 neg.,- waaronder 2 gelijke(l3\')... 2 wortels V pos. en 2 neg.; ??f de 2 pos. ??f de 2 neg.zijn gelijk (7\')... 3 wortels V pos. en I neg.; onder de 3 pos. zijn2 gelijk. Als resultaat hebben wij dus gekregen, dat stationnair zichalleen kunnen voortplanten golven met een frequentie p, dievoldoet aan: lU b2 l\\n a3 ^ 0.Schrijven wij voor de grootheid b van blad 51 b = bi â€” b2. waarinP-

1)1 ~ 27 A" 3P\'r\' P\' T dan wordt dit:



??? De wortels pi2 en p22 van deze voorwaarde, indien hetgelijkteeken geldt, worden voorgesteld door:g = 27 bi b2 Â? 6 ab, V^3~aP " 4 a3 27 bi2 Indien de wortels pi en p2, die hierdoor geleverd worden,beide re??el zijn, dan kunnen dus, voor het geval dat4a8 27bi2>0, alleen golven met frequentie p, gelegentusschen pi en p2 (d.w.z. grooter dan de kleinste, doch kleinerdan de grootste) zich in het medium voortplanten. Is daarentegen 4a3 27 br <T 0, dan zijn het juist defrequentie\'s pi gelegen tusschen pt enp2, die uitgesloten zijn;met alle andere waarden van p kunnen zich golven voortplanten. Zijn de wortels pi en p2 onbestaanbaar, dan zal, als4 a3 27 br ) 0 is, geen enkele golf zich kunnen voort-planten; is daarentegen 4 a3 27 br â€?< 0, dan zijn voor datgeval golven met willekeurige frequentie p mogelijk. \') \') Voor groote waarden van p reduceert zich de voorwaarde4 a3 27 bi2<C0, waaronder alle wortels z van re??el zijn.tot: 4a3 27 bi8<0. Substitueert men hierin voor a en bide waarden van blad 51 en 52, dan wordt dit: - 16 (/Â? - sta)

[((*T p ?‰i)2 - 4 (p S, - Â?*) p rf < 0. Noodzakelijk en voldoende hiervoor is:ft$i-Â?s>0 Gelijk men door beschouwing van de quadratische vorm,die men krijgt, door ni formule (60) blad 50 voor de com-ponenten Xx... Nx de substitutie van de noot blad 8 toe tepassen, ziet, als men zich beperkt tol deformatie\'s waarbij K\'- ry=Wi Tx- %=&-18""(nl ->0) ?Š?Šn der voorwaarden, waaronder deze vorm deliniet negatiefis; terwijl de voorwaarden voor de realiteit der wortels Zi,z2 en Z3, behalve de voorwaarde omtrent 4as 27bi2 ookmet het karakter der potenti??ele energie in verband staan.Deze potentie??ele energie toch moet, indien de niet-gedefor-meerde toestand een toestand van evenwicht is, een minimumzijn, hetgeen tot de bovengestelde eisch voert. Zullen nu verder alle snelheden re??el zijn, dan moetenbovendien alle getallen z positief zijn. Lossen wij daartoe devergelijking (Â?i) op, nadat we hierin de laatste term, die immers



??? Voor golven, wier frequentie een mogelijke waarde bezit,zijn verder nog mogelijk de gevallen (Â?), (/3) en (y) blad 51 p in den noemer bevat, hebben weggelaten, dan krijgen wij: Zl en z2 - ?•IÂ?Â?h Â? A V^ft-a^rpr or z3 = 0 In de le plaats zien wij hier nogmaals, dat voorwaardevoor de realiteit van Zi en z2 is [x ft â€”Â?2>0. Verder moetnu voor positieve z\'s {(J, r -f- p ft)2 > 4 ((X ft â€” f2) P r [ zijn. Deze voor-waarde is altijd vervuld, want wij kunnen er voor schrijven:(pr â€” p ft)2 (2 f }\'Jr)2 > 0 en hier staat in het linkerlidde som van 2 kwadraten. De waarden, die de snelheden nu aannemen zijn: v1 = â€” 1h Vzi_- V^V2 = - Â?/a VZl - Vt Vz, V3 = - v2v< = -v, Verkort laat zich dit schrijven^___________ V,, V2, V3 en V4 = Â? V lU Zi -f lU z8 Â? Â?/Â? V"^Precies hetzelfde resultaat kunnen wij afleiden, door dadelijkin de vergelijking (71) (blz. 50) de term met p in den noemerweg te laten. Er komt dan ter oplossing van V de vergelijking: V4 _ r P V2  = o pr pren dus _________________ y _ 1 I /pT pti  V "" 2\\?T Wij verkeeren nu in geval (j3) van blz. 52:

er zijn twee wortels Vpositief en twee neg. met gelijke absolute waarde. Wij krijgendus ook inaar ?Š?Šn draaiend polarisatievlak met een o: t = V, p \\\\/ m r ft V(m r , ft )2 - 4 fr ft - g2) p r _- \\/PT Pti  pW-lT^fT- P)pT _%PT_ . 3 = 1/2 p \\/ (^r ^1 2 Vf/x ft _ ,Â?)> rof zoo men wil: f2



??? en 52, terwijl bij pi en p2 behooren de gevallen x\\ (3\' en y\'.De gevallen a en y komen in wezen op hetzelfde neer; erplanten zich voort ?Š?Šn cirkelvormig gepolariseerde golf, in de?Š?Šne zin doorloopen en drie in de andere zin. Dein verschillendezin doorloopen, cirkelvormig gepolariseerde golven met ver-schillende snelheid kunnen op de gebruikelijke wijze wordensamengesteld en leveren dan een draaiend polarisatievlak. Dein de ?Š?Šne zin doorloopen cirkelvormig gepolariseerde golflaat zich dus met elk der drie andere samenstellen, telkenstot ?Š?Šn draaiend polarisatievlak. Zoo loopen er dus driedraaiende polarisatievlakken. In geval (/3) planten zich voorttwee cirkelvormig gepolariseerde golven in de ?Š?Šne zin door-loopen, en twee in de andere zin; er zijn dan dus vierdraaiende polarisatievlakken. Telkens is de draaiing ?¨ per c.M. waarin Vi en Vk voorstellen de absolute waarden van tweesnelheden van verschillend teeken, (dit komt dus neer opsnelheden van cirkelvormig gepolariseerde golven, die in tegen-gestelde zin doorloopen

worden) p de frequentie. Zoo komen bij de golven met frequentie\'s pi en p2 degevallen {*\') en {y\') op hetzelfde neer: ?Š?Šn golf in de ?Š?Šnezin doorloopen, twee in de andere zin, ?Š?Šn daarvan moetdubbel geteld worden. Er loopen hier dus twee draaiende polari-satievlakken. In geval ((3\') loopen er nu ????k twee golven, inde ?Š?Šne zin gepolariseerd en ?Š?Šn in de andere zin, terwijln?? de laatste dubbel geteld moet worden. Ook hier loopendus twee draaiende polarisatievlakken. De draaiing o per c.M.is weer als boven. Â§ G. Het resultaat van de vorige paragraaf is dus, dat erlongitudinale golven, met een. voortplantingssnelheid, onaf-hankelijk van de frequentie p en transversale golven, meteen van de frequentie afhankelijke voortplantingssnelheidbestaan. Hier komen dus, met behulp van het elastische mediummet ori??nteerbare deeltjes dispersie- en polarisatieverschijnselente voorschijn. De essenti??ele oorzaak hiervan is, dat in de



??? vergelijkingen (52), (53) en (54), behalve de 2e afgeleidenvan de componenten van de verschuiving naar de co??rdinaten,ook nog de le afgeleiden optraden; dit bracht nl. de frequentiep in de vergelijking, die de voortplantingssnelheid bepaalt en gafzoo aanleiding tot dispersie en circulaire polarisatie der golven. In de elastische lichttheorie heeft men langs verschillendewegen getracht, dispersie- en polarisatieverschijnselen te ver-klaren. Het naast verwant aan de resultaten, die met behulpvan het medium van ori??nteerbare deeltjes verkregen zijn,althans in mathematisch opzicht, zijn die van Neumann. Dezegeeft in zijn werken, *) naast de verklaring van dispersie, o??kdie van polarisatie. Hij voegt daartoe aan de gewone, elas-tische differentiaalvergelijkingen nog termen van den vorm V>v n#v Jw &u . # v ~ , G â€” B qâ€”, A-s---Gttâ€” enB-qâ€” â€” Aqâ€” toe. Ook 17 Z V y 17 x 0 z v y 17 x bij hem komen, naast termen met 2e afgeleiden naar x, y enz, termen met de le afgeleiden naar die grootheden voor.Deze krachtcomponenten

verantwoordt Neumann door aan tenemen, dat tengevolge van de relatieve verschuiving van eenaetherdeeltje t. o. v. een ander dit laatste er evenzoo op in-werkt als het element van een electrische stroom op eenmagneetpool.2) In mathematisch opzicht nog verwant aan de gegeven be^schouwingen is ook de wijze, waarop Mag Cullagh te werkgaat en tevens ook de beschouwingen van de electromagnetischelichttheorie, waarvan de differentiaalvergelijkingen van MagCullagh de formeele voorlooper zijn. In wezen stemmenbeide soorten van vergelijkingen, die van Mag Cullagh en dievan de electro-magnetische lichttheorie overeen.3) Een directemechanische interpretatie heeft Mag Cullagh niet gegeven. Zijn differentiaalvergelijkingen, waarin de rotatiecomponentenvan de verschuivingsvector optreden, hebben de vorm: l) Habilitationsschrift: Die Magn. Drehung der Pol. Ebene des Lichtes;en ?œber die Aetherbewegung in Kristalle. Math. Ann. 1 (1869) p. 325-358. }) Clebscii heeft later dezelfde onderstelling gemaakt ter verklaringvan cirkv. pol.

(Theorie der zirk. Pol. Medien J. f. Math. 57 (1860).Zie Fitjs Geiialu. Phil. Mag. (5) 7 (1879) p. 21Â?.



??? 01u _ 0 m 0 \' . . IT ^ 0$ 0 4Â? 04Â? waarin H en L resp. = -^y, ^ en ^r, terwijl 2<??> = Anf2 A22^ A8sCi 2A12f>1 2A13fÂ?-f2A2ll!iC 0 v 0 w 0 w 0 u 0 u 0 v en s â€”â€” "n---??-; 1 = "qâ€” â€” "ir- en ? = zijn. 0 z 0 y 0 x i/ z 0 y 0 x Opgemerkt dient te worden, dat de potentiaalfunctie <P,die hierin optreedt, niet overeenkomt met de elastischepotentiaal. Deze vergelijkingen van Mac C??llagh zijn minder algemeendan de boven besprokene van Neumann. Ze onderscheidenzich van elkaar, doordat in die van Mac C??llagh de derdeafgeleiden van u, v en w naar x, y en z optreden, waar indie van Neumann eerste afgeleiden staan. Dit onderscheid intus-schen is niet essentieel, daar het er slechts op aankomt, hetoptreden van afgeleiden van oneven rangorde Ie motiveeren.Legt men intusschen de vergelijkingen van Mac-Cullagh nietin electro-magnetische zin uit, dan hebben zij (Zie P. Volk-mann. â€ž Vorlesungen ??ber die Theorie des Lichtes") meermathematische als physische beteekenis. \') 1  Vergelijk overigens Wangeiun. Enzykl. Math. Wiss. V

III 1. 21.



??? HOOFDSTUK IV. Toepassing op <le theorie van de soortelijke warmte. Wij zullen in dit hoofdstuk volgens de theorie van ??ebijede soortelijke warmte bepalen, die een medium bezit, waarvoorde bewegingsvergelijkingen de in Hoofdstuk I aangegevenvorm hebben. Bij toepassing op een elastisch lichaam, waarvoor de ver-gelijkingen de gebruikelijke vorm hebben, heeft de theorievan Debije de volgende gedaante: Wij denken ons een kubus, waarvan de deeltjes (elastische)trillingen uitvoeren \'), zoodanig, dat op de wanden van dekubus voldaan wordt aan de randvoorwaarde, dat de com-ponent van de uitwijking loodrecht op de wand steeds gelijkis aan nul. Dan wordt gevraagd te bepalen het aantal mogelijkebewegingen van verschillende frequentie met trillingsgetalkleiner dan een voorgeschreven getal p (of beter gelegentusschen p en p -f- d p). Bij dit alles de onderstelling, dat dewaarden der frequentie\'s groot zijn, in aanmerking te nemen. De elastische differentiaalvergelijkingen, waaraan voldaanmoet worden, luiden: (A (*) ^ A2 u = P 0 t2 .

?? . A2 #2v V = />0T2



??? Om hieraan nu te voldoen, stellen wij: u = Ai e*x e1^v = A2 e"x ri. e\'ptw = As ^ e\'P1De grootheden x (3 en y, Ai A2 en A3 worden dan, alnaar het noodig is, imaginair gedacht. Als randvoorwaardenkrijgen wij dan, indien wij de ribbe van de kubus 2 a noemenen de oorsprong in het middelpunt van de kubus denken: iVoor x == Â? a u = 0 dus Â?a = ki?r x â€” â€” rr a â€ž y=Â?a v = 0 â€ž 0 a = k2 jr (3 = â€” T a â€ž z = Â? a w = 0 â€ž y a = k3 - y = â€” t tl waarin ki, k2 en k3 willekeurige, doch (jeheelc getallen voorstellen. Substitueeren wij dit in de differentiaalvergelijkingen, dankomt er: (A ^)Â?/3A, [(A ^)/32 /^^2-^p2]A2 (A ^)/3rA3 = 0(A iu)Â?rA, (AH-^)/3?\'A2 [(A ^)r2 A4Sa2-/}pa]A8 = 0een stel van 3 lineaire homogene vergelijkingen in Ai, A2 enA3; de voorwaarde, dat er een oplossing bestaat, is: De eerste factor geeft longitudinale trillingen, de tweede dub-bele factor (hij staat immers in zijn quadraat) de transversale.Wij krijgen dus: p p Vullen wij hierin de waarden van (3 en y, volgens (178)in, dan komt er: ^(k,2-f k22 k82)p X* p,2=p82==^

^(kl2 k22 kl2)p X



??? en dus, als wij bedenken, dat er was voorgeschreven pi(respect. p2 en P3) ^ p, hebben wij: ki-2 k22 f k32 g A 2 m\'resp. k!2 k22 k32g^|-2 p- 77 fIj Nu wordt het aantal oplossingen van deze vergelijkingengevraagd. De k\'s zijn hierin de veranderlijke grootheden, zijmoeten geheele getallen zijn. Schrijven wij: x2 1 v2 1 ?2 < ^P-2 -i- x -f y i- z = A 9 ^ resp. x2 y2 z2g?lE2 t J â€” Ttl fJt, en beschouwen x, y en z als co??rdinaten van een punt, danis x2 y2 z2 gelijk aan het quadraat van de afstand vanhet punt (x, y, z) tot de oorsprong en is dus de vraag, dieons bezighoudt, terug te brengen tot de volgende: Hoe groot is het aantal roosterpunten \') binnen of opde bol, met straal ?_P \\/ P7T V A 2/>t ap I / p resp. â€” 1/ â€”, 1 it r M gelegen. Nu bewijst Landau in â€žUber die Anzahl der Gitterpunktein gewissen Bereiche" (Zie â€žNachrichten von den K??n. Ges.der Wiss. zu Gott. Math. Phys. Klasse 1912 blad 687-771),dat dit aantal is 4/s r r3 0 (r 3/i Â?)Hierin stelt r voor de straal van den bol. 0 â€” het teekenvan Landau â€” beeft de beteekenis van een

correctieterm, dievoor groote waarden van r nul wordt. 0 (r\'/j e) stelt vooreen term, die voor groote waarden van r nul wordt van deorde a/-> s (s stelt als steeds voor een willekeurig klein,doch positief getal).



??? Afgezien van de correctieterm is dit resultaat van Landautrouwens plausibel, waar toch - r3 voorstelt de inhoudvan den bol. Passen wij dit resultaat nu toe op ons geval, dan krijgen wij A V, iT - - ap 4/3 7t a p 4/3- resp. Voeren wij ten slotte nog in het volume van de kubusV = (2a)3-, en verder voor frequentie, in overeenstemming met Debye niet p, maar - â€” (dus niet het aantal trillingen in 2 z 1 7t seconden maar dat in ?Š?Šn sec.) nemende, dan gaat dit over in: VÂ? *u p )3 V 2* ) vl f p V 1 WÂ? \\ of resp. A 2 (X7. ft 4/3P\'8V(^)A tWGe Gn a\'S met Debye het aantal vrijheidsgraden voor het niet-ori??nteer-bare medium voorstellen door Z<> hebben wij: .Â?1* Zo == 4/s TT V p3 A 2 p voor het aantal eigentrillingen met trillingsgetal < p.Debye schrijft nu verder: Z = V p3 F, waarin dus A 2 fl 4/8t F ft Voor de maximale frequentie pin krijgt hij dan: /3 NV/* is het aantal atomen in V. ??e karakteristieke temperatuur wordt dant = _pi(|1=elementair werkingsquantum = 7.10.10~27erg. sec. k. waarin N



??? k = BoLTZMAN\'sche constante = 1.47.10-16)De functie F van de elastische grootheden, wordt voorhet door ons beschouwde geval van een ori??nteerbaar me-dium anders. Wij stellen ons nu ten doel deze te bepalen. Differentiaalvergelijkingen voor het georienteerde elastischemedium luiden: ^ U (* Â?) â–  U = P&t2 enZ\' (Vergelijking (49)â€”(54) hoofdstuk I)De randvoorwaarden luiden:Voor x = Â? a moet u = 0 en u = 0Voor y = Â? a moet v = 0 en z = 0en voor z = Â? a moet w â€” 0 en <r = 0 Om hieraan te voldoen, stellen wij u, v, w, y. en <r evenredigmet de factor ea x & y r z 1 p 1 en met een constanteen krijgen weer, juist als boven, uit de randvoorwaarden: _ki _a k3 r=-*>â€? ii Substitueeren wij dit weer in de differentiaalvergelijkingen,dan komt er: lb li)*2 l*2*2 â€” pv*}Ai (>L ti)*pAi {\\ it)ctrAÂ? [(â€ž- (v ??)oc(3 B2-f-(v f)*yB8=0 (v f)^rBI [(v f)/32 f2Â?2|B2 (v ^)/3rB3 = 0(a4\'p)ay Al (a (j) /3 r Ao [(a 4-/*) r2 â€”/> p2] A8 -f [(v f),Â?2 4- f E *23 A, 4- [(Â? Â?)*/3 4- py] A, 4- O Â?)Â? r -1* 0] As 4- [(n f O Â?2 Â? 12 *2 - r p2] B, 4-4- (-,, 4 fi) Â? |S B2

4- fi)Â?Bs = 0



??? [(â€ž I)Â?/3-ft y] At [(* S)/32 Â? s *2] A2 [(v f)|3y   (v, ft)Â?/3Bi 4- [(vi ft)/32 -4- ft2>2 - rp2] B2 (y, -H ft)/3?-B3 = O [(y Â?)Â? y ft (3] A, O 4- f) (3 y - fA. cc] Ao 4- (n fi) (3 r B2 4- [(y, 4- ft) r2 4- ft 2 - r p2] Bs = 0 een stel van zes lineaire homogene vergelijkingen in Ai, A2,As, Bi, B2 en B3; de voorwaarde dat deze een van nulverschillende oplossing bezitten, is, dat de determinant derco??f??icienten gelijk aan nul is. In de elementen van diedeterminant treden naast termen van de tweede graad in cc, (3. yook termen yan de eerste graad. Daar het probleem opgelostmoet worden voor groote waarden van p, dat is dus voor groote waarden van de k\'s, of dus ook van cc, /3 en y (cc = - z <1 enz.) mogen we bij eerste benadering de laatste tegenover deeerste verwaarloozen. Ontwikkelen wij deze determinant, dan komt er:[p.T p\' -\\p(vi 2 4- r (A 4- 2 r)! p2 2Â?)2- -(A 2 (jc) (vi4-2?,)(SÂ?s)3]XX [p T p1 - Oi r 4- p &) P2 Â? a2 4- (tl fi - St2) (2 Â?W = 0De eerste factor geelt de longitudinale trillingen, de tweededubbele factor (hij staat immers in zijn kwadraat)

geeft detransversale golven.Wij krijgen dus: _<>p(vi4-2ft)4-r(A4-2^) , *pr p\'-\'i en r â€” Â?2^l\\p(vi 4-2ft)4-r(A4-2^)|24-4^r|(v4-2Â?)2-â€” (a 4" 2 ft) (vi 4~ 2 ft) I ] 2 a2 p22 (\'II 2\' - p23 (\'11 3\' - 0 Zooals wij in hoofdstuk III op blz. 53 zagen, is devoorwaarde: (ft T P ft)2 > 4 (ft ft â€” Â?2) P Tof (pr 4-^i)2-4(Atft â€”p)p r>0 steeds vervuld.



??? Wij overtuigen ons gemakkelijk, dat dit resultaat overeen-stemt met dat voor het geval van het niet-georienteerdemedium. Wij merken dan op, dat als wij aan alle elasticiteits-co??ffici??nten, die ter bepaling van de invloed van de ori??ntatienieuw zijn ingevoerd, de waarde nul toekennen, de oplossingenvoor de frequentie\'s p overgaan in die voor het mediumz??nder ori??ntatie. Wij krijgen dan: p*. cn iÂ?l?? Â? [T. ft. 2 V, = iilfi of = 0 2 p 2 p t p p22 cn = p23 en ..si-ijL^ r)2!1/Â? = Â? of = 02 p 2 p t p hetgeen overeenstemt. Verder verloopt de berekening geheel analoog aan de theorievan het niet-geori??nteerde medium, zoodat wij als resultaatkrijgen: Z geori??nteerd = 4/s n V p3 [2 (c2)3A-t-2 (ca1)5/Â? (c,)3A (ci0\'A]waarin e, - j  Â?_L(l,<â€ž 2fl)_ - r (A 2^)|2- 4pr |(v-f- 2f)2 - (A 2^) (^-f \' en Dus is\'de wortel, die in p22 cn 2- en in p2s en s* voorkomt steedsre??el; opdat verder de waarde kleiner is dan prmoet fx fi â€” Â?2>0 zijn; is dat het geval, dan zijn de groot-heden p2, p2\', p3 en p3\' steeds re??el. Op geheel dezelfde wijze toont men aan, dat

????k pi enp/altijd re??el zijn onder de voorwaarde dat\' (A 2 ,4 (vi 2ft)-(v 2f)2>0want ook de hier optredende waarde onder het wortelteekenis steeds >0, immers:!/Â?(yi 2ft) r(A-f 2^)|2 4/Jr(v 2f)2-4^r(A-f = = /?2(>, 2ft)2 r2(A 2^)2-2p7(A-f  2Â?)2 = | p(Vi 2f,)-r(x 2^)??2 !2(, 2Â?) Vpr\\*hetgeen een som van kwadraten is en dus essenti??el grooterdan nul. De hier afgeleide voorwaarden zijn reeds behandeldin hoofdstuk III voor longitudinale golven op blz. 39 (noot),voor transversale op blz. 53 (noot).



??? â€” i C2 en 21- 1 I -X fJ i S1 - S ^ pr lp De functie F van Debye wordt nu dus voor liet geori??nteerdemedium: F = 4/s ~ [2 c23/i 2 c2,3/i ci3A ei-3/,] De maximum frequentie wordt weer: (3 N\\1A ^pl en de karakteristieke temperatuur 0: M = h P"\'k Wij vestigen de aandacht op het feit, dat onze beschou-wingen als bijzonder geval in de algemeene theorie derkristalnetten, zooals Born die in zijn Dynamik der Kristal-gitter ontwikkeld heeft, begrepen zijn. 1  Vergelijk M. Born 1. c. p. 37 c. v.



???



??? Stellingen. \\



???



??? Stellingen. ??. De methode, waarop Volterra elastische hysteresis behandelt,is in strijd met het causaliteitsbeginsel. (Volterra. Fonctions de lignes Hfdst. VI.) 2. Bij de behandeling der elastische hysteresis is de methodevan Prandtl te verkiezen boven di?Š van Volterra. (Enzykl. Math. Wiss. IV 2 II.) 3. De theorie van Lindemann voor het geleidingsvermogen vanmetalen bij lage temperaturen is onjuist. (Sitz. Ber. K??n. Pr. Ak. v. Wiss. z. Berlin 1911 blzd. 31(>.) 4. Een overzicht van de toepassingen der integraalvergelijkingenin de mathematische physica is gewenscht. 5. De mooie resultaten, welke met de electronentheorie zijnbereikt, geven niet het recht, om de positie dezer theorie alsonaantastbaar te beschouwen.



??? 6 Keesing heeft gelijk, waar hij Forsvtii aanvalt, als deze demethode van Laplace behandelt ter oplossing van differentiaal-vergelijkingen door middel van bepaalde integralen. (Forsyth. Differential equations 4th ed. 1914 p. 277 en vlg. Keesing. Nieuw Archief II 8 1909 blad. 201.) 7. In de hoogere algebra vangt men de behandeling van dehoogere machtsvergelijkingen dikwijls aan met niet scherpgenoeg te defini??eren, wat men verstaat onder het oplossenvan hoogere machtsvergelijkingen. 8. Het is toe te juichen, dat Van der Corput voor het aantalroosterpunten binnen een gebied, gebied en kromme bepaaltmet de definitie\'s, zooals wij die kennen in de theorie derverzamelingen. (v. d. Cokp??t Dissertatie. Hfdst. I. Â§ 15 en vlg.) 9. Het. vraagstuk, door Prof. Hk. de Vries behandeld in Versl.K. A. 28.9.12 kan ook opgelost worden, door de gezochtemeetkundige plaats te beschouwen als een contactoppervlak. 10. Terecht zegt B??ger: â€žThats?¤chlich bringt aber die Ein-f??hrung der imaginairen Punkte (in die Geometrie der Lage)kein Gewinn".

(B??ger. Ebene Geonietris der Lage.) 11. Voor de praktijk is het wenschelijk, de H.B.S. 5 jarig telaten, en niet G jarig te maken.



??? 12 In tijden van niet zeer groote koersschommelingen in dewaarden der effecten is het voor den premiemakelaar, bijverkoopen van een â€žkeur in kooper\'s keuze", of bij koopenvan een â€žkeur in verkooper\'s keuze" voldoende, als hij inzijn tegenpositie koopt een premie â€žte leveren of (te ont-vangen)" voor \'120 van het aantal stukken, waarover dekeur loopt (de vaste stukken dus niet meegerekend).
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???



???



???



??? ij\'
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