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??? INLEIDING. In zijn â€žSynthetische Geometrie der Kugeln und line-aren Kugelsysteme\'", legt Dr. Th. Reye den bol t. o. vandrie onderling loodrechte co??rdinaatassen vast door deco??rdinaten van zijn middelpunt en door de macht t. o.van dien bol van den oorsprong van het co??rdinaten-systeem. Die vier grootheden noemt hij de co??rdinatenvan den bol. De ruimte van vier afmetingen, waarinelk punt een bol afbeeldt, bestudeert hij evenwel niet. In de Verslagen van de Kon. Akad. v. Wet. XXV,blz. 960, bepaalt Dr. K. W. Walstra den cirkel in hetplatte vlak op overeenkomstige wijze als Dr. Reyf. denbol in de ruimte. Hij gaat evenwel een stap verder enmaakt een begin met de bestudeering van de punten-ruimte, die het cirkelveld afbeeldt. De door hem ver-kregen resultaten zijn in dit proefschrift, dat zich metdie afbeelding zal bezighouden, gebruikt.



??? HOOFDSTUK I. Afbeelding van den cirkel, den cirkelbundel enhet cirkelnet. Â§ 1. Een cirkel in het vlak XOY heeft tot verge-lijking: a (X2 Y2) - 2 b X - 2 c Y d = 0of X2 Y2-2-X-2-Y - = 0a a a b c Door de grootheden - en de co??rdinaten van zijn cl cl middelpunt, en â€”, de macht van den oorsprong t. o. cl van den cirkel, is de cirkel geheel bepaald. Beschouwt men nu â€” = x. â€” = y en â€” = z als co??r-a a J a dinaten van een punt, dan wordt dit punt in de ruimte verkregen door in het middelpunt van den cirkel een loodlijn op het vlak XOY op te richten en daarop in de richting van de Z as de z, d. i. de macht van den oorsprong t. o. van den cirkel af te passen. Het punt x | y | z is nu het beeldpunt van den cirkel. De vergelijking van den cirkel wordt nu: X2 Y2 â€” 2xX â€” 2 y Y -f z = 0. De vergelijking van den cirkel is ook te brengen tot den vorm: X2 Y2 â€” 2 x X - 2 y Y x2 4- y2 = r2.Hierin zijn x en y de co??rdinaten van het middelpunten is r de straal van den cirkel. Uit de beschouwing van die beide vergelijkingen volgt, Â?



??? dat tusschen de co??rdinaten van het beeldpunt en denstraal van een cirkel de betrekking bestaat:x2 y2 = z r2. Â§ 2. Een cirkelbundel in het vlak X 0 Y wordt voor-gesteld door de vergelijking: (a, A a2) (X2 Y2) - 2 (bi A ba) X - 2 (ci Ac2) Y di Ad2 = 0of r, a r2 = 0 Voor de co??rdinaten a?, y en z van het beeldpuntvan een willekeurigen cirkel uit den bundel gelden debetrekkingen: bi A b2 x = â€”:--- ai A a2 _ ci a c2^ ~~ ai A a2 , _di -f- A do ai A a2 Vervangt men nu â€”, â€”, â€”, door xi, vi, zi, de co??rdi-ai ai ai naten van het beeldpunt van IV en â€”, â€”, door x2, a2 a2 a2 y2, zÂ?, de co??rdinaten van het beeldpunt van P2, danworden deze betrekkingen: _ ai xi A a2 x2 ai * a2_ ai yi A a2 y2^ ai AaÂ? z_ai Zi -J- A a2 z2 ai * Een cirkelbundel wordt afgebeeld door een puntenreeksop de rechte, die gaat door de beeldpunten van de beidecirkels, ivelke den bundel bepalen. Â§ 3. Een cirkelnet in het vlak X 0 Y wordt voorge-steld door de vergelijking:



??? (ai Aa2 -l-^a3)(X2 Y2)-2(b1 Ab2 ^b3)X-â€” 2 (ci A c2 (Jt, c3) Y di A d2 (Jt, d3 = O of Ti Ar2 /^r3 = o Voor de co??rdinaten x, y en z van het beeldpunt vaneen willekeurigen cirkel uit het net gelden de betrek-kingen: x_ai xi -f- A a2 x2 -f- (/, a3 x3 ai A a2 (jt, a3 \' _ ai yi A a2 y2 ^ a3 y3 ^ ai A a2 (jt, a3 _ai Zi A a2 z2 ~f~ [jt, a3 z3 ai A a2 (jt, a3 Hierin zijn Xi | yi | Zi, x21 y21 z2, x31 y31 z3 de co??rdinaten van de beeldpunten van Ti, T2, F3. Elimineert men uit die betrekkingen de parameters A a2 u a3 . , , .....- en\'â€”-, dan zal de vergelijking, ai = 0 ai x Xi X2 X3 y yi y2 y3 z Zl z2 z3 1 t 1 1 ontstaan uit die eliminatie, gelden voor de beeldpuntenvan de cirkels van het net. Een cirkelnet wordt afgebeeld door het puntenveld vaneen plat vlak, dat gaat door de beeldpunten van de driecirkels, die dat net bepalen. Behooren de drie cirkels tot eenzelfden bundel, dangaat de bovenstaande vergelijking over in een identiteiten wordt het net onbepaald.



??? HOOFDSTUK II. De puntcirkels. In hoofdstuk I is gevonden, dat voor de co??rdinatenvan het beeldpunt en den straal van een cirkel debetrekking geldt: x2 y2 = z r2. Voor de co??rdinaten van de beeldpunten van allepuntcirkels geldt dus: x2 -f y2 = z. De puntcirkels in het vlak XOY worden afgebeelddoor een omwentelingsparaboloide, waarvan de as samen-valt met de Z-as en die raakt aan het vlak XOY inden co??rdinatenoorsprong. Die parabolo??de zal voortaan met Po worden aangeduid. HOOFDSTUK III. Orthogonaal 011 diametraal snijden van cirkels. Â§ 1. Voor twee orthogonaal snijdende cirkels Tj enen T met middelpunten | ?/i, en x | y .en stralen r en ngeldt: (x1-x)2 (y1-y)2 = r12 r2 Na invoering van de betrekkingen tusschen de co??rdi-naten van het beeldpunt en den straal van den cirkel(hoofdstuk I, Â§ 1) wordt dit 2xi x -}- 2 yi y = z 4- Zi. De beeldpunten van twee orthogonaal snijdende cirkelsworden door P0 harmonisch gescheiden. Beschouwt men Xi | yi | zi als de co??rdinaten van eenvast punt en x | y | z als loopende

co??rdinaten, dan volgtuit die vergelijking:



??? 1Â°. De cirkels, die een gegeven cirkel orthogoncial snijdenvormen een net, dat ivordt afgebeeld door het poolvlak vanhet beeldpunt van dien cirkel t. o. van P0. 2Â°. Een cirkelnet is bepaald door den cirkel, die alleexemplaren van dat net orthogonaal snijdt. (De ortho-gonaalcirkel van het net). Â§ 2. Aangezien elk punt van I"i kan worden be-schouwd als een puntcirkel, die orthogonaal snijdtzullen de punten van Pi, of kortweg, zal de omtrek vanTi op Po worden afgebeeld door de ellips volgens welkePo door het poolvlak van het beeldpunt van Fi wordtgesneden. De raakkegel aan Po met Xi j yi | Zi tot top en derechte cylinder met Ti tot richtlijn doorsnijden elkaargedeeltelijk volgens de kromme, die Po en het poolvlakvan xi | yi | zi t. o. van Po met elkaar gemeen hebben. Â§ 3. Wanneer de cirkel Fj met middelpunt xi | yi enstraal n door den cirkel T met middelpunt x | y enstraal r diametraal wordt gesneden geldt:{xi â€” x)2 (yi â€” y)2 = r2 â€” na Na invoering van de co??rdinaten van de beeldpuntenvan F en Fi (hoofdstuk I, Â§ 1)

wordt die betrekking:2 xi x 2 yi y â€” z = 2 xi2 -h 2 yi2 â€” Zi Bij de substitutie x = Xi, y = yi, z = zi ontstaat eenidentiteit. Beschouwt men xi j yi j zi als de co??rdinaten van eenvast punt en x|y|z als loopende co??rdinaten, dan volgtuit die vergelijking: 1Â°. I)e cirkels, die een gegeven cirkel diametraal snijdenvormen een net, waartoe die gegeven cirkel zelf behoort. 2Â°. Een cirkelnet is bepaald door den cirkel, die dooralle exemplaren van dat net diametraal wordt gesneden. (De diametraalcirkel van het net). De beide netten, waarvan een gegeven cirkel ortho-gonaalcirkel, resp. diametraalcirkel is, worden wat dadelijk



??? blijkt uit de boven afgeleide vergelijkingen, door even-wijdige vlakken afgebeeld. Die netten zijn aan elkaartoe te voegen. Het beeldvlak van het net, waarvoor een gegevencirkel Ti diametraalcirkel is, wordt dus gevonden als mendoor het beeldpunt van dien cirkel een vlak aanbrengtevenwijdig met het poolvlak van dal beeldpunt t. o.van P0. Â§ 4. De voorwaarde, dat Ti door T diametraal wordtgesneden, (xi â€” x)2 -f- (yi â€” y)2 = r2 â€” ri2is ook te schrijven in den vorm: (xi â€” x)2 (yi â€” y)2 = r2 (in)8. De voorwaarde, dat Ti door T orthogonaal wordtgesneden (xi - x)2 (yi-y)2 = r2 n2is ook te.schrijven in den vorm: (x1-x)2 (yI-y)2 = r2-(ir1)2 Hieruit volgt: 1) Een cirkel, die een cirkel met straal n diametraal(orthogonaal) snijdt, snijdt een anderen cirkel met het-zelfde middelpunt en straal in orthogonaal (diametraal). 2) Orthogonaal- en diametraalcirkel van eenzelfdecirkelnet hebben hetzelfde middelpunt; tusschen hunstralen rl en n bestaat de betrekking r1 = in. Â§ 5. Zijn van een cirkelnet de co??rdinaten van hetbeeldpunt Ci van zijn

diametraalcirkel xi, vi, zi en destraal n en zijn de co??rdinaten van het beeldpunt C1van zijn orthogonaalcirkel xi, yi, z1 en de straal r1, dan\'gelden de volgende betrekkingen: xi2 yi2 "= zi n2 xi2 yr = zl -f- rl2rl8=_n2. Hieruit volgt: 2j_ , Zi Z1 Xl 4" yi a â€?



??? Dit beteekent, dat de vertikale verbindingsrechte vande beeldpunten van den diametraal- en den orthogo-naalcirkel van eenzelfde cirkelnet door P0 wordt midden-doorgedeeld. Het snijpunt Co van die rechle met P0beeldt het gemeenschappelijke middelpunt van die beidecirkels af. Beschouwt men den orthogonaalcirkel van dit net alsdiametraalcirkel van een ander net, dan is dat, zooalseerder bleek, het toegevoegde net. Het beeldvlak vandat net gaat dan door het punt C1 en is evenwijdigaan het beeldvlak van het andere net, dat door hetpunt Ci gaat. De orthogonaalcirkel van het tweede net wordt nuweer gevonden door C1 te spiegelen t. o. van Co. Voorhet beeldpunt van dien orthogonaalcirkel wordt danweer het punt Ci gevonden. Het raakvlak in Co aan P0 heeft tot vergelijking:2x1x 2y1y-z = x12 -fy,2 Dit vlak is evenwijdig aan de beeldvlakken van debeide toegevoegde netten. Vallen van een net orthogonaal- en diametraalcirkelsamen dan vallen de beeldpunten Cl en Ci samen inCo en zijn die beide cirkels tot denzelfden

puntcirkelsamengekrompen. Hieruit volgt: Alle cirkels, die door eenzelfde punt van het vlakXOY gaan, vormen een net, dat wordt afgebeeld doorhet raakvlak aan Po in het beeldpunt van dat punt. ,Â§ 6. Het eindresultaat is dus: Voor twee toegevoegde netten geldt, dat hun beeldvlakkenevenwijdig zijn, dat de orthogonaalcirkel (diametraalcirkel)van het eene net diametraalcirkel (orthogonaalcirkel)is van het andere net, dat de verbindingsrechte vande beeldpunten van hun orthogonaalcirkels (diarnetraal-cirkels) loodrecht staat op het vlak XOY, dat die rechtedoor Po wordt rniddendoorgedeeld, dat het raakvlak



??? aan Po in dat snijpunt evenwijdig loopt aan de beidebeeldvlakken en voor die vlakken het middelvlak is,dat dit raakvlak beeldvlak is voor het net van cirkels,die door het gemeenschappelijke middelpunt van deorthogonaal- en de diametraalcirkels gaan. HOOFDSTUK IV. Soorten van cirkels. Â§ 1. De vergelijking van den cirkel is (hoofdstuk I Â§ 1):a (X2 Y2) â€” 2 b X â€” 2 c Y d = 0,waarbij voor de co??rdinaten x, y en z van het beeld-punt geldt: ^ = x,^ = y en ^ = z en waarbijx2 y2 = z r2 is. De volgende gevallen doen zich voor: 1Â°. x en y re??el, r re??el. Het beeldpunt ligt op eenmet P0 congruente parabolo??de met vergelijking:x2 y2 â€” z -f- r2, buiten Po. 2Â°. x en y re??el, r imaginair. Het beeldpunt ligt opeen met P0 congruente parabolo??de met vergelijking:x2 y2 = z r2, binnen Po. 3Â°. x en (of) y imaginair. Het beeldpunt is een ima-ginair punt van de ruimte. Uit de beschouwing van 1Â°. en 2Â°. volgt, in verbandmet hoofdstuk III, dat wanneer bij een net de orthogo-naal- en diametraalcirkel niet samenvallen, noodzakelijkeen van

beide een imaginairen straal moet hebben. Bijzondere gevallen: 1Â°. Voor o = 0 ontaardt de eirkel in een rechte.



??? Het beeldpunt x | y | z van die rechte wordt het on-eindig verre punt van de rechte:x _ y _ z^bed Uit hoofdstuk III, Â§ 5, laatste alinea, volgt, dat hetbeeldpunt van die rechte ligt in alle raakvlakken aan P0in de beelden van de punten van die rechte, d. w. z. inalle raakvlakken aan Po in de punten van de parabool,welke het vlak door die rechte, loodrecht op het vlakX 0 Y, uit Po snijdt. Het beeldpunt van die rechte is dushet oneindig verre punt van de snijlijn van twee vandie raakvlakken. Die raakvlakken omhullen een parabo-lischen raakcylinder aan Po, waarvan de bovengenoemdeparabool de richtlijn is en waarvan de beschrijvendelijnen dus evenwijdig loopen aan de rechten, waarvoorhet vlak door die parabool t.o. van Po het middenvlak is. Daar ook de snijlijn van twee- van die raakvlakkenevenwijdig is aan de beschrijvende lijnen van dien cylindervolgt hieruit: Het beeldpunt van een rechte r is het gemeenschappe-lijk snijpunt van het oneindig verre vlak met alle rechten,waarvoor het vlak door â€” r loodrecht op het vlak X 0 Yt.o.

van Po het middenvlak is. Hieruit volgt: De rechten van een stralenbundel worden atgebeelddoor de punten van de oneindig verre rechte gelegenin het raakvlak aan Po in het beeldpunt van den topvan den stralenbundel. 2Â°. Voor a, b, c eindig en d co groot, worden z enr go groot en ontaardt de cirkel in de oneindig verrerechte in het vlak X 0 Y. Het beeldpunt van de\' oneindig verre rechte is hetgemeenschappelijke snijpunt van alle normalen op hetvlak XOY met het oneindig verre vlak. Het beeldpunt van de oneindig verre rechte is dus hetpunt, waarin Po aan het oneindig vlak raakt.



??? HOOFDSTUK V. Soorten van cirkelnetten. Een cirkelnet is bepaald door zijn orthogonaal- of zijndiametraalcirkel (hoofdstuk III). De indeeling van de cirkelnetten valt dus samen metdie van de cirkels. De volgende gevallen doen zich voor: 1Â°. Het beeldpunt van den orthogonaalcirkel ligtbuiten Po. Het beeldvlak van het net, het poolvlakvanhet beeldpunt t. o. van Po, snijdt Po. De diametraal-cirkel heeft een imaginairen straal. Dit net, met re??elenorthogonaalcirkel, heet het hyperbolische net. 2Â°. Het beeldpunt van den orthogonaalcirkel ligtbinnen Po. Het beeldvlak van het net snijdt Po niet. De orthogonaalcirkel heeft een imaginairen straal. Ditnet, met re??elen diametraalcirkel, heet het elliptische net. 3Â°. De beeldpunten. van den orthogonaal- en dendiametraalcirkel van het net zijn samengevallen in eenpunt van Po. IIet beeldvlak van het net raakt in dat punt aan P0.Dit net, waarbij de orthogonaal- en de diametraalcirkeltot eenzelfde punt zijn samengekrompen, heet het para-bolische net. 4Â°. De beeldpunten van orthogonaal- en

diametraal-cirkel zijn imaginair. Dit net, dat wordt afgebeeld door een imaginair vlak,is een imaginair net. Bijzondere gevallen: 1Â°. Het beeldpunt van den orthogonaalcirkel ligt inhet oneindig verre vlak. De orthogonaalcirkel wordt tot een orthogonaalrechte.Alle cirkels van het net hebben hun middelpunt op dierechte. Hel beeldvlak van dit hyperbolische net gaat door de



??? orthogonaalrechte en staat loodrecht op het vlak XOY. 2Â°. De beeldpunten van orthogonaal- en diametraal-cirkel van het net zijn samengevallen in het punt, waarinPo aan het oneindige verre vlak raakt. De oneindig verre rechte in het vlak XOY moetworden beschouwd als een puntcirkel, die zoowel ortho-gonaal- als diametraalcirkel is van dit parabolische net. Het net bestaat uit alle rechten van het vlak XOY.Het beeldvlak van dit net is het oneindig verre vlak. HOOFDSTUK VI. Structuur en eigenschappen van de cirkelnetten. Â§ 1. Bij een hyperbolisch net is de orthogonaalcirkelde projectie op het vlak XOY van de doorsnede vanhet beeldvlak van dat net met Po (hoofdstuk III). De punten van den orthogonaalcirkel zijn de puntcirkelsvan het net.. Het beeldvlak van het net en het raakvlak aan P0in het beeld van het middelpunt van den orthogonaal-cirkel loopen evenwijdig (hoofdstuk III) en snijden uithet oneindig verre vlak een rechte, waarvan de puntenden stralenbundel door het middelpunt van den ortho-gonaalcirkel afbeelden

(hoofdstuk IV). De rechten van het net vormen een stralenbundel,die tot top heeft het middelpunt van den orthogonaal-cirkel. Zijn de co??rdinaten van het beeldpunt van denorthogonaalcirkel xi, yi, Zi en is de straal n, dan is,(hoofdstuk III) de vergelijking van het beeldvlak van hetnet: 2 x xi 2 yyi =z zi, waarbij xi2-fyi2 = zi n2.Doorsnijdt men de parabolo??de, die tot vergelijking heeft:x2 y2 = z r2, met dit beeldvlak, dan is de verge-lijking van de projectie van de snijkromme op hetvlak XOY:



??? X2 y2 = 2 x X! 2 y yi - zi r2of x2 y2 â€” 2 xi x â€” 2 yi y xt2 yi2 = Xi2 yi2 â€” zi r2 = n2 r2. De middelpunten van de cirkels uil een hyperbolischnet, die denzelfden straal r hebben, liggen op een cirkel,concentrisch met den orthogonaalcirkel, en niet een straal W r*. 4 De vergelijking van een willekeurigen cirkel in hetvlak X 0 Y was (hoofdstuk. I): X2 -f Y2 â€” 2xX â€” 2 y Y z = 0. Voor de cirkels uit het net geldt: 2 x xi 2 y yi = z zi De vergelijking van een cirkel uit het net is nu:X2 Y2 â€” 2 x X â€” 2 y Y -f 2 x xi 2 y yi â€” zi = 0. Iedere substitutie voor x en y bepaalt een cirkel uithet net. De macht van een willekeurig punt van het vlak X 0 Yt. o. van dien cirkel hangt af van x en y en is dus ver-schillend voor alle cirkels van het net. Schrijft men de vergelijking van dien cirkel in denvorm: X2 Y2 â€” 2 x (X â€” xi) â€” 2 y (Y â€” y,) â€” zi = 0,dan blijkt, dat alleen de substitutie X = xi, Y = y, hetlinkerlid een waarde geeft, onafhankelijk van x en y. Voor die substitutie wordt het linkerlid:xi2 yi2 â€” zi d. i. ri2. Bij een hyperbolisch net bestaat er ?Š?Šn punt,

waarvande macht t. o. van alle cirkels van dat net even grootis, het middelpunt van den orthogonaalcirkel. Die machtis positief en gelijk aan het kwadraat van den straalvan den orthogonaalcirkel. Â§ 2. De rechten uit het beeldvlak snijden of rakenPo, of liggen er buiten. De cirkelbundels van een hyperbolisch net hebben



??? twee re??ele, twee samenvallende of twee imaginairepuntcirkels. Â§ 3. Voor het parabolische net wordt, op geheeldezelfde wijze als voor het hyperbolische net, afgeleid,dat de rechten van het net een stralenbundel vormenmet het vaste punt tot top, dat de middelpunten van decirkels met gelijken straal r op een cirkel liggen metstraal r en met het vaste punt lot middelpunt, dat er?Š?Šn punt is, het vaste punt, waarvan de macht t. o. vanalle cirkels van het net gelijk en wel nul is en dat debundels van het net of twee samenvallende of tweeimaginaire puntcirkels hebben. Voor het elliptische net geldt, dat zijn rechten eenstralenbundel vormen met het middelpunt van dendiametraalcirkel tot top, dat de middelpunten van decirkels met gelijken straal r op een cirkel liggen con-centrisch met den diametraalcirkel, dat de straal vandien cirkel is V^r2 â€” n2, waarbij ri is de straal van dendiametraalcirkel, dat er ?Š?Šn punt is waarvan de machtt. o. van alle cirkels van het net even groot is en welâ€” ri2, het middelpunt van den diametraalcirkel, en

datde bundels van het net elk twee imaginaire puntcirkelshebben. Â§ 4. De beelden van den orthogonaalcirkel en denimaginairen diametraalcirkel van een hyperbolisch netliggen op een rechte loodrecht op het vlak X O Y, diemiddendoorgedeeld wordt door P0 in het punt, dat hetgemeenschappelijke middelpunt van de beide cirkels af-beeldt (hoofdstuk III). Het beeld van den imaginairendiametraalcirkel is het middelpunt van de ellips doorhet beeldvlak van het net uit P0 gesneden. Zijn xx, yi, Zi de co??rdinaten van het beeld van denorthogonaalcirkel met straal n, dan zijn de co??rdinatenvan de beelden van zijn middelpunt en den imaginairendiametraalcirkel resp. (hoofdstuk III):



??? xi | yi | xi2 yi2en xi | ji | 2 xx2 2 yi2 - ZjNa invoering van de betrekking Xi2 yi2 = zi -f ri2zijn de co??rdinaten van het beeldpunt van den diametraal-cirkel ook te schrijven als: xi | yt | xi2 yi2 ri2.Dit punt ligt op de paraboloide, die tot vergelijkingheeft: 2 19 O x" y â€” z - ri".Het raakvlak aan die paraboloide in dat punt heefttot vergelijking: . z xi2 yi2 ri2x xi -h y yi =-^-----i\'i2 of 2 x xi 2 y yi = z ziHet raakvlak is identiek met het beeldvlak van het net.De beeldvlakken van de hyperbolische netten metorthogonaalcirkels met gelijken straal n omhullen demet Po congruente paraboloide, die tot vergelijking heeft: x2 -f- y2 = z â€” ri2en raken die paraboloide aan in de beeldpunten vande imaginaire diametraalcirkels van die netten. Op overeenkomstige wijze wordt gevonden, dat de\'beeldvlakken van de elliptische netten met diametraal-cirkels met gelijken straal n, de paraboloide omhullen,die tot vergelijking heeft: x2 y2 = z n2en dat die beeldvlakken de paraboloide aanraken in debeeldpunten van de diametraalcirkels van die netten.Elke rechte in het

beeldvlak van het elliptische net,die gaat door het beeldpunt van den diametraalcirkel,heeft met de paraboloide: x2 y2 == z rr twee samen-vallende punten gemeen. In eiken cirkelbundel van het elliptische net, die dendiametraalcirkel bevat, moet die cirkel als tweevoudigworden beschouwd.



??? HOOFDSTUK VII. Toegevoegde cirkelbundels en machtlijnen. Â§ 1. De cirkels door een punt in liet vlak XOYworden afgebeeld door de punten van het raakvlak aanPo in het beeld van dat punt (hoofdstuk III). De cirkels door twee vaste punten in het vlak XOYworden afgebeeld door de gemeenschappelijke rechte vande beide raakvlakken aan Po in de beelden van clie punten. Die cirkels vormen een bundel met twee imaginairepuntcirkels. (Elliptische bundel). De verbindingsrechte van de beelden der beide vastepunten beeldt een cirkelbundel af, die de basispuntenvan den elliptischen bundel tot puntcirkels heeft. (Hyper-bolische bundel). Deze beide bundels zijn aan elkaar toe te voegen.Zijn de co??rdinaten van het beeldpunt van het eenevaste punt Xi|yi|zi en die van het andere x2 ] y2 |z2,dan zijn de vergelijkingen van de beeldrechte van denelliptischen bundel: i z ziXi x yi y = - - en , Z Z2 x2 x y2 y = â€” De projectie van die beeldrechte op het vlak XOY,de centraal van den elliptischen bundel, heelt tot ver-gelijking: (Xi â€” xa) x

(y, â€” y2) y = g 22 Na invoering van de betrekkingen: zi = xi2 yi2 en z2 = x22 y22 wordt dit: (x, - x (y, -y,)T-



??? De centraal van den hyperbolischen bundel heeft totvergelijking: (xi â€” x2) (y â€” yi) â€” (yi â€” y2) (x â€” xi) = 0. De centralen van de beide toegevoegde bundels snijdenelkaar loodrecht in een punt, dat tot co??rdinaten heeft Xl X\'2 Dit punt ligt in het midden tusschen de beide puntcirkels of de beide vaste punten. Â§ 2. De beeldrechten van twee toegevoegde bundelszijn t. o. van Po toegevoegde poollijnen. Hieruit volgt: 1Â°. Elke cirkel van den eenen bundel snijdt allecirkels van den anderen bundel orthogonaal. Hel middelpunt van eiken cirkel van den eenen bundelheeft dus (hoofdstuk VI) dezelfde macht l.o. van allecirkels van den anderen. Elk van de beide centralen van twee toegevoegdebundels is machtlijn voor den anderen bundel. De machtlijn van een hyperbolischen bundel deeltde verbindingslijn van de puntcirkels van dien bundelloodrecht middendoor; de machtlijn van een elliptischenbundel gaat door zijn basispunten. 2Â°. De vlakken door elk van de beide beeldrechtenvan twee toegevoegde bundels, loodrecht op het

vlakXOY, zijn middelvlakken t. o. van P0 voor de koordenevenwijdig aan de andere beeldrechte. De snijlijn van elk van de beide vertikale vlakkenmet het vlak XOY wordt afgebeeld door het gemeen-schappelijke snijpunt van het oneindig verre vlak metde rechten evenwijdig aan de beeldrechte van den bundel,in het andere vertikale vlak gelegen (hoofdstuk IV),d. w. z. de machtlijn van een cirkel bundel wordt afge-beeld door het gemeenschappelijke snijpunt van hetoneindig verre vlak met de rechten evenwijdig aan debeeldrechte van den bundel. De machtlijn van een cirkelbundel is de eenige tot



??? dien bundel behoorende cirkel, die in een rechte isontaard. Alle cirkelbundels door evenwijdige rechten afgebeeldhebben een gemeenschappelijke machtlijn. voegde bundels, het punt met co??rdinaten Xl "^T Xz Ji Die cirkel, met middelpunt â€” X\'2 behoort lot Â§ 3. Het snijpunt van de centralen der beide toege- yi y22 \' is de projectie van de beelden van twee cirkels, die elktot een van die bundels behooren. Die beeldpunten worden door Po harmonisch gescheidenen bijgevolg wordt hun verbindingsrechte, een loodlijnop het vlak XOY, door P0 middendoorgedeeld. Beschouwt men die punten als beelden van orthogo-naalcirkels van toegevoegde netten (hoofdstuk III), danliggen de beeldrechten van die beide toegevoegde bundelselk in een beeldvlak van een van die beide netten enis het raakvlak aan Po evenwijdig aan die beide beeld-rechten. Voor twee toegevoegde netten is er slechts ?Š?Šn cirkelmet re??elen straal, die voor het eene net als orthogonaal-cirkel en voor het andere als diametraalcirkel optreedt. Aangezien er

slechts ?Š?Šn paar toegevoegde nettenbestaat, waartoe die toegevoegde bundels behooren, volgthieruit, dat er slechts ?Š?Šn cirkel is met re??elen straal,die orthogonaalcirkel is voor een hyperbolischen endiametraalcirkel voorden toegevoegdenelliptischen bundel. yi ya2 den elliptischen bundel en gaat door de beide puntenmet co??rdinaten Xi | yi en x21 y2. Het middelpunt van dien cirkel is in elk van beidebundels als het middelpunt van den bundel te beschouwen. Aangezien iedere bundel tot ?Š?Šn net behoort, waarvande orthogonaalcirkel (diametraalcirkel) met zijn orthogo-naalcirkel (diametraalcirkel) samenvalt, vormen zijn cirkelsmet gelijken straal paren, waarvan de middelpunten



??? symmetrisch liggen t. o. van zijn middelpunt (hoofdstuk VI).In den elliptischen bundel is die diametraalcirkel voortwee te tellen (hoofdstuk VI). Een cirkelbundel is dus geheel bepaald door zijn beidebasispunten of door zijn beide puntcirkels. Â§ 4. Raakt de beeldrechte van een bundel aan Po,dan zal ook de beeldrechte van den toegevoegden bundelin hetzelfde punt aan P0 raken. In beide bundels zijn de beide vaste punten (punt-cirkels) vereenigd. (Toegevoegde parabolische bundels). Alle cirkels van den eenen bundel snijden alle cirkelsvan den toegevoegden bundel orthogonaal in de projectieop het vlak XOY van het gemeenschappelijke raakpuntvan de beide beeldrechten. Alle cirkels van een parabolischen bundel raken inhetzelfde punt aan dezelfde raaklijn. Omgekeerd bepalen twee rakende cirkels een bundel,die wordt afgebeeld door een aan P0 rakende rechte. Hieruit volgt, dat de cirkels, die een gegeven cirkelaanraken, worden afgebeeld door de punten van denraakkegel aan Po, die het beeldpunt van den cirkel tottop heeft. De

snijkromme van dien raakkegel met het oneindigverre vlak beeldt het raaklijnenstelsel van den cirkel af.Ontaardt de cirkel in een puntcirkel, dan ontaardt deraakkegel in het raakvlak aan Po in het beeld vandat punt en ontaardt de cirkel in een rechte, dan ont-aardt de raakkegel in den raakcylinder aan Po, waarvande richtlijn de parabool is, welke Po gemeen heeft methet vlak door die rechte loodrecht op het vlak XOYen waarvan de beschrijvende lijn de richting heeft vande koorden, waarvoor dat vertikale vlak t. o. van Pohet middelvlak is. Â§ 5. Bijzondere toegevoegde bundels: 1Â°. Staat de beeldrechte van een bundel loodrecht



??? op het vlak X 0 Y, dan valt een van zijn snijpuntenmet Po samen met het punt, waarin het oneindig verrevlak aan Po raakt. De beeldrechte van den toegevoegdenbundel is dus de snijlijn van het raakvlak aan Po inhet andere snijpunt met het oneindig verre vlak. De eene bundel is een bundel concentrische cirkels,welke het snijpunt van de vertikale beeldrechte met hetvlak X 0 Y tot middelpunt heeft. Die bundel is hyper-bolisch. De puntcirkels zijn het gemeenschappelijk middel-punt van de concentrische cirkels en de oneindig verrerechte in het vlak X 0 Y. De toegevoegde bundel is een stralenbundel met hetmiddelpunt van de concentrische cirkels tot top. Die bundel is elliptisch. De basispunten zijn de top van den stralenbundel ende als een punt beschouwde oneindig verre rechte inhet vlak X 0 Y. 2Â°. Raakt de beeldrechte van een bundel aan Po inhetzelfde punt, waarin Po het oneindig verre vlak aan-raakt, dan raakt ook de beeldrechte van den toegevoegdenbundel aan P0 in datzelfde punt. Elk van de beide toegevoegde

parabolische bundelsbestaat uit een bundel evenwijdige rechten in het vlakXOY. De beide bundels snijden elkaar loodrecht. Voorelk van beide bundels is de oneindig verre rechte inhet vlak XOY tweemaal als puntcirkel of tweemaalals vast punt te beschouwen. Â§ 6. Beschouwt men een rechte als den drager vanpunten, die orthogonaalcirkels van netten afbeelden, danhebben de beeldvlakken van die netten de poollijn vandie rechte t. o. van P0 gemeen. Die netten hebben dusden bundel gemeen toegevoegd aan den bundel van hunorthogonaalcirkels. Die netten vormen een netbundel.De gemeenschappelijke bundel van twee hyperbolischenellen, gegeven door hun orthogonaalcirkels, is de bundeltoegevoegd" aan den bundel bepaald door die beide



??? orthogonaalcirkels. Snijden die orthogonaalcirkels elkaar,dan is de gemeenschappelijke bundel hyperbolisch, rakenze elkaar, parabolisch en liggen ze buiten elkaar, elliptisch. HOOFDSTUK VIII. Do pooltetraeders van P0 en de orthocentrische groep. Â§ 1. De hoekpunten van elk der oc" pooltetraedersvan Po beelden vier elkaar orthogonaal snijdende cirkelsaf. Een van de hoekpunten ligt altijd binnen P0; eenvan de vier cirkels heeft altijd een imaginairen straal.Twee overstaande ribben van een pooltetraeder beeldentoegevoegde bundels af; zij worden op het vlak X 0 Ygeprojecteerd als elkaar loodrecht snijdende rechten(hoofdstuk VII). Hoekpunten en ribben van een pooltetraeder wordenop het vlak X 0 Y geprojecteerd als een volledige vier-hoek met zijn zes -zijden. Die zes zijden zijn te rang-schikken in drie paar elkaar orthogonaal snijdende rechten. Het middelpunt van elk van vier onderling orthogonaalsnijdende cirkels is het hoogtepunt van den driehoek,die de middelpunten van de drie andere cirkels tothoekpunten heeft. De

eigenschap, dat drie elkaar orthogonaal snijdendecirkels ?Š?Šn cirkel bepalen, die die drie orthogonaal snijdten dat die vier onderling orthogonaal snijdende cirkelsgelijkwaardig zijn, omvat de eigenschap, dat de driehoogtelijnen van een driehoek door ?Š?Šn punt gaan endat in de orthocentrische groep, die ontstaat uit de driehoekpunten en het hoogtepunt van den driehoek dievier punten gelijkwaardig zijn, m. a. w. dat elk van dievier punten het hoogtepunt is van den driehoek bepaalddoor de andere drie.



??? Â§ 2. Een hoekpunt van een pooltetraeder is poolvan het overstaande zijvlak; de loodlijn op het vlakXOY door dat punt snijdt P0 in een punt, dat in het middenligt tussehen het hoekpunt en haar snijpunt met hetzijvlak (hoofdstuk III). Het raakvlak aan P0 in datdeelpunt loopt evenwijdig met het zijvlak (hoofdstuk III). De raakvlakken aan Po in haar snijpunten met derechten, loodrecht op het vlak XOY door de hoekpuntenAi, A2, A3, Ai van een pooltetraeder getrokken, bepaleneen tetraeder met hoekpunten Bi, B2, B3, B4, waarvande zijvlakken evenwijdig zijn met die van den pool-tetraeder. Elk zijvlak van dien raaktetraeder is middelvlak vooreen hoekpunt en het overstaande zijvlak van den pool-tetraeder. Die raaktetraeder is, wat blijkt na een een-voudige stereometrische beschouwing, symmetrisch metden pooltetraeder. Elke ribbe van den eenen tetraederwordt door een ribbe van den anderen tetraeder midden-doorgedeeld. Het hoekpunt Bi van den raaktetraeder wordt uitden pooltetraeder gevonden door het midden van Ai A.4te

spiegelen t. 0. van het midden van de verbindings-rechte van de middens van A2 A4 en A3 A4. Zijn de co??rdinaten van Ai, resp. A2, enz., Xi | yi | Zi,resp. x2 | y21 z2, enz., dan wordt voor den ^-co??rdinaatvan het punt Bi gevonden: X2 -1 x4 , X3_ JU _ Xi X4 _ X2 X3 X4 â€” Xi2 2 2 2 De co??rdinaten van het punt Bi zijn dus: X2 X3 X4 â€” Xi y2 ys y4 â€” yi I z2 z3 z4â€” zi



??? 1_ (Xa 4~ X-t â€” Xl , X3 X4 X! â€” X2 | 4 V 2 ~ ~  2 , X4 -f Xl -f- XÂ° â€” X3 Xl -f- X2 -f X3 â€” x4\\ _2 2 ) ~_ Xl 4 x2 x8 Xi4 De co??rdinaten van dat punt Z zijn dus: Z1 Z2 Z3 Z4 Xl X2 X3 X4 yi y2 y3 y44 Raak- en pooltetraeder hebben hetzelfde zwaartepunt.Het punt in het midden gelegen tusschen een punt Aien een punt Bi heeft tot x-co??rdinaat:I X2 x3 x4 â€” Xl 2 X1 X2 X3 X4 2 4 De co??rdinaten van dat punt zijn dezelfde als die vanliet punt Z. Voor elk van de beide tetraeders geldt,dat door spiegeling van zijn hoekpunten t. o. van zijnzwaartepunt de hoekpunten van den anderen letraederzijn te bepalen. Â§ 3. De hoekpunten A van den pooltetraeder wordenop het vlak X 0 Y in de punten Ap van een orthocen-trische groep geprojecteerd. De ribben van de beide tetraeders loopen twee aantwee evenwijdig. De hoekpunten van den raaktetraederworden dus eveneens in een orthocentrische groep ge-projecteerd. Elk van de zes verbindingsrechten vantwee van die punten Bp is evenwijdig aan een van dezes verbindingsrechten van

twee van die punten Ap. Uit de symmetrische ligging van de beide tetraedersvolgt bovendien, dat die twee orthocentrische groepencongruent zijn. Beide groepen hebben hetzelfde zwaartepunt metco??rdinaten Vt (xi x2 -f- x3 x4) | V1 (yi y2 ys -f- y-Â?)Elk punt van de eene groep wordt uit het toegevoegde



??? punt van de andere groep verkregen door dat punt t. o.van het zwaartepunt van zijn groep te spiegelen. De ribben Ai A2 en A3 A4 zijn t. 0. van Po toegevoegdepoollijnen, de ribben Ai A2 en B3 B4 cleelen elkaar midden-door, de ribben A3 A4 en B3 B4 loopen evenwijdig. Toegevoegde poollijnen worden op het vlak XOYals loodrecht snijdende rechten geprojecteerd (hoofd-stuk VII). Hieruit volgt, dat AipA2p en B3PB4P elkaar loodrechtmiddendoordeelen. Elk van de zes zijden van den volledigen vierhoek,bepaald door de punten van een orthocentrische groep,wordt door een zijde van den volledigen vierhoek, be-paald door de toegevoegde orthocentrische groep, lood-recht middendoorgedeeld of m. a. w.: Elk punt van een orthocentrische groep wordt doorspiegeling t. 0. van de drie verbindingsrechten van deniet aan dat punt toegevoegde punten van de toegevoegdeorthocentrische groep in de drie andere punten van zijngroep omgezet. Â§ 4. De. punten van een orthocentrische groep fun-geeren als de projecties van de

hoekpunten van slechts?Š?Šn pooltetraeder. De punten Ap bepalen op ondubbelzinnige wijze ?Š?Šntetraeder met hoekpunten B, die aan Po raakt in debeeldpunten van die punten. Uit dien tetraeder wordtdan door spiegeling van de hoekpunten t. 0. van hetzwaartepunt de pooltetraeder A verkregen. De puntenB worden geprojecteerd in de punten Bp, de toegevoegdeorthocentrische groep van die van de punten Ap; depunten A worden geprojecteerd in de punten Ap. De orthocentrische groep-van de punten Ap is on-wrikbaar verbonden aan den raaktetraeder met hoek-punten B en den pooltetraeder met hoekpunten A. Uit de gelijkwaardigheid van de beide orthocentrischegroepen Ap en Bp volgt nu, dat bij de punten Bp een



??? raaktetraeder behoort met hoekpunten G en een pool-tetraed.er met hoekpunten D. De punten G worden ophet vlak X 0 Y geprojecteerd in de punten Ap, de puntenD in de punten. Bp. Beschouwt men nu de punten A, B, G en D alsbeeldpunten van cirkels, dan beelden de punten A resp.D, vier onderling orthogonaal snijdende cirkels af met hunmiddelpunten in de punten Ap, resp. B", en de puntenB, resp. G, vier cirkels beschreven om telkens drie puntenvan de orthocentrische groep van de punten Ap, resp.Bp. Immers het punt Br is gelegen in drie vlakken,die aan Po raken in de beelden van de puntenA2p, A3p, A4p en bijgevolg het beeldpunt van den cirkel-door die drie punten (hoofdstuk III). Het punt Bi" ishet middelpunt van dien cirkel. Â§ 5. De acht punten B en G beelden cirkels metgelijke stralen af. Bewijs: De ribben Ai A2 en Aa A* zijn toegevoegdepoollijnen, Aip A2P is dus de machtlijn van den bundelafgebeeld door A3 A4 (hoofdstuk VII). B3 B4 is even-wijdig met A3 A-4. De bundel afgebeeld door Bs Bi heeftdus ook AipA2p tot

machtlijn (hoofdstuk VII). Eerder is reeds gebleken, \'dat Ai" AÂ?p en B3P B.jp elkaarloodrecht middendoordeelen. De middelpunten van de cirkels met beeldpunten B3en Bi liggen dus symmetrisch t. 0. van de machtlijnvan den bundel, waartoe zij behooren. De cirkels metbeeldpunten Bs en Bi hebben denzelfden straal. Bij-gevolg ook de cirkels met beeldpunten Bi en B2. De cirkels met beeldpunten G hebben dan ook allevier denzeltden straal. Uit de congruentie van de beide orthocentrische groepenvolgt dadelijk, dat de stralen van de cirkels met beeld-punten B gelijk zijn aan die van de cirkels met beeld-punten G.



??? Â§ 6. Twee cirkels met gelijke stralen worden doorhun machtlijn in elkaar gespiegeld. De cirkels met beeldpunten B2, B3 en B4 wordenrespectievelijk door de machtlijnen A3P A4P, A4P A2P, A2P A3Pin den cirkel met beeldpunt Bi gespiegeld. De cirkelsmet beeldpunten B2, B3 en B4 hebben het punt Aip ge-meen. Dit punt wordt dus door die machtlijnen ge-spiegeld op den omgeschreven cirkel van de puntenA2p, A3r, A4p, den cirkel met middelpunt Bip. Â§ 7. Het resultaat is dus: De middelpunten van de cirkels om telkens drie puntenvan een orthocentrische groep beschreven vormen weereen orthocentrische groep. De middelpunten van decirkels om telkens drie punten van die tweede groepbeschreven vormen weer de eerste groep. De stralen van die acht omgeschreven cirkels zijn evengroot. De beide orthocentrische groepen zijn congruent. Elke verbindingsrechte van twee punten van de eenegroep is evenwijdig aan een verbindingsrechte van tweepunten van de andere groep van dezelfde lengte. De be\'ide orthocentrische

groepen hebben hetzelfdezwaartepunt. Elk punt van de eene groep wordt doordat zwaartepunt in het toegevoegde punt van de anderegroep gespiegeld. Elk punt van een orthocentrischegroep wordt\' door de verbindingsrechten van de drieniet aan dat punt toegevoegde punten van de anderegroep in de drie overige punten van zijn groep gespiegeld. Elk punt van een orthocentrische groep wordt doorcle verbindingsrechten van de overige drie punten vanzijn groep gespiegeld in drie punten, op een cirkel ge-legen, waarvan het toegevoegde punt van de anderegroep het middelpunt is. Voor den driehoek luidt deze laatste stelling: Het hoogtepunt van den driehoek wordt door de zijdenvan den driehoek gespiegeld in drie punten van denomgeschreven cirkel van dien driehoek.



??? Â§ 8. Een orthocentrische groep van punten Ap be-paalt, zooals boven bleek, op ?Š?Šn manier een raaktetraedermet hoekpunten B. Die raaktetraeder bepaalt weer op?Š?Šn manier een pooltetraeder met hoekpunten A, die in depunten Ap op het vlak X 0 Y worden geprojecteerd. Die orthocentrische groep bepaalt ook weer op ?Š?Šnmanier de orthocentrische groep van de punten Bp. Uit diegroep wordt weer op ?Š?Šn manier een raaktetraeder ver-kregen met hoekpunten G, die in de punten Ap op hetvlak XOY worden geprojecteerd. , Hieruit volgt: De punten van een orthocentrische groep zijn middel-punten van slechts ?Š?Šn stel van vier elkaar orthogonaalsnijdende cirkels en van slechts ?Š?Šn stel van vier cirkelsmet gelijke stralen, beschreven om telkens drie puntenvan een andere orthocentrische groep. Aangezien een orthocentrische groep reeds door drievan zijn punten is bepaald, volgt hieruit, dat de beidestellen cirkels door drie van hun middelpunten volkomenzijn bepaald. Van vier elkaar orthogonaal snijdende cirkels is dusde

straal van den vierden cirkel uit die van de drieandere cirkels af te leiden. Die betrekking, hier niet afgeleid, is: ^ t A = rr r22 r32 iv Voor de cirkels van het tweede stel geldt, dat zetelkens met drie??n een punt van een orthocentrischegroep gemeen hebben. Zijn die vier cirkels nu doordrie van hun middelpunten gegeven, dan is het gemeen-schappelijke punt van de drie cirkels, welke die driepunten tot middelpunten hebben, het middelpunt vanden cirkel beschreven om die drie punten. Omgekeerd volgt hieruit, dat drie cirkels met gelijkestralen, die door een punt gaan, nog drie snijpuntenhebben, die met dat punt een orthocentrische groepvormen.



??? Â§ 9. De beeldpunten van drie onderling orthogonaalsnijdende cirkels bepalen het beeldpunt van den bijbe-hoorenden vierden cirkel als de pool van het door diedrie punten bepaalde vlak. De beeldpunten van drie cirkels met gelijke stralendoor ?Š?Šn punt, die dus in ?Š?Šn raakvlak aan P0 liggen,bepalen het beeldpunt van den vierden bijbehoorendencirkel als het gemeenschappelijk snijpunt van de drieandere raakvlakken, telkens door twee van die puntenaan P0 aan te brengen. Â§ 10. De straal R van de cirkels met beeldpuntenB en G is te bepalen uit de oude betrekking tusschenco??rdinaten en straal van den cirkel door een van diepunten afgebeeld. Voor het punt Bi b.v. geldt:



??? ri2 r22 r32 4 r42 ri2 r22 1*32 i*42 xi | yi | xr yrx21 y21 x22 4 y22 â€” enz. De co??rdinaten van het zwaartepunt van den tetraedermet hoekpunten C zijn dus: Â? xi2 yi2 _ ^IL2i 4 i 4 yi 4- ya ya y* Xi 4 X2 X3 4 X4 Na invoering weer van de vier betrekkingen van denvorm: Xi2 yi2 â€” n2 = Zi vindt men: Z1 Z2 Z3 Z4 yi â€? f- y2 yg y44 Dit zijn weer de co??rdinaten van het punt Z.De vier tetraeders met hoekpunten A resp. B, C, Dhebben hetzelfde zwaartepunt Z. De straal p van den door het punt Z afgebeeldencirkel wordt weer op de gewone wijze gevonden als: ^ _ ^xi 4- x2 4- xb 4 X4y ^ ^yi yz ys y<y _Zi Z2 -f Z3 4- Z4 Xi X2 x3 x4 Na invoering weer van de vier betrekkingen van denvorm: xr 4" yi2 = zi n2 en de zes betrekkingen van den vorm: xi x2 4 yt y2 = "jjf 7\'~ vindt men: .,_ri2 r22-j-r32 4-r42_TR2P 1G 4 R Zp, de projectie van het punt Z, is het punt waardoorde punten van de beide orthocentrische groepen Ap enBp in elkaar worden gespiegeld. Elk van de punten Ap, resp. Bp, is nu het uitwendig



??? gelijkvormigheidspunt van den cirkel met straal R enhet toegevoegde punt Bp, resp. Ap tot middelpunt enden cirkel met straal Va R en Zp tot middelpunt. De cirkel met middelpunt B^ gaat door de puntenA2p, A3p, A4p. De cirkel met middelpunt Zp bevat dusde middens van de rechten, die Aip met AÂ?p, resp. A3P,A4P verbinden. De middens van de zes verbindingsrechten der vierpunten van de orthocentrische groep van de puntenAp liggen op den cirkel Zp. Eveneens in diezelfde puntende zes middens van de verbindingsrechten van depunten Bp. De cirkel beschreven om de punten A2P, Aap, A4P bevatook de punten, waarin het punt Aip door de zijdenA2p A3p, A3p A4p, A4p A2p wordt gespiegeld. De cirkel Zp bevat dus de snijpunten van elk van dedrie paar orthogonaal snijdende rechten, die gaan dooi-de punten van de orthocentrische groep van de punten Ap.Eveneens bevat die cirkel Z". de snijpunten van elk vande drie paar orthogonaal snijdende rechten van depunten Bp. Die cirkel Zp, de negenpuntscirkel van den

driehoekA2p A3p A4p treedt hier op als de twaalfpuntscirkel voorde beide toegevoegde orthocentrische groepen Ap en Bp. Â§ 12. Het zwaartepunt Zi van den driehoek A2p A3p A4pheeft tot co??rdinaten: x2 x3 X4 y2 ja y43 3 De co??rdinaten van het punt Z" zijn: XI x2 x3 x4 [ yi -f y2 -f y3 -f y44 I 4 en die van het punt Bip x2 x3 x4 â€” xi j y2 ya y4 â€” yi2 | 2Het punt Zi ligt op de rechte Zp Bjp, wat dadelijkblijkt uit het vergelijken van die co??rdinaten.Verder blijkt daaruit, dat Zp Zi = Zp Bip.



??? De zwaartepunten van de vier driehoeken, die telkensdrie punten van een orthocentrische groep tot hoekpuntenhebben, worden verkregen door uit het middelpunt van dennegenpuntscirkel de afstanden tot de middelpunten vande omgeschreven cirkels van die driehoeken tot op llste verkleinen. Die zwaartepunten vormen dus een orthocentrischegroep, die, gespiegeld t. o. van het middelpunt van dennegenpuntscirkel, weer een orthocentrische groep geeft. De punten van die groep zijn de zwaartepunten vande driehoeken, die telkens drie punten van de orthocen-trische groep B1\' lot hoekpunten hebben. Bij deze toegevoegde orthocentrische groepen behoorenweer acht cirkels met straal Vs R. Uit deze beschouwingen volgt nu de bekende stelling: Voor den omgeschreven- en den negenpuntscirkel vaneen driehoek is het hoogtepunt het uitwendig-, hetzwaartepunt het inwendig gelijkvormigheidspunt. Â§ 13/ Zijn in driehoek A2" A3P A4P de punten V2, V3, V4de voetpunten van de hoogtelijnen op de zijden, dan isdadelijk in te zien, dat het

punt Aip en de puntenAÂ?p, A3p, A4p de middelpunten zijn van den ingeschrevenen de aangeschreven cirkels van den driehoek V2 V3 V4. De middelpunten van den in- en de aangeschrevencirkels van een driehoek of kortweg de middelpuntenvan de raakcirkels van een driehoek vormen een ortho-centrische groep. De punten V2, V3, V4 liggen op den negenpuntscirkelvan den driehoek A2PA3PA4P met straal \\\'2R; de viercirkels door telkens drie van de vier punten Ap hebbendenzelfden straal R. Hieruit volgt: De cirkels door telkens drie punten van deorthocentrische groep, gevormd door de middelpuntender raakcirkels van een driehoek, hebben een straal,die tweemaal zoo groot is als de straal van den om-geschreven cirkel van den driehoek.



??? De orthocentrische groep gevormd door de middel-punten van de raakcirkels van een driehoek heeft denomgeschreven cirkel van dien driehoek tot negenpunts-cirkel en zijn middelpunt tot zwaartepunt. Hieruit volgt nu: Voor den omgeschreven cirkel van een driehoek enden cirkel, bepaald door de middelpunten van drie derraakcirkels van dien driehoek, is het middelpunt vanden vierden raakcirkel het uitwendig-, het zwaartepuntvan den driehoek, die de middelpunten van die drieraakcirkels tot hoekpunten heeft, het inwendig gelijk-vormigheidspunt. Â§ 14. Is p de straal van den negenpuntscirkel van eenorthocentrische groep van punten Ap en is Zp het middel-punt van dien cirkel, tevens zwaartepunt van die groep,dan zijn de stralen van de cirkels beschreven om dedriehoeken,\' die hun hoekpunten in telkens drie puntenvan die groep hebben gelijk aan 2 p. De middelpunten van de raakcirkels van elk van dievier driehoeken vormen vier orthocentrische groepen.Voor elk van die orthocentrische groepen is de omge-schreven cirkel

van den bijbehoorenden driehoek denegenpuntscirkel en het middelpunt van dien cirkel, eenvan de punten Bp, het zwaartepunt. Aangezien Zp hetzwaartepunt is van de punten Bp volgt hieruit, dat Zp ookhet zwaartepunt is van de zestien middelpunten vanraakcirkels. De zestien cirkels beschreven om telkens drie puntenuit een van elk van die vier orthocentrische groepenhebben, wat dadelijk blijkt, een straal 4 p. Aangezien demiddelpunten van elk van. die vier viertallen cirkelsworden verkregen door spiegeling van de punten vanelk van die vier orthocentrische groepen t. o. van hetbij die groep behoorende zwaartepunt Bp, volgt hieruit,dat Zp ook het zwaartepunt is van de middelpunten vandie 16 cirkels met straal 4 p.



??? Uit elk van die vier orthocentrische groepen vanmiddelpunten van raakcirkels zijn nu op dezelfde wijze,als boven is aangegeven, weer vier orthocentrischegroepen van middelpunten van raakcirkels af te leiden,waarvan de zestien cirkels met straal 4 p de negenpunts-cirkels zijn en hun middelpunten de zwaartepunten. De 64 cirkels beschreven om telkens drie punten uiteen van die zestien orthocentrische groepen hebben eenstraal 8 p. Het zwaartepunt van die 64 middelpuntenvan raakcirkels zoowel als het zwaartepunt van de 64cirkels met straal 8 p is het punt Zp. Op dezelfde wijze voortgaande wordt het aantal middel-punten van raakcirkels en het aantal cirkels beschrevenom telkens drie punteil uit een van elk van die ortho-centrische groepen iederen keer viermaal, de straal vandie cirkels tweemaal zoo groot. Uitgaande van een orthocentrische groep met zwaarte-punt Z" en negenpuntscirkel met straal p zijn op dezewijze groepen te vormen van 4" middelpunten van raak-cirkels met den straal 2". p. Zoowel van de groep vande 4"

middelpunten van raakcirkels als de groep vande 4" middelpunten van de cirkels met straal 2". p is hetpunt Zp het zwaartepunt. Â§ 15. Alleen lettend op de vier driehoeken, waarvande hoekpunten telkens drie punten zijn van een ortho-centrische groep, zijn de boven verkregen resultatensamen te vatten m de navolgende stelling: â€? Voor de vier driehoeken, waarvan de hoekpuntentelkens drie punten zijn van een orthocentrische groepis het zwaartepunt van die groep het zwaartepunt vande vier hoogtepunten, het zwaartepunt van de vier zwaarte-punten, het zwaartepunt van de vier middelpunten vanomgeschreven cirkels, het zwaartepunt van de zestienmiddelpunten van raakcirkels. Ten slotte is nog op te merken, dat alle bijzonderepunten, cirkels, punten- en cirkelgroepen behoorende



??? bij de orthocentrische puntengroep Ap bij spiegeling t. o.van Zp overgaan in de overeenkomstige punten, cirkels,punten- en cirkelgroepen, behoorende bij de orthocen-trische puntengroep Bp. Â? HOOFDSTUK IX. De cirkel bundel en (le punteninvolutie op een rechte. Â§ 1. Het vlak door de beeldrechte l van een hyper-bolischen bundel loodrecht op het vlak XOY snijdt uitPo en twee raakkegels aan P0, die hun toppen hebbenin de punten Ci en C2 van die beeldrechte, een paraboolen twee paar raaklijnen si, s2 en t\\, U aan die parabool. De beide snijpunten li en I2 van die rechte l met deparabool vormen een puntenpaar van elk der beideinvoluties door de stralenbundels met toppen Ci en C2uit die parabool uitgesneden. De punten Si, S2 zijn de dubbelpunten van de eene,de punten Tj, T2 die van de andere involutie. Een involutie op een kegelsnede wordt door een puntvan die kegelsnede op een rechte weer als een involutiegeprojecteerd. Kiest men voor dat punt het raakpunt van P0 aanhet oneindig verre vlak, dan worden de

beide involutiesweer als involuties geprojecteerd op de rechte van demiddelpunten van de cirkels van den bundel, waarvan lde beeldrechte is. De punten Iip en l2p worden zoowel door het punten-paar Sip, S2P als door het puntenpaar Ti", T2P harmo-nisch gescheiden, de punten Iip en l</ zijn dus de dubbel-punten van de punteninvolutie op die rechte bepaalddoor die beide puntenparen. Die puntenparen zijn (hoofdstuk III) de snijpunten van



??? de beide cirkels, afgebeeld door Ci en C2, met de rechtevan de cirkelmiddelpunten van den bundel, afgebeelddoor de rechte 1. Hieruit volgt: In een hyperbolischen cirkelbundel wordende beide puntcirkels harmonisch gescheiden door desnijpunten van eiken cirkel van dien bundel met deverbindingsrechte van die puntcirkels. Elk puntenpaar van de rechte l, dat twee orthogonaalsnijdende cirkels afbeeldt, Avordt harmonisch gescheidendoor de beide punten li en I2. De punten li en I2 zijn dus de dubbelpunten van depunteninvolutie op de rechte Z, bepaald door de beeld-punten van de paren orthogonaal snijdende cirkels uitden door l afgebeelden bundel. Projecteert men die involutie op het vlak X 0 Y, danvolgt daaruit, dat de puntcirkels van den bundel har-monisch worden gescheiden door de middelpunten vanelk paar orthogonaal snijdende cirkels van dien bundelen dat de punteninvolutie van de middelpunten van deparen orthogonaal snijdende cirkels dezelfde is als depunteninvolutie uitgesneden op de rechte van de cirkel-

middelpunten door de cirkels van den bundel. Een dergelijke eigenschap bestaat nu ook voor deparabolische, resp. de elliptische bundels. In die bundelszijn de puntcirkels evenwel samengevallen, resp. imaginairgeworden. De soorten van de punteninvoluties op een rechtebepalen nu ook de soorten van cirkelbundels. De punteninvolutie met * re??ele dubbelpunten komtovereen met den hyperbolischen bundel. De punteninvolutie met re??ele dubbelpunten, waarbijeen van de dubbelpunten ligt op de oneindig verrerechte, de symmetrische involutie, komt overeen meteen bundel concentrische cirkels. De verbindingsrechte van de beide puntcirkels vanden bundel, d. i. elke rechte door het middelpunt vandie concentrische cirkels wordt door elk van de cirkels



??? in twee punten gesneden, symmetrisch gelegen t. o. vandat middelpunt. De aan eiken cirkel toegevoegde orthogonaal snijdendecirkel van den bundel is imaginair. Het middelpuntvan elk van die toegevoegde cirkels valt samen met hetmiddelpunt van de concentrische cirkels. De punteninvolutie met samengevallen dubbelpuntenkomt overeen met den parabolischen bundel. De puntcirkel van den bundel staat loodrecht op allecirkels van den bundel. De punteninvolutie met re??ele dubbelpunten, samen-gevallen met het oneindig verre punt van den drager,komt overeen met een bundel evenwijdige rechten. Debeide puntcirkels zijn samengevallen met de oneindigverre rechte in het vlak X 0 Y, het middelpunt van deals cirkels beschouwde rechten met die beide puntcirkels. De punteninvolutie met imaginaire dubbelpunten komtovereen met deh elliptischen bundel. De punteninvolutie met imaginaire dubbelpunten opde oneindig verre rechte komt overeen met den stralen-bundel. De oneindig verre rechte in het vlak X 0 Y is derechte

van de middelpunten van de als cirkels beschouwderechten van den stralenbundel. De middelpunten van telkens twee als cirkels be-schouwde orthogonaal snijdende rechten van dien stralen-bundel bepalen op de oneindig verre rechte een invo-lutie met imaginaire dubbelpunten. De dubbelstralenvan die straleninvolutie zijn de beide imaginaire rechten; de beide imaginaire dubbelpunten de imaginaire cirkel-punten van het vlak X 0 Y. Â§ 2. Het vlak door de beeldrechte m van een ellip-tischen bundel loodrecht op het vlak X 0 Y snijdt uitPo en twee raaktegels aan P0, die hun toppen hebbenin de punten Gi en C2 van die beeldrechte, een para-bool en twee paar raaklijnen aan die parabool.



??? Zijn si, s2, h, h de raaklijnen, Si, S2, Ti, T2 de raak-punten en beelden Ci en C2 orthogonaal snijdende cirkelsvan dien bundel af, dan ligt Ci op de rechte Ti T2, C2op de rechte Si S2. Het puntenpaar Ti, T2, resp. Si, S2,behoort tot de involutie op de parabool uitgesnedendoor den stralenbundel niet top Ci, resp. C2. Dubbel-punten van die involuties zijn het puntenpaar Si, S2,resp. Ti,T2. Projecteert men beide involuties op het vlak XOY,dan zullen de puntenparen Sip, S2P en Tip, T2P, gelegenop de rechte van de cirkelmiddelpunten van den bundel,afgebeeld door m, elkaar harmonisch scheiden. De punten bepaald door twee orthogonaal snijdendecirkels op de verbindingsrechte van hun middelpuntenvormen een harmonisch viertal. Ook deze eigenschap geldt voor de andere soortenbundels. Bij den parabolischen bundel zijn van elkviertal drie punten samengevallen in het vaste punt vanden bundel, bij den hyperbolischen bundel zijn van elkviertal twee punten imaginair. HOOFDSTUK X. Onderlinge ligging van bundels 011 netten. Â§ l;

Wanneer een net is gegeven door zijn orthogo-naal-, punt- of diametraalcirkel, een bundel uit dat netdoor de rechte van zijn cirkelmiddelpunten, zijn centraal,dan is op eenvoudige wijze (hoofdstukken III, VI en VII)de orthogonaal-, punt- of diametraalcirkel van dien bundelte bepalen. Omgekeerd zijn daaruit de voorwaarden tevinden, waaraan de puntcirkels of vaste punten vaa eenbundel moeten voldoen om dien bundel tot een aldusgegeven net te doen behooren.



??? In de voornaamste hierna volgende gevallen geschiedthet bepalen van den orthogonaal-, punt- of diametraal-cirkel van dien bundel als volgt: 1) Net gegeven door orthogonaalcirkel, bundel dooreen dien cirkel snijdende rechte. De orthogonaalcirkelvan den bundel heeft de verbindingsrechte van de beidesnijpunten tot middellijn. 2) Net gegeven door orthogonaalcirkel, bundel dooreen dien cirkel rakende rechte. Het raakpunt is depuntcirkel van den bundel. 3) Net gegeven door orthogonaalcirkel, bundel dooreen rechte, die dien cirkel niet snijdt of raakt. Deloodlijn uit het middelpunt van den orthogonaalcirkelop die rechte is de machtlijn van den bundel, het snij-punt van loodlijn en rechte het middelpunt van dendiametraalcirkel, de diametraalcirkel de den orthogonaal-cirkel loodrecht snijdende cirkel. Orthogonaalcirkel neten diametraalcirkel bundel bepalen op die machtlijn tweepuntenparen, die een harmonisch viertal vormen. 4) Net gegeven door puntcirkel, bundel door eenrechte buiten dat punt. De loodlijn uit het punt opde rechte is

de machtlijn, het snijpunt van loodlijn enrechte het middelpunt van den diametraalcirkel, de af-stand van puntcirkel tot middelpunt de straal van dendiametraalcirkel. De puntcirkel is het eene vaste punt;het andere punt wordt verkregen door dat punt tespiegelen t. o. van de rechte van de cirkelmiddelpunten. 5) Net gegeven door puntcirkel, bundel door eenrechte door dat punt. De beide puntcirkels zijn in datpunt tot den puntcirkel van den bundel samengekrompen. 6) Net gegeven door diametraalcirkel, bundel dooreen willekeurige rechte. I)e loodlijn door het middel-punt van den diametraalcirkel op die rechte is macht-lijn van den bundel en snijdt die rechte in het middel-punt Â?van den diametraalcirkel van den bundel. De diametraalcirkel van den bundel snijdt den diame-traalcirkel van het net in twee punten gelegen op een



??? rechte door het middelpunt van dien cirkel, evenwijdigaan den centraal van den bundel. De snijpunten vanden diametraalcirkel van den bundel met de machtlijnzijn de vaste punten. Bijzonder geval: Ontaardt de orthogonaalcirkel in een orthogonaalrechte,dan valt de centraal van den bundel behoorende tothet door die orthogonaalrechte bepaalde net met dieorthogonaalrechte samen. De bundel is nu nader tebepalen door zijn puntcirkels of zijn vaste punten. Â§ 2. De gemeenschappelijke bundel van twee netten,elk gegeven door zijn orthogonaal-, punt- of diametraal-cirkel is in verband met het vorenstaande volkomenbepaald, wanneer de centraal van dien bundel be-kend is. Die rechte wordt op de eenvoudigste manier gevondendoor uit te gaan van twee cirkels en F2, die elkzoowel als orthogonaal- en diametraalcirkel van een networden beschouwd en waarvan de middelpunten depuntcirkels zijn van parabolische netten. Elk van diebeide drietallen netten wordt dan afgebeeld door drieevenwijdige vlakken, liet middelste der vlakken van

elkdrietal raakt aan Po in het beeldpunt A, resp. B, vanhet middelpunt van den cirkel Pi, resp. F2 (hoofdstuk III).Het vertikale vlak door de punten A en B snijdt Po endie vlakken volgens een parabool en twee drietallenevenwijdige rechten, h, /2, k en mi, m2, >/i3. Het beeld-punt G, resp. E, van den cirkel Ti, resp. P2, ligt met A,resp. B, op een vertikale rechte, die h, resp. m 1, snijdtin het punt D, resp. F. Hierbij heeft men CA = AD en E B = B F (hoofd-stuk III). De twee drietallen evenwijdige rechten snijden elkaarin negen punten G, II, J, K, L, M, N, O e\'n P. De beide drietallen beeldvlakken snijden elkaar volgensnegen evenwijdige rechten, elk door een van die punten.



??? Die negen rechten beelden dus negen bundels met dezelfdemachtlijn af. Elk van die bundels behoort tot twee van de zesnetten, een uit elk drietal. Een van de negen beeldrechten, de rechte lg doorhet punt G, beeldt den gemeenschappelijken bundel afvan de beide netten, die Fi en F2 tot orthogonaalcirkelshebben. Die bundel is toegevoegd aan den door Fi enr2 bepaalden bundel (hoofdstuk VII). Zijn Ap en Bp de projecties op het vlak X 0 Y vande punten A en B en is lBp de projectie van die rechtelg, dan zijn de rechten Ap Bp en lep toegevoegde macht-lijnen van den bundel met beeldrechte lg en den bundelvan de cirkels Ti en T2. Die negen beeldrechten worden dus op het vlak X 0 Ygeprojecteerd in negen rechten loodrecht op de lijn Ap Bp. Die negen projecties zijn de centralen van negenbundels. De beeldrechte k door het punt H beeldt den gemeen-schappelijken bundel af van de beide parabolische netten,waarvan Ap en Bp de vaste punten zijn; de centraalvan dien bundel is de machtlijn van de puntcirkels Apen Bp

(hoofdstuk VII). De beeldrechte la door het punt 0 beeldt den gemeen-schappelijken bundel af van het net, waarvan T2 deorthogonaalcirkel is en het parabolische net, waarvanAp het vaste punt is; de centraal van dien bundel isde machtlijn van den cirkel F2 en den puntcirkel A\'. De punten G, O en K liggen op een rechte. Eveneensde punten G, H en J. Uit de gelijkheid van K O en O G volgt nu, dat Zkp,de projectie van de beeldrechte lk door het punt K, enlp symmetrisch liggen t. o. van l0p en uit de gelijkheidvan J H en H G, dat de projectie van de beeldrechteIj door het punt J, en lg symmetrisch liggen t. o.van lhp. Het resultaat is dus:



??? Van twee cirkelnetten gegeven door hun orthogonaal-cirkels is de centraal van den gemeenschappelijken bundelvan die netten de machtlijn van de beide orthogonaal-cirkels. Voor twee cirkelnetten gegeven door een orthogonaal-en een diametraalcirkel wordt de centraal van den ge-meenschappelijken bundel gevonden door de machtlijnvan die beide cirkels te spiegelen t. o. van de machtlijnvan den orthogonaalcirkel en het als een puntcirkelbeschouwde middelpunt van den diametraalcirkel. Voor twee cirkelnetten gegeven door hun diametraal-cirkels wordt de centraal van den gemeenschappelijkenbundel gevonden door de machtlijn van de beide cirkelste spiegelen t. o. van de middelloodlijn van de verbin-dingsrechte van hun middelpunten. Â§ 3. Voor een net gegeven door zijn orthogonaal-,punt- of diametraalcirkel is boven afgeleid, hoe de parenpuntcirkels of vaste punten van de oo2 bundels van datnet t. o. van dien orthogonaal-, punt- of diametraalcirkelzijn gelegen. Beschouwt men van die bundels de toegevoegde bundels,clan gaan

hun beeldrechten door een punt, de pool vanhet beeldvlak van het net. Al die toegevoegde bundels,afgebeeld door al de rechten van de ruimte door datpunt hebben een cirkel gemeen, den orthogonaalcirkelvan het net. De puntcirkels, resp. vaste punten, van een bundelvan het net worden voor den toegevoegden bundel devaste punten, resp. de puntcirkels. Hiermee is dan ook de ligging bepaald van de parenvaste punten, resp. de puntcirkels, van alle bundels, dieeen gegeven cirkel gemeen hebben. Â§ 4. Worden de beeldpunten van de orthogonaal-cirkels van twee netten harmonisch gescheiden door Po,dan behoort elk van die beide cirkels tot het net, waarvande andere de orthogonaalcirkel is.



??? HOOFDSTUK XI. Pool en poollijn. Â§ 1. De poollijn van een punt Ap t. o. van een cirkel Tgaat door den anderen puntcirkel Bp van den bundel,bepaald door dien cirkel en het als een puntcirkel be-schouwde punt Ap (hoofdstuk IX). Het vertikale vlakdoor de beeldrechte a van dien bundel snijdt Po volgenseen parabool. De beide snijpunten A en B van diebeeldrechte a, met de parabool beelden de beide punt-cirkels van den bundel af. Uit de wijze van afbeelding van een rechte (hoofd-stuk IV) volgt nu, dat de poollijn tot beeldpunt heefthet gemeenschappelijke snijpunt van het oneindig verrevlak met de co2 rechten evenwijdig aan de raaklijn aande parabool in B. Hieruit volgt weer de eigenschap,dat de poollijnen van elk van de beide als punten be-schouwde puntcirkels van een bundel samenvallen metde rechte door het andere punt loodrecht\' op de ver-bindingslijn van die beide punten getrokken. De poollijnen van een punt Ap t. o. van de cirkelsvan een bundel (F) worden nu gevonden door in eikencirkelbundel, bepaald door het

punt Ap en een van decirkels T, den tweeden puntcirkel Bp te bepalen en opelke rechte Ap Bp in Bp de loodlijn op te richten. Het punt Ap en de bundel (r) bepalen tezamen eencirkelnet. Die tweede puntcirkels vormen den orthogonaalcirkelvan dat net, de poollijnen snijden elkaar in het puntvan \'den orthogonaalcirkel, dat diametraal tegenover hetpunt Ap is gelegen. Hieruit volgt: 1) De orthogonaalcirkel van een net is de meetkundigeplaats van de punten P, die de eigenschap bezitten, dathun poollijnen p t. o. van alle cirkels van dat net elkaarin ?Š?Šn punt Q snijden. Steeds is ook dat punt Q op



??? -den orthogonaalcirkel gelegen en wel diametraal tegen-over het punt P. 2) De orthogonaalcirkel van een net snijdt de pool-lijn van elk van zijn punten t. o. van een willekeurigencirkel van het net in een punt, dat in het midden ligttusschen de snijpunten van die poollijn met dien wille-keurigen cirkel. Twee orthogonaal snijdende cirkelsbepalen op elke middellijn van een van die cirkels twee puntenparen, die elkaar harmonisch scheiden. % Â§ 2. De beeldpunten van de poollijnen van een wille-keurig punt t. o. van de cirkels van een net wordengevonden door het beeld van dat punt achtereenvolgensmet de beeldpunten van de cirkels van dat net te ver-binden, door elk van die rechten een vertikaal vlak tebrengen, in liet andere snijpunt van ?Šlk van die rechtenmet Po de raaklijn aan de door het vertikale vlak uitPo uitgesneden parabool aan te brengen en het snijpuntdaarvan met het oneindig verre vlak te bepalen. Die cc2 raaklijnen vertegenwoordigen de oo2 richtingenin de ruimte. De poollijnen worden afgebeeld door depunten van hel

oneindig verre vlak. Zij vormen hetnet van de rechten in het vlak X 0 Y. Â§ 3. Is een rechte lp afgebeeld door het gemeen-schappelijke snijpunt van het oneindig verre vlak metde co2 rechten, die als koorden van P0 beschouwd hetvertikale vlak door lp tot middelvlak hebben en is eencirkel afgebeeld door een punt C, dan is het beeld vande pool van die rechte lp van P als volgt te vinden: Breng een vertikaal vlak door lp, breng een vertikaalvlak door G, evenwijdig met het koordenstelsel, dusloodrecht op lp, bepaal de snijlijn van die beide vlakken,bepaal het snijpunt B van die snijlijn met Po, verbind Bmet C en bepaal het andere snijpunt A van die ver-bindingsrechte r met P0.



??? De projectie van dat punt A op het vlak X 0 Y isdan de pool van lp t. o. van F. Om nu de meetkundige plaats te vinden van de polenvan een gegeven rechte t. o. van een cirkelbundel moetop de boven aangegeven wijze voor eiken cirkel uit dienbundel de pool worden gevonden. De punten G vormen nu de beeldrechte c van denbundel. De vertikale vlakken 7 door de punten C loodrechtop F zijn evenwijdig. ^De snijlijn van het vertikale vlak A door lp met eenvlak 7 snijdt Po in een punt B van de parabool 7r,welke A met Po gemeen heeft. De meetkundige plaats der polen wordt dus blijkbaarbepaald als de projectie van de doorsnede van P0 meteen regelvlak. Van dit regelvlak, een cono??de, loopenalle rechten r evenwijdig aan een vast vlak y0 en snijdeneen rechte c en een parabool n. Het vlak A van deparabool staat loodrecht op het vaste vlak y0, de asvan de parabool loopt er aan evenwijdig. Door wenteling van het assenkruis om de Z as kanmen het vlak, waarin de parabool ligt, evenwijdig kiezenaan het vlak X 0 Z en het vlak,

waaraan alle rechtenr evenwijdig zijn, evenwijdig aan het vlak YOZ. Is de beeldrechte van den bundel gegeven door devergelijkingen: x â€” a = m (z â€” c)y â€” b = n (z â€” c)en de parabool door: x2 y2 = z (1)Y = P (2), dan is elke rechte van het regelvlak gegeven door devergelijkingen: x â€” a â€” m (z â€” c) -(- A ! (y â€” b) â€” n (z â€” c) | = 0 (3)x = p (4) De rechte (3) (4) moet (1) en (2) snijden. Na eliminatie van x, y en 2 uit de vergelijkingen (1),



??? (2), (3) en (4) en na eliminatie van A en [u, uit de aldusverkregen betrekking en de vergelijkingen (3) en (4) wordtvoor de vergelijking van dit regel vlak gevonden:(x â€” a) (y â€” b) â€” n (x â€” a) z â€” c) jn(x - a) - m (y - b)| (x2 -f p2 - c) -â€” (x â€” a) (p - b) m (z â€” c) (p - b) = 0Het regelvlak is van den 3en graad.De eliminatie van 2 uit deze vergelijking en de ver-gelijking x2 y2 = z geeft de vergelijking van de pro-jectie op het vlak XOY van de doorsnede van ditregelvlak met P0. De vergelijking van die projectie is: m (x2 â€” c) (p â€” y) (x â€” a) (y â€” p) â€”â€” n (x â€” a) (y2 â€” p2) â€” mb (y2 â€” p2) mpy (y â€” p) = 0De projectie bestaat uit een rechte met vergelijking:y - p = 0, d. i. de vergelijking van de projectie van de paraboolen een hyperbool met vergelijking:â€” mx2 â€” nxy (1 â€” np) x -f (na â€” mb -f- mp) y â€” â€” a nap -f- mc â€” mbp <= 0De meetkundige plaats van de polen van een rechtet. o. van de cirkels van een bundel is dus een hyperbool.De beide asymptotische richtingen worden gevonden uit:â€” mx2 â€” nxy = 0,

dusâ€” mx â€” ny = 0 en x = 0.De eerste asymptoot staat loodrecht op de rechte vande cirkelmiddelpunten van den bundel, de tweede staatloodrecht op de vaste poollijn. Het regelvlak bevat, wat dadelijk is in te zien, debeeldpunten van de beide puntcirkels van den bundel,d. z. de snijpunten van de beeldrechte met Po.De hyperbool bevat dus ook die beide puntcirkels.Hieruit volgt: De meetkundige plaats van de polenvan een rechte t. o. van de cirkels van een bundel iseen hyperbool, die door drie vaste punten gaat, waar-van er een op de oneindig verre rechte ligt. Het net van de rechten van het vlak X 0 Y, als een



??? net van poollijnen beschouwd, wordt vergezeld dooreen driepuntsnet van hyperbolen. Elk van die hyper-bolen is de meetkundige plaats van de polen van eenvan die rechten t. o. van de cirkels van den bundel. Â§ 4. Boven is afgeleid, dat de poollijnen van eenpunt t. o. van de cirkels van een bundel door een puntgaan. Tusschen de punten van het vlak X 0 Y en het ge-meenschappelijk snijpunt van de poolliinen van elk vandie punten t. o. van de cirkels van den bundel is eenverwantschap ?Š?Šn aan ?Š?Šn te stichten. Deze verwant-schap is een bijzonder geval van de algemeene ver-wantschap van Steiner bij den kegelsnedenbundel. Uit een eenvoudige beschouwing volgt nu, dat deboven besproken hyperbool ook kan worden opgevatals een verzameling van de in die verwantschap aande punten van die rechte toegevoegde punten. Blijkbaar wordt bij deze wijze van toevoegen de graadvan een figuur verdubbeld. Bijzondere punten zijn in deze verwantschap de beidepuntcirkels li en I2 van den bundel en het snijpunt Svan de

loodlijn op hun verbindingslijn met de oneindigverre rechte in het vlak X 0 Y. Aan het punt li (I2) is in deze verwantschap toege-voegd de loodlijn op de lijn li I2 door het punt I2 (li),aan het punt S de centraal van den bundel. HOOFDSTUK XII. Harmonische cirkel viertallen, bundels en netten. Â§ 1. Vier cirkels uit een bundel vormen een harmo-nisch viertal, wanneer zij worden afgebeeld door tweepuntenparen, die elkaar harmonisch scheiden.



??? De machtlijnen van een willekeurigen cirkel F en elkvan vier harmonische cirkels gaan door een punt.\' Immers die machtlijnen gaan door het middelpuntvan het net bepaald door dien cirkel in den bundel,waartoe die harmonische cirkels behooren. De vier verbindingsrechten van het middelpunt van JTmet elk van de vier middelpunten van de harmonischecirkels vormen een harmonischen vierstraal. Elk van de vier machtlijnen staat loodrecht op eenvan die vier verbindingsrechten. Aan elk van de vier verbindingsrechten door hetmiddelpunt van F is een machtlijn toegevoegd door hetmiddelpunt van het net en omgekeerd. Die toegevoegderechten zijn dus te beschouwen als toegevoegde stralenuit twee stralenbundels, waarbij tusschen de stralen eenverwantschap een aan een bestaat. Een dergelijke ver-wantschap is bepaald door drie st.ralenparen. Tusschen vier stralenparen bestaat dan een betrekking,die in dit geval beteekent, dat ook de vier machtlijneneen harmonischen vierstraal vormen. De poollijnen van een willekeurig punt t. o.

van decirkels van een bundel gaan door een punt (hoofd-stuk XI). De poollijnen van een willekeurig punt t. o. van vierharmonische cirkels staan loodrecht op de verbindings-lijnen van dat punt met de vier middelpunten van diecirkels en vormen dus ook een harmonischen vierstraal. Stelling: De machtlijnen van een willekeurigen cirkelen elk van vier harmonische cirkels zoowel als de pool-lijnen van een willekeurig punt t. o. van elk van vierharmonische cirkels vormen harmonische vierstralen. Â§ 2. De bundels bepaald door een willekeurigencirkel F en elk van vier harmonische cirkels wordenafgebeeld door een harmonischen vierstraal gelegen inhet beeldvlak van het net bepaald door dien cirkel Fen den bundel van de vier harmonische cirkels.



??? Die vier bundels zijn harmonische bundels. Elke rechte in het. beeldvlak van het net, dat zijbepalen, wordt door hun beeldrechten in een harmonischpuntenviertal gesneden. Vier cirkelbundels hebben dus met eiken cirkelbundeluit het net, dat zij bepalen, vier cirkels gemeen, dieeen harmonisch viertal vormen, Â§ 3. Vier netten, die een harmonisch cirkelviertaltot orthogonaalcirkels hebben, worden afgebeeld doorvier vlakken door de beeldrechte van den bundel toe-gevoegd aan den bundel bepaald door die orthogonaal-cirkels. Die vier vlakken vormen dus een harmonisch viertal;de vier netten, die tot denzelfden netbundel behooren,zijn harmonisch. Vier harmonische netten hebben dus met een wille-keurig net vier harmonische bundels en met een wille-keurigen bundel vier harmonische cirkels gemeen. HOOFDSTUK XIII. De cirkels, die een gegeven cirkel onder eenzelfdenhoek snijden. Â§ 1. De cirkels, die een gegeven cirkel V met straal rin een punt A" van zijn omtrek onder een hoek asnijden vormen twee parabolische

cirkelbundels, dieworden afgebeeld door twee rechten door het punt A,het beeldpunt van Ap, en gelegen zijn in het raakvlakaan Po in dat punt. De- centralen van die beide bundels gaan door hetpunt Ap en raken aan een cirkel Ti met straal r sin Â?,die concentrisch is met T.



??? De beeldrechten van die beide cirkelbundels zijn nute bepalen als de doorsnijding van het raakvlak aan P0in het punt A met de beide raakvlakken door dat puntaan een rechten cylinder, die den cirkel Ti tot richt-kromme heeft. Op overeenkomstige wijze zijn nu ook de beeldrechtente bepalen van de beide bundels, waarvan de cirkelsden cirkel T in een ander punt Bp van zijn omtrekonder een hoek x snijden. De beide raakvlakken aan P0 in de punten A en Bzijn raakvlakken van den raakkegel aan Po met hetbeeldpunt G van F tot top en snijden elkaar volgenseen rechte s, die op het vlak X 0 Y wordt geprojecteerdin de rechte sp, de rniddelloodlijn van de verbindingslijnvan de punten Ap en Bp (hoofdstuk X). Zijn li en nu, resp. I2 en m2 de beeldrechten van debeide bundels door A, resp. door B, Up en mip, resp.12P en m2p hun projecties op het vlak X 0 Y, die gaandoor het punt Ap, resp. door Bp, dan snijden V\' enni2p elkaar in een punt Sip, 12P en niip elkaar in eenpunt S2P beide gelegen op de lijn s". Het punt Sip is zoowel de projectie

van het snijpuntvan de rechten s en li als van de rechten s en m2.De rechten li en m2 snijden elkaar in het punt Si, derechten 12 en mi in het punt S2. De rechten h en mien de rechten 12 en m2 snijden elkaar niet. De afbeelding van alle cirkels, die F onder een ge-geven hoek x snijden, bestaat dus uit tweetallen vanrechten door de beeldpunten der punten van F; elkvan de beide rechten uit een tweetal snijdt van elkander tweetal een rechte en kruist de andere. De beelden der punten van F vormen een elljps. Hieruit volgt:. Het stelsel van de cirkels, die een gegeven cirkelonder een gegeven hoek snijden, wordt afgebeeld dooreen eenbladige hyperbolo??de, die Po aanraakt volgens



??? een ellips, waarvan de punten de beelden zijn van depunten van den cirkel. Wordt die gegeven hoek Â? = 0, dan gaat de hyper-bolo??de over in den raakkegel aan Po, die het beeld-punt van den cirkel tot top heeft en dus Po volgensdezelfde ellips aanraakt. Wordt die gegeven hoek a = t, dan ontaardt dehyperbolo??de in de meetkundige plaats van de rechtenin het poolvlak van het beeld van den cirkel, die dezelfdeellips omhullen. Elk van die rechten is daarbij dantweemaal te tellen. Minder juist, maar eenvoudiger, is het te zeggen, datVOOr <X - 12 TT de hyperbolo??de ontaardt in twee samen-vallende platte vlakken, die Po volgens dezelfde ellipssnijden. De verschillende hyperbolo??den, die de cirkels afbeelden,welke een gegeven cirkel F onder een gegeven hoek xsnijden, de raakkegel aan Po, het dubbelgetelde poolvlakvan het beeldpunt van T en Po zelf behooren tot een-zelfden bundel van kwadratische oppervlakken, die totbasiskromme heeft de ellips, die de punten van F af-beeldt, als dubbelkromme

beschouwd. Aangezien het beeld van een punt van F tot alleoppervlakken van dien bundel behoort, volgt hieruit,dat elk punt van T kan worden beschouwd als eenpuntcirkel, die T onder alle mogelijke hoeken snijdt. Â§ 2. Om de ligging te bepalen van de hyperbolo??deoc1, d. i. de hyperbolo??de, die de cirkels afbeeldt, welkeeen gegeven cirkel T onder een gegeven hoek a. snijden,beschouwt men een raaklijn up aan den cirkel Fi metstraal r sin a. Zijn Vp en AVP de snijpunten van up met F, dan isup te beschouwen als de projectie van twee rechtenvan de hyperbolo??de, een rechte Vi door het punt V,het beeldpunt van Vp, en een rechte \\v2 door het puntW, het beeldpunt van Wp. Die beide rechten, lot de



??? verschillende stelsels van de hyperbolo??de behoorend,snijden elkaar in de snijlijn s van de raakvlakken aanPo in de punten V en W. Het snijpunt Zp van derechte sp, de projectie van .<?, en de rechte up is dus deprojectie van het snijpunt der rechten Vi en \\v2; sp isde middelloodlijn van de verbindingsrechte van de puntenVp en Wp, up is een raaklijn aan den met T concen-trischen cirkel Ti, Zp.is dus een punt van Tx. De vertikaal door het punt Zp ligt in een raakvlakaan de hyperbolo??de en gaat door het snijpunt van debeide rechten der hyperbolo??de, in dat raakvlak gelegen.De vertikaal door Zp is dus een raaklijn aan de hyper-bolo??de. De hyperbolo??de a,2 wordt dus aangeraakt dooreen rechten cvlinder, die den cirkel Ti tot richtkrommeheeft. De loodlijn op het vlak X 0 Y in het middelpuntCp van de cirkels T en Ti is dus t. o. van de hyper-bolo??de <x2 de middellijn voor een stelsel van evenwijdigevlakken, waartoe, wat dadelijk blijkt, ook het vlak derellips behoort, die de punten van T afbeeldt. Het middelpunt van de hyperbolo??de

en de hiermeesamenvallende top van den asymptotenkegel van diehyperbolo??de liggen op een loodlijn op het vlak X 0 Ydoor het middelpunt van P. Â§ 3. De snijpunten van de hyperbolo??de a2 met hetoneindig verre vlak beelden de rechten af, die dencirkel T onder den hoek a. snijden. Die rechten rakenaan den met F concentrischen cirkel P2 met straal r cos ot.Die rechten worden dus ook afgebeeld door de snij-punten van het oneindig verre vlak met den raakkegelaan Po die het beeldpunt van P2 tot top heeft. Debeschrijvende lijnen van den asymptotenkegel van dehyperbolo??de u? loopen dus evenwijdig aan de beschrij-vende lijnen van den raakkegel aan Po, die het beeld-punt van P2 tot top heeft. De raakkegel aan de hyperbolo??de Â?2 met het beeld-punt van P tot top, valt samen met den raakkegel aan



??? Po met denzelfden top en raakt die hyperbolo??de volgensde â€žbeeldellips" van T. De hyperbolo??de x2 is nu volkomen bepaald door devolgende gegevens: 1Â°) Een ellips op die hyperbolo??de gelegen, de beeld-ellips van T. 2Â°) De raakkegel aan de hyperbolo??de met top inhet beeldpunt van T, d. i. de raakkegel aan Po methetzelfde punt tot top. Die raakkegel raakt de hyper-bolo??de volgens de beeldellips. 3Â°) Een kegel, evenwijdig aan den asymptotenkegel,de raakkegel aan Po, die tot top heeft heeft het beeld-punt van r2. F2 is concentrisch met T en heeft totstraal r cos x. r is de straal van Y. De onder 1Â°) en 2U) genoemde gegevens gelden vooralle raakhyperbolo??den uit den bovengenoemden bundelkwadratische oppervlakken, het onder 3Â°) genoemdeheeft betrekking op een bepaalden hoek x. De verbindingslijn van het middelpunt van de ellipsroet den top van den onder 2Â°) genoemden raakkegelaan de hyperbolo??de komt hier op een andere wijzevoor den dag als de middellijn voor de

hyperbolo??devoor een stelsel van vlakken evenwijdig met het vlakvan die ellips. Â§ 4. Een plat vlak gebracht door de loodlijn oplietvlak X 0 Y door het middelpunt van T snijdt x2 volgenseen hyperbool en den raakkegel aan x2 die het beeld-punt G van F tot top heeft, volgens twee raaklijnenh en k aan die hyperbool. De beide raakpunten P en Q zijn twee punten vande beeldellips van T; de co??rdinaten van het snijpunt Cvan h en k zijn: x | y | x2 -f- y2 â€” r2 Datzelfde platte vlak snijdt den raakkegel aan Po, diehet beeldpunt C2 van T2 tot top heeft volgens tweerechten mi en wÂ?2, evenwijdig aan de asymptoten van



??? de hyperbool (Â§ 3); de co??rdinaten van het snijpunt C2van m\\ en m2 zijn: x | y | x2 -j- y2 â€” r2 cos2 x. Zijn R en S de punten, waarin die beide rechten aanPo raken, dan is R S // P Q. Immers PQ ligt in het poolvlak van G, R S in hetpoolvlak van G2 en de beide poolvlakten loopen even-wijdig, omdat CC2 loodrecht staat op het vlak X 0 Y. De lijn CC2 is tevens middellijn van de hyperboolvoor het stelsel van koorden evenwijdig aan P Q (Â§ 2)en bevat dus het snijpunt van de beide asymptoten. Van de hyperbool zijn nu gegeven: 1Â°) De beide raaklijnen h en 12 met hun raakpuntenP en Q. 2Â°) De asymptotische richtingen. Door gebruik te maken van de eigenschap, dat hetpunt P, resp. Q, in het midden ligt tusschen de snij-punten van de beide asymptoten met li, resp. I2, wordennu langs planimetrischen weg de co??rdinaten van hetmiddelpunt van de hyperbool en daarmee ook de co??r-dinaten van den top van den asymptotenkegel gevonden. Die co??rdinaten zijn: x | y | x2 y2 r2 sin2 x â€” r2 cos2 x Daar een eenbladige

hyperbolo??de volkomen bepaald isdoor haar asymptotenkegel en een punt, is het boven ge-vonden resultaat ook in den volgenden vorm te brengen: De eenbladige hyperbolo??de, die de cirkels afbeeldt,welke een cirkel F met middelpunt x | y en straal ronder een hoek x snijden, heeft tot middelpunt het puntx | y | x2 -f- y2 r2 sin2 x â€” r2 cos2 x. De asymptoten-kegel is evenwijdig aan den raakkegel aan P0, die tottop heeft het punt x | y | x2 y2 â€” r2 cos2Elk vande beeldpunten van de punten van den omtrek van Fligt op de hyperbolo??de. Â§ 5. Ontaardt de cirkel F in een rechte p, dan gaatde eenbladige hyperbolo??de over in een hyperbolische



??? parabolo??de. Die rechte p kan altijd, na wenteling vanhet assenkruis om de Z as, evenwijdig loopen met de X as. Is a de afstand van p tot de X as en zijn x en y deco??rdinaten van het middelpunt van een cirkel metstraal r, die p onder een hoek Â? snijdt, dan is dadelijkin te zien, dat: r cos a = y â€” aof y â€” ar = --- COS CC Substitueert men deze uitdrukking voor r in de be-trekking tusschen de co??rdinaten van het beeldpunt enden straal van een cirkel (hoofdstuk I), dan gaat diebetrekking over tot den vorm: J \\COSÂ?> Na vereenvoudigen wordt dit: Â? / cl \\ 2 cl2 _ j-p.2 I y---) - g _ _â€? Â° \\ sin2 cc\' \' sin2 a, De cirkels, die de rechte p onder een hoek oc snijdenworden afgebeeld door de punten van een hyperbolischeparabolo??de, die tot top heeft het punt: 0 en waarvan de richtvlakken zijn gegeven door de ver-gelijking: â€? Â° V7 sin2 cc Tot de parabolo??de behooren ook de punten, welkehet vertikale vlak door p op P0 bepaalt. De.hyperbolische parabolo??de is dus volkomen bepaalddoor haar top, haar

beide richtvlakken en een willekeurigpunt van de parabool door het vertikale vlak door puit Po uitgesneden.



??? HOOFDSTUK XIV. De inversie en de gelgkvormigheidsiietten. Â§ 1. Een willekeurige rechte li door een punt Civan de ruimte, buiten P0 gelegen, snijdt Po in twee,involutorisch met elkaar verbonden, punten. De vlakken van den vlakkenbundel met die rechte htot as snijden Po volgens ellipsen. Die ellipsen worden op het vlak XOY geprojecteerdin de cirkels van een bundel, die de projectie li" van htot machtlijn heeft. De projectie Cip van Ci heeft gelijke macht t. o. vanalle cirkels van den bundel. Een andere rechte I2 door het punt Ci bepaalt even-eens een cirkelbundel in het vlak XOY, waarvan demachtlijn door Cip gaat. Het vlak door de rechten lien I2 snijdt Po volgens een ellips, die op hel vlak XOYwordt geprojecteerd in een cirkel, die tol die beidecirkelbundels behoort. Het punt Cip heeft dus dezelfde gelijke macht t. o.van alle cirkels van die beide bundels. Hieruit volgt voor elke rechte door het punt Ci, dathet product van de afstanden der projecties van haarsnijpunten met Po tot de projectie van Ci constant is. Voor de rechten van den

raakkegel aan Po met Citot top vallen die beide snijpunten samen. Elk van die tweelallen samengevallen snijpunten wordtgeprojecteerd in een punt van den door Ci afgebeeldencirkel (hoofdstuk III). Is r de straal van den door Ci afgebeelden cirkel,dan volgt hieruit, dat voor een willekeurige rechte doorCi het product van de afstanden van de projecties vanzijn snijpunten inet Po tot de projectie van Gi gelijk isaan rl. Door Po en het punt Ci is nu in het vlak XOY eenhyperbolische inversie bepaald.



??? Het punt Cip is het centrum van de inversie. Voor een punt uit het vlak X 0 Y en zijn inversie,gelegen op een rechte door Cip, is het product van hunafstanden tot Cxp gelijk aan r2. De inversie van een willekeurige figuur wordt gevondendoor haar punten op Po af te beelden, die beeldpuntenmet Gi te verbinden, de andere snijpunten van dieverbindingsrechten met Po te bepalen en die punten ophet vlak X 0 Y te projecteeren. De figuur van die projecties is dan de inversie dereerste figuur. De co2 vlakken door Ci snijden P0 volgens ellipsen,die op het vlak X 0 Y als cirkels worden geprojecteerd. De inversie van elk van die cirkels, op de bovenaangegeven wijze bepaald, is de cirkel zelf. Elk van die cirkels (hoofdstuk III) heeft tot beeldde pool van het vlak door Ci, dat Po snijdt volgens deellips, die op het vlak XOY in dien cirkel wordt ge-projecteerd. Van elk van die cirkels wordt dus het beeldpuntdoor P0 harmonisch gescheiden van Ci. De beeldpunten van al die cirkels vormen het pool-vlak van Ci. De cirkels

vormen een hyperbolisch net.Een hyperbolisch net is dus te beschouwen als de meet-kundige plaats van de cirkels uit een hyperbolischeinversie, hierdoor gekenmerkt, dat elk exemplaar, nadataan elk van zijn punten een ander punt is toegevoegd,in zichzelf overgaat. De eenige cirkel uit de hyperbolische inversie, waar-van elk punt aan zichzelf is toegevoegd, treedt op alsde orthogonaalcirkel van dat hyperbolische net. Kiest men een punt C2 binnen P0, dan is op overeen-komstige wijze een elliptische inversie samen te stellen. Een elliptisch net is nu te beschouwen als de meet-kundige plaats van de cirkels uit een elliptische inversie,hierdoor gekenmerkt, dat elk exemplaar door die inversiein zichzelf overgaat.



??? Het punt 02 beeldt weer den, nu imaginairen, ortho-gonaalcirkel van het net af. Gentrum van inversie en centrum van den diametraal-cirkel vallen samen. Is het product van de afstandenvan een punt en zijn inversie tot het inversie-centrumgelijk aan â€” r2, dan heeft de diametraalcirkel eenstraal r. Â§ 2. In de hyperbolische inversie gegeven door Poen een punt Ct, dat dus buiten Po ligt, wordt aan dencirkel Ai, met beeldpunt Li een andere cirkel A2 metbeeldpunt L2 toegevoegd. Dit blijkt aldus: De punten van Ai worden op P0 afgebeeld door depunten van een ellips Ei. Die punten worden verbondenmet Gi. De kwadratische kegel, die dan ontstaat, heeftmet Po een doorsnede van den 4en graad die uit Eien een andere ellips E2 bestaat. De ellips E2 wordt dan op het vlak X 0 Y geprojec-teerd in een cirkel A2 met beeldpunt L2. Twee kwadratische krommen op een kwadratischenkegel zijn altijd te beschouwen als de doorsnede vandien kegel met een anderen kwadratischen kegel. Voor de toppen van twee dergelijke kegels geldt

deeigenschap, dat zij door de vlakken van die twee kwa-dratische krommen harmonisch worden gescheiden. De beide ellipsen Ei en E2 liggen dus ook op eenkwadratischen kegel met top C2; de beide vlakken ge-bracht door elk van de punten Gi en C2 en de snijlijnvan de vlakken, waarin die ellipsen zijn gelegen, vormenmet die vlakken een harmonisch viertal. â€? Een rechte, die Ci verbindt met een punt van Ei,snijdt P0 in een punt van E2. Het punt op die rechte,dat met Gi die punten Ei en E2 harmonisch scheidt, iseen punt van het poolvlak van Ci t. o. van P0. Hieruit volgt, dat het vlak door het punt C2 en desnijlijn van de vlakken van de beide ellipsen hel pool



??? vlak is van Ci en na eenzelfde beschouwing voor hetpunt C2, dat het vlak door Ci en die snijlijn het pool-vlak is van C2. De toppen Ci en C2 beelden dus elkaar orthogonaalsnijdende cirkels af. Uit de gelijkwaardigheid van de beide kegels volgt,dat de cirkels Ai en A2 ook nog in een andere inversieaan elkaar zijn toegevoegd. Die tweede inversie, die bepaald wordt door Po enhet punt C2 is ??f hyperbolisch ??f elliptisch. Beschouwt men dat harmonisch vlakkenviertal als deafbeelding van vier harmonische netten, dan beeldenhun polen, de punten Li, L2, Ci, C2 een harmonischcirkelviertal af. Het resultaat is dus: 1) Twee cirkels zijn in twee verschillende inversiesaan elkaar toegevoegd. 2) In elk van die beide inversies is een net, waarvande cirkels aan zichzelf zijn toegevoegd. De orthogonaalcirkels van die beide netten behoorentot den cirkelbundel bepaald door de beide cirkels; debeeldvlakken van die beide netten snijden elkaar dusvolgens een rechte, die den bundel afbeeldt toegevoegdaan dien bundel.

3) De orthogonaalcirkels van die beide netten snijdenelkaar orthogonaal. 4) De middelpunten van de beide cirkels en van deorthogonaalcirkels vormen een harmonisch viertal. 5) De beide inversies en de netten uit die inversies,waarvan de cirkels aan zichzelf zijn toegevoegd, zijnvolkomen door die twee cirkels bepaald. Â§ 3. Het punt Ci, resp. C2, ligt in hel poolvlak t. 0.van P0 van het punt C2, resp. Ci. In een door Po en het punt Ci gegeven inversie isnu op eenvoudige wijze het beeldpunt L2 te bepalenvan den cirkel A2 toegevoegd aan den door zijn beeld-



??? punt Li gegeven cirkel Ai. Daartoe is Ci met Li teverbinden, het snijpunt C2 van die rechte met hetpool-vlak van Ci te bepalen en het 4e punt L2 te vinden,dat met Li het puntenpaar C.i,C2 harmonisch scheidt. Beschouwt men een punt als een puntcirkel, dan omvatdeze wijze, om van het beeldpunt van een cirkel in eeninversie het beeldpunt van den toegevoegden cirkel tebepalen, de oorspronkelijke wijze om van een punt ineen inversie het toegevoegde punt te vinden. Dadelijk is nu in te zien, dat in een inversie aan eencirkelbundel weer een cirkelbundel is toegevoegd. Immers de beeldrechte van een bundel wordt weer,door van eiken cirkel uit dien bundel op de boven aan-gegeven wijze het beeldpunt van den toegevoegdencirkel te bepalen, in een rechte omgezet. Ook de soortvan bundel blijft bij inversie dezelfde. Â§ 4. De cirkels, die een gegeven cirkel Ai ondereen eenzelfden hoek snijden, vormen parabolische bundels,die afgebeeld worden door de rechten van een eenbladigehyperbolo??de, welke P0 raakt volgens een ellips Ei,

waar-van de punten de punten van Ai afbeelden (hoofd-stuk XIII). In de door P0 en het punt Ci bepaalde inversie isaan den cirkel Ai een cirkel A2 toegevoegd, waarvande punten worden afgebeeld door de punten van eenellips E2, op de boven aangegeven wijze uit Ei verkregen. Aan de parabolische bundels zijn weer parabolischebundels toegevoegd, waarvan de beeldrechten paarsge-wijze gaan door de punten van E2. Aan eiken cirkel, waarvan het beeldpunt het snijpuntis van twee rechten van de eenbladige hyperbolo??de,is in de inversie weer een cirkel toegevoegd, waarvanhet beeldpunt het snijpunt is van twee rechten, die elkgaan door een punt van E2. Hieruit volgt: In een inversie is aan een cirkel Ai en de cirkels*



??? die dien cirkel onder eenzelfden hoek snijden, weer eencirkel A2 en een cirkelverzameling toegevoegd. De cirkels van die cirkelverzameling worden afgebeelddoor de punten van een eenbladige hyperbol????de, dieP0 raakt volgens een ellips, waarvan de punten depunten van A2 afbeelden. Die cirkels snijden dus A2 onder eenzelfden hoek. Om nu te bewijzen, dat die hoek dezelfde is als dehoek waaronder de toegevoegde cirkels den cirkel Aisnijden, is het voldoende, wanneer voor ten minste eensnijpunt van de beide raakhyperbolo??den wordt aange-toond, dat het een cirkel of ontaarding afbeeldt, die debeide cirkels Ai en A2 onder eenzelfden hoek snijdt. Dit geschiedt als volgt: In elke inversie wordt aan elk punt een ander punttoegevoegd, gelegen op de verbindingsrechte van datpunt met het inversie-centrum. Is Cip de projectie vanCi, dan volgt hieruit, dat de beide raaklijnen uit Cipaan Ai weer raaklijnen zijn voor den in die inversie aanA2 toegevoegden cirkel. De punten van de doorsnede van de

eerste raak-hyperbolo??de met het oneindig verre vlak beelden derechten af, die den cirkel Ai onder een hoek x snijden,de punten van de snijlijn van het oneindig verre vlakmet het raakvlak aan P0 in het beeldpunt van Cip beeldende rechten door Cip af. Er zijn dus twee rechten door Cir, die den cirkel Atonder een hoek x snijden, de beide raaklijnen uit Cipaan den cirkel met straal ri cos x, die concentrisch ismet Ai. Bij inversie blijven die beide rechten onveranderd. Isr2 de straal van A2, dan blijkt dadelijk, dat ze ookraken aan den cirkel met straal r2 cos x, die concentrischis met A2. Die beide rechten, die worden afgebeeld door tweesnijpunten van de beide raakhyperbolo??den snijden dusde beide cirkels onder gelijke hoeken.



??? De inversie is dus een isogonale transformatie. Boven is gebleken, dat in elk van de beide inversies,waarin de cirkels Ai en A2 aan elkaar zijn toegevoegd,een cirkelnet is, clat bij die inversie niet verandert. Aangezien de inversie een isogonale transformatie is,volgt hieruit, dat die netten de meetkundige plaatsenzijn van de cirkels, die Ai en A2 onder denzelfdenhoek snijden. Â§ 5. Een vertikaal vlak door het punt Gi snijdt deellips Ei in twee punten Ai en Bi. De verbindingsrechten van Ci met die beide puntensnijden P0 in de punten A2 en B2. Beide rechten worden op het vlak X 0 Y in dezelfderechte geprojecteerd. Zijn Aip resp. Bip, A2P, B2P de projecties van Ai, resp.Bi, A2, B2, dan zijn de punten Aip en A2P evenals depunten Bi1\' en B2P in die inversie aan elkaar toegevoegd. Voor die punten geldt dus: CipAip.CipA2p = r,2en CipBip. CipB2p = r,2. Hieruit volgt: Cip Aip: C,p B2P = Cip Bip: Gi" A2P. De cirkel A2 kan dus door gelijkvormige vergrootingontstaan uit den cirkel Ai. Het punt Gip is hierbijhet gelijkvormigheidspunt. Uit de

gelijkwaardigheid vande beide inversies volgt nu dadelijk, dat het punt C2Pals het andere gelijkvormigheidspunt voor die beidecirkels optreedt. In elk van de beide gevallen dat het vertikale vlakdoor het punt C2 aan de ellips Ei raakt, vallen depunten Aip en Bip en bijgevolg ook de punten A2P enB2p samen. De beide raaklijnen uit Cip aan Ai blijven, zooalsreeds boven bleek, na inversie raaklijnen aan A2. Â§ 6. Een cirkel f, gelegen in het cirkelnet, waarvan



??? het beeldvlak het punt Ci tot pool heeft, snijdt Ai intwee punten Fip en Gip. De aan die punten in deinversie toegevoegde punten zijn de beide andere snij-punten van T met de rechten Cip Ftp en Cip Gip. Hieruit volgt, dat de vier snijpunten van een cirkel T,waarvan het beeldpunt gelegen is in een van de beidepoolvlakken van de punten Ci en C2, met de cirkelsAi en A2 op twee rechten liggen, die elkaar in eenvan die beide punten Ci en C2 snijden. Die beide netten, die de gelijkvormigheidspunten vande beide cirkels Ai en A2 tot centra van hun ortho-gonaalcirkels (diametraalcirkels) hebben, heeten de gelijk-vormigheidsnetten voor die beide cirkels. De beeldvlakken van de beide gelijkvormigheidsnettensnijden elkaar volgens een rechte, die de toegevoegdepoollijn is voor de beeldrechte van den bundel bepaalddoor die cirkels Ai en A2. Die snijlijn is dus tegelijk de beeldrechte van denbundel, waarvan de cirkels Ai en A2 orthogonaal snijden. Â§ 7. Wanneer de cirkels Ai en A2 elkaar snijden,dan hebben

ook de -ellipsen Ei en E2 twee punten ge-meen en is -de verbindingslijn van die twee punten desnijlijn van de beeldvlakken van de beide gelijkvormig-heidsnetten van die cirkels. De bundel bepaald doorAi en A2 is elliptisch en wordt dus afgebeeld dooreen rechte buiten P0. De beide punten Ci en C2, debeeldpunten van de orthogonaalcirkels van de beidegelijkvormigheidsnetten, liggen, zooals boven bleek, opdie rechte. De orthogonaalcirkels zijn dus re??el, degelijkvormigheidsnetten hyperbolisch. De middelpunten van die beide orthogonaalcirkels, degelijkvormigheidspunten Gip en C2P verdeelen den afstandtusschen de middelpunten van Ai en A2 uit- en in-wendig in reden van de stralen van die cirkels. Diepunten Cip en C2P zijn te vinden door in een van debeide snijpunten van Ai en A2 de stralen te teekenen,



??? in dat punt de hoeken tusschen die stralen middendoorte deelen en de snijpunten van die bissectrices met deverbindingslijn van de. middelpunten van Ai en A2 tebepalen. Die bissectrices deelen dus ook de hoeken tusschende raaklijnen in dat snijpunt aan de cirkels Ai en A2middendoor en raken in dat punt aan de orthogonaal-cirkels IY en F2. Raken de beide cirkels Ai en A2 elkaar, dan rakende ellipsen Ei en E2 elkaar ook. De snijlijn van debeeldvlakken van de beide gelijkvormigheidsnetten valtnu samen met de gemeenschappelijke raaklijn aan Eien E2 in hun raakpunt. Een van de beide orthogonaal-cirkels wordt afgebeeld door dat raakpunt, de andereraakt aan Ai en A2 in datzelfde punt. Het eenegelijkvormigheidsnet is hyperbolisch, het andere para-bolisch. \\ Liggen de beide cirkels Ai en A2 geheel buiten elkaar,dan is de door die cirkels bepaalde bundel hyperbolisch.De ellipsen Ei en E2 snijden elkaar niet. De snijlijnvan hun vlakken beeldt weer den gemeenschappelijkenbundel van de gelijkvormigheidsnetten van die cirkelsaf.

De punten Ci en C2, die twee orthogonaal snijdendecirkels van den door Ai en A2 bepaalden bundel af-beelden, vormen met de puntcirkels van dien bundeleen harmonisch viertal (hoofdstuk IX). Een van diebeide puntcirkels ligt dus binnen P0. Het eene gelijk-vormigheidsnet is hyperbolisch, het andere elliptisch. De netten, waarvan de beeldvlakken gaan door depoollijn van de beeldrechte van den bundel, bepaalddoor Ai en A2, en door elk van de beeldpunten vande vier cirkels Ai, A2, Fi en TÂ? vormen een harmonischviertal. Bijzondere gevallen: 1) De cirkels Ai en A2 ontaarden in een cirkel Aien een rechte T2, die Ai snijdt. De rechte van demiddelpunten van de cirkels van den door Ai en T2



??? bepaalden bundel is de loodlijn uit het middelpunt vanAi op T2 neergelaten. De rechte T2, de ontaardingvan den cirkel A2, is tegelijk ook als een raaklijn aandien cirkel te beschouwen. Deelt men in een van debeide snijpunten van Ai en T2 de hoeken tusschenT2 en de raaklijn aan Ai in dat punt middendoor, danzijn de snijpunten van die bissectrices met de rechtevan de middelpunten van de cirkels van den door Aien T2 bepaalden bundel, de middelpunten van de ortho-gonaalcirkels van de beide gelijkvormigheidsnetten. Deorthogonaalcirkels, die tot den door Ai en T2 bepaaldenbundel behooren, zijn dus volkomen bepaald. 2) Ontaarden de cirkels Ai en A2 in twee rechtenTi en T2, dan wordt de bundel, toegevoegd aan dendoor Ti en T2 bepaalden bundel, afgebeeld door eenrechte loodrecht op het vlak X 0 Y door het snijpuntvan Ti en T2 (hoofdstuk VII). Het harmonisch netviertal, waarvan de beeldvlakkengaan door die rechte en elk van de beeldpunten vanTi, To, Ti en T2 wordt dus afgebeeld door vier

vlakkenloodrecht op het vlak X 0 Y. De orthogonaalcirkels vande gelijkvormigheidsnetten Ti en P2 ontaarden dus inorthogonaalrechten door het snijpunt van Ti en T2. Ti en T2 zijn behalve als ontaardingen van Ai enA2 ook te beschouwen als raaklijnen aan die cirkels.Evenzoo zijn de beide orthogonaalrechten de raaklijnen aande orthogonaalcirkels, waarvan zij de ontaarding zijn. De beide bissectrices van de door Ti en T2 gevormdehoeken zijn de orthogonaalrechten van de beide gelijk-vormigheidsnetten. 3) Ontaarden de beide cirkels Ai en A2 in eencirkel Ai en een rechte T2, die Ai niet snijdt, dan isde bundel, bepaald door Ai en T2, hyperbolisch. Demiddelpunten van de beide orthogonaalcirkels vormenmet de middelpunten van Ai en T2 een harmonischviertal. Aangezien het middelpunt van T2 ligt op de



??? oneindig verre rechte in het vlak X 0 Y, zijn de middel-punten van die beide orthogonaalcirkels symmetrischgelegen t. o. van het middelpunt van Ai op de loodlijn uitdat middelpunt op T2 neergelaten. Die middelpuntenworden bovendien harmonisch gescheiden door de punt-cirkels Iip en I2P van den door Ax en T2 bepaaldenbundel (hoofdstuk IX). Die punten Cip eji C2P zijn cle snijpunten van Ai metde rechte van de cirkelmiddelpunten van den door Aien T2 bepaalden bundel. Is Ci" het middelpunt van ilen orthogonaalcirkel metre??elen straal Fi, dan is C2P het middelpunt van dendiametraalcirkel van het elliptische gelijkvormigheidsnet.Aangezien I\\ in dat elliptische net is gelegen en hetmiddelpunt van dat net, C2P, bekend is, is nu op een-voudige wijze de diametraalcirkel van dat net te bepalen.Daartoe is C2" met het middelpunt van Fi te verbindenen daarna in C2P de loodlijn op die verbindingslijn opte richten. De beide snijpunten van de loodlijn met 1\\bepalen op die loodlijn de uiteinden van een middellijnvan den diametraalcirkel

van het elliptische gelijkvormig-heidsnet. HOOFDSTUK XV. Do cirkels uit eon bundel, dio oen gegeven cirkolraken of onder 0011 gogo ven hoek snijden. Â§ 1. De cirkels, die een gegeven cirkel F aanraken,worden afgebeeld door de punten van den raakkegelaan P0, die het beeldpunt Cl van F tot top heeft. Een cirkelbundel wordt afgebeeld door een rechte l. De beide snijpunten van l met den kegel beelden decirkels uit dien bundel af, die aan F raken. Het vlak gebracht door G en de rechte l is het beeld-vlak van het net, bepaald door T en den bundel. Dit



??? vlak zal den raakkegel snijden volgens twee rechten,aanraken of alleen den top er mee gemeen hebben. In het eerste geval is het net, bepaald door T en denbundel, een hyperbolisch net. De beide rechten m enn, door het beeldvlak van dat net uit den kegel gesneden,hebben met l twee punten gemeen, die re??ele cirkelsafbeelden. In het tweede geval is dat net een parabolisch net.De beide rechten m en n zijn samengevallen, dus ookhun snijpunten met l. Het snijpunt beeldt een re??elencirkel af, die voor twee moet worden geteld. In het derde geval is het net elliptisch. Er zijn geenre??ele cirkels uit den bundel met beeldrechte l, die aanden cirkel T raken. Hieruit volgt, dat in eiken hyperbolischen cirkelbundelaltijd twee gescheiden re??ele cirkels en in eiken para-bolischen cirkelbundel twee gescheiden of twee samen-vallende re??ele cirkels zijn te vinden, die aan een ge-geven willekeurigen cirkel raken. Voor een elliptischenbundel zijn twee gescheiden of twee samenvallendere??ele cirkels te vinden,

naarmate het net, bepaald doorden willekeurigen cirkel en dien bundel, hyperbolischof parabolisch is. In een elliptischen bundel, die met een gegeven cirkeleen elliptisch net bepaalt, zijn geen re??ele cirkels, dieaan den gegeven cirkel raken. De ruimte-constructie, waarbij de snijpunten van derechten m en n met de rechte l werden bepaald, geeftnu de aanwijzing voor de constructie in het platte vlakvan de cirkels uit een bundel, die aan een gegevencirkel raken. Is T de gegeven cirkel met middelpunt Cp en zijnIxp en I2P de puntcirkels van den bundel, dan wordt eerstde orthogonaalcirkel van het net geconstrueerd door in denbundel bepaald door T en Iip den anderen puntcirkelte vinden. Die puntcirkel I3P is het midden van de alskoorde van T beschouwde poollijn van Iip t. o. van F.



??? De cirkel door de punten Iip, I2P en I3P is dan deorthogonaalcirkel van het net. De snijpunten van dienorthogonaalcirkel met T, de punten Sip en S2P, gevenverbonden met Cp de rechten mp en np. De snijpunten van die rechten mp en np met de ver-bindingsrechte lp van de punten Iip en I2P, de puntenMi en M2, zijn nu de middelpunten van de beide raak-cirkels. De stralen van die beide raakcirkels zijn tegelijkgegeven door de afstanden Mi Sip en M2 S2P. De beide cirkels, die een gegeven cirkel V onder eengegeven hoek Â? snijden en tot een gegeven bundel be-hooren, worden afgebeeld door de snijpunten van eenraakhyperbolo??de aan P0 en de beeldrechte van dienbundel. Uit den onderlingen stand van Po, de raakhyperbolo??deen de beeldrechte van den bundel, is op eenvoudigewijze stereometrisch aan te toonen, dat bij een hyper-bolischen of elliptischen bundel die beide cirkels ??fre??el ??f imaginair zijn ??f tot ?Š?Šn re??elen cirkel kunnensamenvallen, en dat bij een parabolischen bundel diebeide cirkels of re??el zijn ??f

tot ?Š?Šn re??elen cirkelsamenvallen. Ook hier geeft de ruimte-constructie do aanwijzingvoor het bepalen van de beide cirkels uit den bundel. Een willekeurig vlak door de beeldrechte van denbundel snijdt de hyperb??lo??de volgens een kwadratischekromme. Beeldreqhte en kwadratische kromme wordenop het vlak X 0 Y weer als een rechte en een kwadra-tische kromme geprojecteerd. De beide snijpunten vandie rechte en de kwadratische kromme zijn de middel-punten van de beide cirkels. De constructie wordt nu de volgende: Bepaal den orthogonaal- of diametraalcirkel van hetnet, dat den cirkel F en den gegeven bundel bevat,bepaal daarna de middelpunten van vijf cirkels, die datnet gemeen heeft met vijf parabolische cirkelbundels,die den cirkel T onder een hoek u snijden.



??? De beide snijpunten van de rechte van de cirkel-middelpunten van den gegeven bundel met de kegelsnede,bepaald door die vijf punten, zijn de middelpunten vande beide cirkels. Die middelpunten zijn nu te vinden als het gemeen-schappelijk puntenpaar van twee punteninvoluties opdie rechte, ingesneden door de kegelsneden van tweeverschillende bundels, die elk vier van die vijf puntentot basispunten hebben. Een eenvoudiger constructie wordt evenwel verkregenmet behulp van de inversie. Hierbij dient onderscheidte worden gemaakt lusschen een elliptischen en eenhyperbolischen bundel. Zijn Vi" en V2P de beide basispunten van den ellip-tischen bundel en is T de gegeven cirkel met beeld-punt G, dan is als volgt een inversie in elkaar te zetten. Bepaal het poolvlak van G, bepaal het snijpunt Cimet dat poolvlak van den vertikaal op het vlak XOYdoor het punt VY\', bepaal het poolvlak van Ci. In datpoolvlak ligt dan weer het punt G. Bij de inversie, be-paald door Po en het punt Ci, blijft dus F

onveranderd(hoofdstuk XIV). De beide cirkels uit den bundel, bepaald door Vip enV2P, die r onder den gegeven hoek x snijden, zullen nainversie overgaan in twee cirkels uit den bundel, diena inversie uit den eersten ontstaat. Aangezien de in-versie een isogonale transformatie is, zullen ook die beidecirkels T weer onder denzelfden hoek x snijden. Het punt Vip wordt op Po afgebeeld door een punt Vi.Dit punt Vi ligt op den vertikaal door Vip halverwegetusschen het snijpunt van dien vertikaal met het pool-vlak van Ci en het punt Ci zelf (hoofdstuk III). In de inversie bepaald door Po en het punt Ci wordtdus aan het punt Vi het raakpunt toegevoegd van Pomet het oneindig verre vlak. Aan liet punt V2, dat opPo het punt V2P afbeeldt, wordt op de gewone maniereen punt V3 toegevoegd. De in die inversie aan den



??? oorspronkelijker! bundel toegevoegde bundel wordt dusafgebeeld door de rechte v??lgens welke het oneindigverre vlak en het raakvlak aan P0 in het punt V3 elkaarsnijden (hoofdstuk VII). De cirkel bundel door de beide punten Vip en V2P gaatdus na inversie over in een stralenbundel doorliet puntV3P, het punt, waarin V3 op het vlak XOY wordt ge-projecteerd. De beide raaklijnen uit dat punt V3P aan den met Fconcentrischen cirkel met straal r cos x zijn in de doorPo en het punt Gi bepaalde inversie toegevoegd aande beide cirkels uit den oorspronkelijken bundel, die Tonder een gegeven hoek x snijden. Die beide cirkelszijn nu op eenvoudige wijze uit die raaklijnen af teleiden. Â§ 2. Zijn Iip en I2P de beide puntcirkels van eenhyperbolischen bundel en is F de gegeven cirkel metbeeldpunt C, dan wordt op overeenkomstige wijze alsmet de punten V(p en V2P nu met behulp van de puntenIip en I2P een inversie in elkaar gezet. Zijn li en I2 debeeldpunten van die beide puntcirkels, dan wordt opPo aan li het raakpunt van Po aan het

oneindig verrevlak en aan I2 een punt In toegevoegd. De beeldrechtevan den na inversie verkregen hyperbolischen bundel isdus een vertikaal op het vlak XOY door het punt lÂ?.De cirkelbundel, bepaald door de beide puntcirkels Iipen I2P, gaat dus na inversie over in een bundel concen-trische cirkels, die het punt I3P, de projectie op hetvlak XOY van het punt I3, tot middelpunt hebben. De beide cirkels uit dien concentrischen bundel, dieF onder een hoek x snijden, worden nu als volgt ge-vonden. Trek aan den met F concentrischen cirkel metstraal r sin <* een van de beide raaklijnen uit I3P, bepaalvan die raaklijn de beide snijpunten Ap en Bp met Fen beschrijf twee cirkels met middelpunt I3P en stralenI3P Ap en I3P Bp. De beide cirkels uit den oorspronkelijken



??? bundel, die T onder een hoek oc snijden, zijn nu opeenvoudige wijze uit deze cirkels af te leiden. HOOFDSTUK XVI. Het cirkelstelsel met index 2. Â§ 1. De cirkels, die door eenzelfde punt van het vlakX 0 Y gaan, worden afgebeeld door de punten van hetraakvlak aan Po in het beeld van-dat punt. Voor een cirkelstelsel met index 2 in het vlak X 0 Ygeldt dus, dat in elk raakvlak aan Po twee punten zijngelegen, die twee cirkels van dat stelsel afbeelden. Hieruit volgt dadelijk, dat de cirkels van een cirkel-stelsel met index 2 worden afgebeeld door de puntenvan een kwadratische kromme. Omgekeerd is iederekwadratische kromme te beschouwen als de afbeeldingvan een cirkelstelsel met index 2. Tegelijk blijkt hieruit, dat een cirkelstelsel met index nwordt afgebeeld door een kromme van den nden graad. Een cirkelstelsel met index 2 is dus bepaald doorvijf cirkels, die tot hetzelfde net behooren. Een eenvoudiger wijze om een dergelijk stelsel te doenontstaan dan met vijf cirkels is analytisch te vinden. De

vergelijking van een stelsel met index 2 is devolgende: (ai A a2 A2 a3) (X2 -j- Y2) - 2 (bi A b2 A2b3) X â€” â€” 2 (ci A c2 A2 c3) Y d, A d2 A2 ds = 0 of Pi a r2 a2 f3 = o. Zijn xi | yi | Zi, resp. x2 J y21 z2, x31 y3 j z3 de ??o??rdi-naten van de beeldpunten van Pi resp. r2, P3 en x j y | zde co??rdinaten van het beeldpunt van een willekeurigen



??? cirkel van hel stelsel, dan is op overeenkomstige wijzeals in hoofdstuk I in te zien, dat: _ai xi -f A a2 x2 -f- A2 a3 x3 ai A a2 A2 a3 _ ai yi A a2 y2 A2 a3 y3ai A a2 A2 a8 ai Zi A a2 z2 4" A2 a3 z3 2-Â?---- ai Aa2 A2a3 Die drie vergelijkingen bepalen een kwadratischekromme. Zij zijn ook uit de drie vergelijkingen voorhet cirkelnet, zie hoofdstuk I, af te leiden, wanneer mendaarin p vervangt door A2. De kwadratische krommeligt dus in het beeldvlak van het net bepaald door diedrie cirkels Ti, F2 en r3. Voor A â€” 0 is x = xi, y â€”yi, z = Zi envoor A = oo is x = x3, y = y3, z = z3 De beeldkromme van het stelsel gaal door de beeld-punten van de cirkels Ti en F3. De projectie van de beeldkromme op hel vlak X O Y,d. i. de kromme van de middelpunten van de cirkelsvan het stelsel, heeft tot vergelijkingen: __ai xi -f- A a2 x2 -f A2 a3 x3 ai A a2 A2 a3 _ai yi -f- A a2 y2 -f- A2 a3 y3 ^ ai A a2 A2 a3 De eliminatie van A uit die beide vergelijkingen geeftde vergelijking van de kegelsnede in den vorm: ai a31 (ys - yi) x â€” (x3 â€” Xi) y x3 yt â€” Xi y312

â€”â€” a221 (y3 â€” y2) x â€” (x3 â€” x2) y x3 y2 â€” x2 y3 j XX I (ya â€” yi) x â€” (x2 â€” x,) y -f xe yi â€” xi y2 ! = ODeze vergelijking is ook te brengen tot den meereenvoudigen vorm ai a3 Li32 â€” a22 L23 Li2 = O,waarbij Li3 = O de vergelijking is van de verbindingslijnvan de middelpunten van Ti en F3, L23 = O die vanF2 en F3 en L!2 = O die van Fi en T2.



??? De meetkundige plaats van de middelpunten van decirkels van een aldus bepaalde cirkelschaar is een kegel-snede, die door de middelpunten van twee van diecirkels en r3 gaat en in die punten raakt aan deverbindingsrechten van die punten met het middelpuntvan den cirkel r2. a22 Door de verhouding â€”â€” is die kegelsnede geheelbepaald. Uit het feit, dat bij de bepaling van de cirkelschaardoor de vergelijking: Ti ^ U2 A2 r3 = 0, ook deco??ffici??nten ai, a2 . en a3, die eigenlijk met de cirkelsniets te maken hebben, een rol spelen, volgt dat dedrie cirkels niet ?Š?Šn stelsel met index 2 bepalen, maareen enkelvoudig oneindig aantal stelsels. De beeldkrommenvan die stelsels liggen in ?Š?Šn plat vlak en vormen eenkegelsnedenbundel, waarvan de vier basispunten tweeaan twee zijn samengevallen in de beeldpunten van Fien r3 op de rechten, die het beeldpunt van T2 met diebeide beeldpunten verbinden. Een cirkelstelsel met index 2, een kwadratische cirkel-schaar, wordt dus afgebeeld door de

doorsnijding vaneen plat vlak en een kwadratischen cylinder, waarvande beschrijvende rechten loodrecht op het vlak X 0 Ystaan. Het platte vlak is het beeldvlak van het net, bepaalddoor de drie cirkels; de richtkromme van den cylinderin het vlak X 0 Y is de kegelsnede van de middelpuntenvan de cirkels van het stelsel. In het vlak X 0 Y is een kwadratische cirkelschaardus volkomen bepaald, wanneer gegeven zijn de kegel-snede K1\' van de middelpunten van de cirkels van dieschaar en de orthogonaal-, resp. punt- of diametraal-cirkel van het net, waartoe die cirkels behooren. De kwadratische cirkelscharcn zijn in vijf soorten inte deelen: 1Â°) De cirkels van de schaar behooren tot een hyper-



??? bolisch net; de raaklijnen aan Kp snijden den orthogo-naalcirkel niet. Tot deze schaar behooren geen punt-cirkels. 2n) De cirkels van de schaar behooren tot een hyper-bolisch net; een deel van de raaklijnen aan Kp snijdtden orthogonaalcirkel. In de scharen van deze soortkunnen zoowel 0, 2 als 4 puntcirkels voorkomen, dieook nog weer twee aan twee kunnen samenvallen. 3Â°) De cirkels van de schaar behooren tot een hyper-bolisch net. Alle raaklijnen aan Kp snijden den ortho-gonaalcirkel. Is Kp een ellips, dan is die ellips binnenden orthogonaalcirkel gelegen, is Kp een hyperbool, danbevat de schaar vier puntcirkels. 4Â°) De cirkels van de schaar behooren tot een para-bolisch net. 5Â°) De cirkels van de schaar behooren tot een ellip-tisch net. Deze indeeling, aan de hand van de ruimte-voorstelling, houdt, zooals later zal blijken, verband metde soorten van omhullingsfiguren van de cirkels van eenschaar. Â§ 2. De constructie van de beide cirkels door eenpunt Xp van het vlak X 0 Y, die behooren tot een kwa-dratische

cirkelschaar, gegeven door een kegelsnede K"en den orthogonaal-, resp. punt-, diametraalcirkel vanhet net, waartoe die schaar behoort, is uit de ruimte-voorstelling af te leiden. De beide cirkels behooren tot het net, dat wordtafgebeeld door het raakvlak aan Po in hel beeldpuntX van Xp. De beide cirkels worden dus afgebeeld door Iweepunten van de rechte, volgens welke dat raakvlak enhet beeldvlak van het net van de schaar elkaar snijden. De beide snijpunten van die rechte met de beeld-kromme K van de schaar zijn nu de beeldpunten vandie beide cirkels. De middelpunten van die beide cirkels zijn dus de



??? snijpunten van Kp met den centraal van den bundel,die het net waartoe de schaar behoort, en het parabo-lische net met het vaste punt Xp met elkaar gemeenhebben. Is het net, waartoe die schaar behoort, gegeven doorzijn orthogonaal-, punt- of diametraalcirkel, dan is(hoofdstuk X), die centraal dadelijk te bepalen. Raakt die centraal aan Kp dan vallen de beide cirkelsdoor Xp samen en is Xp een punt van de omhullings-figuur van de cirkels van de schaar. Omgekeerd is nu, weer aan de hand van de ruimte-voorstelling, uit de raaklijnen aan Kp en den orthogo-naal-, punt-, of diametraalcirkel van het net, waartoede schaar behoort, die omhullingsfiguur te construeerenen zijn de eigenschappen van die figuur te vinden. Alvorens daartoe over te gaan, verdient het aanbe-veling, om eerst langs analytischen weg iets van dieomhullingsfiguur te weten te komen. Is Ti A P2 A2 Ta = 0 weer de vergelijking vandie schaar, dan is de vergelijking van de omhullings-figuur: 4 Tt r3 - r22 = 0 De omhullingsfiguur is een

kromme van den vierdengraad. De bovenstaande vergelijking is ook te brengen totden vorm: ai (x2 y2)2 a2 (x2 y2) a3 = 0.Hierbij is: ai = const. a2 = bi x b2 y -f ba a3 = ci x2 c2 xy c3 y2 c4 x es y c6 De b\'s en de c\'s zijn constanten. Hieruit yolgt, dat de omhullingsfiguur van een kwa-dratische cirkelschaar ook te beschouwen is als de pro-jectie op het vlak X 0 Y van de doorsnijdingskrommevan Po en een kwadratisch oppervlak. Om nu op de boven reeds aangestipte wijze de om-



??? hullingsfiguur te construeeren zal, om de gedachte tebepalen, worden uitgegaan van een kwadratische cirkel-schaar van de le soort en zal voor Kp worden gekozeneen ellips. Een punt Xp van de omhullingskromme is hierdoorgekenmerkt, dat het raakvlak aan P0 in zijn beeldpunt Xhet beeldvlak van het net van de schaar snijdt volgenseen raaklijn aan de-beeldkromme K van de schaar. De punten X worden dus paarsgewijze gevonden alsde raakpunten van de beide raakvlakken aan Po doorelk van de raaklijnen t van die beeldkromme K. De beide punten X, behoorende bij een gegeven raak-lijn t, zijn dus de snijpunten van P0 met de aan t t. o.van P0 toegevoegde poollijn. De raaklijnen t liggen in een plat vlak, het beeldvlakvan het net van de schaar; de toegevoegde poollijnengaan dus door een punt, het beeldpunt C van denorthogonaalcirkel van het net. In verband met de boven afgeleide vergelijking vande omhullingskromme, is nu dadelijk in te zien, datdie poollijnen een kwadratischen kegel vormen. Ook onafhankelijk van die

vergelijking is dit aan tetoonen. Do poollijnen der raaklijnen van K t. o. vanPo gaan allen door de pool van het vlak van K, hetpunt G. Door elk punt Y van het vlak van K gaan tweeraaklijnen aan K. De poollijnen van die beide raaklijnenliggen in het poolvlak van Y en gaan door het punt C.Elk plat vlak door het punt G bevat twee poollijnenvan raaklijnen aan K. De poollijnenkegel is kwadratisch. Hieruit volgt: De omhullingskromme van de cirkelsvan een stelsel met index 2 is de projectie op het vlakX 0 Y van de doorsnijdingskromme van P0 met eenkegel, waarvan de beschrijvende lijnen de t. o. van Potoegevoegde poollijnen zijn van de raaklijnen van debeeldkromme van het stelsel. Een raaklijn t aan K en de toegevoegde poollijn p /



??? worden op het vlak X 0 Y geprojecteerd in twee lood-recht snijdende rechten (hoofdstuk VII). Die rechten zijn de raaklijn tp aan Iip en de rechtepp door het middelpunt Cp van den orthogonaalcirkelvan het net, waartoe de schaar behoort. De rechte pp is de centraal van den door p afgebeeldenbundel. De orthogonaalcirkel van het net behoort totdien bundel, de rechte t" is de machtlijn. De puntcirkels van den aldus gegeven bundel zijn nuin het vlak XOY op eenvoudige wiize te construeeren. Die puntcirkels zijn dan een puntenpaar van de om-hullingskromme C4 van de schaar. De punten van C4 zijn in involutorische paren terangschikken, die symmetrisch liggen t. 0. van de raak-lijnen aan Kp. Â§ 3. Op ongezochte wijze verschijnt bij de constructievan die G4 nog een andere kromme, de kromme V4 vande voetpunten van de loodlijnen uit het middelpunt vanT op de raaklijnen van Kp neergelaten. De punten van diekromme liggen elk in het midden van de beide puntenvan een involutorisch puntenpaar.

Elk punt van diekromme is de projectie van het midden van een be-schrijvende rechte van den kegel van de poollijnen, alskoorde van Po beschouwd. Op vrij eenvoudige wijze is aan te toonen, dat demiddens van alle koorden van Po, die door eenzelfdepunt gaan, weer een omwentelingsparabolo??de vormen,waarvan de as evenwijdig is aan de as van P0. Die voetpuntenkromme is dus de projectie van dedoorsnijding van een omwentelingsparabolo??de en eenkwadratischen kegel. Die voetpuntenkromme is dus een 4Â° graadskrommegeheel van dezelfde soort als de kromme C4. Â§ 4. De kegel van de poollijnen en P0 bepalen eenbundel kwadratische oppervlakken, waarvan de basis-



??? kromme op het vlak XOY in de kromme C4 wordtgeprojecteerd. In dien bundel zijn behalve den kegel van de pool-lijnen nog drie kwadratische kegels. De toppen van devier kegels uit den bundel zijn de hoekpunten van eenpooltetraeder van Po. De poollijnen van de beschrijvende rechten van elkvan die vier kegels omhullen vier kegelsneden, elk ge-legen in een zijvlak van dien pooltetraeder. De vier kegelsneden zijn de beeldkrommen van viercirkelscharen, die omhuld worden door dezelfde kromme C4. De toppen van de vier kegels worden op het vlakXOY geprojecteerd in de orthocentrische groep van depunten Cp. Door die vier punten Gp zijn, zie hoofdstuk VIII, devier orthogonaalcirkels bepaald van de vier netten, waartoedie cirkelscharen behooren. De vier orthogonaalcirkels liggen dus drie aan driemet een van de vier cirkelscharen in hetzelfde net. Â§ 5. Omgekeerd zijn nu verschillende eigenschappenopgespoord voor de algebraische kromme, gegeven doorde vergelijking: ai (x2 y2)2 a2 (x2 y2) a, = 0,waarbij ai = const., a2 = bi

x -f- b2 y -f b3, a3 = Ci x2 -f--f c2 xy -f c3 y2 -j- c4 x -f c5 y cÂ? en waarbij de b\'sen de c\'s constanten zijn. Voor die kromme C4 geldt dus: De punten ervan zijn op vier manieren in involutorischeparen te rangschikken. De verbindingsrechten van de puntenparen uit een-zelfde involutie snijden elkaar in een punt Cp. Die vier punten G" vormen een orthocentrische groep. De middelloodlijnen van de verbindingsrechten vande puntenparen uit eenzelfde involutie omhullen eenkegelsnede Kp. De loodlijnen opgericht op G4 in elk van de beide



??? punten van een paar uit dezelfde involutie, snijden elkaarop de middelloodlijn van de verbindingsrechte van diebeide punten. Hierin ligt tevens opgesloten, dat de beide loodlijnenelkaar snijden in het middelpunt van den cirkel, diein die beide punten C4 raakt. Het middelpunt van den cirkel is een punt van Kp. De kromme C4 omhult vier kwadratische cirkelscharen. De vier kegelsneden Kp zijn de meetkundige plaatsen.van de middelpunten van de cirkels van elk van devier scharen. De vier netten van cirkels, waartoe die vier cirkel-scharen behooren hebben de punten van de orthocen-trische groep Cp tot middelpunten van hun orthogonaal-cirkels. De vier orthogonaalcirkels snijden elkaar twee aantwee orthogonaal en zijn dus volkomen bepaald doorhun middelpunten (hoofdstuk VIII). Een van de vier orthogonaalcirkels is altijd imaginair,een van de cirkelscharen is dus van de 4e soort, deandere drie behooren tot de eerste, tweede of derde soort. Â§ 5. De verschillen tusschen de kwadratische cirkel-

scharen van de verschillende soorten en hun bijzondereeigenschappen komen het best uit bij de constructie vanhun omhullingskrommen. De kwadratische cirkelschaar van de le soort heeftzoowel in het geval, dat Kp een ellips is, als in het geval,dat Kp een hyperbool is, een omhullingskromme, dieuit twee gesloten takken bestaat. Voor het geval, datKp een hyperbool is raken die beide takken aan elk vande beide loodlijnen uit het middelpunt van den ortho-gonaalcirkel op de asymptoten van de hyperbool neer-gelaten. Is bij de kwadratische cirkelschaar van de 2e soortKp een ellips, die den orthogonaalcirkel in twee puntensnijdt, dan snijdt de omhullingskromme. den orthogonaal-



??? cirkel orthogonaal in de beide raakpunten van de ge-meenschappelijke raaklijnen van ellips en orthogonaal-cirkel. De kwadratische cirkelschaar van de 3e soort bestaatalleen uit imaginaire cirkels. Bij de kwadratische cirkelschaar van de 4Â° soort bezitde omhullingskromme een ge??soleerd punt, het vastepunt van het parabolische net. Een zeer bijzonder geval van een dergelijke cirkel-schaar wordt verkregen, wanneer men voor Kp een ellipskiest en voor het vaste\' punt een van de brandpuntenvan die ellips. De omhullingsfiguur gaat dan over ineen cirkel, die het andere brandpunt tot middelpunt ende lange as tot straal heeft. Het eerste brandpunt isweer voor die omhullingsfiguur het geisoleerde punt. Voor de kwadratische cirkelschaar van de 5Â° soortbestaat in het geval, dat Kp een ellips is en het middel-punt van den diametraalcirkel buiten die ellips is ge-legen de omhullingskromme uit twee gesloten takken. HOOFDSTUK XVII. De cirkels, die aan twee gegeven cirkels raken. Â§ 1. Twee cirkels met vergelijkingen Ai = ?? enA2 =

0 zijn te beschouwen als een algebraische krommevan den 4en graad, die tot vergelijking heeft: -Ai A2 = 0 De algebraische kromme is, wat dadelijk blijkt bijuitwerken van het linkerlid van de bovenstaande verge-lijking een bijzonder geval van de kromme C4 uit hetvorige hoofdstuk. Hieruit volgt dadelijk, dat die beide cirkels door decirkels van een viertal kwadratische cirkelscharen wordenaangeraakt.



??? Die kwadratische cirkelscharen worden afgebeeld doorkwadratische krommen, gelegen in de vier zijvlakken vaneen pooltetraeder, die tot hoekpunten heeft de toppenvan vier kegels uit een bundel kwadratische oppervlakken. De basiskromme van dien bundel is de kromme opPo, die op het vlak X 0 Y in de beide cirkels Ai en A2wordt geprojecteerd; de basiskromme bestaat dus uittwee ellipsen Ei en E2. Hieruit volgt dadelijk, dat er van de vier kegels uitden bundel maar twee eigenlijke kegels overblijven, wantdat het vlakkenpaar, dat de ellipsen Ei en E2 bevat,tweemaal als een ontaarde kegel uit den bundel moetworden beschouwd. Twee van de vier kegeltoppen en bijgevolg ook tweevan de cirkelscharen zijn onbepaald. De beide toppen van de eigenlijke kegels zijn nu,zie hoofdstuk XIV, de beide punten Ci en C2, die metPo de beide inversies bepalen, waarin de cirkels Ai enA2 aan elkaar zijn toegevoegd. Het resultaat is dus: De cirkels, die aan twee gegeven cirkels raken, vormentwee

kwadratische cirkelscharen. Elk van de beide gelijkvormigheidsnetten van die tweegegeven cirkels bevat een van de beide cirkelscharen. De middelpunten van de cirkels, die aan twee gegevencirkels raken, liggen op twee kegelsneden. Â§ 2. De cirkels, die aan twee gegeven cirkels Aien A2 raken, Av??rden afgebeeld door de punten van desnijkromme van de beide raakkegels aan Po, die tot toppenhebben de beeldpunten Li en L2 van die beide cirkels. Uit hetgeen boven is gevonden, volgt nu, dat diesnijkromme bestaat uit twee kegelsneden. Ook onafhankelijk daarvan is dit aan te toonen. Elk vlak door de rechte Li L2 snijdt Po en de beideraakkegels aan Po volgens een ellips en twee paar raak-lijnen aan die ellips.



??? Die twee paar raaklijnen vormen een volledige vier-zijde, waarvan de hoekpunten zijn de punten Li en L2en vier punten A, B, C en D. Die punten A, B, G en D zijn nu vier punten vande snijkromme. De drie nevenzijden van die volledige vierzijde snijdenelkaar in twee punten Q en R, op de rechte Li LÂ? ge-legen, en in een punt P. Voor een om een kegelsnede beschreven volledigevierzijde geldt de eigenschap, dat het snijpunt van tweenevenzijden pool is voor de derde. Het punt P is dus de\'pool voor de rechte Li L2 enbijgevolg een punt van de aan Li L2 t. o. van Po toe-gevoegde poollijn. Elk vlak door Li L2 bepaalt dus een ander punt Pop die poollijn. De punten Q en R zijn voor alle vlakken door Li L2dezelfde. Immers zij worden door de punten Li en L2 harmo-nisch gescheiden en beelden bovendien twee elkaarorthogonaal snijdende cirkels van een cirkelbundel af.Die punten Q en R vormen een puntenpaar, dat tweeop de rechte Li L2 bepaalde involuties met elkaar gemeenhebben. Het puntenpaar A, B ligt in het vlak bepaald doorR

en do toegevoegde poollijn van Li LÂ?, het puntenpaarC, D in het vlak bepaald door Q en die poollijn. Die beide vlakken zijn weer de beeldvlakken van degelijkvormigheidsnetten van Ai en A.2, de punten Q enR zijn weer de beeldpunten van de orthogonaalcirkelsvan die netten. De beeldkrommen van de beide kwadratische cirkel-scharen, waarvan de cirkels aan twee gegeven cirkelsraken, zijn dus ook dadelijk te vinden door elk van debeide boven besproken raakkegeis aan Po te doorsnijdenmet de beeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten vandie beide cirkels.



??? Â§ 3. Wanneer de beide cirkels Ai en A2 elkaarsnijden, dan zullen de beide ellipsen Ei en E2, welkede punten van Ai en A2 afbeelden, elkaar snijden vol-gens twee punten Si en S2. De rechte Si S2 is depoollijn van Li L2 t. o. van P0. De beide raakvlakken door Li L2 aan P0, die P0 inde punten Si en S2 aanraken, zijn tegelijk twee ge-meenschappelijke raakvlakken aan de beide raakkegelsaan P0 met toppen Li en L2. De punten Si en S2 zijn ook de beide snijpunten vande twee kegelsneden, die de raakkegels met elkaar ge-meen hebben. Immers bepaalt men de snijkromme van die beideraakkegels door de snijpunten te bepalen van de be-schrijvende rechten van den raakkegel met top Li metden raakkegel met top L2, dan blijkt, dat die beidesnijpunten samenvallen op de rechten Li Si en Li S2in de punten Si, resp. S2. Die punten Si en S2 zijn dus dubbelpunten van dedoorsnijdingskromme van die beide raakkegels en bijge-volg de snijpunten van de beide kegelsneden. De

kegelsneden van de doorsnijdingskromme liggenin de beeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten engaan door de punten Si en S2. De beeldvlakken snijden P0 volgens twee ellipsen dooi-de punten Si en S2, die op het vlak X 0 Y worden ge-projecteerd in de orthogonaal snijdend?Š orthogonaal-cirkels Pi en P2 van de gelijkvormigheidsnetten (hoofd-stuk XIV). Raakkegels en P0 hebben in de punten Si en S2dezelfde raakvlakken. De beide kegelsneden van de snijkromme worden dusop het vlak X 0 Y geprojecteerd in twee kegelsneden,die elk een van de beide orthogonaalcirkels aanrakenin de beide punten, die de orthogonaalcirkels met elkaargemeen hebben. De beide kegelsneden snijden elkaar tweemaal loodrecht.



??? Het resultaat is dus: De meetkundige plaats van de middelpunten van decirkels, die aan twee snijdende cirkels raken, bestaat uittwee kwadratische krommen, die elkaar loodrecht snijdenin de beide snijpunten van die twee cirkels en die indiezelfde punten raken aan de orthogonaalcirkels vande gelijkvormigheidsnetten van die cirkels. Â§ 4. Wanneer de beide cirkels Ai en A2 elkaarraken, dan raakt de rechte Li L2 aan P0 in een punt S. Het beeldvlak van een van de beide gelijkvormig-heidsnetten is het raakvlak aan P0 in het punt S. Dat beeldvlak raakt elk van de raakkegels aan l omet loppen Li en L2 volgens de rechte Li L2, de ver-bindingslijn van die toppen. Een van de beide kegelsneden van de doorsnijdings-lcromme bestaat dus uit de dubbelgetelde rechte Li L2. Die rechte Li L2 wordt op hel vlak X 0 Y geprojec-teerd in de rechte Lip L2P, de verbindingslijn van demiddelpunten van de cirkels Ai en A2. Het resultaat is dus: De meetkundige plaats van de middelpunten van decirkels, die aan

twee elkaar rakende cirkels raken, be-staat uit een kwadratische kromme, die die cirkels inhun gemeenschappelijk raakpunt aanraakt en uit dedubbel te tellen verbindingsrechle van de middelpuntenvan die cirkels. Â§ 5. Wanneer de beide cirkels Ai en A2 elkaar nietsnijden, dan zijn de beide punten Si en S2 imaginairgeworden. De beide kwadratische krommen, die demeetkundige plaats vormen van de middelpunten vande cirkels, die aan die beide cirkels raken, snijden elkaarloodrecht in twee imaginaire punten.



??? HOOFDSTUK XVIII. De cirkels, die tAvee gegeven cirkels onder eenzelfdengegeven hoek snijden. Â§ 1. De cirkels, die twee gegeven cirkels Ax en A2onder denzelfden hoek a, snijden, worden afgebeeld doorcle snijkromme van twee eenbladige aan P0 rakendehyperbolo??den. Die beide hyperbolo??den raken P0 aanvolgens ellipsen Ei en E2, waarvan de punten de beeld-punten zijn van de punten van Ai en A2 (hoofdstuk XIII). Die snijkromme bestaat weer uit twee kegelsneden.Immers die snijkromme is ook dadelijk te vinden doorelk van de beide raakhyperb??lo??den te snijden met debeeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten van decirkels Ai en A2. De cirkels, die twee gegeven cirkels onder eenzelfden gegeven hoek snijden, vormen twee cirkelscharen. i Â§ 2. De verschillende eenbladige raakhyperbolo??denaan P0, waarvan bij elk de punten ervan de cirkels af-beelden, die Ai onder denzelfden hoek snijden vormenmet P0 en den raakkegel aan Pn, die het punt Li,

hetbeeldpunt van Ai, tot top heeft, een bundel kwadratischeoppervlakken. Doorsnijdt men de oppervlakken van dien bundel metde beeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten van decirkels Ai en A2, clan vormen de snijkrommen in elkvan die beeldvlakken een kegelsnedenbundel. Die beide kegelsnedenbundels worden op het vlakX 0 Y weer in twee kegelsnedenbundels geprojecteerd. Elk van die beide kegelsnedenbundels is bepaald dooi-den orthogonaalcirkel van een- gelijkvormigheidsnet ende kegelsnede van de middelpunten van de cirkels uithet andere net, die aan Ai en A2 raken. Voor twee snijdende cirkels geldt nu: De meetkundige plaats van de middelpunten van de



??? cirkels, die twee snijdende cirkels onder denzelfdenhoek a. snijden, bestaat uit twee kwadratische krommen,die elkaar loodrecht snijden in de beide snijpunten vandie twee cirkels en die in diezelfde punten raken aande orthogonaalcirkels van de gelijkvormigheidsnetten vandie cirkels. Elke hoek a bepaalt twee dergelijke kwadratischekrommen. Al die kwadratische krommen zijn te rang-schikken in twee kegelsnedenbundels. In elk van de beide kegelsnedenbundels zijn de basis-punten twee aan twee in dezelfde twee punten samen-gevallen. Elke kegelsnede van den oenen bundel snijdt allekegelsneden van den anderen bundel loodrecht in diebeide basispunten. Â§ 3. Wanneer de beide cirkels Ai en j\\2 elkaarraken, dan gaat het beeldvlak van een van de beidegelijkvormigheidsnetten over in het raakvlak aan Po inhet gemeenschappelijke punt S van de beide ellipsen,waarvan de punten de punten van Ai en A2 afbeelden. Ook de beide raakhyperboloiden die tot die beidecirkels behooren, raken

aan P0 in dat punt S. Dat beeldvlak snijdt elk van de beide raakhyper-boloiden in dezelfde twee rechten. Die twee rechten worden op het vlak X 0 Y gepro-jecteerd in twee rechten door het punt Sp, de projectievan S en het raakpunt van Ai en A2. Die beide rechten zijn symmetrisch t. o. van de rechte,die de middelpunten van Ai.en A2 verbindt. Immers die rechten zijn de rechten van de middel-punten van twee parabolische cirkelbundels, waarvoorhet punt Sp het basispunt is. Voor twee rakende cirkels geldt nu: De meetkundige plaats van de middelpunten van decirkels, die twee rakende cirkels onder denzelfden hoek ccsnijden, bestaat uit een kwadratische kromme, die aan



??? die cirkels in hun gemeenschappelijk raakpunt raakt enuit twee rechten door dat raakpunt, die symmetrischliggen t. o. van de rechte, die de middelpunten van debeide cirkels verbindt. Elke hoek x bepaalt een kwadratische kromme entwee dergelijke rechten. De kwadratische krommen bepalen een kegelsneden-bundel, waarvan d?Š 4 basispunten in het punt S" zijnsamengevallen op de gemeenschappelijke raaklijn vande beide cirkels Ai en A2. De paren rechten bepalen een stralenbundel. Voor x=1l2 z ontaardt de kwadratische kromme inde dubbel te tellen raaklijn aan de beide cirkels in hetpunt Sp. Ook het rechtenpaar gaat in de dubbel tetellen raaklijn over. De machtlijn van de cirkels Ai en A2, beschouwdals de meetkundige plaats van de middelpunten van decirkels, die die cirkels onder den. hoek V2 - snijden, isvoor vier te tellen. Wanneer de cirkels Ai en A2 elkaar niet snijden ofraken, dan vormen de middelpunten van de cirkels, diedie beide cirkels onder denzelfden hoek a,

snijden, weertwee kegelsneden. De beide punten, waarin die kegel-sneden elkaar loodrecht snijden, zijn imaginair geworden. Ook hier vormen de kegelsneden voor de verschillendehoeken x weer twee kegelsnedenbundels. Â§ 4. Ontaarden de beide cirkels Ai en A2 in tweeelkaar snijdende rechten, dan worden de cirkels, die aandie beide rechten raken afgebeeld door de doorsnijdings-kromme van twee \'cylinders, die raken aan P0. Elk van die beide cylinders raakt P0 volgens eenparabool? waarvan de punten de punten -van een van van de beide rechten afbeelden.Â? De snijkromme van die beide parabolische cylinders,die gelegen is in de beide beeldvlakken van de gelijk-



??? vormigheidsnetten van die twee rechten valt dus weeruiteen in twee kegelsneden. De cirkels, die aan twee rechten raken vormen dusweer twee kwadratische cirkelscharen en zijn een stelselmet index 4. De beeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten zijntwee vlakken loodrecht op het vlak X 0 Y door hetsnijpunt van de beide rechten, die de hoeken lusschendie beide rechten middendoordeelen. Beide beeldvlakken snijden die beide parabolischecylinders volgens dezelfde twee parabolen, die op hetvlak X 0 Y in de bissectrices van de hoeken van diebeide rechten worden geprojecteerd. De meetkundige plaats van de middelpunten van decirkels, die aan twee elkaar snijdende rechten raken,bestaat uit de bissectrices van de hoeken tusschen diebeide rechten. Â§ 5. De cirkels, die twee gegeven rechlen ondereenzelfden hoek Â? snijden, worden afgebeeld door desnijkromme van twee hyperbolische parabolo??den, dieaan P0 raken. Elk van die beide parabolo??den raakt Po weer aanvolgens een

parabool, waarvan de punten de puntenvan een van de beide rechten afbeelden (hoofdstuk XIII). De snijkromme van die beide parabolo??den beslaatweer uit twee parabolen, gelegen in de beeldvlakkenvan de gelijkvormigheidsnetten. De cirkels, die twee rechten onder denzelfden hoek asnijden vormen weer twee kwadratische cirkelscharen enzijn een stelsel met index 4. De meetkundige plaats van de middelpunten van decirkels van die beide scharen bestaat weer uit de beidebissectrices van\' de hoeken tusschen die beide rechten.



??? HOOFDSTUK XIX. Het raakprobleem van Apollonius. Â§ 1. De cirkels, die de twee gegeven cirkels Ti enr2 onder gelijke hoeken snijden, worden afgebeeld doorde punten van de beeldvlakken oc en (3 van de beidegelijkvormigheidsnetten van die cirkels. Die beide vlakken d en /3 snijden elkaar volgens detoegevoegde poollijn l van de rechte, die den door Tien r2 bepaalden bundel afbeeldt. De cirkels, die drie gegeven cirkels Fi, r2 en T3 ondergelijke hoeken snijden, worden dus afgebeeld door depunten van de vier rechten, die de beeldvlakken yen eivan de beide gelijkvormigheidsnetten van F2 en F3 uitde vlakken tx. en (3 snijden. De snijlijn m van de vlakken y en c??, de toegevoegdepoollijn van de rechte, die den door T2 en T3 bepaaldenbundel afbeeldt, snijdt de snijlijn l van de vlakken Â?en /3 in een punt 0, het beeldpunt van den orlhogonaal-cirkel* van het cloor Fi, F2 en F3 bepaalde net. De cirkels, die drie gegeven cirkels onder gelijkehoeken snijden, worden dus afgebeeld door

vier rechtendoor een punt, het beeldpunt van den orthogonaalcirkelvan het door die drie cirkels bepaalde net. De cirkels, die aan die drie gegeven cirkels raken,worden dus afgebeeld cloor de acht gemeenschappelijkesnijpunten van die vier rechten met elk van de drieraakkegels , aan P0, die de beeldpunten van die cirkelslot toppen hebben. Er zijn acht cirkels, die aan driegegeven cirkels raken. De constructie van die achtcirkels bestaat dus uit het bepalen van de vier bundelsen het daarna vinden van de beide cirkels uit elk vandie bundels. Aangezien de constructie van de beide cirkels uit eengegeven bundel, die aan een gegeven cirkel raken in



??? hoofdstuk XV gegeven is, blijft hier alleen over hetbepalen van de vier bundels. Het bepalen van die vier bundels geschiedt aan dehand van de ruimte-constructie. De gemeenschappelijke bundel van twee netten heefttot machtlijn de verbindingslijn van de middelpuntenvan de orthogonaalcirkels van die netten (hoofdstuk X). De gelijkvormigheidspunten Ai en A2 van de beidecirkels en F2 zijn de middelpunten van de orthogo-naalcirkels van hun gelijkvormigheidsnetten. Evenzoo de gelijkvormigheidspunten Bi en B2 van debeide cirkels F2 en T3 voor de gelijkvormigheidsnettenvan die cirkels. De vier rechten Ai Bi, Ai B2, A2 Bi en A2 B2 zijn dusde machtlijnen van de vier gezochte bundels. Aangeziendie vier bundels elk den orthogonaalcirkel van het netbevatten, zijn zij dus geheel bepaald. De constructie van die vier bundels geschiedt dusals volgt: Bepaal den orthogonaalcirkel van de drie cirkels Ti, F2en r3. Bepaal de gelijkvormigheidspunten Ai en A2van i\\ en P2 en de gelijkvormigheidspunten Bi

en B2van r2 en F3. Trek daarna de rechten Ai Bi, Ai B2,A2 Bi en A2 B2. Elk van die vier rechten is machtlijnvan een bundel, waartoe de orthogonaalcirkel behoort.Het eigenlijke probleem is hiermee opgelost. Â§ 2. De acht cirkels, die aan drie gegeven cirkelsraken, worden, zooals bleek, afgebeeld door de snijpuntenvan vier rechten met een kwadratischen kegel. Hieruitvolgt, dat telkens twee van die cirkels tot een cirkelkunnen samenvallen of imaginair kunnen worden. Voor de hand zou nu liggen, dat van de aclil cirkels,die aan drie gegeven cirkels raken, (bijzondere standenvan die drie cirkels daargelaten), er 0, 2, 4, C of 8re??el zijn. Dit is niet het geval, zooals later zal blijken.



??? De ruimte-voorstelling levert nu weer het hulpmiddelom de realiteit van die cirkels te bestudeeren. Twee van de voornaamste gevallen zullen wordenbeschouwd. 1Â°) De drie cirkels bepalen een elliptisch net. Deorthogonaalcirkel van dat net is imaginair en wordt af-gebeeld door een punt binnen Po- De vier beeldrechtenvan de bundels snijden Po. De vier bundels zijn hyper-bolisch. De acht raakcirkels zijn alle re??el (zie hoofd-stuk XV). 2Â°) De drie cirkels bepalen een hyperbolisch net. De drie dirkels Ti, P2 en r3 met beeldpunten Ci,, resp. C2 en Cs zijn zoodanig gegeven, dat bij elk paai-de afstand van hun middelpunten grooter is dan deâ€? som van hun stralen. Vervolgens wordt T2 in het vlak X 0 Y verschoven,tot hij raakt aan Ti. De afstand tusschen de middel-punten van P2 en P3 blijft grooter dan de som van hunstralen. De beeldrechte Ci C2 raakt nu aan Po in een punt Q. Een van de beide gelijkvormigheidsnetten van decirkels Ti en T2 is nu een parabolisch net, dat

wordtafgebeeld door het raakvlak aan P0 in het punt Q. Twee van de vier bundels worden nu afgebeeld doortwee rechten in dat raakvlak ingesneden door de beeld-vlakken van de beide gelijkvormigheidsnetten van L2en L3. De raakkegel aan Po met top Ci bevat de beschrijvendelijn Gi C2 en wordt aangeraakt door het raakvlak aanP0 in het punt Q. Die beide rechten in het raakvlak snijden den raak-kegel aan P0 dus elk in twee samenvallende punten. In twee van de vier paar cirkels, die aan Pi, P2 enr3 raken, zijn de beide cirkels tot een cirkel samen-getrokken. Aangezien voor de raakcirkels geldt, dat zepaarsgewijs kunnen samenvallen of imaginair wordenen het samenvallen van de beide cirkels van een paar



??? een overgangsgeval is van twee re??ele tot twee imaginairecirkels, volgt hieruit, dat, wanneer de cirkels Px en r2,waarvoor de afstand van de middelpunten grooter wasdan de som van hun stralen, elkaar nu gaan snijden,vier van de acht raakcirkels ??f re??el ??f imaginair worden. Om nu in te zien, of bij die snijding vier cirkels re??elof imaginair worden, wordt r2 geleidelijk verplaatst,totdat hij geheel binnen den cirkel Fi is gelegen. Aan-genomen is, dat de straal van T2 kleiner is dan dievan Ti. In dezen stand zijn alle acht de raakcirkels imaginair.Verplaatst men nu den cirkel P2 weer naar zijn oudenstand terug, dan zullen onmiddellijk na het passeerenvan het punt, waarin r21\\ inwendig raakt, vier van deraakcirkels re??el en vier imaginair zijn. Bij het passeeren van het punt, waarin r2 Ti uitwendigraakt, zullen dus de vier re??ele cirkels imaginair of devier imaginaire cirkels re??el worden. In den eersten stand, waarbij de afstand tusschen demiddelpunten van elke twee van de drie cirkels

grooterwas dan de som van hun stralen zijn de raakcirkelsdus of alle acht re??el of alle acht imaginair. Dadelijk is in te zien, dat het eerste het geval is. Hieruit volgt: Voor drie cirkels, die een hyperbolisch net bepalenen elkaar niet aanraken geldt, dat van de acht cirkels,die die drie cirkels aanraken er 0, 4 of 8 imaginair zijn. Â§ 3. Voor het geval, dat van de 3 cirkels H, T2 enrÂ? de cirkel Pi tot een punt samenkrimpt, vallen degelijkvormigheidsnetten van I\\ en P2 samen tot. ?Š?Šngelijkvormigheidsnet, dat wordt afgebeeld door het raak-vlak aan P0 in het beeldpunt van Fi. De beeldvlakkenvan de gelijkvormigheidsnetten van F2 en P8 snijdendat raakvlak volgens twee rechten. Elk van die beide rechten snijdt de raakkegels aanP0, die de beeldpunten van de cirkels P2 en P3 tot



??? toppen hebben in twee punten, die tot die beide kegelsbehooren. Er zijn vier dubbel te tellen raakcirkels. Dat er vier raakcirkels zijn is ook dadelijk in te zien. De cirkels, die raken aan de cirkels r2 en F3 wordenafgebeeld door twee kwadratische krommen, de cirkels,die raken aan den puntcirkel door een plat vlak.Er zijn vier snijpunten van dat vlak met de beide kwa-dratische krommen. Gaan de cirkels en r2 in punten over, dan valt zoowelhet paar gelijkvormigheidsnetten van Fi en r3 als het paargelijkvormigheidsnetten van F2 en F3 elk tot ?Š?Šn gelijk-vormigheidsnet samen. De snijlijn van de beide raak-vlakken aan Po in de beeldpunten van de puntcirkelsvan Fi en T2 is de beeldrechte van den eenigen bundel,waarvan de cirkels Ti, F2 en F3 onder denzelfden hoeksnijden. De beide snijpunten van die rechte met denraakkegel aan Po, die het beeldpunt van F3 tol topheeft, zijn de beeldpunten van de beide cirkels, die aanFi, F2 en r3 raken. Er zijn twee, elk voor vier te tellen, raakcirkels.

Gaan de cirkels Fi, F2 en T3 alle drie in punten over,dan gaat de raakkegel, die het beeldpunt van F3 tottop heeft over in een raakvlak. Er is een, voor acht te tellen, raakcirkel, de omge-schreven cirkel van den driehoek, waarvan de puntcirkelsTi, F2 en F3 de hoekpunten zijn. De omgeschreven cirkel van een driehoek is dus tevensde orthogonaalcirkel van een hyperbolisch net, dat be-paald wordt door de als puntcirkels beschouwde hoek-punten van den driehoek. â€? * Voor het geval, dat van de drie cirkels er een oftwee in rechten ontaarden, blijft het aantal raakcirkelsacht. Alleen wanneer alle drie de cirkels in rechtenontaarden heeft men een bijzonder geval. De gelijkvormigheidsnetten van twee als cirkels be-schouwde rechten worden afgebeeld door twee vlakken,



??? vertikaal op het vlak X 0 Y, die de hoeken tusschendie beide rechten middendoordeelen. De vier boven besproken bundels worden dus afge-beeld door vier rechten loodrecht op het vlak X 0 Y. De cirkels, die aan een van die rechten raken, wordenafgebeeld door een hyperbolische parabolo??de, waarvanin hoofdstuk XIII de stand t. o. van het assenkruis isaangegeven. Elk van de vier rechten snijdt de parabolo??de in tweepunten, waarvan telkens een punt samenvalt met hetraakpunt van Po aan het oneindig verre vlak. Er zijn vier, enkel te tellen cirkels, die raken aan dedrie zijden van een driehoek. Bovendien moet de oneindig verre rechte in hel vlakXOY, opgevat als puntcirkel, als een voor vier telellen raakcirkel van dien driehoek worden beschouwd. Â§ 4. Alle andere raakproblemen, waarbij b.v. eencirkel in een punt, een ander in een rechte ontaardt,zijn nu op eenvoudige wijze, aan de hand van de ruimte-constructie op te lossen. Aan het boven behandelde probleem is nu uit denaard der

zaak het probleem verbonden van het con-slrueeren van de cirkels, die drie gegeven cirkels onderdenzelfden gegeven hoek snijden. Die cirkels behooren weer tot de vier boven gevondenbundels. De cirkels uit elk van de vier bundels, dieeen van de drie gegeven cirkels en dus ook alle drie,onder denzelfden gegeven hoek snijden, zijn op de inhoofdstuk XV aangegeven wijze te construeeren.



??? HOOFDSTUK XX. De cirkels, Â?liÂŠ een gegeven cirkel Ai onder eengegeven hoek xt en een gegeven cirkel A2onder een gegeven lioek x2 snijden. De cirkels, die een gegeven cirkel Ai onder een ge-geven hoek cci en een anderen gegeven cirkel A2 ondereen gegeven hoek snijden, worden afgebeeld dooi-de punten van de doorsnede van twee eenbladige hyper-bolo??den Hi en H2, die Po aanraken.- De doorsnede van die beide raakhyperbolo??den, een4e graadskromme, valt weer uiteen in twee vlakkekrommen. Het bewijs van deze stelling geeft tevens de ori??ntatievan de beide vlakken, waarin die krommen zijn gelegen. Bewijs: Ai en A2 zijn twee snijdende cirkels met stralen nen r2, middelpunten Mi en M2, beeldpunten Li en L2. Zijn Ei en E2 de ellipsen, waarvan de punten depunten van Ai en A2 afbeelden, dan zijn de snijpuntenSi en S2 van die beide ellipsen de beelden van desnijpunten Sip en S2P van Ai en A2. De heide hyperbolo??den Hi en II2 raken Po aan vol-gens de ellipsen Ei

resp. E2. De doorsnede van Hi en H2 wordt nu gevonden doorvan de rechten van b.v. Hi de snijpunten met H2 tebepalen. In het raakvlak aan Po in het punt Si liggen zooweltwee rechten van Hi als twee rechten van II2. Allevier die rechten gaan door het puntSi. Hetzelfde geldtvoor het punt S2. De punten Si en S2 zijn dubbel-punten van de doorsnijdingskromme van Hi en PI2. Hi, resp. H2, snijdt het oneindig verre vlak volgenseen kwadratische kromme, waarvan de punten de rechtenafbeelden uit het vlak X 0 Y, die den cirkel met middel-



??? punt Mi resp. M2 en straal ri cos <xi resp. r2 cos aan-raken. Die beide kwadratische krommen snijden elkaar invier punten, die de vier gemeenschappelijke raaklijnenvan de beide cirkels met middelpunten Mi en M2 enstralen i\'i cos Â?1 en r2 cos Â?2 afbeelden. Zijn L3 en L4 de beeldpunten van die beide cirkelsA3 en A4, daiv zijn die vier punten ook de vier snij-punten van de beide kwadratische krommen, die debeide raakkegels aan Po met toppen L3 en L4 met hetoneindig verre vlak. gemeen hebben. Die beide raakkegels met toppen L3 en L4 raken Poaan volgens ellipsen Fi en F2. Het vlak van de ellips Fi is evenwijdig met dat vanEi, het vlak van F2 met dat van E2. Immers uit hoofdstuk III is dadelijk af te leiden, datelk vlak, waarin de beelden der punten van een cirkelzijn gelegen, evenwijdig loopt aan het raakvlak aan Poin het beeldpunt van het middelpunt van den cirkel. Daar Ai en A3 hetzelfde middelpunt hebben, volgthieruit, dat het vlak van Fi evenwijdig is met datvan Ei. Evenzoo is het

vlak van F2 evenwijdig met dat van E2. De rechte Si S2 is evenwijdig aan de snijlijn p vande vlakken door Fi en F2. De vier punten in het oneindig verre vlak liggen intwee vlakken door de rechte p. Immers die vier punten behooren tot de doorsnedevan twee raakkegels aan Po, die, zooals in hoofdstuk XVIIis gebleken, uiteenvalt in twee kegelsneden gelegen intwee vlakken, die elkaar snijden volgens de poollijn vande rechte, die de toppen van die beide kegels verbindt. Uit het feit, dat Si S2 evenwijdig is aan p, volgt, datde vier snijpunten van Hf en II2 in het oneindig verrevlak gelegen, zijn onder te brengen in twee platte vlakkendoor Si S2. Die beide platte vlakken door Si S2 loopen dus even-



??? wijdig aan de beeldvlakken van de gelijkvormigheids-netten van de cirkels A3 en A4. De 4Â° graadskromme, gemeenschappelijk aan de raak-hyperbolo??den, raakt aan elk van die beide platte vlakkenin de punten Si en S2 en snijdt elk van die beide vlakkenin twee punten in het oneindig verre vlak gelegen. De 4Â° graadskromme ontaardt dus in twee takken,elk in een plat vlak gelegen. Daar die 4e graadskromme ook gelegen is op elk vande beide raakhyperbolo??den, volgt daaruit, dat die krommebestaat uit twee kwadratische krommen. De vlakken van die beide kwadratische krommen gaandoor de rechte Si S2, de poollijn van de rechte, dieden door Ai en A2 bepaalden bundel afbeeldt. Vatmen die vlakken als beeldvlakken van netten op, danbehooren dus de orthogonaalcirkels van die netten totden door Ai en A_2 bepaalden bundel. Uit hoofdstuk III is ook weer op eenvoudige wijzeaf te leiden, dat netten, door evenwijdige vlakken afge-beeld, orthogonaalcirkels hebben,die tot een

concentrischenbundel behooren. Immers het raakvlak, in het beeld-punt van het middelpunt van den orthogonaalcirkel vaneen net aan Po aangebracht, loopt evenwijdig met hetbeeldvlak van het net. Voor een bundel van nettenmet evenwijdige beeldvlakken is er slechts ?Š?Šn raakvlakaan P0, dat aan die voorwaarde voldoet, dus ook slechts?Š?Šn middelpunt voor de orthogonaalcirkels van die netten. De beide vlakken door Si S2, als beeldvlakken vannetten beschouwd, hebben dus tot middelpunten .vanhun orthogonaalcirkels dezelfde punten als de beidevlakken door p. Die beide vlakken door p zijn de beeldvlakken vande gelijkvormigheidsnetten der cirkels A3 en A4; diepunten zijn dus de gelijkvormigheidspunten van A3 en A4. Wanneer de cirkels Ai en A2 elkaar niet snijden,dan worden de snijpunten Si en S2 van de ellipsen Eien E2 imaginaire punten van de rechte volgens welke



??? dp vlakken, waarin die ellipsen zijn gelegen, elkaarsnijden. Het boven gegeven bewijs blijft ook in dit geval vankracht. Het resultaat is dus: De cirkels, die een gegeven cirkel Ai met straal rionder een hoek x\\ en een gegeven cirkel A2 met straalr2 onder een hoek x2 snijden, vormen twee kwadratischecirkelscharen. De orthogonaalcirkels van de netten, waartoe die beidescharen behooren, zijn cirkels van den cirkelbundel be-paald door Ai en A2. De middelpunten van die beide orthogonaalcirkels zijnde gelijkvormigheidspunten van twee cirkels A3 en A4.As is concentrisch met Ai en heeft tot straal ri cos xi,Ai is concentrisch met A2 en heeft tot straal r2 cos x2. De beeldkrommen van de beide kwadratische cirkel-scharen vormen de doorsnijdingskromme van twee een-bladige raakhyperbolo??den x\\ en x2 aan P0, behoorendebij de cirkels Ai en Aa. De vlakken van de beide beeldkrommen snijden elkaarvolgens de toegevoegde poollijn van de rechte, die dendoor Ai en A2 bepaalden cirkelbundel

afbeeldt. HOOFDSTUK XXI. liet probleem van Steiner. De cirkels, die drie gegeven cirkels Fi, T2 en Fsrespectievelijk onder de hoeken Â?i, a2 en x3 snijden,worden afgebeeld door de snijpunten van de beide beeld-krommen van de kwadratische cirkelscharen, waarvande cirkels Fi onder den hoek x\\ en F2 onder den hoeka2 snijden, met de raakhyperbolo??de x3 behoorende bij IVEr zijn acht cirkels, die drie cirkels onder die hoekensnijden.



??? Zijn <n en <r2 de beide vlakken, waarin de beeldkrommenzijn gelegen van de kwadratische cirkelscharen, waarvande cirkels de cirkels Ti en T2 respectievelijk onder hoekenx\\ en x2 snijden en cr2 en 0-3 die beide vlakken voorde cirkels T2 en F3 â€? met de hoeken x2 en x3, dansnijden die vier vlakken elkaar volgens vier rechtendoor een punt. Die vier rechten zijn de beeldrechten van vier bundels,die elk twee van de acht bovengenoemde cirkels bevatten;dat punt is, wat dadelijk uit hoofdstuk XX volgt, hetbeeldpunt van den orthogonaalcirkel van het net bepaalddoor Ti, r2 en Fs. Elk van de vier bundels is te bepalen als de gemeen-schappelijke bundel van twee netten, waarvan de middel-punten van de orthogonaalcirkels zijn gegeven. De machtlijnen van die vier bundels zijn dus bekend. Alle vier de bundels bevatten den orthogonaalcirkelvan het net. Die vier bundels zijn dus geheel bepaald. In elk van de vier bundels zijn nu op de in hoofd-stuk XV aangegeven wijze de beide cirkels te

construeeren,die aan de boven gestelde voorwaarde voldoen. De constructie van de vier bundels in het vlak X 0 Ygeschiedt nu als volgt: Ti, r2 en r3 zijn gegeven met hun respectieve middel-punten Mi, M2 en M3 en hun respectieve stralen n,r2 en r3. Construeer den orthogonaalcirkel II van die drie cirkels. Construeer drie cirkels IY, lY en 1Y met middel-punten respectievelijk Mi, M2 en M3 en stralen ri cos xi,r2 cos a2 en r3 cos x3. Bepaal de gelijkvormigheidspunten Ai en A2 van lYen IY en de gelijkvormigheidspunten B2 en B3 van lYen IY. De vier bundels zijn nu bepaald door hun gemeen-schappelijken cirkel ft en hun machtlijnen Ai B2, Ai B3,A2 B2 en A2 B3. Het probleem is hiermee opgelost.



??? HOOFDSTUK XXII. De kwadratische cirkelcongruentie. Â§ 1. Een kwadratische cirkelcongruentie voldoet aanden eisch, dat door elke twee punten van het vlak X 0 Ytwee cirkels moeten gaan, die tot die congruentie be-hooren. Elke cirkelbundel heeft dus met de kwadratischecirkelcongruentie twee cirkels gemeen. Elke cirkelbundel wordt afgebeeld door een rechte. Elke kwadratische cirkelcongruentie moet dus wordenafgebeeld door een kwadratisch oppervlak. Een kwadratische cirkelcongruentie is dus bepaalddoor negen cirkels. Analytisch is die congruentie op vrij eenvoudige wijzevoor te stellen. In de vergelijking van die congruentie moeten tweeparameters A en p voorkomen. De vergelijking van die congruentie moet zoodanigzijn, dat daaruit bij substitie van de co??rdinaten vantwee willekeurige punten uit het vlak X 0 Y twee ver-gelijkingen in die parameters A en ontstaan, die tweestel oplossingen voor die parameters bepalen. De twee vergelijkingen in A en //, die na die

substitutieontstaan,\' hebben denzelfden vorm en kunnen alleen vanden tweeden graad zijn. Gebonden door de voorwaarde van slechts twee op-lossingen, kunnen de beide vergelijkingen, die na diesubstitutie ontstaan, alleen den vorm hebben, zooals isaangegeven in de hiernavolgende drie gevallen: 10) Ai A^I-Bi A C1(* -f-Di=0A2 A (a -f- B2 A C2 p D2 = 0 2Â°) A3 A2 Bs A p C3 A -f D3 â€” 0A* A2 B4 A fjt C4 A ?œ4 = 0 3Â°) As A2 -I- B5 A -1- C5 /x D5 = 0AÂ? A2 -f Bc A C?? f* D?? = 0



??? Beschouwt men in het stel vergelijkingen onder 2Â°)A (A als een parameter, dan blijkt dat dat stel van den-zelfden vorm is als het stel vergelijkingen onder 3Â°). De kwadratische cirkelcongruentie zal dus ten slottezijn voor te stellen door twee verschillende vergelijkingen,die blijkbaar twee hoofdgroepen van die congruentievertegenwoordigen. Een cirkelcongruentie van de eerste hoofdgroep heefttot vergelijking: (ai A a2 ^ a3 A ft a4) (X2 Y2) - 2 (bi A b2 fA b3 A (Jt b4) X â€”{12 (ci 4 A c2 4- ft Cs 4 A fi, c4) Y di 4" A d2 4~ ft d3 A [j, d4 = 0 of Fi a r2 (jt r3 4- a (j, r4 = o Zijn xi|yi|zi,. x21 y21 z2, x31 y31 z3, x41 y4 | z4, deco??rdinaten van de beeldpunten van de cirkels Ti, resp.r2, r3, r4 dan zijn weer op dezelfde wijze als in hoofd-stuk I voor de co??rdinaten van het beeldpunt van eenwillekeurigen cirkel uit die congruentie de navolgendebetrekkingen te vinden: ^ _ ai xi 4~ A a2 x2 4~ ft a3 x3 4ft a4 x4ai 4" ^ a2 4~ ft a3 4~ a ^ a4_ ai yi a a2 y2 4- ^ a3 y3 4- ^ ^ a^ y4^ ai 4" * a2 4" ft -f- A p a4 _ai zi 4~ ^ a2 z2

4" ft a3 z3 A p a4 z4 ai 4~ ^ a2 4" ft as 4" A ft a4 Yoor A = 0 worden deze betrekkingen: t _ ai xi 4~ ft a3 x3 = ai yt ft a3 y3ai 4" ft a3 \' ^ ai -1- ft a3 \'ai zi ft a3 z3ai 4" ft a3 Voor A = co worden deze betrekkingen: __a2 x2 4- ft a4 x4 _a2 y2 -f p a4 y4 a2 4" ft a4 \' ^ a2 ft a4 \' aÂ? z2 4~ ft a4 z4 2 = - â€”--- a2 ft a4



??? Voor fx = 0 en //. = cc zijn dergelijke betrekkingenop te schrijven. Zijn Ci, C2, C3 en C* de beeldpunten van Ti, resp. F2, r3en Ti, dan drukken die vier laatste drietallen betrekkingenuit, dat op het kwadratisch oppervlak, waarvan de puntende cirkels van de kwadratische congruentie afbeelden,gelegen zijn de rechten Ci C3, C2 CU, Ci C2 en C3 C4. Zijn Ci, C2, C3 en C4 re??ele punten, dan wordt dezecongruentie dus afgebeeld door een eenbladige hyper-bolo??de of een hyperbolische parabolo??de. De vergelijking van dat regelvlak wordt verkregen door uit de drie vergelijkingen van zijn punten de para- A a2 [j, a3 ... nieters â€” en -- te ehmineeren. ai ai De vergelijking van dat regelvlak is van den vorm: j,, â€”. q a2 a3 Hierin stellen cp2 â€” 0 en \\p2 = 0 kwadratische opper-vlakken voor. De co??ffici??nten van x, y en z in diebeide vergelijkingen zijn opgebouwd uit de co??rdinatenvan de beeldpunten van de vier cirkels Fi, r2, F3 en IY Dat regelvlak is geheel bepaald door de vier cirkels a 1 T. ai a4

en de verhouding â€”â€”. a2 a3 De verhouding heeft eigenlijk niets met de vier cirkelste maken. Vier cirkels door de parameters A en (j. verbondenin de betrekking Fi -f- A F2 (x f3 A ^ r4 = 0, bepalen,wanneer de co??ffici??nten van X2 -f- Y2 in hun vergelijkingenwillekeurig zijn een enkelvoudig oneindig aantal kwadra-tische cirkelcongruenties. Â§ 2. Zijn de punten Ci en C4 of de punten C2 enC3 imaginaire punten, dan worden de vier rechten, dieelk een re??el met een imaginair punt verbinden, imaginair. Bij de beide boven behandelde regelvlakken waren



??? Gi C3 en Gi C2 de beide rechten, volgens welke hetraakvlak in Ci dat oppervlak sneed. Zijn nu C3 en C2 imaginaire punten, dan zal bij hetkwadratische oppervlak, voorgesteld door de drie verge-lijkingen met parameters a en /x, h?Št raakvlak in hetpunt Ci dat oppervlak snijden volgens twee imaginairerechten. Hetzelfde geldt voor het raakvlak in het punt C4.Zoowel voor het geval, dat en F4 als voor het geval,dat r2 en F 3 imaginaire beeldpunten hebben zal dekwadratische cirkel congruentie met vergelijking:Fi 4~ A r2 fjt, r8 A [j, r4 = O worden afgebeeld dooreen kwadratisch oppervlak, dat door raakvlakken intwee van zijn punten wordt gesneden volgens twee totdat oppervlak behoorende imaginaire rechten. In die gevallen wordt dus de kwadratische cirkel-congruentie afgebeeld door een ellipso??de, een tweebladigehyperbolo??de of een elliptische parabolo??de. Â§ 3. Een cirkelcongruentie van de tweede hoofdgroepheeft tot vergelijking: (ai A a2 A a3 A2 a4) (X2 Y2) - â€” 2 (bi A b2 A f/, b3 A2 bi)

X â€” 2 (ci A c2 A p C3 A2 c4) Y dl A d2 A fi da. A2 d4 = 0 of i\'i 4- a r2 4- a (jt r3 a2 r4 = o Voor de co??rdinaten van het beeldpunt van een wille-keurigen cirkel uit de congruentie geldt, na vervangingvan A {/, door den parameter v. _ai xi -f~ A a2 x2 y a3 X3 -f- a4 x4 ai A a2 4" v a3 4 A2 a4 _ai yi 4- A a2 y2 4 v a3 y3 4~ y* y ai 4 A a2 4 v a3 4 A2 a4 _ai zi 4 A a2 z2 4 y a3 z3 4 A2 a4 z4 ai 4 A a2 4" y a3 A2 a4



??? Voor v = 0 worden deze betrekkingen: ai xi 4~ A a2 x2 4~ A2 a4 X4ai 4- A a2 A2 a4 \' _ ai yi 4- A a2 y2 4- A2 a4 y4y ai 4- A a2 4- A2 a4 \' _ai Zi 4~ A a2 z2 4~ A2 a4 z4 ai 4" A a2 4- A2 a4 De laatste drie vergelijkingen stellen een kegelsnedevoor, de beeldkromme van een stelsel met index 2(hoofdstuk XVI). Die kegelsnede is geheel bepaald door de cirkels Fi, a22 r2 en r4 en de verhouding -. ai a4 Iedere waarde van A bepaalt een punt van de kegel-snede. Zijn voor een gegeven waarde van A â€” Ai deco??rdinaten van een dergelijk punt fx \\ vu | dan geldt,dat voor A = Ai t _j____V ___ _ ai 4- Ai a2 4~ Ai2ai Xb j , v as ai 4" Ai a2 -f Ai2a4 i v as__ 111 ^ ai 4- At as 4- A,2 a4 Y3y =---- 1 4-___ ai 4- Ai a2 4" Ai2 a4 Y i ____j^a3___ z = ^ a, Ai a7 A,2a4Z3\' 14- ai 4- Ai a2 4" Ai2 a4 De drie laatste vergelijkingen zijn de vergelijkingenvan een rechte, die het beeldpunt van F3 verbindt methet punt li | m | Â?i van de kegelsnede.Hieruit volgt: De drie vergelijkingen voor de co??rdinaten van het



??? beeldpunt van een willekeurigen cirkel uit de congruentie,gegeven doorde\'vergelijking: ri a r2 a (z r3 -f a2 r4 = o, stellen voor een kwadratischen kegel met het beeldpuntvan den cirkel r3 tot top. Die kegel is geheel bepaald door de beeldpunten van a22 de vier cirkels en de verhouding -. ai ai Â§ 4. Ontaardt de cirkel P3 in een rechte, dan wordthet beeldpunt van dien cirkel een punt van het oneindigverre vlak en wordt de congruentie afgebeeld door eenkwadratischen cylinder. Â§ 5. De boven gegeven indeeling van de kwadratischecirkelcongruenties in twee hoofdgroepen berustte alleenop de analytische voorstelling van de congruentie, maaris geen essentieele indeeling. De eigenlijke indeeling van die congruenties berustop den stand \'van hun beeldoppervlakken t. o. van P0. Er zijn vijf hoofdgroepen te onderscheiden: 1Â°) Het beeldoppervlak ligt buiten P0. Alle cirkelsvan de congruentie zijn re??el. Er zijn geen puntcirkels. 2Â°. Het beeldoppervlak raakt Po. Alle cirkels zijnre??el. Er is een

puntcirkel. 3Â°) Het beeldoppervlak snijdt P0. Een deel van decirkels heeft een re??el middelpunt en een imaginairenstraal. De puntcirkels liggen op de 4Â° graadskromme, inhoofdstuk XVI behandeld als de omhullingsfiguur vaneen kwadratische cirkelschaar. 4Â°) \' Het beeldoppervlak ligt binnen P0. Alle cirkelshebben een re??el middelpunt en een imaginairen straal. 5Â°) Het beeldoppervlak bestaat alleen uit imaginairepunten. Alle cirkels hebben een imaginair middelpunt. De bestudeering van de kwadratische cirkelcongruentieloopt parallel met die van het kwadratisch oppervlak. Tweekwadratische oppervlakken snijden elkaar in het algemeen



??? volgens een ruimtekromme van den 4en graad; tweekwadratische cirkelcongruenties hebben een cirkelstelselmet index 4 gemeen. HOOFDSTUK XXIII. De krointecirkels van de parabool. Een toepassing van hoofdstuk XXII wordt gevondenin het bepalen van het stelsel, waartoe de kromtecirkelsvan de parabool behooren. Zijn Â? en v\\ de loopende co??rdinaten van de puntenvan een parabool, die tot vergelijking heeft >j2 = 2 p Â? (1)en x en y de loopende co??rdinaten van de punten vande ontwondene van die parabool, dan is op eenvoudigewijze af te leiden: x = 3 Â? P (2) y â€”Â? (3) Voor den kromtestraal r is op de gewone wijze tevinden: ^?¨iI ?œ?•. m Tusschen de co??rdinaten van het beeldpunt en denstraal van een willekeurigen cirkel bestaat de betrekking:z = x2 y2 â€” r2 (5) Drukt men nu in (4) r2 uit in de co??rdinaten van hetmiddelpunt van den kromtecirkel met behulp van devergelijkingen (1), (2) en (3) en substitueert men dealdus gevonden uitdrukking voor r2 in (5), dan is: z = - i/3

(x - p)2. (6) Elimineert men uit de vergelijkingen (1), (2) en (3)de Â? en vj, dan is de vergelijking:



??? de vergelijking van de ontwondene van de parabool.De beeldkromme van het stelsel van de kromtecirkelsis nu bepaald door de vergelijkingen (6) en (7). Door de substitutie x = Xi p worden die beidevergelijkingen: z = _i/3Xl2 (8) (9) Die beide vergelijkingen (8) en (9) stellen een kwa-dratischen en een kubischen cylinder voor, die een6e graadskromme met elkaar gemeen hebben. Maakt men die vergelijkingen homogeen, dan nemenzij den vorm aan: zu = - V3 Xi2 (10) Y2u=^Xl3 (11) De beide cylinders hebben de dubbel te tellen rechtegemeen, volgens welke het oneindig verre vlak door hetvlak Xi = 0 wordt gesneden. De beeldkromme van het stelsel bevat dus een dubbel-rechte, in het oneindig verre vlak gelegen. Uit-een nadere beschouwing van de vergelijkingen (8)en (9) volgt, dat de punten, waarvan de co??rdinatenvoldoen aan de beide vergelijkingen: XiZ = -9/8py2. (12) Z = _l/3Xl2 (13) punten zijn van de beeldkromme van het stelsel. De beeldkromme van het stelsel is van den 6en graaden

bestaat uit een dubbelrechte in het oneindig verrevlak en uit de doorsnede van een parabolischen cylinderen een kwadratischen kegel, die zijn top heeft op dencylinder. Die doorsnede is dus van den vierden graad. Hetstelsel van de kromtecirkels van een parabool bestaatuit de dubbel te tellen cirkels, die de parabool aanrakenin haar raakpunt met de oneindig verre rechte in hetvlak X 0 Y en waarvan de middelpunten op rechten



??? liggen evenwijdig aan de as van de parabool en eenstelsel met index 4. Practisch gesproken, vormen de kromtecirkels van eenparabool een. stelsel met index 4, dat gemeenschappelijkis aan twee kwadratische congruenties, waarvan devergelijkingen (12) en (13) de vergelijkingen van hunbeeldoppervlakken zijn. De beeldkromme van het stelsel met index 4 is ook,na invoering van een parameter, te brengen tot denvorm x, = A2 y=2u3KfP (i4) z = â€” 1/3 A4 Die kromme snijdt het vlak X 0 Y in het punt xi = 0,y = 0, z = 0. Voor dat punt is in elk van de drievergelijkingen A2 = 0. Het punt Xi = 0, y = 0, z = 0telt voor twee middelpunten van kromtecirkels. Dat punt is het middelpunt van den kromtecirkel vanden top van de parabool. Die kromtecirkel heeft, zooalsdus uit de vergelijkingen (14) volgt met de paraboolvier punten gemeen. HOOFDSTUK XXIV. Conclusie. De resultaten van de cirkelafbeelding in dit proef-schrift zijn uit vier verschillende oogpunten te bezien. In de eerste plaats geeft de

afbeelding aanleidingom cirkel, rechte en punt in zekeren zin als gelijk-waardig te gaan beschouwen. Het feit, dat cirkel, rechteen punt elk door een punt worden afgebeeld, maaktdeze cirkelmeetkunde ook tot een meetkunde van rechtenen punten, tot een meetkunde a triple usage. Een



??? voorbeeld, waarin dit uitkomt, is het probleem vanApollonius met de bijzondere gevallen. In de tweede plaats geeft deze afbeelding het hulp-middel om bijzondere krommen van hoogeren graadaan krommen van lageren graad te bestudeeren. Eepvoorbeeld hiervan is te vinden bij de kromme CU, deornhullingskromme van een kwadratische cirkelschaar. Ten derde zal, wanneer de cirkelafbeelding wordttoegepast op de kromtecirkels van een willekeurigekromme, een kromme worden verkregen, waarvan depunten niet alleen de punten, maar ook de kromtecirkelsvan de oorspronkelijke kromme in die punten bepalen. Die kromme is intrinsiek t. o. van de oorspronkelijkekromme. Een voorbeeld hiervan is behandeld in hoofd-stuk XXIII, waarbij dadelijk in de beeldkromme van hetstelsel van kromtecirkels de top van een parabool, voorwat betreft zijn kromtecirkel, als een bijzonder puntwordt gekenmerkt. Ten slotte is het allerbelangrijkst, dat de cirkelafbeel-ding aanleiding geeft om uit de

puntenmeetkunde eencirkelmeetkunde op te bouwen, waarbij, dan de eigen-schappen van de puntenmeetkunde bijzondere gevallenworden van die van de cirkelmeetkunde. De aanwijzingen daartoe zijn vele. Naast de punten van een orthocentrische groep staande vier onderling orthogonaal snijdende cirkels, naasthet harmonisch puntenviertal het harmonisch cirkelviertal,naast de rechte de cirkelbundel, naast het platte vlakhet cirkelnet, naast de kegelsnede de kwadratische cirkel-schaar, naast het kwadratisch oppervlak de kwadratischecongruentie, enz. Het eerste in elk van de beide gevallen wordt uithet tweede verkregen door de stralen van de cirkelstot 0 te laten naderen. Een proeve van een bekende eigenschap uit de punten-meetkunde, die een bijzonder geval is van een eigenschapuit de cirkelmeetkunde is de navolgende:



??? Bij een kwadratisch oppervlak liggen de middens vaneen stelsel evenwijdige koorden in een plat vlak.In de cirkelmeetkunde is die eigenschap:Elke cirkelbundel heeft met een kwadratische cirkel-congruentie twee cirkels gemeen. In eiken cirkelbun-del is een cirkel, waarvan het middelpunt in het middenis gelegen tusschen de middelpunten van die twee cirkels. Hebben de. cirkelbundels dezelfde machtlijn, dan vor-men die cirkels een net.



???



??? Stellingen.



???



??? Stellingen. ??. De wijze, waarop Reye de harmonische ligging vanvier punten definieert en de stelling afleidt, dat wanneertwee punten P en R harmonisch worden gescheidendoor twee punten O en Q, die punten O en Q ookharmonisch worden gescheiden door P en R, is kunst-matig. Dr. Th. Reye, Synthetische Geometrie der Kugeln undlinearen Kugelsteme Â§ 4. 2. Uit de volkomen gelijkwaardigheid van den in- ende aangeschreven cirkels van een driehoek volgt, datdie naam te vervangen zou zijn door dien van raak-cirkels van een driehoek. 3. Het bewijs, dat d\'Adh?Šmah geeft als toepassing vande redeneering van n op n 1 om aan te toonen datde machten van een getal tusschen 0 en 1 afnemen entot nul naderen, wanneer de exponent geheel is envoortdurend aangroeit, is onjuist. Le?§ons sur les principes de l\'analyse, 1912, Tome I, blz. 11. 4. De oplossing van de lineaire differentiaalvergelijkingvan de Ie orde is op eenvoudiger wijze te vinden doorte stellen y = eu X v dan door te stellen y

= uv.



??? Het bewijs van de stelling: sin xlim -= 1 x = O X is overbodig. H. de Vries. Diff. en Integraalrekening. (Noorriioff). 6. De zomertijd dient te worden afgeschaft. 7. Bij galvanometers wordt te veel gelet op de gevoelig-heid en te weinig op de betrouwbaarheid. 8. Bij stolling is de temperatuur van het grensvlak vande vaste en de vloeibare phase lager dan het smeltpunt.W. Hergesell. Ann. der Phys. u. Chem. 15, 1882, p. 19.G. Tammann. Kristallisieren und Schmelzen, 1903, p. 135. 9. De theoretische resultaten omtrent intensiteiten vanspectraallijnen behoeven nog een nadere experimenteelebevestiging. H. A. Kramers, Intensities of spectral lines, Dissertatie 1919. 10. Bij het planimetrie-onderwijs moet in plaats van opdriehoek en hoogtepunt de nadruk worden gelegd opde orthocentrische groep. 11. Het geregeld gebruik van ruimtemodellen of vanruimteteekeningen bij het onderwijs in de beschrijvendemeetkunde is af te keuren.



??? De door Prof. Dr. G. Mannoury voorgestelde inkrimpingvan het wiskunde-onderwijs voor de in die richtingminder begaafden is een te radicale oplossing van demoeilijkheden bij dat onderwijs. Weekblad voor gymnasiaal en middelbaar onderwijs, 8 Sep-tember 1920.
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