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INLEIDING.

In zijn , Synthetische Geometrie der Kugeln und line-
aren Kugelsysteme™, legt Dr. Tu. Reve den bol t. o. van
drie onderling loodrechte coordinaatassen vast door de
coordinaten van zijn middelpunt en door de macht t. o,
van dien bol van den oorsprong van het codrdinaten-
systeem. Die vier grootheden noemt hij de codrdinaten
van den bol. De ruimte van vier afmetingen, waarin
elk punt een bol afbeeldt, bestudeert hij evenwel niet.

In de Verslagen van de Kon. Akad. v. Wet. XXV,
blz. 960, bepaalt Dr. K. W. Warstna den cirkel in het
platte vlak op overeenkomstige wijze als Dr. Reye den
bol in de ruimte. Hij gaat evenwel een stap verder en
maakt een begin met de bestudeering van de punten-
ruimte, die het cirkelveld afbeeldt. De door hem ver-
kregen resullaten zijn in dit proefschrift, dat zich met
die afbeelding zal bezighouden, gebruikt.



HOOFDSTUK 1.

Afbeelding van den cirkel, den cirkelbundel en
het cirkelnet.

§ 1. Een cirkel in het vlak X 0Y heeft tot verge-
lijking :
a(X®+Y%) —2pX—2c¢Y+d=0
of

b c d
=8 AT L) Sy o o e
X .,a\t—l—a 0

X4 y:— 92

C

e

b c oA o
Door de grootheden — en o de coordinaten van zijn
a g

. d
middelpunt, en = de macht van den oorsprong t.o.

van den cirkel, is de cirkel geheel bepaald.

Beschouwt men nu }z = X, Cl =y en i = z als codr-
dinaten van een punt, dan wordt dit punt in de ruimle
verkregen door in het middelpunt van den cirkel een
loodliin op het vlak X0Y op te richten en daarop in
de richting van de Zas de -z d.i. de macht van den
oorsprong t. 0. van den cirkel af te passen.

Het punt x|y |z is nu het beeldpunt van den cirlel.

De vergelijking van den cirkel wordt nu:

X*+¥2—2xX—2yY -+ z=0.

De vergelijking van den cirkel is ook te brengen tot

den vorm:
Xﬂ—{—\'ﬂ—9:{X—L’y‘f—|—x'~'+‘y3=r'~’.

Hierin zijn « en y de coordinaten van het middelpunt
en is » de straal van den cirkel.

Uit de beschouwing van die beide vergelijkingen volgt,
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dat tusschen de coordinaten van hel heeldpunt en den
straal van een cirkel de betrekking bestaat:

-ﬂ f 1] 9
Ry S — 7 =

§ 2. IEen cirkelbundel in het vlak X 0Y wordt voor-
gesteld door de vergelijking:
(a + 2 ag) (X2 4 Y2) — 2 (b + A he) X—2(er + 2¢2) Y-
+di+2da=0
of
111 —I" A l‘ﬁ = U
Voor de coordinaten x, y en 2 van het beeldpunt
van een willekeurigen cirkel uit den bundel gelden de
betrekkingen:

l)l + A be
X = — -
a1 -+ A ae
1 —l" A Ca
a1 1 Afs
. d| + A d\_'
ai -+ A ae
by c; dy :
Vervangt men nu —, —, —, door xi, yi, 21, de coordi-
dp d1 iy 3
1 hﬁ Co ["2
naten van het beeldpunt van I'y, en —, —, —, door xg,
e dg o

ve, 7z, (e codrdinaten van het beeldpunl van 1%, dan
worden deze betrekkingen:

0 71 -+ Aas Ze
a1 —+ A ag
Fen cirkelbundel wordt afgebeeld door een puntenreels .
op de rechte, die gaat door de beeldpunten van de beide
cirkels, welke den bundel bepalen,

§ 3. Een cirkelnet in het vlak X 0Y wordt voorge-
steld door de vergelijking:
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(CI.; —f- A o "|> 24 ﬂa) (X2 '—I— YE) — 2 (b1 ‘| - A be ‘{* 22 }J"g) Xi—
—2((?1 —I—Acz“’—,qu)Y—: d1 +}.(12+(4a-(1;1=0
of :
rl—f—?&ljg-i,.—,u.rg:o
Voor de codrdinaten x, 4 en z van het beeldpunt van

een willekeurigen cirkel uit het net gelden de betrek-
Kingen:
(= MXt T A% X+ e s Xs

N a1+ 2ras + was

_y ‘!j A8z Yo + pasys

Y {l|+}u‘dz -+ (4 a3

a1y '|_? A2 Za 1 JZAR k! Zfl

ar+ Aaz 4 paz

[Mierin zijn x1 [ y1| Z1, X2 |y | 22, x5 | v | zs de codrdinaten
van de beeldpunten van I['y, I'y, I's.

Elimineert men uit die betrekkingen de parameters

292 on #® dan zal de vergelijking,
a1 ai |
X X1 Xz X3
y JAREIT 2V A | S 0
7z 71 %2 Z3
LR TR |

ontstaan uvit die eliminatie, gelden voor de beeldpunten
van de cirkels van het net.

Len cirkelnel wordt afgebeeld door het puntenveld van
een plat vlak, dat gaat door de beeldpunten van de drie
cirkels, die dat net bepalen.

Behooren de drie cirkels tot eenzelfden bundel, dan
gaat de bovenstaande vergelijking over in een identiteit
en wordt het net onbepaald.
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HOOFDSTUK II.

De punteirkels.

In hoofdstuk I is gevonden, dat voor de codrdinaten
van het beeldpunt en den straal van een cirkel de
betrekking geldt:

x4 yi =1z 412

Voor de coordinaten van de beeldpunten van alle
punteirkels geldt dus:

X2yt =1,

De punteirkels in het vlak X 0Y worden afgebeeld
door een onuentelingsparaboloide, waarvan de as samen-
valt met de Z-as en die raakt aan het vlak X0Y in
den coordinatenoorsprong.

Die paraboloide zal voortaan met Py worden aangeduid.

HOOFDSTUK III

Orthogonaal en diametraal snijden van eirkels.

§ 1. Voor twee orthogonaal snijdende cirkels I'y en
en 1 met middelpunten @y | 41, en a4 en stralen » en

geldt:
(xt — %)+ (y1 — y) =124 r?

Na invoering van de betrekkingen tusschen de coordi-
naten van het beeldpunt en den straal van den cirkel
(hoofdstuk I, § 1) wordt dit

2x1X+2y1y =12 + z.

De becldpunten van twee orthogonaal snijdende civkels
worden door Py harmonisch gescheiden.

Beschouwt men xi [y1] 7 als de coordinaten van een
vast punt en x y|z als loopende codrdinaten, dan volgt
uit die vergelijking:
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10, De cirkels, die een gegeven eirkel orthogonaal snijden
vormen een net, dat wordt afgebeeld door het poolvlalk van
het beeldpunt van dien cirkel t.o. van Fy.

99 Ren cirkelnet is bepaald door den cirkel, die alle
exemplaren van dat net orthogonaal snijdt. (De ortho-
gonaalcirkel van het net).

§ 9. Aangezien elk punt van ['1 kan worden be-
schouwd als een punteirkel, die I orthogonaal snijdt
zullen de punten van 'y, of kortweg, zal de omtrek van
I'y op Po worden afgebeeld door de ellips volgens welke
Py door het poolvlak van het beeldpunt van [’y wordt
gesneden.

De raakkegel aan P, met xi|yi|z: tot top en de
rechte eylinder met Ty tot richtlijn doorsnijden elkaar
gedeellelijk volgens de kromme, die Py en het poolvlak
van X1 |yi|z to. van Po met elkaar gemeen hebben.

§ 3. Wanneer de cirkel I'y met middelpunt xi | y1 en
ctraal ry door den cirkel T' met middelpunt x |y en
straal r diametraal wordt gesneden geldt:

(o — %)+ G — y)F =1%

Na invoering van de coordinaten van de beeldpunten

van I’ en I'1 (hoofdstuk I, § 1) wordt die betrekking:
2x;x+2y1y—z=2x2+2y° —u

Bij de substitutie x =x1,y =y1,%2= % onlstaat een
identiteit.

Beschouwt men xi |yi|z als de cocérdinaten van een
vast punt en x|y|z als loopende coirdinaten, dan volgl
uit die vergeljking:

19, De cirkels, die een gegeven cirkel diametraal snijden
vormen een net, waartoe die gegeven cirkel zelf behoort.

90, Ten cirkelnet is bepaald door den cirkel, die door
alle exemplaren van dat net diametraal wordt gesneden.

(De diametraalcirkel van het net).

De beide netten, waarvan een gegeven cirkel ortho-
gonaalcirkel, resp. diametraalcirkel is, worden wat dadelijk
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blijkt uit de boven afgeleide vergelijkingen, door even-
wijdige vlakken afgebeeld. Die netten zijn aan elkaar
toe te voegen. :

ITet beeldvlak van het net, waarvoor een gegeven
cirkel Ty diametraalcirkel is, wordt dus gevonden als men
door het beeldpunt van dien cirkel een vlak aanbrengt
evenwijdig met het poolvlak van dat beeldpunt L. o.
van P,.

§ 4. De voorwaarde, dat I'y door I diametraal wordt
gesneden,
x1—3)?+ (1 —y)=r®—r?
is ook te schrijven in den vorm:
(x1 — x)* + (1 — y)* =1° + (ir))"

De voorwaarde, dat Iy door I' orthogonaal wordt

gesneden
(xi —X)*+ (n —y)=r+r’
is ook te schrijven in den vorm:
(rE=x)i(y—y)¥=r=({r)}

Hieruil volgt:

1) Een cirkel, die een cirkel met straal ry diametraal
(orthogonaal) snijdt, snijdt een anderen cirkel met het-
zelfde middelpunt en straal ir; orthogonaal (diametraal).

9) Orthogonaal- en diametraalcirkel van eenzelfde
cirkelnet  hebben hetzelfde middelpunt; tusschen hun
stralen r! en r; bestaat de betrekking r' =ir.

§ 5. Zijn van een cirkelnet de coordinaten van het
beeldpunt C; van zijn diametraaleirkel xi, vi, z1 en de
straal r; en zijn de codrdinaten van het beeldpunt G
van zijn orthogonaalcirkel xi, yi, z' en de straal r!, dan
gelden de volgende betrekkingen:

Xit°+ =z +n
—}—v":/ + rt*

].l — 1.1.!.
Hieruit volgl:

o+

-l

Xyaits }'12 =
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Dit beteekent, dat de vertikale verbindingsrechte van
de beeldpunten van den diametraal- en den orthogo-
naalcirkel van eenzelfde cirkelnet door P, wordt midden-
doorgedeeld. Het snijpunt Co van die rechle met Po
heeldt het gemeenschappelijke middelpunt van die beide
cirkels af.

Beschouwt men den orthogonaalcirkel van dit net als
diametraalcirkel van een ander net, dan is dat, zooals
eerder bleek, het toegevoegde net. Het beeldvlak van
dat net gaat dan door het punt C! en is evenwijdig
aan het beeldvlak van het andere net, dat door het
punt C; gaal.

De orthogonaalcirkel van het tweede net wordt nu
weer gevonden door C! te spiegelen t.o. van Co. Voor
het beeldpunt van dien orthogonaalcirkel wordl dan
weer het punt Ci gevonden.

Het raakvlak in Cp aan Py heeft tot vergelijking:

me—i—ﬂyly*z:’xﬁ' %-}1!

Dit vlak is evenwijdig aan de beeldvlakken van de
beide toegevoegde netten.

Vallen van een nel orthogonaal- en diametraaleirkel
csamen dan vallen de beeldpunten ' en (i samen in
Co en zijn die beide cirkels tot denzelfden punteirkel
samengekrompen.

Hieruit volgt:

Alle cirkels, die door eenzelfde punt van het vlak
X 0Y gaan, vormen een net, dat wordt afgebeeld door
het raakvlak aan Pg in het beeldpunt van dat punt.

§ 6. Het eindresultaat is dus:

Voor twee toegevoegde neften geldt, dat hun beeldvlakken
evenwijdig zijn, dat de orthogonaalcirkel (diamelraalcirkel) -
van het eene net diametraaleirkel (orthogonaalcirkel)
is van het andere net, dat de verbindingsrechte van
de beeldpunien van hun orthogonaalcirkels (diametraal-
cirkels) loodrecht staat op het vlak X 0 Y, dat die rechle
door Py wordl middendoorgedeeld, dat het raakvlak
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aan Po in dat snijpunt evenwijdig loopt aan de beide
beeldvlakken en voor die vlakken het middelvlak is,
dat dit raakvlak beeldvlak is voor het net van cirkels,
die: door het gemeenschappelijke middelpunt van de
orthogonaal- en de diametraalcirkels gaan.

HOOFDSTUK 1IV.

Soorten van cirkels.

o 7 2]
Pt

De vergelijking van den cirkel is (hoofdstuk T § 1):
aX*4+Y)—2bX —-2cY-+d=0,
waarbij voor de codrdinaten x, ¥ en 2 van het beeld-

b c

d T
punt geldt: g % Tyen—=zen waarhij

]

L&
Xy =z-4r!is.

De volgende gevallen doen zich voor:

19 @ en y reéel, » redel. Iet beeldpunt ligt op een
met I, congruente paraboloide met vergelijking:

x? 4 y® = z - r¥, buiten Py.

2°. @« en y reéel, » imaginair. Het beeldpunt ligt op

een met Py congruente paraboloide met vergelijking:
x* - y* =1z - r? binnen P,,

3% x en (of) y imaginair. Het beeldpunt is een ima-
ginair punt van de ruimte.

Uit de beschouwing van 1% en 2° volgt, in verband
met hoofdstuk III, dat wanneer bij een net de orthogo-
naal- en diametraaleirkel niet samenvallen, noodzakelijk
een van beide een imaginairen straal moet hebben.

Bijzondere gevallen:
1". Voor a =0 ontaardt de eirkel in een rechte.
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Hel beeldpunt x|y|z van die rechte wordt hel on-
eindig verre punt van de reche:
Y, =2

c d

Uit hoofdstuk 1III, § 5, laatste alinea, volgt, dat het
heeldpunt van die rechte ligt in alle raakvlakken aan Pq
in de beelden van de punten van die rechte, d.w.z. in
alle raakvlakken aan Py in de punten van de parabool,
welke het vlak door die rechte, loodrecht op het vlak
X 0Y, uit Pp snijdt. Iet beeldpunt van die rechte is dus
het oneindig verre punt van de snijlijn van twee van
die raakvlakken. Die raakvlakken omhullen een parabo-
lischen raakeylinder aan Py, waarvan de bovengenoemde
parabool de vichtlijn is en waarvan de beschrijvende
lijnen dus evenwijdig loopen aan de rechten, waarvoor
het vlak door die parabool t.o. van Po het middenvlak is.

Daar ook de snijliin van twee van die raakvlakken
evenwijdig is aan de beschrijvende lijnen van dien eylinder
volgt hiernit:

el beeldpunt van een rechte »is het cemeenschappe-
lijk snijpunt van het oneindig verre vlak met alle rechten,
waarvoor het vlak door — r loodrecht op het vlak X 0 Y
L.o. van Py hel middenvlak is.

Hiernit volgt:

De rechten van een stralenbundel worden algebeeld
door de punten van de oneindig verre rechte gelegen
in het raakvlak aan Pg in het beeldpunt van den top
van den stralenbundel.

90 Voor «, b, ¢ eindig en d o groot, worden 2 en
» o groot en ontaardt de cirkel in de oneindig verre
rechte in het vlak X0 Y.

Het beeldpunt van de oneindig verre rechte is hel
semeenschappelijke snijpunt van alle normalen op het
vlak X OY met het oneindig verre vlak.

et beeldpunt van de oneindig verre rechte is dus het
punt, waarin Py aan het oneindig vlak raakt.

Zelitenl i
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HOOFDSTUK V.

Soorten van ecirkelnetten.

Een cirkelnet is bepaald door zijn orthogonaal- of zijn
diametraaleirkel (hoofdstuk III).

De indeeling van de cirkelnetten valt dus samen met
die van de cirkels.

De volgende gevallen doen zich voor:

1o. Het beeldpunt van den orthogonaaleirkel ligt
buiten Py. Het beeldvlak van het net, het poolvlak van
hel beeldpunt t.o. van Py, snijdt Po. De diametraal-
cirkel heeft een imaginairen straal. Dit net, met recelen
orthogonaalcirkel, heet het hyperbolische net.

29 Het beeldpunt van den orthogonaalcirkel ligt
binnen Pg. Het beeldvlak van het net snijdt Py niet.

De orthogonaaleirkel heeft een imaginairen straal. Dit
net, met reéelen diametraaleirkel, heet het elliptische net.

30. De beeldpunten , van den orthogonaal- en den
diametraaleirkel van het net zijn samengevallen in een
punt van Py.

et beeldvlak van het net raakt in dat punt aan Py.
Dit net, waarbij de orthogonaal- en de diametraaleirkel
tot eenzelfde punt zijn samengekrompen, heet het para-
bolische net.

49, De beeldpunten van orthogonaal- en diametraal-
cirkel zijn imaginair.

Dit net, dat wordt afgebeeld door een imaginair vlak,
is een imaginair nel.

Bijzondere gevallen:

19 Het beeldpunt van den orthogonaaleirkel ligt in
het oneindig verre vlak.

De orthogonaaleirkel wordt tot een orthogonaalrechte.
Alle cirkels van het net hebben hun middeipunt op die
rechte.

Het beeldvlak van dit hyperbolische net gaat door de



12

—~

orthogonaalrechte en staal loodrecht op het vlak X0 Y.

9°, De beeldpunten van orthogonaal- en diametraal-
cirkel van het net zijn samengevallen in het punt, waarin
Py aan hel oneindige verre vlak raakt.

De oneindig verre rechte in het vlak X 0Y moet
worden beschouwd als een punteirkel, die zoowel ortho-
gonaal- als diametraalcirkel is van dit parabolische net.

Het net bestaat uit alle rechten van het vlak X 0Y.
Het beeldvlak van dit net is het oneindig verre vlak.

HOOFDSTUK VI.

Stroctunr en eigenschappen van de cirkelnetten.

§ 1. Bij een hyperbolisch net is de orthogonaalcirkel
de projectie op het vlak XO0Y van de doorsnede van
het beeldvlak van dat net met Py (hoofdstuk III).

De punten van den orthogonaalcirkel zijn de punteirkels
van het net.

Het beeldvlak van het net en hel raakvlak aan Po
in het beeld van het middelpunt van den orthogonaal-
cirkel loopen evenwijdig (hoofdstuk III) en snijden uit
het oneindig verre vlak een rechte, waarvan de punten
den stralenbundel door het middelpunt van den ortho-
gonaalcirkel afbeelden (hoofdstuk IV).

De rechten van het net vormen een stralenbundel,
die tot top heeft het middelpunt van den orthogonaal-
cirkel. Zijn de coordinaten van het beeldpunt van den
orthogonaalcirkel xi, yi,7zi en is de straal ry, dan is,
(hoofdstuk III) de vergelijking van het beeldvlak van het
net: 2xx1 -+ 2yy: =2z, waarbij x:* + yi* =z +n*
Doorsnijdt men de paraboloide, die tot vergelijking heeft:
x? -} y* =z -+ 1*% met dit beeldvlak, dan is de verge-
liiking van de projectie van de snijkromme op het
viak X0 Y:
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Xty =2xx1+2yy1 — z; +r?
of
Xa —I— yg — 29X Xx—2 YARY +X12 -+ }"12 == X;* —I—
+vi?—z frP=r+12

De middelpunten van de cirkels uil een hyperbolisch
net, die denzelfden straal » hebben, liggen op een cirkel,
concentrisch met den orthogonaalcirkel, en met een
straal |/ 12 - 12,

De vergelijking van een willekeurigen ecirkel in het
vlak X 0Y was (hoofdstuk. I):

X2+ Y2 —2xX—2yY+2z=0.

Voor de cirkels uit het net geldt:

2xx11+2yy1 =z} 7

De vergelijking van een cirkel uit het net is nu:

XA+ V2 —2xX—2yY 4+ 2xx1 +2yy1—z1 =0.

ledere substitutie voor @ en y bepaall een cirkel uit
het net. i

De macht van een willekeurig punt van het vlak X 0 Y
t. 0. van dien cirkel hangt af van & en y en is dus ver-
schillend voor alle cirkels van het nel.

Schrijfft men de vergelijking van dien cirkel in den
vorms:

X2+ —2x (X —x1)— 2y (¥ — y1) —z1 =0,
dan blijkt, dat alleen de substitutie X = x;, Y =y, het
linkerlid een waarde geeft, onafhankelijk van x en .

Voor die substitutie wordt het linkerlid:

X]E + )’12 — .71 d. 1. 1'12.

Bij een hyperbolisch net bestaat er één punt, waarvan
de macht t.o. van alle cirkels van dat net even groot
18, het middelpunt van den orthogonaaleirkel. Die macht
is positief en gelijk aan het kwadraat van den straal
van den orthogonaalcirkel.

§ 2. De rechten uit het beeldvlak snijden of raken
Py, of liggen er buiten.
De cirkelbundels van een hyperbolisch net hebben
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twee reéele, twee samenvallende of twee imaginaire
punlcirkels.

§ 3. Voor het parabolische net wordt, op geheel
dezelfde wijze als voor het hyperbolische net, afgeleid,
dat de rechten van het net een stralenbundel vormen
met het vaste punt tot top, dat de middelpunten van de
cirkels met gelijken straal » op een cirkel liggen met
straal » en met het vaste punt tot middelpunt, dat er
één punt is, het vaste punt, waarvan de macht t. 0. van
alle cirkels van het net gelijk en wel nul is en dat de
bundels van het net of twee samenvallende of twee
imaginaire punteirkels hebben.

Voor het elliptische net geldt, dat zijn rechien een
stralenbundel  vormen met het middelpunt van den
diametraalcirkel tot top, dat de middelpunten van de
cirkels met gelijken straal » op een cirkel liggen con-
centrisch met den diametraaleirkel, dat de straal van
dien cirkel is ]/1— 1%, waarbij r; is de straal van den
diametraalcirkel, dal er één punt is waarvan de macht
l.o. van alle cirkels van het net even groot is en wel
— 12, het middelpunt van den diametraalcirkel, en dat
de bundels van het net elk twee imaginaire puntcirkels
hebben.

§ 4. De beelden van den orthogonaaleirkel en den
imaginairen diametraalcirkel van een hyperbolisch net
liggen op een rechte loodrecht op het viak X 0Y, die
middendoorgedeeld wordt door Py in het punt, dat het
gemeenschappelijke middelpunt van de beide cirkels af-
peeldt (hoofdstuk IIT). Het beeld van den imaginairen
diametraalcirkel is het middelpunt van de ellips door
het beeldvlak van het net uit Py gesneden.

Zijn X1, y1, z1 de coordinaten van het beeld van den
orthogonaalcirkel met straal ri, dan zijn de coordinaten
van de beelden van zijn middelpunt en den imaginairen
diamelraalcirkel resp. (hoofdstuk III):
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V1| %12 + 12
en
X1|}’1 9X12+QY12—21
Na invoering van de betrekking x¢2 -} 12 =12z 4 1?
zijn de codrdinaten van het beeldpunt van den diamelraal-
cirkel ook te schrijven als:
XU X A Ay 88
Dit punt ligt op de paraboloide, die tot vergelijking
heeft: ‘

X1

Xt yi=1z— %
Het raakvlak aan die paraboloide in dat punt heeft
tot vergelijking:

XXV =]

2

of
2xx1 +2yy1 =2+ 21

Het raakvlak is identiek met het beeldviak van het net.

De beeldvlakken van de hyperbolische nelten met
orthogonaaleirkels mel gelijken straal r; omhullen de
met Py concruente paraboloide, die Lot vergelijking heeft:

Xt yi=1z—r?
en raken die paraboloide aan in de beeldpunten van
de imaginaire diametraalcirkels van die netten.

Op overeenkomstige wijze wordt gevonden, dat de
beeldvlakken van de elliptische netten met diametraal-
cirkels met gelijken straal ry, de paraboloide omhullen,
die tot vergelijking heeft:

x}ty2=1z-+n
en dat die beeldvlakken de paraboloide aanraken in de
beeldpunten van de diamelraaleirkels van die nelten.
Elke rechte in het beeldvlak van het elliptische net,
die gaal door het beeldpunt van den diametraaleirkel,
heeft met de paraboloide: x* + y* = z - 11" twee samen-
rallende punten gemeen.

In elken cirkelbundel van het elliptische net, die den
diametraaleirkel bevat, moet die cirkel als tweevoudig
worden heschouwd.



16

HOOFDSTUK VII.

Toegevoegde cirkelbundels en machtlijnen.

§ 1. De cirkels door een punt in het vlak XOY
worden afgebeeld door de punten van het raakvlak aan
Py in het beeld van dat punt (hoofdstuk TII).

De cirkels door twee vaste punten in het vlak X 0Y
worden afgebeeld door de gemeenschappelijke rechte van
de beide raakvlakken aan Py in de beelden van die punten.

Die cirkels vormen een bundel mel twee imaginaire
punteirkels. (Eiliptische bundel),

De verbindingsrechte van de beelden der beide vaste
punten beeldt een cirkelbundel af, die de basispunten
van den elliptischen bundel tot punteirkels heeft. (Hyper-
bolische bundel). :

Deze beide bundels zijn aan elkaar toe te voegen.
Zijn de coordinaten van het beeldpunt van het ecene
vaste punt xi|yi|z en die van het andere X |ys|za,
dan zijn de vergelijkingen van de beeldrechle van den
elliptischen bundel:

7~ 71

X1 X ‘{‘ N1 i— 5 0y
ernl

Z+Zg

5
b
+
-
o
-
|
| 8=)

De projectie van die beeldrechte op het vlak X 0Y,
de centraal van den elliptischen bundel, heeit tot ver-
gelijking:

21— 22

(x1 — X)X+ (y1 — y2) y = 9

Na invoering van de betrekkingen:
721 = X1+ y1% en zp = Xu? -}-7y2°
wordt dit:

(%1 —X2) X+ (y1 — ya) y = °- clelV AT bl Vo
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De centraal van den hyperbolischen bundel heeft tot
vergelijking:
(x1 — x2) (}' == }"1) =5 (}’1 Y )’2) (x — X1) = 0.
De centralen van de beide toegevoegde bundels snijden
elkaar loodrecht in een punl, dat tot codrdinaten heeft

X1+ X yi4y2

2 2

Dit punt ligt in het midden tusschen

de beide puntcirkels of de beide vaste punten.

§ 2. De beeldrechlen van twee loegevoegde bundels
zijn t. 0. van Py toegevoegde poollijnen.

Hieruit volgt:

1%, Elke cirkel van den eenen bundel snijdt alle
cirkels van den anderen bundel orthogonaal.

Hel middelpunt van elken cirkel van den eenen bundel
heeft dus (hoofdstuk VI) dezelfde macht f.o0. van alle
cirkels van den anderen.

Elk van de beide centralen van twee loegevoegde
bundels is machtlijn voor den anderen bundel.

De “machtlijn  van een hyperbolischen bundel deelt
de verbindingslijn van de punteirkels van dien bundel
loodrechl middendoor; de machtlijn van een elliptischen
bundel gaat door zijn basispunten.

29 De vlakken door elk van de beide beeldrechten
van twee toegevoegde bundels, loodrecht op het vlak
X 0Y, zijn middelvlakken (. 0. van Py voor de koorden
evenwijdig aan de andere beeldrechle.

De snijliin van elk van de beide vertikale vlakken
met het vlak X0 Y wordl afgebeeld door het gemeen-
schappelijke snijpunt van hel oneindig verre vlak met
de rechten evenwijdig aan de beeldrechte van den bundel,
in het andere vertikale vlak gelegen (hoofdstuk 1V),
d. w.z. de machtliin van een cirkelbundel wordt afge-
beeld door het gemeenschappelijke snijpunt van het
oneindig verre vlak met de rechlen evenwijdig aan de
beeldrechte van den bundel.

De machtlijn van een cirkelbundel is de eenige tot
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dien bundel behoorende cirkel, die in een rechie is
ontaard.

Aile cirkelbundels door evenwijdige rechten afgebeeld
hebben een gemeenschappelijke machtlijn.

$ 3. Het snijpunt van de centralen der beide toege-

et X1 X2|y1+ ya
voegde bundels, hel punt met coordinaten —:i;_—— |¥ ?—5—,

Pl

is de projectie van de beelden van twee cirkels, die elk
tot een van die bundels behooren.

Die beeldpunten worden door Po harmonisch gescheiden
en bijgevolg wordt hun verbindingsrechte, een loodlijn
op het vlak X 0¥, door Pg middendoorgedeeld.

Beschouwt men die punten als beelden van orthogo-
nanleirkels van toegevoegde netten (hoofdstuk I11), dan
Jizgen de beeldrechten van die beide toegevoegde bundels
elk in een beeldvlak van een van die beide netlen en
is het raakvlak aan Po evenwijdig aan die beide beeld-
rechten.

Voor twee loegevoegde netten is er slechts één cirkel
met recelen straal, die voor het eene net als orthogonaal-
cirkel en voor het andere als diametraaleirkel optreedt.

Aangezien er slechls één paar toegevoegde netten
bestaat, waarloe die toegevoegde bundels behooren, volgt
hieruit, dat er slechts één cirkel is met reéelen straal,
die orthogonaaleirkel is voor een hyperbolischen en
diametraaleirkel voor den toegevoegden elliptischen bundel.
o Xe | Y1ty

: : rry X1
Die cirkel, met middelpunt — 2

,behoort Lot
den elliptischen bundel en gaat door de beide punten
met coordinaten Xi|y: en Xz |ye.

Het middelpunt van dien cirkel is in elk van beide
hundels als het middelpunt van den bundel te beschouwen.

Aangezien iedere bundel tot één net behoort, waarvan
de orthogonaalcirkel (diametraalcirkel) met zijn orthogo-
naalcirkel (diametraaleirkel) samenvalt, vormen zijn cirkels
met  gelijken straal paren, waarvan de middelpunten
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symmetrisch liggen t. 0. van zijn middelpunt (hoofdstuk VI).
In den elliptischen bundel is die diametraalcirkel voor
twee te lellen (hooldstuk VI).

Een cirkelbundel is dus geheel bepaald door zijn beide
basispunten of door zijn beide punteirkels.

§ 4. Raakt de beeldrechte van een bundel aan Po,
dan zal ook de beeldrechte van den loegevoegden bundel
in hetzelfde punt aan Py raken.

In beide bundels zijn de beide vaste punten (punt-
cirkels) vereenigd. (Toegevoegde parabolische bundels).

Alle cirkels van den eenen bundel snijden alle cirkels
van den toegevoegden bundel orthogonaal in de projeclie
op het vlak X 0Y van het gemeenschappelijke raakpunt
van de beide beeldrechten.

Alle cirkels van een parabolischen bundel raken in
hetzelfde punt aan dezelfde raaklijn.

Omgekeerd bepalen twee rakende cirkels een bundel,
die wordt afgebeeld door een aan Py rakende rechie.

Hiernit volgt, dat de cirkels, die een gegeven cirkel
aanraken, worden afgebeeld door de punten van den
raakkegel aan Py, die het beeldpunt van den cirkel tot
top heeft.

De snijkromme van dien raakkegel met het oneindig
verre vlak beeldt het raaklijnenstelsel van den cirkel af.
Ontaardt de ecirkel in een punteirkel, dan onfaardt de
raakkegel in het raakvlak aan Pg in het beeld van
dat punt en ontaardl de cirkel in een rechte, dan ont-
aardt de raakkegel in den raakeylinder aan Po, waarvan
de richtlijn de parabool is, welke Py gemeen heeft met
het vlak door die rechte loodrecht op het vlak X0Y
en waarvan de beschrijvende lijn de richting heeft van
de koorden, waarvoor dat vertikale vlak t.o. van Po
het middelvlak is.

§ 5. Bijzondere toegevoegde bundels:
19 Staat de beeldrechle van een bundel loodrechl
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op het vlak X0Y, dan valt een van zijn snijpunten
mel Py samen mel het punt, waarin het oneindig verre
vlak aan Py raakt. De beeldrechte van den toegevoegden
bundel is dus de snijliin van het raakvlak aan Py in
het andere snijpunt mel hel oneindig verre vlak.

De eene bundel is een bundel concentrische cirkels,
welke het snijpunt van de vertikale beeldrechte met het
vlak X 0 Y tot middelpunt heeft. Die bundel is hyper-
bolisch. De punteirkels zijn het gemeenschappelijk middel-
punt van de concenlrische cirkels en de oneindig verre
rechte in hel vlak X0 Y.

De toegevoegde bundel is een stralenbundel met het
middelpunt van de concentrische cirkels tot top.

Die bundel is elliptizch.

De basispunten zijn de top van den stralenbundel en
de als een punt beschouwde oneindig verre rechte in
het vlak X OY. |

2% Raakt de beeldrechte van een bundel aan Po in
hetzellde punt, waarin Py het oneindig verre vlak aan-
raakt, dan raakt ook de beeldrechte van den toegevoegden
bundel aan Py in datzelfde punt.

Elk van de beide toegevoegde parabolische bundels
bestaat uit een bundel evenwijdige rechten in het vlak
X 0Y. De beide bundels snijden elkaar loodrecht. Voor
elk van beide bundels is de oneindig verre rechle in
het vlak XOY tweemaal als punteirkel of tweemaal
als vast punt te beschouwen.

§ 6. Beschouwlt men een rechte als den drager van
punten, die orthogonaalcirkels van netten afbeelden, dan
hebben de beeldvlakken van die netten de poollijn van
die rechte t. o. van P, gemeen. Die netten hebben dus
den bundel gemeen toegevoegd aan den bundel van hun
orthocgonaalcirkels. Die netten vormen een netbundel.
De gemeenschappelijke bundel van twee hyperbolische
nelten, gegeven door hun orthogonaalcirkels, is de bundel
toegevoegd “aan den bundel hepaald door die beide
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orthogonaalcirkels. Snijden die orthogonaalcirkels elkaar,
dan is de gemeenschappelijke bundel hyperholisch, raken
ze elkaar, parabolisch en liggen ze buiten elkaar, elliptisch.

HOOFDSTUK VIII,

De pooltetraeders van P, en de orthocentrische groep.

§ 1. De hoekpunten van elk der sof pooltetraeders
van Py beelden vier elkaar orthogonaal snijdende cirkels
al.  Een van de hockpunten ligt altijd binnen Po; een
van de vier cirkels heeft altijd een imaginairen straal.
Twee overstaande ribben van een pooltetracder heelden
toegevoegde bundels afy zij worden op het vlak X 0Y
geprojecteerd als elkaar loodrecht snijdende rechten
(hoofdstuk VII).

Hoekpunten en ribben van een pooltetracder worden
op het vlak X 0Y geprojecteerd als een volledige vier-
hoek met zijn zes zijden. Die zes zijden zijn te rang-
schikken in drie paar elkaar orthogonaal snijdende rechten.

Het middelpunt van elk van vier onderling orthogonaal
snijdende cirkels is het hoogtepunt van den drichoek,
die de middelpunten van de drie andere cirkels tot
hoekpunten heeft.

De eigenschap, dal drie elkaar orthogonaal snijdende
cirkels ¢én cirkel bepalen, die die drie orthogonaal snijdt
en dat die vier onderling orthogonaal snijdende cirkels
gelijkwaardig zijn, omvat de eigenschap, dal de drie
hoogtelijnen van een drichoek door één punt gaan en
dat in de orthocentrische groep, die ontstaat uit de drie
hoekpunten en het hooglepunt van den driehoek die
vier punten gelijkwaardig zijn, m. a. w. dal elk van die
vier punten het hoogtepunt is van den drichoek bepaald
door de andere drie.
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§ 2. Een hoekpunt van een pooltetraeder is pool
van hel overstaande zijvlak; de loodlijn op het vlak
X 0Y door dat punt snijdt Py in een punt, dat in het midden
ligt tusschen het hoekpunt en haar snijpunt met het
zijvlak (hoofdstuk TII). Het raakvlak aan Po in dat
deelpunt loopt evenwijdig met hel zijvlak (hoofdstuk 11T).

De raakvlakken aan Pg in haar snijpunten met de
rechlen, loodrecht op het vlak X 0 Y door de hoekpunten
A1, As, As, Ay van een pooltetraeder gelrokken, bepalen
een tetraeder met hoekpunten By, Be. Bs, By, waarvan
de zijvlakken evenwijdig ziin met die van den pool-
tetraeder. '

Elk zijvlak van dien raaktetraeder is middelvlak voor
cen hoekpunt en het overstaande zijvlak van den pool-
tetraeder. Die raaktetraeder is, wat blijkt na een een-
voudige stereomelrische beschouwing, symmelrisch met
den pooltetraeder. Elke ribbe van den eenen tetraeder
wordt door een ribbe van den anderen tetraeder midden-
doorgedeeld.

Het hoekpunt B; van den raaktelraeder wordt uit
den pooltetraeder gevonden door het midden van A Ay
te spiegelen t.o. van het midden van de verbindings-
rechte van de middens van As Ay en Ag Ay

Zijn de coordinaten van Ay, resp. Az, enz., Xi | y1 | 21,
resp. Xe|ye|z, enz., dan wordt voor den x-coordinaat
van het punt B; gevonden:

X2 —} X4 __\_ X3 "‘}—\1

2 2 2 2

De coordinaten van het punt By zijn dus:

¥obXs X — X1 | Ye s Y4—F1
0 G *

) P |

9]

Door kringverwisseling zijn nu dadelijk de codrdinaten
van de punten B:, Bs en By op te schrijven.

De x-coordinaal van het zwaartepunt 7 van den
raaktetraeder is:
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| (Xs +Xs + X4 — x4 X3+ X4 - X — Xa
( ST
- d

X4 + X1 + Xz — X3 X1+ X _}_\1 ‘e \4)
9 — g =

4

+

X1 _l Xg ‘|7 \3 ‘_ X4
4
De coordinaten van dat punt Z ?.ijn dus:

xttXe+tXst+ Xyt yetys+yi |z -zt ot

4 4 | &

Raak- en pooltetraeder hebben hetzelfde zwaartepunt.

Het punt in het midden gelegen tusschen een punt Ay
en een punt B; heeft tot z-codrdinaat:

X1 4 X2 -+ X3 Xy — X1
2 _ X1+ X+ X+ X
9 1
De codrdinaten van dat punt zijn dezelfde als die van
het punt Z. Voor elk van de beide tetraeders geldt,
dat door spiegeling van zijn hoekpunten t. o. van zin
zwaartepunt de hoekpunten van den anderen letraeder

zijn te bepalen.

§ 3. De hoekpunten A van den pooltetraeder worden
op het vlak XO0Y in de punten A" van een orthocen-
trische groep geprojecteerd.

De ribben van de beide tetraeders loopen twee aan
twee evenwijdig. De hoekpunten van den raaktetraeder
worden dus eveneens in een orthocentrische groep ge-
projecteerd. Elk van de zes verbindingsrechien van
twee van die punten B" is evenwijdig aan een van de
zes verbindingsrechten van twee van die punten A

Uit de symmetrische ligging van de beide tetraeders
volgt bovendien, dal die twee orthocentrische groepen
congruent zijn.

Beide groepen hebben hetzelfde zwaartepunt met
coordinaten /1 (x1 - xo -+ x3 4+ x4)| Ya(yi +y2 -+ ys +y4)

Elk punt van de eene groep wordl uit het toegevoegde
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punt van de andere groep verkregen door dat puntt. o.
van het zwaarlepunt van zijn groep te spiegelen.

De ribben A; A en As Ay zijn t. 0. van Po toegevoegde
poollijnen, de ribben A; Ay en By By deelen elkaar midden-
door, de ribben As; Ay en Bj B loopen evenwijdig.

Toegevoegde poollijnen worden op het vlak XO0Y
als loodrecht snijdende rechten geprojecteerd (hoofd-
stuk VII). ~ .

Hieruit volgt, dat A," A" en Bs® By" elkaar loodrecht
middendoordeelen.

Elk van de zes zijden van den volledigen vierhoek,
bepaald door de punten van een orthocentrische groep,
wordt door een zijde van den volledigen vierhoek, be-
paald door de toegevoegde orthocentrische groep, lood-
recht middendoorgedeeld of m. a. w.:

Elk punt van een orthocentrische groep wordt door
spiegeling t.o. van de drie verbindingsrechten van de
niet aan dat punt toegevoegde punten van de toegevoegde
orthocentrische groep in de drie andere punten van zijn
groep omgezet.

§ 4. De punten van een orthocentrische groep fun-
geeren als de projecties van de hoekpunten van slechts
¢én pooltelraeder.

De punten A" bepalen op ondubbelzinnige wijze één
tetraeder met hoekpunten B, die aan Pp raakt in de
beeldpunten van die punten. Uit dien tetraeder wordt
dan door spiegeling van de hoekpunten t.o. van het
zwaartepunt de pooltetraeder A verkregen. De punten
B worden geprojecteerd in de punten B, de toegevoegde
orthocentrische groep van die van de punten A"; de
punten A worden geprojecteerd in de punten A"

De orthocentrische groep- van de punten A" is on-
wrikbaar verbonden aan den raakletraeder met hoek-
punten B en den poolletraeder met hoekpunten A.

Uit de gelijkwaardigheid van de beide orthocentrische
groepen A" en B" volgt nu, dat bij de punten B" een



raaktetraeder behoort met hoekpunten ¢ en cen pool-
tetraeder met hoekpunten D. De punten (0 worden op
het vlak X 0Y geprojecteerd in de punten A", de punten
D in de punten. B

Beschouwt men nu de punten A, B, Cen D als
beeldpunten van cirkels, dan heelden de punten A resp.
D, vier onderling orthogonaal snijdende cirkels af mel hun
middelpunten in de punten A, resp. B', en de punten
B, resp. C, vier cirkels beschreven om telkens drie punten
van de orthocentrische groep van de punten A", resp.
B, Immers het punt By is gelegen in drie vlakken,
die aan Py raken in de beelden van de punten
Ao, A", Ay® en bijgevolg hel beeldpunt van den cirkel
door die drie punten (hoofdstuk 11I). Het punt B," is
het middelpunt van dien cirkel.

§ 5. De acht punten B en C heelden cirkels met
gelijke stralen af.

Bewijs: De ribben Ay As en Ag Ay zijn toegevoegde
poolliinen, A;" Ae" is dus de machtlijn van den bundel
afgebeeld door A Ay (hoofdstuk VII). By By is even-
wijdig met As Ay De bundel afgebeeld door By By heeft
dus ook A" Ay" tol machtlijn (hoofdstuk VII).

Lerder is reeds gebleken, dat A" A" en By® By" elkaar
loodrecht middendoordeelen.

De middelpunten van de cirkels met beeldpunten Bs
en By liggen dus symmelrisch t. 0. van de machtlijn
van den bundel, waartoe zij behooren. De cirkels mel
beeldpunten By en By hebben denzelfden straal. Bij-
gevolg ook de cirkels mel beeldpunten By en Ba.

De cirkels met beeldpunten ¢ hebben dan ook alle
vier denzeltden straal.

Uit de congruentie van de beide orthocentrische groepen
volgt dadelijk, dat de stralen van de cirkels met beeld-
punten B gelijk zijn aan die van de cirkels met beeld-
punten C.
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§ 6. Twee cirkels met gelijke slralen worden door
hun machtlijn in elkaar gespiegeld.

De cirkels met bheeldpunten Bz, Bs en By worden
respectievelijk door de machtlijnen As” A4’ A A A" Ag”
in den cirkel met beeldpunt B; gespiegeld. De cirkels
mel beeldpunten Bz, Bs en By hebben hel punt A," ge-
meen. Dit punt wordt dus door die machtlijnen ge-
spiegeld op den omgeschreven cirkel van de punten
Ao’ As”, Ay, den cirkel met middelpunt Bi".

§ 7. Het resultaat is dus:

De middelpunten van de cirkels om lelkens drie punten
van een orthoecentrische groep beschreven vormen weer
een orthocentrische groep. De middelpunlen van de
cirkels om telkens drie punten van die tweede groep
heschreven vormen weer de eerste groep.

De stralen van die acht omgeschreven cirkels zijn even
aroot. De beide orthocenlrische groepen zijn congruent.

Elke verbindingsrechte van twee punten van de eene
groep is evenwijdig aan een verbindingsrechte van twee
punten van de andere groep van dezelfde lengte.

De beéide orthocentrische groepen hebben hetzelfde
zwaartepunt. Elk punt van de eene groep wordl door
dat zwaartepunt in het toegevoegde punt van de andere
groep gespiegeld. Elk punt van een orthocentrische
eroep wordt door de verbindingsrechten van de drie
niet aan dat punt toegevoegde punten van de andere
groep in de drie overige punten van zijn groep gespiegeld.

Elk punt van een orthocentrische groep wordt door
de verbindingsrechten van de overige drie punten van
zijn groep gespiegeld in drie punten, op een cirkel ge-
legen, waarvan het toegevoegde punt van de andere
groep het middelpunt is.

Voor den drichoek luidt deze laatste stelling:

Het hoogtepunt van den driehoek wordl door de zijden
van den drichoek gespiegeld in drie punten van den
omgeschreven cirkel van dien driehoek.
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§ 8. Een orthocentrische groep van punten A® be-
paalt, zooals boven bleek, op één manier een raaktelraeder
met hoekpunten B. Die raaktetraeder bepaalt weer op
één manier een pooltetraeder mel hoekpunten A, die in de
punten A® op het vlak X 0Y worden geprojecteerd.

Die orthocenlrische groep bepaalt ook weer op één
manier de orthocentrische groep van de punten B”. Uit die
groep wordt weer ap ¢én manier een raakletracder ver-
kregen met hoekpunten C, die in de punten A" op het
vlak X 0Y worden geprojecteerd. |,

Hieruit volgt: '

De punten van een orthocentrische groep zijn middel-
punten van slechts één stel van vier elkaar orthogonaal
snijdende cirkels en van slechls één stel van vier cirkels
met gelijke stralen, beschreven om telkens drie punten
van een andere orthocentrische groep.

Aangezien een orthocentrische groep reeds door drie
van zijn punten is bepaald, volgl hieruit, dat de beide
stellen cirkels door drie van hun middelpunten volkomen
zijn bepaald.

Van vier elkaar orthogonaal snijdende cirkels is dus
de straal van den vierden ecirkel nit die van de drie
andere cirkels af te leiden.

Die belrekking, hier niet afgeleid, is:

il i
Vi e e Tk

Voor de cirkels van het tweede slel geldt, dat ze
telkens mel drieén een punt van een orthocentrische
groep gemeen hebben. Zijn die vier cirkels nu door
drie van hun middelpunten gegeven, dan is het gemeen-
schappelijke punlt van de drie cirkels, welke die drie
punten tolt middelpunten hebben, het middelpunt van
den cirkel beschreven om die drie punten.

Omgekeerd volgt hieruit, dat drie cirkels mel gelijke
stralen, die door een punt gaan, nog drie snijpunten
hebben, die met dal punt een orthocentrische groep
vormen.
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§ 9. De beeldpunten van drie onderling orthogonaal
snijdende cirkels bepalen het beeldpunt van den bijbe-
hoorenden vierden cirkel als de pool van het door die
drie punten bepaalde vlak.

De beeldpunten van drie cirkels met gelijke stralen
door één punt, die dus in één raakvlak aan Po liggen,
bepalen het beeldpunt van den vierden bijbehoorenden
cirkel als het gemeenschappelijk snijpunt van de drie
andere raakvlakken, telkens door twee van die punten
aan Py aan te brengen. '

§ 10. De straal R van de cirkels met beeldpunten
B en C is te bepalen uit de oude betrekking tusschen
coordinalen en straal van den cirkel door een van die
punten afgebeeld.

Voor het punt Bi b.v. geldt:

(it =y (PR b e )

2 2

B 715 15125 s o /A R 71
: =

)

H s

Na invoering van de vier betrekkingen van den vorm:
Xlg _1_ }'12 =7 _+_ et
en de zes betrekkingen van den vorm:

( 718 s
X1 X —!7 yj, )rg S 7——5‘.L,

vindt nien:

LTl L
A

Door gebruik te maken van de bovengenoemde be-

trekking tusschen de stralen ry, rs, rs en ry is dus nu

de straal van een cirkel van het tweede stel in de

stralen van drie cirkels van het eerste stel uit te drukken.

§ 11. De codrdinaten van de punten C, die evenals
de punten B, cirkels met straal R afbeelden, worden nu
dadelijk gevonden als:



X1

' SR (e BT R S
xi® + yi? — ] —i: - 1— s’ :

¢ rys I'n® I of b
2 | Xe2 + yo? — 2l il o sl e B

enz.
De coordinaten van het zwaartepunt van den tetraeder
met hoekpunten C zijn dus:

e e AV i e | O Sk

1 [ 4 | &5 4 T4
Na invoering weer van de vier hetrekkingen van den
vorm:
)(12 —l— }"12 === l‘12 =4
vindt men:
X1 -+ Xz - X3 + x4 2142+ 232,
4 PN
Dit zijn weer de (:ourdumten van het punt Z.
De vier tetraeders met hoekpunten A resp. B, ¢, D
hebben hetzelfde zwaartepunt Z.
De straal p van den door het punt Z afgebeelden
cirkel wordt weer op de gewone wijze gevonden als:

2 l+ + J{A v'1+_’2—*— s v\ 2
a__(\ X2 X \;) _I_(\ SisY3 ! 3~|\ﬁ) .

Yi-bye -l—‘,»--

+ 2tz
A
Na invoering weer van de vier betrekkingen van den
vorm: Xi® + yi* =12z +r? en de zes betrekkingen van

ZtZs .
den vorm: XiXe -+ yi1y: =" vindt men:
=St i ik
; 16 4
I
F— g

Z', de projectic van het punt Z, is het punt waardoor
de punten van de beide orthocentrische groepen A® en
B” in elkaar worden gespiegeld.

Elk van de punten A", resp. B?, is nu het uitwendig
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gelijkvormigheidspunt van den cirkel met straal R en
het toegevoegde punt BY, resp. A” tet middelpunt en
den cirkel met straal '/s R en Z" tot middelpunt.

De cirkel met middelpunt B,” gaat door de punten
AsP, Ag®, AP, De cirkel met middelpunt Z° bevat dus
de middens van de rechten, die A;® met Ao’ resp. As',
A" verbinden.

De middens van de zes verbindingsrechten der vier
punten van de orthocentrische groep van de punien
A® liggen op den cirkel Z°. Eveneens in diezelfde punten
de zes middens van de verbindingsrechten van de
punten B".

De cirkel beschreven om de punten Ao", As", A" beval
ook de punten, waarin het punt As" door de zijden
A" As®, As® AP, A" Ag" wordl gespiegeld.

De cirkel Z° bevat dus de snijpunten van elk van de
drie paar orthogonaal snijdende rechten, die gaan door
de punten van de orthocentrische groep van de punten A”.
Iiveneens bevat die cirkel Z° de snijpunten van elk van
de drie paar orthogonaal snijdende rechten van de
punten B

Die cirkel 7", de negenpuntscirkel van den drichoek
Aq” A" Ay treedt hier op als de twaalfpunlscirkel voor
de beide toegevoegde orthocentrische groepen A" en B

§ 19. Het zwaartepunt Z; van den drichoek As" As" A"
heeft tot coordinaten:

Xe - Xo X4 Y2 Y5 Vi

3 | 3
De co6rdinaten van het punt 7" zijn:
T o e . B £
4 | 4
en die van het punt B,
Xs 1= Xb T Xe e XUV R T Y8 Ty =)
2 | 2
Het punt Z; ligt op de rechte Z°B,", wat dadelijk
blijkt uit het vergelijken van die coordinaten.
Verder blijkt daaruit, dal Z°Z; = '[s Z" B,".
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De zwaartepunten van de vier driehoeken, die telkens
drie punten van een orthocentrische groep tot hockpunten
hebben, worden verkregen door uit het middelpunt van den
negenpuntscirkel de afstanden tot de middelpunten van
de omgeschreven cirkels van die driehoeken tot op /s
te verkleinen.

Die zwaarlepunlen vormen dus een orthocentrische
groep, die, gespiegeld f.o. van het middelpunt van den
negenpuntscirkel, weer een orthocentrische groep geeft.

De punten van die groep zijn de zwaartepunten van
de driehoeken, die telkens drie punten van de orthocen-
{rische groep B" tot hoekpunten hebben.

Bij deze toegevoegde orthocentrische groepen behooren
weer acht cirkels met straal ![3 R.

Uit deze beschouwingen volgt nu de bekende stelling:

Voor den omgeschreven- en den negenpuntscirkel van
een driehoek is hel hooglepunt hel uitwendig-, het
zwaartepunt het inwendig gelijkvormigheidspunt.

§ 13 Zijn in drichoek Ao" As" As" de punten Vg, Vg, Vy
de voelpunten van de hoogtelijnen op de zijden, dan is
dadelijk in te zien, dat het punt A" en de punten
A" Ag", AyY de middelpunten zijn van den ingeschreven
en de aangeschreven cirkels van den drichoek Vo V3 V.

De middelpunten van den in- en de aangeschreven
cirkels van een driehock of kortweg de middelpunten
van de raakcirkels van een driehoek vormen een ortho-
centrische groep. '

De punten Vs, Vs, Vi liggen op den negenpuntseirkel
van den driehoek A" A" Ay" met straal ' R; de vier
cirkels door telkens drie van de vier punten A" hebben
denzelfden straal R.

Hieruit volgl: De cirkels door telkens drie punten van de
orthocentrische groep, gevormd door de middelpunten
der raakeirkels van een driehoek, hebben een straal,
die tweemaal zoo groot is als de straal van den om-
geschreven cirkel van den driehoek.



De orthocentrische groep gevormd door de middel-
punten van de raakeirkels van een driehoek heeft den
omgeschreven cirkel van dien drichoek lol negenpunts-
cirkel en zijn middelpunt tot zwaartepunt.

Hieruit volgt nu:

Voor den omgeschreven cirkel van een driehoek en
den cirkel, bepaald door de middelpunten van drie der
raakeirkels van dien driehoek, is het middelpunt van
den vierden raakecirkel het uitwendig-, het zwaartepunt
van den driehoek, die de middelpunten van die drie
raakcirkels tot hoekpunten heeft, het inwendig gelijk-
vormigheidspunt.

§ 14. Is o de straal van den negenpuntscirkel van een
orthocentrische groep van punten A" en is Z" hel middel-
punt van dien cirkel, tevens zwaartepunt van die groep,
dan zijn de stralen van de cirkels beschreven om de
driehoeken, die hun hoekpunlen in lelkens drie punten
van die groep hebben gelijk aan 2 ;.

De middelpunten van de raakcirkels van elk van die
vier driehocken vormen vier orthocentrische groepen.
Voor elk van die orthocentrische groepen is de omge-
schreven cirkel van den bijbehoorenden driehoek de
negenpuntscirkel en het middelpunt van dien cirkel, een
van de punten BY, hel zwaartepunt. Aangezien Z" het
zwaartepunt is van de punten B" volgt hieruit, dat Z” ook
het zwaartepunt is van de zestien middelpunten van
raakeirkels.

De zestien cirkels beschreven om telkens drie punten
uit een van elk van die vier orthocenltrische groepen
hebben, wat dadelijk blijkt, een straal 4 p. Aangezien de
middelpunten van elk van. die vier viertallen cirkels
worden verkregen door spiegeling van de punten van
elk van die vier orthocentrische groepen t.o. van het
bij die groep behoorende zwaartepunt B", volgt hieruit,
dat Z° ook het zwaartepunt is van de middelpunten van
die 16 cirkels met straal 4 .
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Uit elk van die vier orthocentrische groepen van
middelpunten van raakcirkels zijn nu op dezelfde wijze,
als boven is aangegeven, weer vier orthocentrische
groepen van middelpunten van raakeirkels af te leiden,
waarvan de zestien cirkels met straal 4 » de negenpunts-
cirkels zijn en hun middelpunten de zwaartepunten.

De 64 cirkels beschreven om telkens drie punten uit
een van die zeslien arthocentrische groepen hebben een
straal 8p. Het zwaarlepunt van die 64 middelpunten
van raakeirkels zoowel als het zwaartepunt van de 64
cirkels met straal 8 p is het punt Z".

Op dezelfde wijze voorlgaande wordt het aantal middel-
punten van raakcirkels en het aantal cirkels beschreven
om lelkens drie punten uit een van elk van die ortho-
centrische groepen iederen keer viermaal, de straal van
die cirkels tweemaal zoo groot.

Uitgaande van een orthocentrische groep met zwaarte-
punt Z° en negenpuntscirkel met straal p zijn op deze
wijze groepen le vormen van 4" middelpunten van raak-
cirkels met den straal 2" p. Zoowel van de groep van
de 4" middelpunten van raakeirkels als de groep van
de 4" middelpunten van de cirkels met straal 2", p is het
punt Z" het zwaartepunt.

§ 15. Alleen lettend op de vier driehoeken, waarvan
de hoekpunten telkens drie punten zijn van een ortho-
centrische groep, zijn de boven verkregen resultaten
samen lte valten in de navolgende slelling:

Voor de vier drichoeken, waarvan de hoekpunten
telkens drie punten zijn van een orthocentrische groep
is het zwaartepunt vin die groep het zwaartepunt van
de vier hooglepunten, het zwaartepunt van de vier zwaarte-
punten, het zwaartepunt van de vier middelpunten van
omgeschreven cirkels, het zwaarlepunt van de zeslien
middelpunten van raakeirkels.
 Ten slotte is nog op te merken, dat alle bijzondere
punten, cirkels, punten- en cirkelgroepen behoorende
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bij de orthocentrische puntengroep A” bij spiegeling t. o.
van Z° overgaan in de overeenkomslige punten, cirkels,
punten- en cirkelgroepen, behoorende bij de orthocen-
trische puntengroep BF.

HOOFDSTUK IX.

De cirkelbundel en de punteninvolutie op een rechte.

§ 1. Hel vlak door de beeldrechte [ van een hyper-
holischen bundel loodrecht op het vlak X OY snijdt uit
P, en twee raakkegels aan Po, die hun toppen hebben
in de punten C; en Cs van die beeldrechle, een parabool
en twee paar raaklijnen si, sz en ti, f» aan die parabool.

De beide snijpunten [; en Iy van die rechte [ met de
parabool vormen een puntenpaar van elk der beide
involuties door de stralenbundels met toppen Ci en Cq
uit die parabool uitgesneden.

De punten Sy, Se zijn de dubbelpunten van de eene,
de punten Ty, Ts die van de andere involutie.

Ben involutie op een kegelsnede wordt door een punt
van die kegelsnede op een rechte weer als een involutie
seprojecteerd.

Kiest men voor dat punt het raakpunt van Py aan
het oneindig verre vlak, dan worden de beide involuties
weer als involuties geprojecteerd op de rechte van de
middelpunten van de cirkels van den bundel, waarvan /
de beeldrechte is.

De punten I;* en I;” worden zoowel door het punten-
paar Si", S¢* als door het puntenpaar Ty, T," harmo-
nisch gescheiden, de punten 1;" en I.” zijn dus de dubbel-
punten van de punteninvolutie op die rechte bepaald
door die beide puntenparen.

Die puntenparen zijn (hoofdstuk III) de snijpunten van
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de beide cirkels, afgebeeld door C; en Cs, met de rechte
/an de cirkelmiddelpunten van den bundel, afgebeeld
door de rechte /.

Hieruit volgt: In een hyperbolischen cirkelbundel worden
de beide punteirkels harmonisch gescheiden door de
snijpunten van elken cirkel van dien bundel met de
verbindingsrechte van die punteirkels.

Elk punlenpaar van de rechte /, dal twee orthogonaal
snijdende cirkels afbeeldt, wordt harmonisch gescheiden
door de beide punten I en {s.

De punten Iy en I zijn dus de dubbelpunten van de
punteninvolutie op de rechte /, bepaald door de beeld-
punten van de paren orthogonaal snijdende cirkels uit
den door [ afgebeelden bundel.

Projecteert men die involutie op het vlak X 0Y, dan
volgt daaruit, dat de punteirkels van den bundel har-
monisch  worden gescheiden door de middelpunten van
elk paar orthogonaal snijdende cirkels van dien bundel
en dat de punteninvolutie van de middelpunten van de
paren orthogonaal snijdende cirkels dezelfde is als de
punteninvolutie uitgesneden op de rechte van de cirkel-
middelpunten door de cirkels van den bundel.

lken  dergelijke eigenschap bestaat nu ook voor de
parabolische, resp. de elliptische bundels. In die bundels
zijn de punteirkels evenwel samengevallen, resp. imaginair
geworden.

De soorlen van de punteninvoluties op een rechte
bepalen nu ook de soorten van cirkelbundels.

De punteninvolutic met * reéele  dubbelpunten komt
overeen met den hyperbolischen bundel.

De punteninvolutic met reéele dubbelpunten, waarbij
een van de dubbelpunten ligt op de oneindig verre
rechte, de symmelrische involulie, komt overeen met
een bundel concentrische cirkels,

De verbindingsrechte van de beide punteirkels van
den bundel, d.i. elke rechte door het middelpunt van
die concentrische cirkels wordt door elk van de cirkels
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in twee punten gesneden, symmelrisch gelegen t. 0. van
dat middelpunt.

De aan elken cirkel toegevoegde orthogonaal snijdende
cirkel van den bundel is imaginair. Het middelpunt
van elk van die toegevoegde cirkels valt samen met het
middelpunt van de concentrische cirkels.

De punleninvolutie met samengevallen dubbelpunten
komt overeen mel den parabolischen bundel.

De punteirkel van den bundel staat loodrecht op alle
cirkels van den bundel.

De punteninvolutie met reéele dubbelpunten, samen-
cevallen met het oneindig verre punt van den drager,
komt overeen met een bundel evenwijdige rechten. De
beide puntecirkels zijn samengevallen met de oneindig
verre rechte in het vlak X 0Y, het middelpunt van de
als cirkels beschouwde rechten met die beide punteirkels.

De punteninvolutie mel imaginaire dubbelpunten komt
overeen met den elliptischen bundel.

De punteninvolutie met imaginaire dubbelpunten op
de oneindig verre rechte komt overeen met den stralen-
bundel.

De oneindig verre rechte in het vlak XO0Y is de
rechte van de middelpunten van de als cirkels beschouwde
rechten van den stralenbundel.

De middelpunten van telkens twee als cirkels be-
schouwde orthogonaal snijdende rechlen van dien stralen-
bundel bepalen op de oneindig verre rechte een invo-
lutie met imaginaire dubbelpunten. De dubbelstralen
van die straleninvolutie zijn de beide imaginaire rechten;

de beide imaginaire dubbelpunten de imaginaire cirkel-
punten van het vlak X 0Y,

§ 2. Het vlak door de beeldrechte m van een ellip-
tischen bundel loodrecht op het vlak X 0 Y snijdt uit
Py en twee raaktegels aan Py, die hun toppen hebben
in de punten C; en Cp van die beeldrechte, een para-
bool en twee paar raaklijnen aan die parabool.
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Ziin  s1, 82,41, t2 de raaklijnen, Sy, Sa, Ty, T de raak-
punten en beelden Ci en C; orthogonaal snijdende cirkels
van dien bundel af, dan ligt C, op de rechte T; Tg, Co
op de rechte SiS.. Het puntenpaar Ty, Ty, resp. Sy, Se,
behoort tol de involutie op de parabool uitgesneden
door den stralenbundel met top Ci, resp. Cs. Dubbel-
punten van die involuties zijn het puntenpaar Si, Ss,
resp. Ty, T, :

Projecteert men beide involuties op het vlak X 0 Y,
dan zullen de puntenparen S", S,* en T,*, T.", gelegen
op de rechte van de cirkelmiddelpunten van den bundel,
afgebeeld door m, elkaar harmonisch scheiden.

De punten bepaald door twee orthogonaal snijdende
cirkels op de verbindingsrechte van hun middelpunten
vormen een harmonisch viertal,

Ook deze eigenschap geldt voor de andere soorten
bundels. Bij den parabolischen bundel zijn van elk
viertal drie punten samengevallen in hel vaste punt van
den bundel, bij den hyperbolischen bundel zijn van elk
viertal twee punlen imaginair.

HOOFDSTUK X.

Onderlinge lizgging van bundels en netten.
= ] B

=

§ 1. Wanneer een nel is gegeven door zijn orthogo-
naal-, punt- of diametraalcirkel, een bundel uit dat net
door de rechte van zijn cirkelmiddelpunten, zijn centraal,
dan is op eenvoudige wijze (hoofdstukken III, VI en VII)
de orthogonaal-, punt- of diametraalcirkel van dien bundel
te bepalen. Omgekeerd zijn daaruit de voorwaarden te
vinden, waaraan de punicirkels of vaste punlen vam een
bundel moeten voldoen om dien bundel tot een aldus
gegeven nel le doen behooren.
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In de voornaamste hierna volgende gevallen geschiedt
het bepalen van den orthogonaal-, punt- of diametraal-
cirkel van dien bundel als volgt:

1) Net gegeven door orthogonaalcirkel, bundel door
een dien cirkel snijdende rechte. De orthogonaalcirkel
van den bundel heeft de verbindingsrechte van de beide
snijpunten tot middellijn. :

2) Net gegeven door orthogonaalcirkel, bundel door
een dien cirkel rakende rechte. Het raakpunt is de
punteirkel van den bundel.

3) Net gegeven door orthogonaalcirkel, bundel door
een rechte, die dien cirkel niet snijdt of raakt. De
loodlijn uit het middelpunt van den orthogonaalecirkel
op die rechle is de machtlijn van den bundel, hel snij-
punt van loodliin en rechte het middelpunt van den
diametraalcirkel, de diametraaleirkel de den orthogonaal-
cirkel loodrecht snijdende cirkel. Orthogonaalcirkel net
en diametraalcirkel bundel hepalen op die machtlijn twee
puntenparen, die een harmonisch viertal vormen.

4) Net gegeven door punteirkel, bundel door een
rechte huiten dat punt. De loodlijn uit het punt op
de rechte is de machtlijn, het snijpunt van loodlijn en
rechte het middelpunt van den diametraaleirkel, de af-
stand van punteirkel tot middelpunt de straal van den
diametraalcirkel. De puntecirkel is het eene vaste punt;
het andere punt wordt verkregen door dat punt fe
spiegelen t.o. van de rechte van de cirkelmiddelpunten.

5) Net gegeven door punteirkel, bhundel door een
rechte door dat punt. De beide punteirkels zijn in dat
punt tot den punteirkel van den bundel samengekrompen.

6) Net gegeven door diametraalcirkel, bundel door
een willekeurige rechte. De loodlijn door het middel-
punt van den diametraalcirkel op die rechte is macht-
liin van den bundel en snijdt die rechte in het middel-
punt ;van den diametraalcirkel van den bundel.

De diametraaleirkel van den bundel snijdt den diame-
traalcirkel van het net in twee punten gelegen op een
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rechte door het middelpunt van dien cirkel, evenwijdig
aan den centraal van den bundel. De snijpunten van
den diametraalcirkel van den bundel met de machtlijn
zijn de vaste punten.

Bijzonder geval:

Ontaardl de orthogonaaleirkel in een orthogonaalrechte,
dan valt de centraal van den bundel behoorende tot
het door die orthogonaalrechte bepaalde net met die
orthogonaalrechte samen. De bundel is nu nader te
bepalen door zijn punteirkels of zijn vaste punten.

§ 2. De gemeenschappelijke bundel van twee netten,
elk gegeven door zijn orthogonaal-, punt- of diametraal-
cirkel is in verband met het vorenstaande volkomen
bepaald, wanneer de centraal van dien bundel be-
kend is.

Die rechte wordt op de eenvoudigste manier gevonden
door uit te gaan van twee cirkels Iy en I's, die elk
zoowel als orthogonaal- en diametraalcirkel van een net
worden beschouwd en waarvan de middelpunten de
punteirkels zijn van parabolische netten. Elk van die
beide drietallen netten wordt dan afgebeeld door drie
evenwijdige vlakken. Het middelste der vlakken van elk
drietal raakt aan Po in het beeldpunt A, resp. B, van
het middelpunt van den cirkel I'y, resp. 1" (hoofdstuk III).
Het vertikale vlak door de punten A en B snijdt Py en
die vlakken volgens een parabool en twee drietallen
evenwijdige rechten, [y, la, I3 en miy, me, ms.  Het beeld-
punt G, resp. K, van den cirkel Iy, resp. I'y, ligt met A,
resp. B, op een vertikale rechle, die [y, resp. my, snijdl
in het punt D, resp. F.

Hierbij heeft men CA=AD en EB =BT (hoofd-
stuk 1II).

De twee drietallen evenwijdige rechten snijden elkaar
in negen punten G, H,J, K, L, M, N, O en P.

De beide drietallen beeldvlakken snijden elkaar volgens
negen evenwijdige rechten, elk door een van die punten.
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Die negen rechten heelden dus negen bundels met dezelfde
machtlijn af.

Elk van die bundels bhehoort tot lwee van de zes
netten, een uit elk drietal.

Een van de negen beeldrechten, de rechte I, door
het punt G, beeldt den gemeenschappelijken bundel af
van de beide netten, die Iy en 1 tot orthogonaalcirkels
hebben. Die bundel is toegevoegd aan den door [’y en
I'; bepaalden bundel (hoofdstuk VII).

Zijn A" en B de projecties op het vlak XO0Y van
de punten A en B en is [” de projectic van die rechte
l,, dan zijn de rechten A”B" en [ toegevoegde macht-
lijnen van den bundel met beeldrechte [, en den bundel
van de cirkels I'y en I'..

Die negen beeldrechten worden dus op het viak X0 Y
geprojecteerd in negen rechten loodrecht op de lijn A” B,

Die negen projecties zijn de centralen van negen
bundels.

De beeldrechte [, door het punt H beeldt den gemeen-
schappelijken bundel af van de beide parabolische netten,
waarvan A" en B" de vaste punlen zijn; de centraal
van dien .bundel is de machtlijn van de punteirkels A"
en B” (hoofdstuk VII).

De beeldrechte [, door het punt O beeldt den gemeen-
schappelijken bundel af van het net, waarvan I's de
orthogonaalcirkel is en het parabolische net, waarvan
A" hel vaste punt is; de centraal van dien bundel is
de machtliin van den cirkel I's en den punteirkel A",

De punten G, O en K liggen op een rechle. Eveneens
de punten G, H en J.

Uit de gelijkheid van KO en O G volgl nu, dat 7,7,
de projectie van de beeldrechte . door het punt K, en
[’ symmetrisch liggen t. 0. van [” en uit de gelijkheid
van JH en H G, dat [, de projectie van de beeldrechte
l; door het punt J, en [ symmetrisch liggen t.o.
van Lr,

Het resultaat is dus:
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Van lwee cirkelnelten gegeven door hun orthogonaal-
cirkels is de centraal van den gemeenschappelijken bundel
van die netten de machtlijn van de beide orthogonaal-
cirkels.

Voor twee cirkelnetten gegeven door een orthogonaal-
en een diametraalcirkel wordt de centraal van den ge-
meenschappelijken bundel gevonden door de machtlijn
van die beide cirkels le spiegelen t.o. van de machtlijn
van den orthogonaalcirkel en het als een punteirkel
beschouwde middelpunt van den diametraalcirkel.

Voor twee cirkelnetten gegeven door hun diametraal-
cirkels wordt de centraal van den gemeenschappelijken
bundel gevonden door de machtlijn van de beide cirkels
te spiegelen t.o. van de middelloodlijn van de verbin-
dingsrechte van hun middelpunten.

§ 8. Voor een net gegeven door zijn orthogonaal-,
punt- of diametraalcirkel is boven afgeleid, hoe de paren
punteirkels of vaste punten van de @2 bundels van dat
net t.o. van dien orthogonaal-, punt- of diametraalcirkel
zijn gelegen.

Beschouwt men van die bundels de toegevoegde bundels,
dan gaan hun beeldrechten door een punt, de pool van
het beeldvlak van het net. Al die toegevoegde bundels,
afgebeeld door al de rechten van de ruimte door dat
punt hebben een cirkel gemeen, den orthogonaaleirkel
van hel net.

De punteirkels, resp. vaste punten, van een bundel
van het net worden voor den toegevoegden bundel de
vaste punten, resp. de punteirkels.

Hiermee is dan ook de ligging bepaald van de paren
vaste punten, resp. de punteirkels, van alle bundels, die
een gegeven cirkel gemeen hebben.

§ 4. Worden de beeldpunten van de orthogonaal-
cirkels van twee netten harmonisch gescheiden door Py,
dan behoort elk van die beide cirkels Lot het net, waarvan
de andere de orthogonaalcirkel is.



HOOFDSTUK XL

Pool en poollijn.

§ 1. De poollijn van een punt A" t. 0. van een cirkel I’
gaat door den anderen puntcirkel B" van den bundel,
bepaald door dien cirkel en het als een puntcirkel be-
schouwde punt A” (hoofdstuk IX). Het vertikale vlak
door de beeldrechte « van dien bundel snijdt Po volgens
een parabool. De beide snijpunten A en B van die
beeldrechte « mel de parabool beelden de beide punt-
cirkels van den bundel af.

Uit de wijze van afbeelding van een rechte (hoofd-
stuk 1V) volgt nu, dat de poollijn tol beeldpunt heeft
het gemeenschappelijke snijpunt van het oneindig verre
vlak met de 2 rechten evenwijdig aan de raaklijn aan
de parabool in B. Hieruit volgl weer de eigenschap,
dat de poollijnen van elk van de beide als punten be-
schouwde punteirkels van een bundel samenvallen met
de rechte door het andere punt loodrecht op de ver-
bindingslijn van die beide punten gelrokken.

De poollijnen van een punt A" L o. van de cirkels
van een bundel (') worden nu gevonden door in elken
cirkelbundel, bepaald door het punt A" en een van de
cirkels [, den tweeden punteirkel B” te bepalen en op
elke rechte A" B" in B" de loodlijn op te richten.

[Tet punl A" en de bundel (I') bepalen tezamen een
cirkelnet.

Die tweede punteirkels vormen den orthogonaaleirkel
van dat net, de poollijnen snijden elkaar in het punt
van ‘den orthogonaalcirkel, dat diametraal tegenover het
punt A" is gelegen.

Hiernit volgt:

1) De orthogonaalcirkel van een net is de meetkundige
plaats van de punten P, die de eigenschap bezitten, dat
hun poollijnen p t.o. van alle cirkels van dat net elkaar
in één punt Q snijden. Steeds is ook dat punt Q op
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-den orthogonaalcirkel gelegen en wel diametraal tegen-
over het punt P.

9) De orthogonaalcirkel van een net snijdt de pool-
liiln van elk van zijn punten t.o. van een willekeurigen
cirkel van het net in een punt, dat in hel midden ligt
tusschen de snijpunten van die poollijn met dien wille-
keurigen cirkel. Twee orthogonaal snijdende -cirkels
bepalen op elke middellijn van een van die cirkels twee
puntenparen, die elkaar harmonisch scheiden.

§ 2. De beeldpunten van de poollijnen van een wille-
keurig punt t.o. van de cirkels van een net worden
gevonden door helt beeld van dal punt achlereenvolgens
met de beeldpunten van de cirkels van dat net te ver-
binden, door elk van die rechten een vertikaal vlak te
brengen, in het andere snijpunt van elk van die rechlen
mel Po de raaklijn aan de door het verlikale vlak uit
Py uitgesneden parabool aan te brengen en het snijpunt
daarvan met hel oneindig verre vlak te bepalen.

Die ce® raaklijnen vertegenwoordigen de ©® richlingen
in de ruimte. De poollijnen worden afgebeeld door de
punten van het oneindig verre vlak. Zij vormen het
net van de rechten in het vlak XOY.

§ 3. Is een rechte 1" afgebeeld door hel gemeen-
schappelijke snijpunt van het oneindig verre vlak met
de @0? rechlen, die als koorden van Py beschouwd hel
vertikale vlak door 1" tot middelvlak hebben en is een
cirkel afgebeeld door een punt (i, dan is het beeld van
de pool van die rechte 1" van 1" als volgl te vinden:

Breng een verlikaal vlak door 1", breng een verlikaal
vlak door C, evenwijdig met het koordenstelsel, dus
loodrecht op 1", bepaal de snijlijn van die beide vlakken,
bepaal het snijpunt B van die snijlijn met Po, verbind B
met C en bepaal het andere snijpunt A van die ver-
bindingsrechte » met P.
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De projectie van dat punt A op het vlak XO0Y is
dan de pool van 1" t. 0. van I

Om nu de meetkundige plaats te vinden van de polen
van een gegeven rechte t.o. van een cirkelbundel moet
op de boven aangegeven wijze voor elken cirkel uit dien
bundel de pool worden gevonden.

De punten € vormen nu de heeldrechte ¢ van den
bundel.

De vertikale vlakken o door de punten C loodrecht
op I’ zijn evenwijdig.

De snijlijn van het vertikale vlak 2 door 1 met een
vlak o snijdt Pp in een punt B van de parabool =,
welke 24 met Po gemeen heeft.

De meetkundige plaats der polen wordt dus blijkbaar
bepaald als de projectie van de doorsnede van P, met
een regelvlak. Van dit regelvlak, een conoide, loopen
alle rechten » evenwijdig aan een vast vlak 5 en snijden
een rechte ¢ en een parabool 7. Het vlak 2 van de
parabool staat Joodrecht op het vaste vlak 5,, de as
van de parabool loopt er aan evenwijdig.

Door wenteling van hel assenkruis om de Z as kan
men hel svlak, waarin de parabool ligt, evenwijdig kiezen
aan het vlak X 0Z en het vlak, waaraan alle rechten
r evenwijdig zijn, evenwijdig aan het vlak Y 0 Z.

Is de beeldrechte van den bundel gegeven door de
vergelijkingen:

m(z — c)
n(z—c

X —a
y—bh
en de parabool door:
Xettmvi—z (1)
= (2),
dan is elke rechte van het regelvlak gegeven door de
vergelijkingen:
x—a—m(@Ez—c)-FAraly—b)—n@z—c)|=0 (3)
X=p (4)
De rechte (3) (4) moet (1) en (2) snijden.
Na eliminatie van x, y en 2 uit de vergelijkingen (1),
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(2), (3) en (4) en na eliminalie van A en . uit de aldus
verkregen betrekking en de vergelijkingen (3) en (4) wordt
voor de vergelijking van dit regelvlak gevonden:
(x—a)(y—Db)—n(x—a)z—e)+
+ In(x —a) —m(y — b){ (x* 4 p* —¢) —
—(x—a)(p—Db)-+m(z —c)(p--Db)=0

Het regelvlak is van den 3en graad,

De eliminatie van 2z uit deze vergelijking en de ver-
gelijking x*+ y? =
jectie op het vlak XO0Y van de doorsnede van dit
regelvlak met Py.

De vergelijking van die projectie is:

m(x*—c¢)(p—y)+(x—a)ly —p) —
—n (x —a)(y* — p?) — mb (y* — p?) +mpy(y —p) =0

De projectie beslaat uil een rechte mel vergelijking:

yedpi==0)]
d.i. de vergelijking van de projectie van de parabool
en een hyperbool mel vergelijking:

— mx*® — nxy + (1 —np)x <4 (na — mb - mp) y —

— a - nap + me — mbp = 0

De meetkundige plaats van de polen van een rechte
t. 0. van de cirkels van een bundel is dus een hyperbool.

De beide asymptotische richtingen worden gevonden uit:

— mx* — nxy =0, dus
—mx —ny =0 en x=0.

De eerste asymptoot staat loodrecht op de rechte van
de cirkelmiddelpunten van den bundel, de tweede staal
loodrecht op de vaste poollijn.

Het regelvlak bevat, wat dadelijk is in te zien, de
beeldpunten van de beide punteirkels van den bundel,
d. z. de snijpunten van de beeldrechte met P.

De hyperbool beval dus ook die beide punteirkels.

Hieruit volgt: De meetkundige plaats van de polen
van een rechte t.o. van de cirkels van een bundel is
een hyperbool, die door drie vaste punten gaat, waar-
van er een op de oneindig verre rechle ligl.

[Tet net van de rechten van het vlak X0 Y, als een

z geeft de vergelijking van de pro-
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net van poollijnen beschouwd, wordt vergezeld door
een driepuntsnet van hyperbolen. Elk van die hyper-
bolen is de meetkundige plaats van de polen van een
van die rechten f.o. van de cirkels van den bundel.

§ 4. Boven is afgeleid, dat de poollijnen van een
punt t.o. van de cirkels van een bundel door een punt
gaan.

Tusschen de punten van het vlak XO0Y en het ge-
meenschappelijk snijpunt van de poolliinen van elk van
die punten t.o. van de cirkels van den bundel is een
verwanfschap ¢één aan één le stichten. Deze verwant-
schap is een bijzonder geval van de algemeene ver-
wantschap van Steiver bij den kegelsnedenbundel.

Uit een eenvoudige beschouwing volgt nu, dat de
boven besproken hyperbool ook kan worden opgevat
als een verzameling van de in die verwantschap aan
de punten van die rechte toegevoegde punten.

Blijkbaar wordt bij deze wijze van toevoegen de graad
ran een figuur verdubbeld,

Bijzondere punten zijn in deze verwantschap de beide
punteirkels I en I: van den bundel en het snijpunt S
van de loodlijin op hun verbindingslijn met de oneindig
verre rechle in hel vlak X 0Y.

Aan het punt Iy (Is) is in deze verwantschap toege-
voegd de loodlijn op de lijn I; I door het punt I, (I,),
aan het punt S de centraal van den bundel.

HOOFDSTUK XII.

Harmonische cirkelviertallen, bundels en netten.

§ 1. Vier cirkels uit een bundel vormen een harmo-
nisch viertal, wanneer zij worden afgebeeld door twee
puntenparen, die elkaar harmonisch scheiden.
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De machtlijnen van een willekeurigen cirkel 1" en elk
van vier harmonische cirkels gaan door een punt. -

Immers die machtliinen gaan door hel middelpunt
van het net bepaald door dien cirkel in den bundel,
waartoe die harmonische cirkels behooren.

De vier verbindingsrechten van het middelpunt van [*
met elk van de vier middelpunten van de harmonische
cirkels vormen een harmonischen vierstraal.

Elk van de vier machtlijnen staat loodrecht op een
van die vier verbindingsrechten.

Aan elk van de vier verbindingsrechten door het
middelpunt van 1" is een machtlijn toegevoegd door het
middelpunt van het net en omgekeerd. Die toegevoegde
rechten zijn dus te beschouwen als toegevoegde stralen
nit twee stralenbundels, waarbij tusschen de stralen een
verwantschap een aan een bestaat. len dergelijke ver-
wantschap is bepaald door drie stralenparen.

Tusschen vier stralenparen bestaal dan een betrekking,
die in dit geval beteekent, dat ook de vier machtlijnen
een harmonischen vierstraal vormen.

De poollijnen van een willekeurig punt t. o. van de
cirkels van een bundel gaan door een punt (hoofd-
stuk XI). |

De poollijnen van een willekeurig punt t. o. van vier
harmonische cirkels staan loodrecht op de verbindings-
liinen van dat punt met de vier middelpunten van die
cirkels en vormen dus ook een harmonischen vierstraal.

Stelling: De machtlijnen van een willekeurigen cirkel
en elk van vier harmonische cirkels zoowel als de pool-
liinen van een willekeurig punt L. o. van elk van vier
harmonische cirkels vormen harmonische vierstralen,

§ 2. De bundels bepaald door een willekeurigen
cirkel I' en elk van vier harmonische cirkels worden
afgebeeld door een harmonischen vierstraal gelegen in
het beeldvlak van het net bepaald door dien cirkel I
en den bundel van de vier harmonische cirkels.
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Die vier bundels zijn harmonische bundels.

Elke rechte in het beeldvlak van het net, dat zij
bepalen, wordt door hun beeldrechten in een harmonisch
puntenviertal gesneden.

Vier cirkelbundels hebben dus met elken cirkelbundel
uit het net, dat zij bepalen, vier cirkels gemeen, die
een harmonisch viertal vormen,

§ 3. Vier netten, die een harmonisch cirkelvierlal
tot orthogonaalcirkels hebben, worden afgebeeld door
vier vlakken door de beeldrechte van den bundel toe-
cevoegd aan den bundel bepaald door die orthogonaal-
cirkels.

Die vier vlakken vormen dus een harmonisch viertal;
de vier nellen, die tot denzelfden netbundel behooren,
ziln harmonisch.

Vier harmonische neflen hebben dug met een wille-
keurig net vier harmonische bundels en met een wille-
keurigen bundel vier harmonische cirkels gemeen.

HOOFDSTUK XIIL

De cirkels, die een gegeven cirkel onder eenzelfden
hoek snijden.

§ 1. De cirkels, die een gegeven cirkel I' met straal »
in een punt A" van zijn omtrek onder een hoek «
snijden vormen twee parabolische cirkelbundels, die
worden afgebeeld door twee rechten door het punt A,
het beeldpunt van A", en gelegen zijn in het raakvlak
aan Py in dat punt.

De’ centralen van die beide bundels gaan door het
punt A" en raken aan een cirkel I'; met straal » sin «,
die concentrisch is met I
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De heeldrechten van die beide cirkelbundels zijn nu
te bepalen als de doorsnijding van het raakvlak aan Po
in het punt A met de beide raakvlakken door dat punt
aan een rechten cylinder, die den cirkel I'y tot richt-
kromme heeft.

Op overeenkomstige wijze zijn nu ook de beeldrechten
te bepalen van de beide bundels, waarvan de cirkels
den cirkel T" in een ander punt B van zijn omirek
onder een hoek « snijden.

De beide raakvlakken aan Py in de punten A en B
zijn raakvlakken van den raakkegel aan Po met het
beeldpunt C van I’ tot top en snijden elkaar volgens
een rechte s, die op het vlak X 0Y wordl geprojecteerd
in de rechte s", de middelloodlijn van de verbindingslijn
van de punten A en B" (hoofdstuk X).

Ziin 1y en my, resp. lz en me de beeldrechten van de
beide bundels door A, resp. door B, I;" en mi", resp.
," en ms" hun projecties op het vlak X 0Y, die gaan
door het punt A", resp. door B", dan snijden 1" en
me” elkaar in een punt Si" " en m:" elkaar in een
punt S." beide gelegen op de lin s".

Het punt S;" is zoowel de projectie van het snijpunt
van de rechten s en Iy als van de rechten s en ma.
De rechten l; en me snijden elkaar in het punt Si, de
rechten 1z en my in het punt S:. De rechten li enm
en de rechten l; en mey snijden elkaar niel.

De afbeelding van alle cirkels, die I' onder een ge-
geven hoek =« snijden, bestaat dus uil tweetallen van
rechten door de beeldpunten der punten van 1'; elk
van de beide rechlen uit een lweelal snijdt van elk
ander tweetal een rechte en kruist de andere.

De beelden der punlen van I' vormen een ellips.

Hieruit volgt:

et stelsel van de cirkels, die een gegeven cirkel
onder een gegeven hoek snijden, wordt afgebeeld door
een eenbladige hyperboloide, die Po aanraakt volgens
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een ellips, waarvan de punten de beelden zijn van de
punten van den cirkel.

Wordt die gegeven hoek « =0, dan gaat de hyper-
boloide over in den raakkegel aan Po, die het beeld-
punt van den cirkel tot lop heeft en dus o volgens
dezelfde ellips aanraakt.

Wordt die gegeven hoek « = 'l27, dan ontaardt de
hyperboloide in de meetkundige plaats van de rechten
in het poolvlak van hel beeld van den cirkel, die dezellde
ellips omhullen. Elk van die rechten is daarbij dan
tweemaal te tellen.

Minder juist, maar eenvoudiger, is het te zeggen, dat
voor « = /s # de hyperboloide ontaardt in twee samen-
vallende platte vlakken, die Po volgens dezelfde ellips
snijden.

De verschillende hyperboloiden, die de cirkels afbeelden,
welke een gegeven cirkel I onder een gegeven hoek «
snijden, de raakkegel aan Po, het dubbelgetelde poolvlak
van het beeldpunt van I' en Py zelf behooren tot een-
zelfden bundel van kwadratische oppervlakken, die tot
basiskromme heeft de ellips, die de punten van I' af-
beeldt, als dubbelkromme beschouwd.

Aangezien het beeld van een punt van I' tot alle
oppervlakken van dien bundel behoorl, volgt hieruit,
dat elk punt van [' kan worden beschouwd als een
punteirkel, die I' onder alle mogelijke hoeken snijdt.

§ 2. Om de' ligging te bepalen van de hyperboloide
%2, d.i. de hyperboloide, die de cirkels afbeeldt, welke
een gegeven cirkel 1" onder een gegeven hoek « snijden,
beschouwt men een raaklijn u” aan den cirkel I't met
straal » sin c.

Zijn V" en W? de snijpunten van u” met I', dan is
u” te beschouwen als de projeclie van twee rechlen
an de hyperboloide, een rechte vy door het punt V,
het beeldpunt van V?, en een rechte we door het punt
W, het beeldpunt van W?. Die beide rechlen, lot de
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verschillende stelsels van de hyperboloide behoorend,
snijden elkaar in de snijliin s van de raakvlakken aan
Po in de punten V en W. Het snijpunt Z° van de
rechte s, de projectie van s, en de rechte u’ is dusde
projectie van het snijpunt der rechten v; en wa; s° is
de middelloodlijn van de verbindingsrechte van de punten
Ve en WP u" is een raaklijn aan den met I’ concen-
trischen cirkel 'y, Z" is dus een punt van I.

De verlikaal door het punt Z" ligt in een raakvlak
aan de hyperboloide en gaat door het snijpunt van de
beide rechten der hyperboloide, in dat raakvlak gelegen.
De vertikaal door Z” is dus een raaklijn aan de hyper-
boloide. De hyperboloide «? wordt dus aangeraakt door
een rechten cylinder, die den cirkel I'y tot richtkromme
heeft. De loodlijn op het vlak X 0Y in het middelpunt

P

" van de cirkels I' en I'y is dus t. 0. van de hyper-
boloide «* de middellijn voor een stelsel van evenwijdige
vlakken, waarloe, wal dadelijk blijkt, ook het vlak der
ellips behoort, die de punten van I' afbeeldt.

Het middelpunt van de hyperboloide en de hiermee
samenvallende top van den asymptotenkegel van die
hyperboloide liggen op een loodlijn op het vlak X0Y
door het middelpunt van 1.

§ 3. De snijpunten van de hyperboloide «? met het
oneindig verre vlak beelden de rechlen af, die den
cirkel ' onder den hoek « snijden. Die rechlen raken
aan den met I" concentrischen cirkel I's met straal » cos «.
Die rechten worden dus ook afgebeeld door de snij-
punten van het oneindig verre vlak met den raakkegel
aan Py die het beeldpunt van 'y tol top heeft. De
beschrijvende lijnen van den asymptolenkegel van de
hyperboloide «* loopen dus evenwijdig aan de beschrij-
vende lijnen van den raakkegel aan Py, die het beeld-
punt van I; tot top heeft.

De raakkegel aan de hyperboloide «* met het beeld-
punt van I' tot top, valt samen met den raakkegel aan
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Py mel denzelfden fop en raakt die hyperboloide volgens
de ,beeldellips” van I

De hyperboloide «? is nu volkomen bepaald door de
volgende gegevens:

1°) Een ellips op die hyperboloide gelegen, de beeld-
ellips van I

2°) De raakkegel aan de hyperboloide met top in
het beeldpunt van 1, d.i. de raakkegel aan P, met
hetzelfde punt tot top. Die raakkegel raakt de hyper-
boloide volgens de beeldellips.

5°) Een kegel, evenwijdig aan den asymptotenkegel,
de raakkegel aan Po, die tot top heeft heeft het beeld-
punt van .. 1% is concentrisch met I' en heeft tot
straal » cos«. » is de straal van 1.

De onder 1°) en 2°) genoemde gegevens gelden voor
alle raakhyperboloiden uit den bovengenoemden bundel
kwadratische oppervlakken, het onder 3°) genoemde
heeft belrekking op een bepaalden hoek .

De verbindingslijn van het middelpunt van de ellips
met den top van den onder 29 genoemden raakkegel
aan de hyperboloide komt hier op een andere wijze
voor den dag als de middellijn voor de hyperboloide
voor een stelsel van vlakken evenwijdig met het vlak
van die ellips.

3

§ 4. Een plat vlak gebracht door de loodlijn op het
vlak X0 Y door het middelpunt van I' snijdt «? volgens
een hyperbool en den raakkegel aan «* die het beeld-
punt € van [’ tot top heeft, volgens twee raaklijnen
Iy en [, aan die hyperbool.

De beide raakpunten P en Q zijn twee punien van
de beeldellips van 1I'; de codrdinaten van het snijpunt C
van /i en g zijn:

x!y Xz_}_yz__].z
Datzelfde platte vlak snijdt den raakkegel aan Py, die
het beeldpunt C:; van I'; tot top heeft volgens twee
rechten m; en mgz, evenwijdig aan de asymptoten van



]

de hyperbool (§ 3); de codrdinaten van het snijpunt Cs
van mp en ms zin:
X|y|x24 y2 —r2cos?a.

Zijin R en S de punten, waarin die beide rechten aan
Py raken, dan is RS [/ P Q.

Immers P Q ligt in het poolvlak van C, RS in het
poolvlak van . en de beide poolvlakten loopen even-
wijdig, omdat CC: loodrecht staat op het vlak X 0Y.

De lijn CCz is tevens middellijn van de hyperbool
voor hel stelsel van koorden evenwijdig aan P Q (§ 2)
en bevat dus hel snijpunt van de beide asymptoten.

Van de hyperbool zijn nu gegeven:

1°)  De beide raaklijnen I en ls met hun raakpunten
P en Q.

2°) De asymptotische richtingen.

Door gebruik te maken van de eigenschap, dat het
punt P, resp. Q, in het midden ligt tusschen de snij-
punten van de beide asymploten met I, resp. l,, worden
nu langs planimetrischen weg de codrdinaten van het
~middelpunt van de hyperbool en daarmee ook de coor-
dinaten van den top van den asymptolenkegel gevonden.

Die coordinaten zijn:

? 4 y? 4 r?sin® @ — r? cos® «

Daar een eenbladige hyperboloide volkomen bepaald is
door haar asymptotenkegel en een punt, is het boven ge-
vonden resultaat ook in den volgenden vorm te brengen:

De eenbladige hyperboloide, die de cirkels afbeeldt,
welke een cirkel I' met middelpunt x y en straal »
onder een hoek « snijden, heeft tot middelpunt het punt
2sina — r?cos*«. De asymptolen-
kegel is evenwijdig aan den raakkegel aan Py, die tot
top heeft het punt x|y |x2+ y2 —r2cos?a. Elk van
de beeldpunten- van de punten van den omtrek van I’
ligt op de hyperboloide,

§ 5. Ontaardt de cirkel I in een rechte p, dan gaat
de eenbladige hyperboloide over in een hyperbolische
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paraboloide. Die rechte p kan altijd, na wenteling van
het assenkruis om de Z as, evenwijdig loopen met de X as.
Is « de afstand van p tot de X as en zijn z en yde
coordinaten van het middelpunt van een cirkel met
straal », die p onder een hoek « snijdt, dan is dadelijk
in te zien, dat:
rcosc =y - a

of

—q
l‘=} —-

cos @

Substitueert men deze uitdrukking voor # in de be-
trekking tusschen de codrdinaten van het beeldpunt en
den straal van een cirkel (hoofdstuk I), dan gaat die
betrekking over tot den vorm:

3 — a\2
x2_{_y_mz_{_(y ")
COS «

Na vereenvoudigen wordt dit:

a )z o a’
sin?a/

LG RB () sin® &

De cirkels, die de rechte p onder een hoek « snijden
worden afgebeeld door de punten van een hyperbolische
- paraboloide, die tot top heeft het punt:

o
0 ‘ — LIRSS S H e
| sin? « | sin* &
en waarvan de richtvlakken zijn gegeven door de ver-

gelijking :

x2 — tg?a (y o ')2 = 0.

sin? o
Tot de paraboloide hehooren ook de punten, welke
het vertikale vlak door p op Py bepaalt.
De_hyperbolische paraboloide is dus volkomen bepaald
door haar top, haar beide richtvlakken en een willekeurig
punt van de parabool door het vertikale vlak door p
uit Py uitgesneden.
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HOOFDSTUK XIV.

De inversie en de gelijkvormigheidsnetten.

§ 1. Een willekeurige rechte 1 door een punt G
van de ruimte, buiten Po gelegen, snijdt Py in twee,
involutorisch met elkaar verbonden, punten.

De vlakken van den vlakkenbundel met die rechte 1,
tot as snijden Py volgens ellipsen.

Die ellipsen worden op het vlak X 0Y geprojecteerd
in de cirkels van een bundel, die de projectie 1" van Iy
tot machtlijn heeft.

De projectie Ci" van Gy heeft gelijke macht t.o. van
alle cirkels van den bundel.

Een andere rechle Iz door het punt C; bepaalt even-
eens een cirkelbundel in het vlak X0 Y, waarvan de-
machtlijn door C," gaat. Het vlak door de rechten I
en lz snijdt Py volgens een ellips, die op hel vlak X 0 Y
wordt geprojecteerd in een cirkel, die tol die beide
cirkelbundels behoort.

Het punt Ci" heeft dus dezelfde gelijke macht t. o.
van alle cirkels van die beide bundels. '

Hieruit volgt voor elke rechte door het punt Gy, dat
het product van de afstanden der projecties van haar
snijpunten met Po tot de projectie van G, constant is.

Voor de rechten van den raakkegel aan Po met G
tot top vallen die beide snijpunten samen.

Elk van die tweetallen samengevallen snijpunten wordt
geprojecteerd in een punt van den door Cy afgebeelden
cirkel (hoofdstuk III).

Is » de straal van den door C; afgebeelden cirkel,
dan volgt hiernit, dat voor een willekeurige rechle door
' het product van de afstanden van de projecties van
ziin snijpunten met Py tot de projeclie van G gelijk is
aan 7"

Door Py en het punt C;i is nu in het vlak X 0Y een
hyperbolische inversie bepaald.
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et

Het punt C;" is het centrum van de inversie,

Voor een punt uit het vlak X0 Y en zijn inversie,
gelegen op een rechte door (", is het product van hun
afstanden tot C;" gelijk aan »2

De inversie van een willekeurige figuur wordt gevonden
door haar punten op Py af te beelden, die beeldpunten
met C; te verbinden, de andere snijpunten van die
verbindingsrechten met Py te bepalen en die punten op
het vlak X0Y le projecteeren.

De figuur van die projecties is dan de inversie der
eerste figuur.

De 20? vlakken door C; snijden Py volgens ellipsen,
die op het vlak X O0Y als cirkels worden geprojecteerd.

De inversie van elk van die cirkels, op de hoven
aangegeven wijze bepaald, is de cirkel zelf.

Elk van die cirkels (hoofdstuk III) heeft tol beeld
de pool van het vlak door Ci, dal Py snijdt volgens de
ellips, die op het vlak XO0Y in dien cirkel wordt ge-
projecteerd.

Van elk van die cirkels wordt dus het beeldpunt
door Py harmonisch gescheiden van Cj.

De beeldpunten van al die cirkels vormen het pool-
vlak van C;. De cirkels vormen een hyperbolisch net.
Ilen hyperbolisch net is dus te beschouwen als de meet-
kundige plaats van de cirkels uit een hyperbolische
inversie, hierdoor gekenmerkt, dat elk exemplaar, nadat
aan elk van zijn punten een ander punt is toegevoegd,
in zichzelf overgaat.

De eenige cirkel uit de hyperbolische inversie, waar-
van elk punt aan zichzelf is toegevoegd, treedt op als
de orlhogonaaleirkel van dat hyperbolische net.

Kiest men een punt C; binnen Po, dan is op overeen-
komstige wijze een elliptische inversie samen te stellen.

Een elliptisch net is nu te beschouwen als de meet-
kundige plaats van de cirkels uit een elliptische inversie,
hierdoor gekenmerkl, dat elk exemplaar door die inversie
in zichzell overgaal.
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Het punt Op beeldt weer den, nu imaginairen, ortho-
gonaalcirkel van het net af.

Centrum van inversie en centrum van den diametraal-
cirkel vallen samen. Is het product van de afstanden
van een punt en zijn inversie tot het inversie-centrum
gelijk aan — % dan heeft de diametraalcirkel een
straal ».

§ 2. In de hyperbolische inversie gegeven door Po
en een punt C;, dat dus buiten Po ligt, wordl aan den
cirkel Ay, met beeldpunt L; een andere cirkel Ay met
beeldpunt L. toegevoegd.

Dit blijkt aldus:

De punten van A; worden op Py afgebeeld door de
punten van een ellips Ei. Die punten worden verhonden
met Ci. De kwadratische kegel, die dan ontstaat, heeft
met Po een doorsnede van den 4en graad die uit E,
en een andere ellips L2 bestaat.

De ellips Ez wordl dan op het vlak X 0Y geprojec-
teerd in een cirkel A: met heeldpunt L.

Twee kwadratische krommen op een kwadratischen
kegel zijn altijd te beschouwen als de doorsnede van
dien kegel met een anderen kwadratischen kegel.

Voor de loppen van twee dergelijke kegels geldt de
eigenschap, dat zij door de vlakken van die twee kwa-
dratische krommen harmonisch worden gescheiden.

De Dbeide ellipsen K en Eg liggen dus ook op een
kwadratischen kegel melt top Cg; de beide vlakken ge-
bracht door elk van de punten C; en Gy en de snijlijn
van de vlakken, waarin die ellipsen zijn gelegen, vormen
mel die vlakken een harmonisch viertal.

Een rechte, die C; verbindt mel een punt van E;,
snijdt Py in een punt van E.. Hel punlt op die rechte,
dat met C; die punten E; en E; harmonisch scheidt, is
een punt van het poolvlak van C; t.o. van P,.

Hieruit volgt, dat hel vlak door het punt C: en de
snijliin van de vlakken van de beide ellipsen het pool
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vlak is van C; en na eenzelfde beschouwing voor het
punt C., dat het vlak door C; en die snijlijin het pool-
vlak is van Ca.

De toppen C; en Cs heelden dus elkaar orthogonaal
snijdende cirkels af.

Uit de gelijkwaardigheid van de beide kegels volgt,
dat de cirkels Ay en A ook nog in een andere inversie
aan elkaar zijn toegevoegd.

Die tweede inversie, die bepaald wordt door Po en
het punt Cs is of hyperbolisch of elliptisch.

Beschouwt men dat harmonisch vlakkenviertal als de
afbeelding van vier harmonische netten, dan beelden
hun polen, de punten Li, L, Ci, Ce een harmonisch
cirkelviertal af. '

Het resultaat is dus:

1) Twee cirkels zijn in twee verschillende inversies
aan eclkaar toegevoegd.

2) In elk van die beide inversies is een nel, waarvan
de cirkels aan zichzelf zijn toegevoegd.

De orthogonaalcirkels van die beide netten behooren
tot den cirkelbundel bepaald door de beide cirkels; de
beeldvlakken van die beide netten snijden elkaar dus
volgens een rechte, die den bundel afheeldt toegevoegd
aan dien bundel.

3) De orthogonaalcirkels van die beide netten snijden
elkaar orthogonaal.

4) De middelpunten van de beide cirkels en van de
orthogonaalcirkels vormen een harmonisch viertal.

5) De beide inversies en de netten uit die inversios,
waarvan de cirkels aan zichzelf zijn toegevoegd, zijn
volkomen door die twee cirkels bepaald.

§ 3. Het punt Ci, resp. Cq, ligt in hel poolvlak t. o.
van Py van het punt Cs, resp. C.

In een door Po en het punt C, gegeven inversic is
nu op eenvoudige wijze het beeldpunt L te bepalen
van den cirkel A toegevoegd aan den door zijn beeld-
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punt L; gegeven cirkel Ay. Daartoe is C; met L; te
verbinden, het snijpunt C. van die rechte met het pool-
vlak van C; te bepalen en het 4¢ punt L. te vinden,
dat met L; het puntenpaar C;, C: harmonisch scheidt.

Beschouwt men een punt als een punteirkel, dan omvat
deze wijze, om van het beeldpunt van een cirkel in een
inversie het beeldpunt van den toegevoegden cirkel te
bepalen, de oorsprenkelijke wijze om van een punt in
een inversie hel toegevoegde punt te vinden.

Dadelijk is nu in te zien, dat in een inversie aan een
cirkelbundel weer een cirkelbundel is toegevoegd.

Immers de beeldrechle van een bundel wordlt weer,
door van elken cirkel uit dien bundel op de boven aan-
gegeven wijze het beeldpunt van den toegevoegden
cirkel te bepalen, in een rechte omgezet. Ook de soort
van bundel blijft bij inversie dezelfde.

§ 4. De cirkels, die een gegeven cirkel A; onder
een eenzelfden hoek snijden, vormen parabolische bundels,
die afgebeeld worden door de rechten van een eenbladige
hyperboloide, welke P, raakt volgens een ellips Ey, waar-
van de punien de punten van A; afbeelden (hoofd-
stuk XIII).

In de door P, en het punt C; bepaalde inversie is
aan den cirkel Ay een cirkel Aa toegevoegd, waarvan
de punten worden afgebeeld door de punten van een
ellips Es, op de boven aangegeven wijze uit E; verkregen.

Aan de parabolische bundels zijn weer parabolische
bundels toegevoegd, waarvan de beeldrechten paarsge-
wijze gaan door de punten van I..

Aan elken cirkel, waarvan het beeldpunt het snijpunt
is van twee rechten van de eenbladige hyperboloide,
is in de inversie weer een cirkel loegevoegd, waarvan
het beeldpunt het snijpunt is van twee rechten, die elk
gaan door een punt van k..

Hiernit volgt:

In een inversie 1s aan een cirkel A; en de cirkels,
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dic dien cirkel onder eenzelfden hoek snijden, weer een
cirkel Az en een cirkelverzameling toegevoegd.

De cirkels van die cirkelverzameling worden afgebeeld
door de punten van een eenbladige hyperholoide, die
Po raakt volgens een éllips, waarvan de punten de
punten van A. afbeelden.

Die cirkels snijden dus A, onder eenzelfden hoek.

Om' nu te bewijzen, dat die hoek dezelfde is als de
hoek «, waaronder de toegevoegde cirkels den cirkel A,
snijden, is het voldoende, wanneer voor ten minsle een
snijpunt van de beide raakhyperboloiden wordt aange-
toond, dat het een cirkel of ontaarding afbeeldt, die de
beide cirkels A; en A. onder eenzelfden hoek snijdt.

Dit geschiedt als volgt:

In elke inversie wordt aan elk punt een ander punt
toegevoegd, gelegen op de verbindingsrechte van dat
punt met het inversie-centrum. Is Ci* de projectie van
Ci, dan volgt hieruit, dat de beide raaklijnen uit C;*
aan Ay weer raaklijnen zijn voor den in die inversie aan
A toegevoegden cirkel.

De punten van de doorsnede van de eerste raak-
hyperboloide met het oneindig verre vlak beelden de
rechten af, die den cirkel A, onder een hoek « snijden,
de punten van de snijliin van het oneindig verre vlak
mel het raakvlak aan Py in het beeldpunt van C,* beelden
de rechten door C;" af.

Er zijn dus twee rechten door %, die den cirkel A
onder een hoek « snijden, de beide raaklijnen nit G,
aan den cirkel met straal ry cos «, die concentrisch is
met ;‘.\1.

Bij inversie blijven die beide rechten onveranderd. Is
rg de straal van A, dan Dblijkt dadelijk, dat ze ook
raken aan den cirkel met straal rs cos «, die concentrisch
is met As.

Die beide rechten, die worden afgebeeld door twee
snijpunten van de beide raakhyperboloiden snijden dus
de beide cirkels onder gelijke hoeken.
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De inversie is dus een isogonale transformatie.

Boven is gebleken, dat in elk van de beide inversies,
waarin de cirkels Ay en As aan elkaar zijn toegevoegd,
een cirkelnet is, dat bij die inversie niet verandert.

Aangezien de inversie een isogonale transformatie is,
volgl hieruit, dat die netten de meetkundige plaatsen
zijn van de cirkels, die A; en A. onder denzelfden
hoek snijden.

§ 5. Een vertikaal vlak door het punt G, snijdt de
ellips E; in twee punten A; en B.

De verbindingsrechten van C; met die beide punten
snijden P, in de punten A: en B..

Beide rechten worden op het vlak X 0Y in dezelfde
rechte geprojecteerd.

Zijn Ay¥ resp. Bi", Ao, Be" de projecties van Aq, resp.
Bi, Az, Be, dan zijn de punten A;" en A," evenals de
punten B{" en B:" in die inversie aan elkaar toegevoegd.

Voor die punten geldt dus:

1P AGR LGP Ag? =142
en
3" By . GiP Be® =n2

Hieruit \"01{.‘;[: (:f: AR (-.:l" B;‘zl' = (_:1” B],“ : C1P 1\2".

De cirkel Ay kan dus door gelijkvormige vergrooting
ontstaan uit den ecirkel A;. Hel punt ;" is hierbij
het gelijkvormigheidspunt. Uit de gelijkwaardigheid van
de beide inversies volgt nu dadelijk. dat het punt Ca"
als het andere gelijkvormigheidspunt voor die beide
cirkels optreedt.

In elk van de beide gevallen dat het vertikale vlak
door het punt Cp aan de ellips E; raakt, vallen de
punten A" en B:" en bijgevolg ook de punten A.” en
Be" samen.

De beide raaklimen uit (4" aan Ay blijven, zooals
reeds boven bleek, na inversie raaklijnen aan A..

§ 6. Een cirkel Iy gelegen in het cirkelnet, waarvan
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het beeldvlak het punt C; tot pool heeft, snijdt A; in
twee punien Fi" en G;*. De aan die punten in de
inversie toegevoegde punten zijn de beide andere snij-
punten van I' met de rechten C;"Fy" en ;" G¢".

Hieruit volgt, dat de vier snijpunten van een cirkel I,
waarvan het beeldpunt gelegen is in een van de beide
poolvlakken van de punten C; en C:, met de cirkels
Ai en A: op twee rechten liggen, die elkaar in een
van die beide punten C; en C: snijden.

Die beide netten, die de gelijkvormigheidspunten van
de beide cirkels A; en As tot centra van hun ortho-
gonaaleirkels (diametraalcirkels) hebben, heeten de gelijk-
vormigheidsnetten voor die beide cirkels.

De beeldvlakken van de beide gelijkvormigheidsnetten
snijden elkaar volgens een rechte, die de toegevoegde
poollijn is voor de beeldrechte van den bundel bepaald
door die cirkels A; en A..

Die snijliin is dus tegelijk de beeldrechle van den
bundel, waarvan de cirkels Ay en Az orthogonaal snijden.

§ 7. Wanneer de cirkels Ay en A elkaar snijden,
dan hebben ook de ellipsen E; en E: twee punten ge-
meen en is de verbindingslijn van die twee punten de
snijlijin van de beeldvlakken van de beide gelijkvormig-
heidsnetten van die cirkels. De bundel bepaald door
A1 en A is elliptisch en wordt dus afgebeeld door
een rechte buiten P;. De beide punten C; en (g, de
beeldpunten van de orthogonaalcirkels van de beide
gelijkvormigheidsnetten, liggen, zooals boven bleek, op
die rechte. De orthogonaalcirkels zijn dus recel, de
gelijkvormigheidsnetten hyperbolisch.

De middelpunten van die beide orthogonaalcirkels, de
gelijkvormigheidspunten (4" en (" verdeelen den afstand
tusschen de middelpunten van A; en A: uit- en in-
wendig in reden van de stralen van die cirkels. Die
punten Ci" en C." zijn te vinden door in een van de
beide snijpunten van A, en A de stralen te teekenen,
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in dat punt de hoeken tusschen die stralen middendoor
te deelen en de snijpunlen van die bisseclrices met de
verbindingslijn van de middelpunten van A; en A, te
hepalen.

Die bissectrices deelen dus ook de hoeken tusschen
de raaklijnen in dat snijpunt aan de cirkels A; en A
middendoor en raken in dat punt aan de orthogonaal-
cirkels I'1 en I'.

Raken de beide cirkels A; en Ay elkaar, dan raken
de ellipsen E; en E: elkaar ook. De snijliin van de
beeldvlakken van de beide gelijkvormigheidsnetten valt
nu samen met de gemeenschappelijke raaklijn aan E,
en Ky in hun raakpunt. Een van de beide orthogonaal-
cirkels wordt afgebeeld door dat raakpunt, de andere
raakt aan A; en Ay in dalzelfde punt. Het eene
gelijkvormigheidsnet is hyperbolisch, het andere para-
bolisch. \

Liggen de beide cirkels Ay en As geheel buiten elkaar,
dan is de door die cirkels bepaalde bundel hyperbolisch.
De ellipsen Ei en E; snijden elkaar niet. De snijlijn
van hun vlakken beeldt weer den gemeenschappelijken
bundel van de gelijkvormigheidsnetten van die cirkels
af.  De punten C; en (., die twee orthogonaal snijdende
cirkels van den door A; en Az bepaalden bundel af-
beelden, vormen met de punteirkels van dien bundel
een harmonisch viertal (hoofdstuk 1X). Een van die
beide punteirkels ligt dus binnen P,. el eene gelijk-
vormigheidsnet is hyperbolisch, het andere elliptisch.

De nelten, waarvan de beeldvlakken gaan door de
poollijn van de beeldrechte van den bundel, bepaald
door A: en A, en door elk van de beeldpunten van
de vier eirkels Ay, A, It en I': vormen een harmonisch
viertal.

Bijzondere gevallen:

1) De cirkels Ay en A ontaarden in een cirkel A,
en een rechte Tg die Ay snijdt. De rechte van de
middelpunten van de cirkels van den door Ay en T
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hepaalden bundel is de loodlijn uit het middelpunt van
Ai op T: neergelaten. De rechte Ts, de ontaarding
van den cirkel A., is tegelijk ook als een raaklijn aan
dien cirkel te beschouwen. Deelt men in een van de
beide snijpunten van A; en T: de hoeken tusschen
T: en de raaklijn aan A; in dat punt middendoor, dan
ziln de snijpunten van die bissectrices met de rechte
van de middelpunten van de cirkels van den door A;
en T; bepaalden bundel, de middelpunten van de ortho-
conaaleirkels van de beide gelijkvormigheidsnetten. De
orthogonaaleirkels, die tot den door A; enT: bepaalden
bundel behooren, zijn dus volkomen bepaald.

2) Ontaarden de cirkels A; en A: in twee rechten
Ty en Ts, dan wordl de bundel, toegevoegd aan den
door T: en T: bepaalden bundel, afgebeeld door een
rechte loodrecht op het vlak X O0Y door het snijpunt
van T; en Ty (hoofdstuk VII).

Het harmonisch netviertal, waarvan de beeldvlakken
gaan door die rechte en elk van de beeldpunten van
Ty, Te, I't en I's wordt dus afgebeeld door vier vlakken
loodrecht op het vlak X 0Y. De orthogonaaleirkels van
de gelijkvormigheidsnetten 'y en 'z ontaarden dus in
orthogonaalrechten door het snijpunt van Ty en Te.

Ty en T: zijn behalve als ontaardingen van A; en
As ook te beschouwen als raaklijnen aan die cirkels.
Kvenzoo zijn de beide orthogonaalrechlen de raaklijnen aan
de orthogonaalcirkels, waarvan zij de ontaarding zijn.

De beide bissectrices van de door T; enT: gevormde
hoeken zijn de orthogonaalrechten van de beide gelijk-
vormigheidsnetten.

3) Ontaarden de beide cirkels A{ en A: in een
cirkel Ay en een rechte Ts, die A, niet snijdt, dan is
de bundel, bepaald door A; en Ts, hyperbolisch. De
middelpunten van de beide orthogonaalcirkels vormen
met de middelpunten van A, en Ty een harmonisch
viertal. Aangezien het middelpunt van T. ligt op de
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oneindig verre rechte in het vlak X0, zijn de middel-
punten van die beide orthogonaalcirkels symmetrisch
gelegen L. o. van hel middelpunt van A, op de loodlijn nit
dat middelpunt op T: neergelaten. Die middelpunten
worden bovendien harmonisch gescheiden door de punt-
cirkels I;" en I." van den door A; en Te bepaalden
bundel (hoofdstuk IX).

Die punten Ci" en Cg" zijn de snijpunten van A; met
de rechte van de cirkelmiddelpunten van den door A;
en 'T'. bepaalden bundel.

[s Ci" het middelpunt van glen orthogonaalcirkel met
reéelen straal [y, dan is (" het middelpunt van den
diametraalcirkel van het elliptische gelijkvormigheidsnet.
Aangezien 1% in dal elliptische net is gelegen en het
middelpunt van dat net, (" bekend is, is nu op een-
voudige wijze de diametraaleirkel van dat net te bepalen.
Daartoe is (" met hel middelpunt van Iy te verbinden
en daarna in C" de loodlijn op die verbindingslijn op
te richten. De beide snijpunten van de loodlijn met I
bepalen op die loodlijn de uiteinden van een middellijn
ran den diametraaleirkel van het elliptische gelijkvormig-
heidsnet.

HOOFDSTUK XV.

De cirkels uit cen bundel, die een gogeven cirkel
aken of onder een gegeven hoek snijden.

§ 1. De cirkels, die een gegeven cirkel I aanraken,
worden algebeeld door de punten van den raakkegel
aan Py, die het beeldpunt @ van I’ tot top heeft.

Een cirkelbundel wordt afgebeeld door een rechte /.

De beide snijpunten van [ met den kegel beelden de
cirkels uit dien bundel af, die aan I' raken.

Het vlak gebracht door C en de rechte /is het beeld-
vlak van het net, bepaald door T" en den bundel. Dit
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vlak zal den raakkegel snijden volgens twee rechlen,
aanraken of alleen den top er mee gemeen hebben.

In het eerste geval is het net, bepaald doorI' en den
bundel, een hyperbolisch net. De beide rechlen m en
n, door het beeldvlak van dat net uit den kegel gesneden,
hebben met [ twee punten gemeen, die retele cirkels
afbeelden.

In het tweede geval is dat nel een parabolisch nel.
De beide rechten m en n zijn samengevallen, dus ook
hun snijpunten met {. Het snijpunt beeldt een reéelen
cirkel af, die voor twee moet worden geteld.

In het derde geval is het net elliptisch. Er zijn geen
reéele cirkels uil den bundel mel heeldrechte [, die aan
den cirkel I' raken.

Hieruit volgt, dat in elken hyperbolischen cirkelbundel
altijd twee gescheiden reéele cirkels en in elken para-
bolischen cirkelbundel twee gescheiden of twee samen-
vallende reéele cirkels zijn te vinden, die aan een ge-
geven willekeurigen cirkel raken. Voor een elliptischen
bundel zijn twee gescheiden of twee samenvallende
recele cirkels te vinden, naarmate het net, bepaald door
den willekeurigen cirkel en dien bundel, hyperbolisch
of parabolisch is.

In een elliptischen bundel, die mel een gegeven cirkel
een elliptisch net bepaalt, zijn geen reéele cirkels, die
aan den gegeven cirkel raken.

De roimte-constructie, waarbij de snijpunten van de
rechten m en n met de rechte [ werden bepaald, geeft
nu de aanwijzing voor de constructie in het platte vlak
van de cirkels uit een bundel, die aan een gegeven
cirkel raken.

Is I' de gegeven cirkel met middelpunt C” en zijn
[;" en 1" de punteirkels van den bundel, dan wordt eerst
de orthogonaalcirkel van het net geconstrueerd door in den
bundel bepaald door I' en I," den anderen puntcirkel
te vinden. Die punteirkel 15" is het midden van de als
koorde van I' beschouwde poollijn van I" t. o. van I
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De cirkel door de punten I;", 1" en Ig" is dan de
orthogonaalcirkel van het net. De snijpunten van dien
orthogonaalcirkel met I', de punten S;* en S:", geven
verbonden met C" de rechten m" en n".

De snijpunten van die rechten m® en n” met de ver-
bindingsrechte 1" van de punten I," en Is"; de punten
M; en M, zijn nu de middelpunten van de beide raak-
cirkels. De stralen van die beide raakecirkels zijn tegelijk
gegeven door de afstanden M; Si" en M, S."

De beide cirkels, die een gegeven cirkel I onder een
cegeven hoek « snijden en tol een gegeven bundel be-
hooren, worden afgebeeld door de snijpunten van een
raakhyperboloide aan Py en de beeldrechte van dien
bundel.

Uit den onderlingen stand van Py, de raakhyperboloide
en de beeldrechte van den bundel, is op eenvoudige
wijze stereometrisch aan fe toonen, dat bij een hyper-
holischen of elliptischen bundel die beide cirkels of
recéel of imaginair zijn of tot één reéelen cirkel kunnen
samenvallen, en dat bij een parabolischen bundel die
beide ecirkels of redel zijn of tol één redelen cirkel
samenvallen.

Qok hier geeft de ruimte-constructie de aanwijzing
voor het bepalen van de beide cirkels uit den bundel.

Fen willekeurig vlak door de beeldrechte van den
bundel snijdt de hyperboloide volgens een kwadratische
kromme. Beeldrechte en kwadratische kromme worden
op het vlak X 0Y weer als een rechte en een kwadra-
tische kromme geprojecteerd. De beide snijpunten van
die rechte en de kwadratische kromme zijn de middel-
punten van de beide cirkels.

De constructie wordt nu de volgende:

Bepaal den orthogonaal- of diametraalcirkel van het
net, dal den cirkel I' en den gegeven bundel bevat,
bepaal daarna de middelpunten van vijf cirkels, die dat
net gemeen heeft met vijf parabolische cirkelbundels,
die den ecirkel ' onder een hoek « snijden,
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De beide snijpunten van de rechte van de cirkel-
middelpunten van den gegeven bundel met de kegelsnede,
bepaald door die vijf punten, zijn de middelpunten van
de beide cirkels.

Die middelpunten zijn nu te vinden als het gemeen-
schappelijk puntenpaar van twee punteninvoluties op
die rechte, ingesneden door de kegelsneden van twee
verschillende bundels, die elk vier van die vijf punten
tot basispunten hebben.

Len eenvoudiger constructie wordt evenwel verkregen
mel behulp van de inversie. Hierbij dient onderscheid
te worden gemaakt lusschen een elliptischen en een
hyperbolischen bundel.

Zim Vi" en Vo" de beide basispunten van den ellip-
tischen bundel en is I' de gegeven cirkel met beeld-
punt G, dan is als volgt een inversie in elkaar te zelten.

Bepaal het poolvlak van (i, bepaal hel snijpunt C,
met dat poolvlak van den vertikaal op het vlak X0 Y
door het punt Vi", bepaal hel poolvlak van C;. In dat
poolvlak ligt dan weer het punt (. Bij de inversie, be-
paald door Py en het punt Cy, blijft dus I onveranderd
(hoofdstuk XIV).

De beide cirkels uit den bundel, bepaald door V" en
Vi, die I' onder den gegeven hoek « snijden, zullen na
inversie overgaan in fwee cirkels uit den bundel, die
na inversie uit den eersten ontstaat. Aangezien de in-
versie een isogonale transformatie is, zullen ook die beide
cirkels I weer onder denzelfden hoek « snijden.

Het punt Vi" wordl op Py afgebeeld door een punt V;.
Dit pnnt Vi ligt op den vertikaal door V" halverwege

vlak van €y en het punt C; zelf (hoofdstuk III).

In de inversie bepaald door Py en hel punt iy wordt
dus aan het punt Vi het raakpunt toegevoegd van P
mel het oneindig verre vlak. Aan het punt Vi, dat op
Po hel punt Ve" afbeeldt, wordt op de gewone manier
een punt Vi toegevoegd. De in die inversie aan den
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oorspronkelijken bundel toegevoegde bundel wordt dus
afgebeeld door de rechte volgens welke hel oneindig
verre vlak en het raakvlak aan P,in het punt Vy elkaar
snijden (hoofdstuk VII).

De cirkelbundel door de beide punten V,"en Vo" gaat
dus na inversie over in een stralenbundel door het punt
Vs", het punt, waarin Vs op het viak X0Y wordt ge-
projecteerd.

De beide raaklijnen uit dal punt Vi aan den mel [
concentrischen cirkel mel straal 7 cos 2 ziin in de door
Po en het punt C; bepaalde inversie toegevoegd aan
de beide cirkels uit den oorspronkelijken bundel, die I’
onder een gegeven hoek 2 snijden. Die beide cirkels
ziin nu op eenvoudige wijze uit die raaklijnen af te
leiden.

S 2. Zin I," en 1" de beide punteirkels van een
hyperbolischen bundel en is I' de gegeven cirkel mot
beeldpunt C, dan wordt op overeenkomstige wijze als
met de punten Vi"en Vo" nu met behulp van de punten
Li" en LI." een inversie in elkaar gezel. Zijn I, en Iy de
beeldpunten van die beide punteirkels, dan wordt op
Py aan I; het raakpunt van Py aan het oneindig verre
vlak en aan I, een punt Is toegevoegd. De beeldrechte
an den na inversie verkregen hyperbolischen bundel is
dus een verlikaal op het vlak X 0Y door het punt Iy,
De cirkelbundel, hepaald door de beide punteirkels I,
en ", gaat dus na inversie over in een bundel concen-
trische cirkels, die hel punt 1", de projectie op het
vlak XOY van het punt Iy, tot middelpunt hebben.

De beide eirkels uil dien concentrischen bundel, die
[ onder een hoek « snijden, worden nu als volgt ge-
vonden. Trek aan den met I concentrischen cirkel met
straal »sina een van de beide raaklijnen uit Iy", bepaal
van die raaklim de beide snijpunten A" en B" met I’
en beschrijf twee cirkels met middelpunt I3" en stralen
[s" A" en I3" B, De beide cirkels nil den oorspronkelijken
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bundel, die I' onder een hoek « snijden, zijn nu op
eenvoudige wijze uit deze cirkels af te leiden.

HOOFDSTUK XV

Het cirkelstelsel met index 2.

§ 1. De cirkels, die door eenzelfde punt van het vlak
XO0Y gaan, worden afgebeeld door de punten van het
raakvlak aan Po in het beeld van-dat punt.

Voor cen cirkelstelsel met index 2 in het vlak X 0 Y
geldt dus, dat in elk raakvlak aan Py twee punten zijn
gelegen, die lwee cirkels van dat stelsel afheelden.

Hieruit volgt dadelijk, dat de cirkels van een cirkel-
stelsel met index 2 worden afgebeeld door de punten
van een kwadratische kromme. Omgekeerd is iedere
kwadratische kromme te beschouwen als de afbeelding
van een cirkelstelsel met index 2.

Tegelijk blijkt hieruit, dat een cirkelstelsel met index n
wordt afgebeeld door een kromme van den nden graad.

Ken cirkelstelsel met index 2 is dus bepaald door
vijl cirkels, die tol hetzelfde net behooren.

[len eenvoudiger wijze om een dergelijk stelsel te'doen
onfstaan dan met vijf cirkels is analytisch te vinden.

De vergelijking van een slelsel met index 2 is de
volgende:

(ar 4 A as + A% ag) (X* + Y?) — 2(b; 42 bs + A2 b%) X —

— 2+ 2ce+2%cs) Y+ di +ade +22d5 =0

of
[ =Ale a3 s =)

Ziin xi|yi |z, resp. Xo|ye|zs, x3!ys|zs de coordi-
naten van de beeldpunten van I'y resp. I's, I'senx |y |z
de coordinaten van hel beeldpunt van een willekeurigen
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cirkel van het stelsel, dan is op overeenkomstige wijze
als in hoofdstuk T in te zien, dat:

ﬂl‘u"‘z‘uﬂa\z—I—/\ a3 X3y

R —

v = a y1 + )LFIEV""I—A a3 V3

: ap —I— A Qg + A2

g — 3171 + Az 72 4 A a3 zg

3 a; -+ raz -+ A%ay

Die drie vergelijkingen bepalen een kwadratische

kromme. Zij zijn ook uit de drie vergelijkingen voor
het cirkelnet, zie hoofdstuk I, af te leiden, wanneer men
daarin « vervangt door 2% De kwadratische kromme
ligt dus in het beeldvlak van hel net bepaald door die

drie cirkels I'y, I's en [y,

Voor A—0 is x=3X1, y=Yi1, 2=121 en
voor A= i§ X=X3, Y=—1Ys, 2=17s

De beeldkromme van het stelsel gaal door de beeld-
punten van de cirkels 'y en .

De projectie van de beeldkromme op het vlak X 0Y,
d.i. de kromme van de middelpunten van de cirkels
van het stelsel, heeft tot vergelijkingen :
a1 X4 —I— A ag Xz -} )2 g X3
BT ~f~ rag -+ Afas

_aiyi+ Arag ye -+ A2ag ys
L A A R S AV ey

De eliminatie van 4 uit die beide vergelijkingen geefl
de vergelijking van de kegelsnede in den vorm:

a; as | (_\'3 = }'l) X == (.\':1 — Xl) v + X3 Y1 — X1 Ys l"’ ==
as? | (}'u = _\":) X — (X3 — Xa) Y+ Xsy2 —Xays |
>< :(\J -—}'1).\ — (N'.’""'X1) ¥ ‘{— X2 Y1 — X1 Ve =
Deze vergelijking is ook te brengen tot den meer

» —

N —

eenvoudigen vorm a; ag Lis® — a2® Les L =0,

waarbij Liz =0 de ver wehlknw is van de verbindingslijn
van de middelpunten van 1%y en I3, Lgs =0 die van
I en I's en Liz2=0 die van I’y en 2
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De meetkundige plaats van de middelpunten van de
cirkels van een aldus bepaalde cirkelschaar is een kegel-
snede, die door de middelpunten van twee van die
cirkels I'y en I's gaat en in die punten raakt aan de
verbindingsrechten van die punten met het middelpunt
van den cirkel I's.

Door de verhouding is die kegelsnede geheel

a1 da
bepaald.

Uit het feit, dat bij de bepaling van de ecirkelschaar
door de vergeliking: 'y A1 - A2T5 =0, ook de
coéfficienten ai, as en as, die eigenlijk met de cirkels
‘niets te maken hebben, een rol spelen, volgt dat de
drie cirkels niet één stelsel met index 2 bepalen, maar
een enkelvoudig oneindig aantal stelsels. De beeldkrommen
van die stelsels liggen in één plat vlak en vormen een
kegelsnedenbundel, waarvan de vier basispunten Lwee
aan twee zijn samengevallen in de beeldpunten van I
en I'; op de rechten, die het beeldpunt van I'» met die
beide beeldpunten verbinden.

Ilen cirkelstelsel met index 2, een kwadratische cirkel-
schaar, wordl dus afgebeeld door de doorsnijding van
een plat vlak en een kwadratischen cylinder, waarvan
de beschrijvende rechten loodrecht op het viak X0 Y
staan.

Het platte vlak is het beeldvlak van hel net, bepaald
door de drie cirkels; de richtkromme van den eylinder
in het vlak XO0Y is de kegelsnede van de middelpunten
van de cirkels van het stelsel.

In het vlak XO0Y is een kwadratische cirkelschaar
dus volkomen bepaald, wanneer gegeven zijn de kegel-
snede K" van de middelpunten van de cirkels van die
schaar en de orthogonaal-, resp. punt- of diametraal-
cirkel van het net, waartoe die cirkels behooren.

De kwadratische cirkelscharen zijn in vijf soorten in
te deelen:

1°)  De cirkels van de schaar behooren Lot een hyper-
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bolisch net; de raaklijnen aan K” snijden den orthogo-
naalcirkel niel. Tol deze schaar behooren geen punt-
cirkels.

27)  De cirkels van de schaar behooren tot een hyper-
bolisch net; een deel van de raaklijnen aan K” snijdt
den orthogonaalcirkel. In de scharen van deze soort
kannen zoowel 0, 2 als 4 punlcirkels voorkomen, die
ook nog weer twee aan twee kunnen samenvallen,

3°) De cirkels van de schaar behooren tot een hyper-
bolisch net. Alle raaklijnen aan K" snijden den ortho-
gonaalcirkel. Is K" een ellips, dan is die ellips binnen
den orthogonaalcirkel gelegen, is K* een hyperbool, dan
bevat de schaar vier puntcirkels,

4°)  De cirkels van de schaar behooren tol een para-
bolisch net.

5%)  De cirkels van de schaar behooren tot een ellip-
tisch net. Deze indeeling, aan de hand van de ruimte-
voorstelling, houdt, zooals later zal blijken, verband met
de soorten van omhullingsfiguren van de cirkels van een
schaar.

§ 2. De constructie van de beide cirkels door een
punt X" van het vlak X 0Y, die behooren lot een kwa-
dratische cirkelschaar, gegeven door een kegelsnede K”
en den orthogonaal-, resp. punt-, diametraaleirkel van
het net, waartoe die schaar behoort, is uit de ruimte-
voorslelling af te leiden.

De beide cirkels behooren lot het net, dat wordt
algebeeld door het raakvlak aan Po in het beeldpunt
X van X",

De beide cirkels worden dus afgebeeld door twee
punten van de rechle, volgens welke dat raakvlak en
het beeldvlak van het net van de schaar elkaar snijden.

De beide snijpunten van die rechte met de beeld-
kromme K van de schaar zijn nu de beeldpunten van
die beide cirkels.

De middelpunten van die beide cirkels zijn dus de
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Zp

snijpunten van K" met den centraal van den bundel,
die hel net waartoe de schaar behoorl, en het parabo-
lische net met het vaste punt X* met elkaar gemeen
hebben.

Is het net, waartoe die schaar behoort, gegeven door
zijn orthogonaal-, punt- of diametraalcirkel, dan is
(hoofdstuk X), die centraal dadelijk te bepalen.

Raakt die centraal aan K" dan vallen de beide cirkels
door X" samen en is X" een punt van de omhullings-
figuur van de cirkels van de schaar.

Omgekeerd is nu, weer aan de hand van de ruimte-
voorstelling, uit de raaklijnen aan K" en den orthogo-
naal-, punt-, of diametraalcirkel van het net, waartoe
de schaar behoort, die omhullingsfiguur te construeeren
en zijn de eigenschappen van die figuur te vinden.

Alvorens daarloe over le gaan, verdient hel aanbe-
veling, em eerst langs analytischen weg iels van die
omhullingsfiguur te weten te komen.

Is It 42l 2*T5 =0 weer de vergelijking van
die schaar, dan is de vergelijking van de omhullings-
figuur:

4Ty —Iw2=0

De ombhullingsfiguur is een kromme van den vierden
graad.

De bovenstaande vergelijking is ook le brengen tot
den vorm: _

a1 (x* 4+ y?)® + az (x® 4 y?) + as =0.
Hierbij is: a; = const.
ag =Dby X - he v -+ bs
a3 =c1 X" 4 coxyf syt eax-teyt e

De b’s en de ¢’s zijn constanten.

Hieruit volgt, dat de omhullingsficuur van een kwa-
dratische cirkelschaar ook te beschouwen is als de pro-
jectie op het vlak X OY van de doorsnijdingskromme
van Po en een kwadratisch oppervlak.

Om nu op de boven reeds aangestipte wijze de om-
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hullingsfiguur te construeeren zal, om de gedachte te
bepalen, worden unitgegaan van een kwadratische cirkel-
schaar van de 1¢ soort en zal voor K® worden gekozen
een ellips.

Een punt X° van de omhullingskromme is hierdoor
gekenmerkt, dat het raakvlak aan Py in zijn beeldpunt X
het beeldvlak van het net van de schaar snijdt volgens
een raaklijn aan de-beeldkromme K van de schaar.

De punten X worden dus paarsgewijze gevonden als
de raakpunten van de beide raakvlakken aan Py door
elk van de raaklijnen ¢ van die beeldkromme K.

De beide punten X, behoorende bij een gegeven raak-
lijn £, zijn dus de snijpunten van Py met de aan £ 1. o.
van P, toegevoegde poollin.

De raaklijnen ¢ liggen in een plat vlak, hel beeldvlak
van het net van de schaar; de toegevoogtio poollijnen
gaan dus door een punt, het beeldpunt € van den
orthogonaalcirkel van het net.

In verband met de boven afgeleide vergelijking van
de omhullingskromme, is nu dadelijk in te zien, dat
die poollijnen een kwadralischen kegel vormen.

Ook onafhankelijk van die vergelijking is dit aan te
toonen. De poollijnen der raaklijnen van K t.o. van
Py gaan allen door de pool van het vlak van K, het
punt C.

Door elk punt Y van het vlak van K gaan twee
raaklijnen aan K. De poollijnen van die beide raaklijnen
liggen in het poolvlak van Y en gaan door het punt C.
Elk plat vlak door het punt G bevat twee poollijnen
van raaklijnen aan K. De poollijnenkegel is kwadratisch.

[ieruit volgt: De omhullingskromme van de cirkels
an een stelsel met index 2 is de projectie op het vlak
X0Y van de doorsnijdingskromme van P, mel een
kegel, waarvan de beschrijvende lijnen de t.o. van Pg
toegevoegde poollinen zijn van de raaklijnen van de
beeldkromme van het stelsel.

Een raakliip ¢ aan K en de loegevoegde poolliin p
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worden op het vlak X0Y geprojecteerd in twee lood-
recht snijdende rechten (hoofdstuk VII).

Die rechten zijn de raaklijn t aan K’ en de rechte
p" door het middelpunt (" van den orthogonaalcirkel
van het net, waartoe de schaar behoort.

De rechte p” is de centraal van den door p algebeelden
bundel. De orthogonaaleirkel van hel net behoort tot
dien bundel, de rechte 1" is de machtlijn.

De punteirkels van den aldus gegeven bundel zijn nu
in het vlak X0Y op eenvoudige wiize te construeeren.

Die puntcirkels zijn dan een puntenpaar van de om-
hullingskromme C; van de schaar.

De punten van C; zijn in involutorische paren te
rangschikken, die symmelrisch liggen t. 0. van de raak-
lijnen aan K”.

§ 3. Op ongezochle wijze verschijnt bij de constructie
van die Cy nog een andere kromme, de kromme Vy van
de voetpunten van de loodlijnen uil het middelpunt van
I” op de raaklijnen van K" neergelaten. De punten van die
kromme liggen elk in het midden van de beide punten
van een involutorisch puntenpaar. Elk punt van die
kromme is de projectic van het midden van een he-
schrijvende rechte van den kegel van de poollijnen, als
koorde van P, beschouwd.

Op wrij eenvoudige wijze is aan le toonen, dal de
middens van alle koorden van Py, die door eenzelfde
punt gaan, weer een omwentelingsparaboloide vormen,
waarvan de as evenwijdig is aan de as van P,.

Die voetpuntenkromme is dus de projectie van de
doorsnijding van een omwentelingsparaboloide en een
kwadratischen kegel.

Die voetpuntenkromme is dus een 4 graadskromme
geheel van dezelfde soort als de kromme (.

§ 4. De kegel van de poollijnen en P, bepalen een
bundel kwadratische oppervlakken, waarvan de hasis-
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kromme op het vlak XO0Y in de kromme C; wordt
geprojecteerd.

In dien bundel zijn behalve den kegel van de pool-
lilnen nog drie kwadratische kegels. De toppen van de
vier kegels uit den bundel zijn de hoekpunten van een
pooltetraeder van DPa.

De poollijnen van de beschrijvende rechten van elk
van die vier kegels omhullen vier kegelsneden, elk ge-
legen in een zijvlak van dien pooltetraeder.

De vier kegelsneden zijn de beeldkrommen van vier
cirkelscharen, die omhuld worden door dezelfde kromme Cy.

De toppen van de vier kegels worden op het vlak
X 0Y geprojecteerd in de orthocentrische groep van de
punten .

Door die vier punten " zijn, zie hoofdstuk VIII, de
vier orthogonaaleirkels bepaald van de vier nelten, waartoe
die cirkelscharen hehooren.

De vier orthogonaaleirkels liggen dus drie aan drie
mel een van de vier cirkelscharen in hetzelfde net.

§ 5. Omgekeerd zijn nu verschillende eigenschappen
opgespoord voor de algebraische kromme, gegeven door
de vergelijking:

ar (2 + ¥+ as (x2 + ) + a3 =0,
waarbij a, = const., a2 = by x -} ba y - bs, a3 = ¢; x2 |-
+ cexyfcay* - cax ey e en waarbij de b's
en de ¢’s conslanlen zijn.

Voor die kromme ( geldt dus:

De punlen ervan zijn op vier manieren in involutorische
paren te rangschikken.

De verbindingsrechten van de punlenparen uit een-
zelfde involutie snijden elkaar in een punt C.

Die vier punten (" vormen een orthocentrische groep.

De middelloodlijnen van de verbindingsrechten van
de puntenparen uit eenzelfde involutie omhullen een
kegelsnede K.

De loodlijnen opgericht op €y in elk van de beide
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punten van een paar uil dezelfde involulie, snijden elkaar
op de middelloodlijn van de verbindingsrechle van die
beide punten.

Hierin ligt tevens opgesloten, dat de beide loodlijnen
elkaar snijden in het middelpunt van den cirkel, die
in die beide punten Cy raakt.

Het middelpunt van den cirkel is een punt van K.

De kromme Cy omhull vier kwadratische cirkelscharen.

De vier kegelsneden K” zijn de meetkundige plaatsen
van de middelpunten van de cirkels van elk van de
vier scharen.

De vier netten van cirkels, waarloe die vier cirkel-
scharen behooren hebben de punten van de orthocen-
trische groep C" tol middelpunten van hun orthogonaal-
cirkels.

De vier orthogonaalcirkels snijden elkaar twee aan
twee orthogonaal en zijn dus volkomen bepaald door
hun middelpunten (hoofdstuk VIII).

Ilen van de vier orthogonaalcirkels is altijd imaginair,
een van de cirkelscharen is dus van de 4¢ soort, de
andere drie behooren tot de eerste, tweede of derde soorl.

§ 5. De verschillen tusschen de kwadratische cirkel-
scharen van de verschillende soorten en hun bijzondere
eigenschappen komen het best uit bij de constructie van
hun omhullingskrommen. ‘

De kwadratische cirkelschaar van de 1€ soorl heeft
zoowel in het geval, dat K” een ellips is, als in het geval,
dat K* een hyperbool is, een omhullingskromme, die
uit twee gesloten takken bestaal. Voor het geval, dat
K" een hyperbool is raken die beide takken aan elk van
de Dbeide loodlijnen uit het middelpunt van den ortho-
gonaaleirkel op de asymptoten van de hyperbool neer-
celaten.

Is bij de kwadratische cirkelschaar van de 2¢ soort
K" een ellips, die den orthogonaaleirkel in fwee punten
snijdt, dan snijdt de omhullingskromme den orthogonaal-
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cirkel orlhogonaal in de beide raakpunten van de ge-
meenschappelijke raaklijnen van ellips en orthogonaal-
cirkel.

De kwadratische cirkelschaar van de 3¢ soort bestaat
alleen uit imaginaire cirkels.

Bij de kwadratische cirkelschaar van de 4¢ soort bezit
de omhullingskromme een geisoleerd punt, het vaste
punt van hel parabolische net.

Ien zeer bijzonder geval van een dergelijke cirkel-
schaar wordl verkregen, wanneer men voor K” een ellips
kiest en voor hel vaste punt een van de brandpunten
van die ellips. De omhullingsfiguur gaal dan over in
een cirkel, die het andere brandpunt tot middelpunt en
de lange as tot straal heeft. Het eerste brandpunt is
weer voor die omhullingsfiguur het geisoleerde punt.

Voor de kwadratische cirkelschaar van de 5°¢ soorl
bestaat in het geval, dat K" een ellips is en het middel-
punt van den diametraaleirkel buiten die ellips is ge-
legen de omhullingskromme uit twee gesloten takken.

HOOFDSTUK XVII.

De cirkels, die aan twee gegeven cirkels raken.

§ 1. Twee cirkels met 1kergcli_jlciug(zn A1=0 en
As =0 zijn te beschouwen als een algebraische kromme
van den 4en graad, die tot vergelijking heeft:

Ay A =0

De algebraische kromme is, wat dadelijk blijkt bij
uitwerken van het linkerlid van de bovenstaande verge-
lijking een bijzonder geval van de kromme Cy uit het
vorige hoofdstuk.

Hieruit volgt dadelijk, dat die beide cirkels door de
cirkels van een viertal kwadratische cirkelscharen worden
aangeraakt.
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Die kwadralische cirkelscharen worden afgebeeld door
kwadratische krommen, gelegen in de vier zijvlakken van
een pooltetraeder, die tot hoekpunten heeft de toppen
van vier kegels uit een bunde! kwadratische oppervlakken.

De basiskromme van dien bundel is de kromme op
Po, die op hel vlak X 0Y in de beide cirkels A; en A,
vordl geprojecteerd; de basiskromme bestaal dus uit
lwee ellipsen E; en E,.

Hiernit volgt dadelijk, dat er van de vier kegels uit
den bundel maar twee eigenlijke kegels overblijven, want
dat het vlakkenpaar, dat de ellipsen E; en E; bevat,
tweemaal als een ontaarde kegel uit den bundel moet
worden beschouwd.

Twee van de vier kegelloppen en bijgevolg ook twee
van de cirkelscharen zijn onbepaald.

De beide toppen van de eigenlijke kegels zijn nu,
zie hoofdstuk X1V, de beide punten C; en Cq, die met
Po de beide inversies bepalen, waarin de cirkels A; en
A aan elkaar zijn toegevoegd.

Het resultaat is dus:

De cirkels, die aan twee gegeven cirkels raken, vormen
twee kwadratische cirkelscharen.

Elk van de beide gelijkvormigheidsnetten van die twee
gegeven cirkels bevat een van de beide cirkelscharen,

De middelpunten van de cirkels, die aan twee gegeven
cirkels raken, liggen op twee kegelsneden.

§ 2. De cirkels, die aan twee gegeven cirkels A
en As raken, worden afgebeeld door de punten van de
snijkromme van de beide raakkegels aan Py, die tot toppen
hebben de beeldpunten Lj; en L. van die beide cirkels.

Uit hetgeen boven is gevonden, volgl nu, dat die
snijkromme bestaat nit twee kegelsneden.

Ook onafhankelijk daarvan is dit aan te toonen.

Elk vlak door de rechte L; Ls snijdt Po en de beide
raakkegels aan Py volgens een ellips en twee paar raak-
lijnen aan die ellips.
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Die twee paar raaklijnen vormen een volledige vier-
zijde, waarvan de hoekpunten zijn de punten L, en Lo
en vier punten A, B, C en D.

Die punten A, B, G en D zijn nu vier punten van
de snijkromme.

De drie nevenzijden van die volledige vierzijde snijden
elkaar in twee punten Q en R, op de rechte L; Ls ge-
legen, en in een punt P.

Voor een om een kegelsnede beschreven volledige
vierzijde geldt de eigenschap, dat het snijpunt van twee
nevenzijden pool is voor de derde.

et punt P is dus de pool voor de rechte L Lo en
bijgevolg een punt van de aan L; Ls t. 0. van Po toe-
gevoegde poollijn.

Elk vlak door Li Ly bepaalt dus een ander punt P
op die poollijn.

De punten Q en R zijn voor alle vlakken door L L
dezelfde.

Immers zij worden door de punten L; en Le harmo-
nisch gescheiden en  beelden Dbovendien twee elkaar
orthogonaal snijdende cirkels van een cirkelbundel af.
Die punten Q en U vormen een puntenpaar, dal twee
op de rechte Ly L bepaalde involuties met elkaar gemeen
hebben.

Het puntenpaar A, B ligt in het vlak bepaald door
Il en de toegevoegde poollijn van Ly Le, het puntenpaar
(G, D in het vlak bepaald door Q en die poollijn.

Die beide vlakken zijn weer de beeldvlakken van de
gelijkvormigheidsnetten van Ay en Ay, de punten Q en
R zijn weer de beeldpunten van de orthogonaaleirkels
van die netlen.

De beeldkrommen van de beide kwadratische cirkel-
scharen, waarvan de eirkels aan twee gegeven cirkels
raken, zijn dus ook dadelijk te vinden door elk van de
beide boven besproken raakkegels aan Py te doorsnijden
mel de beeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten van
die beide cirkels.
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§ 3. Wanneer de beide cirkels A, en A clkaar
snijden, dan zullen de beide ellipsen E; en Es, welke
de punlten van A; en A, afbeelden, elkaar snijden vol-
gens lwee punten S, en S.. De rechte S;S: is de
poollijn van L; L: t. 0. van P,.

De beide raakvlakken door L; L. aan Pq, die Py in
de punten S; en S, aanraken, zijn tegelijk twee ge-
meenschappelijke raakvlakken aan de heide raakkegels
aan P, met toppen L; en L.

De punten S; en S; zijn ook de heide snijpunten van
de twee kegelsneden, die de raakkegels met elkaar ge-
meen hebben.

Immers bepaalt men de snijkromme van die beide
raakkegels door de snijpunten te bepalen van de be-
schrijvende rechten van den raakkegel met top L; met
den raakkegel met top Ls, dan blijkt, dat die beide
snijpunten  samenvallen op de rechten L; S; en L; S,
in de punten Si, resp. S..

Die punten S; en S. zijn dus dubbelpunten van de
doorsnijdingskromme van die beide raakkegels en bijge-
volg de snijpunten van de beide kegelsneden,

De kegelsneden van de doorsnijdingskromme liggen
in de beeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten en
gaan door de punten S; en S..

De beeldvlakken snijden P, volgens twee ellipsen door
de punten S; en S;, die op het vlak X 0Y worden ge-
projecteerd in de orthogonaal snijdende orthogonaal=
cirkels I'y en I': van de gelijkvormigheidsnetten (hoofd-
stuk XIV).

Raakkegels en Py hebben in de punten S; en S,
dezelfde raakvlakken.

De beide kegelsneden van de snijkromme worden dus
op het vlak X O0Y geprojecteerd in twee kegelsneden,
die elk een van de beide orthogonaalcirkels aanraken
in de beide punten, die de orthogonaalcirkels met elkaar
gemeen hebben.

De beide kegelsneden snijden elkaar tweemaal loodrecht.
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Het resultaat is dus:

De meetkundige plaals van de middelpunten van de
cirkels, die aan lwee snijdende cirkelg raken, bestaat uit
twee kwadratische krommen, die elkaar loodrecht snijden
in de beide snijpunten van die lwee cirkels en die in
diezelfde punten raken aan de orthogonaalcirkels van
de gelijkvormigheidsnetten van die cirkels.

S 4. Wanneer de beide cirkels A; en As elkaar
raken, dan raakt de rechte I, L. aan Py in een punt S.

Het beeldvlak van een van de beide gelijkvormig-
heidsnetlen is het raakvlak aan P, in het punt S.

Dalt beeldvlak raakt elk van de raakkegels aan I,
mel loppen Ly en Ly volgens de rechte Ly Ly, de ver-
bindingslijn van die toppen.

Fen van de beide kegelsneden van de doorsnijdings-
kromme bestaat dus uit de dubbelgetelde rechte L L.

Die rechte L;L: wordl op hel vlak X 0Y geprojec-
teerd in de rechte L;"Ls", de verbindingslijn van de
middelpunten van de cirkels A; en A..

Het resultaat is dus:

De meetkundige plaals van de middelpunten van de
cirkels, die aan twee elkaar rakende cirkels raken, be-
staat uit een kwadralische kromme, die die cirkels
hun gemeenschappelijk raakpunt aanraakt en uit de
dubbel te tellen verbindingsrechte van de middelpunten
van die cirkels.

§ 5. Wanneer de beide cirkels A; en A, elkaar niet
snijden, dan zijn de beide punten S; en S, imaginair
geworden. De beide kwadralische krommen, die de
meetkundige plaats vormen van de middelpunten van
de cirkels, die aan die beide cirkels raken, snijden elkaar
loodrecht in twee imaginaire punten.
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De cirkels, die twee gegeven cirkels onder eenzelfden
gegeven hoek snijden.

3 1. De cirkels, die twee gegeven ecirkels A en A
onder denzelfden hoek z snijden, worden afgebeeld door
de snijkromme van twee eenbladigce aan P, rakende
hyperboloiden. Die beide hyperboloiden raken P, aan
volgens ellipsen Ei en Es, waarvan de punten de beeld-
punten zijn van de punten van A en A (hoofdstuk XIII).

Die snijkromme bestaat weer uit twee kegelsneden.
Immers die snijkromme is ook dadelijk le vinden door
elk van de beide raakhyperboloiden te snijden met de
beeldviakken van de gelijkvormigheidsnelten van de
(‘,i]'kClS !\,1 en z\z.

De cirkels, die twee gegeven cirkels onder cenzelfden
gegeven hoek snijden, vormen twee cirkelscharen.

§ 2. De verschillende eenbladige raakhyperboloiden
aan Py, waarvan bij elk de punten ervan de ecirkels af-
beelden, die Ay onder denzelfden hoek snijden vormen
met Py en den raakkegel aan Py, die het punt L, het
beeldpunt van Ay, tot top heeft, een bundel kwadratische
oppervlakken.

Doorsnijdl men de oppervlakken van dien bundel met
de beeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten van de
cirkels Ay en As, dan vormen de suijkrommen in elk
van die beeldvlakken een kegelsnedenbundel.

Die beide kegelsnedenbundels worden op het vlak
XO0Y weer in twee kegelsnedenbundels geprojecteerd.

Elk van die beide kegelsnedenbundels is bepaald door
den orthogonaaleirkel van een gelijkvormigheidsnel en
de kegelsnede van de middelpunten van de cirkels uit
het andere net, die aan A; en As raken.

Voor twee snijdende cirkels geldt nu:

De meetkundige plaats van de middelpunten van de
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cirkels, die twee snijdende cirkels onder denzelfden
hoek « snijden, beslaat uit twee kwadratische krommen,
die clkaar loodrecht snijden in de beide snijpunten van
die twee cirkels en die in diezelfde punten raken aan
de orthogonaalcirkels van de gelijkvormigheidsnetten van
die cirkels.

Llke hoek « bepaalt twee dergelijke kwadratische
krommen. Al die kwadratische krommen zijn le rang-
schikken in twee kegelsnedenbundels,

In elk van de beide kegelsnedenbundels zijn de hasis-
punten twee aan twee in dezelfde lwee punten samen-
gevallen.

lilke kegelsnede van den eenen hundel snijdt alle
kegelsneden van den anderen bundel loodrecht in die
beide basispunten.

§ 3. Wuanneer de beide cirkels Ay en Ao elkaar
raken, dan gaat het beeldvlak van een van de beide
gelijkvormigheidsnetten over in het raakvlak aan Po in
het gemeenschappelifke punt S van de beide ellipsen,
waarvan de punlen de punten van A, en As afheelden,

Ook de beide raakhyperboloiden z, die tol die beide
cirkels behooren, raken aan Py in dat punt S.

Dal beeldvlak snijdt elk van de beide raakhyper-
boloiden in dezelfde twee rechlen.

Die twee rechten worden op het vlak X 0Y gepro-
jecteerd in twee rechten door het punt S" de projectie
van S en helt raakpunt van A; en A..

Die beide rechten zijn symmelrisch t. o. van de rechle,
die de middelpunten van A; en A verbindt.

Immers die rechten zijn de rechten van de middel-
punten van twee parabolische cirkelbundels, waarvoor
het punt 8" het basispunt is.

Voor twee rakende cirkels geldt nu:

De meetkundige plaats van de middelpunten van de
cirkels, die twee rakende cirkels onder denzelfden hoek «
snijden, beslaal uil een kwadratische kromme, die aan
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die cirkels in hun gemeenschappelijk raakpunt raakt en
uit twee rechten door dat raakpunt, die symmetrisch
liggen t.o. van de rechte, die de middelpunten van de
beide cirkels verbindt.

Elke hoek « bepaall een kwadratische kromme en
twee dergelijke rechlen.

De kwadratische krommen bepalen een kegelsneden-
bundel, waarvan de 4 basispunten in het punt S" zijn
samengevallen op de gemeenschappelijke raakliin van
de beide cirkels Ay en As.

De paren rechten bepalen een stralenbundel.

Voor « =127 ontaardt de kwadratische kromme in
de dubbel te tellen raaklijn aan de beide cirkels in het
punit 3%  Ook het rechtenpaar gaat in de dubbel te
lellen raaklijn over.

De machtliin van de cirkels Ay en As, beschouwd
als de meetkundige plaals van de middelpunten van de
cirkels, die die cirkels onder den hoek '[; 7 snijden, is
voor vier te tellen.

Wanneer de cirkels A; en Au elkaar niet snijden of
raken, dan vormen de middelpunten van de cirkels, die
die beide cirkels onder denzelfden hoek « snijden, weer
twee kegelsneden. De heide punten, waarin die kegel-
sneden elkaar loodrecht snijden, zijn imaginair geworden.

Ook hier vormen de kegelsneden voor de verschillende
hoeken « weer twee kegelsnedenbundels.

§ 4. Ontaarden de beide cirkels Ay en As in twee
elkaar snijdende rechten, dan worden de cirkels, die aan
die beide rechten raken afgebeeld door de doorsnijdings-
kromme van twee cylinders, die raken aan P,.

Elk van die beide cylinders raakt P, volgens een
parabool; waarvan de punten de punten.van een van
‘an de beide rechien afbeelden.

De snijkromme van die beide parabolische ecylinders,
die gelegen is in de beide beeldvlakken van de gelijk-
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vormigheidsnetten van die twee rechten vall dus weer
uiteen in twee kegelsneden.

De cirkels, die aan lwee rechten raken vormen dus
weer twee kwadratische cirkelscharen en zijn een stelsel
met index 4.

De beeldvlakken van de gelijkvormigheidsnetten zZijn
twee vlakken loodrecht op het vlak XO0Y door het
snijpunt van de beide rechten, die de hoeken tusschen
die beide rechten middendoordeelen.

Beide beeldvlakken snijden die heide parabolische
cylinders volgens dezelfde twee parabolen, die op het
viak XOY in de bissectrices van de hoeken van die
beide rechlen worden geprojecteerd.

De meetkundige plaats van de middelpunten van de
cirkels, die aan lwee elkaar snijdende rechten raken,
bestaat nit de bissectrices van de hoecken tusschen die
beide rechlen,

§ 6. De cirkels, die twee gegeven rechten onder
eenzelfden hoek o snijden, worden afgebeeld door de
snijkromme van twee hyperbolische paraboloiden, die
aan P, raken.

Elk van die beide paraboloiden raakt Po weer aan
volgens een parabool, waarvan de punten de punten
van een van de beide rechten afbeelden (hoofdstuk XII1).

De snijkromme van die beide paraboloiden bestaat
weer uit twee parabolen, gelegen in de beeldvlakken
van de gelijkvormigheidsnetten.

De cirkels, die twee rechten onder denzelfden hoek 2
snijden vormen weer twee kwadratische cirkelscharen en
zijn een stelsel met index 4.

De meetkundige plaats van de middelpunten van de
cirkels van die beide scharen bhestaat weer uit de beide
bissectrices van' de hocken tusschen die beide rechten.
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HOOFDSTUK XIX.

Het raakprobleem van APOLLONIUS.

§ 1. De cirkels, diec de twee gegeven cirkels I'y en
I's onder gelijke hoeken snijden, worden afzebeeld door
de punten van de bheeldvlakken « en 3 van de beide
gelijkvormigheidsnelten van die cirkels.

Die beide vlakken « en (3 snijden elkaar volgens de
toegevoegde poollijn / van de rechte, die den door I’
en I': bepaalden bundel afbeeldt.

De cirkels, die drie gegeven cirkels I'y, I's en I'y onder
gelijke hoeken snijden, worden dus afgebeeld door de
punten van de vier rechten, die de beeldvlakken 5 en o
van de beide gelijkvormigheidsnetten van ['s en 1"y uit
de vlakken « en [ snijden.

De snijlijn % van de vlakken y en o, de toegevoegde
poollijn van de rechte, die den door I': en I'y bepaalden
bundel afbeeldt, snijdt de snijlijn / van de vlakken
en (3 in een punt O, het beeldpunt van den orthogonaal-
cirkel van het door I'y, I'; en I'; bepaalde net.

De cirkels, die drie gegeven cirkels onder gelijke
hoeken snijden, worden dus afgebeeld door vier rechten
door een punt, het beeldpunt van den orthogonaalcirkel
an het door die drie cirkels bhepaalde net.

De cirkels, die aan die drie gegeven cirkels raken,
worden dus afgebeeld door de acht gemeenschappelijke
snijpunten van die vier rechien met elk van de drie
raakkegels ,aan Py, die de beeldpunten van die cirkels
tot loppen hebben. Iir zijn acht cirkels, die aan drie
gegeven cirkels raken. De constructie van die acht
cirkels bestaat dus uit het bepalen van de vier bundels
en hel daarna vinden van de beide cirkels uit elk van
die bundels.

Aangezien de constructie van de beide cirkels uit een
gegeven bundel, die aan een gegeven cirkel raken in
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hoofdstuk XV gegeven is, blijft hier alleen over het
bepalen van de vier bundels.

Het bepalen van die vier bundels geschiedt aan de
hand van de ruimte-constructie.

De gemeenschappelijke bundel van twee netten heeft
tot machtliin de verbindingslijn van de middelpunten
van de orthogonaaleirkels van die netlen (hoofdstuk X).

De gelijkvormigheidspunten A; en A. van de beide
cirkels I'y en I'e zijn de middelpunten van de orthogo-
naaleirkels van hun gelijkvormigheidsnetten.

Evenzoo de gelijkvormigheidspunten By en B. van de
beide cirkels Ty en I's voor de gelijkvormigheidsuetten
an die cirkels.

De vier rechten Ay Bi, Ay B, A: By en A. B. zijn dus
de machtlijnen van de vier gezochle bundels. Aangezien
die vier bundels elk den orthogonaaleirkel van hel net
bevatten, zijn zij dus geheel bepaald.

De constructie van die vier bundels geschiedt dus
als volgt:

Bepaal den orthogonaalcirkel van de drie cirkels I'y, I's
en I's.  Bepaal de gelijkvormigheidspunten A; en A
van I’y en Iy en de gelijkvormigheidspunten By en Be
an Iy en [y Trek daarna de rechten A, By, A, B2,
Az By en Ay B:. Elk van die vier rechten is machtlijn
van een bundel, waartoe de orthogonaaleirkel hehoort.
Hel eigenlijke probleem is hiermee opgelost.

§ 2. De acht cirkels, die aan drie gegeven cirkels
raken, worden, zooals bleek, afzebeeld door de snijpunten
van vier rechlen met een kwadratischen kegel, IHieruil
volgt, dal lelkens twee van die cirkels lot een cirkel
kunnen samenvallen ol imaginair kunnen worden.

Voor de hand zou nu liggen, dat van de acht cirkels,
die aan drie gegeven cirkels raken, (bijzondere standen
an die drie cirkels daargelaten), er 0, 2, 4, 6 of 8
reéel zijn.

Dit is niet het geval, zooals later zal blijken.
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De ruimte-voorstelling levert nu weer het hulpmiddel
om de realiteit van die cirkels te bestudeeren.

Twee van de voornaamsle gevallen zullen worden
beschouwd.

19) De drie cirkels bepalen een elliptisch net. De
orthogonaalcirkel van dat net is imaginair en wordt af-
gebeeld door een punt binnen P,. De vier heeldrechten
van de bundels snijden Po. De vier bundels zijn hyper-
bolisch. De acht raakeirkels zijn alle reéel (zie hoofd-
stuk XV).

2°) De drie cirkels hepalen een hyperholisch net.

De drie dirkels I'y, I's en [’y mel beeldpunten €,
resp. (s en Gy zijn zoodanig gegeven, dat bij elk paar
de afstand van hun middelpunten grooter is dan de
som van hun stralen.

Vervolgens wordt I'; in het vlak X0 Y verschoven,
tot hij raakt aan I'. De afstand tusschen de middel-
punten van I's en [ blijft grooter dan de som van hun
stralen.

De beeldrechte C; Cz raakt nu aan Po in een punt Q.

Fen van de beide gelijkvormigheidsnetten van de
cirkels It en I's is nu een parabolisch net, dat wordt
afgebeeld door het raakvlak aan P; in het punt Q.

Twee van de vier bundels worden nu afgebeeld door
twee rechlen in dat raakviak ingesneden door de beeld-
vlakken van de beide gelijkvormigheidsnetten van Ls
en Ls.

De raakkegel aan Po met top C; beval de beschrijvende
liim Ci €z en wordt aangeraakt door het raakvlak aan
Py in hel punt ().

Die beide rechten in hel raakvlak snijden den raak-
kegel aan P, dus elk in twee samenvallende punten.

In twee van de vier paar cirkels, die aan I'y, I's en
I's raken, ziin de beide cirkels tot een cirkel samen-
getrokken. Aangezien voor de raakecirkels geldt, dat ze
paarsgewijs kunnen samenvallen of imaginair worden
en het samenvallen van de beide cirkels van een paar
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een overgangsgeval is van lwee reéele tot twee imaginaire
cirkels, volgt hieruit, dat, wanneer de cirkels I’y en Iy,

waarvoor de afstand van de middelpunten grooler was
dan de som van hun stralen, elkaar nu gaan snijden,
vier van de acht raakeirkels of regel of imaginair worden.

Om nu in te zien, of bij die snijding vier cirkels redel
of imaginair worden, wordt I geleidelijk verplaatst,
totdat hij geheel binnen den cirkel I is gelegen. Aan-
genomen is, dat de straal van [y kleiner is dan die
van 1.

In dezen stand zijn alle acht de raakeirkels i Imaginair.
Verplaatst men nu den cirkel I's weer naar zijn ouden
stand terug, dan zullen onmiddellijk na het passeeren
an het punt, waarin I'; ' inwendig raakt, vier van de
raakcirkels reéel en vier imaginair Zijn.

Bij het passeeren van het punt, waarin ' ['s nitwendig
raakt, zullen dus de vier reéele cirkels imaginair of de
vier imaginaire cirkels redel worden.

In den eersten sland, waarbij de afstand tusschen de
middelpunten van elke twee van de drie cirkels grooter
was dan de som van hun stralen ziin de raakeirkels
dus of alle acht reéel of alle acht imaginair.

Dadelijk is in te zien, dat llLt eerste het geval is.

Hieruit volgt:

Voor drie cirkels, die een hyperbolisch net bepalen
en elkaar niet aanraken geldt, dat van de acht cirkels,
die die drie cirkels aanraken er 0, 4 of 8 imaginair zijn.

§ 3. Voor het geval, dat van de 3 cirkels I'y, I's en
[3 de cirkel Iy tol een punt samenkrimpt, vallen de
gelijkvormigheidsnetten van I'; en I’ samen tol één
gelijkvormigheidsnet, dat wordt afzebeeld door het raak-
vlak aan Py, in het beeldpunt van 1"y, De beeldvlakken
van de gelijkvormigheidsnetten van I, en I snijden
dat raakvlak volgens twee rechten.

iilk van die beide rechten snijdt de raakkegels aan
Py, die de beeldpunten van de cirkels I'; en I's tol
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toppen hebben in twee punten, die tot die beide kegels
behooren.

Er zijn vier dubbel te tellen raakeirkels.

Dat er vier raakeirkels zijn is ook dadelijk in te zien.

De cirkels, die raken-aan de cirkels I's en I's worden
algebeeld door twee kwadratische krommen, de cirkels,
die raken aan den punteirkel I’y door een plat vlak.
Eir zijn vier snijpunten van dat vlak met de beide kwa-
dratische krommen.

Gaan de cirkels I'; en 'y in punten over, dan valt zoowel
het paar gelijkvormigheidsnetten van Iy en I's als het paar
gelijkvormigheidsnetten van I's en I's elk tot één gelijk-
vormigheidsnet samen. De snijlijn van de beide raak-
vlakken aan Po in de beeldpunten van de puntcirkels
van Iy en I'y is de beeldrechte van den eenigen bundel,
waarvan de cirkels I'y, T2 en Iy onder denzelfden hoek
snijden. De beide snijpunten van die rechte mel den
raakkegel aan P, die het beeldpunt van I’y tol top
heeft, zijn de beeldpunten van de beide cirkels, die aan
'y, I's en I's raken.

Er zijn twee, elk voor vier te tellen, raakeirkels,

Gaan de cirkels I'y, I's en [ alle drie in punten over,
dan gaat de raakkegel, die hel beeldpunt van ['s tot
top heeft over in een raakvlak.

Er is een, voor acht te tellen, raakcirkel, de omge-
schreven cirkel van den driehoek, waarvan de punteirkels
Iy, I's en I's de hoekpunten zijn.

De omgeschreven cirkel van een driehoek is dus levens
de orthogonaalcirkel van een hyperholisch net, dal be-
paald wordt door de als punteirkels beschouwde hoek-
punten van den drichoek.

Voor het geval, dat van de drie cirkels er een of
twee in rechten ontaarden, blijft het aantal raakeirkels
acht, Alleen wanneer alle drie de cirkels in rechten
ontaarden heeft men een bijzonder geval.

De gelijkvormigheidsnellen van twee als cirkels be-
schouwde rechten worden afgeheeld door twee vlakken,
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vertikaal op het vlak XO0Y, die de hocken tusschen
die beide rechten middendoordeelen.

De vier boven besproken bundels worden dus afze-
beeld door vier rechten loodrecht op het vlak X0,

De cirkels, die aan een van die rechlen raken, worden
afzebeeld door een hyperbolische paraboloide, waarvan
in hoofdstuk XII de stand t.o. van het assenkruis is
aangegeven.

Lilk van de vier rechten snijdt de paraboloide in twee
punten, waarvan telkens een punt samenvall met het
raakpunt van Py aan het oneindig verre vlak.

Er zijn vier, enkel te tellen cirkels, die raken aan de
drie zijden van een driehoek.

Bovendien moet de oneindig verre rechte in hel vlak
XO0Y, opgevat als punteirkel, als een voor vier le
tellen raakcirkel van dien drichoek worden beschouwd.,

§ 4. Alle andere raakproblemen, waarbij b.v. een
cirkel in cen punt, een ander in een rechle ontaardt,
ziln nu op eenvoudige wijze, aan de hand van de ruimle-
construetie op te lossen, _

Aan het boven behandelde probleem is nu uit den
aard der zaak het probleem verbonden van hel con-
slrueeren van de cirkels, die drie gegeven cirkels onder
denzelfden gegeven hoek snijden.

Die cirkels behooren weer ot de vier boven gevonden
bundels. De cirkels uit elk van de vier bundels, die
een van de drie gegeven cirkels en dus ook alle drie,-
onder denzellfden gegeven hoek snijden, zijn op de in
hoofdstuk XV aangegeven wijze te construeeren.
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HOOFDSTUK XX,

De cirkels, die een gegeven cirkel A, onder ecen
b, Bvs
gegeven hoek «; en cen gegeven cirkel A.
onder een gegoven hoek x: snijden.

De cirkels, die een gegeven cirkel A; onder een ge-
geven hoek «; en een anderen gegeven cirkel As onder
een gegeven hoek x: snijden, worden afgebeeld door
de punten van de doorsnede van Lwee eenbladige hyper-
boloiden Hy en Ils, die Py aanraken:

De doorsnede van die beide raakhyperboloiden, een
4¢ graadskromme, vall weer uiteen in (wee vlakke
krommen.

Het bewijs van deze stelling geell tevens de oriéntatie
van de beide vlakken, waarin die krommen zijn gelegen.

Jewijs :

Ay en As zijn twee snijdende cirkels mel stralen ry
en 1z, middelpunten M; en Mg, beeldpunten Ly en L.

Ziin I en E» de ellipsen, waarvan de punten de
punten van Ay en A, afbeelden, dan zijn de snijpunten
S; en Sz van die beide ellipsen de beelden van de
snijpunten 5;" en S;" van A, en As. '

De beide hyperboloiden H; en Hs raken Py aan vol-
gens de ellipsen Ly resp. E..

De doorsnede van H; en He wordt nu gevonden door
van de rechten van b.v. I; de snijpunten mel H. te
bepalen.

In het raakvlak aan Py in het punt S; liggen zoowel
twee rechten van II; als twee rechten van H.. Alle
vier die rechten gaan door het puntS;. Hetzelfde geldt
voor hel punt S.. De punten S; en S. zijn dubbel-
punten van de doorsnijdingskromme van H; en He.

Hi, resp. He, snijdt het oneindig verre vlak volgens
een kwadratische kromme, waarvan de punten de rechten
albeelden uit het vlak X 0Y, die den cirkel mel middel-



95

punt M; resp. Mz en straal rq cos o resp. rs cos s aan-
raken.

Die beide kwadratische krommen snijden elkaar in
vier punten, die de vier gemeenschappelijke raaklijnen
van de beide cirkels met middelpunten M; en M. en
slralen ry cos 2y en ry cos @s afbeelden.

Zilm Ls en Ly de beeldpunten van die beide ecirkels
As en Ay, dan<zijn die vier punten ook de vier snij-
punten van de beide kwadratische krommen, die de
beide raakkegels aan Py met toppen Ls en Ly met het
oneindig verre vlak, gemeen hebben.

Die beide raakkegels met toppen Ly en L; raken P
aan volgens ellipsen Iy en F..

Het vlak van de ellips Iy is evenwijdig met dat van
Ey, het vlak van F: met dat van E..

Immers uit hoofdstuk TIT is dadelijk af te leiden, dat
elk vlak, waarin de beelden der punten van een cirkel
zijn gelegen, evenwijdig loopt aan het raakvlak aan P
in het beeldpunt van het middelpunt van den ecirkel.

Daar Ay en As hetzelfde middelpunt hebben, volgt
hiernit, dat het vlak van F; evenwijdig is met dal
van [,

Evenzoo is het vlak van I's evenwijdig met dat van Fe.

De rechte S¢S: is evenwijdig aan de snijliin p van
de vlakken door Iy en I's.

De vier punten in het oneindig verre vlak liggen in
twee vlakken door de rechte p.

Immers die vier punlen behooren tol de doorsnede
an- twee raakkegels aan Py, die, zooals in hoofdstuk XVII
is gebleken, uileenvalt in twee kegelsneden gelegen in
twee vlakken, die elkaar snijden volgens de poollijn van
de rechte, die de toppen van die beide kegels verbindt.

Uit hel feit, dat S; S; evenwijdig is aan p, volgt, dat
de vier snijpunlen van H; en H in het oneindig verre
vlak gelegen, zijn onder te brengen in twee platle vlakken
door Sy S..

Die beide platte vlakken door S; S: loopen dus even-
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wijdig aan de beeldvlakken van de gelijkvormigheids-
nelten van de cirkels Az en Ay

De 4¢ graadskromme, gemeenschappelijk aan de raak-
hyperboloiden, raakt aan elk van die beide platte vlakken
in de punten S; en Ss en snijdt elk van die beide vlakken
in twee punten in het oneindig verre vlak gelegen.

De 4¢ graadskromme ontaardt dus in twee takken,
elk in een plat vlak gelegen.

Daar die 4¢ graadskromme ook gelegen is op elk van
de beide raakhyperboloiden, volgt daaruit, dat die kromme
bestaat uit twee kwadratische krommen.

De vlakken van die beide kwadratische krommen gaan
door de rechle S:5:, de poollin van de rechte, die
den door A; en Ay bepaalden bundel afbeeldt. Vat
men die vlakken als beeldvlakken van netten op, dan
behooren dus de orthogonaaleirkels van die netten tot
den door Ay en Az bepaalden bundel.

Uit hoofdstuk III is ook weer op eenvoudige wijze
af te leiden, dat nelten, door evenwijdige vlakken afge-
beeld, orthogonaaleirkels hebben,die tot een concentrischen
bundel behooren. Immers het raakvlak, in het beeld-
punt van hel middelpunt van den orthogonaalcirkel van
een net aan Po aangebracht, loopl evenwijdig met het
beeldvlak van het net. Voor een bundel van netlen
met evenwijdige beeldvlakken is er slechts één raakvlak
aan Po, dat aan die voorwaarde voldoet, dus ook slechts
één middelpunt voor de orthogonaalcirkels van die netten.

De beide vlakken door Si Sz als beeldvlakken van
netlen beschouwd, hebben dus tot middelpunten wvan
hun orthogonaaleirkels dezelfde punten als de beide
vlakken door p.

Die beide vlakken door p zijn de beeldvlakken van
de gelijjkvormigheidsnelten der cirkels Az en Ay; die
punten zijn dus de gelijkvormigheidspunten van Az en Ay,

Wanneer de cirkels A; en As elkaar niet snijden,
dan worden de snijpunten S; en S, van de ellipsen E;
en E; imaginaire punten van de rechte volgens welke
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de vlakken, waarin die ellipsen zijn gelegen, elkaar
snijden.

Het boven gegeven bewijs blijft ook in dil geval van
kracht.

Het resultaat is dus:

De cirkels, die een gegeven cirkel A; met straal
onder een hoek «; en een gegeven cirkel A mel straal
rz onder een heek < snijden, vormen twee kwadratische
cirkelscharen.

De orthogonaaleirkels van de netten, waartoe die beide
scharen behooren, zijn cirkels van den cirkelbundel be-
paald door Ai en As.

De middelpunten van die beide orthogonaalcirkels zijn
de gelijkvormigheidspunten van twee cirkels Az en Ay
Ay is concentrisch met Ay en heeft tot straal ry cos zy,
A4 is concentrisch met As en heeft tot straal rs cos ..

De beeldkrommen van de beide kwadratische cirkel-
scharen vormen de doorsnijdingskromme van twee een-
bladige raakhyperboloiden «; en «: aan P, behoorende
bij de cirkels Ay en Aj.

De vlakken van de beide beeldkrommen snijden elkaar
volgens de toegevoegde poollijn van de rechte, die den
door Ay en A bepaalden cirkelbundel afbeeldt.

HOOFDSTUK XXI.

Het probleem van STEINER.

De cirkels, die drie gegeven cirkels Iy, Iz en I'y

respectievelijk onder de hoeken xy, 2 en ag snijden,
worden afgebeeld door de snijpunten van de beide beeld-
krommen van de kwadratische cirkelscharen, waarvan
de cirkels I'y onder den hoek «; en 1's onder den hoek
«2 snijden, mel de raakhyperboloide «; behoorende bij 1's.

Er zijn acht cirkels, die drie cirkels onder die hoeken
snijden.
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Zijn 71 en ¢z de beide vlakken, waarin de beeldkrommen
ziln gelegen van de kwadratische cirkelscharen, waarvan
de cirkels de cirkels 'y en I, respectievelijk onder hoeken
@1 en «z snijden en gy en ¢35 die beide vlakken voor
de cirkels I'; en [;- met de hoecken 2 en a3, dan
snijden die vier vlakken elkaar volgens vier rechten
door een punt,

Die vier rechten zijn de beeldrechten van vier bundels,
die elk twee van de acht bovengenoemde cirkels bevatten:
dat punt is, wat dadelijk uit hoofdstuk XX volgt, het
beeldpunt van den orthogonaalcirkel van het net hepaald
door I'y, I'y en [y,

Elk van de vier bundels is te bepalen als de gemeen-
schappelijke bundel van twee netten, waarvan de middel-
punten van de orthogonaalcirkels zijn gegeven.

De machtlijnen van die vier bundels zijn dus bekend,

Alle vier de bundels bevatten den orthogonaalcirkel
van het net. Die vier bundels zijn dus geheel bepaald.

In elk van de vier bundels zim nu op de in hoofd-
stuk XV aangegeven wijze de heide cirkels te construeeren,
die aan de boven gestelde voorwaarde voldoen.

De constructic van de vier bundels in het vlak X0Y
geschiedt nu als volgt:

1, Iz en I's zijn gegeven met hun respectieve middel-
punten Mi, M: en Ms en hun respectieve stralen I'1,
s en rs.

Construeer den orthogonaaleirkel Q van die drie cirkels.

Construeer drie cirkels Ty, 1" en s’ mel middel-
punten respectievelijk M;, Mz en M; en siralen 't COS o,
I's COS @2 €N Iy cos g,

Bepaal de gelijkvormigheidspunten A, en As van L[}’
en I';" en de gelijkvormigheidspunten By en By van I’
en Iy’

De vier bundels zijn nu bepaald door hun gemeen-
schappelijken cirkel  en hun machllijnen A Bz, A; Bs,
A2 Bz en A:B;. Het probleem is hiermee opgelost.
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HOOFDSTUK XXII.

De kwadratische cirkelcongruentie.

§ 1. Een kwadratische cirkelcongruentie voldoet aan
den eisch, dat door elke twee punten van het vlak X 0 Y
twee cirkels moeten gaan, die tot die congruentie he-
hooren. '

Elke cirkelbundel heeft dus met de kwadratische
cirkelcongruentie twee cirkels gemeen.

Llke cirkelbundel wordt afgebeeld door een rechte.

Elke kwadratische cirkelcongruentie moet dus worden
afgebeeld door een kwadratisch oppervlak.

Een kwadratische cirkelecongruentie is dus bepaald
door negen cirkels.

Analytisch is die congruentie op vrij eenvoudige wijze
voor fte stellen,

In de vergelijking van die congruentie moeten twee
parameters A en w voorkomen.

De vergelijking van die congruenlie moet zoodanig
zijn, dat daaruit bij substitie van de coordinaten van
twee willekeurige punten uit het vlak X0 Y twee ver-
gelijkingen in die parameters A en . ontstaan, die twee
stel oplossingen voor die parameters bepalen.

De twee vergelijkingen in 4 en , die na die subslilulic
ontstaan, hebben denzelfden vorm en kunnen alleen van
den tweeden graad zijn.

Gebonden door de voorwaarde van slechts twee op-
lossingen, kunnen de beide vergelijkingen, die na die
substitutie ontstaan, alleen den vorm hebben, zooals is
aangegeven in de hiernavolgende drie gevallen:

19) Aidp+Bia4Cip+ Dy =(
Aerp+Bsa~+Copp D=0

29) As2*+Bsapu+Csa4-Dy =0
A A+ Byap -+ Cya 4+ Dy =0

39) AsA*+Bsa+Conw+Ds; =0

AsgA? +Bea+Cop + Dy =0
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Beschouwt men in het stel vergelijkingen onder 2°)
A« als een parameter, dan blijkt dat dat stel van den-
zelfden vorm is als het stel vergelijkingen onder 39).

De kwadratische cirkelcongruentie zal dus ten slotte
zijn voor te stellen door twee verschillende vergelijkingen,
die blijkbaar twee hoofdgroepen van die congruentie
vertegenwoordigen.

Een cirkelcongruentie van de eersle hoofdgroep heeft
tot vergelijking: _

(al 'I' A as 4 Qg —l— At {14] (X2 + Y‘Z) — 9 UJ1 -+ A be “'—
'J[—f—(,ba—l—)\.'ulh)x—-g(cl + A Ca +_MC:3 —}—.7'.‘(.4(.'4) W —}—
+ di+ads + pds + Apdi=0

of
| + Al —I— [ ra + A (L 'y =10
Zijn X1 |Yy1|Z1, Xz|¥e ] Z2y, X3| Y3 ! Zy, X4 | ¥4 |Z4, de

coordinaten van de beeldpunten van de eirkels I'y, resp.
12, I's, I's dan zijn weer op dezelfde wijze als in hoofd-
stuk 1 voor de codrdinaten van hel beeldpunt van een
willekeurigen cirkel uit die congruentie de navolgende
betrekkingen te vinden:
Q1 X1 -~ A8z Xe - asXs - A pagxy

a1 —’;—Aaz -+ (4 Ag —i—.‘n(.c a4 .
iy T Aasy: + a3 Ys + A paiyy
Y= :11+)‘uaz-|—p6€13+?»{4{1.1 0

e ham ot ey p
’ a1+ Af:—+ pag + Apag
Voor A =0 worden deze betrekkingen:
M X)+ £ a3Xs _aiy1tpasys
Cmtpas 7 a4 pas
a1 2y + [4 a3 Z3

= aq —|— 4 ag
Voor 4» = o« worden deze betrekkingen:

Qg Xe + ¢ A4 Xy _Aayetpayya
STy e A
Qe Z-a+/.ba424_

fifl az - Ay

X =

P
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Voor =0 en px= @ zijn dergelijke betrckkingen
op te schrijven.

Zijn Gy, Cq, C3 en Ci de beeldpunten van ['y, resp. I's, I's
en I'y, dan drukken die vier laatste drietallen betrekkingen
uit, dat op het kwadralisch oppervlak, waarvan de punten
de cirkels van de kwadratische congruentie afbeelden,
gelegen zijn de rechten Cy Cs, Cs Cy, Gy Gz en Cs Cy.

Zijn Cy, G, €3 en Cy redele punten, dan wordt deze
congruentie dus afgebeeld door een eenbladige hyper-
boloide of een hyperbolische paraboloide.

De vergelijking van dat regelvlak wordt verkregen
door uit de drie vergelijkingen van zijn punten de para-

A g @ ag oy
meters —— en ~——— te elimineeren.
d1 dp

De vergelijking van dal regelvlak is van den vorm:

ay Qg

Da il = ()

ie dg

Hierin stellen @: =0 en »» = 0 kwadratische opper-
vlakken voor. De coéfficicnten van x, y en z in die
beide vergelijkingen zijn opgebouwd uit de codrdinaten
van de beeldpunten van de vier cirkels I'y, I's, I's en I'y.

Dat regelvlak is geheel bepaald door de vier cirkels
en de verhouding i

e dg

De verhouding heeft eigenlijk niets met de vier cirkels
te maken. '

Vier cirkels door de parameters A en w verbonden
in de betrekking I'y -+ A I's - 2 T3 - 4 I’y =0, bepalen,
wanneer de coéfficiénten van X* -+ Y2 in hun vergelijkingen
willekeurig zijn een enkelvoudig oneindig aantal kwadra-
tische cirkelcongruenties.

§ 2. Zijn de punten C; en C; of de punten C. en
(s imaginaire punten, dan worden de vier rechten, die
elk een reéel mel een imaginair punt verbinden, imaginair.

Bij de beide boven behandelde regelvlakken waren
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Ci Gz en CiC: de beide rechten, volgens welke het
raakvlak in C; dat oppervlak sneed.

Zijn nu Cs en Cg imaginaire punten, dan zal bij het
kwadratische oppervlak, voorgesteld door de drie verge-
lijkingen met parameters % en g, hét raakvlak in het
punt Ci dat oppervlak snijden volgens twee imaginaire
rechten.

Hetzelfde geldt voor het raakvlak in het punt Cj.

Zoowel voor het geval, dat I'y en I’y als voor het geval,
dat Iy en T's imaginaire beeldpunten hebben zal de
kwadratische cirkelcongruentie met vergelijking:
Iy ale+pls+4ply=0 worden afgebeeld door
een kwadratisch oppervlak, dat door raakvlakken in
twee van zijn punten wordt gesneden volgens lwee tot
dat oppervlak behoorende imaginaire rechlen.

In die gevallen wordt dus de kwadralische cirkel-
congruentie afgebeeld door een ellipsoide, een tweebladige
hyperboloide of een elliplische paraboloide.

§ 3. Een cirkelcongruentie van de tweede hoofdgroep
heeft tot vergelijking:

(ar + Aag - Apas + a%ag) (X2 + Y2) —
— 3 (by +Abs+Apbs+ A%b) X — 2(cs -+ A co —I—
+apes+2a*c) Y+ di+ade+Apds A2d, =
RO
1 Ale Al A20=0

Voor de codrdinaten van het heeldpunt van een wille-
keurigen cirkel uit de congruentie geldt, na vervanging
van 4 door den parameter v:

a1 X1 + Aaz xs -+ vas Xs + Afay X4

X =

a4 ras -+ vas+ Aatag
Y__ﬂ_a_l_y] +Aazys v m\g—l—A A Ye
a1+ Ara:+vas + A%a
d1 71 |* 0242+/335q Al oy 74

Li— ———— ————
HE —‘— A Qe + Y dg - -' Al dy
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Voor =0 worden deze belrekkingen:

o a1 Xy +).ag}:z —|— A% ay X4

: ar—+ ra: - a%a;

Ayt Aasye + 2% asy,
a + Aaz + A?ay !

1 Zi -+ Aasze 4 2% ay 24

ar + A ax 4+ A%

De laalste dric vergelijkingen stellen een kegelsnede
voor, de beeldkromme van een stelsel met index @
(hoofdstuk XVI).

Die kegelsnede is geheel bepaald door de cirkels 105,

y:

I': en I’y en de verhouding & =
ar ag
ledere waarde van 2 bepaalt een punt van de kegel-
snede.  Zijn voor een gegeven waarde van i = 2, de
codrdinaten van een dergelijk punt & |y | &, dan geldt,
dal voor A= i,
v dg
i i + At ilz Jf‘ )-1727171 b
_1 _.l___ BT
TarF Mas + Aay

Jre

X:

7 as
V3

o+ iu + A ag + }LI_E_“r

(e < AN T
ar + Araz -+ A% ay

o v ag ]
G- a; -+ 7\; g - At 2“11-1 4]
l _{_ - 7 au L
iy ;i— At Qs -|- A:ETH

De drie laatste vergelijkingen zijn de vergelijkingen
van een rechte, die het beeldpunt van I'; verbindt met
het punt & | | & van de kegelsnede.

Hieruit volgt:

De drie vergelijkingen voor de coordinaten van hel
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beeldpunt van een willekeurigen cirkel uit de congruentie,
gegeven door de vergelijking :
Dy +aTe+apls 4 42T, =0,
stellen voor een kwadratischen kegel met het beeldpunt
van den cirkel ['s tot top.
Die kegel is geheel bepaald door de beeldpunten van

de vier cirkels en de verhouding T
d1 dyg

§ 4. Ontaardt de cirkel I'; in een rechte, dan wordt

het beeldpunt van dien cirkel een punt van het oneindig
verre vlak en wordt de congruentie afgebeeld door een
kwadralischen cylinder.
§ 5. De boven gegeven indeeling van de kwadratische
cirkelcongruenties in twee hoofdgroepen berustte alleen
op de analytische voorstelling van de congruentie, maar
is geen essentieele indeeling.

De eigenlijke indeeling van die congruenties berust
op den stand van hun beeldoppervlakken t.o. van I,.

Er zijn vijf hoofdgroepen te onderscheiden:

1°) Het beeldoppervlak ligt buiten P,. Alle cirkels
van de congruentie zijn recéel. Er zijn geen punteirkels.

2", Het beeldoppervlak raakt Py. Alle cirkels zijn
reéel. Er is een punteirkel.

30) et beeldoppervlak snijdt Py. Een deel van de
cirkels heeft een reéel middelpunt en een imaginairen
straal. De punteirkels liggen op de 4¢ graadskromme, in
hoofdstuk XVI behandeld als de omhullingsfiguur van
een kwadratische cirkelschaar.

49) “Het beeldoppervlak ligt binnen P,. Alle cirkels
hebben een reéel middelpunt en een imaginairen straal.

5%) Het beeldoppervlak bestaat alleen uit imaginaire
punten. Alle cirkels hebben een imaginair middelpunt.

De bestudeering van de kwadratische cirkeleongruentie
loopt parallel met die van het kwadratisch oppervlak. Twee
kwadratische oppervlakken snijden elkaar in het algemeen
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volgens een ruimtekromme van den 4en graad; twee
kwadratische cirkelcongruenties hebhen een cirkelstelsel
met index 4 gemeen.

HOOFDSTUK XXIII.

De kromtecirkels van de parabool.

lken toepassing van hoofdstuk XXII wordt gevonden
in het bhepalen van het slelsel, waartoe de kromtecirkels
van de parabool behooren.

Zijn & en y de loopende codrdinalen van de punten
van een parabool, die tot vergelijking heeft #2=2p £ (1)
en x en y de loopende coordinaten van de punten van
de ontwondene van die parabool, dan is op eenvoudige
wijze af’ te leiden:

x=3&-p (2)
7’ ‘ :
= (3)

Voor den kromtesiraal » is op de gewone wijze te
vinden :

PR anh) (4)
p

Tusschen de coordinaten van het beeldpunt en den

straal van een willekeurigen cirkel bestaat de betrekking:
7 = x2 - ),2 — 12 (5)

Drukt men nu in (4) r? uit in de coordinaten van het
middelpunt van den kromtecirkel mel behulp van de
vergelijkingen (1), (2) en (3) en substitueert men de
aldus gevonden uitdrukking voor r? in (5), dan is:

z= -13(x — p) (6)

Elimineert men uit de vergelijkingen (1), (2) en (3)

de & en », dan is de vergelijking:
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de vergelijking van de ontwondene van de parabool.
De beeldkromme van het stelsel van de kromtecirkels
is nu bepaald door de vergelijkingen (6) en (7).

Door de substitulie x =x; 4+ p worden die beide
vergelijkingen:

— A8 (8)
3 8
Y =orp X1 (9)

Die beide vergelijkingen (8) en (9) stellen een kwa-
dratischen en een kubischen cylinder voor, die een
6¢ graadskromme met elkaar gemeen hebben.

Maakt men die vergelijkingen homogeen, dan nemen
zi) den vorm aan:

zu = — 13 x;2 (10)
‘ 8 .
}'EU.:"E!,? *'p’de (11)

De beide cylinders hebben de dubbel te lellen rechte
gemeen, volgens welke het oneindig verre vlak door hel
vlak x; = 0 wordlt gesneden.

De beeldkromme van het stelsel bevat dus een dubbel-
rechte, in het oneindig verre vlak gelegen.

Uit-een nadere beschouwing van de vergelijkingen (8)
en (9) volgt, dat de punten, waarvan de coordinaten
voldoen aan de beide vergelijkingen:

X1 z= —spy? (12)
z=—13x? _ (13
punten zijn van de beeldkromme van het stelsel.

De beeldkromme van het stelsel is van den 6en graad
en bestaat uil een dubbelrechte in het oneindig verre
vlak en uil de doorsnede van een parabolischen cylinder
en een kwadratischen kegel, die zijn top heeft op den
cylinder.

Die doorsnede is dus van den vierden graad. Het
stelsel van de kromtecirkels van een parabool bestaat
uit de dubbel te tellen cirkels, die de parabool aanraken
in haar raakpunt met de oneindig verre rechte in het
vlak X0Y en waarvan de middelpunten op rechten
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liggen evenwijdig aan de as van de parabool en een
stelsel met index 4.

Practisch gesproken, vormen de kromtecirkels van een
parabool een stelsel met index 4, dat gemeenschappelijk
is aan twee kwadratische congruenties, waarvan de
vergelijkingen (12) en (13) de vergelijkingen van hun
beeldoppervlakken zijn.

De beeldqumme van het stelsel met index 4 is ook,
na invoering van een parameter, te brengen tot den
vorm

XA
Q
y = s 3° I/S‘p (14)
Zie——taFA%

Die kromme snijdt het vlak X 0Y in hel pant x; = ;
y=—0, z=0. Voor dat punt is in elk van de drie
vergelijkingen 2°=0. et punt x; =0, y=0, z=0
telt voor twee middelpunten van kromtecirkels.

Dat punt is hel middelpunt van den kromltecirkel van
den top van de parabool. Die kromtecirkel heeft, zooals
dus uit de vergelijkingen (14) volgl met de parabool
vier punten gemeen.

HOOFDSTUK XXI1V.

Conelusie.

De resultaten van de cirkelafbeelding in dit proef-
schrift zijn uit vier verschillende oogpunten te hezien.

In de eerste plaals geeft de afbeelding aanleiding
om cirkel, rechte en punt in zekeren zin als gelijk-
waardig le gaan beschouwen. Het feit, dat cirkel, rechte
en punt elk door een punl worden afgebeeld, maakl
deze cirkelmeetkunde ook lot een meetkunde van rechten
en punten, tot een meetkunde & triple usage. Een
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voorbeeld, waarin dit uilkoml, is het probleem van
AroLronius melt de bijzondere gevallen.

In de tweede plaats geeft deze afbeelding het hulp-
middel om bhijzondere krommen van hoogeren graad
aan krommen van lageren graad te bestudeeren. Een
voorbeeld hiervan is te vinden bij de kromme Cy, de
omhullingskromme van een kwadratische cirkelschaar.

Ten derde zal, wanneer de -cirkelafbeelding wordt
toegepast op de kromtecirkels van een willekeurige
kromme, een kromme worden verkregen, waarvan de
punten niet alleen de punten, maar ook de kromtecirkels
an de oorspronkelijke kromme in die punten bepalen.

Die kromme is inlringiek t. 0. van de oorspronkelijke
kromme. Een voorbeeld hiervan is behandeld in hoofd-
stuk XXIII, waarbij dadelijk in de beeldkromme van het
stelsel van kromtecirkels de lop van een parabool, voor
wat betreft zijn kromtecirkel, als een bijzonder punt
wordt gekenmerkt.

Ten slotte is het allerbelangrijkst, dat de cirkelafbeel-
ding aanleiding geeft om uit de puntenmeetkunde een
cirkelmeetkunde op te bouwen, waarbij dan de eigen-
schappen van de puntenmeetkunde bijzondere gevallen
worden van die van de cirkelmeetkunde.

De aanwijzingen daartoe zijn vele.

Naast de punten van een orthocenlrische groep staan
de vier onderling orthogonaal snijdende cirkels, naast
het harmonisch puntenviertal het harmonisch cirkelviertal,
naast de rechte de cirkelbundel, naast het platte vlak
het cirkelnet, naast de kegelsnede de kwadratische cirkel-
schaar, naast het kwadratisch oppervlak de kwadratische
congruentie, enz.

Het eerste in elk van de beide gevallen wordt uit
het tweede verkregen door de stralen van de cirkels
tot O te laten naderen.

Een proeve van een bekende eigenschap uit de punten-
meetkunde, die een bijzonder geval is van een eigenschap
uit de cirkelmeetkunde is de navolgende: '
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Bij een kwadratisch oppervlak liggen de middens van
een stelsel evenwijdige koorden in een plat vlak.

In de cirkelmeetkunde is die eigenschap:

Klke cirkelbundel heeft met een kwadratische cirkel-
congruentie twee cirkels gemeen. In elken cirkelbun-
del is een cirkel, waarvan het middelpunt in het midden
is gelegen tusschen de middelpunten van die twee cirkels.

Hebben de cirkelbundels dezelfde machtlijn, dan vor-
men die cirkels een net.
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STELLINGEN.

18

De wijze, waarop Reve de harmonische ligging van
vier punlten definiéert en de stelling afleidt, dat wanneer
twee punten P en R harmonisch worden gescheiden
door twee punten O en Q, die punten O en ) ook
harmonisch worden gescheiden door P en R, is kunst-

matig.
Dr. TH. Reyr, Synthetische Geometric der Kugeln und
linearen Kugelsteme § 4.

G)

Uit de volkomen gelijkwaardigheid van den in- en
de aangeschreven cirkels van een drichoek volgt, dat
die naam {e vervangen zou zijn door dien van raak-
cirkels van een driehoek.

0
J.

Het bewijs, dat o’Apnimar geeft als toepassing van
de redeneering van n op n- 1 om aan te toonen dat
de machten van een gelal tusschen 0 en 1 afnemen en
tot nul naderen, wanneer de exponent geheel is en
voortdurend aangroeit, is onjuist,

Lecons sur les principes de Panalyse, 1912, Tome I, blz. 11.

4
;

De oplossing van de lineaire differentiaalvergelijking
van de 1¢ orde is op eenvoudiger wijze te vinden door
te stellen y =¢" X v dan door te stellen y = uv.
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Het bewijs van de stelling:

: sin x
lim —11

is overbodig.
H. pr Veips. Diff. en Integraalrekening. (NOORDHOFF).
6.

De zomertijd dient le worden afgeschaft.

1k

Bij galvanometers wordt te veel gelel op de gevoelig-
heid en te weinig op de belrouwbaarheid.

8.

Bij slolling is de temperatuur van het grensvlak van
de vaste en de vloeibare phase lager dan het smeltpunt.
W. HErGESELL. Ann. der Phys. u. Chem, 15, 1882, p. 19.

G. Tammany, Kristallisieren und Schmelzen, 1903, p. 135.

9.

De theoretische resultaten omtrent intensiteiten van
spectraallijnen behoeven nog een nadere experimenteele
bevesliging. _

H. A. KraMERs, Intensities of spectral lines, Dissertatie 1919,

10.

Bij het planimetrie-onderwijs moet in plaats van op
driehoek en hooglepunt de nadruk worden gelegd op
de orthocentrische groep.

y 11.

Het geregeld gebruik van ruimtemodellen of van
ruimteteekeningen bij het onderwijs in de beschrijvende
meetkunde is af te keuren.
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De door Prof. Dr. G. Masvouvry voorgestelde inkriinping
van het wiskunde-onderwijs voor de in die richting
minder begaafden is een le radicale oplossing van de
moeilijkheden bij dat onderwijs.

Weekblad voor gymnasiaal en middelbaar onderwijs, 8 Sep-
tember 1920,
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