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??? Bij het voleindigen van mijn studie denk ik met grooteerkentelijkheid terug aan de lessen, die ik van U, hoog-leeraren aan de Leidsche Universiteit genoten heb. In \'t bizonder houd ik Uw persoonlijkheid, hooggeleerdeKluyver, steeds in aangename en levendige herinnering,terwijl ik met gevoelens van pi??teit de nagedachtenis vanwijlen Prof. zeeman huldig. Hooggeleerde DE VRIES, hooggeachte promotor, het isme een behoefte U mijn oprechten dank te betuigen. Uw korte en bondige toezegging om de leiding van ditproefschrift op U te nemen, ofschoon ik Uw leerling nietwas, en daarna de opmerkelijke nauwgezetheid en voort-varendheid, waarmee ge mij bij voortduring Uw steun ver-leende, hebben op mij grooten indruk gemaakt. Ik acht mij gelukkig met Uw werkwijze en Uw behan-deling van de meetkunde van naderbij te hebben kennisgemaakt.
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??? INLEIDING. Een cirkel (O) in de ruimte is bepaald door zes voor-waarden. Zijn er vier voorwaarden gegeven, dan zullendaaraan oo2 o\'s of een congruentie van O\'s voldoen. Het ?Š?Šnmaal snijden van een kromme geldt .voor ?Š?Šnvoorwaarde, tweemaal snijden voor twee, driemaal voor drieen viermaal voor vier voorwaarden. Zoo is in Hfdst. I de congruentie van O\'s behandeld, dieeen O rn^ tweemaal en twee rechten a en 6 ?Š?Šnmaal snijden. In Hfdst. IV zijn de O\'s behandeld, die een kromme /S\'\' viermaal snijden. Het raken aan een vlak of ligging in een vlak, dat dooreen bepaald punt gaat. gelden beiden voor ?Š?Šn voorwaarde. In Hfdst. 11 zijn b.v. de O\'s behandeld, die raken aantwee vlakken a en f3 en die een rechte m tweemaal snijden. In Hfdst. III zijn behandeld de O\'s, die een kubischeruimtekromme p^ driemaal snijden en wier vlakken door eenpunt S gaan. Het gaan door een punt geldt voor twee voorwaarden. Een eenvoudige congruentie zou dus b.v. zijn, de con-gruentie der o\'s, die door twee vaste punten gaan. Bovengenoemde

voorwaarden kan men op talrijke wijzentot viertallen combineeren, zoodat ook talrijke congruentieszich voor een onderzoek leenen. Veelal zullen dan echter bij dit onderzoek herhalingen enanaloge afleidingen optreden. Uit den aard der zaak neemt het oneindig verre vlakVa,bij het onderzoek der cirkelcongruenties een belangrijke plaats



??? in, doordat alle O\'s den imaginairen bolcirkel Â?oo i" Vq^tweemaal moeten snijden. Vervangt men den imaginairen bolcirkel door een wille-keurige kegelsnede dan blijken de cirkelcongruenties slechtseen bizonder geval van congruenties van kegelsneden te zijn. Op twee??rlei wijzen zijn in de onderzochte congruenties ontaardingen van ÂŠ\'s opgetreden: 10. als twee snijdende rechten, waarvan er ?Š?Šn in Vq, ligt; 2Â?. als twee elkaar snijdende isotrope rechten. Stelt men den eisch, dat een O van een congruentie gaatdoor een willekeurig punt, dan heeft men zes voorwaarden.Het eindige aantal Q\'s, die daaraan voldoen noemt mende orde. Stelt men den eisch, dat een willekeurige rechte tweemaalgesneden moet worden dan voldoen daaraan eveneens eeneindig aantal O\'s. Dit aantal noemt men de klasse. Singuliere punten zijn punten waardoor oneindig veel O\'sgaan. Deze vormen een oppervlak, wanneer er od \' doorgaan. Singuliere koorden zijn rechten, die door oneindig veel O\'s tweemaal gesneden worden. Ook deze O\'s liggen op een oppervlak als er

oo\' zijn. Voegt men aan de vier voorwaarden van de te onder-zoeken congruentie nog een vijfde voorwaarde toe. danzullen -aan die vijf voorwaarden co> O\'s voldoen, die dus een oppervlak vormen. In alle vier de congruentiegevallen hebben wij het opper-vlak der G\'s gezocht, die een willekeurige rechte / ?Š?Šnmaalsnijden, of die een willekeurig vlak (p raken. De middelpunten der O\'s in de congruentie zullen in\'t al-gemeen op een oppervlak liggen. Congruenties van O\'s zijn nog weinig onderzocht. In hetverslag van de Koninklijke Academie van Wetenschappendeel XXVIIl NÂ?. 7 blz. 666 van 8 Mei 1920 behandeltProf. Dr. Jan de Vries een congruentie van kegelsneden,die een vaste kegelsnede ?Ÿ^ tweemaal snijden en die driekruisende rechten snijden in overeenkomstige punten vanpuntreeksen. waartusschen een trilineaire verwantschap bestaat.



??? Voorts beschouwt M. PlERI (Sopra alcune congruenze diconiche, Atti di Torino, t. XXVIII) een congruentie vankegelsneden, welke als bizonder geval de congruentie derO\'s omvat, die twee gegeven Q\'s tweemaal snijden.



??? HOOFDSTUK 1. Congruentie van cirkels, die een cirkel m^ tvirce keersnijden en die twee rechten a en t ?Š?Šn keer snijden. Â§ 1. Algemeene afleiding. We noemen het vlak, waarin O ni^ ligt, (m.De snijpunten van een willekeurigen O uit de congruentiemet a en b noemen we A en B en die met m^. C en D. De verbindingsrechte A B snijdt (x in P en de snijpuntenvan a en b met [x noemen we A/j. en B/x.Er moet voldaan worden aan de betrekking: paxpb = pcxpd- D. w. z. dat m2, A en B op een bol liggen.De meetk. plaats der punten A en B wordt dus gevondenals de verzameling der snijpunten van a en b met een.bun-del bollen door m^. Iedere bol uit den bundel levert twee snijpunten A en tweesnijpunten B. Deze geven vier verbindingslijnen P A B. De vlakkenbundel door een rechte P A B snijdt den bijbe-hoorenden bol volgens O\'s. die aan de vraag voldoen. Â§ 2. Ontaarde O\'s in de congruentie. \' a. Beschouw den vlakkenbundel door A// B/x. De onein-dig verre rechte in ieder vlak uit den bundel, gecombineerdmet A/j, B/, geeft een ontaarden O.Dit levert dus co

\' ontaarde O\'s. b. Beschouw een rechte door A,, //6 en een vlakkenbundeldoor die rechte. De snijlijn van ieder vlak met jx, gecom-bineerd met de oneindig verre rechte in dat vlak levert



??? eveneens cen ontaarden O. Op deze wijze weer go\' ont-aarde O\'s. Evenzoo worden door B^ en a, 00Â? O\'s bepaald. c. Noemen we de oneindig verre punten van a en 6 resp.A^o en . De vlakkenbundel door A^o snijdt f^ volgens even- wijdige rechten. Iedere rechte gecombineerd met A^ Boo isweer een ontaarde O. Op deze wijze krijgen we weer eenstelsel van oo\' ontaarde O\'s. d. Imaginaire lijnenparen i,j \'der congruentie,afleiding. De rechten i, die a, m^ en Wqq snijden vormen een opper-vlak van den graad 8. Hiervan splitsen zich twee waaiers af, die de imaginairecirkelpunten van m^ tot centrum hebben en op a rusten.Er blijft dus een oppervlak Ie over. Door e?Šn punt B op 6 gaan twee rechten j, die op m^ enWqo rusten en voorts de rechten, die B met de imaginairecirkelpunten van m^ verbinden. Deze laatsten blijven buiten beschouwing.De beide rechten j snijden I(, in 12 punten C; snijdenm. a. w. 12 rechten i, waardoor 12 O\'s van de congruentiebepaald worden, die ontaard zijn in het isotrope lijnen-paar i, j. Laten we B de rechte b doorloopen, dan

krijgen we eenstelsel van co\' isotrope lijnenparen i, j. Van welken graad is de ruimtekromme c, die de meetk. plaats is der punten C? De rechten i liggen op een lo en de rechten j liggen opeen Je- Hun doorsnede is een kromme van den graad 36, die bestaat uit: 10. rn^ op beide oppervlakken dubbel; graad 4X2 = 8. 20. ?œ)qo " â€?â€? " â€ž ; 4 X 2 = 8. 30. 6 rechten, die rusten op a, 6, m^enwoQ.40. de kromme c.Deze laatste is dus van den graad:36-{8 8 6)= 14.



??? De kromme is dus een Ch. We kunnen deze uitkomst verifieeren door de snijpuntente bepalen van Ch met een vlak Â? door a. In ?„ liggen 4 rechten i. Elke rechte i snijdt Je in 6 punten,waarvan 2 op m^ en 2 op Wqo- Blijven dus 2 punten C opelk dezer 4 rechten i. Dit geeft 8 snijpunten C in a. Opa zelf liggen 6 punten C, d. z. de snijpunten van a met Je.Dus totaal 14 punten, Opmerking. De kromme cu heeft a en. b tot zesvoudige snijlijnen ende 6 rechten, die Ie en Je gemeen hebben tot koorden. Desteunpunten van die koorden zijn de snijpunten van ch meta en b. Â§ 3. De orde der congruentie is 4. De o\'s door een willekeurig punt Q liggen op den boldoor m^ en Q. Deze snijdt de rechten a en b ieder in tweepunten A en B, waardoor vier rechten AB bepaald worden.De vier vlakken QAB snijden den bol volgens vier O\'s vande congruentie. De orde is dus 4. Â§ 4. De klasse der congruentie is 4. Door den bollenbundel wordt op a en op 6 een puntenin-volutie \'bepaald. Projekteeren we deze punteninvoluties doorvlakken, welke door een willekeurige rechte / gaan

dan krijgenwe twee projektieve kwadratische vlakkeninvoluties met 4co??ncidenties. Er zijn dus 4 rechten P A B, die / snijden.De vlakken door l en elke P A B snijden den bijbehoorendenbol volgens een O van de congruentie, die l twee keer snijdt.De klasse is dus 4. Â§ 5, Hetregelvlak, gevormd door de rechten PA B iseen O4. Dit volgt rechtstreeks uit Â§ 4, daar de rechte / door 4rechten P A B gesneden werd. Nog op andere wijze kande graad â– Oan dit regelvlak, en dus ook de klasse, wordenafgeleid.



??? We zoeken het aantal snijpunten van m^ met de meetk.plaats van P. Zal P op m^ liggen, dan moet P A B op een bol liggenvan den bundel, dus w^o snijden. Omgekeerd zullen allerechten, die m^, Wjo, a en ?¨ snijden, een punt P [op m^leveren. Het aantal rechten, dat op m^, cc^, a en b rust is gelijkaan den graad van het regelvlak, gevormd door de rechten,die op m2, Woo en a rusten. Een vlak door a snijdt m^ en elk in twee punten,die vier verbindingslijnen geven. Bovendien is a dubbel-rechte, omdat door ieder punt van a twee beschrijvendengaan. Het regelvlak is dus .van den graad 6, zoodat hetpunt P 6 keer op m^ komt. De snijkromme van het ge-vraagde regelvlak met iJt, is dus een kromme Ook derechte A^ B^^ ligt op het oppervlak, doordat het vlak /x metVqo een ontaarde bol uit den bundel vormt. Hieruit volgt,dat de graad van het regelvlak 4 is. Â§ 6. Singuliere punten, a. De punten van b. De punten van a en b. c. De punten van B/^ en A^ Boo- Â§ 7, Oppervlak van cirkels door een singulier punt. a. Door een punt M op m^ gaat een Ou. Bepalen we de

doorsnede van het gevraagde oppervlakmet cen bol van den bundel. Deze bol bepaalt vier rechtenA B, dus vier O\'s, die erop liggen cn tot het oppervlakbehooren. Hoeveelvoudig telt m- op den bol, m. a. w. hoe-veel O\'s gaan behalve door M nog door cen punt N op m^? Blijkbaar drievoudig, want het oppervlak der O\'s doorde punten M en N, die a in een punt snijden is van dengraad 3 (in elk vlak door M N ligt ?Š?Šn O benevens derechte M N). De vlakken van dc O\'s, die door M gaan, omhullen een



??? kegel van de vierde klasse, waarvan de doorsnede met V^een kromme van de vierde klasse is. Uit ieder punt van cc^ kan men dus vier raaklijnen trekken,waaruit volgt, dat op het gezochte oppervlak viervoudigis. Op den b??l uit den bundel is dus de doorsnede vanden graad; 4X2 3X2 4X2 = 22. Hieruit volgt, dat het gevraagde oppervlak een Ou is. b. Door een punt A op a gaat een bol. Door A gaat ?Š?Šn bol van den bundel, die b in tweepunten B snijdt, dus twee rechten AB levert. Hieruit volgt, dat het gevraagde oppervlak de dubbel-tellende bol uit den bundel is, die door A bepaald wordt.Analoog een dubbeltellende bol door een punt B op 6. ^ Â§ 8. Singuliere koorden. Iedere rechte P A B. Want door elke P A B werd een vlakkenbundel gebracht,die den bijbehoorenden bol volgens ÂŠ\'s van de congruentiesneed. Â§ 9. Het oppervlak van de O\'s, die een rechte 1 snijdenis een Aso- Ie afjeiding, De graad van het gevraagde oppervlak wordt bepaalddoor het aantal snijpunten met een willekeurige rechte p,D. w. z. door het aantal keeren. dat de snijpunten A, B, L.

Pvan de gelijknamige rechten met een bol uit den bollenbundelin een plat vlak liggen. Breng een bol door m^ en eenwillekeurig punt P op p. Deze snijdt a, b en l ieder in twee punten, die acht ver-bindingsvlakken geven en dus acht snijpunten 11 met p. Zoodikwijls P met I I samenvalt, wanneer P de rechte p door-loopt, hebben we een O van het gevraagde oppervlak.We onderzoeken dus de verwantschap (P, li). Bij elk punt P behooren 8 punten 11. Hoeveel punten P behooren bij ?Š?Šn punt 11?



??? We nemen een willekeurig punt Lq op l aan en duidende rechte Lq 11 door q aan. De bol door Lq en m^ snijdt a en b ieder in twee puntenA en B, zoodat we vier vlakken krijgen door A, B en 11,die weer vier snijpunten Li met l geven. We duiden de rechte Lr 11 door r aan. Doorloopt q een waaier, dan zien we, dat bij iedere qvier rechten r behooren. Hoeveel rechten q behooren nu bij ?Š?Šn rechte r? Projekteeren we de puntenparen A en B vanuit r, dankrijgen we twee vlakkenbundels, die een (2, 2) correspondentievormen met 4 co??ncidenties. Er zijn dus vier rechten A B, die een rechte r snijden. Daarbij behooren vier bollen, die / in acht punten Ljsnijden. Bij ?Š?Šn rechte r behooren dus 8 rechten q. De waaiers q en r vormen dus een (4, 8) correspondentiemet 12 co??ncidenties, d. w. z. twaalf keeren zullen de puntenLq en Lr samenvallen. Daarbij behooren twaalf bollen, die de rechten a, b en /zoo snijden, dat bij eiken bol een drietal snijpunten A, Ben L met II in ?Š?Šn plat vlak liggen. Deze twaalf bollensnijden de rechte p in 24 punten P. Bij ?Š?Šn punt 11

behooren dus 24 punten P. De verwantschap (P, II) is dus een (8,24). Er zijn derhalve 32 co??ncidenties, dus 32 bollen, dus 32vlakken, die de snijpunten A, B, L en P op een O hebbenliggen, die m^ in twee punten snijdt. Komt P in Pqq of inP//, dan is voor beide punten de bijbehoorende bol hetvlakkenpaar /x, Vq^. Maar de vier snijpunten van dezevlakken met de rechten a, b, l en p liggen niet op een O. Van de 32 co??ncidenties moeten er dus twee afgetrokkenworden. Het gevraagde oppervlak is dus een Aso. 2c afleiding. We bepalen de doorsnede van het gevraagde oppervlakmet fi.



??? Hoeveel voudig ligt m^ op A m. a. w. hoeveel O\'s gaandoor een punt M op rn^l Wij vonden voor het oppervlak van Os, die door M gaaneen Ou. Dit blijkt nog op andere wijze door de doorsnede met (j. te bepalen. Het oppervlak der O\'s, die m^ in twee vaste punten M enN snijden en ook de rechte a snijden is van den graad 3.In laatstgenoemde doorsnede telt dus m^ drievoudig, Verderliggen in fj. de G door de punten M, A/. en de rechtenM A^^, M B;, en de doorsnede met fz van een vlak doorM II a en b. â–  De laatste drie rechten maken deel uit van ontaarde O\'sdie tot het oppervlak behooren. Dat oppervlak is dus van den graad: 3X2 2 (1 1 1)=11- De rechte / snijdt Ou in elf punten, zoodat er 11 O\'s zijn.die m2 in M en nog een punt snijden en die a, 6 en / ?Š?Šnkeer snijden. Op het oppervlak A. en in de doorsnede met ^ ligt der-halve m2 elfvoudig. Verder liggen nog in fx de O doorA/â€ž B;, en L;,. de rechten A,, B/,, B^, L/^, A^, L/,. en tenslotte de rechten, die de doorsnede vormen met van vlakkendoor A,, II b en l door B,, / / a en l, door L,, H a en t. Al die rechten

maken weer deel uit van ontaarde O\'s. De totaaldoorsnede met /j, is dus van den graad: llX2 2 {H- 1 ^1) (1 1 1) = 30. We krijgen dus een Aao- Hierop is l koorde van 4 O\'s, die dubbelkrommen vanAso zijn. Wegens de symmetrie tusschen a, b en I zijn erdus op Aso twaalf dubbelcirkels. Â§ 10. Het oppervlak der cirkels, die aan een vlak ?“ rakenis een Â?Pae- Brengen we een vlak A door /, dan snijdt dit vlak A30volgens een doorsnede, waartoe l viervoudig behoort, omdatde orde 4 is. Blijft een restdoorsnede A26. die l in 26 punten snijdt.



??? Alle punten van A26 zijn punten van O\'s, die X voor detweede keer doorboren in een punt van l. Beschouwen wenu den O door ?Š?Šn der 26 snijpunten, dan kunnen zichtwee gevallen voordoen. Ie Het snijpunt van den O met / valt niet met het be-doelde snijpunt, dat ook op /\'ligt, samen. 2e Het snijpunt valt er wel mee samen. Valt het er niet mee samen, dan hebben we te doen meteen O, die l in twee punten snijdt. Dit gebeurt vier keer,omdat de klasse 4 is. Van de 26 punten blijven er dus 18over, die raakpunten zijn van O\'s op/V30, welke aan A raken.De raakkromme van o\'s in de congruentie, die aan eenvlak 0 raken is derhalve van den graad 18 en het oppervlak,dat deze ÂŠ\'s vormen is een <I>36. Op dit oppervlak liggen de rechten a en b viervoudig.Want breng door een punt A op a een bol uit den bundel.Deze snijdt b in twee punten Bi en Bj en het vlak (p vol-gens een O (p^. Trek raaklijnen aan uit de snijpuntenmet (p van de rechten A B] en A B^. Ieder twee raaklijnen, waardoor vier vlakken bepaaldworden, die den bol snijden volgens O\'s, die aan cp

raken. Wat is de doorsnede van <I>jÂ? met het vlak /x? Vooreerst liggen in /x de beide O\'s door A,^ en B,^, dieaan de doorsnede (fx, Cp) raken. Voorts de beide rechten door A^^ en B^^ II (fx, (p) en tenslotte de O tn^ die rt voudig telt. Hieruit volgt:2 X 2 1 4- H- 2 n = 36. Dus ni"^ ligt 15 voudig op Â?l\'ao.



??? HOOFDSTUK II. Congruentie van cirkels, die twee vlakken Â? cn rakencn een rechte m twee keer snijden. Â§ 1. Algemeene afleiding. De snijpunten van m met Â? en ^ noemen we resp. A enB. de doorsnede van ^ en ,3 zij (Â?/3), een vlak door mnoemen we f^ en het snijpunt daarvan met [x (5) geven we met P aan. , Het oneindig verre punt van m zij M^o- De O s van decongruentie liggen in de vlakken van den vlakkenbundelIn ieder vlak liggen \' O\'s. die aan P A en P B rakenen die dus hun middelpunt hebben op de binnen- en buiten-bissectrice van Z A P B. v Â§ 2\'. Ontaardingen in de congruentie. a. Alle rechten in Vq,, die door het punt MÂ?, gaan.opgevat als dubbelrechten. b. De isotrope lijnenparen, die hun top hebben liggen op {x(3) en die rusten op m. c. De isotrope rechten als dubbelrechten opgevat, dieliggen in de raakvlakken door m aan den imaginairen bol-cirkel. Dit geeft twee stelsels van oo\' ontaardingen. Â§ 3. De orde van de congruentie is 4. Brengen we n.1. door een- willekeurig punt X een vlakdan zijn er 4 O\'s. die door X gaan en die P A en P

Braken. Twee ervan zijn re??el, de andere twee imaginair-



??? Komt X op P A of P B te liggen, dan zijn er twee re??eledubbeltellende O\'s. Â§ 4. De klasse is nul. Door een willekeurige rechte l kan in \'t algemeen geenvlak [A gebracht worden. Â§ 5. Singuliere koorden. a. Elke rechte, die m snijdt. b. De rechte m is een hoofdkoorde. c. Alle rechten in Vq^. Deze laatsten snijden n.1. de ontaarde O\'s van Â§ 2 a intwee samenvallende punten. Â§ 6. Singuliere punten. a. Alle punten van m. b. De beide punten van den imaginairen bolcirkel bedoeldin Â§ 2 c. Â§ 7. Oppervlak der O\'s door een punt M op m iseen O12. Ic afleiding. Door het punt M gaan, in ieder vlak fx, 4 O\'s van decongruentie. Laten we (x wentelen om m dan ontstaat cenoppervlak. Hierop komt m viervoudig voor. Door inversietoe te passen, ziet men n.1. dat er 4 O\'s zijn, die bovendiendoor een willekeurig punt N op m gaan. De doorsnedevan het opp. met een vlak ^ is dus van den graad:4X2 4=12. 2c afleiding. In een vlak a liggen 4 O\'s, die door M gaan. Om de veelvuldigheid van m te bepalen, vragen we naarhet aantal O\'s, die behalve door M, nog door een

wille-keurig punt N gaan. Het opp. der O\'s, die door M en N gaan, en die a raken,heeft in a. een O p\'^a tot raakkromme, waarvan de straalrâ€ž bepaald wordt door de betrekking:



??? A N X A M = r2â€ž.....analoog in (5 een Q p^ ^ : BM X = Het opp. der g\'s, die ix raken is nu van den graad 4en snijdt dus (S volgens een vierdegraadskromme, die metp\'^13 acht snijpunten heeft. Vier ervan zijn de dubbeltellende imaginaire cirkelpuntenvan a, omdat w op het vierdegraadsopp. tweevoudig voor-komt. Er zijn echter geen o\'s mogelijk, die (3 in deze puntenraken, die a raken en die door M en N gaan. Blijven over 4 snijpunten op dus 4 O\'s, die door Men N gaan en die a en (3 raken. Op het gezochte opp. is dus m viervoudig en de door-snede met fx, van den graad: 4 X 2 4 \\2. Het oppervlak is dus een O12. Â§ 8. De o\'s die a in A raken, hebben hun raakpuntenin (3 op een c3. In een vlak [j, liggen twee G\'s, die <x in A en die (3 intwee punten C, en Q raken. De punten C, en C2 liggenop P B zoodanig, daf: P C, = P C2 = P A. Behalve Ci en C2 behoort op een rechte PB ook hetpunt B tot de gevraagde kromme. Want als /x zoodanigaangebracht wordt, dat APAB gelijkbeenig is, valt C, metB samen. De rechte P B snijdt de gevraagde kromme dus in

3punten. Deze is daarom een C3. Het oppervlak door die O\'s beschreven is nu van den graad 6.Hierop komt A voor als viervoudig punt, want in een vlakfx liggen twee O\'s, die door A gaan, terwijl de rechte mop het oppervlak tweevoudig ligt. Er zijn n.1. twee O\'s.die door een willekeurig punt M gaan en aan (3 raken. Hunraakpunt in (3 ligt op een cirkelomtrek, waarvan \' B hetmiddelpunt is en waarvan de straal r volgt uit de betrekking; r2 = B M\'X B A. We zien dus, dat in ^en willekeurig vlak (jt, twee O\'s en



??? de tweevoudige rechte m liggen. Hiermee is de graad 6van het oppervlak gecontroleerd. Â§ 9. Wanneer het raakpunt in x een rechte 1 doorloopt,doorloopt het raakpunt in [3 een cs. Een vlak iz snijdt l in een punt L. In liggen twee G\'s, die x in L raken en (3 in tweepunten Ci en C2 op P B gelegen en zoodanig, dat:PQ = PC2 = PL. Het punt B kan zelf ook als raakpunt optreden en welvan o\'s, die hun raakpunt in Â? op / hebben liggen. Wantvolgens Â§ 8 correspondeert met het raakpunt B in /3 eenkromme C3 in x, die / in 3 punten snijdt. Op de rechte P B in ^t^ liggen dus 5 punten van de ge-vraagde kromme w.o, het drievoudige punt B. Deze krommeis dus een C5, die door het snijpunt van / met {x (S) gaat. Het door de rakende o\'s gevormde oppervlak is van dengraad 10. Een willekeurige rechte k in ^ snijdt c^ in 5 punten. Van de congruentie van O\'s, die een vlak x in de puntenvan een rechte l en een vlak /3 in de punten van een rechtek raken, zijn er dus 5, die een rechte m twee keer snijden.Van die congruentie is derhalve de klasse 5. Â§ 10. Het oppervlak

der O\'s. die m raken is een Oio. In een vlak fu, liggen vier O\'s, die aan de voorwaardevoldoen, n.1. de in- en aangeschreven G\'s van A P A B.Bovendien ligt m tweevoudig op het oppervlak, waaruit degraad 10 volgt. Dat m tweevoudig is, volgt uit de afleiding van het aan-tal O\'s, die in een punt M aan ni raken. Ic afleiding. Inverteer de figuur t.o. van M. De vlakken Â? en /3 gaandan over in bollen door M. De gevraagde O\'s zullenovergaan in rechten // m, die de bollen moeten raken. Derechte m blijft een rechte m door M. We beschouwen hetpunt Mqo op m. De rechten uit M^o, die de bollen x en (3 raken



??? liggen op twee cilinders, die x en (3 omhullen. Hun door-snede bestaat uit twee eindige rechten en uit de twee raak-lijnen. die men in V^ uit M^ aan co^ kan trekken. De tweeeindige rechten teruggeinverteerd gaan over in O\'s. die m inM raken en die a en fi raken. 2e afleiding. De raakpunten A\' van de gevraagde o\'s met het vlakmoeten liggen op een cirkelomtrek, waarvan het middelpuntA is en waarvan de straal AA\' = AM. Evenzoo een analoge O in j3 met straal B B\' = B M. In het vlak waarin een gevraagde ÂŠ ligt moet nu verderPA\' = PB\' zijn. Slaan we de vlakken a en ^ om hundoorsnede {Â? (3) neer in een plat vlak. dan kunnen we vragennaar de meetk. plaats der middelpunten van de ÂŠ \'s. die aande G\'s A\' en B\' raken. Deze meetk. plaats is een kegel-snede. welke door {x (3) in twee punten gesneden wordt.Hierdoor worden twee vlakken bepaald, dus twee O\'s. diem in M en die x en (3 raken. Â§11. Hetoppervlak van de O \'s, die een vlak(p raken, is een<1^32. Het vlak Cp snijdt m in een punt M. Door M trekken we een rechte fin ?“. Van de

raakkrommein 0 bepalen we het aantal snijpunten met f Brengen we het vlak fx door f en m. Door een willekeurig punt F op ?’ gaan vier O s van decongruentie, die dus in (x liggen. Zij bepalen op F viersnijpunten G. Omgekeerd bepaalt ieder punt G vier snijpuntenF op f De punten F, G vormen dus een (4,4) correspon-dentie met 8 co??ncidenties. Er zijn derhalve 8 o\'s in [x, die aan f raken en die dus aan (p raken.\') Van de 8 co??ncidenties op f worden er 4 geleverd door dc in- cnaangeschreven O\'s van den A. gevormd door de rechten PA.-PB cn f.De andere 4 vallen samen in het oneindig verre punt van f d. i. Faj. Denken ^ve ons n.1. de G\'s van de congruentie, die door F^j gaan. dancorrespondeeren daarmee 4 punten G op f. De 4 O\'s door en telkens?Š?Šn der punten G mo?Šten nu ook gaan door de beide imaginaire cirkclpunten



??? Dit levert 8 snijpunten van de raakkromme in Q met f.Bovendien telt M als achtvoudig snijpunt mede. We hebben n.1. in Â§ 7 afgeleid, dat het oppervlak vande o\'s, die tot de congruentie behooren en door een puntM gaan, een O12 is. In fx liggen 4 O\'s van dit oppervlak (orde is 4), die doorde rechte ?’ behalve in M in nog 4 punten gesneden worden.Het punt M is dus achtvoudig punt op O12, dus 8 raaklijnenuit M aan de doorsnede van O12 met (p, dus 8 O\'s, die aand) raken. We zien derhalve, dat het aantal snijpunten van de raak-kromme in (p met de rechte f zal bedragen: 8 8 = 16. \' Deze raakkromme is dus van den graad 16 en het opper-vlak, dat door de rakende O\'s gevormd wordt, is een cl>32. Â§ 12. Het oppervlak der O\'s, die een rechte l snijden iseen A20. We zoeken de doorsnede van het oppervlak A met eenvlak [j,. dat / in een punt L snijdt. Er zijn 4 o\'s, die door L gaan, omdat de orde 4 is. In [j, ligt nu ook nog de rechte m. die 12 voudig tot hetoppervlak behoort. Want het oppervlak O12 van Â§ 7, wordtin 12 punten door / gesneden. In het vlak ix

is dus de doorsnede van den graad:4X2 12 = 20. Het gevraagde oppervlak is dus A20. Snijden we A20 met een vlak A door /. De doorsnede is nu van den graad 20. waartoe / vier-voudig behoort, omdat de orde 4 is. Blijft over een kromme van den graad 16, die / in 16punten snijdt. Daar de klasse nul is, zal elk van de 16 snij-punten raakpunt zijn van een O, die aan A raakt. Deraak- van H< zoodat zc alle 4 moeten ontaarden in dc dubbeltellende oneindigverre rechte van //. Dc 4 punten G vallen dus met FÂ? samen. Laten wc// den bundel doorloopen. dan wordt in Vâ€ž dc waaier metM, als middelpunt uitgesneden. Hieruit volgt, dat 8 voudig tot \'/\'â€žbehoort.



??? kromme van de O\'s, die aan een vlak <p raken is derhalvevan den graad 16 en het oppervlak door die O\'s beschrevenis een 4>32 (zie Â§ 11). Â§ 12. Het oppervlak der middelpunten van de Q\'s inde congruentie is een regelvlak Mi, We bepalen weer de doorsnede met een vlak Daarin liggen de deellijnen d\\ en di van ^ A P B alsmeetk. plaats van middelpunten. De rechte m telt in jx tweevoudig. Noemen we n.1. de snijpunten vnn d\\ en d2 met m resp.Dl en D2, dan bepaalt ieder vlak (x ?Š?Šn puntenpaar Di enD2, maar elk puntenpaar Di en D2 bepaalt twee vlakken De bol met Di D2 tot middellijn snijdt n.1. {x (3) in tweepunten P. Daarom is m tweevoudig en de doorsnede vanhet gevraagde oppervlak met (x van den graad: 1 1 2 = 4. Op dit oppervlak ligt {a (3) dubbel, want door ieder puntP gaan twee beschrijvenden di en c/2. Brengen we het vlak [x // {x (3) aan, dan is di de rechte,die AB halveert en // {cc (3) loopt, terwijl d^ de oneindig-verre rechte in dat vlak is. De restdoorsnede van het vierdegraadsoppervlak met Vqois een niet ontaarde derdegraadskromme.

Dit blijkt b.v.door die kromme vanuit B te projekteeren. We krijgen daneen kegel, die het vlak oc volgens een niet ontaarde C3 snijdt. In Â§ 2a noemden we de rechten in Vq^ door Mq^ alsontaarde 0\'s. Als middelpunt van zoo\'n dubbeltellenderechte, kan ieder punt van de rechte zelf gelden. Zoo op-gevat behoort ook Vg, nog tot de meetk. plaats der middel-punten.



??? HOOFDSTUK III. Congruentie van cirkels door de snijpunten van een kubischc ruimtekromme p^ met de vlakken van eenvlakkenschoof S. Â§ 1. Algemeene afleiding. Een willekeurig vlak door het punt S snijdt p^ in de puntenA,\'B en C. De O door die punten behoort tot de congru-entie. De vlakken van de schoof S snijden op p^ een P3 uiten deze involutie heeft een neutraal puntenpaar Ni, N2. d.z.de snijpunten van de bisekante door S met Â§ 2. Ontaardingen. a. Noemen we de drie snijpunten van p"^ me^ V^ resp.R,. R2. R3. Een ylak a door S en ?Š?Šn dier punten snijdt p^ in nogtwee eindige punten. De bisekante, die ze verbindt vormt metde rechte (a, Vqo ) een ontaarde O van de congruentie. Wekrijgen aldus 3 stelsels van co \' ontaardingen. b. Beschouw de bisekanten, die rusten op Een vlak door een bisekante en door S snijdt p\'^ in nog eenpunt C. De bisekante aangevuld met de isotrope rechte doorC in dit vlak vormt een ontaarding. Dit geeft go2 ontaar-dingen. Â§ 3. De orde van de congruentie is 3. Denken we een punt P buiten p^ en een O door P,

dietot de congruentie behoort. Deze G bepaalt dan met p^ eenkwadratisch regelvlak.



??? Op elke hyperbolo??de door P en p^ liggen nu 6 Os. diedoor P gaan. De hyperbolo??de snijdt n.1. V^o volgens eenkegelsnede, die door Wqo in 4 punten gesneden wordt. Deze 4 punten geven 6 verbindingslijnen en de vlakkendoor elk daarvan en door P geven een cyclische doorsnede.Laten we de door P en p"^ bepaalde hyperbolo??de een bun-del doorloopen, dan omhullen de verbindingslijnen ineen kromme van de derde klasse Want door elk punt van u^d ga^n ^ van de genoemdeverbindingslijnen. Door het oneindig verre punt van S P trekken we de ,3raaklijnen aan \'y^ waardoor 3 hyperbolo??den uit den bundelbepaald worden. De vlakken door S P en die raaklijnen snijdende bijbehoorende hyperbolo??de volgens O\'s. De orde is dus 3. Â§ 4. De klasse is ?Š?Šn. In het vlak door S en een willekeurige rechte /, ligt ?Š?ŠnQ van de congruentie. Â§ 5. Singuliere punten. a. Elk punt van p^. b. De punten van Wqo- c. Het punt S. Â§ 6. Singuliere koorden. Alle rechten door S. Â§ 7. Oppervlak van O\'s door een singulier punt. a. De o\'s door een punt P van p^ liggen

op een O5. In elk vlak door S P ligt ?Š?Šn O. De rechte S P ligt drie-voudig op het oppervlak, omdat de orde 3 is. In zoo\'n vlak is dus de doorsnede van den graad 5 en hetgevraagde oppervlak is dus een O5. Hierop Jigt /j^ enkelvoudig. Ook Wqo ligt er enkelvoudig op, want door P, S en eenpunt Q op Wao wordt ?Š?Šn vlak. dus ?Š?Šn O bepaald.



??? De restdoorsnede van O5 met V^o bestaat uit 3 rechtenn.1. door het oneindig verre punt van S P en door resp. Ri,R2 en R3. Een willekeurige rechte door P snijdt het oppervlak innog een punt. zoodat P viervoudig punt is en O5 dus eenmono??de. Daar de rechte SP drievoudig is. moeten op O5 nog5X4 â€” 32=11 rechten liggen, die door P gaan. Daartoe behooren: 1Â°. De drie bisekanten door P in de vlakken door S P en resp. Ri, R2. R3- 2". Vier isotrope rechten, verkregen door den imaginairenbolcirkel vanuit P te projekteeren. De kegel wordt door.p^in nog 4 punten gesneden, wat 4 imaginaire bisekanten levert.Deze worden aangevuld met de isotrope rechte telkens ineen vlak door S en ?Š?Šn dezer bisekanten en gaande doorhet snijpunt van zoo\'n vlak met p^. 30, Alle bisekanten, die S P snijden vormen een kwadratischregelvlak, dat door oJqo in 4 punten gesneden wordt. Doordie 4 snijpunten worden 4 bisekanten bepaald, die aangevuldkunnen worden met de isotrope rechten door P in de vlak-ken door S en resp. elk der 4 bisekanten. b. De o\'s door

een punt I op Wa, liggen op een I5. In elk vlak van den vlakkenbundel S 1 ligt ?Š?Šn O. De rechte SI is drievoudig, omdat de orde 3 is. De door-snede van het oppervlak met een vlak uit den bundel is dusvan den graad 5. dus het oppervlak cen I5. Op I5 ligtenkelvoudig evenals p^. De restdoorsnede met V^o zijn de rechten door 1 cn resp. R,. R2. R3. Het punt I is viervoudig punt cn dus het oppervlak cenmono??de. Daar S I drievoudig is liggen weer: 5 X 4 â€” 3^ = 11rechten op I5, die door I gaan. Deze zijn: 1Â°. Het bovengenoemde drietal. 2Â°. De bisekante van 1. Breng een vlak door S en de bisekante van I. Dit snijdt



??? en p^ elk in nog een punt. De bisekante, aangevuld metde verbindingslijn van die twee punten geeft een ontaardenO van het oppervlak. 4Â°. De bisekanten, die S I snijden, vormen een regelvlakvan den graad 4. Want S I ligt er enkelvoudig op en eenvlak door SI snijdt p^ in drie punten, wat drie bisekanten^levert. Dit oppervlak wordt door o; jÂ? in I en nog 7 puntengesneden, waardoor 7 bisekanten bepaald worden. In devlakken door S en elk dier bisekanten, krijgen we als aan-vulling de isotrope rechten door I en het snijpunt van zoo\'nvlak met p^. Dit geeft dus nog 7 rechten door I. c. De o\'s door S liggen op een Ie afleiding. Een O van de congruentie door S bepaalt met p^ eenhyperbolo??de uit den bundel, die door p^ en S bepaald wordt.Op iedere hyperbolo??de liggen 6 O\'s. die door S gaan.Hoeveel snijpunten heeft nu een rechte / met het gevraagdeoppervlak? Een punt P op / bepaalt ?Š?Šn hyperbolo??de uit den bundel,waarop 6 cyclische doorsneden door S liggen. De vlakkendaarvan snijden / in 6 punten Q. Door het oneindig verre puntvan S Q kunnen we

3 raaklijnen aan de kromme trekken,waardoor 3 hyperbolo??den uit den bundel bepaald worden,die / in 6 punten P snijden. De correspondentie (P, Q) op /is dus (6.6) met 12 co??ncidenties. Vallen P en Q samen, dan hebben we een O, die doorS gaat en / snijdt. Er zijn dus 12 o\'s. die / snijden. Hetoppervlak is dus een 2e afleiding. We bepalen de doorsnede van het gevraagde oppervlakmet een hyperbolo??de uit den bundel. Op de hyperbolo??de liggen 6 cyclische doorsneden door S.De kromme p^ ligt er drievoudig op. Want neem een puntP op p\'^, dan kunnen we door het oneindig verre punt vanS P drie raaklijnen aan trekken. Ook de bisekante S Ni N2 ligt er drievoudig op, want



??? deze kan drievoudig als ontaarding beschouwd worden enmoet daartoe telkens aangevuld worden met de rechten doorhet oneindig verre punt van S Ni N2 en resp. Ri.Ra, R3.De doorsnede is dus van den graad: 6X2 3X34-3 = 24. Het oppervlak is dus een V12. Behalve /J^ ,en de bisekante door S ligt ook Wqo drievoudigop het oppervlak, omdat door een punt I op weer drieraaklijnen aan te trekken zijn. De restdoorsnede van het oppervlak met V^ bestaat uitde drie rechten in de tweede afleiding vermeld en uit debisekanten van p^ in Vqo. Deze laatsten aan te vullen metde rechten door S en het snijpunt met p^ van elk der drievlakken door S en ?Š?Šn dezer drie bisekanten. Door het oneindig verre punt van een willekeurige rechte /door S kunnen we weer drie raaklijnen aan trekken,zoodat / door drie O\'s van het oppervlak gesneden wordt.Dus S is 9 voudig punt op X12. â€?Â§ 8. Oppervlak van G\'s door een singuliere koorde. a. Door de koorde S Ni Na wordt een O5 bepaald. In een willekeurig vlak door SN1N2 ligt een O. Dekoorde ligt zelf drievoudig op het

oppervlak, omdat ze aan-gevuld kan worden met de rechten door haar oneindig verrepunt en resp. Ri,R2. Rs- De doorsnede is dus van den graad 5. Op O5 liggen p^ en Wqo enkelvoudig. De punten Ni en Na zijn viervoudig, zoodat het opper-vlak een dimono??de is. Door elk dezer punten moetendaarom 2 (5 ^ 1) = 8 rechten gaan. Projekteer coco vanuit N]. De kwadratische kegel wordtdoor p^ in nog 4 punten gesneden, waardoor 4 beschrijvendeimaginaire rechten bepaald worden. In het vlak door S en elk dier rechten beschouwen weeen tweede isotrope rechte door Na. Dit geeft dus twee viertallen resp. door N| en Na. Door woo ook vanuit N2 te projekteeren krijgen we nogtwee viertallen.



??? b. Door een rechte /, door S gaande, wordt een O5bepaald. In elk vlak door l ligt ?Š?Šn O. De rechte / is drievoudig, omdat de orde drie is. Het oppervlak is dus van den graad 5. Hierop liggen p\'^ en u^s enkelvoudig. In Voo liggen als restdoorsnede de rechten door het on-eindig verre punt van l en resp. Ri,R2.R3. Als / p^ snijdt, is O5 een mono??de. Â§ 9. Het oppervlak der O\'s, die een rechte l snijden iseen A22- We bepalen de doorsnede m?Št het vlak S /. Daarin ligt een O, die l twee keer snijdt en daarom dubbelis te tellen. De rechte l ligt er drievoudig in, omdat deorde drie is. Voorts ligt er nog een restkromme in, waarvan we dengraad bepalen door het aantal snijpunten met een rechteSP, waarbij P op l ligt. Door P gaan drie o\'s van dccongruentie, die dus S P in drie punten snijden. Het oppervlak van de O\'s, die door S gaan was een ^il 12(Â§ 7. c) dus S is een 12 voudig punt. De restkromme isdaarom van den graad: 12 3=15 en de totaaldoorsnede in vlak SI: 2X2 3 15 = 22. Het gevraagde oppervlak is dus een A22- Op A22 ligt p^ vijfvoudig, omdat het

oppervlak der o\'s,die door een punt P van gaan een O5 was (Â§ 7. a). Dcbisekante S Ni N2 snijdt het oppervlak in de punten S, Ni, N2,die resp. 12 voudig, 5 voudig en 5 voudig zijn, waarmeede graad 22 van A22 nog gecontroleerd wordt. Ook Wco ligt vijfvoudig op A22 (Â§ 7. b). De restkromme in V^ is van den graad 12 en bestaat uit: 1Â°. De drie rechten door Lqo op/en door resp. Ri,\'R2. R3. Als ontaardingen zijn deze rechten aan te vullen met debisekante in het vlak door S en door elk dier \'rechten. 2Â°. De drie bisekanten van p^ in V^.



??? Aan te vullen met een rechte in de vlakken door S en.resp. elk dier bisekant?Šn. Zoo\'n vlak snijdt p^ en /; deverbindingslijn dier snijpunten is de aanvulling. 30. Trekken we een rechte S Ri. De bisekanten, diedeze rechte snijden vormen een hyperbolo??de, die door l intwee punten gesneden wordt. Daardoor zijn twee bisekanten bepaald, die aangevuldworden met de snijlijn van V^ met een vlak door S enzoo\'n bisekante. Dit geeft ons nog: 3X2 = 6 rechten. We hebben hiermede tevens de 5 rechten aangewezendoor elk der punten Ri, R2. R3 in V^c > want p^ was vijfvoudigop A22- Â§ 10. Het oppervlak der Q\'s, die een vlak O raken iseen <^34- Brengen we door de rechte / van Â§ 9 een vlak a, danwordt dit door A22 gesneden volgens een kromme van dengraad 22. Hiertoe behoort / drievoudig, omdat de orde 3 is. Blijft over een kromme van den graad 19, die / in 19punten snijdt. Hiertoe behooren de twee snijpunten vaneen O, die / snijdt, daar de klasse 1 is. Dus nog 17 snijpunten op /, in welke punten het vlak adoor G\'s geraakt wordt. De aanrakingskromme

van de O\'s,die aan een willekeurig vlak cp raken is dus van den graad 17en het oppervlak gevormd door die O\'s is een <1)34. Â§ 11. Het oppervlak van dc middelpunten der O\'s in dccongruentie is een Mm- We bepalen het aantal snijpunten van dit oppervlak met de rechte S Ni N2. Het midden van Ni N2 is viervoudig punt. Want de bol.die Nl N2 tot middellijn heeft, snijdt p^ in nog 4 punten. Het oneindig verre punt van S Ni N2, dat drievoudig iste tellen, laten we voorloopig buiten beschouwing. Het punt S is 10 voudig punt. Nemen we n.1. een wille-



??? â€?keurig punt P op p^ aan en brengen we een bol aan doorP met S tot middelpunt, dan zal \'deze p^ in nog 5 punten snijden. We kun\'nen vlakken aanbrengen door P en twee dier snijpunten. Laten we P de kromme p^ door-loopen, dan omhullen die vlakken een kromme van de lO^eklasse. Door het punt S gaan dus 10 van die vlakken, zoodat Stien keer als middelpunt optreedt. Het aantal snijpuntenvan het oppervlak met S N, N2 is dus; 10 4 = 14, waarmeede graad van Mu bepaald is. kan drievoudig opgevat worden als meetk. plaatsvan middelpunten van ontaarde o\'s. Brengen we n.1. een vlakkenbundel door SRi,dan snijdtdeze Vgo volgens een waaier door Ri- Iedere rechte daarvan kan aangevuld worden met debisekante in het bijbehoorende vlak. Hetzelfde geldt voor R2 en R3. Het oppervlak Mi4 wordt overdekt door een stelsel van 00 2 krommen C5. Denken we een rechte / door S en een vlak daardoor,dan liggen, behoudens het tienvoudige punt S nog 4 middel-punten van g\'s op /. In \' het vlak ligt nog ?Š?Šn middelpunt, en wel van den 0in dat vlak. dus

krijgen we behoudens S nog 5 middelpuntendaarin. Doorloopt het vlak een bundel om /, dan zullen die middel-punten een C5 doorloopen. Het punt S telt niet mee alsmiddelpunt, omdat er 10 O\'s met S tot middelpunt zijn. wiervlakken in het algemeen niet tot den bundel behooren. De middelpunten der G\'s op het oppervlak O5 vanÂ§ 8. a liggen op een vlakke kromme C5 op Mh- Want inieder vlak door S Ni N2 ligt ?Š?Šn middelpunt. Voorts ishet midden van Ni N2 een viervoudig punt dus de middel-punten van O5 liggen op een vlakke kromme Cn in het middel-loodvlak van Ni N2.



??? HOOFDSTUK IV. Congruentie van O\'s, die een bikwadratischc ruimte-kromme van dc eerste soort in vier punten snijden. Â§ 1. ^Algemeene afleiding. De kromme ?Ÿ\'* bepaak een bundel kwadratische opper-vlakken. Elke O op een kwadratisch oppervlak snijdt (3*in vier punten. Omgekeerd zal een kwadr. oppervlak, dateen O in nog een punt buiten ?Ÿ* snijdt, dien O geheel be-vatten. Hieruit volgt, dat de O\'s van de congruentie decyclische doorsneden zijn van den bundel hyperbolo??dendoor ?ŸK Â§ 2. Ontaardingen. a. Elk van de 6 bisekanten in Va,, aangevuld met eenbisekante. die daarop rust. Deze laatsten vormen een parabolo??de. Dit geeft 6 stelsels van go\' ontaarde O\'s. die op de drieparabolo??den van den bundel liggen. b. Op elke hyperbolo??de H^ liggen 12 ontaarde O\'s vanisotrope lijnenparen. Want door elk van de 4 snijpuntenmet w^o gaan twee isotrope rechten op de hyperbolo??de ge-legen en behoorende tot de twee stelsels rechten op H^. Een isotrope rechte van een stelsel kan men combineerenmet de drie isotrope rechten van het

andere stelsel door deandere drie snijpunten. De middelpunten van deze isotropelijnenparen zijn de navelpunten van H^. Bovengenoemde ontaardingen vormen een oppervlak van den graad 16.



??? Gaan we n.1. de doorsnede met V^ na, dan ligt a^ erdubbel op, omdat door elk punt twee isotrope rechten gaan.terwijl de zes bisekanten in V^, ook dubbel tellen, daar ze00^ twee keer snijden. De umbilikaalpunten vormen hierop een kromme nse. Desnijpunten, met V^^ zijn n.1.: Ie De snijpunten, waarin elke bisekante in V^ door Wqogesneden wordt, elk dubbelgeteld. omdat de twee raakvlak-ken door zoo\'n bisekante aan het bijbehoorend kwadratischoppervlak samenvallen. 2e De 6 punten, waarin co^^ door een kegelsnede van denbundel in V^o aangeraakt wordt, elk dubbelgeteld. Er zijn 6 van die kegelsneden, omdat r^ de kromme6 keer raakt (zie Hfdst. III Â§ 3). Deze 6 punten zijn de dubbelpunten van een I4. 3e De raakpunten met Voo van de drie parabolo??den.viervoudig geteld. We kunnen n.1. de umbilikaalpunten vanelk oppervlak opvatten als de raakpunten van raakvlakken,die twee aan twee door elk der 6 rechten in gaan. Bijeen parabolo??de is nu V^ zelf raakvlak en het raakpuntligt in het snijpunt van het bijbehoorende lijnenpaar inV^^.Door elk van

de 4 andere rechten in V^ gaat nu ?Š?Šn raak-vlak door dat snijpunt en dit is dus V^o zelf. Daarom is dat puntviervoudig als umbikaalpunt te tellen; zoo zijn er drie. Hettotale aantal umbilikaalpunten in Vco is dus: 6X2 6X2 3X4 = 36. Uit den graad van nse volgt, dat er op elke H^ dus 72navelpunten liggen. Twaalf ervan zijn specifiek voor hetoppervlak; de andere 60 moeten dus op liggen. Â§ 3. De orde van de congruentie is 6. Door een punt P is ?Š?Šn hyperbolo??de bepaald en dezeheeft 6 cyclische doorsneden, die door P gaan (zie Hfdst. IIIÂ§ 3). De orde is dus 6. Â§ 4. De klasse van de congruentie is 3. De vlakken, die de O \'s van de congruentie bevatten, raken



??? Door een raaklijn aan kan men n.1. een vlakkenbundelbrengen, die de bijbehoorende H^ volgens evenwijdige cyclischedoorsneden snijdt. Door een willekeurige rechte l gaan nu drie raakvlakkenaan waardoor drie G; \'s van de congruentie bepaald wordenals snijkrommen met de hyperbolo??den, die bepaald wordendoor de raaklijnen aan 7^ in V^ en in die vlakken. De klasse is dus drie. Â§ 5. Singuliere punten in de congruentie. a. De punten van 13*. b. De punten van Wqq. Â§ 6. Singuliere koorden. De raaklijnen van 7\'. Â§ 7. Oppervlak van O\'s door een singulier punt. a. Door een punt P van (3* gaat een B12. We bepalen de doorsnede van dit oppervlak met een H^uit den bundel. Deze bestaat uit 6 O\'s door P op H^ enuit /3^ die drievoudig is te tellen. Want als Q een willekeurig punt op (3* is, dan is P Qkoorde van 3 O\'s (klasse is 3). De doorsnede is dus van dengraad: 5X2 3X4 = 24 en dus het oppervlak van den graad 12. Behalve (3* ligt ook cc^ er drievoudig op, wat eveneens uit de klasse volgt. Het punt P ligt als negenvoudig punt op B,Â?, omdat

iedererechte door P nog slechts drie punten van het oppervlakbevat (klasse). De restdoorsnede met Vqo bestaat uit de 6rechten in Voo en dezen worden als ontaardingen van O\'saangevuld met de bisekante in het vlak door P en elk dierrechten. Er gaan dus 6 rechten door P op het oppervlak. b. Door een punt I van u^ gaat cen Lh. Door het punt I is n.1. een H^ uit den bundel bepaald en



??? hierdoor gaan drie stelsels van coi cyclische doorsneden,die elk H^ overdekken. Het oppervlak is dus een H^ uit den bundel. Â§ 8. Het oppervlak der O \'s door een singuliere koorde is een K^. Een raaklijn aan bepaalt een H^. De vlakkenbundel door die raaklijn snijdt H^ volgenscyclische doorsneden. â€? Ook het oppervlak K2 is dus een H^ uit den bundel. Â§ 9. Het oppervlak van O\'s, die een rechte l snijden is een Trekken we door een punt L op / een bisekanteDeze snijdt het gevraagde oppervlak in de punten A en Bals snijpunten met (3*. verder in het punt L en in nog eenaantal punten P. Op het oppervlak ligt /S" twaalfvoudig (zie Â§ 7a) en lzesvoudig (orde is 6). Stel nu, dat door een punt P op 6 ook een O gaat. De hyperbolo??de H^. die door en deze O bepaald wordt,bevat dan ook b. Stel verder, dat H"-^ de rechte / in nog een punt Q snijdt,dan gaan er 6 O\'s door Q op H^, die dus 6 in 6 puntenP snijden. Het totale aantal snijpunten op t is nu: 2 X 12 6 6 = 36. Het oppervlak is dus een Ase- Uit de afleiding blijkt, dat /S" er twaalfvoudig en / erzesvoudig op ligt.

Ook Wqo ligt er zesvoudig op (zie Â§ 7b). De restdoorsnede met Vqo bestaat uit: Ic De 6 bisekanten in Vqo. die dubbel tellen, omdat deaanvulling van elk daarvan bestaat uit de bisekanten op eenparabolo??de, die l twee keer snijdt. 2e Door een punt P is een H\' bepaald en daarop 6cyclische doorsneden door P. Analoog daarmee is door hetoneindig verre punt L^, van l ook een H^ bepaald en daar-door gaan eveneens 6 cyclische doorsneden. De vlakken



??? daarvan vallen samen met omdat ze door elk der 6 verbindingslijnen van de vier snijpunten op Wqo met datkwadratisch oppervlak gaan en door L;,^- De 6 cyclische doorsneden zijn nu niets anders dan deoneindig verre kegelsnede van het kwadratisch oppervlak 6keer geteld. De totaal doorsnede van /Vab met \'V^ is dus van den graad: 6X2X2 6X2 = 36. Â§ 10. Het oppervlak der O\'s, die een vlak cj) raken is een <1)48. le afleiding. Een vlak X door l snijdt Aae volgens een kromme, waartoel zesvoudig behoort en die dus / in 30 punten snijdt. Vandie snijpunten zijn er 6, die tot de 3 O\'s behooren, die /snijden (klasse is 3). Er treden dus 24 punten van / op als raakpunten vano\'s, die aan A raken. De raakkromme van het oppervlakder o\'s, die aan een vlak 0 raken is dus van den graad 24en het oppervlak is een <1>48- 2c afleiding. We kunnen het oppervlak <I> ook onafhankelijk van A36vinden. Een vlak 0 snijdt de oppervlakken H^ volgens kegelsneden,die een bundel vormen. Op elke kegelsnede liggen: 6X2=12 punten, waarin een O op de

bijbehoorendehyperbolo??de het vlak <!> raakt. Dc cyclische doorsneden liggen n.1. in zes vlakkenbundelsin elk waarvan twee vlakken aan de kegelsnede raken. Dcandere snijpunten van de raakkromme in <p kunnen alleenliggen in de basispunten. Uit Â§ 7a volgt, dat er in elk basispunt 9 O\'s zijn, dieaan cp raken, zoodat het totale aantal raakpunten op eenwillekeurige kegelsnede is:6X2 4X9 = 48. De raakkromme is dus van den graad 24, dus het opper-vlak is een (hs-



??? Uit deze laatste afleiding blijkt tevens, dat er negen-voudig op ligt. telt zesvoudig. Want alle O\'s door een punt I vanWqo zijn de doorsneden van een kwadratisch oppervlak metdrie stel evenwijdige vlakken. Elk stel heeft twee vlakken, die raken aan de doorsnedevan dat kwadratisch oppervlak met (p. De restdoorsnede met Vq^ bestaat uit: le De twee kegelsneden, die aan de oneindig verre rechtevan Cp raken en die zesvoudig tellen, omdat de 4 snijpuntenmet Wqo op 6 manieren twee aan twee gecombineerd kunnenworden. 2e De zes bisekanten in V^o snijden de oneindig verrerechte van (p in een punt door elk waarvan nog een bise-kante van gaat. Deze moeten dubbel geteld worden, want door een wille-keurige rechte in (p gaan steeds twee raakvlakken aan elkder O\'s op (p48. Voor elk dezer 6 ontaarde O\'s vallen detwee raakvlakken samen met 0. Dus het lijnenpaar moetals rakende O tweevoudig geteld worden. Â§ 10. Het oppervlak van de middelpunten der 0 5 in decongruentie is een Mis. De cyclische doorsneden van een H^ uit den bundel liggenin 6

stel evenwijdige vlakken, zoodat de middelpunten liggenop 6 rechten. Het gevraagde oppervlak is dus een regelvlak.Nu zijn de richtingen van de middellijnen harmonisch toege-voegd aan de vlakken van de bijbehoorende cyclischedoorsneden. Het oneindig verre punt van een middellijn is dus poolvan de oneindig verre rechte dier vlakken t.o. van de kegel-snede in Vqo van de beschouwde H^. Van die oneindig verre rechten zijn er voor iedere\'H^ zes. We kjijgen dus het volgende planimetrische vraagstuk. Als in een vlak de kegelsneden h"^ een bundel doorloopen,vraagt men de meetk. plaats van de polen t.o. van /i^ der



??? zestallen rechten, die door de 4 snijpunten van /i^ en eenkegelsnede co bepaald worden. Om den graad van deze kromme te leeren kennen, vragenwe naar het aantal snijpunten met de oneindig verre rechtein het vlak. M. a. w. we vragen naar het aantal keeren, dat debeschouwde rechten middellijn worden van de bijbehoo-rende h"^. Nu is de meetk. plaats der middelpunten van den bundelkegelsneden /i^ een kegelsnede [x^ en we hebben dus te onder-zoeken hoe vaak het middelpunt M van een kegelsnede /i^samenvalt met ?Š?Šn der snijpunten van de bijbehoorende 6 rechten met fx\'^. Bij ?Š?Šn punt M worden door die 6 rechten op 12 snij-punten N bepaald. Bij elk punt N behoor?Šn drie van deverzameling rechten, dus drie kegelsneden /j^, dus drie punten M.(De rechten omhullen n.1. y^). De correspondentie op jca^tusschen de punten M en N is dus (3, 12). Deze geeft 15co??ncidenties. Hiertoe behooren echter de drie middelpunten van hetdrietal lijnenparen in den bundel h\'^ dubbel geteld. Blijvenover 9 gevallen, waarbij de beschouwde

verbindingslijnenmiddellijnen worden. De bedoelde kromme is dus van den graad 9. De meetk. plaats der snijpunten met Vqo van de middel-lijnen der cyclische doorsneden in den bundel hyperbolo??denis dus ook een kromme van den graad 9. Hierbij moeten nog opgeteld worden de drie paren rechten,die de 4 basispunten in Vqo verbinden (snijpunten van ?Ÿ^ met Voj). Want alle vlakken door zoo\'n rechte aangebracht zullende bijbehoorende parabolo??de volgens ontaarde O\'s snijden.Deze 6 verbindingsrechten zijn echter op te vatten als meetk.plaats van middelpunten. De totaalkromme in VÂ?, is dus van den graad 15 en hetgevraagde regelvlak is dus een M15. Op dit oppervlak liggen 60 snijpunten met ?ŸK



??? Dit moeten de umbilikaalpunten zijn, waarvan in Â§ 2. creeds melding gemaakt is. De kromme nae ligt natuurlijk op Mi5. Het middelpunt van een kwadratisch oppervlak H^ vanden bundel is middelpunt voor 6 O\'s van de congruentie.Dus de kubische ruimtekromme, die meetk. plaats is van demiddelpunten der oppervlakken H^ ligt zesvoudig op Mi5. &



??? Stellingen. L De afbeeldingsmethode van Dr. K. W. walstra (Ver-slag Kon. Akademie van Wetenschappen Deel XXV. 2blz. 960) is nauw verwant met de bekende methode vanstereografische projektie. 2. Scheefhoekige co??rdinatenstelsels hebben weinig praktischen theoretisch nut. De wijze, waarop ze door Dr. G. SCHOUTENin zijn leerboek van de analytische meetkunde op den voor-grond geplaatst zijn, verdient daarom geen aanbeveling. 3. De uitkomsten van p^ in Hfdst. III kunnen uitgebreidworden op een kromme /)" waarop drie puntreeksen, die een(ct, ?Ÿ, r) correspondentie vormen. 4. Een rechte lijn opgevat als cirkel heeft oneindig veelmiddelpunten. 5. De uitkomsten door ZEUTHEN vermeld in zijn â€žLehrbuchder Abzahlenden Geometrie" Â§ 80 kunnen gecontroleerdworden met behulp van inversie. 6. De invoering van het teeken O van landau is zeerbelangrijk voor de analytische getallentheorie.



??? 7. De door ViGGO BRUN verkregen resultaten (Bulletin desSciences Math?Šmatiques, deuxi?¨me s?Šrie. Tome XLIII, le partie1919, pg. 100--104 en pg. 124^128) zijn uit te breiden. In Â§ 54 van het leerboek van ABRAHAM F??PPL â€žTheorieder Elektrizit?¤t 1" blijkt uit de definitie - = cnietde vectoreigenschap van 9. Het verdient geen aanbeveling om. zooals KOSTER inzijn dissertatie (Utrecht 1921) op blz. 57 doet. een diep-liggende stelling te citeeren, waar hij slechts een resultaatnoodig heeft, dat in enkele regels aan te toonen is. 10. De redeneering, waardoor Dr. N. HERZ (Wahrschein-lichkeitsrechnung und Ausgleichungsrechnung blz. 10) tot degrondformule van de waarschijnlijkheidsrekening komt. mistalle bewijskracht. 11. De afleiding, die CZUBER (Wahrscheinlichkeitsrechnung I.blz. 24) geeft van de formule van STIRLING is onbruikbaar. 12. De oprichting van tijdschriften, gewijd aan een bepaaldonderdeel der Wiskunde, verdient aanbeveling.
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