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??? Extrait de Â?Fundamenta MathematicaeÂ?, T. IV. Sur la tota?Žisation des d?Šriv?Šes des fonctionscontinues de plusieurs variables ind?Špendantes. % Par H. L O O m a n (Utrecht). M. Arnaud Denjoj\'^ a r?Šsolu le probl?¨me de trouver les fonc-tions primitives f{x) de la fonction d?Šriv?Še la plus g?Šn?Šrale q){x)\\le proc?Šd?Š de calcul, permettant de remonter de (p{x\\ connue enâ€?tout point d\'un intervalle a<^x<.b (sauf peut ??tre sur un ensemblede mesure nulle), h la variation f{b) â€”f{a) de f sur (a, h\\ a re?§ule nom de totalisation^). Je me propose de d?Šfinir un proc?Šd?Š analogue dans le cas deplusieurs variables ind?Špendantes. Les d?Šriv?Šes partielles qui don-nent lieu il une telle g?Šn?Šralisation sont ?Švidemment Pour ne pas supposer l\'existence de d?Šriv?Šes partielles d\'ordre <je prends pour d?Šfinition dans le cas n = 2, s{x, y) = lim ^^ y y) - ?’ u,ij) - f{x, y v)Â?- 0 uv .-Â?0 On peut d\'ailleurs consid?Šrer d\'autres d?Šfinitions (Â?\' 10). Aucunede ces d?Šfinitions n\'est ?Šquivalente ?  celle de ^^ ^ . \') A. Don joy: M?Šmoire sur la totalisation <lc8 nombres d?Šriv?Šs non som-Â?lablcs, Ann. ?‰c. Norm. Sup.,

1916, [>. 127â€”222 ot 1917, p. 181-236.Co m?Šmoire est pr?Šc?Šd?Š par doux autres: M?Šmoire sur les nombres d?Šriv?Šs dos fonctions continues, Journ. de Math.1916, p. 105-240. M?Šmoire sur les fonctions d?Šriv?Šes sommables. Bull, de la Soc. Math, deFrance, 1916, p. 161-248.



??? Pour notre but il est essentiel de rechercher, si la variationde y) sur un rectangle r{a < x < ?¨, c < y < (Z} c. ?  d. le nombre r)=f{h, d) f{a, c) -/(a, d) - f{b, c) est d?Štermin?Še par la connaissance de la d?Šriv?Še (avec une de sesd?Šfinitions) dans r (11â€”16). Il se trouve que pour une fonction continue f{x, y) l\'existencede s{x, y) dans r entra?Žne l\'existence d\'une d?Šriv?Še par rapport ?  x, y), finie en tout point de r, et continue en y (mais non pasn?Šcessairement par rapport ?  x)j si c) est d?Šrivable par rapport?  X] ?Šnonc?Š analogue pour q{x, y)f si q{a. y) existe (12, 13). L\'objet principal de ce travail est de montrer que A{f, r) peut??tre calcul?Š par une infinit?Š d?Šnomhrable d\'op?Šrations au plus, sousla seule condition que s(a;, y) existe eu tout point et est connu, saufpeut ??tre sur un ensemble de mesure nulle (17). Le proc?Šd?Š s\'applique sous des conditions plus g?Šn?Šrales. Pour la totalisation des d?Šriv?Šes des fonctions d\'une seule va-riable, la distinction d\'ensembles ferm?Šs (non denses) en ensemblesferm?Šs d?Šmmbrables et non d?Šnombrables est d\'une grande importance;les ensembles \'parfaits non denses jouent un

r?´le fondamental dansle calcul totalisant. Dans le, cas de 2 variables ind?Špendantes, il faut distiilguer, aulieu d\'ensembles ferm?Šs d?Šnombrables et non d?Šnombrables, les en-sembles ferm?Šs que j\'appelle de seconde sorte et de premi?¨re sorte(3-7). L\'ensemble parfait (dans le cas d\'une seule variable) est rem-])lac?Š par l\'etisemble de premi?¨re sorte en lui-m??me. Je n\'?Šnonce les d?Šfinitions et th?Šor?¨mes que\' pour le cas de2 variables ind?Špendantes, puisque l\'extension c?  plusieurs variablesest imm?Šdiate. D?Šliiiitioiis. Ensembles, Th?Šor?¨mes pr?Šliminaires. 1. Nous entendons par rectangle un rectangle ?  c?´t?Šs parall?¨lesaux axes, donc un ensemble a x c <Ci y d Les sommets(a, c), {b, c\\ {b, d), (a, d) seront d?Šsign?Šs resp. par 1ÂŽ"-, 2""ÂŽ, 3â„?ÂŽ, 4""ÂŽsommets et les cot?Šs \') Parfois nous remplacerons les signes par



??? y = c, a ou i{a, b) x=: b, c y <i d, ou d) y = d,a<Cx<.b, ou d) x = a, ou ia{c, d) par 2""ÂŽ, 3"ÂŽ, 4ÂŽÂŽ c?´t?Šs du rectangle r{a <x<h, c < y < rf}. Je d?Šsigne par (^^{c, d) (resp. b), un intervalle appartenanth ix=Xo (resp. y = yo) et d\'extr?Šmit?Šs (o?Žq, c) et [xq, d) (resp. (a, y^)et [b, yo)) ^^^ P^\'\' ^rroi^^ (resp. Â?^^(a, h)) le segment correspondant 2. En d?Šsignant par E un ensemble ferm?Š (non dense) plan,d?Šfinissons l\'expression : portion JT{E, r) de E, d?Štermin?Še par unrectangle r. Si r ne contient pas de points de E dans son int?Šrieur, n{E^ r)n\'existera pas; si r contient des points de E dans sou int?Šrieur,II{E, r) sera l\'ensemble des points de E int?Šrieurs ?  r, augment?Šde leurs points limites sur le contour de r. IT{E, r) est le pluspetit ensemble ferm?Š co??ncidant avec E ?  l\'int?Šrieur de r. Si n{E, r) existe, ses projections r) sur Ox et r) sur Oy existent et sont ferm?Šs. Si chacun des 2 ensembles r) et r) contient au moins 2 points, il existe un plus petit {rectangle rj contenantn{E.^ r)\\ au contraire, n\'existe pas, si l\'un au moins des 2 en-sembles r) et r) ne contient qu\'un seul point. Doncpour que j-j existe toujours,

il faut et il suffit, que r) etr) soient parfaits, quel que soit le rectangle r, contenant despoints de E dans son int?Šrieur-). f II est ?  remarquer que /7(ii\', /\'i), s\'il existe, ne co??ncide pasiificessairenient avec r). 3. Un ensemble ferm?Š E non dense plan et born?Š sera appel?Š: de premi?¨re sorte en lui-m??me, si toute portion do E se projette sur les 2 axes suivant un ensemble non d?Šnombrable (n?Šcessairementparfait); E est alors n?Šcessairement parfait; de premi?¨re sorte, si E contient un ensemble parfait P de pre-mi?¨re sorte en lui-m?´me; de seconde sorte, si E n\'est pas de premi?¨re sorte. \') Intervalle ab, c\'est l\'ensemble o a; iÂ?,segment ab, c\'est l\'engemblo C. ?  d. que E soit do premi?¨re sorte en lui-m??me, n\' 3.



??? iDisons que E est de premi?¨re sorte en M, s\'il existe dans E,un ensemble parfait P{M) contenant M et de premi?¨re sorte enlui-m??me; E sera de seconde sorte en M\', si E n\'est pas de premi?¨resorte en M\'. Soit Q l\'ensemble des points (de E), o?š E est de premi?¨re sorteet Q\' sont compl?Šmentaire. Q contient tout P(A/), D est ferm?Š. Car si la suite de pointsde ifi, iÂ?2,..., iÂ?â€ž,..., tend vers Mq, les portions des P{Mâ€ž), d?Štermin?Šes par les carr?Šs de centres Mâ€ž et de c?´t?Šs -, augment?Šes 71\' du point Mo, constituent un ensemble P(Ma). Q est donc le plus grand ensemble ferm?Š de premi?¨re sorte enlui-m??me, contenu dans E. Ceci rapelle la d?Šcomposition d\'un ensemble en un ensembledense en lui-m??me et un ensemble clairsetn?Š (en particulier la d?Šcom- â€?position d\'un ensemble ferm?Š en un noyan parfait en un ensembled?Šnmnbrahle). Un ensemble ferm?Š de seconde sorte est fini on d?Šnombrablesur toute droite de pente finie non nulle. Mais E peut ??tre fini sur toute droite sans ??tre de secondesorte (Exemple; un cercle). Un ensemble ferm?Š de premi?¨re sorte en lui-m??me peut encore??tre

caract?Šris?Š comme il suit. Appelions segment d\'un ensembleferm?Š E les segments d) et /?Ž), contenant au moins un point de E] un segment s,â€ž(y, d) ou j8) sera dit isol?Š, s\'il existeun rectangle, ayant ce segment pout diam?¨tre et ne contenant pasd\'autres points de E. Alors un ensemble de premi?¨re sorte en lui-m??me est un ensemble ferm?Š ne poss?Šdant pas de segment isol?Š. Ceci rappelle la d?Šfinition d\'un ensemble parfait comme ensem-ble ferm?Š n\'ayant pas de point isol?Š. 4. Si la fonction continue f{x,y) est du type g{x)h{y) surun rectangle r{a d x < b, c < y < d), le nombre ??{/, q) == f{?´,^)/{a,y)â€”f(^,.y)â€”Aa, ?´) est z?Šro sur tout rectangle()(a < a; < y < < <?Ž) contenu dans r; et r?Šciproquement. Convenons de dire que f{x, y) est du type â– g{x) h{y) en mpoint M, si M est centre d\'un carr?Š y {M), o?š ?’ est du type g{x) -f h (y);il est ?Šquivalent de dire que A{f,?§) = 0 sur tout rectangle Q contenudans y (M).



??? Si f{x,y) est du type g{x) h{y) en tout point d\'un rectanglero(ao <x<bo, Co<y < rfo), y) est du type g{x) h^y) stir r^. Il suffit de d?Šmontrer que Â?â€?i) = 0, si r^ est un rectanglequelconque int?Šrieur ?  r^. Faisons correspondre ?  tout point M de r, le plus grand carr?Šy {M) de centre J/, o?š ?’ est de la forme g{x)-\\-h{y) et soit 2u{M)la longueur de son c?´t?Š. Si le minimum de u{M) ?Štait z?Šro, il existerait une suite depoints iUi, il/g,..., il/â€ž,... tendant vers un point M^ de rj, tels queM(iÂ?â€ž) tend vers 0. Apr?¨s une certaine valeur de Â?, Mâ€ž appartientau carr?Š de centre ITq et de c?´t?Š ^M(i1/o)>0, mais d?¨s ce mo-ment u{Mâ€ž) > 1 u{Mn). Donc le minimum de u{M) est un nombre positif /t. Divisons rjQii pq rectangles r[, par des droites parall?¨les ?  Ox et ?  Oy, lesc?´t?Šs des r\\ ?Štant inf?Šrieurs ?  n- Puisque A{f,r\\) = Q, on a= = c. q. f. d. 5. Supposons maintenant que / est du type g(x) 4- h{y) en toutpoint int?Šrieur ?  r et ?Štranger ?  un ensemble ferm?Š non dense Econtenu dans r. Si E est de premi?¨re sorte, f n\'est pas n?Šcessairement du typeg{x) -f h{y) sur r. Exemple: soit r le carr?Š 0 < a: < 1, 0 < y < 1, et soit

E unensemble parfait discontinu situ?Š sur la droite y â€” x et ayant pourpoints extr??mes 0, 0 et 1,1. Soit (p une fonction continue quelconque, constante dans lesintervalles contigus de E et variante en tout point do E, avec9(0,0) = 0. Nous d?Šfinissons f(x,y) comme il suit: Sur y = X, f{x, y) coincide avec q). Dans le domaine O^y^a;^ 1, / est ind?Špendante do x. Dans le domaine O^x^y^l, f est ind?Špendante do y. On voit ais?Šment que A{f,r\') est z?Šro sur tout rectangle r\' necontenant pas de points de E dans son int?Šrieur, donc f est du type9{x)h{y) en tout point ?Štranger ?  E. On voit que f est z?Šro sur les 2 axes, donc si f ?Štait du typeg{x)-\\-h{y) sur r, f serait nullo partout, ce qui n\'est pas ainsi. \') On pout aussi appliquer lo loinine do Morel et reiiianiucr ijue la partie com-mune ?  2 rectangles est un rectangle.



??? Il est ?  remarquer que E ne divise pas l\'int?Šrieur de r en r?Šgionsdistinctes 6. Au contraire, Si E est de seconde sorte, ?’ est du type g{x)-\\-h{y) sur r^, sielle est du type g{x)-\\-\\h{y) en tout point de r^ ?Štranger ?  E. Il suffit de d?Šmontrer que ?’ est du type g(x) h (y) en toutpoint de E ou encore que A est z?Šro sur tout rectangle appartenant?  rj. D\'apr?¨s no 4, nous savons d?Šj?  que ?§) est z?Šro sur toutrectangle ?§ ne contenant pas de points de E dans son int?Šrieur. Nous utiliserons les lemmes suivants: Lemme I: Une fonction continue f{x) d\'une seule\'variable ind?Špen-dante, constante dans les intervalles contigus d\'un ensemble ferm?Šd?Šnombrable E\', est constante sur tout itiiervaUe contenant des pointsde E\'. En effet, soit a Â§ un intervalle contenant des points de E\' dansson int?Šrieur. L\'ensemble des valeurs prises par f aux points dea/3 est fini on d?Šnombrable, puisque ?’ ne peut prendre de valeursdiff?Šrentes en x et x\', que si x et x\' appartiennent ?  E\', ousi X et x\' appartiennent ?  des contigus diff?Šrents de E\'. Or l\'en-semble des points de E\' et celui des intervalles contigus de E\',appartenant ?  a |3 est fini ou

d?Šnombrable. â€” Si l\'on avait f{a) ?’(/?),/, ?Štant continue, devrait prendre entre a et ^ toute valeur com-prise entre f{a) et c. ?  d, un ensemble de valeurs ayant lapuissance du continu. Donc on a f{a) = c. q. f. d. Â?) D\'autre part, un segment de droite Â?,â€ž(0,1) (0 < a;,) < 1) est un ensembleferm?Š divisant r en 2 r?Šgions; cependant ?’ est de la forme ?’/ \'.\'/) sur rsi elle est de cette forme en tout point ?Štranger ii 1). On aura d\'ailleurs l\'occasion de remarquer (lue la distinction de continu otdiscontinu ot la r?Špartition d\'un ensemble ouvert en r?Šgions distinctes n\'intervientjamais dans les r?Šsultats. Â?) Cette proposition est connue. Voir pour 2 autres d?Šmonstrations:li. Lebesgue, Le?§ons sur l\'int?Šgration, j). 12A. Denjoy, Journ Â?le Math., 1915 p. 111 Il est ?  remarquer que la d?Šmonstration exige seulement la propri?Št?Š ilo/(x)de prendre entre ot ot /?Ž toute valeur comprise entre fia) ot/(/?), si ./(a)r|r/(/?Ž).Or, cette propri?Št?Š appartient non seulement aux fonctions continues, mais aussi?  certaines fonctions discontinues (Voir A. Denjoy. Enseignement Math. Gen?¨ve1916) savoir les fonctions h. pr?Špond?Šrance do continuit?Š, en

particulier les fonc-



??? Lemme II: Soit E" un ensemble ferm?Š non dense jplan, se pro-jetant sur l\'un des axes suivant un ensemble fini ou d?Šnombrable.Si A{jj q") = 0 sur tout rectangle q" ne contenant pas de points de E",dans son int?Šrieur, f est de la forme h[y). Nous d?Šmontrerons que A{f, r") = 0, si r"{a"<a;<?´", c"<y<^d")est un rectangle^ contenant des points de E" dans son int?Šrieur. Laprojection de TI{E",r") sur un des axes, p. e. Ox, est fini ou d?Š-nombrable. La fonction de x\\ (p{x, c", d") = fix, d") â€”f{x, c") est continue et constante dans les intervalles contigus de II,{E", r").Donc, d\'apr?¨s le Lemme I (p{x,c",d") est constante entre 2 pointsquelconques du segment a", b", d\'o?š Mf r") == cp{h", c", d") â€” g) {a", c", d") = 0, c. q. f. d.M??me d?Šmonstration, en introduisant la fonction n = /r,y)-/(Â?", si II^{E", r") est d?Šnombrable. Passons maintenant ?  la d?Šmonstration de notre th?Šor?¨me. Econtient n?Šcessairement des points Al, centres de rectangles r, telsque l\'un au moins des 2 ensembles IT,{E,r) on n^{E,r) soit d?Š-nombrable; sinon E serait de premi?¨re sorte (en lui-m?´me). En ces points Al, f{x, y) est, d\'apr?¨s le Lemme II,

de la forme Si E ne contient pas d\'autres points, la propri?Št?Š est d?Šmontr?Še.Si, au contraire, E contient des points AI^ tels que, si r, est unrectangle quelconque, contenant jl/, dans son int?Šrieur, les ensemblesIT,{E, r,) et IT^{E, r{) sont l\'un et l\'autre non d?Šnombrables, cespoints il/j forment un ensemble Ei qui est ?Švidemment ferm?Š. Entout point ?Štranger ?  L\\, f est de la forme g{x)-\\-h{y). Soit A\'?Ž l\'ensemble des points de A\',, qui ne sont pas centres derectangles r^ tels que un au moins des 2 ensembles ou , ;â€?â€ž) est d?Šnombrable.D\'apr?¨s le Lemme II, f{x, y) est do la forme g{x) -f h{y) entout point de Ej â€” E^. Nous d?Šfinissons ensuite E^, Ei,.. Eâ€ž,... lions iipproxiinativemont continnes, ot les ddriv?Šs pr?Špondorants, cn piirticulior leÂ?<l?Šrivdoa approximatives, les d?Šriv?Šes ordinaires. L\'?Šnonc?Š est^donc exact pour ces fonctions discontinues.



??? Si E,, existe pour toute valeur de Â?, soit Ea l\'ensemble (ferm?Š)des points communs ?  tous les E^. E^ existe; en tout point ?Štranger est de la forme g{x)-\\-h{y). G?Šn?Šralement, soit a un nombre ordinal quelconque. Si a estde premi?¨re esp?¨ce, AÂ? est l\'ensemble des points Ma de qui ne sont pas centres d\'un rectangle tel que l\'un au moins des-2 ensembles et soit d?Šnombrable. Si a est de seconde esp?¨ce, est l\'ensemble commun ?  tous les Ea, d\'in-dice a\' < a. Tout Eol est ferm?Š et agr?Šg?Š aux ensembles d\'indice inf?Šrieur.Donc, d\'apr?¨s le th?Šor?¨me connu de Cantor, il existe un nombretransfini (d?Šnombrable) tel que E^ = E^ i = ?Štant dif- f?Šrent de Supposons que E^ contienne des points. D\'apr?¨s la d?Šfinition de-quel que soit le rectangle Q contenant des points deEp dans son int?Šrieur, les 2 ensembles q) et q) sone parfaits. Donc E^ est de premi?¨re sorte en lui-m??me et E seraitde premi?¨re sorte, contrairement ?  notre hypoth?¨se. Donc E^ ne peut pas contenir des points. Donc ?’ est de laforme g{x) -f h {y) en tout point de E, donc ?’ est de cette forme sur ro, c, q. f. d. . , 7. Montrons par un exemple que ce

nombre jS peut ??tre tout nombre ordinal donn?Š d\'avance. Nous construirons E ?  l\'aide d\'ensembles X{r) et ii{r) dont voici les d?Šfinitions. - Si r est le rectangle a<Cx<b, c<y<d, nous construisons les- segments d), Xo = a  2,...). Puis nous construi- sons pour toute valeur de n les 2" segments, se projetant sur Ox- b â€” a dans le segment occupant le tiers m?Šdian du segment a H--^ ^x^a-f-^^" et sur Oy en les points c-f A;â€”2,--(A;=0,1,...,2"â€”1). La r?Šunion de tous ces segments, augment?Še du segment d)constitue un ensemble parfait X{r), tel que /li(r) (d?Šduit de A(r)comme E^ de E au nÂ? 6) existe est est identique au segment s.(c, d). En rempla?§ant x par y, a par c, b par d, nous obtenons un en-semble analogue /t(r), tel que fii{r) existe et est identique au seg-ment Sj(a, b).



??? Cela pos?Š, prenons pour Tq le carr?Š O^y^l. Si on prend pour E le segment s^.oCO? 1). Si ^=2, nous pouvons prendre pour E l\'ensemble ?€i^r^). Si ^ = 3, on construitd\'abord l\'ensemble ?€{ro) et puis nous construisons pour les rectan-gles ayant pour c?´t?Šs verticaux les segments 1) ets^ 1 1. 1 (0, 1) les ensembles ?€{r\'â€ž) et pour les rectangles ayant . . , /I 1 1 1 . 2 1\\ , pour c?´t?Šs horizontaux les segments 2")    = â€”1), nous construisons les ensembles (i{r). L\'ensemble E, r?Šunissant ces ensembles, a pourensemble Ey l\'ensemble X{ro). En r?Šp?Štant cette construction un nombre fini de fois, on con-struit des ensembles tels que p = nombre fini. Soit maintenant un nombre transfini. Sur un rectangler\' (a\' < a; < b\', c\' <i y d\') ou peut construire de la fa?§on suivantedes ensembles a{r\') et T(r\'), tel que et Tâ€ž(r\') d?Šduits de a et t comme E^ de ^ au nÂŽ 6) existent et sont resp. identiques ?  s,(c, d)et s, (a, b). Pour obtenir o{r\'), nous divisons r\' en rectangles ,( , , b\' â€” a\'_____ , // â€” a\' \'\'t <^^  , c\'^y\'^d\'j. Dans )â€?\'â€ž nous construisons un ensemble e(?",\'.), tel que l\'ensombleeâ€ž(fl,) existe et est

identique h l\'ensemble commun ?  r\'â€ž et ^(r\').a(r\') est d?Šfini comme r?Šunion des tous les augment?Še du segment Â?^(c, d); o^u(r\') est visiblement identique ?  s,(a, b). En rempla?§ant x par y, a pur c, b par d, nous obtenons l\'en-scmble t(?"\')â€? Si = w -f- 1, on peut prendre pour E l\'ensomble (T(ro). Si ^ = (0 2, il suffit d\'appliquer les constructions des ensem-bles ?€, [t, a et T. On voit ais?Šment que par application r?Šp?Št?Še de ces constructionÂ?on peut atteindre tout nombre 8. Soit P un Â?ensemble parfait de premi?¨re sorte en lui-m??me etsoit //(P, r) la portion de F, d?Štermin?Še par le rectangle r(a < x<b,c<y<d). Polir calculer ce quo nous pouvons appeler: la variation d\'unefonction continue /{x, y) sur l\'ensemble compl?Šmentaire C(i7) de



??? i7(P, r) par rapport kr i), nous consid?Šrerons un certain domaine Dconstitu?Š d\'un nombre fini de rectangles sans points int?Šrieurs encommun, dont voici la d?Šfinition. Donnons nous un nombre positif (o arbitrairement; divisons l\'in-tervalle a<,x<h en n intervalles partiels x=h\\dont la longueur est < w. D?Šsignons par la bande verticalec<iy <d. Alors les rectangles q constituant D seronttous de la forme x,_^<x<xt, y<y<?  i = l, 2,... n)et seront choisis d\'apr?¨s la r?¨gle suivante: Si 77(P, iS,) n\'existe pas, q sera le rectangle lui-m??me.Si i7(P, iSj existe et si sa projection 77,(P, /?,) sur Oy ne co??n-cide pas avep le segment il peut se faire ou non qu\'ilexiste des intervalles contigus de dont la longueur estâ€” Dans le premier cas nous prenons pour rectangles qtous les rectangles x^^^ <x<x,, y^<y <?´,â€ž yjâ€ž ?Štant un intervallecontigu de tel que ??â€ž â€”x, â€” x,^,. Dans le secondcas, nous dirons que les rectangles ?§ n\'existent pas (pour la bande consid?Šr?Še). , Si II,{F, co??ncide avec le segment cd, les rectangles ?§ n\'existent non plus. Deux rectangles q n\'ont jamais des points int?Šrieurs en com-mun et peuvent seulement avoir

des points fronti?¨res en commun,s\'ils appartiennent ?  2 bandes cons?Šcutives et Un rectangle ?§ poss?¨de sur l\'un au moins des c?´t?Šs horizon-taux des points de P, except?Š peut ??tre dans le cas o?š ces 2 c?´t?Šsappartiennent resp. h y = c et h y = d. Le nombre des rectangles ?§ est fini, puisque les bandes (ennombre fini) contiennent chacune un nombre de rectangles q,d â€” c x,. \' On voit facilement, que, si u{M) d?Šsigne la longueur du demi-c?´t?Š du plus grand carr?Š 7(71/) de centre iÂ?, appartenant ?  r etne contenant pas de points de F dans son int?Šrieur, le point Mest int?Šrieur ?  tout domaine D, appartenant ?  un nombre oi^n[M). De l?  on d?Šduit que la mesure de 1) tend vers la mei?Žure du compl?Š-mentaire C(i7) de 772), sous la seule condition que w tende vers z?Šro.



??? 9. q){x) ?Štant une fonction (continue) d\'une seule variable, ond?Šfinit comme variation V{z, x\') de cp sur l\'intervalle x, x\' le nombreâ– (p{x^) â€” (p{x\\ {x<.xf). On d?Šfinit comme variation relative de cp sur x, x\' le rapportF(x x\') â€”â€”â€”-, dont le d?Šnominateur n\'est autre chose que la variation dex\' â€” x^ Ja fonction q)^(x) = x. Si V{x,x\') est nulle, quels que soient x et x\\ q) est une constante]V(x x\') si â€”^â€”- a une valeur constante pour tout couple x. x\\ (p est une x x fonction lin?Šaire. Si f{x, y) est une fonction (continue) de x et y, nous d?Šfinissonscomme variation de ?’ sur un rectangle r{:ro < x < Xq\', y^ < y < yo\'}le nombre r) =/{xo\', yo\') fi^o, I/o) â€”.fix,\', yo) â€” /(Â?o, i/o\')-Nous d?Šfinissons comme variation relative de f sur r le rapportAifr) Jâ€”;-â€? \' , â– â€”, dont le d?Šnominateur, ?Šgal h l\'aire de r, repr?Š- â€” ^o) il/o â€” !/o) sente la variation de la fonction fy{x,y) = xy. Si A{f, r) = 0 sur tout rectangle r, ?’ est de la forme o{x) h (y);les fonctions du type g{x) li{y) sont donc les analogues des cons-tantes. Si tAâ€”-r = nombre constant A, i)our tout rectangle â€” ÂŽo) (y â€” ?/o) r, ?’ est de la forme Axy (/^{x)

hi{y); les fonctions do ce typesont donc analogues aux fonctions lin?Šaires. Remarquons que A{/, r) ne change pas sa valeur, si l\'on remplacef(x,y) par /{x, y) g{x)h{y). En particulier on peut remplacerf{x, y) par f{x, y) - f{x, 0) â€”/(O, y) /â€?((), 0), sans changer A{f, r);ou, ce qui revient au m?´me, on peut toujours supposer que f{x,y)â€?s\'annulle sur les 2 axes. Si l\'on remplace le l1"" et le 3"ÂŽ sonunet de r par lo 2""Â? et r) le 4"Â°, A{f,r) change seulement de signe, donc â€” y^) ne varie pas. 10. Voici quelques d?Šfinitions de d?Šriv?Šes et nombres d?Šriv?Šs. <J(1I). On voit donc <iuo cotte variation n\'obtient conimo limite do lu variation<le (p sur ?’>, si w tond tond vers z?Šro.



??? a) Soit x, y un point fixe, r un rectangle variable de sommets oppos?Šs X, et M, y t; (mu # 0), la variation relative de la fonction continue J{x, y) sur r, et appelons iÂŽÂŽ quadrant(i=l,2,3,4) du point la r?Šgion o?š doit se trouver le pointpour que r ait le point x, y pour i""ÂŽ sommet Nous- posons Li = lim= Uni ?Živ A{x, y, u. v) uv si le point x-{-u, y v tend vers x, y en restant dans le quadrant. l, et Li sont les nombres d?Šriv?Šs extr??mes dans le i""ÂŽ quadrant;s\'ils sont ?Šgaux, il existe une d?Šriv?Še pour le i""ÂŽ quadrant; si les &nombres d?Šriv?Šs sont ?Šgaux, il existe une d?Šriv?Še s{x,y). b) Soient A,(a, /?Ž) et A,(a, la plus petite et la plus grande limite d\'ind?Štermination de si x m, y -f u tend vers x, y en uv 1 u restant dans le i""ÂŽ quadrant, de fa?§on que a < - < a et ^ ind?Špendants de u et de v. Si a tend vers 0 et ^ [vers oo, /l, etil, tendent respectivement vers des limites d?Štermin?Šes i\\ etque l\'on peut appeler: nombres d?Šriv?Šs extr??mes r?Šguliers, r, et Ri peu-vent ??tre ?Šgaux, sans que l\'on ait 1,= L,. c) Posons u = ?§ cos d, v = q sin d et faisons tendre (>(>0)vers 0, d restant fixe. Soient fi{0) et M{d) les limites inf?Šrieure et

sup?Šrieure de ^ et posons = borne inf?Šrieure stricte de ft{6),Bi = borne sup?Šrieure stricte de M{6),pour les valeurs de 0 correspondant au iâ„?ÂŽ quadrant.On a J.^^.^i^.- On peut avoir Ai = B, et en m?´me temps r, < et B, < B,. d) Le point x u,y v tend vers x, y dans le iÂŽÂŽ quadrant en restant dans la r?Šgion < Si nous d?Šsignons pur a,(a\'} , . , A(x,y,u,v) . .et 2i{a\') les limites inf?Šrieures et sup?Šrieures de---^-, ainsi



??? obtenues, ou voit que Ot{a\') et 2i{a\') tendent vers des limites d?Šter-min?Šes et si a\' tend vers z?Šro. Si l\'on remplace la condition 0 < ! j- < oo, on d?Šfinit des nombres analogues s^,, et I zt I On a ?Švidemment ^ s^,, ^ ^ et /,. ^ ^ S^^, ^ L,. e) Soit y un carr?Š variable de c?´t?Š Â? contenant x,y dans sou int?Šrieur ou sur son contour et soit la variation relative de f sur y. Posons On a: le plus petit des nombres le plus grand des nombres Lf. On ne voit pas imm?Šdiatement que l\'?Šgalit?Š c = C n\'entra?Žnepas n?Šcessairement li = Lt. L\'exemple suivant montre que A peutâ€???tre z?Šro sur tout rectangle contenant un point 0, sans que l\'on aitli = L, au point 0. Soit 0 le centre de coordonn?Šes; nous divisons le plan en 8octants par les 2 axes et leurs bissectrices; nous les num?ŠrotonsI, II,..., VIII, dans l\'ordre o?š l\'on les rencontre en d?Šcrivant un cerclede centre 0 et en partant du demi-axe des x positifs./{x,y), nulle sur les axes, sera d?Šfinie ainsi: f{x,y) = y(x^y), dans I et V,f(x, y) =x(x â€” y), dans II et VI,f(x, y) = x(x y), dans III et VII,y) = â€” y{x y), dans IV et VIII. Si y est un carr?Š quelconque de c?´t?Š u, I?§ontenant

le point 0,l\'un (au moins) des sommets, soit a-o,?/g, appartient ?  I ou ?  II, lesautres sommets sont alors [x^ â€” Â?, ?/o), (tq â€” Â?, yo â€” ")) ? y* â€” Â?)â€?Il faut d?Šmontrer: fi^o, yo) f{Xo â€” yo â€” Â?) = /(^O - yo) /(^OÂ? i/o â€” ")â€? Si Xo, yo appartient ?  I, resp. ?  II, le sommet oppos?Š .ro â€” u,yo â€” iiappartient ?  VI, resp. ?  V et 1 on v?Šrifie imm?Šdiatement: /(^o, yo) /(^o - II, yo â€” u) = {xo - yo) {xo -f Ho - ") - ! < a par la condition If



??? Le sommet Xf^ â€” m, y^ appartient ?  III ou ?  IV; le sommet^d; yo â€” w appartenant alors resp. ?  VIII et VII, ou a en tous ieÂ?cas: /(xo â€” w, yo) /K, yo â€” ") = (^o â€” ^o) (a^o yo â€” Â?)â€? Donc zl(/, y) = 0. Cependant = â€” 1, L, = 1 (i = 1, 2, 3, 4) i). Cas. o?š i(/, r) est d?Šteriiiiii?Š par la eoimaissaiice d\'une d?Šriv?Še dans r. 11. Consid?Šrons d\'abord les nombres et L,. Si q){x) est une fonction continue d\'une seule variable ind?Špen-dante, ou sait que l\'existence d\'un nombre d?Šriv?Š m?Šdian ou extr??mez?Šro d\'un certain c?´t?Š invariable entra?Žne la nullit?Š de la variationfp{b] â€” q>{a), quels que soient a et b^). Un tel th?Šor?¨me n\'existe pas pour les nombres l, et L,. En effet, nous allons donner des exemples de fonctions continues^telles que lt = Lt = 0 en tout point {i fixe) sans que A{f,r) soit \') Toute fonction f{x, ;/), nulle sur les axes et dont la variation est nulle surtout carr?Š contenant l\'origine des coordonn?Šes, est connue en tous les octants,,ei elle est connue dans l\'un d\'eux, p. o. dans 1. En consid?Šrant diverses cat?Šgo-ries de carr?Šs, on trouve: 10 ?’ =0 sur les bissectrices; (carr?Šs dont un sommet est dans 0) 2" ?’

prend des valeurs oppos?Šes et ?Šgales en 2 points M et M\', a) symm?Štriques p. r. ?  la 2Â? bissectrice, M dans 1 ou 11, M\' dans VI ou V(carr?Š dont 1 sommet est sur la 2Â? bissectrice), b) symm?Štriques p. r. ?  la 1ÂŽ bissectrice, M dans 111 ou VI, M\' dans VIIIou VII (carr?Šs dont 1 sommet est sur la 1ÂŽ bissectrice). 3Â? ?’ prend des valeurs ?Šgales en 2 points N et N\', situ?Šs sur une m??me droitez = x^ (ou y = yc,) dans dos quadrants diflf?Šrents et ayant pour distance le nombreI Xo I (resp. I y^ ) (carr?Š dont 2 sommets sont sur l\'un dos axes do coordonn?Šes). N et iV sont dans II et III, ou IV et V, ou VI et VII, ou VIII et I. De la r?Šsulte imm?Šdiatement -la propri?Št?Š ?Šnonc?Še. (Jn voit facilement que dans I, J satisfait ?  l\'?Šfiuation:f{x,y)-nd-V, d-x)-{-f{y,x-\\-y-d)-f{x,x-\\-y-d=()et que r?Šciproquement, toute fonction dans I, continue, satisfaisant ?  cette ?Šquation otnulle pour x = 0 ot pour y=x, d?Štermine uno fonction f(x,y), nulle sur les axoB.et dont la vaiation est nulle sur tout carr?Š contenant 0. On v?Šrifiera quo toute fonction du type fix) â€”f{xâ€”y) â€”(p ?Štant uno fonction continue d\'une seule variable, satisfait ?  l\'?Šquation

etf\'annulle pour x = 0, et pour y â€” x = 0. Notre exemple correspond ?  9p(;c) ="}>\'. ?Ž) A. Denjoy. Jourit. de Math. 1915,-175. La d?Šmonstration exige seulement la continuit?Š du cOt?Š oppos?Š k celui oiil\'on consid?¨re le nombre d?Šriv?Š z?Šro.



??? identiquenant nulle. Donc A{/, r) n\'est pas d?Štermin?Š par la con-naissance d\'une d?Šriv?Še finie, suppos?Še existante^ pour un m??me qua-drant invariable. Exemple: Soit f {x, y) = y, pour y â€” x^O= X, pour y â€” x\'^0. Dans chacun des demi-plans y â€” a; ^ 0 et y â€” x ^ 0, fi{x, y)est du type 9{x)-\\-h{y\\ donc A{fi, r) â€” 0, si r appartient enti?¨re-ment ?  un de ces demi-plans. Sur la droite y â€” a; = 0, les rectangles servant ?  la d?Šfinitionde et Lj sont encore situ?Šs enti?¨rement dans y â€” ^ 0, ceuxqui servent pour l^ et L^ daiis y â€” a; ^ 0, donc en tout pointh = = = = 0. Cependant Ji{x, y), nulle sur les demi-axes positif n\'est pasindentiquement nulle dans le premier quadrant. G?Šom?Štriquement z=z=f^(x,y) est repr?Šsent?Še par un di?¨dreayant pour ar??te la droite x = y = z, les 2 faces passant resp. parl\'axe des x et l\'axe des y (positifs). Exemple analogue, si l\'on exige l^ ou l^z= = 0. Cet exemple montre que les nombres et L, ne poss?¨dent pasun th?Šor?¨me de la moyenne g?Šn?Šralis?Š, comme les nombres d?Šriv?Šsdes fonctions continues d\'une seule variable, et comme la d?Šriv?Šesconde

g?Šn?Šralis?Še. 12. f[x, y) ?Štant une fonction continue, je d?Šsignerai par dt{x,y),Dt{x, y), d~{x, y), et Dr{x, y) les nombres d?Šrives extr??mes de fpar rapport ?  x au point x, y, par d~{x,y), etc, les nombres d?Šri-v?Šs par rapport ?  y. La signification de df[Dt{x, y)], D [Dt(x, y)] sera alors ?Švidente. Je vais d?Šmontrer la proposition suivante: Si et L, \') sont finis au point x^, y^, on a: 1ÂŽ si Z> (aro,yo) est -f oo (resp. â€” oo), il existe un nombre po-sitif (), tel que I} {x, y -\\-v) = -\\-oo (resp. â€” oo) pour 0 < u < ?§; 2" si D {Xo, yo) est fini, le nombre Bt(x, y) est continue ?  droitepar rapport ?  y au point x^, yo et l\'on a l, ^ yo)J < yo)) < L,. Th?Šor?¨me analogue pour dfix^, yÂ?) et (en ?Šchangeant x et y) pouryo) <(^0, yo)- â€?) On voit fttciloment les changoinonts ?  apporter si l\'on remplace l^ et L,par les autres nombres et L, (i = 2, 3, i).



??? D?Šmonstration: A tout nombre positif e ou peut faire cor-respondre un nombre positif q, tel que les 2 in?Šgalit?Šs 0<M<?‡, 0<t><() entra?Žnent , , . /(xq yo -f (a;,, yo)â€”/(go -f u, i/o)â€”f(xo, yp v) ^ ^(1) (/,_Â?)!;< /(-^o M, yo Â?) â€” ?’(Â?0 _ f{Xo M, yo) â€”yo) ^ y 1. Si !/,) = lliT^?Ž MsHA?ŽozM = il erirte une suite de nombres positifs tendant vers 0, tels que /(a:o Â?â€ž,yo)-/(a-o,yo) ^^^^ ^^^^ ^^Un Le rapport /(a;o -f Mâ€ž, y t^) â€”/(a-o, yo i\') /(a^o t^n; yÂ?) â€”/(a^o,yo) , (,--------> -  _ e)v (0 < ?Ž; < (), u ind?Špendant de n) tend donc aussi vers oo. Donc Dt{Xa, y(i-\\-v) â€” oo (0^u<()). Si yo) = lim = - oo, on a aussi uâ€”1-0 M Â?- ?” u o?š u tend vers -f 0. Mais le rapport f{x, n, yo v)â€”f {xq , .Vo v) ^ .A-^o u, yo) â€” f{xo,yo) ^^^ ^^^^ tend aussi vers â€” oo, m tendant vers -f 0 d\'une fa?§on quelconque.Donc Dt{xo,yo v) â€” dt{xo,yo v) = â€” oo (0^tJ<(>). 2ÂŽ Si D {xo,yo) est fini, il existe une suite d?Šnombr?Šs positifsÂ?1, Â?o,..., Mâ€ž,... tendant vers -f-0, tels que



??? ^nombre fini. Donc tontes les limites  \'f^^\'Â? ^Q-^\') ,o?št Un :finies et yo) â€” yo v) > D {xo, yo) -f- (/i - Â?)f- Est-ce que yo v) peut ??tre > I)t{xo, yo) {Li e)v? Non, â€?car alors il existerait une suite de nombre uâ€ž tendant vers 0, tels ^ue tend vers Dtix,, y^) (A-f -f o. <0 < w), d\'o?š r?Šsulte que le rapport ^o) â€”/(j^o, ^o) ^^^^^^ -au moins une limite ^ y) oÂ?, ce qui est impossible. Donc dious avons â€?d\'o?š r?Šsulte que Dtix^-S-y^) est continue ?  droite par rapport ?  yâ€?et que ses nombres d?Šriv?Šs extr??mes ?  droite par rapport ?  y sontH?Žompris entre /, â€” ?? et inclusivement. Donc, c ?Štant arbitrai- irement petit, % M??me raisonnement pour dt{x, y). Enfin, pour d?Šmontrer la.proposition pour Dj^ et df on part de la double in?Šgalit?Š (2) yo t^) - /(Xq U. y^) fix,, y.) ^ â€? ?  laquelle s\'applique un raisonnement comme ci-dessus \') \') Lo raisonnement et Ic.s r?Šsultats subsistent, si l\'on romplace los nombreuet L^ par los nombres , et ] dans (1): ot par los nombres s,, i et dunÂ? (2). Voir nÂ? 10. Si l\'on veut souloment obtenir la continuit?Š do y) Â?t \'itix-, y) l"^"" """l\'" port ?  y au |)oint x,, il suftit do

supposer Â?jue le rapport /(a-Q x- yp-f-Â?^) /(a;o,j/o) â€” /(^o yo) - â€? yo ^ v) u tend vers 0, si I\' et r tondent vers -f 0.



??? 13. D?Šmontrons maintenant le th?Šorhm suivantSi en tout point d\'une droite d?Štermin?Še x = Xo,1" Il et Li sont Jinis et ?Šgaux, =o{x, y).2Â° li et L4 sont finis (ou, condition moins r?Šstrictive, si f{x4-u, i/ v)-hfix, y) â€” fjx u, y) â€” /(x, y-f Â?) tend vers 0, pour m = -j- 0, v = â€” 0), alors, s\'il existe un seul point^0} ^0 5 o?š f poss?¨de une d?Šriv?Še ?  droite par rapport ?  x finie yo)j a) f poss?¨de en tout point x^, y une d?Šriv?Še ?  droite par rap-port ?  X finie p (xo,y); b) cette d?Šriv?Še y), continue par rapport ?  y, poss?¨de uned?Šriv?Še ?  droite par rapport ?  y. = (t(x, y). D?Šmonstration. Tout point o?š Z) (xo, y) est infini (resp, fini) est, d\'apr?¨s le th?Šor?¨me du nÂŽ 13 (?Šnonc?Š pour et Ljet pour l^ et L^ centre d\'un intervalle â€” y p), en toutpoint duquel Df est infini (resp. fini). Les deux ensembles E, o?š Z)^ (xo,y) est infini, et E\' o?š, X> (xo, y)est fini sont l\'un et l\'autre des ensembles ouverts; ils sont compl?Šmen-taires, donc l\'un d\'eux ne peut pas exister; c\'est ?Švidemment E, puisqueau point Xf^^y^ Dt est fini. Donc D^ est fini en tout point Xq, y. De m?´me, ^^(xo;^) doit ??tre fini en

tout point de la droite X = Xfl. D\'apr?¨s nÂ? 12, rf (xo,y) et Z) (xo,y) sont continues par rapport? -y et puisque nous avons suppos?Š = L, = (t(x, y), on a dt[df] = Dtm = = Dtm = a(x, y) c. ? . d. rf (xo,y) et D (xo,y) ont en tout point Xo,y une d?Šriv?Še?  droite par rapport ?  y â€” <t(x, y). De m??me, pour obtenir la continuit?Š de /> (x, y) et do y) par rapport ?  y, il suffit de supposer que Vo v) /(a:o, Vo) â€”/(xq u, yo) â€”/(xq\', yp y) v tend rere 0, si m et r tendent vers 0. On peut encore faire d\'autres hypothises. Â?) Il est ?Švident, qu\'en obtient des ?Šnonc?Šs analogues, en rempla?§ant les in-indices 1 et 4, par 1 et 2, ou 2 et 3, ou 3 et 4, ou cn ?Šchangeant les indiceÂ?d\'un m??me couple.



??? Ils co??ncident au point Xo,yo? hypoth?¨se, donc ils co??ncidenten tout point de = donc en tout point de cette droite /admetune d?Šriv?Še ?  droite finie y) P^^^ rapport ?  x, continue par rapport ?  y et admettant une d?Šriv?Še ?  droite par rapport ?  y, ?Šgale?  ff(a;, y); c. q. f. d. Remarque: En particulier, si tous les nombres l, et Lj sont ?Šgauxentre eux pour x = et =s{X(^, !/), c. ? . d. s\'il existe une d?Šriv?Šeen tout point de la droite x = Xo, et s\'il existe un seul point Xo,yojo?š f poss?¨de mie d?Šriv?Še "par rapport ?  x, en tout point x^, y, il existe alors une d?Šriv?Še p(a;,,y) continue en existe et = s(xo,y). M??me remarque pour si l\'on remplace x^ par yâ€ž et y par X ; existe et = s (xq , y). CfX Il existe alors m??me une diff?Šrentielle totale premi?¨re, commeil r?Šsulte de la formule: /(x, -f jt, yo 1>) â€” z^oj^y,) ^ u yp) â€”/K ^ y*) , 4- â€ž?Ž [/â€žt _,_ u -- - /(-^Pii^o ")â€”/K^yo) , j/uÂ? 4- V uv ------4(x,y, M,?Ž;) hv 13. bis. Soit r le rectangle a < x < o < y <.d. Si les conditions 1Â° et 2Â° du nÂŽ 13, sont v?Šrifi?Šes pour toutnombre xÂ?, a < Xo < {c <i y <, d), je dis que A{/, r) est enti?¨re-ment d?Štervdn?Š par la

connaissance de ff(x, y) en tout point de r. Posons, eu effet, (p{x, y) = /(x, y) / (a, c) â€” /(x, c) â€” /(a, y),pour a^x^i, (p{x, y) satisfait aux m?´mes conditions que /(x, y) dans r. De plus (p{x,c) = 0 pour idouc admet une d?Šriv?Še par rapport a x pour toute valeur Xo, Â? < aro < i. Donc d\'apr?¨snÂŽ 12, (p{x, y) admet en tout point de r une d?Šriv?Še h. droite parrapport ?  x, n{x, y), celle-ci est continue par rapport ?  y et admeta(x,y) pour d?Šriv?Še ?  droite par rapport ?  y. Donc, puisque unefonction continue d\'une seule variable est d?Štermin?Še par sa d?Šriv?Še



??? ?  droite finie, existante en tout point, et par sa valeur en un point, nulle pour y = c, est enti?¨rement d?Štermin?Še (c < y\'< rf) par a(a-o, y\'), et (p{x, yo), nulle pour x = a, est d?Štermin?Še par 7t[x\\ uA(a<a:\'< x). Donc i- ^ A{f.r) = (p(h,d) est enti?¨rement d?Štermin?Š, 14. ? {f,r) peut ??tre d?Štermin?Še moyennant d\'autres hypoth?¨ses. Soit r le rectangle a < a; < ?¨, c < y < rf. Supposons que: 1Â° il existe une infinit?Š d?Šnombrable de droites y = yâ€ž, partoutdeiises sur r, telle qu\'en tout point x, yâ€ž Us 4 d?Šriv?Šs extr??mes parrapport ?  x, c. ? . d. d7, Dr, d , Df soient finis. 20 il existe une pleine ?Špaisseurde droites x = Xo, telles qu\'entout point x,,y {cC y <^d) l\'une au moins des 2 hypoth?¨ses suivantessoit v?Šrifi?Še : a) Zi, L,, et L^ sont finis, b) Z25 /j et Lj sont finis, si Vhypoth?¨se a) est v?Šrifi?Še, ou bien h â€”L^, ou bien =si l\'hypoth?¨se b) est v?Šnfi?Še, oi?§ bien l^^L,, ou bien = L^. En d?Šsignant cette valeur commune par -[{x^, y), 4(/,r) est enti?¨-rement d?Štermin?Š par la connaissance de t{x, y). D?Šmonstration. Puisque une fonction d\'une seule variable?  nombres d?Šriv?Šs extr??mes finis, poss?¨de une d?Šriv?Še sur

une pleine?Špaisseur, ?  chaque droite y = yâ€ž correspond une pleine ?ŠpaisseurEâ€ž de valeurs de n telles que d: = D\'= d = D = p{x,X appartenant ?  Eâ€ž Les ensembles Eâ€ž ont en commun un ensemble E^compl?Šmentaire d\'un ensemble de mesure nulle. Si x^ appartient?  ?‹o, on a en tout point Â?â€žÂ?yÂ?, c. ?  d. sur une infinit?Š d?Šnom-brable de points partout denses sur l\'intervalle d- = Dz = dt z=Dt = p {x, yâ€ž). L\'ensemble des valeurs de x, pour le.squelles l\'hypoth?¨se 2" estverifi?Še, poss?¨de en commun avoc E^ une pleine ?Špaisseur E\'^. Soit x?´ un point de et y^ un point de l\'intervalle (r, d). Il suitdu th?Šor?¨me du nÂ? 12, que si au point x^, y^ le cas a) se pr?Šsente,les 2 nombres dt{x\'â€ž y,) et Dt{x\'â€ž yÂ?) doivent ??tre finis et ?Šgauxentre eux; donc pti4,yo) existe. De m?´me, si au point //q. lecas b) se pr?Šsente, d7{Xo,yo) et I)7{x\',,y,) sont finis et ?Šgaux\'entreeux et pr(^i,yo) existe. \') c. ?  (]. compl?Šmentaire d\'un ensemble de mesure nulle.



??? Il existe donc une fonction g)(x,!/), d?Šfinie quels que soient x,appartenant a, E\'q et y appartenant ?  l\'intervalle (c, d), co??ncidant avecaux points avec ou p~{x^,y) resp., aux points iCo, y o?š le cas a) resp. le cas b) se pr?Šsente. qo(a-, y) est conti-nue par rapport ?  y, car (p{x, y) = lim <p{x, yâ€ž), si yâ€ž tend vers y,.donc = lim (p{x.^â– ^/), si y\' tend vers y, puisque tout 9t>(a?ojy\') estlui-m??me limite de (p{x,yj. De notre hypoth?¨se 3"), il r?Šsulte (d\'apr?¨s nÂ? 13) que q){x,y) (x ap-partenant ?  Eq) poss?¨de une d?Šriv?Še unilaterale\'finie, = a{x, y), quel-que soit y appartenant ?  l\'intervalle (c, d). Donc pour une telle valeur de x, la variation de g){x, y), c. ?  d.le nombre (p{x, y) â€” (p(x, c), est enti?¨rement d?Štermin?Še par la con-naissance de o{x,y) pour cette valeur de x. Consid?Šrons maintenant f{x, yâ€ž) ; puisque f{x, y.) est ?  nombresd?Šriv?Šs finis par rapport ?  x (hypoth?¨se 1Â?), la variation de ?’ (pourcette valeur yâ€ž) par rapport ?  x, est enti?¨rement d?Štermin?Še par laconnaisance de la d?Šriv?Še gp(x, y), sur la pleine ?Špaisseur E\'^. Donc, f{x, y.) - /(a, yâ€ž) ?Štant enti?¨rement

d?Štermin?Š et yâ€ž ?Štantpartout dense sur l\'intervalle c < y <. d, A{f,r) est enti?¨rementd?Štermin?Š. 15. D?Šmontrons maintenant que: J (?’,)â€?) est enti?¨rement d?Štermin?Š, par la limite y) de suppos?Še existante et finie, y ?Štant un carr?Š quelconque contenant x, y,le c?´t?Š u tendant vers 0. Il suffit ?Švidemment de d?Šmontrer, que A{f, r) â€” 0, si X{x, y) â€” 0en tout point de r. Pour cela, je d?Šmontre d\'abord, que: i^l -â€” gf gi A(x,y) existe en tout point de r, il existe mes (/â€?) ^ \' \' au moins un point M\' int?Šrieur ?  /â€?\', tel que ^ w â€” e, et au moins un point M", tel que ?€{M") ^ w 4- 5, e ?Štant un nombre positif arbitraire, donn?Š d\'avance. En effet, puisque /(x, y) est continue, il existe un rectangle r,dont le rapport des c?´t?Šs = nombre rationnel p/q (p et q nombresentiers), et tel que â€ž _. = iW^ _ e < Mpl <  , mes(r) meB(r,) mes (/â€?)



??? Divisons r^ en pq carr?Šs ?Šgaux. Sur l\'un au moins des carr?Šs ainsi obtenus, soit on aura; On a aussi: mes y\'=-- mes r,, donc mes (y\') mes r^De m??me, il existe au moins un carr?Š y", tel que MAY\') Divisons le carr?Š y\' en 4 carr?Šs ?Šgaux; sur l\'un de ces carr?Šs, soit y,\', on a > w â€” e. On peut d?Šduire de y[ un carr?Š yÂ?, mes yj ^ , comme y[ est d?Šduit de y\', et ainsi de suite. On obtient alors une suite d?Š carr?Šs y\'i, y??v, y\'n-.-. tels que y^^, est contenu dans y\'â€ž et que mes (y;.^,) = mes yâ€ž. Ilexiste donc un point M\' et un seul appartenant ?  tous les yl, etl\'on a puisque l\'on a, quel que soit n, w â€” s. D\'une mani?¨re analogue, on trouve un point M", tel queX{M")^?š} -f Â?. Donc notre lemme est ?Štabli.Supposons O) ={= 0. Si a>>0, prenons Â? = on voit que Si w < 0, prenons e = ^ ; on voit que â€” Donc en tout cas, ou trouve un point, o?š ^ 0.Donc si ?€{x, y) = 0 en tout point, w = r) doit ??tre 0, c. q. f. d.16. Un raisonnement analogue permet de d?Šmontrer que id (/, ro)eut enti?¨rement d?Štermin?Š par la d?Šriv?Še r?ŠguUh-e^) y), suppos?Še Â?) Voir nÂŽ. 10 b), ?§ix, i/) est la valour commune deÂ? r( et Hf

suppos?Šs ?Šgauxentre eux.



??? existante et finie en tout point de ro, si l\'on fait l\'hypoth?¨se compl?Š-mentaire, que pour une sidte r?Šguli?¨re de rectangles râ€ž ayant un point X, y pour sommet, le rapport ^^ plus petit carr?Š de sommet je, y contenant râ€ž. Le calcul totalisant. 17. Il est est bien facile de former des fonctions d?Šriv?Šes \'s{x, y),non sommables au sens de Lebesgue^). En effet, si (p{x) est une fonction continue d\'une seule variableind?Špendante, admettant une d?Šriv?Še non sommable la fonction continue f{x, y) â€” y(p{x) est telle que A â€”â€” y) â€” M fi^^ y) ^ uv uv (p{x-\\-u) (p(x)~ u donc s{x, y) existe et =(p\'[x), donc s{x, y) n\'est pas sommable, cartoute fonction sommable est sommable par rapport ?  x pour unepleine ?Špaisseur de valeurs de y. Nous avons d?Šmontr?Š, que si s{x, y) existe (et est finie) et sinous supposons /{a, y) =f{x, c) = 0 (ce qui est toujours permis), p existe et est continue par rapport ?  y, ^^ existe et z=s{x,y). ^De m??me q existe et est continue par rapport a ar et = s{x, y), d?Šriv?Še d\'une fonfction continue en y, est donc totalisablesur chaque droite parall?¨le ?  Oy (et sur chaque

droite parall?¨le ?  Ox) Â?) Dans ce qui suit, j\'entends i,a.r\'iÂ?t?Šgrale toujours Viniegrale double, c. ?  d\' lim 2 mes. ens. {h y) < /, ,} (les /J ?Štant une ??chollo de nombre, allant ^e â€” ?“ ?  4- oo) pour une suite quelconque do subdivisions, tollo que max (/, , â€” It)lend vers z?Šro. Pour calculer l\'int?Šgrale r?Šp?Št?Še j^dx s{x, y)dy, si cette int?Šgrale n und aens, il faudrait calculer J^s(x, y)dii pour une pleine ?Špaisseur de valeurs dÂŠ x,< â– ce qui exigerait une infinit?Š non d?Šnombrabie d\'op?Šrations. Or, notre but est doÂ?e pas sortir du d?Šnombrable. ^



??? ^^^ H. Looman: \\ Â? \' â– . Totalisons [y) TU{x, y) = d) -p{x, c).p{x,y), continue pas rapport ?  y, peut avoir, par rapport ?  a:\'toutes les discontinuit?Šs de la fonction d?Šriv?Še la plus g?Šn?Šrale^Donc, pour pouvoir calculer A{/,r) = (x)Tl[p{x,d)â€”p{x,c)]. il faut calculer {y){TU{x,, y) pour une pleine ?Špaisseur de valeurs^ de Xo, c. ?  d. il faut effectuer une infinit?Š non d?Šnombrable d\'op?Š-rations. ^ L\'objet des pages suivantes est de donner une m?Šthode exigeant",seulement l\'emploi d\'une suite d?Šnombrable de calculs.Faisons d\'abord une remarque g?Šn?Šrale. Le nombre s{x, y) ?Štant la limite du nombre A^/iZ) d?Špendant mes (k) ^ du rectangle r, le probl?¨me de l\'int?Šgration i) est de retrouver A{f, r>pour tous les rectangles r. >) Tout revient, comme nous verrons, ?  donner le moyen de trouver un en-semble ferm?Š E, agr?Šg?Š ?  an ensemble ferm?Š E (non dense, donn?Š quolconqueVet non dense sur E, en dehors duquel la totalisation puisse ??tre effectu?Š si ell^est d?Šj?  effectu?Še en dehors de A l\'analogie de la totalisation dans le cas lin?Š-aire, on pourrait ??tre tent?Š de tirer parti de la d?Šcomposition du

compl?Šmentairede E en r?Šgions distinctes t??cher de d?Šfinir la totalisatioa pour l\'int?Šrieur de i?Žâ€ž, puis pour le domaine , correspondant ?  !{â€žâ–  puis t??cherde r?Šunir Dâ€ž et Dâ€ž, si et ont des points en commun, etc. Mais un exem-ple simple montrera que la d?Šcomposition du compl?Šmentaire de K en r?Šgions-distinctes ne peut pas jouer un r?´le dans la totalisation. Soit g>{x) une fontions continue, dont la d?Šriv?Še (z) existe en tout pointdu segment 0, 1 et admet pour ensemble de points de non-sommabilit?Š un certaiaensemble parfait H de points extr??mes 0 et 1. La fonction /(x d?Šfinie sur le carr?Š admet une d?Šriv?Še dont l\'ensemble des points de non sommabilit?Š est constitu?Š par des segments-Â?Te((>, 1). Xt appartenant ?  II. L\'ensemble compl?Šmentaire est compos?Š d\'une infinit?Š d?Šnombrable de r?Širions-distinctes. D?Šfinissons maintenantÂ?ur le rectangle O^x^l,_1 y), PÂ?"\' 0 < y ^ 1 ; != 0, pour _ 1 ^ y ^ qpoint une d?Šriv?Še (x, y), dont l\'ensemble des pointa de non-sommabilit?Š est le moine que celui pour /[x. y). Maintenant l\'ensemble compl?Šmentaire est une seuleregion. Cependant les

difficult?Šs de la totalisation sont les in?‰mCH.



??? Or, A(f, r) d?Špend contin??ment des 4 param?¨tres, dont d?Špend r.Donc il suffit de donner le moyen de calculer i(/, r\') pour tousles rectangles r\', en infinit?Š d?Šnombrable, dont les cooirdonn?Šesdes sommets sont des nombres rationnels. Nous les appellerons 7\'ec-tangles ?  sommets rationnels. Si /o est donn?Š quelconque, r)peut ??tre calcul?Š comme lim4(/, r\'), r\' tendant vers ro- 19. Si s,(x y) est sommahle sur le rectangle r{a<^x<i_h, c<y<^d\\on a l\'?Šgalit?Š Mr\\>-)= f fs{x,y)dxdy^).D\'apr?¨s les propri?Št?Šs de l\'int?Šgrale de Lebesgue, on a:Jf y)dxdy â€”JdxJ?Ž(a-, y)dy, (r) K , E d?Šsignant la pleine ?Špaisseur de valeurs de Xg, pour lesquelles^ d J\'sixo, y)dy a un sens. D\'apr?¨s nÂ? 17, et les propri?Št?Šs de la totale de Denjoy on a:d y)dy = (y) T^ixo, y), Â? donc puisque dans le calcul de la totale les valeurs sur un ensem-ble de mesure nulle peuvent ??tre n?Šglig?Šes,d ( J^dxJy)dy = (r) y) = A{f, r), c. q. f. d. 20. Supposons maintenant s{x, y) non sommahle.Dans tous les cas, s{x, y) est la limite de la suite de fonctionscontinues f(x u,., v:) f(x, y) â€”y) â€” fjx, y v.) >) C\'est flonleinont dans

les d?Šmon??trations que nous utilisons les int?Šgraleset les totales r?Šp?Št?Šes, pour le calcul nous nous servons exclusivement de l\'int?Š-Crale double.



??? uâ€ž et y, ?Štant deux suites de nombres, non nuls, tendant vers 0. Donc,d\'apr?¨s le th?Šor?¨me de Baire: Quelque soit Vensemble parfait P, l\'ensemble des points au voisi-nage desquels s{x. y) n\'est pas born?Š sur P, est non dense sur P. A fortiori, Vensemble H des points, au voisinage desquels s{x, y) est nonsommable sur P, H est non dense sur P. H est ?Švidemment ferm?Š. L\'expression â€žÂ?(a;, y) est sommable sur P", signifie que la fonc-tion a(x, y)r=s{x, y) sur P et =0 en dehors de P, est sommable. 21. Soit E l\'ensemble (ferm?Š, non dense, d\'apr?¨s 20) des pointsdu plan au voisinage desquels s{x, y) n\'est pas sommable. Pour tousles rectangles r,, ?  sommets rationnels, ne contenant pas de pointsde E dans leur int?Šrieur, ni sur leur contour, nous calculons A{f, r^)d\'apr?¨s la formule: â–  / ^(/?Ž ^i) y)dxdy. (\'i) L\'int?Šgration besgienne sera appell?Še la premi?¨re op?Šration de la to-talisation. Les rectangles r^ ?Štant en infinit?Š d?Šnombrable, nous n\'effectuonsqu\'une infinit?Š d?Šnombrable d\'op?Šrations. 22. Soit maintenant r, un rectangle ?  sommets rationnels, con-tenant des points de E sur son contour,

mais n\'en contenant pasdans son int?Šrieur. D\'apr?¨s la remarque du nÂŽ 17, nous calculons rj suivant laformule Aif, r,) = lim Aifr\\), en d?Šsignant par r[ un rectangle variable, int?Šrieur ?  r^, et tendantver.s rj; J(/", r,\') est d?Šj?  connu (nÂŽ 21). Le calcul de A d\'apr?¨s cette formule sera appel?Š la seconde op?Š-ration de la totalisation. Les rectangles r, sont en nombre nul, fini ou infinit?Š d?Šnombrable.D?¨s ?  pr?Šsent, quel que soit le rectangle rÂ?, ne contenant pasde points de E dans son int?Šrieur, A{f râ€ž) peut ??tre suppos?Š connu. 23. Supposons que les rectangles r^ et rj 1ÂŽ ne poss?¨dent pas de points de E dans leur int?Šrieur; *



??? 2ÂŽ poss?¨dent un c?´t?Š en commun et soient situ?Šs de part etd\'autre de ce c?´t?Š. Supposons que ce cot?Š contienne des points de Eet appelons r^ la r?Šunion de r, et /-j. Il r?Šsulte de la definition de A, que l\'on a: Le calcul de A d\'apr?¨s cette formule sera appell?Š la troisi?¨me op?Š-ration de la totalisation. 24. Effectuons maintenant la d?Šcomposition: E=F-\\-Q f= l\'ensemble (parfait) des points o?š E est de premi?¨re sorte Q = l\'ensemble des points au voisinage desquels E est de secondesorte (nÂŽ 3). Nous allons d?Šmontrer, que, si r^ est un rectangle quelconque necontenant pas de points de P dans son int?Šrieur, A{f,r^) peut ??trecacul?Š en appliquant un nombre fini ou infinit?Š d?Šnombrable de foisla premi?¨re, seconde, et troisi?¨me op?Šrations. Pour cela, nous calculerons A{f, q) sur tous les rectangles q51 sommets rationnels, ne contenant par de j)oints de P dans leurint?Šrieur; ces rectangles sont ?Švidemment en infinit?Š d?Šnombrable. Soit la suite d\'ensembles ferm?Š:Â?, d?Šfinis au n* 5. Il existe un nombre fini ou transfini d?Šnombrable P, tel queE^= ... â€” P, ?Štant

diflf?Šront de P. Nous distinguons successivement les cas suivants: 1) ?§ contient des points de E, (dans son int?Šrieur), ot no contientpas de points de (ni dans son int?Šrieur, ni sur son contour),^^oit Q le rectangle a <C x <i p. y <. y <i ? - Tout point de n{E, q) ^tant centre d\'un rectangle, tel que laprojection do la portion correspondante de E, sur l\'un au moinsdes deux axes, est d?Šnombrable, on voit, en appliquant le lemmede Borel, que ITiE, ?§) est compris dans la r?Šunion do 2 ensemblesferm?Šs H et K, H ?Štant constitu?Š de segments s^{y, ?´), H, est fini oud?Šnombrable; K ?Štant constitu?Š de segments s^(a, K^ est fini oud?Šnombrable. A tou-^^ intervalle contigu aâ€žcx<pâ€ž de H., il correspond unrectangle aâ€ž y<!/<? }, tel que //(//-f A\', aâ€ž)â€”?•I{K, aj.



??? L\'ensemble compl?Šmentaire de aj par rapport ?  aâ€ž est divis?Šen rectangles (en nombre fini on infinit?Š d?Šnombrable), o?Ži A est d?Šj? connu. De ees nombres on d?Šduit i(/, crâ€ž) en appliquant la 2"^Â? et3"" op?Šration en nombre fini ou une infint?Š d?Šnombrable defois, d\'une mani?¨re analogue ?  celle employ?Še dans la totalisationde DenjoyÂ?). Apr?¨s avoir calacul?Š A(/, pour toute valeur de m, on calculeA{f, ?§) au moyen des A(f, oJ de la m??me fa?§on que A{f, oâ€ž) a ?Št?Šcalcul?Š. La d?Šmonstration, que le r?Šsultat obtenu, est exactement A(f,?§\\se fait ?  l\'aide de la proposition du nÂŽ 9. 1 bis) Q contient des points de sur son contour, mais nonpas dans son int?Šrieur. On applique la seconde op?Šration, A ?Štant calcul?Š pour tous lesrectangles du cas 1Â?). / 2Â°) Q confient des points de dans son int?Šrieur, et ne con-tient pas de points de E^ dans son int?Šrieur, ni sur son contour. On op?¨re comme dans le cas 1"). 2 bis) Q contient des points de E^ sur son contour, mais nonpas dans son int?Šrieur. On op?¨re comme dans le cas 2Â°). De l?  on passe au cas 3), 3 bis),... w), n

bis),... Si E^ existe,et si Q ne contient pas de points de E^ dans son int?Šrieur, ni surson contour, A{f, q) est d?Šj?  calcul?Š dans un des cas n^) ou Â?o bis),Â?0 ?Štant un certain nombre fini. De l?  on parvient au cas (x) bis) Q contient des points de E^ sur son contour, mais nonpas dans son int?Šrieur, et ainsi de suite. Arriv?Š ?  l\'op?Šration de rang fi), il ne reste qu\'?  effectuer l\'op?Š-ration de rang p bis), pour avoir ?§) sur tout rectangle p, necontenant pas de points de E^ = P dans son int?Šrieur. / D?¨s lors A{f, j\'o) peut ??tre suppos?Š connu, quel que soit r^yn\'ayant aucun point de F pour point int?Šrieur; on n\'est jamais sortiedu d?Šnombrable. i 25. D?Šfinissons maintenant la quatri?¨me op?Šration de la totali-sation. F ?Štant un ensemble parfait de premi?¨re sorte en lui m?´me, r \') Voir Denjoy. Ann. Sc. Ec. Norm. 1917 p. 192.



??? uu rectangle contenant des points de P dans son int?Šrieur, soit C(/7)l\'ensemble compl?Šmentaire de r) par rapport ?  r. Soit 0) uu nombre positif arbitrairement petit, D un domainecorrespondant ?  co (voir nÂŽ 8) et d?Šsignons par F(/, D) (variationde j sur D). la somme des variations de f sur les rectangles (>,constituant D. V{f. I))=SA{t\\Q). Alors, si lim F( ?’, Z>), pour w = 0, existe, nons dirons, que la ^variation \'V(f, C{II)) de ?’ sur C{n) est d?Šfinie et nous posons: F(/, C(i7)) = lim V{f,D]. Le calcul de V{J\\ t\'ill)}. (si ce nombre est d?Šfini), sera laquatri?¨me op?Šration. Il suffit ?Švidemment, de choisir une suite de nombres d?Šcrois-sants. tendant vers z?Šro, Wi, Wo,..., CJâ€ž,.., de construire des domaines correspondants, ...../^â€žv et de calculer lim F(/, nmco 26. Soit P l\'ensemble (parfait, de premi?¨re sorte en lui-m?´me),du n.o 25. D\'apr?¨s nÂ? \'JO, l\'ensemble (ferm?Š) H des points de P. au voisi-nage desquels s{x,t/) n\'est pas sommable sur P, H est non dense sur P.Soit M un point do P â€” H. Nous dirons que r) est calculable au voisinage de M, si Mest centre d\'un rectangle y(M), tel que:

1Â? !\'{/â€?, C\'(77(/\', r))} est d?Šfini sur toute portion HiP, r) appar-tenant ?  77(F, y); 2ÂŽ il existe ?Šgalit?Š entre les 2 nombres: A{/, r) ot f ja X, !/)drd!/ Hm V{J, D) \'). y) = s(x, ij) SMT r= 0 hors do /\'. L\'int?Šgrale J J\' cr(x, y rfxrfy existo dridom.nont pour tout rectangle r necontenant par do points do II dans son int?Šrieur, ni sur son contour.



??? H. Looman: L\'ensemble des points M, au voisinage desquels A(f, r) estcalculable, est ?Švidemment ouvert sur F. Son compl?Šmentaire K parrapport ?  F, est donc ferm?Š; K comprend ?Švidemment B. 27. Nous voulons d?Šmontrer que: L\'ensemble R des points de P, au voisinage desquels A ( ?’, r) estnon calculable, K est non dense sur F. Il suffit de d?Šmontrer, que toute portion II[P, To) contient unpoint M, au voisinage duquel A(/, r) est calculable; pour cela ilest permis de supposer que r^ ne contient pas de points de H dansson int?Šrieur, ni sur son contour (puisque H est non dense).Nous ?Štablirons l\'existence de M: 1Â°) Si i7(P, ro) contient une portion II {F, Â?;) constitu?Š de seg-juents d\'o)] r?? est le rectangle < x < ?¨; < // < dg. Si ITiF, ro) ne-satisfait pas ?  P), mais si II(P, rÂ?) contient uneportion II(F, r??l tel que /â€?;) co??ncide avec le segment 3Â° Si JI(F, ro) ne satisfait ni ?  1"). ni ?  2Â°).Donc l\'existence de M sera ?Štabli dans tous les cas. 28. Dans le premier, resp. le troisi?¨me cas, JI^(F, r^), resp.IT^iP. ro) sont des ensembles parfaits discontinus. D?Šsignons r?´ dansle r\'" eus, et ro

dans le .S"" cas, par r{a<x<&, et soient les intervalles contigus de r). A tout intervalle correspond un rectangle c^g^d) ne contenant pas de points de 77 dans son int?Šrieur. En d?Šsignant par r\'â€ž un rectangle quelconque int?Šrieur ?  râ€ž (senslarge), nous })Osons _ max \\A{r\'â€ž] | Nous allons voir que; Tout point (aâ€ž. i/g). (c^ijo^d), est soit premier sommet, soit A l quatrihaf sommet d\'un rcctnnqle, tel que -----^â€”V-,-^ H . si A est la variation de f .sÂ?/- ce rectangle. Tout point (/?â€ž, //o) est soit le deuxi?¨me, soit le qua- . trilme sommet d\'un rectanqle, lel que [p.. â€” ??. (Â? â€” c) 4 >) Ce nombre est analoque ?  l\'oscillation relative dans lo cas d\'une seulevariable. Voir pour cette notion: Donjoy .lourn. do Math. 1915, p. 16(5.



??? D?Šmontrons p. e. la premi?¨re partie. Soit yl^y^?´l, un rectangle ou atteint son maximum. Nous prolongeons ses 2 c?´t?Šs horizontaux (s\'il le faut)jusqu\'?  leur rencontre avec x=aâ€ž. On obtient (sauf dans le casa|,=a,) 2 rectangles nouveaux, ayant l\'un et l\'autre le point aâ€ž, y\'â€žpour lÂŽ"" sommet et aâ€ž, ?´\'â€ž pour 4*"ÂŽ sommet et l\'on voit ais?Šment que sur l\'un de ces rectangles le nombre ^^ ^^^ aâ€ž=a\'â€ž, l\'un de ces rectangles est nul, l\'autre co??ncide avec le rec-tangle, sur lequel le maximum est atteint). D?Šsignons ce rectanglepar r\':: Prolongeons le c?´t?Š vertical ?  droite jusqu\'?  sa rencontre avecy = c et y â€” d. Cette droite verticale et x = aâ€ž d?Šterminent avec unedroite quelconque y â€” y^ et les 2 c?´t?Šs horizontaux res- pectifs de r", 2 rectangles (dont l\'un peut ??tre nul). Sur l\'un de ces 2 rectangles le nombre ^ 2 - ^ ??\'\'" On voit en consid?Šrant respectivement les hypoth?¨ses: c^yo^^y-jyn<!/o<? i. ? l^yo^d, que ce rectangle peut avoir le point aâ€ž y^aussi bien pour 1ÂŽ"" que pour 4â„?ÂŽ sommet,Donc notre ?Šnonc?Š est ?Štabli. La seconde partie se

d?Šmontre d\'une fa?§on analogue.29. Apellons: nombres /f, au voisinage de Xo [x^ appartenant?  n,) les nombres (iâ€ž correspondant aux intervalles contigus aâ€ž /3â€ž au voisinage do x,. Supposons que l\'ensemble des nombres x,, au voisinage desquelsles 7iombres fi, ne sont pas born?Šs, soit dense sur /7., eu autres termes,contienne une portion 77^ de 77,. Puisque tout i)oint a., c est premier sommet d\'un rectangle r\',, l\'ensemble dos nombres " est non born?Š au voisinage de tout nies(r,) point de 7/:. Kn appliquant uu type de raisonnemment connu i), on voit qu\'il \') Voir pour co typo de raisonnoinont Denjoy, Journ. de Math. 1916, p. 1 9.On applique lo principe suivant: .SÂ? l\'ensemble d?Šnombrable est partout demt Â?Â?r Vensemble parfait (cou-



??? H. Looman: existe un ensemble partout dense R sur ZC, tel que tout point xÂ?de K est premier sommet d\'une infinit?Š de- rectangles ri dont la longueur des cot?Šs horizontaux tend vers z?Šro avec -, le nombre Si la suite de rectangles r;^ contient une suite partielle r^, telle- que la longueur des c?´tes verticaux tend aussi vers z?Šro avec 1, l\'un au moins des 2 nombres et ;L,I estooau point ^o, c-, Si une telle suite .n\'existe pas, il existe ?Švidemment une suitede rectangles r\'J, tendant vers un segment limite d). On voit ais?Šment que dans ce cas le nombre - â€žp npi,<- mesOv) tendre vers Â?oo que si l\'un au moins des nombres X,, L,est infini au point rrÂ?, ?´, ou si l\'un au moins des nombres rf/l et[i> est infini, soit au point Xo,c, soit au point x^.?´. Donc, en supposant L,, l, et L, /inis (eu particulier en suppo-s??t l\'existence (Tune d?Šriv?Še s{x,y) finie), Vensemble des points x, de77, au voisinage desquels les nombres /i,. ne sont pas born?Šs, cet ensem- \'ble est non dense sur F. M?´me consequence, si l\'on suppose 4, L.,, et Lj finis.30. Il existe donc, d\'apr?¨s nÂ? 29, un rectangleappartenant ?  r, tel

que les nombres //â€ž sont liorn?Šs sur U,{F,r^)par un m?´me nombre fini A. f \' \' \' A\'(x, y) est sommable sur r,). Je dis que, dans le premier cas, A{f, r,) est calculable an voisi-nage d\'un point quelcotu^ue M int?Š,ieur ?  En effet, soit /â€?, un rectangle quelconque, appartenant ?  r, etcontenant des points de F dans son int?Šrieur.Consid?Šrons la fonction de -r, (a^ < x </>,): (fix, rg, d^) =f(x, d^) ~ f{x, c^) tinu ou (Ii8C(/ntinu, ?  un nombre quelconque do dimensions), et si ie point M estint?Šrieur ^ un domaine il exutte un ensemble R partout dense sur P el\'? ontcha(iue point est int?Šrieur ?  une infinit?Š de domaines o)â€ž R est api,cl?Š un r?Šsiduel, savoir un ensemble situ?Š sur P et dont la coinpl.\'-mentaire relativement ?  P est, ou bien non dense sur ?’\', ou bien la r?Šunion d\'uneinfinit?Š d?Šnombrable d\'ensembles non denses sur P.



??? Cette fonction (p poss?¨de les propri?Št?Šs suivantes:1ÂŽ ?§ est continue: 2ÂŽ g) poss?¨de en tout point une d?Šriv?Še finie =p{x, d^)â€”p{x, Cj)3ÂŽ p(x, df) â€” p(x, Cj) est sommable sur r,) et l\'on a: Jc^l^x =fjy)dxdt/ = ?’y7{x,y)dxd!/. n^iP.r,) \' me.r?š \' (r) D?Šmonstration analogue ?  celle du nÂŽ 19.4ÂŽ L\'oscillation relative de (p{x) autour de (P, r^) est born?Še,et la variation de <p autour de 7Z,(F, r,) est d?Šfinie. En effet, si a?Ÿest un intervalle appartenant ?  un intervalle contigu aâ€ž?Ÿâ€ž de 7T(P, r,),on a ?Švidemment (pi?Ÿ, Cg, di) â€” q)(a, Cj, (/;)! ^ _ ^y^ Donc on a, d\'apr?¨s les propri?Št?Šs de la totale de Denjoy:Â? {x, d,) - p[x, c,)]dx aâ€ž, njiP, r,) en d?Šsignant par ]V{(p, aâ€ž, ?Ÿâ€ž) le nombre (p{?Ÿ,) â€” fp{an), et on ?Štendant la sommation sur tous les intervalles contigus de rj. Construisons maintenant un domaine D correspondant ?  unÂ?ombre positif cj assez petit. Les rectangles g constituant 7>, ont tous leurs cot?Šs horizontauxsur y â€” c et y = d, donc on a: ?’, D) = = 2a, ?Ÿ), si a<a;</3. est la projection de ?§ sur Ox, a?Ÿ appartient ?  unintervalle aâ€ž?Ÿâ€ž. Donc V{f, D) =

somme dos variations de cp sur un certainnombre d\'intervalles a\'J\',, int?Šrieurs ?Ži des intervalles cnntigUsde (p- un intervalle a,.?Ÿâ€ž contient au plus un intervalle a\'Jl etl\'on a: ~ < (o, ?Ÿ^ â€” ?ŸKo). I^onc, puisque la variation do q> autour do 77,(P, r,) existe,1Â° lim V{f, D) existe; <J""0 2ÂŽ Cotte limite est ]V{(p, aâ€ž, ?Ÿâ€ž).



??? ^^^ H. Looman: Donc: \'-2) =f[p{x, d,) - p(x, c,)]dx W((p, aâ€ž, /?Ž.) =IT^C, n) ^ = / / y)dzdy -f lim V(f, D), c. q. f d^ (?Žf 31. D?Šsignons maintenant par r(a < x < ?¨, c < y < d):le rectangle (nÂ? 30) pour le troisi?¨me cas,le rectangle r\', (nÂŽ 27) pour le deuxi?¨me cas. L\'ensemble des points x de r), tel que le segment sJc, d)appartient ?  7Z(/>, r), est un ensemble ferm?Š non dense sur 77 s\'ilexista L\'ensemble compl?Šmentaire est donc ouvert et partout densesur r); a-,, appartenant ?  ce compl?Šmentaire, le segment s (c d)contient ?  la fois des points de 77(P, r) et du compl?Šmentaire \'(7(77)de 77(P, r); ces derniers points constituent des intervalles i (y ?´)dont l\'un au moins des extr?Šmit?Šs. appartient ?  77(P, r). l\'aitrepouvant appartenir k y = c, on y = d, sans appartenir ?  77(P, r). L ensemble des points xÂ?, y et des point, xÂ?, ?´ est partout densesur 77(P, r) 1). Consid?Šrons les nombres = d-y------------ Puisque p(x, 7j) est continue par rapport ?  y, le segment d)contient au mains doux points x, y, ot x, y, tel que ?´ â€” y â€” â€” /t. On voit ais?Šment que l\'un au moins des 2 nombres ?´-y ?´â€”y est ^A/f

et de m??me l\'un au moins des 2 nombres ?´ â€” y (J_y â€?) Ces points n\'existent pas dans le premier cas. \') .\'/) J?Šsigne la d?Šrir,<e de f par rapport li x, ou plus g?Šn?Šralement lad?ŠriT?Še k droite (dans ce can s{x, y) est lu valour commune do et A,).



??? Donc t?  fortiori chacun des deux nombres: max \\p{x,?´)â€”p {x, y) | max \\p{x, y) â€” p {x. y) ] y^o^i___gt ___ ? â€”y yâ€”y est au moins ?Šgale h ^fi. 32. Supposons que Vensemble des points de II{P,r) au voisinagedesquels l?Šs nombres ne sont pas born?Šs, soit dense sur U (oucontienne une portion 77\' de 77). Il en est donc de m??me de l\'ensemble o?š les nombres:max\\p{x, ?´}-p{x, y)\\ max\\p{x, y) - p{x, y)\\ y^K? ______ ^^ ________ ?´â€”y yâ€”y ne sont pas born?Šs. En remarquant que tout rapport est limite d\'une suite de nombres o?š d?Šsigne un rectangle variable, ayant le segment s,{y\\ y") pour c?´t?Š gauche et dont le c?´t?Š horizontal tendvers z?Šro, on d?Šmontre, par un raisonnement analogue ?  celui dunÂŽ 29, l\'existence d\'un r?Šsiduel R de 77\', dont tout point est premiersommet d\'une suite de rectangles ;â€?\', dont le c?´t?Š horizontal tend vers z?Šro, et sur lequel le nombre tend vers Â? 00. Comme ^ mes (/â€?\') au nÂŽ 29, on d?Šmontre, que cela est incompatible avec l\'hypoth?¨se de nombres Â?t finis en tout point, et cn partknlier avec l\'existence d\'une d?Šriv?Še finie

s{x, y). On peut aussi consid?Šrer lea nombres /j, L,, /j et Lj. 33. On peut donc d?Šterminer toujours une portion Il{l*, r,) dol\'ensemble n{F, Â?â€?) du nÂŽ 31, sur lequel les nombres fi sont born?Šspar un nombre fini B. Je dis que, dans le deuxi?¨me cas, ?? est calculable au voisinagede tout point int?Šrieur ?  n{F, rj). Soit r, un rectangle int?Šrieur ?  r, (sons large), tel que I1{1\\ r)existe; il faut d?Šmontrer que l\'on a: A{f, r2)=J J^{x, y)dxdy Hm V{ f, IK). Tout domaine D, est la r?Šunion d\'un nombre fini do rectanglesCÂ? du type ^ wâ€ž^^ uÂ?, Â?ans points int?Šrieurs encommun.



??? Posons = six n\'appartient pas ?  l\'intervalle = p(x, V,) â€” p(x, fi,), si a; appartient ?  l\'intervalle 8oit la sommation ?Štant ?Štendue sur tous les rectangles ?§,. L\'intervalle appartient ?  un intervalle ^(y, d); donc est born?Š, donc tp,(x) est int?Šgrable. On a: \\(pâ€ž{x)\\<M(d~c), donc cpâ€ž{x) ?Štant mesurable, est int?Š-grable. \' Donc; A l\'aide de cette expression nous allons d?Šmontrer que lim F(./; Dâ€ž)existe. Il nous suffit de d?Šmontrer, d\'apr?¨s le th?Šor?¨me""^ la pas-sage ?  la limite sous le signe ?’ pour les fonctions born?Šes, que (pâ€ž{x) tend vers une fonction limite born?Še i).Nous posons: q>{x,) = (c, 2d,)[p(xâ€ž ?´) - p{xâ€ž y)J, le second membre d?Šsignant la somme de la s?Šrie absolumentconvergente des nombres p(x., ?´)y), si les intervalles (d, y)sont les intervalles contigus (s\'il en existe) de l\'ensemble ferm?Š(s 11 existe) commun ?  d,) et /7(P, r,). Si aucun intervalle con-tigu n existe, nous posons = si l\'ensemble ferm?Š y>oxxtx = x,n existe pas, nous posons (p{x,) = d,) ~ p{x,, c,).(p{x) est une fonction born?Še de x^).Je dis que cpâ€ž{x) tend vers (p(x)^). L\'ensemble commun ?  D et x =

x,, s\'il existe, est un nombre finid intervalles, int?Šrieurs aux intervalles contigus do la section do II{P )avec x^xo, tendant vers le syst?¨me d\'intervalles contigus, si w tendvers 0. fp,{x) pour une valeur de o: diff?Šrente des points de division \') Tout au moins en exceptant une infinit?Š d?Šnombrable de valeurs de a; Â?u plus. \') <p{x) est la variation do p(x,\\ y) sur l\'ensemble compl?Šmentaire do l\'ensemblocommun k x = et i/(P, r,).



??? X n\'est autre chose que la . variation de pix, i/) sur ce nombre finid\'intervalles. D\'o?š r?Šsulte, en remarquant (comme a,u n" 30) que lavariation de p{x\'y)- autour de l\'ensemble {i7(P. Â?v), a^o) est d?Šfinieque\'qDâ€ž(x) tend vers (p{x). Dans les cas particuliers o?š x = Xq [x,difi"?Šrent des x) ne contient pas de points de C(i7), ou de n{P, r),(p^{x) = q){x) apr?¨s une certaine valeur de ??>â€ž. Si X appartient au syst?¨me des x^ pour une infinit?Š de valeursde M, il peut se faire que lim (pâ€ž[x) n\'existe pas, mais cet ensembleest de mesure nulle.Donc on a: / â–  Â?f (pâ€ž{x)dxâ€” f(p{x)dx. J OJ 0Â? Il nous reste ?  d?Šmontrer l\'?Šgalit?Š des 2 nombres if/", >â€?,) ot j Ji{:x. y)dxdy lim F( ?’, Dâ€ž). "s) """ rf. Or, pour une pleine ?Špaisseur E de valeurs de x, J^a(x,y)dy, <?? <h existe, et l\'on ^^ ff Z/)^-^\'\'.\'/ ^f\'^^f ^^ rt K 0, ^ membre dc l\'?Šgalit?Š ?  d?Šmontrer ?Šquivaut ?  rf, fo{:x. y)dy]dx.?€- <Â? On voit ais?Šment que la fonction ?  int?Šgrer est ?Šgale ?  p{x, d^) â€”â– -p(x,r,), donc, puisque /(.r, d) -/??x, c) est une totale ind?Šfinie par\'rapport ?  x: ffa{x,y)dxdy-\\-\\imVif, 1>)==

f\\p{x,d,)-p(x,c,)]dx=Mf,r,\\ (t) \' " " ri c. q I. d. 34. D?Šsignons maintenant par r{(i<x<b, c<y<d) le rectangler, du nÂ° 33, pour ie troisi?¨me cas. L\'ensemble //,(/\', r) est parfait discontinu; sur II{P,r) l\'ensom-ble, des points a-, y et x, ?´ est partout dense. En d?Šsignant parles intervalles contigus do r). m?Šmo l\'ensemble des points y et a., ?´, et celui des pointsj?., y et ?´ est partout dense8ur 7/(^, r).



??? 283 II. Looman: Consid?Šrons les rectangles r\', dont un c?´t?Š vertical appartient?  un intervalle ?´), x^ ?Štant un point aâ€ž ou^â€ž, et dont la projectionr: sur Ox appartient ?  un intervalle contigu de 77,. En d?Šsignantla longueur de aussi par r\',, nous consid?Šrons les nombres V = max SI To, d et 7 sont fixes et r\' varie. Consid?Šrons en particulier les rectangles r\'(y) et /-\'(d), ayant poursommets les points xÂ?, y et x^, d, et se projetant sur Ox dans r;On voit facilement que les 2 nombres .â€žaxA^ et max^^m Ki?´-y) sont au moins ?Šgaux ?  ^v. En supposant que l\'ensemble des points de 77(P, r), au voisinage"desquels les nombres v ne sont pas born?Šs, soit dense sur 77(7-\', r\\on obtient une contradiction analogue ?  celle d?Šj?  obtenue auxn" 29 et 32. Donc, si six, y) existe et est fini, l\'ensemble des points de II (P. r)nu voisinage desquels les nombres v ne sont pas born?Šs, est non densesur n{P, r). 35 II existe donc toujours une portion n{P,r^) de II[P, r)telle que les nombres v sont born?Šs par un m?´me nombre fini\'C.Je dis que A est

calculable au voisinage de tout point int?Šrieur ?  n{P, r). D?Šsignons par r,(a,<x<Cbâ€ž f,<y<f/,) un rectangle appartenant?  ri, tel que 77(P, r^) existe; nous choisissons une suite de nombresd?Šcroissants, tendant vers z?Šro: ?šj,,ojâ€ž.... w,,... et nous construisonsdes domaines D,, !)â€ž,... correspondants. Si n est assez grand, il existe parmi les rectangles q de I) des rectangles ayantleur c?´t?Šs horizontaux re.^p. sur y = c, et y = d^ et encore d\'autresrectangles (>,.Ecrivons : V(/, D) = (,) = -f On voit, comme au nÂ? 30, que ?§,) tend d) â€” â€”/K, c)J, en d?Šsignant par les inter- valles contigus de ?’/(/\', r). En d?Šsignant par ?§,,, la jjrojection d\'un rectangle q^{x^<x<x\\, yt<y<.y2) sur Ox, ?§,., contient en g?Šn?Šrai des points de n,{P,r^)



??? dans son int?Šrieur et ?§^ est la r?Šunion d\'une infinit?Š d?Šnombrable. derectangles ?§?´, ayant m??me hauteur que et se projetant sur Oxcomme les intervalles contigus de /^Â?(P, r^), (deux des ?§?´ peuvent seprojeter suivant des parties d\'intervalles contigus), et d\'un ensembleparfait de segments sji/^, y??)- Les nombres p{xo, y\'^ â€”pix^, y\\) sontborn?Šs et les nombres ii(?§i)| sont en rapport born?Š avec ?§??,, donc Ai/, Q,) = 2Aif, (>;) ?’y\',) - pix, y,)]dx. Faisons la sommation sur les rectangles q.^ (e" nombre fini). On a:2Ai/, ?§,) = 2{^Aif, (>;)] 2Jlpix, y\',) - pix, y,]dx. P?Ž. X Oomme au nÂ° 33, on montre que, si x appartient ?  njj\\ Â?\',),^ jivi^iV\'^ â€” (4"ÂŽ PÂŽ^^\' ?Šcrire aussi J (pâ€žix)dx, en posant y\'i.y)-pix, y-i,,), si x appartient ?  77,, ^^ et = 0, si X n\'appartient pas ?  /7â€ž ^^ ^^ et (pâ€žix)=:Stp^ix)), tend vers ?’ g)ix)dx, \'11, eu d?Šfinissant (pix), pour x appartenant ?  77.(/\', r) comme nous avousfait au n" 33 pour x quelconque. Nous d?Šmontreron.s que (j^)) tend vers 0. Ce nombre ?Štant la somme d\'un nombre fini de s?Šries absolumentconvergente.s, noua

pouvon.s prendre les termes dans un ordre quel-conque. Faisons d\'abord la somme des /3i) correspondant ?  des rec-tangles ?§?´ se projetant dans un m??me intervalle contigu do II,,cette somme est inf?Šrieure ?  C X X ~ 4 En faisant maintenant la somme sur les intervalles contigus de IIâ€žnous voyons: ^i^Aif, q\\)) < CXid -c)X mes (projection dos sur Ox).Or on voit facilement que cette mesure tend vers z?Šro avocDonc ^i2SAi/, ().j)) tend vers z?Šro.Donc lim Vif, Dâ€ž) existe et = - A^m \'â€?) - ?’(Â?â€ž \'i) /(Â?.., j



??? 285 H, Loomann: â€? On voit, comme au nÂ° 33, que l\'on a: , i J(p{x)dx=J fa{x, yydxdy = f[p{x, d) p(x, c)], et que ce nombren, (r) n, augment?Š de d) c)  /(aâ€ž, c)) est ?Šgale Donc on a: \'-?Ž) = ( (y)dxdy \\imY{f, Dâ€ž), c. q. f. d. 36. Ayant d?Šmontr?Š que l\'ensemble K des points de F, au voi-sinage desquels A est non calculable, est non dense sur F, soit r^un rectangle ?  sommets rationnels, ?Štranger ?  K et contenant despoints de F â€” K dans son int?Šrieur. Tout point de n{F, r^) est centre d\'un plus grand carr?Š y (dedemi-c?´t?Š u) tel que A est calculable sur tout rectangle r\' int?Šrieur?  y. On voit que le minimum des nombres u est un nombre posi-tif Uq (cf. nÂ? 4). Divisons r^ en un nombre fini de rectangles ?v(dec?´t?Š et calculons les nombres A{f, r\'^. On trouve ensuite A{ f, /-q)par la formule En appliquant la 2ÂŽÂŽ op?Šration, ou trouve A{/, ?â€?) sur tous lesrectangles ?  sommets rationnels, qui contiennent des points de Ksur leurs contours mais pas dans leur int?Šrieur. 37. D?Šcomposons: ^ K = l\\ Q, (voir nO 24). Nous sommes dans

le cas ?Študi?Š, E ?Štant remplac?Š par K, nousfaisons des calculs analogues; et ainsi -de suite. Nous obtenons unesuite d\'ensembles ferm?Šs: P P I* P l\' i> p dont la d?Šfinition est ?Švidente. Chacun des ensembles ?Štant non dense sur les pr?Šc?Šdents, la suites\'arr??te ?  un ensemble nul ?  un certain rang fini ou d?Šnombrable. Arriv?Š ?  ce rang, nous connaissons A sur tout rectangle ?  som-mets rationnels, apr?¨s avoir fait seulement une infinit?Š d?Šnombrabled\'op?Šrations. La totalisation est donc effectu?Še.



??? STELLINGEN. L De verzameling der punten, waar voldaan is aan een derongelijkheden h > Lj (diss. Â§ 10 â– >);,heeft de maat nul. 2. De stelling van diss. Â§ 6 kan bewezen worden zonderordinaalgetallen. 3. Hulpstelling I van Â§ 6 Iaat voor meer onafhankelijk veranÂ?derlijken nog andere generalisaties toe dan de stelling van Â§ 6. 4. Een continue functie ?’ (x, y), die in elk rechthoekig gebiedbuiten een niet dichte afgesloten verzameling E van de maatnul, samenvalt met een functie g^r (x) /ir (y), valt overalsamen met een enkele functie g (x) h (y), als in elk puntvan E de getallen k, Lu h, Lx, of ook de getallen c en C(diss. Â§ 10 en eindig zijn. 5. Het is mogelijk, om, onafhankelijk van de stelling van Baire,een rij continue functies te construeeren, die convergeerttot een gegeven approximatief continue functie (meer alge=meen een functie a prcpond?Šrancc dc continu??tc vooreenzelfdcnkant) of tot een gegeven appro.ximatieve afgeleide (meeralgemeen een nombre d?Šriv?Š pr?Špondcrant). 1â– ) 6. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde, dat een functief(x, y) van

begrensde totale variatie is (in den zin van Hardv),is, dat op elke afgesloten verzameling de variatie gedefinieerdis (in den zin van Â§ 8 van dit proefschrift). 7. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde, dat een afgeÂ?sloten verzameling van dc 2c soort is (diss. Â§ 5), is, dat zebegrepen is in de vereeniging van een aftelbare oneindigheidvan rechten x =â–  const. en y = const. 1  Hierover verschijnt een mededeeling in Fund.inicnta M.ithcm.iticac, dl. V.



??? 8. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde, dat ?’ (^x) hetverschil is van 2 convexe functies. is, dat ?’ (^x -}- y) vanbegrensde (2=\'dimensionale) variatie is ten opzichte van x, y. 9, Dat men langen tijd een functie ?’ (x) continu noemde, alsze tusschen a en b elke waarde aanneemt tusschen/(a) enf (b), (verschillend ondersteld), komt waarschijnlijk hierÂ?door, dat men alleen aan discontinu??teiten van de le soortgedacht heeft. 10. Van de uitkomsten van dit proefschrift zijn toepassingente maken in de complexe?functietheorie. 11. In Math. Ann. Bd. 83, pag. 120, laat H. Hake de vraagopen, of iedere functie, integreerbaar volgens Perron (inmeer uitgebreiden zin), ook integreerbaar is volgens Denjoy. Deze vraag moet bevestigend beantwoord worden.Bovendien bestaan er functie\'s, integreerbaar volgens Denjoy(in den meest algemeenen zin), die niet integreerbaar zijnvolgens Perron1), 12. Dat van een continue functie f(x) dc variatie f(b)â€”f(a)bepaald is door de gegeneraliseerde le afgeleide: <T (x) = lim /r-^ u; - f(x-u) uâ€”fo 2 u \' kan op

verschillende manieren aangetoond worden, 13. Er bestaat voor het lineaire continuum een redenecrprincipe,dat analogie vertoont met het principe van de volledige inductie. 14. In dit proefschrift mag een zekere puntverzamcling toegelatenworden, waar de afgeleide oneindig is. 15. Is f(z) een continue, cenwaardige complexe functie, diein elk punt binnen zeker gebied een eindig of oneindigdifferentiaalquoti??nt heeft, dan is de verzameling van dcpunten, waar f\'(z) = oo is, nergens dicht en van dc maatnul; de verzameling P van de singulariteiten van f{z)bevat in elke omgeving van elk harer punten, punten dieop een continuum binnen P liggen. 1  Hierover verschijnen elders uitvoeriger mcdcdeelingen.



??? 16. Ten onrechte ontbreekt in Hobson â€žTheory of Functions",2<i Ed. vol. I, de vermelding, dat de in Â§ 91 en Â§ 112behandelde splitsing van puntverzamelingen op hetzelfdeneerkomen. 17. De figuur van de 10 rechten, die door alle exemplaren vaneen 5:Â?voudig oneindig lineair stelsel van quadratische opperÂ?vlakken gesneden worden in de puntenparen van eenzelfdeinvolutie (Ch. v. Oss, diss. Utrecht 1916, Hfdst. VIII, Â§ 7, blz. 159), bestaat uit de 10 gemeenschappelijke bisecantenvan 2 kubische ruimtekrommen. 18. Een convexe kromme heeft in alle punten (afgezien hoogstensvan een aftelbare oneindigheid) een raaklijn. 19. De verklaring, die Dember en Uibe (Leipziger Berichte, 1917)(Ann. der Physik 55. 587, 1916) geven van den schijnbarenvorm van het hemelgewelf, is niet bevredigend. 20. Het â€žPrinzip der beschr?¤nkten Arithmetisierbarkeit derBeobachtungen" van Bernstein (Math. Ann. dl. 71. blz. 419)dient met voorzichtigheid toegepast te worden. 21. Het bewijs, betreffende de uniciteit van dc ontwikkeling vaneen functie naar veeltermen van Abel,

voorkomende in dedissertatie van A. A. Nijland (Over een bijzonder soortgehcelc functi??n, blz. 69, Â§ 48) is van geen waarde. 22. Lc principal gage des progr?¨s de l\'esprit est dans l\'instinctqui nous pousse ?  quitter sentes et chemins pour monterdroit ?  la source des faits. A- Di^njoy.
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