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Extrait de »Fundamenta Mathematicae«, T. IV.

Sur la totalisation des dérivées des fonctions
continues de plusieurs variables indépendantes.

B

Par

H. Looman (Utrecht).

M. Arnaud Denjoy a résolu le probléme de trouver les fone-
tions primitives f(z) de la fonction dérivée la plus générale gp(x);
le procédé de caleul, permettant de remonter de ¢(z), connue en
tout point d'un intervalle a <Zz < (sauf peut étre sur un ensemble
de mesure nulle), & la variation f(b) — f(a) de f sur (a, b), a regu
le nom de tofalisation ).

Je me propose de définir un procédé analogue dans le cas de
plusieurs variables indépendantes. Les dérivées partielles qui don-

nF (e
nent lieu & une telle généralisation sont évidemment 3,{('1”-?’”"" .r ;
¢y 3.2?2 Ay 9.1,,.
Pour ne pas supposer l'existence de dérivées partielles d’ordre <,
je prends pour définition dans le cas n = 2,
$(@; y) = lim LA Y1 D) /(@ Y) — (2t y) (@ Y o)

= ) Hv

v—s ()

On peut d’ailleurs considérer d’autres définitions (#° 10). Aucune

32}(‘

v v je . , . -, o

de ces définitions n’est équivalente i celle de -~ .
dx dy

L RAT Denjoy: Mémoire sur la totalisation des nombres dérivés non som-
mables, dnn. Ee, Norm. Sup,, 1916, p. 127—222 et 1917, p. 181—236.

Ce mémoire est précédé par deux autros:

Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues, Journ. de Math.
1915, p. 100—240,

Mémoire sur les fonctions dérivées sommables, Sull. de la Soe, Math. de
France, 1915, p. 161 —248.
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Pour notre but il est essentiel de rechercher, si la variation
de f(x, y) sur un rectangle r{a <<x<b, ¢c<y<d} c i d. le nomhre

A(fy r)=1(b, d) + f(a, ¢) — fla, d) — 7(¥, ¢)

est déterminée par la connaissance de la dérivée (avec une de ses
définitions) dans » (11—16).

Il se trouve que pour une fonction continue f(x, y) lexistence
de s(z, y) dans » entraine l'existence d'une dérivée par rapport i x,
p(x, y), finie en tout point de », et continue en y (mais non pas
nécessairement par rapport a z), si f(x, ¢) est dérivable par rapport
A a; énoncé analogue pour g¢(x, y)# si gla. y) existe (12, 13),

L’objet principal de ce travail est de montrer que A(f, ») peut
étre calculé par une infinité dénombrable d’opérations au plus, sous
la seule condition que s(x, ) existe en tout point et est connu, sauf
peut étre sur un ensemble de mesure nulle (17).

- Le procédé s'applique sous des conditions plus générales.

Pour la totalisation des dérivées des fonetions d'une seule va-
riable, la distinction d’ensembles fermés (non denses) en ensembles
fermés dénombrables et non dénombrables est d’'une grande importance;
les ensembles parfaits non denses jouent un réle fondamental dans
le caleul totalisant.

Dans le cas de 2 variables indépendantes, il faut distinguer, au
lieu d’ensembles fermés dénombrables et non dénombrables, les en-
sembles fermés que jappelle de seconde sorte et de premiére sorte
(3—1).

[/ensemble parfait (dans le cas d'une seule variable) est rem-
placé par Censemble de premiére sorte en lui-méme.

Je n’énonce les définitions et théorémes que pour le cas de
2 variables indépendantes, puisque l'extension i plusieurs variables
est immédiate.

Définitions. Ensembles, Théorémes préliminaires.

1. Nous entendons par recfangle un rectangle & cotés paralléles
aux axes, done un ensemble a << x < b, ¢ < y < d'). Les sommets
(a, €), (b, c), (b, d), (a, d) seront désignés resp. par 1°r, 2me, 3me, 4me
sommets et les cités

') Parfois nous remplacerons les signes < par =



Y
o
oo

Sur la totalisation etc.

Y= airr <o ou s (all)
B U ¢ ey R O N (Co 1T
y=d, a<lzx<b ou ila d)

X— C = yi=cdy ont (e d
3 sl A AV oot

par 1°7, 2me 3me 4me edtés du rectangle r{a <z << b ¢ <y < d).

Je désigne par i,(e, d) (vesp. i, (a, b), un intervalle appartenant
A lz =um, (resp. y=y,) et d'extrémités (x,, ¢) et (x,, d) (resp. (a, ¥,)
et (b, y,)) et par s, (c, d) (vesp. s, (a, b)) le segment correspondant?).

2. En désignant par % un ensemble fermé (non dense) plan,
définissons Pexpression: portion [1(F, ») de k, déterminée par un
rectangle 7,

Si » ne contient pas de points de £ dans son intérieur, II(E, #)
n'existera pas; si r contient des points de /' dans son intérieur,
LI(E, r) sera 'ensemble des points de [ intérieurs & », augmentd
de leurs points limites sur le contour de r. II([,7) est le plus
petit ensemble fermé coineidant avee £ i Uintérieur de »,

St JI(E, r) existe, ses projections [L(K, r) sur Ox et II (£, »)
sur (Jy existent et sont fermés.

Si chacun des 2 ensembles I7,(k, ») et I, (I, ») contient an
moins 2 points, il existe un plus petit lrectangle r, contenant
(L, r); au contraire, », n'existe pas, si 'un au moins des 2 en-
sembles [T (£, ») et II(E,») ne contient qu'un seul point. Done
pour que i, existe toujours, il faut et il suffit, que IT.(FK, r) et
II,(k5, r) soient parfaits, quel que soit le rectangle », contenant des
points de £ dans son intérieur 2.

Il est & remarquer que JI(E, r,), s'il existe, ne coincide pas
nécessairement avee I1(F, »).

3. Un ensemble fermé F non dense plan et borné sera appelé:

de premiére sorte en lui-méme, si toute portion de k' se projette sur
les 2 axes suivant un ensemble non dénombrable (nécessairement
parfait): £ est alors nécessairement parfait;

de premiére sorte, si K contient un ensemble parfait P de pre-
miére sorte en lui-méme;

de seconde sorte, si I n'est pas de premitre sorte.

{) Intervalle ab, c'est 'ensemble a <Lzl b

s v, z
segment a b, ¢'est 'ensemble ng.rg b,
) €, & d, que K soit de premidre sorte en lni-méme, n® 3.

1#
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Disons que £ est de premitre sorte en M, sl existe dans F,
un ensemble parfait P(M) contenant M et de premiere sorte en
lui-méme; E sera de seconde sorte en M’y si I/ n'est pas de premiere
sorte en M'.

Soit 2 lensemble des points (de £), ol E est de premiére sorte
et Q' sont complémentaire,

Q contient tout P(M), 2 est fermé. Car si la suite de points
de @, My, M,,..., M,,..., tend vers M,, les portions des P(f,),

: : : Sl :
déterminées par les carrés de centres M, et de cotés . augmentees
"

du point M,, constituent un ensemble P(1).

Q est donc le plus grand ensemble fermé de premitre sorte en
Jui-méme, contenu dans £

Ceci rapelle la décomposition d'un ensemble en un ensemble
dense en lui-méme et un ensemble clairsemé (en particulier la décom-
position d'un ensemble fermé en un noyaw parfait en un ensemble
dénombrable).

Un ensemble fermé de seconde sorte est fini on dénombrable
sur toute droite de pente finie non nulle,

Mais £ peut étre fini sur toute droite sans étre de seconde
sorte (Exemple: un cercle).

Un ensemble fermé de premiére sorte en lui-méme peut encore
étre caracterisé comme il suit. Appellons segment d'un ensemble
fermé E les segments s,(y, 6) et s, (@, ), contenant au moins un
point de /75 un segment s, (y, 6) ou s, (a, B) sera dit isolé, 'l existe
un rectangle, ayant ce segment pout diamétre et ne contenant pas
d’autres points de . Alors un ensemble de premiére sorte en lui-
méme est un ensemble fermé ne possédant pas de segment isolé.

Ceci rappelle la définition d'un ensemble parfait comme ensem-
ble fermé n’ayant pas de point isolé.

4. Si la fonetion continue f(a,y) est du type g(x) + A (y) sur
un rectangle r(a < @ < b, ¢ < y < d), le nombre A(f, )=
— (6, B) + /(@ ) — f(y7) — fiay 8) est zéro sur tout rectangle
o(a < &< B,y <y < 0) contenu dans 7; et réciproquement.

Convenons de dire que f(z, y) est du type g(x) 4 h(y) en wun
point M, si M est centre d'un carré y(M), olt f est du type glee)+h(y);
il est équivalent de dire que A(/, ¢) = 0 sur tout rectangle ¢ contenu
dans y(M).



Sur la totalisation efc. 250

Si f(z, y) est du type g(x)+ h(y) en tout point d'un rectangle
ro(as < 2 < by ¢ <y < do)y 13 y) est du type g(x)+ h(g) sur 7,

Il suffit de démontrer que A(f,#;) =0, si r; est un rectangle
quelconque intérieur & r,.

I"aisons correspondre & tout point M de »; le plus grand carré
y(M) de centre M, o / est de la forme ¢(x)+ h(y) et soit 2u(AM)
la longueur de son coté.

Si le minimum de w(1) était zéro, il existerait une suite de
points M, M,..., M,,... tendant vers un point M, de r,, tels que
u(M,) tend vers 0. Aprés une certaine valeur de n, }M, appartient
au carré¢ de centre M, et de eoté §w(M,) >0, mais dés ce mo-
ment w(M,) > L u(dM,).

Done le minimum de «(M) est un nombre positif . Divisons r,
en pg rectangles »{, par des droites paralléles & Orx et & Oy, les
cOtés des r; étant inférieurs & w. Puisque A(f, rj)=0, on a
A, 1) = SA(f, =09 . q. £

b, Supposons maintenant que 7 est du type g(x) + h(y) en tout
point intérieur & » et étranger & un ensemble fermé non dense H
contenu dans 7.

Si I est de premidre sorte, f n'est pas nicessairement du type
9(x) + hly) sur r.

Exemple: soit » le carré 0 <a <1, 0 <y <1, et soit I/ un
ensemble parfait discontinu situé sur la droite y = x et ayant pour
points extrémes 0, 0 et 1, 1.

Soit @ une fonection continue quelconque, constante dans les
intervalles contigus de # et variante en tout point de F, avec
@ (0,0) = 0. Nous définissons f(x, y) comme il suit:

Sur y =z, f(x,y) coincide avee ¢.

Dans le domaine 0 <Cy <Cax<C 1, / est indépendante de .

Dans le domaine 0 <C e <Cy<C 1, / est indépendante de y.

On voit aisément que A(7,») est zéro sur tout rectangle » ne
contenant pas de points de £ dans son intérieur, done / est du type
9(x) + h(y) en tout point étranger i /.

On voit que f est zéro sur les 2 axes, donc si / était du type
g(x) + h(y) sur r, / serait nulle partout, ce qui n'est pas ainsi.

1) On peat aussi appliquer le lomme de Borel et remarquer gue la partie com-
mune i 2 rectangles est un rectangle.
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Il est & remarquer que I ne divise pas l'intérieur de + en régions
distinctes 1).

6. Au contraire,

Si E est ds seconde sorte, | est du type g(x) =+ h(y) sur ry, si
elle est du type g(x)4h(y) en tout point de ry élranger @ K.

Il suffit de démontrer que / est du type g(x)4 A(y) en tout
point de £ ou encore que A est zéro sur tout rectangle appartenant
LRy

D’aprés no 4, nous savons déja que A(f, o) est zéro sur tout
rectangle ¢ ne contenant pas de points de ' dans son intérieur.

Nous utiliserons les lemmes suivants: :

Lemme I: Une fonction continue f(x) d'une seule variable indépen-
dante, constante dans les inlervalles contigus dun ensemble fermé
dénombrable E’, est constante sur tout intervalle contenant des points
de £ :

En effet, soit @f un intervalle contenant des points de £’ dans
son intérieur. L'ensemble des valeurs prises par / aux points de
af est fini on dénombrable, puisque / ne peut prendre de valenrs
différentes en z et 2, que si x et z’ appartiennent & £, ou
si # et #' appartiennent i des contigus différents de A”. Or l'en-
semble des points de £’ et celui des intervalles contigus de A
appartenant & ¢ § est fini ou dénombrable. — Si I'on avait f(a) ==7(5),
/. étant continue, devrait prendre entre a et # toute valeur com-
prise entre f(a) et f(8), c. i d. un ensemble de valeurs ayant la
puissance du continu.

Done on a f(a)=7(8), ¢. q. f. d.2).

1) D'autre part, un segment de droite 8., (0,1) (0 <@ < 1) est un ensemble
fermé divisant 7 en 2 régions; cependant f est de la forme g(r)-}-hly sur r
si elle est de cette forme en tout point étranger a 84, (0, 1).

On aura d’aillears 'occasion de remarquer que la distinction de continu et
discontinu et la répartition d'un ensemble onvert en régions distinctes n'intervient
jamais dans les résultats,

?) Cette proposition est connue. Voir pour 2 antres démonstrations:

H. Lehesgne, Legons sur l'intégration, p. 12
A. Denjoy, Journ de Math., 1915 p, 111

Il est & remarquer que la démonstration exige seulement la propriété de f(r)
de prendre entre a et g toute valeur comprise entre f(e«) ot f(f), si /(o) r{:ll'(ﬁ).
Or, cette propriété appartient non seulement aux fonctions continues, mais aussi
4 certaines fonctions discontinues (Voir A. Denjoy. Enscignement Math, Genéve
1916) savoir les fonctions i préponderance de continuité, en particulier les fonc-
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Lemme II: Soit E" un ensemble fermé non dense plan, se pro-
jetant sur lun des axes suivant un ensemble fini ow dénombrable.
Si A(f,0") = 0 sur tout rectangle 9" ne contenant pas de points de L,
dans son intériewr, f est de la forme g(x)+ h(y).

Nous démontrerons que A(f, #) =0, si »"{a" 2", "' <y<d"}
est un rectangle contenant des points de A dans son intérieur. La
projection de JI(£",»”) sur un des axes, p. e. Ox, est fini ou dé-
nombrable. La fonction de z:

¢z, ¢’y d'’) = flz, d'") — f(=, c")
est continue et constante dans les intervalles contigus de I7,(L", »'").

Done, d'aprés le Lemme T gz, ¢, d”) est constante entre 2 points
quelconques du segment a”, 4", d'ol

A(f, ") =@ (", ¢, d") — @(a’, ¢’y d') = Oncrq fad
Méme démonstration, en introduisant la fonetion

Wy, a”, b)) = f(V"yy) — f(a", ),
si IT,(L", ") est dénombrable.

Passons maintenant & la démonstration de notre théoréme. £
contient nécessairement des points M, centres de rectangles », tels
que l'un au moins des 2 ensembles IT,(E,r) on I1,(E,+) soit dé-
nombrable; sinon /' serait de premitre sorte (en lui-méme).

En ces points M, f(z,y) est, daprés le Lemme II, de la forme
g(x) + h(y).

Si K ne contient pas d’autres points, la propriété est démontrée.

Si, au contraire, £ contient des points M, tels que, sir, est un
rectangle quelconque, contenant 1/, dans son intérieur, les ensembles
I (E,r) et II(K r,) sont I'un et P'antre non dénombrables, ces
points M, forment un ensemble /, qui est é¢videmment fermé. Iin
tout point étranger & £, / est de la forme g¢(z) + k(y).

Soit ki, I'ensemble des points de E,, qui ne sont pas centres de
rectangles », tels que un au moins des 2 ensembles 17, (&) ) ou
I, (E,, r,) est dénombrable.

D'aprés le Lemme IIL /(x,y) est de la forme g(x)+ A(y) en
tout point de [, — M.

Nous définissons ensuite £, F,,.. E,,...

tions approximativement continues, et les dérivés préponderants, en particulier les
dérivées approximatives, les dérivées ordinaires.
L'énoneé est done exact pour ces fonetions discontinues,
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Si E, existe pour toute valeur de n, soit Ew l'ensemble (fermé)
des points communs & fous les E,.

E,, existe; en tout point étranger & £, / est de la forme g(x)+/(y)

Généralement, soit @ un nombre ordinal quelconque. Si e est
de premiére espéce, E, est lensemble des points M, de E, ,, qui
ne sont pas centres d'un rectangle r,, tel que I'un au moins des.
2 ensembles IT(Ey ,,7s) et II}(HE,_,,r,) soit dénombrable. Si e
est de seconde espéce, L, est 'ensemble commun & tous les e, d’in-
dice o’ < a.

Tout K, est fermé et agrégé aux ensembles £, d'indice inférieur.
Done, d’aprés le théoréme connu de Cantor, il existe un nombre
transfini (dénombrable) g, tel que H;= E,, =...; k;_, étant dif-
férent de k.

Supposons que [, contienne des points. D’apreés la définition de
Egy (= Ej), quel qlie soit le rectangle ¢ contenant des points de
E, dans son intérieur, les 2 ensembles I7,(Ej, 0) et 11,(Fp, 0) sone
parfaits. Done £/, est de premiére sorte en lui-méme et E serait
de premiére sorte, contrairement i notre hypofhése.

Done £, ne peut pas contenir des points. Done / est de la
forme g(z) 4+ h(y) en tout point de K, donc f est de cette forme
BUr 74, ¢ q. £ d.

7. Montrons par un exemple que ce nombre f§ peut étre touk
nombre ordinal donné d’avance.

Nous construirons % i Iaide d’ensembles Z(») et u(r) dont voici
les définitions.

Si r est le rectangle a a< b, ¢ <y <d, nous construisons les
segments s, (c, d), xo =a + h ;_‘_'; (n=1, 2,...). Puis nous construi-
sons pour toute valeur de n les 2" segments, se projetant sur Ox

: ; b—a
dans le segment occupant le tiers médian du segment a + —5— <

1

b — : l—c¢ :
<r<<a-+ ‘_)"_a et sur Oy en les points ¢4 Je! o : (=0, 1,...,2"—1).

La réunion de tous ces segments, augmentée du segment s,(c, d)
constitue un ensemble parfait A(r), tel que 4,(r) (déduit de A(r)
comme F; de E au n® 6) existe est est identique au segment s,(c, d).

En remplagant = par y, a par ¢, b par d, nous obtenons un en-
semble analogue u(r), tel que w,(r) existe et est idenfique au seg-
ment s.(a, b).
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Cela posé, prenons pour 7, le carré 0Cr<C1, 0Ty << 1.

Si B=1, on prend pour £ le segment s,_,(0, 1). Si §=2, nous
pouvons prendre pour £ l'ensemble 2(ry). Si f=3, on construit
d’abord I'ensemble A(r,) et puis nous construisons pour les rectan-
gles r;, ayant pour c0tés verticaux les segments shé,"(O, 1) et
S lod, (0, 1) les ensembles A(r;) et pour les rectangles »,’, ayant

(1 il 21)e

pour cbtés horizontaux les segments s,_x

\Ung“
bbbl | , .
s-*lg.+350 5.y ?‘)’ (k=0,1,...,2"—1), nous construisons

»tagatye

les ensembles p(r). L'ensemble E, réunissant ces ensembles, a pour
ensemble %, T'ensemble 4 (7).

En répétant cette construction un nombre fini de fois, on con-
struit des ensembles tels que = nombre fini.

Soit B maintenant un nombre transfini. Sur un rectangle
¥ (a' < ax<b, ¢!<<y<d') ou peut construire de la fagon suivante
des ensembles a(»’) et z(r"), tel que o (") et z,(»") déduits de o et z
comme [, de K aun® 6) existent et sont resp. identiques & s,(e, d)
et s.(a, b).

Pour obtenir a(»), nous divisons »* en rectangles

a bi—a'

/4
A / - I
il g S 57
-

Zn

i r—
y ( gy *-:..“___\d ).

Dans », nous construisons un ensemble e(r;), tel que l'ensemble
e.(r)) existe et est identique & l'ensemble commun & ) et A(»).
a(r') est défini comme réunion des tous les e(r), augmentée du
segment s,(c, d); 6,(r") est visiblement identique i s,.(a, b).

En remplagant z par y, a par ¢, b par d, nous obtenons l'en-
semble 7(#).

Si == 4 1, on peut prendre pour /' l'ensemble o(r).

Si =42, il suffit d'appliquer les constructions des ensem-
bles 4, u, o et 7.

On voit aisément que par application répétée de ces constructions
on peut atteindre tout nombre g.

8. Soit P un:ensemble parfait de premitre sorte en Ini-méme et
soit JI(P, ) la portion de P, déterminée par le rectangle

rla e b cey<<d).

Pour calculer ce que nous pouvouns appeler: la variation d'une
fonetion continue f(x, y) sur l'ensemble complémentaire C(II) de
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II(P, ¥) par rapport i r 1), nous cousidérerons un certain domaine [
constitué d’un nombre fini de rectangles sans points intérieurs en
commun, dont voici la définition.

Donnons nous un nombre positif o arbitrairement; divisons I'in-
tervalle a<<z<h en n intervalles partiels z,_,<lr<lax (r,=aq, —0
dont la longueur est < o. Désignons par 3. la bande verticale
7, < @<, c<_y<d. Alorsles rectangles o constituant [ seront
tous de la forme z,_, <z<lx, y<y<0 (¢ y<iod, i=1, 2.... n)
et seront choisis d'aprés la régle suivante:

Si II(P, B, v'existe pas, ¢ sera le rectangle f§, lui-méme.

Si II(P, 8, existe et si sa projection IL(F, §) sur Oy ne coin-
cide pas aveg le segment ¢ <Xy <<d, il peut se faire ou non qu'il
existe des intervalles contigus de I7,(F, 8) dont la longueur est
>z, —x,,. Dans le premier cas nous prenons pour rectangles o
tous les rectangles @, , << & < ¥, Ly < 0.y P20, étant un intervalle
contigu de II,(P, ), tel que d, — 7y, = o — Tiy- Dans le second
cas, nous dirons que les rectangles ¢ n'existent pas (pour la bande
B; considérée).

Si I1,(P, p,) coincide avec le segment ¢d, les rectangles ¢ n ‘existent
non plus.

Deux rectangles ¢ n’ont jamais des points intérieurs en com-
mun et peuvent seulement avoir des points frontiéres en commun,
gils appartiennent & 2 bandes conséeutives [, et fi,.

Un rectangle ¢ posséde sur l'un au moins des cotcs horizon-
taux des points de P, excepté peut étre dans le cas ou ces 2 cotés
appurtiennent resp. 4 y =c¢ et Hey/=1di

Le nombre des rectangles ¢ est fini, puisque les bandes f, (en
nombre fini) contiennent chacune un nombre de regtangles o,

d—c
D& — T

On voit facilement, que, si u(M) désigne la longueur du demi-
coté du plus grand carré y(M) de centre M, appartenant i r et
ne contenant pas de points de P dans son intérieur, le point M
est intérieur A tout domaine D, appartenant i un nombre << u(M).

De la on déduit que la mesure de ) tend vers la mesure du complé-
mentaire C(IT) de IT 2), sous la seule condition que  tende vers zéro.

1) Voir le n” 25.
) La mesure de C(IT) est la variation de la fonction (@, y) =y sur
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9. ¢(x) étant une fonetion (continue) d'une seule variable, on
définit comme variation V(x,z’) de ¢ sur l'intervalle z, 2 le nombre
9@) — @), (& <)

On définit eomme wvariation relative de ¢ sur @, ' le rapport

— 220 dont le dénominateur n’est autre chose que la vaciation de
ol

la fonetion ¢, (z) = .
Si Vi(x,a’) est nulle, quels que soient x et x', ¢ est une constante;

a une valeur constante pour tout cuuple z, x', (p est une

fonetion linéaire.

Si f(xz,y) est une fonetion (continue) de = et y, nous définissons
comme variation de f sur un rectangle »{r, <l <z, y, <y < 4"}
le nombre '

A(f ) =S (wo's 1o') + F(Xos o) — S @'y Yo) — F(@ay Yo')-

Nous définissons comme variation relative de f sur » le rapport
e ([ 9]
@y — 20) (4" — ¥o)
sente la variation de la fonction 7, (x, y) = zy.

Si A(f, ) =0 sur tout rectangle », / est de la forme g(z) + A(y);
les fonetions du type g(x) 4- /i (y) sont done les analogues des cons-
tantes.

s A(f, »

Ol ——— (% ?— = nombre constant A, pour tout rectangle
(2" —20) (¥ — o)

r, / est de la forme Axy + g,(x) + i (y); les fonetions de ce type

sont done analogues anx fonetions linéaires.

, dont le dénominateur, égal i I'aire de », repré-

Remarquons que A(7, ) ne change pas sa valeur, si Pon remplace
f(x,y) par f(x,y)+ g(x) + h(y). En particulier on peut remplacer
f(zyy) par f(x, y) — fla,0) — (0, y) + £(0,0), sans changer A(7, r);
ou, ce qui revient au méme, on peut toujours supposer que /{2, y)
sannulle sur les 2 axes.

Si 'on remplace le 1°" et le 3™ sommet de r par le 2m° et
le 4" A(7,r) change seulement de signe done —, ——Arl'f" {.),

S Sk (@0 &) (Yo" — ¥o)
ne varie pas.

10. Voiei quelques définitions de dérivées et nombres dérivés,

C(II). On voit done que eetto variation s'obtient comme limite de la variation

de ¢ sar 1), si @ tend tend vers zéro,



Wby

257 [I. Looman:

a) Soit @,y un point fixe, r un rectangle variable de sommets
A, yy 1y )

wy
de la fonction continue f(z,y) sur r, et appelons i® quadrant
(i=1,2,3,4) du point z,y, la région ou doit se trouver le point
o+ u, y-+v, pour que r ait le point z y pour i"¢ sommet. Nous
posons

opposés @, y et & + u, y + v (uv 5= 0),

la variation relative

L, = lim ‘j_(xﬂ 11)’
uv

I, = lim f‘_(‘_’: S[;iv)
T uw

si le point z -+ u, y + v tend vers z, y en restant dans le ¢¢ quadrant.
], et I, sont les nombres dérivés extrémes dans le ™ quadrant;
¢ils sont égaux, il existe une dérivée pour le ¢™° quadrant; si les 8
nombres dérivés sont égaux, il existe une dérivée s(z, y).
h) Soient A(a, B) et A,(a,B) la plus petite et la plus grande limite
Az, y, 1, 0)
O TP

d’indétermination de , sl o+ u y~+v tend vers z,y en

: : |
restant dans le ™ quadrant, de fagon que « <i~\ <B, aetf
v

indépendants de u et de v. Si @ tend vers 0 et § vers co, 4 et
A, tendent respectivement vers des limites déterminées », et I,
que Von peut appeler: nombres dérivés extrémes réguliers. v, et R, peu-
vent étre égaux, sans que l'on ait [ = L.

¢) Posons u= g cos 0, v=gsin 0 et faisons tendre ¢( > 0)
vers (), 0 restant fixe. Soient u(6) et M(8) les limites inférieure

/ Az, y,u, v
et supérieure de Mﬁi ) et posons
UD

4,= borne inférieure stricte de u(6),
B, = borne supérieure stricte de M(0),
pour les valeurs de 6 correspondant au ™ quadrant.
On a n<cA,<<B<Hh.
On peut avoir 4,= B, et en méme temps r; < A, et B, <R,.
d) Le point # + u, y + v tend vers 2,y dans le i™® quadrant en
v |

| - i’

restant dans la région O < i < e Si nous désignons par o,(a’)

A(x,y,u,0)

et Y(e') les limites inférieures et supérieures de
uv

, alnst
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obtenues, ou voit que o,(a’) et X;(e’) tendent vers des limites déter-
minées s,, et S, si ¢’ tend vers zéro.

. s |V vE,
Si l'on remplace la condition 0 < &7 < a par la condition
| 2

|
v : .
8< || < oo on définit des pombres analogues s, et S,,.

(jn a évidemment [, <Cs, <S5, <L, et [(<<s) << S, <x L.
e) Soit y un carré variable de cdté u contenant z,y dans son
intérieur ou sur son contour et soi A*(a{; ¥) la variation relative de
f sur y. Posons ‘
C = lim A(:; }’). ¢ = lim A(%, %)

u=)

=0 u

On a: le plus petit des nombres /,<Ce<C C<C le plus grand
des nombres L,.

On ne voit pas immédiatement que I'égalité ¢= C n’entraine
pas nécessairement /,— L,. L’exemple suivant montre que 4 peut
étre zéro sur tout rectangle contenant un point O, sans que l'on ait
l,= L, au point 0.

Soit O le centre de coordonnées; nous divisons le plan en 8
octants par les 2 axes et leurs bissectrices; nous les numérotons
I, II,..,, VIII, dans I'ordre ot l'on les rencontre en déerivant un cercle
de centre O et en partant du demi-axe des x positifs.

f(x, ), nulle sur les axes, sera définie ainsi:
[z, y) =ylx— y), dans I et V,
f(x, y) =x(x — y), dans II et VI,
f(@, y) = x(x + y), dans III et VII,
f(x, y) =— y(x 4 y), dans IV et VIIL

Si y est un carré quelconque de edté u, 'contenant le point 0O,

Pun (au moins) des sommets, soit xy, yy, appartient & I ou & I1, les

autres sommets sont alors (xg — #, yy), (X0 — t Yo — ), (Fas Yo — U)-
Il faut démontrer:

TAE !/o) + f(xg — 1y ¥y — u) = f‘(-'ro — U, Yo) + /‘('ro' Yo7 u).

Si @y, 1o appartient i I, resp. i IT, le sommet oppose Zo —u, ¥o —
appartient & VI, resp. & V et l'on vérifie immédiatement:

/'(.-Tﬂa yu) o f(;rl‘ — Uy Yo — U) = (‘rﬁ L .’/{J) (o + Yo — ")
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Le sommet z, — u, 1, appartient & III ou & IV; le sommet
i, Yo — t appartenant alors resp. & VIII et VII, on a en tous les
cas: f(zy — vy Yo) + /@y Yo — 1) = (2 — Yo) (o + Yo — 1)

Done A(f,y)=0.

Cependant L= —1, L=+1 (i=1,2,34)").

Cas. ot A(f, ») est déterminé par Ia connaissance d’une dérivée
dans ».

11. Considérons d’abord les nombres /, et L.

Si @(x) est une fonetion continue d’une seule variable indépen-
dante, on sait que l'existence d'un nombre dérivé médian ou extréme
zéro d'un certain cité invariable entraine la nullité de la variation
@ (b) — @(a), quels que solent a et b2

Un tel théoréme n’existe pas pour les nombres /; et L.

En effet, nous allons donner des exemples de fonctions continues,
telles que [, = L, =0 en tout point (i fixe) sans que A(/,») soit

1} Toute fonetion f(x, y), nulle sur les axes et dont la variation est nulle sur
tout carré contenant l'origine des coordonndes, est connue en tous les octants,
§i elle est connue dans l'un d'eux, p. e. dans I. En considérant diverses catégo-
rice de carres, on trouve:

10 =0 sur les bissectrices; (carrés dont un sommet est dans 0)

90 f prend des valeurs opposées et égales en 2 points M et M,

a) symmétriques p. r. & la 2¢ bissectrice, M dans I ou II, M’ dans VI ou V
(carré dont 1 sommet est sur la 2° bissectrice),

b) symmétriques p. r. & la 1° bissectrice, M dans I1I ou VI, M" dans VIII
ou VII (carrés dont 1 sommet est sur la 1° bisseetrice),

30 f prend des valeurs ¢gales en 2 points N et N’, situés sar une méme droite
z=ux, (ou y=y,) dans des quadrants différents et ayant pour distance le nombre
|y | (vesp. |y, ) (carré dont 2 sommets sont sur l'un des axes de coordonndes).

N et N sont dans I1 et 111, ou IV et V, on VI et VII, ou VIIIL et I.

De la résulte immédiatement da propriété énoncée.

On voit facilement que dans I, f satisfait a Péquation:

fx, ) — fld—y, d—x)+fly, 2ty —d)—fla, 24y —d=0 (z<d<x4Y),

et que réeiproquement, toute fonction dans I, continue, satisfaisant a cette dgquation et
nulle pour z==0 et pour y =, détermine une fonetion f(z, y), nulle sur les axes
et dont la vaidtion est nulle sur tout carré contenant 0,

On vérifiera que toute fonction du type () —ple—y) — o)+ ¢ 0),
p ¢tant une fonction continue d'une seule variable, satisfait 4 1'équation et
<annulle pour x==0, et pour y—x=0. Notre exemple correspond & P (ir) = Y,

) A, Denjoy. Jowrn. de Math. 1915, p. 175.

La démonstration exige seulement la continuité du c0té opposé 4 celni ot
l'on considére le nombre dérivé zéro.
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identiquenant nulle. Done A(f,r) n'est pas déterminé par la con-
natssance d'une dérwée finie, supposie existante, pour un méme qua-
drant invariable.

Exemple: Soit f; (z,y) =y, pour y —z< 0

—ux, pour y —x = 0.

Dans chacun des demi-plans y —ax<C0 et y —a =0, fi(x,y)
est du type g(x) + A(y), done A(f,,») =0, si r appartient entiére-
ment A un de ces demi-plans. i

Sur la droite y —a =0, les rectangles servant & la définition
de 7, et L, sont encore situés entiérement dans y — x>0, ceux
qui servent pour /, et L, dans y—2<C0, done en tout point
==ty =il —0:

Cependant /,(a, ), nulle sur les demi-axes positif n'est pas
indentiquement nulle dans le premier quadrant.

Géométriquement ===/, (x, y) est représentée par un diedre
ayant pour aréte la droite o =y =2, les 2 faces passant resp. par
I'axe des x et l'axe des y (positifs).

Exemple analogue, si I'on exige §, = L, =0 ou [, — Ly =0.

Cet exemple montre que les nombres /, et L, ne possédent pas
un théoréme de la moyenne généralisé, comme les nombres dérivés
des fonctions continues d'une seule variable, et comme la dérivée
sconde généralisée.

12. f(x, y) étant une fonetion continue, je désignerai par df (z, y),
D (z, y), d7(x, y), et D (x, y) les nombres dérives extrémes de f
par rapport & x au point a, y; par d; (z,y). ete. les nombres déri-
vés par rapport i y.

La signification de &} [ D} (x, y)], DF[DF(x, y)] sera alors évidente.

Je vais démontrer la proposition suivante:

Si I, et L, 1Y) sont finis au point Ty, y,, on a:

19 si Df (2o, 10) €st + oo (resp. —oo), il existe un nombre po-
sitif o, tel que D} (xy, y+v) =+ o0 (resp. —oo) pour 00 5

20 gi D (x,, yo) est fini, le nombre D} (x, y) est continue a droite
par rapport ¢ y au point xy, Yo et lon a

L << dF (Do, yo)| << DF[DF (2, o)l << L.

Théoyéme analogue pour di(zy, yo) et (en fchangeant x et y) pour
D} (2, yo) et dy (X, Yo)-

1) On voit facilement les changements i apporter si I'on remplace I, et L,

.

par les autres nombres & et L, (i=2,3, &),
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Démonstration: A tout nombre positif &€ ou peut faire cor-
respondre un nombre positif g, tel que les 2 inégalités

0Cuo 0CvLo

entraipent

e (o, Yo +0) +7 (o Yo )—7 (@0 415 yo)—F (%o, Yo +2)
o
(1). h—e)v< oty Yo +0) —F (o Yo+9)

14

<Ly +e.

et ) — oy 90
u

< (Li+€)v

= — fle+u, yo) — f (2o, 1 S A

10 Si' DE(xg, 4,) = lim —( T ‘%)" ~/ (o, ) = -} oo, il existe
w~=-+0 3

une suite de nombres positifs wu, u,,..., #,,... tendant vers 0, tels

que

_I-(xg + un? .“}0?3 —"f (;TOT 3/0) tend Vers + oQ.

Le rapport

ﬂl‘n A -N,,a_y-{-v'i)-é—-_/_'@ o “tf’) >.f(-?'@ + Uy .%3 — f (204 o) 1+ (e

(0 <v< ¢, v indépendant de n)

n

tend donc aussi vers -+ oco. Done Df(z,, y,+v)=+00 (0="v < 0).

Rt A .+-—”!_y_{]3 __J;_r?"yu) — 00, On a aussi
=)
lilll‘f(r°+3[‘ Yo) — S (%, .’/0)

=0 u

= df (xy, Yo) =— ©9,

done Z—(f€°-+l-£’—3&l—_j&cglyf-] tend vers — oo, quelle que soit la fagon

ot u tend vers 4 0. Mais le rapport

fla ‘ — f(xy, y,+v To- 2, Yo) — [ (T4
Flrt k) o, ) Skt ) =100 1, 4
tend aussi vers — oo, u tendant vers 40 d'une fagon quelconque.
Done D (2, yo-4) = d (2, yo+v) = — 00 (00 < @)-

20 Si Di(x,, y,) est fini, il existe une suite de nombres positifs
Upy Usyeony U,y... tendant vers 0, tels que
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f(-‘Eo-i-N,., :’/o)_".f(xm o)
U

lim"

= Dj'(-r“ y0)1

n

mombre fini.

F @ty Yo+ ) — (-Tw Yo + )

i

Done toutes les limites de sont

n

Ainies et = D (xy, yy) 4 (I, — €)v. D'olt

D (xy, yo+v) = DF (o, o) + (L — ©)v.

Est-ce que Df(ry, yo+v) peut étre > D}(zy, yo) + (Ly+£)v? Nou,
car alors il existerait une suite de nombre wu, tendant vers 0, tels
[(o 2, Yo+0) — /{0, %)

: tend vers D} (xz,, i) + (Ly+E&v + @
L

<que

/(@ +u, Yo) — f(xo 1_!/0_)

u

(0 < w), dot résulte que le rapport aurait

au moins une limite = D} (x,, y) + @, ce qui est impossible, Dounc
qnous avons

(h— &) << D (g, yo+v) — D (2, 9o) << (Ly+-8)v (0<Ko < 0)
d'olt résulte que DF(r,+y,) est continue i droite par rapport i y
et que ses nombres dérivés extrémes i droite par rapport & y sout
compris entre [, — ¢ et [,4¢ inclusivement. Done, ¢ étant arbitrai-
rement petit,

L <df|DF) << DD < L.

Méme raisonnement pour df(z, y). Enfin, pour démontrer Ia
jproposition pour DF et df on part de la double inégalité

(g 1ty Yo + n) — [l yy)
v

(2) (,—&)u <

(o, yotv) — flig
l‘

« W)
0 & (Ly +8)u
i lu(luelle s';tpln]i:luu un raisonnement comme ci-dessus!)

1) Le raisonnement et les résnltats subsistent, si l'on romplace los nombres
! ot L, par les nombres s,,; ot S, dans (1); et par les nombres 8,1 et 5z g duns
(2). Voir n® 10.
Si 'on veut seulement obtenir la continuité de I)j'(,r. i) et r]}'{.:‘, i) par rap-
port & y an point @y, y,, il suffit de supposer que lo rapport
fxo4u. ¥y +0) + f@o, o) — S + 1, Yo) — Fxyy iy +0)
u

tend vers (), si ¥ et r tendent vers - 0.

[
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13. Démontrons maintenant le théoréme suivant ?):

St en tout point d’une droite déterminée x = xz,,

1° I, et L, sont finis et égaux, = o(z, y).

20 1, et L, sont finis (ou, condition moins réstrictive, si

f@tu y+v)+1(@ y) — Flatu y) — 1z, y+o)

(14

tend vers 0, pour u= +0,v=—0), alors, s’il eriste un seul point
Ty Yo, 0it J posséde une dérivée a droite par rapport o x finie pt (x4, y,),

a) f posséde en toult point z,, y une dérivée @ droite par rap-
port a x finie p*(zq, y); :

b) cette dérivée p*(zy, y), continue par rapport & y, posside une
dérivée a droite par rapport a y, = a(z, y).

Démonstration. Tout point up,y, ol Df(z,, y) est infini
(resp. fini) est, d’aprés le théoréme du n° 13 (énoncé pour [, et I,
et pour /, et L,) centre d'un intervalle i, (y—o, ¥+0), en tout
point duquel DF est infini (resp. fini).

Les deux ensembles K, ol D, T(x,, y) est infini, et £’ ou, D} (x,,y)
est fini sont I'un et l'autre des ensembles ouverts; ils sont complémen-
taires, done Pun d’eux ne peut pas exister; ¢’est évidemment E, puisque
au point x5,y, DF est fini. Donc DF est fini en tout point x,, y.

De méme, df(x,,y) doit étre fini en tout point de la droite
o

D’aprés n® 12, df (x,, y) et Di(x,, y) sont continues par rapport
a-y et puisque nous avons supposé [, = L, = o(z, ), on a

df [d¥) = Df |df) = df [ DF] = D [Df] = o(z,y)

c. i d. df(xy,y) et Di(xy,y) ont en tout point x,,y une dérivée
i droite par rapport i y —= o(z, y).

De méme, pour obtenir la continuité de ]);l‘(x, y) et de ({_j‘(x, y) par rapport
a y, il suffit de supposer que

S (@4t Yo +2) + S (%0, Yo) — S (@4, o) — S (#d, yo+1)

L}

tend vers 0, si w et v tendent vers 0,

On peut encore faire d'autres hypotheses,

) 11 est évident, qu'en obtient des énoncés analogues, en remplagant les in-
indices 1 et 4, par 1 et 2, on 2 et 3, on 3 et 4 ou en échangeant les indices
d'un méme couple,
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Ils coincident au point xy,y,, par hypothese, done ils coincident
en tout point de z = x,, donc en tout point de cette droite / admet
une dérivée i droite finie pt(x,, y) par rapport & =z, continue par
rapport & y et admettant une dérivée i droite par rapport & y, égale
a o(x,y); c q. f.d

Remarque: En particulier, si tous les nombres I, et L, sont égaux
entre eur pour T, = x, ¢t = s(xy,y), ¢ . d. 'l eviste une dérivée
en tout point de la droite x = x,, et s'il eriste un seul point Z,, ys,
olt | posstde une dérivée par rapport A x, en tout point T, y, il

&)
P

- re ' c . r
existe alors une dérivie p(z,,y) continue en y; - existe et = $(Zy, y).
oY

Méme remarque pour g(z,y,) si I'on remplace r, par y, et y
A :
4

par @3 o existe et = s(xy, ¥).

Il existe alors méme une differentielle totale premiére, comme
il résulte de la formule:

£ (@0 + 1 Yo +0) — %oy o) W @+t yo) — S (o s Ya)
Vo2 + o2 Vur 40t u o
4+ Sy +0)— (@0, 40)
l/u’ + p? v
: no Az, y, u, v)
- /e rei et L A 4
e Vur + vzlu Tk o

13. bis. Soit r le rectangle a <l x < b, ¢y < d.

Ni les conditions 1° et 2° du n® 13, sont vérifiées pour tout
nombre x4, a < xg < by (¢ <y < d), je dis que A(f, r) est entidre-
ment déterminé par la connaissance de o(z,y) en tout point de r.

Posons, en eftet,

@z, y) = f(x, y) + F(a,¢) — (@, ¢) — /(a, ¥),
pour asCx < b, cy<\d.

@(x, y) satisfait aux mémes conditions que f(x,y) dans r.

De plus ¢(x,¢) =0 pour a <« =< b, done admet une dérivée
par rapport a x pour toute valeur Zp, a <% < b. Donec d'aprés
n® 12, @(x, y) admet en tout point de r une dérivée i droite par
rapport & x, z(x,y), celle-ci est continue par rapport 4 y et admet
oz, y) pour dérivée a droite par rapport a y. Done, puisque une

fonetion continue d’'une seule variable est déterminée par sa dérivée
0 *
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a droite finie, existante en tout point, et par sa valeur en un point,
7t(xg, y), nulle pour y — ¢, est entiérement déterminde (e <y < d)
par o(zy, y'), et @(z, y,), nulle pour z — a, est determinée par 7|z, y,)
(a < & < x). Done '

A(f.r) = @(b, d) est entidrement déterminé.

14. A(f,r) peut étre déterminde moyennant d’autres hypothéses.

Soit » le rectangle a < z < b, ¢ <y <d.

Supposons que:

1° 3l eriste une infinité dénombrable de droites Y = Y., partout
denses sur r, telle qu'en tout point x, y, lis 4 dérivés extrémes par
rapport a z, ¢. a. d. d7, D7, dt, Df soient finis.

20 4l existe une pleine épaisseurl) de droites « = &,, telles qiien
tout point o,y (¢ < y < d) lune au moins des 2 hiypothéses suivantes
soit vérifiée:

a) b, Ly, |, et L, sont finis,

b) Iy, Ly, I; et Ly sont finis.

3% si Uhypothése a) est vérifiée, ou bien |, = L,, ou bien (4=l
st Uhypothése b) est vérifide, oit bien 1, — L,, ou bien I, = L,.

En désignant cette valewr commune par ©(2o, ¥), A(fy7) est entis-
rement déterminé par la connaissance de T(x, y).

Démonstration. Puisque une fonetion d’une seule variable
& nombres dérivés extrémes finis, posséde une dérivée sur une pleine
épaisseur, & chaque droite y =y, correspoud une pleine épaisseur
L, de valeurs de u telles que dr = D = di—= D —n(z, ),
« appartenant i £, Les ensembles /. ont en commun un ensemble f,
complémentaire d’'un ensemble de mesure nulle., Si x, appartient
a By, on a en tout point Zos Yuy € A d. sur une infinité dénom-
brable de points partout denses sur lintervalle i, (e; d),

dy = Dy =dr = D = pla, y,).

L’ensemble des valeurs de x, pour lesquelles  Phypothése 20 est
verifiée, posséde en commun avee £, une pleine épaisseur /).

Soit x; un point de £ et y, un point de Uintervalle (e, d). Il suit
du théoréme du n° 12, que si au point x,, ¥, le cas a) se présente,
les 2 nombres di(r), y,) et DY (x5, v,) doivent étre finis et doaux
entre eux; done pf(z, y,) existe. De méme, si au point x;, y,, le
cas b) se présente, d (x;.y,) et DI (x,y,) sont finis et éganx entre
eux et p; (r;, y,) existe.

) e. & d, ecomplémentaire d'un ensemble de mesure nulle,
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Il existe donc une fonction @(z, y). définie quels que soient z,
appartenant & [ et y appartenant A 'intervalle (¢, d), coincidant avee
p(%o; ¥a) 8UX points z,,y,, avee pt(zy,y) ou p(z,y) resp., aux
points x,, y ol le cas a) resp. le cas b) se présente. p(x, y) est conti-
nue par rapport a y, car @(x,y) = lim @(z,y,), si y, tend vers y,
-donc =1lim ¢(x, ), si 4 tend vers y, puisque tout (2, y) est
lui-méme limite de (=, y, .

De notre hypothése 3°), il résulte (d’apres n® 13) que () (= ap-
partenant & k) posséde une dérivée unilaterale finie, = o(z, y), quel-
que soit y appartenant & Vintervalle (e, d).

Done pour une telle valeur de w, la variation de @(z, ), c. i d.
le nombre @(z, y) — p(x, ¢), est entidrement déterminée par la con-
naissance de o(x, y) pour cette valeur de .

Considérons maintenant f(x, #,); puisque f(x, y,) est & nombres
dérivés finis par rapport & z (hypothése 1°), la variation de /' (pour
cette valeur y,) par rapport & x, est entiérement déterminée par la
connaisance de la dérivée g(r, y), sur la pleine épaisseur K.

Done, /(x,y.) - fl(a,y,) étant enticrement déterminé et y, étant
partout dense sur lintervalle ¢ < y <d, A(f,r) est entidrement
déterminé.

15. Démontrons maintenant que:

A(7,r) est entidrement déterminé, par la limite A(r,y) de J(’i;}’)
supposée existante et finie, y étant un carré quelconque contenant x, y,
le coté u tendant vers 0,

I1 suffit évidemment de démontrer, que A(/, ») = 0, si A(x, y) =0
en tout point de »r.

Pour cela, je démontre d’abord, que:

Si 4(/ 1)

mes ()
au moins un point M’ intéviewr @ ', tel que A(M')= w — &, et au
moins un point M", tel que A(M") < w + &, € étant un nombre positiy
arbitraire, donné d'avance.

En eﬂ"et, puisque f(x,y) est continue, il existe un rectangle r,
dont le rapport des edtés = nombre rationnel p/y (p et ¢ nombres
entiers), et tel que
A(f,r) _Alfn) A7)

4= 4 £ = W+ ¢
mes (r) = mes (r,) < mes (r)

= w et si A(x,y) existe en tout point de r, il existe

W — &=
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Divisons »; en pg carrés égaux.
Sur I'un au moins des carrés ainsi ‘obtenus, soit y’. on aura:

i 1
A(7, Y) ?};j‘ A(f, )

On a aussi: mes y = ! mes r,, done
24
A(f, y' )
Um)>duﬁﬁ>wu&

mes (')~ mes r,
De méme, il existe au moins un carré y”, tel que

A(f, "
AN oo
mes (y")
Divisons le carré p’ en 4 carrés égaux; sur l'un de ces carrés,
i 2 A7, v . :
soit y;, on a g—(—ﬁ’—'t},-)— = w —- & On peut déduire de y; un carré y;,
mes %, ‘

comme y; est déduit de ', et ainsi de suite. On obtient alors une
suite de carrés
Piy Y arimny Yive
tels que y,., est contenu dans y, et que mes (y,,,) = 4 mes . Il
existe donc un point M’ et un seul appartenant i tous les y., et
I'on a
AMN) = o — &,
A7)
mes v,
D'une maniére analogue, on trouve un point M”, tel que
A(M")<< @ + & Done notre lemme est établi.
Supposons @ == (.

puisque l'on a, quel que soit n, -~ @0 — &,

: © : 0
Si @ >0, prenons = _; on voit que A(M)=> .

o (0] ‘ ‘ — |
Si @ < 0, prenons £ = - ; on voit que A(M)<<-—-.

Done en tout cas, ou trouve un point, on 4 = 0.

Done si A(x, y) =0 en tout point, @ = A(/, r) doit étre 0, ¢. q. f. d.

16. Un raisonnement analogue permet de démontrer que 4(/, ry)
est entidrement déterminé par la dérivée régulitre) o(x,y), supposée

1) Voir n% 10 b), o(x, ) est la valeur commune des 7 et R, supposés égaux

entre eux.
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existante et finie en tout point de ry, si l'on fait Uhypothise complé-
mentaire, que pour une suite régqulidre de rectangles r, ayant un point
a(f, 1)

tend wvers zéro, c, étant le
mes ¢, i

x, y pour sommet, le rapport

plus petit carré de sommet .y contenant r,.

Le caleul totalisant.

17. 1l est est bien facile de former des fonections dérivées s(x, y),
non sommables au sens de Lebesgue?).

En effet, si @(x) est une fonction continue d'une seule variable
indépendante, admettant une dérivée non sommable (), la fonction
continue f(x, y) = y(z) est telle que

A fletu y+v) — f(z+u, y) — [, y+0) + f(x y)

uy U

. pletu) - g2

i "

done s(z, y) existe et = ¢'(z), done s(z, y) n'est pas sommable, car
toute fonction sommable est sommable par rapport & x pour une
pleine épaisseur de valeurs de .

Nous avons démontré, que si s(z, y) existe (et est finie) et si
nous supposons f(a, y) =f(x, ¢)=0 (ce qui est toujours permis),

5

5 . r ¢ -

p existe et est continue par rapport a y, ﬂp existe et =s(x, ¥).
' y :

e
. . [
(De méme ¢4 existe et est continue par rapport a x et ,)'i — y)).
C

,

s(z, y), dérivée d’une fonction continue en y, est done totalisable
sur chaque droite paralléle & Oy (et sur chaque droite paralléle & Ox)

1) Dans ce qui suit, j'entends parfintégrale toujours UVintegrale double, ¢, & d
lim & mes, ens. {l g Sla, ) < ligy ) (les & étant une échelle de nombres allant

de — o & -} 0o0) pour une suite quelconque de subdivisions, telle que max ({4, — k)

tond vers zéro,

1 o
Pour calenler Uintégrale répitée /-.IT [a‘(.r, y)dy, si cette intégrale a un

aens, il fandrait ealenler fs‘(.r, y)dy pour une pleine épaisseur de valeurs da x,

<
<o qui exigerait une infinité non dénombrable d’opérations, Or, notre but est de

me pas sortir don dénombrable,
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Totalisons (y) T'¢s(z, y) = plx, d) — p(a, c). :
p(@, y), continue pas rapport 4 y, peut avoir, par rapport &

toutes les discontinuités de la fonction dérivée la plus générale.
Done, pour pouvoir caleuler

A7) = (@) T p(=, d) — p(x, ¢)).

il faut calculer (y)(7s(x,, y) pour une pleine épaisseur de valeurs
de xy, c. & d. il faut effectuer une infinité non dénombrable d’opé-
rations.

L/objet des pages suivantes est de donner une méthode exigeant:
seulement I'emploi d’une suite dénombrable de calenls,

Faisons d’abord une remarque générale.

: e, A(f, r
Le nombre s(z, y) étant la limite du nombre A1) dépendant
b mes ()

du rectangle », le probléme de I'intégration 1) est de retrouver A, vy
pour tous les rectangles r.

1) Tout revient, comme nous verrons, 4 donner le moyen de trouver un en-
semble fermé E, agrégé i un ensemble formé F (non dense, donné quelconque)
€t non dense sur E, en debors duquel la totalisation puisse étre effectué, si elle
est déja effectude en dehors de K., A I'analogie de la totalisation dans le cas lind-
aire, on pourrait étre tenté de tiror parti de la décomposition du complémentaire
de ' en régions distinctes R, Ry,....R,,...; ticher de définir la totalisation
pour lintérieur de R,, puis pour le domaine D, , correspondant & &,; puis ticher
de réunir D,, ot D,, si D, et D, ont des points en commun, ete, Mais un exem-
ple simple montrera que la décomposition du complémentaire de K en régions.
distinctes ne peut pas jouer un role dans la totalisation.

Soit @(x) une fontions continue, dont la dérivée P’ (x) existe en tout point
du segment 0,1 et admet pour ensemble de points de non-sommabilité un certain
ensemble parfait /f de points extrémes O ot 1. La fonction _f(.r, )= 'é!l'lq)("i}'
définie sur le carréd Og:_‘xg]: Ogygl, admet une dérivée 8(, 3])‘“—'2.']']7"(1-')..
dont I'ensemble des points de non sommabilité est constitué par des segments.
8 (L 1), 2, appartenant 4 H,

L’ensemble complémentaire est composé d'une infinité dénombrable de régione.
distinctes,

Définissons maintenantfl(x’ If) sur le rectangle 0T 1,—1 y<(1:
=7, y), pour 0 <y < 1 y =0, pour — 1y < 0./(x) posséde en'tout
point une dérivée s, (@, ), dont l'ensemble des points de non-sommabilité est le
meme que celui pour fiz, y). Maintenant I"ensemble complémentaire est une seule
région.

Cependant les difficultés de la totalisation sont les mémes.
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Or, A(f, r) dépend continiiment des 4 paramétres, dont dépend 7,
Done il suffit de donner le moyen de caleuler A(f, ') pour tous
les rectangles +, en infinité dénombrable, dont les coordonnées
des sommets sont des nombres rationnels. Nous les appellerons ree-
tangles & sommets rationnels. Si ro est donné quelconque, A(f, »)
peut étre calculé comme lim A(/; r’), »* tendant vers r,.

19. Si s(z, y) est sommable sur le rectangle »(a<x<b, e < y<d),
on a [l'égalité

A7) =f/s(.r, y)dxdy V).

(r)

Dapres les propriétés de I'intégrale de Lebesgue, on a:

/fq(.r, y)dxdy :/1&/@(_1‘, y)dy,
= (r) E ¢

E  désignant la pleine épaisseur de valeurs de x,, pour lesquelles
d

[s(xf,, y)dy a un sens.
-

«

D'aprés n® 17, et les propriétés de la totale de Denjoy on a:

j $(xe, y)dy = (y) Ts(xo, y),

done puisque dans le caleul de la totale les valeurs sur un ensem-
ble de mesure nulle peuvent étre négligdes,

Sz fs(a, 91y = @) T2 T30, ) = A(; ),
| i e. q. f. d.

20. Supposons maintenant s(x, y) non sommable.
Dans tous les cas, s(r, y) est la limite de la suite de fonetions
continues
fe4w., v.)+f(2, y) — S (241, y) — [z, y+v.)

w,v,

1) (Mest senlement dans les démonstrations que nous utilisons les intégrales
et les totales répétées, pour le calen! nous nous servons exclusivement de l'inté-

grale double,
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u, et v, étant deux suites de nombres, non nuls, tendant vers 0. Done,
d’aprés le théoréme de Baire:

Quelque soit Pensemble parfait P, Uensemble des points au voisi-
nage desquels s(x, y) n’est pas borné sur P, est non dense sur P.

A fortiori,

lensemble H des points, au voisinage desquels s(x, y) est non
sommable sur P. H est non dense sur P.

H est évidemment fermé.

L'expression ,s(x, ) est sommable sur P, signifie que la fone-
tion o(x, y) = s(«, y) sur P et =0 en dehors de P, est sommable.

21. Soit E T'ensemble (fermé, non dense, d’'aprés 20) des points
du plan au voisinage desquels s(z, y) n’est pas sommeable, Pour tous
les rectangles r,, & sommets rationnels, ne contenant pas de points
de [ dans leur intérieur, ni sur leur contour, nous calculons A(f, r,)
d’aprés la formule:

4, ) = [ fs(z. g)dady.

(ry)

Liintégration besgienne sera appellée la premiére opération de la to-
talisation.

Les rectangles r, étant en infinité dénombrable, nous n’effectuons
qu'une infinité dénombrable d'opérations,

22. Soit maintenant r, un rectangle & sommets rationnels. con-
tenant des points de /A sur son contour, mais n’en contenant pas
dans son intérieur.

D’aprés la remarque du n® 17, nous caleulons A( £, »,) suivant la
formule

A(f, ry) =lim A( £, ),

en désignant par r; un rectangle variable, intérieur & r,, et tendant
vers r,; A(/, r;) est déja connu (n® 21).

Le caleul de A d'aprés cette formule sera appelé la seconde opé-
ration de la totalisation.

Les rectangles », sont en nombre nul, fini ou infinité dénombrable.

Dés & présent, quel que soit le rectangle »,, ne contenant pas
de points de £ dans son intérieur, A(f, r,) peut étre supposé connu.

23. Supposons que les rectangles r; et r,

1° ne possédent pas de points de K dans leur intérieur; *
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2° possédent un coté en commun et soient situés de part et
d’autre de ce coté. Supposons que ce coté contienne des points de I
et appelons », la réunion de ry et 5.

Il résulte de la definition de 4, que 'on a:

A(S; r) = A(F, 13) + A, r3).

Le calcul de 4 d'apres cette formule sera appellé la troisiéme opé-
ration de la totalisation.
24. Effectuons maintenant la décompositinn:

E=P+0Q

P = l'ensemble (parfait) des points olt / est de premidre sorte

@ = l'ensemble des points an voisinage desquels /7 est de seconde
sorte (n® 3). '

Nous allons démontrer, que, si r, est un rectangle quelconque ne
contenant pas de points de P dans son intérieur, A(f,r,) peut fire
caculi en appliquant un nombre fini ow infinité dénombrable de fois
la premiére, seconde, et troisiéme opérations.

Pour cela, nous caleulerons A(/, ¢) sur tous les rectangles o
i sommets rationnels, ne contenant par de points de P dans leur
intérieur; ces rectangles sont évidemment en infinité dénombrable.

Soit O Oy iy il O S S D s

la suite d’ensembles fermés, définis au n® b.

Il existe un nombre fini ou transfini dénombrable g, tel que
Ey= K, =...= P, E;_, tant différent de P.

Nous distinguons successivement les cas suivants:

1) ¢ contient des points de £, (dans son intérieur), et ne contient
pas de points de E, (ni dans son intérieur, ni sur son contour).
Soit ¢ le rectangle @ < ax << 8. y <y <0

Tout point de I7(F, ¢) étant centre d'ur rectangle, tel que la
projection de la portion correspondante de [, sur 'un au moins
des deux axes, est dénombrable, on voit, en appliquant le lemme
de Borel, que I7(k, ¢) est compris dans la réunion de 2 ensembles
fermés H et K, H étant constitué de segments s, (y, d), I, est fini ou
dénombrable; K étant constitué de segments s, (. §), K, est fini ou
dénombrable.

A tous intervalle contigu @, <= x < f,, de H,. il correspond un
rectangle o, {@,<z<f,, y<y<0}, tel que HH(H+ K. 0,)=II(K, 0,).
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L’ensemble complémentaire de IT(K, 0,) par rapport i o, est divisé
en rectangles (en nombre fini on infinité dénombrable), ou A est déja
connu. De ces nombres on déduit A( 7, 0,) en appliquant la 2me et
gme  opération en nombre fini ou une infint¢ dénombrable de
fois, d’une manitre analogue & celle employée dans la totalisation
de Denjoy 1). '

Apres avoir calaculé A(f, o,) pour toute valeur de m, on calcule
A(/; o) au moyen des A(f. 0,) de la méme fagon que A(f, a,) a été
calculé.

La démonstration, que le résultat obtenu, est exactement A(f, o),
se fait & I'aide de la proposition du n® 9.

I bis) ¢ contient des points de A, sur son contour, mais non
pas dans son intérieur.

On applique la seconde opération, A étant caleulé pour tous les
rectangles du cas 1°).

2¢) ¢ contient des points de £, dans son intérieur, et ne con-
tient pas de points de £, dans son intérieur, ni sur son contour.

On opére comme dans le cas 19).

2 bis) p contient des points de #, sur son contour, mais non
pas dans son intérieur.

On opére comme dans le cas 29)

De li on passe au cas 3), 3 bis),... n), n bis),... Si L, existe,
et si ¢ ne contient pas de points de /, dans son intérieur, ni sur
son contour, A(f, o) est deji caleculé dans un des cas n,) ou n, bis),
n, ¢tant un certain nombre fini.

De la on parvient au cas

o bis) ¢ contient des points de A, sur son contour, mais non
pas dans son intérieur, et ainsi de suite.

Arrivé 4 l'opération de rang £), il ne reste qu'a effectuer l'opé-
ration de rang { bis), pour avoir 4(f, ¢) sur tout rectangle o, ne
contenant pas de points de Ly = P dans son intérieur.

Dés lors A(f, r,) peut ttre supposé connu, quel que soit r,
n'ayant aucun point de P pour point intérieur; on n'est jamais sortie
du dénombrable.

25. Définissons maintenant la quatriéme opération de la totali-
sation.

P étant un ensemble parfait de premiére sorte en lui méme, r

') Voir Denjoy. Ann, Se. Ee, Norm. 1917 p. 192,
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un rectangle contenant des points de P dans son intérieur, soit C(II)
I'ensemble complémentaire de II(F, r) par rapport & r.

Suvit @ un nombre positif arbitrairement petit, ' un domaine -
correspondant & o (voir n° 8) et désignons par V(f, 1)) (variation
de f sur D). la somme des variations de / sur les rectangles p,
constituant ).

V(f. D) = ZA(f, o).

Alors, si lim V{/, D), pour @ = 0, existe, nons dirons, que la

variation Vi f, C(II)) de f sur C(II) est difinie et nous posons:
V(f, C(II)) =lim V(f. D).

w—0
Le caleul de V(7. C(IT). (si ce nombre est défini), sera la
quatriéme opération.
Il suffit évidemment. de choisir une suite de nombres décrois-
sants. tendant ‘vers zero,
Q13 Wy y3ss Wysos

de construire des domaines correspondants,

L Dty LS

et de caleuler

hm V{(/, D,)

"o

26. Soit /” I'ensemble (parfait, de premiére sorte en lui-méme),
du n? 2b. '

D'aprés n® 20, l'ensemble (fermé) H des points de . au volsi-
nage desquels s(x, y) n'est pas sommable sur /°, H est non dense sur F.

Soit M un point de /> — H.

Nous dirons que A(/, ») est caleulable au voisinage de M, si M
est centre d'un rectangle y(M), tel que:

1° V{7, C(I(P, r))} est défini sur toute portion II(F, r) appar-
tenant & (P, y);

20 il existe égalité entre les 2 nombres:

A(fy r) et // o, y)drdy + lim V(f, D).

=0
(r)

Y o(z, ¥) = s(x, y) sur P
= (0 hors de [

L'intégrale //Uu‘, y dedy existo évidemment pour tount rectangle r ne
.
(r)

contenant pur de points de H dans son intérieur, ni sur son contour,
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L'ensemble des points M, au voisinage desquels A(f, ») est
caleulable, est évidemment ouvert sur P. Son complémentaire K par
rapport & /7 est donc fermé; K comprend évidemment I,

27. Nous voulons démontrer que:

Llensemble K des points de P, au woisinage desquels A(f, r) est
non calculable, K est nou dense sur P.

Il suffit de démontrer, que toute portion IT(P, r,) contient un
point M, au voisinage duquel A(f, r) est caleulable; pour ecela il
est permis de supposer que », ne confient pas de points de H dans
son intérieur, ni sur son contour (puisque H est non dense).

Nous établirons l'existence de M:

1°) Si II(P, r,) contient une portion ZI(F, ;) constitué de seg-
ments s,(c, dq); 5 est le rectangle ay < & << b, o) <y < dl.

S1 TI(F, ry) ne'satisfait paq a 1%, mais si [T(F, r,) contient une
portion II(F rg), tel que I7,(1. r5) coincide avee le segment aj=Cle<Ch,.

3¢ S1 II(F ro) ne satisfait ni & 19), i & 29)

Done l'existence de M sera établi dans tous les cas.

28. Dans le premier, resp. le troisitme cas, IL (P, rj), resp.
IL(P. r,) sont des ensembles parfaits discontinus. Désignons »; dans
le 1° cas, et r, dans le 3™¢ cas, par r{a<Cx<(b, e<_y<d} et soient
a, <z < {1, les intervalles contigus de IL (P, »). A tout intervalle
a,3, correspond un rectangle ;-"(_a,,\;t < f., c=<y<<d) ne contenant
pas de points de J7 dans son intérieur.

En désignant par », un rectangle quelconque intérieur & r, (sens
large), nous posons

PN ER .1(: :
el w-q,) )

i
Nons allons voir que:
Tont point (@,. y,). (¢<Zyo<<d), est soit premier sommet, soit
! 0, o ! )
o ' 4| i 5
quatritme somamet d'un rectangle, tel que R A (‘Sy l‘""’ 8t
. g :
A est la variation de [ swr ee rectangle.
Tout point (B,. yo) (e=<yo=<d), est soit le deuxiéme, soit le qua~
’ 4] 1
trieme: sommet dun rectungle, tel que =S
. b rj ({1___(:)/4,
1) Ce nombre est analogue & lUoseillation relgtive dans le cas d'une seule

variable. Voir pour cette notion:
Denjoy Journ. de Math. 1915, p. 166.
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Démontrons p. e. la premiére partie.

Soit a, <Sx< B, 7.<<y<.d,, un rectangle ou | A(r;)| atteint son
maximum. Nous prolongeons ses 2 cotés horizontaux (s'il le faut)
jusqu'a leur rencontre avee z= @,. On obtient (sauf dans le cas
a,=ua,) 2 rectangles nouveaux, ayant 'un et I'autre le point a,, y,
pour 1¢ sommet et @,, d, pour 4"° sommet et I'on voit aisément

4 1
== u,. (Si
Bra)@—=9= 2"\

’ 1 s (r3 <
a,=c,, I'un de ces rectangles est nul, l'autre coincide avec le ree-
tangle, sur lequel le maximum est atteint). Désignons ce rectangle

que sur 'un de ces rectangles le nombre

par ».’.

Prolongeons le coté vertical & droite jusqu'a sa rencontre avec
y=¢ et y=ad. Cette droite verticale et r = @, déterminent avec une
droite quelconque y ==y, (c=yo=<d) et les 2 cOtés horizontaux res-
pectifs de », 2 rectangles (dont I'un peut étre nul). Sur I'un de
ces 2 rectangles le nombre -HL = L 7:‘_&-;)_ s ",.

& B -a)d—¢)” 2(8,-a)d—c)= 4™

On voit en considérant respectivement les hypotheéses: e<Cyy <y,
Vol Yo < 0ue 0, yp=<d, que ce rectangle peut avoir le point a,, ¥,
aussi bien pour 1° que pour 4™° sommet,

Done notre énoncé est établi.

La seconde partie se démontre d'une fagon analogue.

29. Apellons: nombres g, au voisinage de w, (xr, appartenant
a II)) les nombres g, correspondant aux intervalles contigus a,, 3,
au voisinage de x,.

Supposons que l'ensemble des nombres o, at voisinage desquels
les nombres u, ne sont pas bornés, soit dense sur II,, en autres termes,
contienne une portion I, de II,.

Puisque tout point @,, ¢ est premier sommet d'un rectangle .,

A(ry) b A () Hiet
B e (det) =} u,, done i fortior R (AT 1 .,

” S
ensemble des nombres: |4 "),_ st non borné an voisinage de tout
mes (r,)

tel que

pOiﬂt de [[;.

D : gl e 1 roit quil
4 appliquant un type de raisonnemmen connu '), on voit qui

) Voir pour ce type de raisonnement Denjoy, Journ, de Math, 1916, p. 149,

On applique le principe suivant:
St Pensemble dénombrable M, est partout dense sur U'ensemble parfait (con=
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existe un ensemble partout dense R sur II,, tel que tout point x,
de R est premier sommet d’une infinité de rectangles v, dont la

A : A 1
longueur des eotés horizontaux tend vers zéro avec —, le nombre
n’
(Ao, ()]

mes b,,p(uoj
Si la suite de rectangles », contient une suite partielle ». telia-
r A

tendant en méme temps vers oo.

que la longueur des cites verticaux tend aussi vers zéro avec —,

1'
I'un au moins des 2 uombres |7, et ‘L, | est oo au point x, ¢

Si une telle suite n'existe pas, il existe évidemment une suite
de rectangles »), tendant vers un segment limite s, (¢, d).

On voit aisément que dans ce cas le nombre __’JEQ%’_ ne peut
mes (r,)
tendre vers +4oco que si Pun au moins des nombres by Loy Uiy L,
est infini au point ¥y, 0, ou si I'un au moins des nombres dr et
| DF  est infini, soit au point x,, ¢, soit au point Xy, 0.

Done, en supposant by Ly, U et Ly finis (en particulier en suppo-
sant leristence d’une dérivée s(z, y) finie). Uensemble des points x, de
11, au voisinage desquels les uombres w, ne sont pas bornés, cet ensem-
ble est non dense sur P,

Méme consequence, si I'on suppose Z,, L,. l; et L, finis,

30. 11 existe done, d’aprés n® 29, un rectangle r, (a, Luby, e <y<d)
appartenant & », tel que les nombres w, sont bornés sur IL(P,r)
par un méme nombre fini A.

s(£, y) est sommable sur I7(/, ).

Je dis que, dans le premier cas, A(f, ry) est caleulable an voisi-
nage dun point quelconque M intéienr & (AT

En effet, soit 7, un rectangle quelconque, appartenant i p, ot
contenant des points de P dans son intérieur.

Considérons la fonetion de ., (@, <z < by):

Px, cg, dg) = flx, dy) — f(x, ¢,)

tinu ou disedntinu, & un nombre quelconque de dimensions), ef i le point M, est
intérieur & un domaine w,, il existe un ensemble R partout dense sur I’ el dont
chague point est intérieur & une infimité de domaines o,

I est appelé un résiduel, savoir un ensemble situd sur £ ot dont la complé-
mentaire relativement i P est, ou bien non dense sur I’ ou bien la réunion d'une

infinité dénombrable d'ensembles non denses sur P
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Cette fonction @ posséde les propriétés suivantes:
1° ¢ est continue:
2° @ posséde en tout point une dérivée finie = p(x, dy) — p(x, ¢,)
3° p(wx, dy) — p(a, c,) est sommable sur I (P, r,) et l'on a:

f [z, &) — p(#, e)]dz = / ' / s(a y)dady = f f olz, y)dxdy.
(r)

IL(E ry) 7 ()

Démonstration analogue & celle du n° 19.

40 L/oscillation relative de @(x) autour de IT,(P, »,) est bornde,
et la variation de ¢ autour de IT,(P, r,) est définie. En effet, si ap
est un intervalle appartenant & un intervalle eontigu «,f, de II(F, ry),
on a évidemment

fﬁ'(ﬁ, Cas dﬂ):;quaawﬂzal"fe) [
g.— «,

Done on a, d'aprés les propriétés de la totale de Denjoy:

< (d —¢) A.

A(f: re) == (by, Ca, do) — @(ay. ¢y, dy) =

[p(z, du) — plz, o)) dz +2W (g, @, B
IT.(F, )

en désignant par W(g, a,, 8,) le nombre ¢(8,)— ¢(a,), et en éten
dant la sommation sur tous les intervalles contigus de ZZ(F, r,).
Construisons maintenant un domaine [ correspondant & un
nombre positif @ assez petit.
Les rectangles ¢ constituant D, ont tous lours cOtés horizontaux

Sur y =¢ et y = d, done on a:
V(f, D) = 3A(p) = 2 W(p, &, f),

sl @ < o < f esat la projection de ¢ sur (x, aff appartient & un
intervalle a,f,.

Done V(7, D) = somme des variations de @ sur un certain
nombre  d'intervalles a.ff,, intérieurs & des lllti:‘.l'\'ﬂ“(_‘,s contigus
a3, de ®; un intervalle @,f, contient au plus un intervalle «, g, ot
lon w: o) — @, < 0, f— i < 0 | |

Done, puisque la variation de ¢ autour de II(P, r,) existe,

19 lim V(f, D) existe;

w=0

20 Cette limite est X W (g, a,, 8.).
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Doue:
dfsr) = [p(x, &) — p(z, ¢,)]dz + S W(gp, a, Ba) =
I(Fr) N
=/fa(.r, y)dzdy + im V(7, D), e q. fd
w=0
]

31. Désignons maintenant par r(a lx < b, ey <d):
le rectangle 7, (n® 30) pour le troisiéme cas,
le rectangle r; (n° 27) pour le deuxitme cas.
L'ensemble des points = de IL(P, r), tel que le segment s, (e, d)
appartient & II(P, ), est un ensemble fermé non dense sur I7,, s'il
existe. L'ensemble complémentaire est done ouvert et partout dense
sur IT(F, r); z, appartenant i ce complémentaire, le segment 8, (¢, d)
contient & la fois des points de 1I(P, r) et du complémentaire C(II)
de I1(P, r); ces derniers points constituent des intervalles i(7, 0),
dont l'un au moins des extrémités appartient & I7(F, r). Pautre
pouvant appartenir & y —¢, ou y=d, sans appartenir & I7(P, r).
L'ensemble des points z,, 7 et des points z,, d est partout dense
sur JI(P, r)Y). '
Considérons les nombres
muxcr5 pl ) — p(x, y')

— 1)

e

Puisque p(x, y) est continue par rapport & y, le segment s,(y, d)
contient au mains deux points x, y, et =z, y, tel que

E'(_’f_.’ﬂ)i— _PL“U_:_ _.’/1) f
oF==29

On voit aisément que 'un au moins des 2 nombres

P&y —Pp@ Y| [p@E ) —p )
di=1y ==

est Z=4pn et de méme l'un au moins des 2 nombres

p(x, 6) — p(a, yz)i ot P(xa 0) — PE’ yl)i.

0 —y d—vy

') Ces points n’existent pas dans le premier cas,
) plx, y) désigne la dérivde de f par rapport & @, ou plus généralement [a
dérivée 4 droite (dans ce cas g(x, y) est la valour commune de I, et L)
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Done a fortiori chacun des deux nombres:

nm\ plzy, 6) — p (=, y) | max p(x, y) — p(z. y)

y=v=d ¥ ot y=v=d > ey
d—y Y=t

est au moins égale & §pu.

32. Supposons que lensemble des points de II(P,r) au voisinage
desquels lées nombres p ne sont pas bornés, soit dense sur II (ou
contienne une portion [I* de IT).

Il en est donc de méme de l'ensemble oti les nombres:

max | p(x, 6) — P(J' y)l max | p(z, y) — p(x, ¥)|

Yave Gy > t;t yayal : o Ak

d—y yEsY
ne sont pas bornés.

FAL I . ’ : i
En remarquant que tout rapport P& YY) B,( ¥) est limite d'une

y'—y

: A(S, )
suite de nombres s r, désigne un rectangle variable, ayant
le segment s, (', y) pour edté gauche et dont le edté horizontal tend
vers zéro, on démontre, par un raisonnement analogue & celui du
n® 29, l'existence d'un résiduel R de I1', dont tout point est premier
sommet d’'une snite de rectangles », dont le coté horizontal tend

a(s,
mes [
au n® 29, on démontre, que cela est incompatible avee Uhypothése de
nombres 1, Ly, l, et L, finis en tout point, et en particulier avec
lexistence d’une dérivée finie s(x, y).

On peut aussi considérer les nombres I, Ly, {3 et L.

33. On peut donc déterminer toujours une portion IZ(F, ry) do
l'ensemble II(F, ») du n® 31, sur lequel les nombres u sont bornés
par un nombre fini B,

Je dis que, dans le dewriéme cas, A est calenlable aw voisinage
de tout point intérieur o II(P, ry).

Soit 7, un rectangle intérieur & r, (sens large), tel que [I(F, r)
existe; 1l faut démontrer que l'on a:

vers zéro, et sur lequel le nombre teu(l vers 4+ co. Comme

A(f, ry) =/fn(x, y)dzdy + lim V(f, D,).
-0
(ra) -y
Tout domaine I, est la réunion d'un nombre fini de rectangles
O du type o, STUST g, 1 STy Sty Sans points intérieurs en
commoun,
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Posons Yu(x) =0, six n'appartient pas i Pintervalle Ty lalx:
(@) = p(a, v,) — p(a, 1), sl r appartient 4 Pintervalle
A
Soit
Pu(z) = S, ().

la sommation étant étendue sur tous les rectangles g,. :
L'intervalle i, (u,, ) appartient & un intervalle i,(7. 0); done

plE, v)—p(z, w,) | < M(6—y) est borné, donc Y. (x) est intégrable,
On a: |@.(z)| < M(d—e¢), donc @.(7) étant mesurable, est inté-

grable.
Done:
by by Iy
V{7, D,) = ZA(f, 9,) = .S/?})k (7) dx = f.}??p(x)dx e ./‘rp,,{.z;) da.

A T'aide de cette expression nous allons démontrer que lim Vi FEgt Al
| oW
W=

existe. Il nous suffit de démontrer, d'aprés le théoréme de la pas-
sage & la limite sous le signe / pour les fonctions bornées, que

®.() tend vers une fonetion limite hornde ),

Nous posons:

P (@) = (¢ 2 ddy) [ p(a, 0) — p(xo, 7)),

le second membre désignant la somme de la série absolument
convergente des nombres p(z,, d) — p(x,, ?), si les intervalles i, (0, ),
sont les intervalles contigus (sil en existe) de lensemble fermé
(s'1l existe) commun i Su(Cay dy) et JI(P, r,). Si aucun intervalle con-
tigu n’existe, nous posons P(ry) = 0; si I'ensemble fermé pour z = x,
n'existe pas, nous posons P(ao) = p(, dy) — p(q, ¢5).
@(x) est une fonction bornée de z2),

Je dis que ¢,(x) tend vers plz) ).

L'ensemble commun & D et z— &y, s'il existe, est un nombre fini
d'intervalles, intéricurs aux intervalles contigus de la section de II(Pry)
avec r—z,, tendant vers le systéme d'intervalles contigus, si @, tend
vers (. @,(z) pour une valeur de = différente des points de division

') Tout au moins en exceptant une infinité dénombrable de valeurs de @ an
plus,

?) @(x) est la variation de plae, ¥) sur I'ensemble complémentaire de 'ensemblo
commun & x =, et J(P, r,).
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« n'est autre chose que la variation de p(x, y) sur ce nombre fini
d’intervalles. D'olt résulte, en remarquant (comme au n® 30) que la
variation de p(x, y) autour de Vensemble {II(F. r,). x5} est définie
que’ @,(«) tend vers g(z). Dans les cas particuliers olt x =, (x,
différent des x,) ne contient pas de points de C(II), ou de II(P,r),
@, (x) = @(x) aprés une certaine valeur de o,.

Si @ appartient au systéme des x; pour une infinité de valeurs
de n, il peut se faire que lim ¢ () n'existe pas, mais cet ensemble
est de mesure nulle.

Done on a:

hmV(f, D,) = llm / Pa(2)de = ftp

Il nous reste i démontrer I'égalité des 2 nombres A(/, ry) et

fﬂ(.!‘-. yydxdy + lim V(7. D,).

Wy =0
(rg) it}
g

Or, pour une pleine dépaisseur £ de valeurs de . /a(.r. y)dy

g

existe, et 'on a ffr(r y)drdy = /‘d,rfn x, y)dy, done le second

membre de I'dg ahtv A démontrer ‘qmvnut i

/|rp (2) + f ) dy) dx.

On voit aisément que la fonetion i intégrer est égale & ple, dy) —
—plx, ¢;), done. puisque f(x, d) — /(x, ¢) est une totale indéfinie

par rapport i r:

/-fa(.r. y)dady + im V(f, D)= /[ pla, dy) — pla. c)]de = A(F, 73),
Yo 0y =2 ¥ .
e. q fd

34. Désignons maintenant par r(a-Za<b, e<y<d) le rectangle
r, du n® 33, pour le froisiéme cas.

['ensemble IT,(F,r) est parfait discontinuj sur I1(P, r) 'ensem-
ble des points x, y et x, & est partout dense. En désignant par
a,f3, les intervalles contigus de Z1(F, r). méme I'ensemble des points
a,,y ot a,, 0, et celui des points f,,y et f,. d est partout dense
sur [I(P, r).
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Considérons les rectangles »/, dont un eoté vertical appartient
a un intervalle ¢, (y, d), #, étant un point @, ou f., et dont la projection
r, sur Ox appartient & un intervalle contigu de I7.. En désignant
la longueur de s aussi par 2., nous considérons les nombres

A7) : - - .
¥ = max —— o, 81 Iy, 0 et y sont fixes et » varie.
(0 —7)

Considérons en particulier les rectangles () et »'(d), ayant pour
sommets les points x,, y et x,, d, et se projetant sur Oz dans ».
On voit facilement que les 2 nombres

max ;’?(E;E’)?J et max i‘,d—h((c;"ﬁj),r)

sont au moins égaux i 4.

En supposant que l'ensemble des points de II(P, r), au voisinage’
desquels les nombres » ne sont pas bornés, soit dense sur II(P, »),
on obtient une contradietion analogue i celle déja obtenue aux
n 29 et 32.

Done, si s(z, y) existe et est fini, lensemble des points de II(P, r)
aw voisinage desquels les nombres v ne sont pas bornés, est non dense
sur II(P, r).

30 Il existe done toujours une portion II(P, »,) de 1P, r)
telle que les nombres v sont bornés par un méme nombre fini

Je dis que 4 est caleulable au voisinage de tout point intérieur
a II(P, r).

Désignons par r, (ay,<<z<bh,, g Y <ly) un rectungle appartenant
a ry, tel que TI(P, r,) existe; nous choisissons une suite de nombres
déeroissants, tendant vers zéro: Wy, We,.... W,,... et nous construisons
des domaines Dy, ,,..., D,.... correspondants, Si » est assez arand,
il existe parmi les rectangles ¢ de D des rectangles g,, ayant
leur cdtés horizontaux resp. sur y = ¢, ot Yy = dy et encore d'autres
rectangles g,.

Eerivons :

V{f, D) =3A4(/, o) = JA(f, 0,) + JA(S, 0.).

On voit, comme au n® 30, que XA( 7, 0,) tend vers S[/(B,, d) —
— f(B,.c)— fla,, d' + f(a,, )], en désignant par @[, les inter-
valles contigus de TI(P, »).

En désignant par g, , la projection d’un rectangle p, (z, <x<x,,
Yya<<y<y:) sur Oz, g, , contient en général des points de J1(F r,)
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dans son intérieur et g, est la réunion d'une infinité dénombrable.de
rectangles g;, ayant méme hauteur que g,, et se projetant sur Ox
comme les intervalles contigus de [I.(P, ry), (deux des g; peuvent se
projeter suivant des parties d’intervalles contigus), et d'un ensemble
parfait de segments s,,(s, yo). Lies nombres p(xy, y3) —p(®q, ;) sont
bornés et les nombres | A(g;)| sont en rapport borné avee g, . done

47 e =A% e+ [1ples 40) — ple: ya)lda:
(I g, 2)
[aisons la sommation sur les rectangles g, (en nombre fini). On a:
JA(S, ) = (A, )] + 2 [ play o) — p(a, ys]d.
r’:. 0=

Comme au n® 33, on montre que, si « appartient & IT,(F, ry).

; b
..E/[p(.r, yo) — plx, ys)ldr (que l'on peut éerire aussi /q’.!"(_j',') dz,
Il 042 :a

en posant ¥, (x)=p(r, Y3.2)— p(x, s, 4), 81 & appartient & 17 ,et=0,

@y ky o

si @ n'appartient pas a I7, , et o (x)=2,(x)), tend vers /ap(.r.)d.r.
.

en définissant (), pour x appartenant i I1,(F, ) comme nous avons
fait au n® 33 pour x quelconque.

Nous démontrerons que J[XA(/, ¢i)| tend vers 0.

Ce nombre ¢tant la somme d'un nombre fini de séries absolument
convergentes, nous pouvons prendre les termes dans un ordre quel-
congque. !

Faisons d'abord la somme des A(/; 3i) correspondant & des rec-
tangles g, se projetant dans un méme intervalle contigu w, de 71,,
cette somme est inférieure & € X w, X (d — ¢).

En faisant maintenant la somme sur les intervalles contigus de I7,,
NOus voyons:

S(IA(f, e2) < CX(d — ¢) X mes (projection des @i sur Ox).
Or on voit facilement que cette mesure tend vers zéro avec w,
Done X(JA(/, i) tend vers zéro.
Done lim V(7 D,) existe et -

SUf By d) — 7By 0) — () +S (@, O+ [ @)
11,
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« On voit, comme au n°® 33, que l'on a:

/m(x)c[x:‘/fa(x, ydxdy =/[p(.r, d)  pla,c)], et qhe ce nombre
1, 1.

auvmenté de S‘{f(ﬁp, d) f(,B,,,—c) — fla,, d) + fe,, ¢)} est égale
a A(f, rs
Donc on a:

Al )_// o(z, y)dzdy +LEmV(f, D), e q f d

gy =0
(r) %

36. Ayant démontré que lensemble K des points de P, au voi-
sinage desquels 4 est non calculable, est non dense sur F. soit a
un rectangle a sommets rationnels, étranger & K et contenant des
points de F»— K dans son intérieur.

Tout point de II(F, r,) est centre d’'un plus grand carré y (de
demi-c6té u) tel que 4 est caleulable sur tout rectangle »* intérieur
& 7. On voit que le minimum des nombres » est un nombre posi-
tif u, (cf. n® 4). Divisons », en un nombre fini de rectangles »; (de
coté <Tu,) et caleulons les nombres A( 7, ). On trouve ensuite A( £, r,)
par la formule '

: A( S, roy= ZA(f, ro).

En appliquant la 2%° opération, ou trouve A(/, r) sur tous les
rectangles & sommets rationnels, qui contiennent des points de K
sur leurs contours mais pas dans leur intérieur.

37. Décomposons: :
/¢ ]'1 + (r)| (Vt)il‘ no 24).

Nous sommes dans le cas étudié, /) étant remplacé par K, nous
faisons des caleuls analogues; et ainsi ‘de suite. Nous obtenons une
suite d’ensembles fermés:

E PP Pl e S plE e

w? )

dont la définition est évidente.

Chacun des ensembles étant non dense sur les précédents, la suite
s'arréte 4 un ensemble nul & un certain rang fini ou (lt"'mnnhx:uhlc.

Arrivé & ce rang, nous connaissons 4 sur tout rectangle & som-
mets rationnels, aprés avoir fait seulement une tnhmtv dénombrable
d’opérations.

La totalisation est done effectuée.
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SER BRI ENIGEEINY

De verzameling der punten, waar voldaan is aan een der
ongelijkheden

i > L; (diss. § 102),
heeft de maat nul.

De stelling van diss. § 6 kan bewezen worden zonder
ordinaalgetallen.

Hulpstelling I van § 6 laat voor meer onafhankelijk veran-
derlijken nog andere generalisaties toe dan de stelling van § 6.

Een continue functie £ (x, y), die in elk rechthoekig gebied
buiten een niet dichte afgesloten verzameling E van de maat
nul, samenvalt met een functie g (x) + h: (v), valt overal
samen met cen enkele functie g (x) | h (y), als in elk punt
van E de getallen [, L, i, Li, of ook de getallen ¢ en C
(diss. § 10 ¥ en 9) eindig zijn.

5. Het is mogelijk, om, onafhankelijk van de stelling van Baire,

een rij continue functies te construeeren, die convergeert
tot een gegeven approximatiefl continue functie (meer alge=
meen een functie a prépondérance de continuité vooreenzelfden
kant) of tot cen gegeven approximatieve afgeleide (meer
algemeen een nombre dérivé prépondérant). ¥)

6. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde, dat een functie

-.._‘l

£ (x, v) van begrensde totale variatie is (in den zin van Harbpy),
is, dat op elke afgesloten verzameling de variatie gedefinieerd
is (in den zin van § 8 van dit proefschrift).

Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde, dat een afges
sloten verzameling van de 2e soort is (diss. § J3), is, dat ze
begrepen is in de vereeniging van een aftelbare oneindigheid
van rechten x == const. en y const.

*) Hicrover verschijnt een mededecling in Fundamenta Mathematicae, dl. V.
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10.

11.

122

13.

14.

Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde, dat £ (x) het
verschil is van 2 convexe functies, is, dat f (x 4 y) van
begrensde (2-dimensionale) variatie is ten opzichte van x, y.

Dat men langen tijd een functie £ (x) continu noemde, als
ze tusschen a en b elke waarde aanneemt tusschen £ (a) en
f (b), (verschillend ondersteld), komt waarschijnlijk hier-
door, dat men alleen aan discontinuiteiten van de le soort
gedacht heeft.

Van de uitkomsten van dit proefschrift zijn toepassingen
te maken in de complexesfunctietheorie.

In Math. Ann. Bd. 83, pag. 120, laat H. Hake de vraag
open, of iedere functie, integreerbaar volgens Prrron (in
meer uitgebreiden zin), ook integreerbaar is volgens Denjoy.

Deze vraag moet bevestigend beantwoord worden.
Bovendien bestaan er functie’s, integreerbaar volgens Dinjoy
(in den meest algemeenen zin), die niet integreerbaar zijn
volgens Pirron®).

Dat van een continue functie f(x) de variatie £(b)— f(a)
bepaald is door de gegeneraliseerde 1¢ afgeleide:

¢ (x) — lim S s J_‘_(X_—- u)

2u '

U=—r=0

kan op verschillende manieren aangetoond worden.

Er bestaat voor het lineaire continuum een redeneerprincipe,
dat analogie vertoont met het principe van de volledige inductie.

In dit proefschrift mag een zekere puntverzameling toegelaten
worden, waar de afgeleide oneindig is,

. Is f(z) een continue, eenwaardige complexe functie, die

in elk punt binnen zeker gebied een eindig of oneindig
differentiaalquotiént heeft, dan is de verzameling van de
punten, waar f'(z) = = is, nergens dicht en van de maat
nul; de verzameling P van de singulariteiten van f(z)
bevat in elke omgeving van elk harer punten, punten die
op een continuum binnen P liggen.

*) Hierover verschijnen elders uitvoeriger mededeelingen.



16. Ten onrechte ontbreekt in Hosson ,, Theory of functions”,

18.

19.

o
3%

24 Ed. vol. I, de vermelding, dat dcl in § 91 en § 112
behandelde splitsing van puntverzamelingen op hetzelfde
neerkomen.

. De figuur van de 10 rechten, die door alle exemplaren van

cen Ssvoudig oneindig lineair stelsel van quadratische oppers
vlakken gesneden worden in de puntenparen van eenzelfde
involutie (Cn. v. Oss, diss. Utrecht 1916, Hfdst. VIII, § 7,
blz. 159), bestaat uit de 10 gemeenschappelijke bisecanten
van 2 kubische ruimtekrommen.

Een convexe kromme heeft in alle punten (afgezien hoogstens
van een aftelbare oneindigheid) een raaklijn.

De verklaring, die DEmser en Uise (Leipziger Berichte, 1917)
(Ann. der Physik 55, 387, 1916) geven van den schijnbaren
vorm van het hemelgewelf, is niet bevredigend.

Het ,Prinzip der beschrankten Arithmetisierbarkeit der
Beobachtungen” van Bernstem (Math. Ann. dl. 71, blz. 419)
dient met voorzichtigheid toegepast te worden.

Het bewijs, betreffende de uniciteit van de ontwikkeling van
cen functie naar veeltermen van ABEL, voorkomende in de
dissertatie van A. A. Nyranp (Over een bijzonder soort
geheele functién, blz. 69, § 48) is van geen waarde.

Le principal gage des progrés de Iesprit est dans 'instinct
qui nous pousse a quitfer sentes et chemins pour monter
droit a la source des faits. A. Denjoy.
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