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VOORREDE
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De vele sierlijhe eigensehappen van de kegelsneden en have
mentgouldige toepassingen in de natuwrwetenschappen wmaken hare
studie Boetjend en belangrik.  Zeer wellom wes mij om die
reden, wooral mel ket ooy op mifn academisch procfschrift, hel
voorstel van den Hoogleeraar VAN REES, z¢ nog wit een yeheel
ander oogpunt le beschowwen en ne te goon, welke Fkrommen
autstonden  door omkeering van de voerstralen der  hegelsneden.
I ontveinsde wmij echter de bezwaren wict aen eene dergelijke
tagk wverbonden, degr er zoo weiwig door de wiskundigen aan
gewerkl was. Hel eenige fock, wat ik over dit onderwerp hed
}.rmmm vinden, was eene verhandeling van geometrischen awrd von
vanpELiN (Nouveaux Mémoires do I Academie Royale des
seieneos ot belles-leitres de Bruzelles, Tom. IV, 1827). Il
onderlinge verband van de verschitlende krommen, die elsdan ont-
sloan, en hare opmerkelifhe comstructien deden mij cvenwel spoedig
beshuilen, deze stwdie le owdernemen.  Hiervam Gied ik den lezer
in de volgende bladzijden het resultont aan. '

By blijft mij nog een aangengime pligé te vervullen over. Ik
gevoel er behoefle amm U, Hoogleeraren der Wis- en Naotusr-
kundige Foculleit, wmijn tnwigen donk le 5eﬁmigm voor de lessen
die it van U heb ontvangen, en de belangstelling, die G i
steeds elt betoond.




Bovenal ben ik aon U veel verpligt, Hoog Geachite Lromotor ,
Hooy Gelecerde BUTS BALLOT! Uw onderwijs, Uwe welmeenende
raadgevingen , de bereidvaardigheid , waermede G mij steeds, ook
bj ket Lewerken wvan dit progfschryft, hebt bigestoon, el zijn
alle weldaden, die steeds cene dunklore herinnering bij mij leven-
dig aullen houden.

Ontvangt ook @i Hoog Geleerds Heeren VAN REFS e¢n BOEK
de bijzondere betuiging ven mifue erlenteliftheid ! Ofschoon ik
stechis forlen tid onder Thoe leiding heb Fummen doorlrengen , zal
loch de wangenome indruk van Uw onderwijs en Uwe welwillend-
fucicl mij omveranderligh bijhiijven.

L kean wict eindigen , zonder ook U ITooy Geleerde Heeren
der Wis- en Nutwyrlundige Faculleit der Grominsehe Hoogeschool
sigjue donkbaarheid te betuigen.  Woest verzekerd, dal &% nimmer
de weldaden el vergeien, die Qi mi) bewezen Tebtl

Tnzonderkeid Gif, Hooy Geleerde Hoer ERMIRING, kebt mij
adtijd el vaud en daad in mijne studicn bijgestuon. Gy kebt tigd
nock mocite gespaard om i lust en ijver voor de matwnrweten-
sehappen i le Loezemen.  Ontonng daarvoor mijnen welgemeenden
dank en bUF voortdwrend voor wij, wu Gij 200 lamy voor wmij

geweest pije I
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HOOFDSTUK 1.

Algemeens vergelijking der omegekeerde kegelsneden.
Beschouwing van eenige bijzondere gevallen.

§ 1. De algemeene vergelijking der kegelsnedon i1s:
Ax? 4- By? + Cxy + Dx 4+ Ey + F = o . (D).

De vorm van deze wordt eenvoudiger door aan te nemen,
dat de cobrdinaat-assen evenwijdig zijn aan de hoofdasscn der
kegelsnede. Het is duidelijk, dat alsdan de term in xy wegvalt,
waardoor men geraakt tot de uitdrukking:

Ax* 4 By? 4+ 2Cx + 2Dy + F =0 . (2)
In deze is de beteekenis der constanten blijkbaar eene anderc,
dan in vergelijking (1).

Tit de vergeliking (2) laat zieh die i polaire codrdi-
naten gemakkelijk afleiden. Is b, v» A (fig. 1) de ocorsprong
van het stelsel, AX de as der abscissen, AY die der ordi-
naten en M eenig punt der kromme, dan wordt de verge-
lijking (2) door substitutie van

¥ = AM cos, MAX = v o5 9
en y = AM sin. MAX = r sin. ¢:

(A cos.%p - Bsin,? ¢) 17+ 2 (Csin, ¢ 4- D sin, @) r + E=10 (3),
1




Nemen wij nu op clken woerstraal cen punt M’ zoo-
danig dat
1
AMiem 9/ == &
T

is (a? eene willekeurige standvastige grootheid , de ecounstante
van omikeering, zimde), dan zal de vereeniging van al de pun-
ten M’ eene nieuwc kromme opleveren , welke wij omgefeorde
kegelsnede znllen noemen. Harc analytische uitdrukking in
polaire cobrdinaten wordt verkregen door in vergelijking (3]
3
voor r in de plaats te stellen ?T' Z1j is deze:

a*(A cos.*p + Bsin. %) + 2a*(Ceos.g D sin.g) 1* + Hr2 =0 (4).
Van deze vergelijking kunnew wij wederom tot die in

regthoekige cobrdinaten terugkeeren door substitutie van
YY), s g=
| | V(E*+ 57

. ¥
en  sim, g ::m y

Wij verkiijgen aldus voor de omgekecrde kegelsneden
de vergelijking :
2t (Ax® 4+ By?) 4 2a* (Ox + Dy) (x* 4+ y%) + B (< + 32— o (5).

Zij zijn dus in ’t algemeen van den vierden graad,

Wij dienen bij de beschouwing van dezc vergelijking in
acht te nemen, dat er in den loop der bewerking tweemaal
cene vermenigvuldiging met den factor (x%t-y% heeft plaats
gehad, en dat zjj dus behalve de kromme nog het punt

E == 0, ¥y = o in zich hevat,

§ 2. Ligt de oorsprong A (fig. 1) op do kegelsnede ,
zoo wordt I == o, omdat alsdan x = o en Yy = o aan de

vergelijking (2) moeten voldoen. De voorgaande bewerking




levert in dit geval voor de omgekeerde krommen eene ver-
gelijking van den derden grasd, Deze hebben alle twee
asymptotische armen , helgeen men gemakkelijk inzict door op
te merken, dat de oncindig digt bij A gelegene punten bij de
omkeering oneindig ver daarvan verwijderd worden.

Ligt de ocorsprong niet op de kegelsnede, zoo heeft B
altiid eene zekere waarde. Uit vergeliking (4) blijkt ter-
stond, dat r* dan niel oneindig groot kan worden, d. i.
deze krommen kunnen geene asymptotische armen hebben,
Men ziet dit bovendien uit de wijze van outstaan van de om-
gekeerde kegelsncden aldus: de eindige voerstralen blijven
bij de omkeering eindig; de oneindig groote, zoo Zlj er
zijn , worden oncindig klein; oneindig kleine voerstralen heeft
de oorspronkelijke kromme volgens de onderstelling niet, dus

zal de omgekeerde ook geene oneindig groote kunmen hebben,

¢ 3. Wanneer A—=DB is, wzoo 15 de vergelijking (2)
die van den cirkel.  De analytische uitdrukking van de om-
gekeerde kromme wordt dan, als wij A==B=1 stellen,

at + 2% (Cx + Dy) + B * + =i Gy
Hiernit volgt: de omgekcerde van den citkel is even-

cens cen cirkel.

§ 4. Onderstellen wij den oorsprong op de kromme
gelegen, d. 1. E=o, con bovendien A=B==1, o0 wordt
vergelijking (2):

7 oyl 20 9= 9Dy =5 . . (1)
en die der omgckesrde:
a' 4 22 (Cxr 4+ Dyj=0a . . . . {2

Wij besluiten hieruit : de omgckecrde eens cirkels, welks
orsprong op de kromme gelegen is, is eene regte lijn.

1*
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De codrdinaten van het middelpunt van den cirkel,
voorgesteld door vergelijking (1), zinx = —Ceny = — D.
Hieruit volgt, dat de middellijn, die door den ocorsprong
gaat, uitgedrukt wordt door :

D
O

De vergelijking van de owmgekeerde kan gebragt worden

b. ¥

Vi

onder den vorm:

C a*
T — —— F = ——,
y D 2D

waaruit terstond bljkt, dat de genocemde middellijn en de
omgekeerde loodregt op elkander staan.

Geometrisch kan men dit nog eenvoudiger aantoonen.
Zij PQ' (fig. 2) dic middellijn, zoo volgl wit de symmetri-
sche ligging van de oorspronkelijke kromme ten opzigte van
PQ’ en de plaats van de pool, dat de omgekeerde symme-
trisch moct ziju ten opzigte van die middellijn en bovendien
eene regte is. Hiernit volgt onmiddellik, dat de omge-

keerde en de gencemde middellin loodregt op elkander staan.

§ 5. Wederkeeriz ontstaat uit de omkeering eener regte
liin, als de pool daar buiten gelegen is, een cirkel, die door
de pool gaat en tot middellijn heeft de omgekeerde loodlijn,
uit de pool op de regte nefrgelaten.

TImmers is A=—B==o0, dan wordt de vergelijking (2)
van ¢ 1:

2Cx 4+ 2Dy + E = o,
en die der omgekeerde kromme :

22 (Cx + Dy) + B * 4+ 7)) = o.

Van deze stelt de eerste eene regte lin, de tweede




o

een’  eirkel voor, die klaarblijkelijk door de poel gaat. Uit
de

op

Symmetrie van de regte ten opzigle van de uit de pocl
haar ueérgelaten loodlijn wordt verder duidelijk, dat de

cirke] do omgekeerde loodlyn tof muddellyn heefl, hetgeen

e bewjjzcn Wis,

¥ 6. Uit het voorgaande volgt, dat elke raaklijn van
de oorspronkelijke kromme bij de omkeering rakende cirkel
wordt van de omgekeerdé kromme. Deze citkel gaat door de
pool, terwijl wijn middelpunt gelegen is op de loodlijn, uit
de poul op de raaklijn neérgelaten.

Men heeft hierbij slechts in ’t oog te houden, dat de
aaklijn met de oorspronkelijke kromme twee oneindig digt bij
elkander liggende panten gemeen heeft, die uit den aard der
zaak ook op de omgckeerde kromme en de omgekeerde raak-
lijn oneindig digt bij elkander komen te liggen, woodat de
Omgckeerde raaklijn relende cirkel aun de omgekeerde kromme
wordf,

Men merke hierhij evenwel op, dat die raaklijnen , welke
door de pool gaan, vasklijnen asn de omgekeerde kramme
hlij':en.

¢ 7. De osculerende cirkel der oorspronkelijke kromme
Blijfe i algemeen cirkel en wordl osculerende eirkel der
Swgekeerde kromme, hetgeen met inachtneming van heb
bOVenvemm}de en het begrip van ,,osculerende cirkel” zonder
eer wordt ingezien.

Opmerkelijk i het geval, waarin een der gorspronke-
lijke osculerende cirkels door de pool gaat, daar die in dat

bijzonder geval bij de omkeering eeme regfe lijn wordt. Met




betrekking tot de omeckeerde kromme i 7 te beschouy wen
2 g j

als osculerende cirkel van oncindig grooten kromtestraal en
oneindig kleine kromming. De omgekeerde Lkromme heoft
alsdan een buigpunt. Dit laatste wordt meer duidelijlc, als
men  bedenkt, dat de kromtecirkel tevens raskt en snijdt.
De regte lijn, in welke zij bij de omkecring overgaat , moet
dus mede raken en snijden. Zij heeft een contact ‘eener

hoogere orde. Er moet dus een buigpunt ziin.
8 &L g

Uit de enkele gevallen in het voorgaande bijgebragt ,
blijkt veeds ten duidelijkste, dat de stand van de pool grooten
invloed op den vorm der omgekeerde kegelsnede uitoefent.
Dc wijze van ontstaan der omgekeerde krommen duidt dit
ook reeds aan. Verder kan de stand der codrdinaat-assen
daarop volstrekt geen’ invleed hebben en is dus de vergelij-
king der kegelsneden met betrekking tot assen, dic even-
wijdig zin aan de hoofdassen, om hare meerdere eenvoudig-
heid boven die met den term in xy te verkiewen. Bovendien
leidt de cersigenvemde tot eene minder ingewikkelde wit-
drukking voor de omgekecrde kegelsneden, dan de laatsige-
noemde zou doen. Wij zijn dus geregtigd vergelijking (2)
van 9 1 als punt van uitgang voor onze volgende algemeene

beschouwingen te nemen,




HOOFDSTUR 1L

£ndere methoden ter verkrijging van de omgekeerde kegel-
sneden, Verband der gevormde krommen onderling
en met de vooribrengende.

§ 1. De omgekeerde kegelsneden knunen ook beschouwd
worden als de saneensehakeling van de voetpunten der lood-
Njnen , nit cenig punt op de raaklijnen eecner kegelsnede
neGrgelalen. Het bewijs liervan zullen wif Iaten volgen,

Uit de algemeene vergelijking der lkegelsneden :

Ax? e Byt e 203 L 20y + Biomrging b ol ol
volgt door eene esnvondige transformatie deze :
B(Ax + O £ A (By + D) + ABE-~BG*—~ AD* =0 (2).

De vergelijking van de tangems im het punb (xy) is:

¥ Ax+ C 2 |
= T B_Y - 1B ( b L“) : : (‘3)1

e die der loodlijn uit de pool, welke wij in den oorsprong
Van het cotrdinaat-steleel plaatsen , op lLaar nedrgelaten:

By + ?m‘{

Elisea | SR

arm Y en X de loopende codrdinaten zijn.

W
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Door de eliminatic van x en y uib de vergelijkingen (2),
(3) en (4) geraken wij tot de analytische uitdrukking voor de
vereeniging van de voetpunten der loodlijnen.  Gaan wij der-

halve hiertoe over,

Uit de vergelijking (4) volgt :
¥ D i i
bpt D= (A0} o 7e—e - (Ax 4. ),
i % (Ax4-0) VY=—g+g @10
De eerste grootheid in de vergelijking (2) gesnbstitueerd

geeft:

Yﬁ
(B 44 1:5) (Ax+ O+ ABE —BG'—AD =0 . (3

terwil men door substitutic van By+D en y in vergelijking
(8) verkrijat:
BXY* 4+ DXY — Y2 (Ax 4+ Of = — BX*(X — x (6),
Uit vergelijking (5) volgt :

' Q X2
it it e
en
¢ 1 — O E*
el Lo e L e :
% i AY: LB Y
waarin kortheidshalve ABE--BC? — AD? = Q gesteld js.

Uit dezc formules en de vergelijking (6) verkrijgt men

na eenige herleidingen de uitdrukking :
£ 1/ QAY? + BX?) = (ABY? - ADY - ABX?+ BCX),

welke door verdrijving van het worteltecken en Cenige ver-
eenvoudigingen overgaat in de vergelijking :

AB (X* 4+ Y2 + 2 (ADY + BOX) (X* -+ Y?)

A (AR — €Y X L BE - DY X B eDET = g (7).

Hicraan voldoen X0 en Y=o. Dit laat zich daar-
door verklaren, dat cr tijdens de bewerking de factor XV
1s ingeslopen,
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Wannecer wij deze uitkomst in verband beschounwen meb
de algemeene vergelijking der omgekeerde kegelsueden , oo
zien wij, dat zij denzelfden vorm hebben, uitgenomen dat de
laatste den term in xy mist. Wi zijn evenwel in staal het
cobrdinaat-stelsel, met betrekking waartoe de vergelijling (7)
Is uifgedrukt, ten bedrage van eenigen hoek o te doen draai-
jen.

Deze neemt dan ten opzigle van het niemwe stelsel
cenen anderen vorm aan, welke verkregen wordt door substi-
tutic yan
X — x cos. @ — ¥ sl @
Y — x sin. o 4 y cos. w

Wel bevat de aldus getransformecrde vergelijking nog de
termen i (x4yy?, (Coby?, yh, X en xy, moar
den laatsten knmmen wi] doen verdwijnen door over w %oo-
danig e beschikken , dat de coéfficiént van xy nul wordt.
Zij is alsdan wel teruguebragt tot den vorm van de alge-
Nieene vergelijking der omgekeerde kegelsneden, maar zij is er
volstrekt niet identisch mede , daar de constanten A, B, C enz.
in beide op goheel verschillende wijze met elkadr verbonden zijn.,

Wi} kunnen zelfs het bewijs leveren, dat het oumogelijk
18 het punt, waarnit de loodlijuen neérgelaten worden,
zoodanig ten opszigte van de kegelsnede te plaatsen, dat beide
omgekeerden zamenvallen.

Te dien einde verplaatsen wij den oorsprong in het punt
{p, q). De vergelijking der kegelsnede wordt dan:
Ax2 - Py2 4 2 (C+Ap) x+ 2 (D+Bg)y+E + Ap>+ Byz =0,
en die der omgekecrde, door neérlating van loodlijnen verkregen,
AB(x2+y%2 + 2 {AD +Bg)y + BO+Ap) x} (x* + y7)
+ {A(E + Bg?) — (2 4 240p)} 3* + {B (E + Ap?) —
(D2 4- 2BDg)} x2 4 2 (C + Ap) (D + Bg) xy = o.
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Uit deze kuonen wij den term in xy verdrijven door
het codrdinant-stelsel ten bedrage van cenen hock o, welke
bepaald wordé door de vergelijking

' 2(C+Ap) (D + By)
©= G ApP — (D+Ba)2+ (B —A) (4 Ap*+ Bg?)

te drasijen. Zal de vergelijking, die aldus te voorschijn

te, 2

komt, identisch worden met dic der regtstreeks omge-
keerden, zoo wordt hiertoe vercischt, dat de cosfficién-
ten van de overcenkomstige termen in beiden geljk worden.
Men zict terstond in, dat het onmogelijk is hieraan te vol-
doen , daar men vier vergelijkingen zou verkrijgen met slechts
lwee grootheden p en q, waarover men naar willekeur kan
beschikken. Zelfs door de constante van omkecring als be-
sohikbaren factor te beschouwen, zou men mniet toft identiteit
kunnen geraken.

Bij elke kegelsnede behooren derhalve, naarmate men
dec methode van registreeksche omkeering of die van deze
§ toepast, Lkarakieristiek verschillende omgekeerden. Boven-
dien geeft de eerstgenocmde methode voor elke oorspronke-
lijke kromme, terwijl de pool dezelfde blijft, onecindig vele

omgekeerden, de laatstgencemde slechts éénc.

§ 2. De omhullende van de lijnen, die loodregt staan
op de voerstralen eener omgekeerde kegelsnede en door hunne
niteinden gaan, is eene kegelsncde.

Zij om dit te bewizen in fig. 3 P de pool, M eenig
punt der kegelsnede, M’ het uiteinde van den omgekeerden
voerstraal , M'Q loodregt op M'P. Zocken wij nu de om-

hullende van al deze loodlijmen.




o
e

De vepoolitl :
¢ vergelijking van den omgekeerden voerstraal kunnen

Wi ‘ {
L hf@ﬂgen onder den vorm :

F—y=tgy x-—x} . . . . (1)

Waery . o o S
"ML ¥ en x de loopende cobrdinaten, y en x* de codrdi-
naten van A Zjn en ¢ = L. MPX is,

e vergelijking der loodlinen MQ 1s derhalve ;
y—y=—otg x—x) . . . ()
Stellen wij PM' = ', 200 is

¥ =l em = ¥l cas g
Door substitutie van deze waarde in de vergelijlang (2)
verkrijuen wij :
; ¥ =—1'sin. ¢ = — cot. ¢ (x — 1 COS. @),
E X' cos. ¢ + ¥ sin. @ == r'.
Met PM—y vermenigvuldigende en in ’t ocog houdende dat
Logs, g =%, rom.g =y cn r=a
¥y 200 wordt de vergelijking der loadliju:
e =gt e e L (B

Al deze loodlijnen versehillen slechts door eene con-
slante of parameter, welke hare standen bepaalt, Tmmers
el gaah van de cene Ioodlijn tot de andere over door x cnm
¥ te doen varigren, en door de enkele inzage van de verge-
hjldllg der kegelsnede blykt het terstond, dat x de eenige
Onathankelijk veranderlijke. en y funetic van x is.

Volgens de algemeone mothode vindt men de uitdruk-
King voor de omhullende door de willekeurige constante uit
de corspronkelijke vergelijking en hare afgeleide ten opzigte
Van den parameter e elimineren.

Het is evenwel in oms geval niet verkieselijk den alge-
Meeren regel te volgen; want dan gounden wij uib de verge-
hjki“g (1} van de voorgaande § en (3) van deze § y mocten




e e e n—
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climineren. Deze bewerking voerde noodwendig wortelaroot-
heden in, de differentiatic werd daardoor meer omslagliz en
de verdere verwijdering van den parameter meer ingewikkeld,
Wij zullen langs cenen Lorteren weg tot ons doel geraken door
de eliminatic van y later te bewerkstelligen en bij do diffe-
rentiatie y als functic van x mede tc doen varitren, Hier-

door wordt de vergelijking (8):
i TR R

Verder hebben wij de vergelijking (1) der voorgaande
§, waaruib men door differentiatic verkrijat :
' . . dy _
Ax + O+ By+-D)L=0 . , . (3).
dx
Uit de diie laatst vermelde vereliikingen cn dis der
grtelig
o » dy o
kegelsnede climineren wij nu x, y en 2. Brengen wij deze
dx

aip

bewerking voor ten uitvoer mef behulp van de vergelij-

dx
kingen (4) en (5), dan hebben wij:
Ax+ Oy — By + D) x* — o.

Verder schrijven wij de vergelijking (3) onder den

yOrm
(4x + ) Bx' 4= (By + D) Ay’ = ABa® 4- BOx' - ADy',

De oplossing van (Ax4- C) en (By+D) uit de beide

laatsten geoft :
Ax ae O — (ABa? -+ BCx! 4- %D'Yf) x’)
Bx? 4. Aya

(ABa® + BCx' + ADy) v

on By 4+ D —

T B2 4 Alyﬁﬁ




13

Door substitutic van deze waarden in de vergelijking
_ﬂer kegelsneﬂe, na haar in de volgende :
BAx 4 0)2 4 Ay + D)2 + ABR— BO2 — ADz = o
fetransformeerd te hebben, zal men tot resultant verkrijgen:

AR Sy 5

@lﬁw + ABE — BO® — AD? = q,
Waaruit ma  eenige herleidingen de amalytische uitdruk-
king
ABat + 2a? (BUx' + ADy) + (BE—D?) x*
+ 20D xy + (AR —02)y? = o0. . . (B)

Voor de ombhullende der loodlijnen wordt afweleid,
Men ziet, dat zij eene kegelsnede voorstelt en in vor-
ge]ijkiﬂg (7) van § 1 overgaat door subslibulie van a®==x2+- y2,

Ter opheldering kiezen wij het voorbeeld van den cirkel,
Yoorgesteld door de vergelijking:

x? + y*—2px = o,

Dogr regtstrecksche omkeering gaast deze over in de
Tegte lijn
o2
De nitdrakking van de omhullende voor het geval dezer

A

gte vinden wij door substitutie van
1 A=—B=1, C=-—p én D=—=Fk—19
" do vergelijking (8), Zij is
a'—2a’px—piy? = o,

De omhullende is dus eene parabola,

Aanmerking, Uit deze § volgt, dat de omgekeerde
kegelsneﬂen kunnen beschouwd worden als de geometrische
Plaatsen vap de voctpunten der loodlijnen wit cen zelfde

Pung op de raaklimen eener kegelsnede neérgelaten. Deze
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kegelsnede immers iz de omhullende van de loodlijuen, op
de omgekeerde voerstralen opgerigt en door hunne niteinden
gannde, en die loodlijnen zijn de raaklijnen der omhullende
kegelsnede.

In verband hiermede stellen wij ons de oplossing der
volgende viaag voor, Gegeven zijnde eenc omgekeerde kegcl-
snede, vraagt men naar de ligging van de pool en den aard
van die kegelsnede, welke do eigenschap heeft, dat de ver-
eeniging van de vocfprnten van de uit de pool op hare
raaklijnen neérgelaten loodlijnen de gegevene kromme op-
levert.

Om tot dit doel tc geraken, dienen wij ons fe herinne-
ren, dat de vergelijking (6) en die der registrecks omge-
keerde de bij clkander behoorende krommen voorstellen. Wij
hebben de gegevene aan vergelijking (5) van § 1 van Hoofd-
stuk T te toetsen en de coélficiénten van de overeenkomstige
termen gelijk te stellen.  Dif geeft ons een voldoend aantal
vergelijkingen om de constanten A, B, C enz te bepalen.
Door deze eindelijk te substituéren in vergelijking (6) wordt
het voorgestelde doel hereikt,

Nog eenc enkele opmerking over de vergelijkingen (3)
en (4).

De geometrische beteekenis van deze geefi een eenvoudig
middel aan de hand om voor elk punt B (fig. 4) cener kegel-
snedo het overeenkomstige punt N der omhnllende, volgens
deze § ontstaan, te vinden. Dit punt toch ligh vooreerst op
de loodlijn door vergelijking (8) voorgesteld, d. 1. volgens
fig. 4 op M'N, en ten tweede op de lijn door vergelij-
king (4) voorgesteld, d. i. op de loediijn uit de pool op de
raaklijn MQ in het punt M neérgelaten en is dus het door-
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Snijdingsplmt dezer heide lijnen. Men heeft derhalve slechts
uit de pool P op de raakliju MQ), eene loodhjn PN’ netr
le laten en deze te verlengen , tot i de loodlijn BN
snijdt.  Het snijpunt N is het gezochte punt.

In het vaorbijeaan metken wij nog op, dat de gelijk-
Vormige rogthoekige driehocken FMN’ en PNM geven :

PN, PN — PM. PM’' = a*,

Hiernit velgt onmiddellijk , dat PN de omgekeerde van

ds Toodlijn PN’ s,

S wij ons thans voor de omhullende te
zocken van o cirkels, beschreven op de vocrstralen eener
kegelsnede, dic van een willekeurig punt als pool uitgaan, en
die voerstralen als middellijnen hebbende.

Daar al deze civkels door de pool gaan, kunmen zij
amalysisch voorgesteld worden door de vergeljking :

x*—2bx + y2—2y=o . . . (1),
Waarin b en ¢ de coprdinaten van het middelpunt zijn.

Om de betrekking , die tusschen b cn ¢ bestaat te vine
< PR wij ongze tocvlugt tot de polaite vergelijking der
kegelsieden -

(A eos2 gt Bsju.2 ) 12 4 2 (Ccos. @ + Dsingjr+T=0 (2].

Door in aanmerking te nemen, dab Nl R
als v g voerstraal van het widdelpunt voorstelt, geeft de
substitutia vanm v — o in vergelijking (2) de valgende uit-
dtukking :

4 (A cos2 ¢+ Bsin?g)r® 4+ 4 (Ceos.p + Dsin.g)r'4+=E=o0
Yoor de geometrische plaatsen der middelpunten. s,
Overga&n de tot het regthoekige cobrdinaat-stelsel verlrij-

80 wij voor de hetrekking tusschen b en ¢ de vergelijking :




4 Ab2 4+ 4 Be2 - 4 Cb+ 4 De+ E=—=o . .

Liossen wij hiernit ¢ op, dan hebben wij:

1D 1D A C. &
e Th — e = —D2 e —b— )
De substifutie van deze grootheid in de vergelijking (1)
geeft :
x2—2bx+y?
1D 1Dz A C, E
sl B i DYl Bl Bl
NrsEV GE T Bb4B}0()

cenic uitdrukking , waarin slechts ééne willckeurige constante

voorkomt,
Het zoeken van de omhullende vereischt de differentiatic
van deze vergelijking ten opzigte van b,

Brengen wij deze ten uitvoer, dan vinden wij:

[ _2‘;&_1).__'(?_’!. ]
?x-!-?y{ B ]i Jé : ((:o(f))
|2V G a5 5~ )]

Om de constanfe b uit de beide laaiste vergelijkingen te

elimineren , zullen wij ze aldus schrijven:

x2—32bx <+ y2 +71-I—)‘:>-+— _:{_]_:‘f__éba____g - E )
2y 2 B 4 B* B B iB
A C |
b
(25 b+g) 1,3 O E T i
S gt B

Dit geeft onmiddellijk :

(“A.I C
x3 — 2bx + y? 1D N'B Y g

2y




Dus is-
b — B (X24y?) + Dxy — Cy?
T 2 (Ap? + BxY)

Do substitutic van deze waarde in de vergelijking (4)

- . (B

Bt na con o] wan herleidingen, waarmede wij den lezer
e Bosbi s il vallen, voor de omhullende der cirkels de
aMalytische uitdrukking :
“B It 45 4 g (ADy+ BOK (62 ) o+ (AB—C7) -
+{BE=-])2)x3+2(]DX.Y:°‘ i A
D vergelijking 15 identisch met de in § 1 van Hoofd-
stk 11 govondens (7). Hieruit mogen wij besluiten, dat de
omhullende yag de eirkels, heschreven op de voerstralen ccner

k

tgelsnede alg middellijnen, cene omgekeerde kegelsnede is

N dat de beide laatst behandelde wijzen van vorming (neér-

latiniee i :
aling vay loodlijnen en owhnlling), voor eenc bepaalde kegel-
Shede o

—

v denzelfden stand der pool , identische krommen
Opleveren,

Ook aan de vergelijking (7) wordt voldaan door x — o
on v — - .
M= stellen, daar er in den loop der bewerking eene

Ve L T
fenigvuldieing met den factor xy heeft plaats gevonden,

R

8 4. Het voorafgaande stelt ons in staat een geome-
tiscly bewijs te geven wvan de stelling in § 3 bevat. Wi
Yoegen gt bewijjs hier des te eerder bij, omdat het ons bij
Sr0ote cenvoudigheid te gelijk gelegenheid geeft om op het
Yerband van heg vroeger behandelde te wijzen,

7 M {ig. 4) cenig punt eener kegelsnede, MQ de
Maklijn iy M en N’ het overeenkomstige punt der omge-
keerde kromme , volgens § 1 onistaan, en laten verder MY
LT Punten van de omgekeerden van de respectieve kroms-

2
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men M en N’ zijn. Flke raaklim MQ van de oorspronkelijke
kegelsnede wordt bij de omkeering rakende cirkel der omge-
keerde kromme en wel in het punt M. Deze cirkels gaan
bovendien alle door de pool en hebben tot middellijnen de
omgekeerde loodlijnen PN wuit P op MQ neérgelaten. De
omgekeerde kromme M’ is dus de omhullende van al de
cirkels op de omgekeerde voerstralen van de kromme N’ als
middellijnen  beschreven.  Deze omgekeerde voerstralen  he-
palen echter juist de kegelsnede N, Hiermede is onze stel-
ling op nieuw bewezen.

Ook uit deze bewijsvoering ziet men onmiddelljk, dat men
door toepassing van de methode door neérlating van loodlijnen
¢cn van die door omhulling op dezellde kegelsnede, een bepaald
punt als pool genomen zijnde, tot dezelfde omgekeerden geraakt.

Bij iedere kegelsnede behooren alzoo twee omgekeerden,
de eenc onfstaan door regtstreeksche omkeering, de andere
door neérlating van loodlijnen op de raaklijnen der oorspron-
kelijke kromme. Die beiden hebben onderling dit verband ,
dat de regtstrecks omgekeerde van de tweede door neérlating
van loodlinen op hare raaklijnen de ccrste doet te voorschin
komen. Bovendien is deze kromme de omhullende van de
cirkels, welke de voerstralen van de reptstreeks omgekeerde

der tweede lof middellijnen hebben.

Aanmerking, Wil men volgens de in deze § betoogde
stelling de constructie cener omgekeerde kegelsnede ten uil-
voer brengen, dan ligt zij onmiddellijk voor de hand. Het
zal evenwel verkieselijlk zijn haar aldus te wijzigen: men neme

het dubbele van elken voerstraal als middellijn , waardoor het

middelpunt van elken ecirkel op de kegeclsnede zelve te liggen




komt,

keerde kromme het dubbel van hictgeen =1y werkelijlk behooren

= e
Alsdan worden echier alle voerstralen van de oMy

‘e 20, zoadat men ze later moet halveren. Deze wijze van
Construetic  heoft natuurlijk dit voordeel, dal de punten der
Omhnllende aldus met grootcro naauwkenrigheid kunnen be-

Paald Wo‘dm

) ?‘ i 1 ,S g
¥ 5. Twee bundels van regten, wier anharmonische

verhondingen tey opzigte van de fwee parem regten

AX 4~ By . C—o0,Ax+ By+C—0
on A”X + ]BHV"[" Ci,- —o, AHIX+ Bm}, o Gm e

gelile jj 1 1 T e 5 3 e
8k zijn , konyen analytisch voorgesteld worden door de ver
gehfkiﬂgen :
2 = g5 G 7 (e—
Ax + By + C£p(Ax +By 4+ 0)=o

53] Ay o Eru‘} = C,a + u (’\.’ % B”"}'-{—C"”J:D,
Yaauiu o oalle waarden kan asmmemen, terwrjl met gelijke
Waarden yan # homologe stralen overeenstemmen. Door elimi-
fatie  yay g uit beide vergeljkingen verkrijgen wij de wit-
d] al\l\lnﬁ'

. e
A“X Al BH}' e U_"
I\LIHX. + BHIV + Um

Veor de achtereenvolgende snijpunten der homologe siralen.

Ax o Bjr e S

(*‘L'X -+ By + U‘) =

Deze is van den tweeden graad en stelt eene kegel-
Shede voor » welke door de pelen der bundels gaat,

Op gelijksoortige wijze kan men de homologe punten,
genomen op twee homographisch verdeelde lijnen, die men als
8sen der x en der y kan beschouwen, voorstellen door de

ve IG‘QHJ]AIHQCH v




V=0, X=8a+pub

en x=o0, y=a'+4ub.

De vergelijking van de regte, die door twee zoodanige

homologe punten maal, is
ge p gaau,

- 4 = i =11
a-+ub Al i b .
en die van de omhullende van al deze lijnen
(b'x +by)? — 2b (a'b — ab") ¥ 4 2b' (a'b —ab’) x
+ (ab’ — a’h)? =o.

Deze is de voorstelling eener kegelsnede, welke de
beide assen raakt. Deze stellingen num, die langs analytischen
weg gevonden wijn, zijn dezelfde, welke Chasles in zyn
Traité des Sections Comigues voorgedragen heeft als de om-
gekeerde van die, welke hij tot grondslagen voor zijne be-
schouwingen genomen heeft. Zij zijn door hem aldus uitge-

drukt:

De kromme, welke ontstaat door de vereeniging van de
snijpunten van de homologe stralen van twee homographische
bundcls, is eene kegelsnede, die door de middelpunten der
beide bundels gaal.

De omhullende van de regten, die de homologe punten
van twee homographische verdeelingen van twee lijnen verbin-
den , is eene kegclsnede, welke die twee regten raakt.

Maken wij van deze gebruik ter opsporing van een

paar consiructien voor onze omgekeerde krommen.

Laten volgens de .eerste stelling (fig. 5) O (A, B, C...)
en O (A, B, C...) twee homographischc bundels, A, B, C

enz., de snijpunten der homologe stralen en dus punten eener




]{rg(rp -1 1
gelsnede voorstellen, Passen wij nn de beginselen van oms-

ktegiei e,
Ceering tog | terwyyl wi) het punt I als pool nemen, Alle
Salen van o heide Lundels worden cirkels, gaande door P

en he 1] 1)
d et omgekeerde punt O of Of, naarmate z1j ontstaan AL
oor

b

omkeering van den eerst- of laatstgenoemden bundel,
& doae = L 1 1
: door P gaande middellijnen van de cirkels, die behooren
.]'.‘ ] ; 2

J den hundel O (A, B, CG...), vormen eenen homegraphischen

bunde : ' 1
el et de evsneens door P gasnde middellijnen van de
Cirkels

Dit

die behooren bij den tweeden omgckeerden bundel.
leidb gls van el tot de volgende construclie voor onze
Omgekeerden,

Men neme (fig. 6} die vaste punlen, P, O en O,
T‘Tel'bim]e ¢en hunner P met de beide anderen en besehrijve uit
P als middelpunt twee homographische bundels P(A,B,C. ..)
en P(A',B’,C’...). Uit de punten a, b, ¢, d enz. en
4% b, ¢, d' enz., waarin de lijnen, die PO en PO’ regt-
bockig  midden doot deelen, de stralen der respeclieve bun-
dels siijden | als middelpunten besehrijve men cirkels, waar-
‘:‘Lﬂ-\ de eersten TO en de luatsten PO tob koorde hebben,
tan zullen de sufjpunten van die cirkels , welker middelpunten
P homologe stralen gelegen ziju, punfen eener omgekeerde
kegelsuede zijn.

Om tot eene constructie te geraken door middel van

de tweede stelling keeren wij (ig. 7) om. Iierin stellen

0
¢

b, & enzs €Al

Aen O'A’ twee lijnen voor, waarop a,
6 g homnlﬂge punten zijn, terwyl P de pool 1. DBjj
.[i ¢ omkeering worden OA en OA’ twee eirkels, gaande door
Ps de lijuen , welke de pool met de homologe punten ver-
hmden, blijven twee homographische bundels vormen, cn
die

» welke de homologe punten vereenigen, worden eirkels.,




welke door de pool gaan en door de punten, waarin twee
homologe stinlen b. v. Pa en Pa' de omgekeerde lijnen
OA en O'A’ snijden, Wi Dbesluiten hiernit tot deze con-
structic.

Men beschrijve twee elkander snijdende cirkels en trekke
uit een der snijpunten in elk van deze eenen bundel van
lijnen , zoodanig, dat de avharmonische verhoudingen van den
eenen gelijk zijn aan die van den anderen. Door de op
elkander volgende snijpunten van de homologe siralen met de
beide cirkels legpe men verder eene reeks van eirkels, welke
alle door de pool gaan, dan zal de omhullende van deze
eene omgekeerde kegelsnede znn.

Uit het weinige, door ons in deze § bijgebragt, zal
men zonder twiffel reeds vermoeden, dat men langs geome-
trischen weg tot cene menigte constructien voor onze krom-
men Lkan geraken. Wi achien het dasrom overbodig de
stellingen van Newton, Maclaurin en anderen, zooals
men ze o bovengenoemd werk van Chasles vindt, hier op

gelyke wijze te behandelen.

§ 6. Daar de leer der kegelsneden in de nutuurkun-
dige wetenschappen mlk eene rnime toepassing vindl, schynt
het ons niet ondoelmatiz er op te wijzen, dat ook onze
omgekeerde krommen bij physische beschouwingen van dienst
kunnen zijn. Tot staving hiervan willen wij de volgende
stelling bijbrengen.

De omhullende wvan al de ecirkels, welke door een
lichtgevend punt gaan en welker middelpunten op ccne
kegelsnede gelegen zijn , is de regthoekise trajectoria van de

door de terugkaatsende kromme teruggekaatste stralen,
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Nemen wij om dil te bewijzen op de o S
kegelsnede (fig. 8) twee punten M en M. Zij verder P de
pool, MMS een secaus en laten PNP' en PP'N' de cirkels
Zij, nit M on M als middelpunten met de stralen MP en
M beschreven, De beide punten , waarin zj elkander
Suijden zijn dan P en P’, terwijl zij van de omhullende twee
Punten N en N hevatten, De sccaus MMS staab volgens
do constractie loodregt op PP en L PMS is — L P'M'S.
Hoe Lleiner de afstand van de punten M’ en M wordt, des
te meep naderen ook de punten N’ en P fot N, terwijl
toch onophoudelijk * de hocken PM'S en P'MS gelijk blijven.

Bii ¢ : ' i
B dey overgang van de secans M'MS in de raaklijn in het
punt M

valler de punten N’ en P met N zamen. Wi
b

sesluiton hieruit, dat de hoeken , welke PM en NM met de
raaklijn in M maken, gelijk zyn, zoodat NM kan beschouwd

worden gls de rigting van den straal, die in het punt M
tern

roral

ggekaatst en vam het lichtgevend punt P uitgegaan is,
MN s s o raal van den citkel PN en is dus loodregf op
du onhullends in Let pant N. Deze staat derhalve loodregt
op de rigtiﬂg der teruggekaatste stralen en is om die reden
de Tegthoekioe trajectoria van de laatsten.

Wunneer wij ons hierbij herinneren , dat de catacaustica
of brandﬁjn dor gereflecteerde stralen de omhullende ix van
de terugackaatste stralen , zoo zien wij gemakkelijk in, hoe
oz omlyllende of trajectoria met de catacaustica zamen
bangf, Zij verhouden zich als ontwikkelende en ontwikkelde.
Hhmers MN is de normaal der trajectoria in het punt N en
te gelijk als rigting van den feruggekaatsten straal raaklijn
der catacanstiea,

Ofschoon Quetelet deze stelling meer algemecen heeft
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bewezen , scheen het ons verkieselijk haar hier alleen in be-

trekking tot de kegelsneden te beschouwen. Daar de analy-
tische beschouwingen der causticac dikwijls zeer ingewikkeld
zijn , zal men met behulp van het hier behandelde soms
langs een’ meer eccnvoudigen weg hetzelfde doel kunnen be-

reikens
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Cireulaire Conchoiden.

Wij kunnen thans overgaan tot de behandeling van de
af%nderlijke omgekeerde kegelsneden. Voor eene gercgelde
voordagt is het echter noodzakelijk ecrst cene klassificatie
:3. vormen,  Werpen wij om daartos te geraken een’ terug-
lik op het voorafgaande. Wij hebben gezien, dat de om-
gekeerde krommen langs verschillende wegen konden ontstaan.
De onderscheidene wijzen van wording waren :
a die door reglstrecksche omkeering,
L neérlating van loodlijnen,
¢, , omhalling,
d en ¢ de op de leer der anharmonische ver-
; houdingen gegronde.
Blk van deze zou ons tot ons doel kunncn leiden. [m-
Mers wij zouden de vraag kunnen stellen: welke omgekeerde
Kegelsneden behooren bij de ellips, de hyperbola enz., als de
Pool in cenig punt van het vlak der kegelsnede gelegen is
I men de methode van regtstrecksche omkeering toepast ?
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Hetzelfde zou men kunnen doen ten opzigte van ieder der
overige methoden,  Wij dienen ons hierbij evenwel le herin-
neren, dat de tweede en derde mcthode telkens dezelfde
groepen van omgekeerden te voorschijn brengen.

Wij achten het echter verkieselijk een” gehecl anderen weg
in te slaan, Wij zullen slle kegelsneden in ééne vergelijking
met  hetrekking tot een”  bepaalden oorsprong zamenvatten.
Door regtstrecksche omkeering komen wij alsdan tot eene
bepaalde groep van omgekeerden. Door vervolgens den oor-
sprong te verplaatsen komen wij op gclhijksoortige wijze tob
de voorstelling van andere groepen van omgekeerden.

In overeenstemming hiermede zullen wij achiereenvolgeus
de pool plaatsen :
in het brandpunt,

o

5 5 middelpunt,
¢ op den omirek,

d 1 eenig puat

§ 1. De polaire vergelifking der kegelsneden is:
P ‘
§ HIE S T e (1

T 1 4 e cos. @
wanneer de oorsprong verondersteld wordt in het brandpunt

gelegen to zijn.
a'l
Substitueert men hierin ¥ = —, zoo verkrijgt men na
r

cenc kleine herleiding :

) L B0 ) AR R S 0
: a a% . el g e
waarin m — — en n = -— is. Deze vergelijking is die
p P

der omgekeerde kegelsneden voor het brandpunt als pool.

Door ¢ slle woarden van 0° tot 360° doorloopt en




0%, @ en cos, (180 <4 @) in grootte gelijlk, maar in tecken
Verschillend zijn , vinden wij gemakkelijk voor de vergelijking
(3) de witdrakking:

_ r==neos. gk m . . . o« o {3
9810 mep ¢ slechts van (° tot 180° behoeft te doen
Variéren,

W

Deze vergelijking leidt ons tot eemc eenvoudige con-
Sttuetic voor onge omgekeerden. Wanneer men namelijk (fig. 9)
E-Unc& lin PQ == u ncemt en daarop als middelliin eenen
cirke] beschuijft , zijn de koorden (PU, PT, PV enz), uit B
getrokken | gelilk aan n cos. @, als ¢ de hoeken voorstelt,
Velke de koorden met PQ maken. De uitcinden eener lijn van
e lengte m, ter weerszijden van T, U, V enz op de koor-

d@}\ .
' en hare verlengden uitgezet, bepalen de omgekeerde

kegelsnede,

) De conchoide van Nicomedes wordt op gelijkscortige
Wijae geconstrueerd, met dit onderscheid echter, dat bij haar
e fegle lijn dezelfde dicnst doet, als de cirkel bij onze om-

!'-"e:k = = i .
ovkeerden, Van dasr voor dezen de nasm ecirculaire con-
Chﬂiﬂen,

¢ 2. Dat de omgekeerden, welker poal in het braud-
][J;mt gelegen is, cireulaire conchoiden zijn, kan men boven-
dlen bﬁwljzen met bchulp van deze eigc.nsc.hap der kﬁgelsueden :
2 _V'Ell‘h011f]ing van de afstanden van elk punt eener kegel-
Siede for et brandpunt en de dircetrix is eene standvastige
stootheid,

0 Zij ¢ (fig, 10) het brandpunt eener kegelsnede, ae de
1rertere 1 . =t 7
Tectrix, } ecnig punt der kromme en bd de loodlyn uit

b
on . A ro
P 8¢ nedrgclaten, zoo hebben wij:




be
bd

Is nu a het snjpunt van den verlengden voerstraal ch

= eene constante = C ., , (1)

met de directrix, dan verkrijgen wij uit vergeliking (1),
L dba = ¢ stellende:

be = C ab cos. g = C (ac — be)cos. @ . . (2).

Door deeling door de constanie van omkeering volgt

hieruit :

¥ =CfF —)es.p . . . . . (3,

waarin s en s de omgekeerde lijnen be en ac voorstellen.

Daar s als voerstraal van de omgckeerde directrix

gelijk is aan het product van den omgekeerden afstand van het

brandpunt tot de dircetrix met ecos. p, zal 8 — §" eenc

constante grootheid zijn. Dit laalste leidt onmiddellik tot de

in § 1 vermelde constructie,

§ 3. De polaire vergelijking der eireulaire conchoiden
laat zich gemakkelijk in het regthoekioe cobrdinaat-stolsel
) J g g

overbreugcn door substitutic van

% 2y I = X
r=/ (x*+ y*) encos. ¢ = T =)
Wij verkrijgen alsdan:
Ve
V x* -+ ¥

- en na verdrijving van het worteltecken :

(x* 4 y* — nx)? = m? E 7 e v oW )
Laten wij deze vergelijking in verband beschouwen met
de algemeene uitdrukking der omgekeerde kegelsneden , welke

beschouwd kunncn worden als ontstaan door toepassing van

de methode door ueérlating van loodlijnen op de krommen
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door vergelijking (6) van § 2 van het voorgaande Hoofdstuk

Voorgesteld, Ty deze en de algemeene vergelijking der omge-

keerden komen dezelfde constanten voor, zoodat de oplossing
van de vraag voor dc hand ligh: welke 1s de kegelsuede,
S volgens 'da methode: door neérlating van loodlijnen
de tireulaire conchoiden behooren.

Om hiertos te geraken, brengen wij vergelijking (1)
onder den Yorm :
(x* 4 73

= %nx (s 4 3% — (! — 0t — mPyt =0 (3),
N sfe

: eh de coificanten van de tormen vam deze gelijlk aan
die van gq overeenkomstige der vergelijking :
R (Cx+ Dy) (x*+y") +2' (Ax* + By*) = o (3).

Wi verkrijgen alsdan :

A B . B E it
= T Y, B=— —n, 0=-—_"nenD =0
d a4 a2
De  substitutie van deze waarden van A, B, Cen D

m de vergelijking (6) van § 2 van Hoofdstnk IT geelt :

X 4 y* — dnx — (m* — n¥)—o . . . (4).

Deze uitdrukking stelt eenen cirkel voor, weshalve wij

tot dege eigenschap besluiten : de aaneenschakeling van de
VOEtpunten ey loodlijnen, nit eenig punt van het vlak eens

Clr " o . : :
rkels Op zhne raaklijnen neérgelaten, 1s eene circulaire con-
ChO'l'c_’_e_

Aanmerking‘. Langs geometrischen weg kan men op eene
Cenvoudipy Wijze aantoonen, dat de in deze § opgeslotenc
Onstructie dezelflo krommen oplevert, als de in § 1 vermelde.
Zij QRS (fig. 11) de cirkel voorgesteld door vergelijking
P de pool en @ het middelpunt, dan is PQ = n en

= M en beschrijven wij verder op PQ als middellijn den

(4),
QR
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citkel OQU. Van de loodlijn PT, wit P op de raaklin in 8
neérgelaten, wordt door den ecirkel OQU een stuk UT == m
afgesneden.  Door de neérlating der loodlyn PT en door een
stok UT = m op het verlengde van I'U uit te zetten wordt

derhalve hetzelfde punt T bepaald.

§ 4. Dc identiteit van do vergelijkingen , dic de krom-
men, verkregen door de methode door neérlating van lood-
limen en die door omhulling, voorstellen, leidt onmiddellijk tot
de analoge stelling: de omhullende van de eirkels, beschreven
op de voerstralen eens cirkels als middellijnen, is eene circu-

laire conchoide.

§ 5. Uit de analytische grometrie is het bekend, dat
de verecniging van de voetpunten der loodlynen, wit het brand-
punt op de raaklijnen eener ellips of hyperbola neérgelaten,
cenen cirkel en, op die eener parabola neérselaten, eene regte
lijn geeft. (¥)

Laten wij oms die cirkels bij de ellips en de hyperbola
voorstellen. Bij de omkeering worden deze beide krommen
hare omgekeerden, en tevens ziju zij de omhullenden van

B ] J J
hare omgckeerdo rasklijnen, welke ecirkels zijn, beschreven op
(*Y De vergelijking (7) van ¢ 1 van het voorgasnde Hoofdstul bevat
dere cigenschap als een bijgonder geval in zich. Tbwers zoo wij den vor-

sprong in het brandpuat plaatsen, hebben wij voor de kegelsneden de uit-
drukling »

(I —e2x2 -y Zpex —pl—o,
vieshalve in dit geval die van de omgekesrde krommen, ontstasn door nedr-
lating van loodlijnen, wordl:

(1 — ) (x2 =37 4 Zpex — pi=u.

Dese stelt in ¢ aluemeen eon’ cirkel voor; woor de parabola echter is

¢ = 1, weshalve zij alsdan de nitdrukking eener regie wordl,
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de omgekecrde afstanden van het brandpunt tot de raaklijnen
der kegeloneden als middellijnen. De cirkels blijven bij de
omkeering cirkels en hebben fob voerstralen de pas vermelde
middellijnen, Degelfde redencring is tocpassclifk op ‘de para-
bola , omdat daarbij de regte lijn bij do omkeering in ecnen
cirke] overgaat, In eclk geval zijn wij dus geregtigd te be-

Sluiten got, de stelling in de voorgaande § vermeld.

Y 6. De quadratuur van onze krommen laal zich ge-

mﬂkkdijk ten wilvoer brengen door dc integratie van de for-

n :
B f 2 ¥ dp, waarin

_ r? == m? 4 n? cos’ g + 2wn cos. ¢
1 Y an - .
Wij hebben dan voor den inhoud:
I= %f(m" + n? cos.? ¢ + 2mn eos, g) dyg
Q : : 3
LT =in’g+1ln’gt+mnsig+ }n?sin. g cos. @ 4 C,
© grenzen gelijk 0 o = stellende , verkrijgen wij
Vour _
9 de Lelft van den inhond:
I = {4 2m* =
Wi merken hiexhij op, dat deze halve inhond voor de
1., - = M,
émge“ﬁerdc hyperbola (lig. 14) nit twee stokken (CDI en
UBA)

» ter weerszijde van CI gelegen , bestaat.

_ 7. De rectificatie dor circulaire conchoiden geschiedt
et 5 . :
8t 200 gemakkelijk, Wij verkrijgen hier voor de lengte
de formule .

S :fdtp V (m® 4= n® <= Zmn cos. ).




Door cos. ¢ = x te stellen laat deze integraal zich
brengen onder den vorm:
/o),
V(1 —x%

waarin a en b van m en n afhankelijke constanten zyn.

o e e )

g

Men ziet, dat deze integratie niet dan door ontwikkeling in
eene tecks fen uitvoer gebragt kan worden,
In het bijzondere geval van de omgekeerde parabola

echter heeft mem:

N :fd(p 1/ 2n* (1 4 cos. @) = 4n fcos. lpdig
;
8= dnsin 1 ¢+ C
De halve lengte dezer omgekeerde kromme is das:
S == nur.

§ 8 Naar gelang m > = of < n is, zal de circu.
laire conchoide eene omgekeerde ellips , parabola of hyperbola
zijn. (%) Laat ons thans nagaan , hoe men bij de constructie
door neérlating van loodlijnen en bij die door omhaulling de
pool ten opzigte van den cirkel moet plaatsen om deze ver-
schillende krommen te verkipgen,

De omgekeerden , in vergelijking (1) van g 5 bevat, kun-
nen , zoo als pebleken is , beschouwd worden als ontstaan le
zijn door nedtlating van loodlijnen op de raaklijnen der cir-
kels , door vergelijking (4).van § 8 voorgesteld. DBrengen
wij deze nu onder den vorm:

)yt =
zoo zien wij enmiddellijk, dat men de omgekeerde ellips ,
parabola of hyperbola verkrijgt door de pool achlercenvolgens

binnen, op of buiten den omtrek des cirkels te plaatsen,

(*y Deze krommen zijn voorgesield door fig, 12, 13 en 14,
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¥ 9% Wij zallen onze algemeene beschouwingen beslui-
ten o : 5
Met ecu onderzoek in het werk to stellen maar de bij-

zondery : 3 G
dere  punten onzer krommen. Gaan wij cerst na, of zij
bulgpunten hebben,

Sla=y. bekend s , 2ijn do analytische kenmerken van
de danwezigheid

- van een bunigpunt, dat de tweede afge-
leide 7 (

) =0 of » is en J'{& 4~h) en f*(x—N), h
Tﬂﬁne oneindig Ileing grootheid zijnde, in teeken verschillen,
Da_:.-w ldﬁ heschouwiug van de vergelijking in hef regthoekige
COGrdinaat-stelse] zeer omslagtig wou worden, 1s het verkieselijk
YOO ons dogl yap de polairc vergelijking

T—=m4mnes. ¢ . . . . . . (1)
gebruik 4 maken,

Dewijl
X =recos geny =r sin g

> 0oy en x gl
Mgy

18
functien wvan g te beschouwen en kan
door de bekende formule

F () = dx &y — dy dx
, MR dx?

(2)

de tren . . ;
' cede afgeloide van y ten opzigte van x, met inacht-

ne r < i 1 ] j
v Mg van vergelijking (1), in functie van de onafhankelijk
erandes]in : 1 jj 1
¢ ]?n,lethkﬁ ¢ witdrukken., Te dien einde hebben wij in ver-
g€ 131‘11113 (2) te substituéren :
dx — dr cos. ¢ — rsin g dg,
dy = qp sin.
d%x == 32
a2

§ =+ rcos. g dy,

T €05 g — 2 dr do sin. ¢ — 1 cos, ¢ dg?,
Y=drsin, g 4 2 dr dg cos. ¢ — 1 sin. @ dg?,
Waardoop Wij verkrijgen ;
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sin,2 p (2u eos. ¢ 4 m) (4n cos. ¢ + m)
fﬁ (X) o

— sin. @ (21 cos. @ + m)

(n sin.2p—n cos, * p—m cos.g)(2nsin.* p-—2n cos. 2 p—mCos.g)

— gin. @ (2n cos. @ -4 m)

2 52
5 = N a e
Na substitotic van m=— en n = — en eenige her-
§
| t

. _ Ieidingen vindt men hiervoor:

. 1 + 2e* 4 3¢ cos,
E == ( sin. ¢ (2e cos. @ + T)) >
Bij onderzoek bh]Lt, dat bij de waarden van ¢, welke
den moemer nul maken, geene buigpunten bchooren. Wi
hebben dus slechts na te gaan, of dit wel het geval is voor
die waarden van ¢, welke den teller nul maken. Llieraan
wordt voldaan door
COS, @ — ~-- 1—'*-2752 S5 e e B e )
de
te stellen.
Daar cos. ¢ < 1 en>>—1 moet zijn , zullen de grenzen van
e 1 en { zijn, en zullen dus dic omgekeerde ellipsen alleen,
wier excentriciteib grooter dan 4 is, buigpunfen kunnen op-
leveren. Onderzoeken vq] nn vergelijking (4) verder door

1—}— 2¢?

daarin voor cos. @ te substituéren (h ) h eene on-

eindig kleine grootheid zijnde. Zij wordh dan:

. 1 - 2e?
fﬂ(}:}:_f{[ 142 +30(h"_i33 ) I}
p 142N 1+ 26
'll/l—_(hm aee)%% h——g e-)-1—1}1

o e

Wij zien, dat de teller van tecken verwisselt met h,

terwijl de noemer hetzelfde teeken behoudf, De bedoelde om-




gekeerde ellipsen hebben dus buigpunten en wel twee, welke,

Uit hoolde van de symmetrie van de figunr ten opzigte van

de  as der x, symmetrisch met betrekking tot deze ge-

legen zijn,

§ 10. DIe vergelijking in het regthoeckige stelsel,
F(z, ¥l = {23y — nx)t—m® P 4 7= (1),
levers O3 een geschikt witgangspunt fot het zoeken van de

WQIVOUdige punten, Het hestaan van deze vereischt, dat
dF }—2m2*x — oo
e o * —nx) (2 X —n)— Im>x
i (x*+y i 4

b T, =2+ y? —nx) 4y —2m? y=o
Y

Wordt, Hieraan wordt voldaan door x = o en y=o0te
Stellon, (%

De bepaling van de waarden vangl geschiedi door de
X
"”S‘elijking :
d2y 121 dy 2F dy | 2
_-7+2ii§5_' dl‘(_y) == 0 ey w20
dx2 dx dy dx dy? \dx

In ong geval hebben wij mel machtneming van de ge-
VUI](‘EHT]e W

arden x == o en ¥ = o;
42y
dgz — 4(x? +y* —nx) + 2(8x —n)2—9m?2 —2n2~—2m?,
;_'-]_'.’.'E
dx dy == (2% — n) 4y = o,
sz

.

By =402 4y ng) 4 8y — 2m2 — — 9,

& ituti : o
% 12 substitutie yan deze in vergelijking (2) :

(") Dit was
Termenigyy)g;
galf

te vooyzien, daar er bij het tot stand kemen van verg. (1) esne
Y ging meg (\iz-l-y?)z heeft plaats gohad, Op het verder onderzock
dit oghiey geen invloed, 8%
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Jend
(n® ==~ m°) — m* (d—y = af,
be
i g0
of G s amrp ey
I dX mz

Deze wortclgrootheid iz bestasnbaar voor de omgekeerde
parabola en hyperbola, weshalve dese ieder ecn veelvondig

punt hebben. Bij de eerstgencemde krommc echter wordt dit
; d :
punt tevens keerpunt, daar beide waarden van dl_ dan gelijk
X

nul zijn, Hiernit volgt, dat de gemeenschappelijke raakliju

met de as der x zamenvalf.

§ 11. Geven wij ten slofte nog eenige opmerkingen
over de omgekeerde parabola, Zij is dezelfde kromme, die
door Castilliani (DAL frens. 1741) Cardioide genoemd is

! en dic door Cramer (dualyse des lignes courbes) heschonwd
is als eene epicycloide, van welke de voortbrengende en de
rigiende cirkel denmzclfden straal hebben. Hiervan laten wij
het betoog volgen,

Laat DPS (fig. 15) dec cirkel zijn, die over den cirkel
NCP rolt, en het punt P, gelegen op de verbindingslijn van
de beide middelpunten, het beschrijvende punt. Is nu D'RY
een stand van DPS op een gegeven ocogenblik en M daarop
de plaats van P, dan zal de lijn PM, die den cirkel CPN

| in N snijdt, evenwijdig zijn aan de lijn CD, welke de beide
middelpunten vereenigt, Iliernit volgt klaarblijkelijk, dat MN
gelifk is aan de middelliin van ieder der genoemde cirkels,
De epicycloide, door de punten M hepaald, is dns niets anders,

dan de omgekeerde parabola.




HOOFDSTUK. 1V.

AN

Liomnigcaten.

S 1. Nemen wij de algemeene vergelijking der kegel-
Sneden |
AX? o By? 4- 2Cx 4= 2Dy - =0 . . (1)
s Uitgangspunt , zoo is, gelijk wij gezien hebben, die der
OMgekeerde lkrommen -
:1*,:5_&3_!__}35[2}_!‘ 922 (Cx 4+ Dy) (22472 + B (x24+52) =0 (2).
. OVEI’EBnkomsi}ig ons vroeger gemeld plan van behande-
Iing zfillen wij thans overgaan tot de beschouwing der krom-
Ben , die door omkeering der kegelsneden ontstaan , als de
bool in et middelpunt geplaatst is. Hierbij kan uit den
1d der zapk slechts sprake zijn van de omgekeerde ellips en
Wyperhta,
Alsdan wordt de vergelijking (1)
Ax? + By2 Bl =gl . e o il
0 de laatstvermelde (2)
# (Ax? 4 By + B+ 797 =0 . . . (&)
In de cerste plaats merken wij hierbij op , dat de waar-

dem x 0 en y — o hiernan voldoen. Dit punt is de pool




a8

zelve en kan, daar geenc van de voerstralen der ellips by
omkecring nul wordt, onmogelijk aan de omgekeerde van deze
eigen zijn, Dit laat zich dasrmit verklaren, gelijk Wwij vroe-
ger gezien hobben , dab reeds in vergelijking (2) een factor
(x* =y?)® is ingevoerd, welke zich evencens in vergelijking
(4) bevindt, Deze wordt daardoor te algemeen en bevat be-
halve de twee omgckeerden mnog een geisoleerd punt voor de
omgekeerde ellips.  Voor het geval van de omgekeerde hyper-
bola is de vergeliking gchcel juist; want Let middelpunt
moet een punt der omgekeerde kromme zijn ten gevolge van
het omkceren van de oncindige voerstralen dex oorspronkelijke.

Vervolgens blijkt zoowel uit vergelijking (4) als ook wit
de ligging van de coordinaat-assen in de oarspronkelijke
krommen, dat de omgekeerden symmetrisch moeten Zm ten

opzigte van de assen der x en der y.

§ 2. Welke zijn nu de kegelsncden, dic door de me-
thode door meérlating van loodlijnen de omgekeerde ellips en
hyperbola geven ?

Op overconkomstige wijze als in § 3 van Hoofdstuk ITI
te werk gaande vinden wij, dat in de meer vermelde ver-
gelijking,

AB a* 4 2a* (BCx + ADy) + (BE — D2) x &

+ 20D xy+ (AL—C¥y* =0 . . . . . (1),
C=o0 en D= o gestcld moet worden. 21 neemt dan dem
eenvoudigen vorm
-AB a?

B

Bx* 4 Ay* 4~ = Fog

din.,

Door neétlating van loodlijnen wit het middelpunt ap de




raallijnen  eenep ellips en hyperbola verkrijgen wij dus hare
omgekeerden,

De krommen , voorgesteld door de vergelijking (3) van
de voorgaande § en de laatstvermelde dezer §, hebben et
zlfde middelpunt on ook dezelfde rigting dor sssen, terwijl
& groctte van deze in ’t algemecn verschilt, zooals wit de
Constanten blijkt,

Opmerkelijic is het, dat, wanneer dc vergelijkingen (3)
VAL § 1 en (2) van dese § twee hyperbola’s voorstellen, hare
“Symptoten hocken met de assen maken, dic elkanders com-
plementen zijn. Tmmers wij hebben voor de asympioten van

de heide krommen de nitdrukkingen :

; :—___}:V_ﬁ%ﬁg eny;:i]/__

De tangenten van de hoeken, welke zij met de as der x

b8

B
A

e A o
aken, ziin dys V—? en iV“" U glaaLeoR
|3
Produnet — .
3 3. Wamneer A = -— B is, is de oorspronkelijke

Kromme gene gelijkzijdige hyperbola. De omgekeerden zijn in
dit, geval begrepen in de vergelijking :
(38 b 7 == 0 (x* — 57},
welke eene lemniscaat voorstelt, (*)
Deze kromme ontstast dus uit de gelijkzijdige hyperbola

d.oor tegtstreeksche omkeering en , daar voor A — — B verge-
liking (%) der voorgaande § ook eenc gelijkzijdige hyperbola
Yoorstelt , tevens door netrlating van loodlijncn. De pool is
hiel'bij in het middelpunt geplaatst.

*) Om de

sy z¢ reden zullen wij onze tweede afdeeling van omgekeerden in
b algempey

lemniscaten noemen,
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9 4. Ten gevolge van de identiteit van de formules ,
gevonden door de methode door neérlating van loodlijnen en
die van omhulling , moct deze gelijksoortige uitkomsten leveren,
Zonder de daarvoor gepevene bewijsvoering voor ons bijzonder
geval te herhalen, mogen wij hesluiten , dat, als het middel-
punt de pool is, de omhullende van de cirkels, beschreven op
de voerstralen cener ellips of hyperhola als otiddellijuen, eene
omgekeerde ellips of hyperhola is, en dat voor de gelijkzijdige
hyperbola de omhullende de gewone lemniscaat is.

§ b. Het bestaan van een veelvondig punt vereischt,
dat
F(zy) =a* (Ax" + ByY) + B (x* + )% = o,
dF

— = 2Aa's -4 4Tk x*+y)—o
dx .

I :
cn o = 2Ba’y + 4Ey (x* +y) = o
dy
wordt.

Hieraan wordt voldaan door x=o0 en y—o fc stellen.

Deze waarden van x en y substituérende in
d_"’F: 2Aa" + 4B (x® 4 y?) + 8§ Bx
dx*
d*F
d*F

— — § [ixy,
“ dxdy i

= 2Ba’ 4« 4B (2% -+ y2) 4- 8 y?

dy e
verkrijgt men ter bepaling van a—'}j de vergelijking :
X

2
A+BE]L}.T_:0

3
dx?



waaruit volgt .

dl—i'l/_% R 1

e

Daar voor de cllips A en B hetaclfde teeken hebben, wordt

Ve o d ; o "
deze waarde van d—y voor hare omgckeerde imagimair. Bj de
X

hyperbola daarentegen hebben A en B verschillende teckens,

weshalve alleen go omgekeerde hyperbola een veelvoudig punt
hgeft,

Ten Opzigte van de asymptoten volgt hieruit verder

i o 7 . _ Rl 1
108, dat 2} raaklijnen zijn aan de omgekeerde kromme.

Dit blijkt mlmiddelljjk daaruit, dat de waarde van de tangens
(1) dezelfde is, als dic van de tangens van den hoek der
Bymptoten met de s der x.

§ 6. Voor de qnadratunr maken wij ook hier gebruik
van de polaire vergelyking, Dezge is:
a' (A cosly + Bsinlg) + B’ = o.

Ter bepaling van den inhoud hebben wij dus de formule

4
et a 9 ; s o9
Ihh—%E/.(A.cns. @ + B sin? ¢) dg
fe mtegreren, Dege bewerking geeft ons :

ﬂ,‘L

4
= T— (A+Blp —1 _&‘. (A—B; sin. @ cos. .
B 13

Voor den inhoud van de gewone lemniscaat vinden wij
hieruit, .

= —-ii-ai.
B




HOOFDSTURK. V.

Cigsoiden. Verband der beschouwde omgekeerden.
Focale.

§ 1. De krommen, welke door de omkeering ecner
kegelsnede ontstaan, welk punt van den omtrek ook de
pool zj, zijn -zoo vele in getal en leiden daarbij tot zulke
ingewikkelde vergelijkingen, dat ons bestck niet toelaat ue
afzonderlijk te behandelen. Daarom beperken wij de beschou-
wingen over deze tot slechts twee gevallen, Vooreerst zul-
len wij de pool in den top der kegelsnede plaatsen en ver-
volgens op eenig punt van den owmtrek cener gelijkaijdige
hyperbola.

Nemen wij te dien einde de vergelijking der kegelsnede
in het regthoekige covrdinaat-stelsel voor den top als oorsprong ,

¥ 2 imrmst L e o Y,
welke de ellips, parabola of hyperbola voorstelt, naar mate
n positief, nul of negatief is.

De polaire vergelyjking vinden wij door de bekende sub-

stitutie van:



X1 Cos. ¢ en y=—1 sin. .
Zij is:
(n cos?p 4 sintg)r — 2meosp==o . . . (2}
2
a
Door hierin v door — . te vorvangen verkrijgen wij voor

on
Z¢ omgekeerden in het polaire stelsel de uitdrukking :

a® (n cos.’p 4 sin, ;
rr - (' q:] (P) . . . - . {3) 2
2m cos.p

0 i het regthoekige

Ry (YY) =al@x 43 . . . . (4)

Stellen wij hiexin n = o, zoo meemt zij den volgenden
vorm agp .

=
e —--—x)w
(-9113 Y

Deze is de vergelyking van de cissoide van Diocles

we
: shalye WIJ de krommen be sgrepen n verﬁeh]kllw (4‘; Cl8807-
en

aullen noemen en wel clliptische , parabolische of hyper-

15
aolis
sche, nasr mate zij door omkeering van de ellips enz.

onts
an zijn.  Dege drie soorten van omgekeerden zijn voor-

Sesteld dooy fig. 16, 17 en 18,

L
$ 2
der &

+ De polaire vergelijking (8) laat zich brengen on-
S vorm ;
i a? (1 —un)

F= — CO8, o o [
2m cos, ¢ am 4 i

en i . it
geeft alsdan aanleiding fot eene eenvoudige constructic
Yoor de cigsoiden,
2

Men neme (fig. 19) eene lijn AB = él en trckke door B
m

tene lijn BK loodregt op AB. Vereenigh men nu A mef
Senig punt X yap de Ijn BK, zoo 1s:




A

a a2

-

AR = . =
2mcos, BAK  2m cos. ¢

Nemen wij vervolgens op AB van A af eene lijn
a® (1 ——n)

2m

AC =

en beschrijven wij hierop als middellijn den

citkel AQC. Deze snijdt AK in het punt L, en men heeft:

T 21
A= dﬁ(luﬂ} cos, BAK = a—-.(—}--ll) COS. P .
Z2m 2m

a® (1= n) a*

cosp cn ———— in de
2m 2m cos.g

Deze waarden van

vergelijking (1) substituérende , verkrijet men:
r= AK — AL = KL
Op deze wijze laat zich elke voerstraal bepalen. Wi
hebben dus voor de comstructie der cissoiden niets meer noo-
dig ,

KL uit te zetten.

dan van het punt A af op de lijnen AK de voerstralen

Aanmerking. Deze methode is volstrekt algemeon en
hevat dus ook eene constructic voor de cissoide van Diocles
m zich.

Diocles zell gaf voor deze de volgends: op eene willeken-
rige ljn AB {fiz. 20) als middellijn beschrijve men eenen cirkel
ACB en trekke eene lijn CC', loudregt op AB en gaande door
het middelpunt. Yer weerszijden van het snijpunt C van
deze met den cirkelomtrek zette men gelijke bogen CD en
CE uit. DLindelijk trekke men de koorden AD, AE en de
loodlijnen DD, EE‘; dan zullen de snijpunten P en Q van
dezen en hare verlengden punten der cissoide zijn,

Wij kunnen niet nalaten nog de gemiale constructie, die

Newton (drith. univ, de oegualionwn constyuctione linears,



-

4.5

P 231) gegeven heeft, te vermelden. Hij laat dezellde wis-
soide door eeng beweging ontstaan.

Zj AB (fig, 21) eene regte lijn en MT eene onbepaalde
loodijn,, gaande door het midden M van AB. Men neme op
?‘mt verlengde van DA een punt €, zoodanig, dat MC — AB
mt CGF is eon beweegbare regte hoek, waarvan FG = AB is,
B de beweging beschyijft het midden II van PG de eissoide.

Wij kunnen volstaan met de beschrijving van beide con-
Structisn, daar go vergelijking der kromme zich uit beide ge-
Hakkeljle aat vinden en degelfde blijkt te zijn, als de reeds

Ver . "
melde yap de omgekeerde paz‘abola,

$ 8. Gamn wij thans na, van welken aard de omhul-

lende . - : :
nde vap e lijnen is, die loodrest siaan op de voerstralen

der Cssoide ep door hunne uiteinden gaan.
Wi hebben vroeger bewezen, dat zij in ’t algemeen
*ene kegelsnede 1s, begrepen in de vergelijking:
ABa® 4+ 2% (BOx + ADy) 4 (BE — DY) x*
+20Dxy + AB—C)y* =0 . + » « . (LL
Het is dns slechss noodig de constanten van deze te be-

Palen voor het geval , dat wij thans beschouwen, d.i. als de
{)_("rspl"onkelijke kegelsnede voorgestcld wordt door de verge-
lljking;
nx? 4 y* me 2mx = 0.
Wij hebben derhalve :

A‘:n,B::I, C=—menD=L=o,
Weshalve wij yoor go vergelijking (1) de uitdrukking
nat —— 22 m x — m’y’ = o,

: 232 na’

yYy=— —(x——

m 2m

of

Verkrijoen,
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Deze stelt eone parabola voor, welker top tot covrdina-
na? L
ten heeft y = 0 en x =— = o Daar de coéfficient van x
m

negatict is, kunnen alleen negatieve en dic positieve waarden

>

na'
van x, welke «& —— zijn, bestaanbare waarden voor reven.,
3 am a5

2
De as der parabola is dus in tegengestelde risting van
die der corspronkelijke kegelsnede gelegen. Tevens zict men,
dat de pool binnen, op of buiten de parabola gelegen is, naar
mate de omgekeerde kromme de elliptische, de parabolische
of hyperbolische cissoide is.

Bij de ecireulaire conchoiden en de lemniscaten hebben
wi] reeds opgemerkt, dat de mcthode door omhulling tot de-
zellde mitkomst leidt, als die door neérlating van loodlijnen.
Het 15 om die reden overbodig in ons bijzonder geval weder-

om in eene bewijsvoering van dezelfde stelling te treden.

& 4. De cissoiden hebben, daar de pool op den omtrek
gelegen s, twee in ’t oneindige voortloopende takken en kun-
nen dus asymptoten hebben. Stellen wij daarom in dit op-
zigh cen onderzoek in het werk op vergelifking (4) van § 1.

De homogeniteit van elk harer leden valt terstond in

het oog.,  Zjj ]aat zich dus brengen onder den vorm:
X?
2 —n — 52 — :’.2 —
(m +2n1 ) yz(mny,a-i—s)_o A (14
Daar de analytische mtdrakking voor de asympfoten
FEmhE bl s oum v e wes (8)

13, hebben wij slechts de constanfen k en 1 te bepalen et
behulp van de vergelijking (1).

Te dien einde stellen wij :
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o |
om — -+ Qm"E:Of
t i ]
Y 2m k3 4 2mk =o,
waarnig volgt:
k=oenke—+y — L
Verder is.
2.
] il 2
amn T_3+3» o a,ﬂnk“+321
" 6mk®<4 2m

| =~

d_(%mj_r; + Em—:')‘

x

=
; ¥
&n VODI 1{ —~o0-
o%
[
2m

L - ijki .
Tir is duys eene asymptoof, en hare vergelijking 1s:

2
l=— . . « « .« . « (B
- (3)

Wi, e . . as g 1
ATIE blijkt , dag zij evenwijdig aan de as der y is.

De lengte van den kromtestraal eencr kegelsnede wordf

% algemeen uitgedrukt door de formule :

P

2

¢ =

I

Voor den top heeft men dus:

Q = 10
. Wij zien hicruit, dat de omgekeerde middellijn van den
tomtecirke] in dey top gelijk is aan den afstand van de pool

tot de vermelde asymptoot.
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Aanmerking. Langs analytischen weg kan wmen 0p eene
eenvoudige wijze aantoonen , dat ook dese omgekeerden bijzon-
dere punten hebben. Het blijkt bij onderzoek, dat de hyper-

bolische cissoide een veelvoudig punt en de parabolische een
keerpunt heeft.

¢ 5. Over de qguadratuur zullen wij kort zijn en alleen
de cissoide van Diocles in dit opzigh beschouwen. Deze
berekening is weinie ingewikkeld en geeft voor den inhoud
cene uitdrukking , welke in een opmerkelijk verband staat met
den inhoud van den ecirkel, dien wij gebezigd hebben bij de
constructie van de eissoiden (§ 2).

Om de integratie van de formule

I_._/‘ }dxg:/ \l/};t_].k

0 I’er X)
a-

waarin {fig, 17) p = - = de middellijn AB is, ten uit-

2m

voer te brengen schrijven wij deze uitdrukking aldus:
%2 dx xdx
= X —x 2} dx
f px—\" f v(p = 1H-P‘/:/(p};——k‘“
Den cersten term zullen wij niet integreren, Hij stelt
in ons geval blijkbaar het halve cirkelsegment ADE voor, De
tweede term laat zich door ontbinding uitdrukken, als volgt :
dx

— DX — X)L p? — .
PV (I )4+ip T —

Nu is:
¥ (i : 2x
f —— == A10, SiN, VOIS, ~—)

o V(px—x )

¥
weshalve wij hebben:

x 2
I—— f V(px—x")dx — p 1/ (pr—x?) 4 & p” are, sin. vers, =
0 p’
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€0 voor (e grenzen x —o en x — p:
e e 7
o fet duh.bele van dezen inhoud stelt de vlakteuitgebreid-
oor, die begrepen is tusschen de cissoide en de agym-
Poot, en 45 gy het drievoud van den inhoud van den cirkel

ADB,

§ 6.

Conehoy . 1
hoiden , de lemniscaten en de cissoiden geeft ons gercede
33n1eiding

Hetgeen door ons is bijgebragt over de eirculaire

\ e derlinge vergelijking van deze omgekeerde
®Belsneden 4 treden.

Beginnen wij met de omgekeerde
hyPerboIa.

l Deze was eene circulaire conchoide met een knoop, eene
Einnis =

Seaat met eop knoop en eene eissoide met een knoop
(g 14,
het b :
. tandpunt, in het middelpunt of in een der toppen.
feeft  men aan

de 5 tusschen j

22 en 18), naar mate de pool geplaatst was in

de paol elken stand in het beloop van
et brandpunt en het middelpunt, zoo moe-

tey

a ge OPeenvolgende overgangsvormen te voorschijn komen.
kaﬂn Wi uit va
100pen  elkand
€8 te

blijk1,

kbaar vercehil in do wijze van verandering van heide, De
v

Oerstralen toch van

Worden alle Kleiner .

n de conchoide. Bij deze omvatten de beide
er. Hoe meer de pool tot den top madert,
gtooter worden de beide knoopen, Er is evenwel

den verstverwijderden tak der hyperbola
de kleinste knoop zal derhalve in alle

Mgtingen in oo ;
wg“znben M uitgestrektheid toenemen. De grootste knoop,
e

Wijzi;t :Pi:ﬁ‘tfmt door omkeering vl den naastb.ijgelegen tak ,
e 11130 in eerj geh-eel anderen zin, daar somr.mge voerstra}en
an dey :Paaldell,]k die, welke op de punten in de omgeving

op betrekking hehben, bij omkeering grooter worden

4

’
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en alle overige kleiner. Het noodwendig gevolg luervan is,
dat deze knoop uitgerekt wordt in de rigting van de as.
Wanneer wij meb de verplaatsing van de pool oneindig digt
bij den top gekomen zijn, wordt de buitenste knoop oneindig
lang, Zoodra de pool met den top zamenvalt, opent hij zich, en
wij zien de niet gesloten cissoide ontstaan. Verschuiven wij de
pool nog verder maar het middelpunt, zoo zal de niet gesloten
tak der cissoide zich onmiddellijk weer beginnen te sluiten,
maar in tegengestelden zin komen te liggen. Deze knoop wordt
nu steeds korter, terwijl de straks vermelde binnenste knoop
in groottc toeneemt. Voor het middelpunt als pool worden
beide Lknoopen gelijk, daar beide takken van de hyperbola
symmetriek fen opzigte van dit punt gelegen zijn.

Tot gelijksoortige opmerkingen geeft de onderlinge ver-
gelijking van de krommen, die ontstaan door omkeering van
de ellips, aanleiding, als de pool alle punten van de hoofdas
doorloopt van het brandpunt af tot den top. Voor het brand-
punt als pool is de omgekeerde eene circulaire conchoide,
gelijk wij gezien hebben. Deze is gesloten en als het ware
ingedrukt aan die zijde, welke naar den verst verwijderden
fop ziet. Bij de verplaatsing van de pool naar den naastbi]
gelegenen top blijft dit bestaan , terwijl dit gedeelte te gelyk
den top nadert. IHet tegenovergestelde deel der conchoide
wordt bij de verschuiving al meer en meer uifgerekt. Zoodra
de pool op een oneindig kleinen afstand van den top gekomen
is, wordt de as op een oneindig grooten afstand door de
kromme gesneden. Op het oogenblik van den overga.ﬁg hil
den top scheidt de kromme zich plotseling in twee i 't on-
gindige voortloopende takken, en de elliptische cissoide treeds

te voorschijn. Als de pool buiten den top komt op het ver-
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lengde yap de as, worden die beide fakken als het ware om-
geslagen ¢y sluiten zij zich weder.

Na al pet voorafgaande achten wij hei overbodig nog
dezelfde redenering op de omgekeerde parabola’s toc te
0 gaan derhalve over tof de beschouwing van de

eerde chijkzijdige hyperbola,

£Ens
Passep

Omgel

De  algemeene vergelijking van de gelijkzijdige

§ 7.
Byperbol s
i Xa-—-y”-—l—-?Cx—i—QDy:o. e+ . (D),
2

Qe omgekeerd van deze, die wij om later te vermelden

Teden : ; s
focale zullen noemen , is begrepen in de vergelijking :

2 (x'— %) 19 Cz+Dy) & +5)=0 . . ()
Tkregon wordt door in de algemeene vergelijking der
rden A — 3 . B =

Wel ke Ve

Omenl. 3
gckeq ~— 1 en B—o0 te stellen,

Het beloop van dege krommen (zie fig. 23) laat zich ook

Z0n . 5 - o s
i der discussie yap hare vergelijking gemakkelijk aanwijzen.
% 2 gy het

. algemeen lijnen, die op de hyperbolische
Cissoide g6 '

lijken,
n ) - - - . .
teg‘:-ngﬂsteldeu zin 1 ’t oneindige voortloopende takken,

S _
W° © ontstaay door omkeering van dat deel der hyperbola ,
WP de pgg) gelege

Alle bestaan zij uit een knoop en twee

n is. De knoop daarentegen bestaat
Vereeniging van de niteinden der omgekeerde voer-

den anderen tak der hyperbola.
‘-Vacht::n iﬂvﬁlg't.) van deze gedaante der focale is hefi te vers
» 4t zij een of meer asymptoten heeft. Wij zullen

8 e o ;
"orgelijking (2) in g opzigh gaan onderzocken.

Zij wederom d

Straley van

e vergelijking der te zocken asympfoten
y=kx 41,
bepaling van k en 1 de formules:
4*

Z0g hebben Wij ter
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2(C+Dk A +kY) =0
s a’(1 —k%)
4k(C+Dk)+ 2D (1 + k%

De bestaanbare waarden voor k en 1 zijn dus:

en =

C a’ (D* — G
k=——en [——
D 2D (D4~ O

De focale heeft dus slechts ééne asymptoot.

§ 8. Wanneer wij de redenering, die wij in § 2
van Hoofdstuk II gegeven hebben, hier gaan toepassen, vin-
den wij voor de omhullende van de loodlijnen, op de voer-
stralen eener focale opgerigt en door hunue uiteinden gaande,
de vergebjking:

at 4 227 (Cx—Dy) + Dx —Cy)P —o . . (1)

Deze is de uifdrukking cencr parabola , hetwelk men
inziet door op te merken, dat het product der coéfficién-
ten van x* en y* juist het vierkant is van den halven coélliciént
van xy. Het valt niet zoo terstond in het oog, hoe de
parabola ten opzigte van de pool geplaatst is. et is even-
wel van belang dit te weten. Gaan wij derhalve na, of de
pool buiten, binnen of op de kromme gelegen is. De raak-
lijnen, die door de pool gaan , geven ons een geschikt mid-
del san de hand om hierover te beslissen, De codrdinaten
van de raakpunten toch wijzen dit als van zelf aan, Vinds
men , dat de waarden van x en y voor beide raakpunten be-
staanbaar zijn , zoo ligh de pool buifen de parabola, verkrijgt
men onbestaanbare waarden, dan ligt zij er binnen. Bestaat
er eindelijk slechts een raskpunt, dan ligh zij op den omtrek.

Laat nu de vergelijking

y=px (2)




a3

Cene

A0 voorstellen, die door de pool gaat, cn beschouwen

Wi i

: | boar ter bePalmg van de codrdinaten van het raakpunt

n
rerband met de vergelijking (1), zoo verkrijgen wij:

2%+ 2a2 (€ — Dyp)x +4- (D — Op)2x% —o.
dezﬂf:?: vaoden van x, die hierin opgesloten sijn, worden
Alsday » 10 geval de vergelijking (2) eenc rasklijn voorstelt.
Moet derhalve
7 (D — Cp)* = (C — Dp}?
AN, waaryit volgt:
p=—E 1l

iledmne Fcoijrr]“inaten der raakpunfen zijun dus bestaanbare grooti-
% 72n twee raaklijnen , weshalve de pool buiten de
E;r::idi gelegen is, DBuitendien maakt elk der beide raak-
. 146111 hoek van 45° met de as der x; zij staan der-
e Cotregt op clkander. Daar dit alleen plaats heeft, als

Punt, waarpit de raaklijnen getrokken worden, op de

di T
eokrix ligt (*¥), is ook de pool steeds daarop gelegen, De

©) Het betoog hicrvan is aldus: de vergelijking eencr parabola is:
Wanmoer g _ _ y*—=2px, .
Taa 2 raak“?“r:“PTDD'g in den top ligh en de hoofdas de as dex x.ia; die
U in het punt (x,y), welke door het punt (a,b) gaat, is:

yl” b = p—(Il—a).
b

Ui .
t dezen verlvijet men voor de ordinaten der raakpunten :
D y=b /(b2 — 2pa).
© beide raaklijnen zijn dus begrepen in de vergelijking:
= s (x,— a)).

T Vi)

Zull
€
U deze eonen regten boek metb clkander maken, zoo moet a =

Zijn, -
o] ferwijl onbepaald blijft, d.i. het punt (a,b) moel op de direcirix

80, zijn,
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stand der parabola blijft echter nog onbepaald wegens de twee
willekeurige constanten C en D.

Wij mogen uit hel voorgaande tot deze stelling besluiten :
wanneer men uit eenig punt van de directrix eener parabola
loodlijnen neérlaat op hare maklijnen, dan liggen de voet-
punten der loodlijnen op eene focale.

In het bijzondere geval, dat de pool het doorsnijdings-
punt is van de as en de directrix, wordt de focale de

hyperbolische cissoide.

§ 9. De gevondene formules geven ons geene gemalkkelijk
uitvoerbare constructie asn de hand. In dit opzigt zijn mj dus
niet belangrijk voor ons. De toepassing van de beginsels van om-
keering zal ons daartoe langs een meer cenvoudigen weg leiden.

Wi nemen tot grondslag de volgende constructie der
gelijkzijdige hyperbola: wmen deele de lijn PP’ (fig. 24) door
de liin KA regthoekiz midden door en trekke eene lijn
FG, die met PP’ eenen willckeurigen hock maakt, Uit eenig
punt K van KAL beschrijve men verder met KP als straal
eenen cirkel PQP' en late uit K eene loodlijn KM op FG
ne¢r. De punten M en M', waarin zij en haar verlengde
den omtrck snijden, behooren tot eene gelijkzijdige hyperbola ,
waarvan PP’ cene middellijn, FG eene raaklijn in het punt
P en A het middelpunt is (¥).

(*) Wij laten het analyfische bewijs hiervan volgen.
Stellen wij (fig, 24) PP/ —2a en dus AP —a en AK=—¢, dan wordt
de cirkel PQP' door de vergelijking
1? - y? — 2oy —a?
nitgedrukt, als AP en AK de assen der x en der y gijn,
De vergelijking van de loodlijn KM is:
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WY keeren nu, het punt P als pool beschouwende, de
erschillende  deelen van fis. 24 om en nemen daarbij I'P"
als constange van omkeering asn, Het punt P blijft op
4jue plaats ep de cirkel PQP' wordt eene regte lijn , gaande
door Pv g het omgekeerde punt Q. De loodlijn KM wordt
-%"311 cirkel , die door P gaat en de omgekeerde halve koorde
PR o middellijn .of de omgekeerde koorde PQ tot straal
heeft, Het omgekeerde punt van Q is derhalve het middel-
PUE vap degen cirkel, Deze opmerkingen zijn voldoende om
9US eene constructie (PP steeds geljk de constante van om-
keering zijnde) te verschaffen. 7ij komt hierop mnefr: men
me op PG (fig, 25) cen willekeurig punt Q , beschrijve
herugt glq middelpunt con cirkel PMM' met PQ als straal en
door de puuten P’ en Q eene lijn DM, De snypunten
M ey ap zullen punten der focale zijn.

‘ Men kap hierhij het beschrijven van den cirkel PMM' ver-
Widen, ey is voldeende door I en elk punt @ van FG
Cene Onhepaal{le lijin PM te trekken en daarop van Q af
8elifke stukken QAL QM‘ = TQ uit te sotton,

trelcke

§ 10, Wanneer men (fig. 24) aan de cirkels PQP’ enz.

Taaklijnen  treky evenwijdig aan FG, dan zijn de raakpunten

y —e=—hx,
De climinatie van de willekeurige constante nit deze heiden geeft voor
laatg ¥an de punten M, M/ enz. de uitdrukking:
g - yz = szy —a%

Wij erkennen hiorin de gelijkzijdige hyperbola met betrekking fot een
I‘Ogtlmekig stelscl,

dep

" welks oorsprong met het middelpunt zamenvalt, Buiten-
tieg Baat zij door de punten P en P, want x =d=a en y —o voldoen
e vergelijking, Voor het punt P is ar =~ .1_. De raaklijn io P staat
dx

d
"8 loodregt 0p MM en valt zamen mat FG.
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klaarblijkelijk punten van de gelijkeijdige hyperbols. Dit in
acht nemende kan men tot eene andere hoewel niet zoo ge-
makkelijk uitvoerbare constructie voor de focale geraken, Gaan
wij even na, wab er zoo al ontstaat bij de omkeering van de
verschillende deelen dezer figunr. De raaklijnen worden cir-
kels, die door de pool P gaan en welker middelpunten gelegen
zijn op de loodlijn uit P op vermelde raaklijnen nedrgelaten,
De cirkels PQP’ worden raaklijncn aan de zoo even genoemde
cirkels en wel in de omgekeerde punten van M, M’ enz. Dit
geeft aanleiding tot deze constructie.

) P (fig. 26) een willekeurig punt ; PQR enz. eene
reeks van cirkels en KL de lijn der middelpunten. Wanneer
wij nu wit het punt P’ raaklijuen trekken aan de cirkels

PQR enz., dan 2al de verceniging van de raakpunten de
focale opleveren.

¢ 11. De rconstructie, die Quetelet gegeven heeft,
luidt aldus :

‘Men neme cenen regten kegel (fig. 27), waarvan ZZ de
as en KK en LL twee togenover elkander liggende generatrices
ziji.  Door een willekeurig punt A van eene der beide laat-
ste legge men eene recks van vlakken loodregt op het vlak
der drie genoemde lijuen. De doorsneden van deze met het
kegelvlak zijn achterconvolgens cen cirkel , eene ellips, eene
parabola en eene hyperbola, welker hoofdassen AC, AMM' enz.
gelegen zijn in bet vlak der lijnen KK en LL. De lijn BM,
evenwijdig aan KK getrokken door het middelpunt B, bevat
de middelpunten der verschillende kegelsncden , welker brand-
punten op afstanden BM enz. ter weerszijden van de punten

M op de hoofdassen gelegen zijn. De aaneenschakeling van
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deze brandpunten bepaalt eene kromme, die door Qu Ctﬂ?l’:‘t
focale genoemd 1s en dezelfde is, als de omgekeerde gelijk-
zijdige hyperbola.

Om deze identiteit aan te toonen hebben wij slechts te
VeIwizen naar de constructie van § 9 cn or opmerkzaam o.p
e maken » fdat de lijnen AB en BM hier dezelfde beteekenis

hebben | 41 de Iyjnen PP’ en I'G bij de constructie, in § 9
beyat,
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§ 1. Aan het einde van onze laak gekomen gullen wij
nog even van een zeer algemcen standpunt uit ons onderwerp
overzien. Wij zullen daarbij gelegenheid hebben de belang-
rijkste uitkomsten van ons onderzoek, die in de verschillende
Hoofdstukken verspreid liggen, terng te vinden, terwijl wij
tevens nog melding zullen maken van eene wijze van wording
der omgekeerde kegelsneden, welke veel overeenkomst heeft
met die der cireulaire conchoiden.

In het voorgaande hcbben wij de woorden pool en oor-
sprong als van dezelfde beteskenis steeds door elkander heen
gebruikt. Wij hadden daartoe het regt, daar wij werkeljk
oorsprong en pool van omkeering lieten zamenvallen. TIn het
volgende zal dif echter niet altijd plaats vinden cn hebben wij
beiden dus scherp te onderscheiden,

Gaan wij, na dit weinige voorop gesteld te hebben, tot
het meest algemeene peval van omkeering over, waarbij eenig
punt (p,g) als pool genomen wordt.
7ij wederom do vergelijking
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Ax* + By* b 2Cx + 2Dy + E=o (1)

sl uitgaﬂgspunt. Door hierin x door x =+ p en y door
Y+ q te vervangen verkrijgen wij : |
AX‘2+By’2+2{C+Ap)xf+9(D+Bq)y'+E+Ap!+Bcf=0(2)=
d. i, de witdrukking eencr kegelsnede met betrekking tot een
stelsel , dat evenwijdig aan het oude verplaatst is en welks
O0ISprong p en q tobt codrdinaten heeft,
© omgekeerde van deze hecff, als wi] den nieuwen
O0rsprong alg pool beschouwen, tot vergelijking :
2" (Ax® - By 4 gy? {(C+Ap)x'+ (D +Bg)y'} (x* + 5
+(E+ Ap? +B)x*+v)=0 . . . . . (3
welke o het oude stelsel ternggehbragt door substitutie van
xl:x“p €n y' =y — q wordt:
HAG—p4p (y— 9)’} +2a*{ (C+Ap)(x —p)-+(D+Bq)(y—q) }
{(X‘“P)z"-!-(y—-qli} +E{E-p G-} =0 . . . (4
aarn kortheidshalve B = B + Ap* + Bq® gesteld is.

Deze laatste vergelijking eindelijk is de meest algemeene
"OGIstelling van de omgekeerden van de kegelsneden, in de
vergelijking (1) begrcpen, daar het punt (p,q) als pool van
OUl]seering genomen is.

Het ligt voor de hand , dat de methode door netrlating
van loodlijnen en die door omhulling evencens tot dergelijke

0eer algemeene vergelijkingen zouden kunnen leiden.

2. Uit de vergelijking (4) der voorgaande § kunnen
W die der circulaire conchoiden , der lemniscaten , der cis-
Soiden en op focale terng vinden. Wij moeten alsdan over
Peng zoodanig beschikken , dat do pool achtereenvolgens in
het brandpunt » in het middelpunt, in den top der kegelsnede
of °P eenig punt der gelijkzijdige hyperbola komt te liggen,
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en den oorsprong eveneens met deze punten laten zamenvallen,
Brengen wij deze bewerking voor een paar gevallen ten uitvoer.
De cotirdinaten van het middelpunt eener kegelsnede zijn «

Oeﬁq D
b= A - B

Deze waarden in vergelijking (4) van § 1 substitugrende
vinden wij, in aanmerking nemende dat voor het middelpunt
als oorsprong C == D = o wordt :

a' (Ax?* «+ By?) + B (x2 4= ¥e)=0,
d. 1. de vergelijking der lemniscaien.

Door voor p en q de co:‘:irdinaten van den top, welke
E D
== V( T -A_) e
zijn , te substltucren en den ocorsprong nu met den top te
laten zamenvallen, neemt genoemde algemeene vergelijking den
volgenden vorm aan ;
a* (Ax® 4 By?) + 2a® Cx (x2 + y2 =g
Deze stelt de cissoiden voor.

§ 3. De leer der anharmonische verhoudingen , waarop
wl vroeger een tweetal construeticn gegrond hebben, geeft
ons een middel aan de hand om te doen zien, dat het eigen-
aardige van de wijze van ontstaan der circulaire conchoiden
voor een decl ook toekomt aan alle omgekeerde kegelsneden;
zelfs hebben wij hier slechts op cone zuiver harmonische ver-
houding te Ietten.

Laat om dif tc bewijzen adb (g, 28) eene kegelsnede |
het punt P de pool en de lijn Pb, die door de pool gaat ,
cenige snijlijn zijn, De punten ¢, die harmonisch geconjugeerd

zijn. met P fen opzigte van de snijpunten a en b, bepalen




61

s Poollin van P, Wij hebben nu, als wij Pe=r,
Pa = I en Pb = r, stellen , steeds:
21, 1,

i I

T ==

2

Waaruig volgt .

g = :1;_ (S" ot S"“) = 2, - 5 % & (“2),

% 2
vaari a a® e,
Waﬂl‘lll s o - 8t — g g — — 13,
r, T, I

Wij besluiten hiernit , dat de voerstraal van de omge.

keerde Poollijn steeds het arithmetisch midden is van de beide
Voerstralen qeyp 0

d

mgekeerde kegelsnede, welke ook de stand
€' pool Moge zijn, Om deze reden kan men alle omge-

keerdcn op gelijksaortige wijze als de eirculaire conchoiden
Constragren,

De polaire vergelijking der omgekeerde kegelsneden leidt
tot dezelfds vitkomst. Tmmers deze is:
2% (Acos, 2

§--B sin 2g) 4. 942 (C cos.g + D sin. g) r + Er2 =o (5},
Waarnit volgt ;

2
_r=—-%—(0cos.(p+ﬁsin.cp)

/ a'4 . g a* 1 3 o
i]/ { e (OCDS.q» -t Dsm_rp)z e i{'ﬁ cos.?p 4+ B sm:ip)} (4).
In achy nemende , dat de vergelijking
92

== E—(Ocos.{;.+])sin.m) 5 EalE )

de omgekeerde poollijn van den oorsprong voorstelt en dus eenen

Gil‘kel
hier
(2

» Welke door de pool gaat (pool en oorsprong vallen
weder zamen), zoo zien wij terstond , dat de vergelijkingen
) en (4) deger § tot dezelfde gevolgtrekking leiden,

Met het 0og op het voorgaande zouden wij het miet
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ondoelmatig oordeelen alle omgekeerde kegelsneden cireulaire
conchoiden te nocmen.

§ 4. Wanncer wij den oorsprong in het brandpunt plaatsen
en de excentriciteit en den parameter door ¢ en p voorstel-
len, wordt de vergelijking van den pas vermelden cirkel :

a’e
I'== — CoS.q,
p
en do waarde van hetgeen in vergelijking (4) onder het wor-

telteeken voorkomt :
ik
PZ

Wij zien dus hier weder de vroeger vermelde constructie
van de circulaire conchoiden te voorschijn komen,

Is de oorsprong in het middelpunt geplaaist, zoo is
C=D =0, weshalve in dit geval de vergelijking (5) van
§ 3 den ocorsprong voorstelt. Zet men dus ter weerszijden van dit
punt stukken wuit, welker waarden bepaald worden door het
tweede lid van de vergelijking (4) der voorgaande §, zoo
ontstaan de lemniseaten, welke, gelijk reeds vroeger gebleken
is, symmetrisch zijn ten opzigfe van den oorsprong.

Bij de cissoiden en de focale kan geen sprake zijn
van de toepassing dezer constructie, daar hare poollijnen ,
als raaklijnen 1 de pool, bij omkeering overgaan in cirkels

van oneindig grooten straal.




STELLINGEN.

_ Ten onregte zegt purmamnn (Eléments de calcul infinité-
B y ) o
1ma] 2de ed, Tom. L., n® 247) ::Lorsque la concavitd se

2

&} . 2 . :
hange en convexité, Ex!: doit changer de signe et, par

UODS’ . 5 . " )
“quent, passer par zéro ou I infini; les points, o

Gt : v . .
Pere ce changement, se nomment points d’ inflexion.

. d%

: T s . . T . P . i e . . . R Bi '—-")‘r

o d’x
w0 PR i 3 » y

mfini, il faudes o assurer, # il change de signe en

Passang Par celte valeur.”
II.
De mathematische axiomata zip denkwetten.
11T,

Te regt, zegt preber (Elemente der Theorie der Funeti-
fhen einey complexen verinderlichen Grosse): ,Die Ansicht
YOn. dor Unméglichkeit der imaginiren Grossen ist eigentlich
Yon einem Verkennen des Wesens der negativen, gebrochenen

und rrationalen Grossen ausgegangen.”
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IV.
In de proefondervindelijke cloctriciteitsleor behoort aan

het woord spumming geene andere beteckenis gegeven te wor-
den, dan die van potentizal in de wiskundige theorie,

V.

Te geleiding van cen galvanischen stroom door een zamen-
gesteld vocht gaat steeds van electrolyse vergezeld.

VI

De getalswaarden, verkregen voor de weerstanden, die

de zamengestelde vochten aan den galvanischen stroom bieden,
verdienen geen vertrouwen.

VI

Men behoort de temperatuur niet te bepalen maar gelijke

vermeerdering , maar naar gelike verhoudine van volumina,
g B g
VIII.

Er loopt een ring van asteroiden om de zon, tusschen
haar en Mercurius,

IX.
Bj de berekening van de eclipsen, door de onden waar-

genomen, moet wel degelijk gelet worden op de verschillende
oorzaken, welke de lengte van den dag wijzigen.
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X.
BPe molecule van het ozon begtast wit dric atomen
AUl rstof
XT.
zu i desjnf‘icteermiddel moet men chlorkalk boven zwavel-
up

Yzeroxydy] stellen.

XII.
: Ten Onrsgte zogt yonmscrort (Kreisliuf des Lebens, 4t
LUflg 4 e . \ 1
Hage, P- 246):  Zu allen diesen ‘Wirmequellen gesellt sich

Noeh o 3 . T ‘
ema gelyp Wichlige , die Verdichtung des Kohlenstoffs. .

- - = - . - - = & = = -

Boi disger o
i diegep Fesf:]egung ercignet sich die Verdichlung eines
OGS g :

o Orpers, Gasformige Kohlensiure und tropthar
ﬂhgglge

8 Wasser verdichton gich zu Stirkmehl und Zcllstoll,
XTTI.

De Mensch heeft roeds in het diluviale tijdperk bestaan.
XIV.

Het lagey

Sehaamq goen
hmdseheu bode

Worden van onze seekleibezinkingen geeft hoe-
regh om een algemeen dalen van den Neder-

I dan e nemen.

~ORE—~

;—







Fig. 12 .

Fig. 18 .
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